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« Tout est déja dans l’air il me semble. J’ai ainsi vingt chateaux en l’air ou je n’aurais
jamais le temps d’aller - Mais ils sont complets tout y est - Ils m’appartiennent - seulement - 11
vy a un grave, trés grave SEULEMENT... Que je m’approche de ces chateaux il faut que je les
libere, les extirpe d’une sorte de gangue et de fatras... que je burine, pioche, creuse, déblaye
toute la gangue, la sorte de coton dur qui les emmaillotte, mirage, fouille, puis ménage - Ainsi
Voyage, ainsi Mort, ainsi Guignols (...) Je ne crée rien a vrai dire - je nettoye une sorte de
médaille cachée, une statue enfouie dans la glaise - Tout existe déja. C’est mon impression
- lorsque tout est bien nettoyé, propre, net - alors le livre est fini - le ménage est fait - ou
sculpté ; il faut seulement nettoyer, déblayer autour - faire venir au jour cru - AVOIR LA
FORCE c’est une question de force - forcer le réve dans la réalité - une question ménagere -
De soi, de ses propres plans, il ne vient que des bétises - Tout est fait hors de soi - dans les
ondes je pense - Aucune vanité en tout ceci - c’est un labeur bien ouvrier - ouvrier dans les

ondes. »

Louis-Ferdinand Céline, Lettre a Milton Hindus, Cahiers de [’Herne n° 5.
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Présentation

Cette these est construite autour de deux sujets : d’une part la commande échantillonnée de
systémes non linéaires incertains, d’autre part la synthese d’observateurs pour les systémes en
réseau. Bien que présentées distinctement, ces deux études traitent de la méme problématique

qui est celle des systémes sous contraintes de communication.

Contributions a la commande échantillonnée de systémes non linéaires incer-
tains. L’essentiel des techniques de commande non linéaire disponibles dans la littérature est
développé en temps continu. Or, en pratique, les controleurs sont généralement implémentés
numériquement. L’erreur induite par 1’échantillonnage de la commande peut avoir un im-
pact important sur les performances du systeme. Ainsi, de nombreuses études ont permis ces
dernieres années de proposer des méthodes de commande efficaces pour les systemes a données
échantillonnées. Dans la plupart de ces travaux, les incertitudes et perturbations affectant les
dynamiques du systéme ne sont pas prises en compte bien qu’elles soient omniprésentes en
pratique. Nous proposons dans cette thése des techniques de commande basées sur 1'utilisa-
tion de fonctions de Lyapunov, pour différents modeles non linéaires de process affectés par

des incertitudes paramétriques, de modélisation ou des perturbations extérieures.

Observateurs pour les systémes en réseau. Dans de nombreux domaines d’applications,
la mise en place de structures de commande en réseau permet de diminuer le cotit de l'instal-
lation, de faciliter la maintenance et offre une plus grande flexibilité comparées aux structures
de commande dites classiques. Il s’agit d’assurer les transmissions des données des capteurs
et des actionneurs au travers de canaux de communication numériques partagés. En contre-
partie, les contraintes de communication induites peuvent fortement affecter le comportement
du systéme. Depuis pres d’une décennie, différentes méthodologies de commande ont été pro-
posées afin de prendre en compte ces phénomenes. Le probleme de la synthése d’observateurs
a quant a lui été tres peu abordé. Ainsi, nous proposons un cadre d’étude méthodologique
pour la conception d’observateurs par émulation pour les systeémes en réseau affectés par des

perturbations.

Dans tout ce travail, nous nous sommes efforcés de partir de considérations pratiques afin

de proposer des résultats généraux qui reposent sur des hypotheses réalistes.
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Contributions

Les contributions sont résumées par chapitre ainsi que les publications correspondantes,
listées pages 5 et 6. Les travaux développés dans le cadre de cette thése mais non présentés

dans ce mémoire sont également évoqués.

Partie I: Contributions & la commande échantillonnée de systémes non linéaires
incertains.

Chapitre 2: Commande adaptative échantillonnée de systémes non linéaires.
Bien que de nombreuses méthodes de commande adaptative soient disponibles pour les
systemes non linéaires en temps continu, tres peu d’études se sont penchées sur le cas ou la
commande est implémentée numériquement. Au Chapitre 2, nous développons des controleurs
discrets dans le but de garantir la stabilité du systeme a données échantillonnées bouclé et
d’améliorer les performances obtenues par le simple blocage de la loi de commande continue.
Des conditions suffisantes pour la synthese de retours d’état dits d’ordre élevé sont établies et
une méthode de redesign est proposée. Contrairement aux résultats similaires existants, nous
n’avons recourt a aucune surparamétrisation pour résoudre ce probleme. Cela se traduit par
I’obtention de lois de commande simplifiées.

Ces résultats ont été publiés avec T. Ahmed-Ali, L. Burlion F. et Lamnabhi-Lagarrigue dans:
(ii) et (vii).

Chapitre 3: Backstepping robuste échantillonné.

Parmi les méthodes de commande de systemes non linéaires existantes, le backstepping est
I'une des plus employées et ce dans de nombreux domaines d’applications. Au Chapitre 3,
nous proposons des lois de commande échantillonnée par backstepping pour des systémes sous
forme strict-feedback affectés par des perturbations. Les controleurs obtenus s’averent étre
plus performants que I’émulation de la commande continue: ils sont donc & privilégier en
pratique.

Suggérée par D. Nesié, cette étude a donné lieu a la publication (i) avec T. Ahmed-Ali et F.

Lamnabhi-Lagarrigue.



2 Contributions

Partie I1: Observateurs pour les systémes en réseau.

Chapitre 4 : Introduction.

Apres avoir présenté la problématique des systémes commandés par réseau, un cadre d’étude
est développé pour lanalyse de stabilité d’observateurs émulés pour de tels systémes. A par-
tir d’un observateur continu, nous étudions son comportement une fois implémenté via un
réseau et proposons pour la premiere fois une modélisation générale qui permet de considérer
de nombreuses configurations. Bien que nous nous concentrons dans cette these sur I’émulation
d’observateurs, ces outils peuvent étre le point de départ d’autres types de conceptions d’ob-
servateurs et d’implémentations. A noter que ce cadre offre également un regard nouveau
pour la construction d’observateurs pour les systemes a données échantillonnées.

Développé en collaboration avec D. Nesié, ce cadre d’étude est présenté dans (viii) conjointe-

ment aux résultats du Chapitre 5.

Chapitre 5 : Conditions suffisantes pour l’émulation d’observateurs pour les NCS.
Considérant un observateur continu lorsque les contraintes de communication sont ignorées,
des conditions suffisantes sont proposées afin d’assurer la convergence de I'erreur d’observa-
tion lorsque le transfert des données est réalisé par I'intermédiaire d’un réseau. Des bornes
explicites sur I'intervalle maximal admissible entre deux instants de transmission (MATI) sont
établies. Nous montrons que les observateurs linéaires et a grand gain vérifient les conditions
requises et déterminons, pour la premiére fois, des bornes sur le MATI pour différentes confi-
gurations de réseau en termes de protocoles d’ordonnancement et de fonctions de blocage.

Cette contribution a été développée en collaboration avec D. Nesi¢ et a donnée lieu a la pu-

blication (viii). Un article de revue est en cours de rédaction.

Chapitre 6 : Extension des observateurs de Karafyllis-Kravaris aur NCS.

Les observateurs initialement développés dans [92], pour les systémes continus dont les me-
sures sont échantillonnées, sont étendus aux systémes en réseau. En réinterprétant les travaux
de [92] a I’aide du cadre d’étude du Chapitre 4, de nouvelles conditions suffisantes sont dérivées
par rapport au Chapitre 5. Les observateurs linéaires et & grand gain satisfont également les
conditions requises, ce qui nous permet de déduire de nouvelles bornes sur le MATI. Cette
étude peut étre considérée comme une alternative au Chapitre 5 pour un type particulier de
fonctions de blocage.

Ces travaux ont été publiés dans (v) et (xi) avec T. Ahmed-Ali et F. Lamnabhi-Lagarrigue.

Chapitre 7: Convergence semiglobale pratique d’observateurs émulés pour les
NCS.

Les hypotheses du Chapitre 5 sont revues afin d’élargir I’étude a de plus grandes classes de
systemes et de protocoles. Contrairement au Chapitre 5, les propriétés de stabilité ne sont

plus valables globalement mais semiglobalement : la borne sur le MATI dépend notamment
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de la zone ou se situent les conditions initiales. L’analyse fait appel a un théoréeme du petit
gain atypique (voir Annexe D). Les résultats obtenus sont ensuite appliqués aux observateurs
par critere du cercle et par injection de sortie.

Cette étude a été réalisée en partenariat avec D. Nesié, une publication est en cours de

préparation.

Annexe D : Théorémes du petit gain pour des systémes paramétrés.

Les théoremes du petit gain utilisés au Chapitre 7 sont énoncés et prouvés. Ces extensions
des travaux de [86, 184] permettent d’établir des conditions suffisantes pour la stabilité semi-
globale pratique de systémes paramétrés interconnectés. Ces résultats ont leur propre intérét
puisqu’ils peuvent étre utilisés pour de nombreux autres problémes de commande et de pour-
suites de trajectoires notamment.

Ce résultat a été obtenu avec D. Nesié¢ et correspond a la publication (ix). Un article de revue

est en cours de rédaction.

Annexe F: Observateur adaptatif continu-discret pour des systémes affines en
l’état. Seule une copie de l'article de revue est proposée.

Pour un systeme sous forme affine dont certains parametres sont inconnus et dont les sor-
ties sont échantillonnées, un observateur est synthétisé. Comparé aux solutions existantes en
temps continu, l'observateur est modifié afin de prendre en compte I’échantillonnage. Une
borne sur la période d’échantillonnage est ainsi obtenue sous des conditions d’excitation per-
sistante. On peut voir ces travaux comme une extension des observateurs de [138] au cas
adaptatif.

Cette étude a donné lieu a deux publications en collaboration avec T. Ahmed-Ali et F.

Lamnabhi-Lagarrigue : (iii) et (vi).

Contributions non présentées.
Les travaux suivants ne sont pas développés dans ce mémoire. Plus d’informations sont dis-

ponibles dans la publication citée.

Bornes explicites sur la période d’échantillonnage pour la stabilisation semiglo-
bale de systémes non linéaires a données échantillonnées.

Jusqu’a ces dernieres années, il n’existait que tres peu de méthodes pour obtenir une borne
sur la période d’échantillonnage d’un systéeme en boucle fermée. Oubliant les approches en
temps discret, de récents travaux ont permis de répondre a cette question pour des classes
particuliéres de systeémes, a I'aide d’un formalisme hybride, pour lesquels I'origine est globa-
lement asymptotiquement stable une fois le controleur émulé. Il est désormais établi que ces
propriétés de stabilité ne sont pas les plus naturelles lorsque I'on étudie les systemes a données

échantillonnés. Ainsi, toujours & l’aide d’outils hybrides, nous proposons une méthode pour
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déduire des bornes sur la période échantillonnage pour les systemes échantillonnées semiglo-
balement asymptotiquement/pratiquement stables par émulation.
Ces résultats ont été développés avec E. Panteley et ont donné lieu aux publications (iv) et

(x), d’autres sont en cours de préparation.
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Publications

La liste exhaustive des publications rédigées au cours de cette these est fournie ci-dessous.

Articles de revues

(i) R. Postoyan, T. Ahmed-Ali et F. Lamnabhi-Lagarrigue, Robust backstepping for the

Euler approximate model of sampled-data strict-feedback systems, Automatica 45 (9):
2164-2168, 2009.

(ii) R. Postoyan, T. Ahmed-Ali, L. Burlion et F. Lamnabhi-Lagarrigue, On the Lyapunov-
based adaptive control redesign for a class of nonlinear sampled-data systems, Automa-
tica 44 (8): 2099-2107, 2008.

(iii) T. Ahmed Ali, R. Postoyan et F. Lamnabhi-Lagarrigue, Continuous-discrete adaptive
observers for state affine systems, Automatica 45 (12): 2986-2990, 2009.

Articles de conférences

(iv) E. Panteley et R. Postoyan, Semiglobal asymptotic stabilization of a class of nonlinear
sampled-data systems using emulated controllers, Workshop NESTER, ICINCO (In-
ternational Conference on Informatics in Control, Automation and Robotics), Milan :
Ttalie, 2009.

(v) R. Postoyan, T. Ahmed-Ali et F. Lamnabhi-Lagarrigue, Observers for classes of nonli-
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Notations

Ensembles

On note R = (—00,00), R>p = [0,00), R5g = (0,00), Z>0 = {0,1,2,...}, Z>o = {1,2,...}.

Classes et ensembles de fonctions

Soit C'(RP,RY), p, q € Zg, 'ensemble des applications continues de R? dans R? et C?(RP,
RY), i € Z~o, 'ensemble des applications continues dont les dérivées partielles d’ordre i sont
définies et continues. L’ensemble des fonctions pour lesquelles ces dérivées sont continues pour
tout i € Z~( est noté C°(RP,RY).

Soit a € Rso U {oo}, la fonction v : [0,a) — R>( est dite de classe K si elle est continue,
égale a zéro en zéro et strictement croissante, on dit qu’elle est de classe K, si de plus a = oo
et y(s) — oo quand s — oo. Par extension, pour a,b € Ry U {00}, v : [0,a) x [0,b) — R>g
est de classe KK si, pour tout (si,s2) € [0,a) x [0,b), ¥(s1,-) et ¥(+,s2) sont de classe K. Une
fonction continue 7 : [0,a) X R>g — Rxq est de classe ICL si, pour tout ¢ € Rx>q, v(-,t) est de
classe IC, et, pour tout s € [0,a), v(s,:) est décroissante et tends vers zéro a l'infini. De plus,
v est dite de classe exp —KL sl existe Aj,A2 € Ry tels que y(s,t) = A exp(—Aat)s, pour
(s,t) € [0,a) x R>p.

On définit la fonction signe de la fagon suivante:

sign. : R — R
1 si >0
r -1 si <0
0 si z=0.

La notation I représente ’application identité sur les espaces considérés.

Normes

Le norme Euclidienne d’un vecteur ou d’une matrice est notée | - |. Pour une fonction

f: R — R" n € Zg, Lebesgue mesurable, on définit pour t; < t; € R, ||f|][t17t2) =
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ess. SUD ¢y, 1) | (T)] €t [|flloo = ess.sup ey 00y [f(7)]- L'ensemble L7, représente 'ensemble

des fonctions f: R>g — R" telles que || f[ljg o) <7, 7 € R>o.

Opérations sur les fonctions et propriétés

Pour des applications f = [f1, ..., f,]t € C(R"R") et h € CY(R™RP), Lsh représente
n N
> (0;h) fi ou O;h est la dérivée premiere de h par rapport a la i€ variable, n,p € Z~o. On

notera Oh la dérivée premiere de h.

Pour une fonction f : Rsg — R™ n € Z-q, la notation f(t*) représente linif(s) ol
> P
s>t
t € R>p, si une telle limite existe. Parallelement, on note f(t~) = lirrllt f(s), si elle existe.
> .

s<t

Une fonction Ry, q : R™ — R™ est dite un grand o de T", que I'on note Ry, o(y) = O(T"),
ou y € R" est une variable et T',7,a € R5( des parametres, s’il existe une fonction v,, de
classe Ko telle que, pour tout r,a € R, § € Ry, il existe T € Rq tel que pour tout |y| < §
et T € (0,T), on a:

|Rrra(®) < T"vra(lyl): (2)

Vecteurs et matrices

Soit (z,y) € R"™ la notation (z,y) correspond & [zT,yT]T.

Pour une matrice symétrique définie positive A € R™ "™ Apin(A) (Amax(A)) symbolise
la valeur propre minimale (maximale) de A. La matrice identité est représentée par I €
R™ . Considérant p matrices Ay, ..., A, € R"*" diag(A;,...,Ap) représente la matrice bloc-

diagonal np x np suivante :

A0 ... ... 0
0 Ay 0
0
: . . .0
0 04,

Solution d’une équation différentielle ordinaire

Soit I'équation différentielle ordinaire :

z = f(tzu), (3)

ounzx € R", u e R™ f:RsoxR"xR" — R", n,m € Zsg. Pour un instant initial donné

to € R>g, une condition initiale zg = x(tp) € R™ et un signal d’entrée u € L7}, la solution
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(ou les solutions) de (3) est notée x(-,tg,xg,u) (si elle existe). Lorsque les dépendances sont

suffisamment claires de par le contexte, nous la notons simplement x(t).

Divers

~ - k
Pour k£ € ZZ(], 10y - .-, € ZZ(], I, = {io,...,ik}, L =i+ ...+, I = Z 7. ij. Pour
J=0
une suite réelle {z}rez.,, on notera limsupy_, o, T = limg oo (SUp, >, p) si elle existe.
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Chapitre 1

Introduction

Dans ce chapitre, les deux problématiques centrales, que sont I’échantillonnage et la stabili-
sation des systeémes non linéaires incertains, sont tout d’abord brievement présentées. Les prin-
cipales approches de synthese de controleurs pour les systemes a données échantillonnées sont
ensuite expliquées. Ce chapitre se conclut par la présentation des travaux de cette premiere

partie de these.

1.1 Problématique de I’échantillonnage

Jusqu’aux années 1950, la plupart des systeémes étaient commandés a ’aide de controleurs
analogiques. Le développement exponentiel des capacités de calcul des ordinateurs a permis
I'utilisation grandissante des controleurs numériques. De nos jours, ces systemes dits controlés
par ordinateur sont prédominants dans le monde industriel.

Comparés aux analogiques, les controleurs numériques offrent ’avantage d’étre générale—
ment moins chers, en particulier pour les grandes installations comprenant de nombreuses
boucles de commande. Plus ergonomiques, leurs réglages s’effectuent par programmation et
non par cablage, ils sont des lors plus facile a configurer. Cette flexibilité les rend également
plus appropriés pour l'implémentation d’algorithmes adaptatifs ou non linéaires. De plus,
le méme controleur numérique peut étre utilisé pour différents modes de fonctionnement
et applications. De maniere générale, ils sont plus adaptés aux systeémes complexes pour
lesquels les interactions entre les boucles de commande sont multiples. Dans de nombreux
cas, l'ingénieur a le choix entre commande analogique et numérique, cependant, les avantages
des schémas numériques en termes de flexibilité et de simplicité sont parfois indispensables,
comme dans [173].

L’utilisation de contréleurs numériques a pour conséquence de créer une différence entre
la nature des signaux générés par l’algorithme de commande et ceux entrant et sortant
du systeme. En effet, les dynamiques de la plupart des systemes physiques étudiés sont

en temps continu. Les machines électriques, robots manipulateurs, process biochimiques,
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véhicules automobiles, systémes hydrauliques ne sont qu'un échantillon d’exemples admet-
tant une modélisation en temps continu. Les lois de commande numérique sont elles par
définition discretes. La juxtaposition des dynamiques discretes et continues donne ici lieu a
ce que 'on appelle les systéemes a données échantillonnées. La configuration typique est celle
décrite Figure 1.1 (voir [13]).

u(t) y(t)
> Systeme >
r-"""">">">"~—-"=—-"—->"=—-"=-"/-/"~-/-/~—/ = Bl
I I
| u(tr) y(tx) |
I N/A |e Algorithme < A/N e I
I I
A A
I I
I I
I I
I I
I Horloge I
I I
|  Ordinateur I
L - - - - - - = —

Fi1G. 1.1 — Architecture de commande de systémes a données échantillonnées

La sortie du systeme continu, y(t), est échantillonnée c’est-a-dire transformée en un signal
discret par le convertisseur analogique-numérique (A/N) aux instants d’échantillonnage ¢.
Ce signal discret est ensuite utilisé par I'algorithme pour générer un signal de commande
discret, u(ty). Signal de commande qui est ensuite converti en un signal analogique a I’aide
du convertisseur numérique-analogique (N/A) afin d’étre transmis au systéme. Ces opérations
sont synchronisées a ’aide d’une horloge temps-réel. Il existe une multitude de convertisseurs
N-A. La configuration typique consiste a bloquer le signal de commande entre deux instants
d’échantillonnage, on parle de bloqueur d’ordre zéro.

La situation est ainsi différente de celle d’'un schéma analogique, pour lequel toutes les
dynamiques sont continues. En effet, entre deux instants d’échantillonnage, le systéme est
commandé en boucle ouverte, puisque le signal de commande ne tient pas compte des valeurs
de la sortie y(t). On devine immédiatement que la période d’échantillonnage joue un role

crucial pour I'analyse de la stabilité. Il existe ainsi différentes philisophies. La premiere est de
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traiter le probleme & 1’aide d’outils en temps discret : toutes les dynamiques sont ramenées a
celles du controleur. Un autre point de vue consiste a voir ce probléme comme un systéme
hybride ou impulsif : le systéme est commandé par un signal affecté par des sauts aux instants
d’échantillonnage. On peut également aborder le sujet comme un probleme de commande a
entrée retardée : V'entrée appliquée au systéme a linstant ¢ € [tg,trx11) est affectée par un
retard variant ¢ — t; (lorsque 'on considére un bloqueur d’ordre zéro). Ces approches sont
détaillées dans la suite de ce chapitre.

Dans cette these, le point de vue en temps discret est adopté afin de développer des

controleurs pour des classes de systemes non linéaires incertains.

1.2 Systemes non linéaires incertains

Dans cette section, des connaissances de base sur les systemes non linéaires sont rappelées,

puis les méthodes de stabilisation de systéemes incertains poursuivies par la suite présentées.

1.2.1 Modeéle non linéaire

La plupart des systémes physiques ont un comportement dynamique par nature non
linéaire. Ces non-linéarités donnent lieu a des modeéles mathématiques souvent difficiles a
analyser, c’est pourquoi une alternative consiste a linéariser le comportement du systeme
autour d’un point de fonctionnement. Cette approximation présente ’avantage d’étre beau-
coup simple a étudier. En contrepartie, ces modeles ne sont valables que localement et ne
permettent par conséquent pas de représenter fidelement les trajectoires du systeme pour
de larges plages de fonctionnement. De plus, certains phénomenes fortement non linéaires
comme les saturations (des signaux de commande), les hystérésis (dues aux amplificateurs
opérationnels), les relais (électromécaniques ou électriques), ne peuvent étre linéarisés.

Le comportement dynamique d’un systéme non linéaire est généralement représenté comme

un ensemble d’équations différentielles ordinaires couplées du premier ordre:

T = filtwy, .. @, )
x.2 - fQ(t,Jl'l,...,l’n,’LL1,...,Um)
T = foltyrr, .. Tp U1, ... Uy (1.1)
v = hl(t7x1,...,l’n,Ul,...,Um)
yp = hp(t,xr,. ... xnu1,. .. Us),

qui se résume a

{:t = f(t,z,u) (12)
y = T,
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oun x = (x1, ...,x,) € R™ représente le vecteur d’état, u = (u1, ..., uy,) € R™ le vecteur
d’entrée, y = (y1, ...,yp) € RP le vecteur de sortie, f = (f1, ..., fn) : R X R" x R™ — R" la
dynamique du systeme et h = (hq, ..., hp) : R x R” x R™ — R? le vecteur fonction de sortie.

Le modele mathématique (1.2) permet de considérer des phénomeénes impossibles & repro-
duire par un modele linéaire. Par exemple, l'existence de solution de (1.2) n’est pas toujours
garantie, méme pour un intervalle de temps donné. Pour une méme condition initiale, (1.2)
peut également générer plusieurs solutions. D’autres caractéristiques comme 1’échappement
en temps fini ou certains phénomenes oscillatoires font que les modeles non linéaires requiert
une analyse plus aigué que les modeles linéaires. Un dernier point est que la solution analy-
tique de (1.2), pour une condition initiale donnée, est en général impossible a déterminer. Cet
aspect sera particulierement important lorsque seront évoqués les problemes de discrétisation
dans §1.3.

1.2.2 Incertitudes

Aussi complexes soient-ils, les modeles non linéaires sont la plupart du temps le fruit d’une
série d’approximations. Ces derniéres sont a 'origine d’incertitudes, que 'on doit toujours
prendre en compte lorsque 'on synthétise une loi de commande pour un systéme physique.
D’autres types d’incertitudes et de perturbations peuvent affecter le systeme. Ces phénomenes
sont récapitulés ci-dessous:

— incertitudes de modélisation, les étapes de simplification réalisées lors de la modélisation

induisent des erreurs qui peuvent avoir un impact significatif sur la validité du modele ;

— incertitudes paramétriques, les valeurs de certains parametres sont parfois inconnues a

cause de la difficulté voire I'impossibilité de les mesurer ;

— perturbations extérieures / exogénes, des phénomenes extérieurs peuvent perturber 'évo—

lution du systeme comme par exemple, les bourrasques de vent sur le déplacement d’un

véhicule, le choc accidentel d’un robot, les bruits de mesure etc...

Remarque 1.2.1 A noter que l’expression systeme incertain est utilisée dans cette thése
pour nommer les systémes affectés, de maniére générale, par les phénomenes cités ci-dessus.

Cet abus de langage a pour but de rendre la présentation plus claire.

Des informations sont généralement disponibles sur les incertitudes et/ou perturbations.
Dans le cas des incertitudes paramétriques, on sait le plus souvent si la valeur du parametre
inconnu varie fortement ou pas au cours du temps, parfois, une plage de valeurs est méme
connue. Prenons ’exemple de la masse d’un avion. Celle-ci dépend notamment de la structure
de I'avion, du nombre de passagers, de leur quantité de bagages, des réserves en carburant qui
sont autant de parametres incertains. Cette masse varie lentement au cours du temps, au fur

et & mesure que les stocks de kéroseéne sont consommés. On devine qu’il est toutefois possible
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d’établir une plage de valeurs plausibles pour ce parametre. Dans le cas des incertitudes
de modele ou des perturbations exogenes, une borne sur leur amplitude est souvent connue,
comme cela peut-étre le cas pour les frottements affectant un systéme mécanique par exemple.

Ce type d’information constitue le point de départ pour la synthese de controleurs.

1.2.3 Stabilisation de systémes incertains

Contrairement aux systemes linéaires, il n’existe pas de méthode générique de synthese
de controleurs globaux pour les systéemes non linéaires. Les travaux existants ne sont donc
applicables qu’a des classes données de modeles. Dans ce mémoire, nous nous intéressons a des
méthodes basées sur l'utilisation de fonctions de Lyapunov. Le but n’est pas ici de proposer
un état de 'art exhaustif mais de rappeler les grandes lignes directrices des approches suivies

dans les chapitres suivants.

Incertitudes paramétriques

Le domaine consacré a la commande des systemes dont certains parametres sont inconnus
est communément appelé commande adaptative (expression qui est également utilisée dans
d’autres contextes). L’idée de base est de construire un controleur composé, d’une part, d’une
loi d’estimation qui fournit, comme son nom l'indique, un estimé du parametre inconnu,
d’autre part de la loi de commande a proprement parler, qui génere un signal a partir des
mesures du systéme et de ’estimé du parametre inconnu. Deux familles de commande adaptive
se distinguent alors:

— approche directe, ou les lois d’estimation et de commande sont synthétisées a la méme
étape. Des lors, la loi de commande stabilisera le systéeme méme si ’estimé du parametre
inconnu ne tend pas vers sa véritable valeur ;

— approche indirecte, ou il s’agit d’assurer l'identification du parametre inconnu et de
développer une loi de commande indépendamment.

De nombreux ouvrages sont disponibles pour expliquer les différentes méthodes de commande
adaptative [4, 12, 83, 105, 126, 169] (par modele de référence, par la méthode de Lyapunov,
par identification du modele, par gains préprogrammés etc...). Nous nous intéresserons au
Chapitre 2 au cas la commande adaptative directe par la méthode de Lyapunov (cf. [105, 106]).

Un exemple tres simple permet d’en saisir le principe.
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Exemple 1.2.1 Considérons le systéme scalaire mono-entrée suivant :
i = 2?0+, (1.3)
ot 8 € R est un parameétre inconnu supposé constant. Soit la fonction de Lyapunov candidate

suivante, pour z €R, 6 =0 — 6 €R ou b est Uestimé de 0 :

Vieg) — %:ﬂ + 352. (1.4)
Lorsque l'on dérive V' le long des solutions de (1.3), en remarquant que é =0—0= —é, on
obtient :

V(z,0) = z(2%0+u) - 66

=z (mzé + u> + 2%0 — 40 (1.5)
Définissons 6 comme la solution de l’équation différentielle :

b = % (1.6)
et

w = —x%0—uz, (1.7)
on a

V(zd) = —a2 (1.8)

La fonction V' est donc une fonction de Lyapunov faible (voir Annexe B) pour notre systéme
augmenté (1.3), (1.6) avec le retour d’état (1.7). D’aprés le théoréme de LaSalle (Théoréme
B.1.2), on en conclut que x(t) converge asymptotiquement vers l'origine tandis que 6 tend

vers une valeur constante qui dépend des conditions initiales.

Il s’agit donc de considérer une fonction de Lyapunov candidate pour le systeme aug-
menté prenant en compte la loi d’estimation, puis de définir cette derniére ainsi que la loi
de commande a partir de 'analyse de sa dérivée le long des trajectoires; le but étant d’an-
nuler les termes inconnus a ’aide de la loi d’estimation et d’assurer la décroissance de la
fonction a l’aide de celle de commande. Bien évidemment, cette technique n’est applicable
qu’a certaines classes de systemes. Néanmoins, elle permet notamment d’assurer la conver-
gence asymptotique des états vers 'origine pour de nombreux systéemes dont ceux sous forme
parametric-strict-feedback [104]. Au Chapitre 2, une méthode de synthese de contréleurs adap-
tatifs par la méthode de Lyapunov directe sera proposée pour une classe de systémes & données

échantillonnées.

Incertitudes de modélisation et perturbations extérieures

La stabilisation des systémes perturbés et/ou incertains est une thématique centrale de
I’automatique. Souvent nommée commande robuste, elle a donné lieu a un tres large éventail
d’approches et de techniques. Nous rappelons brievement celles poursuivies dans les chapitres

suivants.
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En 1989, Eduardo Sontag introduit une nouvelle notion de stabilité dite stabilité entrée-
état afin d’analyser 'impact de signaux bornés sur le comportement du systéme en représenta—
tion d’état [180]. Elle peut étre vue comme un cas particulier de la propriété « entrée bornée »
implique « état borné ». Largement étendue depuis (voir [183]), cette propriété et ses dérivées
ont été entierement caractérisées par des outils de Lyapunov. De nombreuses études se sont des
lors intéressées a la stabilisation entrée-état afin d’avoir & disposition des controleurs robustes
vis-a-vis des perturbations pouvant affecter le systéme. Ainsi, il est montré dans [180] qu'un
retour d’état bati sur des fonctions de Lyapunov de commande pour les systemes affines peut
étre modifié afin d’assurer la stabilité entrée-état du systéme vis-a-vis des perturbations sur
les signaux des actionneurs. Dans [56], une commande par backstepping pour les systémes
sous forme strict-feedback est proposée afin de garantir la stabilité entrée-état vis-a-vis des
termes incertains affectant les dynamiques du modele. La stabilisation de cette classe de
systeémes par backstepping est établie depuis les années 1990 [101, 172] et a été appliquée pour
de nombreux problemes comme la commande d’actionneurs hydro-électriques, de véhicules
autonomes, de machines électriques, de robots manipulateurs, la synchronisation de systemes
chaotiques etc... Nous nous intéresserons au Chapitre 3 a ce probleme lorsque le controleur
utilisé est numérique. Il faut souligner que ces résultats n’ont pas pour but d’atténuer 'effet
des perturbations mais de garantir la robustesse du systeme bouclé en ce sens que I'erreur de
convergence dépendra de 'amplitude maximale des perturbations.

D’autre part, lorsqu’une borne sur 'amplitude des perturbations est connue et que la
structure du probleme le permet, la stabilisation asymptotique est envisageable par diverses
méthodes déterministes. Il s’agit des lors de compenser les perturbations et de garantir la
stabilité du systeme bouclé. Une multitude de techniques ont été développées dans ce sens
que ce soit a I’aide de lois de commande continues ou discontinues comme les modes glissants.
Nous utiliserons 'une d’entre elles au Chapitre 3, toujours pour la commande par backstepping
de systemes sous forme strict-feedback. Cette étude reprend certaines lois de commande de
[55] pour ensuite les reconstruire en fonction de la période d’échantillonnage. Les travaux de
[55] peuvent étre considérés comme une extension des techniques initialement développées
dans [17, 38].

1.3 Approches de commande en temps échantillonné

Les trois approches permettant de synthétiser des controleurs pour les systemes a données
échantillonnées sont présentées en prétant une attention particuliere au cas des systémes non

linéaires. Un tableau comparatif est proposé a la fin de cette section (voir Tableau 1.1).

1.3.1 Syntheése en temps continu (Continuous-Time Design - CTD)

La fagon la plus simple de commander un systeme a données échantillonnées est de

discrétiser un contréleur continu. L’idée étant, qu’en échantillonnant & une fréquence suffisam-
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ment élevée, le controleur discret fournira un signal proche du continu. On parle d’approche

par émulation.

Ainsi, dans un premier temps, une loi de commande continue est synthétisée a partir
des techniques disponibles dans la littérature. A cette étape, I’échantillonnage est ignoré.
Le contréleur continu est ensuite discrétisé a ’aide de schéma d’intégrations numériques ou,
pour les systemes linéaires, de correspondance des poles et des zéros entre le continu et le
discret. Les méthodes d’Euler, de Runge-Kutta, de Tustin sont autant de facons d’obtenir
un controleur discret & partir du continu. Finalement, le controleur discret est implémenté
numériquement (voir Figure 1.1). Le choix de la période d’échantillonnage est un point clef de
cette étape. Dans la grande majorité des cas, elle est choisie suffisamment petite pour garantir
la stabilité du systéme bouclé. Une exception est [212] ol cette contrainte est relaxée, a la
condition que le vecteur d’état réside dans le bassin d’attraction de l'origine a chaque instant

d’échantillonnage.

De nombreux travaux de recherche ont étudié le comportement dynamique des systéemes
a données échantillonnées par émulation. Pour les systemes linéaires, la stabilité entrée-sortie
est étudiée dans [33, 54]. Des analyses fréquentielles sont proposées dans [43, 162]. Le cas des
systémes non linéaires est examiné dans [33, 34, 109, 159, 196, 211] a I'aide d’outils d’analyse
en temps discret. Dans [109], un cadre méthodologique pour la discrétisation de commandes
continues est développée. Considérant des contrOleurs garantissant certaines propriétés de
dissipativité, il est prouvé qu’une discrétisation appropriée et I'implémentation numérique a
I’aide d’un bloqueur d’ordre zéro assurent des propriétés similaires pour le systéme a données
échantillonnées. Cette large extension de [196] propose une solution pour le cas particulier,
fondamentale en pratique, ou 'origine du systéme continue bouclé est globalement asympto-
tiquement stable. Il y est prouvé que cette propriété est maintenue par émulation semigloba-
lement et pratiquement dans le cas général. Les notions de semiglobalité et de convergence
pratique signifient que pour tout boule de conditions initiales donnée il existe une période
d’échantillonnage telle que l'origine du systéme est asymptotiquement stable a une erreur

résiduelle pres que 'on peut diminuer autant que désiré.

Le récent engouement pour la thématique des systéemes hybrides a permis de voir le
probléeme sous un jour nouveau. Il est montré, dans [74], que pour les systémes globale-
ment Lipschitziens, le blocage d’une loi de commande statique maintient la stabilité expo-
nentielle sous un échantillonnage rapide. Cette étude a ensuite été étendue, sous des condi-
tions similaires, au cas des controleurs dynamiques discrétisés d’apres le schéma d’Euler [28].
L’étude d’un retour de sortie dynamique est proposée dans [114] & partir de la linéarisation
du systeme et du controleur. La commande de systémes non linéaires continus par une loi
linéaire numérique est traitée dans [77, 81] ou il est expliqué comment les propriétés de
stabilité du systéeme peuvent étre déduites de celles du systeme linéaire associé, pour des
échantillonnages & pas simples ou multiples. Dernierement, les résultats initialement dédiés

aux systémes en réseau (voir Partie II) ont prouvé leur utilité pour I'obtention d’une borne
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explicite sur la période d’échantillonnage maximale admissible, sans qu’aucune linéarisation
ou hypothése de type Lispchitzienne ne soit requise [154]. Des conditions suffisantes sur le
systeme bouclé continu sont proposées en termes de fonctions de Lyapunov. Une borne sur la
période d’échantillonnage est alors déduite assurant ainsi la stabilité (globale) asymptotique
de lorigine. Une approche alternative a [154] a été développée au cours de cette these [161]
pour de plus larges classes de systemes. Pour les systémes linéaires a temps invariant (LTT), des
fonctions de Lyapunov, inspirées des fonctionnelles habituellement utilisées pour les systémes
a retard, sont considérées dans [140] afin de déduire des conditions suffisantes exprimées en
termes d’inégalités matricielles linéaires (LMI). L’analyse de stabilité repose sur 'application
d’un théoréeme développé pour les systémes impulsifs. D’autre part, lorsque ’échantillonnage
n’est pas uniforme, les systemes LTI a données échantillonnées sont vus comme des systémes
a commutation discrets dans [76]. Le cas des systemes LTT a retards a données échantillonnées

y est également traité.

Lorsque le signal de commande discret est converti en un signal analogique a I’aide d’un
bloqueur d’ordre zéro, le probléme peut étre considéré comme un systéme commandé par une
entrée retardée u(t — 1), ou T =t —tg, t € [tg,tkr1), voir [58, 59, 93]. Le cas des systemes LTI
est pour la premiére fois abordé sous cet angle dans [58], ot des conditions suffisantes pour la
stabilisation sont exprimées en termes de LMI, notamment lorsque le signal de commande est
soumis a des saturations. Poursuivant cette approche, une classe de systemes non linéaires est
étudiée dans [93] sans contrainte d’homogénéité ou de type Lipschitzienne, a I’aide de fonctions
de Razumikhin classiques ou vectorielles. Cette étude présente ’avantage de considérer des
perturbations sur I’échantillonnage et permet de calculer une borne sur la période maximale

admissible.

L’approche CTD désigne également la synthese de lois de commande, toujours en temps
continu, mais en tentant de compenser leffet de 1’échantillonnage, voir [37, 70, 80, 82, 95, 136].
Les travaux sur les systeémes linéaires [58, 140] peuvent étre également regroupés dans cette
catégorie si le probleme est pris a I’envers: plutot que de fixer le gain du controleur linéaire
puis de résoudre les LMI en jouant sur la période d’échantillonnage, 'inverse est réalisé, on

fixe cette derniere afin de déterminer le gain.

L’approche CTD présente l'avantage d’étre simple d’utilisation. I suffit, en effet, de
développer une loi de commande en temps continu, a ’aide des techniques disponibles dans
la littérature, puis de la discrétiser a ’aide de schémas numériques bien établis. En revanche,
elle nécessite la mise en place d’échantillonneurs a fréquence élevée du fait que la structure de
commande ne prend pas en compte I’échantillonnage. Dans de nombreux cas, I'utilisation de
puissants calculateurs permet d’assurer le bon fonctionnement du systéme bouclé. Cependant,
la période d’échantillonnage requise peut parfois excéder les capacités de calcul disponibles,

il est alors nécessaire d’envisager d’autres approches.
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1.3.2 Synthése en temps discret (Discrete-Time Design - DTD)

Contrairement a la commande par émulation, le controleur est ici synthétisé a partir d’un
modele discret du systeme continu. On remarque que l'analyse de stabilité de tels systemes
repose exclusivement sur les outils en temps discret: aucune approche hybride ou a retard
n’est envisageable. Le principe est donc le suivant. Premierement, le systeme continu est
discrétisé, ramenant ainsi le probleme au comportement de ’état du systeme aux instants
d’échantillonnage uniquement. Une loi de commande est ensuite développée pour ce modele,
a partir des techniques existantes en temps discret. Les propriétés de stabilité du systeme a
données échantillonnées sont alors déduites de celles du systeme discret bouclé, sous certaines

conditions.

Le choix du modele discret, et donc du schéma de discrétisation, est fondamental. Dans
de nombreuses études [5, 15, 52, 96, 103, 141, 156, 175], il est supposé que le modéle discrétisé
exact est connu, c’est-a-dire que 1’équation aux différences permettant de prédire exactement
I’état du systeme a 'instant d’échantillonnage ¢ 1 a partir de sa valeur a ¢, est disponible. 11
est alors aisé de déduire des propriétés de stabilité pour le systeme a données échantillonnées
a partir de celles du modele discret. Supposer la connaissance du discrétisé exact, revient
toutefois a affirmer savoir résoudre analytiquement (1.2), or nous avons vu dans §1.2.1 que
c’est en général impossible, a ’exception des systemes linéaires et de certains cas particuliers.

Ce constat limite donc 'applicabilité de telles méthodes.

L’alternative communément employée consiste & considérer des modeles dits approzimés.
Une simple intégration par la méthode d’Fuler permet ainsi d’obtenir un modele discret du
systeme continu. D’autres schémas plus sophistiqués peuvent étre choisis, comme par exemple
Runge-Kutta ou Newton-Hooke, voir [188] pour plus de détails. Le probleme est alors de
savoir si les propriétés de stabilité obtenues pour le modele approximé bouclé sont maintenues
pour le systéme a données échantillonnées. Il est montré dans [150], que si le controleur ou
I’'approximation ne sont pas choisies avec attention, aucune propriété de stabilité ne pourra
étre déduite pour le discrétisé exact et a fortiori pour le systeme & données échantillonnées.
De plus, la structure algébrique du systéme continu est en général fortement affectée par la
discrétisation : I’affinité en la commande ou dans les parametres est le plus souvent perdue, a
I'instar de propriétés clefs pour la synthése de contréleurs comme la linéarisabilité par retour
d’état ou la fait d’étre & minimum de phase [10, 64, 132, 133]. En conséquence, les premiers
résultats se concentraient sur des cas particuliers, en terme d’approximation de modele et de
synthese de controleurs, cf. [45, 63, 68, 125] par exemple. La plupart de ces études se basent
sur I'approximation d’Euler qui présente notamment 'avantage de maintenir ’affinité en la

commande.
Ces constatations ont motivé le développement d’un cadre d’étude méthodologique ri-
goureux pour la conception de controleurs a partir de modeles approximés. Considérant

des systemes dont le comportement dynamique est décrit par une inclusion différentielle,
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il est prouvé dans [150], que si le modele discret constitue une approximation consistante du
discrétisé exact (i.e. qu’il lui est en quelque sorte suffisamment fidele) et si le controleur
synthétisé est uniformément bornée (typiquement, qu’il n’explose pas lorsque la période
d’échantillonnage tend vers zéro), alors des propriétés de stabilité similaires & celles dérivées
pour le modele approximé sont maintenues pour le discrétisé exact. Le passage « stabilité
du discrétisé exact » a « stabilité du systeme a données échantillonnées » est ensuite assuré
sous certaines conditions d’apres [155]. Dans cette étude, les modeles approximés sont vus
comme des familles de systemes discrets paramétrés par la période d’échantillonnage. Cette
méthodologie non-constructive permet d’étudier de nombreux schémas de discrétisation et de
lois de commande.

Lorsque 'on décide de résoudre un probleme de commande a ’aide de ’approche DTD,
la question premiére est de savoir quel schéma de discrétisation considéré. En effet, meilleure
sera ’approximation, plus performant sera le contréleur développé. Il existe de nombreuses
méthodes pour construire un modeéle approximé, voir par exemple [65, 66] ou des modeles
dits d’ordre élevé sont étudiés. Ce type de modeles présente l'avantage de fournir de bonnes
approximations de I’état a chaque instant d’échantillonnage, mais est évidemment plus difficile
a analyser qu'un modele d’Euler. D’autres travaux ont pour objet de déterminer des lois de
commande et des schémas de discrétisation assurant la correspondance des entrées et sorties
des systémes continu et discret aux instants d’échantillonnage, pour plus d’informations voir
[134] et les références qui y sont citées.

Contrairement a l'approche CTD, la DTD permet de développer des contréleurs qui
dépendent de la période d’échantillonnage. Une configuration classique est la synthese de
lois de la forme, r € Z<q, [16, 29, 136, 147, 153]:

u = u0+ZTiui. (1.9)
i=1

On parle généralement de contrdleurs d’ordre élevé (pour r € Z~(). Typiquement, ug corres-
pond au blocage de la loi continue, tandis que les u; (i € Zsg) sont synthétisés a partir du
modele discret. L’ajout de ces termes supplémentaires a pour but d’améliorer la réponse
du systeme par rapport a la simple émulation, en termes de contraintes sur la période
d’échantillonnage et de vitesse de convergence notamment. A noter que les controleurs (1.9)
ne peuvent pas étre, en général, un simple développement de Taylor d’une commande continue
(67, 147].

La commande par DTD permet donc de développer des controleurs plus adaptés aux
systemes échantillonnées que par CTD. Cependant, cette approche est généralement plus
difficile de par le choix du modele approximé, de sa complexité mais aussi du fait que 'analyse
de stabilité est réalisée en temps discret, les techniques de commande étant moins aisées a

manipuler qu’en continu.
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CTD DTD SDD
Avantages synthése du controleur | meilleures performances | meilleures performances

en temps continu que le CTD que le DTD
Inconvénients échantillonnage synthese du controleur synthése du controleur

a fréquence élevée en temps discret, en temps discret

choix du modéle en prenant en compte
discret l'inter-échantillonnage

Représentation temps discret, temps discret, temps discret

hybride, a retard (hybride)

TAB. 1.1 — Récapitulatif des différentes approches de commande

1.3.3 Synthése en temps échantillonné (Sampled-Data Design - SDD)

Cette derniere approche repose toujours sur un modele échantillonné du systéme mais
tient également compte de la dynamique entre deux instants d’échantillonnage, contraire-
ment a la DTD. Développé a partir des années 1990, elle est potentiellement prometteuse
mais sa formulation rend l’analyse du probleme souvent complexe. Pour des résultats pour
les systemes linéaires cf. [34]. La différence entre CTD et SDD repose sur 'utilisation d’un
modele échantillonné. Cependant, des études comme [94] semblent étre partagées entre CTD
et SDD. En effet, dans [94], 'espace d’état est décomposé en un nombre (infini) de régions
pour lesquelles une loi de commande est synthétisée. Ainsi, la loi de commande change en
fonction de la zone, a chaque instant d’échantillonnage. Cette technique hybride présente
I’éventuel avantage de considérer de plus larges périodes d’échantillonnage que les méthodes
dites classiques.

L’approche SDD n’est pas suivie dans cette these, pour plus d’informations voir [135] et

les références qui y sont citées.

1.4 Présentation des travaux de thése

Dans cette premiere partie de theése, deux résultats sont présentés, tout deux ayant pour
cadre la synthese de retours d’état discrets pour des systemes non linéaires incertains par
I’approche DTD et ce afin d’améliorer les performances du systeme par rapport au simple

blocage d’une loi de commande continue.

Commande adaptative échantillonnée de systémes non linéaires.

Une méthode de commande adaptative de type Lyapunov directe pour des systemes non
linéaires affines en la commande et en le parameétre est présentée. Il s’agit de développer
des controleurs discrets d’ordre élevé de la forme (1.9) afin d’améliorer les performances de

I’émulation. Cette étude est une extension des travaux de [147] au cas adaptatif. Dans [147],
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une technique dite de redesign de controleurs de type grand gain est proposée. L’analyse
repose sur l'utilisation de fonctions de Lyapunov, a partir desquelles des conditions suffi-
santes sont exprimées, permettant la synthése du retour d’état désiré. Cette étude présente
I’avantage de considérer une classe de systemes générale et d’étre flexible, c’est pourquoi nous
avons choisi d’étendre ces résultats au cas ou un parametre inconnu affecte linéairement les
dynamiques du systeme continu. L’analyse repose toujours sur le développement en série de
Fliess d’une fonction de Lyapunov a partir duquel les lois d’estimation et de commande sont
obtenues. Une des difficultés majeures lorsque 1’on considere des modeles discrets approximés
d’ordre élevé, est que la paramétrisation linéaire originelle du systéme continu devient poly-
nomiale. L’argument traditionnellement utilisé ([68]) consiste & voir chaque puissance comme
un nouveau parametre. En conséquence, la complexité de la structure de commande aug-
mente linéairement avec le degré d’approximation considéré. Au Chapitre 2, en supposant
que le parametre inconnu appartienne a un ensemble compact donné, aussi large soit-il mais
de bornes connues, le systéme est reparamétré d’apres [145] et une unique loi d’estimation est

développée.

Backstepping robuste échantillonné.

Des controleurs pour la stabilisation robuste par backstepping de systemes sous forme a
données échantillonnées strict-feedback sont développés. Deux objectifs de commande sont
satisfaits: la stabilisation entrée-état et la compensation des perturbations lorsque celles-ci
vérifient certaines hypotheses. Cette étude peut étre considérée comme ’extension robuste des
travaux de [153]. Le modele discret approximé est obtenu a 1’aide d’une intégration d’Euler.
Le premier objectif permet en quelque sorte, d’assurer le bon comportement du systéme
bouclé lorsque celui-ci est perturbé par des signaux bornés, tandis que le second le stabilise
asymptotiquement en tentant d’annihiler l'effet des incertitudes a l'instar des travaux en
temps continu de [55].

Les résultats de ce chapitre sont un complément aux travaux de [107, 109], puisqu'une
nouvelle classe de systemes générale est considérée a ’aide des mémes outils d’analyse. Les
lois de commande proposées permettent d’améliorer les propriétés de robustesse intrinseques
du backstepping bloqué étudiées dans [97]. Ainsi, le domaine d’attraction est généralement
élargi et la vitesse de convergence des états augmentée comparé a I’émulation, pour une méme
période d’échantillonnage. Par conséquent, nos controleurs sont a privilégier lorsqu’une loi de

commande par backstepping robuste est appliquée numériquement a un systéme continu.
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Chapitre 2

Commande adaptative
échantillonnée de systemes non

linéaires

2.1 Introduction

Bien que de nombreuses méthodes de commande adaptative soient disponibles pour les
systemes non linéaires en temps continu, tres peu d’études se sont penchées sur le cas ou
la commande est implémentée numériquement. Cet état de fait se justifie par les difficultés
induites par ’échantillonnage. En effet, lorsque la syntheése du controleur discret est réalisée a
partir d’un modele discret approximé, les incertitudes dues a ’approximation viennent s’ajou-
ter a I'ignorance de la valeur du parametre. Il s’agit des lors de proposer un contréleur pour
un systéme non linéaire discret incertain a la fois au niveau des parametres et du modele,
tache qui est loin d’étre aisée. De plus, si le systéme original dépend du parametre inconnu
de maniere linéaire, ce ne sera plus le cas du modele discret (a 'exception des modeles ap-
proximés d’Euler par exemple). Or la commande adaptative pour les systémes paramétrés
non linéairement est extrémement ardue: rares sont les études a proposé des solutions, voir
[7, 12, 100, 120, 145, 146, 178] par exemple.

Les principales études disponibles pour la commande adaptative des systemes non linéaires
a données échantillonnées sont rappelées. Dans [68], Pobjectif est de transposer les lois de
commande adaptative linéarisantes initialement développées en temps continu dans [18, 195].
Nous avons vu au Chapitre 1 que la linéarisabilité par retour d’état d’un systeme peut étre
détruite par I’échantillonnage, a 'instar de la dépendance linéaire du parametre inconnu. Pour
ces raisons, les auteurs de [68] se concentrent sur les systémes linéarisables par retour d’état
sans avoir recours a un difféormorphisme dépendant du parametre. Considérant des modeles
approximés discrets d’ordre élevé, la dépendance linéaire du parametre inconnu devient po-

lynomiale. Le probleme est alors surparamétré: a chaque puissance est associé un nouveau
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parametre. Des algorithmes récursifs normalisés des moindres carrés sont alors utilisés afin
d’estimer chacun d’entre eux. Une loi de commande est ensuite synthétisée. 11 s’agit donc ici
d’une méthode de commande adaptative indirecte qui présente 'inconvénient de rapidement
gagner en complexité, puisqu’a chaque fois que I'on augmente 1’ordre du modele approximé,
une nouvelle loi d’estimation est requise. De plus la classe de systemes étudiée est relative-
ment restrictive. Dans [125, 177] des lois de commande adaptative sont proposées pour des
systemes non linéaires incertains non pas en termes de parametres inconnus, mais de maniere
plus générale, au niveau de leurs champs de vecteurs et des perturbations extérieures. Il ne
s’agit donc pas d’identifier un parametre inconnu, mais d’estimer le modele du systeme lo-
calement en temps et en espace, a chaque instant d’échantillonnage. I’analyse repose sur le
modele d’Euler et nécessite que le systéme inverse soit stable dans [125] ou que des propriétés
de factorisation soient satisfaites dans [177]. Des controleurs adaptatifs discrets sont proposés
dans les études applicatives [60, 202]. Dans [60], la commande d’une machine synchrone, dont
le couple de charge et les résistances statoriques sont incertains, est proposée. Combinant
schémas de discrétisation approximés multi-pas et identification par la méthode des moindres
carrés, une loi de commande est obtenue qui garantit la stabilité du systéme. Dans [202], la
stabilisation de robots manipulateurs est assurée a ’aide d’une loi de commande également
multi-pas composée d'une part, du controleur de Slotine-Li discrétisé [179], et d’autre part,
d’un terme de compensation non linéaire. Cette étude repose sur 'approximé d’Euler du

modele continu.

Analyser la stabilité d’un systéme controlé par une loi adaptative a I’aide de fonctions de
Lyapunov est souvent délicat. En effet, la fonction étudiée est généralement faible (cf. Annexe
B), c’est-a-dire qu’elle ne permet pas de conclure directement quant a la stabilité du systeme
complet. Deux techniques sont alors envisageables: d’une part, le principe d’invariance de
LaSalle qui rameéne ’étude de la stabilité du systéme a ’ensemble pour lequel la dérivée de
la fonction s’annule, d’autre part les théoremes de Matrosov, qui fournissent, dans certains
cas, une fonction de Lyapunov forte (cf. Annexe B) & partir de celle considérée [123, 127,
129, 130]. Dans [149], la commande adaptative par modele de référence est étudiée a I’aide
de théoremes de Matrosov pour les systémes discrets paramétrés. Considérant I'approximé
d’Euler et supposant que des propriétés d’excitation persistante soient vérifiées, il est montré
que le systeme bouclé est uniformément semiglobalement pratiquement asymptotiquement
stable.

La commande par backstepping adaptatif de 'approximation d’Euler de systeémes sous
forme parametric strict-feedback est proposée dans [205], ou la technique des o-modifica—
tions est utilisée afin de garantir la stabilité de la loi d’estimation. A noter que dans [124], la
commande par backstepping pour les systémes discrets est proposée. A la différence de [124],
les travaux de [205] considérent des modeles approximés, donc incertains, paramétrés en la
période d’échantillonnage.

Dans ce chapitre, la stabilisation adaptative d’une classe de systemes non linéaires, dont un
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parametre est incertain, est réalisée. L’objectif est de proposer des controleurs discrets d’ordre
élevé aussi simples que possible, qui permettent d’obtenir de meilleures performances que le
blocage de la commande continue. La méthode suivie est celle initialement développée dans
[147] pour la synthese de controleurs dits grand gain. Le principe est le suivant. Considérant
une fonction de Lyapunov pour le systeme bouclé continu, son équation aux différences
est développée en série de Fliess. Des conditions suffisantes sont ensuite déduites, a partir
desquelles, une loi de commande d’ordre élevé peut étre déduite. Cette méthode présente
I’avantage d’étre relativement simple, flexible et de pouvoir s’appliquer a une large classe de
systemes. Nous étendons ici ces résultats au cas ou un parametre inconnu affecte les dyna-
miques du modele. La commande adaptative développée repose donc sur des outils de Lyapu-
nov et est du type directe : notre but n’est pas d’identifier le parametre mais de véritablement
assurer des propriétés de stabilité pour I’état du systeme. Puisque le développement de
I’équation aux différences de la fonction de Lyapunov se fait a un ordre élevé, le probleme
perd sa linéarité originale en le parametre inconnu. Contrairement & [68], aucune surpa-
ramétrisation n’est nécessaire. En effet, en supposant que le parametre appartienne a un
ensemble compact de bornes connues, le probleme est reparamétré. Puis, a ’aide des tech-
niques de [146], une unique loi d’estimation est dérivée. Celle-ci est notamment composée de
o-modifications comme dans [205], afin de garantir la stabilité de l’estimé. Des conditions
suffisantes, similaires & celles de [147], sont alors déduites, permettant d’obtenir un contréleur
d’ordre élevé. La structure de commande adaptative garantit des propriétés de bornitude
semiglobale pour le systéme bouclé. L’analyse de stabilité ne permet pas de distinguer les
propriétés du vecteur d’état du systeme de celles de I'estimé. En effet, il n’existe pas aujour-
d’hui de principe de LaSalle approprié pour les systémes discrets paramétrés incertains et la
construction de fonctions de Lyapunov forte a ’aide de théorémes de Matrosov est ici vaine,
puisque la convergence de I'estimé vers la véritable valeur n’a a priori pas lieu d’étre. Les simu-
lations sur un exemple numérique montrent que les états du systéme convergent bien vers un
voisinage de 'origine. Bien que ’analyse de stabilité soit réalisée a partir du développement
en série de Fliess tronquée de ’équation aux différences de Lyapunov, les propriétés obtenues
sont garanties pour le discrétisé exact. Celles du systeme a données échantillonnées suivent
alors sous de faibles conditions d’apres [155]. En comparaison avec le simple blocage d’une
loi continue, les controleurs d’ordre élevé permettent généralement d’augmenter la vitesse
de convergence et d’élargir le bassin d’attraction, comme nous le montrons sur un exemple.
En résumé, les controleurs proposés fournissent de meilleures performances que I’émulation
et sont plus simples que ceux d’ordre élevé précédemment donnés dans [68] puisqu’aucune

surparamétrisation n’est requise.

Ce chapitre est organisée de la fagon suivante. Dans un premier temps, la problématique
est présentée dans §2.2, puis une loi d’estimation est proposée aprés avoir reparamétré le
probleme dans §2.3. Le théoreme de stabilité principal est alors énoncé dans §2.4, ainsi que

des conditions suffisantes pour la syntheése de controleurs. Une méthode de synthése est donnée
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a la fin de cette section. Finalement, un exemple numérique illustre les résultats théoriques
obtenus dans §2.5.

2.2 Problématique
Considérons la classe de systemes non linéaires suivante :

w(t) = go(z(t))0 + g1(x(t))u(t), (2.1)

ou x € R” est le vecteur d’état, u € R le signal d’entrée, # € R un parametre constant
inconnu et n € Z~g. Les fonctions gg, g1 sont connues, analytiques et s’annulent a 1’origine.
Le paramétre 6 est supposé appartenir & 1’ensemble compact [6, 4] ot 6,0 € R sont connus,
0 < 0 et sign(d) = sign(f). La notation 6 est utilisée pour désigner I'estimation du paramétre

inconnu 6 et § = # — 6 Verreur d’estimation.

Remarque 2.2.1 En pratique, il est souvent aisé de déterminer un intervalle de valeurs
possibles pour le paramétre inconnu, 0, en prenant en compte sa signification physique et
lenvironnement dans lequel le systéeme évolue. Le fait que nous supposons que les bornes du
compact soient de méme signe n'induit pas de restriction supplémentaire. En effet, si ce n'est
pas le cas au départ, un changement de parametre par translation est suffisant pour satisfaire
cette hypothese. Ainsi, pour 6 € [0,0] avec § < 8 et 80 < 0, en introduisant 01 =0 — 0 — 1, le
systéme (2.1) devient :

BU) = go(e(0)(01 +0+1) + g1 (w(t))ult) (22)
avec 01 inconnu qui appartient au compact de bornes de méme signe [ —60—1,—1]. Le systéme

(2.2) n’est pas exactement de la forme (2.1), néanmoins les résultats de ce chapitre peuvent

étre appliqués apres d’évidentes modifications.

On suppose, au cours de ce chapitre, que toutes les composantes du vecteur d’état sont
mesurées et donc disponible pour le contréleur. L’instant initial considéré est ¢ = 0, sans
perte de généralité. La méthode proposée se concentre sur les systemes mono-entrée, toute-
fois elle peut étre étendue au cas multi-entrées au prix de calculs additionnels. De méme,
lorsqu’un vecteur de parametres est inconnu, une extension est possible sous des hypotheses
supplémentaires, voir [146].

Nous supposons que le probleme de commande en temps continu est résolu, en ce sens,
que l'on sait déterminer une loi de commande adaptative assurant la convergence asympto-
tique de I’état = vers 'origine et la stabilité de ’estimé. L’hypothese proposée repose sur la

connaissance de fonctions de Lyapunov.
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Hypothese 2.2.1 Il existe une fonction définie positive V : R" — Rxq telle que, lorsqu’on
applique la loi de commande connue u(t) = uc(z(t),0(t)) et la boucle d’estimation O(t) =
alLg,V(z(t)), o € Rsg, (t € Rxo), il existe 3, B € Koo et une constante ¢ € Rsqg qui satisfont,
lorsque Uon considére la fonction de Lyapunov W (x,0) = V(x) + %52, pour tout (x,0) €
R” x R,

Bl < W(b) < B(|(x0))), (2.3)
et le long des trajectoires de (2.1),
W(t) = Ly, V(x)ue(x,0) + Ly V()0 < —cV(x). (2.4)

Lorsque I'Hypothese 2.2.1 est vérifiée, la convergence globale asymptotique des états du
systeme vers l'origine est assurée. En effet, puisque le plus grand ensemble invariant inclus
dans {(z,0) € R™ : V = 0} est {(z,0) € R™ : 2 =0 et § = doud € R}, d’apres
le principe d’invariance de LaSalle (Théoreme B.1.2), le vecteur (:c,é) converge globalement

asymptotiquement vers ce dernier ensemble.

Il existe de nombreuses méthodes de commande adaptative directe pouvant permettre de
satisfaire I'Hypothese 2.2.1 pour des classes de systéme de la forme (2.1), comme les méthodes
par backstepping [104] ou plus généralement celles faisant appel aux fonctions de Lyapunov
de commande [105, 172].

Remarque 2.2.2 Contrairement aux résultats de [147], Uhypothése sur le systéme bouclé en
temps continu repose sur une fonction de Lyapunov faible de par l’extension du vecteur d’état

a lestimé du parameétre inconnu. C’est la une difficulté majeure de cette étude.

Nous nous concentrons désormais sur le cas ou la commande u et par conséquent la
variable d’estimation 6 sont implémentées numériquement a ’aide d’un échantillonneur de
période T € (0,1) et d'un bloqueur d’ordre zéro. La configuration correspond a celle dépeinte

Figure 1.1.

Remarque 2.2.3 Le fait de prendre T < 1 n’apporte aucune contrainte : il suffit de changer

l’échelle de temps si nécessaire.

Le terme u}; est utilisé pour désigner le signal de commande constant par morceaux
d’ordre r, r € Z>q, appliqué au systeme (2.1), ul,(t) = ul,(kT), pour t € [KT,(k + 1)T),

k € Z>o, qui s’écrit sous la forme:
T
Uy = up+ ZTSUS. (2.5)
s=1

Le systeme (2.1) devient alors, pour t € [kT,(k +1)T), k € Z>y:

@) = go(e(t)d + g1 (x(t))uiq(kT). (2.6)
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Remarque 2.2.4 Tout au long de ce chapitre, les variables dont dépend l’entrée sont omises
par souci de clarté. Implicitement, a chaque fois qu’une composante de la loi de commande
est mentionnée, une loi d’estimation est utilisée. Lorsqu’aucune définition explicite de la loi
d’estimation n’est donnée, la variable correspondante est supposée bornée. Il sera montré que

celle développée dans §2.3 l’est effectivement.

Pour une condition initiale, g = x(0), et une loi de commande échantillonnée, u’;, r €
Z>p, données, la solution de (2.6), z(-,z0,Tu’,;) coincide avec celle du systeme discrétisé exact,
ze(-x0,Tul,), & chaque instant d’échantillonnage. Le systeme discrétisé exact associé a (2.6)

est, pour k € Z>o,

(k+1)T
z(k+1)T) = =x(kT)+ /kT [90(x(5))0 + g1(z(s))uty(KT)] ds (2.7)
= Fpg(x(kT)ug(kT)). (2.8)

Nous rappelons que 'expression analytique de (2.6) est en général impossible & établir (cf.
Chapitre 1).

L’objectif principal de ce chapitre est de donner des conditions suffisantes pour la synthese
de controleurs d’ordre élevé de la forme (2.5), qui garantissent la bornitude des états et de la
variable d’estimation du discrétisé exact (2.8) semiglobalement, pour 7' suffisamment petit.
Le systeme a données échantillonnées (2.6) héritera alors de cette propriété sous de faibles
conditions sur le comportement du systéme entre deux instants d’échantillonnage (cf. [155]).
Par exemple, si gg et g1 sont des champs de vecteurs globalement Lipschitziens, la bornitude
des états suit immédiatement en utilisant le lemme de Gronwall (Lemme A.1 dans [98]). I
sera montré sur un exemple, dans §2.5, qu’en augmentant ’ordre du controleur, on améliore

la vitesse de convergence et étend le bassin d’attraction du systéme en boucle fermée.

Remarque 2.2.5 Les résultats de ce chapitre ne sont pas fondés sur le cadre méthodologique
de [150], contrairement a ceux du Chapitre 3, puisqu’aucun modéle approzimé n’est considéré,

mais uniquement le développement en série de Fliess de la fonction de Lyapunov continue.

2.3 Loi d’estimation

2.3.1 Développement en série de Fliess de 1’équation aux différences de V'

Premiérement, 1'équation aux différence de V, AV (z) = V(zT) — V(z), est développée
en une série de Fliess. Cela constituera le point de départ pour la synthése de controleurs

adaptatifs.
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Proposition 2.3.1 Soit r € Z>q, le long des trajectoires de (2.8), considérant un contréleur

de la forme (2.5), pour T € R~ suffisamment petit,

AV !
# = Lg1v($)u0 + PO(Oa:E) =+ ZTS (L91V($)us + Ps(eal‘st—l))
s=1
+RT79,7«(1’7U7»), (29)
ot U = (ug, . . . ,us), pour s € {0,...,r}, Rrg.(x,U,) = O(T" 1),
Py(0,x) = LgV(x)b, (2.10)
pour s > 1,
s k+1 '
Ps (03$7Us—1) = Zzpiks(l‘,Us—l)GZ, (211)
k=1i=0

pour tout i € {0,...r + 1}, (k,s) € {1,... r}%,

piks(x,Us—1) = Z 0 k' Z
(0, nyik ) ETik (k+1)! V=T, ng Ny ... Ny
N=s—k

ot T = {(io, ... ix) € {0,131+ I, =k +1—14} (on rappelle que Iy =ig+ ...+ ix).

=7 | 212
0

j=

Preuve. D’apres le Théoreme 3.1.5 dans [85] et du fait que le signal de commande est constant

entre deux instants d’échantillonnage, on peut montrer que:

AV (z) S ™
k=010=0,...,i=0

T
ol o = 0go et g1 = g1. En écrivant (2.13) comme un polynéme en 6 et puisque ul; = Y T us,
s=0
le développement (2.9) est obtenu apres quelques calculs. O

Remarque 2.3.1 Le terme Ry g ,.(x,U,) dépend de Uentrée et par conséquent de la variable
d’estimation. Puisque celle-ci est bornée, Rr g ,.(z,U,) peut étre qualifié de O(T™) (voir Re-
marque 2.2.4).

La Proposition 2.3.1 est une extension du Théoreme 3.1 dans [147] pour la classe de
systeémes incertains (2.8). Le calcul des termes d’ordre élevé de la série (2.9) devient générale—
ment rapidement complexe et peut nécessiter I'utilisation d’un logiciel de calcul symbolique.

Les deux premiers termes du développement (2.9) sont :

AV (x)
T

= L4V (2)0+ Ly, V(x)ug + T(Lg, V(x)u1 + por1(x,u0) + p111(x,u0)f
+pa11(2)0%) + O(T?), (2.14)
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avec
poi1(x,ug) = %L;V(x)ug
p111(33,u0) = %(L90L91V($) + Lg1Lgov($))u0
po11(x) = %LgOV(m)

2.3.2 Reparamétrisation

Nous avons vu que le développement en série de Fliess de I’équation aux différences de la
fonction V', le long des solutions de (2.8), change la nature de la paramétrisation. D’apres la
méthode de [146], le probléme est reparamétré afin de synthétiser une unique loi d’estimation.
Sachant que le parametre inconnu appartient a un ensemble compact de bornes connues de

méme signe, le nouveau parametre y est défini comme suit :

_ 116
= Zln(z), (2.15)

ou( = ln(g) (de manicere équivalente, # = 7). On remarque que v € [0,1].
Les fonctions suivantes joueront un roéle clef lors de ’analyse de stabilité. Tout d’abord,

nous définissons les fonctions convexes suivantes, pour ¢ € Z>:

fiZRHR>0

a +— fila) = e*e (2.16)

Un autre ensemble de fonctions est donnée ci-dessous.

Définition 2.3.1 Soit i € Z>g, la fonction f; satisfait les propriétés suivantes :
1. fi : R — R est contindiment dérivable ;
2. ﬁ est concave sur R ;

8. fi > fi sur[0,1].

Remarque 2.3.2 [l existe une infinité de telles fonctions fz (des exemples sont proposés
dans [145] et §2.5).

En utilisant les définitions et respectivement la convexité des f; et la concavité des fi, le

lemme ci-dessous est obtenu.

Lemme 2.3.1 ([145]) Pour tout i € Z>o 71,72 € R,

filn) = filv2) = Oufi(v2)(n —72), (2.17)
et pour tout v € [0,1], 72 € R,

fitn) = filr) < O fily2)(m —12)- (2.18)
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2.3.3 Loi d’estimation

A partir de I’analyse du développement en série de I’équation aux différences de la fonction
Lyapunov V' (Proposition 2.3.1), la loi d’estimation suivante est choisie pour le nouveau
parametre 7 :

s k+1

At o= ’Y+04T(ZTSZZMS 2,Us—1)Lis(¥) + po(z)L1o(§) + T'(¥ )), (2.19)

s=1 k=1i=1
ou « est défini dans I’'Hypothese 2.2.1, les p;rs dans la Proposition 2.3.1,
ﬁiks(vas—l) = piks(nys—l)’Q’i (220)
Po(x) = LgV(2)le], (2.21)

les L;s’s sont définis par, pour i € {1,...,r+1} et s € {1,...,r}:

S

ofi(y) i > Piks(x,Us—1) <0

Lzs(;)\/) — R k=1 CtskZi—l (222)
81]0@('3/) si Z ﬁiks(x7Us—1) >0
k=1 et k>i—1
o ) Ofi(d) sipo(x) <0
Fo@) = { BFi(3)  sipolx) >0, (223)

et I'() est une o-modification définie par, pour o € R+,
rE) = —o4. (2.24)

Les o-modifications sont généralement utilisées afin d’assurer la stabilité de systemes incer-
tains (cf. [47, 57, 83]). Ici le probléme est non seulement incertain & cause du parametre
inconnu, mais aussi de la discrétisation qui est a ’origine d’erreurs non-négligeables, comme

dans [205]. Le choix d’une telle loi d’estimation sera justifiée lors de I’analyse de stabilité.

2.4 Analyse de stabilité

2.4.1 Théoréme de stabilisation

Tout d’abord, une hypothese sur les controleurs d’ordre r est supposée satisfaite. Elle ga-
rantit la bornitude du vecteur d’état étendu (z,7) pour le systeme (2.8), pour 7" suffisamment
petit. Nous verrons par la suite qu’elle peut nous permettre de synthétiser récursivement les

composantes de la loi de commande (2.5).

T
Hypothese 2.4.1 Il existe une loi de commande ul,(xz,y) = > T us(x,7y), avec r € Z>¢, qui
assure :

s k+1
—cV(x ZTS (Lglv Jus + As -I-Zp()ks (x,Ug—1 —1—22192165 (x,Us_1)Sis (¥ ))

k=1i=1
+p0( )S10(¥) + Lg, V(2 )Uov (2.25)
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ot les As’s, s € {1,...,r}, sont définis par comparaison des termes homogénes du polynéme
enT':
k+1
o ° 2 ol . .
(ZTSEZ;ZMS 2,Us—1)Lis () + po(z)L10(¥) + T'(¥ )) —TP(’Y) = Mi(zy)
=1 i=

ZT As(2,7,Us—2) + O(T™1),(2.26)

et les Sis’s sont :
S

fi(%) i > Diks(@Us—1) <0
Sis(§) = Rtk (2.27)

fi(y)  si > Diks(x,Us—1) >0,
k=1 et k>i1—1

et

(2.28)

) A sipo(x) <0
S01) = {fl(@) si po(x) > 0.

Le théoreme principal peut alors étre énoncé.

Théoréme 2.4.1 Supposons qu’un contréleur ul,; de la forme (2.5) valide I’Hypotheése 2.4.1,
alors le systéeme (2.8) est semiglobalement borné, i.e. pour tout A € Rwg, il existe A > A et
T(A,A) € Rug, que l'on note T, tels que, pour tout T € (0,T),

(I@odol <a) = (I@*T)FHT)I <A ke Zx), (2:20)

de plus,
. ~ -1 g r—+1 A
lim sup|(z(kT) 5(kT))| < B (%(2 )+ T 7) , (2.30)

k—o00

ot m est n'importe quelle constante dans (0,1), a = min{c,car}, avec c,o, 3 (définis dans

I’Hypothese 2.2.1) et nx est une constante définie dans la preuve.

Preuve. Dans un premier temps, le développement en série de Fliess de I'équation aux
différences de V' est reparamétré en . Ensuite, la fonction de Lyapunov pour le systeéme
étendu, W, est considérée et la loi d’estimation appliquée. Finalement, la propriété de stabi-
lité désirée est prouvée en invoquant 'Hypothese 2.4.1.

D’aprés la Proposition 2.3.1, pour 1" suffisamment petit :

AV "
T(x) = L91V(:C)UQ + Po(@@:) =+ ZTS (Lg1v(w)us + Ps(err?US—l))
s=1
+O(T™ )
s k+1
= Lg V(x)ug + Lg, V()0 + ZTS <Lg1V T)us + ZZplks z,Us—1) >
k=1i=0

Lo, (231)
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Puisque 6 = [0]e¢7, on a 6° = |0|* fi(y) pour i € Z>0, par conséquent d’apres (2.31),

AV (z)
T

= Lg,V(x)ug + Ly, V(2)[8] f1(7)

s k+1

+ZTS (LgIV Vs + )Y pins(@,Us—1)10] iy )) +O(T™,

k=1i=0
ainsi, d’apres (2.20) et (2.21),

AV (z)
T

= L V(2)uo + po(z) f1(7)
s k+1

+ZT$ (Lg1v Us + Zzpzks z,Us— 1 fz( )) + O(TT—H)?

k=1:i=0

le développement de I’équation aux différences de V' est paramétré désormais en +.

Considérons la fonction W définie dans I’'Hypothese 2.2.1 avec ¥ = v — 4:

- 1.
W(:L’,’)/) = V(ﬂj‘) + %’727

(2.32)

(2.33)

(2.34)

o a € R-g. D’apres la loi d’estimation (2.19) le développement de I’équation aux différences

de W s’écrit :
AW (z,7)

T = Lg,V(2)uo + po()(f1(7) — L10(5)7)

+ZT$ [Lglv us+2p0ks (2,U,— 1)]
! s k+1
T[S B Uet) () — L ()| - TG
s=1 k=1i=1
s k+1

[ZTSZZMS 2,Us1)Lis(%) + Po(x) L1o (¥ )+r(fy)]2+c9(:r7”+l). (2.35)

s=1 k=li=1
En appliquant le Lemme 2.3.1, on obtient :

AW (x A _ R
# < Ly V(x)uo + pol)S10(4)
+> T [LmV(x)us + ZﬁOks(x,Us_l)]
s=1 k=1
s k+1

AT S @l )Si(3)] ~ )

s=1 k=1i=1
s k+1

[ZTSZZPMS x Us 1 zs( )"‘pO( )Llo( )—|—F( )]2 +O(TT+1)' (2.36)

s=1 k=1li=1
D’apres ’'Hypothese 2.4.1, on a alors:

AW (z,7)
T

T
L PE)? + o1,

< —cV(z) -T(H)F + 5

(2.37)
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Sachant que I' = —0%, v € [0,1] et 4 =~ — 7,

AW (z,7 - T .
7:;33 V< W) toly A+ %02(7 -7+ 0Tt
T T
< —cV(z)— (o — 0’2%)i2 + (0 — c?aT)yy + %02 +0O(T™)
T T
< —eV(2) =0l =0 )5 + oldl + ot + 017, (2.38)
en utilisant le fait que [v9| < 1% + 5% (Proposition A.1.1),
A o) T 1 1 T
AW(z5) < —cV(x)—o(l— O’a—)’~)/2 + -0y  + 207 + Gl oI,  (2.39)
T 2 2 2 2
par conséquent, puisque |y| < 1,
AW (A5 1 1
# < —cV(x)— 50(1 — oaT)7* + 50(1 +oaT) +O(T™™). (2.40)

Prenons 7 € (0,1), et définissons a = min{c,car}, T* = =%, pour tout T € (0,7*), 1—oaT >

ao

m, des lors, pour T' € (0,7*) suffisamment petit,

AW (x5 Lo, 1
# < —cV(zx)— Oﬁag’f + 50'(1 +oal) + O(TT—H)

< —aW(z7y) + %O‘(Q — )+ o1, (2.41)

Pour tout A € R+, la notation na est utilisée pour dénommer un réel positif qui garan-
tit O((T*)™ 1) < (T*)"*'na dans (2.41), pour |(z,7)| < A (n peut étre considérée comme
une fonction croissante en A). Il est maintenant montré que le systéeme (2.8) est semiglo-
balement borné. Soit A € Rsg, A € Ry suffisamment grand tel que A > rnax{é_l o

1
B(A),B7 (Lo(2— )}, et |(wo.d0)| < A. On définit T = min{T*,L, W "
Notons [0,kmaxT), intervalle maximal d’existence du systeme discrétisé exact (2.8) couplé a
la commande et la loi d’estimation considérée, ot kpax € Z~oU {oc}. Nous allons montré que
Fmax = 00 et que pour tout k € Z>q, |(z(kT),7(kT))| < A pour T € (0,T) suffisamment petit,
sachant que |(z9,50)| < A. Puisque les champs de vecteurs du systéme (2.1) sont analytiques,
en prenant 7" suffisamment petit, la solution du discrétisé exact de (2.1) controlé par u’, est

bien définie a U'instant ¢t = T, ainsi d’apres (2.41),

W@(T)AT) < (1=Ta)W(wodo) + T5(2—m) + 1" na,
puisque A > ﬁ_l o B(A), on a A > A, ainsi

W(@(D)AT) < (1L=Ta)W(aodo) +T5(2—m) + 1" 3, (2.42)
d’apres (2.3) et puisque |(z9,%)| < A < A, on a:

W (x(T)5(T))

IN

(1—="Ta)B(A) + T%(2 —7) + T’"+277A
A+ T

3
< (1-Ta)B(A) %(2 — )+ T2, (2.43)
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On peut alors montrer, d’apres les définitions de A et de T', que:

W(z(T)A(T) < B(A), (2.44)
et donc:
((z(T)A(T))| < A. (2.45)

Il est important de remarquer que l'inégalité (2.45) a été obtenue en utilisant le fait que
|(z0,7%)|] < A et non pas |(x0,%)| < A. Par conséquent, on en déduit par récurrence que le
systeme discrétisé exact (2.8) est positivement complet, c’est-a-dire kpax = 00, et que, pour
tout k € Z>q, pour T' € (0,T) suffisamment petit :

[(z(KT)A(KT))| < A, (2.46)
le systeme (2.8) est donc semiglobalement borné. De plus, on peut montrer que, pour k € Z>q:

W (z(kT)A(T)) < (1—Ta)* W(z0,50) + 21&(2 — )+ T’"+1%. (2.47)

Ainsi, puisque (1 — Ta) € (0,1),

limsup W (x(KT) 7(KT)) < 2%(2 — )+ T’““%A, (2.48)

en d’autres termes,

limsup |(£(KT) 5 (RT)| < 57" (2%(2 — )+ T’“+1%5) . (2.49)
—00
Tous les résultats désirés ont été démontrés. O

On remarque que I’'Hypotheése initiale 2.2.1 n’est pas nécessaire pour appliquer le Théoreme
2.4.1. Cependant nous verrons par la suite dans quelle mesure elle permet de satisfaire I’Hy-
pothese 2.4.1 qui est elle un point clef de la preuve ci-dessus.

On constate que ’ensemble compact vers lequel converge ’état étendu du systeme dans le

o

Théoreme 2.4.1 tend vers la boule centrée en I'origine de rayon 3 -1 (%(2 — 7[')) lorsque 'on

augmente 'ordre du contréleur.

Remarque 2.4.1 On ne peut espérer prouver que |(z(kT),7(kT))| tende vers O lorsque k

tend vers linfini, puisqu’il n’y a a priori aucune raison que 7y converge vers -.

Remarque 2.4.2 D’apres la preuve du Théoréme 2.4.1, la bornitude des variables du systeme
(2.8), n'est a priori pas garantie avec cette analyse lorsque l'on considére I’émulation directe
de la loi de commande adaptative continue (sans o-modification dans la loi d’estimation) de

U’Hypothese 2.2.1, méme pour T trées petit.
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2.4.2 Meéthode de redesign

D’apres le Théoreme 2.4.1, la condition (2.25) est suffisante pour assurer la bornitude
semiglobale des variables du systéme (2.8) lorsque 'on applique un contréleur du type (2.5)
couplé a la loi d’estimation (2.19). Une telle loi de commande peut étre obtenue par récurrence
en considérant les termes de droite de (2.25) comme un polynéme en T'. En effet, résoudre

(2.25) revient a résoudre le systeme d’inégalités suivant :

Ly, V(z)ug + po(x)S10(¥) < —cV(x),

2
Ly, V(x)ur + > pini(2,u0)Sin (%) + Porr (z,u0) < —A1(z.5),

=1 (2.50)
r r k+1 R R
Lglv(l')ur + ZﬁOkr(l'aUr—l) + Z Zﬁikr(x7Ur—1)Sir(7) < _Ar(nyr—lyly)'
k=1 k=1i=1
De par la structure triangulaire de (2.50), les uy’s, s € {0,...,r} peuvent étre déterminés

étape apres étape. Notons que, d’apreés 'Hypothese 2.2.1, la premiere inégalité de (2.50) est
toujours satisfaite (en identifiant 0 & |0]S10(%)). Ensuite, u; est obtenu en résolvant la seconde
inégalité, puisque les autres termes ne dépendent que de variables connues x, 7, ug. En répétant
cette procédure pour chaque ug, s € {1,...,r}, un contréleur d’ordre r peut étre construit.
Cette approche repose grandement sur le choix de la fonction V' satisfaisant I’'Hypothese 2.2.1,
ainsi, lorsque l'on se trouve dans l'impossibilité de résoudre ces inégalités, une fonction de
Lyapunov différente peut étre une alternative.

Le point clef repose sur la fagon de déterminer les ug’s de telle sorte que (2.50) soit
satisfaite. Ceci doit étre examiné au cas par cas. Lorsque des propriétés de factorisation sont

vérifiées, la proposition suivante présente une technique possible de syntheése de controleurs.

Proposition 2.4.1 Soit r € Z>, supposons que pour touti € {0,...,r+1}, ks e {1,...r},
les Diks s puissent étre factorisés comme suit :

Piks(xy) = Lg,V(@)Diks(x7) (2.51)
pour (x,5) € R™ x R. Alors, le systéme en boucle fermée constitué de (2.8), (2.19) et:

s s k+1
Us = _HSSign(LmV(x))’kz ﬁOks(nys—l) + As(nys—lafAY” - kz Zlﬁiks(vas—l)Sis(ﬁ/)?
=1 =1li=
up = ue(7,10|510(%)),
(2.52)
avec ks € RT, s € {1,....,r}, vérifie les propriétés (2.29) et (2.50).

Preuve. Ce résultat est une conséquence directe du Théoréeme 2.4.1 puisque la condition
(2.51) permet au controleur (2.52) de satisfaire I'Hypothese 2.4.1 . O
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Remarque 2.4.3 Les premiers termes dans l'expression des ug’s, s € {1,...,r}, ne sont pas
choisis pour compenser le terme correspondant en facteur de T® dans le développement de
léquation auz différences de la fonction de Lyapunov, mais pour assurer plus de négativité,
afin d’améliorer la vitesse de réponse du systéeme comme nous le verrons dans §2.5. Des termes

supplémentaires peuvent ainsi étre ajoutés dans (2.52).

Il n’est pas toujours possible de résoudre chaque étape de (2.50). Dans un tel cas, le
controleur pourra étre synthétisé afin de rendre aussi faible que possible 'impact des termes

d’ordre élevé du développement de la fonction V. Dans ce cas, pour r € Z~ donné, les termes

uy,...,u, seront choisis par récurrence tels que, pour s € {1,...r}:
Uus = argmin (L91V(w)ﬂs + G, (’?,x,US_l)) , (2.53)
[as|<Unm
ol
2
Gi(%wuo) = Y pin(@,u0)Sin () + Porr (x,u0) + A (x.4) (2.54)
i=1
et
s s k+1
Gs ('%l‘st—l) = ZﬁOks(x7Us—1) + Zzpiks(l‘7Us—l)Si3(§/) + As(l'aUs—lﬁ/)' (255)
k=1 k=1i=1

2.4.3 Commentaires

Lorsque la condition (2.50) est assurée, les composantes u’s de la loi de commande obtenue
rendent chaque terme du développement en série de la fonction de Lyapunov plus « négatifs ».
En conséquence, la vitesse de convergence du systeme en boucle fermée générale-ment aug-
mente, le domaine d’attraction est élargi et les états convergent vers un plus petit voisinage
centré en l'origine, lorsque l'ordre du controleur augmente. Cependant, la loi de commande
dépend généralement de termes a grand gain (voir les k4’s dans la Proposition 2.4.1 par
exemple). En conséquence, le terme O(T"*!) qui dépend du signal de commande, peut aug-
menter et devenir de moins en moins négligeable. Cet aspect doit étre pris en compte lorsque
I’on synthétise de tels controleurs. Toutefois, un controleur redésigné avec attention fournit
des résultats supérieurs a ceux du blocage d’une loi continue, comme nous le verrons dans la
prochaine section.

Concernant le choix des parameétres « et o, I'utilisateur est libre. La preuve du Théoreme
2.4.1 nous indique qu'un « grand et un ¢ petit permettent de réduire le voisinage de ’origine
vers lequel les états convergent, au prix d’un échantillonnage plus rapide.

Un dernier phénomene peut apparaitre avec de tels controleurs : 'accroissement du dépas—
sement qui peut étre atténuer lorsque le systéme continu vérifie certaines propriétés, voir la
condition (ii) de 'Hypothese 2.2 dans [147].
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2.5 Exemple numérique

Considérons le systéme monodimensionnel non linéaire suivant, ott 6 € [,0] est inconnu
et 0 <6<,
T = 220 +u. (2.56)

Une loi de commande continue est dans un premier temps synthétisée, puis nous nous intéres—
sons au cas ou la commande est échantillonnée & une période constante T' € R+ et maintenue
constante entre deux instants d’échantillonnage. Des contréleurs d’ordre 0 et 1 sont obtenus
pour le discrétisé exact de (2.56) d’apres la résolution du systeme d’inégalités équivalent a
(2.50).

2.5.1 Commande adaptative continue

Considérons la fonction de Lyapunov candidate suivante :

~ 1 1 -~
W(z,0) = 59@2 + %92,

avec o € R le controleur adaptatif suivant peut étre choisi (voir Chapitre 1):

Ue :U,§ = —cx — 22
IR (=:6) (2.57)
0 = ax®,
ol ¢ € Ryg. En effet, il permet d’obtenir, le long des solutions de (2.56),
W = (20 +u) — 00 = —ca®. (2.58)

L’Hypotheése 2.2.1 est satisfaite et x converge asymptotiquement vers 'origine, d’apres le
principe d’invariance de LaSalle (Théoreme B.1.2).

2.5.2 Commande échantillonnée

Commande d’ordre zéro

Le nouveau parametre v est introduit, ainsi, d’apres (2.19) (les dépendances sont omises

par souci de clarté) :

T = A+ Ta(zpo(z)Li0(9) — 0F), (2.59)
avec

Po(z) = 276 (2.60)

Le terme Lo est défini dans (2.23) avec ( = In (g), filz) = €% et fi(2) = =222 + (fi(1) +
1)z+1.2 pour z € R, i € {1,2}. La loi de commande suivante est proposée, selon la Proposition
2.4.1,

ugg = —cx — po(x)S10(9), (2.61)
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ou Syo est défini dans (2.28).
En accord avec la Remarque 2.4.2, on constate que le controleur d’ordre 0 ne correspond

pas au blocage de la loi continue a cause de la reparamétrisation.

Remarque 2.5.1 Puisque la développement de l’équation aux différences de Lyapunov me
change pas la paramétrisation en 0 ici, nous aurions pu déterminer un loi d’estimation en
terme de 6 directement et obtenir ainsi, un controleur différent en utilisant des techniques

similaires a celles développées dans §2.3 et §2.4.

Commande d’ordre un

On peut montrer que les conditions de la Proposition 2.4.1 sont garanties ici, le controleur

adaptatif suivant est proposé:

AT = A+ aT (T (P (xy) L () + Pair (2,5)La1 (%)) + xpo(x) Lio(§) — 0F)
up = —psign(z)| A (@,9)] — pri1(z,7)S11(F) — p211(2)S21(§) — Por1(z,7)
uly = uo+Tu,
avec p > 1,
1
AM(z7y) = 501335Q2L10(@)2 — ax?9L10(§)o”
. . 1 R
por(zy) = 533(—0 — 20510(%))°
ﬁlll(xf?) = 2$U0($,’§/)Q
poai(z) = 25133@27 (2.63)

les Sis et L, sont respectivement définis dans (2.27) et (2.22) avec les mémes f et fi que

pour la commande d’ordre d’ordre 0.

2.5.3 Simulations

Différentes simulations sont présentées pour lesquelles seule la période d’échantillonnage
varie. Dans chacun des cas, quatre controleurs sont considérés : le continu (2.57), ’émulation
du continu, celui d’ordre 0 (2.59), (2.61) et celui d’ordre 1 (2.62). Les valeurs suivantes sont
prises: c =1, a =1,0 = 0.6 (y = 0.6826), § = 0.2, § = 1, 0 = 0.5, z(0) = —5, 4(0) = 0.5,
6(0) = —0.5.

Premierement, pour 7' = 0.3, la Figure 2.1 montre que tous les controleurs échantillonnés
assurent la convergence de 1’état x vers un voisinage de ’origine. Les controleurs d’ordre 0 et
1 fournissent des réponses similaires, a ceci pres qu’avec 'ordre 1, x converge plus rapidement,

tandis que I’émulation présente un fort dépassement, potentiellement néfaste pour le systeme.
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Concernant évolution des variables et 5, on observe bien que celles-ci ne convergent pas vers
zéro. On remarque également que le la loi continue et son blocage convergent vers des valeurs
tres différentes: cet écart est entierement da & I’échantillonnage. En effet, plus la période T

diminue, plus I’émulation tendra vers le continu (nous I’avons vérifié en simulation).

Dans un second temps, la période d’échantillonnage a été augmentée: T' = 0.5. Dans ce
cas, on constate, Figure 2.2, que le blocage de la loi continue ne stabilise plus le systeme
contrairement aux controéleurs d’ordre 0 et 1. De plus, le contréleur d’ordre 1 fournit des per-
formances supérieures a celui d’ordre 0 en terme de vitesse de convergence et de dépassement.
En prenant la période d’échantillonnage 7' = 0.8, on observe, Figure 2.3, que seul le controleur

d’ordre 1 est capable de stabiliser le systeme.

En résumé, ces simulations justifient la construction proposée dans §2.4.2 puisqu’il est
montré qu’en augmentant ’ordre du controleur, de plus grandes périodes d’échantillonnage
peuvent étre choisies, ce qui permet en pratique de diminuer la consommation d’énergie de
la structure de commande. De plus, ces controleurs ont permis ici d’améliorer la vitesse de
convergence de ’état et de diminuer le dépassement. La supériorité potentielle des controleurs

d’ordre 0 sur le simple blocage de la loi continue a également été constatée.

o
e continu
8 _— émulati
Py émulation m
_— ordre 0
_a ordre 1 _
| | | | | | | | |
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
t
20 ‘
101 B
3
0 K/——ﬁ
_10 | | | | | | | | |
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
t
T
4 |
IS
=
52 B
5N
= L
| | | | | | | | |
0 05 1 15 2 zis 3 35 4 45 5

Fi1a. 2.1 — Simulations pour x(0) = =5 et T'= 0.3
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continu
émulation
ordre 0
ordre 1

N4||||

25

-5

-10 | | |
0 0.5 1 15 2 25

0 0.5 1 15 2 25

F1G. 2.2 — Simulations pour x(0) = =5 et T = 0.5

continu
émulation
ordre 0
ordre 1

6 7

Sl

-5

10 \ \ \
0

S+

F1G. 2.3 — Simulations pour x(0) = =5 et T'= 0.8
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étendu la technique de redesign de type grand gain pro-
posée dans [147], au cas ou un parameétre inconnu affecte les dynamiques du systéme. Une
loi de commande adaptative directe de Lyapunov est synthétisée a partir de I'analyse de
du développement en série de Fliess de I’équation aux différences de la fonction de Lyapu-
nov continu. Le probléme de la paramétrisation polynomiale est contourné, non pas a I'aide
d’une surparamétrisation, mais en reparamétrant la série. Une unique loi d’estimation est
alors développée a partir de laquelle des conditions suffisantes sur le contréleur d’ordre r sont
déduites. Lorsque toutes les hypotheses sont validées, le discrétisé exact du systeme est se-
miglobalement borné et 1’état étendu converge asymptotiquement vers une boule centrée en
I'origine. Il est ensuite expliqué comment les hypotheses sur le contréleur peuvent étre utilisées
afin de synthétiser une loi de commande d’ordre élevé. Une des techniques de redesign pro-
posées est ainsi appliquée sur un exemple numérique. On constate qu’en augmentant 1’ordre
du controéleur, les contraintes sur la période d’échantillonnage sont relaxées et la vitesse de
convergence du systeme améliorée.

Une des principales difficultés techniques de cette étude est I’absence de principe d’inva-
riance de LaSalle pour le type de systeme considéré. En effet, en temps continu, ce dernier
est généralement utilisé pour conclure quant a la stabilité des systémes controlés par des lois
de commande adaptative directes de Lyapunov. Pour cette raison, la propriété de stabilité
obtenue dans ce chapitre ne permet pas de distinguer le vecteur d’état du systéeme et l'es-
timé du parametre. Cependant, les résultats obtenus en simulation indique le vecteur d’état
converge effectivement vers une zone proche de l'origine, tandis que l'estimé tend vers une
valeur constante. Le développement d’un principe d’invariance de LaSalle pour les systeémes
discrets paramétrés incertains reste un probleme ouvert qui permettrait d’affiner les résultats

de ce chapitre.
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Chapitre 3

Backstepping robuste échantillonné

3.1 Introduction

Apres nous étre intéressés a la commande échantillonnée de systémes aux parametres
incertains, nous considérons, dans ce chapitre, le cas des incertitudes de modele et/ou des
perturbations exogénes pour une nouvelle classe de systémes, toujours & l’aide de fonctions
de Lyapunov. La technique de commande considérée est de type backstepping. Il s’agit d’une
méthode constructive non linéaire adaptée aux systémes ayant une structure de type trian-
gulaire inférieure (cf. [101], Chapitre 6 dans [172] et les références qui y sont citées). Nous en

rappelons le principe pour les systémes sous forme strict-feedback suivants d’ordre n, n € Z~g:

i = fi(z1,22)

i2 = w3+ fa(x1,22)

i3 = x4+ f3(x1,22,73) (3.1)
[ Zn = u+t fulz1,...20).

La synthése du controleur s’effectue en n étapes. A la premiére, uniquement le sous-systeme
1 = fi(z1,22) est considéré. Supposant que x5 soit un signal de commande, un controleur
virtuel xo = ay(x1) est déterminé afin de garantir la stabilité globale asymptotique de I'origine,
a 'aide d’une fonction de Lyapunov Vj(z1). Puisqu’en réalité x5 n’est pas une commande,
Perreur zo = x9 — iy (1) est introduite afin d’analyser I’évolution entre sa valeur réelle et celle
désirée. A la seconde étape, le sous-systéme, dont 1’état est (x1,22) et la commande 3 est
étudié. En suivant la méme procédure qu’a I’étape précédente, une loi de commande virtuelle
ag(r1,22) est attribuée & x3 a l'aide de la fonction de Lyapunov Va(z1,22) = Vi(z1) + %zg
L’erreur z3 = x3—ag(x1,22) est ensuite introduite. Apres n étapes, une loi de commande, u, et

une fonction de Lyapunov, V(z) = Vi(z1)+ 5 > 22, sont obtenues et la stabilité globale
1€{2,....,n}

asymptotique de l'origine du systéme bouclé de coordonnées (z1,22,...,2,) est garantie. Une

bréve analyse du changement de variables de (21,22, . ..,2,) & (21,22, . .. ,2,,) permet de déduire
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des propriétés de stabilité pour le systeme (3.1) sous sa forme initiale.

Comme nous 'avons évoqué au cours du Chapitre 1, depuis son développement au début
des années 1990, le backstepping a été employé dans de nombreuses applications comme la
commande de machines électriques [193], de véhicules [208], de suspensions actives, de tur-
boréacteurs [105], de bateaux [61], ou encore la synchronisation de systémes chaotiques [201].
Dans la majorité des cas, le controleur est implémenté numériquement. Afin d’améliorer les
performances obtenues par émulation, I’étude de la commande par backstepping échantillonné
de systémes sous forme strict-feedback est réalisée par I'approche DTD dans [153]. A partir
de l'approximé discret d’Euler, des retours d’état sont synthétisés permettant généralement
d’élargir le domaine d’attraction et d’augmenter la vitesse de convergence, comparés au blo-
cage de la loi continue (pour une période d’échantillonnage donnée). Le cas des approximations

d’ordre supérieur est traité dans [29] pour la méme classe de systémes.

Dans ce chapitre, nous considérons le cas ou les systemes étudiés dans [153] sont affectés
par des termes inconnus représentant des incertitudes de modele et/ou des perturbations
extérieures. Le but est de synthétiser des lois de commande discrétes assurant des propriétés
de robustesse pour 'approximé d’Euler. Contrairement au Chapitre 2, nous ne considérons
pas d’approximation d’ordre supérieur. Ce choix se justifie par le fait qu’il faudrait, pour
cela, que les termes incertains vérifient des propriétés tres restrictives donc peu réalistes
(cf. §3.6.2). L’impact des perturbations induites par I'utilisation d’actionneurs & dynamiques
rapides, sur le blocage d’une commande par backstepping a été étudié dans [97]. Les perturba-
tions considérées ici sont beaucoup moins restrictives et le probleme, de maniere générale, est
différent puisqu’il s’agit véritablement de proposer de nouveaux controleurs et non d’étudier
la robustesse d’une loi continue bloquée. Deux objectifs sont ainsi satisfaits: la stabilisation
entrée-état et la compensation des perturbations, lorsque celles-ci vérifient certaines condi-

tions.

La stabilité entrée-état a été introduite en temps continu dans [180] puis en temps discret
dans [87]. Dans [196], il est prouvé que cette propriété est préservée par émulation, dans
un sens semiglobale et pratique, pour des fréquences d’échantillonnage suffisamment élevées.
La notion de semiglobalité signifie que la période d’échantillonnage dépend de la boule dans
laquelle se trouvent les conditions initiales et ou évoluent les signaux de perturbations. Le
terme pratique traduit le fait que la propriété de convergence du continu est maintenue a
une erreur résiduelle pres, que 'on peut diminuer autant que désiré en ajustant la période
d’échantillonnage. Ces travaux reposent sur l'utilisation de fonctions de Razumikhin com-
munément employées pour étudier la stabilité des systemes a retard. Une approche alternative
est proposée dans [109] pour le méme probléme. Dans [108], des conditions suffisantes pour que
la stabilité entrée-état d’un modele discret approximé soit maintenue pour le discrétisé exact
sont énoncées. Ces résultats ont ensuite été étendus aux systémes a temps variant dans [107]
ou la stabilisation entrée-état de modeles approximés de systemes perturbés non holonomes

sous forme de puissance est proposée puis appliquée a plusieurs classes de robots.
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Comme dans [107, 108], les résultats de notre étude se basent sur le cadre méthodologique
de [150]. Considérant ’approximé d’Euler des systemes considérés, un retour d’état entrée-état
stabilisant est développé a 'aide des théorémes de stabilité de [108], pour des perturbations
bornées et mesurables au sens de Lebesgue. Lorsque que des informations sur les bornes des
termes incertains sont disponibles et vérifient certaines propriétés, une classe de retours d’état
est synthétisée afin de compenser leurs effets. Cette derniere peut étre vue comme un redesign
des lois de commande continu de type hard de [55]. Il est ainsi montré, sur un exemple, que
les controleurs proposés améliorent certaines performances comparés au blocage des lois de
[55].

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Dans un premier temps, des définitions
et théoremes relatifs a la stabilité entrée-état des systémes a données échantillonnées sont
rappelés dans §3.2. Apres avoir énoncé la problématique dans §3.3, la stabilisation entrée-état
est ensuite réalisée dans §3.4. La stabilisation semiglobale pratique asymptotique est garantie
lorsque les incertitudes sont bornées par des termes appropriés dans §3.5. Une discussion sur
de possibles extensions de cette étude est proposée dans §3.6. Enfin, un exemple numérique

est présenté afin d’illustrer les résultats obtenus dans §3.7.

3.2 Stabilité entrée-état des systemes a données échantillonnées

Soit le systéme non linéaire suivant :

a(t) = fla)ult)d)), (3-2)

ol x € R” est le vecteur d’état, u € R" celui d’entrée et d € R™ un vecteur de perturbations
exogenes. La fonction f est telle que f(0,0,0) = 0. La fonction d est mesurable au sens
de Lebesgue et la commande u est échantillonnée a une période fixe donnée T' € R~y. Un
bloqueur d’ordre zéro est utilisé afin de convertir le signal discret du contréleur en un signal

continu. Le systeme discrétisé exact de (3.2) est donné par, sur [kT,(k + 1)T") pour k € Z>o,
2((k+1)T) = Fo((T)u(kT) dlkT)), (33)

ou dkT| = {d(t) : t € [KT,(k+1)T)}. En général, I'expression analytique de F§ n’est pas
connue puisqu’il faudrait, pour cela, résoudre un probléme de Cauchy non linéaire, ce qui est
d’autant plus difficile voire impossible compte tenu du fait que F;: dépend de perturbations

(voir §5.2 dans [107]). Pour ces raisons, nous considérons un modele discret approximé de
(3.2):

e((k+1)T) = Fa(kT)u(kT)dET)). (3.4)

Le probléeme est alors de savoir si les propriétés de stabilité obtenues pour (3.4) sont satisfaites
par le discrétisé exact. Apres avoir rappelé quelques définitions, un théoreme faisant le lien

entre la stabilité de ces deux systémes est présenté.
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La définition suivante étend semiglobalement et pratiquement la notion classique de sta-

bilité (globale) entrée-état des systemes discrets [87] aux systeémes discrets paramétrés.

Définition 3.2.1 (Stabilité entrée-état semiglobale pratique [108]) Le systéme (3.4)
est dit SP-SEE (semiglobalement pratiquement stable entrée-état) s’il existe § € KL et
v € K telles que pour tout Ay, Ag, 6 € R, il existe T* € R telle que, les solutions de (3.4)
satisfont, pour tout T € (0,T7%), |xo| < Ay et d € Lo avec ||d||, < Ag, et k € Z>q:

a(kaod)] < Bllzolk) +(lld]) + 6. (3.5)
Lorsque l'on a:
|z(k,xo,d)| < B(xol,k) + 0, (3.6)

le systéme (3.4) est dit SP-AS (semiglobalement pratiquement asymptotiquement stable).

La définition ci-dessous permet de caractériser la Définition 3.2.1 a I'aide de fonctions de

Lyapunov.

Définition 3.2.2 (Stabilité entrée-état semiglobale pratique de Lyapunov [108]) Le
systéeme (3.4) est Lyapunov SP-SEE s’il existe une famille paramétrée de fonctions Vp :
R™ — R telle qu’il existe a; € Koo, @ € {1,....,3}, v € K, et pour tout Ay, Ag,01,02 € R,
il existe T*,L € Rsq tels que pour tout T € (0,7%), |z| < Ay et d € Lo avec ||d||, < Ay les

propriétés suivantes sont satisfaites, k € Z> :

ay(lz]) < Vr(z) < as(|zf) (3.7)
% [V (F(x(kT)u(kT),d[kT])) = Vr(2)] < —as(|z]) +7(dll) + 01, (3-8)

et, pour tout (r1,79,2) € R3" avec |(21,2)],](x2,2)| € [62,A,] et tout T € (0,T*),
|\Vr(z1,2) — Vp(ze,2)| < Llzg — 29| (3.9)

De plus, si d =0, systeme (3.4) est dit Lyapunov SP-AS. La paire (u,Vr) est appelée une
paire SP-EE(SP-A) stabilisante .

N’importe quelle approximation discréete de (3.3) ne peut étre considérée. Il faut en effet

que celle-ci soit suffisamment « fidele » au véritable modele discret au sens défini ci-dessous.

Définition 3.2.3 (Approximation fortement consistante [108]) La famille de systémes
(3.4) est fortement consistante avec (3.3) si, pour tout Ay, Ay, Ag € Ry, il existe p € Koo
et T* € Ry tels que, pour tout z € R", u € R™, d € Log 0t |z] < Ay, |ul < Ay, ||d] o < Ag,

|Ff(z,u,d) — Ff(zu,d)| < Tp(T). (3.10)

Remarque 3.2.1 Dans [108], la notion d’approzimation faiblement consistante est également
introduite. Elle relaze les conditions de la définition précédente mais requiert des hypothéses

supplémentaires lors de l’analyse de stabilité. Nous ne l'utiliserons pas par la suite.
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Nous nous intéresserons, dans notre étude, a 'approximation d’Euler de la classe de
systémes étudiée. Dans le cas général ot le signal exogene d est élément de L1 'approxi-
mation suivante sera considérée, pour k € Z>q:

(k+1)T

z(k+1)T) = =x(kT)+ /kT f(x(kT),u(kT),d(s)) ds. (3.11)

Lorsque d est continiiment dérivable (comme dans §3.5), le modele approximé d’Euler peut

prendre la forme suivante, pour k € Z>:
z(k+1)T) = x(kT)+Tf(x(kT)u(kT),d(kT)). (3.12)

Il n’est pas nécessaire de connaitre l'expression analytique du discrétisé exact afin de
prouver qu’une approximation est fortement consistante. Des conditions suffisantes sont par
exemple proposées dans la Proposition 1.5 de [112]. Dans notre cas, si 'on nomme les ap-

FEuler, 1 FE'uler, 2 .
et Fp , on peut voir que

proximés d’Euler de (3.11) et (3.12) respectivement F;
F¢ = Ff“ler’i +O(T?), i € {1,2}, et que, par définition des grand « O », (3.10) est satisfaite.
Ces approximations sont donc fortement consistantes avec (3.3).

En conséquence, les propriétés de stabilité de (3.3) peuvent étre déduites de I’analyse de
la stabilité de (3.4) (de maniere équivalente de (3.11) ou (3.12)) d’apres le théoréme suivant

qui est une conséquence directe du Théoreéme 3.2 dans [108].

Théoréme 3.2.1 Si le systéme (3.4) est Lyapunov SP-SEE (SP-AS) et si lentrée est loca-
lement uniformément bornée, c’est-a-dire que pour tout A, € Rsq il existe T, A, € Rsq tels
que, pour tout T € (0,7%) et |x| < A, on a

lur(z)] < Ay, (3.13)
alors le systéeme discrétisé exact (3.3) est également SP-SEE (SP-AS).

Les propriétés de stabilité du systeme & données échantillonnées original (3.2) peuvent

ensuite étre déduites de celles du discrétisé exact sous de faibles conditions, cf. [155].

3.3 Problématique

L’objectif de ce chapitre est de synthétiser des lois de commande qui garantissent des

propriétés de stabilité semiglobale pour les systémes sous forme strict-feedback :

= f(n)+gm)é+d (3.14)
£ = u+ds, (3.15)

ot z = (n,€) € R" ! avec n € R™ et £ € R, est le vecteur d’état, u € R celui d’entrée qui
est échantillonné et bloqué a une période constante T € R~g. Les champs de vecteur f €
CHR™R") et g € C'(R™,R) sont supposés connus et f(0) = 0. Le vecteur d = (dy,dz) € L7
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est lui inconnu et représente les incertitudes ou perturbations affectant les dynamiques du
systeme.

Deux classes de retours d’état seront développés : I'une assurant la stabilité entrée-état vis-
a-vis des perturbations, 'autre leur compensation sous certaines conditions. Il sera montré
que les controleurs synthétisés sont reconstruits par rapport au simple blocage de la loi de
commande continue, c’est-a-dire qu’une partie correspondra au continu et une autre sera

purement le fruit de 'analyse en temps discret.

Remarque 3.3.1 La classe de systémes (3.14)-(3.15) peut paraitre restrictive par rapport d

(3.1), toutefois les méthodes proposées s’y appliquent comme nous le verrons dans §3.6.1.

3.4 Stabilisation entrée-état semiglobale pratique

Dans cette section, des retours d’état sont développés afin de garantir la stabilité entrée-
état du systeme approximé, et par conséquent du discrétisé exact, vis-a-vis des perturba-
tions. L’approximation d’Euler suivante du systéme & données échantillonnées (3.14)-(3.15)

est étudiée :

nt o= n+T(f(n) +9m)é) +d (3.16)
¢F = 4+ Tu+ds, (3.17)

ou d; = k(;H)T di(s) ds, i € {1,2}. A noter que (3.16) et (3.17) sont toutes deux des

« équations fonctionnelles aux différences » et non des « équations de fonctions aux différences »
de par la dépendance en dy et do.

Avant d’énoncer le résultat principal de cette section, les conditions suivantes sont sup-
posées vérifiées. Elles stipulent qu'une commande virtuelle et une fonction de Lyapunov suffi-
samment réguliéres sont connues pour le systéme (3.16) avec £ comme entrée, qui forment une
paire SP-SEE. Cela signifie que les étapes précédentes du backstepping (cf. §3.1) sont d’ores

et déja réalisées et que seule reste la construction de la loi de commande u a proprement parler.

Hypothese 3.4.1 Il existe T € Rso et une paire SP-SEE (&p,Wr) définie pour chaque T' €
(O,T) pour le sous-systéme (3.16) avec £ € R vu comme un signal de commande. Supposons
également que :

(1) & et Wy soient deuz fois dérivables pour tout T € (0,T) ;

(2) il existe ¢ € Koo telle que |Er(n)| < &(|n]) pour tout n € R*, T € (0,T) ;

(8) pour tout A > 0 il existe une paire de réels strictement positifs (T, M) telle que pour

chaque T € (0,T) et |n| < A,

Oér | 0%er *Wr 0 Or

S S 2 2 252 < M
677 |7| 87’]2 |7| 6772 |7 677 87’]| |} < M. (318)
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Le théoreme principal de cette section est énoncé.

Théoreme 3.4.1 Supposons que I’Hypothése 3.4.1 soit vérifiée, définissons, avec ¢ € Rsq,

o .
ure) = (e 1= )6~ o) + LI (Tl ) g0
~(U T - Enlm) )P (319)

ou g =n+T[f(n)+g(m)ér], nd = n+T[f(n)+g(n)€], alors le systéme (3.14)-(3.15) controlé
par (3.19) est SP-SEE.

Preuve. Soient A, Ay, 8 € Rug, 2 = (n,€) € R"™ d = (dy,d2) € L tels que |z| < A
et ||d|l, < Ag. D’apres 'Hypothése 3.4.1, il existe T € R tel que (3.8) est satisfait pour
T € (O,T) avec 0; = %, v = 71 € K, considérant le systeme (3.16) avec & = &p comme
entrée. Soit Ay = SUP|21<A|ld]| . <Aq, TE(0,T) max{|n+|,|n8'|,|ﬁg|,|ﬁ+|} (ot 7™ =n+T[f(n) +
g(m)ér] + di), qui est bien défini puisque les fonctions f, g, & sont continues et dy € L7.
Soit A = max{A,A} qui génére (T,M;) tel que la condition (3) de I'Hypothese 3.4.1 est
vérifide. Soit M = SUP|z1<A,|d|| ., <Aq, TE(0,T) max{|¢ —&rl,[ £ (n) +g(77)§|,]\~41,|g(77)|,Ad}, qui est
également bien défini grace & la continuité des fonctions considérées sur ce compact. La période

d’échantillonnage T est définie par T = min{T,T,%M‘l,%} ou M = M? ((M2 + 2M + 2)?
+cM + 2M2). Prenons T € (0,T) et définissons :

Vine) = Waln) + 5(& — Er(n)* (320)

La condition (3.7) est bien vérifiée, cf. [153]. Il est maintenant montré que 'inégalité (3.8) est

satisfaite. Ainsi,
AVp = Wr(n™) = Wr(n) + %(S + Tur +dy — &r(n™))? - %(5 —&r(n)*. (3.21)

On peut prouver, & 'aide du théoréme de la valeur moyenne, qu’avec n< = 7+ + 76, g(n)(& —
ET(U)) et 01 € (Oal)a

Wr(n™)=Wr(n) = Wr(i™) — Wr(n) + Wr(n™) — Wr(7)

T
_ WT<n+>—WT<n>+(%—V:<n0>> To)E — &), (322)
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D’apres (3.21) et en nommant AW = Wrp(i+) — Wr(n),

ow

T
AVp = AWr+ <8—n(no)> Tg(n)(€ — &r(n)) — %(5 — &r(n))?

Fa(€+ Tur +dy — &)

T
= AWr+ <%—Z/(no)> Tg(n)(€ — &r(n)) — %(5 —&r(n)?

T
r3(0- -1 - e -Gt -7 (Gran) o

ST = D)€~ ) )P + o+ Enlo) — )

T
_ AWT+<%—I;I7/(770)> To(n)(€ — En(n)) — ¢T(E — Er(n)?

2T2 - 2 - 1 2
+c 7(5 —&r(m)” + (1 —I)(§ —&r(n)A + §A ;

T
A = —T(l—chs—sT(n))—T(%—ng) g(n)

LT (e~ £T<n>>|%%<no+>|2 dy 4+ Er () — ErO"), (3.23)

Grace au théoreme de la valeur moyenne, on obtient :

<

T en)(E— &) (D)) o) + (L)) Taln)(E — Erln)

on
< T~ &) (22 0°) ~ i) o) +er2ar? (329
< (eM + M?)T?M?>.

- - - N2
En majorant A2 par T2M? <2 +2M 4+ M 2) et toujours avec le théoreme de la valeur moyenne,

on a:

AVp < AWp —cT'(§ - &r(n))?
+(1 = eD)(E — &) (&r(ng) — &™) = T(1L = eT)(€ — &r(m)

ST D)€~ G Gt ()P + )
T2 ((W 2N +2)2 + M + M2> . (3.25)

Le terme &r(ng) — &r(n™) peut étre éerit, a 1'aide du théoreme de la valeur moyenne, comme
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. T . -
(%—g(ﬁ)) di,oun*=n+T(f(n) + g(n)§) + O2d1, et H2 € (0,1). Par conséquent,
AVr < AWr — T (€ — Er(n))?

H(1 = eT)(€ - &) ((%%m*))TJl (1 - )&~ Erln)
T D) - G| S P + )
TN ((M2 + 2M + 2)% + M + M2> , (3.26)
en utilisant la Propriété A.1.1 ot le fait que |di| < T ||di]| pour i € {1,2},
AVi S AW = eT(E— G+ T sl + T — TP (e~ Eom)| Br )7
AT = T(1 = € - G ot )P
TN ((W + 2M + 2)% + M + M2> , (3.27)

d’apres le théoreme de la valeur moyenne, puisque la fonction ¢ : z +— | 685—5 (2)|? est contintiment

dérivable,
AVp < AWrp—cT(€ = &r(n)* + T ||d2||%,
T = CTR(E = Gl (™) + T a2
TN ((M2 + 2M + 2)% + M + M2> , (3.28)
ot ** =+ T(f(n) + g(n)E) + Thab3d,, 65 € (0,1). D’apres la définition de M on a:
AVp < AW — T = &r(n)? + T ||di |1, + T ||d2 )12, + T2 M. (3:29)
L’Hypothese 3.4.1 nous indique que, pour tout 7' € (0,T), il existe a3 € K telle que, avec
118 82 +791(s) et A2 1 s+ 52 (s € Rxg),
AVy < —Tés([nl) — €T(€ — &(n)® + T4 + T2 + T (ldi]l ) + Tha(ldall).  (3:30)
D’apres la Proposition 1 dans [153], il existe ag € K et v € K telles que:
AVp < =Tas(|x]) + Ty(||d|| ) + T0. (3.31)

En invoquant le théoreme de la valeur moyenne, on peut montrer qu’il existe L € R+, tel
que, pour tout z,z € R*™! ott max{|z|,|z|} < A, |Vr(z) — Vr(2)| < L|z — 2|.

Finalement,

lur| < (c+1—cT)|€—E&r(n)| + M‘

= 2
11— D) |e - Entn)| '%%mm

IN

(c+1) M+ M*+ M+

, (3.32)
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en utilisant le théoréme de la valeur moyenne avec nt = n + T84 (f(n) + g(n)€) et 64 € (0,1),

on a:
fur(a)| < <c+1>M+M2+M3+1%%<n*>1\f<n>+g<n>sr
< (e+1)M+2M?* + M3 = M, (3.33)

la loi de commande up est donc localement uniformément bornée. Par conséquent, d’apres
la Définition 3.2.2, le systeme (3.16)-(3.17), (3.19) est Lyapunov SP-SEE et donc, d’apres le
Théoreme 3.2.1, le discrétisé exact du systeme (3.14)-(3.15) controlé par (3.19) est SP-SEE,

puisque (3.16-3.17) est une bien approximation fortement consistante. ]

Les controleurs (3.19) sont de la forme form ur = ucont + Tugr, OU Ueont correspond au
blocage de la loi de commande continue [105] et ug; est une composante supplémentaire qui
permet généralement d’élargir le bassin d’attraction et d’augmenter la vitesse de convergence

par rapport a la simple émulation.

3.5 Stabilisation semiglobale pratique asymptotique

Dans cette section, les termes incertains sont supposés suffisamment réguliers et majorés

par des fonctions connues.
Hypothese 3.5.1 (i) di € C([tg,00) x R*"™1 R"™) et dy € C([tg,00) x R* 1 R).
(ii) Il existe des fonctions connues p1 € CH(R™Rxq) avec p1(0) = 0, py € CHR" Rx)
telles que, pour tout (t,x) € [tg,00) x R
|di(tx)] < pi(n)
|da(t,x)] < pa(x).

Remarque 3.5.1 Ce type d’hypothéese est commune lorsque des systémes strict-feedback per-
turbés sont étudiés [55].

Il ne s’agira plus ici de garantir la robustesse vis-a-vis des perturbations, mais de les
compenser. Puisque la condition (i) de I'Hypothese 3.5.1 sera supposée vérifiée, le modele

approximé discret suivant est considéré :
nt o= n+T(f(n)+gmE+d) (3.34)
&F = E4T(u+dy). (3.35)
Les fonctions suivantes sont utilisées par la suite.

Définition 3.5.1 Pour tout ¢,T € Ryg, n € Zo, la fonction satre , : R™ — R™ est définie
par, pour z = (z1,...,2n) € R satre n(2) = (satre1(21), - - - ,satre1(2n)) avec
SZZtT€71(ZZ') = {

sign(z;) st |z > %

pre(z) sinon
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T Te Te

ot pre 1 R = R, pre(0) = 0 et |p| < 1 sur [=T2,75], ypre(y) > 0 pour y € [~ 72, 75], est tel

que la fonction satr. , est C' sur R™.

Remarque 3.5.2 ] existe une infinité de fonctions pr. satisfaisant la Définition 3.5.1 (voir
par exemple [27, 55]).

L’hypothese suivante est le pendant de I’'Hypothese 3.4.1.

Hypothese 3.5.2 Il eziste T € Rwq et une paire SP-AS (&7, Wr) définie pour tout T € (O,T)
pour le sous-systéme (3.34), avec & € R vu comme une commande. Supposons également que :
(1) & et Wr soient deux fois dérivables pour tout T € (0,T) ;
(2) il existe ¢ € Koo telle que, pour tout n € R™, T € (O,T),
Er(m] < é(In); (3.36)
(3) pour tout A > 0 il existe une paire de réels strictement positifs (T,Ml) telle que pour
chaque T € (0,T) et |n] < A,

oWr 0 o ~
LN SRR G (3.3)

Le théoreme principal de cette section peut étre énoncé.

Théoréeme 3.5.1 Supposons que les Hypothéses 3.5.1 et 3.5.2 soient vérifiées, définissons,
pour ¢ € Ry,

N , ) _ & T
urle) = el - &) + o+ LU (T ) g0
by T
_ <58_T( +)> d. (3.38)
auee T = 0+ TUF0) + gOér], 0§ = 0+ TUI) + 9], et da = —pale)sotrea((€ -

) et dy = pa)satrenl(€ - Er0) (8&( $) ). avee = € Roo, alors le systéme (3.34)-
(3.85),(3.38) est SP-AS, et tel est également le discrétisé exact de (3.14)-(3.15) contrélé par

(3.38).

Preuve. La preuve est similaire a celle du Théoreme 3.4.1. Par souci de clarté, les fonc-
tions sat sont notées sans indice. Soient A,6,e € Rsg, z = (,€) € R™™! avec || < A.
D’apres I'Hypothese 3.5.2, il existe T e R telle que la condition (3.8) est vérifiée pour
T € (0, T) avec %, considérant le systeme (3.34), quand ¢ = & comme entrée. Soit A; =
SUP|, < 70,7 XA ] |ng 17 |17 [} (avee 775 = 0+ T[f (1) + g(n)ér] + Tdy) qui est bien
défini puisque les fonctions f, g, &7, dy sont continues. Prenons A = max{A,A1} qui génere
T,M; tel que la condition (3) de I'Hypothese 3.5.2 est garantie. Soit M = SUD|; <A, Te(0,7)
max{|¢ — &7|,|f(n) + g(n)&|,M1,lg(n)|, p1,p2}, qui est également bien défini puisque les fonc-

tions considérées sont continues sur ce compact. La période d’échantillonnage T est définie
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par T = min{T,T,%M‘l,%} ot M = 11M* + (12 + ¢)M® 4 4M? + 4eM. Soit T € (0,T) et
prenons la fonction candidate de Lyapunov suivante :
1 _

Vr(e) = Wr(n) + 5(& = &r(m)*. (3.39)
La condition (3.7) est satisfaite ici, voir [153]. Dans un premier temps, nous nous attachons
a prouver I'inégalité (3.8):

1 _
AVr = Wr(n™) = Wr(n) — 5(& = &r(n)”

€+ Tur +Tds — &)™ (3.40)

On peut voir, & I'aide du theoreme de la valeur moyenne, ott n¥ = 77 +TH19(n)(€ — £(n)), et
01 € (0,1), que

Wr(n™) = Wr(n) = Wrn") = Wr(@") + Wr(i") — Wr(n)

T
_ (WT<ﬁ+>—WT<n>>+(%—‘f;<n<>>> Ty - Ex(m).  (3.41)

D’apres (3.40), notons AWrp = W (i) — Wr(n),

T
ave = awr+ (G Taln(e - &) - (& - )

+5(E+ Tur +Tdy — &)
T
= AWr+ <%—Z/(no)> Tg(n)(€ — &r(n)) — %(5 —&r(n)®
- T
+% ((5 —&r(n)(1 —cT) - T%T(no*)% -T @—an(ﬁo*)) 9(n)

+T(dy + da) + Er(nd) — ST(??+)>

T
_ AWT+<%—I;I7/(770)> To(n)(€ — En(n)) — ¢T(E — Er(n)?

2
+C2T7(£ —&r(m)* + (1 = cT)(§ — Er(m)A + %Az, (3.42)

= T T
A = &) —5T<n+>+T<— (%%J)) cil—(%—‘fﬂn;)) g<n>+d2+d2>.<3.43>

Grace au théoreme de la valeur moyenne,

11— e~ &) (25 )+ (B 0®)) Tolo(E — &)
ow
on

< T(¢ ~ &) (B2 (%) — B (g ))Tg(n)+cT21\Z/3 (3.44)
< (M + M*)T>M?.
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En utilisant la Définition 3.5.1, on peut voir que
(1= cT)(& = Er()T(dy +dy) < 2T°Me, (3.45)
et, en majorant A% par T?M?(3M + 2)? (& P’aide du théoreme de la valeur moyenne),

AVp < AWr—cT(§ — &r(n)? + (1 = eT)(€ — &r(m) (&) — ér(n™)

8§T + v 207 (T2 2 v "2\ 17
-7 (a_n("o )) d1>+TM(M(3M+2) +(cM+M)M+2€>. (3.46)

L’expression (1—cT)(E—&r(n))(Er(nd ) —&r(nT)) peut étre éerit, toujours a I'aide du théoreme

de la valeur moyenne, sous la forme:
_ _ _ _ o T
(1= D€ = Erm) Ertaf) ~ &) =~ = en)(e = &ri)T (520 ) dr. (347
avec n* =n+T(f(n) + g(n)&) + THady, et O2 € (0,1). Par conséquent,
AVp < AWr —cT(€ = &r(n)* + (1 = ¢D)T(E — Er(n))
(L) a- (L) d
an n 1 an Mo 1
+T72 (M(3M +2)2 + (cM + M*)M + 25)
o8
n

() a- (o)) @ - (L) d
on on n

TN <M(3M +2)2 4 (M + M2)M + 25)

IN

T
AWr — T (€ — &r(n))? + (1 = I)T(§ — &r(n)) <— < (77*)> di (3.48)

.
AW = 716 = En(n)? + T2(1 = 1)l — (o)1) Ibar )

(%(mﬁ)T <d1 - Jl)]

+T2M (M(3M +2)% 4 (cM + M*)M + 25) ,

IN

+(1 = eI)T(§ — &r(n))

avec 1 =+ T(f(n) + g(n)€) + T0203dy, 5 € (0,1) sachant que, par définition de d :

@ -enre—ém) (526) (~h-d) < a-arle- el |5

F 8ET + * = af_T + T
xp1(n) — (1 —cT)T(€ = &r(n)) 8—77(770 ) ) pr(m)satre n{(§ — Er(n)) a—n(% )]}
< 2T2Me. (3.49)
En utilisant ’'Hypothese 3.5.2 et la définition de M ,

AVr < —Tas(|n]) — cI'(§ — &r(n))* + T0.
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D’apres la Proposition 1 de [153], il existe as € Koo, telle que:
AVp < —Tas(|z|) + T6. (3.50)

En utilisant le théoreme de la valeur moyenne, on peut montrer qu’il existe L € R+, tel que
pour tout z,z € R" avec max{|z|,|z|} < A, |Vr(z) — Vr(2)| < L|z — 2|. Finalement,

Er(ng) —&r(n)
T

lur| < cl€ —Er(n)| + |da + | |

T = T
1 (%—‘f}%&)) ()| + | (%%m;)) 1d|
< 3M?+ M(c+1) = M. (3.51)

La commande ur est donc localement uniformément bornée. Ainsi, la paire (ur,Vr) est SP-A
stabilisante pour le systéme (3.34)-(3.35) d’apres la Définition 3.2.2, par conséquent le systéme
discrétisé exact de (3.14)-(3.15) controlé par (3.38) est SP-AS d’apres le Théoreme 3.2.1, en

notant que (3.34)-(3.35) est une approximation fortement consistante. O

A Tinstar de §3.4, les controleurs (3.38) sont reconstruits comparés a I’émulation. Néan—
moins, la période d’échantillonnage n’apparait pas uniquement linéairement dans ’expression
de la commande puisqu’elle intervient également non linéairement dans la définition des fonc-

tions sat.

Remarque 3.5.3 Le contrileurs virtuel £ ne peut étre composé de fonctions sat paramétrés

en T (comme dans la Définition 3.5.1) car leurs dérivées ne sont pas uniformément bornées

par rapport a T'. Prenons 'exemple suivant ot la fonction pre est, pour z = (z1,...,2,) € R"
et € € R>0 N
1 Z3 3 3 Zi
- __ (e ey 3.52
Pre == ™ 2<Te> Y= (3:52)

On peut vérifier que la fonction sat obtenue est bien localement uniformément bornée, puisque
pour tout T € Ry et z € R™, |satre n(2)] < 1 (bien que pre(z) — oo quand T tend vers 0,
de par la définition la fonction sat, celle-ci n’explose pas). On ne peut en dire autant de sa

dérivée, puisqu’en notant que:

Ipre (2 3 22 31
pre(i) _ 2 _“ =+ o, (3.53)

0; 2 (Te) 2Te
on voit que ZeRg},l%éRw{\satT&n(z)\} = 3L qui converge vers Uinfini lorsque T tend vers zéro.

Remarque 3.5.4 Si la perturbation di ne s’annule pas en zéro, en supposant des conditions
légerement différentes de celles de I’Hypothése 8.5.2, un résultat de type §-régulation pourrait

étre obtenue, voir [55].
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3.6 Discussions

3.6.1 Application aux systémes de la forme (3.1)

Bien que présentées pour la classe de systemes (3.14)-(3.15), les méthodes de ce chapitre

peuvent s’appliquer aux systémes de la forme:

1 = filzr,x2)+dy

&y = a3+ fo(xr1,22) +do (3.54)

Ty = U+ fn(x) +dy.

En effet, pour le cas de la stabilisation entrée-état, il suffit de s’assurer qu’il existe une paire
commande virtuelle/fonction de Lyapunov SP-SEE suffisamment dérivable pour I'approxi-
mation d’Euler du premier sous-systéme. Ainsi, 'Hypothese 3.4.1 est vérifiée et une paire
commande/fonction de Lyapunov SP-SEE est obtenue, d’apres le Théoreme 3.4.1, pour I'ap-
proximé d’Euler du systéme ayant pour état (x1,z2). Cette derniere permettra ensuite de va-
lider ’'Hypothese 3.4.1 dans le but d’en déterminer une pour 'approximé d’Euler du systeme
ayant pour état (z,r2,x3). En procédant par récurrence, un retour d’état est obtenu pour
l'approximé d’Euler de (3.54).

Pour la compensation des perturbations, des conditions supplémentaires sont requises
comme le fait que les d;’s, i € {1,...,n — 1}, doivent s’annuler & l'origine, étre suffisamment
dérivables ou qu’aucune fonction sat ne soit utilisée avant la derniere étape afin d’obtenir un

controleur localement uniformément borné.

3.6.2 Cas des approximations d’ordre supérieur

L’extension aux approximations d’ordre supérieur est loin d’étre triviale. Que ’on aborde
la question a ’aide du développement en série de Fliess tronquée de I’équation aux différences
de la fonction de Lyapunov du premier sous-systéme, comme dans [29], ou par des approxi-
mations du type de celles de [65], la perte de structure originelle du systéme continu est &
I’origine de difficultés majeures.

Pour le cas de la compensation des incertitudes, on pourrait imaginer une solution similaire
a celle développée dans §3.5, en supposant que les termes incertains soient suffisamment
dérivables et que des bornes de chacune de leurs dérivées successives soient connues. Ce cas
de figure semble toutefois peu réaliste en pratique, c’est pourquoi nous avons choisi de ne pas
poursuivre cette voie. De la méme maniere, la stabilisation entrée-état nécessiterait ou du
moins, serait facilitée par I’application de conditions additionnelles sur les signaux comme,
par exemple, le fait qu’ils restent constants entre deux instants d’échantillonnage.

Puisque de telles extensions requierent une analyse complexe et des hypothéses restrictives,
nous nous contentons de la syntheése de controleurs pour des approximés d’Euler. Il est montré,

dans la section suivante, que ceux-ci fournissent des résultats tres satisfaisants.
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3.7 Exemple numérique

Dans cette section, nous illustrons les résultats de §3.5 a ’aide d’un exemple numérique.

Soit le systeme non linéaire suivant :

= 7’ +{+di(ng) (3.55)
£ = u+da(nf), (3.56)

ottdy : (1,6) — (1+sin(€))n” est majorée par py : (n,§) — 2In|* et da : (n,§) — 1+cos(n)€?

par ps : (n,€) — 1+ &2: 'Hypothese 3.5.1 est satisfaite. Considérons & = —n — n? — 213 et
Wr(n) = %772 (n € R), 'Hypothese 3.5.2 est garantie puisque ces fonctions sont bien deux
fois dérivables pour tout T, la condition (2) est vérifiée avec ¢ : s — s + 52 + 253 (s € R>q)
et les différentes dérivées partielles de & et Wy, considérées dans la condition (3), sont bien
localement bornées. Par conséquent, le Théoreme 3.5.1 peut étre appliqué. Un controleur de

la forme (3.38) est synthétisé avec ¢ = 1, € = 0.01 et la fonction p de sat est:

pre 1 oz — —2(7§£)5z5—|—2(:,§£)3z3. (3.57)

Des simulations ont été réalisées afin de comparer les performances fournies par le contréleur
(3.38) et I’émulation d’une loi continue du type hard développée dans [55]. Les parametres
suivants ont été pris: T = 0.005, n(0) = £(0) = 3. La Figure 3.1 montre que les deux
controleurs discrets garantissent la convergence des états vers un voisinage de 'origine, mais
plus rapidement pour (3.38). Le tracé des signaux de commande, Figure 3.2, nous indique
que des phénomenes de grand gain apparaissent, typiques des controleurs de type hard [55].
La commande reconstruite présente toutefois 'avantage d’avoir généralement une amplitude
plus faible que I’émulation. En prenant une nouvelle valeur de période d’échantillonnage T' =
0.015 (et n(0) = £(0) = 2) on constate Figure 3.3 que le blocage de la loi continue n’assure
plus la stabilisation du systéme contrairement & (3.38) : ce dernier permet d’élargir le bassin
d’attraction. Les signaux de commande sont présentés dans la Figure 3.4 et de nouveau, des

amplitudes élevées sont atteintes.

3.8 Conclusion

Rares sont les techniques de commande robuste non linéaire disponibles en temps échantil—
lonné. Dans ce chapitre, nous avons étudié le cas d’une des méthodes de commande non
linéaire les plus célebres: le backstepping. Considérant une classe de systémes sous forme
strict-feedback affectés par des perturbations, des lois de commande ont été proposées pour la
stabilisation entrée-état et asymptotique (lorsque les incertitudes vérifient des propriétés de
majoration) du systeme a données échantillonnées. A partir de 'approximé d’Euler discret, les
controleurs obtenus sont reconstruits par rapport au blocage de la loi continue afin d’améliorer

certaines performances, comme nous le montrons sur un exemple. Simples a déterminer et a
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implémenter, ces controleurs sont a privilégier en pratique par rapport a la simple émulation.
L’application des méthodes proposées & une classe plus générale de systemes sous forme strict-
feedback a été expliquée en indiquant comment les hypotheses et controleurs étudiés peuvent
étre utilisés a cette fin. Il serait intéressant a ’avenir d’étudier le redesign de lois de commande
par backstepping de type soft ([55]) afin d’atténuer les phénomenes de grand gain constatés

en simulation.
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Chapitre 4

Introduction

Dans ce chapitre, la problématique des systémes commandés par réseau (en anglais net-
worked control systems d’ou l'acronyme NCS) est présentée. Offrant de nombreux avan-
tages en termes de cout, de flexibilité et de simplicité d’installation, les NCS requierent le
développement de méthodes de commande et d’observation adaptées & cause des contraintes
de communication induites par le réseau. Alors que le probléme de la commande est aujour-
d’hui largement étudié, rares sont les études a proposer des solutions pour ’observation. Cette
seconde partie de these a ainsi pour but de développer de nouvelles méthodes d’analyse et
de synthese d’observateurs déterministes pour les NCS dits ordonnancés. Apres avoir rappelé
les principales approches de stabilisation, la problématique de la conception d’observateurs
est introduite et les résultats existants revus. Un cadre d’étude est ensuite développé avant

de présenter nos contributions.

4.1 Systemes commandés par réseau

On appelle systémes commandés par réseau (NCS), les systémes pour lesquels les trans-
missions de données entre les capteurs, le controleur et les actionneurs sont assurées par des
canaux de communication série numériques. La Figure 4.1 représente ’architecture typique; a
noter que le réseau, qui assure le multiplexage des signaux des capteurs au controleur et/ou du
controleur aux actionneurs, peut également étre le support de communication d’autres taches.
Ce type de configuration présente I’avantage d’étre moins couteux, plus flexible et plus aisé
a installer et entretenir qu’une architecture de commande classique par cablage point-a-point
[25, 166, 167, 200]. Pour ces raisons, les NCS sont de nos jours communément employés dans
de nombreux domaines d’application comme la télé-chirurgie [131], les drones ou la coordina-
tion de véhicules [170, 171], les systémes de chauffage et de climatisation ou encore, de maniére
générale, les secteurs aérien et automobile. Ainsi, les véhicules automobiles les plus récents
comportent généralement deux bus CAN (controller area network), I'un de fréquence élevée,

a l’avant du véhicule qui gere le moteur, la transmission et la traction, ’autre, a transmission
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plus lente, pour la commande des systemes de verrouillage, des fenétres et autres dispositifs
électriques. Outre les bus de terrain (CAN), d’autres types de réseaux, comme les LAN (local
area network) ou ceux a longue distance WAN (wide area network), permettent d’assurer la
transmission d’information entre les différentes composantes de la structure de commande.

Pour plus d’informations voir le Chapitre 1 dans [203].

Systeme

T A
Y Y

Actionneur 1 |-+ | Actionneur n Capteur 1 |[--| Capteur p
<&
Réseau
7 7
y y

Contrdleur / Observateur

Fic. 4.1 — Architecture de NCS

La mise en place d’un réseau implique des difficultés supplémentaires par rapport aux
schémas de commande classiques. En effet, le partage des canaux de communication, les limi-
tations de la bande passante du réseau, 1’échantillonnage des signaux, les retards de transmis-
sion et les possibles pertes d’informations sont autant de phénomenes a prendre en compte
lors de 'analyse des NCS puisqu’ils peuvent avoir un impact significatif sur les performances
du systeme. Les NCS présentent ainsi la particularité de pouvoir relever a la fois de la théorie
de la commande et de celle de 'information. En effet, 'objectif premier demeure la stabili-
sation ou/et I'observation du systeéme, cependant les imperfections des transmissions doivent
étre considérées, c’est pourquoi des outils relatifs a la théorie de 'information sont parfois
nécessaires a leur analyse.

Les contraintes et imperfections de communication peuvent étre classées en trois catégories

que nous détaillons.
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Ordonnancement

Tout élément de la boucle de commande directement relié au réseau constitue un neeud.
On distinguera les neeuds de capteurs de ceux d’actionneurs ; a noter que plusieurs capteurs et
actionneurs peuvent étre regroupés en un méme nceud selon leur localisation. Le bus CAN de
fréquence élevée d’'une automobile possede ainsi une cinquantaine de noeuds mais seulement
une demi-douzaine sont généralement connectés. Le réseau peut également contenir un nombre
arbitraire de neeuds passifs qui ne sont aptes qu’a recevoir des paquets. Ils peuvent étre utilisés
pour recueillir des observateurs distants ou des actionneurs pour les systemes munis d’entrées.

La procédure de communication est la suivante. A chaque instant de transmission, un
unique noeud est autorisé a envoyer ses données sur le réseau. Cet acces est régi par une loi
appelée protocole. On parle de protocole statique, lorsque 'ordre d’acces est préalablement
fixé, comme c’est le cas pour le protocole round-robin (RR) également nommé token ring ou
token bus pour lequel chaque noeud transmet ses données a une période égale au nombre de
nceuds [78, 84, 113], et de protocole dynamique lorsque le choix du neeud répond & un critére
dépendant de I’état du systeme, comme le try-once-discard (TOD) [199] pour lequel 'acces
est donné au noeud ayant erreur la plus grande entre les valeurs des variables actuelles et
celles derniérement transmises (les protocoles RR et TOD sont explicitement définis dans
la suite). Ce partage du réseau entre les différents noeuds implique plusieurs difficultés pour
la commande et l'observation du systeme. Tout d’abord les données sont échantillonnées,
comme dans la Partie I, ainsi, entre deux instants de transmission, aucune information n’est
disponible. De plus, pour le cas des capteurs, seul un noeud (i.e. un sous-groupe de capteurs)
transmet ses données au réseau: le vecteur de sortie du systeme n’est pas complétement
connu. La disponibilité partielle et périodique des informations du systéme est & prendre en
considération lors de I'analyse de stabilité. Ces contraintes sont caractérisées par I'intervalle
mazximal de transmission admissible (en anglais mazimum allowable transmission interval

d’ou 'acronyme MATT) et le protocole, tous deux jouant un role clef.

Quantification et codage

Les canaux de communication numériques ne peuvent transmettre qu’'une quantité fi-
nie d’information par unité de temps. Considérons la Figure 4.1. Les mesures du systeéme
réalisées par les capteurs sont quantifiées au niveau du codeur: aux grandeurs physiques du
systeme sont associées des valeurs parmi un ensemble fini qui sont ensuite codées sous forme
de bits. Ces données sont alors incluses dans un paquet, également constitué d’informations
caractéristiques du réseau (overhead), qui est envoyé au controleur. Ce dernier décode les
bits regus afin de générer des signaux de commande qui sont ensuite eux-mémes codés sous
forme de bits afin d’étre transmis aux actionneurs. Les données du controleur sont finalement
converties en signaux de commande physique au niveau des actionneurs. On parle dans ce
cas de commande avec information limitée puisque le réseau ne permet de transmettre qu’un

nombre donné de paquets de longueurs restreintes par unité de temps. Cette problématique est
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fondamentale pour de nombreuses applications comme les drones, les planeurs sous-marins,
de maniere générale les systemes a longue autonomie pour lesquels les communications sont
soumises & de fortes contraintes par souci d’économie d’énergie.

La quantification est caractérisée par le nombre d’éléments finis auxquels sont associés les
mesures du systeme et leur répartition dans I’espace. A l'instar des protocoles d’ordonnan-
cement, cette derniere peut étre statique (les éléments sont préalablement fixés et ne varient
pas) ou dynamique (lorsqu’ils dépendent de 1’évolution des états [26, 115, 116]). Les limita-
tions de communication du réseau sont elles ramenées au taux de bit minimum nécessaire a la
stabilisation, problématique qui releve de la théorie de 'information. L’évaluation de ce taux
pour les systémes linéaires a été notamment traitée dans [48, 142, 143, 192, 204] et pour les

systémes non linéaires dans [118, 144].

Retard et perte de paquets

La communication par réseau est a I’origine de retards qui peuvent perturber voire déstabi—
liser le systeme. Alors que le temps de transmission le long du canal de communication peut
souvent étre ignoré (pour un bus CAN, il est de lordre de 100 us), les effets des files d’at-
tente et des congestions doivent généralement étre pris en compte. La valeur des retards
dépend alors du protocole de communication considéré. Pour les protocoles a acces direct
ou aléatoire, que nous n’avons pas évoqué jusqu’a présent, les retards peuvent prendre des
valeurs arbitraires. Un exemple typique sont les Carrier Sense Multiple Access (CSMA), qui
incluent Ethernet et DeviceNet, ou tous les noeuds sont libres de communiquer leurs paquets
a n’importe quel instant. Lorsque le réseau n’est pas occupé et que seul un nceud transmet,
aucun retard n’est a constater. Par contre, lorsqu’ils sont plusieurs a vouloir communiquer,
des collisions se produisent. Celles-ci sont gérées différemment selon le protocole. Dans le cas
de DeviceNet, les paquets sont hiérarchisés : le message prioritaire sera transmis tandis que les
autres attendront que le réseau soit libre. Ethernet lui renvoie tous les paquets et les retrans-
met ultérieurement apres un intervalle de temps arbitraire. On devine que les retards induits
par de tels protocoles sont fortement variables et peuvent prendre des valeurs aléatoires. C’est
la raison pour laquelle, les réseaux CSMA sont analysés a ’aide d’outils stochastiques. Pour
ce qui est des protocoles ordonnancés puisque ’acces au réseau est clairement établi selon un
ordre prédéterminé (protocole statique) ou un critére dépendant des états du systéme (pro-
tocole dynamique), les retards apparaissent lorsque les noeuds attendent I’autorisation pour
transmettre. Dans ce cas, ils sont souvent bornés voire parfois méme constant lorsque 'acces
au réseau est périodique. A noter que les données transmises puissent étre time-stamped, ce
qui signifie que le receveur est capable d’estimer le retard avec lequel le message arrive afin
d’éventuellement effectuer les corrections nécessaires.

Les collisions ne sont pas uniquement la cause de retards mais également de possibles
pertes de paquets, tout comme les défaillances des nceuds. Bien que la plupart des protocoles

aient un mécanisme de retransmission, celui-ci n’est valable que pour un intervalle de temps
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limité. En effet, il est parfois avantageux de ne pas retransmettre un message si le retard est
trop important afin de fournir des données récentes plus utiles a la structure de commande
[200].

Les retards pour les protocoles ordonnancés sont souvent caractérisés par le retard maxi-
mal admissible (en anglais mazimum allowable delay MAD) (parallelement au MATI), tandis
que les pertes de paquets sont modélisées par des distributions de probabilités (voir [75] et
les références qui y sont citées) ou satisfont des conditions déterministes données (voir [151]

par exemple).

Dans cette these, nous nous concentrons sur la synthése d’observateurs déterministes pour
les NCS ordonnancés et négligeons donc les effets de quantification et de codage ainsi que
les éventuels retards et pertes de paquets. Ce choix se justifie par le fait que, bien que tous
les phénomenes cités soient généralement présents, tous n’ont pas le méme impact sur les
performances du systéeme selon 'implémentation étudiée. En effet, certains protocoles ont un
ordonnancement tel que la collision et donc la perte de paquets est peu probable. D’autre
part, les retards peuvent étre infimes par rapport aux dynamiques du systéme et le canal de
communication et 'encodeur peuvent étre suffisamment rapides et précis pour ne pas avoir a

se soucier des effets de quantification et de codage.

Avant de présenter les études relatives a l’estimation et 'observation des NCS, nous rap-
pelons brievement les principaux résultats de commande de NCS ordonnancés en prétant une
attention particuliere aux travaux de D. Nesi¢ et A.R. Teel [151] puisqu’ils ont été la source

d’inspiration principale de plusieurs chapitres de cette partie.

4.2 Commande des NCS

Il existe deux approches de synthese de contréleurs pour les NCS. La premiere est de
répondre au probleme en ignorant, dans un premier temps, les contraintes de communication
puis d’étudier la robustesse du controleur aux effets de 'ordonnancement. On parle dans ce
cas d’émulation. L’autre approche consiste a synthétiser une loi de commande et certains
mécanismes du réseau, comme le protocole, en prenant en compte les contraintes de commu-

nication. Nous utiliserons le terme de co-synthése pour désigner ces méthodes.

Remarque 4.2.1 La distinction émulation / co-synthése rappelle les différences entre ap-
proches CTD d’une part et DTD et SDD de autre, pour les systémes a données échantillonnées

vues au, Chapitre 1.
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4.2.1 Emulation

L’approche par émulation présente ’avantage d’étre simple a appliquer puisque le contré—
leur releve de la théorie de la commande au sens classique du terme, i.e. sans avoir a se soucier
des contraintes de communication. Pour les systémes linéaires, une multitude de techniques
sont connues, quant aux systemes non linéaires de nombreuses méthodes sont disponibles dans
la littérature en fonction de la classe de systemes étudiée. La question est alors de savoir si le
controleur fournira des performances satisfaisantes lorsqu’il sera implémenté par réseau. Cela
se traduit ici par 'obtention d’une borne sur le MATI qui garantit la stabilisation du systeme
bouclé pour un protocole donné.

La commande de NCS ordonnancés par émulation de contréleurs de sortie dynamiques a
été pour la premiére fois traitée dans [198] pour les systeémes linéaires et [199] pour les systémes
globalement Lipschitziens. Dans ces deux études, une nouvelle variable est introduite afin de
modéliser I'erreur entre les valeurs en temps continu des signaux de commande et de sortie et
celles effectivement transmises via le réseau. A l'aide d’une analyse basée sur les théorémes de
Lyapunov, des conditions suffisantes pour la stabilité du systeme bouclé sont déduites et des
bornes explicites sur le MATT sont données pour deux types de protocoles: RR et TOD qui fut
pour la premiere fois introduit dans [199]. Ces résultats ont ensuite été étendus et améliorés
dans [151], ou un véritable cadre méthodologique pour I’étude de la stabilité entrée-sortie
est développé. Celui-ci présente 'avantage de couvrir de nombreuses classes de systémes non
linéaires et configurations de réseau en termes de protocoles notamment. Nous en rappelons
le principe. Nous ne traitons qu’un cas particulier des travaux de [151] afin d’insister sur les
grandes étapes de ’analyse.

Considérons le systeme non linéaire :

ip = fp(tapu)

v = holtam (4.1)

ou xp € R™P est I’état, u € R™ D’entrée et y € R™ la sortie. Un controleur dynamique est

dans un premier temps synthétisé en ignorant les contraintes de communication :

tc = fe(txeoy)

u = hc(t,xc), (4.2)

ou z¢ € R™c est Iétat. Lorsque le controleur (4.2) est implémenté via un réseau, les vecteurs
de sortie et d’entrée sont décomposés en sous-groupes formant ainsi [ nceuds. La séquence de

transmission {t;}icz., est telle que:

v < ti—tior <7 Vi € Zo, (4.3)

avec tgp € R>¢ linstant initial, 7 € [v,00) le MATI et v € R une constante arbitraire
introduite afin d’éviter le paradoxe de Zénon (un nombre infini de transmissions en un temps

fini). Les vecteurs u et y ne sont plus disponibles mais 4 et g, les valeurs des vecteurs de sortie
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et d’entrée les plus récemment transmises via le réseau. Le systeme en boucle fermée s’écrit

alors:
ip = fp(t Tp,U A) vVt € [ti—lyti]
Y = hp(tzp)
e = feltwey) Vt € [ti-1,ti]
= ho(t
ii Ac( ZC) B (4.4)
Y = fp(tep,xc,9,0) Vt € [ti—1,ti]
U = fe(txp,xc,g,u) Yt € [ti—1,ti]
gt = gt + hylie(ts))
alty) = alti) + ha(ie(t:)),

ou e € R" est I'erreur induite par le réseau :

o) = [ i(0) =yt ] _ [ ey (t) ] |
a(t) — u(t) eu(t)
fp et fo sont des fonctions de blocage: elles définissent la fagon dont les signaux ¢ et
sont générés au niveau du controleur et des actionneurs entre deux instants de transmission.
L’exemple classique est le blocage d’ordre zéro ( fp =0et fc = 0), nous verrons par la suite
que d’autres fonctions plus sophistiquées sont envisageables. Les fonctions h, et h, sont quant
a elles définies par le protocole et sont généralement telles que si le nceud j € {1,...,l} a acces
au réseau a l'instant t¢;, la composante de § ou @ correspondante est réinitialisée & sa nouvelle
valeur : le signal fait un saut. En introduisant la variable z = (zp,z¢) € R™*, le systeme (4.4)

peut s’écrire sous la forme:

T = f(t,l',@) Vit € [ti—17ti] (45)
é = g(txe) Vit € [ti—1,ti] (4.6)
e(tf) = hie(t). (47)

On remarque que lorsque e = 0, la situation initiale, ou aucune contrainte de communication
n’affecte la transmission des données, est retrouvée et la stabilité du systéme garantie.

Considérant le systeme (4.5)-(4.7) comme I'interconnexion des sous-systeémes en x et en e,
le théoréme du petit gain de [86] est utilisé pour garantir la stabilité. Il est ainsi, par exemple,
supposé que le premier sous-systeéme est stable entrée-état vis-a-vis de e avec un gain linéaire,
i.e. il existe 1 € KL et v1 € Ry telles que pour tout zg € R™ et e € LI¢:

2@ < Bullz(to)lt —to) + 71 llellyy. vt >to = 0. (4.8)

La dynamique continue de e, (4.6), est par essence instable entre deux instants ¢; et ¢;1,
ou du moins, pas asymptotiquement stable. Elle doit sa stabilité aux sauts, a chaque t;, dictés
par le protocole (4.7). Les auteurs de [151] ont été les premiers a caractériser la stabilité des

protocoles afin d’assurer une réinitialisation convenable a chaque instant de transmission. Ils
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ont ainsi introduit la notion de protocole uniformément globalement exponentiellement stable

(UGES) qui se définit en ces termes:

Définition 4.2.1 (Protocole UGES) Le protocole (4.7) est UGES s’il existe une fonction
de Lyapunov W : Z>o x R™ — R>q telle que pour tout e € R" et i € Z>q:
ajle] < W(i,e) < asle] (4.9)
Wi+ 1,h(ie)) < pWi(ie), (4.10)
ol aj,as € Rog et p € [0,1).

Remarque 4.2.2 Des bornes linéaires sont utilisées dans (4.9) afin de faciliter les calculs.
Pour une fonction typique auzx bornes quadratiques données, il suffit de prendre sa racine

carrée pour obtenir une fonction satisfaisant (4.9).

De cette maniere, lorsque le protocole considéré est UGES, comme cela est le cas pour le
RR et le TOD comme nous le verrons par la suite, et lorsque, pour W localement Lipschit-
zienne en e et uniformément en i, il existe L,y2 € R>q tels que pour tout i € Z>g, v € R™ et

presque tout e € R"e:

OW(.i,e) n oW (i,e)

< .
24 S g(te)| < LW + el (411)

il est possible de montrer, d’aprés la Proposition 6 dans [151], que I'erreur due au réseau de
communication suit elle aussi un comportement stable entrée-état, i.e. il existe 8o € KL et

~v2 € K telles que pour tout eg € R™ et v € L= :

le@®)] < Bale(to)lt —to) +72(7) %l o) - (4.12)

D’apres le théoreme du petit gain [86], il est alors aisé de montrer que (x,e) = (0,0) est

uniformément globalement asymptotiquement stable pour le systeme (4.5)-(4.7) si

nye(r) < L (4.13)

En choisissant 7 suffisamment petit, la condition (4.13) est garantie. Il est évident que (4.13)
ne fournit qu’un estimé du MATI. Toutefois il est montré sur un exemple que celui-ci est plus
précis que ceux de [199]. De plus, contrairement & [199], les bornes dépendent du protocole
considéré. On attend en effet qu’un protocole dynamique (comme le TOD) permette d’avoir
des MATI plus élevés par rapport & un protocole statique puisqu’il est censé donner acces au

neeud ayant, en quelque sorte, 'information la plus importante.

Remarque 4.2.3 Dans l’étude originale, des perturbations affectent les dynamiques du syste—
me, les propriétés de stabilité sont beaucoup plus générales et les pertes de paquets sont

€galement traitées a l'aide d’outils déterministes.
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Une analyse similaire est proposée dans [31] & l’aide de fonctions de Lyapunov hybrides
cette fois. En réécrivant le systeme (4.5)-(4.7) d’apres le cadre d’étude [62], une fonction de
Lyapunov compléte pour le systeme considéré est construite sous des hypotheses similaires et
des bornes sur le MATT sont obtenues. Dans [152] il est prouvé que la stabilité uniforme glo-
bale asymptotique (UGAS) de lorigine du systéme, garantie par un controleur sans contrainte
de communication, est maintenue semiglobalement et pratiquement sous de légeres condi-
tions, lorsque les données sont transmises du systeme au controleur par 'intermédiaire d’un
réseau. Les protocoles considérés ne sont plus UGES mais UGAS (notion que nous définirons
ultérieurement). Les techniques utilisées lors de I'analyse sont différentes de celles de [151]
et ne permettent pas de déterminer aussi facilement une borne sur le MATI. Ce résultat est
en quelque sorte le pendant des précédents travaux des mémes auteurs sur I’émulation de
controleurs pour les systemes a données échantillonnées.

Les réseaux sans fil présentent des difficultés technologiques supplémentaires [190] qui
ne permettent pas I'implémentation de tous les protocoles habituellement étudiés, comme le
TOD. Prenant en compte les spécificités d’une telle configuration, la commande par émulation
de NCS a été étudiée dans [189] dans un contexte stochastique et [190] en déterministe tou-
jours & I’aide d’une formulation similaire & celle de [151]. Il est intéressant de remarquer que
le formalisme de [151] est I'un des rares a permettre ’étude de tous les phénomenes présentés
dans §4.1, puisque le lien avec les procédures de quantification et de codage est établi dans
[148] et avec les retards dans [32, 73].

En résumé, la commande des NCS par émulation présente 'avantage d’étre simple a
utiliser mais nécessite une bande passante élevée puisque les conditions sur le MATI sont
généralement restrictives. Une alternative consiste a synthétiser le controleur et le protocole
conjointement afin de véritablement prendre en compte les caractéristiques des NCS et de

considérer de plus grands MATI: on parle de co-synthése du controleur et du protocole.

4.2.2 Co-synthese du controleur et du protocole

Une méthodologie pour la détermination d’une paire controleur de sortie dynamique /
protocole est proposée pour les systémes linéaires dans [41]. Les protocoles étudiés sont du
type TOD mais pondérées, les poids étant des parametres de la conception. Apres avoir
déduit des conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilisation quadratique, des condi-
tions suffisantes solubles numériquement sont obtenues sous forme d’inégalités matricielles.
Les résultats sont appliqués a la commande par réseau d’un réacteur chimique et il est montré
que les bornes sur le MATI sont beaucoup plus grandes que celles données par I’émulation.
Lorsque plusieurs NCS, ayant chacun leur contréleur directement connecté, transmettent leurs
mesures via un canal commun, les travaux de [24] proposent des techniques de conception

mutuelle, inspiré des résultats existants pour I'ordonnancement des processeurs (voir [11] par
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exemple), permettant également de considérer retards et pertes des paquets. Une étude si-
milaire est faite dans [206]. Dans [23], un cadre d’étude est développée pour la modélisation,

Panalyse et la simulation de tels NCS.

4.3 Syntheése d’observateurs pour les NCS

4.3.1 Problématique et état de ’art

La plupart des techniques de stabilisation nécessitent la connaissance globale de ’état du
systeme, or dans de nombreuses situations certaines variables ne sont pas mesurées (pour
des raisons technologiques ou économiques) : les lois de commande par retour d’état ne sont
des lors pas applicables. Il est aujourd’hui reconnu que les observateurs peuvent fournir une
réponse adaptée a ce probleme. A partir d’'un modele dynamique du systéme et des mesures
disponibles, ils permettent de reconstruire toutes les variables d’état. Les variables estimées
peuvent ensuite étre utilisées a des fins de stabilisation par couplage retour d’état/observateur,
sous certaines conditions. Les observateurs ont également prouvé leur efficacité pour des
probléemes de détection de pannes et de diagnostic dans des domaines d’application variées ou
I’objectif est d’estimer les variables afin de surveiller leur évolution. Pour les mémes raisons
que la commande des NCS, lorsque les données du systéeme sont échangées via un réseau, les
contraintes de communication doivent étre prises en compte lors de la syntheése de I'observa-
teur. La problématique est alors la suivante. Considérons un systéme multisortie pour lequel
les capteurs transmettent leurs données via un réseau ordonnancé. Les mesures du systeme ne
sont disponibles qu’a certains instants de transmission et de maniere partielle puisque seul un
neceud, c’est-a-dire un groupe de capteurs, communique ses données, voir Figure 4.2. L’objectif
est de développer des observateurs sous de telles contraintes de communication.

Il n’existe aujourd’hui que quelques méthodes de synthese d’observateurs pour les NCS.
L’essentiel de ces travaux se concentre sur les systémes linéaires stochastiques affectés par
des pertes de paquets ou des retards modélisés par des distributions de probabilité données
[75, 88, 128, 176, 209, 213]. Le cas des NCS ordonnancés est abordé dans [79], ot un algorithme
pour la synthese d’un protocole de type RR est développé afin de préserver I'observabilité des
systemes linéaires discrets. Un observateur est ensuite obtenu a partir des techniques dispo-
nibles pour les systémes a temps variant périodiques. Dans [69], des observateurs et protocoles
stochastiques sont proposés pour des NCS ordonnancés afin de minimiser 'erreur de cova-
riance de ’estimation pour des systemes linéaires discrets. Récemment, le dual du probleme
de synthese mutuelle du protocole et du controleur de [41] a été proposé pour 1'observation
des NCS linéaires dans [42]. Considérant des protocoles de type TOD pondérés, des conditions
suffisantes sur les gains de 'observateur linéaire et les poids du protocole sont dérivées pour
un MATTI donné. Celles-ci sont exprimées sous forme d’inégalités matricielles qui permettent

de déduire une paire protocole/observateur garantissant la reconstruction asymptotique des



Chapitre 4. Introduction 79

états. A noter que récemment ’émulation de controleurs de sortie par bouclage avec un ob-
servateur a été étudiée pour les NCS quantifiés dans [117, 174] et la syntheése d’observateurs
hybrides pour des NCS quantifiés dans [53].

Il n’existe donc pas aujourd’hui de méthode d’analyse générale des observateurs émulés
pour les NCS. L’objectif de cette deuxiéme partie de theése est de combler ce manque pour
les NCS ordonnancés. Dans ce but, nous avons développé un nouveau cadre d’étude inspiré
de celui de [151].

4.3.2 Cadre d’étude
Présentation

L’analyse suit 'approche par émulation adoptée pour la commande des NCS dans [151,

199]. Considérons le systéme non linéaire continu suivant :

&t = fp(txw) (4.14)
y = hp(tz), (4.15)

ou x € R™ représente I'état, y € R™ la sortie, w € R™ un vecteur de perturbations,
NgMyNy € Zo. Dans un premier temps, un observateur est synthétisé en ignorant les

contraintes de communication :

z = fO(t,Z,y,UJ) (416)

z = ho(tz), (4.17)

oll z € R™ est ’état de l'observateur et £ € R"* 'estimé de 1’état du systeme. En regle
générale n, = n,, le cas ol n, > n, correspond aux observateurs par immersion qui ont par

définition une dimension plus élevée que celle du systeme.

Remarque 4.3.1 Pour modéliser les observateurs d’ordre réduit (il s’agit des observateurs
pour lesquels les états mesurés ne sont pas reconstruits), nous devons modifier (4.16)-(4.17)

de la facon suivante :
z = foltz,yw) (4.18)
T = ho(tzy). (4.19)
Dans ce cas, le probléme n’aura pas de formulation finie dans les nouvelles coordonnées (§,e,z),

que nous allons introduire. Toutefois si les conditions des chapitres suivants sont vérifiées, les

résultats pourront étre appliqués.

Remarque 4.3.2 Bien qu’en pratique, la sortie du systéeme est souvent bruitée, (4.15) ne
considere pas de perturbations. Cette modélisation se justifie par la possible utilisation préalable

d’un filtre dont les dynamiques sont incluses dans (4.14).
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Les contraintes de communication sont dans un second temps prises en compte. L’obser-
vateur n’a plus a disposition le vecteur y mais gy, le vecteur de mesures le plus récemment

transmis via le réseau. Le probleme s’écrit alors:

i Fpltzw) Vte [tisit] |
Y = hp(t,:L‘)
z = fo(tVZ?g’w) \v/t E [tl—17tl] (4 20)
T = ho(t,z) '
y = P(tvgvzaw) Vt € [ti_l,ti]
g(th) = g(t:) + hlie(ti),2(t:))
ot la séquence de transmission {t;}icz., satisfait, pour i € Z>g:
v < ti—tig <7 Vi € Zo, (4.21)

pour v, T € Ryq fixés et ty I'instant initial. La constante 7 correspond au MATTI.
Les mesures étant réalisées par différents capteurs répartis dans ’espace, ceux-ci sont re-
groupés en [ nceuds de capteurs, [ € {1,...,ny}. Le vecteur de sortie, y, est décomposé comme

suit y = (y1,y2,---,y1) (y; € R et > nj = n,) (apres avoir réordonner le vecteur de
Je{1,...1}
sortie si nécessaire) ou les sous-vecteurs y; correspondent aux mesures envoyées par le méme

nceeud j. Nous supposons, sans perte de généralité, que le réseau ne comporte qu’un seul
neeud passif ol un observateur est placé. A chaque instant de transmission, un unique noeud
est autorisé par le protocole a transmettre ses données, voir Figure 4.2. Entre deux instants

de transmission, ¢ est définie par la fonction de blocage fp considérée.

Remarque 4.3.3 En pratique, l'observateur est implémenté numériquement, une modélisation
en temps discret semble donc appropriée. Cependant, compte tenu des constantes de temps
du systéme et du réseau ainsi que des vitesses de calculs des ordinateurs disponibles de nos

jours, un modélisation en temps continu est souvent tout d fait raisonnable.

Remarque 4.3.4 Il est implicitement supposé dans tout cette seconde partie de thése que
les observateurs émulés ont besoin de connaitre le vecteur y complet pour fonctionner : aucun
neud ne peut étre ignoré. Dans le cas des observateurs linéaires par exemple, le systéme ne
sera pas observable a partir de chaque neeud ou groupes de neeuds pris séparément, mais de

tous réunis.
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Systeme

y1(t) l, y2(?) y;(t) ,L ui(t)

Neeud 1 Noeeud 2 o Neeud j T Neeud {

AAZ

Observateur
(Noeud passif)

F1G. 4.2 — Observation des NCS

La formulation suivante sera celle utilisée pour ’analyse :

£ = feltlezw) Vit € [tio1,ti] (4.22)

2 = fi(t&ezw) Vt € [ti—1,ti] (4.23)

é = g(t&ezw) Vt € [ti—1,ti] (4.24)

) = &t (4.25)
2(th) = z(t) (4.26)
e(tf) = hlie(ts),z(t;)), (4.27)

o { =x— € R™ (ng = n,) est le vecteur d’erreur d’observation, e = § —y € R™ (n. = ny)

I’erreur induite par le réseau et

fet&ezw) = fpté+ho(tz)w) — %2 (t,2) — Z2(t.2) fo(t.z.e + hp(tE + ho(tz)w)
g(t&ezw) = fplte+hp(t&+ho(t2)),zw) — 2E(LE+ ho(t2))

—9E (1,& + ho(t,2)) fp(tE + ho(tz)w)
f(t&ezw) = fo(tz,e+hp(ts+ ho(t2))w).

(4.28)
L’équation (4.22) représente les dynamiques de l’erreur d’observation et (4.23) celles de I’état
de l'observateur z dans les nouvelles coordonnées. Les variables £ et z auraient pu étre réunies

en un méme vecteur (comme dans [151]), toutefois nous devrons les distinguer car nous ne
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sommes pas intéressés par les méme propriétés. En effet, contrairement a &, aucune propriété
de convergence n’est désirée pour z mais seulement son existence ou sa bornitude.

On remarque qu’en prenant e = 0, la premiere étape de ’approche est retrouvée i.e.
I’observation du systéme sans contrainte de communication.

Comme dans §4.2.1, la fonction h, qui définit le protocole, est typiquement telle que, si
le nceud j € {1,...,l} a acces au réseau, le sous-vecteur de 'erreur associée est initialisée a

zéro. Les fonctions de blocage et les protocoles joueront un role clef dans ’analyse.

Protocoles

Plusieurs exemples de protocoles d’ordonnancement communément rencontrés sont définis.

Round-Robin (RR). Le protocole RR est donc la configuration la plus simple puisque
chaque noeud transmet ses données avec une période [, 'ordre étant préalablement fixé. Ce
type d’ordonnancement a été largement étudié, cf. [78, 84, 113] par exemple, et sa stabilité a
été analysée pour la premiere fois dans [151]. En décomposant le vecteur e en (ey,...,e;), ou

e; = §; —y; € R, la fonction h est définie, pour i € Z~¢ et e € R", par:
h(i,e) = (I— A(d))e, (4.29)

ou A(i) = diag (A1(), ... ,A(2)), Aj(i) = 6;(i)ln;, j € {1,... I}, avec

5;(i) = (4.30)

0 autrement.

{1 si i=j+kl, ke Zsg

Il est montré dans [151] que le protocole RR est UGES (Proposition 4). Pour voir cela,

définissons la fonction

2

Wi(ie) = |9(4si,e)|? (4.31)

1

J

ou ¢(j,i,e) est la solution du systeme discret (4.27) a Uinstant j, avec pour condition initiale e
au temps i. La fonction V = W?2 est introduite. On remarque que pour tout e € R, i € Z>o,
le|? = ¢%(ii,e) < V(i,e). De plus, puisque ¢(t + i,i,e) = 0 pour tout t > I et |h(i,e)| < |e|, on

constate que V (i,e) < Il|e|2. D’autre part, nous avons

V(i+1Lh(ie) = V(ie)+ Y lp(kie)l> =D [o(kie)
k=i

k=i+1

= V(i7e) + Z |¢(k§,i,6)|2 - Z |¢(k§,i,6)|2 - |€|2

k=i+1 k=i+1
= V(Z76) - |6‘2
I-1_ .
= ——V(ie). (4.32)

l
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On déduit que le protocole RR est UGES avec a1 =1, ag = VI et p = I_Tl

RR modifié. Ce protocole a été proposé dans [152] et est, comme son nom l'indique, une
alternative au RR « classique ». Son intérét réside dans le fait que, lorsque 'erreur e devient
faible, la fréquence des transmissions est réduite afin de diminuer le transfert d’information.

La fonction est définie par:
h(i,e) = (I— A(ie))e, (4.33)

ou A(i,e) = diag (A1(ise), ... ,A1(i,e)), Aj(ie) = d;(i,e)ln,, 7 € {1,...,l}, avec, (i,e) € Zxp X
R™e,

(4.34)

5.(i0) — Losi el > 0,0 = [ gy )+ i0),
I 0 autrement.

pour tout s € R>gsat(s) = min(s,1) et [-| représente la fonction partie entiere par défaut.
Pour |e|] > 1 le protocole se comporte exactement comme le RR et pour de plus faibles
valeurs de |e| il transmet beaucoup moins fréquemment. Par exemple, lorsque |e| € (1r,7%5] la
fréquence de transmission est dix fois plus petite que celle du RR classique. Ce ralentissement
des transferts des données a une conséquence importante sur les propriétés de stabilité du

protocole puisque celui-ci n’est pas UGES mais UGAS ([152]) :

Définition 4.3.1 (Protocole UGAS) Le protocole (4.27) est UGAS s’il existe une fonction
de Lyapunov W : Z>g x R™ — Rxq, a1,a2 € Koo €t p € [0,1) tels que, pour tout e € R™ et
i € Zso:

W(ie) < as(le]) (4.35)
pW (ie). (4.36)

ax(le])

<
W(i+ 1,h(ie)) <

Pour montrer qu’un protocole est UGAS, il est souvent plus aisé de prouver 'inégalité suivante
plutot que (4.36) :

Wi+ Lh(ie)) < Wlie) —az(W(ie)), (4.37)

ou ag € K telle que az(s) < s, s € R>g. La proposition suivante nous indique que (4.35) et

(4.37) suffisent & prouver que le protocole est UGAS.

Proposition 4.3.1 Supposons qu’il existe W : Z>o x R"™ — R>q continue en e et uni-
formément en i telle que (4.35) et (4.37) soient vérifiées, alors il existe p € KooNCH(R>0,R>0)
telle que U = p o W satisfait les conditions de la Définition 4.5.1.

La preuve de la Proposition 4.3.1 est fournie dans I’Annexe C. Cette proposition est la version

discrete d’un cas particulier de la Proposition 13 dans [165].

Remarque 4.3.5 De toute évidence, si le protocole est UGAS alors il est UGES, la réciproque

étant fausse puisque les dynamiques du systéme sont non linéaires.
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Try-Once-Discard (TOD). Le protocole TOD a été utilisé pour la premiere fois dans [199].
Ce protocole garantit I’acces au nceud j € {1,...,l}, pour lequel I'erreur |e;| est la plus grande,

ainsi pour e € R™e:
hie) = (I—T(e))e, (4.38)
et ¥(e) = diag (¥i(e)ly,,...,¥;(e)l,,) avec:

1si j=arg max |e]
Uji(e) = { ie{l,....1} (4.39)
0 autrement.
A chaque instant de transmission, tous les noeuds de capteurs tentent de transmettre leur
paquet composé de l'indice de priorité et des données. La partie hardware du réseau choisit
le neeud présentant ’erreur la plus importante et transmet ces données a tous les nceuds de
capteurs ainsi qu’au nceud passif. Si plusieurs nceuds ont la méme erreur, un ordre préétabli
est respecté afin d’éviter les collisions.

La procédure décrite nécessite des dispositifs d’hardware implémentables sur les CAN,
voir [199], ainsi que sur d’autres réseaux cablés apres certaines modifications. Le protocole
TOD n’est toutefois pas utilisable sur les réseaux sans fil [190].

Contrairement au RR, le TOD requiert I’emploi de capteurs intelligents ayant suffisam-
ment de capacités de calculs pour accueillir une copie de ’observateur placé au nceud passif
lorsque les fonctions de blocage Pred sont implémentées notamment. De cette maniere, a
chaque nceud j € {1,...,0 + 1} (ou lindice [ 4+ 1 correspond au nceud passif), l'observateur

ci-dessous est implémenté :

7= folt,? g,w) (4.40)
= ho(t,?). (4.41)

Les | + 1 observateurs sont synchronisés (z7(t) = 2*(t) pour tout t et (j,k) € {1,...,0l +
1}2) en supposant qu’ils soient initialisés avec les mémes valeurs et grace & la procédure
d’ordonnacement (cf. Figure 4.3). La désignation du nceud émetteur est modélisé par une
fonction constante par morceaux o : R>g — {1,...,l}, ainsi, lorsque le nceud k a été choisi
a linstant ¢;, o(t) = k pour t € [titit1), et Yo, (t:) = yr(t;). De cette maniere, au temps
t € [ti,ti+1), les signaux suivants sont disponibles pour :

— le nceud de capteurs j € {1,... .1}z 0(ti), Yo, (ti), yj(t) et 27 () ;

— le noeud passif: (), Yo, (ti), 2 THE).

Puisque tous les observateurs recoivent yo(ti)(ti), ils ont tous a disposition le méme vecteur
d’entrée 7(t) et sont ainsi synchronisés (& moins qu’une défaillance numérique ou électronique

n’apparaisse). L'indice j dans (4.40)-(4.41) peut par conséquent étre omis.

Remarque 4.3.6 Dans [42], le protocole TOD est différent puisque ’erreur considérée est

celle entre la copie de la sortie de l'observateur, §; = h%(t,i‘) (hp = (hb,...,hY%)), et celle
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mesurée. Nous n’étudierons pas ce protocole dans cette thése, mais c’est une possibilité d’ex-

tenston.

Nous allons montrer que le protocole TOD est UGES, d’apres la Proposition 5 dans [151].
Soit la fonction
Wie) = el (4.42)

Iéquation (4.9) est satisfaite avec a; = ag = 1. Prenons e € R™ quelconque et supposons,

sans perte de généralité, que |e;| > max |ej| et hy(i,e) =0. On a:
Jj€

geeey

e = max e? > lej[> = Tlel*.
PE lje{%:“’l} J 1 (4.43)
D’autre part,
n(ie)l? = X |hlel = X gl = e’ — el (4.44)
J€{2,...,0} J€{2,...,0}

Par conséquent, d’apres (4.43) et (4.44),

W(i+1Lh(ie)) = [|h(ie) < y/le2—1le? = /el = /FW(ie).

Le protocole TOD est donc bien UGES, d’apres la Définition 4.2.1, avec p = %

TOD modifié. A l'instar du RR modifié, il est possible de changer la procédure de com-
munication du TOD afin de réduire dans ce cas les quantités de données transmises lorsque
lerreur e est faible. Des protocoles dits T'OD modifiés peuvent alors étre proposés, comme
dans [152]. Un nouveau TOD modifié est ici introduit, pour lequel les fonctions ¥;’s sont
définies par:

sat(Vllej|) si j = min(arg max |e;|)

\I/j(e) — { 1€{1,...,l} (4.45)

0 autrement.

Protocoles TOD classique et modifié se confondent pour de larges valeurs de |e|, tandis que
lorsque 'erreur approche de zéro, Pamplitude des sauts est réduite. Pour ces raisons, le TOD

modifié n’est pas UGES mais UGAS comme nous le montrons dans I’Annexe E.

Fonctions de blocage

Deux exemples de fonctions de blocage sont donnés, mais de nombreuses autres bloqueurs

peuvent étre considérés comme ceux d’ordre multiple par exemple.

Bloqueur d’ordre zéro (en anglais zero-order-hold (ZOH)). Les ZOH maintiennent constant
le vecteur g entre deux instants de transmission successifs. Ces bloqueurs sont largement

utilisés pour les systemes a données échantillonnées. Dans ce cas:

fe(t,g,z,w) = 0. (4.46)
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Lorsqu’un nceud envoie son paquet, le sous-vecteur de ¢ correspondant prend ses nouvelles
valeurs jusqu’a ce que ce nceud transmette de nouveau, i.e. s’il s’agit du nceud j a l'instant
ti .
. Jr(ts) si k#j
ge(ti) = v C Vke{l,...1}. (4.47)
yi(t;) si k=3
Bloqueur prédictif (Pred). Plus complexes que les bloqueurs couramment utilisés, le Pred
consiste a prédire le vecteur de sortie du systeme a ’aide de la variable § qui évolue le long
des mémes champs de vecteur que y. Ainsi, une sorte de copie de la sortie du systéeme est

utilisée par I'observateur entre deux instants de transmission. Ce qui se traduit par:

fP(tvgvzaw) = ag—tp(tth(t?Z)) + 8;—;(t,ho(t,Z))fp(t,ho(t,Z>,w). (448)

La condition intiale §(tg) est arbitraire et, a chaque instant de transmission ¢; (i € Zs),
I'équation différentielle ordinaire (4.48) est réinitialisée avec les nouvelles mesures regues.
Cette technique a été développée pour la synthése d’observateurs a données échantillonnées
dans [92] pour les systémes monosorties. Des idées similaires sont utilisées pour la conception
de protocoles de quantification dynamiques dans [116, 118] et la compensation de retards
dans [32].

Observateurs pour les systemes a données échantillonnées

Il est important de remarquer que le modele (4.22)-(4.27) recouvre le cas des observateurs
de systeémes a données échantillonnées. Il suffit pour cela de réduire le nombre de capteurs [

a 1: tous les capteurs communiquent leurs données en méme temps. La fonction h est alors:
h = 0, (4.49)

puisque les erreurs induites par le réseau sont annulées a chaque instant de transmission.
Par conséquent, la fonction de Lyapunov W(e) = |e| permet de montrer que ce protocole
particulier est UGES avec a1 =as =1 et p =0.

Nous proposons ainsi un nouveau cadre d’étude pour les observateurs par émulation de
systemes pour lesquels les mesures sont échantillonnées, qui peut étre vu comme une alter-
native & celui proposé dans [9] basé sur des modeles approximés discrets. Le probléme est ici
traité d’un point de vue hybride: les dynamiques continues de I’observateur sont affectées par
des sauts aux instants d’échantillonnage (comme dans [44, 92, 138] par exemple). Les deux
approches sont différentes et fournissent des résultats complémentaires.

Les observateurs développés dans [92] entrent dans notre cadre si I'on interpréte la va-
riable auxiliaire introduite comme un cas particulier de fonction de blocage: le Pred. Les

travaux présentés dans la suite de cette partie permettent d’étendre cette étude aux systemes
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multisorties ainsi qu’a d’autres types de fonctions de blocage, le tout a ’aide de conditions

différentes.

Remarque 4.3.7 Notons que lorsque la structure de l’observateur est modifié, afin de prendre
en compte leffet de l’échantillonnage, par rapport a une structure continue connue (comme
dans []4, 138] et [3] pour les observateurs adaptatifs), notre modéle devra étre adapté pour

pouvoir analyser les propriétés de convergence.

4.3.3 Travaux de these

Soulignons que le cadre d’étude présenté est une contribution en soi puisqu’il offre pour la
premiere fois une modélisation générale pour I’étude des observateurs de NCS par émulation.
On peut imaginer étudier d’autres constructions d’observateurs et protocoles d’ordonnance-
ment & partir de celui-ci ou de variations si nécessaires.

Dans cette seconde partie de theése, une série d’outils pour ’analyse de stabilité des ob-

servateurs déterministes émulés est présentée.

Conditions suffisantes pour I’émulation d’observateurs pour les NCS

Au Chapitre 5, a partir de la modélisation proposée dans §4.3.2, un ensemble de conditions
suffisantes est donné qui garantit la convergence de I’erreur d’observation lorsque les mesures
du systeme sont transmises via le réseau. L’observateur connu satisfait des propriétés de
stabilité entrée-état ou entrée-sortie par rapport aux perturbations de mesures avec des gains
linéaires. Cette hypothese signifie en quelque sorte que la structure disponible est suffisamment
robuste aux erreurs induites par le réseau. Nous verrons que les observateurs linéaires et a
grand gain vérifient ces hypotheses. Nous supposerons dans ce chapitre que les protocoles
étudiés sont UGES. Considérant le probleme comme l'interconnexion de trois sous-systemes
ayant pour variable d’état respective ’erreur d’observation, ’état de ’observateur et le vecteur
d’erreurs induites par le réseau, une version atypique du théoréme du petit gain inspirée de [86]
est invoquée afin de garantir la convergence de I'erreur d’observation et le bon comportement
du systeme global. Les résultats obtenus permettront ensuite de déduire des bornes explicites
sur le MATT pour les observateurs linéaires et & grand gain pour différentes configurations du
réseau. Le cas des observateurs de systemes a données échantillonnées est également traité.
Rarement étudié pour la commande des NCS, nous verrons au travers d’exemples que les

fonctions de blocage peuvent avoir un impact important sur les performances des observateurs.

Extension des observateurs de Karafyllis-Kravaris

Dans [92], une nouvelle méthode de synthése d’observateurs pour les systémes non linéaires
a données échantillonnées est développée. La synthese repose sur la connaissance d’un obser-

vateur continu satisfaisant des propriétés de robustesse vis-a-vis des perturbations de mesure.
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L’idée principale consiste a remplacer la sortie du systeme, indisponible entre deux instants
d’échantillonnage, par une variable qui évolue le long des méme champs de vecteurs et dont la
trajectoire est corrigée lorsque des mesures sont recues. Nous avons montré dans §4.3.2 qu’il
s’agit en fait d’un type particulier de fonction de blocage. Au Chapitre 6, nous étendrons ces
résultats aux NCS. Cette étude peut au premier abord paraitre redondante avec le Chapitre
5, toutefois les hypotheéses considérées ainsi que les outils d’analyse sont différents. A par-
tir de I'analyse des trajectoires, un théoreme du petit gain initialement développé pour les
systemes hybrides ne vérifiant pas la propriété de semi-groupe (ce qui n’est pas le cas ici) est
utilisé. II nous permettra de conclure quant a la convergence de I'observateur et de déduire
des bornes sur le MATT différentes de celles du Chapitre 5. En résumé, lorsque la fonction de
blocage choisie est Pred, nous offrons deux méthodes d’analyse, I'une au Chapitre 5, 'autre
au 6 permettant de déduire des bornes sur le MATT a partir d’hypotheses différentes, qui sont
comparées pour divers exemples. A noter que le Chapitre 6 permet I’étude d’une nouvelle

classe de protocoles dits a excitation persistante contrairement au précédent.

Convergence semiglobale pratique d’observateurs émulés pour les NCS

11 est supposé au Chapitre 5 que toutes les hypotheses de type stabilité entrée-état /entrée-
sortie soient vérifiées avec des gains linéaires. Bien que ces conditions soient assurées par les
observateurs linéaires et a grand gain, c’est-a-dire les observateurs globalement Lipschitziens,
ce n’est pas le cas d’autres conceptions comme les observateurs par injection de sortie ou critere
du cercle [8, 50]. En effet, il est possible de prouver que pour ces derniers, ces conditions sont
satisfaites mais avec des gains non linéaires (sous certaines conditions). Au Chapitre 7, nous
étendrons les hypotheses du Chapitre 5 afin de pouvoir analyser de plus larges classes de
systemes. De plus, nous étudierons des protocoles UGAS et non plus exclusivement UGES.
Ces hypothéeses auront pour conséquence de ne plus garantir des propriétés de convergence
globale de l’observateur mais semiglobale (la borne sur le MATT dépend de la région ou se
situent les conditions initiales) et pratique. Toujours a partir de 'analyse des trajectoires,
un nouveau théoréme du petit gain est utilisé, cf. Annexe D. Ce théoréeme est différent de
celui employé au Chapitre 5, puisqu’il permet de prouver la convergence semiglobale pratique
de l'erreur d’observation. Cette étude présente I'avantage d’étre plus générale que celle du

Chapitre 5 mais souleve des difficultés techniques supplémentaires.
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Chapitre 5

Conditions suffisantes pour

I’émulation d’observateurs pour les

NCS

5.1 Introduction

Au chapitre précédent, un premier pas pour I’étude des observateurs émulés pour les NCS a
été fait puisque le cadre d’étude développé offre pour la premiere fois une formulation générale
du probleme. Reste alors & savoir sous quelles conditions I'observateur convergera effective-
ment, lorsque les mesures du systéme sont transmises par l'intermédiaire d’un réseau. Dans ce
chapitre, un ensemble de conditions suffisantes sur I'observateur continu et le protocole d’or-
donnancement sont établies afin d’assurer la convergence globale de ’erreur d’observation. Il
est ainsi supposé que 'observateur continu vérifie des propriétés de stabilité entrée-état ou
entrée-sortie vis-a-vis des perturbations de mesures comme dans [92, 117, 174]. Cette condi-
tion assure que I'observateur est suffisamment robuste aux erreurs induites par le réseau. Les
protocoles d’ordonnancement étudiés seront exclusivement UGES, voir Chapitre 4, ou nous
avons vu des exemples satisfaisant cette propriété de stabilité. Nous insisterons également sur
le role des fonctions de blocage. Rarement étudiées pour la commande des NCS, nous verrons
en quelle mesure elles influent sur les propriétés de stabilité.

La stabilité est analysée a l'aide de bornes sur les trajectoires et repose sur l'utilisa-
tion d’un théoreme du petit gain atypique. En effet, nous considérons le probleme comme
I'interconnexion de trois sous-systémes dont les variables d’état sont respectivement 1’erreur
d’observation, I’état de I'observateur et I’erreur induite par le réseau. Puisque I'état de 1’ob-
servateur n’a a priori aucune raison de converger, le théoreme du petit gain classique [86]
ne permet pas de conclure dans le cas général. Nous verrons en quelle mesure nous sommes
capables de quantifier ’évolution de I’erreur d’observation.

Cette étude peut étre considérée comme le dual de [151], ot un cadre pour la commande
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par émulation des NCS est développé. Comme dans [151], toutes les conditions de type stable
entrée-état ou entrée-sortie sont supposées vérifiées avec des gains linéaires. De telles hy-
potheses nous permettrons de déduire des propriétés de stabilité globale et des bornes sur le
MATT explicites facilement calculables. Nous verrons que les observateurs linéaires et a grand
gain vérifient ces conditions. Le cas plus général ou les gains sont non linéaires est traité au
Chapitre 7. Les propriétés ne seront alors plus globales mais semiglobales: le MATI dépend
de la boule ou se situent les conditions initiales.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Dans un premier temps, les hypotheéses sont
présentées et les résultats de stabilité donnés dans §5.2. Nous montrerons ensuite que ces
conditions sont satisfaites par les observateurs linéaires et a grand gain dans §5.3. Enfin nous

conclurons.

5.2 Hypotheses et analyse de stabilité

Cette section est divisée en deux parties. Dans un premier temps, les conditions les plus
générales sont considérées qui nous permettent d’affirmer que ’erreur d’observation converge
pratiquement vers l'origine lorsque le MATTI satisfait certaines conditions. Puis, lorsque des
hypotheses plus fortes sont respectées, la convergence asymptotique est assurée. Le lien entre
ces hypotheses et les configurations du réseau (protocole et fonction de blocage) est réalisé a

la section suivante sur des classes particulieres de systemes.

5.2.1 Convergence pratique

Le systeme étudié est donc de la forme:

f = fe(t.€ez,w) Vt € [ti—1,ti] (5.1)
2 = f(t&ezw) Vit € [ti—1,tq] (5.2)
: = g(t,€,ez,w) Yt € [ti—1,tq] (5.3)
EtS) = &) (5.4)
2(tF) = 2(t) (5.5)
e(tf) = hlie(t;).z(t:)), (5.6)

ou £ € R™ représente l'erreur d’observation, z € R™* 1’état de 'observateur, e € R™e l'er-
reur induite par le réseau et w € L7 un vecteur de signaux de perturbations. La séquence

d’instants de transmission {t;};cz., vérifie:

v < ti—tior <7 Vi € Zo, (5.7)

avec T € [v,00) et tg € R>¢ 'instant initial.
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L’observateur continu est supposé robuste aux perturbations de mesures d’apres 1'hy-

pothese ci-dessous.

Hypothése 5.2.1 Le systéme (5.1)-(5.2) est stable entrée-sortie de (e;w) a & avec des gains
linéaires, i.e. il existe $1 € KL, v§,7 € Rxo tels que, pour tout (§p,20) € R™T"=, (e,w) €
Lt es solutions de (5.1)-(5.2) vérifient :

€@ < Bill(€o20) it — to) + 1 llell 0 + 1 Nwllgg,0) vt > to > 0. (5.8)

Plusieurs études ont déja eu recours a ce type de conditions pour la synthése d’observa-
teurs pour les systémes & données échantillonnées, en réseau ou quantifiés [92, 117] qui sont
similaires aux hypotheses invoquées pour la commande des NCS dans [151] (condition 2 du
Théoréme 7) et des NCS avec quantification dans [148] (condition (i) du Théoreéme 1). Cette
hypothese peut étre vérifiée a I’aide de la Proposition B.2.1.

Nous concentrons notre attention sur la classe de protocoles UGES suivante.

Hypothese 5.2.2 Le protocole (5.6) est UGES avec une fonction de Lyapunov W : Z>q X

R" — Rx>q qui est localement Lipschitzienne en e et uniformément en i.

La condition suivante rappelle (27) dans [151] et (12) dans [148]. En la combinant avec
I'Hypothese 5.2.2, on montrera que le systeme (5.3) est stable entrée-état vis-a-vis de (£,z,w)

avec des gains linéaires.

Hypothése 5.2.3 I existe L,fyg,fyf,’yé” € Rxq tels que pour tout (i,t,€,z,w) € Z>o X [to,00) X
R7&tn=41w et presque tout e € R™e :

oW (i,e ‘ . .
< 8(6 ),g(t,f,e,z,w)> < LW (i,€) + 151€] + 1512 + ¥ ). (5.9)

L’Hypothese 5.2.3 est souvent vérifiée a 1'aide des conditions suivantes :

(i) il existe L1 € R>q tel que, pour presque tout e € R™ et tout i € Z>p, on a:

oW (i,e)
AL L) IS 5.10
‘ Oe = M (5.10)
(ii) il existe Lg,ﬁéﬁf,’yﬁ” € Rsp tels que pour tout i € Zsq, t € [titit1], (§e,2,w) €
Rnretnetnz+nw .
l9(t&ezw) < Lolel +351€] +7512] + 78 uwl- (5.11)

Ainsi, (5.9) est satisfait avec L = Lj Lo, 75 = Lﬁg, v5 = L175 et v = L17¥. La condition
(i) est équivalente au fait que W est globalement Lipschitzienne en e et uniformément en i,
d’apres le théoreme de la valeur moyenne de Lebourg (cf. Théoréme 2.3.7 dans [36]). Nous

verrons que les fonctions de Lyapunov des protocoles étudiés vérifient de telles propriétés.
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Le résultat ci-dessous est une conséquence de la Proposition 6 dans [151].

Proposition 5.2.1 Si les Hypothéses 5.2.2 et 5.2.3 sont vérifiées et T € [v,19) 0l

1 1
n o= (5.12)
si L =0,
o1 1
o = %Enofln (;) = 00, (5.13)

Nneg+nz+n
€£O§ z w

alors, il existe Bo € exp —KL tel que pour tout eg € R™, (&,z,w) , le long des

solutions de (5.3) et (5.6):

e®] < Balleolt = to) +C(r) (45 1€ty + 5 Nl + 9 Il ) ¥t 280 20,
(5.14)

ou (1) = % et a1 € Ry est défini dans (4.9).

Preuve. Soient ¢y € R™ (£,z,w) € Lhgtnatme

et 7 € [v,79). Dans un premier temps, nous
allons montrer par récurrence que pour tout i € Z>g, t € [t;,ti11], le long des solutions de

(5.3) et (5.6):
(W(ie(®)| < p'exp((i + 1)LT)W(0,e(to))

(25 1€l o, + 98 12l + 98 ol ) 3 fexp(Er) =1] (515)
x 3 (pexp(Lr)).
7€{0,...,i}

Cas i = 0. Afin de lever tout ambiguité a propos de la non-dérivabilité potentielle de W, il est
préférable de rappeler les explications fournies dans [151]. Puisque W est localement Lipschit-
zienne en e, W existe et est égale pour presque tout ¢ & la dérivée directionnelle. De plus, on sait
que la dérivée directionnelle généralisée de Clarke, W°(e; g(t,€,e,2,w)), majore la dérivée direc-
6%;’6) + 8%S’e)g(t,§,e,z,w) <
LW (ie) + ’yg\ﬂ + 5 |z| + 45 |w| pour tout ¢,£,z,w et presque tout e, alors, pour tout i et
presque tout t on a W (i,e(t)) < W°(e; g(t.&,e,z,w)) < LW (i,e(t)) +’y§|£| + 5|2 + 75 |w|. Par
conséquent, d’apres le principe de comparaison, en vu de I’'Hypothese 5.2.3, on obtient, pour
tout t € [to,tl] :

W)l < exp(L)W(0e(to))
(95 0l + 95 12l ty + 38 ey ) Lexp(Lr) = 1].

L’inégalité (5.15) est donc vérifiée pour i = 0.

tionnelle. Ainsi, d’aprés la condition 5 page 100 dans [194], si

(5.16)

i = i+1. On suppose que (5.15) soit vérifiée pour i € Z>q. D’apres le principe de comparaison
et I'Hypothese 5.2.3, pour tout ¢ € [t;11,t;t2]:
Wi+ 1le(t)) < exp(LT)W(i+ 1,e(titrl))

(B 0y + 5 02y + 98 0l ) 3 lexp(ET) = 1),
(5.17)
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Puisque (5.15) est satisfaite pour ¢ € Zx>g, que le protocole est UGES et que la condition
(4.10) est vérifiée, pour tout ¢ € [t;y1,ti12]:

Wi+ Le(®)] < pexp(Lr)W(ie(tisn))
(1€ + 95 12y + 38 Neoll gy ) F lexp(Lr) = 1]
pexp(LT) [pi exp((i + 1)LT)W(0,e(tp))

(98 0y + 5 12Dty + 38 el gy ) lexp(Er) = 1

x Y. (pexp(LT))
je{0mi} ] (5.18)

(95 el + 5 12Dy + 78 0l gy ) % lexp(Lr) = 1
i + LW 0 i)

+ (1€ + 5 12y + 9 Nl gy ) fexp(LT) = 1]
x > (pexp(L7T)).

je{0,.i+1}

IN

IN

L’inégalité (5.15) est bien vérifiée pour i + 1, ainsi elle I'est pour tout i € Z>g. On en déduit
que pour tout i € Zxg, t € [t;,tit1]:

(W (iet)|] = p'exp((i +1)LT)W(0,e(to)) (5.19)
(45 1€l oy + 95 iy + 38 Tl 0y )arC (o),
avec ((1) = %. Si p =0, d’apres (4.9), (5.14) est satisfaite avec n’importe quelle

fonction B2 € exp —KL. Dans le cas ou p # 0, pour tout i € Z>q, t € [t;,ti+1], puisque 7 < 79
et que donc In(pexp(L7)) <0, et que =0 < +1:

plexp((i+1)Lt) = %exp (111(9<-3'X13>(LT))(Z_2L 1)) (5.20)
< Lexp (In(pexp(L7))=0).
Ainsi
W (i,e(t))] < %exp (In(pexp(L7)) =) W(0,e(to)) (5.21)
(5 1€ 0y + 75 1oy + 98 0l y ) % [exp(E7) = ar((r),
d’apres (4.9),
)] < 5 exp (In(pexp(Lr) ) (o) 5o

+¢(7 )(’Yz 1€l k.6 + 93 120 1 ) + 72 ”wH[to,t)>% [exp(LT) —1].

En nommant (33 : (s,t) — o exp (In(pexp(L7))L) s qui est une fonction de classe exp —KL

le résultat désiré est obtenu. O

Remarque 5.2.1 En réalité, la fonction By est de classe K en 7. Ainsi lorsque T tend vers 0

(oublions momentanément le paradoze de Zénon), on obtient W = 0 puisque ((0) =0, ce qui
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est en accord avec le fait que le probléme est résolu lorsque les contraintes de commumnication
sont ignorées (e = 0). Afin de soulager les notations, nous avons choisi d’omettre cette
dépendance. Dans la suite de l'analyse, nous prendrons implicitement B2 qui dépend, non pas

de T, mais des bornes sur T indiquées dans les énoncés des théorémes et corollaires.

Remarque 5.2.2 On remarque que ¢ € IC, puisque cette fonction continue est strictement
croissante sur [0,1 ln(%)) et ¢(0) = 0.

L’hypothese de stabilité suivante sur le systeme (5.2) garantira la bornitude des états du
systeme (5.1)-(5.6).

Hypothése 5.2.4 Le systéme (5.2) est UEBEB avec pour entrée (§,e,w) et des gains linéaires,

i.e. il existe a € K et 7§,’y§,7§” € Rx> tels que, pour tout zy € R™*, ({,e,w) € £Z§+ne+nw, les

propriétés suivantes sont satisfaites par les solutions de (5.2) :
01 < allzo) + 5 Iell + 35 el + 98 [wlgy V= to > 0. (5.23)

Remarque 5.2.3 Tout au long de cette étude, les gains des perturbations exogenes, ;" ot
i € {1,2,3}, sont supposés linéaires uniquement afin de simplifier 'exposé. En effet, tous les

résultats s’appliquent immédiatement pour des gains non linéaires v}’ € K.
Le théoreme principal peut maintenant étre énoncé.

Théoréme 5.2.1 Supposons que les Hypothéses 5.2.1- 5.2.4 soient vérifiées, si T € [v,11) 00

_ Lal+[“/f(7§+72z’7§)+72z'7§] 5.24
o= T ef By ize] | (5.24)
pa1+ |V ('Yz +7273)+7273
st L =0,
— Lml] La1+['yf(’y§+’\/gz’\/§)+"/57§] . a1 (1-—p) 5.95
o= Ampin o (v i) nzae | | (S HvENS)+Eas ] (5:25)
= pa1+|v§ (3 +v573) 55 2T T2

alors le systeme (5.1)-(5.6) est UEBEB avec w comme entrée et il existe 3 € KL, 0 € K,
7.c € KK tels que, pour tout A € Rxq, (£0,0,20) € Rt quec |(£p,€0,20)] < A, w € LT :

(€@ < B((§o.e0,20)t —to) +o([[wllo) + (7, [[w]lo) +£(T,A)  VE=tg > 0.
(5.26)

Preuve. Dans un premier temps, il est prouvé que le systéme (5.1)-(5.6) est positivement
complet pour toute perturbation w € L. La bornitude des variables &, e et z est ensuite

déduite. Finalement, la propriété de convergence désirée (5.26) est obtenue.

Etape 1: Complétude positive.
Soient (£p,e0,20) € R™ Ttz € LT et 7 € [v,71). Soit [to,tmax) l'intervalle d’existence

maximal du systéme (5.1)-(5.6), ol tmax € (t0,00]. Notons que la Proposition 5.2.1 peut
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bien étre invoquée puisque 71 < 7 (il suffit, pour le voir, d’utiliser le fait que p < 1). Soit

t € [to,tmax), d’apres les Hypotheses 5.2.1, 5.2.4 et la Proposition 5.2.1, on a:
< Balleol0) + () (5 1l oy + 73 1200y + 9% ”wHoo)
< Balleol,0) + () ([¥5(35 +1598) + 1575 lellyzy + (25 +1575)81(1(0:20)1,0)

+ga(|z0]) + [0 + 25957 + 78 + ] llwll o

ez,

(5.27)
Définissons d(7) =1 — ((7) [’yf('yg + ’yf’yg) + ’)/22’}/5] qui satisfait d(7) > 0 puisque 7 € [v,71),

el < ﬁ%@u%un+%%@ﬁ+w@@m0@m@mw+ﬁmum -
5.28

+[(35 + B+ + Y] HwHoo]-

Puisque les termes de droite de (5.28) sont indépendants du temps, e(t) est borné sur [to,tmax)
et tel est £(t), d’apres I'Hypothese 5.2.1. Par conséquent, en vu de I'Hypothese 5.2.4, on peut

montrer par ’absurde que tyax = 00.

Etape 2: Stabilit¢ UEBEB.
Pour tout ¢ € [tg,00), d’apres (5.28) et les Hypotheses 5.2.1, 5.2.4, on a:

()] < Me(rgo.eo,20, lwll.0) (5.29)
|£(t)’ < (75076072;07”10”00) (530)
|Z(t)| < ( 75076072:07”10“00)7 (531)
ou
Me(m 80070, wllo) = z582(1e0l,0) + $3 | (45 + 137581 (1(€0,20)1:0) + 5 |20])

+[(F + B+ + 8] 1wl oo

M§(7—7€07607Z07 ||w||oo) = ﬂ1(|(£07'20)|70) + 716Me(7_7£07607z07 ||’lU|| ) + Viﬂ ||ZU||
MZ(77§07607207 HwHoo) = a(’ZOD +7§M§(T7€07607207 HwH )+'73 ( 7507607207 ”U)H )
+95 [[w]l o
(5.32)

Nous noterons les fonctions Mg, M, et M, sans préciser leurs dépendances dans la suite de

la preuve. Il s’en suit, pour tout t € [tg,00):

[(€(@).e(t),2()] < Mg+ M + M.

< a(|(€0.€0,20)]) +7(7) lwll o » (5.33)
ou, pour s € R>¢:
afs) = [1 +1+5 +7§'vf] [ 5 52(5.0) + 55 ((VS +7575)1(5.0) +7§a(8)>}
+(1475)81(s,0) + afs)
~ €.e] <) [(€

a(r) = [1 s+ 7371] ) [(72 + BN Y+ 757%”] + (L +95)7 + 1,
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ainsi, puisque @,0 € K, le systeme (5.1)-(5.6) est UEBEB avec w comme entrée et un gain

linéaire d’apres la Définition B.2.1.

Etape 3: Propriété (5.26).
Pour tout tg < t1g < t99 < t11 < to1, en utilisant l'invariance et la causalité des inégalités
(5.8) et (5.14), on obtient :

1€(t11)]
le(ta1)]

Br(1(€(t10),2(t10))] 811 — t10) + 1 Mlellftyg000) 71 [0l 5

. y (5.34)
Ba(le(tz0)|,t21 — tao) + C(7) (75 1€l 120,401y + 3 12000 + 72 ||w||oo>‘

<
<

Soit t € [tg,00), prenons t1g = % + 1o, tog = % + 1o, to1 = ¢, t11 € [% + to,t], d’apres
(5.29), (5.30), (5.31) et (5.34) :

le(t)] < Baf e,tgto)+C(T)<7§||z||oo+7§”\|w|| + 581 (M + M.,
5 el oty oy + 58 0
By (M, + M + M., '50) + ¢(r)75 6 (Me + Mg + M, =l

+C(r) (9875 el o 41 oy + 5 N2loo + [591° + 98] 0l

IN

(5.35)
)

En remarquant que ¢ (T)’yf’yg < 1 (puisque 71 < 19 et p < 1), le Lemme A.1 dans [86] peut
étre utilisé pour (5.35) (avec z(t) = le(t)], B = Ba(s,%) + C(7%)7. 561 (s 2), s =M.+ M¢+ M.,
M$=aﬁm%d=dﬂ@HH+%hrwﬂWM)%u—,@®€@wmm
montrer quil existe 32 € KL et Ao € (1,00) tels que:

2 A
e < Bo (M + M+ Mt — to) + 250 (35 ||zl + 1508 + 93] Il

(5.36)

Parallelement, d’apres 'Hypothese 5.2.1 et la Proposition 5.2.1, on peut montrer qu’il existe
B e KL et Ay € (1,00) tels que

€O < By (Me+ My + Mt — to) + — 21— (C(r)575 Il2lloo
1 C(T)'Yl Y2

(5.37)
[+ <] il ).
En combinant (5.36) et (5.37), avec 3 = (1 + (s, il s’en suit:
e < B(My+ M+ Mt — tg) + —280 1y 464 A .
(€W < B(Me+ M+ Mt — to) + =250 [\ + X Izl + e

x (D + 25N+ Do+ M1 ) ol
(5.38)
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D’apres (5.32),

B (Mg+Me + Mt —tg) <

IN

en utilisant le Lemme A.1.2,

B (M + Mg + M, t —tg) <

B( {1 + 95 + 5 + ’yf’yﬂ My + (1+5)51((€0:20)1,0) + (| 20])

[ 9 ] ol t — to)

B[t 49+ +458] 5 [ﬁ2(|eo| 0) +¢() (75 +7575)

% B1(1(60,20)1.0) + C(T)rga(l20])] + [L+ 95 + 5 + 5] 53
[0 + 35+ + 598wl

+(1+95)B1(1(€0,20)1:0) + (|20

+ [+ ] g ot

3

- to),
(5.39)

@@+ﬁ+ﬁ+ﬁﬁ]

77 [B2(|€0],0) + C(T) (35 +1575)B1(1(€0,70)1,0)
+C(m)5al]20)] + 201 +75)B1(1(60,20)1,0) + 2|0, — to)
+B((2[1+ 75+ +7595) SB05 + 95y

+7§U+7273] + 27" + 275 +27§71) [[wll o ,0 )

X

(5.40)

D’autre part, en invoquant (5.31), (5.32),

(J20) +
(v§

12l

IAIA
=)

—

i+

t o+t

Par conséquent, en utilisant (5.38), (5.40) et

7371 +73 (%5 +95795) $3 ]2 + (575 +5) 4D
1+ (75 + %)

A5 Me 4+ +5M, + Y |[wl| o

£ ()

Rk 39555 + 5] 51(1(60,20)1,0)
( Y31+ 73

a7%2(leol,0) + [1 + (4595 +5) 5373

£ e

a(|zol)
()

(5.41)

)
$345) 7] Iholloo

(5.41), on déduit qu’il existe 5 € KL tel que,

pour tout |(&o,e0,20)| < A, t € [tp,00):

€@).e@®)] <

B(1(€0.e0,20) |t — to) + o([[wll) + 7 (T

Nwlloe) +e(r.A),
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ou, pour s € R>, selon le Lemme A.1.2, en écrivant m =1+ %,
o(s) = MWs+B(As +4¥s + Ays, 0)
= — ¢(r )71'Y2 ¢(r) w
0(778) - 1— C(T),z-l(_yi A ’Y + 1— C( ) e { (AZ’YQle S + ()\2 + )\1,71 72 S)
% At + Ao ( + (3575 +75) (35 +1575) CEB]
§e ¢(r) 1 §e e M z Wg 5.49
+(B +18) g es + |1+ (307 +98) g3 | 05 (5.42)
+ﬁ(4 [1 +5Hf vwg] SR 05 + 5950 s + 93’ + 7594 8] 0)
e(rA) = % [Airf + A2l ( {(’Yg’h +75) (75 + 72’)’3)% ; +73} B1(s,0)

+(571 +73)m52(370) + { + (%% +73)§E:§72} as ))
On constate que o € K et, en fixant 7 € [0,71), que 7(7,-) € K. En effet, soit s € R>g, 7(,s)

est continue sur [0,71) et égale & 0 en 0 (puisque ¢ et d sont continues sur [0,71) et ¢(0) = 0,
¢(r)
1=¢()575
TH%etTHﬁ on en déduit que a(-,9),£(+,8) € K. O

d(0) = 1). De plus, puisque ( est strictement croissante sur [0,71), telles sont 7 +—

Remarque 5.2.4 Les conditions initiales sont bornées par A dans I’énoncé du Théoréme
5.2.1 uniquement afin d’obtenir une dépendance de la fonction € uniforme et croissante en le

rayon de la boule de conditions initiales étudiée. Le MATI ne dépend pas de A.

D’apres le Théoreme 5.2.1, lorsque w = 0, 'erreur d’observation ne converge pas asympto-
tiquement vers l'origine mais la boule centrée en 0 de rayon (7,A). Il est montré dans §5.2.2
que la convergence asymptotique vers l'origine est garantie lorsque v5 = 0 (et I'Hypothese
5.2.4 peut étre relaxée). Le cas ou 75 # 0 apparait typiquement lorsque qu'un bloqueur
d’ordre zéro est employé, comme nous le montrerons dans §5.3. En effet, dans ce cas, 'obser-
vateur recoit les mesures avec un retard & temps variant, t — t;, qui affecte périodiquement
sa convergence. On remarque également que 1’on retrouve les propriétés du continu lorsque 7

tend vers zéro.

En pratique, 'Hypothese 5.2.4 peut étre difficile & vérifier. Bien qu’une caractérisation
de Lyapunov soit disponible pour la stabilité UEBEB [14], dans certains cas, il est plus
avantageux de tirer parti de la stabilité supposée du systéme a observer (4.14)-(4.15) afin
d’obtenir des conditions similaires sur |z(t)|. Supposons que le systeme (4.14) soit UEBEB
avec w comme entrée et un gain linéaire, i.e. il existe ag € K, 09 € R>¢ tels que pour tout
xo € R™ et w e LI,

[2(t)] < ao(lzol) + o0 (w4, 4 vt >t >0, (5.43)

et supposons qu’il existe 33 € KL, v§,75,78 € Rso tels que, le long des solutions de (5.2),
pour tout zg € R, (z,e,w) € Egg+ne+nw .

)] < Ballzolt = to) + 75 Iallyy ) + 95 el + 75 Iellyyy  VE2to2 0. (5.44)
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Remarque 5.2.5 La condition (5.44) est satisfaite dans de nombreuzx cas, cf. §5.3, elle peut
étre vérifiée a aide de I’Hypothése 5.2.1 et du fait que & = v — ho(t,z).

Ainsi, combinant (5.43) et (5.44), pour tout (xg,z0) € R™ "= (e,w) € L™ le long des
solutions de (5.2), on a, pour tout t >ty > 0:

2] < Ballzolst — to) + gaolzol) + 1500 0]y o) + 75 lelliyy + 5 Il - (5:45)

En écrivant £ = x — ho(t,z) et en invoquant la Lemme A.1.2, nous obtenons que, pour tout
(fo,Zo) € Retnz .

ao(lzo]) = ao(|o + ho(t20)])
a0(2]€0\) + a0(2’ho(t,20)‘). (5.46)

IN

De plus, supposons qu’il existe ¢ € K tel que |ho(t,2)| < <(|z]) pour tout (t,z) € R>g x R"z,

on a:

ao(2lho(t20)]) < ao(25(]20])) = ao(|2ol)- (5.47)

De cette maniere, définissons a(s) = (3(5,0) + 7§ [a(2s) + Go(s)] pour s € R>g et 7§ =
¥ 4+ v% o, pour tout (xg,20) € R™ "= (e,w) € LT le long des solutions de (5.2):

2] < a(l(€0:20)1,0) + 75 llell gy o) + 78" lwllygry V¢ =0 = 0. (5.48)

La condition (5.48) ne nous permet pas de conclure quant a la stabilité UEBEB de (5.2) avec
comme entrée £,e,w au sens de la Définition B.2.1, toutefois, elle est suffisante pour déduire
des propriétés de convergence pour 'erreur d’observation comme nous le montrons dans le

corollaire ci-dessous dont la preuve rejoint celle du Théoreme 5.2.1.

Corollaire 5.2.1 Supposons que les Hypotheses 5.2.1-5.2.8 soient vérifiées, si la condition
(5.48) est satisfaite et si T € [v,71) ou

- La + e §+ Z €
7= %ln ZTh T %125 72336 , (5.49)
Lpar+47v3+7375
st L =0,
£~ zne
~ 1 Lai+vivs+v375 \ _ ai(1—p)
L= hmfln L e & zZ A€ — Le~g zAe (550)
L—0 pPa1+v1Ys+7573 YT V2 +V373

alors le systeme (5.1)-(5.6) est UEBEB avec w comme entrée et il existe f € KL, o € K,
7.c € KK tels que, pour tout A € R, (£,€0,20) € Rt quec |(£p,€0,20)] < A, w € LT :

[(E@)e®)] < B([(€ose0:20)],t —to) + o([|wllo) + (7, [[w]lo) +e(T.A) VE =19 > 0.
(5.51)

Remarque 5.2.6 Les fonctions ag,« et la constante oy n’ont pas besoin d’étre connues pour

pouvoir appliquer le Corollaire 5.2.1.
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5.2.2 Convergence asymptotique

Dans certains cas, une propriété de robustesse plus forte que 'Hypothese 5.2.1 est garantie

par ’observateur.

Hypothese 5.2.5 Il existe 31 € KL, 7§17}’ € Rxq tels que, pour tout § € R™, (e,w) €
Lt et 2(t) défini pour tout t € R>q, les solutions de (5.1) vérifient :

E@B1 < Bill€olit —to) + 7 el ey + 1 Il VE=to = 0. (5.52)

Remarque 5.2.7 L’Hypothése 5.2.5 implique que le systéme (5.1) est stable entrée-état vis-
a-vis de (z,e,w) et peut étre vérifiée a l'aide de la Proposition B.2.2. La condition « z(t) défini
pour tout t € R>q » signifie que la variable z n’a pas besoin d’étre globalement bornée mais

stmplement définie pour tout t € R>q.

Lorsque 'Hypothese 5.2.3 est satisfaite avec v5 = 0, la stabilité des systémes (5.1),(5.4)
d’une part et (5.3),(5.6) de lautre, peut étre analysée séparément du systéme global (5.1)-
(5.6) a l'aide du théoréme du petit gain classique de [86]. De cette maniere, aucune condition
de bornitude n’est désormais nécessaire pour étudier le systeme (5.1)-(5.6), ’'Hypothese 5.2.4

est alors relaxée comme suit.

Hypothése 5.2.6 Le systéme (5.2) est uniformément positivement complet pour les entrées
(&ew) € Lostret™e o il existe vi,v9,v3 € K et ¢ € Rxq tels que, pour tout zp € R™,
(& ew) € Lo es solutions de (5.2) satisfont :

l2()] < it —to) + vallz0]) + vs([[(§,ew) Iy ) + ¢ VE =10 2 0. (5.53)
Le théoreme suivant peut alors étre énoncé.

Théoréeme 5.2.2 Supposons que les Hypothéses 5.2.2,5.2.5,5.2.6 soient satisfaites et que
I’Hypothése 5.2.3 soit garantie avec v5 =0, si T € [v,T2) 0U:

Lasnfne
™ = +Iln Zatem ) (5.54)
Lpai+v37f
st L =0,
. Lai++5+¢ 1—
7 = lim4n (Zatwii ) _ alop) (5.55)
L—0 Lpa1+v377 13

alors le systéeme (5.1)-(5.6) est uniformément positivement complet avec w € L% comme
entrée et il existe § € KL, 0 € K, 3 € KK tels que, pour tout (£g,e0) € Rt w € LT :

[€@)e)l < B(Eose0)lit —to) +o(wllo) + (7, lwll) ¥t =t > 0. (5.56)

Preuwve. Le preuve suit les mémes lignes que celles du Théoreéme 5.2.1. La complétude positive
est prouvée en invoquant la Proposition 5.2.1, les Hypotheses 5.2.5 et 5.2.6, en exploitant le
fait que 75 = 0 et que (; dépende uniquement de |§y| et en appliquant la condition de
petit gain induite par 7 < 79. La propriété de convergence (5.56) est démontrée de la méme
maniere que (5.26) avec ici 75 = 0. Ainsi ¢ dans (5.42) est égal a 0 ici et & et o sont obtenus

en remplacant 75 par 0 dans (5.42).
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5.3 Applications

Dans cette section, plusieurs classes d’observateurs émulés pour les NCS combinés avec
les protocoles RR, TOD et les fonctions de blocage ZOH et Pred sont étudiés (voir §4.3.2).
Il est prouvé que les hypotheses de §5.2 sont vérifiées. Des bornes explicites sur le MATI
sont obtenues et des résultats de convergence déduits. Le cas ol les mesures sont simplement

échantillonnées est également traité.

5.3.1 Observateurs linéaires

Considérons les systemes linéaires de la forme:

y = Cu, (5.58)

ouxz € R"™ y e R™, Aet C sont des matrices réelles de dimensions appropriées telles que

(A,C) est détectable. L’observateur de Luenberger suivant est étudié :

r = Az+Ay-—17) (5.59)
= (C7z, (5.60)

N

ouz € R™ e R"™ et A est une matrice réelle telle que (A — AC) est Hurwitz. Considérons
la séquence d’instants de transmission {¢;}icz., telle que v <t; —t;_1 < 7 pour tout i € Zx
et v,7 € Ryg (to € R>p est I'instant initial). D’apres le modele (5.1)-(5.6), le systeme (5.57)-
(5.60) s’écrit

£ = (A—AC)E —Ae Vt € [ti_1,ti] (5.61)
z2 = Az+Ae+C¥) Yt € [ti—1,ti] (5.62)
¢ = fp(z) —CA(E+2) YVt € [tio1,ti] (5.63)
EtS) = &) (5.64)
2(th) = z2(t) (5.65)
e(t) = hlie(t)), (5.66)

oll z = Z, fp est définie par (4.46) ou (4.48) et h par (4.29), (4.38) ou (4.49).
Le lemme suivant nous permet d’affirmer que 'Hypothese 5.2.5 (et de maniére équivalente
I'Hypothese 5.2.1) est garantie.

Lemme 5.3.1 Le systéme (5.61) est stable entrée-état vis-a-vis de e avec un gain linéaire

71 € Rso.

Il existe plusieurs approches pour prouver ce lemme, nous en présentons deux : I'une basée sur

I'utilisation de fonctions de Lyapunov, I’autre sur la solution analytique du systeme. Le gain
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v{ € Ry obtenu est différent selon la méthode employée, or celui-ci a une grande influence
sur le MATI. Puisqu’il est difficile d’affirmer que I'une ou 'autre méthode fournit I'estimé le

plus précis, nous préférons laisser le choix a l'utilisateur.

Preuve. Soient §; € R™ et e € L7¢.

1. Analyse a laide de fonctions de Lyapunov

Puisque (A — AC) est Hurwitz, pour toute matrice @) réelle symétrique et définie positive, il
existe une matrice P ayant les mémes propriétés telle que: (A — AC)TP + P(A—AC) = —Q
(cf. Théoreme 4.6 dans [98]). Dérivons V (€) = £ P¢ le long de (5.61) :

Vo< (@) + 21€]|PAe]

Amin(Q) |PA|
< ey 49 e VV. 5.67
= Aa(P) (D) (5.67)
Soit V =+/V, (5.67) donne:
> Amin(Q) |PA|
Vo< — V+ :
= 2Da(P) s

ainsi, en invoquant le principe de comparaison (Lemme 3.4 dans [98]), on peut montrer que,
pour tout t > tg > 0:

V) = VVEO < exp (- gl t—to) V) + 2B PA| el

Pmax(P) Vi (P) A
ainsi,
)\max P )‘min Amax

el < 3B exp (— @t — t0) 160l + 25t P el - (5:68)

Le résultat désiré est obtenu avec :

Amax (P)

v = 2 PA|. 5.69
! Amln(P))\mln(Q)’ ‘ ( )

2. Analyse basée sur la solution analytique
On peut directement obtenir la propriété de stabilité entrée-état en intégrant le systeme
(5.61). En effet, lorsque la condition initiale est £y € R™¢, la solution de (5.61) est:

£t) = exp(t(A—AC))& — [y exp ((t — s)(A — AC)) Ae(s) ds. (5.70)

Par conséquent,

£(0)]

IN

lexp (t(A — AC)) &| + /0 exp ((t — s)(A — AC)) Ae(s) ds

IN

!exp(t(A—AC))foH( [ e (=4 - ac) ds) lelloy - (571

11 suffit alors de borner fg lexp ((t — s)(A — AC)) A| ds pour obtenir ~{. O
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On peut vérifier que les fonctions de Lyapunov données dans §4.3.2 pour les protocoles
RR, TOD et le cas échantillonné satisfont les conditions de I’'Hypothese 5.2.2.

Nous nous intéressons maintenant a I’Hypothese 5.2.3. Seul le protocole RR est considéré :
les résultats pour le TOD et le cas échantillonné suivent directement en utilisant W (e) = |e|,
pour e € R™. Notons que, puisque le protocole RR est dead-beat stable en [ pas, la fonction
W de §4.3.2 peut étre écrit, pour ¢ € Z>( et e € R"e,

Wie) = [ S @@l = D()el, (5.72)
Jje{1,...,0}
ou D(i) = diag (a1(¢)Ly, ,...,a;(i)l,,) avec a;(i) des coefficients & temps variant tels que pour

tout ¢ € Z>g et j € {1,...,l} il existe un unique k € {1,...,l} tel que a?(z’) = k. On en déduit
alors que |D(i)| = V1, ainsi, pour i € Z>q et e € R,
oW (ie N
<%,g(t,£,e,z)> < |D(Z)€‘

= |D(0) (fe(2) - CAE+2)) |
pour le bloqueur d’ordre zéro, on a:

<6WT@,g(t,g,e,z)> < VICA|([e] + |2,

pour la fonction de blocage de type Pred, i.e. fp(z) = CAz, le terme en z est éliminé:
(Fprateeen)) < Vieale.

Nous constatons que I’'Hypothese 5.2.3 est satisfaite pour le protocole RR avec les blo-
queurs ZOH et Pred. Les coefficients obtenus pour les différentes configurations de réseau sont
résumés dans le Tableau 5.1. Il faut ajouter que dans certains cas spécifiques, des coefficients
plus précis peuvent étre déduits en tirant parti des possibles particularités de la structure de
CA (cf. discussion dans I’'Exemple 3 dans [151]).

Puisque nous supposerons, dans un premier temps, que le systéme (5.57) est stable, la
derniére condition & vérifier avant de pouvoir appliquer le Corollaire 5.2.1 est (5.48). En
écrivant £ = z — z, il est montré que le systeme (5.62) est stable entrée-état vis-a-vis de (x,e)
avec des gains linéaires, I’équation (5.48) sera alors obtenue d’apres §5.2. Le systéme (5.62)

peut étre écrit sous la forme:
2 = (A-AC)z+ A(e+ Cx). (5.73)

On en déduit, parallelement au Lemme 5.3.1, qu’il existe 83 € KL tel que, pour tout zg € R"=,
(z,e) € LTzHTe

2] < Ballzolt = to) + 75 lell ) + 7510 Il Vtto>0,  (5.74)
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ZOH Pred
RR L=0,75=VICA|, | L=0,75=VICA]|
75 = VIICA| 75 =0
TOD L=0,75=|CA|, | L=0,5=]|CA|
75 = |CA| 75 =0
Echantillonné | L =0, ’yg = |CA]|, L =0, ’yg = |CA]|,
75 =|CA| 73 =0

TAB. 5.1 — Coefficients de I’Hypothése 5.2.83 pour le systéme (5.63)
par conséquent la condition (5.44) est vérifiée. Il suffit alors de suivre §5.2 pour obtenir (5.48).

Nous sommes préts pour appliquer les résultats de §5.2. La premieére proposition est une

conséquence directe du Corollaire 5.2.1.

Proposition 5.3.1 Supposons que le systéme (5.57) soit stable, considérons (5.61)-(5.66)
avec un bloqueur d’ordre zéro, pour le:

(i) protocole RR, si T € [v,71 RR) OU
~ V=11,
TI,RR = 2075|CA] (575)

(ii) protocole TOD, si T € [v,71T70D) OU

~ _ AMI/I-T .
TLTOD = 3uneical’ (5.76)
(i1) le cas échantillonné, si T € [v,71,5p) ol
~ 1 .
T1,SD = 2e|CA] (577)

alors le systéme (5.61)-(5.66) est UGS et la propriété de convergence (5.51) est vérifiée.

Puisque le systéme (5.63) est linéaire, 'Hypotheése 5.2.6 est toujours satisfaite. La propo-

sition suivante découle du Théoreme 5.2.2.

Proposition 5.3.2 Considérons le systeme (5.61)-(5.66) avec le bloqueur Pred, pour le

(1) protocole RR, si T € [v,T2 gR) OU

_ Vi=Vi-T,
raopn = YEYOI (5.78)
(it) protocole TOD, siT € [v,T27OD) OU

VIV, (5.79)

K g
2,TOD \ﬂ'Yf|CA| ’
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(i1i) le cas échantillonné, si T € [v,72 5p) 0U

TSD = oAl (5.80)

alors le systéeme (5.61)-(5.66) est positivement complet et la propriété de convergence (5.56)

est garantie.

Les Propositions 5.3.1 et 5.3.2 nous indiquent qu’en fonction du bloqueur implémenté,
la nature de la convergence de l'observateur est différente puisque dans un cas elle est de
type pratique et dans l'autre asymptotique. Ce constat demande toutefois & étre nuancé,
sachant que ’analyse repose sur des conditions suffisantes, rien ne nous permet d’affirmer que
le bloqueur ZOH ne garantisse la convergence asymptotique. Nous verrons cependant que les
simulations dans §6.6 confirment cette différence (le retard induit affecte bien la précision de

l'observateur), justifiant ainsi l'intérét pour les fonctions de blocage complexes de type Pred.

Remarque 5.3.1 Pour le cas échantillonné, les MATI des Propositions 5.3.1 et 5.3.2 cor-

respondent a ceux des protocoles RR et TOD en prenant [ = 1.

Remarque 5.3.2 Pour les deux types de fonctions de blocage, le MATI est strictement
plus grand lorsque l’on considére le protocole TOD (pour | > 1). Méme si ces faits sont
généralement confirmés en simulation, nous ne pouvons affirmer formellement que le TOD
fournira de meilleures performances pour de grands MATI puisque 'analyse est basée sur
lutilisation de fonctions de Lyapunov. Par conséquent, un autre choix de fonctions nous don-
nerait des expressions différentes du MATI. Les mémes remarques s’appliquent lorsque l'on
constate que, pour ! > 4, TOD et ZOH fournissent de plus grands MATI que RR et Pred.

5.3.2 Observateurs a grand gain

Nous montrons ici qu’'une classe générale d’observateurs a grand gain pour des systemes
multisorties satisfait les conditions du Corollaire 5.2.1 ou du Théoréme 5.2.2 pour les mémes
configurations de réseau que dans §5.3.1. Des résultats similaires peuvent étre déduits pour
d’autres types d’observateurs a grand gain ou globalement Lipschitziens comme ceux dans

[1, 46, 49, 99, 160, 210], comme nous le verrons sur un exemple dans §6.6.2 pour [160].

Le observateurs continus développés dans [51] sont considérés pour la classe de systémes

suivante :

i = Az+o(a) (581)
y = Cu, (5.82)
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ouz = (x1,...,xp) € R x; € R" et
[0 I, 0 0
0 I,
A = o |
0 0 I,
_0 0 .

C =1[L,0...0] € R™" ¢(x) = (¢1(x1),P2(x1,22), . .. ,¢p(x)) avec ¢; globalement Lipschit-
zienne de constante kg, € Rso, 4 € {1,...,p}, p € Zxo.

Remarque 5.3.3 Dans [51], il est expliqué sous quelles conditions une classe de systémes
non linéaires peut étre transformée en (5.81)-(5.82), a laide de changements de coordonnées

appropriés.

L’observateur continu est de la forme:

i o= Az + o) +0A,'STCT (y — ) (5.83)
y = Cz, (5.84)
ol Ay = diag (Hn,%]ln, . ,91,%111”), 0 € R-g, la matrice S est I'unique solution de 1’équation

algébrique de Lyapunov:
S+ATS+sA-CcTCc = o. (5.85)

Considérons la séquence d’instants de transmission {t;}icz., telle que v <t; —t;_ <7
pour tout i € Zsg, v,7 € Ryq et tg € R>( est I'instant initial. Le systeme (5.81)-(5.84) est

écrit dans les coordonnées (&,z,e):

€ = (A—0A,'STICTC)E - 0A,PSTICTe + (€ + 2) — d(2) Vt € [tim1,ti] (5.86)
io= Az +¢(z) +0A,1STICT (CE + e) Vt € [ti1,ti] (5.87)
¢ = fp(z)—CA(E+2)— CoE+2) Vit € [tio1,t:](5.88)
) = &) (5.89)
A(t7) = 2(t) (5.90)
e(t;) = hlie(t)), (5.91)

oll z = Z, fp est soit défini par (4.46) soit (4.48) et h par (4.29), (4.38) ou (4.49).

Remarque 5.3.4 Le systéme (5.86)-(5.91) est en réalité une famille paramétrée de systémes
en le gain 0. Bien que les résultats de §5.2 ne soient pas énoncés pour de tels systemes, nous

verrons que [’on peut bien les appliquer.
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Les conditions du Corollaire 5.2.1 et du Théoreme 5.2.2 sont maintenant vérifiées. Le
lemme suivant prouve que 'Hypothese 5.2.5 est assurée (de maniére équivalente 'Hypothése

5.2.1) pour le systeme (5.86), sous certaines conditions sur 6.

Lemme 5.3.2 II existe 6y,\1 € [1,00) tel que, pour tout § > 6y, & € R™, e € LI, le long
des solutions de (5.86),

€O < Mexp (=550 (t—to) ) Igol +71(6) el ¥t = o = 0, (5.92)

avec "}/1(0) - Amin(‘%e)l(la_eo) ’

Preuve. Soit § € R+, définissons & = Ay, d’apres (5.86) et le fait que A = HAe_lAAg,
CTC = CTCAy, on peut montrer que:

£ = 0(A—S71CTC)E+ g ($(€ + 2) — p(2)) — S~ 1CTe. (5.93)

Considérons V (€) = €8¢, le long des solutions de (5.93), et d’apres (5.85),

V o= 0(26TSAL —26CTCE) + 26T SN (B(€ + 2) — ¢(z)) — 2067 CTe
—0V — ETCTCE + 26TSNg (p(€ + 2) — ¢(2)) — 20£TCTe.

Sachant que 6 > 1, que ¢ est globalement Lipschitzienne et possede une structure triangulaire :

180 ($(€ +2) —d(2)|| < clé], (5.94)

ouc= ?11ax }{k@.}\/ﬁ, par conséquent, d’apres (5.94),
i€{l,...,p

Vo < =0V + 2¢l€P Amax(S) + 20[¢]le]
_ )\max(S) 2 /
S HV + 26 min(S) V + \/Amin(s)9|e| V
Soit 6 > 6y avec 0y = max {1,20’}{’1‘:7’:((5))} et W =+/V, grace a (5.95) on obtient :

; _ 0—0 )
w < 5 W+ Tﬂn(s)\el,

en invoquant le principe de comparaison (Lemme 3.4 dans [98]), on a, pour tout ¢t > tg > 0:

V(t) < exp (‘ St~ 750)) V(to) + m lell ¢ -

Ainsi,

€l < igijéﬁfexp(—e‘f()(t—to)) 1(to)| + s——rey=ae €l -

En remarquant que [£(¢)] < [€(t)] < 677 [E(1)],

) < oty /5msexp (— 55t — to) ) [€(t0)] + s Errany el -
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Z0OH Pred
RR L:077§:\/Z(1+k¢1)7 L:077§:\/Z(1+k¢1)7
% = VI + k) % =0
TOD L=0,75=1+ kg, L=0,75=1+ kg,
3 =1+ kg =0
Echantillonné L =0, ’yg =1+ ky,, L =0, 'yg =1+ kg,
V3 =1+ ke =0

TAB. 5.2 — Coefficients de I’Hypothése 5.2.83 pour le systéme (5.88)

En notant \; = 6P~} %’:((g)) et 71(0) = m, le résultat désiré est obtenu. O
On peut montrer que 'Hypothése 5.2.3 est vérifiée pour les différentes configurations de
réseau pour tout # € R+ de la méme maniere que dans §5.3.1. Les coefficients correspondants

sont donnés dans le Tableau 5.2.

Parallelement au Lemme 5.3.2, il peut étre déduit que le systeme (5.88) est stable entrée-
état vis-a-vis de (z,e) avec des gains linéaires, en écrivant z = z — &, i.e. pour tout 6 > g le
long des solutions de (5.88), pour tout (e,z) € LNt

2] < Mexp (=L~ t0)) |0l + 1O llelly g + N OIC] Il ¥ = to 20,
(5.95)
ainsi, la condition (5.44) est satisfaite et lorsque le systeme (5.81) est UGS, (5.48) peut étre
déduite. Les propriétés de convergence de 'erreur d’observation ainsi que les bornes sur le
MATTI sont obtenues a 'aide du Corollaire 5.2.1. En effet, puisque le seul gain affecté par la
paramétrisation en 6 est ;(6) et que celui-ci est continu et strictement croissant en 6 pour
0 > 6, les résultats de §5.2 sont valides.

Proposition 5.3.3 Supposons que le systeme (5.81) soit UGS, soit 0 > 0y (ot Oy est défini

dans le Lemme 5.8.2), lorsqu’un bloqgueur ZOH est implémenté, pour

(1) le protocole RR, si T € [v,71 rr(0)) ot
(VI=VI=T) Amin(S) 90, .

%I,RR(H) 4l(1+k2¢1) gpr (596)
(1) le protocole TOD, si T € [v,71,70p(0)) 0t

~ _ (\/Z_Vl_l)Amin(s) 0—0g .

Tl,TOD(e) = 4\ﬁ(1+k¢1) GPO’ (597)

(i1i) le cas échantillonné, si T € [v,71,5p(0)) ol

FLsp(0) = 74?‘{13553) i (5.98)
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alors le systeme (5.86)-(5.91) est UGS et la propriété de convergence (5.51) est vérifice.

Les dynamiques du systéeme (5.88) sont composées d’un terme linéaire et d’un autre glo-
balement Lipschitzien par conséquent I'Hypothese 5.2.6 est satisfaite pour tout 8 € Rs¢ (cf.

Théoreme 3.2 dans [98]), la proposition suivante découle du Théoreme 5.2.2.

Proposition 5.3.4 Soit 0 > 0y, considérons le systeme (5.86)-(5.91) avec le bloqueur Pred
(fp(2) = CAz + CH(2)), pour
(1) le protocole RR, si T € [v,72 rr(6)) ot

(VI=VI=T) Amin(S) g—g, .

TQ,RR(H) 2[(1+k¢1) opr (599)
(1) le protocole TOD, si T € [v,T2r0p(0)) 0t
\/Z_Vl_l Amin(s) —
nrop() = ( 2\ﬁ(1+)k¢>1) 995)0; (5.100)
(111) le cas échantillonné, si T € [v,12,5p(0)) ot
)\min S —
T,50(0) = ﬁ%; (5.101)

alors le systeme (5.86)-(5.91) est positivement complet et (5.56) est garanti.

Nous retrouvons la méme situation que pour les observateurs linéaires: la fonction de

blocage Pred assure a priori des propriétés de convergence plus fortes que le ZOH.

Remarque 5.3.5 Pour ce qui est des bornes sur le MATI, les mémes remarques que dans

§5.3.1 s’appliquent, on constate, de plus, que celles-ci sont maximisées pour 6 = 1%190 > g
(p>1).

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu comment le cadre d’étude de §4.3.2 peut étre utilisé
pour déduire des conditions suffisantes garantissant le bon fonctionnement de ’observateur
lorsque les données du systéme sont transmises par 'intermédiaire d’un réseau ordonnancé.
Les hypotheses développées sont vérifiées par les observateurs linéaires et a grand gain pour
différentes configurations de réseau usuelles. Pour la premiere fois, des bornes sur le MATI
explicites ont ainsi pu étre établies. Nous avons montré que le choix des fonctions de blocage
peut se révéler primordiale: le Pred permet de déduire des propriétés de stabilité plus fortes
qu’un simple bloqueur d’ordre zéro. Des simulations sont proposées au chapitre suivant afin
de vérifier les résultats théoriques obtenus. La linéarité des gains considérés dans ce chapitre

sera relaxée au Chapitre 7 afin d’étudier de plus larges classes de systemes.
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Chapitre 6

Extension des observateurs de

Karafyllis-Kravaris aux NCS

6.1 Introduction

La synthese d’observateurs pour les systémes a données échantillonnées non linéaires a été
I’'objet de nombreuses publications. L’essentiel des travaux repose sur une approche discrete :
un observateur est synthétisé pour le modele discrétisé exact ou approximé du systéeme continu,
voir par exemple [19, 22, 30, 35, 39, 110, 157, 207]. Un cadre méthodologique est d’ailleurs
proposé dans [9] pour la conception d’observateurs a partir de modeles approximés discrets.
Un des inconvénients de ces méthodes est de ne pas prendre en compte le comportement du
systeme entre deux instants d’échantillonnage. D’autre part, puisque ’expression analytique
du discrétisé exact n’est généralement pas disponible, les schémas d’approximations utilisés
sont souvent & l'origine d’incertitudes qui peuvent affecter la convergence de I'observateur.
Une autre approche consiste a utiliser des techniques d’optimisation [2, 21, 137, 168, 214]. Ces
méthodes dépendent grandement des mesures disponibles et de leur qualité. Sensibles donc
aux bruits de mesures, elles requierent la manipulation de grandes quantités de données et
donc d’importantes capacités de mémoire et de calculs.

Lorsque les vitesses de calculs disponibles sont suffisamment rapides par rapport aux
constantes de temps du systeme ou de la fréquence d’échantillonnage des capteurs, il peut étre
raisonnable et judicieux de répondre au probleme d’un point de vue hybride: les dynamiques
de 'observateur sont continues entre deux instants d’échantillonnage et affectées par des sauts
lorsque les mesures sont recues. Dans [44], un observateur a grand gain dit continu-discret
est proposé. Il ne s’agit pas d’émuler un observateur continu mais de modifier sa structure
en fonction de I’échantillonnage. De nombreuses études ont par la suite contribué a améliorer
ou élargir cette méthode toujours pour des observateurs de type grand gain ou pour des
systemes affines en 1’état, voir [71, 72, 138, 139] et [3] pour une extension a ladaptatif.

Récemment, un nouveau type d’observateurs hybrides fut développé pour une classe plus
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générale de systemes [92]. Le principe est le suivant. Considérant un observateur continu, une
variable auxiliaire est introduite afin de remplacer le vecteur de mesures indisponible entre
deux instants d’échantillonnage. Celle-ci évoluera le long des mémes champs de vecteurs que
la sortie du systéme et sera réinitialisée lorsque les mesures sont recues. On nommera ces
structures observateurs de Karafyllis-Kravaris.

L’objectif de cette étude est d’étendre les observateurs de Karafyllis-Kravaris aux NCS.
Nous avons vu au Chapitre 4, que cette construction correspond a I’émulation d’un observa-
teur continu associé a une fonction de blocage particuliere, Pred. Ce chapitre offre ainsi une
alternative au Chapitre 5 pour 'utilisation de bloqueurs Pred, puisque d’autres conditions
sont considérées et que la convergence de I'observateur est analysée a l’aide d’outils différents.
Nous en déduirons par conséquent de nouvelles bornes sur le MATI. Nous montrerons que les
conditions requises sont également satisfaites par les observateurs linéaires et a grand gain.
Des comparaisons des MATI obtenus a l’aide des deux méthodes sont présentées sur deux
exemples.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Apres avoir rappelé quelques définitions et
résultats de stabilité dans §6.2, le principe des observateurs de Karafyllis-Kravaris est rappelé
dans §6.3 pour les systemes a données échantillonnées. Dans §6.4, le probleme est réécrit
dans les mémes coordonnées qu’aux Chapitres 4 et 5 pour les NCS, afin de comparer les
hypotheses avec celles précédemment considérées. L’extension aux NCS est ensuite présentée
pour un nouvelle classe de protocoles dite a excitation persistante qui inclut le protocole RR
et les protocoles dynamiques TOD. Il est montré que les observateurs linéaires et a grand gain
satisfont les hypotheses requises dans §6.5. Ces résultats sont ensuite appliqués & un exemple

numérique et étendu a un observateur pour un robot flexible dans §6.6.

6.2 Préliminaires

Dans son livre [181], Eduardo Sontag définit un systéme comme un objet mathématique qui
satisfait notamment la propriété de semi-groupe (Définition 2.1.2), i.e. pour un systeme décrit
par une équation différentielle ordinaire, toute solution z(-,tg,xg) coincide avec celle ayant
pour condition initiale x(¢1,tg,z9) pour tout t > t; > to (que l'on note Z(-,t1,x(t1,t0,20))).
L’intérét grandissant pour les systémes hybrides a amené les automaticiens a rencontrer des
« systémes » qui ne vérifient plus cette propriété (voir Exemple 2.7 dans [91]). Afin de combler
ce vide, un cadre théorique a été développé dans [89, 90] pour I’analyse des systémes vérifiant
une propriété de semi-groupe dite faible, qui fut par la suite le point de départ de plusieurs
études dont [91] ot un théoréme du petit gain est proposé. Celui-ci présente notamment
la particularité de ne pas nécessiter la bornitude des états du systeme contrairement aux
formulations classiques [86, 184]. C’est ce théoréme qui est utilisé dans [92] pour prouver
la convergence des observateurs a données échantillonnées et que nous utiliserons dans ce

chapitre.
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La classe de systemes considérée dans cette étude vérifie bien la propriété de semi-groupe.
Nous rappelons tout de méme quelques notions introduites dans [89] afin de présenter le
théoréme du petit gain de [91] qui nous permettra d’étendre certaines hypotheses par rapport

au chapitre précédent.

Considérons la classe de systémes hybrides suivante :

T = f(t,x,u) YVt € [ti_1,ti] (6.1)
Yy = h(t,z:,u) 6.2
a(th) = fltia(t)ult)), (6.3)

onz € R™, yeRW, uell f,f Ry x R™ x R"™ — R", h:R5p x R x R"™ — R",
N, M, Ny € Lso. L'instant initial est noté ¢y € R>q et la condition initiale z¢g = z(tp) € R™*.

La séquence de sauts {t;}icz., vérifie:
v < ti—ti-1 < 7T Vi € Z>0, (64)

avec v,7 € Ry fixés indépendamment des états du systéme (v est toujours introduit afin

d’éviter le paradoxe de Zénon), tg € R>q est I'instant initial.

Remarque 6.2.1 Nous avons choisi de considérer une classe de systémes moins vaste que
celle étudiée dans [89, 90], qui inclut les systemes de la forme (4.22)-(4.27) afin de simplifier

I’énoncé des définitions et résultats suivants.

Définition 6.2.1 (Complétude robuste positive) Le systéeme (6.1)-(6.3) est robustement
positivement complet (RFC) vis-a-vis de u, s’il eziste i € C(R>0,R>0), a € Ko ety € K, tels
que pour tout xg € R™ w € L les solutions de (6.1)-(6.3) vérifient, pour tout t > tg > 0:

[z()] < p(t —to) (allzol) + y(llul) ko) - (6.5)

Remarque 6.2.2 Pour les systémes décrits par des équations différentielles ordinaires, la
complétude robuste positive est trés similaire a la complétude positive uniforme d’aprés la
Définition A.2.3 et I’équivalence des bornes sous forme d’addition et de maximum (cf. Pro-

position A.1.2), a la différence prés que a doit étre non bornée ici.

Définition 6.2.2 (Bornitude-Implique-Continuation (BIC)) Le systéme (6.1)-(6.3) est
BIC, si pour tout (to,zo,u) € R>o x R"™ x LI il eziste tmax € (to,00] (I'intervalle mazimal
d’ezistence des solutions) tel que les solutions de (6.1)-(6.3), x(-,to,xo,u) existent sur [to,tmax)-

De plus, si tmax < 00, alors pour tout ¢ € R, il existe t € [to,tmax) tel que |x(t,to,z0,u)|] > c.
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Remarque 6.2.3 Si le systéme (6.1)-(6.3) est robustement positivement complet, on peut

alors montrer, compte tenu de sa régularité, d’aprés [89], qu’il a la propriété BIC ([92]).

Un cas particulier et simplifié du Théoréme 3.1 de [91] est énoncé pour le systeme (6.1)-
(6.3).

Théoréme 6.2.1 Supposons que le systéme (6.1)-(6.3) satisfasse bien la propriété BIC et

qu’il existe Vi : R>g x R™ x R™ — R>q tels que V;(t,0,0) = 0 pour tout t € R>g, i € {1,2},

et:

(H1) pour tout i € {1,2} il existe o; € KL, pi € C(R>0,R>0), viviaipipt € K, L; -
R>o X R™ — Rx>q avec L;(t,0) = 0 pour tout t > 0, tel que pour tout (to,xo,u) € R>g X
R™ x LI, t — Vi(t,p(t,to,z0,u),u(t)) est localement bornée sur [to,tmax) (l'intervalle

d’existence mazimal) et pour tout t € [to,tmax), avec j € {1,2}\{i}, les solutions de

(6.1)-(6.3) :

Vi(t,z(tto,zo.u)u(t) < oi(Lilto,zo)st —to) + il Vill o) + i (el 1)

) (6.6)
Li(t,x(t,to,xo,u)) < max {Ni(t - to)vai(’wo‘)vpi(”vj”[to,t))vpi (”uH[to,t))} ;

(H2) il existe p € K tel que:
g1oga(s) < s VseRxg (6.7)

ot gi(s) = vi(s) + p(vi(s)), i € {1,2};
(H3) il existe a € K tel que, pour tout (t,z,u) € R>g x R"™ x LT :
|h(t,zu)] < a(Vi(taxu) 4+ v (Va(tzuw))) ; (6.8)
(H4) il existe b € K tel que, pour tout (t,z) € R>g x R™ :
|| < b(Li(t,x) + Lo(t,x))
max {Lq(t,x),La(t,x)} < b(|z|) ; (6.9)

alors, le systéme (6.1)-(6.3) est RFC et stable entrée-sortie de u a y.

Comme nous 'avons déja évoqué, l'intérét de ce théoreme du petit gain, par rapport aux
précédentes formulations, réside notamment dans le fait qu’il ne repose pas sur la bornitude

des états du systeme, grace notamment aux conditions (H4).

Remarque 6.2.4 Dans [91], les auteurs n'utilisent pas de fonctions de classe K mais de
classe N (définie positive, continue et non-décroissante de R>o dans R>g). Nous avons choisi
de ne pas considérer la nuance entre ces deux classes et de ne parler que de fonctions de classe
K dans les énoncés (sans en affecter la validité) dans un souci de consistance avec l’ensemble

des travaux de cette partie.
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6.3 Observateurs pour les systemes a données échantillonnées

Nous rappelons dans cette section les grandes lignes de [92] de maniere informelle. Soit le

systeme :
i = fp() (6.10)
y = hp(z)te, (6.11)

olt x € R™ est I’état du systeme, y € R™ la sortie, ¢ € L52 le vecteur des perturbations de
mesure, fp € CH(R" R"™), h € CL(R"™ R™) avec fp(0,0) = 0 et hp(0) = 0, ngy,ny € Zso.
L’instant initial est tg = 0, sans perte de généralité, et le vecteur d’état initial est noté
xo € R™. Afin d’éviter tout phénomene d’explosion en temps fini, le systeme (6.10)-(6.11)
est supposé RFC.

Remarque 6.3.1 Bien que [92] traite uniquement de systémes monosorties, ['extension au

cas multisortie est immédiate.
Un observateur continu est disponible:

z = fO(Z,y) (612)
P = hol2). (6.13)

oil z € R™ est 1’état de I'observateur, Z € R™ D'estimé du vecteur d’état z, fo € CH(R™=T",
R™), ho € CHR™,R™) avec fo(0,0) = 0 et ho(0) = 0. L'observateur (6.12)-(6.13) est
supposé suffisamment robuste aux perturbations de mesures, €, en ce sens que l'erreur d’ob-
servation, £ = x — Z, vérifie le long des solutions de (6.10)-(6.11), (6.12)-(6.13) :

B < ollzol +lz0lt) + v(1lell ) (6.14)

ou o € KL et v € K. De plus, il est supposé que:

2@ < w®) (allzol + l2ol) + pllelo) ) (6.15)

ou pu € C(R>0,R>p), a € K et p € K. On remarque que (6.14) ne permet a priori pas de
déduire une des caractéristiques habituelles des observateurs: pour toute condition initiale
du systeéme xg, il existe zg qui garantit la synchronisation de I'observateur et du systéme,
c’est-a~dire :

z(t) = z(t) Vt € R>o. (6.16)

C’est la raison pour laquelle cette propriété est supposée directement vérifiée par (6.12)-(6.13)
dans [92].

Considérons désormais le cas ou les mesures du systéeme sont échantillonnées. Soit la
séquence d’instants de transmission strictement croissante et non bornée {t;}icz., C R>o qui
vérifie :

v < ti—ti1 < T Vi € Z~g, (6.17)
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ou 7 € [v,00) représente la période d’échantillonnage maximale admissible, v € R+ et tg = 0.

D’éventuelles perturbations sur ’échantillonnage sont considérées :
ti = ti—l + TeXp(—d(ti_l)) Vi € Z>0, (618)

ott d € L1 est inconnue et d(t) > 0 pour tout t € R>q. La structure d’observation proposée

est la suivante:

3 = fo(z9) vt € [ti-1ti]

i = ho(z) 7 (6.19)
Y = prhp(w) vVt € [ti—lati]

9t = ylt),

ou g est une variable auxiliaire qui remplace la sortie du systeme (qui correspond a la fonction
de blocage Pred). La derniére condition requise sur I'observateur continu, qui sera le point de
départ de I'analyse de stabilité, est que le long des solutions de (6.10)-(6.11) et (6.12)-(6.13)
pour tout t € R>¢:

|Lyehp(@) — Liphp(@)] < o(ao] +|z0t) + K el g (6.20)

on g € KL et K € Ryp. Il est important de souligner que (6.20) est une propriété de
lobservateur continu et non de (6.19). A l'aide du Théoreme 6.2.1, il est montré que si la

période d’échantillonnage maximale satisfait :
TK < 1, (6.21)

alors, les solutions de I'observateur (6.19) sont bien définies pour tout ¢ € [0,00), il existe bien
des conditions initiales assurant la synchronisation de ’estimé avec le vecteur d’état pour tout
instant et il existe 6 € KL et v € K tels que, le long des solutions de (6.10)-(6.11) et (6.19),
pour tout t € [0,00), (xq,z0,wp) € R=Fn=F"y

€@ < a(lzol + |20] + |wol,t) +(llellp,p)- (6.22)

Par conséquent, 'observateur (6.19) permet bien de reconstruire asymptotiquement I’état du
systeme lorsque les mesures sont échantillonnées et que la période d’échantillonnage maximale
vérifie (6.21).

6.4 Observateurs pour les NCS

6.4.1 Modélisation et hypotheses

Tout d’abord le probleme est réécrit a I’aide du formalisme proposé au Chapitre 4, puis

les hypotheses sont présentées et comparées a celles du chapitre précédent.
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Lorsque les données du systéme sont transmises via un réseau ordonnancé, d’apres le

Chapitre 4, le probléme peut s’écrire sous la forme :

§ = felsen) Vt € [tio1ti] (6.23)
z = fiéer) Vt € [ti1,ti] (6.24)
> = g(&e2) Vt € [ti—1.ti] (6.25)
) = &) (6.26)
2(tF) = 2(t) (6.27)
e(t) = hlie(t:)z(t:)), (6.28)

ou £ € R™ représente 'erreur d’observation, z € R™* ’état de I'observateur, e € R™e l'erreur
induite par le réseau et g est défini par (4.28) et (4.48). La séquence d’instants de transmission
{titiez., vérifie:

v < ti—tig < T Vi € Zo, (6.29)

avec T € [v,00) et typ = 0. Les perturbations sur les instants de transmission considérées
dans (6.18) peuvent toujours étre prises en compte du moment que (6.29) est satisfait. Les
perturbations de mesures, £, sont ignorées dans (6.23)-(6.28) puisqu’elles sont uniquement
introduites dans §6.3 afin de quantifier la robustesse de ’observateur aux incertitudes de

mesures, ce que nous ferons ici & ’aide de la variable e.

Remarque 6.4.1 Les dépendances au temps et auxr perturbations w sont omises dans ce

chapitre, uniquement afin de simplifier ’exposé.

Hypothese 6.4.1 Le systéeme (6.23)-(6.24) est RFC vis-a-vis de e, i.e. il existe fi € C(R>o,
R>p), & € Koo, 7 € K telles que pour tout (£o,20) € R+ et e € L7, le long des solutions
de (6.24), pour tout t € R :

2@ < ) (@il +1z0) +lllel)) - (6.30)

Lorsque le probleme est écrit dans les coordonnées (€,z,e), il n’est plus nécessaire de sup-
poser que le systeme (6.10) soit positivement complet : I'hypothese ci-dessus et la suivante
I'impliquent. On remarque que 'Hypothese 6.4.1 permet de considérer des gains non linéaires

contrairement a I’'Hypothese 5.2.6.

Hypothése 6.4.2 Le systeme (6.23)-(6.24) est stable entrée-sortie de e a &, i.e. il existe
o€ KL ety € K telles que, les solutions de (6.23)-(6.24) vérifient, pour tout (£o,20) € RT"=
eeﬁgg ettERZQ:

@1 < ool + [20l,t) +(llello)- (6.31)



120 Chapitre 6. Extension des observateurs de Karafyllis-Kravaris aux NCS

Cette hypothese, qui correspond a I’'Hypotheése 5.2.1 mais avec des gains non linéaires, est
équivalente a (6.14). En effet, supposons que I'Hypothese 6.4.2 soit vérifiée, sachant que
£ =x—T=u1z—ho(z), alors pour tout (£n,20) € R"1"= e € Ll et t € Ry

A

€@ < o(l€l +[20l5t) +v(llell o)
o(lzo| + [ho(z0)| + [20[,t) + v(llellfo,4))- (6.32)

IA

Puisque hp(0) = 0 et que ho est continue, il existe a € K telle que |ho(2)| < «(|z]) pour

z € R™* (par exemple a(s) = sup |ho(z)| + s), par conséquent :
|lz|<s

€(2)]

IN

o(lzo| + (|z0]) + [20l,t) + v(llelljo,0))
o((I+ a)(Jzol + |20]),t) +v(llellfo)- (6.33)

IN

En rappelant que ¢ correspond a e ici, (6.14) est bien satisfaite. A I'inverse, on peut montrer
que (6.14) implique 'Hypothese 6.4.2. Ainsi, il n’est plus nécessaire de supposer séparément
qu’il existe des conditions initiales assurant la synchronisation pour tout temps de = et &

comme dans §6.3: 'Hypothese 6.4.2 le garantit.

Revenons au cas des NCS. Le vecteur de sortie, ¥y, est décomposé en [ sous-vecteurs
(y = (y1,---,y1)), ot | est le nombre de noeuds, ainsi h, = (hbh, ... ,hé). L’hypothese suivante
jouera le role de (6.20).

Hypothese 6.4.3 Il existe 6, € KL et K; € Rxq tels que le long des solutions de (6.23)-
(6.24), pour tout j € {1,...,l}, (£0,20) € R™=1"= et e € LT :

i hp(ho(2) — Lyphb(ho(2) + ) < 056l + l20t) + K llellpypy - (6:30)

Remarque 6.4.2 On note que |éj] = |prhgg(ho(z)) — prhgg(ho(z) +9)|, 7€ {1,....1}
(e = (e1,...,e1)).

Cette hypothese peut étre interprétée comme une propriété de stabilité entrée-sortie du
systéme (6.23)-(6.24) avec e comme entrée et § = Ly, h's(ho(z)) — L, hs(ho(z) + ) comme
sortie. Contrairement au Chapitre 5, I'interconnexion ne repose plus sur les variables (£,z,e)
mais (7,z,e). Cette différence n’est pas la seule entre les deux études, comme nous le consta-

terons lors de I'analyse de stabilité.

Remarque 6.4.3 Il est possible d’adapter les résultats du Chapitre 5 a ce type d’intercon-
nexion sous des hypothéses supplémentaires. De nouvelles bornes sur le MATI sont alors
obtenues. Nous avons choisi de présenter différents types d’interconnexion dans ce mémoire
afin de souligner la maléabilité des résultats exposés. Nous considérerons ultérieurement ce

type d’interconnexion dans l'article de revue correspondant au Chapitre 5.
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Remarque 6.4.4 De la méme maniére que (6.14) et I’Hypothése 6.4.2 sont équivalentes, on

peut montrer que (6.34) lest avec :
Lo hiplho(2) = Liphio(ho(z) + €] < Gillaol + olt) + Killell s (6:35)

ce qui permet de faire le lien entre I’Hypotheése 6.4.3 et (6.20).

6.4.2 Pour des protocoles a excitation persistante

On se concentre dans cette sous-section sur les protocoles définits ci-dessous. La séquence
de transmission {¢; }icz., C R>o est définie comme dans §6.3. On nomme {t! };cz., C R>¢ la

sous-séquence d’instants auxquels le nceud 7 € {1,...,l} a accés au réseau.

Définition 6.4.1 On appelle protocole a excitation persistante tout protocole qui satisfait les
propri€tés suivantes :
(i) chaque séquence {t!}icz., est mon bornée ;
(i) pour tout j € {1,...,l} il existe vj € Rso, 75 € [v,00) tels que vj <t —t] < 75 pour
tout © € ZZO‘

Les instants de transmission d’un méme noeud ne sont donc plus périodiques. La condition
(i) assure qu'aucun nceud n’est ignoré apres un temps donné, tandis que (ii) garantit 1'exis-
tence d’une borne supérieure sur l'intervalle de temps séparant deux instants de transmission
d’un méme nceud. Ces deux propriétés évitent que I'information d’un nceud soit ou tende a
étre oubliée avec le temps. Ce type de protocoles a été étudié dans [190]. On constate que
le protocole RR est bien a excitation persistante tandis que rien ne garantit a priori que le
TOD le soit. Concernant la stabilité éventuelle de tels protocoles, il est difficile de statuer de
manieére générale puisqu’ils ne sont pas définis par leur comportement & chaque instant de
transmission mais sur un intervalle de temps, a la différence des Définitions 4.2.1 et 4.3.1. De
plus, dans ce chapitre contrairement au précédent, I’analyse ne repose pas sur la stabilité du

protocole.

Théoréeme 6.4.1 Supposons que les Hypothéses 6.4.1-6.4.3 soient vérifiées, pour les proto-

coles a excitation persistante, si

l
ZlTjKj < 1 (6.36)
‘]:

alors le systéme (6.23)-(6.28) est RFC et il existe f € KL tel que, pour tout (£o,20,e0) €
Rnetnz+ne .

€@).e()] < B(I%l + 20| + leol t)- (6.37)
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Preuve. Soit (£y,20,e9) € R™T"=1" D’apres (6.34), soit j € {1,...,l}, pour tout ¢ € [0,tmax)
(ot [0,tmax) est U'intervalle d’existence maximal de (6.23)-(6.28), tmax € Rsg U {o0}):

Lo (ho(2)) — Lynhh(ho(2) + 6 < a1l + lz0l.t) + K llello - (6.39)

Soit i € Z>¢, pour tout t € [Tg,Tngl) M [0,tmax ), de par (6.38) on a:

e ()] = / (Lsplb(ho(=() = Lyahp(ho(=(s)) +€(5))) ds

Tjﬁj(\&)\ + !20\,7}-]) + 7, K; HeH[o,t) :

IN

Considérons t € [O,Tg) N [0,tmax) :

;B = |e;(0) + /0 (Linhip(ho(2()) = Lynhh(ho(=(s)) +€(s) ) ds

€5 (0)] + 7355 (1€ol + |201,0) + T3 K llelljos) -

IN

Définissons la fonction de classe ICL:

5-(5.0) (150;(s,0) + s) et sit < (6.39)
oi(s,t) = .
! ;G (s,t — 7)) + st sit > 7y

Pour tout ¢ € [0,tmax),

le;j ()] < 6;([%l + |20l + leolst) + 75K [lell o, - (6.40)

l
Sachant que |e| < > |e;], on déduit de (6.40) que, pour tout ¢t € [0,tmax)
j=1

l
le®)] < &(€l + [0l + leolt) + > ik llell o » (6.41)
j=1

n l
ou 6 = ), 6; € KL. Ainsi, puisque ) 7 K; <1,
j=1

i=1
1 .
el < ——F——0(&l+ 20| + leal,0). (6.42)
1-— ZTjKj
i=1

D’autre part, pour tout ¢ € [0,tmax), d’apres U'Hypothese 6.4.2 :

€@ < oSl + [z0lt) +(llell ) (6.43)
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en conséquence, selon 'Hypotheése 6.4.1 et les Propositions A.1.1 et A.1.2, pour ¢ € [0,tmax) :

SO+ 2] +le®)] < allol +[20],0) + fu(t)a(|€o| + |20l)

1
!

1-— ZTjKj
7j=1

[(€(),2(t).e(®)] < o(2|(€0,20,€0)],0) + fi(t)2(2[(£0,20,€0)])

+0 | t, 7 (|€o| + [20] + |eol,0) (6.44)

1

l
1— ZTjKj
7j=1

+0 | ¢, 5’(3’(50,20,60)‘,0) R (645)

ou 5(t,s) = s+ (s) + f(t)y(s), pour s,t € R>o. En majorant la fonction 9 : s — 0(2s,0) +

f(t)a(2s) + o | t,———5(3s,0) | € K par une fonction Ko, (par exemple s — s+9(s)), on

1-> 7K,
=1

déduit que le systeme (6.23)-(6.28) est RFC d’apres la Définition 6.2.1 (a = ¥+l et p = a+1).
De plus, d’apres (6.44),

EO1+ =)+ |e()] < olleo] + Ia0l.0) + 72(6) + 562(6o] +Izo])
. 1 .
+6 [ ————0 (Il + |20[ + [eol,0)
1—ZTJ’KJ‘
j=1
< max {20(Igo| + |z0l,0) + G%(0] + |20])

126 | a0l + 2ol + el 0) | 28%0)}.  (6.46)

l
1-— ZTjKj
7j=1

oud(t,s) =s+v(s)+ %’7(3)2. Tous les éléments sont désormais réunis pour pouvoir appliquer

le Théoreme 6.2.1. Grace a la régularité des champs de vecteurs considérés et I'occurence

des sauts indépendante des états du systéme, on peut montrer que le systeme (6.23)-(6.28)

est BIC [89, 92]. D’apres le Théoréeme 6.2.1, on identifie pour i € {1,2} et j € {1,2}\{i},
!

‘/i(ta¢(tat07x07u)au(t)) = |€|, g; = 6-7 Ll(t7m) = |£‘ + |Z| + |€’7 Yi = ZTLKL]L ij = ‘/iv ’Y;L = 07
=1

wi = 2%, ai(s) = 20(2s,0) + &%(2s) + 26 | —2—5(35,0) | (s € Rxg), pi = 0, p¥ = 0,
I—ZTZK,L
i=1

p = nl ot n est une constante arbitrairement petite, y = e, a = I, b = 3L. Ainsi, (6.6) est

l
vérifiée d’apres (6.41) et (6.46), (6.7) puisque > 7;K; < 1, (6.8) et (6.9) d’apres les fonctions
j=1
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identifiées. Par conséquent, le Théoreme 6.2.1 nous informe qu’il existe ¢ € KL telle que,
pour tout (£p,20,69) € R™T"=1" e long des solutions de (6.23)-(6.28), pour tout ¢ € [0,00) :

le@®)] < &(|€l + [z0] + [eol,t)- (6.47)

Finalement, toujours a l’aide du Théoréme 6.2.1 et d’arguments similaires, d’apres (6.43),
(6.46), (6.47), on montre qu’il existe § € KL telle que pour tout (£p,20,e0) € R™€FTn=F"e e
long des solutions de (6.23)-(6.28), pour tout ¢ € [0,00) :

€@ < 6(ISol + |20l + leol ). (6.48)

Le résultat désiré est obtenu. O

Alors que les analyses conduites au Chapitre 5 reposent sur les propriétés de stabilité
intrinseques des protocoles, le probleme est ici traité différemment, au cas par cas. Des hy-
potheses similaires a celles utilisées au Théoreme 5.2.2 permettent d’assurer la convergence
asymptotique de l'erreur d’observation (ainsi que de I'erreur induite par le réseau) vers 'ori-
gine, lorsqu’aucune perturbation n’affecte le systeme. Les différences entre les conditions re-
quises sont de deux ordres. Premiérement, il n’est pas nécessaire que le systeme (6.23) soit
stable entrée-état vis-a-vis de e avec un gain linéaire mais que (6.23)-(6.24) soit stable entrée-
sortie de e a £ avec des gains non linéaires, ce qui est moins restrictif. On doit cette extension
au fait que le théoreme du petit gain de [91] ne requiert pas la bornitude des états du systéme
(on rappelle que lorsque la stabilité est entrée-sortie au Chapitre 5, il est nécessaire de suppo-
ser le systeme (6.24) soit UEBEB, tandis que la complétude robuste positive suffit ici). D’autre
part, la stabilité du sous-systéme (6.25)-(6.28) est analysée différemment, en intégrant (6.34)
ce qui permet de le considérer comme étant en interconnexion avec lui-méme, et non pas
avec (6.23),(6.26), (6.24),(6.27) comme au Chapitre 5. Les bornes sur le MATT de cette étude
sont en conséquence différentes des précédentes et ne dépendent que des gains de I’'Hypothese
6.4.3.

Il est difficile d’affirmer qu'une méthode est plus précise que I’autre puisque les conditions
sur les trajectoires et donc les gains sont différents. Nous ferons ce travail numériquement sur

des exemples a la fin du chapitre.

Les deux résultats suivants sont des conséquences directes du Théoreme 6.4.1.

Corollaire 6.4.1 Supposons que les Hypothéses 6.4.1-6.4.3 soient vérifiées, pour le protocole
RR, si

TK; < 1 (6.49)

l
=1

J

alors le systeme (6.23)-(6.28) est RFC et (6.37) est garanti.
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Corollaire 6.4.2 Supposons que les Hypothéses 6.4.1-6.4.2 soient vérifiées et qu’il existe
g; € KL et Kj € R>g tels que le long des solutions de (6.23)-(6.24), pour tout j € {1,...,l},
(€0,20) € R™T™= et e € L7, pour tout t € R>q :

|prh3D(hO(z)) - prh%J(hO(z) =+ £)| < 5-j(|£0| + |Z0|7t) + Kj HejH[tOJ,) s (650)
pour tout protocole a excitation persistante, si pour tout j € {1,...,l}
TjKj < 1, (6.51)

alors le systeme (6.23)-(6.28) est RFC et (6.37) est garanti.

Remarque 6.4.5 La condition (6.50) est moins générale que (6.34) puisque le terme de
droite ne dépend que du sous-vecteur e;. Cela signifie, en général, que le systeme est composé
de | sous-systemes indépendants les uns des autres, correspondant & chaque neud. Dans de

tels cas, les bornes sur le MATI obtenues sont moins restrictives que celle du Théoréme 6.4.1.

6.4.3 Pour des protocoles TOD

L’ordonnacement du réseau par un protocole TOD est maintenant étudié. On nomme ¢
la fonction qui attribue I'acces au réseau a un nceud, ¢ : R>o x R — {1,... I} constante par

morceaux, lorsque le nceud j a été choisi a I'instant t;, ¢(t,e) = j pour t € [t;,t;it1), et e;(t;) = 0.
Un résultat technique préliminaire est nécessaire a ’analyse.

Lemme 6.4.1 Supposons que les Hypothéses 6.4.1-6.4.3 soient vérifiées, pour le protocole
TOD, pour tout (£0,20,e0) € R™T=Fe e e LT je{1,...,0},i>1—1,t € [1,7i+1)N]0,tmax)
(10,tmax) est lintervalle mazimal d’existence des solutions, tmax € Rso U {o0}), les solutions
de (6.23)-(6.28) vérifient :

1

le;(8)] < szﬁk(|€o|+|Zo|,Ti—l+1)+lTkefFlaX

(K} el o, - (6.52)
— ol}

Preuve. Soient (§,20,e0) € Rt e c Ll je{l,... I} eti>1—1.Sigj(me(r; ) =],
(6.52) est vérifié. Concentrons-nous sur le cas ou g;(7;,e(r; ))) # j. Pour tout t € [r;,7541) N
[0,tmax), d’apres (6.34) :

le; ()] < 70;(|€l + [20],7) + 7K llelljg 4 + lej(7i)]- (6.53)

Deux cas doivent étre distingués.

(a) Pour tout k € {i — 1+ 1,...,i}, ¢j(7r,e(7; ) # j, alors, puisque ¢ > [ — 1, au moins un
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nceud jp a eu acces au réseau au moins deux fois sur [r;_;11,7;] aux instants notés k; < ko.

Par conséquent, pour ¢t € [Tk, ,Tky+1) N [0,max ),

les(O] < les(rig)| + 76510l + |20lim) + 7K llell o
< leso(mip)l 4+ 755160l + 120l7) + 7 llell o - (6.54)

D’autre part, pour t € [Tr,—1,Tky) N [0,tmax),

ko—1

leio (O] < 7Y 550l + [20079) + (k2 = k1)K, [lellg ) - (6.55)
q=k1

en conséquence, pour t € [Tk, ,Tky+1) M [0,tmax),

ko—1

les()] < 7Y 55(1€l + |20l,mg) + (k2 — k)T K5y llello. + 755 (1€l + |20],7,)
q=k1

+7Kj el - (6.56)

Soit t € [14,7i+1) N [0,tmax), d’apreés (6.53), si kg < i,

ko—1
les ()] < 75;(I%l + 20lm) + 7K llell 5 + 7 Y Fjo(l0] + |20],74)
q=k1
i—1
+(ka — k)T, llelly + 7> 5(1€0] + 120],74) + 7K (i — ka) [lelljo
q=k2
l
< Iy o€l + |20l miciar) + I max {Ki} el - (6.57)
=1 ke{1,...,l}
Si ky =,
i—1
les ()] < 7a;(I%l + [200m) + 7K [lell o + 7 Y 55 (1ol + |20],7)
q=k1

+(i = k)T Ky [lelljoz -

Dans les deux cas, le résultat désiré est satisfait.

(b) Nlexiste k € {i —1+1,...,i—1} tel que ¢;(1x,e(7;, )) = j pour tout t € [14,7k4+1) N[0,tmax),
le; ()] < 7€l + [20l,7%) + 7K lelljo »

alors, pour t € [7;,741) N [0,tmax),

i—1

les(®) < Y 755(1€ol + |20l,7) + (i = B)7 llell o) - (6.58)
q=k

Tous les cas possibles ont été étudiés, (6.52) est bien satisfait. O
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Théoreme 6.4.2 Supposons que les Hypothéses 6.4.1-6.4.3 soient vérifiées, pour le protocole
TOD, si
3
712 max {K,} <1
je{l,...,l}{ it (6.59)
alors le systéme (6.23)-(6.28) est RFC et (6.37) est garanti.

Preuve. Soit (£y,20,e0) € R =1 D’apres le Lemme 6.4.1, pour tout ¢ € [74,7;41)N[0,tmax )

1 >1—1, on peut montrer que:

!
3 3
le(®)] < 127 anr(lo] + 20l,mimit1) + lngefﬁaXl}{Kk} lello,) - (6.60)
et

Pour ¢ € [0,77—1) N [0,t1max), la borne suivante est déduite pour tout j € {1,...,l}:
lej ()] < 1rai(|€] + |200,0) + 1K [[ell g 4 + les(0)]. (6.61)

Ainsi, pour tout t € [0,77-1) N [0,tmax),

1
le(t)] < Z%TZakum+|zO|,o>+z%fk€rﬁaxl}{m||e||[o,t)+x/Z|eo|, (6.62)
2

l
VI 17Y5(s,0) + 5) elr—t sit<lIr

Jj=1

a(st) = l (6.63)
Viir Zl6j(s,t — 1)+ selT—t) sit>Ir.
]:
Pour tout t € [0,tmax) :
o 3
le()] < (&l + [20] + leol t) + lszeIﬁaXl}{Kk} llelljo,p) - (6.64)
La preuve se conclut de la méme fagon que celle du Théoréme 6.4.1 en invoquant & plusieurs
reprises le Théoreme 6.2.1, sachant que ok %axl}K ;<1 O
Je{1,...,

Il est intéressant de remarquer que les bornes sur le MATT pour le RR généralisé et le
TOD ne different pas en terme de gain, comme c’est le cas au Chapitre 5, mais en terme
de formulation. L’analyse étant adaptée au protocole, la borne sur le MATI obtenue est ca-
ractéristique de la méthode suivie. Il est par conséquent difficile d’affirmer que I'un ou autre
des protocoles permet de considérer de plus grands MATT & partir des expressions présentées.
Nous verrons en simulation que le TOD confirme le plus souvent nos attentes en prouvant sa

supériorité pour de grands MATI.

Le résultat suivant est une conséquence directe du Théoreme 6.4.2.
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Corollaire 6.4.3 Supposons que les Hypothéses 6.4.1-6.4.2 et que (6.50) soient vérifiées pour
le protocole TOD, si

Tmax;cqr,. K < 1 (6.65)
alors le systeme (6.23)-(6.28) est RFC et (6.37) est garanti.

Preuve. La preuve suit le méme cheminement que celle du Théoréme 6.4.2 mais en appli-

quant le théoréme du petit gain non pas a |e| mais I?ax }\ej\. O
je{l,...0

Remarque 6.4.6 D’aprés la Remarque 6.4.5, lorsque (6.50) est satisfait et que le systéme a
observer est effectivement composé de | sous-systémes indépendants, l’implémentation décrite
dans §4.3.2 peut étre allégée en placant uniquement l’observateur correspondant au sous-

systéme a chaque neeud.

6.5 Applications

Comme au Chapitre 5, nous montrons que les observateurs linéaires et & grand gain
satisfont les hypotheses considérées et des bornes explicites sur le MATI sont données lorsque
la fonction de blocage Pred est couplée aux protocoles RR, TOD ainsi qu’au cas échantillonné.

6.5.1 Observateurs linéaires

Soit le systeme linéaire :

z = Az (6.66)
y = Cu, (6.67)
Cq
oux € R™, yeR™Ww, Aet C = | Cy | sont des matrices réelles de dimensions appropriées
Cs
telles que (A,C) est détectable. L’observateur de Luenberger suivant est étudié :
r = AT+ Ay-—17) (6.68)
y = C=z. (6.69)

Nous avons vu au Chapitre 5 que le probleme peut s’écrire sous la forme:

£ = (A—AC)E —Ae Yt € [ti—1,ti] (6.70)
2 = Az+Ale+ C¢) Yt € [ti—1,t5) (6.71)
¢ = —CA¢ Vt € [tio1ti] (6.72)
EtS) = &) (6.73)
A(t7) = 2(t) (6.74)
) (6.75)
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ou z = T, h est défini par (4.29), (4.38) ou (4.49) et ou la séquence d’instants de transmission
{ti}icz-, est telle que v < t;—t;_1 < 7 pour tout i € Zsg, v € Ry, 7 € [v,00) et g = 0. L'Hy-
pothese 6.4.1 est satisfaite puisque le systéme est linéaire. Le Lemme 5.3.1 permet d’affirmer
que ’'Hypothese 6.4.2 est vérifiée. La seule condition a étudier est celle de ’'Hypothese 6.4.3. De
la méme maniére qu’au Lemme 5.3.1, sachant que |prhgg(i‘) — prhgg(x)| = |C;A¢|, on peut
montrer qu’il existe 5, € KL et K; € Rsg, j € {1,2,3}, tels que, pour tout (£y,z9) € R "=
et ee Ll

ICAE(B)] < Fj(lol + |20l ,t) + K lellg,p - (6.76)

Deux expressions possibles des K; se déduisent de la preuve du Lemme 5.3.1: |C;A[y{ ou &
'aide d’une borne de fg |CjAexp ((t —s)(A—AC)) Al ds. On notera K le gain correspondant
pour l'inégalité (6.20) qui s’obtient en remplacant C; par C.

La proposition ci-dessous est une application du Corollaire 6.4.1, du Théoréme 6.4.2 et de
§6.3.

Proposition 6.5.1 Considérons le systeme (6.70)-(6.75), pour

(i) le protocole RR, si T € [v,TrR) 0l

— 1 .
TRE = 3(Ki+K2+K3) (6.77)

(ii) le protocole TOD, si T € [v,7rop) 0l
TTOD = I (6.78)
32 {55} :
J

(iii) le cas échantillonné, si T € [v,Tsp) ou
Tsp = (6.79)
alors le systéme est RFC et (6.37) est satisfait.

Nous retrouvons donc la méme propriété de stabilité qu’au Chapitre 5 lorsque le bloqueur

Pred est implémenté, mais sous des conditions sur le MATT différentes.

6.5.2 Observateurs a grand gain

A Tinstar du Chapitre 5, les observateurs a grand gain pour des systémes multisorties de
[51] sont étudiés. Des résultats similaires sont vérifiées pour d’autres observateurs globalement
Lipschitziens, comme nous le verrons sur un exemple dans §6.6.2.

Soit le systeme :

T = Az + é(z) (6.80)
y = Cu, (6.81)
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ouz = (x1,...,xp) € R x; € R" et
[0 I, 0 ... 0]
0 I, :
A = : o0 |
0 0 I,
0 ... ... ... 0 |
C =[1,0...0] € R™" ¢(x) = (p1(x1),¢2(x1,22), ... ,¢p(x)) avec ¢; globalement Lipschit-
zienne de constante kg, € Ro, i € {1,...,p}, p € Z>. Lorsque les mesures du systeme sont

transmises par I'intermédiaire d’un réseau, le probleme s’écrit :

6.87

£ = (A—0A,'S7TICTC)E— 00, ST C e + ¢(E + 2) — ¢(2) Yt € [tio1,ti] (6.82)
io= Az+¢(z) +0A,1STICT (CE +e) Vt € [ti_1,ti] (6.83)

¢ = —CAL+C(d(2) — d(€+2)) Vt € [ti—1,ti] (6.84)
EtS) = &) (6.85)
2th) = z2(t) (6.86)
(6.87)

e(tf) = hlie(t:),

(2

ou z = T, h est défini par (4.29), (4.38) ou (4.49), ou la séquence d’instants de transmission
{titicz-, est telle que v < t; —t;_1 < 7, v € Ry, T € [v,00), typ = 0. Pour les mémes
raisons qu’au Chapitre 5, nos résultats s’appliquent a cette classe de systemes paramétrés en
0. Les Hypotheses 6.4.1 et 6.4.2 sont vérifiées d’apres §5.3.2. Le Lemme 5.3.2 nous indique
que 'Hypothese 6.4.3 est également satisfaite avec K;(0) = (|CjA| + kg, )71(0) et K(0) =
(|CA| +kg)y1(0) pour (6.20). La proposition suivante est une application du Corollaire 6.4.1,
du Théoreme 6.4.2 et de §6.3.

Proposition 6.5.2 Considérons le systéme (6.82)-(6.87), pour tout 0 > 6y (ou Oy est défini
dans le Lemme 5.5.2) pour
(i) le protocole RR, si T € [v,Trr(0)) ou

melf) = smEEROEGE) (6.88)
(ii) le protocole TOD, si T € [v,77op(0)) ou

A 0) — 1 .

Fron(?) 3% max  {K;(0)} (6.89)

(iii) le cas échantillonné, si T € [v,7sp(0)) ou
7sp(0) = @y (6.90)
alors le systeme est RFC et (6.37) est satisfait.

La méme remarque que pour les observateurs linéaires s’appliquent : on retrouve les mémes

propriétés de stabilité qu’au chapitre précédent mais avec des bornes nouvelles sur le MATTI.
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6.6 Simulations

Dans cette section, différents exemples d’émulation d’observateurs sont étudiés. Les confi-
gurations du réseau sont celles évoquées au Chapitre 5: les protocoles RR, TOD et le cas
échantillonné, ainsi que les bloqueurs ZOH et Pred. On rappelle que les travaux de ce cha-
pitre ne permettent pas d’étudier les bloqueurs ZOH. Nous comparerons les bornes sur le

MATI déduites aux Chapitres 5 et 6 et commenterons certaines hypotheses.

6.6.1 Exemple numérique

Soit le systeme :

i = Az (6.91)
y = Cu, (6.92)
avec ) )
0 1 0 0 O
-1 0 0 0 0 01 100
A = O -1 -1 0 O , ¢ = 001160
0O 0 0 -1 0 00011
1 0 0 0 -1 |

L’origine x = 0 est stable pour le systéme (6.91), puisque les poles de A sont {—1,—1,—1,—4,i}.

La paire (A,C) est observable. Un observateur continu est synthétisé :
T=Ar+ Ay — C1), (6.93)

oit A € R%*3 est telle que les poles de (A — AC) sont (—1.4, — 1.4, — 1.4, — 1.4, — 1.4). Lorsque
le systeme transmet ses mesures par 'intermédiaire d’un réseau ordonnancé, le vecteur de

sortie est décomposé en trois nceuds: y = (y1,y2,y3), ou

y1. = x9t+x3 = Cix
yo = x3+x4 = Chx
ys = my+x5 = Csz.

On remarque que les informations des trois nceuds sont indispensables a I'estimation du vec-

teur d’état puisque aucune paire (A4,C;) ou (A,

C.
C’Z ]), (i,5) € {1,2,3}% n’est observable.
J

Les bornes sur le MATT obtenues a 1’aide des Propositions 5.3.1 (pour le bloqueur ZOH),
5.3.2 et 6.5.1 (pour le Pred), pour les différentes configurations de réseau, sont résumées dans
le Tableau 6.1 (le systéme (6.91) étant stable, la Proposition 5.3.1 peut bien étre appliquée).
Les MATT constatés en simulation y sont également indiqués, mais uniquement pour le Pred :

la convergence étant pratique avec le ZOH, il est difficile de déterminer une valeur limite
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RR TOD | Echantillonné

ZOH Proposition 5.3.1 (Lyapunov) 0.0014 | 0.0024 0.013
Proposition 5.3.1 (solution analytique) | 0.0022 | 0.0038 0.021

Pred Proposition 5.3.1 (Lyapunov) 0.0028 | 0.0049 0.027
Proposition 6.5.1 (Lyapunov) 0.0038 | 0.0066 0.027
Proposition 5.3.1 (solution analytique) | 0.0043 | 0.0075 0.041
Proposition 6.5.1 (solution analytique) | 0.0253 | 0.0347 0.128

Simulation 0.65 2.48 tres grand

TAB. 6.1 — Bornes sur le MATI pour ’observation de (6.91)-(6.92) via le réseau

compte tenu de la stabilité de I’observateur. Nous distinguons dans ce tableau les bornes pour
lesquelles les coefficients du Lemme 5.3.1 sont dérivées a I’aide de fonctions de Lyapunov ou
de la solution analytique (cf. preuve dudit lemme). Pour 'analyse de Lyapunov, le coefficient
dépend évidemment de la fonction choisie. Afin de maximiser le MATI, une procédure d’op-
timisation sous contraintes a été utilisée. Nous ne pouvons prétendre avoir obtenu les valeurs
minimales puisque rien ne nous indique que celles-ci existent. C’est la raison pour laquelle,
Ioptimisation a été lancée pour un millier de conditions initiales différentes afin d’obtenir un
MATT aussi grand que possible.

On constate, dans un premier temps, que les bornes obtenues a 'aide des solutions ana-
lytiques sont plus grandes et donc plus précises que celles faisant appel a des fonctions de
Lyapunov. Les différentes majorations nécessaires pour cette derniere approche peuvent justi-
fier cet écart. Nous devons cependant nuancer ce constat car seul un échantillon (bien qu’issu
de procédures d’optimisation) de fonctions de Lyapunov a été testé. D’autre part, la Pro-
position 6.5.1 fournit des estimations généralement plus larges que la Proposition 5.3.1. On
peut 'expliquer par le fait que les travaux de ce chapitre sont adaptés & chaque protocole,
contrairement au Chapitre 5 qui se veut plus universel. Ainsi, il est plausible que les ana-
lyses proposées offrent une meilleure description du probléme et permettent d’obtenir de
meilleurs MATI pour le bloqueur Pred. Il faut également remarquer que les hiérarchies entre
ZOH/Pred et RR/TOD /échantillonné s’averent respecter aussi bien par les bornes estimées
que constatées. En effet, pour un méme protocole, le bloqueur Pred permet d’élargir le MATI
par rapport au ZOH. Cela semble logique puisque le Pred a pour but de compenser, en quelque
sorte, I'absence d’information sur les mesures du systéme tandis que le ZOH se contente de
fournir des données retardées. De méme, pour une fonction de blocage donnée, le protocole
TOD se révele supérieur au RR pour de grands MATTI. Le cas échantillonné est bien siir & part,
puisque tous les capteurs communiquent aux mémes instants, le MATI est donc beaucoup plus
grand. On peut noter que le meilleur rapport MATI en simulation sur MATT estimé est de 25
pour le protocole RR combiné au bloqueur Pred. D’autre part, on remarque que le bloqueur

Pred s’avere tres stable puisqu’il permet de considérer de larges MATI, en particulier pour le
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cas échantillonné.

Des simulations ont été réalisées avec les conditions initiales suivantes: z¢ = (10,10,10,10,
10), o = (0,0,0,0,0) et go = (0,0,0). L’évolution des états du systéme est représentée Figure
6.1. Les tracés des erreurs d’observation sont proposés aux Figures 6.2, 6.4, 6.6 pour, res-
pectivement, les protocoles RR, TOD et I’échantillonné, pour des périodes de transmission
inférieures aux bornes estimées. Il est important de constater que lorsque le bloqueur est
de type ZOH, la convergence de 'erreur d’observation n’est pas asymptotique vers l'origine
mais pratique, comme l'indique les résultats du Chapitre 5, voir Figures 6.3, 6.5 et 6.7. Notre

analyse est donc fidéle au comportement réel du systéme dans ce cas.

Remarque 6.6.1 Nous avons choisi un systéme oscillant afin de mettre en évidence la
non convergence vers l'origine a l'aide du bloqueur ZOH. Pour des systemes dont les états
convergent vers une valeur constante, on devine que ces écarts pourront disparaitre : leffet du

retard induit par le bloqueur diminuant au fil du temps.

F1c. 6.1 — Etats du systéme (6.91)-(6.92)

Cas d’un systéme linéaire instable

Avant de passer a l'observation de robots flexibles, nous nous intéressons brievement au

cas ol le systeme linéaire & observer n’est pas stable afin de vérifier si ’'Hypothese 5.2.4 et la
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Fi1G. 6.2 — Erreurs d’observation pour le protocole RR avec T = 0.0022
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Fi1G. 6.3 — Zoom sur les erreurs d’observation pour le protocole RR avec T = 0.0022
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Fi1G. 6.4 — Erreurs d’observation pour le protocole TOD avec T = 0.0038
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Fi1G. 6.5 — Zoom sur les erreurs d’observation pour le protocole TOD avec T = 0.0038
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Fi1G. 6.6 — Erreurs d’observation pour le cas échantillonné avec T = 0.021
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Fi1G. 6.7 — Zoom sur les erreurs d’observation pour le cas échantillonné avec T = 0.021
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RR TOD | Echantillonné
Pred Proposition 5.3.1 (Lyapunov) 0.0001 | 0.0002 0.001
Proposition 6.5.1 (Lyapunov) 0.0002 | 0.0004 0.001
Proposition 5.3.1 (solution analytique) | 0.0003 | 0.0006 0.003
Proposition 6.5.1 (solution analytique) | 0.0006 | 0.0007 0.002
Simulation 0.2 0.3 0.7

TAB. 6.2 — Bornes sur le MATI pour 'observation de (6.94)-(6.95) via le réseau

condition (5.48) s’averent justifiées. Soit le systeme instable suivant :

z = Ax (6.94)
y = Cu, (6.95)
avec ) _
0 1 00O
-1 0 0 0 0 01100
A = 0O -1 100{,C = 001160
0 0 010 00 011
1 0 00 1

Les poles de A sont {1,1,1,i,—i} et la paire (A,C) est bien observable. Un observateur du type
(6.93) est synthétisé. Les bornes sur le MATT obtenues pour le bloqueur Pred sont données
dans le Tableau 6.2 (aucun de nos résultats ne permet d’en calculer pour le ZOH puisqu’une
des hypotheses est violée).

Des simulations sont réalisées pour les mémes conditions initiales que précédemment.
On constate, d’apres la Figure 6.8, que pour un intervalle de transmission petit (7 = 0.002),
I’émulation de I'observateur a ’aide de bloqueurs ZOH diverge, alors qu’avec le Pred la conver-
gence de l'erreur d’observation est assurée. L’hypothese de stabilité du systéme a observer,
lorsque le bloqueur est d’ordre zéro, semble donc justifier pour ce systéme linéaire. Nous ne
pouvons étre catégorique car il faudrait pour cela étudier le comportement du systéme pour

T qui tend vers 0.

6.6.2 Robot flexible

Nous étudions les observateurs pour robots flexibles développés dans [160], qui sont une

extension de [1]. Le modele du systeme sans entrée de [187] est:
&t = Az + é(x) (6.96)
y = Cu, (6.97)

ou & = (0p,wm,01,w1), Om,wm sont respectivement la position et la vitesse angulaire et du

moteur, 01,w; la position et la vitesse de la liaison, ¢(x) = (0,0,0, — 3.33sin(z3)) est donc
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Fi1G. 6.8 — Erreurs d’observation pour le protocole TOD avec T = 0.002

globalement Lipschitzienne de constante kg = 3.33,

0 1 0 0
—48.6 —1.25 48.
s 8.6 5 486 0 o= 10 00 ‘
0 0 0 1 0100
19.5 0 —-195 0
L’observateur suivant est synthétisé :
r = Az+¢(x)+ Ay —79) (6.98)
gy = Cz (6.99)
A= A EtEry 6.100
= A+ CTE M (6.100)
ou A1 € R¥? est tel que A — A1C est Hurwitz:
9.3275 1
—48.7804 22.1136
Ay = . (6.101)

—0.0524  3.1994
19.4066  —0.9032

La matrice Ay € R**2 est un autre gain d’observation défini par

Ay = LP7ITCT, (6.102)
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ol P est la matrice réelle définie positive symétrique :

18.6546  —0.0234 0.0396 0.0012
—-0.0234 5.9522 —12.5731 1.9503
0.0396 —12.5731 30.8320 —8.8656
0.0012 1.9503 —8.8656  9.7302

qui satisfait ’équation de Riccati algébrique :
- 2
(T‘l(A — AlC)T)T P+ P (T‘l(A — AlC)T) + P? + (k; +n)l — %TCTCT =0,
(6.103)
ot T' = diag(1,1,1,10) est une matrice de changement de coordonnées et ¢ > —k2, ¢ = 0.1111,

ks = 0.333, n = 0.1211, ainsi

0.0268 0.0003
0.0003 1.1392
0.0001 0.5405

0 0.2641

9 =

L’observateur (6.98)-(6.100) est développé en deux étapes dans [160]. Dans un premier temps,
le gain A; est déterminé, puis un changement de coordonnées est opéré afin de satisfaire
certaines conditions non-présentées ici (en rapport avec la distance a l'inobservabilité du
systeme notamment) d’ou la matrice 7. Afin d’obtenir des bornes sur le MATI les plus
grandes possibles, nous choisissons de réécrire le probleme de ’observation lorsque les capteurs
transmettent leurs données par 'intermédiaire d’un réseau partagé, dans les coordonnées &,z,e
ol §~ =T ¢ et 2 = T 'z (puisque les sorties du systéme sont z; et xo, le changement de
91— Y1
Y2 — Yo
est associé a chaque composante du vecteur de sortie, [ = 2. Le probléme devient dans les

coordonnées n’affecte pas e = [ compte tenu de la définition de T'). Un nceud

coordonnées (£,Z,¢) :

£ = T HA—AC)TE =T 'Ae+ T (TE +T3)

—T719(T%) Vt € [tioiti] (6.104)

o= TYATZ+T7'¢(T2)+ T 'Ae + T7IACTE Vt € [ti1,t;] (6.105)

¢ = fplz)— CA(TE +T3) — CH(TE + T73) Vt € [tiiit] (6.106)
Eth) = &) (6.107)
Z(tH) = Z(t) (6.108)
e(tf) = h(iet;)). (6.109)

On peut montrer de la méme maniere qu’au Lemme 5.3.2 en utilisant (6.103), que pour tout
o € R* and e € £2,, les solutions de (6.104) vérifient :

€0 < /52l exp (sl (t — to)) ()] + 22220 | PT1A el - (6:110)
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RR TOD Echantillonné
ZOH | Proposition 5.3.1 | 1.12 x 107 | 1.58 x 1079 | 5.39 x 107°
Pred | Proposition 5.3.2 | 2.73 x 1079 | 3.16 x 1072 | 1.08 x 1078
Théoréme 6.4.2 | 5.34 x 1079 | 3.83 x 1072 | 1.08 x 1078
Simulation 0.30 0.28 1.2

TAB. 6.3 — Bornes sur le MATI pour le systéeme (6.104)-(6.109)

Par conséquent, les Hypotheses 5.2.5 et 6.4.2 sont satisfaites. L’Hypothese 5.2.3 est vérifiée
pour les protocoles RR, TOD et le cas échantillonné et les bloqueurs ZOH et Pred, comme

nous l'avons vu dans §5.3.2. Parallélement & (6.110) on a, pour tout Zy € R* et (x,e) € LS,

20 < /52 exp (- sl (t = to)) EO)] + 222 | PTIAC] 2 4,
FPTLA fellyy )

(6.111)
En remarquant que le systeme (6.96) est stable ([187]), (5.48) est garantie d’apres (6.111). Le
Corollaire 5.2.1 peut ainsi étre appliqué, (5.51) est par conséquent assurée lorsque le bloqueur
ZOH est implémenté et pour des periodes de transmission inférieures a celles données dans
le Tableau 6.3. Les conditions du Théoréeme 5.2.2 sont également vérifiées, (5.56) est donc
garantie. On peut montrer, de la méme maniere que dans §6.5.2, que I’'Hypothese 6.4.3 est
bien vérifiée avec K; = 2|C;A| Amax(P) |PT71A] et (6.20) avec K = 2|CA| Amax(P) |PT—1A]

n)\mm(P) n)‘mm(P)
Par conséquent, (6.37) est assurée d’apres le Corollaire 6.4.1 et le Théoréme 6.4.2, selon le

protocole considéré. Les bornes sur le MATI sont résumées dans le Tableau 6.3.

Contrairement a §6.6.1, les gains sont uniquement calculés a 'aide de fonctions de Lya-
punov. Nous pensons que c’est la une des raisons principales des faibles valeurs de MATI
obtenues. Nous constatons en effet une tres grande différence entre MATI estimés et obtenus
en simulation. Une des pistes pour améliorer ces résultats serait de faire varier la fonction de
Lyapunov, i.e. P, et le gain d’observation A; afin de maximiser le MATI. Cette procédure
d’optimisation s’avere beaucoup plus délicate que pour les observateurs linéaires, puisque
P doit garantir des conditions supplémentaires en termes de matrice de changement de co-
ordonnées et de distance & l'inobservabilité en fonction de Ay (cf. [1, 160]) qui nécessitent
des développements supplémentaires. Nous retrouvons la méme hiérarchie entre bloqueurs
ZOH/Pred et protocoles RR/TOD /échantillonné pour les MATI estimés, qui n’est toutefois
pas toujours fidele au comportement réel du systéme puisque ’on constate que le protocole RR
est plus efficace que le TOD, pour les bloqueurs Pred, pour de larges MATI. Cette différence
inattendue se justifie par le faible nombre de nceuds du réseau qui ne permet visiblement pas

de tirer profit des capacités du TOD.
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6.7 Conclusion

Une analyse différente de celle du Chapitre 5 a été proposée pour I'étude d’observateurs
émulés pour les NCS avec des bloqueurs Pred et des protocoles & excitation persistante et
TOD. A partir des travaux de [92], d’autres hypotheses sont déduites et de nouvelles bornes
sur le MATI obtenues. Il est montré, tout comme au chapitre précédent, que les résultats
s’appliquent aux observateurs linéaires et a grand gain. La stabilité du probleme fait appel a
un récent théoréme du petit gain [91] qui permet d’étendre certaines conditions de bornitude
évoquées au chapitre précédent. Les deux approches ont été comparées sur deux exemples et
nous avons pu constaté que les bornes sur le MATT dérivées dans ce chapitre sont généralement

plus précises que celles du chapitre précédent.
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Chapitre 7

Convergence semiglobale pratique

d’observateurs émulés pour les NCS

7.1 Introduction

Nous avons vu aux Chapitres 5 et 6 qu’il est possible d’analyser la convergence des obser-
vateurs émulés linéaires et a grand gain pour les NCS ordonnancés. Les méthodes développées
reposent grandement sur la linéarité de certains voire de tous les gains des hypotheses. Lorsque
les observateurs ne sont plus globalement Lipschitziens, il y a peu de chances que de telles
conditions soient respectées, en particulier pour ceux par injection de sortie [20, 102] ou par
critere du cercle [8, 50]. L’objectif de ce chapitre est d’étendre les hypotheses du Chapitre 5
a l’aide de gains non linéaires, afin d’étudier de plus grandes classes de systemes et de pro-
tocoles. Cet élargissement a pour conséquence de ne plus garantir de propriétés de stabilité
globale pour l'erreur d’observation mais semi-globale: le MATI dépend (notamment) de la
zone ou se situent les conditions initiales. D’un point de vue technique, la méthode est la
méme qu’au Chapitre 5: le systeme est décomposé en sous-systemes interconnectés, puis la
stabilité est analysée a I'aide du théoréme du petit gain. La différence majeure provient ici de
la nature de ce théoréme, puisqu’il permet de déduire des propriétés de stabilité semiglobale
(et pratique). L’obtention d’une borne sur le MATT étant un nos objectifs, il est nécessaire de
déterminer explicitement les relations entre boules de conditions initiales et de convergence
et les bornes de 'intervalle sur lequel la condition du petit gain est satisfaite. Aucune formu-
lation du théoreme du petit gain disponible dans la littérature n’offre une telle expression.
C’est la raison pour laquelle nous avons été amenés a développer de nouveaux théoremes pour
les systémes paramétrés (en le MATI), cf. Annexe D. Le fait que I’émulation ne garantisse
plus de propriétés de stabilité globale (et asymptotique) est bien connu pour la commande
par émulation des systémes non linéaires & données échantillonnées [150] et des NCS [152].
Intuitivement, si les gradients des champs de vecteurs ne sont pas bornées uniformément dans

Iespace d’état, on ne peut imaginer obtenir une borne sur le MATI qui assure la convergence
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de 'erreur d’observation pour n’importe quelle condition initiale grace a I’émulation : celle-ci
devra s’adapter aux régions de ’espace d’état visitées.

L’observateur continu connu sera donc supposé stable entrée-sortie ou entrée-état vis-a-vis
des perturbations de mesures. Nous montrerons que les observateurs par critere du cercle et
par extension par injection de sortie vérifient cette propriété sous de légeres conditions. Les
protocoles d’ordonnancement considérés ne seront plus exclusivement UGES mais UGAS (cf.
Definition 4.3.1), permettant ainsi de réduire le flux de données ou la fréquence de transmission
lorsque Derreur induite par le réseau approche de zéro (cf §4.3.2). Nous écrirons toutes les
bornes sur les trajectoires sous forme de maximum et non de somme afin de soulager ’analyse
(cf. Annexe B). On note que les résultats du Chapitre 5 peuvent étre considérés comme un
cas particulier de ceux présentés.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante. Les hypotheses et l'analyse de stabilité
sont présentées dans §7.2. L’application aux observateurs par critere du cercle est ensuite
proposée dans §7.3. Dans §7.4, les hypotheses sur la robustesse de I'observateur vis-a-vis des

perturbations sur les sorties sont commentées.

7.2 Hypotheses et analyse de stabilité

Dans cette section, les hypotheéses du Chapitre 5 sont relaxées en considérant des gains

non linéaires. Pour rappel, le probleme peut s’écrire sous la forme:

£ = fe(t&ez,w) Vit € [ti—1,tq]
2 = f(t€ezw) Vit € [ti—1,ti]
= g(t.&.ezw) Yt € [ti1,ti]
= &(t)
(t:)
= h(ie(t;),z(t:)),

i

~— ~— ~— .
I
I

ou £ € R™ représente l'erreur d’observation, z € R™* 1’état de 'observateur, e € R™ ’er-
reur induite par le réseau et w € L7 un vecteur de signaux de perturbations. La séquence

d’instants de transmission {t;};cz., vérifie:
v < ti—ti-1 < 7T Vi € Z>0, (77)

avec T € [v,00), tg € R>¢ 'instant initial.

Nous nous concentrerons sur les protocoles UGAS qui satisfont ’hypothése ci-dessous.

Hypothese 7.2.1 Le protocole (7.6) est UGAS avec une fonction de Lyapunov W : Z>q X

R" — R>q localement Lipschitzienne en e et uniformément en 1.
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L’Hypothese 5.2.3 est étendue de la facon suivante.

Hypothese 7.2.2 [l existe L € R, vf,vf,%” € K tels que, pour tout i € Z>q, t € [tg,00),
(&,z,w) € RTn=4nw et presque tout e € R™e:

<LZ(> 79<tvea£7z>> < LW(ie) + 75 (&) + 77 (2]) + A1 (lw]): (7.8)

On remarque que seul le gain L n’a pas été « non linéarisé ». Il se trouve que pour tous
les exemples étudiés dans cette these, il est égal a zéro. Nous n’avons ainsi pas jugé nécessaire
de relaxer cette condition qui serait a l'origine de difficultés techniques majeures.

L’Hypothese 7.2.2 est souvent vérifiée a I’aide des conditions suivantes :

(i) il existe L1 € R>q tel que, pour presque tout e € R™ et tout i € Z>p, on a:

oW (i,e)
— 7 < L 7.
‘ ae >~ 1 ( 9)
(ii) il existe La € R, f?fﬁf,’y{” € K tels que pour tout i € Z>, t € [ti,tit1], (§,e,2,w) €
Rnretnetnz+nw .
g(tEe.zw) < Lo|Wie)| + 35 (1€]) + 47 (|12]) + 3 (w]). (7.10)

Ainsi, (7.8) est satisfait avec L = Lj Lo, yf = Lﬁi vi = L1737 et 7' = L17}’. La condition
(i) est équivalente au fait que W est globalement Lipschitzienne en e et uniformément en i,

d’apres le théoréme de la valeur moyenne de Lebourg (cf. Théoreme 2.3.7 dans [36]).

Lorsque les Hypotheses 7.2.1 et 7.2.2 sont vérifiées, la propriété suivante peut étre établie.
Elle est ’équivalente de la Propriété 5.2.1 avec des gains non linéaires et une borne sous forme

de maximum.

Remarque 7.2.1 Dans la suite W (t) correspond a W (i,e(t)) pour tout t € [t;,tit1], i € Z>p.

Proposition 7.2.1 Si les Hypothéses 7.2.1 et 7.2.2 sont vérifies et T € [v,19) 0l

1 1
st L =0,
o1 1
o = %Enofln <;> = 00, (7.12)

Neg+nz+n
€£005 z w

alors, il existe 31 € KL telle que pour tout eg € R, (&,z,w) , les solutions de

(7.3) et (7.6) vérifient, pour tout t >ty > 0:
W@ < max {BW (to)lt — 1) S UEN ) STV )
Al ) } (7.13)
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ot, pour (7,s,t) € [0,79) X R%O, avec 1 € Ry,

exp(L1) —1
() = L(1 —(pe)zp(LT))
Fi(s) = (14 mnils)
Fi(s) = C+p+pi(s)
W) = B4p+3p +u 21 (s).

Preuve. Soient ey € R™, (§,z,w) € L'géJrnﬁnw et 7 € [v,19). D’apres la preuve de la Propo-
sition 5.2.1, pour tout t >ty > 0O:

W@Hl < BiEIW (o)t = to) + ) (Ul o) + Vi1l g,0y) + 1 Ul ) (7-14)

ot 3 (1,-,-) € KL. 1l suffit pour conclure d’appliquer & plusieurs reprises la Proposition A.1.2
a (7.14). O

Remarque 7.2.2 On remarque que ( € K, puisque cette fonction continue est strictement
croissante sur [0,% ln(%)) et ((0) = 0. Pour la dépendance de 31 en T, voir Remarque 5.2.1.
La robustesse de ’observateur continu aux perturbations sur la sortie est supposée telle

que la condition suivante est vérifiée.

Hypothese 7.2.3 Le systéme (7.1)-(7.2) est stable entrée-sortie de (e,w) a &, i.e. il existe
B2 € KL, ¥54Y € K tels que, pour tout (§o,20) € R™T"=, (e,w) € Lt les solutions de
(7.1)-(7.2) satisfont :

&0 < max{B(1(€.20)1t — 1) 5 lellgg ) ¥ (wllg) Ve 10> 0. (715)

Il est montré dans I’Annexe B (cf. Propositions B.2.1 et B.2.2) que la stabilité entrée-sortie
ou entrée-état formulée sous la forme « max » est équivalente a la forme « + » mais avec des

gains différents. Cette hypotheése peut ainsi étre vérifiée a I'aide de la Proposition B.2.1.

La condition suivante assurera la bornitude des états du systéme global (7.1)-(7.6).

Hypothése 7.2.4 Le systéme (7.2) est UEBEB avec pour entrée (§,e,w), i.e. il existe ag,ng,ng,
ny € K tels que, pour tout zo € R, (£,e,w) € £¥+ne+nw’ les solutions de (7.2) vérifient :

2@ < max {aa(lz0) 5 (1€l 15l )8 (ol ¥t > 10 > 0. (7.16)

Considérant le probléeme comme étant paramétré en 7, ('intervalle de temps entre deux
transmissions) il est montré que les conditions du Théoréme D.3.2 sont satisfaites pour le
systéme (7.1)-(7.6). Les propriétés de stabilité pour I'erreur d’observation sont alors immédia—
tement déduites. L’analyse repose sur les variables &, z et W (et non ,z,e comme au Chapitre
5), ainsi, d’apres (4.35), (7.15) devient pour tout (£g,20) € R et (W,w) € L1 :

6] < max { B(1 (€0,70) 1t — o)1 (IW llp00) 08 (lwlly )} V2> t0 >0, (7.17)
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avec 73 =500’

d’obtenir pour tout zp € R et (§,Ww) € L

ou a; provient de (4.35) dans la Définition 4.3.1. De méme (7.16) permet
n§+1+nw'
o :

(2(6)] < maxx {az(1z00) .15 (1l )7 (W gy )18 (Nl )} Vo2 2020, (718)

avec ny =ns o al_l.

Théoréme 7.2.1 Supposons que les Hypotheses 7.2.1-7.2.4 soient vérifiées, pour tout A,e €
R il eziste 7*(,A) € [v,70) (défini dans (7.22)) tel que:

1. pour tout T € [v,7*(e,A)), (£0.€0,20) € R™Tet= et wy € L2 avec max {|&l,]eol,
20, [|w]| o } < A, il existe p € R tel que, le long des solutions de (7.1)-(7.6) :

[(€(@),2(t).e()] < n vt > to 2 0; (7.19)

2. il existe f € KL, 0 € K, 5,0 € KK, tels que pour tout 7 € [v,7%(g,A)), (£0,€0,20) €
Rretnetn= et wp € L1 avec max {[&ol,]eo|20], |w]| o } < A, les solutions de (7.1)-(7.6)
satisfont, pour tout t > ty > 0,

|(£(1),e(t)] < max {B(|(€0:e0,20) |t — t0):0 (1wl 11y 00))s7 (77 W]l 00)):0(T7:A) s}
(7.20)

Preuve. 11 suffit de montrer que le systeme (7.1)-(7.6) satisfait les conditions du Théoreme
D.3.2. On identifie z1 = e, 29 = (£,2), wi(x1) = W, w(x2) = &, wh(z2) = 2. On peut
voir que (D.50) et (D.51) sont assurées avec pi(s) = az(s) (ot ay € K provient de (4.35)),
Py(8) = Pa(s) = s, pour s € Rxo.

Soit 7 € [v,7p), les inégalités (D.159), (D.160), (D.161), (D.162) sont vérifiées pour tout
(€0,€0,20) € RMeTMet= qy € LT et 7 € [v,7), en identifiant u; = uy = w, d’apres (7.13),

(7.17) et (7.18) en identifiant, pour (7,s) € [v,7) X R>¢ (les fonctions ayant la méme notation
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que dans le Théoréme D.3.2 ne sont pas précisées) :

wHrs) = Cr)As)
Virs) = C)(s)
7(rs) = (1)1 (s)
W (rs) = 73 (s)

V3 (Ts) = 73'(s)
5t (rs) =y (s)
n5i(rs) = m(s)

ny(1.s) = ny'(s)

ai(s) = a7 (fi(az(s),0)
nit(rs) = 0
() = a7 (CAE ()
i (rs) = ol (Cr)Es)
ni(rs) = op ' (C(r)Ar(s))-

Soient Ae € R+, on définit m,M (qui dépendent de A et ¢) tels que (D.163) est satisfait,
et ¥ € KK comme, pour (7,s) € [v,7) X R>o,

F(rs) = max {¢(1)3 073 ()¢ ()35 o m5 073" (5).C(T)AF o m (5)73 (C(T)F5 (),
' (C(T)FT 5 ())) 8" (C(T)AT (3 (5)))}- (7.21)

Soit 4! I'inverse de 74 par rapport & sa premiére variable avec la convention 5 ~!(s) = oo

si s > 19. En prenant :

* : 1
= ) 7.22
T min {T ser[lgéx}w]'y (s)} (7.22)
on a
y(t*,8) < s Vse€[m,M], (7.23)

et la condition (D.164) est assurée. Finalement, en invoquant le Théoréeme D.3.2, les résultats

désirés sont obtenus. O

Remarque 7.2.3 La constante T définit en quelque sorte un dépassement mazimal pour les
variables du systéme. Elle est nécessaire a l'obtention de T* qui garantit les propriétés de
stabilité établies (pour plus de détails voir Annexe D). La détermination de la paire (T,7*) qui

permet de considérer le plus large MATI reste un probléme ouvert.

La propriété de stabilité obtenue (7.20) est similaire a celle du Théoreme 5.2.1, a la

précision de convergence ¢ pres, avec un MATI qui dépend de A.

Remarque 7.2.4 Nous aurions pu regroupé §(7*,A) et ¢ en un seul terme, cependant nous

avons choisi de les distinguer afin de souligner les similitudes avec le Théoréme 5.2.1.
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Parallelement au Chapitre 5, 'Hypothese 7.2.4 peut étre difficile a vérifier. Supposons que
le systeme (4.14) soit UEBEB avec w comme entrée, i.e. il existe ag,00 € K, tels que pour
tout g € R™ et w € LI,

(1) < max{ao(|zol).o0(l[wly, )} t =1t =0, (7.24)
et supposons qu’il existe O3 € KL, 75,75,7% € K tels que, le long des solutions de (7.2), pour

tout zg € R, (z,e,w) € LTz Tt

2] < max{Bs(|z0lt — t0) 5 (2llyy )5 el o)1 (lwll gy )} V>t > 0.
(7.25)

Remarque 7.2.5 La condition (7.25) est satisfaite dans de nombreux cas, cf. §7.3, elle peut
étre vérifiée a aide de I’Hypothése 7.2.3 et du fait que § = v — ho(t,z).

Ainsi, en combinant (7.24) et (7.25), pour tout (zg,z9) € R™ "=, (e,w) € L™ le long des
solutions de (4.16), on a, pour tout t > tg > 0:

l2(t)] < max{Bs(|z0],t — t0),75 © a0 (|wol), 75 0 golllwllyg ) ¥5lell,0) 758 (Wl ) -
(7.26)
En écrivant € = 2 —ho(t,z), puis en utilisant la Proposition A.1.2 (avec u = 1), nous obtenons,
pour (£,z9) € R™T7"=

ao(lzo]) = ao(|€ + ho(t,20)])
< max{ao(2[¢]),a0(2[ho(t,20)])}- (7.27)
De plus, supposons qu’il existe ¢ € K tel que |ho(t,2)| < s(|z|) pour tout (¢,2) € R+ on a:
ao(2lho(t,20)]) < ao(2¢(|20])) = ao([=0l)- (7.28)

De cette maniere, définissons, pour s € R>q, as(s) = max{33(s,0),7§ o ap(2s),75 o ao(s)},
1y (5) = max{3'(s),75 0 00(s)} et 5(s) = 75(s), pour tout (xo,20) € R "+, (ew) € LTgF™,
le long des solutions de (7.2), pour tout t >ty > 0:

|2(t)] max{a(](§0,20)1,0),m5 (llell,4)) 5" ([[wll g0 }

<
< max{as(|(6020) )Y (IW gy )15 (1l )3

ol ngv =150 al_l. La condition (7.29) ne nous permet pas de conclure quant a la stabilité

(7.29)

UEBEB de (7.2) avec comme entrée £,e,w, toutefois, elle est suffisante pour déduire des pro-
priétés de convergence pour l'erreur d’observation comme nous le montrons dans le corollaire

ci-dessous dont la preuve rejoint celle du Théoreme 7.2.1.

Corollaire 7.2.1 Supposons que les Hypothéses 7.2.1-7.2.3 et (7.29) soient vérifiées, pour
tout Ae € Ryg il existe 7*(e,A) € [v,19) tel que:
1. pour tout 7 € [v,7*(¢,A)), (§o,€0,20) € R"Tet= et w € LI avec max {|&ol,]eo,
2o, Jwll o } < A, il existe p € Rxq tel que, le long des solutions de (7.1)-(7.6), pour
tout t € [to,00) :

(€(@),2()e())] < p (7.30)
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2. il existe B € KL, 0 € K, 7,0 € KK, tel que pour tout 7 € [v,7*(g,A)), (£0,€0,20) €
Rretnetn= ot 4 € L7 avec max {|&o|,leol,|20], [|wl s } < A, les solutions de (7.1)-(7.6)
satisfont, pour tout t > tg > 0,

|(€(1),e(t)] < max {B(|(€0,€0,20) |t = 0),0 (1wl 119 00))s7 (775 [1W0ll 15 00)):0 (77, A) s}
(7.31)

D’apres le Théoreme D.3.2, la fonction ¢ dans (7.20) et (7.31) s’annule lorsque 73 = 0.
Nous nous intéressons a ce cas dans la suite de cette section. L’hypotheése suivante est plus

restrictive que ’'Hypothese 7.2.3.

Hypotheése 7.2.5 Il existe 2 € KL, v5,7Y € K tels que, pour tout &y € R™, (e,w) € LhcHw
et z(t) défini pour tout t € R>q, les solutions de (7.1) satisfont :

€@l < max {6t — t0) 5l )t (ol )} V> t0 >0, (7.32)

que ’on réécrit

€@ < max {6t — t0) ol (W) 8 Ul )} V2 t0>0,  (7.33)
avec vy =50 al_l.
Remarque 7.2.6 L’Hypothése 7.2.5 implique que le systéme (7.1) est stable entrée-état vis-
a-vis de (z,e,w) et peut donc étre vérifiée a l’aide de la Proposition B.2.2. Pour reprendre la

Remarque 5.2.7, z doit juste étre défini pour tout t € R>.

Lorsque I'Hypothese 7.2.2 est satisfaite avec v5 = 0, il n’est plus nécessaire de supposer
le systeme (7.2) UEBEB vis-a-vis de ({,e,w), mais simplement uniformément positivement

complet par rapport a ces entrées.

Hypothése 7.2.6 Le systéme (7.2) est uniformément positivement complet pour les entrées
(& ew) € ﬁZé*””"“’, i.e. il existe ag,né,ng,ng,ng’ € K tels que, pour tout zy € R™, (§,e,w) €
Zg*"””w, les solutions de (7.2) vérifient, pour tout t > tg > 0:

2] < max {aa(lz0l)mh (¢ — )7 IEl gy )5 el g )8 (el ) b, (739)
que l’on réécrit

2] < max {aa(lz0])m(t — o)A (NE )18 IV gy )78 (1l ) o (7:35)
1

avec ngv =mn500; .
Théoréme 7.2.2 Supposons que les Hypothéses 7.2.1,7.2.5,7.2.6 soient vérifies et que I’Hy-
pothése 7.2.2 soit garantie avec v5 = 0, pour tout Ae € Ry, il existe 7*(,A) € [v,70) (défini
dans (7.38)) tel que:

1. pour tout 7 € [v,7*(¢,A)), (§o,€0,20) € R"Tet= et w € LI avec max {|&o|,]eo,

wll } < A, le systeme (7.1)-(7.6) est uniformément positivement complet ;
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2. il existe § € KL, 0 € K, 6 € KK, tels que pour tout 7 € [v,7*(e,A)), (£0,€0,20) €
Rretnetn= ot € L% avec max {|&ol,leo, |wlloo } < A, les solutions de (7.1)-(7.6)
satisfont, pour toutt >t > 0:

|(€(t).e(t))| < max {3(](€o.€0) |t = t0):0 (1wl 1y 00)):7 (77 [0 115 00)) € - (7.36)

Preuve. 11 suffit de montrer que le (7.1)-(7.6) satisfait les conditions du Théoreme D.3.1. On
identifie 71 = e, zo = (£,2), wi(z1) = W, w§(z2) = &, wh(x2) = z, on peut voir que (D.50) et
(D.51) sont assurées avec p1(s) = aa(s), p,(s) = pa(s) = s, pour s € Rx.

Soit 7 € [v,7p), les inégalités (D.127), (D.128), (D.129), (D.130) sont vérifiées pour tout
(£0,€0,20) € Rtz € LT et 7 € [v,7), en identifiant u; = uy = w, d’apres (7.13),
(7.33) et (7.35) en identifiant, pour (7,s) € [v,7) X R>¢ (les fonctions ayant la méme notation

que dans le Théoréme D.3.1 ne sont pas précisées) :

vi(rs) = C(ALs)
Yi(rs) = ((1)F(s)
¥ (rs) = AW (s)
W(rs) = 28(s)
g (rs) =y (s)
0t (rs) = n5(s)
i(rs) = n¥(s)
a(s) = o7 (Bi(0a(s),0))
nyt(rs) = 0
ni(rs) = ar'(C()35(s))
ni(rs) = 0
mi(rs) = i (C(M)AF(s)).

Soient A,e € R~q, on définit m,M (qui dépendent de A et ¢) tels que (D.163), et 5 € KK
comme, pour (7,s) € [v,7) X R>,
Y(rs) = max {3i(r8" ()8 (i (m.8)}- (7:37)

Soit 4#~! Iinverse de 4 par rapport & sa premiére variable avec la convention 5 ~!(s) = oo si

s > 19. En prenant :

* : 1
_ , 7.38
T min {T ser[lgéx}w]'y (s)} (7.38)
on a
¥(r*,8) < s Vse[m,M], (7.39)

et la condition (D.132) est assurée. Finalement, en invoquant le Théoreme D.3.1, les résultats

désirés sont obtenus. O
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Alors que le Théoreme 5.2.2 assure la convergence globale et asymptotique de ’erreur
d’observation en 1’absence de perturbations, le Théoreme 7.2.2 garantit la convergence semi-
globale et pratique. On remarque que contrairement au Théoreme 7.2.1 et au Corollaire 7.2.1,

aucune condition sur zy n’est requise dans le Théoreme 7.2.2.

Remarque 7.2.7 Il est important de constater que différents résultats peuvent étre déduits
des Théorémes 7.2.2, 7.2.1 et du Corollaire 7.2.1. Par exemple,

— si %111‘14]’7_1(8) € RogU{oo} (ou 7 est défini dans la preuve correspondante), alors on
se|0,

peut prendre e =0 ;

~ si min 7 !(s) € RsgU {0}, alors on peut choisir A = oo ;
s€[m,o0]

la combinaison de ces deux cas particuliers ( H[loin ]ﬁ_l(s) € RogU{o0}) permet de retrouver
s€|0,00

les résultats du Chapitre 5 mais des gains différents.

7.3 Applications aux observateurs par critére du cercle

Les observateurs par critere du cercle développés dans [50] (qui sont une extension de ceux
de [8]) sont étudiés lorsque les mesures du systéme sont transmises via un réseau ordonnancé
par un protocole RR, TOD ou TOD modifié (défini dans §4.3.2) et avec des bloqueurs ZOH
ou Pred. Le cas du simple échantillonnage des sorties est également traité.

Considérons les systemes de la forme:

&t = Ax+Gy(Hz)+ ¢(y) (7.40)
y = Cu, (7.41)

otz € R%, yc R, G € R%=Xnu [ ¢ RPEX"e o c CY(R™ R") et ¢ : R™ — R,

Remarque 7.3.1 Lorsque v = 0, on retrouve les systémes linéaires a une injection de sortie

pres.

La non-linéarité ~ satisfait, pour tout s € R"# :

o v\ "
a—M(a—V) > 0, (7.42)

Hypotheése 7.3.1 Les fonctions ¢ et v sont uniformément continues respectivement sur R™v
et R" c’est-a-dire, d’aprés la Proposition A.2.1, qu’il existe 04,0, € K tels que pour tout a,b
de dimensions appropriées :
[¢(a) = o(b)] < Oy(la—10]) (7.43)
[v(a@) =) < 04(Ja—1b]). (7.44)
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Dans [50], 'observateur ci-dessous est développé :

T = AT+ My —79)+Gy(HT+ K (y—17)) + 6(y) (7.45)
= (Cz, (7.46)

N

ouZ € R"™ &€ R™, A est une matrice réelle de dimensions appropriées. Il est supposé qu’il

existe une matrice réelle symétrique définie positive P et v € R+ tels que:

(A—AC)TP + P(A— AC) + vl PG+ (H — KC)T

< 0. 7.47
GTP + (H - KC) 0 - (7.47)

Lorsque les mesures du systéme sont transmises via un réseau ordonnancé avec comme
séquence d’instants de transmission {¢;}icz., telle que v < t; —t;_1 < 7 pour tout i € Zq,

v, T € Ry et tgp € R> l'instant initial. Le systeme (7.40)-(7.46) peut s’écrire sous la forme:

£ = (A-—AC)—Ae+Gy(H(E+2) — Gy (Hz+ K(CE +e))

+¢(C(€+2)) —d(e+C(E+2)) Vit € [tio1,ti] (7.48)

2 = Az+Ae+C8+Gy(Hz+ K(e+ C¥))
+¢(e+C(E+2)) Vi € [ti1,t] (7.49)
¢ = [fr(z) = CA(E+2) —CGy (H(E+2)) —Co(C(E+2))  VEE [ti1,t:](7.50)
&= ¢ (7.51)
7t = 2 (7.52)
em = h(ie), (7.53)

oll z = Z, fp est défini par (4.46) ou (4.48) et h par (4.29), (4.38), (E.1) ou (4.49). L’'Hypothese

7.2.3 est satisfaite d’apres le lemme suivant.

Lemme 7.3.1 Pour tout §§ € R™, e € LI, les solutions de (7.48) vérifient, pour tout
t>t9>0:

€@l < max {Balgolt — )25 lellzy) }- (7.54)

avec, pour s,t € R>q,

/\maxP v
Pa(sit) = ﬁsexp<_mt>’
4 [Amax(P)
2 e £)

P
Amin(P) “PG,QV(’K‘S) + |PAls + |P|04(s) |-

n(s) =

Preuve. Soient & € R™ et e € L7. Considérons V(€) = ¢TPE, le long des solutions de
(7.48):
V o= T[(A-AO)'P+P(A—ANO)| €+ 26 PG [y (H(E+2)) — v (Hz + K(CE +e))]
—26TPAe + 267 P (C(E+2) — b (e + C(E +2))].-
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D’apres (7.47),

Vo< g 26" [PG+ (H - KC)'| [y(H(¢+2)) — v (Hz + KC¢))
+26YPG [y (H(E 4 2)) — v (Hz + K(CE 4 ¢))] — 26T PAe
+2TP[p(C(E+2) — ¢ e+ C(E+2))].

On remarque que, d’apres (7.42):

T(H - KC)' [y(H(§ +2)) —v(Hz + KCE)] =

T
s=H(é4+2z)-ANH—-KC)¢

on obtient :

Vo< g 2" [PG+ (H—KO)'| [y(H(¢ + 2)) — v (Hz + KC¢)]

+26T PG [y (H (€ + 2)) — v (Hz + KCF))]

+26YPG [y (Hz + KC¢&) — v (Hz + K(CE + e))]

—26TPAe + 26T P [ (C(E+2)) — ¢ (e + C(E+ 2))]

|2+ 26T PG [y (Hz + KC&) — v (Hz + K(CE 4 €))] — 26T PAe

+2ATP [ (C(E+2) — e+ C(E+2))]. (7.55)

IN

En invoquant (7.43) et (7.44), on a:
Vo< —vleP + 21l [IPGIO, (K lel) + [PAllel + | PI0s(Je])|. (7.56)
Par conséquent,

(1el = 2 [1PG16,(K1lel) + | PAllel +1Pl6g(lel)]

—#V) (7.57)

(V< —2kP)
(v o (P)

=
=

IN

De cette maniere, d’apreés (7.57), le principe de comparaison (cf. Lemme 3.4 dans [98]) et le
fait que Amin(P)|€]2 < V(€) < Amax(P)|€]? pour € € R™ on peut montrer que les solutions
de (7.48) satisfont :

0l < max {3 oxp (- ).
4 [Amax(P)
v\ Aain(P)

1PGI0, (K el ) + 1PAl lellg gy + P10l )] }

ce qui conclut la preuve. O
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La condition (7.17) est donc vérifiée avec, pour (s,t) € RQZO,

B Amax (P) v
Bao(s,t) = )\min(P)sexp <_74)\max(P)t> (7.58)
W) = 5y 3 [1POI (Klap () + 1PAlar (9) + Pl o ()], (759

ou oy est défini selon le protocole d’apres (4.9) ou (4.35).

Nous montrons maintenant que ’'Hypothese 7.2.2 est satisfaite pour le TOD modifié com-

biné aux différents bloqueurs. Considérons W défini par (E.11), pour W (e) > 1,

<8VV6(§’€) ,g(t,g,e,z)> < ‘fp(z) —CA(+2) —CGy(H(E+2) —Co(C(E+2))],

pour W(e) < 1,

OW (i.e)
Oe

,g<t,5,e,z>> < JW()|fe(z) — CAE +2) — CGy (H(E +2)

—c¢«xg+z»y (7.60)

D’aprés la construction de W proposée dans I’Annexe E, la preuve de la Proposition 4.3.1

(cf. Annexe C) et puisque ¢’ est strictement croissante sur R>(, on obtient :

OW (i.e)
Oe

,g<t,s,e,z>> < J)|fr(z) - CAE +2) - CGy (H(E +2))

—c¢«xg+z»y (7.61)
A Taide de (7.60) et (7.61), on obtient, avec ¥ = max{1,0'(1)}:

<m&@@

& ,g<t,§,e,z>> < 0| fr(z) — CA(E +2) — CGr (H(E+2)
—Co(C(E+2)) | (7.62)
Ainsi, pour le bloqueur d’ordre zéro, d’apres (7.43) et (7.44),

<mﬁ@@

- ,g<t,s,e,z>> < 9[ICAIE]+ [21) + ICGI8, (HI(E] + I2D))

+HC1s (IC1(IE1+ 12D) |-

d’apres I'inégalité triangulaire faible (cf. Lemme A.1.2),

<3”§> ,g<t,s,e,z>> < 9[|CAIEl + |21) +CGI (8, (2| H1[€) + 0, (21 H]|2]))

+HC (05 2ICIIED + 05(2(C|21)) |
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ZOH Pred
RR L=0,~%(s) = Vi(s), | L =0, 75(s) = VEi(s),
Vi (s) = VIi(s Vi (s) =0

TOD L=0,%(s)=74(s), | L=0,7{(s)=7(s),
3i(5) =305 3i(s) =0

TOD modifié | L =0,~5(s) =93(s), | L =0, 15(s) = 07(s),
7i(s) = V7y(s) Vi(s) =0

Echantillonné | L =0,5(s) =5(s), | L =0, 7(s) =A(s),
7i(s) = 7(s) Yi(s) =0

TaB. 7.1 — Coefficients et fonctions de I’Hypothese 7.2.2 pour le systéme (7.50)

) 4y
que l'on écrit,

<5Wa(§’€),g(t,g,e,z)> < IFEN + (2D,

olt 7(s) = |[CAls + |CG|0,(2|H|s) + |C|0,(2|C|s), s € R>g. Pour le Pred,

<8W<ive> ,g<t,g,e,z)> < vlcAllgl +1CGIo, (HI) + 1B (Cli))

Oe
= 95(I¢D. (7.63)

avec y(s) = |CA|s + |CG|0,(|H|s) + |C[04(|C]s), s € R>p. L'Hypothese 7.2.2 est donc satis-
faite pour le protocole TOD modifié avec les bloqueurs ZOH et Pred. On montre de la méme
maniere que c’est le cas avec les protocoles RR, TOD et le cas échantillonné. Les coefficients
et fonctions obtenus sont résumés dans le Tableau 7.1. Puisque L = 0, 79 = oo (défini dans
la Proposition 7.2.1), ainsi on choisit 7 € [v,00) quelconque. La fonction 3, de la Proposition
7.2.1 est quant a elle obtenue en considérant les coefficients a1, as, p de chaque protocole et

en prenant 7 = T.

Sachant que z = x — &, on peut montrer, de la méme maniere que pour le Lemme 7.3.1,
que le systeme (7.49) est stable entrée-état vis-a-vis de (x,e). Ainsi pour tout &y € R™, z(t)
défini pour tout t € Rxg, (e,x) € L™= d’aprés le Lemme 7.3.1, les solutions de (7.50)

vérifient :

=) < max {Bs((€olt — to)5 (el )75 21l sy }- (7.64)
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ou, pour (s,t) € ]RQZO:

B Amax (P) v
Bs(sit) = 7)\min(P)sexp <_74)\max(P)t>
5 = 5t PG Ks) + 1PAls + [P0
306 = [T [IPGe,(KCl) + [PACTs + PI6a((Cl)],

ce qui nous permet d’appliquer le Corollaire 7.2.1 lorsque (7.40) est UGS, d’ou la proposition

suivante.

Proposition 7.3.1 Supposons que le systéme (7.40) soit UGS, pour tout Ae € R<q, lorsque
des bloqueurs ZOH sont implémentés, pour chaque protocole (RR, TOD, TOD modifié, échantil-
lonné) il existe un MATI approprié 11 (e,A) € [v,00) tel que:

(i) pour tout 7* € [v,m1(g,A)), max {|&l,]eol,]z0|} < A, il existe p € Rxo tel que, le long
des solutions de (7.48)-(7.53) :

|(£(2),z(t),e(t)] < p YVt > tg > 0; (7.65)

(i1) il emiste B € KL, 6 € KK, tels que pour tout T € [v,7*(g,A)), (£0,€0,20) € R T Tz guec
max {|&o|,leo,|20]} < A, les solutions de (7.48)-(7.53) satisfont, pour tout t > to > 0,

1(€@).e®)] < max {B(|(£o,e0)],t —t0),6(T*,A) ¢} Vit > tg > 0. (7.66)
La proposition suivante est une conséquence du Théoreme 7.2.2.

Proposition 7.3.2 Considérons le systéeme (7.48)-(7.53) avec des bloqueurs Pred, pour tout
Ae € Ry, pour chaque protocole (RR, TOD, TOD modifié, échantillonné) il existe un MATI
approprié To(e,A) € [v,00) tel que:
(i) pour tout T* € [v,m2(g,A)), le systeme (7.48)-(7.53) est (uniformément) positivement
complet pour tout max {|&l,leo]} < A ;
(ii) il existe 3 € KL tel que pour tout 7 € [v,7*(,A)), (£0,€0,20) € R™ Ttz gpec
max {|&o|,|e0|} < A, les solutions de (7.48)-(7.53) satisfont, pour tout t > to > 0,

|(€(t).e(t))] < max {B(|(§.€0)|,t — o).} vt > tg > 0. (7.67)

Remarque 7.3.2 Les bornes sur le MATI des Propositions 7.3.1 et 7.3.2 sont données
respectivement dans les preuves des Théoréemes 7.2.1 et 7.2.2 en remplacant les fonctions

considérées par celles données dans cette sous-section.
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Comme au Chapitre 5, ’analyse nous indique le bloqueur Pred assure a priori une conver-
gence plus précise de 'erreur d’observation que le ZOH. En effet, celui-ci nous garantit que
Ierreur représentée par le terme ¢ dans la Proposition 7.3.1 n’est plus, lorsque la fonction de
blocage est de type Pred.

Etant donné les fonctions données dans le Tableau 7.1 et les expressions des MATI ob-
tenues dans le Corollaire 7.2.1 et le Théoreme 7.2.2, on peut constater que les protocoles
TOD classique et modifié permettent de considérer de plus larges MATI que le RR. II serait
intéressant a ’avenir d’étudier la relation entre 7 et 7* afin d’augmenter autant que possible
le MATI.

7.4 Commentaires

Il est important de souligner que tous les observateurs ne garantissent pas les propriétés
de stabilité requises vis-a-vis des perturbations sur la sortie, que ce soit celles de ce chapitre
ou des précédents. De maniere générale, contrairement a la commande (cf. [182] par exemple),
la robustesse aux perturbations de mesures des observateurs a été peu étudiée ou du moins
quantifiée dans la littérature. Une premiere piste pour étendre la validité de nos résultats
consistent a supposer que les hypotheses soient valables localement. Les gains des propriétés
de stabilité entrée-sortie et entrée-état dépendront alors du sous-ensemble de 'espace d’état
étudié. En prétant attention aux conditions initiales et a 'amplitude maximale des signaux de
perturbations considérés, nos résultats demeurent applicables. Une autre possibilité consiste
a s’intéresser a des propriétés de stabilité dérivées de la stabilité entrée-sortie ou entrée-état.
Par exemple, dans [174], la notion de quasi-stabilité entrée-état est introduite. Elle signifie
que le systeme, dont la variable d’état est l’erreur d’observation, est stable entrée-état vis-
a-vis des perturbations sur la sortie, a condition que les états et entrées du systeme soient

uniformément bornés. Il serait intéressant a l’avenir d’étudier ce type de propriétés.

7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les travaux du Chapitre 5 ont été étendus a de plus larges classes
de protocoles et de systemes. L’extension des hypotheéses a pour conséquence de ne plus
garantir de propriétés de stabilité globale pour l'erreur d’observation mais semiglobale (et
pratique) : pour n’importe quelles boules de conditions initiales et de convergence désirée,
il existe une borne sur le MATI appropriée. L’analyse de stabilité repose sur les théorémes
du petit gain pour les systémes paramétrés présentés dans ’Annexe D. Nous avons ensuite
montré que les observateurs par critére du cercle, et par conséquent ceux par injection de
sortie, vérifient les hypothéses requises sous certaines conditions. Leur implémentation sous
différentes configurations de réseau a ensuite été étudiée et des propriétés de stabilité ont été

dérivées pour 'erreur d’observation.
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Annexe A

Rappels mathématiques

Quelques résultats d’algebre et d’analyse utilisés dans cette theése sont rappelés.

A.1 Formules algébriques

Proposition A.1.1 Pour tout a,b € R et ¢ € Ry,

2ab < Lla?+4eb? (A.1)
Preuve. Soient a,b € R et ¢ € Ry,
1 1
(%a —Veb)? = ga2 + eb? — 2ab, (A.2)
la preuve se conclut en notant que (%a —/Eb)2 > 0. O

Proposition A.1.2 Pour tout a,b € R>q et p € Ry,

a+b max{(1 + u)a,(1 + p~1)b}

<
- (A.3)
max{a,b} < a-+b.

Preuve. Soient a,b € R>g et u € Ry, supposons, sans perte de généralité, que (1 + p~Hp <
(1 + p)a ce qui est équivalent a b < pa, alors
a+b < a+pa=max{(1+ p)a,(l+p )b} (A.4)
D’autre part, si max{a,b} = a, on a bien max{a,b} < a+ b (le méme résultat est obtenu avec
max{a,b} =b). O
Le résultat suivant correspond au Lemme 4.2 dans [98].

Lemme A.1.1 Soient ay, s € K sur [0,a), ag,aq € Koo et f € KL. On a:

— ayt est définie sur [0,a1(a)) et est de classe de K ;
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fozglG/Coo;

—a1oap €K

azoay € K ;
o(r,s) = a1(B(az(r),s)) € KL.

Lemme A.1.2 (Inégalité triangulaire faible [86]) Pour touty € K et toute fonction p €
Koo telle que p —1 € Ko, pour tout a,b € R>g on a:

Y(a+b) < vopla)+vyopo(p—1)~1 ). (A.5)

Remarque A.1.1 L’inégalité triangulaire faible est généralement utilisée dans cette thése en

prenant p = 2I.

Proposition A.1.3 (Formule du multin6me de Newton)

n
ZT Z n io i Z n! io i
a; = Lo . aO e a,f = ﬁao . a,f, (AG)
P 100 .- 1p LS

Ir=n

on rappelle que I, = 3 ij.
j€{0,....,r}

A.2 Rappels d’analyse

Définition A.2.1 Soit D C R", on dit que la fonction f : R — R™ est globalement /
uniformément (k-)Lispchitzienne par rapport a x sur [to,t1) X D (to < t1 € R, nym € Zsy),
s’il existe k € R>q tel que, pour tout (t,z,y) € [to,t1) x D?

[ftz) = fty)l < Kkl —yl. (A7)
On dit que la fonction f est localement Lispchitzienne par rapport a x sur [to,t1) X D, t1 €
(to,00], si, pour tout compact M C D, il existe kyr € R>q tel que, pour tout (t,x,y) € [to,t1) X
M2, )

[fta) = fEy)] < kulz -yl (A.8)
Remarque A.2.1 Dans ce mémoire, on dit que f est globalement/localement Lipschitzienne
en x sans préciser d’ensemble lorsque f U'est sur son ensemble de définition.

La proposition suivante fournit une caractérisation de type « Lipschitzienne non linéaire »

de la continuité uniforme?!.

Proposition A.2.1 Soit f : R®™ — R™, n,m € Z~q. Les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

(i) f est uniformément continue sur R", i.e.

Ve €Rso 35 €R-g V(zy) € R (\x —y| < 5) = (\f(x) — f(y)| < E);
(A.9)

1. Je remercie Paolo Mason, Moussa Balde et Petri Kokkonen pour leur aide précieuse.
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(ii) il existe ¢ € K telle que pour tout (z,y) € R®™, |f(x) — f(y)| < ¢(Jx —y|) (on appelle ¢

le module de continuité de f sur R™).

Preuve. (ii) = (i). Soit € € Rxg, en définissant § = ¢~'(g), on constate que (A.9) est bien
vérifiée.

(i) = (21). Définissons 1(s) = sup |f(z) — f(y)| pour s € R>g. On constate que ¢(0) = 0.
lz—y|<s

Montrons dans un premier temps que ¢ est bien définie sur R>g. Soit s € R>g et (z,y) € R2"
tels que |z —y| < s et soit € € Ry et € Ry qui est défini tel que (A.9) est vérifiée. On
définit a; = 2 + i%5F pour i € {0,...,N} avec N = [45=] ot [-] représente la partie entiere

par défaut et a1 = y. Ainsi,

f@) = fW = | D fla) = flan)

1€{0,...,N}
< > If(@) = flai)l, (A.10)
i€{0,...,N}

puisque pour tout i € {0,...,N}, |a; — a;41] < 0, on a:

f@ -l < X |f@)-flan) € X e < (NHDe (aq

i€{0,...,N} i{0,...,N}
par conséquent,
lip(s)] < (N +1)e (A12)

et donc 9 est bien définie sur R>g. On remarque également que 9 est croissante sur Rx>g.
Nous allons maintenant montrer que 1 est continue sur R>qg. Soit a € R>g, ¢ € Ry,

0 € Ryp tel que ¥(0) < e et s € R tel que s = a + n avec n € [0,0], on a, puisque ¥ est

croissante :

Y(s) = Y(a+mn)
< Yla+9)
= sup [f(z) — f(y)]

lz—y|<a+d

= (lo—z|< )Sutp(| _ <5){‘f(x) —fEI+1f(z) - f(y)\} (A.13)
< s @) SR+ s 15C) - S0)
= %(a) +9() i
< Y(a) +e.

Par conséquent v est continue a droite pour tout a € R>g. On peut montrer de la méme
maniere que v est continue a gauche pour tout a € Ry, ainsi ¢ est continue sur R>¢ tout
entier. Seule la croissante stricte de 1 nous manque pour pouvoir affirmer que ¢ € K. Pour

cela, il suffit d’introduire la fonction ¢ : s +— 1(s) + s. La propriété (ii) est ainsi vérifiée. [
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Théoréme A.2.1 (Théoréme de la valeur moyenne [158]) Soient a,b € R™, f : R" —
R™ dérivable sur R™ (n,m € Z~q), alors il existe c = a+ (b —a)t ou t € (0,1) tel que:

f0) = fla) = 0f(c)(b—a). (A.14)
Le résultat suivant correspond au Lemme 3.4 dans [98].

Lemme A.2.1 (Principe de comparaison) Soit l’équation différentielle scalaire suivante :

y = g(tay)7 Yo € R

ot g est continue en t et localement Lipschitzienne en y, pour tout t € [tg,00) ety € J C R.
Soit tmax € (to,00] tel que [to,tmax) est Uintervalle mazimal d’existence des solutions y(t) et
supposons que y(t) € J pour tout t € [to,tmax). Soit v une fonction dérivable qui satisfait
l'inégalité suivante :

o(t) < f(tu(t), vo <o

et v(t) € J pour tout t € [to,tmax), alors, pour tout t € [to,tmax),

o(t) < wu(t). (A.15)
Considérons le systeme suivant :
= h(z),

otz € R", y e RP, u € R™, f: Rsg x R" x R™ — R" est localement Lipschitzienne et

h: R™ — RP est continue, n,m,p € Z~y.

Définition A.2.2 (Complétude positive) Le systéme (A.16) est positivement complet si
pour tout (to,zo,u) € R>g x R"™ x LT, x(-,to,xo,u) existe sur [tp,00).

Remarque A.2.2 La complétude positive peut n’étre définie que pour un ensemble limité de

signaux d’entrée et de conditions initiales.

Définition A.2.3 Le systeme (A.16) est uniformément positivement complet s’il existe x1,X2,
X3 € K et c € Ry tels que, pour tout (to,xo,u) € R>oxR" XL ett € [to,tmax) (qui représente

Uintervalle mazimal d’existence de solutions, tmax € [to,00)) :
[z(t,to,xo,u)] < xa(t —to) + xa(lol) + xs(llully, ) + ¢ (A.17)
ainst tpax = 00.

Cette définition est inspirée de [6] ou il est prouvé que, si le systéme (A.16) est & temps
invariant, complétude positive et (A.17) (avec x; = 0) sont équivalents (voir Corollaire 2.3).

La notion de complétude positive uniforme est également utilisée dans [122] (Définition 5).
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Annexe B

Rappels de stabilité

B.1 Stabilité des systémes a temps variant

Soit le systeme dont les dynamiques sont représentées par I’équation différentielle ordinaire

suivante :
i = f(tx), (B.1)

ouz € R", f:RsgxR"” — R" telle que f(¢,0) = 0 pour tout ¢ € R>g, n € Zso.

Définition B.1.1 (UGAS) On dit que l'origine est uniformément globalement asymptoti-
quement stable (UGAS) pour le systéme (B.1) s’il existe 3 € KL telle que, pour tout xy € R",
les solutions de (B.1) vérifient :

[z(t)] < B(lzolit —to) Vt=to=0. (B.2)
Si le systéme (B.1) est autonome, on dit que 0 est GAS ('uniformité est superflue).

Il est généralement difficile de prouver la stabilité de lorigine de (B.1) a partir de la
Définition B.1.1. Les fonctions de Lyapunov offre un moyen pratique d’y arriver. Le théoréme

suivant se déduit du Théoreme 4.9 et du Lemme 4.3 dans [98].

Théoréme B.1.1 L’origine est UGAS pour (B.1) s’il existe une fonction V € C*(Rsq x
R™R), a1, a0 € Koo et ag € K tels que,

(i) pour tout (t,x) € R>o x R", ay(|z|) < V(t,x) < aa(|z]) ;

(ii) le long des solutions de (B.1), V(t,x) = %—‘t/ + %—‘;f(t,:n) < —as(|z|).
On dit dans ce cas que V' est une fonction de Lyapunov (forte) pour le systéme (B.1).
Remarque B.1.1 La condition (i) est équivalente au fait que V' est définie positive et radia-

lement non bornée et l'inégalité de (ii) revient a dire que V est définie négative (cf. Lemme
4.8 dans [98]).
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Il est souvent difficile de trouver des fonctions de Lyapunov fortes. Parfois, la dérivée de
la fonction considérée est seulement définie semi-négative (V < 0), on parle alors de fonction
de Lyapunov faible. Tout ce que 'on peut conclure, a priori, est que l'origine du systéeme est
stable, i.e. il existe & € K telle que pour tout tg € R>g, g € R, |z(t)| < a(|zo|). Des outils
d’analyse sont disponibles afin de déduire de plus fortes propriétés a partir de fonctions de
Lyapunov faibles, comme le principe d’invariance de LaSalle. Le résultat suivant correspond
au Théoreme 4.4 dans [98].

Théoréme B.1.2 (Principe d’invariance de Krasovskii-LaSalle) Soient D C R™ et
- Q C D un ensemble compact positivement invariant pour le systéme (B.1);
~ V € CYD;R) telle que V(x) <0 sur Q;
— E Uensemble des points de Q ot V(x) =0;
— M le plus grand invariant inclus dans E.

Alors toute solution de (B.1) telle que x(0) € Q converge asymptotiquement vers M.

Ce corollaire est une conséquence directe du principe d’invariance de LaSalle-Krasovskii
(voir Corollaires 4.1 et 4.2 dans [98]).

Corollaire B.1.1 Soient D C R” tel que 0 € D et
~ V e CY(D;R) une fonction définie positive sur D, telle que V() <0 sur D ;
- S ={zeD: V() =0} et supposons qu’aucune solution ne puisse rester dans S
identiquement, a part x =0
Alors x = 0 est asymptotiquement stable. Si D = R™ et V est radialement non bornée, x =0

est globalement asymptotiquement stable.

B.2 Stabilité des systemes munis d’entrées et de sorties

Considérons le systeme suivant :
z = f(tzu)
y = h(z),

oux € R", u e R"™, y€RP, f:R>oxR"xR"™ — R" telle que f(¢,0,0) = 0 pour tout t € R>
et h:R" x RP, nom,p € Z~y.

(B.3)

Définition B.2.1 (UEBEB / UGS) Le systéeme (B.3) est uniformément-entrée-bornée-
état-borné (UEBEB) avec u comme entrée, s’il existe a,y € K tels que, pour tout xg € R™,
ue Ll:

lz()] < allzol) +v(ull) VE=t0 20, (B.4)
et si vy est une fonction linéaire, le systéme (B.3) est dit UEBEB avec un gain linéaire.
Lorsqu’aucune entrée n’affecte les dynamiques du systéme (i.e. w =0), on dit que celui-ci est

uniformément globalement stable (UGS).
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Définition B.2.2 (Stabilité entrée-sortie / entrée-état) On dit que le systéme (B.3)
est stable entrée-sortie de l’entrée u vers la sortie y s’il existe f € KL et un gain v € KC, tels

que pour tout xg € R™, u e LIu:
ly@®] < Bllzolit —to) + v(llull) Vt > tg > 0. (B.5)

Lorsque (B.5) est vérifiée pour y = x, le systéme (B.3) est stable entrée-état vis-a-vis de w.
Si 7y est une fonction linéaire, on dit que le systéme (B.3) est stable entrée-sortie/entrée-état

avec un gain linéaire.
Différentes caractérisations des stabilités entrée-sortie et entrée-état sont listées.

Proposition B.2.1 Le systéme (B.3) est stable entrée-sortie de l'entrée u vers la sortie y si

et seulement si l'une des propriétés suivantes est vérifiée :
(i) il existe € KL et un gain v € K tels que :
)] < max{B(|zo|,t —t0),y([|ulloc)} Vit =19 2>0; (B.6)
(i1) (sile systéme (B.3) est UEBEB) il existe V. € C*(R"R>), aq,a2 € Koo, x € K et
as € KL tels que:
— pour tout © € R™, ay(|h(x)|) < V(x) < as(|h(z)]) ;
~ pour tout (z,u) € R"™™ V(z) > x(|u|) = %—‘;f(x,u) < —ag(V(z),|z|).

Preuve. La propriété (i) est bien équivalente a la Définition B.2.2 d’apres la Proposition

A.1.2. I’équivalence avec (ii) est obtenue a I’aide du Théoréme 1 dans [186].

La proposition suivante est démontrée dans [185] (voir Théoreme 1).

Proposition B.2.2 Le systéme (B.3) est stable entrée-état vis-a-vis de u si et seulement si

l'une des propriétés suivantes est vérifiée :
(i) il existe 5 € KL et un gain v € K tels que:
[z(t)] < max{(|zol,t —to)y(llull)} Vit =19 2>0; (B.7)
(i1) il existe V€ C°(R"R>p), ar,a2 € Koo, x € K et az € K tels que:
— pour tout x € R", ay(|z|) < V(z) < as(|z]) ;
— pour tout (x,u) € R x(|z]) > |u| = %—Zf(x,u) < —as(|z|).

Remarque B.2.1 Lorsque la stabilité entrée-état est prouvée a l'aide de la condition (ii),

on peut prendre v = a7 o ag o x~! dans (i).
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Annexe C

Preuve de la Proposition 4.3.1

La preuve est fortement inspirée de celle du Lemme 11 dans [165]. On peut montrer,

d’apres (4.37), que pour tout pu € Ry, i € Z>q et e € R™, avec a3 = %O&gi

%[W(iﬂ,h(i,e))—wa,e)} < —ay(W(ie)). (1)

Considérons a € K N C1(R>g,R>0) telle que, pour tout 7 € R>q:

a(t) <min {r,a3(1)} et d'(r) <1 (C.2)
2 7T min{s,as(s)}

7 Jo e ds
qui satisfait bien les conditions requises. En effet, on peut prouver que a € XN C 1(R20,R20)
gmin{’r,d:;('r)} < 2 T <

Un exemple de fonction a est donné par I'équation (140) dans [165]: a(T) =

et a(r) < min {7'7543(7')}, de plus a'(1) = % < 1, pour 7 € R>.

™ 1+712 = w1472 =
Soit
T 2
exp < =3 ds) pour 7 >0
p(r) = I (C.3)
0 pour 7 =0.

Cette fonction est continue et croissante sur R>g. De plus, puisque s — ff % ds diverge

en —oo quand 7 tend vers 0 et vers +o0o quand 7 tend vers 400, p € Ks. Montrons que
p € C1(R>0,R>0). Puisque p € C1(R~g,R>0), il suffit de prouver que:

O — C () —
P(0)=0 et Th_%hp (1) =0. (C4)
Au voisinage de 0,
1 9 12 2 2
p(T) = exp (— I o] ds> < exp (— = ds) =exp(In7?) = 7% (C.5)

Par conséquent, p’(0) existe et est égal a 0. D’autre part, pour 7 € R+q:

p(7) = gp(r) et (1) =2(2-d(7) 4T (C-6)

Puisque /(1) < 2, p” est strictement positive sur R~ et p’ est donc strictement croissante

sur cet espace. Ainsi, sachant que p’ est également positive, lim+p’ (1) existe et est positive
T—0



174 Annexe C. Preuve de la Proposition 4.3.1

ou nulle. Raisonnons par ’absurde et supposons que lim p'(7) > 0. Il existe donc ¢,§ € R+

T—0F
tels que, pour tout 7 € (0,9),
pr) = e (C.7)
ce qui implique, sachant p”(7) > Zl((:)) d’apres (C.6) et le fait que o’(7) < 1, que:

7)) > ﬁzé

(C.8)

Par conséquent, puisque

)
Jr) = H0) - / #'(s) ds, (C.9)

lim+p’(7') = —00, ce qui est impossible, par conséquent lim+p/(7') =0cet p€ C'(Rxp,Rx).
T—0 T7—0 - -

Considérons maintenant U = p o W. Pour tout i € Z>g et e € R"¢, puisque p €
CY(R>0,R>0), d’apres le théoréme de la valeur moyenne, il existe W* € [W (i+1,h(i,e)),W (i,e)]
(W (i + Lh(i.e)) < W (i)

Ui+ Lhie)) = Ulie) = o/ (W) [ Wi+ Lhie) = Wie)|, (C.10)
en invoquant (C.1) et sachant que p’ est positive,
Ui+ Lh(ie) = UGie) < =50/ (W)as(W ie)), (C.11)

sachant que p est également croissante sur R>g et que W (i + 1,h(i,e)) < W* < W (i,e),
I

Ui+ 1,h(ie)) = U(ie) < _E'OI(W(i + 1,h(1,e)))as (W (i + 1,h(i.e))), (C.12)
puisque p/(7) = aLT)p(T) pour 7 € Ry et p/(0) =0,

_ H
a(W (i + 1,h(i.e)))

U(i + 1,h(ie)) — U(iye)

IN

Ui+ 1,h(ise))as(W (i + 1,h(i.e))),
d’apres la définition de a, a(7) < a3(7) pour 7 € R>, donc

Ui+ 1,h(ie)) — U(i,e) < —pU(i+ 1,h(ise)).
En conséquence, pour A = ﬁ € (0,1),

Ui+ 1,h(ie)) < AU(e).

La preuve se conclut en remarquant que, puisque p € C 1(R20,R20), U hérite des propriétés
de continuité de W. O
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Annexe D

Théoremes du petit gain pour des

systemes paramétrés

Dans cette annexe, des théoremes du petit gain sont développés a partir des travaux de
[184]. Deux types d’interconnexions sont étudiés: celles dites « classiques » entre deux sous-
systemes vérifiant des propriétés de type stabilité entrée-état, d’autres plus atypiques puisque
trois sous-systémes sont interconnectés, I'un d’eux ne satisfaisant que des propriétés de type
entrée-bornée-état-borné. De plus, pour la premiere fois & notre connaissance des théoremes
du petit gain sont présentés pour des systemes paramétrés en temps continu et explicitement
prouvés (un théoréme est bien proposé sous des conditions différentes des notres dans [191]
mais sans sa preuve). A noter que l'interconnexion de systémes paramétrés discrets est analysé
a laide d’un théoréeme du petit gain dans [111] basé sur la construction d’une fonction de

Lyapunov pour le systéeme global.

Ces résultats sont utilisés dans ce mémoire pour analyser la stabilité des observateurs
émulés pour les NCS. Leur portée s’avere toutefois plus générale. Nous montrons ainsi dans
[163] qu’ils peuvent étre appliqués pour la stabilisation semiglobale pratique asymptotique de
classes de systemes non linéaires ainsi que pour la commande et la poursuite de trajectoires

pour les systémes a données échantillonnées.

Cette annexe est organisée de la facon suivante. Des définitions et résultats préliminaires
sont présentés dans §D.1, fournissant des versions locales de certaines propriétés de [121, 184].
Des théoremes du petit gain sont ensuite développés et prouvés dans §D.2, puis étendus aux

systemes paramétrés dans §D.3.
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D.1 Définitions et résultats préliminaires

Considérons le systeme :

T = f(t,x,u) Vit € [ti_l,ti] (D.l)
Yy = h(t,z:,u) (DQ)
() = gltsa(t)ult), D3)

ot x € R™ est I'état, y € R™ la sortie, u € R™ lentrée, f : Rsg x Rt — R"™ egt
continue en z et u et continue par morceaux en t, h : R>g x R™ ¥« — R™ est continue,

NN,y € Zso. La séquence de sauts {t;}icz., vérifie:
v < ot —t <o, (D.4)
avec T € [v,00) et ty € R>g est 'instant initial.

Remarque D.1.1 Nous avons choisi de considérer une classe de systémes hybrides qui com-
prend celles étudices dans la Partie II. Les résultats de cette annexe s’appliquent directement

aux systémes dont les dynamiques sont uniquement continues [163].

Cette section a pour but d’obtenir un résultat technique (Proposition D.1.3) qui nous
permettra de conclure dans la preuve des théoremes du petit gain. Une série de définitions,

lemmes et propositions nécessaires a I'obtention dudit résultat sont maintenant énoncés.

Définition D.1.1 Soient p € K, ¢,A € Rwyg, le systeme (D.1)-(D.3) est dit (u,c,A)-uniformé-
ment pratiquement stable entrée-sortie® si les conditions suivantes sont vérifiées :
(i) [stabilité (u,c,A)-uniforme pratique] il existe § € Koo telle que, pour tout e € (0,6 "1(A)),
z(to) € R™ et u € L7 avec max {|z(to)], ||ully } < d(¢) :
Ol < max {enllullg )} V2t 20, (0.5)
lorsque A = 0o, le systéme (D.1)-(D.3) est (u,c)-uniformément pratiquement stable ;
(i1) [attractivité (u,c,A)-uniforme pratique| pour tout r € (0,A), € € (¢,00), il existe T'(r,e) €
R tel que pour tout x(tg) € R™ et uw € L2 avec max {|z(to)|, ||ull } < r, pour tout
to € R>o -
y@®)| < max{enu(lully, )}  VtE[to+T(er)00), (D.6)
lorsque A = oo, le systéeme (D.1)-(D.3) est (u,c)-uniformément pratiquement attractif.

Le lemme ci-dessous découle directement du Lemme 3.1 dans [121].

Lemme D.1.1 Soient A € Ryqg et ® : [0,A) x [tg,00) — R>q tels que, pour tout r € (0,A),
e € Ry, il existe T(r,g) tel que, pour tout s € [0,r), t > to + T(r:e), ®(s,t) < e. Alors, il
existe T : (0,A) x Ry — Rsq qui satisfait les propriétés suivantes :

(i) pour tout r € (0,A), T(r,) : Rsg — Ry est continue, strictement décroissante et

bijective de R~y dans Rsq ;

1. L’entrée et la sortie sont respectivement u et y dans cette section.
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(ii) pour tout € € Rsg, T(-,€) est strictement croissante sur (0,A) ;

telle que pour tout r € (0,A), e € Rug, s € [0,r) et t > tog+ T(re), P(s,t) < €.

Preuve abrégée. La preuve est la méme que celle du Lemme 3.1 dans [121]. En effet, en

définissant, pour r € (0,A) et € € R, I'ensemble :

A(re) = {T€Rxg:Vse[0r) VE>to+T @(st) <e}, (D.7)

£

et T(re) = inf {A(re)}, T(re) = 2 [ET(r,s) ds+ £, les conditions (i) et (ii) sont satisfaites,
2

en invoquant les mémes arguments que dans [121]. O

La proposition suivante est une variation de la Proposition A.1 dans [184].

Proposition D.1.1 Soient A € Ryg et @ : [0,A) X [tg,00) — R tels que:
(i) pour toutr € (0,A), e € Rxo, il existe T(r,e) tel que, pour tout s € [0,r) ett > to+T(r,e),
D(s,t) <e;
(ii) il existe § € Koo tel que pour tout € € (0,67 1(A)), s € [0,5(g)) et t > tg, P(s,t) <¢;
alors, il existe 5 € KL tel que, pour s € [0,A) et t > to, P(s,t) < B(s,t — tg).

Preuve. La preuve suit les mémes lignes que la seconde partie de la preuve de la Proposition
2.5 dans [121]. Soit A € Rsq et définissons ¢ = 6~ € K. Ainsi, d’apres (ii), pour tout
s € [0,A) et t € [tg,00),

B(st) < 07(s) = o(s). (D.8)

Puisque la condition (i) est vérifiée, le Lemme D.1.1 est utilisé pour construire la fonction
T. Soit ¢ (r,-) = T~Y(r,-) pour tout r € (0,A), qui hérite des propriétés suivantes de T":
— pour tout r € (0,A), ¥(r,r) : Rsg — Ry est continue, bijective de R+ dans Ry,
et strictement décroissante, de plus, on définit 1(r,0) = oo en accord avec le fait que
tim (1) = o0

t
— (-,t) est strictement croissante sur (0,A) pour tout ¢t € Rsy.
Fait D.1.1 Pour tout r € (0,A), s € [0,r), t > to, P(s,t) < P(r,t — to).

Preuve du fait. La preuve est la méme que dans [121], mais nous avons choisi de la présenter
avec nos notations. De par la définition de T', pour tout r € (0,A), ¢ € R, s € [0,r) et
t>to+T(re):

P(s,t) < e. (D.9)

En remarquant que ¢t — tg = T(rab(rit — tg)) si t —to > 0, et que ¥(r,") est une bijection de
R<g dans R+, il s’en suit d’apres (D.9) que, pour tout r € (0,A) et s € [0,r), t € (tg,00):

D(s,t) < Y(rt—to). (D.10)



178 Annexe D. Théoremes du petit gain pour des systémes paramétrés

En notant que ¥ (r,0) = oo, l'inégalité désirée est alors assurée pour t = tg. O

Soit )(r,t) = min {¢(r),4(rt)} pour r € (0,A) et t € Rsp. On remarque que Y est
décroissante en ¢ et tllglo U(st) =0 (tlirgo ¥ (s,t) = 0 puisque 1(r,-) est une bijection strictement
décroissante de R~y dans Rsq). On obtient, d’apres (D.8) et le Fait D.1.1, que pour tout
r € (0,A), s € [0,r), t > tg:

O(s,t) < (rt —to), (D.11)
par conséquent, d’aprés (D.8), (D.11) et en prolongeant par continuité  sur [0,A] x [tg,00)
par zﬁ(A,t —ty) = lirgl zﬁ(r,t —to) € Rso, (si ¥(-,t) tend vers 'infini en A, ¢ prend bien

r—A—

une valeur constante strictement positive puisque elle est de classe K) et zﬁ(O,t —ty)) =0

(puisque % est positive et que ¢(0) =0) on a:

D(s,t) < Vols)\/(rt —to) < Vo(s)\/ V(AL —to). (D.12)

Soit [B(s,t) = \/M\“/;(A,t), pour s € [0,A) et t € R>(, on peut voir que:
— pour tout s € [0,A), B(s,) est continue, décroissante et tli_)néloﬂ(s,t) = 0 (comme ¥(s,")
est décroissante et tlgglo P(s,t) =0);
— pour tout ¢ € Rxq, B(-,t) est continue, strictement croissante sur [0,A) et s’annule en
Porigine.

De cette maniere, 8 € KL, ce qui clot la preuve. O

Le résultat suivant provient du Lemma A.2 dans [184].

Lemme D.1.2 Soient A,c € Ry, 0 € Koo, ¢ € Ryg et T : (0,A) X (¢,00) — R qui satisfait :
(i) T(-,e) est croissante pour tout € € (¢,00) ;
(i4) lim T'(r,) = oo, pour tout r € (0,A) ;
alors,egjocur tout 7 > 1, il existe § € KL tel que pour tout r € (0,A), t € Rxq, il existe
g€ Ap(rt) = {n € (c,00) : T(rn) <t} U{oo} tel que
min {& — ﬁc,é_l(r)} < B(rt). (D.13)

Preuve abrégée. La preuve se déduit de celle du Lemme A.2 dans [184]. Soit 7 > 1. On
peut montrer que pour tout 7 € (0,A) et t € Rxg, inf{Ar(r,t)} > ¢, la fonction suivante est
définie, pour r € (0,A) et t € R>,

o(rt) = min{inf{Ap(rt)} — 0,5_1(7“)}, (D.14)

avec ¢(0,t) = 0 et o(r,t) = 6~ !(r) tant que inf{Ap(r;t)} = co. On peut alors montrer que ¢
vérifie les conditions (i) et (ii) de la Proposition D.1.1. Ainsi il existe 3 € KL tel que, pour
tout r € (0,A), t € R>p:

o(rt) < B(rt). (D.15)
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Soit 3 = 73, pour r € (0,A) et t € Rsq, inf{Az(r,t)} € (0,00].
Si min { inf{Ap(r,t)} — ¢,0~1(r)} = inf{Ap(rt)}, alors il existe e € Ap(rt) tel que ¢ <
inf{Ap(r;t)}. D’apres le fait suivant

min { inf{Ap(r;t)} — 6,6_1(7‘)} < B(rt), (D.16)
et puisque e—fjc < 7inf{A7(r,t)} —7jc, (D.13) est obtenu. D’autre part, si min { inf{Ap(r,t)}—

t=me, (
¢, (r)} = 671(r), puisque 6~ (r) < B(r,t), (D.13) est vérifide. O

La proposition suivante offre une caractérisation de la stabilité entrée-sortie (u,c,A)-

uniforme et pratique a ’aide de fonctions de comparaison.

Proposition D.1.2 Sile systéme (D.1)-(D.3) est (u,c,A)-uniformément pratiquement stable
entrée-sortie, alors, pour tout n > 1, il existe € KL tel que pour tout x(tg) € R™ et u € LI
avec max {|x(t0)|, llul o } < A,

ly(®)] < max {B(|x(to)|t — to),u(llull s, ) me} Vt > tg > 0. (D.17)

Preuve abrégée. La preuve suit celle de la Proposition 2.7 dans [184]. Soit n > 1, 77 € (1,n),
définissons v = % — 1 € Ryg. Soit tg € Rxg, 7 = |z(to)] < A, u € L2 avec |ull,, < A,
puisque le systeme (D.1)-(D.3) est (u,c,A)-uniformément pratiquement stable, on a, pour
tout ¢ € [tp,00),

O] < max {570l )} (D.18)

d’autre part, puisque le systeme (D.1)-(D.3) est (u,c,A)-uniformément pratiquement attractif,
il existe T : (0,A) x (c,00) — [to,00) tel que pour tout € € (¢,00), t > to + T(r,e),

)] < max {eu(lully )} (D.19)
Soit, pour (re) € (0,A) x (¢,00),

T(re) = . i p +inf {T(r'e") : ' >rete € (ce)} (D.20)

qui est croissante en r pour tout € € (¢,00) et lim T'(r,e) = oo pour tout r € (0,A) qui, ainsi,
E—C

satisfait les conditions (i) et (ii) du Lemme D.1.2. De cette maniere, soit ¢ € [ty,00) et prenons
e € Ap(rit —tg), ou Ap(rit — to) est défini au Lemme D.1.2, on a:

y®) < max {epllully, o)} (D.21)
d’apres le Lemme D.1.2,

min {e — 7e,6 71 (r)} < B(rt —to). (D.22)
Dans le cas oll € — fjc < § (1), nécessairement £ < oo et d’apres (D.21),

O < max {eulully, )} < max{Fe + Bt — to)a([lully, )} (D.23)
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D’autre part, si e — fjc > 6~1(r), alors 6 (r) < B(r,t — to) et, d’apres (D.18),
ly®) < max {B(rt —to).ullully,p).ch- (D.24)

En combinant (D.23), (D.24), et en invoquant la Proposition A.1.2:

(@) < max {(1+v7)B(rt —to),u(llull y»),(1 + v)7c}
= max { B(|w(to) |t — to).allull )1}
on = (1+vHgekL. O

La proposition ci-dessous est une version locale du Théoreme 1 dans [184]. C’est ce résultat

qui nous permettra de clore les preuves de la section suivante.

Proposition D.1.3 Supposons qu’il existe 8 € KL, v¥ 4%, 0,00, o" € K, cz,cy,m,M,A €
R tels que, pour tout xz(tg) € R™ et u € L avec max {|z(to)|, ||lull } < A, les solutions
de (D.1)-(D.3) vérifient, pour tout t > tg > 0:

()] < max {B(lz(to)lt —t0)7” (Iyllz,0) 7" (1l gg0)) 0y } (D.25)
ly@ < M (D.26)
()] < max {o"(t —t0),0" (|x(to)]).0” (Y ll 10,60 (lullizg.0)) s } (D.27)
et
Y(s) < s Vs € [m,M], (D.28)
c=max{m,,} < M, (D.29)
sotent
7(s) = max{B(0¥07"(s),0),8(c"(5),0) 1" (5)} Vs €Rx0 (D.30)
A € (0,A] avec max {B(A,0)7"(A)} < M, (D.31)

alors, pour tout n € (1,00), il existe B € KL tel que pour tout x(tg) € R™ et u € LT avec
max {Jz(to)], llull, } < A

y®] < max {B(z(to)lt —t0). 3" (lullgy o) me} ¥t >t > 0. (D.32)

Preuve. La preuve suit les mémes étapes que celle du Théoreme 1 dans [184]. La propriété de
stabilité (D.32) est prouvée en invoquant la Proposition D.1.2. Nous allons donc démontrer

que le systéme (D.1)-(D.3) est (7%,c,A)-uniformément pratiquement stable entrée-sortie.

FEtape 1. Stabilité (7*,c,A)-uniforme pratique.
Soient ¥(s) = B71(s,0) et d(s) = min{¥~!(s),s} pour s € Rxy (avec la convention

consistante ¥71(s) = oo si s > sup f(s,0)), nous savons que § € Koo. Soient tg € R,
c€[0,00)
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€ (0,671(A)), z(tg) € R™ et u € L2 avec max {|z(t)], |ull} < d(¢). Premierement, on
remarque que, d’apres (D.28) et le fait que 7Y € K,

W) < s si s e [m,M].
On en déduit, d’apres (D.25), (D.26), (D.29) et (D.33), que:
ly(t)] < max {B(|x( t0)|0)»7 (19l )™ lell g )¢ }
Wl < max {8607 (lull g )t (D.34)

en remarquant que,

(cefo swp Be0)) = (86().0) < B0 ()0) < e)

s€[0,00)
(6 > sup ﬁ(§,0)> = (ﬁ(5(€),0) < sup f(5,0) < 5),
c€[0,00) s€[0,00)

il s’en suit
WOl < ol e < max{en(lully, o)}

Ainsi, le systeme (D.1)-(D.3) est (¥*,¢,A)-uniformément pratiquement stable et donc (5*,¢,A)-
uniformément pratiquement stable (puisque A < A) d’apres la Définition D.1.1.

FEtape 2. Attractivité (Y*,c,A)-uniforme pratique.
Soient to € R, 7 € (0,A), € € (¢,00), x(tg) € R™ et u € L1 avec max {|z(to)], ||ul, } <7
Parallelement a (D.34),

) < max {801 (t0).0)7” (1.7 (Il )0}

Wy < max {80002 (ull gy ).} (D.35)

Plusieurs suites sont maintenant définies: (7} )icz.,, (T[)iEZzo et (M])iczs,- Soient T¢ = 0,

My = r, T{ > 0 est choisi suffisamment grand tel que S(M{,17) < +¥(8(r,0)). Soit &(s) =
max{c”(s),0¥(6(s,0))} pour s € R, M] est défini par, pour i € Zg:

M] = max {&(r),at(Tg +...+ ﬂr),ay(c),cx}. (D.36)
D’autre part, T}, ; > 0 est choisi suffisamment grand tel que

BIMITL,) < (¥W)™H(B(r0)), (D.37)

et T[:Té“-|-...+7}’", pour i € Z>.
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De par (D.27) et (D.35), on a, pour tout t € [t(,00) :
[z(t)] < max {Ut(t —t0),0°(r),0%(B(r,0)),0Y (" (ull 1,0 (€),
(Il g 07),2 }
< max {o (¢~ 10).6().0" (7"l )0 (Nl 1 )7 (0) o | (D.38)
par définition des M et T{, on déduit que:
alto + T < max {07 (" (ful gy )0 Ol ) - (D.39)
Le fait ci-dessous nous permet de déduire la propriété d’attractivité désirée.

Fait D.1.2 Pour tout i € Z>q, les solutions de (D.1)-(D.3) satisfont :
ol < max{ (") (Br0) 3 (ulgp)e} — VEE lto+T700). (D.40)

Preuve du fait. La preuve est réalisée par récurrence sur i. Premiérement, notons que pour
i =0, (D.40) est assuré d’apres (D.35). Supposons que (D.40) soit satisfait pour i € Z>g i.e.

pour t € [to—l—T?" 00):
y(®) < max{(y¥) )3 (ull gy ), }- (D.41)

Pour t € [tg + T+1,oo , d’apres (D.25), (D.37) et (D.39),

IN

xﬂM%—m+W»“wmm>%Mmgmmﬁ

B0 A" (el )7 (19l 7.0 |- (D.42)

Deux cas doivent étre distingués.

IN

)
@] < max{Bllato + TN~ (to + TN A (ol )" (il ) )

Cas 1: 'yy(HyH[toJrT[’t)) < max {(’Yy)iﬂ(ﬂ(r 0)): 7" (lullgy 4 Cy}'

Pour t € [ty —|—T+1, 00),

)] < max { (1) FB70)). 3 () 0 }

et (D.40) est satisfait puisque ¢, < c.

Cls 2: 31yl 0. ) > max { (1) (B00) 3l )0 -

D’aprés (D.41) et (D.42), pour t € [to + 17, ,00),
ly(®)]

IN

VYl )
7 (max { (5)7 (800 3" (Jullgy ) })
= max { (") (B00)7" (5 (ull)) 2*(0)} (D.43)

IN
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puisque [|ullp, ) < A, on a ¥ (Il 4y,00)) < M, et en invoquant (D.29) et (D.33), on obtient :

O] < I9llpy < max{ () (80,03 ([l )} (D.44)

par conséquent (D.40) est satisfait. O

On peut voir que lim sup(7¥)*(3(r,0)) < m, puisque 3(r,0) < B(A,0) < M et (D.28),
11— 00
(D.33) sont vérifiés. En conséquence, il existe toujours ig € Zxo tel que (7¥)%(8(r,0)) < e,
puisque £ > ¢ > m. Ainsi, soit T'(r,e) = f}’(‘), d’apres le Fait D.1.2, on obtient pour tout
tefto+T(er),00):
O] < max { ()" (B00) 7 (lull )} < max {e3 (ullgy )} (D45)

Le systéme (D.1)-(D.3) est (7*,c,A)-uniformément pratiquement attractif d’apres la Définition
D.1.1.

Puisque le systeme (D.1)-(D.3) est (3*,¢,A)-uniformément pratiquement stable et attrac-

tif, la preuve se conclut en invoquant la Proposition D.1.2. O

D.2 Théoremes du petit gain pour des systemes non-paramétrés

Soient les systemes :

& = fillsen ) Vi € [tioa 8]

{ 1(t]) = g1(ti, w1 (t),22(t:) s () (D.46)
% = falbsea o ) Vi € [tioa 8]

{ za(t]) = go(ti,ma(ts),x1 () ,ue(t:)), (D.47)

ot 1 € R"™1, 29 € R™2, f1 : Ry x R Tz tluy — R7e1 ef fo 1 Ry x RMe2 e tiuy — R
sont continues par morceaux en t et continues en x1, x2, 43 ou ug, g1 : Ryg X RMe1 ety
R"™1 et g : Rsg x RM2taitus — Rz gont localement bornées telles que pour tout
(t,xl,xg,ul,ug) S RZO X R7w1 ey My +1us

t <
|91 (t,21,22,u1)| 5 |z1] (D.48)

|g2(t,2,21,u2)|
Remarque D.2.1 Puisque notre analyse se base sur des bornes sur les trajectoires du systeme
et non des fonctions de Lyapunov, on pourrait croire qu’il suffirait d’énoncer nos résultats
pour des systemes continus afin d’obtenir I’équivalent pour les systemes hybrides a linstar
de [119]. Cependant, puisque la condition du petit gain ne sera vérifiée que sur un ensemble
bornée, nos preuves requierent des propriétés de continuité des variables d’état en fonction du
temps. Nous verrons que les conditions (D.48) nous permettent tout de méme de conclure.

On remarque que les classes de systémes étudiées dans la Partie II les vérifient.
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Les instants de sauts {t;}icz., vérifient, pour tout i € Z~¢:
v < ti—ti1 < T, (D.49)

ol v € Ry est une constante arbitrairement petite uniquement introduite afin d’éviter I’ap-
parition du paradoxe de Zénon, 7 € [v,00) est fixé et ty € R>p est U'instant initial. On
définit les fonctions suivantes w; € C(R™1,R™1), wy = (w§wh) ot w§ € C(R"e2 R"$),

n v
wg € C(R™2 R “2) avec ny,, Mg My € Z~y, telles que

lwi(z)] < pa(laa]) (D.50)

py(lz2l) < wa(w2)| < Pa(fzl), (D.51)

01:1 p17£27ﬁ2 e ICOO

Le premier théoreme considere une interconnexion classique de deux systémes qui vérifient
des propriétés de type stabilité entrée-état pour lesquels la condition du petit gain est vérifiée
sur un compact qui ne comprend pas l'origine. En comparaison avec [86, 197], nous proposons
des estimés de la boule de conditions initiales et de I’erreur résiduelle obtenue en fonction des

bornes de ce compact,

Theoreme D.2.1 Conszderons le systéme (D. 46) (D.47), supposons qu’il existe 1,02 € KL,

’Yl 7')’17 ')’2 ey 0177717771 7771 7771 7771 ,a2,772,772 7772 ny € K tels que pour tout xz1(tp) € R™1,
(x2,u1) € L£o22M 4> 40> 0, les solutions de (D.46) vérifient :

iz (t))] < max {By(lwi (w1 (to))].t — 1)y (1w (22) Iy, )71(||U1H[tot)} (D.52)
e ()] < max {an(je (to))mk (t — o) (lwr (1)l )15 (15 (@2) 1))

1 ()l o ) (il ) (D.53)
pour tout xa(ty) € R™2, (z1,u2) € L5572 > 40> 0, les solutions de (D.47) vérifient :
max { B2 (|ws (z2(t0))],t — t0)5" ([lw1 (1)l y.0) 75 (luzlly,.n)}  (D-54)
max {aus (w3 @ (to))) bt — 10)75" (1 (@1l 1))

1y (w8 (@2) l40,0) 5 (12l g )} (D.55)
et qu’il existe 0 < m < M tels que

IN

IS
no
=
no
—~
~
-
IN

max {5F 0457 (s)757 073 (5)} < s pour s € [m.M], (D.56)
sous la condition suivante

5m(m) < M, (D.57)

5"(s) = max {B1(s,0)77" (Ba(5,0)),82(5,0)75" (51 (5,0)) }.
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On définit les fonctions de classe K v* ", pour s € R> :

vi(s) = maX{ﬁl(ﬂl(S),O)v’Yfg(52@2(8)’0))701(S)ﬁz@(S)aO)ﬁé‘”(ﬁl(ﬂl(S),O)),
3 B(s,0) s}

vi(s) = max {7}(s)71" 015 ()18 (5)75" 01 (5)7 ()},
ot B € KL, ﬁ“ S IC sont définies respectivement par (D.74) et (D.78), et soit A € Ry tel
que max {1/ } <M.
Alors, le systeme (D 46)-(D.47) est uniformément positivement complet pour tout (x1(to),
xo(tg)) € R™ 12 et (uy,ug) € Lot gyec max { |21 (to)|,|wg (z2(t0))], w1 ]l » U2l } <
A. De plus, pour tout n > 1, il existe f € KL , 0 € K telles que pour tout (x1(ty),x2(to)) €
R+ et (up,up) € Lo gpec max {|z1(to)],|wg (z2(to))], w1 ]l s u2llee b < A, les
solutions de (D.46)-(D.47) satisfont, pour tout t >ty > 0,

max {1 (@1(8) | [w§ (220} < max { Blmax {Jon (21 (o) || (22 (t0) )|} — to),
o(max { [t 0 lizll g ) D:30m) } - (D.58)

ot 0(s) = max {n6™(s),ns}, pour s € Rxq.

Preuve. 1l est tout d’abord prouvé que le systéme est uniformément positivement complet
lorsque les conditions initiales et les entrées (uj,u2) € L5772 gont convenablement ma-

jorées. La propriété de stabilité désirée est ensuite obtenue en invoquant la Proposition D.1.3.

FEtape 1. Complétude positive et majoration de wq(z1) et w§(x2).
Soient tg € R>o, (z1(to),z2(to)) € R™ 172 et (uq,ug) € LoF™2 tels que

max { |21 (to)[,|w§ (z2(t0))], lullo » luzlle } < A, (D.59)

ce qui implique, d’apres la définition de A,
(e {Jo (t0) Jw§ (e2(t))|}) < M (D.60)
v (max { lurll gy o) s U2l 000 1) < M. (D.61)

Soit [to,tmax) l'intervalle maximal d’existence de (D.46)-(D.47), ol tmax € (to,00]. De par
(D.52) et (D.54), on a, pour tout t € [to,tmax) :

iz @) < max {81 (w21 (t0)) 1t — t0)75% (Ba(1w8 (2(t0))1.0),

108" (@) lgg,0))75% (08 Uzl o,)):

Wl ) § (D.62)
Jor@)llgy < max {By(wi(@1(t0))1,0)77 (Bl (w2(10)) 0)),

12 (05 (oo @) )73 (3 (L2l 00)):

Wl ) }- (D.63)
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Nous allons montrer par 'absurde que |wi(z1(t))| < M pour tout t € [tg,tmax). Dans un
premier temps, on remarque que |wi(z1(to))| < M, d’apres (D.50) et (D.60). On suppose qu'il
existe t1 € (to,tmax) tel que |wi(z1(t1))] = M. Soit T = inf {¢ € (to,tmax) : |wi(z1(¢))] = M}.
De par (D.63), on a:

IN

max {ﬁ1(|w1(az1(t0))|,0),fy‘fg (B2(lws (z2(t0))1,0)),
Y2 (0 (lwr (@0 gy ) 752 (V2 U2l gy 1))
W (lurlle,p) }

max { B (Jwi (21(80))1,0)71% (B2 (1 (@2(10)) .0)),
18 (M) 5 (3 (luall gy )

(et g ) |- (D.64)

lwor(@1) .z = 1 (21 (B)]

Notons que, d’apres (D.60) et (D.61):

max { B (Jwn (21 (£0))1:0)71 (B2 (1 (w2(t0))1,0)) 1™ (98 (el )78 Ul gy ) } < M,

(D.65)

de plus, en vu de (D.56) :

YR (M) < M, (D.66)
par conséquent, d’apres (D.64), (D.65), (D.66),

wi(z1(2))] < M
ce qui contredit le fait que |wy(z1(f))| = M, ainsi puisque wi(x1) est continue entre deux
instants de saut et d’apres (D.48), pour tout ¢ € [to,tmax)

lwi(z1 (@) < M. (D.67)
Par analogie, on peut montrer que pour tout ¢ € [tg,tmax) :

lws(xa(t))] < M. (D.68)

En conséquence, en invoquant (D.51), (D.55), (D.53), (D.67) et (D.68), on obtient par que
tmax = 00 par l'absurde et on peut montrer que le systeme (D.46)-(D.47) est uniformément

positivement complet d’apres la Définition A.2.3.

FEtape 2. Propriété (D.58).
Nous allons démontrer que les conditions de la Proposition D.1.3 sont vérifiées. Premiere—

ment, notons que d’apres (D.56) et puisque 71103 oyt € K

{ 18 0ngi(s) <o ongi(m) <m st s € [0m) (D.69)

’yfgo’yg”(s)<s si s e [m,M].
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Ainsi, pour t € [ty,00), on a d’apres (D.62), (D.67) et (D.69) :

lwi(z1())] < max {ﬁ1(|w1($1(t0))|at—to)ﬁfg(ﬁ2(|w§($2(to))|,0)),
18 (o1 (20) )71 (08 (2l )78 Ul g )}
Jor@)llgy < max {By(wi(@1(80))1:0)77 (Bl (w2(10)) 0)),

I E 8 )7 U )} (D.70)
par symétrie,

lws (@)l < max{ﬁ2(lw‘5($2(to))|’0)ﬁ§”(ﬂl(lwl(wl(to))la())),

95 (1 Ul )78 (ls2l g )m - (D.71)

D’autre part, d’apres (D.54) pour tout t € [to,tmax) :
a a t t w1 u
Wil < max { Bl @a(3)]5)8" (wr (@l )3 (luallyg )} (D72)
par conséquent d’apreés (D.52), (D.70), (D.71) et (D.72):

rla ()] < max {Bullor (a(5)lg) ot (g @)l ) (sl )}

2
maX{51(51(\M(fcl(to))\,o)af)aﬂl(’ﬁg(52(%‘(56 t0))1,0)):5),
)7

IN
N |

2

31052 (08 (2 ))s )51 (2 i )
Bulims) 7 (Ba(a (15 (0 (10))1.0),5))
52 (G058 (31 (w1 (10)L.0), )

wy w1 (U t wy u t
712 (B2 (73 (’Yl(”Ulu[to,t)))ag))m (52(72(”U2”[t0,t))=§))a

2(
'
D)

we t wa w w§ u
7 (B2(ms5)) 71 (0" (lwr ()l g 1)) 71 (2 (luzllz ),

Wl g ) }-
Un résultat analogue est vérifié par w§(z2), ainsi,

max {|wi (21 (1) w§ (22(8) [} < max { Blmax {Jor (w1(t0)) ] [ (w2 (t0))| }.£ — to),
& (max { ) 2l ) )5 (),
15 (e (@) j0.)):
15 (1 (len @)l (D.73)
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Bsd) = max{m(m<s,0>,§>,ﬂ1wfg<ﬂz<s,0>>,§>,vf5<62<62<s70>,§>>,
(505" (31(5,0).5))
Ba(Bal5,0),5). 205" (Ba(5.0)) )35 (51 (B (5.0),5)),
£ (s 0).5) ) (D.74)

5(s) = max{m‘f( 4(5)),0),81 (11(5):0) 752 (Bo (48" (11 ()),0)),
(B2 (78(5).00) 75 (3 (5)) 7 (5)
ﬁm (7(5)),0).82 (75 (),0) 7™ (B1 (172 (74 ()),0)),

Y5 (Br(71(8),0)) 75" (71’ (s ))%(8)}, (D.75)

5"(s) = max {B1(5,0)7.2 (Ba(s,0)),52(5,0),75" (i (5,0)) }. (D.76)
Soient, pour s € R>q,

o(s) = max {vfg 05t (8), 75t © vfg(s)} (D.77)

F%(s) = max {B(ay o 5’“(3),0),3(6’“(8),0),5’“(8)}. (D.78)

On constate que les conditions de la Proposition D.1.3 sont satisfaites. En effet, on identifie z =
y —max{|w1 m1>| [ (@2)]}. pour (s.) € B2, Bst) = Bs0).7%(s) = max {35055 ()50

(s)}, v“(s) = 6%(s), ¢y = 6™(m), o'(s) = 0, 6%(s) = B(s,0), 0¥ est défini dans (D.77),
0“(3) = &“(s), ¢z = 6™(m), ¢ = max {G™(m),m}, ¥* est donné dans (D.78). L’inégalité
(D.25) est satisfaite d’apres (D.73), (D.26) d’apres (D.67) et (D.68), (D.27) d’apres (D.73),
(D.28) d’apres (D.56), (D.29) d’apres (D.57), (D.31) avec A = A puisque max{v*(A),v%(A)}
< M. Par conséquent, puisque (D.59) est vérifiée, en invoquant la Proposition D.1.3, pour
n > 1, il existe § € KL telle que, pour tout ¢ € [tg,00) :

max {Jor (o1 () w§ (r2(0)) [} < max { Bma { (w1 (t0) ][ (z2(t0))] } £ — o),
3 (masx { a0+ 102 g0y 1)

n&m(m),nm}. (D.79)

La preuve se conclut en notant §(s) = max {na™(s),ns} pour s € Rxq. O

Remarque D.2.2 La condition (D.57) signifie que les bornes du compact sur lequel la condi-
tion du petit gain (D.56) est satisfaite ne peuvent étre trop proches. On remarque les auteurs

de [191] ont oublié de le préciser dans le Lemme 2.
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Le théoreme suivant est atypique puisqu’il s’agit d’une triple interconnexion pour laquelle
un des sous-systémes ne vérifient pas de propriété de stabilité asymptotique mais de type
entrée-bornée-état-borné. Dans [40], des théorémes du petit gain sont proposés pour des in-
terconnexions multiples de systemes. Il y est montré que la stabilité entrée-état, la propriété
de gain asymptotique et la stabilité entrée-bornée-état-borné sont conservées une fois par
le systeme global interconnecté sous de nouvelles conditions du petit gain. Contrairement a
[40], les systémes étudiés ici ont chacun des propriétés de stabilité différentes, de plus leur

interconnexion est assurée d’étre pratiquement stable et non pas asymptotiquement stable.

Theoreme D.2.2 Conszderons le systeme (D. 46) (D.47), supposons qu’il existe 31,02 € KL,

71 ,'71 e '72 0] ,0417771 7771 7771 ,771 ,0427772 7772 ny € K tels que pour tout z1(to) € R,
(uy,z2) € £Z§jl+"’”2, t >ty >0, les solutions de (D.46) vérifient :

lwi(z1(t))] < max {Bi(Jwr(z1(to))],t — to)ﬁfg(||w‘2l(332)||[to,t))ﬁfg(||w3($2)||[to,t))7

¥ (luallgy. )} (D.80)
@@ < max {ar (a1 (t0) ) (s (@)l )75 (1065 (22) g0 )
7 (1 @)l o)t (sl )} (D.81)

pour tout xa(tog) € R"2, (z1,u2) € Lot et > 40 > 0, les solutions de (D.47) vérifient :

|w§ (x2(t))] < max {Ba(Jwa(22(to))|t — to) 75 (Hw(wl)ﬂm, )z (luzlly )t (D.82)
wi(z2(t))| < max {ag(|wb(x2(to))]) " (lewr (@)l 10,1) )7l (llwz(l‘2)|lto, )
15 ([uzlligy )} (D.83)
et qu’il existe 0 < m < M tels que
wg w wb wg w wb w w wg
max {777 0 551 ()5 0 1% 095" ()77 0 1" ()57 047 (), (D.84)
V5 0712 oy (5)75" 0712 o1 (s )} <s pour s € [m,M],

avec

™(m) < M, (D.85)

ol 6™ est défini par (D.118). On définit les fonctions de classe K v*,v*, pour s € Rxq :
vo(s) = max{Bi(p1(5)0)5 (Ba(Pa(5).0))5 (02 (Bals)) i (5% (5o (a(5).0))),
Bapa(5).0)35" (51 (1 ().0)25" (75 (02 (2a()))) 1 (5) a(5). (5.0,
a—m<s>}
vi(s) = max {0 (8 (9) a8 (5) 05 (03 (9)) A5 (8 ()25 (1)) 8 (9)

95 (8 ()3 ()}

ot B € KL, 6*3* € K sont respectz'vement définies dans (D.116), (D.119) et (D.122).
Soit A € Ry tel que max{yx v ( } < M, alors il existe p € R tel que, pour tout
(21(t0),z2(t0)) € RM=1 7oz et (U17U2) € Enu1+n“2 avec max {|z1(to)|,|z2(t0)], lutll » [lu2llo }
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< A, les solutions de (D.46)-(D.47) vérifient :
[(z1(t),z2(t))] < n vt >ty > 0. (D.86)

De plus, pour tout n > 1, il existe § € KL, o0 € K, (x1(tg),x2(tg)) € R™1 =2 et (uj,ug) €
£ gpec max { |21 (to)|,|z2(to)], Ju1llso s 2l } < A, les solutions de (D.46)-(D.47)
satisfont, pour tout t > tg > 0,
ma (o (2 (0) o ()]} < max { Blmax {lwn (o1 (t0) L walalto)) [} — ).
a(max{ Hul”[to,t) ) Hu2H[t0,t) })a
6" (m),67(A) }, (D.87)
ou, pour s € Rxq, 6™(s) = max {ng™(s),ns} et 6°(s) = n5"(s).

Preuve. 1l est tout d’abord démontré que le systeme est uniformément positivement complet
lorsque les conditions initiales et les entrées sont convenablement bornées. La propriété de

stabilité désirée est ensuite prouvée a ’aide de la Proposition D.1.3.

FEtape 1. Complétude positive, majoration de wi(x1) et w§(x2) et bornitude des états.
Soient tg € R>g, A € Ry avec max {v"(A)v*(A)} < M, (z1(to),z2(tg)) € RM=1tme2 et

(u1,u2) € L2772 tels que
max { |21 (to)[,|z2(to)]; w1l tg o0 » 102ll g 00) T < A (D.88)

Soit [tg,tmax) l'intervalle maximal d’existence du systeme (D.46)-(D.47), ol tymax € (t0,00].
D’apres (D.50), (D.51), (D.80), (D.82) et (D.83), pour tout t € [tg,tmax) :

lwi(z1(t))] < max {51(!w1(331(t0))!¢—to)ﬁfg(52(@2(562@0))!70)):

A5 (o @)l )75 (8 Ul o)) 4 U )
azoon(xQ(to))\)),ﬁ'z’<n“é’<ﬂ3<rw2<x2<to>>r,o>>>,

s (357 (Jeor (20l 0 )72 (035 (3 U )

72 (05" (leor (@) g )71 (n%(Hqu[to,t)))} (D.89)

lwi(@) ey < max{ﬁl(ﬂl(fcl(to))o) 2 (Ba(Da(22(0)).0) 71 (v (1wl gy 0)):

v

el
f(
ol
el

Al )7 (0 (B (1)),
(22 (B (P (10)),0)),

VR
1
722 5 (8 (a0 (18 (sl o)),

(05 (@)l )52 5% (35" (et (21) )

205 (lor (1) o) - (D.90)

Nous allons montrer par I’absurde que |w1 (z1(t))| < M pour tout ¢t € [tg,tmax). Premiérement,

on note que |wy(x1(tg))| < M, d’apres (D.50) et (D.88). On suppose qu’il existe t1 € (to,tmax)
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tel que |wy(z1(t1))] = M. Soit t = inf {t € (to,tmax) : |w1(21(t))| = M }. D’aprés (D.90), on

a:

[wi(@1) [l .5 = lwr(z1(®))] < maX{ﬂl(Pl(%’l(to)) 0)752 (B2(7a(22(10)).0)),

(o (el )% sl )
»y;’ (02 (Pa(wa(t0)))11 (5 (B2 (P (w2 (t0)) ),
Vs ‘2’(72<||u2u[toﬂ>>> 008 (w2l )
205" (lon @) g, 0)):
V2055 (05 (er @)l ).
325 (e (1 >um->>>}
= max {41 (p1(21(00)):0):71" (Ba (pal2(t0)).0)),

72 (HWH[toa))’Vl(HmHtOy ;
a2 (10)))) 152 (5% (B (P (2(10)).0))),

7 )

2 (P

’Yf (77 (72 (|’U2H[toa))) (77 (Hu2”tof)))
s ( )

il

o

2 (05 () R 5 (0 (),
A5 (1) }. (D-91)

On remarque que, d’apres (D.88):
max {ﬁl(m(l‘l(to))’o)»ﬁg (ﬁz(ﬁz(l@(to)) 0))71 (Vé‘(llw\l lto, a))m (lurlliry. )5
’Yfi(az@(xz(t()))))m (1 (8P (2(10)).0)) 52 (5 (3 (luzlly ), (D92)
W sl ) } < M,
en conséquence, d’apres (D.84), (D.91), (D.92),

lwi(z1(D)] < M,

ce qui contredit le fait que |wy(z1(t))] = M, par conséquent, puisque w1 (1) est continue entre

deux instants de saut et d’apres (D.48), pour tout ¢ € [tg,tmax)

lwi(z1 ()] < M. (D.93)
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Un résultat similaire peut étre déduit pour w§(x2). En effet, d’apres (D.50), (D.51), (D.80),
(D.82), et (D.93), pour tout ¢ € [to,tmax) :

|lwy (z2(t))| < max{ﬂz(ﬁz(xz(to)),o)ﬁfl(ﬂl(ﬂl(ﬂcl(to))vo))ﬁgl(’Yfg(\\wg(fﬂz)ll[to,t))%
7 01 )28 sl )7 (7% (s (o @2(t0)))),
(2 (2 (18 @)l ) 5" (32 (15 (lwon (@) .
(52 08 (2l }

max { B (73 (22(t0)).0):75™ (B1 (91 (@1 (£0)).0):78™ (31 (11 lg.)):

3 (luzll ) 5" (12 (@2 B (to))) 5™ (42 (s (M),

V2
7 w1
Vs

w1

IN

vé’l(vfg(né‘(llw\l )8 (7 (1 (22) 5 )
95" (92 (1 (22) o)) }-

Alors, en procédant par ’absurde et en utilisant (D.84) et (D.88), on déduit que

lwg(22(t))] < M. (D.94)

Ainsi, en invoquant (D.51), (D.83), (D.81), (D.93) et (D.94), on peut prouver que tpax = 00
(par I'absurde), que le systeme (D.46)-(D.47) est bien uniformément positivement continu et
que les états du systeme (D.46)-(D.47) sont bornés: (D.86) est satisfait.

Etape 2. Propriété de stabilité (D.87).
Nous allons démontrer que les conditions de la Proposition D.1.3 sont satisfaites. Premierement,

on remarque, d’apres (D.84), que:

a b a b
maxx {77 095 ()91 015 0 95 (5)01% 015" (5)}

< max ’ng 075t (m) 5 ot o e (m) “ o e (m)p <m si se[0,m)
< 1- 97 V179127 © 73 V17 C T2 )

a b a b
maxc {77 095" (5)1% 0 1% 095 ()07 " ()} < s si s € [m,M].

(D.95)
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Ainsi, pour t € [ty,00), on obtient, d’apres (D.80), (D.82), (D.83), (D.93) et (D.95):

wiai )] < max{ﬁluwmxl(to))u—to)fyl< 3 (s (2(t0))].0)),
208 (o @)l )05 (8 2l )
Il ) Vi (sl (wa o) ),
Y40 (Bl @a b)) 0D (5% (35 (ot (21) .))):
720 (8 lall g )0 52 5" (e (@0 g )
V08 (lualp.)) )
1@l < max {81 (@1 (t0))].0)5 (Ballwa e (t0) 0075 (48 (121l .00))
Wl )71 (a2 (t0)) )75 0 (Ba(wa s (10))1,0)),

Wb, Wi, o4 WS,
e 052 (08 g D)7 3 laal g ) m (D.96)

par analogie, d’apres (D.80), (D.82), (D.83), (D.84) et (D.96),

[wg (@2) |ty < maX{ﬁz(!wz(xz(to))lo) Y5 " (B1 (w1 (z1(t0))1,0)),
751 (2 (s (@2) 00)):
A5 (O (g 1)) 75" (3% (2 (B 2(t0)))),
A5 (02 s (1w (@2) 10,05 (42 (05 (o (@) )
9 (4% 08 Uzl g )))98 (g )
< maX{ Ba(wa2(|22(t0))],0),75 " (Br(Jwi (21 (20))],0)):75™ (3 ([ llgg 1))
’Y;l(W’fg(02(’w3($2(t0))’)))»’751(W’fg(ﬂ;}l(51(’w1(331(t0))’70))))7
28 (1 (3 (B (wa(a(t0)) ),
5 (7 (0 (lazlliy )))s
A8 (5 (R g )
A (5 (12 ([ (o (80))))),
2§ " (32 (5 (Ba(walaa(t0)) L)),
A8 2 5 (2 (5 (3 (e )
A5 R (7 8 (luzl g )))) 5™ (32 (5™ (),
5 (452 08 2l g ))) 8 (12 g ) - (D.97)
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En incorporant les bornes de (D.96) et (D.97) dans (D.83), on déduit :

W(aa(1))] < max{a2<|w3<x2<to>>|>,n§1<ﬁ1<|w1<:n1<to>>|,o>>,
05 (12 (B (lwal2(t0))]0))) 5™ (V52 (98 (w2l yy ).
75 OF I )" 0 2 a2<|w2<x2<to>>|>>>
5 (52 (5 (B (Jwn (2 (00)) LO))) g™ (52 (5 (3 (luzll ),
15 (2 003 Lz | ) 5™ () 152 (B (Jwn(2(20))1,0),
15? (45 (B1 (Jwn (1 (£0))],.0))).m5> (45 (V¥ ([ gy ).
ns? (15 (97 (a2 (1)),
ns (0" (4 (g (B (ka1 (10))L0))),
nsE (8 (2 (5 (% (B (2(£0)),0))))),
mst (5 (2 " (% (8 gy ),
ms (5 (9 " (Ol >>>>>
5 (45" (77 <n§1<ﬁ’2’< 2 (b (to)) D)),
ms (5 (% (g (72 (s (Ba(|wa(2(£0))0))),
ns (05 (3 5 (2 (5 (3 (luz g )
me (5 (2 (s (i (s <Hu2u[t0t >>>>>>,
ns (5 (2 (" ()5 (45" (32 (0 (lazl g )))-
1 (33 (2l g, 00)) 5% () 8 Ltz ) - (D.98)

Dans la suite, en remarquant que pour tout xo € R™2, d’apres la Proposition A.1.2,
lwa(x2)] < max {2w§”(m),2wg($2)}, (D.99)
on prouvera que wa(z2) est borné en utilisant (D.97) et (D.98).

D’autre part, d’apres (D.82) et (D.83), pour tout t € [tg,tmax) :

max { Bl (22(5) 5)25" ()2 )8 uzllg )}, (D-100)

ma {aos (@ () )5 (lwn ()l 5. 5% (e )l 1),
5 (luzlljz )} (D.101)

IN

jws (22(2))]

w3 (x2(1))]

IN
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Par conséquent, d’apres (D.80), (D.97), (D.98), (D.99), (D.100) et (D.101):

(e (O < max {81 (w1 () 5)01E ()l g o)l w2 g o)

W(lluale,) } (D.102)
mase { 51 (81 (o1 (1 (10)).0): ). 51 (077 (Bal (@2 t0))L0)), 5).

B3O8 () )01 (08 Ul g ) 5):

510 b (t0)))r ).
B1 (9 (5 (Ba|wn(2(t0))1,0))),
B 05 (o al g ))) 5.
B0 1l ), 5). 01 (.
3 (Ba(285 (wa122(10))10). )
2 (82295 (Bu (i (1 (40))].0)),
2 (Ba(2n O (g )5
1 (Ba(205" (0 (b w2 ))]))),5),
A2 (3205”0 (91 (o (1(10)) L 0)),
2 (82295 072 5” (35 (Bl (2101 0))))),
(B2 (0 05 G2 Ul ) 5)
2 (Ba(2n (02 05" G (el ) 5))
(B2 60" (0 @22t D))3))
A (B35 (2 0" (5 5% (B2 (s a0)) L)),
2 B O 05 G5 08 (el ) 5))
2 (B8 07 (0 0 (g )))o3):
A (G205 (7 " (), 5)
B (B2 (R el ) 5752 (2238 (2l )-3))

52 (Ba(2m, ) (5o 20 (B (wa(t0))]) )

2
15 (B2 (Brn (1 (0)].0)) 5)):

IN
le

);
t
27
Pr(m

),

);

t
2

);

u
2

t
2
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73 (Ba(205" (4% (Ballwa (2(t0))],0))),
A2 (Ba(2n5 (0 0 (il ) 5)
52 (Ba(205 O (it 0))5))

W (Ba(205" (4% (an( [ (2(t0))))).
7 (Bal2n5" (3% (n52 (B (Jwn(2(t0))].0)))),
7 (Bal2ns™ (3% (05 (98 (luazll g )))):

A2 (Ba(2n5 (0 0zl gy )))5):

))7

A (B 2 (), 5)) 5% (5o 2052 (B wn(alt0))L.0)). )
A2 (52205 (08 (B (lon (1 (10)) L 0)))5),

52 52205 05" 01 (g ) 5)

2 (Ba(205* 05 (7 2l @2(0))): )

A (Ba(onst “wfé’(n;“wl<rw1<x1<to>>rjo>>>>>,§>>

2 (2205 0" G0 (05 (Balntea (1)) 0): )

52 (Ba(2ns? (08 (5 (01 (o (g ) ):

2 (Ba(20s? (5" <vl2<nm<ﬁ<||u1||[tot>>>>>,§>>

52 (Ba(2n5? 08 G g (05 (n (Bato) D)) 5),

2 (B2 (0 0 0 01 0 (B wntea (00))LODNN) ),

),

52 om0 G 02 0 3 gDy
2 (Ba(20s? (g 0 0 O 0 sl ) 2)):
A G2 (g (1 g ) 5)),
2 (Ba(2n5 08" G (el ) 2))
w(ﬂz@nf<v2<uu2u[t0,t)>>,t>> (o

4 25 (m).2))
52 (Ba(20 () ) 0 (e () g )
2 08 (el 1.)

t
2
t
2
2(

2
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YR (By(295" (15" (B (fer (1 (80)),O))),2))),

vfg(ngg(ﬁz(% (5 g w‘{’%;(nwn[tot)))» )):
s (B2 (0 2<n;“<fy%<uulu[to,t)>>>>§>>>

R (B8 0 05" (07 (0 (B2 (0)) D)),
A (Ba(2ng G (52 052 (Ba (e 2 (0)L D)) ))):

o7 (772 (B2(295™ (77 (772 (7p* (772 (2 ([[ullig,0))))); E))),

2
" (772 (Ba(295™ (7 (772 (7, ( 12L(”u2H[tot)))))7§)))7
A (B0 (R ). 5))):
s (Ba(208 O (el )):5)),

A0 (B2 () 5)))

s (em )

A2 s (8o 20 (B2 0)) ) )

s (B 2 (Bl (1 (). 0), )
vi’g(n;’g(ﬁz@ngl(v‘fg<ﬂ2<|w2<x2<to>>|,o>>>,
205 (Ba(205" (05 (8 Uzl 00 5))
s (B 2 (1 (il ))-):
2052 (Ba(205” (7 e (t0))]))).5).
Ve s (Bans (v s (Bl (40))L0)),
s (Ba(2ns” 5 8 el gy )))) )

s (3205 (v (s luallig ) 2)),

2
s (Ba(205" (m), ),
052 (25 (Ba(len (0210))1.0)),5))),

05 (a2 55 (B (e (a0 0))), 5 ),

));

DO |
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w.
T
w.
71
b
V5
w.
71

b
w.
2
T

b e wa w u

2 (mg* (B2(2m5° (73" (01 ([ | [to,t))))7
b wa wa w wb
: (772 2 (52(2772 ? (72 ! (71 ?
(n5° (B2(2052 (4 (47

st (Ba(2n32 (4 (1

(152 (Ba (2052 (15 (7}

2 (s (B (feor (21.(10))];0)))))

t
)
(a2 () )5 )):

t

)
{0 (5 (B len(al10)) L 0))))), 5 ),

s (07 (8 luall ) )

s (B2 0" O <fyl<uulu[tot M), §>>>

b
w.
2
"

o7 (772 (Ba(205° (75" (7 (772 (7;* (772 (2 ([[wzlig,6))))));
’Yl

b
w.
2
"

(15" (ﬁ2(2n§’2 (75" (71

(772 (52(2772 (75 (’Yl

(152 (Ba (2052 (15 (7}

g O 0 el ) )
s () )))

s (B2 (0" 0 (Ul 0)))) o)),

wb, we WS, w
712 (2% (B2(2n5° (73 (lluz gy )

w.
71

t

{05 (32205 (m),5))).

Wb, wg u
712 (m2* (B2 (2m5 (uzll g 1)

t

)

));

t
2

Wb, we,
77 (ma” (0" (lwi (1)l ),

Wl Wi, o
712(7722(72(”u2|’[£ ),

w$ u
7 08 gy )21l lg.1) -

que 'on écrit :

lwi(z1(8)] < maX{B1(max{|w1($1(t0))|a|w2(1‘2(750))|}ﬂf)a

o1 (max { [lualliy ) » lu2lligy ) )27 (05" (lwr (@)l 1)),

Wb Wb, we,
’Yl2(7721(”W1(951)”[0,t)))a712(7722(’721(HW1(951)H[150¢))))7

1" (m),07 (max {|w1($1(t0))|a|w2(1‘2(750))|})},

(D.103)

(D.104)
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ou, pour (s,t) € R>0,

[\’)Iw

Bilst) = max{Bi(51(5.0).5).6:(5% (Ba(5.0), >ﬁl<ﬁ’2’< 2(s)).
B 5 (Ba(5.00) )5 (55(282(50)5)),
2 (8295 (B1(50)),5)07 (B2(295 (5 (a2(s))),
(0295 (5 (55 (51 (5,0)))),
W (Ba(2rs (2 (" (3% (Ba(5.0))))),
W (Ba(2r8 (2 (0" (7 (a(s))))).

(205 605" 605 (5.0 5),

5 (Ba20s(5).) 5 (Ba(205" (51 (50)).5))
a2 (05 (Ba(5.0)), ) 5% (Ba(205" (5 (),
A oo (50 (Ba(5.0)), )

A (Ba(205% (Ba(5.0),5) 25 (205 (5 (51 (50))
2 (Ba(205 05" (07 02(9))o5)):
W (Ba(2ns (0" (352 (s (B (5.0)))),
(B2 (5 (072" (0 (B2(5,0))))
W (Ba(205 (05" (4 (" (7% (a2 ().
W (Ba(2ns (05" (4 (" (2 (5% (Ba(5.00)))),
15 (Ba(202((5).0).2)) 2 (5% (Ba(295" (1 (,0)).

VA2 (o298 (1 (0 (5))),2)),

2
VSR (Ba(205 (V8 (B1(5,0)))),2))),
A (a2 G 05 (B2(5.0))),5),
VSR (By(205 (472 (" (72 (0 (s)))),

R (a2 (R0 0 0 (320500 5)))

/—\

t
2
t

))7

N |+

);

[\’)Iw

N |
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A5 (5a(200(5),5),

R0 (Ba(205" (51 (5.0)).5),

s (B2 (07 (Ba(5.0).5)))

s (Ba(205" (5 0 (9).5)))

R0 (Ba(2ns” (5 (Ba(5.00))) ),
R0 (Ba(205% (Ba(5.0)),5),

A (5205 (05 (31 (5:0). )

R0 (o205 (05 (07 (02(5)))).5),
s a2t 0 G <ﬁl<s,0>>>>>,§>>>,
A5 (52205 08" (0 05 07 (B2 (5.0)))),
s (a2 (0 07 0 0 200 )

R0 a2 0 07 0 07 057 (B0 (D.105)
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De la méme maniere, d’apres (D.96), (D.98), (D.99), (D.100), (D.101) et (D.102),
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Wil < max{ﬂ2<rw2<xz<§>>r,§w<um<x1>u )8l )}
< max { (28w (w2(t0)).0), ), 5o (25" (Ba (e (21 () 0)),
A0 O o) 5205 (3
529" (32 05" (81 (o (1)) 0))),
G295 (052 (15" (5% (B (w2 ((10)) L 0))))
529" (052 5" (5 (8 szl ) )
5205 (0 gy )3
525 (05 0 (07 2 ea(to) D)5 )
G235 (05" (07005 (B (wa @ 0)) 0)))).
Ba(295 (72 (5" (2 (n (4 szl D)))s2 ),
G235 (0% (5" (5 0 >>>>>,§>,
G20 (52 (05" (1)), 5,80 205 (5 0 (g ))):
G208 (12l ) 552 (22, B (20wl ko))
525" (Br(en (21 (10))1.0)),5).
521" (55 (Ba(wnl2(t0))].0))),
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525" (4 (et g )5
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Ba(20" (55 s (Bl (2 (0)) 0)),
B2 (4520 (8 (uall g ))):
5o 215" (7 08 s )3 )-
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Ba (2115 (7™ (B (Jwr (21 (£0))1,0))),
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t
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W w U 3
Ba(2my% (73 (N (||u1||[t0,t))))7§)7
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05t (72 (05 (8 izl o)D) (V2 005 (2 0 sl o)),
73(77 1(m)),
2 (o

3 (v

5 (

51 (75 (0 (|l ()
5 (

5 (

)));

w
1
w.
1
w.
t
1 oL
w
1

717 (2 (uzllz ),
N (lullie ),

72(|IU2II[;¢))}- (D.109)

que 'on écrit sous la forme:

|wy (z2(t))] < maX{Bz(max{!wl(fﬂl(to))HW(wz(to))\}i)

53(1113}({ Hul”[to,t) ) Hu2H[t0,t) })a

a3 (m),a5 (max {|wi (21 (to))],Jwa(2(t0))|}),

wg a w wh . wg a
’7;)1('712(||w2(x2)||[%,t)))7721('712(7722(||w2($2)||[to,t))))}a (D.110)

ol, pour (s,t) € Rzzm

Balsit) = max{5(282(50).5),52(25" (B1(5,0)).5),
(215 (01" <a2<s>>>,§>,
B2 (G0 (51 (50)). )
B2 G5 05 (Ba(.0)).5)
G205 (052 0" (37 2(). 5).
G205 (50 0 055 (Ba(5.0), )

Ba(202(5),5), 5o 215" (Br (50)).5).

B2 (07 (Ba(5.00). ). 52205 (7 (02(9). )
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75 (7% (anns? (4 (7% (a2(5))))),

751 (a5 (45 (2 (5 (B (5.0))))s

7§ (2 (s (5" (7 (5 (% (B (5.0)))))s

7 (72 (s (0 (V2 (" (3% (0 (),

W (a5 (5 (2 (" (32 (s (B2 (5:00)))))),
W2 " (B1(5,0))),

(R (" (4% (Ba(5.00)))).

2§12 8 (4% (aa(s))),

5 05 07 0 (a0 |

Par conséquent, d’apres (D.104) et (D.110),

max {|wi (w1 (t))] |ws (z2(6))]} < maX{B(maX{le(:vl(to))lalm(m to))|}.t — to),

ou

= max {7]"(s

Soient, pour s € R>q,

0Y(s) = max {’yl
o"(s) = max{y{(s
Fi(s) = max{B(o"(6

&“(maX{Hulﬂ[tot Hu2H[t0t })5 (m),6*(A),

'Yfg (4™ (max { [lw1(21) g 1) b (@2) 0.0 1))+
7 (maxx { [lwi(@1) g 0 1905 (22) o 1)

)

1

§1()
7R s (g

(U?l(max{ w1 (1)l 4 > 105 (2) I it0.) 1))
5 (712 (

= maX{Bl(Svt)vﬂ~2(s7t)}’

= max {5}(s).55(s)},

):05"(s) }

— max {3 (max {p1(s),2(5)}),55 (max {p1 (s).52(s)}) }-

§),2757 (5),205" (5).2n5° (5) }
5),273(8),2n5 (s )}
“(5)),0),5(0"(5),0),5" () }.

maX{ [l ( 961)” [to,t) ”W2($2)” [to.t) })))7

(D.114)

Vf 5 (max { fJwy ( )[04y 5193 (22) | 16,1) })))}),(D-115)

On peut des lors voir que les hypothéses de la Proposition D.1.3 sont satisfaites. En effet,

en identifiant # = max {|w; (z1)|,|w2(z2)| }, y = max { w1 (z1)],|wS(z2)|}, B = B3, pour s € R,

() = max {7} 052 (s),

1o (s),

Wi

b a b
V2 omy? oyt (s), vit o nst(s) s

b a
o omy(s)},
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vU(s) = 6%(s), ¢y = max {6™(m), 6"(A)}, o' =0, 0% = max {B1(s,0),262(5,0),2002(s) }, oV
est donnée dans (D.120), " dans (D.121)7 ¢z =0, ¢ = max {¢,,m}, 3* dans (D.122), (D.25)
est vérifiée d’apres (D.115), (D.26) d’apreés (D.93) et (D.94), (D.27) d’apres (D.80), (D.82),
(D.83) et(D.99), (D.28) d’apres (D.84), (D.29) d’apres (D.85) et (D.88), (D.31) avec A = A
puisque max{v*(A),v*(A)} < M. Ainsi, puisque (D.88) est garantie, d’apres la Proposition
D.1.3, pour n > 1, il existe 5 € KL telle que, pour tout t € [tg,00):

max {|w; (21 ()]s (z2(8))]} < maX{ﬁ(maX{le(fﬂl(to))|,|w2(l‘2(to))l},t—to),
ﬁu(maX{ Hul”[to,t) ) HUZH[tO,t) })mﬁm(m%
n&x(A)mm}. (D.123)

Puisque 0™ (s) = max {nd"(s),ns} et 6%(s) = n5*(s) pour s € R, le résult désiré est ob-
tenu. o

D.3 Théorémes du petit gain pour des systemes paramétrés

Les théoremes de la section précédente sont étendus a la famille paramétrée de systémes

suivante :
{ i'l = fT l(t l’l,l‘Q,Ul) Vit € [ti_l,ti] (D 124)
() = gra(tizr (ti),wa(ti) ua (t:) '
Bo = fra(t,xe,m1,u2) Vt € [ti—1.ti] (D.125)
22(tF) = gra(tiswa(ti) a1 (t:) ua(t:)), '

qui correspondent aux systemes (D.46)-(D.47) paramétrés en 7 € R, aussi bien au niveau

des dynamiques que des instants de sauts, puisque pour tout ¢ € Z~q, on rappelle que:
v < ti—ti-1 < T (D126)
Lorsque la classe de systémes n’est pas affectée par des sauts, on peut remplacer v par 0.

Théoréme D.3.1 On suppose qu’il existe (1,02 € KL, ar,a0,951 VY, ntmhmg? ,77;}% ny €K,
a a b
V2 AN 0 Rt € KIC, T € [v,00], tels que pour tout 1 (tg) € R™1, (ug,29) € EZ.?IJF%,
T € [v,T), t >to >0, les solutions de (D.124) vérifient :
wi(z1 ()] < max {Bi(|wi(z1(t0))]t — t0) 7y (7 |05 (22) [l 1y 1))

(7w llgg.0) } (D.127)

max {al(!wl(to)!),ni (t —to) i (7, llwr (@) lljgg,0) 1" (7l (@2) |4y 1))

i T3 (@2) ltg,0) 15 (7 et g )} (D.128)

jz1(2)]

IN
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pour tout xo(ty) € R™2, (ug,x1) € Lot o e [v,7), t > tg > 0, les solutions de (D.125)

vérifient :

Wi (z2(t))] < max {Ba(|wg (x2(to))]st — t0)7s" (lw1 (1) lljsg.0) 73 (luzlly.n)}  (D-129)
wh(za(t))] < max {ag(jwh(za(to)))).ms(t = to) s (lwr (1)l 1)

1 (005 (@2) | 1o )75 (w2l rg 1) } (D.130)
et, pour tout A € Ry, soit M € Rsq (suffisamment grand) et m € Rsg (suffisamment
petit) tels que

0" (T,m) < € D131
{ max {m,&m(im),Vm(?,A),V“(i',A)} < M, (D-131)

(r,8) = max {n&m(T,s),ns}
6" (rs) = max {B1(5,0)77% (. 52(5.0))52(s.0)25" (B (5.0)) }
(rs) = max {B1(p1(5):0)25 (7.2(P2(5).0)).p1 (5),52(Pa(5).0)75™ (B (01 (5).0))
B(S,O),S}

vi(rs) = max {}(7.5)57 (175(9) 7% ()95 (41 (7,9)) 7" (m.5) }
avecn > 1, f € KL, 3% € KK sont respectivement définis par (D.151) et (D.156). Il existe
7*(e,A) € [v,T) (défini dans (D.135)), que l'on note T, tel que

max {vfg(T*,vgl(s)),’ygl (yfg(T*,s))} < s pour s € [m,M], (D.132)
alors le systéme (D.124)-(D.125) est uniformément positivement complet pour tout T € [v,7%),
(x1(to),z2(to)) € R"™ 12 et (uj,ug) € L5712 gyec max { |1 (to)|,|w§ (z2(t0))], [lu1lls
lluall o }) < A. De plus, il existe B € KL , 0 € K, ¢ € KK, tels que pour tout T €
[0,7), (21(t0),w2(t0)) € R™1 %52 et (uy,uz) € L3 ot max {21 (to)|,|w§ (w2 (t0))], ua
uzllo }) < A, les solutions de (D.124)-(D.125) satisfont, pour tout t >ty > 0,

max {|w (@1 (t))],|ws (z2(t))]} < max{5(max{\wl(wl(to))ng(wz(to))!}at —to),
U(max{ Hul”[to,t) ) Hqu[to,t) }),

5(7’*7maX{ Hu1||[t0,t) ) ||u2||[t07t) }),6} (D133)

Preuve. Apres avoir prouvé qu’il existe bien 7* tel que (D.132) est satisfait, il est prouvé
que le systeme est uniformément positivement complet lorsque les conditions initiales et les
entrées (uy,uz) € ﬁl.‘g”*"“z sont convenablement majorées. La propriété de stabilité désirée

est ensuite obtenue en invoquant la Proposition D.1.3.

Soient A,e,0 € Rsq et considérons m,M € R+ tels que (D.131) soit vérifié. On définit

I’application bijective suivante

Y o: [0,7’1) X [0,81) — [0,7’2) X [0,82)

D.
(7,8) —— max {77 (1,75(5)) 72 (77 (7,9)) } (D430
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otl 71,72,51,52 € Rug U {oc0}. Soit y~! I'inverse de « par rapport & 7. On prend la convention

que 7~ 1(s) = oo si s > 1. Ainsi, il suffit pour garantir (D.132) de prendre:

* = mi )¢ D.135
T mm{T SEI[Irlrir]lV[]y (s)} ( )

Etape 1. Complétude positive et majoration de wi(x1) et w§(xs).
Soient tg € R>q, T € [v,7%), (21(t0),22(tg)) € R™1 ™22 et (uy,us) € L5772 tels que

max {|z1(to)|,|ws (z2(t0))|: [urll o s [Ju2lls } < A, (D.136)
ce qui implique, d’apres la définition de M,

v (7, max {|z1(to)],|ws (x2(t0))]})

M (D.137)

v (1, max {|x1(to)|,|w§ (x2(t0))})

v (7, max { [[unlljyg o0+ 142l 1y 00 })

M. (D.138)

<
<
I/u(T, maX{ Huln[to,oo) ) ||u2||[t0,oo) }) <
<

Soit [to,tmax) l'intervalle maximal d’existence du systéme (D.124)-(D.125), ol tmax € (t0,00].
De par (D.127) et (D.129), on a, pour tout ¢ € [to,tmax)

(@ @) < max { B (jwi(@1(to)lt = to)i? (7,818 (2(t0))1.0)),

V2 (8 (lwr (@)l o)) 752 (T Uzl gy ),

Wt gy )} (D.139)
Jor@)llgy < max {By(lwr(@1(60))10)71 (7,8 (22 (0))].0)),

72 (s (lwn (@) gy )75 (728 (luallgg 1))

W el ) - (D.140)

Nous allons montrer par I'absurde que |wi(x1(t))] < M pour tout t € [tg,tmax). Dans un
premier temps, on remarque que |wi(z1(tp))| < M, d’apres (D.50) et (D.137). On suppose qu'il
existe t1 € (to,tmax) tel que |wi(z1(t1))] = M. Soit T = inf {¢ € (to,tmax) : |wi(z1(¢))] = M}.
De par (D.140), on a:

IN

[wi(@1) g5 = lw1(21(F))] max {ﬂl(\w(ﬂfl(to))\,o) (1,820 (22 (t0))].0)).
(g (leon (@)l )52 (18 (g )
Wl )}

- max{ﬁluwl(ml(to)) 0075 (.o (2 (10)),0)).

" (T’VQ (M) (18 (luzll g 1),

(7l ) b- (D.141)
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Notons que, d’apres (D.137) et (D.138):

mac { B (e (21 (10),0)71 (7B (e (@ (00))0)) 5% (7,23 (uall g )7 (7 g ) <M,

(D.142)

de plus, en vu de (D.132):

W (ras (M) < F(Fast (M) < M, (D.143)
par conséquent, d’apres (D.141), (D.142), (D.143),

wi(z1(8)] < M
ce qui contredit le fait que |wy(z1(f))| = M, ainsi puisque wi(x1) est continue entre deux
instants de saut et d’apres (D.48), pour tout ¢ € [to,tmax)

lwi(z1(t))] < M. (D.144)
Par analogie, on peut montrer que pour tout t € [tg,tmax)

lws (z2(t))] < M. (D.145)

En conséquence, en invoquant (D.51), (D.128), (D.130), (D.144) et (D.145), on obtient, par
I'absurde, que tymax = 00 et on peut montrer que le systeme (D.124)-(D.125) est uniformément

positivement complet.

FEtape 2. Propriété (D.133).
Nous allons démontrer que les conditions de la Proposition D.1.3 sont vérifiées. Premierement,

notons que d’apres (D.132) et puisque yfg(-,vgl(-)) e KK:

{ W (157 (8) 7 (7050 (m)) <m si s € [0m) (D.146)

7;)5(7'*77;1(5)) <s si s e [m,M].
Ainsi, pour ¢t € [ty,00), on a, d’apres (D.139), (D.144) et (D.146) :

(@) < max { B (jwi(@1(to)lt = to)i (7,818 (2(t0))1.0)),
15 (o (@)l )55 (708 Uil g D)V el )}
Jor@)llgy < max {By(wi(@1(t0))]0)77 (7,82 (w5 (2 (0))1.0)),
SIRGRELL [ A RHICA T REY S (D.147)

par symétrie,

lwz (@2)llity.r) < maX{ﬁ2(lw§(fﬂ2(to))|ao)ﬁ§1(ﬂ1(|w1($1(750))|’0)),

95 (7, Tl )78 (a2 g )50 - (D.148)
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D’autre part, d’apres (D.129), pour tout t € [tg,tmax) :

Wi < max { B35 (lwr@)lg )b Ul )}, (D149)

2
par conséquent, d’apres (D.127), (D.147), (D.148) et (D.149):

ner ) < max {Buen (1 (5)lhg) i (0 @)l ) )}
< max {61 (B (o (1 (10))10):5) 81 (05 (715 (2 (10)).0)). )
5105 (8 uall )81 01 (7 T g )53
51, 2)55% (755 (Ba [ (2210)].0): )
(508 (Ba(n (1 (00)) 0)), ),
N B8 (ual gy )-)):
2B ) g (e )2 ) (el )

Wl ) }

un résultat analogue est vérifié par w§(z2), ainsi,

’Yfz (TvﬁQ (7521 (71u (T7 Hul H [to,t)))7

max {lwy(z1(t))],|ws (z2(8))[} < maX{B(maX{|w1(331(t0))|’|w§($2(t0))|}7t—750),
o"(r, max{ ||u1H[tO7t) ) ||U2H[to7t) })v5m(7'7m)7

N2 (15" (lwr (1) 1o )

15 (2 (7 len (@)oo } (D.150)
Bs) = max{Gi(51(50).5) 51 05% (7 Ba(.0)),5)5% (7 Bl Ba(5.0).5))
e 0" B 100 )
Ba(Ba(0):5), B2 (05 (1(50)),5) 78" (51 (51 (0),5),
B GO B 0)5) (D.151)
oU(r,s) = max{a%(r,s),5"(s)}, (D.152)

5(rs) = max{&(v;‘% §(5)):0).81 (0 (7.9).0)77% (7,620 (3 (7.5)).0)).

)
(T 52(7 (5):00).7 (773 ()71 (5),

gl(s) = max{ﬁg(vﬁ‘(s),O),%(s }, (D.153)
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&m(Tvs) = ma‘x{61(570)7’}/1‘)(21(Tvﬁ2(570))7ﬂ2(370)7751(61(370))}- (D-154)

Soit, pour s € R>g,

o¥(r,s) = max {7 (195" (s)25" (072 (7.9)) ) (D-155)
Y4 (1,8) = max{3(09(7,0“(7‘,5),0)),3(0’“(7‘,5),0),0“(T,s)}. (D.156)

On constate que les conditions de la Proposition D.1.3 sont satisfaites. En effet, on identifie

T =y = max{\wl(wl)],]wg(xg)\}, u = max{|u|,|us|}, pour (s,t) € RZ,, B(st) = ﬁ(s,t),

(s) = max {1 (7" 11 (5)), 28 (15 (7,5, 7(5) = 0¥(r*,8), ¢ = G™(rm), 0'(s) = 0,
o®(s) = B(s,0), 0¥ est défini dans (D.155) avec 7 = 7%, 0%(s) = o*(7%,8), ¢z = " (7*,m),
¢ = max {6™(7*,;m),m}, ¥* est donné dans (D.156) avec 7 = 7*. L’inégalité (D.25) est
satisfaite d’apres (D.150), (D.26) d’apres (D.144) et (D.145), (D.27) d’apres (D.150), (D.28)
d’apres (D.132), (D.29) d’apres (D.131). Par conséquent, puisque (D.136) est vérifiée, en
invoquant la Proposition D.1.3, pour 7 > 1 et A = A, on peut montrer qu’il existe 8 € KL,
o € K, 6 € KK telles que, pour tout ¢ € [tg,00):

ma {Jwr (1 ()L @)} < max { Bmax {on (o1 (0) o (wa(to))| . — to),
o { il )+ izl 1)

o\7 ,max{ Hul”[to,t) ) Huzﬂ[to,t) })7

n&m(T*,m),nm}. (D.157)
Sachant que 6™ (7,s) = max {n6™(7,s),ns }, pour s € R>g, d’apres (D.131) :

max { |wi (1 ()] Jws (z2(1))]} < max {ﬁ(max {lwr (21 (t0)) ], |ws (2 (t0))] } £ — to),
o(max { [ull gy 4y - 1wzl 1),

o(r* masx { u . 02l e} (DA158)

0

De la méme maniere, on peut déduire du Théoreme D.2.2 le résultat suivant qui est
utilisé au Chapitre 7. Il est intéressant de souligner que celui-ci peut étre appliqué pour
I’analyse de problemes de poursuite de trajectoires ou de synchronisation lorsque les données
du controleur sont échantillonnées en considérant le systeme comme étant paramétré en la

période d’échantillonnage, cf. [163].

Théoréme D.3.2 Considérons le systéme (D.124)-(D.125), supposons qu’il existe (31,02 €
a a b a b

KL, ar,aens™ 78, ms s s € K, A2 2 atnt  my? 2ot € KK, 7 € [v,00], tels que pour

tout z1(tg) € R™1, (uj,x9) € Lot e [v,7), et t > tg > 0, les solutions de (D.124)
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vérifient :
w1 ()] < max { B (Jwr (@1 (to))]t — to) s (T lwd (22) 1o 1)
7 (s @2l t) 72 s e g )} (D.159)
[z ()] < maX{Oél(!wl(tO)!) L lwr @) )1 (718 (22) .0,
D2 (b (@2) o)), lualligg,) (D.160)
pour tout xa(tg) € R™2, (x1,u2) € Lot o € [v,7), ett >ty >0, les solutions de (D.125)
vérifient :
Wi (z2(t)] < maX{ﬂz(\w(xz(to))\,t—to)ﬁwl(|IW1($1)|ht0,))a’VéL(HWHtOt)} (D.161)
wWh(aa ()] < max {as(lwh(@ato)))ms" (lwn (@)l rg.0)m5 (e (22) | to.0))s

15 (luzll iy )} (D.162)
et, pour tout A € Ry, soit M € Ryq (suffisamment grand) et m € Rsg (suffisamment
petit) tels que

{ dM(T,m) < e (D.163)

max {m,¢"(7,m),v*(7,A) v*(7,A)} < M,
ou, pour (7,5) € [v,T) X R>q -

M (r,s) = max{n&m(T,s),ns}
VI(TVS) = maX{ﬁl(pl(s)ao)fﬁ}g(7—762(?2(8)70))”7;}5(Tva2(ﬁ2(5)))v

vfg(wgg(ﬂ( 2(5),0))),02(P2(5),0),75 ( ( 1(5),0));
25 (0 (.02 (P2 (5)))).01 (3).9(5).(5.0) 6 (7,5)

vi(rs) = max {71 (b ()t ()22 (s (3 () 2 (rnt (),

9 H ()8 ()95 (07 (rs () 3 (7:9) .
avecn >1,6™ € KIC, BeKL, 5" e KK et A% € KK se déduisent respectivement de (D.118),

(D.116), (D.119) et (D.122). 1l existe 7*(g,A) € [v,T) (défini par (D.168)), que l'on note 7*,
tel que

max {112 (" 057 () o1 (72 057 () o s ()5 (07 (7)),

b » (D.164)
95 (0 (s ()05 (352 (7 s (s >>>} < s powr s€[mM],

alors, il existe p € Rq tel que pour tout T € [v,7*), (z1(to),z2(ty)) € R™ 1 ™2 et (ug,ug) €
Loz e max {|z1(to)],|z2(t0)]s U1l o » |u2lloe } < A, les solutions de (D.124)-(D.125)

vérifient :

[(z1(t),22(t))] < n Vt > tg > 0. (D.165)

De plus, il existe B € KL, 0 € K, € KK tels que pour tout T € [v,7*), (x1(tg),x2(t0)) €

R 112 et (uy,ug) € Lot guec max { |z1(to),|z2(to)], [|u1 ]l o » [Ju2llo } < A, les solutions
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de (D.124)-(D.125) satisfont, pour tout t > to > 0,
e {2 () ()]} < e { Blmax { o (o1 (t0) | alalto)) 1 — ).
U(max{ Hul”[to,t) ) HUZH[tO,t) }),
o (1", max { [[unlly, 0+ w2/l g0 1)
5I(T*,A),€}, (D.166)

ot 0% (7,s) = ne*(t,s), pour (1,s) € [v,7) x R>g.

Preuve abrégée. De la méme maniere que la preuve du Théoreme D.3.1 suit celle du
Théoréme D.2.1, on utilise ici le Théoreme D.2.2 pour obtenir les résultats désirés. Il suf-
fit pour cela de garantir lexistence d'un 7* € [v,7) tel que (D.164) est garantie. On définit

pour cela la bijection suivante

~ : [0,m1) x [0,81) — [0,72) x [0,s2)
(r5) = max {01 (7 35 ()4 (7 g (D) (5 ),
B (58 (o e s () g (7 (s ()
(D.167)
otl 71,72,51,52 € Rug U {oc0}. Soit ! I'inverse de « par rapport & 7. On prend la convention
que ¥~ 1(s) = oo si s > 9. En choisissant

% . _ . 1
= ) ) D.168
T min {T 36%3\/1]7 (s)} ( )

(D.164) est bien satisfaite. La preuve se conclut en suivant celle du Théoreme D.2.2 et en

prétant attention aux dépendances de la méme maniere que pour le Théoreme D.3.1. O
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Annexe E

Fonction de Lyapunov pour le
protocole TOD modifié

Nous rappelons la définition du protocole TOD modifié présenté dans §4.3.2. La fonction
h est définie par, pour e = (eq,...,e;) € R™ (I € Z~g):

hie) = (I—T(e)e, (E.1)
et U(e) = diag (Vi(e)ly,,...,¥(e)l,,) avec, pour i € {1,...,l}:
Ti(e) = { el e min(arga’é%?fl}kj') (E.2)

0 sinon,

ou sat(s) = min(s,1) pour tout s € R>(. Le protocole se comporte comme le protocole TOD

pour de grands |e|, mais produit des sauts plus petit pour de faibles valeurs de |e|.

Proposition E.0.1 Le protocole TOD modifié défini par (E.1) est UGAS.

Preuve. Soit W(e) = |e] pour e € R" et supposons sans perte de généralité que |e| >
rgwl}\ej\ et hi(e) = (1 —sat(v1I|e1]))er. On peut éerire que:
]E yeeey
@l = max [e? 25 3l = e (8.3
je{1,...1} 0 l
JE{L,l}

D’apres (E.1),

WP = Y Ihie)l’ +he)’

J€{2,...,01}
2
= Z lej]? + (1 - sat(\/Z|el|)> le1|?
jef2,..0)

= e + sat(Vijed]) (sat(Viler]) = 2) fer], (EA)
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en appliquant (E.3) et remarquant que

sat(Viley|) (sat(\ﬁ]el\) - 2) < 0 (E.5)

et que s — ‘sat(\/Zs) (sat(\/Zs) - 2) ‘ s est croissante sur R>g (puisque sat est croissante sur
R>p), on a:
B = el = [sat(Vilea]) (sat(Viler]) = 2)] fes

< e - % [sat([el) (sat(lel) — 2)| |e|?

= [1+ %Sat(|e|) (sat[e]) —2) ] ef”. (E.6)

Ainsi, pour tout e € R,

W(h(e)) =W(e) = [h(e)] —le|
< —az(W(e)), (E.7)
ou as(s [1 - \/1 + Isat(s) (sat(s) — 2)] s avec ag € K. Pour W(e) > 1, on retrouve la

meéme 1negahte que pour le TOD:

he) <. (B8)

Considérons le cas ou W(e) < 1. Une fonction ¢ € K est construite, comme dans la preuve

de la Proposition 4.3.1, de telle sorte que, pour W = oo W et tout e € R",
1—1..

Whe) < /=), (£.9)
on prend par exemple:
d >0
o) = {eXp ity ) v (510
0 pour s =0,

min{y, 23 (n)}
14+n? .
sition 4.3.1, les propriétés Lipschitziennes de W sont également vérifiées par W puisque

JORS Cl(RZQ,Rzo). Soit

avec a(s) = 2 fo dn. On remarque que, d’apres la preuve de la Propo-

. = (E.11)

- Wi(e) pour Wi(e)>1
Wi(e) pour W(e) <1,

W est continue sur R™ puisque 0(1) = 1. Le protocole TOD modifié est bien UGAS, d’apres
la Définition 4.3.1 avec
ai(s) = az(s) = {

S pour s>1

o(s) pour s€0,1), (E.12)

qui sont bien de classe K et p = \/I_Tl. De plus on peut montrer que W est localement

Lipschitzienne, sachant que W et W le sont et que W est continue sur R>o. O
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Annexe F

Observateur adaptatif
continu-discret pour des systemes

affines en 1’état



Continuous-discrete adaptive observers for state affine systems
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Abstract

The observation of a class of multi-input multi-output (MIMO) state affine systems with constant unknown parameters and
discrete time output measurements is addressed. Assuming some persistent excitation conditions to hold and the sampling
steps to satisfy some boundedness hypotheses, system observability is ensured and a class of global exponential observers is

synthesized.

Key words: Sampled-data observer, adaptive observer.

1 Introduction

The synthesis of observers for continuous-time systems
with sampled measurements has received much atten-
tion over the past decades. A classical solution used to
handle the discrete nature of the system output consists
either in appropriately discretizing a known continu-
ous time observer [2] or in synthesizing a discrete-time
observer for a consistent approximation of the exact dis-
cretized system [11,2] for instance. Numerical schemes
can also be applied [20,7], but such observers usually
require high computational capacities 7] and are only
local. An alternative to these approaches is to design
a continuous-time observer fed by discrete-time system
measures and thus called continuous-discrete observer.
This approach is particularly interesting when the ob-
server dynamics is much faster than the system one
(that is the case when high speed processor computers
are used). Therefore, the approximation of having a
continuous-time observer, although implemented digi-
tally, is acceptable. Moreover, contrary to the discrete-
time approach, obtained stability properties are global
and asymptotic (in most cases) [12,13,22] and not
semiglobal practical like in the discrete-time formula-
tion [2].
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+33(0)298348856. Fax +33(0)298348746

Email addresses: tarek.ahmed-ali@greyc.ensicaen.fr
(Tarek Ahmed-Ali), postoyan@lss.supelec.fr (Romain
Postoyan), lamnabhi@lss.supelec.fr (Francoise
Lamnabhi-Lagarrigue).

Preprint submitted to Automatica

Sampled system measures imply some additional dif-
ficulties for the observation compared with the case
where outputs are continuously known. Indeed, despite
the fact that continuous observation methods have to
be adapted to the periodic availability of the output,
the system observability also depends on the sampling
times. For obvious reasons, if the time interval between
two successive measures is too large, the system may
lose its observability, as shown in [22]. Furthermore,
considering nonlinear systems with inputs, it is well
known that there may exist inputs which make the
system unobservable. Hence, the notion of universal
input has been introduced to denote the class of inputs
which make considered systems observable. This class
of inputs, called regularly persistent inputs, has been
characterized for some classes of state affine systems in
[8,9,14].

Existing continuous-discrete time observers are mostly
based on extended Kalman filter techniques. In [12], a
class of global exponential observers has been synthe-
sized for multi-input single-output nonlinear systems
put into a canonical form. The principle is to divide
the observation into two steps: one, called prediction,
between sampling times, that consists of ‘copying’ sys-
tem dynamics with no correction term and updating
the dynamical observation gain, and another one, at
the sampling times, where the error between the system
and the observer output is used to correct the estimate
state trajectory. Deriving some conditions on the sam-
pling times through the observer stability analysis, the
exponential convergence of the observation error is then
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ensured. The work of [12] has been extended to other
classes of systems. In [21], observers for a MIMO class
of state affine systems where the dynamical matrix de-
pends on the input, have been designed when the inputs
are regularly persistent. In [3], a similar method has
been used for a larger class of systems and applied to
the observation of emulsion copolymerization process.
The observation of a class of systems with output injec-
tion has been treated in [22]. Recently, in [15], a high
gain continuous-discrete observer has been developed
but using constant observation gains.

On the other hand, it appears that for a number of
physical processes some parameters may not be known,
that makes existing results on continuous-discrete time
observers non-applicable. In this paper, the observa-
tion of the class of systems studied in [21] is extended
to the adaptive case. Early developments of adaptive
observers were made in [16,17] for linear systems. Adap-
tive observation of nonlinear systems have been investi-
gated using different techniques that basically rely on
linear adaptive algorithms, through coordinate change
or output injection for instance, see [4,5,10,19,23]. In
[24], a unified interpretation of the latter references has
been proposed that emphasizes their characteristics.
In [6], adaptive observation for state affine systems in
continuous-time is discussed and the work [23] is ex-
tended. In this study, the approach developed in [6]
on extended Kalman filters for a class of MIMO linear
time-variant, is adapted to the sampled measures prob-
lem at the difference that, here, the estimation law is
based on discrete-time adaptive techniques.

After having defined the class of systems considered
and recalled the main objective, a class of adaptive
continuous-discrete observers is designed. Assuming
some persistent excitation conditions and some hy-
potheses on the system output sampling times to hold,
the global exponential stability of the observation error
is proved. Finally, a simulation example is performed
which illustrates the design procedure.

2 Nomenclature

Fir(istf some mathemagi(f:al notation isd ifntroduced. Let
R = (—00,00), Ry = (0,00), Rf = [0,00) and de-
fined the Euclidean norm ||-||. For p, ¢, n, m € N, RP*¢
represents the set of real matrices of order p x ¢ and
I, € RP*P stands for the identity matrix of order pxp. If
X CRP*?and Y C R™*™ C(X,)) denotes the space of
all continuous functions mapping X — ). If P € RP*P,
P > 0 means that P is positive definite. The notation
|IP||, for P € RP*? represents the Lo-norm of P. For
A: R — RP*? and ¢t € R, the notation A(t~) denotes
the left limit of A at instant ¢, if it exists. In all this
study, the initial time is called ty, € R.

3 Problem statement

The following class of systems is considered, for ¢t €
[tks te1), k2 0,

(1) = A(u)z(t) + b(u) + ¢(u)0,

&
y(tr) = Cx(ty),

where € R™ is the instantaneous state vector, u € D C
R™ the input vector ( D is compact), y € R? is the out-
put vector, § € R is a vector of unknown constant pa-
rameters, A € C(R™,R"*"™) b € C(R™,R"™), C € RP*",
¢ € C(R™ ,R™*!) are known, with n, m, p, | € N and
xo = x(to). The notation (¢;)r>0 represents a strictly
increasing sequence such that limy_, o tx = oo that mod-
els the sampling times. The maximum sampling step is
denoted 7 = maxy>o(7%), where 7, = tg41 — tg.

Note that the class of systems (1) contains systems of
the form, for k£ > 0,

l‘(t) = A(ta U):L'(t) + b(tv u) + ¢(ta u)@, te [tka tk+1)7

y(te) = Ca(tr), t = trta,

(2)
since the dependence on u can be considered like a time
dependence.

The main objective of this paper is to synthesize a global
exponential adaptive observer, as defined in Section 4.3,
for system (1).

4 Observer design and stability study
4.1 Observation structure

The proposed observer can be viewed as an extension to
the adaptive case of the structure developed in [21]. An
auxiliary variable, A, which plays a key role in the con-
vergence of parameters estimator, is notably introduced
like in [23,6].

For k > 0, t € [tk, tkt1),

&>
~—

~
~—

I

A(u)&(t) + b(w) + $(u)d(tr), (3a)

for t = tgy1,

#tkr) = #(6y0) + (Mtes)Altes)

+PTkS_1(tk+1)CT) (y(tes1) — C2(ti, 1)),
(4a)



S(trg1) = Sty ) + CTC, (4b)

Altkt1) = M(Th, toy1) At ), (4¢)

O(tii1) = O(t) + Alth1) (Y(thgr) — Ci(ty,,)), (4d)
with, A(tg11)= Y )TCTE(tk+1)C/\(tk+ T Ate,,)'CT

x(t 1), andM(Tk,tk+1) (]1

The notation # € R and § € R respectively denote
the estimate of the state, x, and the estimate of the un-
known vector parameter 6, S(t) € R"*™ is the so-called
observation gain, A € R", ¥ € C(R,RP*P) is symmetric
positive definite for all ¢, and p, e € Ry, p € [1,00)
are some design parameters. Note that the existence of
the inverse of matrix S will be ensured in the following.
The initial conditions are denoted Zp € R™, Sy > 0
symmetric, A\g € R™ and 0o € RL.

The observer (3a-d)-(4a-d) is composed of a predic-
tor part (3a-d) and a correction one (4a-d). During
[tk,tk+1), the state estimate Z has the same dynamics
than system (1) but using the estimate of the unknown

variable, 0, that is kept constant (3d). As commonly
done for high gain observers, the matrix S is defined
as the solution of the differential equation (3b), except
that a term of the form C7'C' is usually added in order to
ensure S to be positive definite, see for example in [21].
At each sampling instants, observer trajectory is cor-
rected taking into account the available measure (4a).
Thank to (4b), conditions on the inputs and restriction
on 7, it will be shown that matrix S remains positive
definite. The dynamics of @ are defined by a least mean
square law (4d), that will guarantee the convergence of
the estimate to the true value, under some persistent
excitation conditions. The usefulness of variable A\ will
be shown in the stability analysis, like in [23,6].

Remark 1 If the parameter vector 6 is equal to zero,
system (3a-d)-(4a-d) has the same form than in [21].

The dynamical equation satisfied by the state observa-
tion error, e = x — %, is, in view of (1), (3a~d) and (4a-d),
for k£ > 0:

&(t) = A(u)e(t) + ¢(u)B(tr), t € [trytirr),  (52)

e(tr1) =M (T, tr41)—

(5b)

The following persistent excitation condition is assumed
to hold for system (1) in order to guarantee the identifi-
ability of vector 6 [23,6].

Hypothesis 2 Let A(-) € R™*® be the matriz solution
of the impulsive ordinary differential equation (3c)-(4c).
The matriz A(-) is persistently excited so that there ex-
ist ki € N, 6 > 0 and X(-) € C([to,00), RP*P) @ time-
dependent bounded symmetric positive definite matrix,

— pTi S~ (tk_;,_l)CTC).

Atk DA k1 ODetyyq)s t = trtr

such that, for all k > 0,

SR AT ()OSt )CA(t; ) > 0L, (6)

Before stating the main theorem, some preliminary def-
inition and results are required.

Definition 3 Consider system, fort € [tg,00):

(7)

and the transition matriz W, (-, ty) associated to system
(7), such that U, (to,to) = L., the bounded input u is said
to be regularly persistent if there exist t1, ta € [tg,0),
a € R, such that, for allt > to,

t+t1
/ UL (5,t0)CTCW,(5,t0) ds > all,. (8)
t

As mentioned in Introduction, regularly persistent in-
puts are the class of inputs that guarantee the system to
be observable. For more details, see [8,9,14].

Remark 4 In practice, condition (8) can be checked off-
line, when u(t) is known for allt € [ty, 00), using numer-
ical tools for approximating the integral term. Thus, co-
efficients t1 and a are obtained off-line in order to derive
a sampling period that satisfies the bound given in (9).

4.2 Technical results

The following proposition guarantees that matrix S is
positive definite for any ¢ € [tg, 00), under conditions on
the types of inputs applied to the system and .

Proposition 5 Let u be a reqularly persistent input for
system (1), for all p > & where § = 2sup;s,, [|A(u(t))|l,
if T < T, where T is the unique positive term such that
T= %, then, for all S(to) symmetric positive
definite, there exist constants By, B2 € R such that, for
te [to, OO),

Pilln <5(t) < Balln.

The proof of Proposition 5 can be found in [21].

Remark 6 a) Since considered inputs belong to a com-
pact set /D, and because A is continuous, £ is well defined.
b) There always exists such a T ; indeed writing condition

—&(t1+7)
T 0 26 [CTC]| (11 + 7)7 = e €07,

loosely speaking it is clear that, for positive values of T,

T:



the polynomial term on the left-hand side will ‘cross’ the
exponential on the right-hand side at a unique point.
c)Considering regularly persistent inputs, the positive
definition of the solution S of equations (3b)-(4b) can
only be ensured under condition on the sampling steps,
otherwise the solution of equation (3b) may become non-
positive definite [21].

d) Notice that 81, B2 implicitly depend on the mazimum
allowable sampling interval T.

Lemma 7 Suppose the following system to be globally
exponentially stable,

Clte+1) = F(tr)C(tr),

and let u be a bounded and integrable function of time
that vanishes exponentially fast, then, system

2(tgt1) = Ftg)z(ty) + u(ty), k>0,

converges exponentially to 0.

Remark 8 Thislemma is a straight extension of Lemma
II1.1, in [18], for discrete-time systems.

4.8 Stability analysis

System (3a-d)-(4a-d) is said to be a global exponential
adaptive observer for system (1) if, along solutions to
(1), (3a-d)-(4a-d):

(i) for all (zo, Z0, Mo, Oo) € R” x R" x R™ x R and any
So > 0 symmetric, there exist a1, az, by, bo € R,
such that for all t > g, |le(t)|| < are=t* ¢t ||eq]|
and [|6(t)]| < age™ 2|6y |

(ii) there exist A\, S € R, such that, for all ¢ > ¢,
A@N <A IS@I < S.

Condition (i) ensure the exponential convergence of the
state and variable estimates to the corresponding true
value, whereas (ii) ensure that the other observer vari-
ables do not explose in (in)finite time.

Theorem 9 Assuming Hypothesis 2 to hold, the input
to be reqularly persistent, and choosing u > £ if,

r < min{ G 7y, (9)

then system (3a-d)-(4a-d) is a global exponential adaptive
observer for system (1).

Proof. Like in [23,6], the variable n is introduced as
n = e — M\, where § = 0 — 6. Firstly, the global
exponential convergence of 1 to zero, along the solu-
tions to dynamical equations to (1) and (3a-d)-(4a-d), is

proved. After having noticed that variables A and S re-
main bounded, invoking Lemma 7, the exponential con-

vergence to the origin of errors e and 6 is deduced.
The candidate Lyapunov function is defined as, for ¢t >
to:

V() = n(t) S(t)n(t).
Note that, according to Proposition 5 and since (9) is

satisfied, the symmetric matrix S is positive definite and
of bounded norm. Let £ > 0.

1. Let t € [tg,tr+1). The variable 7 satisfies the fol-
lowing dynamical equation, in view of (5a) and because,

here, § = 0 (3d):

3
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() = Alu)n(t). (10)

Consequently, differentiating the Lyapunov function
along the solutions of (10),

V(1) = n(0) (S AGw) + A@W)TSE) + 50)) 1(t).

From (3b),
V(t) = —uV(t). (11)
Integrating (11) over [t, t],

V(t) = e "=tV (1), (12)

and so,
V(tl;rl) = e MV (tg). (13)

2. Consider now t = tj41, it can be shown that, in view
of (5b),

(M(Tk; tk+1) *)\(thrl)A(thrl)C)e(tl;i-l)
~A(trg1)0(trr)

= M7 tirn) () + M)t
“Altesn) (Altas)Celty) +0(tri))

N(try1)=

Remarking that 6(t ot1) = O(t).) in view of (3d), and
using (4b-d),

N(tk+1) = M (Tk, te1)n(ty )- (14)



According to (4d),

V(tet1) = nte+1)" S (ter)n(te+1)
= 0(teyy) "M (Th, trra) ™
( (k+1)+TkCTC) M (T, trey1)n(ty )
= V(tyy0) — 20— Ve ||Cnltic )|

+p Tk77( k+1)CTCS (tk+1)CTC77( k+1)'

Invoking Proposition 5, the following inequality holds:

V(tes1) S V(b)) — ((2p -1) - 7”27’%”10”2
x [|Cm(t k+1)”2'

) )

Using (13) and because (9) holds,
V(try1) < e #V (ty). (16)
Consequently, according to (12) and (16), for all ¢ > ¢,

V(t) < e Ht=t0)V (1),
In()]| < \/G2e= 510 |In(to)l

the exponential stability of n = 0 for system (10)-(14) is
proved. Using similar arguments than for variable 7, in
view of (3¢) and (4c¢) and since function ¢ is continuous
and u takes values in a compact set, it can be easily
shown that there exists A € R, such that [[A(f)| < A,
for t > tg. On the other hand, according to (4d),

é(tk+1) = (Hn - A(tk+1)0)‘( k+1)) é( )

(17)
—Atk1)Cn(t4)-

Attention is focused on the homogenous part of (17),
which is typical of the normalized least mean square
algorithm:

O(tri1) = (In — Alter1)CA(ty,,)) O(t)- (18)

Using Theorem 2.8 in [1], since Hypothesis 2 holds, § = 0
is globally exponentially stable for system (18). The
non-homogenous part of equation (17) vanishes expo-
nentially fast, because of the exponential convergence of
7 to 0 and the boundedness of A. Therefore, applying
Lemma 7, 8 = 0 is globally exponentially stable for sys-
tem (17). Writing the observation error as e = n + A0,
the exponential convergence of e to 0, along the solu-
tions of (5a-b), can be deduced from the facts that § and
7 converge with an exponential rate to zero and that A
is bounded. O

Remark 10 Throughout the paper, no stability assump-
tion is supposed to hold for A. In view of Theorem 9,
even unstable matrices can be considered.

Remark 11 The sampling interval must satisfy (9). In
practice, after having numerically found admissible t1
and «, the upper bound in (9) can be determined using
parameters values.

4.4 Discussion on parameters choice

The selection of the observer parameters p, p, € illus-
trate the logical compromise between convergence speed
and bound on 7.

As it can be seen through (3b), parameter u (taken big-
ger that £ in view of Theorem 9) acts on the observation
gain in such a way that taking big values will increase
the convergence speed of the observer at the price of a
smaller admissible 7. Indeed, this will make the solution
of (3b) goes faster to non-positive definite matrices and
then decrease the value of 81 (see Remark 6d). Concern-
ing p, a quick analysis could conclude that p = 1 is the
optimal value to be chosen in view of (9), but a bigger
value will help 1 to converge faster to 0, again, under
more severe conditions on 7 (see (14) and the definition
of M). On the other hand, parameter ¢ allows to mod-
ulate the convergence of the parameter estimate.

5 Illustrative example

For illustrative purposes, consider a second-order system
modeled by, for k > 0 and t € [tg, tri1),

&1 = sin(u)xa,
&9 = —0.1sin(u)z; — 0.222 + 0.1 cos(u)8, (19)

Yy =x,

where 6 is unknown and u(t) = 2 — (cos(0.1¢))%. The
sampling step is chosen constant at 7 = 0.11. An ob-
server of the form (3a-d)-(4a-d) is designed for system
(19). The design parameters have been fixed at p =
l,e =1, u = 2.1 and ¥ = 1. Using numerical tools,
the following values have been found a = 0.5, t; = 0.01,
& =2.0396, 51 > 0.1125, consequently, condition (9) is
satisfied: 7 < min{0.1125,0.21}. Therefore, since the
input is a persistent input for system (19), Theorem
9 applies. The initial conditions are ¢ = 0, x1(0) =
22(0) = 50, £1(0) = 22(0) = 6(0) = 0 and 6 = 2.
For comparative purpose, the Euler discretization of ob-
server (11-15) in [6] has been simulated. Figure 1 shows
that, contrary to the continuous-time observer, the state
Zo given by the emulation does not converge asymptot-
ically to xo but oscillates. As mentioned in the Intro-
duction, this fact is not surprising since only semiglobal
practical stability properties can be established when



using the emulation of a continuous-time observer [2].
Moreover, the behaviour of emulation states present a
big overshoot by opposite to the results obtained by
the observer (3a-d)-(4a-d). Obtained parameter esti-
mates converge slowly asymptotically to the true value
for the continuous-discrete observer, and again, practi-
cally and with large overshoots for the emulation. Al-
though not presented here, simulation results show that
the continuous-time observer still works efficiently for
larger values of 7 like 7 = 3 whereas, for such a value,
the emulation states explose.
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Figure 2. Convergence of the parameter estimate
6 Conclusions

The adaptive observation of a class of continuous MIMO
systems with sampled measurements has been realized.
Assuming the input acting on the system to satisfy some
persistent excitation conditions and the sampling steps
to respect given bounds, a class of global exponential
observers has been developed.
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