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Introduction

L’équation de Schrodinger comme fil rouge

Ce mémoire s’organise autour de deux axes significativement différents; les problemes aux
limites non homogenes pour les équations dispersives d’une part, ’analyse mathématique du
systéme d’Euler-Korteweg posé sur R% d’autre part. A défaut d’unité, le pont entre les deux est
I’équation de Schrédinger

10+ Au = f,

dont les qualités d’ubiquité ne sont plus & prouver. Ici f peut étre un terme de forgage, un
terme de potentiel Vu, une non-linéarité, ou tout ca a la fois. Si mon travail de theése concernait
des problémes aux limites pour des équations dispersives assez générales, la généralité se payait
par des résultats difficiles a énoncer simplement et pas forcément optimaux. L’équation de
Schrédinger a plusieurs mérites : c’est un modele a la fois simple a écrire, riche, a la littérature
abondante et bien balisée pour la théorie de Cauchy, en tout cas suffisamment pour donner une
idée de ce que serait un “bon” résultat dans le cadre des problémes aux limites, et quelques
idées pour 'atteindre.

Pour une EDP donnée, le champ des problemes aux limites et en particulier des problemes aux
limites non homogenes est souvent beaucoup moins fourni que celui du probleme de Cauchy. Il
existe pourtant dedans de nombreuses questions naturelles, qui ont parfois le mérite d’avoir
des réponses a la fois simples et jolies. Le premier axe de ce mémoire sera donc de présenter
certains de ces aspects, et en particulier de convaincre le lecteur que 1’étude des conditions de
compatibilité dans des espaces critiques a son charme.

Le second axe se concentre sur le systéme d’Euler-Korteweg, un modeéle un peu plus rugueux

8t,0 + le(p'LL) = 0,

Ou+u - Vu+ Vg(p) V(K(p)Ap+ éK’(p)IVpIQ),

dont le lien avec I’équation de Schrédinger n’est pas immédiat. Apres reformulation il se met
sous la forme d’une équation de Schrodinger dégénérée 0y1p + V(adivy)) = f(1p, Vip). Dans le
régime des petites données ot la densité est proche d'un état constant (i) proche de 0), ’analogie
s’avere cependant féconde, débouchant sur des résultats d’existence globale, de construction de
solitons et multi-solitons, ainsi que leurs propriétés de stabilité orbitale. Les résultats présentés
ici sont donc tres redevables a 'intense activité qui existe dans le cadre des EDP dispersives
non linéaires, et qui est abondamment citée.
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INTRODUCTION

Problématique

Avant de détailler le plan, je décris quelques propriétés des problemes aux limites et des
équations dispersives. Ces notions génériques motivent les directions que j’ai étudiées. Le propos
est volontairement tres élémentaire pour souligner ce qui m’intéresse, plutot que la technique
autour des problemes.

Quelques spécificités des problémes aux limites Etant donnée une EDP d’évolution
d’ordre 1 en temps, on appellera probléme de Cauchy le probléeme posé sur RY x R;r . Le méme
probléme posé dans un ouvert {2 avec un bord est un probléme aux limites. Le probleme de
Cauchy requiert de prescrire u|;—9 = ug tandis que le probleme aux limites requiert également
des données au bord, on se restreint au cas ou ces données au bord sont prescrites par un
opérateur linéaire B(u) = h. En général, on ne suppose pas l'opérateur local. On appelle ug la
donnée initiale, h les conditions au bord. Lorsque h = 0 le probleme est dit homogene, lorsque
ug = 0 on parlera de probléemes aux limites pur, sinon le probléme est “mixte”.
L’équation d’évolution la plus simple qui soit permet d’illustrer significativement les difficultés
liées aux problémes aux limites : considérons

{ O + Ozu = 0, { O — Ozv =0, (2,1) € [0,1] x RY.

uli—o0 = uo, V¢=0 = uo,

Au vu la conservation de u(x + t, t), respectivement v(z — ¢,t), la construction d’une solution
unique requiert la donnée de u|,—9 = h, resp. v|;=1, et on a clairement I'estimée de “semi-groupe”

luCs Ol 20,1 < lluollz2 o,y + 1Al 2(j0,0)-

Deux équations dont la théorie de Cauchy est identique requiérent donc des conditions au bord
différentes pour donner un probléme aux limites bien posé, et la solution est CyL? si les données
initiales et au bord sont L? également. La classification des conditions aux limites acceptables
et la description de leur régularité m’intéressent particulierement.

Il ne s’agit évidemment pas des seules conditions donnant un probleme bien posé. La seule donnée
de Oyul|,—0 = g donne aussi une unique solution continue, en effet Jyu|y—9 = —0zu|z—0 = —g
donc par intégration u(0,t) = u(0,0) — fg g(s)ds = up(0) — fotg(s)ds. Ainsi pour x < t

u(z,t) = uo(0) — /0 h g(s)ds. (1)

La formule donnant la solution est une fonction non locale des données (simplement parce que
lapplication dite Neuman-Dirichlet 0,u|y—0 — u|z—0 est non locale), et on a utilisé la condition
de continuité

lim u(0,t) = ilil’[l) ug(z). (2)

t—0

La formule (1) permet de sélectionner les solutions faibles limites de solutions régulieres (“mild
solutions”).

Les conditions de compatibilité sont une autre spécificité des problémes mixtes : en reprenant
le probléeme de Dirichlet dyu + O,u = 0, uli—=o = wo, ulz—0 = g, si la solution est continue,
nécessairement

lim g(t) = %im u(0,t) = u(0,0) = up(0). (3)

t—0 —0
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INTRODUCTION

Similairement pour u de classe C* on a k + 1 conditions de compatibilité
V0 < j <k g¥(0) = 8/u(0,0) = (~1Y9u(0,0) = (~1V'ug”(0).

Evidemment, ces conditions se généralisent & des EDP plus générales, posées sur des domaines
réguliers, et n’importe quel cadre fonctionnel ou les traces en t = 0 et sur 9€2 ont du sens,
typiquement H® s > 1/2.

Le cas “critique” s = 1/2 est particulierement intéressant (mathématiquement) : toujours pour
le probléeme dyu + d,u = 0 posé sur (z,t) € (R*)? avec condition de Dirichlet u|,—¢g = g. Si
ug € HY2(R), g € HY/?(R"), la condition u(0) = ¢(0) n’a pas de sens, cependant la solution

faible
) ug(x—1t), t<a,
@) = { gt —x), t >,

ne satisfait en général pas u(-,t) € H'/2(R), il faut imposer la fameuse condition de Lions-
Magenes sur le raccord de deux fonctions H'/?(R*)

_ 2
/R+ de <& U —gE HééQ(]R+).

C’est ce qui reste de la condition de compatibilité ug(0) = h(0) a la régularité critique, et peut
se voir comme une inégalité de Hardy fractionnaire.

Le dernier point qui m’a intéressé est le domaine spatial €. Sa forme influe significativement les
propriétés des solutions. Par exemple dans le cas de I’équation de Schrédinger les estimations
de Strichartz classiques du probleme de Cauchy peuvent ne pas étre satisfaites, tandis que des
variantes plus ou moins affaiblies subsistent.

Quatre points ont donc été mis en évidence

— Comment classifier “algébriquement” les conditions au bord donnant un probléme bien
posé?

— si ug est disons L?, quelle régularité imposer sur h pour que la solution u soit C,L??
Autrement dit pour une régularité de ug donnée, quelle est la régularité naturelle des
données au bord ?

— Pour monter en régularité, quelles conditions de compatibilité faut il imposer en plus?
— Quel est le role de 2 dans les estimations linéaires ?

C’est pour I'essentiel les questions qui nous occuperont dans les chapitres 1 et 2 sur les problémes
aux limites. Evidemment, des extensions aux problémes non linéaires arrivent dés que des
estimations linéaires un peu satisfaisantes existent, mais ces extensions occupent une place a
mon avis un peu anecdotique.

Le systéme d’Euler-Korteweg Reprenons les équations

Oyp + div(pu) = 0,
V(K0 + I ()ITP) @)

Ou+u - Vu+ Vg(p)

Ici K : RT™ — R™ est une fonction réguliere, dite coefficient de capillarité. Un cas particulier
du modele est apparu des les années 1920 avec Erwin Madelung et la transformation éponyme

ix



INTRODUCTION

[91]. Celle ci convertit les solutions de 1’équation de Schrodinger semi-linéaire

2
0w+ Au = g(\7,2D| )¢,
en solutions de (4) avec K(p) = 1/p, par I'application

M= e = (o) = (10, (Ve ) ). (5)

On parle alors d’équations de I’hydrodynamique quantique (ou QHD pour quantum hydrody-
namics). Notons que I'application M est mal définie si p s’annule (présence de vide), et n’a
pour image que des champs de vitesse irrotationnels. Pour K plus général, la correspondance
avec Schrodinger ne tient plus, mais le probleme reste pertinent pour la modélisation de fluides
capillaires.

Cette correspondance invite a penser (4) comme un systéme dispersif quasi-linéaire, au moins
dans un régime sans vide. La dynamique pour NLS (et pour les EDP dispersives en général)
s’articule autour de trois axes majeurs : l'existence globale de solutions “dispersives” (asympto-
tiquement linéaires), l’explosion en temps fini et entre ces deux extrémes 'existence d’ondes
progressives, des solutions dépendant uniquement de x - e — ct, e € S¥ !, souvent vues comme
un équilibre entre les effet dispersifs et non linéaires. Génériquement, on s’attend a ce qu’une
solution globale se décompose en temps long comme une somme de solitons spatialement
décorrélés et une solution “dispersive”, c’est la conjecture dite de “résolution en solitons”.
Hormis les cas intégrables [70, 81, 126], ce sont des questions trés ouvertes, mais qui donnent
une idée des résultats a attendre pour la dynamique d’une EDP dispersive.

Je me suis attelé partiellement en collaboration avec Boris Haspot & défricher quelques aspects de
la dynamique des solutions du systéme d’Euler-Korteweg. Nous obtenons dans [A10] (K =1/p,
g=p—1) et [A8] (cas général) l'existence de solutions globales dispersives pour des données
petites, irrotationnelles, en dimension au moins 3. Si la vitesse initiale n’est pas irrotationnelle,
je montre dans [P1] toujours pour des données initiales petites que le temps d’existence ne
dépend que de la taille de la composante rotationnelle de la vitesse, ce qui donne a nouveau le
résultat d’existence globale dans la limite zéro vorticité.

Pour la dynamique non linéaire, I’existence de solitons était connue en dimension 1 [13], je
prouve dans [A9] leur existence en dimension 2. Ces solitons étant arbitrairement petits ils
donnent une obstruction & un résultat d’existence globale similaire a celui de [A8]. Enfin je
construis dans [A12] en dimension 1 des solutions qui convergent en temps long vers une somme
d’ondes progressives spatialement décorrélés. Il faut préciser que malgré les apparences, un tel
résultat n’a pas grand chose a voir avec la résolution en solitons et est beaucoup plus simple :
au lieu d’une application “données initiales— comportement asymptotique”, on construit (avec
un raisonnement par compacité peu explicite) une application “comportement asymptotique—
données initiales”.

Les aspects “stabilité” des solitons sont peu présents dans le mémoire pour une raison assez
simple : "énergie naturelle du systéme est tres loin de contrdler assez de dérivées de la solution
pour assurer I'existence locale : I’énergie controle “en gros” (p — pe,u) € H' x L2 avec p.
une constante positive, alors que Pexistence requiert (p — pe,u) € H¥/2+2+e 5 gd/2+14e [ eg
techniques usuelles donnent donc au mieux de la stabilité conditionnelle, c’est a dire une stabilité
dans ’espace d’énergie jusqu’a I’éventuelle explosion.



INTRODUCTION

Plan du mémoire

Chapitres 1 et 2 : probléemes aux limites Les deux chapitres sont séparés par la forme
des domaines considérés. Dans le premier, qui correspond a [A3] et [A11], le domaine est un
demi espace ce qui permet des techniques d’analyse de Fourier tandis que le deuxiéme ([A4] et
[A7]) se place sur le complémentaire d’un ouvert étoilé.

La section 1.1 décrit le travail de these [A3] basé sur une généralisation des symétriseurs
de Kreiss, un outil standard pour les problemes aux limites hyperboliques. Si ces résultats
s’appliquent a une classe large d’équations dispersives linéaires, j’ai choisi de les décrire en
détail pour I’équation de Schrodinger pour des raisons de lisibilité. Ils apportent des réponses
assez satisfaisantes aux questions de régularité des données au bord et de nature des conditions
aux limites admissibles. J’en profite au passage pour prouver une estimation nouvelle de type
semi-groupe au paragraphe 1.1.4. Les conditions de compatibilité ne sont pas pas abordées.
La section 1.2 correspond a [A11], qui se concentre spécifiquement sur ’équation de Schrodinger,
toujours sur le demi espace. On obtient des estimations de Strichartz optimales directement
par calcul sur une solution explicite (dans Iesprit de [110]), un raffinement des conditions aux
limites admissibles, et on décrit les conditions de compatibilité comme une condition nécessaire
et suffisante de régularité, y compris pour la régularité critique H/2.

Dans le deuxiéme chapitre ’analyse est beaucoup moins directe. Les résultats d’existence se
limitent a 1’équation de Schrodinger avec condition de Dirichlet non homogene. Les conditions
de compatibilité sont similaires & celles de [A11]. Des estimations liées aux effets dispersifs
(non optimales) sont obtenues par un argument de viriel a la section 2.2. Quelques applications
aux problémes non linéaires sont mentionnées a la section 2.3.

Chapitres 3 et 4 : systeme d’Euler-Korteweg J’ai choisi une séparation naturelle entre
dynamique linéaire et non linéaire.

Dans le chapitre 3 je me concentre sur les résultats d’existence en temps long [A10, A8] et [P1],
qui pour l’essentiel reposent sur des estimations linéaires et une propagation de la petitesse des
termes non linéaires. La difficulté est bien sfir la propagation de cette petitesse. La section 3.1
traite I'existence globale de solutions dispersives pour les équations d’Euler-Korteweg, a vitesse
irrotationnelle. Le systéme apres reformulation est tres proche de ’équation de Gross-Pitaevskii,
apres quelques rappels bibliographiques le paragraphe 3.1.2 est donc dédié a cette équation et a
des résultats de Gustavson, Nakanishi et Tsai qui ont été une source d’inspiration importante.
La section suivante 3.2 décrit une extension de [A8] au cas rotationnel, ot dans la limite zéro
vorticité on retrouve le méme résultat d’existence globale. Plutot que de décrire la preuve, assez
technique, je décris un résultat dans le meme esprit (trivial) sur un modele jouet.

Le chapitre 4 contient les résultats d’existence sur les ondes progressives de [A9, A12]. La
méthode de construction de solitons en dimension 2 est esquissée a la section 4.1, a nouveau
la forte analogie avec I’équation de Gross-Pitaevskii est soulignée au paragraphe 4.1.3. Apres
quelques rappels sur P'existence et la stabilité de solitons en dimension 1 (section 4.2), je décris
dans la section 4.3 la construction de multi-solitons pour le systéme d’Euler-Korteweg.
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Notations

Calcul différentiel

La longueur d’un multi-indice o € N? est | := S-{ ay,, on note D = V¢, et D* = 9 .. 95",
Pour une fonction dépendant du temps et de 'espace (z,t), V f(z,t) est le gradient uniquement
par rapport a la variable z. Au chapitre 1, ou on sépare les composantes tangentielle et normale
(x,y) de la variable d’espace, on utilise V, pour le gradient selon z, et similairement A,.

La dérivée variationnelle d’une fonctionnelle H en f est notée §H[f], la notation [-| distingue
les fonctionnelles des fonctions.

Dans le chapitre 1, on note en général un multiplicateur de Fourier par une lettre majuscule, et

v

son symbole par la minuscule. La transformée de Fourier inverse est notée 7! ou ™.

Ensembles
On note
Ct* ={2€C: Re(z) >0},Ct ={z€C: Re(z) >0}

Pour distinguer variables d’espace et de temps, on utilise la notation Rg, R;.

Similairement, pour des problémes posé sur un demi espace on note ]Rg_l X R;, avec z € R41
la variable tangentielle et y € R la variable normale.

Les variables duales de (z,t) par transformée de Fourier-Laplace sont notées (§,7) € Ri-1 x Ct,
avec T =y +1i6, vy ERT, § €R.

Espaces fonctionnels
La norme d’un espace fonctionnel E est notée || - ||, sauf pour la notation classique || - ||, pour
les espaces L. La norme euclidienne sur RY est simplement notée | - |.
On suit les notations habituelles pour les espaces de Sobolev H®, WP (k entier) et Besov B; .

HééQ(RJF) est Pespace des fonctions H'/2(R*) qui se prolongent continfiment par 0 en une
fonction H'/2(R), muni de la norme

il g2 = Nl + /& 2.

L’espace des fonctions intégrables en temps & valeur W*P?(R?) est noté L' (Ry, WkP(RZ)).
On utilise la notation habituelle By , pour les espaces de Besov, on renvoie a [7] pour leur
définition.

Enfin, le compteur des équations est remis a 0 a chaque début de chapitre ; pour cette raison
un numéro d’équation fait toujours référence au chapitre courant au contraire des théoremes,
lemmes, propositions, corollaires, définitions ou remarques qui, eux, peuvent étre invoqués dans
tout le manuscrit.
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CHAPITRE

Problémes aux limites sur le demi
espace

Ce chapitre se concentre sur des résultats obtenus par analyse de Fourier pour des systemes
d’équations d’évolution posés sur Q x R = R4~1 x R;j X Rf , sous la forme générale

P(Ve,0y,00)u = f, (z,y,t) e R x RF x R,
Blu]|y=o = h, R x {0} x R, (1)
'U/‘t:O = up, R4-1 x R;—

Le bord de Q est R9~! x {0}, u est une fonction vectorielle de taille k, 2 et ¢ sont des variables
tangentielles, y la variable normale. P est polynomial, d’ordre n en y, B définit les conditions
aux limites qu’on va préciser.

Dans [A3] comme dans [A11] on tire profit de la transformée de Fourier-Laplace tangentielle

o0
u—u(&,y, )= / / e Tlem Wy (x, y, t)dadt, (€,7) € RILxCtt
0 Rd-1
= R¥Ix {r: Rer >0}.
Pour donner une idée de la problématique considérons le probléme aux limites pur f = 0, ug = 0

et notons U(&,0,7) := (u(£,0,7),9,u(&,0,7),- -+, 9y~ u(€,0,7)), on suppose que la condition
au bord s’écrit sous la forme

b(&, T)U(E,0,7) = h(E,T),

avec b une matrice p X nk de rang p, ou p < n est le nombre de conditions aux limites, k la
taille de u. Le probléme linéaire (1) se réécrit comme un systeme différentiel

{ P(i€, 9y, T)U (&, y,7) = 0, (2)
bU(£,0,7) = h(E, 7).
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Si pour (£,7) € R¥™1 x CT* le polynome caractéristique A — det(P(i€, A, 7)) n’admet pas de
racine imaginaire pure, il existe des projecteurs HgT, H;T sur les espaces stable Eg et instable

E? _ tels que la résolvante R -(y) associée a P (i€, 0y, T) satisfait

vUp € C, ygr_noo |RE;T(y)HZ’TUO| = yll;r_f_loo |R§,T(y)ng—U0| =0.

Si I’on cherche des solutions intégrables on doit donc avoir U(§,0,7) € £, _. Le probléme est
ainsi déplacé vers la résolution des systémes

bU(¢,0,7) = h(&,7),
U(€,0,7) € B,

qui admet une unique solution si et seulement si
V(& 7)€ R x €T b(€,7) est un isomorphisme E;, — Im(b(&,7)). (KL)

C’est la fameuse condition de Kreiss-Lopatinskii (faible), elle n’assure pas que le probléme soit
bien posé. Evidemment, pour mener a des estimations a priori sur la solution, il faut une version
plus quantitative de cette condition, contrélant par exemple les normes de b, b~ uniformément
en (£, 7), ce qui débouche sur la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme (KLU).

On peut alors résoudre le probléme (2) par deux approches tres différentes.

Méthode de symétriseurs Comme pour le probléme de Cauchy, la méthode par symé-
triseurs consiste & construire un symétriseur matriciel S(§,7) “qui fait fonctionner la méthode
d’énergie” (produit scalaire avec Su et intégration...). Cette stratégie remonte au moins a Kreiss
[77], qui a construit les symétriseurs éponymes pour des systémes strictement hyperboliques.
Apres quelques rappels bibliographiques, on décrit dans la section 1.1 ce que donne cette
approche pour des équations dispersives, cela correspond a un travail réalisé durant ma these
[A3]. Les résultats ne sont pas aussi flexibles mais permettent tout de méme de considérer des
problémes ou certains termes d’ordre “pas trop élevé” sont a coefficients variables. Le prototype
est ’équation de Schrodinger 9y + a - Vip + iAr, avec a une fonction réelle réguliere.

Méthode directe Avec une formule explicite on obtient des estimées sur la solution par
des méthodes d’analyse harmonique. C’est 'approche de la section 1.2, appliquée a I’équation
de Schrodinger, elle correspond & [A11]. On obtient alors une description fine des conditions
de compatibilité ainsi que des estimations de Strichartz optimales, globales en temps avec les
conséquences “usuelles” pour les problemes non linéaires. Le défaut de cette méthode est bien
stir qu’elle ne s’étend pas aux équations a coeflicients variables.

1.1 Symétriseurs de Kreiss et méthode d’énergie

La construction de symétriseurs dits de Kreiss pour les problémes hyperboliques remonte au
début des années 70 avec [77]. Le principe est simple : pour un opérateur P = 0y+3_ A;0,+4,0,,
on dit que {y = 0} est non caractéristique si A, est inversible. Dans ce cas on peut réécrire le
probleme Pu = f, Bu = h, sous la forme

{ 0,U(&y,7) = 9(&, 7).

BU(E,0,7) = h(E, ), (3)

2
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Kreiss construit une matrice s(§, 7) hermitienne, telle que Re(sg) = (sg+(sg)*)/2 est symétrique,
définie positive, et s > ¢l — Cb*b de sorte qu’en prenant le produit scalaire de la premiere
équation de (3) avec sU et intégrant en y

~

||U(£7 '77-)HL§ + |U(§707T)| S» |h(577-)‘

Sous la condition dite de Kreiss-Lopatinskii uniforme (voir (KL)) toutes les constantes cachées
dans < sont indépendantes de (§, 7) sauf Re(SG+(SG)*) > Re(7) := v, d’ot par intégration des
estimées dans €7 L2. Grace au calcul pseudo-différentiel et I'inégalité de Garding, les estimations
restent vraies pour des opérateurs a coefficients variables “assez réguliers”, et par des arguments
de partition de 1'unité elles s’adaptent pour des problémes posés sur  x R}, Q régulier, 99
non caractéristique.

Essentiellement le résultat de Kreiss se lit ainsi :

Théoréme 1.1 (Kreiss [77]). On consideére le probléme

U + 3 Aj(x,y,t)0;,U = f, (z,y,t) € R x RS x RY,
BU) o = h.
Ult=0 = 0.

St le probleme est strictement hyperbolique, non caractéristique, a coefficients réguliers, constants
a l'infini et B satisfait la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, pour v assez grand il existe
une unique solution U € " L*(RT x R x R") telle que

—~t -t -t
e Ul 2 ra-1xry <y S M€ Pl a1 myy + 1€ Fll poma—1 wry xry)-

Du fait de sa robustesse, cette méthode a été étendue dans de nombreuses directions :
classes de problémes hyperboliques plus généraux (bord caractéristique [93], constamment
hyperboliques [103]), versions affaiblies de la condition de Kreiss-Lopatinskii [41, 113], lois de
conservation visqueuses [105], ou méme ’analyse de schémas numériques [42, 64].

Un des défauts notables (méme pour les problemes hyperboliques) est que le passage d’un
probléme aux limites sans donnée initiale (ou donnée zéro) a un probléme aux limites mixte
(donnée au bord+donnée initiale) n’est jamais trivial. La premieére avancée est due a J.Rauch
[111] qui montre que le probléme mixte strictement hyperbolique & donnée initiale L? est bien
posé. La preuve, peu intuitive, consiste a appliquer une méthode d’énergie a la Leray-Garding
[47] qui donne des estimées de semi groupe dans H", avec n la taille du systéme, puis développe
un argument de dualité assez long.

Javais généralisé en these I’approche de Rauch pour les systemes hyperboliques a multiplicité
constante [A2]. Récemment, G. Métivier a obtenu une nouvelle preuve [104] la fois plus générale
et naturelle. Celle-ci remplace la méthode d’énergie de Leray-Garding (qui est plus adaptée pour
les problémes scalaires) par une stratégie adaptée aux systémes qui remonte a Lax-Friedrichs
[46].

Dans la suite de cette section, je décris les résultats principaux de [A3] qui adapte la construction
de symétriseurs a des systemes dispersifs. Pour des raisons de lisibilité j’ai choisi d’énoncer le
résultat principal en toute généralité, mais de donner les principales étapes de la preuve sur le
cas simple de I’équation de Schrodinger.
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1.1.1 Reésultat principal

Essentiellement, on montre dans [A3] qu'une classe de problémes dispersifs avec des
conditions au bord qui satisfont la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme est bien posée dans
des espaces de type H® a poids en temps.

Il faut trois briques pour énoncer le théoreme : opérateurs étudiés, multiplicateurs de Fourier-
Laplace tangentiels et espaces de Sobolev & poids en temps.

Définition 1.1 (Classe d’opérateur). On considére des variables (1,Z) € C x C%. Pour p > 1
entier, le p-degré d’un monome TFE® est kp + |a|. Le p-degré d’un polynome est le plus grand p
degré de ses monomes. Un polyndome est p-homogéne si tous ses mondomes ont méme p degré.
La p-partie principale est la somme des mondémes de p-degré maximal.

Pour un opérateur différentiel matriciel de taille n x n

P(D,d) = Y > A, x0F D (4)
0<k<m 0<|a|<p(m—k)

avec Agm inversible, Ag ... ompo tnversible (bord non caractéristique), 'opérateur est dit stric-
tement dispersif lorsque

— Les racines en 7 de xp(7,Z) = det(P(iZ, 7)) sont imaginaire pures pour = € R%.

— Les racines en T de la p-partie principale de xp(7,Z) sont imaginaires pures et distinctes
pour = € R4\ {0}.

Cette notion de quasi-homogénéité apparait des les années 70 dans des travaux de Gindikin
et Volevic [124], sous une forme moins générale.

Définition 1.2 (multiplicateur tangentiels). On appelle multiplicateur de Fourier-Laplace
tangentiel un opérateur M(V/i,0;) défini par action de son symbole m(&,T)

Mu(€,y,m) = m(& 7)a(,y, 7).
Le symbole m est défini sur R&™1 x Ct+, il est dit p-homogéne d’ordre s lorsque
V' A>0, m(A§NP1) = A¥m(€,7) (5)
11 est dit univoque lorsque m est holomorphe en la variable T.

Remarque 1.1. D’apres le théoréme de Paley-Wiener, 'action d’un opérateur univoque ne
dépend pas de v (sous des conditions de bornes qu’on ne détaillera pas). Ce n’est évidemment
pas le cas en général.

Définition 1.3 (Condition de Kreiss-Lopatinskii). Soit un probléme aux limites

P(D,0)u=f, (z,y,t) e R"I x RT x R/,
B(u)(z,t) = h(z,t), (z,t) € R x R
On suppose P de la forme (4), d’ordre mp, strictement dispersif, et que B s’écrit sous la forme

mp—1

B)(&,7) = 3 bi(&,m)da(e,0,7),
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avec bj(&,7) des symboles matriciels p-homogénes d’ordre mp — 1 — j et univoques. Eg_,T est
Despace stable associé d la partie p-principale de P(i&,0,, 1),
Soit B(&, ) Uopérateur (C™)™P — Im(B), (vo,- -+ , Ump—1) — »_ (&, T)vj, on dit que B satisfait
la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme lorsque

V() eRITEx CTT) B E¢ . — Im(B) est un isomorphisme,
et B, B~ sont bornés uniformément sur {(&,7) € R&™L x Ct+ . |€]P + |7] = 1}.

On montre (on le verra dans le cas de I’équation de Schrodinger) que Eg_ , se prolonge
continiment sur le compact {|7]|+ [£[P = 1, Re(7) > 0}. Ainsi la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme se rameéne a l'inversibilité ponctuelle de B pour (&, 7) dans ce compact.

Définition 1.4 (Espaces fonctionnels). On note L% =L = {u: lullrz = e " ul|p2 < oo}

Pour T = y+i8, on note \p(&,7) = (|€[P+|7|)/P, et on définit les espaces de Sobolev anisotropes
pour k entier

k
HFP(RE RS x Ry) = {u Y // X N2E=I) (e, m) |00, y, )| *dEdyds < oo}.
— RI-IxR) xR

Pour k € RT, Iﬂj’p(RfC*1 x RS x R") est défini par interpolation/restriction.
Pour k € R, on définit similairement HEP(RE™ x Ry). H(’if(X x Rf), X =RILRIT xR

est composé des fonctions Hé“’p dont le prolongement par 0 pourt < 0 est dans H,]YW.

Remarque 1.2. Ces espaces correspondent aux fonctions qui ont k dérivées spatiales et k/p
dérivées temporelles dans L%. L’espace H(]i’i’(Rd_l X ]R?‘JIr x R;") ne coincide pas avec la fermeture
de ORI x R x R;*), c’est par contre le cas pour H&f(Rd_l x R;") sauf dans le cas
“critique” k/p = 1/2[Z] (a cause du méme genre d’obstruction que pour l'espace H(%Q).
Remarque 1.3. On montre que la trace en y = 0 d’une fonction de Hfj’p(Rg*1 X R; x Ry) est dans
Hs_l/ 2P (R2~1 x Ry). L’hypothése d’homogénéité sur les (b;) signifie que B agit contintiment
HIPo s Hy/?P,

Pourtant, du fait de la régularisation dispersive (voir par exemple [74], théoréme 4.1), si on
cherche une solution u € HI'PP, du probleme Pu = 0, Bu = h, l'espace naturel pour h n’est

HA(,p /2P Lo théoreme ci-dessous détaille cela.

pas Hé/ *P mais I’espace plus régulier
Théoréme 1.2 ([A3]). Soit P strictement dispersif de degré mp, on considére le probléme

P(D,0)u = f, (z,y,t) € R x Rf xR/,
B(u)|y—o = h, (z,t) € RI1 x RT,

U|t:0 =0.
_p=1
Si B satisfait la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, alors pour (h, f) € Héi7 z P
L2(Ry, Hgﬁ), il existe une unique solution' u € Hg;p(mfl)’p satisfaisant de plus
) mp—1 ' ) ”f”zémp 9
’YHUHH(I)C;P(M—I)W + Z Hagj/u’y:()HHk;p(m—l)Hp—l)/?—jm S #’7 + HhHH(I;E(p—l)/lp' (6)

=0 0

1. Les solutions sont définies (comme pour les problémes hyperboliques) comme satisfaisant un probléme
dual qui intégre les conditions au bord.
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1.1.2 Réécriture du probléme et notion de solution

A partir de maintenant on considére uniquement I'équation de Schrodinger (correspondant
donc a p = 2)
ou+a-Vu+ilAu=f, (z,y,t) € R x RT x RT,

Blu|y=0 = ha (7)
U’t:() = 07
avec a = (ay, -+ ,aq) = (agz,aq) constant, B] = (B{')jzl,g composé de multiplicateurs d’ordre

2.
On note 7 = v 4 44, et on définit A le multiplicateur de symbole A(&,7) = (|€]? + |y + i6])"/2,

- A . .
U= ( u), le systéme se réécrit
Oyu

. 0 A - 0 .
WU = ((iat ~ Ay tiag - Vo)A md> U+ (—z’f) =CUT
B(U) = h.

avec B(vy,v2) = Bi(A~'vy,v2) de sorte que les deux composantes de B sont d’ordre 0.
En terme de quasi-homogénéité, 'opérateur G est d’ordre 1, sa partie principale est

0 A
(i0, — AyA™ 0]

Les solutions sont définies par dualité : en prenant le produit scalaire de (9yT7 =GU + f avec ¢
réguliére,

/ f - pdedydt = / U - (=0,p — G*o)dzdydt — / U - pdxdt.
Q xRy QxR OO xRy

On montre alors? l'existence de trois opérateur M, B’, M’ du type de B tels que
/ U-p= / BU - My + M'U - B'pdadt,
8Q><Rt BQxRt

ce qui mene naturellement a la définition :

Définition 1.5. On appelle solution du probléme auz limites (7) posé sur R, une fonction
u € H;’Q(Rd*1 X Rt x Ry) telle que pour ¢ réguli¢re satisfaisant B'y =0

/ f - pdrdydt + / h - Mpdzdt = / U - (—0yp — G*)dxdydt.
QXRt 8Q><Rt QXRt

Remarque 1.4. Le probleme dual est donc

—0yp = G*p + i,
B'p =0.

2. Ici on peut prendre b’ = (75 E)
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Condition de Kreiss-Lopatinskii On considére le probleme avec f = 0. Aprés une

transformation de Fourier-Laplace tangentielle, en notant U = U

0 A
U = ((w 6 = ag - d> V=9t
bU = byUy + byUs = h,

0 A
it + AT 0
peut mener les calculs pour A = 1 : pour v > 0, les valeurs propres sont pt = +/iy — 0 + [£|?
avec /- la racine définie sur {Im(z) > 0} — C™, les vecteurs propres associés sont Vi =

avec b1, by 0-homogenes. La partie principale de g est ( ( ) . Par homogénéité, on

1
<H ) L’espace stable est E . = vect(V_), qui se prolonge trivialement en Re(7) = 0 par
:t k)

1
vect .
(=)
Proposition 1.1. La condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme s’écrit
V() : |§\2 + |7 =1, Re(r) >0, |BV_| = |b1(&,7) — ba(&, 7)r\/iT + |€]2 | > 0. (KLU)

Pour le probleme dual, puisque (Lg)’ = L2_,Y7 il est naturel de définir la condition de

Kreiss-Lopatinskii “rétrograde” avec les mémes calculs, mais pour 7 € C™.

Proposition 1.2. La condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme rétrograde pour le probleme
associé¢ a —G*, B’ est

V(&) €2+ 7| =1, Re(r) <0, |B'VL|=[b2Ra(it +[¢*) —bi] >0, (rKLU)

avec Ra la racine définie sur Im(z) <0 d valeur dans Re(z) > 0.

Remarque 1.5. Pour v > 0, \/—0 + iy + [£]?> = Ra(—d — iy + |£|?), donc le probléme adjoint
satisfait la condition de Kreiss-Lopatinskii si et seulement si c’est le cas du probléme initial.
Cette observation est vraie pour les problémes généraux du paragraphe précédent.

Remarque 1.6. On voit déja ici les points pathologiques (dits points glancing) : en général
1
E&EBE;} = C?, saufsiy =0, |¢|2—3 = 0 les vecteurs propres dégénérent avec V_ =V, = ol

1.1.3 Construction des symétriseurs

Contrairement au cas des systemes hyperboliques, les symétriseurs ne satisfont pas sg = 7,
on peut le comprendre facilement en regardant ce qui se passe en dimension 1 avec a = 0. La

matrice g devient simplement (z (v 3 i) é) elle se diagonalise en d = <_ ! zg =0 \/Z’YOT(S>

avec /- : Im(z) > 0 — Re(z) > 0. Pour rendre sa partie symétrique positive on utilise le
symétriseur s = <_01 ?), qui donne Re(sd) = (Re( ' 207 —9) Re( Jﬁyﬁ)) mais dans la

limite § — 400,
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Proposition 1.3. Notons b = (by ba). Pour ~y assez grand, il existe une matrice s(§,T)
hermitienne, C' > 0 telle que

V(€T € R x (Rer) 2 7). Relbg) 2 50 o ©
s(&,1)>1—Cb"b, 9)

ot Re(M) = (M + M*)/2, et les constantes sont indépendantes de £, T.

L’intérét d’un symétriseur est bien str ’estimation a priori suivante, qu’on obtient directe-
ment par intégration de )\2k*186yU U = NRlsgU - U + NF1sU -5

Corollaire 1.1. Pour k € R*, ¢ réguliére, nulle pour t <0, on a

2 2 101+ a7 +i8)g2e
0,
’YHSD”H(I;”j(Rd*lXR‘FXRt) + ||(Agp‘y:0?ay@’y:(])HHgil/Q’Q 5 1

) B!
+HB<PHZ!C71/2,2- (10)
0,y

La construction de symétriseurs est essentiellement un probleme d’algebre. Elle contient
deux difficultés, a des niveaux tres différents : dans le cas général, il y a des questions de
géométrie des zéros de polynomes a plusieurs variables, et une fois ces points clarifiés il reste de
I’analyse matricielle plus élémentaire, mais non triviale. Le cas de I’équation de Schrodinger a
bien siir le mérite de permettre de se concentrer sur la seconde partie, puisque tous les calculs
de la premiere partie se font par quadrature. C’est pourquoi j’ai choisi d’inclure une description
détaillée de la construction de symétriseurs dans ce cas, non seulement pour convaincre de sa
nature élémentaire, mais aussi car la construction montre comment les résultats s’étendent au
cas de coefficients variables.

Posons € = 1/, on peut réécrire

0 1 0 0
9—>\<§72+(|§)2 O>+>\<_%‘§€ md8>—>\(9h+6gr), (11)

avec gn (1€, r%7) = g (€, 7) quasi-homogene. En utilisant les coordonnées (&,7) — (£/X, 7/A2,1/))
on se ramene par homogénéité a construire un symétriseur pour A =1 et ¢ < 1/y < 1. Il s’agit
donc de construire s tel que

V(€ 7€) € {[€] + |7 = 1} x [0,20], Re(sg) 2 Re(r).

En (&y,70,0), il y a trois cas :

— Point elliptique Re(7p) > 0 ou [£|? — dp > 0, alors il existe deux valeurs propres de parties
réelles opposées et g est diagonalisable,

— Point hyperbolique Re(mg) = 0 et |£]? — do < 0, alors il existe deux valeurs propres
imaginaires pures et g est diagonalisable,

), bloc de Jordan.

— Poing glancing Re(7) = 0, et [£]? — 6o = 0, alors g = <8 (1)

8



1.1. SYMETRISEURS DE KREISS ET METHODE D’ENERGIE

En un point elliptique, il suffit de diagonaliser ¢ = P~'diag(u_, )P et de prendre s =
P*diag(—1,k)P, k grand. En effet pour v = a4y Vi +a_V_, V4, V_ vecteurs propres, on a
facilement d’apres (KLU) |u|? < C(|b-u|? + |ay|?), et
(su) = wloy PV = la PIV-PR > ZJuf? — |a VP = wlb-ul® > [uf = C'lb-ul?,
Re(sg) = P*diag(Re(—p—),xRe(u4))P > 0.
En un point hyperbolique, g = P~'diag(ju1, u2) P, on vérifie sur les formules que pour Re(7) >

0 les deux valeurs propres deviennent de parties réelles opposées, avec disons Re(—pu1) 2
v, Re(pe2) 2 . On peut alors appliquer le méme raisonnement.

En un point glancing, 79 = i[&|?, €0 = 0, on fait un premier changement de base pour (£, y+i6, €)
au voisinage de (o, 70,0), en posant €] = —ig(§, T,¢)ea, €5 = ey ce qui transforme g en

(o i 00 iage 0\
g‘(o 0>+7<1 O)+<—i(\§|2—6—am~€§) 0) =N+D+ R,

avec N nilpotente, D au coefficient inférieur gauche réel non nul, et R une matrice de reste
a coefficients imaginaires purs. C’est la fameuse structure par blocs mise en évidence par
Majda-Osher [93] pour les problémes hyperboliques, voir aussi Majda [92].

A ce stade la construction d’un symétriseur suit celle de Kreiss [77]

. 0 e f 0 0 ic i
5—(61 e2>+<0 0>+7<—ic 0>—E+F+’7A,C€R.

On voit que pour ey, ez > 0, f = agee; — ea([€]? — 5 — a, - L&),

Re((E + F)(N + R)) =0, Re(ED + AN) = (;}2 620/2>,

= Re(sg) = Re((E + F +yA)(N + 9D + R)) = 4 (;}2 626/2> +o(y).

Pour ¢ assez grand (par exemple €3/e;) et un voisinage assez petit, on a bien Re(sg) = 7, c’est
a dire (8).

Enfin, la condition de Kreiss-Lopatinskii en un point glancing est |b;| > 0, donc pour u € C?,
b*bu - u > afuy|? — Blus|?. Quitte & rétrécir le voisinage de (&, 9o, 0) et augmenter ey on trouve

9)
. _ e
su - u = eg|ug|? + 2Re(eyuitz + icyusty) + flui® > ;]uz\z — |uy|?
1
> G—QMQ — —b*bu - u.
4 «

Vers les problémes a coefficients variables Si maintenant a est une fonction réguliere

0 1
de (z,t), on peut toujours définir formellement la matrice g(&, 7, x,t) = A <i7+|£2a1.§ ay )
0

et la construction précédente fournit s(&, 7, z,t) aussi régulier que a. Il est donc naturel de
définir S, G comme des opérateurs pseudo-différentiels (anisotropes, comme dans [80] ou plus

9



CHAPITRE 1. PROBLEMES AUX LIMITES SUR LE DEMI ESPACE

récemment [120]). Sans chercher & lui donner un sens précis, notons Op l'application qui a
un symbole associe un opérateur. Cette approche n’est fructueuse que si on a une inégalité
de Garding pour Op(Re(sg)). La difficulté est que sg est formellement d’ordre 1 alors que
le minorant /A est d’ordre —1. En reprenant (11), on voit que G = G1 + Gy est la somme
d’un opérateur quasi-homogene d’ordre 1 indépendant de (x,t) et d'un opérateur d’ordre 0. De
méme, on voit que s = sg + s_1. On a donc

Op(s) o G = Op(sog1) + Op(s-1) o G + Op(so) o G1.

L’estimation d’énergie s’obtient par une partition des fréquences : au voisinage d’'un point
hyperbolique ou glancing, Re(spg1) = 0 de sorte que l'opérateur est en fait d’ordre 0 et on peut
utiliser apres localisation une inégalité de Garding précisée (a parameétre, voir par exemple [17]
appendice C.2 dans le cas isotrope). Au voisinage d’un point elliptique la situation est encore
plus favorable puisque Re(sg) 2 A, on peut donc utiliser des estimées elliptiques.

Remarque 1.7. Le point clé est I'identité a(Op(sp)Op(g1)) = Op(sog1) vraie seulement parce
que sp, g1 sont indépendants de x,t et les coefficients variables apparaissent sur des termes
d’ordre inférieur. Cette approche échoue donc par exemple avec un laplacien a coeflicients
variables, en particulier elle ne permet pas de passer a des probléemes posés sur des domaines
plus généraux par redressement du bord.

1.1.4 Quelques mots sur le probleme mixte

Pour revenir au cas général, le probleme mixte a la forme

P(D,o)u = f, (z,y,t) € R x Rt x R,
B(u) = B(uly—o, Oyulyo, -+ , 0P tuly—0) = h, (x,t) € R x RT,
uli=0 = uo, Opuli=0 = u1, - 3{” Yuli—g = tUp—1.

L’estimée de base (6) pour le probleme avec données initiales nulles est

mp—1

ull om0 + > 118ully=ol B S S [Pullpz + [ B(u )”H*%*" (12)
Jj=0 v

Le coeur de la difficulté pour résoudre le probleme mixte est d’obtenir une estimation ponctuelle
en temps lorsque (u;)o<j<m—1 = 0. En notant Q7 = Rt x R, % [0,T], on définit les espaces
H*P(Qr), HSP(0Qr) par restriction. Comme on travaille sur des intervalles de temps bornés,
on ne se préoccupe pas dans cette partie de la dépendance en v et on utilise les espaces de
Sobolev sans poids.

Lemme 1.1. La solution du probléeme auz limites a données initiales nulles satisfait

mp—1

Z 185U o1 () + l[ull o107 + D 18uly= =oll pom-1yr252 s
7=0

S [Pullp2(op + [1Bu)]

(62r)

o P (00s) (13)

Une procédure de dualité classique (mais non triviale voir Rauch [111], ou [A3] pour
I’équation de Schrodinger) permet alors de montrer que le probléme aux limites mixte admet une

10



1.1. SYMETRISEURS DE KREISS ET METHODE D’ENERGIE

unique solution satisfaisant (13). Par ailleurs la méthode de Rauch permet de se ramener & obtenir
I'estimation pour des équations scalaires (I’observation clé étant qu’en multipliant le systéme
par la transposée de la comatrice de P, on obtient le systéme diagonal det(P)u = comat(P)"f).

Au vu de Pestimée (12) obtenue grace aux symétriseurs de Kreiss3, les termes & gauche
dans (13) sont déja controlés, a 'exception du premier, il s’agit donc essentiellement de prouver

mp—1

m—
Z 107u(®)l| vom-—s-1 < 1Pull2qar) + lull grom-vniapy + D2 105uly=0ll sy

+7*JP
= (00r)°

(14)

dans le cas d’une équation scalaire.

Une preuve compléte (estimée ponctuelle et construction par dualité) dans le cas spécial de
I’équation de Schrodinger est incluse dans [A3], mais a I’époque je n’avais pas prouvé l'estimée
(13) dans le cas général. Ce mémoire est I'occasion de revenir sur ce probleme. Pour simplifier
la présentation, on fait les hypothéses suivantes :

Hypothéses de simplification
[A1] On suppose le probléme scalaire.
[A2] On suppose que P est p-homogene, strictement dispersif & coefficients constants.

On peut toujours se ramener & [A1] en appliquant & Pu l'opérateur différentiel comat(P)!, on
en retire une matrice diagonale. Rappelons que dans le contexte “p-homogene” I'ordre d’un
opérateur différentiel est celui obtenu en comptant qu’'une dérivée en temps vaut p dérivée
(p = 2 pour I'équation Schrodinger, 3 pour KdV). La méthode de Leray-Garding consiste
a utiliser le “bon multiplicateur” (0,P) (0, D)u avec 0. P Popérateur différentiel de symbole

- P(7,1i&).
Lemme 1.2. Pour ¢ € C™([0,T1]), on a

Re(P(z{,@t)gpﬁTP(zg,at)gp) = atQ(@)a

avec Q une forme quadratique en (0f'¢)o<n<m—1 Satisfaisant l’estimation ponctuelle

m—1
p) 2 > PP 0] (15)

n=0

Démonstration. Par hypothese, P = [[jL;(0; — iA\g(§)) ot les A sont réels, distincts deux a
deux, et homogenes de degré p. Ainsi

2Re (P (i, Oy)ud, P(i&, O )u Z o H (O — i\p)u
n=1 k#n

La famille (J]j, (X — iAk))1<k<m étant une base de Cy,—1[X], on obtient par un argument

d’homogénéité

ST - vl 2 5 e =jogup

n=1 k#n j=0

3. Ou plutét un de ses avatars sur Uintervalle de temps [0, T

11



CHAPITRE 1. PROBLEMES AUX LIMITES SUR LE DEMI ESPACE

Si le probléme était posé sur R? (ou si u se prolongeait régulierement par 0 sur ¢) on
déduirait directement du lemme 'estimation attendue. Ici on commence par montrer

d
Re(P(D, 8;)ud; P(D, 8)u) = 8;Qo((8] w)o<n<m—1) + Y AQi((8fu)o<n<m-1), (16)
=1
avec Qo((¢n)) = > ag 5.1 ;0% 0k07 0, (17)
kp+|al=jp+|8|=p(m—1)
V1<i<d, Q(en) = > ag, .1.;0% 00 0;, (18)

kp-+aljp+|8|<pm—1
kp+jp+|al+|8l=p(2m—1)—1

1 m—1
3C: V(pn)osnem—1 € (C(Q))™, /QQO((%))daﬁdy >5> lenlfpem-1-m@qy  (20)
n=0

m—2
—C > llenllze,
n=0

avec des coefficients alaﬁ’kyj sans importance. Au vu du lemme 1.2, 'inégalité (20) est au-
tomatique si (16) est vraie. Pour obtenir cette forme, on remarque d’abord que P(i§,0;) =
Zafca,kib"ﬁ’a = [1(0r — i), donc cqp € jktlal=mR - On utilise la notation unifiée 9; = 9y,
plus pratique. Pour un multi-indice (ay, - - - , ag), on pose d(a) = pag + 3¢ ;. Tous les termes
dans Re(P(D, 0;)ud,P(D, d;)u) sont de la forme

ad®ud®u + a0°ud%u, d(a) = pm, d(B) = p(m —1), a € i/°IFlel=IR,

On utilise alors itérativement l'identité (0;f)g = 0;(fg)— f0;g, de fagon & obtenir en exactement
|oe — B] itérations

d
ad*udPu = Z @-Q?”B(u) + (=1)le=Flagbudan.
=0

avec (Q;) comme dans (17),(18). Comme |a— /3| a la méme parité que ||+ || et a € il*FFI=IR
on conclut

d d
ad®ud’u +ad*ud u =Y 0;Q7 (u) + ((—1)1*Fla + @)0%ud*u = " 09;Q5" (u).
j=0 j=0
On peut maintenant terminer la preuve.

Démonstration du lemme 1.1. On rappelle que € = Q x [0,¢], 09 = 02 x [0, t], on notera la
norme des traces

mp—1
T(u> = ZO ”a§u|y:0||Hp(m—l)+%_]’p(agt).
J:
D’une part pour t < T
Re(Pu(s)(9; P)u(s))dadyds < || Pullz|[ull goom—.p0y), (21)

Q

12



1.2. RESOLUTION DIRECTE POUR L’EQUATION DE SCHRODINGER

d’autre part
/ Re(Pu(s)(0;P)u ())dmdde—/Qo t)dzdy — Qq(u)dxdt. (22)
Qy o

Les fonctions df'u(t) ne sont pas nulles au bord, mais les traces sont controlées

VO<n<m—2, r<p(m—1-n), [|0/0,u(t) S T (w).

|y OHHp(m 1— n),,,r 69

Pour 0 < n < m—1 on fixe u,, € HP"~1=")(Q) un relévement associé (OF Oy u(t)ly=0)o<r<p(m—1-n)>
avec la convention u,,_1 = 0, on a d’apres la théorie classique des traces

[n | roem—1-m) ) S T (w)-

Pour 0 <n <m —1, dfu(t) — uy, € Hg(m_l_n) donc

~—

/ Qo((Oru(t))dzdy — QQg((@[‘u(t) —wn) + (up))dady
> 5 Z 107 u(t) = Un|Frpm-1-ny — C Y 10Fu(t) = unll7
0 0
m—1
Z [0Fu(t) — unll goem-1-n) + HunHHp(m—l—"))( Z ||unHHP(m—1—">)
0
1 m—1
> 56 > 07w Frpim—1-ny — C"(T(w) + 1]l rpm-1).0) (23)
0

ol on a entre autre utilisé l'estimée de trace [|07u(t)||r2(q) S vl grem-1.0(q,) POUr B <m — 1.
Pour les termes de bord génériques (voir (17)), on utilise la notation o = (&, ag),

] B 8faaury-oazaﬁu\y-odxdt\ <1084 uly—o  gres10 0 105l y 0l s 37155
t

-1
sous réserve que |s| < p/2. Le choix (licite) s = p(m — 1) + pT — pk — || donne

040 ul o0} Ol odoct| 5 105 ul ol O], —ol

—1 -1
Hp(mfl)erT*ad,p‘ Hp(mfl)erTfﬁd,p

e
S Tw?

En sommant, | [, Qa(u)dzdt] < T(u)?, cette inégalité en conjonction avec (21),(22), (23) et
Pestimation obtenue grace aux symétriseurs de Kreiss (12) termine la preuve. o

1.2 Reésolution directe pour I’équation de Schrodinger

On garde la convention précédente sur les variables d’espace (z,y) € R xR, A = A, + 85.
Pour résoudre
u+iAu = f, (z,y,t) e R x R x Rf,
u’t:() = Uuo, (24)
B(u)ly=0 = g,
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CHAPITRE 1. PROBLEMES AUX LIMITES SUR LE DEMI ESPACE

on peut naturellement découpler en un probleme de Cauchy et un probleme aux limites pur

o +ilAv = f, (z,y,t) € R x R,

S (25)
v]i=0 = o,

Oyw + iAw =0, (z,y,t) € R x Rt x R},
w|t=0 = Oa (26)
B(w)|y=0 = g — B(v)|y=0.

avec ug, f des prolongements réguliers de ug, f. Par transformée de Fourier(-Laplace), comme
on I’a vu a la section précédente il est assez simple d’obtenir des formule explicites, bien siir le
coeur du probléme est ensuite d’obtenir des estimées sur ces formules.

En dimension 1, on peut citer Fokas-Himonas [45], Bona-Sun-Zhang [24], qui se limitent aux
conditions au bord type Dirichlet ou Neumann. La régularité naturelle des données au bord est
bien comprise : pour le probleme de Cauchy effet régularisant dit de Kato (voir [74]) donne
I'estimée optimale

—itd2

e~ ugly—ollfras1saqgyy S Moz, ) (27)

la régularité canonique avec données de Dirichlet est donc
(uo, g) € H*(Ry) x H/?TVA(R,).

Elle est cohérente avec les estimées obtenues par la méthodes de symétriseurs (voir (6) avec
p=1m=2).

En dimension supérieure, les estimées de trace pour le probléme de Cauchy sont moins pratiques
et font apparaitre un espace de Bourgain qu’on notera par la suite H*® (défini au paragraphe
1.2.1). Elles se lisent comme en dimension 1

itA
||€Zt U\yzouﬂs(Rthd—l) S HUOHHS(IRd—lny)' (28)

Le premier article a travailler dans ce cadre fonctionnel est dit & Ran-Sun-Zhang [110] (voir aussi
Veffet régularisant classique pour le probléeme de Cauchy [85] section 4.3). Il traite 1’équation de
Schrédinger en dimension 2 avec données au bord de Dirichlet B(u) = u|y—o. La régularité des
données au bord y est exactement celle attendue au vu des estimées de trace pour les solutions
du probléme de Cauchy, et la solution construite satisfait des estimations de Strichartz locales
en temps.

Je décris ici les résultats de [A11] qui améliore [110] aux niveaux suivants :

— Le probleme est traité en toute dimension (la différence entre d = 2 et d quelconque est
cependant anecdotique),

— On traite toute condition au bord qui satisfait la condition de Kreiss-Lopatinskii,
— Les estimations de Strichartz sont globales en temps,

— Dans le cas des conditions aux limites de Dirichlet, on résout le probléme avec les conditions
de compatibilité naturelles,

— Le controle du terme de forgage f utilise un argument de dualité qui simplifie significati-
vement [110].

14
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Par ailleurs l'intérét par rapport & [A3] est évidemment les estimations de Strichartz, mais
plus subtilement la condition de Kreiss-Lopatinskii dégagée est moins restrictive : rappelons
que la condition de Lopatinskii uniforme (KLU) est

V(E,T) € (R x CH\ {0} : ¢ < |by — bor/iT + €2 ] < %, (29)

avec by, bg homogenes d’ordre respectif 1 et 0. Dans [A11] c’est exactement la méme, mais
avec by, by d’ordre respectif 0 et —1. Cette différence n’est absolument pas anecdotique, car
elle permet d’inclure la condition de Neumann by = 0, by = (it + |€|>)~'/? et “transparente”
by =1, by = —(|¢]> 4 i7)~/? (voir par exemple Antoine-Besse [3]).

Les deux principaux théoremes distinguent le cas des conditions aux limites de Dirichlet du cas
général. Comme ce dernier utilise des opérateurs non locaux je ne sais pas actuellement quelles
seraient les conditions de compatibilité naturelle.

Théoréme 1.3 ([A11]). Si B satisfait la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, pour
5€[0,2], et 2/p1 +d/q1 = d/2, p1 > 2,

(uo, f,g) € Hy(RSN x RY) x (LA (RE, By ,) N BYy (R, L)) x H(RY),

(sis=1/2, (ug,g) € Hégz X 7—[562), alors le probléme (24) a une unique solution u € C(R*, H®),
et pour (p,q) avec p > 2, 1% + g = g, elle satisfait

”uHLP(RZF,BSQ)QB;’/;(R;F,LQ) 5 HUUHI{g + HfHLP,l (R?’,B;/ 2)mB;//22(]R;;,-’Lq'l) + ”g”HS(R:')
. N

Les solutions sont causales, au sens ot pour t > 0, si (u;)i=1,2 sont des solutions de données
(uo, fi, gi) avec filjog = f2lj0,4, 91110, = g2lj0,, alors ui|joy = u2ljo-

Remarque 1.8. Les solutions de basse régularité, pour lesquelles u|y—¢ n’a pas de sens, sont
définies comme des limites de solutions régulieres, avec une suite de données (ugn, fn,gn)
convergeant vers (ug, f, g).

Dans ce premier résultat, les conditions de compatibilité sont dites triviales : les données
sont plates dans le coin y =t = 0. Dans le cas des conditions de Dirichlet, I'existence d’une
solution C;H® s > 1/2 requiert

g|t:0 = u‘t:y:O = U0|y:0- (30)

On montre que si s > 1/2, la trace g|;—¢ a aussi du sens si g € H®. Pour s < 1/2 il n’y a besoin
d’aucune condition de compatibilité. Enfin pour le cas critique s = 1/2 la trace n’est pas définie,
mais il y a une condition de compatibilité non locale (voir (32) p.17) dans 'esprit de I’espace
de Lions-Magenes H30/2 (R*), ensemble des fonctions H'/2(R*) dont le prolongement par 0 est
HY2(R).

La version du théoreme 1.3 avec conditions de compatibilité se lit ainsi :

Théoréme 1.4 ([A11)]). Si B(u) = uly—o, pour s € [0,2], p% + (% =2 p1>2,

(uo. f.g) € HYRY x RY) x (LA (RY, By ,) N BYy (R, L)) x HO(RY),
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satisfaisant la condition de compatibilité (31) si s > 1/2, (32) si s = 1/2, alors (24) a une
unique solution u € C(R;", H®). Pour p > 2, % + g = % elle satisfait

Feill o ey g oy ces oy S Mol 0N ot g e, e, gty T 19y
1’ 1’

Les espaces H?® sont décrits au paragraphe 1.2.1, les conditions de compatibilité au paragraphe
1.2.2, enfin au paragraphe 1.2.3 on donne une idée rapide de la construction de solutions, en se
limitant aux apports spécifiques de [A11] par rapport a [110].

1.2.1 Trace du probleme de Cauchy ; les espaces H*®
Définition 1.6. On définit

9By = [, NEE =0T 1+ 168 + o) late, o)Pagas
X

qui est un espace inclus dans S’, et s’identifie pour s >0 a
{g : eitAwg S HS/2+1/4(Rt7L2) N H1/4(Rta Hs)}

L’espace H* (R x R;Y) est défini par restriction, l’espace ’HS(]Rd_l x R}) est la fermeture de
CR (R x R™), Iespace Hé{f(Rd*l x R}") est I’ensemble? des fonctions dont le prolongement
par 0 pour t < 0 est dans H'/2(R*! x Ry).
Pour alléger les notations, on écrit H*(R}), ou H® en l'absence d’ambiguité, pour H*(RI~1 x
R).

Pour motiver cette définition, considérons e~ #2
avec f =0, sa trace en y = 0 s’écrit simplement

ug une solution du probleme de Cauchy

V (2, y,t) € R, (e ug) (2, y) M EPHP)t giwetivngs (¢ n)dgdn,

= (e~ ug) (2,0 ISP+t ivS s (¢ ) dedn.

On considére l'intégrale sur 7 > 0, et on fait le changement de variables § = 7% + |£|?

|£|2+77 i€ iot 2:v§u0 g ‘§|2 _5
(€. m)dnds [
Rt Jrr Ri-1 Jig2 1€]* = 4
= 27r)d]:

)dédf

().
Ainsi
It @l = [ VT= 0+ 16PT0+ 18]+ 6P w(e. o) Pdsde
/ /oo 25%(57\/”€’2_5’>2
d—1 |

— 0+ €2 (1 +1]0] +
o VI T IERTQ 101 16| = —

// (L + [ + [n2)° 1@ (€, m) Pelnde ~ |-
Rd-1xR+

4. La topologie change, voir le paragraphe 1.2.2.

dsde
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Avec des calculs similaires pour n < 0, on conclut

—atA\
lle™* P ugly=ollps () < lluollms-
La proposition suivante donne un sens aux conditions de compatibilité :

Proposition 1.4. Si s > 1/2, H*(I) < C(I, H*~'/2(R?1)).
Une fonction g € HY2(R}") appartient d HééQ(Rf) si et seulement si

00 itAg 2
[ Moty
0 JRd-1 t

autrement dit e g € HégzLQ NHYYHY?, o4 H&éQ est l’espace de Lions-Magenes.
Pour 6 €]0,1[\{1/4}, on a par interpolation complexe

Ha? = [HO, Hilo

et [H9, H3]1/5 = Hop'

1.2.2 Condition de compatibilité
Pour la condition au bord de Dirichlet, u|y—o = g, au vu de la propriété 1.4, la condition de
compatibilité
uoly=0 = glt=o, (31)
a du sens si ug € H®, g € H*, s > 1/2, et dans ce cas les deux traces sont Hsfl/z(é?ﬂ).

Pour s < 1/2 aucune condition n’est requise, pour s = 1/2, on requiert la condition de
compatibilité globale

00 [ ,iy? Ay 2y 2
/ / le" 2 g(x,y?) — uo(, y)| dydz < co. (32)
Rd-1 Jo Yy

C’est un avatar de la condition classique de Lions-Magenes [86] : pour ¢ € H!((R1)?), si

/°° |0a(t) — oy (1)
0 t

dt < oo avec deux twists : anisotropie qui

Yo = Pla=0, ¢y = ¢ly—o alors
cause le y? et I'évolution de Schrédinger qui cause le facteur VD
Pour s > 5/2 il faudrait rajouter des conditions de compatibilité, qui n’ont pas été décrites

dans [A11]. Ce n’est pas un point difficile, et on y revient dans le chapitre 2.

1.2.3 Estimations et solution

Pour résoudre le probléme aux limites pur (26) on utilise une transformée de Laplace, en
notant abusivement w(y) := w(§,y, T)

da(y) = (it + [E[*)a(y),
limy 400 W(y) = 0,
b1 (&, 7)w(0) + ba2(€, 7)9yw(0) = g.

La racine carrée est choisie de sorte que Re(y/iT + [£]?) > 0. La deuxiéme équation im-
pose W(y) = ae YV THER e qui donne la relation dite de Dirichlet-Neumann 0,w(0) =
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CHAPITRE 1. PROBLEMES AUX LIMITES SUR LE DEMI ESPACE

—/i1 + |2 @(0). Ainsi w(0) = /(b1 — ba/i7 + |£]?). On voit immédiatement que la condition

de Kreiss-Lopatinskii (29) assure
wly—0 € H' (R x Ry) & g € H (R x Ry).

Autrement dit on peut résoudre le probléeme comme un probléme avec condition de Dirichlet.

Remarque 1.9. Si au lieu du probléme posé pour ¢ € R on consideére le probléme pour ¢t € RT
avec uli—o = 0, la méme analyse s’applique en prolongeant g par 0 pour t < 0, et le théoréme
de Paley-Wiener assure que u = 0 pour t < 0. Cependant le prolongement par 0 de g pour
t < 0n’est dans H® que si g € Hf (’HééQ si s = 1/2). Cette condition joue un role essentiel dans

I'utilisation des conditions de compatibilité.

Les estimées de Strichartz s’obtiennent par des techniques d’analyse classiques (essentielle-
ment une variante de 'argument 7'7™*) sur la formule

1 2 €it6+x.§§(§ 5)
O —y\/—SHIE® ’ dode.
u(z,y,t) (27)d /RleRe b1 —ba/—0 + [€]? ¢

Je développe maintenant deux points particuliers propres aux problémes aux limites : I’estimée
de trace pour fg e it=s)A ¢ (s)ds et la fagon dont les conditions de compatibilité apparaissent
au moment de résoudre le probleme mixte.

Trace pour le probléme inhomogéne On a vu que ||(e”#®ug)|y—ollns S |luolms. Le
lecteur un peu habitué aux équations dispersives est sans doute amené a penser qu’une estimée

t
similaire pour le terme inhomogéne / e i(t=9)A f(s)ds tombe gratuitement par application du

lemme de Christ-Kiselev [36]. "

Ce n’est pas le cas pour au moins deux raisons.

La premiere est technique : le lemme de Christ-Kiselev s’applique pour rester flou dans un
cadre L¥, alors que I'espace H® comporte de la régularité en temps.

La deuxiéme est (un peu) plus profonde : prenons s trés grand, f € L} H® (la régularité usuelle
pour le probléme de Cauchy), la fonction u = fg e "(t=5)AA f(s)ds est Lipschitz en temps (&
valeur ce qu’on veut quitte & prendre s assez grand), donc

Opuly—o = —iAuly—o+ fly=o ,
—_——— ——

Lipschitz L1Hs—1/2

de sorte qu’on ne peut pas espérer Jyu € H®, s grand avec seulement f € L{ H®. La condition
du théoreme 1.3 f € LP: 333’2 N B;,{ 722L‘7/1 est certainement trop restrictive, mais une version
avec “un peu” de régularité en temps semble inévitable.

L’estimation pour s = 0 peut cependant s’obtenir par un argument simple de dualité : si v est

la solution du probléme de Neumann rétrograde

O + iAv = 0,

lim v =0,
t—4o0

Oyvly=0 =g € (H°)',
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on la prolonge sur R% x R;" en une fonction paire en y, de sorte que v + iAv = 2ig ® dy=0-
En “intégrant” contre u = fot e~ "(t=5)A f(s)ds on obtient

/ fodxdydt = 2i // uly—ogdzdt.
R xR} RI=1 xR,

L’estimée sur le probleme aux limites [[v[|rrrq < [|9]/(30) donne directement

t
—i(t—s)A
H /0 eI F(s)dsly=olln < 171y -
Les estimées en régularité supérieure s’obtiennent par dérivation/interpolation.

La solution et les conditions de compatibilité La solution du probleme mixte (24)
s’obtient par superposition des solutions du probléme de (25) et du probléme aux limites pur
(26). Les conditions de compatibilité apparaissent ainsi : pour que la solution de (26) soit C;H*,
il faut que le prolongement par 0 de g — B(v) soit H*(R;) (voir la remarque 1.9). Pour les
conditions de Dirichlet s > 1/2, on retrouve (31),

0 = (g — vly=0)|t=0 = glt=0 — uo|y=0.

Le cas s = 1/2 est moins trivial : il s’agit de justifier I'équivalence entre g — v|,—¢ € 7-[(1)62 et la
relation de compatibilité (32), autrement dit (en omettant pour simplifier le forgage f)

00 | ,itA —itA 2
T t — _
[ [l e ety
ri-1 Jo

t
-2
o [ [ ol
Rd-1 Jo S
En écrivant [|e4e (g(x,t) — (efitAuo)’y:O)HLg, = |[e?tPeg(z,t) — (e‘itaguoﬂy:oHL%, et aprés le

changement de variable ¢t — s on voit qu’il suffit de vérifier

_ (o—is?02 2
/ / [uo(2, 5) (68 "uo)y=0| dsdx < oo.
Rd-1 JR+

Cette derniére inégalité est vraie pour toute fonction ug € H/ 2(R%), et se prouve en combinant
la régularisation de Kato et une inégalité de Hardy fractionnaire, voir [A11] section 3.3 pour
plus de détails.

1.3 Perspectives

Si les résultats de la section 1.2 peuvent s’étendre a d’autres équations, ce n’est pas quelque
chose que je compte faire pour l'instant car je vois mal les résultats vraiment nouveaux que cela
apporterait. Je suis intéressé par le petit écart entre la régularité des données au bord dans la
section 1.1 et celle de la section 1.2 (pour mémoire H'/22 = {g: [[ /][> +[0]|g|?d¢ds < oo}
contre H® = {g: [[ /]I€]> + 8] 1g|?déds < oo}). Il y a au moins deux problémes directement
abordables : peut on raffiner la méthode de symétriseurs pour récupérer 'espace H° dans les
estimations “d’énergie”, et plus finement quel est I'effet des termes d’ordre inférieur 7 A mon
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CHAPITRE 1. PROBLEMES AUX LIMITES SUR LE DEMI ESPACE

avis en poussant la construction de symétriseurs la réponse a la premieére question est positive
tandis qu’on doit pouvoir montrer que des termes d’ordre inférieur rendent le probléeme mal
posé dans l'espace HO.

Ces questions sont liées a I'usage des conditons aux limites dites transparentes : dans la section
1.2 on a vu que le probleme est bien posé pour les conditions aux limites transparentes, un
résultat qui n’est pas obtenu par la méthode de symétriseurs. Les conditions aux limites utilisées
en pratique sont des versions modifiées (“absorbantes”) et il serait intéressant de voir dans
quelle mesure cette modification a un effet stabilisant. Ces conditions changent la version exacte
de deux manieéres : d’une part les conditions sont en fait calculées pour des domaines courbes ,
ce qui améne des modifications subtiles prenant en compte la courbure de la frontiére (Antoine-
Besse-Klein [4]) et d’autre part méme en dimension 1 elles sont remplacées par une version
approchée numériquement (Antoine-Besse-Ehrhardt [3]). Ce sont des problémes qui s’inscrivent
naturellement dans le cadre du projet ANR NABUCO porté par J.-F. Coulombel dont je fais
partie. Un dernier point m’intéressant est la description des conditions de compatibilité pour des
conditions aux limites générales, ou au moins pour les conditions transparentes et de Neumann.
Je m’attends a ce que le cas Neumann soit plus simple car il s’agit d’une condition aux limites
locale. A l'inverse il n’est pas impossible qu’on ne puisse pas écrire d’autres conditions de
compatibilité que celles triviales de “platitude” dans le coin y = t = 0, une assertion qui
mériterait d’étre quantifiée.
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CHAPITRE

L’équation de Schrodinger sur le
complémentaire d’un compact étoilé

Le contenu de ce chapitre correspond aux articles [A4] et [A7] qui améliore le premier.
Comme dans le chapitre précédent 1 on étudie le probleme aux limites sur I’équation de
Schrédinger, avec une attention particuliere a la régularité des conditions au bord, aux conditions
de compatibilité et aux effets dispersifs.

Le probléeme posé dans un domaine & bord courbe est plus difficile que le demi espace, on se
restreint donc aux conditions aux limites de Dirichlet :

10+ Au = f,
u|t:0 = Uug, (Z[,‘,t) €0 x [O,T]. (1)
ulaqxjo,1] = 9;

Rappelons qu'un ensemble U est étoilé lorsqu’il existe un point ¢ tel que pour x € U, le segment
[c, ] est inclus dans U. On suppose ici que € est le complémentaire d’un compact étoilé C>.
Lorsque g = 0, la résolution du probleme linéaire ne pose aucune difficulté grace au semi
groupe €20 ol Ap est le Laplacien Dirichlet, de domaine H? N H&. Cependant ’obtention
d’estimations de Strichartz est considérablement plus difficile que pour le probléeme de Cauchy
et dépend de la géométrie du domaine.
Pour les discuter il est nécessaire de faire quelques rappels de numérologie ! : en dimension 2 et
plus une estimation de Strichartz classique (optimale, invariante par scaling) a la forme

He“ A 2 d d

ugllprra S lluol| Lz, ]—9+ P> 2, (2)

et plus généralement || ug||rrre < ||uol|ms, % + g =4 s p>2 Sur RY lestimation (2)
est une conséquence de I'estimation dite de dispersion (voir par exemple [28] section 2.3)

le*Auolloo S lluolls/t*2. (3)
1. On ne discutera pas les subtilités des indices “endpoint” (2,2d/(d — 2)).
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CHAPITRE 2. SCHRODINGER EN DOMAINE COURBE

Une estimation avec 2 + ¢ — g + s =1r > 0 est dite “avec perte (de r dérivées)”.

La premiere estimation de Strichartz (avec 1/p perte de dérivées) pour le probleme aux limites
homogene est due a Burq-Gerard-Tzvetkov[25], © est le complémentaire d’un obstacle non
captant. Pour schématiser si le bord de 1’obstacle était un miroir tout rayon de lumiere se
reflétant selon les lois de 'optique finirait par partir a 'infini. Cette classe de domaine contient
(strictement) les complémentaires de compact étoilé. Ce champ de recherche a ensuite été tres
actif avec notamment [5, 22|, jusqu’a des estimations sans pertes dues & Blair-Smith-Sogge [23]
(s > 0 obstacle non captant général), Ivanovici [67] (s = 0, obstacle strictement convexe).
Toutes les preuves utilisent de fagon cruciale des localisations spectrales (relativement au
laplacien-Dirichlet Ap) et des constructions de paramétrices, deux outils qui s’exportent mal au
cas inhomogene. Paradoxalement 'estimation de dispersion (3) n’a été abordée que beaucoup
plus récemment par Ivanovici-Lebeau [68].

Dans [A4, A7,] on obtient des estimations de Strichartz pour des indices (p, q¢) avec 1/p perte
de dérivées grace a un calcul de viriel, une approche plus directe (et élémentaire). Pour étre
plus précis, le calcul de viriel donne un autre effet dispersif célebre : le gain local d’une demi
dérivée (voir [39]). On en déduit alors des estimations de Strichartz avec perte. Cette méthode
a été initialement mise en oeuvre pour I’équation de Schrodinger a coefficients constants hors
d’un compact par Staffilani-Tataru [117], puis Burq-Gerard-Tzvetkov pour le problémes aux
limites avec données Dirichlet ou Neumann homogene.

Enfin, pour les applications au probléme non linéaire, comme toujours la présence d’un bord
brouille la situation. L’équation de Schrodinger défocalisante i0;u + Au = |u|*u est globalement
bien posée dans H'(R?) pour a < 4/(d — 2) en utilisant le fait qu’elle est localement bien posée

et la conservation de 1’énergie (positive) / IVul?/2 + [u|*"Y/(a + 1)dz. Sur un domaine, le
d

deuxiéme argument ne fonctionne bien sir plus, et les différents résultats de [A7] ne sont pas
unifiés du tout.

Dans les sections suivantes, on décrit donc trois points : le probléme linéaire et les conditions
de compatibilité 2.1, les estimations dispersives 2.2, enfin les applications non linéaires2.3. Ces
trois points sont largement décorrélés et doivent pouvoir étre lus presque indépendamment.

2.1 Probleme linéaire

On reprend les notations du chapitre précédent sur les espaces de Sobolev anisotropes
H*? = L2H*N H*/?L%. Lespace H%Q, interpolé entre L? et H{ coincide avec H})/Z, le domaine
de (—=Ap)'/4.

Il n’est pas difficile de définir des conditions de compatibilité d’ordre arbitraire : la condition
d’ordre 0 est up|ag = g|i—o0. On définit ensuite itérativement o = ug, Yn+1 = (O] fli=0—Apn)/i.

Condition de compatibilité locale La condition de compatibilité “locale” d’ordre n est
97 gli=0 = Pnloa, (CCn)
qui a du sens lorsque g € H*t1/22(9Q x [0, T]), uo € H®, f € H*"Y/22(Q x [0,T]), s > 3+ 2n.

Condition de compatibilité globale Dans le cas critique s = 1/2, on redresse localement
le bord et on utilise une partition de 'unité de sorte que ¢y, 0;'g sont associés a des fonctions
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2.1. PROBLEME LINEAIRE

(¢n.j,O1g;) et le domaine remplacé par R~! x RT. La condition de compatibilité “globale”
d’ordre n est définie par

dz'dy

/ |oni(@',y) — 07 (', )2 < oo, (CCGn)
RA-1xR+

lorsque s = %—k 2n. Il y a une similarité évidente avec (32), qui est plus fine du fait de 'inclusion
Hs+1/2.2 C HE.

Le théoréme d’existence Dans la suite, on dit que les conditions de compatibilité sont
satisfaites lorsque toutes les conditions qui ont du sens sont satisfaites.

Pour des raisons techniques, les résultats linéaires sont restreints a des forcages f a support
compact en espace indépendamment de ¢ :

INeCE@Q): xf=f (4)
Cela n’empéche pas la résolution de problémes non linéaires, comme décrit a la section 2.3.
On dit que v € C(]0,T7], (ng)’) est une solution de transposition de (1) lorsque pour
v = f:; —ie't=9)AD £, (s5)ds solution de I'équation de Schrédinger avec condition de Dirichlet
homogene, forgage fi et donnée “initiale” v(7') = 0 on a

T
/0 (u, f1>(H113/2)’,H113/2dt = <f, XU>L%,H—1,L2TH3 + i<uo’v(0)>(H113/2)/7H113/2 + <g, 8nU>L2. (5)

Théoréme 2.1. Soit (ug, f,g) € H3(Q) x H=Y22(Qx Ry) x H¥TV/22(00x R)"), f satisfaisant
(4). Pour s > —1/2, si les conditions de compatibilité sont satisfaites alors il existe une unique
solution de transposition uw € CyH?.

Le théoréme pour s = —1/2 est une conséquence assez directe des estimées classiques
(voir par exemple [90] pour la dérivée normale, [25] pour l'effet régularisant) pour le probléme
homogene

YT >0, [xellzg mye) + 19n0llzoaxiomy S 11 e (6)

L’apport principal de [A7] par rapport a [A4] est de traiter les conditions de compatibilité
naturelles ([A4] se limite a des données s’annulant dans le coin 92 x {t = 0}). Pour monter
en régularité supérieure on utilise sans surprise un argument de dérivation interpolation,
qui pose quelques difficultés inhérentes a la faible régularité des solutions et la présence des
conditions de compatibilité. Le premier probléme se surmonte par densité en travaillant sur
des solutions régulieres, le prix & payer étant la construction de données régulieres (uo n; gn, fn)
approchant (ug, f, g) et satisfaisant des conditions de compatibilité d’ordre élevé 2, dans I'esprit
de Rauch-Massey [112]. Le deuxiéme probléme requiert d’identifier ’espace interpolé

[(H?Y(€) x L2092 x [0,T]), {(uo,9) € H2(Q) x H*?: wolog = gli=o}
Evidemment on s’attend a ce que ce soit

X2 .= {(ug, g) € H*712(Q) x H?2 . (uy, g) satisfait les conditions de compatibilité},

s+1/2,2 .
H5+ / cette construction est

2. Lorsqu’on choisit les conditions de compatibilité triviales uo € Hj, g €
immédiate puisqu’il suffit alors d’utiliser 'approximation par des fonctions CZ°.
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CHAPITRE 2. SCHRODINGER EN DOMAINE COURBE

mais & ma connaissance ce n’est pas trivial.

Dans [A7] on commence par se ramener & linterpolation de [H® x H*T1/22 {(ug,g) €
H32(Q) x H*? : uglogq = g|t:0}]0, puis l'identification se fait par des arguments (classique en
interpolation) de corétraction/rétraction :

Lemme 2.1. Il existe des opérateurs de trace et de relévement

T: H?2(Qx[0,T)) — HY(Q) x HY2200 x [0,T)), (7)

u —  (uli=o, ulog), (8)

R HHQ) x HV220Q0 % [0,T)) — H>2(Qx [0,T]), (9)
(wo.g9) — R(uo,9), (10)

tels que T, R ne dépendent pas de s > 1, et T o R = 1.

L’intérét du lemme est qu’il permet d’identifier I’espace recherché a l'image par 7T de
[Hs+12, H5/22)y = Hs+1/240(2=5)2 qui est exactement X*t?(2~%) (Lions-Magenes [87]).
La construction de R est un peu plus difficile que celle de T, et est dans une certaine mesure un
probléme d’EDP : on construit facilement un relévement R;(g) dans H*2, puis par superposition
il s’agit de construire un relévement ug — R1(g)|i=o € H*~1? qui est de plus nul sur 9 x [0, 77,
ce qui se fait en utilisant le calcul fonctionnel sur —Ap, voir 'appendice de [A7] pour plus de
détails.

2.2 Effets dispersifs

Les estimations de Strichartz se lisent comme suit :

Proposition 2.1. Poure >0, T < o0, 1/2 < s < 2, (ug, f,g) € H® x H*"1/22 5 gst1/2+e2
satisfaisant les conditions de compatibilité et (4), la solution w € CrH?® de (1) satisfait les
estimations de Strichartz avec perte de 1/p dérivée

1 d d

Vp22 o4 =5 llgweae S lluollas + 1 g1z + llgllgesazrea. (1)

La preuve repose sur deux blocs tres différents :

1) Effet régularisant L’effet régularisant est le suivant
4
1Vu/(1 + 1214 2x o + 10ntll 20axory S 9lm+=2@axq.m) + luoll gz
£l 2 j0,17)5 (12)
qui est donc a la fois une régularisation de u et de la dérivée normale de u. La preuve se fait en
deux temps grace a la fonctionnelle

I(u) = 2Im/ Vu - Vhudz, (13)
Q

avec deux fonctions h bien choisies. On vérifie par le calcul I'identité

%I(u(t)) = 4Re / V2h(Vu, Vu)dz + / —20,h|Opul* 4 20,0 |V rul? — 2i0,hdyutdS + R,
Q o0

(14)
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avec R des termes d’ordre inférieur sans importance, et V, le gradient sur 0f2.
Dans un premier temps on fait le choix h = /1 + |z]?". Quitte a supposer Q¢ étoilé par rapport
a Porigine 3, on a d,h < 0 et on vérifie & la main

%I(U(t)) 2 IVa/ (L + |2 2 + (£, 9), (15)

ou les termes dans J peuvent étre bornés de facon compatible avec (12), ce qui donne “presque”
la premiére moitié de la majoration, si [ Vu - Vhudzr < ||u||%,1 /2~ Cette derniere inégalité n’est
hélas pas vraie car V n’envoie pas HY/2 dans H~/2, mais dans (H})/ 2)’ . Ce petit défaut se
corrige (un peu laborieusement) en concédant une légere perte de dérivée sur g.

Dans un deuxieme temps, on prend h réguliére a support compact satisfaisant d,h < 0, ce qui
donne le controle sur |9,ul?.

L’analogue de (12) en régularité H® peut également s’obtenir par dérivation/interpolation.

2) De l’effet régularisant aux estimations de Strichartz Pour obtenir les estimations
de Strichartz (11), I'idée dans [117] et [25] est de séparer la solution de (1) en une partie
supportée pres de 'obstacle, et une partie supportée loin de I'obstacle. Pour x € C2° RY), x =1
pres de 02, leffet régularisant (12) et les injections de Sobolev assurent

Ixullzwsa S gl gstirzves + lluollas + 1 fllga-1/2.2-
Quitte & agrandir supp(y) de sorte que (1 — x)f = 0, la fonction (1 — x)u satisfait
0 (1 = x)u) + A((1 = x)u) = =2Vx - Vu — (Ax)u,

ce qui peut sembler mal engagé car le terme Vx - Vu correspond a une perte d’une dérivée.
Cependant, en prolongeant (1 — x)u par 0 sur Q¢, cette équation peut se traiter comme un
probléeme de Cauchy plutét qu’un probleme mixte, pour lequel I’arsenal d’estimées dispersives
est beaucoup plus vaste. C’est un argument élégant dans [25] que je rappelle rapidement : l'effet

régularisant classique donne ||(1 — A)Y4(xe'2 )| r2(re, 1) S 6l s ey, par dualité

| /Re_im(x(l - A)1/4F(T))dT||Hs(Rd) S Fl 2wy, w9y
et 'estimation de Strichartz usuelle donne pour 2/p + d/q = d/2

I ] 20 = AP g S 1P e

Le lemme de Christ-Kiselev assure que la méme inégalité est vraie avec fg au lieu de fR. En
prenant (1 — A)V/4F = (=2Vy - Vu — (Ax)u)ljg ) et s = 1/2 il vient

H/ =98 (1 = AYYVAE($))d|| pyyr/oe S 12V X Ve + (AX)u 12 (g, wga)-

L’effet régularisant obtenu par le calcul de viriel (12) assure finalement

12Vx - Vu + (Ax)ull 2y, 22) S 19llmr+e2 + [[uol gz + [ £l -

Des déclinaisons H® s’obtiennent également par dérivation/interpolation.

3. C’est le seul moment ou on utilise que Q° est étoilé. Dans [A4] on supposait Q° strictement convexe, et
on utilisait pour A la jauge du convexe Q° ce qui donnait une meilleure inégalité 9,,h < 0 et donnait directement
(12) en une seule étape.
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Remarque 2.1. La partie (1 — x)u & support éloigné de I'obstacle satisfait donc une estimation
de Strichartz sans perte (en terme de scaling, gain d’une dérivée), tandis que la partie pres de
I'obstacle bénéficie au mieux du gain d’une demi dérivée.

2.3 Résolution de problémes non linéaires

Contrairement au chapitre précédent j’accorde un peu plus de place au non linéaire, car c’est
cela qui m’avait initialement motivé a étudier le probleme avec des conditions de compatibilité
naturelles. En effet la procédure de résolution classique d’'une EDP non linéaire est d’énoncer
un résultat d’existence locale, puis un théoreme d’existence de solutions mazimales. Par ailleurs,
la résolution dans I’espace “d’énergie”, ici H', a en général un role privilégié.

Or cette derniere étape échoue si 'existence locale n’est formulée que dans le cas des conditions
de compatibilités triviales, puisque la propriété u € H¢ n’est évidemment pas propagée par le
flot !

Si les résultats de [A7] ne sont hélas pas treés unifiés, ils concernent tous le probléme

i0wu + Au = F(u),
ult=0 = up, (16)
ulgaxor] = 9

avec I une nonlinéarité similaire & |u|®u, a > 0 : |[VFF(2)] < |2|(1+ |2))*7%, k=0, 1.
Rappelons que dans la théorie standard pour le probléme de Cauchy (voir par exemple [28]),
il existe une unique solution maximale pour a < 4/(d — 2). Si le probléme est défocalisant
F(u) = |u|"u, la solution est globale par existence locale, conservation du moment [pq [ul?/2dx
et de Dénergie [pq [Vul?/2 + [u|t?/(a + 2)da.

Théoréme 2.2 (Existence locale). Pour e > 0, (ug,g) € HY(Q) x H3/?2(9Q x [0,T]),
uplon = gli=o0-

1) Si Q est le complémentaire d’un compact étoilé, pour a < 2/(d — 2) il existe une unique
solution maximale.

2) Si Q est le complémentaire d’un compact strictement conveze, pour a < 3/(d — 2) il existe
une unique solution mazximale.

Théoréme 2.3 (Existence globale). Sous les hypothéses du théoréme 2.2, si F'(u) = |u|®u
(nonlinéarité défocalisante) la solution est globale dans les cas suivants

1) Sig € H*?, Q est le complémentaire d’un compact étoilé, a < 2/(d — 2).

2) Si g € H*2 Q est le complémentaire d’un compact strictement conveve, a < 4/(d — 2).
3) Sige H3/2t€2 Q) est le complémentaire d’un compact étoilé, d = 2, a < 11/9.

La premiere difficulté qui apparailt est le fait que toutes les estimations linéaires concernent
le probleme avec un forgage a support compact. On se débarasse de cette difficulté en séparant
le probléme en deux morceaux : si g € H22(Q2 x [0, T]) est un relévement de g,

0w + Av = F(9q), 0w + Aw = F(w +v) — F(g),
Vlt=0 = o, wli=o =0, (17)
vloe =g, wlaga = 0.

On peut choisir § & support compact, de sorte que résoudre dans H' le premier probléme
demande simplement de vérifier une régle de composition F(g) € H/?2.

26
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Le deuxieme probleme est un probleme aux limites homogenes qui se résout de fagon standard
par point fixe sur la formule

w(t) = /0 e=AD (P (w 4 v) — F(g))ds.

La limitation a < 2/(d — 2) correspond au fait que les estimations de Strichartz viennent du
gain d’une demi dérivée, alors que les estimations classiques correspondent (en terme de scaling)
a un gain d’'une dérivée.

De fagon moins attendue, lorsque ¢ est convexe, on peut exploiter le fait que d’une part les
estimations sur le probléme aux limites non homogene ne font gagner qu'une demi dérivée, mais
d’autre part les estimations de Strichartz pour le probléeme homogeéne sont sans pertes [67], ce
qui améliore les exposants atteignables a < 3/(d — 2).

Les questions d’existence globale sont un peu plus intéressantes : le moment comme 1’énergie
ne sont pas conservés, on a seulement

d |u|? _

R O L A ugds, |

dt/Q 5 de m BQE) ugdsS (18)
d [ |Vul* |ul2t? / —
— dr = R Opudrgds. 19
dt/g‘) 2 + a—i—2 r © o0 v tg ( )

On devine assez facilement pourquoi 'existence globale s’obtient lorsque g € H?? : I'estimation
de viriel (12) donne un contrdle L? de O,u, et g € H>? assure dyg € L? ce qui assurerait le
controle des termes de bord dans les conservations du moment et de ’énergie. En pratique c’est
un peu plus compliqué a cause du terme || f||2, et on montre en fait une identité de viriel non
linéaire comme dans (14) pour laquelle les terme associés au for¢age ont en fait un bon signe
(grace a la nonlinéarité défocalisante).

Si I'obstacle est strictement convexe, une petite astuce permet d’atteindre le rang optimal
a <4/(d—2) : on est en effet limité par la régularité de v dans (17), c’est a dire la solution
“pres de I'obstracle”, mais du fait que ug|gpg = gli—o € H'T52, la donnée initiale “sur I'obstacle”
est plus réguliere qu'une trace de fonction H', ce qu’on peut utiliser pour améliorer la régularité
de v.

Enfin, le cas 3) dans le théoreme 2.3 (avec le niveau de régularité naturel) est plus laborieux.
On utilise dans (19) I'inégalité de dualité

| anu8tgd8dt| S ||8tg||H71/2+5,2 Hanu||H1/2fa,2 S HgHH3/2+a,2 ||8nu||H1/27e,z,
8x[0,T)

mais il n’y a pas d’argument de viriel pour borner ||0pul|;1/2-<2, et on est réduit (schéma-
tiquement) a utiliser des estimations linéaires du type ||Onullg1/22 S ||wollgr + |9l gss2se2 +
I||1w|®w]| fy1/2.2. Ces estimées combinées avec 'estimation d’énergie donnent finalement un controle
de la norme H' de la solution sous réserve que

el g122 S Clg,uo a2l 7<%
avec un m(a) explicite qui doit satisfaire m(a) < 2 pour pouvoir fermer les estimations. On

vérifie dans [A7] que la condition m(a) < 2 est satisfaite si @ < 11/9. J’ai peu de doutes sur le
fait que cette restriction est technique et améliorable.
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CHAPITRE 2. SCHRODINGER EN DOMAINE COURBE

2.4 Perspectives

Comme au chapitre précédent il y a un écart entre I’espace de données au bord H 1/2.2 o
celui mis en évidence dans 1.2 HC. 11 serait intéressant de considérer le probléme posé sur le
complémentaire d’une boule, en effet dans ce cadre on peut calculer la solution de fagon (a peu
pres) explicite, ce qui permettrait éventuellement de mettre en évidence une premiere version
de l'espace H" dans un domaine courbe.

Le probléme de linterpolation des espaces X2¢ mentionné & la fin de la section 2.1 est une
question générale d’analyse qui apparait naturellement pour n’importe quel probleme aux
limites, et qui n’est abordée que dans quelques cas particuliers anciens (Lions-Magenes [87]).
J’aimerais développer une méthode d’analyse plus robuste pour résoudre ce type de problémes,
peut étre dans 'esprit du lemme 2.1 qui me parait proche d’idées développées par H. Amann
[2].

Des perspectives plus lointaines sont 'amélioration des estimations de Strichartz décrites dans
la section 2.2, en effet les meilleurs résultats pour le probleme de Dirichlet homogene posé sur
le complémentaire d’un obstacle non captant donnent des estimations de Strichartz sans pertes
(Blair-Smith-Sogge [23]).

Enfin, et c’est une question qui concerne également le premier chapitre, la régularité du terme
de forcage f (dans i0yu + Au = f) n’est certainement pas la bonne, en particulier elle demande
sans doute trop de régularité en temps, méme si (contrairement au probléme de Cauchy) un
peu de régularité est nécessaire. Je compte quantifier plus précisément cette régularité, ce qui
me parait d’autant plus important que certains résultats de la littérature oublient -4 mon avis
a tort- cette régularité.
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CHAPITRE

Temps d’existence pour les
équations d’Euler-Korteweg

Dans ce chapitre on décrit des travaux en collaboration avec Boris Haspot [A8, A10], ainsi
que [P1]. Le systéeme d’Euler-Korteweg s’écrit

Op + div(pu) = 0,
{ z,t) € RY % [0,T]. (EK)

Ou+u-Vu+ Vg(p) = V(K(p)Ap + %K’(p)|Vp|2>, (

Ce sont les équations de conservation de la masse et du moment, ou des forces de capillarité
apparaissent dans le terme de droite de la seconde équation. Pour une dérivation physique on
renvoie & [121]. Le “coefficient de capillarité” K est supposé régulier, positif RT™* — RT*.

Ces équations apparaissent dans la modélisation d’un fluide non visqueux compressible soumis
a des forces de capillarité (fluides de Korteweg, ou capillaires), ainsi que dans le contexte des
fluides quantiques. Erwing Madelung a en effet observé dans les années 30 ’équivalence formelle
entre ’équation de Schrédinger

2
ioa + g = L),

et le systeme (EK) avec K = 1/p. Dans ce cas, le terme de droite dans I’équation de moment
est appelé pression quantique. La transformation dite de Madelung passant de ’équation de
Schrodinger au systeme d’Euler-Korteweg est

p =¥ u=TIm(Vei/[v]*), (1)

autrement dit si on peut écrire ¢ = |/p° e, on a u = V0. Méme si on s’intéressera peu a cette
transformation dans le reste du chapitre, on voit qu’elle est singuliére lorsque v s’annule (vortex
dans le vocabulaire Schrodinger, vide dans le vocabulaire fluide), et de fait ’'annulation de p
est un événement qu’on aura & coeur d’éviter dans tout le chapitre. L’article de synthese [27]
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CHAPITRE 3. TEMPS D’EXISTENCE POUR LES EQUATIONS D’EULER-KORTEWEG

discute abondamment ce sujet.

L’analyse mathématique rigoureuse du modele d’Euler-Korteweg a été initiée en 2006 par
Benzoni-Danchin-Descombes [11], avec le premier résultat d’existence locale et d’unicité sans
condition particuliere sur K ou g, en dimension 1. Les mémes auteurs ont ensuite généralisé ce
résultat en toute dimension avec le théoreme suivant :

Théoréme 3.1 (Benzoni-Danchin-Descombes [12]). Soit (p,u) une solution régulicre, bornée
de (EK) sur [0,T], p > o > 0 telle que

(V?p, Vu) € C(10, 7], H**?),
s> d/2+ 1. Pour des données initiales (po,uo) telles que

po — p(0) € H* wg —w(0) € H®, po > 3 >0,

alors il existe 0 < T < T tel que le probléme (EK) admet une unique solution sur [0, T[<R?
dans Uensemble (p,u) + C([0, T[, H™' x H*) N C*([0,T[, H*~' x H*™?).
Si T < T, la solution se prolonge au dela de T si

inf p>~v>0,
[0,T[xRd
T

/0 [Ap(E)lloc + [[rot(u(t))l|oo + [|div(w(t))]lcedt < oo, (2)
Ja €]0,1: sup [[p(t)]|ca gy < .
(0,77

De plus, sirot(ug) =0, alors rot(u) =0 pourt € [0,T] et la troisiéme condition dans (2) n’est
pas nécessaire.

Un point essentiel est la preuve d’estimations d’énergie sans perte de dérivée, qui repose
elle-méme sur une reformulation de (EK) initialement introduite par F.Coquel. Décrivons la
rapidement : a ’ordre principal, le systéeme se lit comme

Ohp + pdiv(u) = (---),
O~ K(p)VAp = (---),

ce qui invite a “symétriser” les équations en posant w := /K /p Vp := VI. Quelques calculs
plus tard
{ Orw + V(u - w) + V(a(p)divu) = 0, (3)
Ou+u-Vu—w-Vw — V(a(p)divw) + Vg(p) =0,

avec a(p) = v/pK , soit en posant z = u + iw, g(1) = g(p)
Oz +u-Vz+iVz-w+iV(adivz) + ¢Im(z) = 0 (4)

Puisque iV (adiv-)* = —iV(adiv-), (u-V:)* = —(u-V+div(u))-, (iV()-w)* = iVw-(-)+iwdiv(-)
le systéme a une structure antisymétrique perturbée par le terme iVz - w. Sa présence rend
'obtention d’estimations d’énergie délicates. Elles se font en dérivant ' [¢s(—A)*z||2,, ¢ une

1. Pour étre précis c’est un peu plus compliqué, I’estimation de la composante irrotationnelle de z et celle de
la composante solénoidale requiert des fonctions différentes.
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3.1. EXISTENCE GLOBALE POUR UN CHAMP DE VITESSE IRROTATIONNEL

fonction de jauge bien choisie pour s > 0.
Le systeme (4) n’est pas exactement une équation de Schrodinger quasilinéaire qui serait plutot
Op + idiv(aVe)). L'opérateur V(adiv-) est a voir comme une version dégénérée de div(aV-).
On verra par ailleurs que le terme g'Im(z) joue un rdle important dans la dynamique en temps.
Dans tout ce chapitre on se place au voisinage d’un état constant p., et on fait 'hypothese de
stabilité

g'(pc) > 0. (S)
Cette hypothese classique assure I’hyperbolicité des équations d’Euler, pour les équations d’Euler-
Korteweg elle assure la stabilité a basse fréquence du linéarisé comme décrit au paragraphe
3.1.3.
Les estimations d’énergie de [12] et les estimations dispersives pour le linéarisé sont le point de
départ de 'estimation du temps d’existence des solutions de (EK). Dans tout ce chapitre on
travaille sur des données petites. Dans la dynamique de (4), et plus généralement pour toute
EDP non linéaire dispersive, il y a une compétition entre la décroissance due a 1’évolution
linéaire et les interactions non linéaires qui peuvent conduire & 1’explosion en temps fini des
solutions. Le schéma général qu’on peut avoir en téte est

grande dimension=- forte décroissance linéaire= existence globale facile a petite donnée.

Malheureusement, la dimension pertinente est 3 et on verra dans la section 3.1 que ’analyse
n’est facile qu’a partir de la dimension 5. On montre dans la section 3.1 'existence globale pour
des données initiales petites et irrotationnelles en dimension au moins 3, dans la section 3.2 on
obtient une minoration du temps d’existence qui ne dépend que de la composante solénoidale
de up (toujours en dimension au moins 3).

3.1 Existence globale pour un champ de vitesse irrotationnel

Le cas irrotationnel est plus favorable que le cas général. Si la vitesse initiale est irro-
tationnelle, elle le reste pour tout temps, cette propriété bien connue pour les équations
d’Euler a une preuve identique pour les équations d’Euler-Korteweg simplement parce que

1
rot <V (KAp+ 2K'|Vp|2>) = 0. Suivant [12], on définit la fonction ! (& une constante pres) par

Vi = /K/pVp. Pour u irrotationnel on pose alors u = V¢ de sorte que z := Vo + iV := V),
et v satisfait I’équation “intégrée” de (4)
Vip - Vi :
S 4 (o) + da(p) A = 0, (5)
Ainsi dans ce cas on récupeére une équation de Schrédinger non dégénérée.

On commence par décrire au paragraphe 3.1.1 quelques techniques d’analyse a petites données
des EDP dispersives, puis on souligne dans 3.1.2 les ressemblances entre (5) et I’équation de
Gross-Pitaevskii, enfin au paragraphe 3.1.3 on énonce précisément le résultat de [A8] avec un
schéma de preuve.

Y +

3.1.1 Techniques classiques

Avant de passer au cas particulier de I’équation de Schrédinger, commencons par quelques
généralités sur la théorie du scattering. Soit une EDP générale

O = AY + f(¥),
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avec A antisymétrique sur un espace de Hilbert. Sans chercher a étre précis sur le cadre
fonctionnel, une solution est dite dispersive (scatter en anglais), ou asymptotiquement linéaire
lorsqu’il existe 1 tel que

w(t) ~t—o0 eAtwoo-

La notion de solution dispersive a été introduite par Segal pour ’équation de Klein-Gordon. Le
principe général est qu’en dépit du fait que I'opérateur et est unitaire sur H, une décroissance
cachée dans d’autres espaces permet d’obtenir des bornes uniformes en temps si les données
initiales sont assez petites. En général la décroissance linéaire est algébrique en temps, ainsi
plus la nonlinéarité est “forte” (penser a |¥|%, « grand), plus la décroissance de la nonlinéarité
est forte et les estimations a priori sont faciles a fermer. La deuxieme généralité est que plus la
dimension est grande, plus la décroissance est forte, par exemple pour I’équation de Schrodinger
I'estimée de dispersion est

2 lze < ool ©)
La difficulté pour construire une solution globale @ petites données est donc pour schématiser
décroissante en la nonlinéarité et la dimension.

Le cas semilinéaire La théorie du scattering pour I’équation de Schrédinger est initiée par
Ginibre et Velo [53] par des méthodes d’énergie ingénieuses pour des nonlinéarités défocalisantes.
Avec la découverte des estimations dites de Strichartz [119], les premiers résultats sans restriction
sur la nonlinéarité (hormis sa force) sont obtenus par Strauss [118] pour I’équation de Schrodinger
semilinéaire. Rappelons que les estimations de Strichartz se lisent

2 d d | y4a
T <
Vp > 2, P + ¢ 2 He ¢0HLP(Rt,Lq(Rd) ~ ‘WOHL?(Rd)a (7)
lintégrabilité en temps est une forme de décroissance.
Dans [118], la condition de force de la nonlinéarité |f()| = O([¢|%) fait apparaitre I'indice dit

de Strauss
Vd?2+12d+4 +d+2
as(d) = 54 .

Pour a > ag, le scattering a petites données est automatique, tandis que le cas a« = ag est encore
partiellement ouvert. Un intérét des estimations de Strichartz par rapport aux estimations de
dispersion est qu’elles permettent de prendre des données initiales dans I'espace d’énergie H',
tandis que les estimations de dispersion requierent 1'usage supplémentaire d’espaces construits
sur Lp/, p' < 2. Pour une idée de la preuve, il s’agit de propager ’ansatz

HWM*=$wW@Wp+fMD””WMUMPSa

pour p bien choisi, € assez petit. Par exemple, si p = o+ 1, et en notant le taux de décroissance
m=d(a—1)/(2(a+ 1)), ansatz injectée dans la formule de Duhamel donne

tolul|® t e
5/ [ull., dsg/ s
rar1 Jo (E—s8)" o (t—s)msom
Modulo les problémes d’intégrabilité en 0 et ¢, on a une décroissance en O(1/t™+D=1) " qui

est meilleure que celle de X si m(a+ 1) — 1 > m. On vérifie aisément que cette condition est
équivalente a a > ag.

I -9 f () ds
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Remarque 3.1. L’indice a = 2 est le plus important car les nonlinéarités qui apparaissent en
général en linéarisant une EDP sont quadratiques. Or ag(3) = 2, autrement dit les nonlinéarités
quadratiques sont critiques en dimension 3.

Le cas quasilinéaire Les premiers résultats d’existence globale pour 1’équation de Schro-
dinger quasilinéaire sont obtenus indépendamment par Klainerman et Ponce [75] et Shatah
[114]. Par rapport au cas semilinéaire un ingrédient supplémentaire est utilisé : I'existence
d’estimations d’énergie, évidemment nécessaire puisque du fait des pertes de dérivées le probleme
quasilinéaire est en général mal posé. Pour un probléme

avec [N (v, V)| = O(J¥| + |[V9|)%, on peut penser a des estimations de la forme

t
VN >0, [dlgx < ||¢o||HNexp(c /O umﬁm).

Il y a donc deux nouveautés : d’une part des pertes de dérivée apparaissent dans la formule
fot e t=9)AN (1, Vip)ds, d’autre part intégrabilité en temps de Hsz‘;‘V_llw est requise. Les pertes
de dérivées sont “rattrapées” grace aux estimations d’énergie, et en fait la “vraie” limitation
est le taux de décroissance accru : si u décroit comme 1/t™ dans un espace s’injectant dans
W1 on doit avoir m(a — 1) > 1, ce qui impose la condition dans [75]

v2d+1 +d+1
o > aKp(d) = d > Oés(d).

Remarque 3.2. Pour des nonlinéarités quadratiques, c’est cette fois la dimension 4 qui est
critique.

Des méthodes plus sophistiquées Pour des nonlinéarités “surcritiques” (o moins grand
que l'indice critique) l'existence de solutions globales n’est pas proscrite, mais va dépendre de
la structure de la nonlinéarité. Ainsi le scattering & petites données pour le probléme

0+ A = [y, (8)

est toujours ouvert, tandis qu’il a été positivement résolu assez récemment par Germain-
Masmoudi-Shatah [50] si la nonlinéarité est 1% ou E2.
En 1985, Shatah[115] met en oeuvre une méthode de formes normales, en gros un changement de
variable qui augmente 'ordre de la nonlinéarité. L’article concerne ’équation de Klein-Gordon
et se préte moins bien a I’équation de Schrédinger, méme si on peut citer un résultat similaire de
Cohn [37] avec la nonlinéarité Vi - Vip. Cette approche peut se voir comme un cas particulier
de la méthode des résonances espace-temps (voir Lannes [79]), qui nous occupera pour le reste
de ce paragraphe.

Pour simplifier la discussion, on considére les EDP
100 + A = =y,

ol par convention ¥+ = 1, ¥~ = 1. Comme une solution dispersive est asymptotiquement
linéaire, il est naturel de considérer le profil ¢(t) = e~"*24)(t), qui satisfait

o(t) = go + /0 e~ (9 (5)) (58 o(s) ) £ ds.
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La transformée de Fourier du terme intégral s’écrit

! is|€]2F n|?Fle—n2 I I ! is 3 I
[ I G ) == [ [ 00955, 55— . 5)dnds,

et on voit deux possibilités pour améliorer I'intégrabilité en temps : intégrer par partie en la
variable de temps s ou de phase 1 (improprement qualifiée d’IPP en espace).
Par I'identité

(™) = TR (FYT),
Iintégration par partie en temps augmente la force de la nonlinéarité, comme avec une forme
normale. L’intégration par partie en 7 utilise I'identité

isQy+ VnQii s+
e —=a 3 Vn )

ZS|V77Qii|
ou le facteur 1/s donne un gain de décroissance en temps. Le prix a payer est la division par
[Vl
Evidemment, ces calculs formels ne sont fructueux que si Q44 et V, €014 ne s’annulent “pas
trop”. On appelle résonance en temps, respectivement espace 2, les ensembles

7;::& = {(5777) : Q:I::t(nag) = 0}7 S:t:l: = {(5777) : VWQ:E:I:(U7§) = 0}

L’ensemble des résonance est alors R44 = To4 N S4+.

On vérifie facilement sur notre exemple que R4+ = R__ = {{ = n = 0} tandis que R4_ =
{¢ = 0}. Le fait que ce dernier soit un ensemble beaucoup plus grand que les deux autres peut
expliquer le fait que le scattering pour le probléme (8) soit resté un probléme ouvert.
Remarquons enfin que la conversion de cette discussion formelle en vrais résultats requiert des
estimations pour les multiplicateurs bilinéaires (singuliers)

(F.0) > [ 08 faie —pyan, 7
Rd +4

X2(77a§) ry —~
d mf(n)g(ﬁ —n)dn,

avec x1, x2 des fonctions localisées en dehors, respectivement, des résonances temps/espace.
Cette stratégie a été introduite indépendamment par Gustafson-Nakanishi-Tsai pour I’équation
de Gross-Pitaevskii [63] et Germain-Masmoudi-Shatah [50] pour I’équation de Schrodinger,
dans les deux cas en dimension 3 avec des nonlinéarités quadratiques.

Elle a coincidé (pour ne pas dire relancé) avec une activité intense sur les questions d’exis-
tence globale pour les EDP dispersives quasilinéaires, débouchant sur de nombreux résultats
d’existence globale pour des modeles variés : équation des vagues (water waves) avec ou sans
capillarité [1, 44, 51, 52, 66], Euler-Poisson [60], Euler-Maxwell [43]...

On verra au paragraphe suivant qu’au moins dans le régime a petites données, le systéme d’Euler-
Korteweg peut se voir comme une version quasi-linéaire de 1’équation de Gross-Pitaevskii, on y
décrit donc plus précisément la théorie du scattering pour cette équation en dimension 3 de
[63]. Ces résultats sont utilisés dans [A10] pour construire des solutions globales dispersives du
systeme d’Euler-Korteweg dans le cas particulier K = 1/p. On décrit ensuite au paragraphe
3.1.3 le résultat principal de scattering pour le systéme d’Euler-Korteweg de [AS8].

2. En fait pour étre complet, on peut aussir faire le changement de variable { = £ — 7 et intégrer par partie
en (, il faudrait donc inclure I’ensemble V Q4+ = 0.
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3.1.2 L’équation de Gross-Pitaevskii

L’équation de Gross-Pitaevskii est

O + Ap = ([ — 1)ep. (9)

Contrairement a ’équation de Schréodinger non linéaire “habituelle”, il est naturel de considérer

des solutions telles que
lim |¢|=1.

|x|—o00
C’est un modele tres riche, avec beaucoup de structure, mais cette structure n’est pas utile ici

et sera décrite au chapitre 4.
Evidemment, (x,t) — 1 est solution constante, I’équation sur 0 := 61 + iy := 1) — 1 est

100 + AO — 201 = |0>(1 + 0) + 20,0 := F(6). (10)
Reprenons maintenant 1’équation (5)

VeV,

o + 5

g(p) +ia(p)Ay =0, Vb =u+iVI.

La fonction [ a été définie par le changement de variable VI = /K /p Vp, on note abusivement
g(p) = g(), a(p) = a(l). Quitte a faire un changement d’échelle et grace a I’hypothese de
stabilité (S) ¢’(p.) > 0 on peut supposer

lim [=0, all=0)=1, ¢(Il=0)=2. (11)

|z|—o00
L’équation (5) devient

vw-vw+g,

O+ 2Im(y) + il = ———

(0)Im(9) — g(Im(y)) +i(1 —a)Agp. (12)
Quitte & poser z = i), on voit que les linéarisés de (10) et (12) sont tous deux
1010 + AO — 260, = 0.

Il faut cependant souligner que la conjugaison change le sens du temps, donc 1’évolution
linéarisée pour (10) est 'inverse de celle de (12).

Les questions de scattering pour 1’équation de Gross-Pitaevskii ont été étudiés dans une série
d’articles [61-63] par Gustafson, Nakanishi et Tsai.
Leur résultat principal est le scattering en dimension 3 pour des petites données H' :

Théoréme 3.2 ([63]). Il existe € > 0 tel que pour Oy € H' satisfaisant
/ (2)2(Re(0)2 + V0o |2)dx < e,
R4

alors le probléme (10) admet une unique solution globale.
De plus, en notant U = /—=A/(2 - A), H = \/-A2 —A), v = 01 +iUby, alors ey ¢
(x)"LH?! et il existe voo € (w)LH! tel que

. itH oy _
Jim {2 o(t) — vao) 1 = 0.
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Le probléme pose plusieurs difficultés :

1) La présence du terme —26; change la relation de dispersion, a& mi chemin entre 1’équation
de Klein-Gordon et I’équation de Schrodinger.

2) Le changement de variable § — 61 + /63 n’est pas inversible dans H!.

3) L’équation (10) contient des nonlinéarités quadratiques, elle est critique en dimension 3
(4 pour la version quasilinéaire (12), voir le paragraphe 3.1.1).

4) Les nonlinéarités quadratiques contiennent la “mauvaise” nonlinéarité 0|2, ce qui donne
un “gros” ensemble de résonances espace temps {(£,n) : £ = 0}.

Le schéma de preuve dans [63] est de réécrire I’équation (10) dans de nouvelles variables qui
désingularisent I’application # — 6, + U605, obtenir des estimations dispersives pour le probleme
linéarisé, et utiliser ces estimations dispersives en conjonction avec la méthode des résonances
espace-temps et un lemme de continuité pour des multiplicateurs bilinéaires peu réguliers pour
prouver le scattering a petites données. Ces différents éléments sont importants pour l'article
[A10], je les décris donc ci-dessous.

Diagonalisation des équations Soit U = \/—A/(2 — A). Dans [63], les auteurs définissent
le changement de variable

v =01+ iU0s. (13)

Avec ce dernier, I’équation (10) devient
10w — \/—A(2 — A)v = URe(F(vy + iU v2)) + iIm(F(vy + iU vg)),

qui contient les termes singuliers U~ vsy.

Forme normale L’idée qui apparait deés [61] est d’utiliser un changement de variable qui
désingularise la nonlinéarité. Le changement de variable est ensuite raffiné dans [62] et [63], ou
les auteurs remarquent qu’il est possible & la fois de supprimer les singularités, et d’améliorer
la structure de la nonlinéarité pour appliquer la méthode de résonances espace-temps. Pour
étre plus précis, le changement de variable consiste a poser

Z = +Bl[v1,vﬂ +BQ[U2,U2],

Bi, By des multiplicateurs de Fourier bilinéaires (f,g) — [ B(n, & — n)]?(n)ﬁ(& —n)dn. Il n’est
pas tres instructif de préciser le choix de Bq, Bs. Le point important est que non seulement les
termes quadratiques ne sont plus singuliers, mais il y a aussi un gain plus subtil : les résonances
espace-temps étant localisées en € = 0, il est souhaitable que les termes quadratiques s’annulent
a ces fréquences (on peut penser a la “null condition” de la méthode des champs de vecteurs), et
c’est précisément ce qui se passe : ils sont de la forme v —A Q(v), avec @ un terme quadratique
compliqué mais non singulier.

On reviendra la dessus plus en détail au paragraphe 3.1.3 pour les équations d’Euler-Korteweg.

Estimées dispersives Par des arguments classiques de phase stationnaire, Gustafson et al
obtiennent des estimées linéaires similaires & celles pour I’équation de Schrédinger :
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Proposition 3.1 ([63]). Pour sc R,2<p<oo,U=+-A/2—-A), H=\/-A2-A),

”U(df2)(1/271/p)¢0 [P

* itH <
vVt e R, ”6 1/J0HL;7 N |t|d(1/2*1/p) ) (14)
et pour 2/p+d/q=d/2, (p,q) # (2,00),
, d=2(1/9_
e ol pra S U W/2=1/P) | 2. (15)

Remarque 3.3. (i) Divers avatars de (14),(15) existent dans les espaces de Sobolev, Besov,
Lorentz. On renvoie par exemple a [63].

(ii) Le facteur U(@=2)(1/2-1/p) egt un gain de “régularité” & basse fréquence. Il est lié au symbole
1€]v/2 + [£]* qui ressemble & un cone de révolution preés de 0, avec plus de courbure que le
symbole de Schrodinger [£|?.

Multiplicateur bilinéaires peu réguliers Le célebre théoréeme de Coifman-Meyer [38]
énonce que les multiplicateurs bilinéaires de la forme

~

B[f,g] = /Rd /Rd e B(n, & —n) f(n)g(& — n)dndg,

satisfont la méme estimation de Holder que les produits classiques : si |[0°B(n,§ — n)| S
(1€ + [n])~1*! pour suffisamment de dérivée, alors

1 11
1BUf glller S 1 flellgllee, =242 1 <pra < o0,

Divers raffinements du théoreme étendent le champ des indices admissibles, mais les multipli-
cateurs qui apparaissent dans I’analyse des équations de Gross-Pitaevskii ou Euler-Korteweg
sont trop irréguliers pour pouvoir utiliser ce résultat. Dans [63], Gustafson et al obtiennent une
version admirablement flexible, mélant estimation de Strichartz et une régularité précisément
quantifiée sur B (voir le lemme 10.1 et le corollaire 10.3). Ce résultat est légérement étendu par
Guo et Pausader dans [60], sous une forme qui s’est avérée suffisante pour notre contexte.
Avant de I’énoncer, il faut mettre en place quelques notations : un opérateur agissant indiffé-
remment par les formules

~

L e emone—mFmate —mands = [ [ e~ .0fte - aopaca
Rd JRd RE IR

On considére B a la fois comme une fonction de (n,£) et (¢, £), avec les notations en découlant
VB,V ¢B. On définit la norme

1Bll+) = min (|| B| 1B
n

LE B3, L?’BS,l,c)’
ou LEOBS’M est I’espace de Chemin-Lerner, voir par exemple [7] paragraphe 2.6.3 pour leur
définition. Le lecteur ne désirant pas connaitre en détail ces espaces peut les confondre sans

trop y perdre (dans notre contexte!) avec L?H;
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Lemme 3.1 ([60]). Pour 0 <s<d/2,2<p,q,r< d%—%s, tels que ; + ; = % + % - 2,

IBLf lllr < I1Bllissy | fll e llglla- (16)
Pour%—l-}:* *—2, 2<7,¢q< dg(és;

1BIf: gl S 11Bliss | fll 2Nl - (17)

Remarque 3.4. L’inégalité type Holder usuelle se retrouve dans (17) pour s > d/2. Pour s plus
petit I'indice ¢ décroit.

Or d’apres I'inégalité de dispersion ||e®H g |, < |10,/ t4(1/2=1/p) yne solution dispersive devrait
décroitre d’autant plus vite dans LP que p est grand. En ce sens l'irrégularité des opérateurs B
dans (16), (17) se paye par une perte de décroissance.

Ces différents outils permettent de mettre en oeuvre la méthode de résonances espace-temps
esquissée au paragraphe 3.1.1, et donne la preuve du théoréme 3.2.

Application aux équations de I’hydrodynamique quantique Le théoréme d’existence
globale et scattering 3.2 pour I’équation de Gross-Pitaevskii fournit des solutions globales telle
que v — 1 reste petit dans H'(R?).

Cela invite naturellement a utiliser de telles solutions pour construire des solutions globales
pour le systeme d’Euler-Korteweg dans le cas spécial K(p) = 1/p, g(p) = p — 1, formellement
équivalent & I’équation de Gross-Pitaevskii par la transformée de Madelung (1). Cependant
la norme H'(R3) ne contréle pas la norme L*, de sorte qu’a priori 1) peut s’annuler et la
transformée de Madelung est singuliére. Dans [A10] avec B. Haspot nous prouvons une version
“grande régularité” du théoreéme 3.2, qui permet en particulier d’avoir la petitesse L>° de ¢ — 1 :

Théoréme 3.3 (A-Haspot [A10]). Soit d =3, 1o = po — 1, up = V. On suppose py € L™
avec py > ¢ >0, (z)V/po € L%, (x)up € L?, 1y € L?, cosfg—1 € L? et |z|(,/po cosbp—1) € L2,
Soit 1y = /poe?o — 1, on suppose 1y € HiYe quece > 0 et (1+ [€])eho € LY with ey > 0. 1l
existe 0 > 0 dépendant de |W0||Hg+s et |(1+ |€[F ) ol 1 tel que si :

/RS (2Y2(IV /3012 + poluol?) + (2)2(v/50 cos(Bo) — 1)2)der < 3, (18)

alors il existe une solution globale (p,u) des équations d’Euler-Korteweg avec :

1
max(p, ) € L¥(R, L(RY)), p € 1+ LG (HY“(RY) et u e LiG(H ().
Si g € H32H14e g solution est unique et a la régularité additionnelle

p e+ L, (HY (R et u e LS (HY*(R%) N L}, (BYy T (R?)).

Remarque 3.5. Ces solutions sont dispersives, mais ce n’est pas mentionné dans [A10]. Un
énoncé plus précis et général sera donné au théoreme général 3.4.
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Remarque 3.6. L’existence globale de solutions faibles était déja connue dans un cadre moins
restrictif autorisant la présence de vide, voir Antonelli-Marcati [6], Carles-Danchin-Saut [27],
c’est la partie unicité du théoréme qui est vraiment intéressante.

La solution construite est au niveau de régularité (p — 1,u) € H¥ x H® s> 3/2, ce qui est
une dérivée de moins que dans le théoreme d’existence locale 3.1 de [12]. Ce gain vient de
I'utilisation d’estimations de Strichartz.

3.1.3 Existence globale pour les équations d’Euler-Korteweg

On énonce ici un résultat de stabilité asymptotique de I’état constant (p.,0), dans le cas
général K > 0 quelconque, et g satisfaisant seulement la condition de stabilité (S), ¢'(p.) > 0.
Pour alléger I’exposition et garder les mémes notations qu’au paragraphe sur les estimations
dispersives, on supposera que p. = 1 et ¢’(1) = 2 (on peut s’y ramener par changement de
variable). La reformulation des équations d’Euler-Korteweg (12) décrite au paragraphe 3.1.2 est

V- Vi

O+ 2m(Y) + il = ———

+2Im(y) — g(p) +i(1 — a)Ag),

ou ) = ¢ +il, Vi = u est la vitesse et VI = /K/p Vp, et on confond abusivement g en tant
que fonction de Imy au lieu de p. Le linéarisé se diagonalise en posant v = U¢ + il, ce qui
donne

O —iHv = N (v), (19)

avec

N@w) = Ul(a(os) = 1)dos = S (TU 0r]? = [Voal) + (205 — g(02))
+i( — YU vy - Vg — (1 - a(ve))Huy).

Ce changement de variable est le méme que pour ’équation de Gross-Pitaevskii, mais il a ici
une interprétation naturelle : la vitesse u est la variable physique, de sorte que poser vi = U¢
remet (& basse fréquence) le potentiel au niveau de u. On voit d’ailleurs qu’il ne crée pas de
terme singulier dans la nonlinéarité, tous les facteurs U ™! étant systématiquement compensés
par un gradient. On peut maintenant énoncer le résultat principal :

Théoréme 3.4 (A-Haspot [A8]). On suppose g irrotationnel.
Pour d > 5, il existee >0, (n,k) € N?, k>2+d/4, 2n+1>k+2+d/2 tels que si

HUOHH%mwk—lA/S + HPO - PcHH%HmWM <e, (20)

alors la solution du systéme d’Euler-Korteweg (EK) est globale, reste O(g) dans H?* x H?"1
et il existe v, tel que .
lv — e vl 2 = Ot ~9/2).

Sid=3,4, il existec >0, k>2+d/4, n €N (grand), p > 2d/(d — 2) tels que si

HUOHHZTLQWIC*LP/ + ||p0 - IOCHH27L+1ka,p’ + Hx(po - pC)HL2 + ||$UOHL2 <eg, (21)

alors la solution du systéme d’Euler-Korteweg est globale, reste O(g) dans H?™ x H*"*1! et il

existe v, tel que

t

Vs <2n+1, lim [jv—e™ oy gs = 0.
t—r00
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Remarque 3.7. (i) Les résultats sont quasiment identiques quelle que soit la dimension, mais la
preuve est beaucoup plus difficile en dimensions 3 et 4, la dimension critique étant 4.

(ii) L’indice de régularité n en dimensions 3 et 4 pourrait étre quantifié, mais est assez grand
(plus que vingt). On peut aussi montrer ||z(e v — vy)|| 2 = O(t™) avec « trés petit, mais
quantifiable.

(iii) Le théoreme montre que pour des données initiales assez petites la solution est asympto-
tiquement linéaire. On verra au chapitre suivant I'existence de solitons arbitrairement petits
en dimension 2, ce qui est une indication que d > 3 n’est pas une limitation technique. Cela
ne proscrit cependant pas l’existence de solutions asymptotiquement linéaires. Par exemple
I'existence de solitons arbitrairement petits en dimension 2 est connue pour 1’équation de
Gross-Pitaesvkii (Béthuel-Gravejat-Saut [19]) tandis que Gustafson et al ont construit dans
[62] “I'opérateur d’onde” qui & une solution linéaire ¢4, associe une solution non linéaire
convergeant en temps long vers e 1), pour ¥ petit.

La preuve dans [A8] mélange la méthode d’énergie dispersion & la Klainerman-Ponce [75]
avec I’analyse des résonances espace-temps, dans l'esprit de ce qui a été fait par exemple par
Germain-Masmoudi-Shatah [51] pour I’équation des vagues. Le coeur du travail est ’analyse de
I'équation (19) dywv — iHv = N (v).

Sans surprise, il faut coincer pres de 0 une certaine norme de v. En dimension 5 et plus il s’agit
de

Na(v) = o)l gr2nsr + BV o) [yyea, (22)
en dimension 3 et 4
Ng(v) = [[v(®)] gr2nsr + B 2PN 0 () |y + lze o (t) | 2 (23)

Il n’est pas difficile de vérifier que les conditions de petitesse sur (pg,ug) se traduisent par
la petitesse de vy pour ces normes. La petitesse de Ny(u) donne alors a la fois I'existence
globale, mais également la convergence dans L? de l'intégrale fooo =9 \[(1)(s)ds (avec une
estimation explicite du reste ftoo) ce qui montre que la solution disperse.

L’énergie Le controle de la norme H?"*! provient d’une amélioration des estimations d’éner-
gie de [12], dont I’énoncé est le suivant :

Proposition 3.2. Pour 2n > d/2+1, siug = Vo € H*", ly € H*" inf, cgayjor p >
m > 0 alors il existe une constante ¢ > 0, une fonction continue localement bornée C' telles que

[z + L@ r2nss

t
< c(I9nllmen + Wolzn-)exp( | (ol

1 H
- ) HUHLO"
Pll oo )

X ([luls)llwee + Hl(S)me)dS)-

L’intérét principal de cette proposition est le corollaire immédiat

Corollaire 3.1. Sous les mémes hypothéses que la proposition 3.2, il existe ¢, C, € tels que si
supjo,r) Na(v) < ¢

sup ||v(t) || grzn+r < cfjvo|| grzn+1exp(C sup Ng(v))
[0.,7] [0.7]
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Les estimations d’énergie dans [12] sont obtenues sans hypothése sur le signe de ¢’, le terme
Vg dans (EK) étant simplement traité comme un forcage. Pour schématiser, on peut penser au
probléme linéarisé

ol + Ap =0,
Op — AL+ 21 = 0.

L’approche directe consisterait a multiplier la premiere équation par [, la deuxieme par ¢ et
intégrer ce qui donne

S0 + N6132) < 20l el
ce qui donne seulement une borne avec une croissance exponentielle en temps. L’estimation
exploitant la structure du systéme consiste a multiplier la premiére équation par (—A + 2), la
deuxieme par —Adg, ce qui donne la loi de conservation

d
= (IVUIZ2 + 20172 + [V672) =0

Cette remarque assez évidente en conjonction avec les méthodes de jauge de [12] donne la
preuve de la proposition 3.2. Cette approche est aussi exploitée (indépendamment) par Benzoni
et Chiron [10] pour I’étude de régimes asymptotiques de I’équation d’Euler-Korteweg.

La dispersion Il s’agit maintenant de coincer la deuxiéme moitié de la quantité Ng(v).
Comme attendu, en dimension 5 et plus c’est en fait assez facile : tous les termes non linéaires
peuvent étre bornés par des variantes de I’estimée

| / |y s / V0P s, / Jollmmsillolws g oy
Wk.4

t— S d/4 t _ S d/4
qui (modulo des soucis insignifiants en s = 0, t) se borne par Ny(v)?/(t)

[v]lyka S Na(v)/ ().

Avec la proposition 3.2 cela suffit pour coincer Ny(v).

En dimension 3 et 4 le principe est de faire la méme chose, mais en ayant au préalable découpé
le plan de phase (£,7) en zones non résonantes temps ou espace et préparé le terme intégral de
la formule de Duhamel en effectuant une intégration par partie en s ou n (ou ¢). La mise en
pratique est beaucoup plus difficile.

A défaut de rentrer dans le détail, dans le reste du paragraphe je motive la présence d’une
norme a poids ainsi que I'usage d’une forme normale. Reprenons ’étude d’un terme quadratique
typique VoT - Vot en suivant les notations du paragraphe 3.1.1 :

t t _— —
| Gutds — e [ sy (6o P (€ - n)do,
0 0 JRd

4/4 On obtient ainsi

ot Quy = —HE) FH() FH(E—n), f=e""0.
Lorsque 1/|V,€44| satisfait des bornes adaptées pour appliquer le lemme 3.1 sur une partie de
Rg X Rg, on localise au voisinage de cette partie avec une fonction de troncature x(n, &) et une
intégration par partie en 1 donne le terme

t eiSQ:t:t . \v4 Q:I::i: - -
/0 /Rd —,divy (XW:QﬁPn (=) fEm)fEE - n))dn
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Le gain d’intégrabilité en temps provient du nouveau facteur 1/s, mais on récupeére par ailleurs
le facteur Vn]@(n) = F(xf*/i) qui requiert donc des bornes & poids en espace.

Enfin sans rentrer dans le détail de I’analyse des résonances, remarquons que ’ensemble des
résonances contient {(§,7n) : £ = 0}, en effet

H(0) = H(n)+ H(O-n) =0, =V,(H(0) = H(n) + H(n)) =0, (25)

et Pannulation est particulierement forte pres de & = en, || < 1, en effet H(en) — H(n) +
H((1—¢)n) = O(g|n]3). Pour pouvoir mettre & profit le lemme 3.1 de multiplicateurs singuliers,
on prépare les termes non linéaires avec la forme normale suivant :

(@’(0) —1)n- (£ —n)
22+ Il + 1€ = nl?)’
on définit Iy =1 — B|¢, ¢| + BJ[L, 1], cette nouvelle variables satisfait ’EDP

Lemme 3.2. Soit B le multiplicateur de Fourier bilinéaire de symbole

Oy + Ap = —d/ (0)div(IVe) + R,

ot R contient des termes non linéaires au moins cubiques.
L’EDP satisfaite par z := U¢ + ily := ¢1 +ily est

1
oz~ itz = U(ahbh = 5(VU 01 = [VhP — " (O)) + (-5 + WU 6.1))
—id (0)div(l; VU ¢) + R, (26)
ot R contient des termes au moins cubiques, b(f,g) := —B|f, f] + Blg, g].

La preuve du lemme est un calcul direct, la forme précise de (26) importe peu, le seul point
notable est qu’en facteur de chaque non linéarité quadratique il y a U ou V, deux multiplicateurs
dont le symbole s’annule en £ = 0. Cette bonne structure compense partiellement les résonances
en £ =0, (25), et s’avere suffisante pour coincer (£)*Y/2=VP) ||| yip + [|ze” 0| 2.

3.2 Temps long pour une petite vorticité

Si la vitesse n’est pas irrotationnelle, le systéeme (4) n’est plus un systéme dispersif, mais
plutot un systéeme couplé dispersif-hyperbolique. Il y a moins de littérature pour ce type de
problémes, et pour l'instant pas de résultat d’existence globale a petite données. La difficulté
est qu'une équation hyperbolique quasilinéaire peut développer des chocs en temps finis, aussi
petite que soit la donnée initiale, donc on est a priori limité par le temps d’existence pour la
partie hyperbolique du systéme.

Cette observation indique cependant un résultat prévisible : si le probléme a petites données
irrotationnelles est globalement bien posé, le temps d’existence dans le cas général ne va
dépendre que de la “partie rotationnelle” des données initiales. Ce résultat est ’objet de la
prépublication [P1] qu’on décrit dans la suite.

A ma connaissance, le seul résultat similaire publié est un article assez technique de Ionescu et
Lie [65] sur le systeme d’Euler-Maxwell en dimension 3. Le cas des équations d’Euler-Poisson
a été annoncé en conférence (Nonlinear phenomena in dispersive equations, mai 2018, Lille
https://indico.math.cnrs.fr/event/2946/contributions/1714/) par O. Pocovnicu, un

preprint de D. Ginsberg sur 'existence en temps long pour I’équation des vagues existe également
[54].
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3.2. TEMPS LONG POUR UNE PETITE VORTICITE

3.2.1 Le systeme dispersif-hyperbolique

On note Q = A~!Vdiv le projecteur sur les champs irrotationnels, P = I — Q le projecteur
sur les champs solénoidaux. Ils satisfont entre autres

divoP =0, rotocQ =0, divoQ =div, Qo V=V, VdiveQ = A.
Reprenons la formulation des équations d’Euler-Korteweg (3)

0w + V(u - w) + V(adivu) = 0,
Ou~+u-Vu—w - Vw — V(adivw) + Vg(p) = 0.

En utilisant Qu - VQu = V(|Qu|?/2), le systéme satisfait par (w, Qu,Pu) est

Orw + V(u - w) + V(adivQu) = 0,
9,Qu+ Q(u - VPu + Pu - VQu) + 3V(|Qu|? — |w|?) — V(adivw) + gw = 0, (27)
OPu + P(u - VPu 4 Pu - VQu) = 0.

Le cas irrotationnel Pu = 0 a été traité a la section précédente : la troisieme équation est
éliminée et les deux premieres donnent une équation de Schrédinger quasilinéaire, globalement
bien posée pour des données petites en dimension 3 et plus.

Si Pu # 0, les deux premieres équations sont toujours a 'ordre principal les parties réelles et
imaginaires d’une équation de Schrédinger. En effet comme w est un gradient

V(adiv(Qu)) = aAQu + (Va)div(Qu), V(adivw) = aAw + (Va)divw,

On désigne donc les deux premieres équations dans (27) comme la partie dispersive. La troisieme
équation se voit comme une équation de transport quasilinéaire

OPu + P(u - VPu) = —P(Pu - VQu).

Dans le couplage dispersif/hyperbolique, la structure des nouveaux termes non linéaires de la
partie dispersive est sans importance, par contre il est essentiel que les termes non linéaires de
la partie transport contiennent tous Pu.

Dans la suite, on appelle dispersifs les termes Qu, w et leurs dérivées, et hyperboliques Pu et ses
dérivées. Les nonlinéarités ne dépendant que de Qu, w, resp. Pu sont dites purement dispersives,
resp. purement transport, les autres termes sont dits dispersif-transport.

3.2.2 Le résultat principal

Comme dans le cas irrotationnel, on se place au voisinage d’un état constant p. stable au
sens ou ¢'(pe) > 0.
Dans la section 3.1.3 il était pratique de travailler sur le potentiel ¢ de u, ce n’est pas adapté
au cas irrotationnel, on utilise des variables un peu différentes de celles de la section 3.1.3 :

|K
l= o Vp, ¥ =Qu+ iU VL

La variable ¢ remplace la variable v = Uil de (19), elles sont liées par la formule 1) = U~ V.
On note H® = H*t x HS, WP = WsTLP x WP,
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Théoréme 3.5 ([P1]). Pourd > 5, il existe (o, c,n, k) € (RT*)2 x N? tels que pour § < o, si

1(P0 = pes uo)ll3znmwns < €0, [[Puollyra <6

alors la solution de (27) existe sur un intervalle de temps [0,T],
T
et sur cet intervalle

€
1(o(t) = pes () llzzn < Nl(p0 = pes wo)llggzn, llwna S wai 0, [IPullyyra < 0.

Pour d = 3,4, il existe (g9, c,n, k) € (RT*)2 x N2, p > d2—_d2 tels que pour § < e, si

H(po - anO)H’H%ka,p’ + H|x](p0 - /007QUO)||L2 < €0, HPUOHka’kam + ”|x’PUOHL2 <4,

alors la solution de (27) existe sur un intervalle de temps [0,T] avec

c
T> -
il (5’
et sur cet intervalle
—itH €
[(p(t) = pesu)llggzn + [[|z[e™ V)22 S 05 [Yllwrr SO+ A1)’
IPullyyepr qee + 2Pullpz S 6.

Remarque 3.8. (i) Le théoreme est (subtilement) moins bon en dimensions 3 et 4 : pour des
raisons sans doute techniques je ne sais pas propager la petitesse H?" sur des temps longs
indépendamment de cette petitesse, le temps que donne la preuve est d’ordre £y/d pour ¢
assez petit mais indépendant de §. Mais il n’est pas clair qu’on a sur cet intervalle de temps

1(p(t) = pes u(®))ll32n < Ml (p0 = pes uo)ll32n-

(ii) Le théoreme est le meilleur résultat “grossier” possible, au sens ou le temps d’explosion de
I’équation différentielle ' = 22 est d’ordre 1/z(0).

Le schéma de preuve est similaire a celui du cas irrotationnel, et les bornes données dans le
théoréme sont naturellement les quantités “coincées” sur 'intervalle [0, 7).
Il y a essentiellement trois nouvelles difficultés : I'inégalité d’énergie (voir la proposition 3.2) doit
étre prouvée dans le cas rotationnel 2, il faut de nouvelles estimations “d’énergie” pour I’équation
de transport, et les nouveaux termes quadratiques transport-transport et transport-dispersif
doivent étre bornés comme ’étaient les termes purement dispersifs a la section 3.1.3.
Décrire plus en détail la procédure serait fastidieux et sans doute peu instructif, mais il est tres
facile de ’expliquer sur un modele jouet, ce qu’on fait au paragraphe suivant.

3.2.3 Une preuve pour un modele jouet

Les équations d’Euler-Korteweg se réécrivent dans les variables 1 = Qu + iU "'V

Oy — il = N (3, Pu),
OPu + P(u - VPu) = —P(Pu - VQu).

3. J’ai appris apres la rédaction de l'article que c’est fait dans [10].
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3.3. PERSPECTIVES

La premiere équation est une équation d’évolution avec un mécanisme linéaire d’amortissement
(la dispersion), la deuxiéme équation admet des estimations d’énergie, et tous ses termes non
linéaires contiennent Pu. Le modele le plus simplifié qu’on puisse imaginer correspondant a
cette description est
2/ (t) + z(t) = 22 + % + 2y, (25)
y'(t) =y(x+y).
Sa dynamique pour z,y petits est aisément intuitée : tant que y < = < 1, la premiere équation
fait décroitre exponentiellement x, puis une fois z =< y, x stationne vers cette valeur. Sur la
deuxiéme équation 3 est majoré par y? plus le produit de y par une fonction intégrable en
temps, donc sur des temps d’ordre 1/y(0), y(t) reste d’ordre y(0).
Pour résumer, on a la propriété suivante :

Proposition 3.3. Soit (¢,6) € (RT*)? tels que |x(0)| < e, |y(0)] < <e. Poure,d suffisam-
ment petits, il existe ¢ > 0 tels que la solution de (28) existe sur un intervalle de temps [0,T]
avec T > /.

Démonstration. 11 suffit d’insérer dans (28) 'ansatz

lz(t)| < 6+ 2eet |y(t)] < 26 (29)

qui donne pour ¢, § assez petits (1/16 convient) et ¢t < ¢/d (¢ = 1/12 convient)

3 3 7
< S8+ —eet < -
(o) < 26+ 2eet, i) < Ta
ce qui assure par connexité que la borne (29) est vraie sur [0, ¢/0]. O

Avec ce point de vue, et en ayant bien compris le cas irrotationnel, ’énoncé comme le

schéma de preuve du théoréme 3.5 sont clairs : la décroissance e~* est remplacée par <t>d(1/ 2-1/p)
(dont la seule propriété importante est l'intégrabilité), la valeur absolue par divers espaces
fonctionnels bien choisis et on mime la preuve de la proposition 3.3.
Notons cependant que méme en grande dimension la petitesse de ||Pu||g2» n’est pas propagée,
ce terme est du méme ordre que ||Qul| 2. C’est 1ié au fait que dans les estimations d’énergie de
chacun de ces termes des pertes de dérivées apparaissent, et ne se compensent qu’en couplant
les estimations.

3.3 Perspectives

En anticipant sur le chapitre suivant, il existe en dimension 2 des solitons d’énergie arbitrai-
rement petite sous réserve que 3 + p.g”(pc)/g' (pe) # 0. Sous cette condition, la limite d > 3
pour le scattering semble donc optimale, cependant si cette quantité s’annule la structure non
linéaire dégénere et il serait intéressant de voir si la dispersion a petites données est alors vraie
en dimension 2, voire 1.

Il n’y a actuellement pas d’analogue pour Euler-Korteweg au résultat classique de singularités
en temps fini pour les équations d’Euler (Sideris [116]). Avant de pouvoir utiliser 'argument de
viriel, il y a au moins deux directions a creuser : soit étudier le probléme posé dans un domaine
borné, ce qui aurait le mérite de faire le pont avec les problémes aux limites des chapitres
précédents, soit étudier le probléme a frontiére libre dans lesprit de Jang-Masmoudi [69]. Dans
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les deux cas il faudrait sans doute faire des hypothéses simplificatrices sur K (éventuelles bornes
pres de 0).

Dans un champ plus éloigné, 'existence globale de solutions faibles a été obtenu dans divers cas :
hydrodynamique quantique (K = 1/p) [6], Navier-Stokes-Korteweg [78]. L’effet régularisant
de la capillarité et de la viscosité jouent un role essentiel, et ont notamment débouché sur la
construction de solutions faibles pour les équations de Navier-Stokes par limite zéro capillarité
[122], 'approche opposée d’une limite zéro viscosité est bien siir une direction intéressante.
Plus prospectif encore, il serait intéressant de construire une solution singuliére pour une
version modifiée de la derniere équation du systeme (27), et d’en déduire I'existence de solutions
singulieres pour le systeme total. Cela supposerait de faire une preuve un peu dans I'esprit de
la section 3.2 (article [P1]) ou on réussirait a controler la partie irrotationnelle de la vitesse
tandis que la partie rotationnelle exploserait.
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CHAPITRE

Ondes progressives et systeme
d’Euler-Korteweg

Les résultats présentés ici correspondent & [A9, A12].
Dans le chapitre 3 on s’est intéressé aux mécanismes linéaires régissant la dynamique des
solutions du systéme d’Euler-Korteweg

8tp + dlv(pu) = 0,

Ou+u-Vu+Vg(p) = V(KAp—i— %K’\VpP). (EK)
Ce chapitre a le point de vue opposé, les ondes progressives correspondant a une dynamique
non linéaire.

Ce sont des solutions régulieres, de la forme (p,u)(x,t) = (p(x — cet),u(z — cet), |e| =1 est la
direction de propagation de ’onde. On appelle profils les fonctions P, mais on ne suivra pas
cette notation, confondant abusivement une onde progressive f(z, t)_avec son profil f.

En dimension 2 on s’intéresse & des profils localisés tels que u € L2 et il existe p. > 0: p—p. € L2,
en dimension 1 on s’autorise des profils dont les limites en +o00 existent et peuvent étre différentes,
mais dont les dérivées sont exponentiellement décroissantes a 'infini. Pour des profils de limites
identiques on parlera de solitons, tandis que les profils de limites différentes & I’infini seront
appelés fronts.

L’existence de fronts et solitons en dimension 1 a été obtenue par Benzoni-Danchin-Descombes
[13] en 2005. Bien que le probléme initial soit un systéme d’équations différentielles d’ordre
3, il se raméne a une unique équation différentielle intégrable grace a plusieurs intégrales
premieres sur lesquelles on reviendra. Les fronts sont toujours stables, et un critere de stabilité
a la Grillakis-Shatah-Strauss [59] est connu pour les solitons (de belles généralisations ont
été obtenues plus récemment par Benzoni-Rodrigues dans le cas d’ondes périodiques [15, 16]).
Il s’agit d’'un critere de stabilité conditionnelle; en I'occurrence il énonce que si (p(0), u(0))
est proche d’un soliton alors la solution associée en reste proche (modulo les invariances de
I'équation) dans H' x L?. Malheureusement cette norme n’assure pas l’existence locale, de sorte
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que la solution reste proche “tant qu’elle existe” seulement.

La construction de solitons pour les équations de Schrodinger non linéaires est un sujet
classique, qui fait intervenir des outils désormais standard de méthodes variationnelle ou
méthodes perturbatives. Par des techniques variationnelles je construit dans [A9] des “petits”
solitons en dimension 2. En dimension 1, méme si la stabilité inconditionnelle d’un soliton
semble un probléme hors de portée actuellement, la construction de solutions exotiques comme
les “multi-solitons” donne des exemples de solutions globales non triviales. C’est le sujet de
larticle [A12] ou je construis des solutions de type multi-solitons-fronts pour les équations
d’Euler-Korteweg. Ces deux points sont abordés aux sections 4.1 et 4.3. La section 4.2 contient
la construction de solitons et fronts pour le systéme d’Euler-Korteweg ainsi que quelques
généralités sur la stabilité orbitale. Elle est nécessaire pour la lecture de la section 4.3.

4.1 Existence de solitons en dimension 2

L’existence de solitons repose sur la minimisation d’une énergie & moment fixé, la vitesse
du soliton est alors le multiplicateur de Lagrange associé au minimiseur.

4.1.1 Energie, moment, vitesse du son

On a vu au chapitre 3 que le linéarisé (irrotationnel) des équations d’Euler-Korteweg est
identique au linéarisé de I’équation de Gross-Pitaevskii. Lorsque K = 1/p, la transformation de
Madelung (1) indique que cette similarité va plus loin : les équations sont en fait équivalentes
pour des solutions régulieres sans vide. Pour un coefficient K général, I’équivalence ne tient
plus; cependant des similarités structurelles persistent.

Energie et moment de I’équation de Schrédinger On considére la classe d’équations
de Schrodinger non linéaires

2
i0t) + Atp = g(‘;/")w, (1)

avec g(p.) = 0, on fait aussi ’analogue de ’hypothese de stabilité (S) ¢'(p.) > 0. Le facteur
1/2 est 1a pour une cohérence de notation avec le systéeme d’Euler-Korteweg obtenu par la
transformée de Madelung (voir (1)).

Un soliton se propageant ’axe des z; est solution de

g([¥?)

—icOryp + Ay = 5

. (2)
L’EDP d’évolution (1) se lit dans un formalisme hamiltonien
Opp = JOH[Y],

ou 'opérateur antisymétrique J est simplement la multiplication par —i, et si on note G la
primitive de g s’annulant en p., dH est la dérivée variationnelle de la fonctionnelle d’énergie

_ [ VeGP
H[yY] = e 2 + 1 dx.
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Rappelons que la dérivée variationnelle d'une fonctionnelle F[U] = [ F(U, V,U)dz est

d
SF(U,VU) :=VyF(U,V,U) = > 0, (Vo,,uF(U,V:U)),
1

et représente pour le produit scalaire L? la différentielle de F.

L’énergie d'une solution est formellement conservée !, mais il existe une autre quantité impor-
tante liée a l'invariance par translation des équations : le moment. On le trouve par le calcul
formel suivant : si 1, (x) = ¢¥(x + r)

H[Y,] = H[Y] = Re | §HVipdz = 0,

Rd
on en déduit pour 1 solution de (1) la conservation du moment
- 1 -
For(w) = 5m [ T=T)vids 3)

Pour un soliton se déplacant dans la direction de I'axe x1, la premiére composante du moment
a un role privilégié, on la note

1 _
Poply] = 2Im/ (¢ — 1)01pde. (4)
R4
On a §Pgp = —i011), de sorte que le moment donne une écriture variationnelle de (2)

cdPgp[y) = 0H[Y).

Energie et moment des équations d’Euler-Korteweg Si U = (p,u), u irrotationnel, on
a formellement

s 2 K 2
Rd

-V 0 2

avec GG une primitive de g. Le moment associé a I'invariance par translation est cette fois

—

Flp) = | (o= pojud (6)

Remarquons au passage que lorsque K = 1/p, I'énergie et le moment pour Euler-Korteweg sont
identiques a ceux de NLS en remplacant 1) = /p’ ¢9/2 Vo = u.

Dans le cas irrotationnel u = V¢, on peut écrire une autre formulation de I’énergie et du
moment qui semble moins naturelle mais qu’on privilégiera dans la suite : si U = (p, ¢)

OU = JSE[U), J = (_01 é) , (7)
Vo2 + K|Vp|? ~
p= [ AVOLAKIVOE | Gy, B = / (p — pe)Véda. (8)
R4 2 R4
Comme pour I’équation de Schrédinger, on notera
P(po) = [ (o= polorode )

L’équation d’un soliton s’écrit alors sous une forme variationnelle
—co\U = JOE[U] & co0P|U| = §E[U].

1. Pour une discussion fine sur Iespace d’énergie, voir [49].
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Vitesse du son Comme pour les équations d’Euler classiques, la vitesse du son est

Cs = 1/ peg'(pe) - (10)

Par transformée de Madelung, on peut définir la vitesse du son d’une équation de Schrodinger
non linéaire comme celle du systéme d’Euler-Korteweg associé, cette vitesse vaut v/2 pour
I’équation de Gross-Pitaevskii. Une régle générale est qu’il n’existe pas de soliton de vitesse
plus grande que la vitesse du son. Pour I’équation de Gross-Pitaevskii, le résultat a été obtenu
par P. Gravejat [55] (voir [56] pour une version interdisant les ondes soniques en dimension 2).
Il est généralisé & des non linéarités de la forme g(|1|?)y par M. Maris [94].

4.1.2 Résultat principal

Un soliton se déplacant dans la direction de I’axe x; satisfait

—cO1p + div(pVe) =0,
{ —cO19 + |V§>]2 — KAp— K’|2Vp|2 +g(p) =0. (11)
Dans le formalisme variationnel de (5), on voit que ce systeme est de la forme
SE[U] = 6 P[U],

ce qui invite & construire les solitons par minimisation de E a P fixé. L’énergie F a hélas un
défaut de coercivité, elle ne controle pas la norme H! x L? de (p — p., V). Pour pallier & ce
défaut, on introduit une énergie modifiée : comme ¢'(p.) > 0, il existe g définie sur R telle que
g = g au voisinage de p. et pour p € R, g < p — p., on note G la primitive de g s’annulant en
Pe, €t on a
G(p) = (p— pe)*.

On fixe également x une fonction de troncature bornée inférieurement et telle que x(p) = p au
voisinage de p.. L’énergie modifiée est définie par

B(p.6) = | 500)IVOR + K(x(p)IVoP) + Gip)da. (12)

elle satisfait E(p,®) > ||p — pell3 + [[V@||2.. Le résultat principal de [A9] s’énonce comme
suit :

Théoréme 4.1 ([A9]). Soit p. € RT™ tel que

/ peg” (pe)
g(pe) >0, 3+ ———= #0, 13
(72 Sl (13)
pour p > 0 on définit
Ermin(p) = inf E(p, ¢). (14)

(p,$)E(pet+HY)x HY P (p,¢)=p
Il existe po > 0 tel que pour 0 < p < pg, Uinfimum est atteint en un minimiseur (pp, ¢p) €
Nj>0(pe + H?) x H?, ce minimiseur est une solution de (11) pour un certain ¢, > 0. De plus,
st cs = \/pegd'(pe) , alors
Jo,8>0: YO<p<poy, cp—pp°
Cs — 6}72

Enmin(p) = E(pp, bp) < csp—ap®,  (15)

<
< p<cs— ozp2. (16)
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Remarque 4.1. 11 n’est pas clair que (pp, ¢p) est un minimiseur sous contrainte de E. C’est
cependant bien une solution de (11) car les estimations a priori obtenues durant sa construction

assurent X(pp) = Pp, §(Pp) = Q(Pp)~

Remarque 4.2. L’hypothese 3 + % # 0 n’est sans doute pas technique. Dans le cas de
I'équation de Schrédinger non linéaire elle est a été mise en évidence par Chiron et Maris [34]
comme une condition nécessaire et suffisante pour la stricte concavité de I’application moment—
énergie pres de 0, une propriété essentielle pour utiliser une méthode de concentration compacité.
Si3+ L9 (pe) 0, la dispersion a petites données pour (EK) en dimension 2 est donc plausible,

g’ (pe)
mais est une question ouverte, méme lorsque K = 1/p.

4.1.3 Le cas de I’équation de Schrodinger

D’apres la transformation de Madelung déja mentionnée (1), I’équation de Schrédinger non
linéaire est formellement équivalente au systeme d’Euler-Korteweg. Rappelons qu’elle s’écrit

g(1¥[?)

0+ A = L

.

On suppose satisfaite la condition “aux limites” lim, o || = \/pc’, avec g(pe) = 0.

Pour g(r) = r — 1 il s’agit de I’équation de Gross-Pitaevskii, mais la littérature n’est pas
restreinte a ce cas.

Sur la base de calculs formels et numériques, une liste de conjectures notables, retenues comme
“le programme de Roberts”, a été donnée dans les années 80 pour I’équation de Gross-Pitaevskii
[71, 72], et a guidé également les recherches dans le cas général. Elles concernent 'existence, la
stabilité et les propriétés qualitatives des solitons. En particulier, on s’attend a ce que dans le
plan moment-énergie (P, H), il existe une branche de solitons correspondant aux minimiseurs
de énergie & moment fixés, ainsi qu’a ’existence de solitons pour toute vitesse dans |0, c4|
(mais pas forcément sur cette branche).

En dimension un, du fait de la structure hamiltonienne le probléme se ramene a une équation
différentielle intégrable pour laquelle il n’est pas difficile de décrire assez précisément les solutions,
méme si la forme des branches de solitons, 'interprétation variationnelle et les questions de
stabilité ne sont pas triviales. On pourra se référer a Chiron [31, 32].

Existence de solitons en dimension supérieure a 1 Le premier résultat rigoureux est
di a Béthuel et Saut [21], qui construisent des solitons sur un petit intervalle de vitesses ]0, €] en
dimension 2. L’approche est variationnelle et repose sur un lemme du col. Un résultat similaire
est obtenu en dimension 3 par Béthuel-Orlandi-Smets [20]. Dans les deux cas ce sont des solitons
dont le moment et I’énergie sont grands, et ils admettent des zones de vide, ce qui n’encourage
pas a étudier leur analogue pour le systeme d’Euler-Korteweg.

L’approche par minimisation de I’énergie & moment fixée est introduite par Béthuel-Gravejat-
Saut [19]. Notons Hpin(p) Uinfimum de E(¢)) a& moment fixé égal a p. Il existe un minimiseur
pour tout moment non nul en dimension 2 et 3, ce qui donne une branche, parfois qualifiée de
branche de Roberts, dans le plan moment-énergie. Leur approche suit la méthode classique de
concentration-compacité de P.-L. Lions [88], qu’ils implémentent pour des raisons techniques en
considérant des suites de minimiseurs sur des tores de plus en plus grands. C’est également la
méthode qu’on suit dans [A9] et qu’on décrira un peu plus en détail au paragraphe suivant.
Il est a noter que la vitesse étant obtenue comme un multiplicateur de Lagrange, on ne connait

51



CHAPITRE 4. ONDES PROGRESSIVES ET SYSTEME D’EULER-KORTEWEG

pas sa régularité en tant que fonction de p hormis qu’il s’agit d’une application croissante (c’est
une conséquence de la concavité de Hpin(p)). La dimension 2 est de plus tres différente de la
dimension 3. Dans le premier cas il existe des solitons de moment et énergie arbitrairement
petits, on s’attend a ce que la branche des minimiseurs contient toutes les vitesses. Dans le
deuxieéme il existe une énergie minimiale, les vitesses sont incluses dans un intervalle |0, al,
a < cs.

L’existence de solitons pour ¢ €]0, ¢s[ et une large classe de non-linéarités est finalement prouvée
en dimension 3 et plus par Maris [95], ces solitons sont obtenus par une minimisation sous
contrainte différente, liée & une identité de Pohozaev. Ce résultat clarifie aussi le réle un peu
artificiel du point d’énergie minimale dans le plan moment-énergie, laissant penser que “la”
courbe vitesse— énergie est réguliere sur |0, ¢5[. Ainsi la présence d’un point de rebroussement
dans la figure 4.1 ne serait que 'effet d’un mauvais paramétrage.

Pour terminer sur les questions d’existence, la minimisation & moment fixé de [19] a été revisitée
récemment par Chiron et Maris [34]. Ils la généralisent & une large classe de non linéarités,
et parviennent a résoudre directement le probléme de minimisation, sans passer par 1’étape
de minimisation sur des tores. L’intérét de ce dernier point est que la précompacité des suites
minimisantes assure la stabilité orbitale des solitons dans ’ensemble des minimiseurs, d’apres
un argument classique de Cazenave et Lions [29].

Enfin, pour ne pas étre trop incomplet, il faut mentionner que les solitons peuvent étre également
construits par des méthodes perturbatives radicalement différentes de I'approche variationnelle,
voir par exemple Wei et al [83] et les références de cet article.

Aspects qualitatifs Indépendamment de la dimension, un soliton obtenu par minimisation
se propageant selon ’axe x; est symétrique par rapport a cet axe, c’est a dire qu’a translation
prés il ne dépend que de (21, |21 ), (z1,2,) € R%

De facon un peu surprenante, les solitons sont d’énergie finie mais pas dans 1 + H', méme &
multiplication preés par un complexe de module 1. Le probleme se situe dans la décroissance
trop lente a 1’ infini des solitons, voir & ce sujet Gravejat [57]. Ce défaut d’intégrabilité rend la
définition du moment plus technique.

Enfin il y a deux limites remarquables : la limite ¢ — 0 et la limite transonique ¢ — ¢,. La
premiere n’est pas forcément pertinente pour le systéeme d’Euler-Korteweg mais elle éclaire
le théoreme 4.1. Les résultats different selon que la dimension est 2 ou 3. Bien qu’un certain
nombre de résultats vrais en dimension 3 ont un analogue en dimension supérieure j’ai choisi
de ne pas en parler pour ne pas alourdir le propos.

Dimension 2 Les solitons construits par un lemme du col forment deux vortex a distance
d’ordre 2/c [21], ce résultat est limité & I’équation de Gross-Pitaevskii. On suppose, mais ¢’est un
probléme ouvert, que ce sont les mémes solitons que ceux obtenus par minimisation a moment
fixé dans la limite p — oco. Du fait de I'existence de vortex on ne peut pas écrire ¢ = /p’ e'?
avec p, ¢ continues, aussi régulier que soit 1. C’est une obstruction évidente a I’extension du
théoreme 4.1 au dela de petites données. Méme si ¢a ne signifie pas qu’il ne peut pas exister de
solitons au systeme d’Euler-Korteweg de grand moment, dans un tel régime ils seront forcément
trés singuliers.

Dans la limite dite transonique ¢ — c¢g, pour I’équation de Gross-Pitaevskii, Jones et al
conjecturent la convergence des solitons aprés changement d’échelle vers des solitons de ’équation
de Kadomtsev-Petiashvilii I au sens suivant ; si ¢ = v/2 — &2, et 1. est un minimiseur associé,
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en posant
2

g i—£_
e(x1,22) = (14 EA)G 6ﬁ¢(21,z2)

ot (z1,22) = (ex1,e%x2/v/2) sont des variables rééchelonnées, on voit en écrivant 'EDP et en
groupant les termes les termes par puissance de £ que d1¢ = A + O(e?) et A approche un état
fondamental de KPI

NA— ADLA + 071034 — B3A = O(?).

On parle alors d’ondes de raréfaction.

La premiére preuve rigoureuse en dimension 2 est due a Béthuel, Gravejat et Saut dans [18]
pour ’équation de Gross-Pitaevskii. Elle est étendue au cas général par Chiron et Maris [33],
sous une condition analogue a (13). Dans ce régime, I’énergie satisfait Hpin(p) ~ csp, et en
particulier tend vers 0, ce qu’on voit aisément en branchant I'ansatz dans la définition de
I’énergie et du moment. Le théoréeme 4.1 de [A9] est une extension de ces travaux pour le
systeme d’Euler-Korteweg.

Indépendamment de la dimension, la branche des minimiseurs est concave, ce qui est une
indication de stabilité cohérente avec les résultats de [34]. On la pense de plus réguliére, de
sorte que les vitesses dE/dP forment bien un intervalle, mais c’est une conjecture.
L’existence et le nombre d’autres branches en plus de celle correspondant aux minimiseurs ne
sont pas clairs. Des calculs numériques menés récemment par Chiron et Scheid [35] invitent
a penser qu’il pourrait en exister autant que de solitons de KPI, ce qui invite bien sfir a
construire ces branches supplémentaires par des méthode perturbatives prés d’un soliton de
KPI correctement rééchelonné, c’est un probleme actuellement ouvert.

Dimension 3 Dans la limite ¢ — 0, les solitons forment des anneaux de vorticité [20] de
rayon 1/e si ¢ ~ €]log(e)|. Qualitativement, c’est une propriété completement similaire a la
dimension 2 . La preuve dans [20] est cependant tres différente de la dimension 2, et plus dans
Pesprit de [19]. Une preuve par lemme du col (qui donne un intervalle de vitesses) se trouve
aussi dans [30]. Comme en dimension 2, il semble difficile de construire des solitons similaires
pour le systéme d’Euler-Korteweg dans ce régime (du moins par des méthodes variationnelles
ou la régularité elliptique est souvent importante).
La limite transonique ¢ — c¢s a des différences et des ressemblances remarquables avec la
dimension 2 : dans [33], Chiron et Maris prouvent que les solitons ont encore une asymptote de
la forme (1 + £2A4)e®?, et convergent vers un état fondamental de KPI. Au plan technique les
estimées elliptiques nécessaire pour obtenir la convergence sont significativement plus délicates
mais c¢’est surtout I’énergie des solutions qui change radicalement pour une raison d’échelle tres
simple :

|2 A(exy, e2a0) || 2 < &, ||e2 A(exy, e2x0, e%23)|| 12 < e L.
Ainsi dans la limite transonique [[1) — 1|~ — 0, mais H[¢)] — oo du fait de I’étalement spatial.
Par ailleurs, la structure des branches de solutions dans le plan (P, H) est plus subtile : il existe
une branche “basse” correspondant aux minimiseurs, dont la limite p — oo correspond a la
limite ¢ — 0. La branche basse cesse de correspondre aux minimiseurs & partir du moment py ou
elle croise la droite E = /2'p. Il existe aussi au moins une branche “haute” qui correspondrait
aux solitons construits dans [95], dont la limite p — oo correspond a la limite transonique. Les
deux branches se rejoignent en un point d’énergie minimale, voir la figure 4.1 (aimablement
fournie par Philippe Gravejat).
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A

)
E = Fup(ﬂ) /

F1GURE 4.1 — Graphe énergie-moment des ondes progressives de Gross-Pitaevskii

4.1.4 Eléments de preuve du théoréme 4.1

Quelques simplifications Quitte & faire un changement d’échelle, on peut supposer

pe=1, ¢'(pc) =1, (17)

ce qui implique en particulier que la vitesse du son vaut 1, le moment et 1’énergie modifiée sont
(voir (12))

Blp.o) = [ MVEENIREL | Gojan, .ol = [ (- 1o

Plusieurs arguments pour la construction de soliton de ’équation de Gross-Pitaevskii dans [19]
s’appuyent la formulation fluide, et la présence de vorticité requiert des arguments topologiques
délicats pour utiliser cette formulation “hors de la vorticité”. En travaillant ici sur des solitons
supposément proches de 1 et directement sur une formulation fluide, on évite ces difficultés.
Enfin, les probléemes de définition du moment dans des espaces peu naturels sont également
évités puisque I’énergie et le moment sont clairement bien définis pour (p — 1,V¢) € H' x L2,

Quelques difficultés Le schéma de preuve est de résoudre le probleme de minimisation sur
des grands tores T2 = (R/(2n7Z))?

inf {E[p,¢], (p—1,V¢) € H(TZ) x L*(T%)}.

Pour tout n, la solution (py, ¢,) satisfait (11) sur T2. Ce systéme donne des estimées a priori
sur les solutions, permettant d’obtenir la compacité locale de (py,, Voy,).

Contrairement au cas de NLS, le systéeme d’équations elliptiques est quasi-linéaire, ce qui rend
moins simple 1’'obtention d’estimées a priori. Pour schématiser, au lieu de Ay = ¢? + f on a

Ay = [VY|* + f,

et le seul contrdle donné par ’énergie est la petitesse de 1) dans H', qui est “critique” dans R2.
Cependant si on suppose a priori que ¢» € H?, on a par injection de Sobolev et interpolation

1A%z < [IVWIIE+ 12 S IVl Avlz + (1 fll2 = 1A%]2 < [If]l2.
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On passe ainsi d’une borne H' & une borne H?, par itération la solution est C... si initialement
elle est H?.

Pour construire des solutions régulieres, il faut donc rajouter une étape : au lieu de minimiser
Dénergie E, on minimise E° of est rajouté [ e(|A¢|? 4 |Ap|?)dx, puis on fait tendre & vers 0 en
s’assurant que si le moment est assez petit, les estimées sont uniformes en €.

Compacité de la suite (p,, ¢,) La fin de Pargument est assez classique : il s’agit d’appliquer
un argument de concentration-compacité (voir P.-L. Lions [88]), dont on rappelle rapidement le
principe. Pour ¢, une suite bornée dans H!, le défaut de compacité de I'injection H'(R?) C
L?(R?) peut se manifester de deux maniéres :

[A1] “dichotomie” lorsqu’une suite se sépare en deux parties (ou plus) s’éloignant 1'une de
lautre,

[A2] “étalement” lorsque (pn, o) () = (T, fn)(@/An), An — 00.

Le mécanisme qui interdit ces comportements est la concavité de I’énergie minimale p — Er;;(p),
ou plutot sa sous-additivité, qui en est une conséquence. La concavité découle d’arguments
de symétrie tres généraux, tandis que la stricte sous additivité utilise des estimations fines de
Epnin(p). Ces estimations sont obtenues griace a des “quasi-minimiseurs”, qui sont inspirés de la
limite KPT pour les solitons de NLS.

Admettons donc que Enin est strictement sous additive, et supposons par ’absurde que la
dichotomie a lieu, disons (p,, ¢,) se sépare en (pL, dL) + (p2,¢2), on a d'une part

p = Plpn, n] ~ Plpp, oL + Plp2, ¢2] := p1 + pa,

et d’autre part

— —_~  —~—

Emin(p) = E[pna ¢n] ~ E[p}m (Z)}L] + E[pia (b%] Z Emin(pl) + Emin(p2>a (18)

ce qui contredit la stricte sous-additivité.

Bien stir on passe sous silence diverses difficultés techniques : notamment le lien entre 1’énergie
minimale sur les tores et sur R?, la construction rigoureuse des “profils” dans I’argument de
dichotomie, le controle de la vitesse (qui dépend de n), ainsi que U'interdiction de I’étalement.
Certains points se traitent par des arguments génériques, mais d’autres utilisent réellement la
structure des équations d’Euler-Korteweg. Par exemple les estimations de la vitesse reposent
sur des identités de Pohozaev propres a la forme explicite de ’énergie et du moment. De méme,
lorsqu’on élimine le scénario d’étalement, on montre par des estimations d’énergie localisées
que la partie “étalée” du soliton a une énergie équivalente au produit de son moment et sa
vitesse. Ce point est essentiel pour un argument de sous additivité similaire a (18).

4.2 Solitons et fronts en dimension 1

Dans cette section on décrit rapidement les résultats propres a la dimension 1 sur I'existence
et la stabilité de solitons et de fronts, avec un court rappel bibliographique sur la stabilité
orbitale des solitons. Les résultats sur les solitons d’Euler-Korteweg viennent de [13], & quelques
détails pres autour de la stabilité contenus dans [A9, A12]
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4.2.1 Existence

On considére des solutions régulieres de la forme (p, u)(z — ct), avec limioo(p, u) = (p+, ust),
et pour k > 1, limoo (p®, u®) = (0,0).

Proposition 4.1 (existence de fronts [13]). Si (p,u) est un front, il existe (j,q) € R? tels que

plu—c) =
4 o) - Ko - LK 00 = o 19)

p

Inversement, soit f(p,j,q) = 7%/(20%) —q+9(p), F(p,j,q) = | f(r,j,q)dr, si
p—

flov,d,0) = flp—,73,9) = Fp+,4,9) =0, f'(p+) >0, (20)

et f change de signe exactement une fois sur [p—, p4|, alors il existe un front.
La condition f'(p+) > 0 est équivalente a la condition de subsonicité

(ut — ) < pig'(ps)-
Les identités (19) sont un calcul, la premiére équation montre que u se déduit directement
de p. Cela mene a résoudre ’équation différentielle

1 . 1 )
Koip+ iK'(azp)Q = f(p,5,9) = §K(8xp)2 = F(p,j,q), (21)

les conditions (20) assurent 1’existence d’une solution reliant p_ a py (“orbite hétérocline”).
On peut également les interpréter comme assurant le fait que p4 sont des points selle de la
premiere équation dans (21).

L’existence de solitons est un cas particulier contenu dans la proposition précédente mais dont
les particularités valent d’étre énoncées a part :

Proposition 4.2 (existence de solitons [13]). Soit un soliton de limite a linfini (p4,u+), on
suppose g(py) = 0, alors ¢ = j*/(2p3), et
2 2
)= d I
f(p,d,q9) = 272 2% + 9(p)-
Si (uy —c)? < pig(py) et g est bornée au voisinage de 0, il existe un soliton, tel que p est
solution du probléme

limyoo p = pg,
avec G la primitive de g s’annulant en p4.
A py fizé, les solitons forment une branche dépendant de fagon réguliére de c. En particulier,
étant donné un front de limite (py,uy) en +o0o, il existe toujours un soliton de méme limite
plus rapide.

{ LK (0:p)? = G(p) — “% (o1 — p)?,

La solution p satisfait p < p4, et son minimum pp,in est sup{p < p4+ : G(p) — ("+2;C)2 (py —

p)? = 0} (Iexistence de cette quantité est le seul point ou on utilise la bornitude de g prés
de 0). Dans la littérature de I’équation de Schrédinger ce profil est qualifié de “bulle”. Avant
I’analyse du systeme d’Euler-Korteweg ’existence et la stabilité de bulles pour I’équation de
Schrodinger était déja bien documentée [8, 9, 84]. On conjecture en général que les solitons
sont stables si leur vitesse (c’est a dire ¢ — uy) est assez proche de la vitesse du son.
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4.2. SOLITONS ET FRONTS EN DIMENSION 1

4.2.2 Généralités sur la stabilité

Ce paragraphe ne parle que de résultats anciens et trés connus, mais nécessaires pour décrire
le paragraphe 4.2.3 et la section 4.3. Pour une équation hamiltonienne

8U + JOH[U] = 0, (22)

en présence d’invariances on ne peut pas espérer qu'une donnée initiale proche d’un soliton
reste proche uniformément en temps. Par exemple dans notre cas, fixons Ugy = (pcy, Uey) U
soliton de vitesse cg. Pour des solitons correctement choisis I’application ¢ — U, est réguliere,
donc pour ¢ — ¢ < 1, on a ||Ug (+) — Ue(*) || g1 <12 < 1, mais évidemment il n’est pas possible
d’avoir

[Ueo (- = cot) = Ue(- — ct)l[gxrz <1

uniformément en temps si ¢ # ¢g.

Ce défaut est lié au fait que ’équation est invariante par translation. Le bon concept dégagé
rigoureusement dans les années 80 est la stabilité “modulo les invariances”, usuellement qualifiée
de stabilité orbitale, ou modulationnelle, voir entre autres Cazenave-Lions [29], Grillakis-Shatah-
Strauss [59], Weinstein [125], ainsi que des travaux antérieurs de physiciens [73].

Pour décrire un peu plus en détail le principe et fixer les idées, supposons que (22) est invariante
par translation, le moment associé & cette invariance est? P = 5 f J~10,U,U)dz. Un soliton
U, de vitesse c satisfait

—c0,U + JSH[U] = 0 < (5H — ¢P)[U] = 0. (23)

Une fonction de Lyapunov naturelle est donc E = H —cP, ou plus précisément U — E[U|—E[U,].
Comme §E[U.] = 0, on a pres de U,,

E[U] - E[UC] = <52E[Uc](U - Uc)v U-— Uc>7 (24)

ce qui réduit la stabilité non linéaire a une (forme affaiblie de) coercivité de la forme quadratique
associée a 62E[U,].

Remarque 4.3. Apres changement de variable x — x — ct, le linéarisé du probleme (22) pres
de U, sécrit 6}V + J§?(H — cP)[UJV = 0, qui est un probléme associé au hamiltonien
3(6%(H — cP)[U.]V, V). Cela souligne le lien entre stabilité linéaire et non linéaire, voir le
paragraphe 4.3 pour plus de détails sur le semi-groupe engendré par J62E[U,].

Il y a deux défauts de coercivité dans (24), d’une part du fait de I'invariance par translation
le noyau est non trivial (il contient 9,U.), d’autre part d’apres (23) U, est un point critique de
U — (H — cP)[U], mais ce n’est en général pas un minimum local, il y a aussi une valeur propre
négative. Les hypotheses classiques consistent a supposer que ce sont les deux seuls défauts :

2. Evidemment cela suppose que J~ ! est inversible, ce qui n’est en général pas le cas. En particulier

0 Oy « .
pour Euler-Korteweg J = , méme si on retrouve formellement le moment /(p — py)udr =
R

0z 0
Lo 9 e
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Hypothéses spectrales On considere 62 E[U,.] comme un opérateur non borné sur L?, on
suppose :

[A1] Le noyau est réduit a vect(9,U,).

[A2] §?E[U.] a une unique valeur propre négative associée a un vecteur propre U~.

[A3] §?F définit une forme quadratique bornée sur un espace de Hilbert X, dans lequel (22)
est localement bien posé, et il existe o, C > 0

(FPE[UJV,V) 2 al[V[% = OV, 8:Ue)* + (V,U)?). (25)

Remarque 4.4. Dans le cas du systéme d’Euler-Korteweg, X = H' x L?. Les hypotheses sont
satisfaites hormis le fait que le probleme est bien posé dans cet espace.

La modulation La modulation sert a supprimer la partie “noyau” du défaut de coercivité
de 62E[U,.]. Sous des hypothéses génériques, on montre que si infy |U.(- — s) — U|| < 1, alors
cet inf est atteint en un point s(U) tel que (U.(- — s) — U, 0;Uc(- — s)) = 0, autrement dit
U.—U(-+s) € Ker(62E[U.])*.

Le moment d’instabilité La valeur propre négative est une source d’instabilité potentielle,
mais d’autre part la conservation de P contraint la dynamique. Le moment d’instabilité est
défini comme m(c) = E[U,]. Si les solitons dépendent régulierement de ¢, on peut définir m”(c),
qui vaut aussi —dP/dc du fait de l'identité d E[U.] = 0. Si cette quantité est positive, on peut
montrer par des arguments élémentaires (voir par exemple le théoréme 3.3 de [59]) que la forme
quadratique 2 E[U,] est définie positive sur (9,U., P[U.])*, ce qui meéne & la variante de (25)

(FPEUV.V) = a||V[[% = C((V.0:Ue)* + (V. 6PU])?). (26)

Stabilité non linéaire On fixe s(U) le parametre de modulation.
Par construction (0,U.(- — s),U.(- —s) — U) = 0 et par développement de Taylor,

E[U]-E[U] = B[U(-+s)]~ E[Ue] = (S*E[UcJ(U(-+5)~Ue), U(-+5) = Ue) +o(|Uc~U(-+3)| x)-

Si de plus?® P[U] = P[U.], on a (§P[U.],U(-+s) — U.) = o(|U(: + 5) — U¢||x), ainsi d’appres la
condition de coercivité (25)

E[U] - B[U] 2 |U(- + ) = Ucl%-

La stabilité modulo translation s’obtient alors par les arguments habituels.

4.2.3 Stabilité pour Euler-Korteweg

Comme dans le paragraphe précédent, les solitons ont pour limite a U'infini (p4, uy), ils sont
paramétrés par leur vitesse c.
On utilise une notion de stabilité tres faible : la stabilité orbitale conditionnnelle. Pour des liens
avec la stabilité linéaire, voir [14].

3. On peut souvent supposer cela par des arguments d’échelle, mais pas toujours. Voir par exemple Chiron
[32] lemme 3.1 pour 'équation de Schrodinger en dimension 1.
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Définition 4.1. Un soliton (p,u) est stable si pour e > 0, il existe 6 > 0 tel que pour toute

solution réguliére (p,u) définie sur [0,T), avec inf, 1(p, ) — (pli=0, ult=0)(- — $)|lgr1xr2 < 0,

alors
vt e [0,T], inf[l(p,u) — (p(t), u(t))(- = s)[[g1xr2 <.

On ne détaillera pas la notion de stabilité pour les fronts, similaire, plus lourde a écrire, et
peu intéressante car tout front est stable.
On définit ’énergie et le moment “renormalisés”

1
=5 [ =i + K@of +26()dn, P= [ (p=p)u—ui)de. (27

2
Ces quantités sont bien définies pour les solitons (ils convergent exponentiellement vers leur
limite), de plus les solitons dépendant régulierement de ¢ (proposition 4.2), cela définit des
fonctions de H(c), P(c) régulieres. Dans ce contexte on note ’ la dérivée par rapport a c.
Un soliton satisfait le systeme

—c(u—uy) +uP 2+ g(p) = KOp — 3K'(0:p)* = i /24 g(ps) =i,
—C(p - P+) + pu = pP4+U4 = Ao.

Le systéme se réécrit sous forme abstraite

OH — cdP = MOP; + A0 Py, (28)

ou P = [p—pyde, P, = [u—uidx.
Dans 'esprit de Grillakis-Shatah-Strauss [59], le moment d’instabilité est défini comme

m(c) =H—cP — /\1P1 - )\QPQ. (29)

Théoréme 4.2 ([13],[A9]). Un soliton est conditionnellement stable si et seulement si m”(c) >
0. Cette condition est équivalente a P'(c) < 0.

Le si est le résultat principal, et est obtenu dans [13]. Dans Grillakis et al [59] la condition
m’(c) > 0 est une équivalence a la stabilité, sous réserve que J soit inversible. Ce n’est pas
le cas pour notre probléeme et requiert une légere modification de la preuve pour le seulement
si (comme dans [84] pour I’équation de Schrédinger). Enfin I’équivalence avec P’'(¢) < 0 vient
simplement de I’identité

m’(c) = —P(c),

qui est une conséquence immédiate de la définition de m et (28). Des calculs numériques dans
[13] laissent penser (comme dans [9]) que les solitons les plus rapides sont stables, on le prouve
rigoureusement pour les solitons “bulles” :

Proposition 4.3 ([A12]). Si p1¢”(p+) +3¢'(p4+) > 0, pour € > 0 assez petit, les solitons de
vitesse ¢ — uy = \/p+g'(p+)(1 — &) sont stables au sens ot P'(c) < 0.

Remarque 4.5. La condition 3¢'(p.) + pcg” (pe) > 0 est similaire & celle qui apparait dans le
théoreme 4.1 sur 'existence de solitons en dimension 2. Cette condition semble assurer que
dans la limite transonique les ondes sont de faible amplitude, avec 0 < p; — p < 1, mais & ma
connaissance ce n’est pas mentionné dans la littérature.
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La situation est dégénérée dans la limite ¢ — 0, en effet on a P = O(£%/2). On prouve en fait
P = —eY2 au voisinage de 0. La preuve, élémentaire, repose sur l'intégrabilité de 1’équation,
dont on tire la formule explicite

o1 d,O,

1[,:2/”+ (p—p+)*c—wvy) | K
Pmin ’O 2F

ainsi que la factorisation F = (p — p1)%(p — pm)@(p) otl ¢ ne s’annule pas sur [pmin, pt]-

4.3 Existence de multi-solitons

A défaut de stabilité inconditionnelle pour les solitons, on s’intéresse ici & une autre classe
de solutions globales particuliéres : des solutions qui ressemblent en temps long a plusieurs
solitons s’éloignant les uns des autres. Au paragraphe 4.3.1 on décrit une partie de la littérature
ainsi que quelques idées de base, le paragraphe 4.3.2 décrit plus en détail le cas du systeme
d’Euler-Korteweg avec les résultats contenus dans [A12].

4.3.1 Généralités sur les multi-solitons

La stabilité d’une somme de solitons est a ’existence de solutions convergeant vers cette

somme ce qu’a l’existence de solutions dispersives est la dispersion a petite donnée : des
problémes liés mais différents, et de difficultés inégales. Le sujet est assez vaste de sorte que ce
paragraphe ne peut qu'effleurer quelques idées notables (surtout celles qui se sont avérées utiles
pour [A12]), on renvoie pour une recension plus compléte a 'article de synthese [76].
Comme au paragraphe 4.2.2, on fixe une EDP de la forme (22) 0,U = JOH|[U]. On suppose
qu’elle admet des solitons U, --- ,U,, de vitesses ¢; < ca < --- < ¢y, de limite nulle a 'infini.
Quitte & translater, V&, limy Ue, () = 0. Une solution multi-soliton est une solution de (22)
définie pour t € [Ty, oo] et satisfaisant

IU(t) = > Uil —t=00 0, (30)
k=1

pour une norme ad hoc.

Les multi-solitons ne sont pas des solutions “génériques”. D’une part il est possible d’en fabriquer
a partir de solitons instables (voir [40]), d’autre part on s’attend (notamment par des calculs
explicites dans le cas d’EDP intégrables) a ce que les solutions génériques aient une composante
dispersive évoluant comme une solution linéaire, ce qui n’est pas le cas d’un multi-soliton.

La construction de multi-solitons remonte (au moins) a 'article céléebre de Gardner-Green-
Kruskal-Miura [48], qui traitait le cas de I’équation de Korteweg de Vries en utilisant son
intégrabilité.

Pour des équations non intégrables, paradoxalement, les résultats sur la stabilité de sommes
de solitons sont antérieurs aux résultats d’existence a 1’exception notable de la construction
de solutions explosives pour 1’équation de Schrédinger L? critique, dont se déduit dans ce cas
spécial l'existence de multi-solitons, voir [102].

Pour NLS, la stabilité de multi-solitons est obtenue par Buslaev-Perelman [26] sous des conditions
de décroissance algébrique des données initiale. Le premier résultat dans des espaces de Sobolev

60



4.3. EXISTENCE DE MULTI-SOLITONS

sans poids semble étre celui de Martel-Merle-Tsai [100] sur 1’équation de KdV généralisée sous
critique
Opu + Dp(u®) + O3u =0, k < 5. (31)

Théoréeme 4.3 (Martel-Merle-Tsai [100]). Pour k = 2,3,4, 0 < ¢1 < cdots < cn, Q; des
solitons a distance au moins L les uns des autres (voir la figure 4.2), a > 0 assez petit, si

N
luo = > Ue,llmn <, (32)
j=1
alors il existe C,a > 0, (x(t)) tels que la solution u(t) de (31) satisfait
N

lu() = Y Ue, (- = 2;()) [ < Ce +e™F). (33)

=1

3.5 o

2.5 A

0 T T T T T T T 1
0 -15 -10 5 0 5 10 15 20

-2

FIGURE 4.2 — Trois solitons a distance au moins L, en bleu la partition de 'unité associée. Les
vitesses sont croissantes de gauche a droite.

La preuve ne donne cependant pas explicitement x;(¢), ni I'existence d’une solution conver-
geant vers > Up;.

Existence de multi-solitons Pour KdV sous critique et critique, ’existence est obtenue
par Martel [96] avec une méthode de compacité dans I'esprit de [102] qui est la matrice de
plusieurs autres résultats d’existence de multi-solitons, entre autres pour NLS sous critique [97],
gKdV surcritique [40]...

On note S(t) une somme de solitons s’éloignant les uns des autres, et déja tres éloignés a
t = 0 (figure 4.2). La preuve se fait en deux étapes de difficultés inégales, qui se résument
grossierement ainsi :
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1. Pour tout n, la solution de donnée “initiale” u,|i=, = S(n) existe sur [0, n], et satisfait

lun(t) = S@)] < e, (34)
(avec || - || une norme ad hoc associée souvent associée a ’énergie).

2. La suite u,(0) converge vers une donnée initiale u(0), la solution correspondante est
globale et satisfait ||u(t) — S(t)|| < e .

Le second point repose sur des arguments d’analyse standard (injections compactes, semi
continuité inférieure pour la convergence faible...). Il est également important que le probleme
soit bien posé dans I’espace associé a || - ||.
Le premier point est en général plus difficile. L’approche dans [40, 97] est de mimer la stabilité
d’un seul soliton, en remplagant la fonctionnelle U — (E — ¢P)[S + U] — (E — c¢P)[S] ~
((62H — ¢62P)[S)U,U) par une somme de versions localisées prés des solitons. Plus précisément
si (¢j)1<j<n est une partition de I'unité qui localise au voisinage des (Uc,) (figure 4.2), 'énergie
modifiée est
N
E(U) = (S*H[S)U,U) — Y ¢;(¢;6*P[S|U, U). (35)
j=1
Cette quantité est presque conservée a deux points pres : I’erreur commise dans I’approximation
(H — cP)[S+U] - H[S] — cP[S] =~ ((62H — c6%P)[S|U, U), et les intéraction liées & la somme de

solitons. Si ceux ci décroissent exponentiellement 4 et sont éloignés les uns des autres, on a alors

dE/dt = o(||U|*) + O(e~ "D |U])). (36)

Comme pour les solitons (paragraphe 4.2.2), I’énergie controle ||U|| “a quelques directions pres”,
ces directions sont alors controlées soit par modulation (il faut alors controler les parameétres de
modulation), soit en écrivant le systeme différentiel satisfait par les coordonnées de la solution
dans ces directions. Quelle que soit I’approche, on obtient une estimée pour les parameétres
similaire & (36), ce qui permet d’établir (34) par des arguments d’EDO élémentaires.

Quelques compléments Pour NLS, I'existence de profils asymptotiques avec une infinité de
solitons a été obtenue par Le Coz-Tsai [82] par une approche directe avec un point fixe utilisant
les estimations de Strichartz. Elle requiert cependant que les solitons s’éloignent les uns des
autres suffisamment vite.

Il existe également plusieurs résultats sur les multi-solitons dans un régime d’interaction forte
(vitesses proches et faible distance). Avec pour données initiales la somme de deux solitons, les
interactions sans collision peuvent par exemple modifier la vitesse de ces solitons ou rajouter
des termes petits mais qui ne tendent pas vers zéro, voir entre autres 'interaction sans collision
pour gKdV [99, 107, 123], et pour NLS [101, 108]. Enfin la collision de deux solitons reste un
probléme majoritairement ouvert sauf dans quelques cas particuliers, [98, 109].

4.3.2 Multi-solitons pour le systeme d’Euler-Korteweg

Les équations d’Euler-Korteweg présentent deux spécificités par rapport a la majorité de la
littérature existante : il n’y a pas de théorie d’existence et d’unicité dans ’espace d’énergie,
et parmi les ondes progressives il existe des solitons et des fronts de limites différentes en

4. C’est le cas dans les articles cités, et pour le systeme d’Euler-Korteweg en dimension 1.
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+oo (voir la section 4.2). Ce ne sont pas des difficultés complétement nouvelles, 'existence de
solutions front-soliton a été obtenue pour I’équation de Schrodinger par Le Coz-Tsai [82], et des
multi-solitons ont été construits pour ’équation des vagues (water waves) par Ming-Rousset-
Tzvetkov [106]. La construction de multi-solitons pour ’équation des vagues pose des difficultés
techniques similaires au cas du systéme d’Euler-Korteweg.

Notations On note U, = (p., u.) une onde progressive de vitesse ¢, que ce soit un soliton ou

un front, et
U.+ =1limU,.
’ +o0

Si U, est un soliton, on note V, = U, — U, 4. Onfixe c1 < ca < --- <c¢cp, Lo, -, Ly € R U,
un soliton ou un front, (U, ) des solitons tels que V2 < k <n, U, + = U, + := (p4,u4), on
définit le profil

n

S(z,t) = U, (x — c1t) + Z Ve, (x — et — Ly). (37)
k=2

Définition 4.2. Une multi-onde progressive est une solution globale du systéme d’Fuler-
Korteweg qui converge pour t — oo vers S(-,t).

On se limite au cas de solitons stables, au sens ou ils satisfont dP[U.]/dc < 0 (voir le
théoréeme 4.2 et (27) pour la définition de P). Rappelons que la condition de subsonicité de
la proposition 4.1 est ¢; —uy < /p+¢'(p+), tandis que la proposition 4.3 assure 'existence
de solitons stables avec ¢ — u4 arbitrairement proche de \/p4¢’(p+), donc qu’on peut choisir
plus rapides que le front. Ainsi ’ensemble des cas considérés n’est pas vide.

Proposition 4.4. Il existe des profils (37) front-solitons stables.
On définit HY = H*N+1 x H2N | le théoréme principal de [A12] est le suivant :

Théoréme 4.4 ([A12]). Pour N > 3, il existe L > 0 tels que siV2 <k <mn, Lp > L, alors il
existe une solution globale U de (EK), telle que U — S € C(R*, H?N) et

Jim [U(2) = SOl =0.

Remarque 4.6. Pour (x;)1<i<pn arbitraires, une modification de la preuve donnerait ’existence
de multi-solitons de la forme Ug, (x — c1t — x1) + >_j—y Ve, (€ — ¢t — x) sur un intervalle de
temps [Ty, oo[, Ty assez grand. Pour des parameétres donnés, 'unicité d’une multi-onde est un
probleme ouvert.

Quelques éléments de preuve Pour rester concis, et comme ’écriture explicite du systéeme
n’apporte rien, on utilise I’écriture formelle “hamiltonienne”

aU = Jo,0H[U).

Le schéma de preuve suit celui donné au paragraphe précédent 4.3.1; pour M — oo on
construit une solution Uy € C([0, M], H*N), N grand, avec Uy (M) = S(M), et qui satisfait
NUp (t) = S(#)]|2n < e sur [0, M], un argument de compacité élémentaire en faisant M — oo
donne alors l'existence d’une multi-onde.
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Usage d’une solution approchée Pour construire Uy, I'idée est de partir d’une solution
approchée U§, satisfaisant

U = JOLH[Uy | + fir, (38)

avec un terme d’erreur fj, exponentiellement décroissante en temps, et de montrer que la
solution exacte satisfaisant Ups(M) = Uf;(M) reste proche de Ujf, sur [0, M], et donc en
particulier qu’elle existe sur un tel intervalle. Les estimations d’énergie introduites dans [12]
sont I'outil naturel : apres quelques modifications ad hoc, et avec un lemme de Gronwall on
trouve :

Lemme 4.1. Soit U une solution (EK), Uf; une solution de (38). Il existe une norme ﬂ || 242
équivalente d la norme H*N et eg > 0 tels que si ||U(t) — U () ||lg2n < €0, alors

d~ a n a a
21U = Uy (0)3an | < CUIU = UsyllFen + 1 f3ll3en)-

Si de plus || f§||en < e avec € assez petit et o > C, alors la solution de (EK) satisfaisant

UM)=U*M) existe sur [0, M] avec
Vi€ [0, M], [U(t) = Uiy (1)l yen S e

La fonction S est elle méme une solution approchée, mais la décroissance de son terme
d’erreur est trop faible pour utiliser le lemme.

Construction de la solution approchée La stratégie de Ming-Rousset-Tzvetkov [106]
pour I'équation des vagues consiste a construire une solution approchée plus précise a partir de
S en résolvant une cascade de systemes linéaires approchant de mieux en mieux le probléme
non linéaire, dans l'esprit de Grenier [58].

Dans [A12] j’ai une approche un peu différente basée sur une méthode de Newton, mais le
coeur du probleme ne change pas. Il s’agit de prouver des estimées de résolvante sur le linéarisé
de (EK) prés d’une perturbation de S, en effet la méthode de Newton s’écrit

O (U1 — Uy) = JOL82H[U| (U1 — Uy) — (8,Uy, — JORH[Uy)),
U — 5. { (Uk41 — Uk) [Uk](Uk41 — Ug) — (0:Ug [Uk]) (30)

i Ui = U =0

Le terme (0;Uy — JO,0H|Uy]) est lerreur de la k-eme approximation. Son taux de décroissance
en temps est doublé a chaquée itération, mais pour résoudre 'EDP linéaire on a besoin que la
croissance linéaire soit plus lente que le taux de décroissance du forcage.

Estimées de résolvante Pour résoudre le systéme (39) associé a la méthode de Newton,
on utilise 'estimation de résolvante suivante, qui est le coeur de [A12] :

Proposition 4.5. Soit U la solution du probleme linéaire
U = JO,0°H[S + n]U,

avec |||l xzn = [|nllpsepenir + [0l peopen < 1. Il existe Cp, Cen tels que pour e = 1/L +
17l 2,
10l < Ox (1 [t = s)eCen= U () pan. (40)
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Remarque 4.7. La proposition clarifie la condition de séparation des ondes L, > L dans le
théoreme 4.4 : le taux de croissance linéaire peut étre rendu aussi petit qu’on veut quitte a
prendre L assez grand. La petitesse de Up — S dans la méthode de Newton est également une
conséquence de la bonne séparation des ondes.

Dans [106] comme dans [A12], ces estimées sont obtenues grace a la fonctionnelle (35) décrite
au paragraphe précédent E[U] = (02H[S + n|U,U) — Y. ¢;j{9;62P[S + n|U,U). Précisément,
lorsqu’il n’y a qu’un soliton, on a conservation de I’énergie %(52H[UC] U,U) — c(6°P[U U, U),
tandis qu’a plusieurs solitons interagissant faiblement, et avec une petite perturbation 7, on
récupére une quasi-conservation de 1’énergie :

4
dt

. efat
BV 5 (55 + In(®lle + 10l ) IOl

Similairement, on montre la coercivité de E dans H° dans I'esprit de la coercivité a un seul
soliton (26), ce qui débouche sur 'estimation (40) dans le cas N = 0. Les estimées d’ordre
supérieur s’obtiennent alors par des arguments élémentaires en dérivant I’équation.

4.4 Perspectives

Deux directions m’intéressent : la description qualitative des ondes progressives et des
constructions différentes, éventuellement plus robustes.
Pour la description qualitative, il s’agirait de montrer des propriétés de symétrie, I'inexistence
d’onde supersonique, et la description de la limite transonique, dans 'esprit de [18, 19, 55].
L’inexistence d’onde supersonique repose pour 1’équation de Gross-Pitaevskii sur une reformu-
lation par transformée de Fourier de I’équation satisfaite par le soliton, il n’est pas clair si la
structure quasi-linéaire du systeme d’Euler-Korteweg interdit cette approche.
En ce qui concerne la construction, I'existence d’ondes en dimension 3 pour une capillarité
générale est encore un probleme ouvert, méme si dans le cas de I’hydrodynamique quantique des
ondes de norme L™ petite ont été construites par Chiron-Maris [34]. Le fait que ces ondes sont
d’énergie grande en dimension 3 est une obstruction technique importante. Je m’intéresse a une
approche perturbative qui reposerait plutot sur le fait que dans la limite transonique les ondes
progressives sont décrites par une limite KP [18, 33]. Cela suppose une bonne connaissance
du linéarisé de KP (en particulier son noyau), un résultat récent de Wei [89] sur ce point est
particulierement intéressant.
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