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Présentation générale du manuscrit

Présentation de cette HDR

J’ai décidé d’organiser le manuscrit de mon HDR de maniere plus thématique que chronologique.
De plus j’ai essayé de synthétiser les résultats principaux des différents articles de recherche tout
en les mettant en perspective. Quand j’énonce les résultats dans ce tapuscrit, j’essaie de ne pas
alourdir le message en omettant les hypotheses techniques, de méme, j’ai essayé, quand je l’ai pu,
de mettre les idées des preuves en retirant au maximum les détails pour ne garder que le gofit
général de la démonstration.

Il y a six grands chapitres thématiques dans cette HDR.

e Le premier chapitre concerne tout mon travail sur les problématiques d’optimisation de
forme qui furent mon sujet de these avec Grégoire Allaire et Francois Jouve et que jai
continué a explorer tout au long de ma carriére.

e Le deuxiéme chapitre traite des problémes inverses, il recoupe surtout des travaux faits
entre 2006 et 2012, en collaboration avec Otared Kavian et Yves Capdeboscq.

e Le troisieme chapitre est consacré au probléme de Graétz, qui est un probleme de
convection-diffusion. Je commence a m’intéresser a ce probleme avec Franck Plouraboué et
Jéréme Fehrenbach vers 2010.

e Dans le quatrieme chapitre, on s’intéresse aux problématiques sur 'optimisation avec
parcimonie (avec des termes L!), c’est avec Pierre Weiss puis Axel Flinth que je m’intéresse
a ces problemes vers 2018.

e Dans le cinquieme chapitre, on trouvera des contributions sur le probleme du transport
optimal, ce sont des problématiques que j’ai regardé avec Léo Lebrat et Jonas Kahn et
Pierre Weiss des 2016.

e Finalement, le sixiéme chapitre est un recueil de travaux qui traitent de réseau de neurones,
ce sont des problématiques que j'ai surtout regardé avec Pierre Weiss et Alban Gossard a
partir de 2019.

Quelques remarques personnelles

Comme le reste de ce manuscrit est dédié a mon travail de recherche, je préféere dans ce
paragraphe présenter ma personne et quelques remarques personnelles que j’ai sur mon propre
travail.

Il est difficile et vain de trouver une unité thématique a la recherche de quelqu’un si cette unité
est prise au sens du singulier et vise a réduire la personne & une simple description, qui, si elle
n’a pas I'avantage de la compréhension de la complexité de I'individu, a celle de la simplicité de
réduire quelqu’un a une identité. Une approche de recherche doit se faire dans la joie du butinage,
dans 'excitation de la curiosité, méme si cela implique d’étre volage.

Ainsi, s’il n’y a pas d’unité dans ma recherche, il y a quand méme de la cohérence. Cette
cohérence est a chercher dans mes goiits scientifiques car 'on n’aime ce que 'on fait que si on



ne fait que ce que l'on aime. Ainsi j’aime I'optimisation et les EDP. J’aime créer un code afin de
bien comprendre le fonctionnement des théories mathématiques. Pour finir j’aime bien les a cotés
de la recherche, qui font le reste du métier d’enseignant-chercheur. L’enseignement tout d’abord,
m’a permis quelquefois, mais bien trop rarement a mon gofit, de trouver des étudiants passionnés
et surtout passionnants. L’administratif ensuite* me permet de m’investir dans la vie collective.
Surtout ces deux activités sont balisées, récurrentes, rassurantes mémes et servent de ligne de basse
d’une partition professionnelle dont la mélodie® serait la recherche.

Présentation de 'impétrant

Il est d’usage semble-t-il d’ajouter a une HDR un petit curriculum vitae. Je vais me plier a

cette regle tout en ’embellissant un peu sans tomber non plus dans les exces de 'autobiographie.

23 juillet 1980 : Naissance & Paris XX°. Je n’ai pas grand chose & dire de ce jour qui marqua
I’histoire car je n’ai pas beaucoup de souvenirs de ce jour la. Si je dois commencer mes
remerciements, je pense qu’il faut que j’ai une pensée pour mes parents, Chantal et Jean-Marc,
qui sont heureux de m’avoir 6.

23 Juillet 1996 : J’obtiens mon baccalauréat avec mention Bien. Cela fut une surprise car ma
scolarité fut un peu perturbée, j’ai du sauter des classes pour éviter ’ennui. De surcroit, mes
notes furent durement impactées par quelques fonctionnaires de I’Education Nationale avec
lesquels je ne partageais rien d’autre que du mépris. Heureusement, il existe ces enseignants
lumineux, je nomme ici Marie-Paul Cruveiller 7 et Mr Janvier, qui fut mon professeur de
physique de 3éme et qui est a ’origine de mon gotit pour la science.

23 Juillet 2001 : Aprés une classe préparatoire & Stanislas qui me ravit® et aprés un passage a
I’école Polytechnique ol j’ai compris assez vite que ma diplomation serait indépendante de
mon comportement ?, je suis ingénieur. Ne comprenant pas I’appétit de mes camarades pour
les carriéres du secteur privé, je continue mon apprentissage de scientifique. Comme je n’ai
rien fait dans mon école d’ingénieur, je n’ai pas de bourses, et le méme niveau scientifique
qu’en y entrant. Je me lance donc dans la lecture assidue des livres de Rudin pour préparer
mon D.E.A & Paris V.I. (Analyse numérique).

23 Juillet 2002 : Je vais commencer ma theése avec Grégoire Allaire que j’ai rencontré en stage
de D.E.A. J’ai été impressionné des le début par Grégoire et par ce sujet qui m’intriguait et
qui me semblait presque magique. En fait, j’avais déja rencontré Grégoire avant, dans la
mesure ou il est professeur a Polytechnique ; non pas en cours, je n’étais pas assez assidu
pour cela, mais en rattrapage. Le D.E.A s’est bien passé, je m’en suis sorti avec une mention
Cum Laudae. Ce n’était pas si mal pour quelqu’un qui ignorait tout des espaces vectoriels
de dimension infinie en entrant !°

23 Juillet 2005 : Ma these au CMAP est terminée. Elle s’appelle Optimisation de formes par la
méthode des courbes de niveaur. Je n’ai jamais su si ¢’était par désespoir sur mon cas, mais
Grégoire s’est fait épauler dans la direction de theése par Francois Jouve. Je les en remercie
tous les deux, ils m’ont fagonné méme si je n’aurai plus qu’une crainte toute ma vie, ne pas
étre a leur hauteur.

23 juillet 2006 : Je rentre en France apres mon post-doc a Rutgers aux Etats-Unis sous la
direction de Michael Vogelius. Je me suis remis finalement a I’homogénéisation et au gradient
topologique et je suis recruté a Versailles. Je sais que je vais y rencontrer Yves Capdeboscq,
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. Et je pense bien que je suis le seul MCF a revendiquer du gott pour cela dans une HDR

. Qui semble quelquefois étre écrite le John Cage de 4’33”

. Ce jour la.

. Mon enseignante de CP!!

Essentiellement car on recommence les mathématiques depuis le début et qu’on n’y fait pas de géométrie

euclidienne du triangle.

9
10

. Une variable aléatoire constante est indépendante de toutes les autres v.a., y compris de elle-méme
. Pour anecdote, je n’ai vraiment raté qu’une seule seule matiére en D.E.A, ’homogénéisation, enseignée par

Francois Jouve et Eric Bonnetier, d’apres le livre d’un certain G. Allaire.
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je connais et apprécie ses travaux mais je suis loin de connaitre son humour ''. Je vais aussi
rencontrer deux autres mathématiciens qui m’ont terriblement marqué : Otared Kavian et
Thierry Horsin.

23 juillet 2009 : Je collabore avec Jérome Fehrenbach. Je ne le sais pas encore mais cela
entrainera une cascade d’évenements qui changera ma vie pour toujours. Pour I'instant, c’est
I’esprit joyeux et inconscient des événements a venir que je prépare un voyage a Toulouse
pour travailler avec lui.

23 juillet 2010 : Je reviens d’un séjour de recherche a l'université de Washington aux Etats-Unis.
J’ai rencontré la jeune Stéphanie Bescos lors d’un séjour a Toulouse au mois d’octobre 2009.
Ma décision est prise, je vais remettre mon HDR a un peu plus tard et je vais essayer de la
rejoindre.

23 juillet 2011 : Ca y est, j’ai un poste a Toulouse depuis septembre 2010. J’ai rencontré plein
de nouveaux collegues. Il y a ceux que je connaissais déja (Sylvain Ervedoza, Mohammed
Masmoudi, Jérome Fehrenbach, Jean-Pierre Raymond) et ceux que j’apprécie déja, parmi
les INSAiens Aude Rondepierre, David Sanchez, Florent Chazel, Violaine Roussier-Michon,
Sandrine Scott, Adeline Rouchon, Olivier Mazet, Alain Huard, Simona Grusea et évidemment
celle que je n’ai pas besoin de nommer pour la remercier Cathy Maugis-Rabusseau. Il y
a aussi les nouveaux collaborateurs qui me marqueront profondément que sont Franck
Plouraboué et Pierre Weiss . Je ne sais pas si je les apprécie plus pour leur intelligence que
pour leur bonne humeur.

23 juillet 2014 : Ma premiere fille Anna est née il y a plus d’'un an et ma deuxieme fille Alice
viendra au monde dans deux jours. Je me sens un peu accaparé par la gestion des enfants.
Une période se tourne avec la naissance des enfants et je commence a me rendre compte
que je recentre mon activité sur ma famille.

23 juillet 2019 : C’est la fin de la these de mon premier étudiant, Léo Lebrat, je suis un peu
inquiet car il va partir en post-doc en Australie avant de soutenir a Toulouse. Cela ne semble
pas inquiéter mon co-directeur de these, Jonas Kahn 2.

23 juillet 2022 : J’ai 42 ans et depuis ces 8 derniéres années beaucoup de collegues sont arrivés,
il me faut ici penser a Robin Bouclier, Romain Duboscq, Charles Dossal, Pascal Noble.
Sinon, je me suis marié avec Stéphanie en octobre 2021 et la COVID-19 a bouleversé toutes
nos certitudes sur 'enseignement. Bientdt Alban Gossard va soutenir sa theése, mais il a du
travail pour ses derniers résultats numériques. J’en connais un qui va pas mal bosser cet été.

23 juillet 2023 : J’ai une petite idée de ce qui m’a marqué dans le début de ’année 2023, mais
c’est une histoire qui reste a écrire...

11. Par gentillesse pour Yves qui est trés recommandable, je ne m’étendrais pas sur ce sujet
12. Jonas je t’aime beaucoup, mais quelquefois,....
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CHAPITRE

Optimisation de formes par la méthode des courbes de
niveaux

1.1 Position du probléeme

J’ai commencé a m’intéresser pendant ma theése a des problémes d’optimisation d’équations
aux dérivées partielles. Les solutions de ces équations dépendent des termes sources, des différents
parametres de 1’équation mais aussi du domaine sur lequel elles sont posées. Les probléemes
d’optimisation de formes prennent comme variable d’optimisation ce domaine. Nous écrirons de
maniére générique les problémes d’optimisation de formes de la maniére suivante :

Définition 1.1 Soit une équation aux dérivées partielles posée sur un domaine 2 dont u est la
solution. L’objectif est de minimiser une fonctionnelle 7 dépendante de u et de ) en utilisant
comme variable d’optimisation le domaine (2 :

arg min J (2, u(Q2)), (1.1)
QeUqq

ou U,y est I’ensemble des domaines admissibles.

L’archétype des probléemes d’optimisation de forme consiste & prendre I’équation de 1’élasticité
linéaire (petite déformation/ grands déplacements) pour définir u qui est un champ de vecteur de
R? et qui résout 1’équation suivante :

—divAe(u) = f dans @ avec e(u) = %(Vu + vaul), (1.2)

ou A est un tenseur d’ordre 2, typiquement le tenseur d’élasticité de Hooke qui est défini pour
toute matrice carrée £ de taille d comme

AL =2pE + A(troId, p, A e R, pu>0,2u+ dX > 0.
En langage de la mécanique des solides, o = Ae(u) sont les contraintes, e(u) sont les déformations
et u le déplacement. Le bord de §2 est partitionné en sa partie de Dirichlet et de Neumann ot sont

appliquées les conditions aux bord éponymes

u=0surI'p o-n=gsurl'y.



Quitte a prendre un relevement, nous pouvons toujours nous ramener a des conditions de Dirichlet
homogenes sur le bord. Le probleme d’optimisation de forme le plus simple consiste a minimiser la
compliance, définie comme étant I’énergie du systéme par

j(u)z;/QAew):e(u):/Qf-w/mg-u.

Pour finir de donner un sens & (1.1), il suffit de préciser U,4. Nous allons nous limiter au cas simple
ou ’ensemble des domaines admissibles est I’ensemble des domaines € qui contiennent un ensemble
w donné et dont le volume total || est borné

Unqg = {Q tels que w C Q et |Q] < C}.

On pourra par exemple considérer le cas ou le support de f est contenu dans w pour éviter de
choisir comme 2 optimal I’ensemble vide.

1.1.1 Structure du gradient de forme

On s’intéresse a différentier la solution de I’équation aux dérivées partielles et ensuite la fonction
colit par rapport a la forme du domaine. La structure nécessaire pour différentier est celle d’une
variété, c’est-a-dire qu’a chaque domaine 2 on associe un espace vectoriel tangent et une application
définie sur un sous-ensemble de cet espace tangent dans Uy,q.

Dauns la version classique du gradient de forme [MS75; SZ92 ; Pirl12], on suppose que la topologie
du domaine ne varie pas. On se choisit un domaine de référence €y et on considére U,y I'ensemble
des domaines images de g par un difféomorphisme W1 :

Upa = {T(Q) tel que T,7~" € WhH> (R, R} (1.3)

On peut adjoindre a U,q des contraintes supplémentaire de volume ou de périmetre sur les ouverts.
Deux avantages s’offrent a cette approche : comme les difféomorphismes considérés forment un
groupe pour la loi de composition, U,q ne dépend pas du choix de Qg dans U,y. Autrement dit
U,q est une classe d’équivalence des domaines définis par la relation d’équivalence "Il existe un
difféomorphisme W entre les deux domaines". De plus ’ensemble des difféomorphismes W1
est une variété dont I'espace tangent est ’ensemble des champs de vecteur W1, Ainsi, en écrivant

T(xz) = x + 0(z) pour T proche de Id,

I'espace tangent est défini comme I’ensemble des champs de vecteur § € W (R? R9). Le calcul de
la différentielle est 'objet de la Section 1.1.2, nous énongons ici le théoréme de structure d’Hadamard
qui stipule qu’elle doit s’écrire (quand elle existe) comme une intégrale sur le bord

Théoréme 1.2 — Théoréme de structure de Hadamard. Soit une application J a valeurs réelles,
on note dJ .0 la différentielle au point # = 0 dans la direction € de ’application

0 — j(Qe,u(Qe)) Qp = {.%‘ == 9(%),1‘ € Q()}

Alors si cette différentielle existe, il existe un champ de vecteur p appelé "pression du gradient
de forme" tel que

dg.b = /Q div(p) (1.4)

/ (6-n)p (1.5)
o9

En un point z du bord de Q, le signe de p indique si le domaine doit augmenter (p négative) ou
diminuer (p positive) au point z pour minimiser J.



—— Démonstration

La démonstration du théoréme de structure repose sur le fait qu’au premier ordre 2y ne dépend
que de la composante normale de 6 sur le bord. Effectivement, au premier ordre, la partie
tangentielle de 6 sur le bord ne fait que transporter les points de {2y sur la frontiére. A I'intérieur
de Qg, le champ 0 ne fait que transporter des points de I'intérieur vers 'intérieur. En utilisant
un théoréme de représentation, la différentielle étant une forme linéaire ne dépendant que de
6 - n sur le bord doit pouvoir s’ecrire sous la forme (1.5).

La formulation la plus générale du théoréme 1.2 est certainement (1.4) qui n’a pas besoin d’une
formule de Gauss et qui peut se voir comme un crochet de dualité, 'avantage de I'écriture de (1.5)
est que la dépendance de la différentielle par rapport a 0 est explicite. Ainsi il apparailt clairement
que seule la valeur de la pression sur le bord du domaine est importante et qu’elle peut étre relevée
dans le domaine et & 'intérieur comme souhaité.

1.1.2 Calcul du gradient de forme

L’obtention du gradient de forme et de la "pression" p intervenant dans ’équation (1.5) est une
procédure relativement fastidieuse [MS75; Sim80; SZ92; AS07; Pir12] dont je vais résumer les
différentes étapes clefs, nous 'appliquerons a ’équation de Laplace homogéne avec une fonction a
dériver relativement simple.

Proposition 1.3 Pour tout 6, considérons ugy solution de :
—divVug = f dans 2y wug = 0 sur 08y

Soit j une fonction a valeurs réelles et une fonction cotit de la forme
0— J(0) = / J(x,ug(x))dx. (1.6)
Qo

Si f, € et j sont assez réguliers et si 4 est 'adjoint, défini dans (1.11), alors le Théoréme 1.2
s’applique et

dJg.6 = /aQ @-n)p avec p(x)=j(x,uo(z)) + f(2)0(z) — Vue(x) - Vi(x).

La démonstration de cette proposition se fait en plusieurs étapes qui composent le reste de cette
section.

Forme variationnelle On met tout d’abord 1’équation sous forme variationnelle, ainsi on cherche
ug € HE(Qg) qui vérifie
VugVu = fo Vv e Hi(Q)
Qo Qo
Avec un changement de variable donné par T' = Id + 6 dans l'intégrale, on se raméne a une
forme variationnelle telle que la dépendance en 8 ne s’exprime plus sur les intégrales mais sur les
intégrandes. Aprés quelques calculs, on se rameéne & chercher @y = ug o T € Hg () tel que :

/A(e)va(,w:/ F(0)o Vo€ Hi(Qo)
Qo Qo

Il est primordial & ce stade de remarquer que si v décrit H}(€Qy) alors & = v o T décrit Hg () et
que les espaces de Sobolev dans lesquels on cherche les variables ne dépendent plus de 6. Dans cet
exemple, nous avons

A(0) = |detVT|(VT) 1 (VT)™ T et F(0) = |detVT|foT (1.7)
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Ensuite, en utilisant le méme changement de variable, on obtient & partir de (1.6) la formule
suivante pour la fonctionnelle 7 :

7(0) = /Q (det(VT)|§(T(), g (x))de (18)

Différentiation Ensuite nous pouvons -via un théoreme des fonctions implicites- différentier g
par rapport & 0. En fixant une direction @ et en notant @, A, F' les dérivées dans cette direction,
nous avons :

ViV = / Fio— AVuVo Vo € H} (Q). (1.9)
Qo QO

Avec ici, en dérivant (1.7), F = div(d)f + Vf -0 et A = dw(@)]d — V6 — (V6)T. De méme nous
obtenons en dérivant (1.8) la formule suivante pour J = d.J.6 :

J = div(é)j+vzj~€+8uj.u:/ div (05) — 0uj.(Vu - 0) + 0yj. (1.10)
Q() QO

Introduction de ’adjoint Dans la formule (1.10), la dépendance de J par rapport a 6 est
linéaire, ce qui confirme que I'on a bien calculé la différentielle, mais le calcul effectif du gradient
est hors de portée dans la mesure ou celui-ci fait intervenir le calcul de @ qui dépend implicitement
de 6. Pour remédier a ce probléme, on introduit le concept d’adjoint @ qui résout I'’equation

an:/ dujv Yo € H}(Qp). (1.11)
Qo Qo

L’adjoint est construit pour que 1’on puisse prendre v = @ dans (1.11) et © = @ dans (1.9) et de
tout substituer dans (1.10) pour trouver

J = [ div(j8) — 0.j.(Vu-0) + Fa — AVuVia
Qo

Mise sous forme de Hadamard La vérification du théoréme de structure d’Hadamard (1.4)
n’est pas immédiate, elle se fait en remarquant que F' = div(ff) et en utilisant la formule suivante,
vraie pour tout u, i, 6

AVuVi— Au(Vi-0) — Aa(Vu-0) = div(M6) avec M = (V- Vu)Id—VaVu® —vVuval (1.12)

11 suffit ensuite de remplacer —Aw par f et —Ad par 9, pour obtenir :

J = [ div(j0) + div(fé)a+ f(Vi-0) + div(M8) = /(j+fa)(0'.n)+(Mé)-n
Qo Qo

On conclut ensuite en remarquant que les conditions de Dirichlet imposent
(M) -n=—(Vu-Va)(d-n)
sur le bord pour compléter le calcul et on trouve ici une pression qui vaut

p=j+ fw—Vu-Va.

Discussion Toutes les étapes se justifient correctement, a I’exception notoire de la derniere.
Effectivement, si la formule (1.12) est bien vraie au sens des distributions, elle est appliquée au
sens L! et il n’y a aucune garantie que le terme (Vu - V@) (6 - n) soit bien un terme L' de 9 pour
pouvoir appliquer la formule de calcul de la pression p.
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1.1.3 Méthode de Level-set

La méthode des courbes de niveaux (level-set) permet de résoudre efficacement le probléme
d’optimisation de forme, elle peut étre vue comme une re-paramétrisation des variables en supposant
que U,q, 'ensemble des domaines admissibles s’écrit comme 1’ensemble des courbes de niveaux de
certaines fonctions. En se limitant & F, un sous-ensemble des fonctions continues :

Upg ={Qtel que Ip € Fet Q= ¢ (R7)}

Il y a un avantage numérique certain a modifier la description de U,4. On prendra par exemple
I’ensemble F comme ’ensemble des fonctions P1 sur un maillage triangulaire ou tétrahédral, ce qui
nous permet d’avoir un ensemble de variables d’optimisation simples & manipuler et pour lesquelles,
I'application qui & une fonction ¢ associe le domaine correspondant est aisément calculable. De
plus, advecter un domaine €2 par rapport a un champ de vecteur # revient, & advecter une courbe
de niveau de la fonction ¢ correspondante, c’est-a-dire & suivre un pas de temps de I’équation

o¢

T VIVé| =0 avec V =10-n sur 99 (1.13)
Gréace au théoreme de structure de Hadamard, comme la dérivée de la fonction cofit s’écrit sous la
forme (1.5), il suffit de prendre comme vitesse V"= —p sur le bord de ) et une extension quelconque
a l'intérieur. L’apparente simplicité de la méthode de la courbe des niveaux cache une difficulté
mathématique. Effectivement ’ensemble des domaines admissibles ainsi défini n’est plus I’ensemble
introduit par (1.3) comme l’ensemble des domaines atteignables par un difféomorphisme et la
différentielle calculée par rapport aux difféomorphismes peut n’avoir aucun rapport avec le gradient
par rapport aux parametres de ¢ (& supposer que ce dernier existe). C’est le cas notamment quand
¢ est modifié de telle sorte que sa courbe de niveau change de topologie.

1.1.4 Le gradient topologique

Le gradient topologique est un autre type de modification de domaine. Au lieu d’advecter la
frontiére par un champ de vecteur, comme dans la Section 1.1.2, on s’intéresse a la modification
de la solution d’une edp lors de la création d’un trou a l'intérieur méme du domaine. Les preuves
de dérivation par rapport & la nucléation [EKS94; SZ99; Céa+00; GGMO1; SZ01] sont assez
fastidieuse, par contre, si on impose que le trou soit un "faux trou", la preuve du gradient topologique
devient plus simple, nous nous baserons sur l'analyse de [CV03]. Si par exemple en électrostatique,
on considere ’équation suivante :

—div(e.Vu,) = f dans Q et u. = 0 sur 92, (1.14)

ou on définit la conductivité par

O\ eB
[ {Ui . \6 et EB = {€x7x € B} U* € R+*7 (1.15)
o* sur eB

oll B C R? est un ouvert contenant 0. Le "trou" est eB et est rempli d’un matériau di-électrique.
Un "vrai trou" consiste & prendre o* = +oo (trou de Dirichlet, conducteur parfait) ou o* = 0 (trou
de Neumann, isolant parfait). Dans le cas d’un faux trou, il est relativement facile de calculer
la différentielle de u. dans différentes normes [CV03] avec des techniques issues de la théorie de
I’homogénisation [All12].

Le type de résultat du gradient topologique est le suivant :

Proposition 1.4 Si u. résout (1.14) et si up est suffisament régulier autour de 0, il existe une
matrice symétrique M, indépendante de u., telle que pour toute fonction test ¢ réguliere autour



de 0, on a :

/ ooV (ue — ug) Ve = e MVug(0): Vi (0) + o(e?). (1.16)
Q

Avec des techniques d’adjoints, c’est-a-dire en introduisant des équations similaires & (1.11) on
remontera & toute dérivée de fonction cotlit via I’équation (1.16) qui est similaire & (1.9), pourvu
que ’adjoint soit bien C° autour de 0.

Introduction de M En utilisant des inégalités d’énergie, on établit tout d’abord des bornes
uniformes dans H'({2) de u. et on s’intéresse a d. = u. — ug € H}(Q) qui résout 'équation

/ 0.Vd.Vp = (o* — 0—0)/ 1.5VuoVeé Vo € H(Q) (1.17)

Q Q

/ ooVd.Vo = (o9 — a*)/ 1.5Vu-Vo Vo € H}(Q) (1.18)
Q Q

De ’équation (1.18), on déduit que (1.16) est équivalent & montrer, au sens faible-* des mesures,
un développement semblable a

e . pVu. = MVug(0)d,—o + o(1). (1.19)

On commence a montrer la convergence au sens des mesures du terme de gauche, pour se faire
il suffit de montrer que ||e~?1.5Vu.||z: = O(1). Par définition de d. et régularité de g, il suffit
de montrer que ||e"%1.5Vd.||z: = O(1). Grace a un Cauchy Schwartz, on borne || ~¢1.5Vd.|| 11
par le produit de ||e=%21 5|12 et de ||[e=¥?Vd,| 2. Il est clair que [|e=¥?1.p| > = O(1), il suffit
donc de montrer que ||e=%?Vd.||p2 = O(1). Cette borne est dérivée de (1.17) , via une borne en
énergie, c’est-a~dire en prenant v = d. dans (1.17).

Borne L? de la différence On sait d’aprés ce qui précede que le terme de gauche de (1.19)
converge au sens des mesures. Il suffit maintenant de montrer que le terme de droite a la forme
voulue. Il faut d’abord tirer de la borne ||d.||z1 = O(¢%?) une borne en ||d.| > = 0(¢%/?). Pour ce
faire on introduit p, 'adjoint de la norme L? de ||d.||3., solution de

/UOVpVT):/dETJ Vo € Hy (). (1.20)
Q Q

Un peu de régularité elliptique et des injections de Sobolev nous donne pour un certain q¢ > 2
[Vpl[Le = O(l[de]|L2)-
On utilise ¢ = p dans (1.18) et d. = ¥ dans (1.20) pour obtenir :

][220y = (00 — o) / 1.5Vu.Vp.

On utilise & droite la borne ||Vpl||r« = O(||dc||12), la borne du paragraphe précédent ||1.5Vue| 2 =
O(e%?) et une borne |15z« = (9(5%) avec % +14 % =1, ce qui nous donne au final ||d.||rz =
o(e¥?).

Technique de polarisation Ensuite, on utilise une technique de polarisation. Il suffit d’intro-
duire un probléme de méme nature que (1.17), en notant v.,vo les inconnues (respectivement
perturbées et non perturbées) du nouveau probléme et d. = v, — vg. Ensuite, on pose une fonction
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test réguliére ¢ et on utilise (1.17) pour obtenir la série d’approximations suivantes

/ pooVd.Vd, = / ooV (¢d.)Vd,. — / 00(Vp)d.VdL.
Q Q

Q
R / 1.5VooV(deo) + 0(c)
Q

—k/ ]IEBV’U()VCZ5¢—]€/ 1.5VuoVad. 4+ o(e)
Q Q
= —k‘/]lEBV’UOvdE¢+O(€)

Q

Ou on utilise & répétition des bornes [|de|| 2 = 0(e¥/2),[|Vd.||r2 = O(c¥/?) et || 1.5 > = O(e¥/?).
En procédant de méme et en changeant le role de d. et d., on obtient pour tout ¢.

/]lEBVUOVu6¢:/JIEBVuOVvKb+0(Ed) (1.21)
Q Q

En choisissant plusieurs vg tels que Vg soit un vecteur de la base canonique on trouve ensuite la
formule (1.19), ou M est défini de maniére implicite avec les différentes limites faibles de 1.5Vv..

Le gradient topologique Une fois que I’équation (1.19) est établie, on peut s’apercevoir que la
limite de M existe quand ¢* tend vers 0 ou +o00, on peut ainsi en déduire quelle serait la formule
pour un trou de Neumann ou un trou de Dirichlet.

Bien évidemment, la remarque qui consiste a intervertir des limites en € et ¢* ne forme pas une
preuve et les démonstrations de gradient topologique sont plus complexes, mais font intervenir a
un niveau ou a un autre ces fonctions tests v, et une notion de superconvergence similaire a (1.21)
qui est la convergence au sens des mesures de 1’énergie dans le lemme div-curl.

Le gradient topologique s’exprime par un tenseur M qui ne dépend que de la forme du trou et
de sa nature (le parametre o*). Il est calculable point par point et indique si on doit creuser un trou
a ’endroit donné et de quel forme il doit étre creusé, pour peu que 1’on soit capable de retrouver
pour chaque tenseur admissible la forme du trou donné. Le calcul de ’ensemble des tenseurs
admissibles se fait par des bornes de type Hashin-Shtrikman et ne sont pas disponibles pour tout
type d’équations. Plus prosaiquement, on fixera ’ensemble des trous admissibles a 1’avance, par
exemple certaines ellipses et on calculera les tenseurs de polarisation admissibles.

1.2 [All+05] : Courbes de niveaux et gradient topologique

Dans [All405], nous nous sommes principalement intéressés a mélanger la méthode des courbes
de niveaux et celle du gradient topologique. En effet les travaux précédents [AJT02; AJT04] ou
[SW00; OS01; WWGO03] en optimisation de formes incluaient des méthodes d’advection de frontiére
uniquement et ne permettaient pas de modifier la topologie du domaine considéré. Numériquement,
lalgorithme est capable de combler les trous mais pas de nucléer la forme. L’objectif de [All+05]
était donc de présenter un algorithme incorporant en méme temps ’advection de frontiere et la
nucléation par la méthode du gradient topologique.

L’idée de l'algorithme est relativement simple, il suffit de faire une itération de gradient
topologique toutes les n itérations d’advection de frontiere. Un exemple est montré dans la
Figure 1.1 qui concerne 'optimisation d’un pyléne électrique. L’équation de base est celle de
I’élasticité linéaire et les contraintes sont que le pylone doit supporter des chargements sur ses bras
(représentés par des fleches en haut & gauche de la Figure 1.1) et qu’il peut s’accrocher sur les
coins de sa base (les noeuds de Dirichlet sont représentés par des boules en haut & gauche de la
Figure 1.1). Le critére d’optimisation est ici la compliance avec une contrainte de volume gérée par
un multiplicateur de Lagrange. On représente la forme a litération 6,11,16 et 21, juste apres avoir
effectué une nucléation par gradient topolgique.



FiGURE 1.1 — Illustration de la Section 1.2 : Différentes étapes de I’évolution en 2d d’un probléme
d’optimisation de pylone, on représente le pylone juste aprés qu’un trou ait été nucléé dans la
masse. La méthode level-set optimise la forme de ce trou et & convergence (aprés n itérations), on
tente une nouvelle nucléation. Les itérations montrées sont celles juste apres la nucléation.

L’intérét de cette méthode est que nous montrons empiriquement que la forme optimale finale
a une dépendance tres faible a l'initialisation et ainsi on évite les nombreux minimas locaux. Nous
faisons aussi des tests en 3d et montrons que le gradient topologique n’apporte pas grand chose
dans nos tests dans ce cas par rapport a la méthode de level-set. La raison est qu’en 3d il est facile
de créer un trou en pingant deux c6tés de la forme. En deux dimensions, méme s’il est possible de
créer un trou, il faut le créer depuis le bord et le faire évoluer vers I'intérieur de la forme, ce qui
semble plus compliqué pour l'algorithme.

1.3 [Gou06],[GAJO05] : Régularisation de la vitesse

Dans [Gou06], nous répondons & deux problémes. Le premier probléme est de régulariser et le
deuxiéme est d’étendre la vitesse d’advection V' de la méthode des courbes de niveaux définie dans
(1.13). Nous résolvons ces deux problémes en changeant le produit scalaire qui donne le gradient
de la vitesse. Nous montrons quel produit scalaire il convient de choisir et nous montrons qu’il
accélere la vitesse de convergence de 'algorithme. Ces travaux sont dans la lignée des questions
soulevées dans [Bur03; PBHO04; MP10].

Pour tout probleme d’optimisation de forme, le théoreme de structure d’Hadamard énonce que
la différentielle de la fonction coiit dans la direction du champ de vecteur 6 s’écrit ;

dJg.6 = / (0 -n)p,
a0

Ou p est la pression du gradient de forme. Parmi les termes de p, on retrouvera notamment,
sur les bords ou sont imposées des conditions de Neumann et pour 1’élasticité linéaire un terme
Ae(u): e(v) o v est 'adjoint de la fonction coiit. La méthode des courbes de niveaux (1.13)
nécessite de prendre V = —p sur le bord de 2 ce qui donne bien au premier ordre une descente
de gradient. Cependant pour ’équation d’advection de la courbe de niveau, on a besoin d’une



vitesse V' qui est définie en tout point de la grille cartésienne (ou sur toute cellule, cela dépend de
la méthode numérique choisie pour résoudre (1.13)). En se concentrant sur le terme Ae(u): e(v) de
p, la méthode classique consistait a résoudre ’équation d’élasticité sur la méme grille cartésienne
qui définit ¢ et de mettre un matériau "mou" pour simuler les cellules vides. Le probléme est
que Ae(u): e(v) n’a pas de réel sens physique dans le vide. Dans (1.13), nous choisissons plutot
d’imposer un espace de régularisation de la vitesse H avec un produit scalaire, ici

(V,W)y = / VV -VW +aVW a >0, (1.22)
D
ou D est la grille cartésienne et a un parametre de régularisation et de résoudre

(V, W) =—/mpw.

0.0025

0.002 [t X X
| Hilbertian method

0.0015 /
| Natural method

A
o001 | / Coarsest mesh of the
[ / Hilbertian method
0.0005 . .
Finest mesh of the

Hilbertian method

-0.0005 —

FIGURE 1.2 — Comparaison des courbes d’évolution de la compliance d’une console pour différents
maillages avec une régularisation de la vitesse (Hilbertian method) et sans régularisation (Natural
method).

FI1GURE 1.3 — Illustration de la Section 1.3 : Deux micro-mécanismes et leur configuration déformée.
Le premier est un mécanisme a coefficient de Poisson négatif et le deuxiéme est une pince 3d activée
par une pression sur son dos.

Cette méthode a I'avantage de diffuser la pression p en dehors de 92 et de la régulariser. Le
parametre a, introduit dans (1.22), sert a régler la distance caractéristique de la diffusion et doit
étre choisi par 'utilisateur. La méthode peut aussi étre interprétée comme une méthode de gradient
dans V’espace H. Nous montrons dans [Gou06] que la méthode de régularisation/extension de la
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vitesse améliore la convergence de la méthode des courbes de niveaux en temps de calcul et en
valeur de 'optimum, voir Figure 1.2. [’amélioration en temps de calcul est due au parametre a qui
rend des vitesses plus régulieres et pour lesquelles la CFL de la résolution numérique de (1.13) est
plus lache.

Dans [GAJO05] nous utilisons la méthode de régularisation de la vitesse pour ’advection de la
level-set, avec la méthode de gradient topologique de [All4-05] pour optimiser des micro-mécanismes
compliants. Ce sont des mécanismes en dimension 2 qui peuvent étre gravés a ’échelle micrométrique
avec précision et qui doivent répondre a des cahiers des charges classiques de 'ingénierie [Sig97] (il
faut des pinces en deux dimensions, des moteurs, des invertisseurs de force, des actuateurs linéaires,
etc...). Nous utilisons nos deux méthodes pour produire des mécanismes compliants, j’ai choisi
de représenter une pince en 3d qui est activée par une pression sur son dos et une mécanisme a
coefficients de Poisson négatif qui est un mécanisme qui doit pousser sur les bords hauts etbas
quand on tire sur les bords droits et gauche, voir Figure 1.3.

1.4 [Gou06] : Problémes de valeurs propres

La question principale qui nous a interessée dans [Gou06] est d’optimiser par rapport au domaine
la premiere valeur propre d’un opérateur quand elle est multiple, c’est-a-dire que 1’espace propre
associé est de dimension strictement plus grande que 1. L’archétype des probléemes est de trouver
la forme  qui maximise la premiere valeur propre d’un systeme d’élasticité linéaire. En mettant
des conditions de symétries bien choisies, on peut assurer que la premiére valeur propre ne sera pas
multiple. Dans ce cas la premiere valeur propre cesse d’étre différentiable et un algorithme idoine
doit étre trouvé.

Obtention du gradient de forme Dans [Gou06], nous obtenons la formule du gradient de
forme de la premiére valeur propre de ’élasticité linéaire. Nous donnons dans I’équation suivante
les termes principaux de la formule

Proposition 1.5 Soit un probléme aux valeurs propres avec des opérateurs positifs A et B
auto-adjoints dans un espace de Hilbert H

Au = \Bu,

On suppose que A~! est compact et B est continu, ainsi il existe une plus petite valeur propre
A de dimension finie. Soit M la sphere des vecteurs propres associés a A renormalisés par
(Bu,u) = 1. Si A et B sont différentiables par rapport & un parametre 6, alors la dérivée
directionnelle de X par rapport & 0 est donnée par

N (0) = min (dA.u,u) — N(dB.Ou, u) (1.23)

ueM

—— Démonstration

La plus petite valeur propre minimize le quotient de Rayleigh et on a

A =min f(u) avec f(u) = M,
u (Bu,u)
Le minimum étant réalisé sur Ey, I’espace propre associé a \. Si on perturbe un peu les opérateurs
A et B, on perturbe un peu f et seuls les vecteurs propres associés a A, ¢’est-a-dire les minimiseurs
actuels, sont candidats a étre les nouveaux minimiseurs. Chacun de ces u contribue a modifier A
par df (u).0 avec
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dA.Qu,u)(Bu,u) — (Au,u)(dB.0u,u)
(Bu, u)?
Or A est un minimum donc parmi les éléments de E), celui qui gagne la compétition pour
devenir le nouveau minimiseur est celui avec la plus petite dérivée. On obtient donc

df (u).0 = (

N(0) = min df (u).0

ue k)

Il suffit de renormaliser u sur la sphere M pour conclure.

Il est a noter que le A\ considéré n’est plus différentiable mais seulement directionnellement
différentiable. Méme si d.A et dB sont linéaires par rapport & 6, A\’ défini dans (1.23) ne lest plus
dés que la dimension de la sphére M (et donc de l'espace propre associé & A) est strictement plus
grande que 1.

Dans le cas de I'optimisation de forme, le théoréeme de structure de Hadamard s’applique et la
formule de la dérivée directionnelle de forme de A dans la direction 6 doit étre du type

N(9) = 1{1611/\131 BQ(H -n)G(u,u), (1.24)

avec G(u,u) bilinéaire symétrique par rapport a u.

Choix de la direction de descente Nous nous intéressons ensuite au choix de la direction
de descente et nous nous arrétons sur une méthode de plus profonde montée pour maximiser .
Moralement, nous allons résoudre un probléme du type

max M\ (0) +/ (0-n)p (1.25)
0,]18]1=1 Iy}

Le vecteur p représente des gradients par rapport a d’autres termes de la fonctions coiit totale ou

des contraintes (comme des contraintes de volume sur la forme) ramenées dans la fonction coiit via

leur multiplicateur de Lagrange.

Proposition 1.6 Soit s la dimension de l’espace propre E) et t = @ + 1. Il existe des

coefficients 7k, cp avec 1 < 4,5 < s et 1 < k <t tels que la résolution du probleme (1.25) soit
équivalente a la résolution du probleme suivant

llvll2<11lall,2=1

max min ;0 VET 5k + CRUE- (1.26)
ijk
Ce probléme est un probléme SDP (optimisation semi-définie positive) de petite dimension.

—— Démonstration

En notant (e;); une base orthonormale de vecteurs propres dans M et en notant r;; = G(e;, e;),
la formule (1.24) se réécrit

N(@)=  min a-a-/ 0-n)ry;
( ) LLE]RSHalezl i (2a¥] aQ( ) 17
En suivant les idées de la Section 1.22 et en introduisant le produit scalaire (1.22), on introduit
R;; et P qui résolvent

(Rij, W)n = /

o0

o0
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FIGURE 1.4 — Illustration de la Section 1.4 : Evolution des trois premieres valeurs propres d'un
probléme d’élasticité linéaire 3d (gauche) et nombre de valeurs propres prises en compte dans le
calcul de la direction de descente.

L’algorithme de plus profonde montée (1.25) se résume & trouver une vitesse d’advection de la
méthode de levelset qui résout
max min a;a;(Rii, Vg + (V,P)g.
VERIViin<1 llall,2=1 EJ: @Ry, Ve + (V. P)
Ce probleme est en fait posé en dimension finie, car seule la projection orthogonale de V sur
Vect((Rij)ij, P) compte dans le calcul de I'optimum. On note (Ej)x<; une base orthonormée de

Vect((Rij)ij, P) pour le produit scalaire de H, (r;;i)x les coordonnées de R;; dans cette base et
¢ les coordonnées de C'. On cherche donc V =Y, v, E) tel que le vecteur v = (vg);, € R* vérifie

max min E ;A VETjk + CLUE.
lv]l,2 <1 |lall,2=1 i

Ce probléme est de petite dimension, le vecteur a est de taille s, la dimension de 1’espace propre
de \. Le vecteur v est de taille t = w +1. Le calcul des R;; ou de P ne pose pas de probléme

car le produit scalaire de ‘H est le méme au cours des itérations et le calcul des R;; ou de P
est le colit d’un algorithme de descente-remontée pour peu qu’une factorisation LU du produit
scalaire ait été faite en amont.

Pour résoudre le probléme (1.26), nous utilisons une boite noire du type SDP (optimisation semi-
définie positive), qui consiste & minimiser par rapport & Y une fonction cotit linéaire (Y,Yp) sous
contrainte qu’une certaine matrice F(Y") dont les coefficients dépendent linéairement de Y reste
dans le cone des matrices positives

min (Y, Yp).
Y,E(Y)>0

Ici, on introduit les variable w, z € R et on prend Y = [v,w, 2], Yy = [0, —1,0] et

A(Y) — zId 0 0 0

_ 0 CY)4+z—w 0 0
E(Y)= 0 0 Id v |’

0 0 ol 1

ou A(Y)i; = > rijrvr et C(Y) = >, crvg. Il est facile de voir que la contrainte E(Y) > 0 est
exactement les contraintes [[v[e < 1, w < 2z + vep et z < minjq),,=1 @ia; A(Y);;. Comme on
cherche a maximiser w, on résout bien le probléme initial.

Dans la pratique, aucune valeur propre n’est jamais multiple, on considére donc M comme une
boule dans ’espace engendré par les vecteurs propres dont les valeurs propres sont comprises entre
Aet (1+¢e)*A.
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On donne aussi dans [Gou06] un certain nombre de tests numériques, ceux que je préfere sont
illustrés dans la Figure 1.4, surtout entre les itérations 5 et 20. L’algorithme a trois valeurs propres
a optimiser en méme temps dont deux sont issues de la symétrie du probléme. Entre les itérations 5
et 20, l'algorithme semble hésiter entre prendre une des valeurs propres ou alors prendre le couple
symétrique ou encore prendre les 3 en méme temps. Cela est du au parametre de la tolérance
qui considére deux valeurs propres comme égales. A l'itération 12, 'algorithme prend le couple
symétrique, ce qui a un effet désastreux sur la derniére valeur propre qui oscille. Heureusement il
se reprend et dans les itérations 16 a 18 optimise les 3 valeurs propres en méme temps. Ensuite la
valeur propre qui n’est pas issue de la symétrie s’éloigne et ne fait plus partie des préoccupations de
I’algorithme qui vit sa vie avec le couple symétrique. Une brisure de la symétrie dues aux erreurs
numériques advient vers I'itération 22 mais tout rentre dans l'ordre assez vite.

1.5 [GAJO08; AGJ09] : Compliance robuste

Dans [GAJO08], nous nous intéressons a la problématique d’optimiser la compliance d’un domaine
dont le chargement peut étre soumis a des perturbations, plus particulierement a optimiser le pire
des cas. Ce travail s’inscrit dans la lignée des travaux [CC99; CC04; All12; Chel2].

Etant donné un opérateur A, défini positif, & résolvante compacte un terme source f, une taille
maximale des perturbations m, un opérateur de localisation des perturbations B continu et des
perturbations s = Bg, le probleme de compliance robuste revient a trouver la perturbation de f
qui maximise la compliance de 'opérateur (ou "l’énergie")

max C(f+s) avec C(f):max—%(Au,u)—l—(f,u),

s=Bg,|lgll<m u

Ou la norme de ||g|| est une norme issue d’un produit scalaire. Physiquement, étant donné un
terme source f perturbé par s, le probléeme de compliance robuste revient a calculer la perturbation
qui réalise le pire des cas de la compliance. C’est un probléeme de recherche de perturbation
dite "pessimiste". L’objectif de [GAJ08] est de trouver des méthodes efficaces de calcul de cette
compliance robuste et d’optimiser par rapport au domaine la compliance robuste. Le probleme
peut se re-écrire

1 1
ax max — (Au, u) + (f + Bg,u) = max — (Au,u) + (f,u) +m|B"u|
gll<m wu u

LA(f + Bg). f + Byg)

max —
llgll<m 2
Par nature, c’est un probléme quadratique en g avec contraintes quadratiques de dimension infinie.
Nous étudions dans un premier temps la résolution du probleme direct. La meilleure formulation

de ce probléme est d’introduire p, une variable duale de la contrainte |/g|| < m, de considérer le
probléme aux valeurs propres généralisé

dont la plus petite valeur propre pg est strictement positive et de noter F,, les espaces propres
associés. Pour tout p, on calcule u, la solution (si elle existe) de

(A= pBB*)u = f.

Quand p est une valeur propre du probléme généralisé, alors u, existe si et seulement si f est
orthogonal & F, et on note u, la solution orthogonale a E,,.

Proposition 1.7 L’algorithme de résolution du probléeme de compliance robuste est le suivant

1. Si f n’est pas orthogonal a E,; aller a I’étape (3).

13



m
2. On calcule u,,. Si ||Bu,,|| < — alors 'ensemble des solutions est donné par
Po

m
{upo +v,v € Eo, ”BU” = % - ||BUPO||}

Finir ’algorithme

3. La fonction g(p) = (f,u,) + mTZ est convexe et admet un unique point critique p* sur
10, po[. La solution du probléme est

{up* 2

Comment trouver p*. Dans le cas ou l'algorithme nous indique qu’il faut minimiser la fonction
convexe g, on utilise une méthode de Newton. Le calcul de u, nécessite une résolution de A — pBB*
et la formule de la dérivée seconde de g par rapport a p nécessite de calculer

v, = A7'BB*(A — pBB*) ! Au,

L’obstruction usuelle au déploiement d’une méthode de Newton est le surcoiit de calcul de la
Hessienne. Ici, le surcofit n’est pas excessif, A a déja été factorisé/préconditionné pour calculer le
probleme aux valeurs propres généralisé, de méme que A — pBB* pour le calcul de u,. Cependant
chaque itération en p pour trouver p*, le minimum de g est relativement cotiteuse car elle nécessite
une factorisation de la matrice A— pBB*. Afin d’accélérer la convergence de I’algorithme de Newton,
on donne dans [GAJ08] de bonnes bornes sur p* qui permettent de commencer les itérations plus
proches de p*. On note (e;);en les vecteurs propres du probleme (1.27) associés & des valeurs
propres non nulles. En renormalisant ces vecteurs propres par (Ae;, e;) = d;;, en notant f; = (f,e;)
les coordonnées de f, et en notant 7 f la projection A-orthogonale de f sur le noyau de BB*, on

obtient : L
pz fz
=> — + =l
P

ieN pi

En supposant que les n premiéres valeurs propres du probléme (1.27) sont calculées, on s’intéresse
au problémes de minimisations de g,, et gp; donnés par

Zplf’ £ o) = (A7) Y

i<n P i<n

+ g (p).

On montre dans [GAJ08] que ces deux problémes d’optimisation convexe ont une solution respecti-
vement notées p,, et pys sur ]0, po[ et que ces deux solutions fournissent un encadrement de p* le
minimum de g, au sens ou p,, < p* < pas. Les calculs d’optimisation sur g et g, sont triviaux et
la borne donnée permet d’initialiser correctement le probleme de Newton de calcul de p*.

Optimiser la compliance robuste par rapport au domaine. Dans [GAJ08], nous nous
intéressons aussi a la dérivation par rapport au domaine de la compliance robuste. Pour le calcul
effectif de la dérivée, il vaut mieux regarder la formule de la compliance robuste donnée par

1
J = max—i(.Au,u) + (f,u) + m|B*u|| (1.28)
on note M I’ensemble des maximiseurs de la compliance robuste et une dérivation formelle par

rapport au domaine nous donne en notant 7', A, f’, B’ les dérivées directionnelle de forme par
rapport a une direction 6

T = max —= (A, u) + (', u) +

wem 2 B \\2“38 u,u)

14



X

F1GURE 1.5 — Ilustration de la Section 1.5 : L’exemple du pylone perturbé. En haut le maillage avec
les forces appliquées (gauche) et I'initialisation (droite). Sur la ligne du milieu des perturbations
verticales sont autorisées la ou les forces sont appliquées. Sur la ligne du bas, des perturbations hori-

zontales et verticales sont autorisées la ou les forces sont appliquées. Les perturbations augmentent
de la gauche vers la droite

On montre dans [GAJ08] que la formule (1.28) de dérivée formelle est juste et on 'exprime comme
J' =max [ (0-n)(v(u,u)+1(u))

ici M est une sphére qui n’est pas centrée en 0, v est bilinéaire et [ est linéaire. Le calcul du

gradient se fait comme dans la Section 1.4 ou l'on traitait le cas de valeurs propres multiples et

ou ’ensemble M était une sphére centrée en 0 et ou [ = 0. La compliance robuste n’est qu’une
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F1GURE 1.6 — Ilustration de la Section 1.5 : Test de la chaise robuste, les chargements sont montrés
a gauche, les perturbations sont localisées au méme endroit que les chargements et sont supposées

étre dans la méme direction. Au milieu, un facteur de perturbation m = 0 et a droite un facteur de
perturbations m = 1.

extension des valeurs propres multiples et les arguments s’appliquent quasiment verbatim. Un
exemple de résultat type est donné dans la Figure 1.5.

Dans [AGJ09], nous étendons la méthode & d’autres tests et nous regardons aussi 'optimisation
de puissances LP des contraintes, le test de la "chaise robuste" est présenté en Figure 1.6.

1.6 [FG18] Méthode de Gauss Newton

La question que nous nous sommes posés dans [FG18] était d’essayer d’implémenter une
méthode de Gauss-Newton en optimisation de forme. La méthode de Gauss-Newton est une
méthode d’ordre 2 qui ne nécessite pas de calcul de Hessienne. L’avantage de ne pas a avoir a
calculer des dérivées secondes est que 1’espace des formes atteignables par difféomorphisme est une
variété non-Riemannienne et il n’existe pas de définition intrinseque de la dérivée seconde dans un
tel espace. Des notions d’optimisation d’ordre 2 peuvent quand méme é&tre développées et ont été

tentées dans [NROO; Roc05; EHO5 ; KK14; ACV12]. Dans [FG18] nous voulions implémenter une
méthode de Gauss-Newton a 'optimisation de forme.

Définition 1.8 La méthode de Gauss-Newton est une méthode d’optimisation réservée aux
problémes de moindres carrés de la forme

S T,
mmin 2| F(0)]
et s’écrit
Ok+1 =0k +di.  avec (dF* odF)dy = —dF*F,

ou dF est la différentielle de F' au point 0y et dF™* son adjoint. C’est une approximation de la
méthode de Newton ot I'application linéaire (dF™* o dF’) remplace la Hessienne de la fonction
objectif. Le terme dF*F est bien le gradient de la fonction objectif.

Nous l'avons d’abord essayé sur un critére de moindre carré issu d’un probleme inverse d’identi-
fication de trou. On suppose que pour un trou donné on a mesuré la solution d’'une EDP sur un
domaine d’observation w et on cherche a retrouver la forme du trou. Pour cela on minimise par
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rapport a 6 la fonction
IB@F = [ 1u(0) ~ wf

ol u; sont les données et u(f) est la solution d’'une EDP posée sur le domaine Q(0), avec w C ().
Le produit scalaire utilisé est le produit scalaire L? sur w ce qui donne Fy(6) = u(f) — u;. Dans
un deuxieme temps, nous avons ensuite essayé la méthode de Gauss-Newton sur un probléme de
compliance avec contrainte de volume en écrivant

1 A
\|F2(0)\|2:§/ AVug: Vue+§/ 1, (1.29)
Qg QG

Ol ug € H5(Qp), le symbole D indique que 'on met des conditions des Dirichlet sur une partie de
la frontiere de Qg et ugy vérifie I’équation

AVugVo = fv Vv e Hp(Q).
Qe QS
Le produit scalaire utilisé ici est

L. 1
((m0). (7,0 =5 [

Am:m+)\/v~ﬂ, (1.30)
Q

Q

ou m,m sont des champs de vecteurs et v, ¥ des champs scalaires. Apres avoir fait une intégration
par partie pour ramener les intégrales dans (1.29) & des intégrales sur le domaine {2, on obtient la
formulation suivante pour Fy(6) = (mg, vg)

T=1I1d+60 mg=+/|det VT|VugVT ™ wvg=+/|det VT].

L’introduction d’un terme de moindre carré dans le cas de la compliance est complétement artificielle
et nous flimes relativement surpris de 'excellent comportement de I’algorithme.

Calcul de dF et dF* Nous montrerons le calcul dans le cas F' = F5. En utilisant le changement
de variable usuel de l'optimisation de formes, on établit une formulation variationnelle pour
g = ug o (Id + 0) de la forme

/Q C(0)ViigVo = /Q FO)w

et on peut dériver par rapport a 6, en notant du.0, df.6,dC.0, les dérivées directionnelles, on obtient

/QAV(du.o)wz/Q—dc.evuvw/ﬂ(df.e)u (1.31)

En écrivant F'(0) = (F1(0)Vg, F2(0)), le calcul de dF.0 est donné par
dF.0 = (dF,.0Vu + V(du.0),dF5.0)

Ainsi le calcul de dF.0 nécéssite de trouver du.f donc de résoudre le probléme (1.31).
Pour calculer dF™, il faut se donner un produit scalaire (e, #)g sur 'ensemble des parametres (ici
on choisit le produit scalaire H! sur les champs de vecteurs ) et par définition, pour z = (m,v) :

(dF*2, 0)0 = (2, dF.0) o — % /

1
Am: (dFl.GVu+V(du.9))+)\/ _|_)\,/ div(6)v,
Q o 2Ja

ou le produit scalaire M est défini dans (1.30).
On se débarasse du terme V(du.f) en introduisant un adjoint p qui résout

/QAm:Vd):/QAqu~Vp
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Puis on utilise 'adjoint pour transformer le terme [, Am: V¢ en [, AV(du.0)Vp et on utilise
(1.31) pour obtenir une formule
(dF* 2, 0)e — / 16)
Q

ou [ est linéaire et ne dépend que de z. On se sert ensuite de la représentation de 6 par éléments
finis pour calculer la forme linéaire 6 — fQ 1(0) et on releve cette forme linéaire par le produit
scalaire © pour obtenir dF*. Comme le produit scalaire © est indépendent de I'optimisation, il est
factorisé une fois pour toute et inverser sa matrice est facile. Le calcul de la forme linéaire est juste
un passage dans la méthode d’intégration éléments finis, au final le calcul de dF™*z ne nécessite que
le calcul de I’adjoint p. Ainsi le calcul de dF™*z et de dF.0 nécessitent une résolution de systéeme
linéaire.

220 220 2
220 220 X

FI1GURE 1.7 — Illustration de la Section 1.6 : Pour la compliance de la console, capacité de 1’algorithme
de Gauss-Newton & sortir des oscillations. En partant (& gauche) d’un probléme oscillant on lance
2 itérations d’optimisation. En haut avec un algorithme de gradient et en bas avec un algorithme
de Gauss-Newton. L’algorihtme de Gradient a bien plus du mal & compenser les oscillations pour
trouver la direction de descente tandis l'algorithme de Gauss-Newton détruit les oscillations.

Calcul de la direction de descente Il est a noter que le calcul des opérateurs linéaires dF
et dF'™* n’est pas possible, nous n’avons acceés qu’au produit matrice-vecteur dF.0 et dF*z pour
tout z, 6. De plus ces produits matrice-vecteur nécessitent une résolution du probleme de 'EDP
sous-jacente. Pour trouver la direction de descente, nous utilisons un algorithme itératif (GMRES
en l'occurrence) qui ne requiert que la connaissance du produit matrice-vecteur avec un faible
nombre d’itérations (10 en Poccurrence). Ainsi un calcul de direction de descente coiite 20 fois plus
cher qu'un calcul d’évaluation de la fonctionnelle (et 10 fois plus cher qu’un calcul de gradient
classique qui lui ne nécessite qu'un calcul d’adjoint). Ceci doit étre pondéré par le fait que nous
factorisons la matrice de ’EDP et que son inversion n’est plus que le cotlit d’un algorithme de
descente/remontée. Cependant cette technique n’est pas disponible pour les EDP paraboliques par
exemple.

Résultats Le comportement de ’algorithme est celui attendu, le nombre d’itération pour arriver
a convergence diminue drastiquement, la convergence est beaucoup plus rapide mais le cotit de
chaque itération est augmenté par la résolution du systéeme de Gauss-Newton donnant la direction
dj.. Nous avons cependant montré aue les deux méthodes de gradient et de Gauss-Newton sont
comparables en temps de calcul global et que la méthode de Gauss-Newton exhibe bien les structures
relativement classiques des méthodes d’ordre 2. Cependant la dynamique d’évolution de la forme
dans le cas de la méthode de Gauss-Newton est beaucoup plus satisfaisante, voir Figure 1.7. Dans le
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FIGURE 1.8 — Illustration de la Section 1.6 : Initialisation et formes finales pour 'optimisation
d’une arche pour, respectivement, la méthode de Gauss-Newton,’algorithme du gradient et un
algorithme de régularisation de la vitesse.

10° Sliding Arch convergence versus iteration 10° Sliding Arch convergence versus time
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FIGURE 1.9 — Illustration de la Section 1.5 : Evolution de la convergence de la compliance pour
le probleme de ’arche. On trace en échelle logarithmique la différence entre la fonction objectif
et sa valeur numérique optimale (obtenue pour Gauss-Newton). A gauche, les abscisses sont le
nombre d’itérations et a droite les abscisses sont le temps de calcul. Les algorithmes considérés
sont Gauss-Newton, I’algorithme du gradient et un algorithme de régularisation de la vitesse (H?!).

cas de la compliance de la console, une division par un facteur 5 du nombre d’itérations d’évolution
est observée et la forme reste moins longtemps bloquée sur des minimas locaux voir Figure 1.7 et
Figure 1.8 et Figure 1.9

1.7 Perspectives

J’ai deux travaux non-publiés sur le sujet de 'optimisation de formes, un sur 'optimisation du
flambement et un sur 'optimisation de sensibilité. Le flambement est une approximation (linéaire)
de la bifurcation d’un systéme mécanique non-linéaire. L’optimisation de sensibilité consiste a
optimiser la forme d’un échantillon d’un certain matériau sur lequel on va faire une expérience
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physique (par exemple, on le soumet & un chargement et on observe la réponse du matériau)
qui nous permet -via un probléme inverse- de retrouver des parameétres du matériau. Ainsi une
expérience physique se décompose ici en une prise de mesures physiques et un probléme inverse
d’assimilation de parametres. La question de 'optimiseur de forme est de savoir comment optimiser
le domaine pour que 'expérience physique soit la plus discrimante possible (retrouve le mieux les
parameétres). C’est un probléme d’optimisation bi-niveau car le probléme inverse qui nous permet
de retrouver le parametre est souvent un probleme d’optimisation en soi.

Une deuxiéme question est de transposer les techniques d’ordre 2 (les différentes flaveurs de
Newton) au probléeme d’optimisation de formes. Nous nous y essayons un peu dans [FG18], mais il
reste beaucoup a faire. Ce qui est intéressant est que I’espace naturel dans lequel le probléeme est
posé est des domaines atteignables par difféomorphisme W1 qui est une variété non-riemannienne
de dimension infinie. On pourrait déja se poser dans le cas riemannien (en utilisant des produits
scalaires similaires & [Gou06]) pour essayer d’aborder le probléme.

Une limitation des travaux de [Gou06] est I'introduction d’un produit scalaire pour travailler
dans W1, On devrait plutét utiliser des techniques d’optimisation dans des espaces de Banach.
Une contribution récente intéressante est [Her23].
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CHAPITRE

Différents problemes inverses

Dans ce chapitre nous détaillons plusieurs problémes que j’ai eu a résoudre a la sortie de ma
these. Ils ont tous en commun d’appartenir & la classe des problémes inverses d’identification.
C’est-a-dire qu’on cherche a partir d’informations sur la solution d’'une EDP a retrouver des
informations sur 'EDP en question, par exemple ses parameétres. Ils sont formalisés comme des
problémes d’optimisation sur les parametres de ’EDP en prenant comme fonction objectif un terme
dit "d’attache aux données" qui mesure la différence entre les donnée observées expérimentalement
et les données simulées avec le jeu de parametre en considération.

2.1 [Cap+09] Le 0-Laplacien

Le premier probléme qui nous intéresse est celui du 0-Laplacien. Considérons un appareil de
tomographie par impédance électrique, c’est a dire un appareil capable d’infliger des courants
électriques dans le corps humain via des électrodes et de mesurer le couple courant/potentiel sur
ces électrodes. On suppose donc que nous avons & notre disposition plusieurs (u;);=1., solutions de

div(ocVu,;) = 0 dans €, (2.1)

tels que I; = [, 90 u;(cVu; - n) est connu avec précision. On couple cet appareil avec un échographe,
qui est capable de focaliser des ultra-sons sur une zone prédéterminée du corps humain, disons
autour d’un point zy. On postule que cette compression change la conductivité électrique localement
de maniere déterministe. On note o° la conductivité perturbée et u; le potentiel électrique perturbé
par les ultrasons. On peut supposer que le potentiel du dispositif n’a pas été modifié, on a donc
u; = u; sur le bord. On suppose que I’énergie électrique perturbée I est mesurée avec précision.

En utilisant la formule du tenseur de polarisation donnée dans la Proposition 1.4, on peut
trouver un développement de 1'énergie (produit courant/potentiel) dépensée dans les électrodes au
premier ordre. Si € est le rayon de la perturbation, la différence d’énergie électrique injectée dans

le systéme, vaut
IF — I, = MVu;(z9)Vu;(zg),

avec M un tenseur supposé connu et dépendant de o(xg). Puis il suffit de faire varier la position
de xg, pour connaitre cVu - Vu.

Dans [Cap+09] nous nous sommes interessés, dans la lignée de [Amm+-08] & la question suivante :
Etant donné plusieurs (u;)i=1..p solutions de (2.1), peut-on retrouver la carte o depuis les données
de oVu,; - Vu; 7 On remarque tout d’abord qu’en infligeant des courants électriques de la forme
I,J,I+ J, on est capable de calculer, par la formule du parallélogramme les données oVu; - Vu;
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pour tout 7,5 et xg. Ici u; (resp. u;) est le potentiel électrique de réponse au courant I (resp J) sur
le jeu d’électrodes.

Si oVu; - Vu, est connu sur w C €2, est-il possible retrouver ¢ sur w? La question peut étre
reformulée comme étant le 0-Laplacien! car si dij = oVu; - Vuy, il s’agit de résoudre

Vui

div(dii =
iv( e

) =0 dans w,
ce qui correspond au p-Laplacien pour p = 0.

Presque unicité Nous montrons dans [Cap+09] qu’il y a presque unicité de o en dimension 2.
L’hypothese la plus importante est qu'il faut que presque partout dans w, la famille des (Vu;); soit
génératrice de R2. De plus il faut rajouter des hypotheéses techniques, comme le fait que |Vu;|~!
doit étre dans L?(w). Sous ces hypothéses, on peut calculer un jeu de direction d;(z) tel qu’il
existe une rotation R (inconnue) telle que d; = RVu;/||Vu;|. En d’autres termes, on connait les
directions des gradients (& une rotation pres). Si cette rotation est connue, alors, en réutilisant les
données, le vecteur s; = \/oVu,; est connu et ensuite o lui méme est calculable & une constante
multiplicative pres. Cette preuve d’unicité est directe, au sens ou elle se base sur des formules de
reconstruction.

Reconstruction La preuve d’unicité n’est pas une preuve de stabilité, elle est méme inutilisable
en pratique car elle nécessite de dériver les données. Nous nous sommes donc naturellement posé la
question dans [Cap+09] d’implémenter un algorithme de reconstruction de o. Nous sommes partis
d’un probléme d’identification de moindres carrés et nous comparons deux méthodes

min () = 3 [ (190l d) ow min Ta(r) = [ stolVusl )2

i w i,k Wk

ou (a,b) — j(a,b) est un terme d’accroche aux données et u; vérifie (2.1).

Le probléme en J; est résolu par une descente de gradient, dans ce cas, nous nous arrétons sur
j(a,b) = (y/a — v/b)? car la variable a n’est moralement que L?(Q). Concernant la formulation en
J2, nous utilisons une méthode de Gauss-Newton, dans ce cas nous prenons plutdt j(a,b) = a —b
et wg est un simplexe du maillage. Nous avons étudié ces deux algorithmes et leurs avantages
respectifs

Algorithme J;. Le calcul du gradient de J; est fait dans [Cap+09], il nécessite un calcul
d’adjoint. Nous avons aussi montré que dans le cas des algorithmes de gradient, la fonctionnelle [J;
était presque strictement convexe aux minimums globaux (dans le cas a = b) au sens o, en notant
7 = In(0), pour tout a, il existe deux constantes C et ¢ telles que :

2 2
Z %(/ hi)~* (/ h¢5> < (%5, 0) < %/ Zhiéz avec h; = o|Vu|?.
, w w T v’

On donne un exemple dans [Cap—+09] ou la Hessienne de J; n’est pas définie positive aux minimums
globaux, car essentiellement les directions de descente § sont orthogonales aux h;. L’algorithme
de calcul d’optimisation sur /7 est un algorithme de gradient classique, il faut faire attention a
ne pas optimiser sur o mais plutot a faire le changement de variable 7 = In(c), cela améliore
drastiquement la vitesse de convergence.

Nous testons numériquement notre algorithme sur différents cas, nous rajoutons aussi du bruit
pour tester la résistance au bruit additif gaussien dans les données. Nous nous intéressons aussi
aux erreurs faites sur la forme du domaine €2 et sur les valeurs de v au bord. Effectivement, dans
la pratique, la valeur de u au bord n’est pas connue car il n’y pas d’électrodes sur I'intégralité

1. Mais c’est essentiellement une blague de Y. Capdeboscq.
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FI1GURE 2.1 — Reconstruction d’'une conductivité 2d par une méthode de gradient sur J; dans le cas
du 0-Laplacien. En haut a gauche, la configuration de référence, en haut a droite, la reconstruction
pour 10% de bruit, 'erreur en norme L? est inférieure & 1%. En bas & gauche, reconstruction avec
données partielles et en bas a droite, une erreur conséquente est rajoutée sur le bord du domaine.
Les données ne sont supposées connues que sur une ellipse ol la conductivité est bien retrouvée a
un facteur multiplicatif pres.

du corps et la modélisation de l'interface peau / air peut changer en fonction des conditions
atmosphériques. La physiologie du patient est essentiellement inconnue et non modélisée. Nous
montrons empiriquement que le probléme est local au sens ou il ne dépend pas de la forme
extérieure 2 et ne dépend pas des valeurs de u sur 992. Effectivement 1’algorithme réussi a retrouver
la conductivité (& un facteur multiplicatif pres) a I'intérieur de la zone d’observation. Ces effets
sont illustrés dans la Figure 2.1.

Nous essayons aussi de paralléliser ’algorithme d’optimisation par une méthode de recouvrement
de domaine a la Schwartz. Nous calculons une itération d’algorithme de gradient pour J; dans des
sous domaines wy et wo qui nous donnent 7 dans wy et 7o dans ws et nous posons T = % dans
w1 Nws. Nous montrons empiriquement que cet algorithme est parallélisable.
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Algorithme J5. Pour J5, nous utilisons un algorithme de Gauss-Newton, qui consiste a d’abord
faire le changement de variable 7 = In(c) et & produire les itérations

Thi1 =Tk +di,  avec (dF* o dF)d), = —dF*F, (2.2)

ou dF est la différentielle de F : 7 — (Fy (7)) avec 1 <i<set 1 <k<m
F(r) = / ¢ IVuil? — dyi.
Wik

Ici, s est le nombre de mesures de potentiel, il est relativement faible et m est le nombre de pixel de
discrétisation de 7, il a vocation & étre élevé. Pour n’importe direction X ou Y , le calcul de dF. X
ou de dF*.Y nécessite de calculer un adjoint pour chaque i ce qui fait s calculs du probleme direct.

True conductivity - Reconstructed conductivity
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FIGURE 2.2 — Reconstruction d’une conductivité par la méthode de Gauss-Newton (2.2) dans le
cas du 0-Laplacien. Les mesures sont obtenues avec 4 électrodes et 2% de bruit. L’erreur en norme
L? est d’environ 4%.

On utilise ensuite un solveur pour calculer dj et nous avons deux options. La premiere est de
calculer toute la matrice dF via le produit dF.X pour des vecteurs de la base canonique, ce qui fait
ms calculs de probleme direct, et utiliser un solveur direct pour trouver di. La deuxiéme option
est de faire un calcul iteratif, chaque itération nous coiite 2s calculs de probleme direct.

Nous avons décidé de faire une méthode multi-résolution en partant de m faible, de choisir la
premiere méthode pour calculer les directions de descente, et de lancer un algorithme de Gauss-
Newton. A convergence de I’algorithme de Gauss-Newton, on raffine le maillage de wy . Quand
m devient trop grand, on décide d’utiliser la deuxieme méthode pour calculer les directions de
descente dans l'algorithme de Gauss-Newton. Un exemple de reconstruction en 3d est montré dans
la Figure 2.2.

2.2 [Ber+09] : Retrouver des cylindres fins

Dans [Ber+09], nous nous intéressons & perturber une équation d’électrostatique par un petit
cylindre w, dont 'aire de la section tend vers 0 quand ¢ tend vers 0. Nous nous plagons dans un
contexte trés proche de celui du tenseur de polarisation (Proposition 1.4) ol w, est contenu dans
une boule dont le rayon tend vers 0. D’apres [CV03], on sait que si u. suit une équation de Laplace
a condition de Neumann sur le bord avec conductivité perturbée sur we :

—div(og + 1,,01)Vue =0 dans Q@ 090 u. = g,/ U =0 (2.3)
Q
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Alors, si w. tend vers 0 en volume, il existe un tenseur de polarisation M qui vérifie
(ue — up)(y) = |wel / (o1 — 00)MVugVNydv + o(|wel),
Q

olt M est un tenseur, dv est la mesure limite de |w.|"'1,_ et N, est la fonction de Green du
domaine non pertubé qui vérifie

—div(cgVNy) =0 dans Q@ 000, N, = =6, + |Q_1|,/ N, =0.
Q

On remarque que grace a la régularité elliptique du Laplacien, N, et ug sont régulieres sur dv.

La premiere contribution de [Ber+09] a été de calculer ce tenseur M dans le cas oll w. est un
cylindre que ’on définit par sa section d., son axe 7, sa longueur 2¢ et son point median x,, comme
suit, si (e, e2,7) est un repére orthonormé :

we = {xm +elaer +bex) + 27,2 € [—£, 4], (a,b) € d1 }

Dans ce cas le tenseur de polarisation M est constant et vaut 7 X 7 + m, ou m est le tenseur de
polarisation bi-dimensionnel (dans e x e) associé & di. De plus les inégalités du tenseur d’énergie
nous assurent que

g1

20 < M <Id danslecas oy <oy.

o1

{UOEMZICZ dans le cas g9 > o1

Dans les deux cas, la direction 7 est donnée par soit la plus grande, soit la plus petite des valeurs
propres de M.

FIGURE 2.3 — Reconstruction d’un cylindre sur lequel une conductivité est perturbée, [Ber+09]. A
gauche, le maillage de synteses des données et le cylindre, a droite la reconstruction.

La deuxiéme contribution de [Ber+09] a été de donner un algorithme de reconstruction du
cylindre dans le cas o9 = 1 si 'on ne connait que (u;);=1..4 sur 9Q ou u; vérifie ’équation 2.3 avec
g(x) = e; - n. Lalgorithme est relativement simple, il s’agit de tester u; sur le bord de Q avec
differentes fonctions test harmoniques 1 pour obtenir des informations géométriques sur M et dv.
Par exemple le cas ¢(z) = (z - ¢;) :

/ wi(z - ej) ~ |we|(1 — o) Me; - €
o0
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Dans le cas 01 > 1, la plus grande valeur propre donne la valeur de |w.|(1 — o1) et le vecteur propre
associé donne 7. On note ensuite u, = Y, u;7; En utilisant ¢(z) = (z - 7)? — (z - €1)?, on retrouve
Ty, - 7. Ensuite en utilisant ¢, (z) = |z — a|~!, on peut retrouver z,,,/ et finalement le tenseur m.
Ce dernier algorithme est intéressant car on calcule par méthode de dichotomie des maximums
globaux sous contrainte de
a ur(x-ej),
o0

qui correspondent a des parametres physiques dépendant de z,,, £ et m. il s’intéresse & Un exemple
en 3d est donné dans la Figure 2.3.

2.3 [Cin+10] : Placement optimal d’électrodes

L’article [Cin+10] répond & une question d’électro-chimiothérapie qui consiste a affaiblir
localement la barriere phospholipidique des cellules cancéreuses en appliquant un courant électrique.
L’affaiblissement de cette barriere, connu sous le nom d’électroporation permet une meilleure
absorption des drogues chimiothérapiques. L’objectif du praticien est donc de contrdler spatialement
I'intensité du champ électrique pour choisir les cellules qui recevront les drogues [Mar+06].

Nous avons simulé le probleme en résolvant une équation de Laplace avec un modele d’électrodes
(dénotées (V;);=1..n) parfaitement conductrices et une hypothése de condition de Neumann homogene
au bord du domaine.

div(cVu) =0sur Q\V;, Ohuloga=0 u

v, = ;.

La carte de conductivité o est donnée ainsi que w C €2 qui est la zone a électroporer. Le critere
d’électroporation est un critere a seuil, Uobjectif est que |Vu| < Ejep sur Q\w et FEy.e, < |Vu| < Ejpp
sur w. Le seuil E,., est le seuil a partir duquel I’électroporation est possible et le seuil F;.,. est
le seuil a partir duquel le courant électrique commence a briiler les cellules. Pour résoudre ce
probléme, nous minimisons la fonctionnelle objectif suivante

Erev + Eir'r
/ g(|Vu|(z) — Lu(ac)i2 ,x)dr,
Q\v

ou g(«, ) est quadratique en «. Les parameétres d’optimisation sont la position et 'orientation des
électrodes (leur forme est supposée fixée) et l'intensité a; des courants électriques. L’optimisation
par rapport aux a; est de loin la plus facile dans la mesure ou w est linéaire par rapport aux a; et
que les a; vivent dans un espace de dimension faible. L’optimisation par rapport aux électrodes
V; se fait par une méthode de gradient ou le calcul de la dérivée par rapport a la position et &
I'orientation des électrodes se fait avec les techniques usuelles de dérivée de forme. Par une formule
de Leibniz, on peut ensuite facilement en déduire la dérivée par rapport a un parametre donné.

2.4 [Amm+11] : La version Helmoltz du 0 Laplacien

Dans [Amm+11], nous nous intéressons au méme probléme que dans [Cap+09] sauf que nous
considérons ’équation d’Helmoltz au lieu du Laplacien. Ainsi, soit u; qui résout :

div(oVu;) + kZqu; = 0 dans Q.

Sachant que d;; = o|Vu;|%k; et e;; = qlu;|? sont connus sur w C €, est-il possible de retrouver o
et g sur Q7

Nous nous autorisons plusieurs mesures, pour différentes fréquences k; et différentes valeurs
de u; au bord. Concernant 'existence et I'unicité, nous donnons des formules de reconstruction
exactes dans le cas ou 2 C R2. Pour cela, il faut au moins 3 mesures (possiblement & des fréquences

k différentes) et qu’elles soient non seulement non orthogonales, mais que le déterminant de la
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Reference potential * Reference conductivity

Iteration : 60, Potential Iteration : 60, Conductivity

FIGURE 2.4 — Reconstruction du potentiel ¢ et de la conductivité o en deux dimension pour
léquation d’Helmoltz, [Amm+11] par un algorithme de gradient.

matrice dont les colonnes sont les vecteur (O,u;, Oyu,, u;) soit strictement positif en tout point.
Ensuite nous proposons un algorithme itératif de reconstruction basé sur une méthode de moindres
carrés. Basé sur les idées de [Cap+09], cet algorithme est

min J (o) = Z/Qj(0'|vui|27dii) + jqluil, eii),

.9

avec j(a,b) = (v/a — v/b)?. On montre numériquement que le coefficient ¢ est beaucoup plus facile
a retrouver que le coefficient 0. De maniere générale, ce probléme est beaucoup plus difficile que le
0-laplacien et les études numériques de stabilité au bruit et aux erreurs donnent des résultats bien
inférieurs. La raison principale est que la fréquence k peut devenir une fréquence de résonnance
(une valeur propre) de 'opérateur quand ¢ et o varient, ce qui rend I’algorithme d’optimisation
beaucoup moins stable. Un exemple de reconstruction est donné en Figure 2.4.

2.5 [EG11] : Tomographie par Impédance électrique

Le probleme de la tomographie par impédance électrique est de retrouver le coefficient de
diffusion de I’équation de Laplace dans un domaine borné en ne connaissant que la réponse au
bord (c’est-a-dire 'opérateur Dirichlet-to-Neumann ou DtN) de Popérateur. Etant donné ¢ sur le
bord d’un domaine 2, si u résout 1’équation de Laplace

— div(cVu) = 0 dans Q et u = ¢ sur 99, (2.4)
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alors lopérateur DtN est 'opérateur A : ¢ — cOnulq.

Un des résultats de base est que la connaissance de l'opérateur DtN permet de connaitre o
si o est supposée un peu réguliére et surtout si o est une fonction scalaire, [SU87; BT03; AP06;
Buk08]. Si o est autorisée a étre une matrice, le contre-exemple de Tartar montre que pour tout
changement de variable F' égal a I’identité sur le bord, la matrice or qui correspond & prendre
I'image de o par F' donnera le méme opérateur DtN.

Dans le cas ou ¢ est une fonction scalaire, la technique usuelle pour montrer I'unicité ou la
stabilité correspond & effectuer une transformation de Liouville et & transformer 1’équation (2.4)

en :

A 1/2
—Av+qu=0 ngietv:crl/2

i/ u. (2.5)

Ainsi le probléme de la tomographie par impédance électrique est souvent posé comme le probléme
de retrouver un potentiel de Schrédinger g. La clef de 'unicité de g et des estimées de stabilité, est
en dimension > 3 de trouver des solutions v qui s’écrivent

v(x) =e’ (14 0(|%|)) avec pr =0 et p complexe .
1

De telles solutions sont appelées "solutions CGO" (complex-geometric optics) et peuvent étre

utilisées comme fonction test pour retrouver les coefficients de Fourier de q.

Nous nous sommes posé dans [EG11] la question de Punicité de o une fois que le probléme est
discrétisé. En d’autres termes, est-ce que la connaissance d’un opérateur Dirichlet-to-Neumann
discret permet de retrouver le potentiel discret ? Le probleme majeur est que les solutions CGO
sont treés oscillantes et on ne peut osciller plus finement que la taille d’'une maille discréte. Nous
avons donc adapté les preuves et la méthodologie du continu dans le cadre discret.

L’existence de fonctions CGO passent par des inégalités de Carleman que nous avons adaptées
dans le cadre discret. Les inégalités de Carleman en continu peuvent se démontrer par intégration
par partie en utilisant la régle de Leibniz de dérivée d’un produit. Dans le cadre discret, il faut
retrouver une notion d’intégration par partie et de produit de fonction compatible avec une regle
discrete de dérivation d’un produit. Le cadre naturel dans lequel ces deux notions se retrouvent est
la méthode des différences finies. On se fixe un maillage de référence avec des directions unitaires
fixées (le stencil du laplacien) (e;);=1., qui ne dépend pas du noeud considéré. En notant d;
lopérateur de dérivée dans une direction et a; I'opérateur de moyennage,

u(z+ be;) +u(z— L)
2 )

heoy — _he.
diu(r) = u(r + Fe;) - u(r — 3e;) et agu(z) =

on s’intéresse donc a une discrétisation du type

Le fait qu’on étudie bien le Laplacien est écrit dans deux parametres de régularité €4 et €,, supposés
petits.

ca= > ldj(@")ix ea =11 a'(oi)e; ® e; — Id||pe.
¥ [

Le parameétre €4 controle les variations de o d’une maille a l'autre et le parametre €, controle que
la matrice o est proche de I'identité. On définit ensuite le parameétre de régularité du maillage

comme étant
e = max(ed, /€a)

Le résultat principal est que si g1 et g sont deux potentiels supposés a priori bornés en norme L>°
qui donnent lieu & deux opérateurs dirichlet-to-Neumann discrets A; et As, alors en notant

[ = max {hl/Z, |log(||A1 — A2||)\_1,€} ,
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on a .
ln — q2lpg—r < Crp?r+d.

Ainsi on obtient une estimée de stabilité qui dépend de g qui lui méme est gouverné par la taille
du maillage, la différence des opérateurs de Dirichlet to Neumann et de la régularité de la méthode
des différences finies adoptée.

2.6 Perspectives

Il faut étre honnéte, je ne me suis pas intéressé aux problemes inverses de cette partie récemment.
Plus par question de goiit que de manque de perspectives sur le sujet. Cependant, il est sorti un
article [Lec+23] qui porte sur les égalités de Calderon discrétes, dans la lignée de [EG11]. Dans cet
article, les auteurs regardent le probléme inverse de Calderon avec des données partielles au bord. Ils
ré-utilisent le formalisme que nous avons introduit avec Sylvain Ervedoza dans [EG11]. Cependant,
ce formalisme se situe dans le cadre des différences finies et n’est pas adapté a la méthode des
éléments finis, qui est I’état de 'art dans la résolution numérique de ce genre d’équations. Un point
important serait de déployer les méthodes de [EG11] dans le cadre des éléments finis (ou méme des
volumes finis), c’est 'axe qui m’intéresserait sans doute le plus.
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CHAPITRE

Le probleme de Graetz

3.1 Un peu d’histoire

L’histoire du probleme de Graetz commence avec la fin du dix neuviéme siecle par le travail
[Gra85] du physicien allemand Leo Graetz. Dans ce travail, Graetz considére un fluide caloporteur
dans un cylindre axi-symétrique et étudie la convection-diffusion de la température. Les hypotheses
simplificatrices sont que le régime est stationnaire et que la convection domine, c’est-a-dire que
la diffusion le long du tube est négligée. Ce probléme a ensuite été étendu dans [MV74; EZ89;
WKBO01 ; LOAO02] en prenant en compte la diffusion longitudinale et est nommé le "probléme de
Graetz étendu". Le cadre des configurations axi-symétriques a été étudié dans [PRL8Ob ; PRL80a ;
PRL81a; PRL81b], ces modéles prennent en compte des configurations de plus en plus complexes,
quoique toujours axisymétriques. Le premier travail sur les configurations non axisymétriques
débute dans [PP09] et c’est dans ce cadre que nous travaillons. Considérons pour commencer
I’équation de convection-diffusion d’une température 1" avec une vitesse de convection v :

T —div(KVT) +v-VT =0dans Q x I

Ou Q x I est un cylindre de section 2 C R? et de hauteur I C R. Le cas I = R™ est dit "semi-infini".
Le terme de convection v vient d’une convection fluide dans un domaine w. Ainsi le domaine w est
appelé la "phase liquide" et, par opposition, le domaine Q \ w est nommée la phase "solide". Dans
w X R, on modélise le fluide comme s’écoulant de maniére laminaire et d’amplitude invariante par
translation (Loi de Poiseuille) en se donnant I’équation de sa vitesse :

’U(mvyv Z) = h’(x7y)627

Ou h vérifie I’équation

—Ah = « dans w
(3.1)
h =0 sur Jw,
avec « € R. En séparant la variable z des variables (z,y), on obtient I’équation
€0, T + div(eVT) — hd, T =0 on Q x I, (E)

ol les coefficients de diffusions ¢, o > 0 sont bornés dans €2 avec une inverse bornée. Les conditions sur
le bord de 9 (LBC) peuvent étre du type Neumann, Dirichlet, Robin ou périodiques, respectivement
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€z
FIGURE 3.1 — Le domain €2 x I sur lequel le probleme est posé.
sur I'n,I'p,I'r,I'y C O et sont données par :
oVT -n=0sur I'y x I : Neumann, et/ou
T =0sur I'p x I : Dirichlet, et/ou (LBC)

oVT -n+aT =0sur I'g x I : Robin, et/ou
T est périodique sur I'y x I : périodique.

Les conditions sur le bord de I sont nommées les conditions (I/OBC) (pour Input/Output), nous
ne considérons que les conditions du type Dirichlet ou Neumann

T=Tp sur Qp et 9,7 = Sy sur Qn avec Qp U Qn = O x I1. (I/0BC)

En posant le probleme de Graetz comme une équation d’évolution en z avec un opérateur de

R2. En notant ¢ = (1;>’ cette équation devient :

(3.2)

9(z) = <8}T> 0:9(z) = Ap(z) on Q x I, avec A <Z> - <hc‘1u —c ' div 0V5> .

u

Pour simplifier la présentation de ce document, nous allons adpoter un formalisme qui est
arrivé tardivement dans notre étude du probléme de Graetz et qui étend des résultats précédents.
Effectivement, ce n’est que dans 1’étude générale des conditions aux bords [Deb+18] que nous
avons trouvé le bon formalisme pour poser le probléme, ce qui suit est donc directement tiré de cet
article.

Controle des contraintes et balancement L’étude de I'opérateur A dépend des conditions
aux limites latérales, on distingue trois cas :
e La mesure de I’ensemble I'p ou de I'ensemble I'g est non nulle, dans ce cas les constantes
sont contro6lées.
e Les constantes ne sont pas controlées et le débit est non nul, fQ h # 0 dans ce cas le probleme
de Graetz est dit non-équilibré.
e Les constantes ne sont pas controlées et le débit est nul fQ h = 0, dans ce cas le probléeme
de Graetz est dit équilibré.
L’espace naturel sur lequel agit A est :

H={(u,s),u € L*(Q),s € H(Q), tel que s =0 sur I'p et s périodique sur I'y}.

auquel on associe la forme bilinéaire

() 1)) = [

cut) +oVs- Vs + / ass’.
Q

T'r
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On vérifie facilement que A est symétrique pour cette forme bilinéaire. Quand les constantes sont
controlées, H est un espace de Hilbert mais quand les constantes ne sont pas controlées il faut
quotienter H par le vecteur (0, 1), ce qui rend s défini & une constante prés. Une fois que H est
quotienté, on peut étudier le noyau de A et voir que dans le cas ou le probleme n’est pas équilibré,
le noyau est réduit & {0} et que si le probléme est équilibré, en résolvant — div(cVs*) = h, alors le
noyau de A est Pespace vectoriel engendré par (1, s*).

Diagonalisation de A On montre que A est un opérateur symétrique a résolvante compacte
donc diagonalisable. On note dans la suite les couples de vecteurs propres de A comme (A, ¢;)ien,
avec M = Z si A a un noyau (probléeme équilibré) et M = Z* sinon.

A1 <0< ) et)\lé)\JSI’LSJ
Dans le cas équilibré A\g = 0 et ¢p = (s*,1).
Résolution du probléme On pose P 'opérateur de projection de H dans L? qui consiste &

garder la premieére composante de ¢ = (u, s), ainsi P(u,s) = u. Si T résout les équations (E) et
(I/OBC), alors il est de la forme :

constantes contrdlées : T'(z) = Z a;e** P
ez
cas non-équilibré : T'(z) = Z a;e**Pg; +c
i€z
cas équilibré : T'(z) = Z a;e**Pp; + c+d(z+s*), —divoVs* =h,
=

ou a;,c,d € R pour tout .

3.2 [Bou+11],[Feh+12] : Le cas Dirichlet semi-infini

Dans [Feh+12], nous nous sommes posés la question de savoir si le probléeme de Graetz admettait
une solution dans le cas ol le tube était semi-infini (I = R™) avec des conditions latérales de
Dirichlet (ainsi les constantes sont contrdlées) et s’il existait une méthode adéquate pour calculer
les modes de décomposition selon le mode aval. Mathématiquement la question se pose de savoir si
étant donné T, il est possible de trouver des coefficient a; tels qu'il existe une décomposition de la
forme

T(z) = ZaiTie)‘iz si T(0) = Ty est donné.
i<0

Il est important de noter que nous nous limitons ici aux indices ¢ positifs donc aux valeurs propres
A; < 0. En d’autre terme, est-il possible étant donné Ty de trouver 77 = 9,T(0) tel que le vecteur
¢ = (T1,Ty) vérifie (¢, ¢;)g = 0 pour tout i < 0? La réponse de l’existence ne pose a priori
pas trop de problémes, effectivement, en supposant h assez réguliére ’équation (E) n’est qu'une
pertubation compate d’une équation de diffusion 3d et 'opérateur A qu’une perturbation compacte
d’un opérateur de type Laplacien. Comme il est facile de trouver le ¢ pour un probléme de diffusion
pure (h = 0) on peut penser que dans le cas h # 0, on peut résoudre facilement le probléme.
Cependant la question du calcul numérique est plus compliquée. Effectivement, le probléme est un
probléme spectral d’ordre 2, la donnée de Ty =T et T = 0,T en 0 est nécessaire pour calculer les
a; de la décomposition du vecteur en 0. Le probléeme semi-infini est donc un probléme aux bords
(avec T' = 0 en 400) et calculer les coefficients a; revient & trouver T; en 0 ce qui revient a résoudre
un probleme elliptique avec des conditions de type Cauchy, ce qui est su comme étant instable.

La méthode de reconstruction que nous avons proposé consiste tout d’abord a modifier le
probléme et & chercher T pour que ® = (T, T) vérifie (¢, ¢;)g = 0 pour tout 4 < 0. Il suffit
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d’intégrer en z la solution T'(z) correspondante pour répondre au probléme initial. Ensuite on
considere les opérateurs de projection P sur la premiére variable et w_ sur les modes négatifs
définis par
Plu,s)=u 7y =3 (v, 0:)no
ieN
En notant ¢p = (Tp,0), on cherche ® tel que P® = P¢p et ¢_P = &. Ce qui donne la condition
nécessaire

T_P*Prn_® = w_P*t

Nous montrons ensuite que m_P*Pw_ = 0 est bijectif continu, donc que l'opérateur B_ =
(r_P*Pr_)~!n_ existe et on obtient comme condition nécessaire ® = B_ P*¢p , on vérifie ensuite
que PB_P* = P. La structure de la preuve réside dans le fait que P est une projection orthogonale
et dans 'utilisation des égalités suivantes :

(Id— P)A™'(Id—P)=0 PAP =0 (AP¢, P¢)= / hu? si ¢ = (u, s)
Q

I'-: ¥ "
27 L 04 -23 .-:__'_.-‘ 04 21 .-___- 0.4
e L%
-17 ._:'.__. 0.2 -13 ____.‘- 0.2 -1 *._-' 0.2
" _-‘-
-7 __-_': 0 -3 .-___-. 0 -1 - 0
e . -
4= o 02 8 ;l_.-" —02 10 - -0.2
P, : -~
1405 o4 18h8" —04 20 " -0.4
27 17 -7 4 14 ’ -23 -13 -3 8 18 -21 =11 -1 10 20

FIGURE 3.2 — La matrice mP* Pm pour 7w pour différentes valeurs du Péclet. Le Péclet est un indice
de la norme de la vitesse. De droite a gauche, le Péclet vaut respectivement 10,1,0.1. On calcule les
50 plus petites valeurs propres en valeur absolue, de droite a gauche, il y a respectivement 31,27 et
25 valeurs propres négatifs.

Nous avons aussi étudié ’erreur commise quand tous les modes ne sont pas connus, pour cela,
nous considérons la projection 7" sur les n premiers modes négatifs, nous montrons que l'opérateur
n™ P*P7t" est bijectif sur I'image de 7™ et nous considérons 1'opérateur restreint

B" = (z" P*Pr") "7,
En notant ® = B_ P*t la vraie solution recherchée et " = B" P*t, la solution calculée en ne
prenant en compte que les n premiers vecteurs propres, alors on obtient ’estimation

[@ — @™ < Cljt = w24,

Cette estimation assure qu'’il est effectivement possible de calculer ® en se concentrant sur les
premiers vecteurs propres négatifs. Il va de soi que cette estimation ne peut étre améliorée dans la
mesure ou le calcul de B™ comporte une étape de projection sur 7™ de t.

Nous donnons aussi dans [Feh+12] des calculs effectifs, on regarde notamment dans la Figure 3.2,
la matrice 7 P*Pm pour 7 la matrice de projection sur les premiers modes calculés (négatifs et

1 Id  —Id
2 <—I d Id
a n’inverser cette matrice que sur sa partie & mode négatifs.

Dans [Bou+11], nous capitalisons sur ces algorithmes de calcul pour faire ’analyse paramétrique
d’échangeurs thermiques quand la phase liquide se compose de deux sous-domaines, I'un avec
une pression positive et 'autre avec une pression négative, voir Figure 3.3. Le modele est dit de
convection & contre-courant. L’analyse paramétrique est faite en faisant varier le rayon des cercles
ou en faisant varier la pression des tubes.

positifs), cette matrice est, dans le cas h = 0 la matrice ) Notre algorithme consiste
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FIGURE 3.3 — Domaines de références pour I'analyse paramétrique faite dans [Bou+11].

3.3 [Deb+18] : D’autres conditions au bord

Dans [Deb+18], nous nous sommes intéressés a généraliser le travail fait dans [Feh+12] a
d’autres conditions latérales aux bord que les conditions de Dirichlet. Comme dans [Feh+12], nous
nous intéressons, dans le cas semi-infini, & décomposer une température selon ses modes avals.
Nous rappelons que nous avons distingué plusieurs cas : tout d’abord s’il existe des conditions
latérales de type Dirichlet ou Robin, on dit que les constantes sont controlés. Si elle ne sont pas
controlées, il faut regarder Q = fﬂ h, le débit total de la vitesse fluide. Si ce débit est nul on dit
que le probleme est "équilibré", les résultats dépendront aussi du fait que @ soit > 0 ou < 0.

Cas semi-fini En utilisant le formalisme de la Section 3.2, étant donné T, nous construisons
op = (Tp,0). En notant 71 la projection sur les modes strictement positifs de .4, nous nous
intéressons a trouver ® tel que

7P =0et PP = Pdp (3.3)

On introduit Popérateur B—(7_ P*Pm_)~tw_ . On montre que cet opérateur est toujours inversible
d’inverse continue. On note
On obtient

Proposition 3.1 Si ¢ = (1,0) et si ¢ le vecteur propre associé a la valeur propre 0 de A. Le
vecteur ¢ n’existe que quand les contraintes ne sont pas controlées et que @ = 0 (le cas est
équilibré).
e Si les constantes ne sont pas controlées et () > 0, alors il existe une solution ® & (3.3) si
et seulement si

(¢ — PB_¢|¢p) = 0.

Cette solution est unique et est donnée par ® = B_ P¢p
e Si les constantes ne sont pas contrdolées et @Q = 0, alors il existe une unique solution au
probléme (3.3) donnée par

(¢ — PB_¢|¢p)n
(¢ — PB_¢|o)n

e Si les constantes sont controlées ou si @ < 0, il existe une unique solution & = B_ P¢p
au probleme.

® =B_P¢p +a(B_¢p— ¢p) avec a =

Quand on transforme ce résultat en résultat sur 7', et en n’oubliant pas que I'on a quotienté
par les constantes, on obtient que si T est fixé, il existe une unique solution de I’équation qui ait
une croissance sous-exponentielle quand z tend vers U'infini et elle s’écrit de la forme

To = Z a; e Po; +1(2)

<0
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Ou r dépend du cas considéré et caractérise le comportement de la solution a I'infini.
e Si les constantes sont controlées r = 0 et les a; sont donnés par a; = (B_¢p|di)n
e Si les constantes ne sont pas controlées et @ # 0, alors r = T, est une constante. Si Q) < 0,
T est une inconnue du probléme et doit étre donnée. Si @) > 0, alors T, est donné par

(¢ — PB_¢|op)n
(¢ — PB_¢|p)n

Les coefficients a; sont donnés par a; = (B_(¢p — Tee®)|di)n
e Si les constantes ne sont pas contrdlées et Q@ = 0, alors 7(2) = T, + c2(2+ P¢y), la constante
co est une inconnue du probleme et quand co est fixée, alors

(¢ — PB_¢|lop — c200)n
(¢ — PB_¢[¢)n

Les coefficients a; sont donnés par a; = (B_(¢p — Tec® — cao)|¢i ). Dans la pratique, la

constante co est fixée a 0 pour empécher la température d’avoir une croissance linéaire a

I’infini.
Ce résultat confirme l'intuition physique du probléme qui consiste a dire que la température a
I'infinie est nulle dans le cas ou il existe des conditions de Robin et/ou Dirichlet qui entraine de la
dissipation de température. Dans les autres cas, la température a 'infini doit étre fixée quand le
débit (qui est la vitesse totale) est < 0, c’est a dire qu'il existe en moyenne de I’advection de fluide
qui provient de +o00. Pour le cas équilibré, il faut choisir si on autorise une rampe linéaire de la
température & l'infini. Dans le cas de Robin, on effectue une étude du parametre de Robin qui
permet de passer continuement d’un cas non contrdlé (Neumann) au cas contrélé de Dirichlet, voir
Figure 3.4.

T =

T =

O =S ALAL L1 AL AL AL 100 E E| = L ]
N kel r 4 1
v = - -1 N

q
° 0.5 .—/_t kel - 1 o
$ =] el
= g 10-1 =l
& 5 E el ol
& 0 — o = a1 a
2 I N i 1
E 2 ~
3 —0.5 — \i 10—2 E E g
§ A E E 1
= 1 = —1 - |
1 vl vovd vood vowul vl vl [l | | 1 > | | |

Neu_1__1__1_ 1 1 10 Dir -5 -2 1 0 2 4
- 10 10 10
104 103 102 10

Paramétre de Robin a Paramétre de Robin a Paramétre de longueur L

FIGURE 3.4 — (Gauche) : Evolution des valeurs propres de A de plus petite amplitude en fonction
du parametre de Robin. Les valeurs propres de Dirichlet et de Neumann sont notées avec des
points. (Milieu) : Evolution de la norme de la différence entre le vecteur propre de A de plus grande
valeur propre négative de et sa moyenne en fonction du parameétre de Robin. (Droite) : Dans le cas
d’un débit > 0 et d’un parametre de Robin fixé, évolution des valeurs propres de Z — Id (3.4) en
fonction de la longueur L de I’échangeur.

Cas fini On s’intéresse aussi a la résolution du cas fini. Nous ne discuterons ici que du cas ou les
constantes sont contrdlées, les autres cas sont gérés dans [Deb+18] mais ne feraient qu’alourdir la
discussion. On suppose donc que la température T est fixée en =L, on note T(£L) = T. Pour
résoudre le probléme, on utilise la linéarité pour mettre 74 = 0, on résout le tube semi-infini en
supposant que T'(—L) = T_, on récupére Uerreur qui est faite en T(L) par rapport & la valeur
voulue qui est 0. On re-propage l'erreur en z = L par un tube semi-infini dans le sens des z < 0
et on récupere encore une erreur en T'(—L), que 'on retro-propagera dans le sens des z > 0,
etc... Comme les évolutions dans le tube semi-infini de la température sont exponentiellement
décroissantes, on a bon espoir qu’un tel schéma fonctionne. Cela nous ameéne a considérer les
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opérateurs My = PeT2LAB, . On reconnait By les opérateurs de résolution des cas semi-infinis
(dans le sens des z > 0 et z < 0) et on reconnait eT2L4 qui est un opérateur d’évolution de la
solution le long du tube fini. Il existe une solution au probleme fini si et seulement si I'opérateur Z

défini par
Id M_
Z:(M,+ Id)’ (3.4)

est inversible. Dans [Deb+18], nous montrons que cet opérateur est bien inversible pour les petites
et les grandes valeurs de L > 0 mais on ne sait rien faire pour les valeurs intermédiaires de L. Voir
Figure 3.4 (droite) pour une représentation des valeurs propres de Z. Néanmoins nous donnons les
formules de résolution dans le cas fini, j’en épargne la lecture ici, ce sont des problemes linéaires a
faible nombre de variables (de l'ordre du nombre de vecteurs propres calculés).

3.4 [GFP14] : Optimisation de formes

Nous nous sommes naturellement portés sur 'optimisation de formes du probleme de Graétz
dans [GFP14]. L’objectif est d’optimiser la premiére valeur propre positive de Graétz par rapport a
la forme de w, la forme du tube dans lequel passe le fluide caloporteur. Nous commencons par noter
toutes les variables qui dépendent de w en mettant explicitement leur dépendence par rapport a w.

e Les coefficients de diffusion de la température. Effectivement le fluide caloporteur diffuse
la température différemment que la phase solide. Ainsi se fixe des coefficients de diffusion
dans la phase solide et liquide et les coefficients ¢, et o, sont définis par des formules
co=cyg+ci1l,,0, =00+ 011,

e La vitesse d’advection de la température h, = ay,v,,0, € R ol v, vérifie ’équation de
Poiseuille :

—Av,=1 surw v=0 surdw

et h,, et renormalisé par un coefficient a, qui peut lui aussi dépendre de w, les trois types
de renormalisation sont :

"Flot" :/ he, = 1 ou "Travail" :/ —Ah,, =1 ou "Dissipation" :/ |Vho|? =1
w w w

e L'opérateur de Graetz A, et le produit scalaire B,, sur H !

u hocytu — et dive, Vs
an) = ()

(Bu (u, ), (v, s") = / coutt +0,Vs-Vs' —|—/ ass’.
Q T'r

e Et finalement le premier mode positif A\, définit par un quotient de Rayleigh :

(B,®, )
Aw = mgx m
Dans le cadre de ’analyse de sensibilité par rapport aux variations de domaines, chacune des
dépendances est relativement bien comprise. Les dérivées de forme de la vitesse v, et donc du
parametre de renormalisation a, sont une application directe de techniques usuelles [AS07 ; HP06).
Les dérivées des opérateurs A, et B, sont typiques des dérivées avec sauts dans les coefficients
[Pan05 ; BP03] et les dérivées de valeur propres sont similaires aux résultats de [HR80; SLO94 ;
Gou06]. Cependant mettre en musique les différentes techniques est ardu, nous démontrons dans
[GFP14] la différentiabilité de la premiére valeur propre par rapport & w. Il existe une difficulté
supplémentaire dans 1’établissement de la différentiablité, qui est qu’il n'y a pas de saut de

1. A I’époque nous n’avions pas le méme formalisme que celui pris dans ce document qui est tiré de [Deb+18].
Donc les choix des opérateurs A et B sont un peu différents dans [GFP14].
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dérivabilité entre I'opérateur A et B et que la compacité de la résolvante de A est "cachée". Méme
en supposant ’espace propre associé a A\; de dimension 1, I'existence de la dérivée doit étre faite a
la main en montrant la convergence des vecteurs propres. Dans [GFP14], nous montrons 'existence
de dérivées directionnelles de A\; quand l’espace propre est de dimension arbitraire. Je n’écrirais pas
la formule de la dérivée de forme ici, qui est trop complexe & mon gofit, nous noterons qu’elle est
quadratique par rapport aux vecteurs propres de E7, I’espace associé a la premiere valeur propre
de A et qu’elle s’écrit

1) $€E1 (Bood)=1 /aw( n)MVhVp +e(¢),

ou e est une forme quadratique explicite, ou h est la vitesse d’advection et p est un état adjoint
nécessaire pour relever la dépendance de A par rapport a h. Cet état adjoint p est défini pour tout

¢ =(MT,T) € Ey par
/ VpV) = / T?p Y

FIGURE 3.5 — Les formes optimales pour la méthode de level-set et le flot fixé. La conductivité de
la phase solide évolue de haut en bas et prend les valeurs 1,5, 10. De gauche a droite, le flot total
prend les valeurs : F'=0.1,1,10

L’état adjoint est bien quadratique par rapport aux vecteurs propres, étant donné une base de
vecteurs propres de 4 de taille n, il est nécessaire de calculer w états ajoints pour calculer la
forme quadratique ¢ — A\ VAhVp + e(¢). Des techniques d’optimisation développées dans [Gou06]
peuvent étre ensuites appliquées. Nous donnons des résultats numériques d’optimisation par la
méthode de level-set.

Nous nous sommes ensuites apercus que les formes optimales présentent une structure non

lisse sur le bord, ceci sans doute afin de maximiser I’échange entre la partie fluide w et la partie
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FIGURE 3.6 — Les formes optimales pour la méthode d’advection de points de la frontiere et le
flot fixé. La conductivité de la phase solide évolue de haut en bas et prend les valeurs 1,5, 10. De
gauche a droite, le flot total prend les valeurs : F =0.1,1,10

solide €2 \ w. Ainsi nous avons aussi implémenté des algorithmes de remaillage de forme de la
frontiere pour capter ce comportement. Ces algorithmes de remaillage prennent comme parameétre
les points de la frontiére de dw, les advectent et remaillent depuis ces nouveaux points I'intégralité
du domaine 2. Ces algorithmes sont beaucoup plus sensibles que la méthode level-set car ils ont
tendance a replier la frontiére sur elle-méme, rendant le domaine topologiquement impossible a
mailler. Cependant, correctement initialisé par une méthode de courbe de niveaux, ils donnent
d’excellent résultats, si on se concentre sur de la minimisation locale. Nous avons aussi implémenté
des régularisations par pénalisation du périmetre, les résultats n’étant pas si probants que cela,
nous n’avons pas continué a chercher dans cette voie.

3.5 [Pie+14] : Des échangeurs

Dans [Pie+14], nous nous sommes interessés a recoller entre eux des problémes de Graétz pour
arriver a simuler des échangeurs. La forme classique d’un échangeur est donnée en Figure 3.7, il
consiste ici en deux tubes infinis dans la direction e, de section €1 et 5. Ces deux tubes échangent
de la température sur la partie z € [0, L]. Sont imposées les températures T; & I'infini aux seuls
endroits ou la vitesse "rentre" dans le tube, 'objectif est de calculer les températures de sorties 7T,.

Nous nous sommes posés la question dans [Pie+14] de calculer numériquement ces températures
de sortie. Pour cela nous calculons 3 problemes aux valeurs propre de Graétz (les deux tubes
infinis et la section d’échange) et nous découpons ’espace en 5 tubes, deux semi-infinis situés en
z < 0, deux autres en z > L et ’échangeur a proprement parler en z € [0, L]. Dans ces 5 tubes, la
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FI1GURE 3.7 — Exemple typique d’échangeur avec 5 domaines et 3 problemes de Graetz.

température est définie via une des formules :

Z a;eN* P,

constantes controllées : T

iz
cas non-équilibré : T = Z a;eN*Po; + ¢
i€Z*
cas équilibré : T = Z a; e *Pp; +c+d(z+s*), —divoVs* =h,
iz

Convergence of Jz,(Ty) Fluid/solid flux ¢(N)

JL;(TN) 15.75
——1.5
1e-01 N 15.5
\\g 15.25
15
1e-02 " 14.75
e- 5,%‘& .
14.5
1 10

N

T T

¢~ 15.65

$(N) —>—

L !

5 10 15 20 25 30

N

35

FIGURE 3.8 — Convergence de erreur d’approximation sur les interfaces (gauche) vers 0 et
convergence du flux de température sur U'interface solide/fluide (droite) en fonction du nombre
Nmodes de valeurs propres en échelle bi-logarithmique. Sur la figure de droite, la valeur théorique
pour N — 400

ou les a;, c,d sont les inconnues dans chaque tube et sont différent dans chaque tube et les
(\i, ¢i) sont calculés comme des valeurs propres des probléemes de Graetz dont dépendent les tubes.
Pour trouver ces inconnues nous résolvons ensuite un probléme de minimisation de moindre carré
qui consiste & minimiser, en z = 0 et z = L, le saut de la température et de sa dérivée normale
en norme L?. Aprés un travail trés technique en programmation et en notations, on se retrouve
a construire une grosse matrice que ’on doit inverser. Nous avons vérifié notre algorithme en
comparant dans des cas précis les valeurs calculées a des solutions analytiques connues [PP20], voir
Figure 3.8.
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&
7

F1GURE 3.9 — Quatres différentes solutions d’échangeur a condition latérales périodique en faisant
varier la longueur de I’échangeur ou le débit de la phase fluide. La taille de ’échangeur est 2 fois
plus grande en bas qu’en haut. Le débit du fluide est 3 fois plus grand a droite qu’a gauche. Ces
résultats sont issus de [Deb+18].

3.6 [DGP17],[DDP19] : Des applications

Nous avons utilisé le code développé dans [Pie+14] ainsi que la gestion des conditions limites
quelconques faites dans [Deb+18] pour faire plusieurs analyse paramétrique des échangeurs. La
premiére publication [DGP17] est & destination de la communauté thermique. Dans cette analyse,
une structure type a été implémentée, elle consiste en des échangeurs a 5 tubes et 3 problemes de
Graetz a section circulaire. Les conditions latérales sont de type Robin.

Différents parametres physiques ont été modifiés pour faire une analyse paramétrique : le Péclet
qui est un indice de la vélocité du fluide, le nombre de Biot qui caractérise les conditions de Robin
latérales, le ratio des conductivités de température entre les phases solides et liquides et finalement
le rayon des tubes dans lesquels le fluide évolue. Le parameétre observé est lefficacité thermique qui
est défini comme

1 T

e= -4 4
—o0 +0oo
TH - TC

Ou Ty et Te représentent la température dans le tube chaud ou froid respectivement et I'indice
+o00 représente le fait qu’on s’intéresse a la température quand z — +oo. Notons que dans ce cas
la, T; %, T sont des données du probléme et seule TIJ{roo est une inconnue.
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FIGURE 3.10 — Configuration de I’échangeur dans les tests numériques de [DGP17]

Dans [DDP19], nous avons aussi étudier des échangeurs avec des conditions aux bords périodiques
et avons appliqué notre méthode de calcul & une modélisation biologique. Nous voulons modéliser
les échanges thermiques entre l'artere qui contient du sang chaud et les veines qui contiennent du
sang plus froid [Des37] 2.

FIGURE 3.11 — Modélisation simple du réseau sanguin utilisé dans [DDP19]

Une analyse paramétrique est faite, nous nous sommes concentrés ici sur le diameétres des
vaisseaux sanguins, sur leur densité (contrdlée par la taille de la boite extérieure) et sur le ratio des
pressions aortiques et veineuses. Ce sont les parametres qui ont le plus d’influence sur la capacité
d’échange thermique du réseau sanguin.

3.7 Perspectives

Les deux applications [DGP17] et [DDP19] montrent I'importance du probléeme de Graetz
et de sa modélisation pour d’autres sciences, en thermique ou en biologie. Il reste des questions
mathématiques en suspens, notamment concernant 1'unicité de la solution dans les échangeurs.
Une grosse difficulté est que le code de calcul a été construit de maniere historique, en agglomérant
les résultats et les demandes de plusieurs années. Il faudrait surtout prendre le temps de faire un
nettoyage profond de ce code pour pouvoir 'utiliser de maniere plus efficace.

2. Dans cette publication "auteur estime méme que la différence de température est a l'origine de la circulation
sanguine!! Cela ne I’a cependant pas empéché de fonder les sciences modernes.
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CHAPITRE

Parcimonie en optimisation

4.1 [Boy+19] :Théoréme de représentation

Un théoreme de représentation est une caractérisation de ’ensemble des minimiseurs d’une
fonctionnelle. Considérons par exemple un algorithme de reconstruction. Etant donné E un espace
de Banach, on se donne ® : £ — R" un opérateur de mesure linéaire et on se donne un fonction
cott f: R™ — R. Par exemple pour une prédiction u, f(®Pu) peut représenter I’écart avec des
mesures réellement observées. Ainsi la fonction f est dite une fonction d’attache aux données. On
se donne aussi un régulariseur R : E — R et on s’intéresse a

min f(Pu) + R(u) (4.1)

uekl

Nous utiliserons un régulariseur qui est la jauge d’un ensemble convexe C.
R(u) = inf {\ tel que u € A\C, A\ > 0}

Notons que les normes sont des jauges de leurs boule unité. Le régulariseur a deux avantages.
e Il permet de poser correctement le probléme, car 'opérateur de mesure ¢ a un noyau
important si le nombre des mesures m est faible devant la dimension de FE.
e De plus 'opérateur R peut favoriser certaines solutions [Cha+12] aux détriment d’autres.
L’art de I'optimiseur est de trouver un régularisateur R qui va favoriser des solutions que
I’on veut a priori obtenir.
Par exemple il est connu qu’un régularisateur issu de la norme L' favorisera des solutions parcimo-
nieuses. Dans le probleme de 1'inpainting par exemple, on se donne une image de référence ug dont
on cache certains pixels. Cette opération linéaire ® correspond a mutliplier les pixels cachés par 0
et les pixels connus par 1 et on essaie de retrouver ug. Pour cela on peut utiliser le formalisme de
(4.1) en prenant f(y) = (y — ®ug)? et prendre comme régulariseur

R(u) = [IVullm,

Ou la norme M est la masse totale d’'une mesure si u est suposée BV (Bounded Variation), la
norme M devient la norme L! classique dés que la fonction est plus réguliere (la fonction u doit étre
W11 dans notre exemple). Ce choix de régulariseur permet de privilégier les images constantes par
morceaux (avec des aplats). Nous nous somme intéressés dans [Boy+19] & essayer de caractériser,
pour un R donné, quels sont les solutions qui sont favorisées.
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4.1.1 Résultats

Nous allons donner ici les deux résultats principaux de [Boy+19], mais il faut tout d’abord
rappeler quelques définitions. Si C' est un ensemble convexe linéairement fermé (toute intersection
de C avec une droite est fermée pour la topologie de R, ce qui est ’hypothese de fermeture la
plus faible qui soit compatible avec la notion de convexité), on définit Cr, (le linéal de C), un
sous-espace vectoriel de E et qui est défini comme 1’ensemble des lignes contenues dans C. On peut
ensuite quotienter C' en C = Cp + Cf, ou Cp est un ensemble convexe ne contenant aucune ligne.
Ne contenant aucune ligne, on peut définir sur Cp les points extrémaux ext(Cpg) et les rayons
extrémaux rext(Cp). Nous appelons "atomes" des points extrémaux de C' ou des points sur les
rayons extrémaux de C'.

La contribution principale de [Boy+19] est :

Proposition 4.1 On suppose qu’il existe v une solution de (4.1). On note § qui vaut

0=1siR(v)> 12273(1/4) 0 = 0 sinon.

et on note d la dimension de ®(C}) alors il existe une solution de (4.1), notée u* qui s’écrit :
T
uw* =ur + Zakek,
k=1

Ou uy, € Cp, ax > 0 et les e, sont les atomes de Cp, c’est-a-dire soit des points extrémaux de
Cp soit dans des rayons extrémaux de C'g. On donne une borne sur r qui est

r m —d+ 1 — ¢ dans le cas général

<
r <

m —d — ¢ si un des ey est dans un rayon extrémal (4.2)

Le parametre § peut étre vu comme un multiplicateur de Lagrange qui s’intéresse a savoir si la
contrainte de régularisation R est active au minimum, en d’autres termes si l'introduction du
régularisateur a un effet sur le probleme de minimisation original.

—— Démonstration

Notons que le cas = 0 est simple a montrer car s’il existe une solution v, alors tout v + ¢ avec
¢ € ker® est solution et quitte a quotienter par C, c’est un espace vectoriel de codimension
m — d. Un théoréme de Carathéodory permet de conclure. La contribution de [Boy+19] s’est
finalement avérée étre une réduction du nombre de points extrémaux pour décrire un ensemble
convexe dans le cas § = 1.

Dans le cas ou f est convexe, alors ’ensemble des solutions S* devient un ensemble convexe, en
quotientant par Cp,, on obtient S* = Sp + S, avec S;, = ker(®) N C, et nous avons un résultat
plus fort qui consiste a pouvoir représenter tout p € Sp dont la face est de dimension j comme

r+j
p=up+ E Qpeg,
k=1

avec les bornes sur r données par (4.2).

4.1.2 Applications

Nous généralisons avec ce théoréme un certain nombre de résultats obtenus pour différents
régularisateurs, il suffit de calculer pour un ensemble convexe donné son ensemble linéal et ses
atomes. Par exemple, si le régularisateur R est la norme ¢! des vecteurs, alors sa la boule unité n’a
pas d’ensemble linéal et ses atomes sont les vecteurs de la base canonique. Ainsi, nous montrons
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qu’il existe une solution m-sparse, c’est la notion de base de ’échantillonnage compressé [CRT06].
Cette remarque s’applique aussi quand on optimise sur 'orthant positif, ici R est l'indicatrice de
Porthant positif C, alors C' n’admet que 0 comme point extrémal et ses rayons extrémaux sont
{ae;,a > 0} ou e; est un vecteur de la base canonique. Dans ce cas, s'il existe une solution, il en
existe une m — 1 parcimonieuse, voir [DT05].

Si E = M l’ensemble des mesures de Radon sur € et si on choisit

R(u) —o00 si w non positive
u) =
u(Q) si u positive

alors R est la masse de la mesure u et on minimise sur les mesures positives. Les atomes sont les
masses de Dirac et certaines solutions sont combinaisons d’au plus m masses de Dirac, voir [CF14;
DP15]. Finalement dans le cas oul E est 'ensemble des fonctions BV et R(u) = ||Vu||m, alors les
points extrémaux de C sont les ensembles simples (connexes et a complémentaire connexe) et la
minimisation BV favorise les solutions s’écrivant avec m atomes. Ceci explique le phénomeéne de
"staircaising".

4.1.3 Pour aller plus loin

Le théoréme de [Boy+19] est un peu plus explicite que la forme énoncée ici. Il dit que les points
extrémaux de ST vivent dans une face de dimension au plus m — 1 de Cp et la situation peut
se révéler plus favorable qu’une application directe du théoréeme. Par exemple, concernant C' le
cone des matrices semi-définies positives. Les points extrémaux sont les matrices de rang 1 et en
appliquant le théoréme, on retrouve le fait qu’il existe des solutions qui s’écrivent comme m — 1
somme de matrice de rang 1 et donc des matrices de rang m — 1. Cependant les faces de dimension
m du cone sont composées de matrice de rang O(y/m) [Dat10, Sec.2.8.2.2], donc la borne sur le
rang est en y/m. Similairement, concernant la norme TV, si deux ensembles simples appartiennent
a la méme face, alors leur intersection aussi ainsi que toutes les composantes connexes de cette
intersection. Ainsi les faces de dimension 2 ont pour points extrémaux des ensembles soit disjoints
soit inclus 'un dans 'autre. Il existe d’autres regles basées sur le passage au complémentaire, mais
ce qui est important de retenir est que dans le cas m = 3, les atomes ont des propriétés entre eux
qui nécessite ’étude fine de la structure des faces.

L’autre intérét de ce théoreme est de se limiter dans le probléme initial (4.1) & rechercher des
solutions qui vérifient le probleme de représentation. En supposant que C' n’admette pas de ligne
et en notant A I’ensemble des atomes, on obtient

min f(z a;®e;) +R(Z age;),

a€RT™ ec A

De maniere générique, on peut s’attendre & R(D, aje;) = Y, a;. Si f est convexe, on décompose
le probleme en un probléme d’optimisation convexe standard sur les a et un probleme posé sur les
atomes. Cette démarche est utilisée dans [FW19] et est prometteuse d’applications.

4.2 [FGW20],[FGW19] : Programmation semi-infinie
Dans [FGW20] nous nous intéressons aux problémes du type

L f(@p) + [pl(Q), (4.3)

ou M est I'ensemble des mesures de Radon et 2 un sous-ensemble de R™ et ® est linéaire & valeurs
dans R™. En se donnant des mesures cibles y et en prenant le choix f(z) = 0 si x = y et 400,
_T

on retrouver le probléeme basis pursuit [CDS01] et en prenant f(z) = Z|l — y||?, on retrouve une
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variante du Lasso, le Beurling-lasso [Tib96 ; DG12]. En utilisant [Boy+19], nous savons qu’il existe
une solution écrite sous la forme d’au plus m mesures de Dirac :

dp* = Zafém:, s<m. (4.4)
i=1

On peut donc couper ce probléme en deux parties et a chaque itération &, se fixer Q¥ un domaine
et chercher uniquement le vecteur o solution du probléme d’optimisation avec régularisation o

min f( Y 0;i®da,) + |alle (4.5)

acR”
z, €QF

Parmi les choix d’algorithmes, on peut choisir de fixer QF & P’avance, comme une grille cartésienne
fixe, ce qui rend le probléme souvent trop complexe [TBR13; DP15]. Dans [BP13], les auteurs
rroposent d’enrichir Q% au fur et & mesure des itérations. Dans [TA20], les auteurs proposent une
méthode de gradient sur les variables couplées (a,z) et finalement, dans [BSR17; Den+19] les
auteurs proposent d’optimiser sur les variables couplées (a,z) puis d’augmenter QF au fur et a
mesure. Dans [FGW20] nous proposons une stratégie mixte de raffinement et d’optimisation en
montrant un taux de convergence linéaire.

4.2.1 Stratégie de raffinement

Sous des hypothéses minimales, le probléeme (4.3) admet un probléme dual qui est un probléme
équivalent et qui est donné par

sup  —f"(q), (4.6)

[[@*q|l oo 0y <1

ou f* est la transformée de Legendre de f.

—— Démonstration

Il s’agit d’'un développement classique qui suit les lignes suivantes

inf  f(®p)+ |p/(©) =  inf L Du) — f*(q) +|pl (O
#eb\l}l(o)f( )+ 1l(0) #eba(o)sgp@ w) — *(q) +ul(0)

=f(®u)
inf (®*q, 0) —f*
sup Meﬁ<0)< ¢, ) + pl(0)  —f*(q)

q

_)oif 12*qll L0y <1
—o0 if [|®%g|[ L (0) > 1

Sous des hypotheses faibles de régularité de f, il existe un seul maximiseur au probléme (4.6).
On note ¢* la solution de (4.6) pour O = Q et g celle pour Q*. Afin de comprendre la stratégie
de raffinement, nous donnons la proposition suivante qui permet de déterminer si la solution du
probléme pour QF est aussi solution du probléme pour .

Proposition 4.2 — certificat dual. Soit € C Q, si g est I'unique solution de (4.6) avec O = QF,

alors forcément ||®* gy oo (r) < 1. Sien plus on a [|®*qy | (o) < 1, alors gz = ¢* et la solution
de (4.5) est 'unique solution de (4.3).

Démonstration

Comme QF C Q, le probléme (4.6) a moins de contraintes quand O = QF que quand O = Q.
Ainsi la valeur du supremum de (4.6) est plus grande pour O = QF que pour O = Q et ainsi
—f*(¢*) > —f*(¢*). Comme ¢* est admissible pour O = Q, et que ¢* est le supremum de
—f*, on a —f*(qg*) > —f*(¢~), par suite il y a égalité —f*(¢*) = —f*(q*) et par unicité du
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minimiseur, on a ¢* = ¢*.

La stratégie de raffinement est tirée de la Proposition 4.2. Si 'hypothese || ®* x| 0) < 1 est
vraie, alors on a trouvé la solution. Si elle est fausse, alors elle nous donne une indication sur les
points qu’il faut rajouter a QF :

~— Algorithme )

A chaque itération k :

e Si Q% est donné, on calcule ¢*, solution de (4.6) avec O = QF.

e On calcule X* qui sont tous les maximums locaux de z — ®*¢*(z) qui sont strictement
plus grand que 1. Ce sont les points ot I'hypothese |[®*qx|| 1) < 1, nécessaire dans la
Proposition 4.2, est la plus contredite.

e On rajoute a QF les points de X* au sens ott Q¥+ = QF U XF*.

. v

Nous montrons dans (4.3) qu’aprés un nombre d’itérations finies, ’algorithme rajoute au plus s
points a chaque itération et nous montrons qu’il existe un taux de convergence linéaire pour

d(z*,Q%) = sup inf [z} — z]. (4.7)
i xEQk

FIGURE 4.1 — Illustration de [FGW20], & gauche les données qui sont des mesures convolées avec des
Gaussiennes auxquelles on a rajouté du bruit. A droite, le résultat de 1’algorithme de reconstruction.
Les barres verticales bleues avec les cercles représentent les positions et les amplitutes des données
synthétiques, les barres rouges avec des croix représentent la reconstruction. A part un léger biais
en amplitude di a la reconstruction £;, les données sont quasiment retrouvées exactement.

Pour obtenir ces résultats, nous devons supposer que f est convexe avec un gradient L-Lipchitz
et nous devons supposer que ® est assez réguliere au sens o il existe des fonctions a; € C?(Q)
telles que

(@d,u),;z/a,;du.
Q

Nous avons de plus besoin d’une condition similaire & la "non-degenerate source condition" : Si ¢*
est le point optimum du probléeme dual de (4.3), alors la fonction x — |®*¢*|(z) ne doit atteindre
son maximum qu’aux points z} et doit étre localement strictement concave en ces points.

La démonstration en elle-méme de la convergence de I’algorithme de raffinement est relativement
complexe, elle est similaire & un algorithme de boot-strap ott 'on peut déduire que ¢* est proche
de ¢* et d(x*,QF) est faible, grace & la régularité de ® et a la stricte concavité de ®¢* autour
de z}. Ainsi les maximums locaux de ®*g; seront proches des maximums locaux de ®*¢*. En
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retour, comme ces maximums locaux sont ajoutés a QF alors d(x*, Q¥*1) se réduit et aussi ¢**+1 se
rapprochera de ¢*. On doit cependant utiliser un argument de recouvrement fini pour assurer que
d(z*,QF) décroit & la bonne vitesse.

4.2.2 Algorithme final

Nous nous intéressons aussi a l’algorithme de gradient en (a, z) et montrons l'existence d’un
bassin d’attraction. Finalement nous proposons un algorithme hybride qui propose le meilleur des
deux mondes. Nous faisons une étape de raffinement qui nous rajoute de nouveaux points, puis
nous langons une méthode de gradient sur les points que nous venons de rajouter, nous attendons
la convergence et nous recommencons.

4.3 [FGW23] : Super-résolution hors-grille résolue avec une
grille

Le probléme majeur de [FGW20] est que si des points trop proches sont rajoutés dans Qj
alors le probléme (4.5) commence & étre mal conditionné. De plus, quand le nombre de points
dans Q augmente, le probléme (4.5) est difficile & résoudre numériquement. Troisiémement, la
recherche systématique des maximiseurs locaux de z +— |®*(x)q"| est cofiteuse. Elle est résolue par
une méthode de gradient et peut étre sensible aux minimas locaux. Nous désirons résoudre ces
probléemes en nous intéressant a des algorithmes multi-résolution sur des grilles.

L’algorithme est le suivant

— Algorithme N

Pour un J € N donné :

e Probléme discret : Nous résolvons le systéme discret (4.6) sur une grille cartésienne
O = Q.

e Calcul du critére : Pour chaque cellule de la grille de €, C R?, nous calculons un
critére qui détermine si la cellule doit étre raffinée par dichotomie (i.e., découpée en 2¢
cellules).

e Restriction sur le raffinage : Parmi les cellules marquées comme devant étre raffinées,
nous ne raffinons que les plus grosses. Cela donne un nouveau maillage Q1.

e Critére d’arrét : L’algorithme s’arréte dés qu’il raffine une cellule de diametre plus
petit que 277,

y

Les résultats de convergence dépendent du choix de critere de raffinement. Nous proposons un
choix qui assure les propriété de convergence suivante.

Proposition 4.3 En choisissant correctement le critere de raffinement, on montre qu’il des
constantes (¢;); telles que 'algorithme présenté ici a les propriétés suivantes :
e Convergence linéaire : Il s’arréte en k* = ¢ + coJ itérations
e Controle de la complexité : Le nombre de points dans Q2+ est plus petit que csJ.
e Convergence des itérérs : Chaque point z* est & distance au plus ¢;,2~7 d’un point
de Qk:* 0
e Convergence des certificats : On a ||gx- — ¢*|| < 5277.

Toute la difficulté de [FGW20] est de comprendre quel critére il est pertinent d’implémenter pour
que l'algorithme optimise "le plus vite". Par "le plus vite", on entend que les bonnes cellules doivent
étre raffinées mais que le nombre de cellule n’explose pas, sinon la résolution du systéme discret
devient trop complexe.
e Si le nombre de cellules raffinées n’importait pas (critére de Controle de la complexité),
la stratégie de raffinement uniforme fonctionnerait et serait optimale.
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e Nous montrons dans [FGW20], qu'un critére qui raffine les cellules qui contiennent un
maximum local de |A*gg| dont la valeur critique dépasse 1 est un critére qui permet
d’assurer la convergence. Ce critére correspond & 'étude faite dans [FGW20] ou nous
rajoutions a chaque itération les maximums locaux dont la valeur critique dépasse 1.

e Afin de limiter le nombre de cellules raffinées a chaque itération nous imposons que 'utilisa-
teur garantisse 1’existence d’une constante c telles que les cellules w qui vérifient

[2* g || Lov () < 1 — clw]?, (4.8)

ne sont pas raffinées. Ici |w| représente le diametre de la cellule. Naturellement, le critére
que 'on utilise est un critere basé sur des développements de Taylor d’ordre 2.

Démonstration

La restriction sur le raffinage est la technique qui permet le controle de la complexité.
Gréce a cette hypothese, si on raffine une cellule, alors forcément les cellules qui contiennent un
maximum local de |®*qy| qui dépasse 1 (qui par définition doivent valider le critére de raffinage)
sont forcément plus petites. Donc forcément la valeur maximale de |®*qx| ne peut pas étre trop
grande (par régularité de z — |®*q|(x) ). Ainsi g n’est pas trop éloigné de ¢* et comme d*¢*
est strictement concave autour de ses maximums locaux qui dépassent 1, alors la cellule qui
est raffinée doit étre proche de ces maximums locaux de ®*¢*. Ainsi on ne raffine que dans
un voisinage de ces maximums locaux et on peut garantir de cette sorte un contréle sur la
complexité.

4.4 Perspectives

Les perspectives principales sont des améliorations de I'algorithme de [FGW23] et sont au
nombre de trois. Premiérement, on pourrait vouloir abandonner certaines cellules qui sont trop
grosses et trop loin des maximums locaux, elles sont inutiles pour 'optimisation. Cependant il faut
concevoir un critere facile a implémenter qui puisse permettre de retirer ces cellules. Un autre axe
d’amélioration est d’étendre cet algorithme a d’autres critéres de régularisation que la variation
totale. Puis, pour proposer a la communauté un code viable, il faut que ’on retravaille sur le solveur
discret qui, pour l'instant, n’est pas adapté (il n’a notamment, a I'itération &, pas de mémoire du
calcul a 'itération k — 1.)
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CHAPITRE

Transport Optimal

5.1 Présentation du transport optimal

Etant donné deux mesures de probabilité p et v sur R?, la distance de Wasserstein (pour la
norme 2) entre ces deux mesures, qui est une distance de transport optimal est donnée par :

W2 () = inf / e — yl2dr(z, ),
YEIL JR2d

Ot || o représente la norme euclidienne et IT est ’'ensemble des mesures sur R2¢ dont les marginales
sont respectivement p et v. En d’autres termes v appartient a II si et seulement si, pour tout
ensemble mesurable A,

v eIl < (VA (R A) = v(A) et y(A,RY) = 1(A)). (5.1)

Par nature, le calcul de la distance de Wasserstein est un probléme de programmation linéaire en
~. Un bon moyen de visualiser le probléme de programmation linéaire est de supposer que les deux
mesures 4 et v sont des sommes finies de mesures de Dirac de positions respectives (z;); et (y;);
associées a des poids respectifs (m;); et (n;),. Dans ce cas v € II est une somme finie de mesures
de Dirac de positions ((z;,;)):; associées a des poids (;5)i;. En supposant que les contraintes sur
les positions ((x;,y;)):; sont vérifiées, alors v est vérifie les contraintes de marginale si et seulement
si:

yelle Y yj=n; et Y 7;=mi (5.2)
i J
Et le probleme de Wasserstein s’écrit

W2 v) = inf > Nl = ;- (5.3)
4,7

En tant que probleme de programmation linéaire, le calcul de la distance de Wasserstein admet
une formulation duale qui est donnée par

I Proposition 5.1 — Formulation duale. Pour tout ¢, on pose ¢°(y) = inf, ||z — y||?> — ¢(x). Dans
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ce cas

W2(u,v) = sup / ¢°dv + / pdpu
() R4 R4

—— Démonstration

On suit les lignes classiques de la formulation duale en posant ¢ et 1, deux multiplicateurs de
Lagrange pour les contraintes de marginales :

2 = inf su z —y|?dv(z v — d
Wiy =it [ yParte)+ [ @) - a @)

. ¢(@)(dp(x) — dy(z,R7))

En échangeant I'infimum et le suprémum, et en résolvant la minimisation en -y sous la contrainte
v > 0, on trouve
W)= s [ s [ a
o(x)+9(y)<llz—y||? /R R4

A ¢ fixé, on résout ensuite en 1) ce qui donne comme ¥ = ¢¢ comme 1) optimal, avec ¢°(y) =
inf, ||z — y||* — ¢(z) et on obtient le résultat recherché.

Transport optimal semi-discret Dans le transport optimal semi-discret, on suppose que p est
une somme finie de mesures de Dirac. Dans ce cas, il est intéressant d’introduire les cellules de
Laguerre.

Proposition 5.2 Supposons que v est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
et que pu = ) . m;0,, est une somme finie de mesures de Dirac de positions (z;); associées aux
masses (m;);. Pour tout ¢ = (¢;);, on partitionne R? en cellules de Laguerre, définies par :

Li(g)={z:ly—zil>— ¢ <|ly—z;|*>—¢; Vj}.

De sorte que ¢°(y) = >, L2, (/ly — #]|* — ¢;). Dans ce cas, le probléme de transport optimal
devient :

2 _ _ a2 .
Www—?mwmwm—géwm il = )dv +midi,  (5.4)

—— Démonstration

Les calculs sont assez simples, la subtilité est que v doit étre absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue. Effectivement les cellules de Laguerre ne forment pas réellement une
partition de R? dans la mesure ou I'intersection de deux cellules de Laguerre peut étre non vide,
ce sont des polytopes de dimension d — 1. Avec 'hypothese d’absolue continuité de v, on obtient
une partition & un ensemble de mesure vide (pour v). Le reste des calculs se comprend au sens
v-presque partout.

Comme g est une fonction duale, elle est concave et son gradient est donné par

@ =m; — / dV.
a(bl Li(¢)

Aux points critiques de g, la masse de v transportée depuis la cellule de Laguerre £;(¢) est bien
égale a m;, la masse présente au point z; pour u.

o6



Interprétation physique des cellules de Laguerre L’interprétation physique de ¢ est celle
d’un multiplicateur de Lagrange pour la contrainte (A, R?) = u(A), c’est-a-dire que la masse
transportée vers le point x; doit étre égale & m;. L’interprétation de £;(¢) est la zone de l'espace ou
de la masse de v est enlevée pour étre transportée vers le point ;. Le transport optimal classique
consiste a fixer les mesures p et v et a trouver ¢ point critique de g. Cependant on peut aussi
pour se donner v, les position (z;); et ¢ et chercher le vecteur de masse (m;); tel que le transport
optimal entre u et v soit réalisé pour ¢. Il suffit pour cela d’annuler le gradient de g, c’est-a-dire
de fixer
mi =v(Li(9)).

Ainsi, pour tout ¢ fixé, les cellules de Laguerre représentent un plan de transport optimal, il faut
juste modifier la distribution de masse de p [Aur87].

Diagrammes de Voronoi On peut remarquer que dans le cas ¢ = 0, les cellules de Laguerre
(£:(0)); sont les cellules classiques de Voronoi. On remarque que
e La variable ¢ est la variable duale sur les masses a mettre aux points x;. Mettre une variable
duale a 0 consiste a relaxer la contrainte.
e Sion fixe v et la position (z;); et ¢ = 0, la discussion du paragraphe précédent nous affirme
que le choix de masse
m; = v(£;(0)),
est celui qui minimise la distance de transport optimale entre p et v.
Ainsi le probléme de minimisation

inf WQ(Z m;0x;, V)

est résolu en tragant le diagramme de Voronoi des x; et en posant m; comme la masse de v sur la
cellule de Voronoi. 1l est intéressant de remarquer que le plan de transport, donné par le diagramme
de Voronoi est indépendant de la mesure cible v. En termes géométriques ce résultat se comprend
de la maniére suivante : si vous devez transporter de maniére économe une mesure v vers une
mesure discréte p pour laquelle vous n’avez qu’une contrainte de position en z (et toute latitude
pour choisir la masse aux positions fixées), votre meilleure stratégie sera d’affecter chaque unité
de masse de la mesure v aux positions z; les plus proches. Le plan de transport ainsi crée suit
exactement le diagramme de Voronoi.

5.2 [Gou+17] : Choix de la méthode de résolution

Dans [Gou+17], nous nous sommes posé la question de savoir quelle méthode de calcul de la
distance de Wasserstein était la plus facile a utiliser entre deux mesures dont

e l'une pu sera issue d’une discrétisation d’une courbe. On intéressera notamment au cas ou p
sera portée par des mesures de Dirac qui représentent un échantillonnage fin de la courbe.

e 'autre v est issue d’une discrétisation d’une image. La discrétisation peut étre réalisée par
des mesures de Dirac centrées en chaque pixel ou par une densité constante par pixel (ou
une approximation bilinéaire...).

e Une fois discrétisées, les mesures u et v doivent avoir un nombre de variables importantes
(de Iordre du million)

e La distance de Wasserstein doit pouvoir étre différentiable par rapport aux parameétres de
discrétisation des mesures (position ou masse si une mesure est discrétisée par une somme
de mesures de Dirac).

Un travail similaire avait déja commencé dans [Cha-+17] avec des distances définies comme

d(p,v) = [hx (n—v)llL2,
qui appellent un traitement par transformation de Fourier. Cependant comme 1 n’a pas de structure

cartésienne, il faut utiliser des outils de transformée de Fourier non uniforme, voir [PS03]. Nous
voulions voir si on pouvait calculer des distances de Wasserstein avec des cofits similaires.
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Programmation linéaire La premiere idée de calcul est de discrétiser ¥ comme une somme
de mesures de Dirac et de revenir & un probléeme de programmation linéaire. Si pn = >, m;d,, et
v =>_;n;jdy; le probleme devient

W2(p,v) = inf > i — il i (5.5)

%Zi "/ij:"jvzj Yij=mq i.j

Les probléemes linéaires sont relativement faciles a résoudre, cependant le probleme de cette
formulation est son manque de différentiabilité aux parametres et le nombre important de variable
a prendre en considération (v est un plan de transport, qui a environ 10'? variables!!).

Algorithme de Sinkhorn Pour circonvenir aux problémes de la programmation linéaire, les
auteurs de [Cutl3; Ben+15] proposent de rajouter un terme de régularisation de style entropique
au probléme linéaire, ce qui rend la fonction cofit strictement convexe et de résoudre

W2(p,v) = inf Sl — w3125 — o5 (log(i5) — 1) 56
’Y’Zi 'Yij:njvzj Yig=mi

Dans ce cas, en passant en variable duale des contraintes linéaires, et en utilisant un algorithme de
divergence de Bregman, on obtient ’algorithme de Sinkhorn qui se résume a trouver les vecteurs
duaux w et v par 'algorithme suivant :
m; u%
Uj = —— Uj & =, (5.7)
o) T (T,

ou & est la matrice &; = e~llzi=vil*/e Le calcul de produits matrice /vecteur v et £Tu est trés
simple si les points x; et y; sont sur une grille et se fait par transformée de Fourier indépendamment
dans chaque direction. Cependant cette méthode contient deux défauts qui sont rédhibitoires pour
l'usage que 'on veut faire de la distance de Wasserstein :

e Comme nous ne sommes pas capable de stocker la matrice £, il faut calculer le produit
matrice vecteur a chaque itération. Cependant comme p n’a pas de structure cartésienne, la
meilleure maniére de calculer ce produit matrice-vecteur est de calculer des transformées de
Fourier non uniforme, ce que nous voulions éviter.

e La régularisation entropique a tendance a vouloir étaler la mesure de couplage v et son
influence est contrdlée par le parametre £ qui est subtil a calibrer, on doit s’assurer que
£1/2 doit étre petit par rapport aux distances caractéristiques du probléme. Le souci majeur
est que la régularisation entropique diffuse v uniformément dans toutes les directions et
dans 'usage que nous prévoyions, qui est celle de points alignés sur une courbe, il y a deux
distances caractéristiques différentes : la premiere est la distance entre deux points de la
discrétisation de la courbe et la seconde est la distance de transport optimal des points de
la courbe vers les points de v. En notant aq, la distance entre les points et as, la distance a
laquelle un point envoie sa masse par le transport optimal, une estimation rapide de as est
obtenue en supposant que tous les points s’envoient sur un rectangle de tailles as X aq et
on obtient donc naga; ~ 1. Comme «; est choisi d’ordre 1/n, ag est d’un ordre supérieur a
aq. Ainsi on ne peut choisir un parameétre ¢ de régularisation adéquat dans (5.7).

Algorithme de Laguerre Nous avons donc développé une méthode issue de [Goe+12; Lévls;
KMT16] qui discrétise la mesure de fond v comme étant une mesure continue (constante ou
bilinéaire par pixel) et qui utilise la formulation duale du probléme de Kantorovitch (5.4). Notre
apport a cette méthode est une maniere efficace d’évaluer la fonction cotlit g et ses dérivées en
utilisant la structure cartésienne sous-jacente de v. Nous utilisons CGAL [Fab+-00] pour calculer
les cellules de Laguerre et une fois ces cellules obtenues, il faut encore calculer g et Vgg (et
éventuellement 85)2 g), ce qui suppose de calculer différents moments de v sur les polygones L;.
Nous nous sommes ensuite intéressés a 1’algorithme le plus rapide et le plus efficace pour calculer le
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transport optimal. Nous nous sommes arrétés a une méthode de Levenberg-Marquardt avec calcul
de la Hessienne de g qui donne comme itération sur ¢

" = H 'Vyg(¢F)  avec H = 93.9(¢%) + cId

Ou le parametre de Levenberg-Marquardt ¢ > 0 est calculé a chaque itération pour assurer la
condition d’Armijo de décroissance de la fonction cofit.

5.3 [GKL19b] : Régularité de la fonctionnelle de cofit et
optimisation des positions

Dans [GKL19b], nous nous sommes posés la question de savoir quelles hypothéses la fonctionnelle
g définie dans (5.4) était différentiable et nous étudions des algorithmes d’optimisation du transport
optimal.

Conditions de différentiabilité Nous regardons les variations de g par rapport au multipli-
cateur de Lagrange ¢, par a z, la position des mesures de Dirac de la mesure p. Des résultats
de différentiabilité premiere et seconde par rapport a la variable ¢ avaient déja été obtenus dans
[KMT16] et les résultats de dérivés secondes par rapport & la variable  sont connus mais les
démonstrations de ces derniers résultats restent formelles. Les résultats de [GKL19b] sont dans un
cadre plus général que la distance de Wassertein euclidienne (on s’autorise un coiit de transport
plus général que ||z — y||?) cependant dans le cadre de la distance de Wassertein euclidienne, ils
sont résumés par :
e La fonctionnelle g est directionnellement différentiable par rapport a ¢ et x.
e La fonctionnelle g est différentiable par rapport aux variables ¢ et x si la mesure v ne charge
pas les intersections des cellules de Laguerre au sens ot v(£; N L;) = 0si ¢ # j.
e La fonctionnelle g est différentiable deux fois par rapport aux variables ¢ et = si la mesure
v admet une densité (par rapport & la mesure de Lebesgue) continue et Wht.

-eme

Les valeurs des différentielles d’ordre 1 sont, si 7; = || ». dv est la masse de la ¢ cellule de
Laguerre par rapport & la mesure v et si #; = ([ . xdv)/m; est son barycentre :

dg
8.’1%

Les formules de dérivations d’ordre 2 sont les formules attendues et déja démontrées de maniere
formelle.

Bruit bleu et pointillation Nous nous intéressons dans [GKL19b] & deux problémes d’opti-
misation en distance de Wasserstein. Etant donné une mesure de fond v donnée, on cherche une
mesure p portée par un nombre fini de mesures de Dirac qui soit la plus proche de v au sens
de Wasserstein. Dans le probléme du Bruit bleu (Blue Noise), seules les positions des mesures
de Dirac de p sont des variables d’optimisation tandis que dans la pointillation (Stippling), les
positions des mesures de Dirac ET leur masses sont des variables d’optimisation.

Les algorithmes usuels de résolution du Bruit bleu et de la pointillation sont les suivants, dans
le cas de la pointillation, il porte le nom de Algorithme de LLoyd :

Algorithme

e Etant donnés les points (x;);, calcul des cellules de Laguerre (£;(¢));. Pour la pointillation,
on utilise ¢ = 0 (cellules de Voronoi) et pour le bruit bleu, il faut utiliser calculer le ¢
qui réalise le transport optimal entre p et v.

e On calcul Z; le barycentre de la cellule de Laguerre pour la mesure v. On pose z; = I;
et on recommence.
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FIGURE 5.1 — Hlustration de la Section 5.3 : Evolution de Vg dans le probleme du Blue Noise, a
gauche pour 1000 points et a droite pour 10000 points.

Au vu de la formule 5.8, ces algorithmes consistent & modifier x; en

1 dg
Ti — == .

Ces algorithmes sont donc des algorithmes de gradient pondérés a la Newton en utilisant la matrice
dont la diagonale est 2rh;. Ces algorithmes qui consistent a placer le point au barycentre ont une
autre interprétation. Supposons le plan de transport fixé a l'itération k et intéressons nous a la
position des points x; qui minimisent le cofit de transport :

InminZ/A(d)) |z — x;||*dv(z) avec ¢ fixé

Les points qui résolvent le probléme ci-dessus sont les barycentres Z;. Ainsi I’algorithme de Lloyd
(ou sa variante Blue-Noise) peut étre vu comme un probléme de minimisation alternée du transport
optimal en minimisant alternativement entre le plan de transport et la position des points.

Bien que satisfaisant sur le plan géométrique et garantissant la décroissance de la fonction
colit, aucune des deux interprétations ci-dessus ne donnent des vitesses de convergence vers des
minimums qui soient rapides, nous avons essayé une méthode de Newton et une méthode BFGS
similaire & [LL10] sur ce probléme et avons accéléré la convergence dans le bassin d’attraction (Voir
Figure 5.1).

5.4 [Leb+19] : Le curvling (la courburation)

Dans [Leb+19], nous nous sommes intéressés a approximer au mieux une densité v par une
mesure g portée par une courbe définie par un paramétrage de vitesse et d’accélération controlées.
L’objectif est d’optimiser des schémas d’échantillonnage en IRM ou il nous est indiqué une densité
v dans ’espace de Fourier que l'opérateur aimerait échantillonner lors de ’acquisition de I'image.
Cependant des contraintes techniques font qu’il n’est capable que d’échantillonner le long d’une
courbe 7 : [0,1] + R? avec des contraintes de vitesse et d’accélération données. Nous modéliserons
cela en supposant que la mesure p est une somme de n mesures de Dirac aux points x; = ”y(ﬁ) et de
méme masse +. Les contraintes de vitesse (A1) et d’accélération (Az) sont traduites numériquement
par

||(A1(E)ZH2 é (65} ||(A2.’E)1||2 S (%) avec (Alil,')Z =Ti4+1 — T4 et A2 = A,{Al

Ces contraintes se réécrivent Az € Y, en notant A la matrice (A;, A2) et Y Pensemble des vecteurs
de points de taille 2n dont les n premiers points ont une norme euclidienne inférieure & «; et les n
derniers une norme inférieure a as.
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F1GURE 5.2 — Illustration de la Section 5.4 : Applications du curvling avec 256K points de
discrétisation des courbes. A gauche I'image originelle et de gauche & droite des bornes de plus en
plus importantes sur la longueur totale de la courbe. La borne sur la courbure est la méme sur
tout les cas tests.

L’algorithme choisi est un algorithme de gradient projeté. On note II, 'opérateur de projection
pour la norme euclidienne d’un ensemble de points z sur un ensemble x admissible qui respecte les
contraintes de vitesse et d’accélération.

L’algorithme de calcul de I que nous avons choisi est un algorithme d’ADMM qui consiste a
ajouter une variable supplémentaire y = Az, a traiter la contrainte y = Az avec un Lagrangien
augmenté de multiplicateur \, et & minimiser de maniére alternée en x puis en y la fonctionnelle :

. B
m - EllAz —y — A|2.
(w,y)gleyllw ZHL2+2|| T —y— Al

A chaque étape, le multiplicateur de Lagrange A est modifié en lui rajoutant la valeur actuelle de
Ax —y.

Notre algorithme de calcul introduit une méthode de multi-résolution sur le nombre de points
n. La discrétisation de la courbe est raffinée par un facteur 2 des que 'algorithme semble avoir
convergé.

L’algorithme est résumé par :

~— Algorithme D

On se donne n points qui vérifient les contraintes et de masses % On se donne v une mesure
cible.
e On construit p la mesure portée par (z;); de poids % On calcule le transport optimal p
et v. avec les cellules de Laguerre.
e On calcule #; les barycentres des cellules de Laguerre.
e On calcule #; = II(#;), un minimiseur de min, a.cy [|Z — #;||?. Puis on pose z; = #; et
on recommence au début jusqu’'a convergence.
e On multiplie n, le nombre de points par 2, en rajoutant les points du milieu sur la courbe

L et on recommence au début jusqu’a convergence. )

5.5 [LGK20] : Le transport optimal 3/4 discret

Dans [LGK20], nous nous sommes intéressés au transport optimal 3/4-discret qui est le transport
optimal entre une mesure discréte et une mesure portée par des segments v. Le nom 3/4-discret
vient d’une "interpolation' entre le transport discret (deux mesures discrétes) et le transport
semi-discret (une mesure discréte et une mesure absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue). L’objectif est de calculer ces transports 3/4-discrets puis d’optimiser la distance de
Wasserstein 2 par rapport a la mesure v, c’est-a-dire par rapport aux parametres des segments
définissant le support de v.
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Nous avons déja démontré dans [GKL19b] que le transport optimal est différentiable par rapport
a v a condition qu’aucun des segments ne soit contenu dans une intersection de cellules de Laguerre
L; N L;. Sinon la mesure v chargerait la frontiere £; N £;. Les formules de dérivation du transport
optimal par rapport & v sont ensuite calculées par rapport aux parametres des segments définissant

V.

FIGURE 5.3 — Illustration de transport 3/4-discret. En haut a gauche,l’image originelle. En haut a
droite une approximation par 400K segments sans contrainte. En bas a gauche, approximation
par 250K segments avec des contraintes cinématiques. Finalement en bas a droite résultat apres
gravage sur bois final avec 80K segments. Pour tous les tests, la mesure p est composée de 320K
mesures de Dirac.

Concernant la partie numérique, le calcul de la fonction g et de ses différentielles nécessite le
calcul des moments de v sur chaque cellule de Laguerre. Nous utilisons le fait que v soit portée par
des segments pour identifier dans quelle cellule de Laguerre le segment commence et nous sommes
capable de calculer le point de sortie ainsi que la cellule de Laguerre de sortie du segment. Ensuite
nous calculons les moments de v sur chaque cellule de Laguerre en avancant sur les segments. Cet
algorithme se parallélise facilement sur les segments.

Concernant les choix d’optimisation pour le calcul de transport optimal, c’est a dire ’optimisation
de g par rapport a ¢, le probléme principal est que la masse de v sur les cellules de Laguerre,
v(L;(¢)), est souvent nulle au cours des itérations, contrairement au cas semi-discret ol on peut
s’arranger pour que ce cas soit une exception. Dans ce cas la Hessienne de g par rapport a ¢ est
non-inversible. Nous nous sommes donc arrétés sur une méthode mixte qui part d'un L — BFGS et
qui utilise des itérations de Newton dés que v(L;(¢)) # 0 pour tout i. Cette méthode est couplée
avec une recherche linéaire de pas de style Wolfe. Pour I'optimisation par rapport aux parameétres
du segment, nous avons implémenté une simple méthode d’ordre 1 avec recherche de pas. Nous
avons appliqué ce résultat a la recherche de structure de filaments dans une soupe de points, telle
que l'agencement de galaxies en 3d ou a I'approximation d’images en 2d, voir Figure 5.3.

5.6 [GKL19a] : Approximation de courbes

Dans [GKL19a] nous nous intéressons aux approximations de courbes réguliéres par une suite
de points. Dans la continuité de [Leb+19], nous voulons étudier comment approximer, au sens
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de la distance de Wasserstein une courbe qui obéit a plusieurs contraintes géométriques par une
suite de points qui obéit a des contraintes discretes et vice-versa. Nous calculons explicitement les
projecteurs d’un ensemble vers un autre et nous donnons des bornes en fonction du nombre de
points qui donnent la vitesse de convergence de ces approximations. Les courbes sont représentées
par des fonctions f : [0,1] — RY périodiques ! et pour tout vecteur a € R™, nous introduisons W,
I’ @ multi-boules de Sobolev qui est I’ensemble des fonctions qui vérifient

V1< <m, | fl o) < ar,

ot 1 < g < 400 est fixé a 'avance. Une a multi-boule est donc l'intersection de m boules de rayon
o, dans W79, Nous définissons de méme pour des suites périodiques de points, P, I’a multi-boules
de points en remplagant dans la définition de W les dérivées de f par des dérivées numériques
des points.

Pour p = (p;); € P*, on appelle "spline d’ordre 0" la mesure + 3" | §, qui est la mesure
portée par les points (p;);. De méme on appelle "spline d’ordre 1" la mesure de probabilité portée
uniformément sur les segments [p;_1,p;]. Selon le choix des splines (d’ordre 0 et d’ordre 1), on
peut ainsi créer deux distances entre des éléments p € P et de f € W qui sont les distances de
Wasserstein entre la spline de p et la mesure image de [0, 1] par f. On s’intéresse donc au calcul de
la distance de Hausdorff entre P et W et a trouver des projections de P* sur W et de W< sur
pe.

Les résultat principaux sur les distances de Hausdorff sont :

e Sim > 1, en considérant les splines d’ordre 0, la distance de Hausdorff entre W< et P est
bornée par O(n~1).
e Sim > 2, en considérant les splines d’ordre 1, la distance de Hausdorff entre W< et P“ est
bornée par O(n=2).
Concernant les projections, elles sont construites de la méme fagon pour les splines d’ordre 0 et les
splines d’ordre 1. Elles vérifient les bornes des distances de Hausdorff et sont définies par :
e Si f € W¢ la projection sur P est faite en prenant un échantillonnage uniforme de f, ainsi
pi = f (%)
e Sip € P% la projection sur W% est faite en prenant une interpolation par une certaine
spline d’ordre m puis en la normalisant pour qu’elle appartienne a W<.
C’est surtout ce dernier point qui mérite I'attention, car méme si les splines sont connues pour
optimiser certaines normes de Sobolev, & notre connaissance personne ne s’était intéressé a
reconstruire dans des a multi-boules, c’est & dire a considérer plusieurs normes de Sobolev en
méme temps. Dans la preuve trés technique de ce papier, nous avons eu besoin d’une relation de
récurrence sur les nombres Eulériens, que nous (en fait Jonas Kahn) avons démontré.

5.7 Perspectives

Récemment, la librairie CGAL a mis a disposition un code de calcul de cellules de Laguerre
en dimension arbitraire. Une perspective simple consiste donc & transposer les codes actuels, qui
sont limités a la dimension 2 vers la dimension quelconque. Une autre direction de recherche est
de comprendre 'intérét des cellules de Laguerre dans la méthode des volumes finis. Les cellules
de Voronoi et leurs duales, les triangulations de Delaunay ont un intérét majeur dans la méthode
des volumes finis et des éléments finis. Les cellules de Laguerre partagent des qualités avec les
cellules de Voronoi, par exemple les bords des cellules sont orthogonaux avec la triangulation duale.
L’avantage des cellules de Laguerre est que 'on peut manipuler leur masse a notre guise. Peu
d’articles ont cependant, & ma connaissance, utilisé les cellules de Laguerre en modélisation. On
donnera [Qu+22] comme exemple récent.

1. le cas non-périodique est aussi traité dans [GKL19a] mais est beaucoup plus complexe & détailler ici.
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CHAPITRE

Travaux récents

Dans ce chapitre, je vais mettre les récents travaux qui ne forment pas encore une section a
part entiere. Ce sont des travaux qui ont tous en commun de traiter d’intelligence artificielle.

6.1 [Leb+21] : Déformation de maillage avec des réseaux de
neurones

CorticalFlow NMF

Inner
Surface

Outer
Surface

(@ (b)

FIGURE 6.1 — a : Surface du cortex prédites par CorticalFlow [Leb+21](gauche) et NMF (droite),
les faces qui s’auto-intersectent dans NMF sont représentées en rouge. b : Illustration des problemes
générés par les algorithmes de correction de topologie par DeepCSR.

Dans cet article nous nous intéressons a la segmentation de cerveau, pour cela, on s’intéresse a
retrouver a partir d’images 3D IRM les surfaces internes et externes du cortex. Ces surfaces sont
irrégulieres et difféomorphes a des hémispheres. Pour un champ de vecteur v autonome donné, on
calcule le flot ¢, (¢) par ¢, (t) = v(¢,(t)) et ¢ (0) = . On se donne aussi C un cerveau de référence,
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et C, 'image a l'instant ¢ = 1 de ce cerveau par le flot ¢. Cette image est donnée par
Cv = {¢:(1), tel que x € C}

L’objectif est de créer un programme Pg : I — v qui prend en entrée des images IRM et
qui rend un champ de vecteur v tel que C, soit le plus proche possible d’une segmentation de
référence de 'image de I. Ici © représente le jeu de parametres du programme Pg qui est appris
pour des I dans une base de donnée d’entrainement. L’intérét majeur de [Leb+21] réside dans
une méthode multi-échelle (& 3 échelles) ot Pg est une succession d’algorithmes qui calculent
v a des échelles de plus en plus fines. L’optimisation des parameétres © se fait aussi de maniére
multi-échelle, en commengant par 1’algorithme le plus grossier. On montre dans [Leb+21] que cette
méthode multi-échelle, quand elle est correctement implémentée, permet d’améliorer I'état de I'art
sur un grand nombre de critéres, par exemple l'algorithme DeepCSR [Cru+21] ou NMF [GC20].
La figure 6.1 permet de se rendre compte des avancées permises par CorticalFlow sur la qualité de
la topologie de la segmentation.

6.2 [GG22] : Calibrage du pas d’optimisation par différen-
tiation automatique

Dans cet article, nous valorisons un travail que j’avais initié pour comprendre la différentiation
automatique. La question qui m’intéressait et a laquelle je n’ai pas encore de réponse définitive est
la signification exacte des termes calculés dans le calcul de rétropropagation de gradient.

6.2.1 Différentiation automatique

Pour poser le probléme de la différentiation automatique, nous proposons dans [GG22] le cadre
suivant : Soit © = (65)o<s<n des parametres par rapport auxquels nous voulons dériver. Chaque
0 appartient a un espace de Hilbert G;. On se donne un programme séquentiel qui calcule des
données X = (25(0))o<s<nt+1 avec la formule de récurrence suivante

2511(0) = Fs(25(0),05) V0<s<n, (6.1)

ou Fy est un sous-programme élémentaire régulier. On suppose que chaque zs appartient a un
espace de Hilbert H,. L’objectif est de calculer le gradient de © — x,11(0) si H,1+1 = R. Le calcul
de différentiation automatique est donné par la proposition suivante

Proposition 6.1 — Rétro-propagation du gradient. Soient (0,F;)* et (0pFs)* les adjoints des
différentielles de F, par rapport & et respectivement 6. Soit X = (&5)o<s<n+1 €t © = (05)o<s<n
les adjoints donnés par les récurrences inversées (rétro-propagation) suivantes :

{j:s = (833]:8)*'/28"1-1 et iﬁn+1 =1 (6.2)

és = (89]:5)*5%3—}-1,
Alors © est le gradient de © — z,,11(©) pour I'espace de Hilbert produit des G;. C’est-a-dire
que pour toute direction © = (65)o<s<n, On &

n

dzni1.0 =Y (6s,0s)g,

s=0

Démonstration

Pour prouver cette proposition, on se fixe une direction 0= (95)3 quelconque et on regarde
X = (&g)s la dérivée directionnelle des données (aussi appelé le tangent). Il se calcule en dérivant
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(6.1) : .
Tsp1 = OpFsks + 09 Fs0s et 1g=0. (63)

Alors la définition de Z, et 93 nous donne

A~

<£5’$S>Hs + <957é5>gs = <‘%5+17i5+1>7{5+1'

En sommant ces inégalités de s = 0 a n, et en utilisant Z,41 = 1 et 29 = 0, on obtient
Ent1 = »_.(0s,0s) et ainsi O est bien le gradient de © — z,,41(0).

Si linterprétation de O est claire, celle de X Dest beaucoup moins. Nous avons démontré dans
[GG22] que X intervenait dans le calcul de la Hessienne de x,,41 via la formule suivante :

Proposition 6.2 Pour tout s, on note V2F, : Hy X G, — H,41 la fonction bilinéaire symétrique

de la différentiation seconde. Elle vérifie /est définie par la formule de Taylor suivante, vraie
pour tout & et 6 :

. . 1 . . .
Flxo+is,0,+0,) = f(q;s,95)+(amf)a;~s+(89f)es+§V2fs: (Zs,05)@(&s, 05)+0 (||&s]|* + [165]]%)

Pour toute direction © = (6,),, si le tangent @, est calculé par la formule (6.3), la Hessienne de
O — x,11(0) vérifie

VQQ;n+1Z @ (29 @ = Z <V2]:35 (i‘s,és) ® (J'Js,és),i's>,

—— Démonstration

Si nous appelons &, la dérivée d’ordre 2 dans la direction © (2 fois), alors la dérivation de (6.3)
donne

1 .
Foyr = OpFsits + §V2]-"s: (#s,0) @ (i, 0,)

Alors la définition de Z et és nous donne
1

2<§7sv v2]:s: (j;saés) ® (i‘svés)és>7{s = <£s+1; j}s-ﬁ-l)?-lerl-

<£‘Sa '.Z.‘S>H3 +

En sommant ces inégalités pour les différents s et en utilisant Z,11 = 1 et &9 = 0, on obtient la
formule recherchée.

Nous appelons courbure directionnelle le terme suivant

. V22,,11(0): 0206
c(0,0) = 162 (6.4)

Si © et © sont choisis, la Proposition 6.2 nous assure que ce terme de courbure ¢ est relativement
facile a calculer, il suffit de faire trois récurrences, la premiere calcule X, la deuxiéme X et Oetla
troisieme calcule X et la courbure. Par rapport au temps de calcul d'un gradient qui nécessite deux
passes (calcul de X puis de (X , (:))), le temps calcul est multiplié par 1.5. L’empreinte mémoire
est multipliée par 2. On montre dans [GG22] que I'empreinte mémoire peut étre conservée si on
accepte de multiplier le temps calcul par 2.
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FIGURE 6.2 — Méthode de calibrage [GG22] (resp. vert et rouge) comparée avec les méthodes
optimisées manuellement (resp. bleu et orange) pour 4 problémes standards (classification
MNIST,CIFAR10 et CIFAR100 et un auto-encodeur). Les méthodes optimisées manuellement
le sont pour le critere Cott de l’entrainement pour lequel les méthodes de calibrages restent
compétitives. Les méthodes de calibrages sont meilleures sur les autres criteres.

6.2.2 Choix du pas avec la courbure

Si la courbure (6.4) est connue, on peut estimer la constante de Lipschitz locale d’une fonction.
Effectivement, une formule de Taylor-Young montre rapidement que :

ZTni1(0 —70) < 2,11(0) — 7(Vz,11(0),0) + 7'2§||@||2

avec L = maxeo,,) ¢(© — 50,0).

L’objectif est d’estimer L en ayant connaissance de la courbure ¢(©, 6) La connaissance de L
est primordiale en optimisation, car elle dicte le choix du pas. Le choix 7 = % permet d’assurer que
la fonction ne croit pas (choix d’exploration) et le choix 7 = 1 permet sa décroissance rapide (choix
de convergence). Le premier choix permet de tester différents jeux de parameétres en controlant
le comportement de la fonction colit ainsi d’explorer 'ensemble des parametres. Le deuxiéme
choix permet de converger plus vite vers un minimum local mais ne permet pas de sortir des
bassins d’attraction. En suivant cette idée, nous proposons dans un cadre stochastique dans [GG22]
un algorithme qui nous permet de nous affranchir du choix du pas et de sa décroissance. Nous
comparons notre algorithme avec des versions ou le pas et sa décroissance ont été optimisés a la
main, nous obtenons des résultats compétitifs sur les criteres ou les algorithmes concurrents ont
été optimisés (coiit de I'entrainement dans la Figure 6.2) et des résultats meilleurs sur les autres
critéres (critéres dits de "tests").
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Le principal probleme de I'approche proposée dans cette section est qu’elle ne fonctionne que
pour des directions de descente. Les algorithmes les plus performants actuellement en optimisation
stochastique sont des algorithmes avec inertie, qui gardent une mémoire des précédents gradients.
Nous travaillons actuellement a étendre les idées de cette section aux algorithmes a inertie.

6.3 [GGW20] : On essaie d’optimiser des schémas pour
I'IRM

Etant donné une image (une fonction & valeurs réelles et & support compact) & reconstruire w,
une mesure d’TRM est modélisée par un opérateur A[Z] qui est un échantillonnage en Fourier. Si
E = (&n)o<m<ar—1 est une famille de M vecteurs de R3, alors A[Z] est un opérateur linéaire de
I'ensemble des images dans CM tel que pour tout m =0...M —1 :

(A[E]w)m = /€R3 eSm Ty (z)da.

Les points d’échantillonnages Z = (&, )o<m<nm—1 doivent respecter des contraintes physiques. Il
existe un certain nombre de trajectoires ("shots" en anglais) qui ont une accélération et une vitesse
bornée et les &, sont un échantillonnage uniforme en temps de ces trajectoires. On note X,q
I’ensemble des = admissibles. L’objectif de I'optimisation de schémas d’échantillonnage pour I'TRM
est de donner "le meilleur" schéma possible qui va permettre de retrouver avec le moins d’erreurs
possible I'image u initiale. Il existe plusieurs modélisation de ce probléme, nous en donnons une
ci-dessous :

Définition 6.3 — Probléme type d’optimisation de schéma. Soit U = (u,), une famille d’images a
reconstruire, soit w un bruit et A[E] un opérateur d’acquisition. La mesure IRM est y,,, donnée
par

Yp=A[Elup+w VY p

Si on se donne R un "reconstructeur”, c’est a dire une fonction qui dépend de E et y telle que
R(E,y) =~ u, le probléme d’optimisation de schéma est un probléeme d’optimisation en E donné
par

min Eu (|R(E, A[E]u + w) — ul?)

ZeX,
ad ueU

Le probleme d’échantillonnage optimal donné par la définition 6.3 a connu un regain d’intérét
di notamment a la libération de la puissance de calcul GPU (Graphical Processing Unit) et a
l'utilisation massive de la différentiation automatique. Parmi les références on citera [Goz+18;
JUY19; She+20; BDS19; ZHR21 ; Wan+21; Wan+21; Lok+21 ; Pen+22; AJ20] ainsi que [Wei+19]
qui sont des collaborateurs.

Dans [GGW20], qui est un proceedings pour la conférence ITWIST, nous étudions 'optimisation
directe du probléme d’optimisation d’échantillonnage donné par la Définition 6.3 sans aucune
contrainte X,q. Nous utilisons pour cela un algorithme de type BFGS a mémoire limitée et
nous avons donc besoin du gradient par rapport aux parametres. Ce gradient est calculé par
rétropropagation. Dans la majorité des cas, le reconstructeur R est défini de maniere implicite, par
un probléme de minimisation. il y a dans ce cas deux choix pour différentier le reconstructeur, soit
on suppose que 'algorithme est arrivé au point minimum et on différentie 1’équation d’Euler via
un théoreme des fonctions implicites, soit on garde en mémoire toutes les étapes de calcul et on les
différentie par rapport aux paramétres. Dans [GGW20], nous appliquons cette deuxiéme technique.
Un exemple d’application est donné en Figure 6.3d.
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(a) Image originelle  (b) BF, PSNR= 44.3dB (c) DV, PSNR = 44.5dB(d) Points optimisés,
PSNR= 51.8dB

FIGURE 6.3 — Reconstruction de I'image originelle (Figure 6.3a) par plusieurs méthodes : Seules les
basses fréquences sont conservées dans la Figure 6.3b, un échantillonnage uniforme des fréquences
dans la Figure 6.3c, les points d’échantillonnages sont optimisés dans la Figure 6.3d. Le PSNR
(Peak Signal to Noise Ratio) est un critere de qualité de la reconstruction, il doit étre le plus élevé
possible.

6.4 [GGWss] : On ne peut pas optimiser de schéma pour
I'IRM

Dans toutes les références de la section précédente, les auteurs expriment (plus ou moins
explicitement) des problémes de convergence. Nous nous sommes attelés dans [GGWss] & I'étude des
minimiseurs et nous montrons qu’il existe un nombre combinatoirement élevé de tels minimiseurs.

Cadre de travail de [GGWss| : Dans [GGWss], nous nous limitons a 1’étude de la dimension
1 (les signaux sont 1d) et & des reconstructeurs R linéaires. Les trois types de reconstructeurs que
nous considérons sont, si A[Z]* représente 'adjoint de A[Z] :

R(Z,y) = A[E]*y ou R(Z.y) = (A[E]*A[E] + M)y ou R(E,y) = AE]'y,

Ou A[Z]" est la pseudo-inverse de A[Z]. Ces trois reconstructeurs sont fréquemment utilisés, le
premier est exact si les Z sont situés sur une grille (dans ce cas, A[Z] est un opérateur de séries de
Fourier) et s’appelle "méthode de rétro-projection". Le deuxiéme reconstructeur vient du probléme
de moindre carré avec régularisation de Tikhonov suivant :

_ 1, A
R(E,y) = arg;nmgllA(:) F=ylz+ SI15. (6.5)

Le troisiéme reconstructeur est la limite quand A tend vers 0 du deuxieme. Finalement, pour
simplifier I'analyse mathématique, on se limite au ou cas U ne contient qu'une image. Et ou il n’y
a aucune contrainte X, 4 sur 'ensemble des = admissibles.

Nombre combinatoires de minimums locaux : Nous montrons que pour ces reconstructeurs,
il existe un nombre combinatoires de minimums locaux du probleme de la définition 6.3. Si le signal
w est constant par pixel et composé de N pixels et que 'on procéde & M ~ /N mesures, alors il
existe des images pathologiques ou il existe M 1N minimiseurs locaux. Le terme M! est juste le
facteur multiplicatif obtenu par permutation des points de mesures dans =. Les grandes étapes de
la démonstration sont résumées dans I’encadré ci-dessous :

Démonstration

Pour construire ’exemple, on se donne une fonction u dont la densité spectrale de Fourier, i.e. la
fonction & — |(Fu)(€)|? posséde un grand nombre, S, de maximiseurs locaux bien espacés. Les
maximiseurs locaux sont situés sur une grille G. Si les points d’échantillonnages sont choisis sur
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la grille, i.e. £ C G, alors A*[Z] = A7![Z]. Comme les points de la grille G, sont assez espacés, les
interactions entre deux ¢ différents dans = sont faibles. Ainsi, on contrdle localement autour des
points de la grille le comportement de la fonctionnelle & minimiser. On peut ainsi montrer que si
on choisit M points parmi les S de la grille, il existe un minimum local de la fonctionnelle proche
de ces M points. Le nombre de minimums locaux est donné par le nombre de combinaison de M
points parmi S. On construit une fonction avec S ~ /N, qui est le meilleur compromis entre
un grand nombre de minimiseurs et des minimiseurs bien espacés.
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E (en dimension 1) lors de l'optimisation. Les itérations sont

représentées sur ’axe vertical et ’axe horizontal représente la distribution des . Le parametre P
correspond aux nombres d’images dans la banque de donnée Y. L’algorithme naif de gradient avec
une image est celui de la Figure 6.4a, notre algorithme recommandé est celui de la Figure 6.4f.

Nous montrons aussi que le gradient de la fonctionnelle s’écrase pour les hautes fréquences au
sens ol la norme de sa dérivée par rapport & une mesure £ est bornée par ||€||”* si I'image u &
reconstruire est C1+®. A cause de cette décroissance, les points d’échantillonnage situés aux hautes
fréquences ne sont pas advectés par une méthode usuelle de gradient.

Proposition de remeéde : Nous proposons 3 remedes a ces problémes, premiérement, en
augmentant la taille de ¢/, on montre que le nombre de minimums locaux diminue et que leur
bassin d’attraction devient plus petit. Deuxiémement, on compense la décroissance de la norme du
gradient pour les hautes fréquences en post-multipliant le gradient par un facteur, cela correspond a
prendre une métrique variable dans 'optimisation . Troisiemement, on montre empiriquement que
le gradient stochastique, qui a une tendance a tourner autour des minimums parvient a s’extraire
des minimas locaux.

6.5 [GGW22]
pour PIRM

Finalement on peut optimiser des schémas

Dans [GGW22], nous proposons une approche bayésienne pour optimiser le probléme de la
définition 6.3. Parce que ce probléme peut avoir un grand nombre de minima locaux comme montré
dans [GGWss], les algorithmes de gradient peuvent avoir tendance & étre inefficaces. Effectivement
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la direction donnée par le gradient sera probablement la direction du plus proche minimum local
et ne peut avoir aucun intérét pour de l'optimisation globale. Nous déployons donc une méthode
d’optimisation bayésienne qui est une méthode d’ordre 0. Ces méthodes fonctionnent mieux en petite
dimension, donc nous procédons & une réduction de dimension au préalable. Pour ce faire, nous
changeons deux fois de variable d’optimisation. Le premier changement est de ne plus considérer les
trajectoires = comme variables d’optimisation mais la densité des points d’échantillonnage qui est
une mesure de probabilité. Le deuxiéme changement consiste a paramétriser ’ensemble des mesures
de densité par un ensemble convexe de faible dimension. En amont de ’algorithme d’optimisation
nous utilisons deux algorithmes supplémentaires : un Générateur de densité et un échantillonneur.
Les différentes composantes du programme sont détaillées ci-dessous

e Générateur de densité : On génere aléatoirement une famille de densités. On effectue une
analyse en composantes principales de cette famille, on obtient L + 1 vecteurs représentatifs
(te)e=o...1,- Le vecteur pg étant de densité constante, tous les autres sont de moyenne nulle.
On construit ensuite I'ensemble convexe C C RL de vecteurs 2z = (21,...,21) tels que la
fonction o+, z1pu soit la densité d’une probabilité. Il suffit que cette fonction soit positive
ici. Le générateur de densité est un algorithme qui prend un vecteur de z € C et qui rend
une densité de probabilité p.

e Echantillonneur : Cet algorithme est situé aprés le générateur de densité. Son role est
de construire un schéma = € X,4 a partir d’'une densité p donnée par le générateur. Nous
utilisons I’échantillonneur de [Boy+16] qui résout le probléme de minimisation

arg min [[h x (2 — p)[122.

Z2€Xaa
ol h est un noyau de convolution/régularisation nécessaire car = est une somme de mesures
de Dirac et n’appartient pas a L2.

e Calcul de la fonction cotlit : Etant donné un schéma =, on simule une expérience IRM
sur un échantillon de la banque d’image FastMRI, [Zbo+18] en utilisant une transformée de
Fourier hors-grille [Shi+21], puis on lance un algorithme de reconstruction, soit un moindre
carré avec terme de régularisation TV soit un réseau de neurones (un unrolled-ADMM avec
le débruiteur de [Zha+21] ). Finalement on calcule la fonction cotit globale.

e Un algorithme d’optimisation bayésienne : Vu rapidement, ces algorithmes sont
d’ordre 0 (pas de calcul du gradient), ils évaluent la fonction cofit en des points donnés
et I""interpolent" ! avec un @ priori. Ensuite il suffit de minimiser une certaine fonction
colit, on recalcule la fonction en ces nouveaux points candidats a étre minimum et on
reconstruit I'interpolant. La difficulté ici est que nous travaillons sur un convexe C. Pour
initialiser ’algorithme, il faut un algorithme d’échantillonnage de convexes, nous utilisons
[DW22]. Ensuite, il nous faut re-écrire l'algorithme de minimisation de la fonction cotit (ici
EI :Expected Improvment avec un noyau de Matern) pour le transformer en algorithme de
minimisation sous la contrainte z € C.

Il a fallu comprendre les différents choix qui s’offraient a nous dans la conception des algorithmes.
Au final, la méthode d’optimisation bayésienne permet de gagner en temps calcul (on gagne un
facteur 20 par rapport aux méthodes concurrentes) et peut étre utilisée avec moins d’images dans
la banque de données. Cependant il y a une perte de qualité qui est assez prononcée quand le
reconstructeur est un réseau de neurones. Notre interprétation est que le générateur de densité ne
permet pas d’atteindre la densité optimale, voir la Figure 6.5. Notre opinion est qu’une meilleure
compréhension de la densité optimale dont a besoin le réseau de neurones est nécessaire pour
améliorer la méthode.

6.6 Perspectives

Les différentes perspectives sur ces sujets de recherche sont nombreuses. Nous citerons ici

1. Le mot "interpolation" ne rend pas du tout hommage a ’optimisation bayésienne, mais je vais I'utiliser ici
pour simplifier les chose.
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Obtimisation bavési (b) Optimisation jointe des trajectoires et
(a) Optimisation bayesienne des parameétres du réseau de neurones.
Figure 6.5 Méthode d'optimisation bayésienne contre les meilleures méthodes de I'état de l'art.
La densité sous-jacente de la méthode de droite est complexe et n'est pas une image acceptable du
générateur de densité.

Premiérement, les contre-exemples de [GGWss] qui montrent I'existence d'un grand nombre
de minima locaux ne sont pas satisfaisants E ectivement, ils sont construits en montrant qu'il
existe autant de minimiseurs locaux que de maxima de la power spectral density function
(psdf, carré du module de la transformée de Fourier). Cependant les tests numériques
de [GGWss ; GGW22] montrent que les oscillations sont sous-pixeliques. Il faut arriver a
comprendre ce phénomene pour arriver a le contrer de maniére e cace.

Deuxiémement les solutions apportées dans [GGW22] montrent vite leurs limites car la
famille de densités a partir de laquelle on génére I'analyse en composantes principales est
donnéea priori. C'est-a-dire que nous demandons a l'algorithme de choisir la meilleure
densité par rapport a une famille donnée, cette famille n'est clairement pas adaptée dans le
cas de réseau de neurones.

Les tests de [GGW22], ont été fait avec la méthode Sparkling [Laz+19] pour reconstruire
une trajectoire depuis une densité. On peut aussi utiliser la méthode que nous avons
développée [GKL19]. Le seul souci de cette méthode est que les algorithmes de di érentiation
automatique ne sont pas disponibles.

Finalement, l'article [GG22] est une méthode de calcul automatique de pas pour les méthodes
de direction de descente. Il serait intéressant de I'étendre aux méthodes a inertie a la Polyak
ou aux méthodes accélérées a la Nesterov.
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