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Plus récemment, mes intéréts scientifiques se sont encore diversifiés par le biais de travaux
communs avec des collégues de mon laboratoire. Cela a permis de consolider les liens internes
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logicielle. Une bibliographie complete est présentée ci-apres.
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NTT (Japon) ainsi que les universités de Leiden, Princeton et Shefhield.



Rayonnement scientifique
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Deux ont débouché sur une édition d’actes et un troisitme devrait aboutir prochainement.

Jai aussi euhonneur d’étre conférencier plénier ou invité  quatre colloques internationaux :
Theoretical and practical aspects of the discrete logarithm problem, ETH Ziirich (Suisse), mai
2014; Effective moduli spaces and applications to cryprography, Université de Rennes, juin
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Introduction aux travaux de
recherche

Grandes thématiques

La structure de groupe est 'une des plus fondamentales en mathématiques. Lorsque les
éléments d’un groupe, sa loi et son inverse sont tous décrits explicitement par des équations
polynomiales, on patle de groupe algébrique. Un théoreme de CHEVALLEY [14] décompose
tout groupe algébrique en un groupe de matrices et un groupe algébrique projectif connexe, ce
que l'on appelle communément une variété abélienne.

Ces objets furent longtemps étudiés pour leurs propriétés théoriques, notamment dans le
cadre du douzi¢me probleme de HILBERT [2]. Les variétés abéliennes les plus élémentaires,
celles de dimension un, portent le nom de courbes elliptiques et admettent des formes parti-
culi¢rement explicites, telle y* = x3 + 2x + &. Elles sont l'objet de théories singuli¢rement
riches comme la conjecture de modularité de TANTYAMA-SHIMURA qui fut démontrée [79]
particllement pour en déduire le grand théoreme de FERMAT [61, 62].

Parallélement, la cryptographie moderne se développa grice aux mathématiques et, en
particulier, grice aux groupes algébriques qui sont des candidats évidents pour cette tche de
par leurs propriétés effectives. Les groupes de matrices présentent une structure transparente
les rendant inadaptés [54, 68] et cest ainsi quon batit des systémes cryptographiques grice aux
courbes elliptiques [37, 39] puis grice aux variétés abéliennes de dimension supérieure [44] ;
aujourd’hui, de tels systémes sécurisent les protocoles de communication SSH et TLS, pour
n'en citer que deux.

Ces multiples applications ont largement motivé le développement de méthodes effec-
tives. Concrétement, cela consiste a concevoir puis a analyser des algorithmes permettant de
construire et de manipuler de maniére explicite des objets mathématiques. Sagissant de variétés
abéliennes, l'ensemble de ces techniques reléve plus spécifiquement du domaine de la théorie
algorithmique des nombres.

C’est dans ce contexte que s'inscrivent mes travaux de recherche. Ils portent sur les varié-
tés abéliennes, leurs morphismes appelés isogénies ainsi que d’autres concepts afférents; ils
consistent, d’une part, 4 comprendre et A expliciter leurs propriétés d'un point de vue effectif et,
d’autre part,  les exploiter afin d’attaquer des problemes ouverts en théorie algorithmique des
nombres et en cryptographie.
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Résumé des travaux

Ce mémoire présente une sélection de travaux effectués depuis mon doctorat. Il est organisé
en quatre chapitres traitant chacun de thématiques relativement indépendantes. Le lecteur est
invité A se référer aux articles originaux pour tout complément d’information et notamment
pour les démonstrations des résultats énoncés.

Chapitre 1. Aprés une courte introduction 2 la théorie de la multiplication complexe de
SHIMURA et TANIYAMA, sur laquelle repose la majorité de mes contributions, ce chapitre
décrit des travaux fondamentaux concernant la structure dobjets au cceur de cette théorie :
les groupes de classes polarisés. On obtient des critéres explicites caractérisant les couples
dordres (0, 0’) d’un corps CM quartique vérifiant €(0) = €(0”). Ils sont ensuite appliqués,
d’une part, 4 la résolution d’'une conjecture de VAN WAMELEN concernant [énumération des
surfaces abéliennes définies sur Q avec multiplication complexe et, d’autre part, a l'analyse d’une
méthode de calcul des anneaux dendomorphismes qui fait lobjet du chapitre suivant.

Chapitre 2.  La structure du graphe d’isogénies et ses grands enjeux sont présentés. Elle est
intimement lie 4 la notion d’anneau d'endomorphisme des variétés abéliennes. En exploi-
tant la théorie de la multiplication complexe et, plus précisément, le lien entre les isogénies
horizontales et les idéaux des groupes de classes polarisés, on obtient le premier algorithme
de complexité sous-exponentielle permettant de calculer les anneaux dendomorphismes des
surfaces abéliennes. Sa complexité est démontré sous hypotheses heuristiques.

Chapitre 3.  Ce chapitre décrit deux contributions consistant  exploiter les propriétés de
certaines isogénies afin d’attaquer des problemes concernant les corps finis. La premiére ap-
plication porte sur la construction de revétements exceptionnels de la droite projective, un
probléme important tant en mathématiques pures quen cryptographie. La seconde application
porte sur la construction de présentations itérées de corps finis, via une méthode explicite
produisant des polyndmes irréductibles par composition.

Chapitre 4. On présente des travaux indépendants en théorie de I'information pure et dure.
Il S’agit de généraliser aux mesures o-finies le probleme de minimisation du risque empirique
avec régularisation par entropie relative (ERM-RER), ce qui permet d’unifier trois théories
existantes. On montre que la solution 4 ce probleme est une mesure de GiBBs dont on étudie
certaines propriétés dont le comportement asymptotique.
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Chapitre 1

Théorie de la multiplication
complexe

1.1 Contexte général et problématiques

Soit .¢/ une variété abélienne de dimension ¢ définie sur un corps £ que l'on supposera
donnée sous une forme effective, par exemple comme la variété jacobienne d’une courbe al-
gébrique ou encore par des fonctions thétas, donc implicitement munie d'une polarisation
principale. Le probléme soutenant la plupart des applications cryptographiques est le suivant.

Définition 1.1.1. Le probléme du logarithme discret consiste, étant donnés deux points P et Q
de o (k), 4 déterminer, sl en existe, un scalaire A € Z vérifiant Q = AP.

Pour £ finiet ¢ < 2, saufrarissimes exceptions, ce probléme n'admet aucune solution connue
plus efficace que 'approche générique de complexité O (|sz (k)" 2). Les variétés abéliennes
sont les seuls groupes effectifs connus qui possédent cette propriété. Leurs isomorphismes
transportent ce probléme mais sont sans conséquence car trés bien compris.

Théoréme 1.1.2 (TORELLI [4, 13]). Deux courbes algébriques définies sur un corps parfait sont
isomorphes si et seulement si leurs variétés jacobiennes le sont.

Ce résultat est rendu effectif par la théorie des invariants qui fournit des outils trés explicites
pour caractériser ces isomorphismes, tels le j-invariant pour le cas de la dimension ¢ =1,
cest-a-dire pour les courbes elliptiques, ou encore les invariants d'IGUsA et de ROSENHAIN
dans le cas de la dimension g = 2 [15, 32, 50]. Portons désormais notre attention sur des
morphismes plus généraux.

Définition 1.1.3. On appelle isogénie tout morphisme de variétés abéliennes qui, sur la cloture
algébrique du corps de base, est surjectif et de noyau fini.

Sur les corps fini, les couples de variétés isogenes sont caractérisés par le résultat suivant.

Théoréme 1.1.4 (TATE [18]). Deux variétés abéliennes simples sur un corps fini sont isogénes si
et seulement si leurs endomorphismes de FROBENIUS ont le méme polyndme caractéristique.

Calculer le polynéme caractéristique de l'endomorphisme de FROBENTUS d’'une variéeé
abélienne sur un corps fini £ revient & déterminer son nombre de points sur des extensions
de £. De multiples algorithmes, dits de comptage des points, permettent d’effectuer ce calcul
efficacement, tant en dimension un [36] quen dimension supérieure [46].
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L'anneau dendomorphismes End(.¢/) de la variété abélienne .¢/ est un objet plus général
contenant, en particulier, lendomorphisme de FROBENTUS 7t lorsque £ est fini. Pour [¢tudier,
on se muni d'un plongement ¢ : K — Q ® End(.¢/) ot K est un corps de nombres, cette
structure étant transportée via les isogénies. Lorsqu’un tel plongement satisfait deg(K) =2 ¢,
on dit que ./ a multiplication complexe par K ou, plus exactement, par son ordre .~ (End(.</))
que lon identifie par abus de langage avec I'anneau dendomorphismes End(.¢7 ) lui-méme. Le
corps K est alors un corps CM, c’est-a-dire une extension quadratique imaginaire d’un corps
de nombres totalement réel de degré g.

Toutes les variétés abéliennes ordinaires absolument simples définies sur les corps finis
ont multiplication complexe. Leurs anneaux dendomorphismes sont inchangés par extension
du corps de base et sont exactement les ordres du corps quadratique imaginaire K = Q(r)
contenant Z[ 7t, 77| et stables par conjugaison complexe [9, 24].

Les énoncés suivants précisent le lien entre isogénies et anneaux dendomorphismes.

Définition 1.1.5. Soit K un corps CM, K, son sous corps totalement réel et O un ordye stable par
conjugaison complexe. On appelle groupe de classes polarisé le quotient €(O) =1 /P on I désigne
le groupe des couples (a, p) avec & idéal fractionnaire inversible de O et p € K totalement positif
satisfaisant 00 = p O et ou P est le sous-groupe des éléments de la forme (O, yu) pour u € K*.

Théoréme 1.1.6 (SHIMURA-TANIYAMA [16)). Le groupe €(O) agit librement sur lensemble
des classes disomorphismes des variétés abéliennes dannean dendomorphismes O, lidéal (a, p)

agissant par lisogénie of — .o [ ﬂaea ker(a) de degré N(a).

Le groupe de classes polarisé €(0) décrit ainsi la structure de certaines isogénies que l'on
qualifie d’horizontales. Dans le cas de la dimension un, cest-a-dire des courbes elliptiques, on
a K, = Q et le groupe de classes polarisé €(0) n'est autre que le groupe de classes usuel cl(0)
dont la structure est bien comprise, y compris d’un point de vue effectif.

Dans ce contexte, dont nous n’avons fait que survoler les concepts clefs et leurs principales
interactions, quelques unes des grandes problématiques sont les suivantes.

La théorie des invariants.  Les invariants permettent de représenter efficacement les classes
d’isomorphismes de variétés abéliennes par des nombres algébriques. Les informations perti-
nentes pour de nombreux problémes peuvent ainsi étre condensées en de simples polyndmes.
La construction de nouveaux invariants et l'obtention de bornes sur leur hauteur est un pro-
bléme important, tant en dimension deux [71, 86, 99, 126, 139] quen dimension trois ot 'on
distingue les variétés jacobiennes des courbes hyperelliptiques [21, 124] de celles des courbes

non hyperelliptiques [38, 101, 159].

Le comptage des points.  Les conjectures de WEIL [10] montrent que déterminer le nombre
de points d’une variété abélienne sur de petites extensions du corps de base équivaut 4 en
calculer la fonction zéta ou encore lendomorphisme de FROBENIUS 7. On en déduit no-
tamment le corps CM Q(7r) qui constitue un prérequis a lexploitation de la théorie de la
multiplication complexe. Des techniques de calcul efficaces ont été développées en petite
caractéristique 76, 81, 103] ainsi quen dimension un [36, 40, 48, 64] mais leurs extensions en
grande caractéristique et dimension supérieure restent encore perfectibles [46, 74, 77].

Le calcul d’isogénies. Etant donné un sous-groupe maximal isotrope H d'une variété abé-
lienne ./, le calcul de I'isogénie quotient .¢f — .o/ /H admet une solution classique pour
les courbes elliptiques [26] mais il fallut attendre quarante ans pour quelle soit étendue en
dimension supérieure [113, 125, 137]. Ce calcul est au cceur de nombreuses applications tant
constructives que destructives en cryptographie [67, 70] dont derni¢rement dans le domaine
post-quantique [131, 167, 169, 172].
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Les variétés abéliennes avec multiplication complexe. Il sagit ici de caractériser les variétés
abéliennes avec multiplication complexe définies sur les les corps de nombres et, en premier
lieu, sur @Q; ce probléme généralise celui du nombre de classes de GAUSS : seules treize corps
quadratiques imaginaires poss¢dent un groupe de classes trivial [12, 17, 22] et on en déduit
treize courbes elliptiques sur @ avec multiplication complexe [20]. Lextension de ces travaux
aux surfaces abéliennes, entamée par VAN WAMELEN [72, 73], a été achevée grice aux résultats
présentés dans la section ci-apres. Plus récemment, le cas de la dimension trois a lui aussi été

¢eudié [149].

Les sections suivantes décrivent des travaux communs avec Marco STRENG [141].

1.2 Groupes de classes polarisés

Le groupe des classes polarisé¢ €(0) = I /P introduit 4 la définition 1.1.5 est inchangé
si les ensembles I et P sont restreints aux idéaux premiers 4 un entier fixé. Ceci permet de
comparer ces groupes lorsque l'ordre considéré varie. Plus précisément, soient 0 C O " deux
ordres d'un méme corps CM, tous deux stables par conjugaison complexe. En se restreignant
aux idéaux premiers a 'indice [ 0" : 0], 'application a — a@”’ induit un morphisme surjectif
€(0) — €(0’) dont on cherche ici 4 caractériser le cas d’isomorphisme. Rappelons d’abord
briévement la situation en dimension un.

Cas des corps quadratiques imaginaires. Dans le cas ¢ = 1, le groupe de classes polaris¢
€(0) n'est autre que le groupe de classes usuel. Pour tout ordre & de conducteur § d’'un corps
de nombre K dont 0, désigne I'anneau des entiers, ce groupe satisfait la suite exacte

1—>ﬁx—>ﬁ;—>M—wl(ﬁ)—ml(@()ﬁl.

(@/7)

Lorsque K est un corps quadratique imaginaire, le conducteur est f = f Oy avec f =[Oy, : O]
et, en explicitant la structure du quotient central, on obtient

so-se-()3)

ainsi, légalité 5(0) = h(0") implique [0” : 0] | 65i K = Q(v/=3)et[0”: O] | 2 sinon.

Cas des corps CM quartiques.  Soit ® un type d’'un corps CM quartique non biquadratique
K, cette derniére contrainte n'excluant que des variétés non simples; on note ®” et K le type
et le corps CM réflexe associé. Notre probleme sexprime en terme de la norme type réflexe

Iy, — I,

Ny, :
a— (qu (a), NK,/Q(a))

et plus précisément de son noyau
Q, =ker((Iy - €(0))oNy, ) Iy, .

En effet, limage I, /€, contient exclusivement des isogénies de type (¢, £) donc efficacement
calculables et exploitables par les méthodes du chapitre 2, ce qui n'est pas nécessairement le
cas de €(0); de surcroit, ce quotient apparait naturellement [16, Main theorem 3] comme
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le groupe de GaLo1s du corps de modules des variétés abéliennes de type ® et d’anneau
dendomorphismes 0.

Soient donc @ ¢ O’ deux ordres de K vérifiant 2, = ,,,, condition toujours satisfaite

o o )
dans le cas d’isomorphisme €(0) — €(0’). Notons K, le sous corps totalement réel, O,
0 K

anneau des entiers et posons /' = [0 : O]. Des manipulations de théorie des nombres
relativement élémentaires permettent de déduire que le noyau

o AT (00K 0T
O1F 0 1o (ONK/f O

, . . . SN
est dexposant au plus deux; on se ramene ainsi d'un probleme portant sur les idéaux & un

probleme portant sur les éléments. En décomposant ces anneaux quotients sur les idéaux
premiers, des techniques de théorie des groupes permettent dobtenir le résultat suivant qui
borne l'indice [0 : O].

Théoréme 1.2.1 ([141, Th. 5]). Soient O C O’ % Z[{,) deux ordres d'un corps CM quartique
non biquadyatique K vérifiant Q, = Q0. Lentier [0 : 0] /[0 N K, : 0 NK,)] divise 2103,

Dans le cas particulier 0 /= Oy et supposant lordre 0 stable par conjugaison complexe,
on peut expliciter la structure de K et sa théorie de GALOIS de sorte A obtenir un résultat plus
fort qui s'affranchit de l'indice [0/ N K, : @ N K] et étend donc plus naturellement le résultat
classique obtenu dansle cas ¢ = 1.

Théoreme 1.2.2 ([141, Th. 4]). Soit O un ordre stable par conjugaison complexe d'un corps CM
quartique non biquadratique K % Q(Cs) vérifiant Q. = Qg . Ona

4 6
[ : 0T | 23Ny o (Bg /. )-

1.3 Application a une conjecture de VAN WAMELEN

Soit .¢/ une surface abélienne définie sur @ absolument simple avec multiplication complexe
par un ordre 0. MURABAYASHI et UMEGAKI [82] montrent que, si lordre est maximal, alors
0 = Oy avec K = Q[x]/(x* + Ax? + B) pour l'un des treize triplets [ D, 4, B] ci-dessous, olt
D désigne le discriminant du sous corps réel.

[5,5,5] [5,10,20] [5,65,845]  [5,85,1445]
[8,4,2] [8,20,50] [13,13,13]  [13,26,52] [13,65,325]
[29,29,29]  [37,37.333]  [53,53,53]  [61,61,592]

Pour chacun de ces corps, VAN WAMELEN explicite au plus deux classes d’isomorphismes pour
o/ [72], dix-neuf au total, et démontrent qu'elles ont bien multiplication complexe [73] mais
pas nécessairement par l'ordre maximal.

Par la théorie de la multiplication complexe [16, Main theorem 3], la condition 0 =
End(.¢/) implique 2, =Q, = I, . En explicitant les structures CM et réflexes de ces treize
corps, on parvient & borner les indices [0 : End(.«/)] et donc & démontrer que les classes
d’isomorphismes de vAN WAMELEN ont bien multiplication complexe par un ordre maximal.
On en déduit le résultat suivant.

Théoréme 1.3.1 ([141, Th. 16]). Les dix-neuf surfaces abéliennes de [72] sont, 4 isomorphisme
pres, exactement celles ayant multiplication complexe par un ordre maximal.
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Cette approche permet aussi de traiter le cas non maximal. Sept corps CM quartiques
K supplémentaires vérifient o = = I, [136, 175]. Pour chacun, le théoréme 1.2.2 permet
dénumérer les ordres 0 C O}, par lesquels les surfaces abéliennes peuvent avoir multiplication
complexe, cest-a-dire vérifiant Q;, = Q 0, . Toute surface abélienne ./ avec multiplication
complexes par un tel ordre € est (2,2), (3 3), (4,4) ou (5, 5)-isogene & une surface abélienne
d’'anneau dendomorphismes Oy et peut ainsi étre calculée par la bibliotheque logicielle AVIso-
genies [113]. Lénoncé suivant en découle.

Théoreme 1.3.2 ([141, Th. 17 et paragraphe suivant]). Les variétés jacobiennes des courbes

y2:x6—4x5+10x3—6x—1,
24,5 4 3 2
y" =4x> +40x" —40x” +20x" +20x +3

sont, a isomorphisme preés, les deux seules surfaces abéliennes définies sur Q avec multiplication
complexe par un ordre non maximal.

1.4 Application au calcul des anneaux d’'endomorphismes

Soit .¢/ une variété abélienne ordinaire absolument simple définie sur un corps fini. Les
isogénies de noyau isotrope maximal isomorphe a (Z/£Z)?* sont efficacement calculables ce qui
permet, via le théoreme 1.1.6, de déterminer si un ordre € donné satisfait Ny (p,,) C QEnd(, o)
Voir le chapitre 2. Le résultat suivant, conséquence du théoréme 1.2.1 décrit alors dans quelle
mesure cela caractérise 'anneau End(.¢/) lui-méme.

Théoréme 1.4.1 ([141, Cor. 22]). Soient O et O’ deux ordres d'un corps CM quartique non
biguadratique K contenant Z| rc, 7|, stables par la multiplication complexe et satisfaisant

Na(20) € et Ng(per) € Q-

Alors les indices [0 : O N O] et [ONK, : O N O’ NK,] ont méme valuation en tous les nombres
premiers £ > 41.

Reste, pour complétement déterminer I'anneau d'endomorphismes End(.</), & Iévaluer
localement en les nombres premiers € inférieurs & 42 ou pouvant étre absorbés par 'indice issu
de la multiplication réelle; des arguments de théorie analytique des nombres montrent, sous
heuristiques, que la densité des variétés abéliennes concernées est nulle. On en déduit notam-
ment que les méthodes décrites dans la section suivante sont de complexité sous-exponentielle
dans le cas moyen.
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Chapitre 2

Calcul des anneaux
d’endomorphismes

2.1 Structure du graphe d’isogénies

Un autre probléme important soutenant la sécurité des systemes cryptographiques qui ex-
ploitent des variétés abéliennes, particuli¢rement ceux proposés pour un usage post-quantique,
est le suivant.

Probléme 2.1.1 (recherche disogénie). Etant données deux variétés abéliennes isogénes .o et
B de dimension g définies sur un corps fini k, déterminer une isogénie explicite .o/ — 3.

Lorsque ./ et 98 ont multiplication complexe par un méme ordre 0, la meilleure solution
connue est l'algorithme générique [70] de complexité O (4/|€(0)|). Les deux problemes que
voici sont donc d’importance capitale :

1. Déterminer 'anneau dendomorphismes d'une variété abélienne donnée.

2. Exploiter la structure du graphes d’isogénies afin de se ramener au cas de multiplication
complexe par un ordre présentant un petit nombre de classes; idéalement, lordre
maximal.

Les méthodes permettant de déterminer anneau dendomorphismes d'une variété abélienne
ordinaire définie sur un corps fini £ étaient toutes de complexité exponentielle en la taille
log |#| du corps de base [65, 106, 112] jusqu’a mes travaux de doctorat portant sur le cas des
courbes elliptiques [119]; celle-ci a ensuite été améliorée notamment afin détre rigoureusement
démontrée sous Ihypothése de RIEMANN généralisée uniquement [122]. Des travaux plus
récents [173] ont encore largement amélioré [état de I'art. Lextension de ces résultats aux
surfaces abéliennes fait I'objet de la section 2.4.

En premiére approximation, la structure du graphe d’isogénies est régie par deux résultats :
d’une part, le théoréme 1.1.6 qui décrit la structure des isogénies .of — 98 dites horizontales,
cest-a-dire satisfaisant End(.«/) = End(98); dautre part, le résultat suivant qui décrit la
structure des autres isogénies, dites verticales.

Lemme 2.1.2 ([135, Lemma 2.1]). Soit .o/ — 9B une isogénie de noyau maximal isotrope
isomorphe a (L/CZ)¢ avec .o et B deux variétés abéliennes ordinaires absolument simples de
dimension g définies sur un corps fini de caractéristique distincte du nombre premier L. Lindice

[End(.«/) + End( ) : End(.«/) N End(B)] est un diviseur de £>¢71.
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FIGURE 2.1 - Structure des composantes connexes des graphes d’isogénies des courbes ellip-
tiques ordinaires sur les corps finis. Ici, le degré des isogénies est £ = 2 (sommets de degré 1 ou
¢+ 1); les deux idéaux premiers de norme € sont d'ordre 4 dans le groupe de classes (longueur
du cycle); et la valuation en ¢ du conducteur [0y, : Z[ 7, 77]] est 3 (hauteur des arbres).

Lorsque g = 1, le corps K = Q ® End(.¢/) est quadratique imaginaire et ses ordres de la
forme Z + u O ; le lemme ci-dessus permet alors de partitionner les isogénies .&/ — 98 en
trois catégories :

1. End(#B) =Z + ¢ End(./), isogénie dite ascendante;
2. End(.«/) = Z + ¢ End( %), isogénie dite descendante;
3. End(./) = End(98), isogénie dite horizontale.

Cette trichotomie est la base d’une description explicite du graphe d’isogénies [65, 83] dont
la structure, communément qualifiée de volcan, est illustrée par la figure 2.1 ; voir aussi [88].
Clest principalement cette structure quexploite Ialgorithme de KOHEL [65, §4.2] mais on ne
peut sen contenter pour obtenir un algorithme de complexité sous-exponentielle : il faut pour
cela exploiter la théorie de la multiplication complexe via le théoreme 1.1.6 afin de travailler
plus finement avec les isogénies horizontales [119, 135].

2.2 Enjeux et applications

Parmi les grands enjeux liés 4 étude de la structure du graphes d’isogénies des variéeés
abéliennes ordinaires sur les corps finis et, en particulier, 4 son application au calcul des anneaux
dendomorphismes, on distingue les suivants.

Le calcul de 'anneau d’endomorphismes d’une variété abélienne donnée.  Ce probleme
fait lobjet de la section suivante. Sa résolution permet d'exploiter d'un point de vue effectif les
résultats de la théorie de la multiplication complexe. Déterminer lemplacement d’une variété
ab¢lienne donnée dans sa composante connexe du graphe d’isogénies est un outil important en
théorie algorithmique des nombres qui poss¢de de nombreuses applications notamment au
probleme de la recherche d’isogénies mais aussi a Iénumération de certaines classes de variéeés
abéliennes et en particulier au calcul des polyndmes modulaires et des polyndmes de classes.
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Le probléme inverse : construire une variété abélienne d’anneau d’endomorphismes donné.
La principale solution, connue sous le nom de « méthode CM », repose sur Iévaluation
des polyndmes de classes. Classiquement, le polynéme de HILBERT est défini par H;(x) =
[ 1(x — j) ot j parcours les j-invariants des courbes elliptiques sur @ avec multiplication
complexe par 0. Les polyndmes de classes en sont une généralisation & d’autres invariants ou en
dimension supérieure. Leur évaluation permet de construire des variétés abéliennes munies de
certaines propriétés tel un cardinal premier ou encore un accouplement efficacement calculable
[102] dont les applications notamment en cryptographie sont multiples [109, 150]. Deux
approches existent pour les calculer : des techniques numériques [108] et des méthodes basées
sur le théoréme des restes chinois [121, 176] qui tirent parti des avancées sur le calcul des
anneaux dendomorphismes. Les avancées dans le cas g = 2 restent limitées [134, 132, 160]
car entravées notamment par la structure moins explicite des corps CM quartique et du graphe
d’isogénies [143, 158] ainsi que par la taille significative de ces objets en plus grande dimension.

Le calcul des polynémes modulaires. Comme pour les polynémes de classes, le polynéme
modulaire classique, ®,(X,Y) = [ [(X — ) ol « parcours les j-invariants des courbes el-
liptiques £-isogenes 4 celle de j-invariant ¥, admet des extensions 4 d’autres invariants et en
dimension supérieure. Leur évaluation joue notamment un réle clef dans le cadre du comptage
des points [40, 48]. Toujours comme pour les polyndmes de classes, deux approches existent
pour les calculer : des techniques numériques [107] et des méthodes basées sur le théoréme des
restes chinois [123, 176]. Leur utilité dans le cas ¢ = 2 reste elle aussi limitée [104, 162].

Les sections suivantes décrivent mes travaux de [article [135].

2.3  Treillis des ordres

Soit .¢/ une surface abélienne ordinaire absolument simple sur un corps fini £. Son anneau
dendomorphismes End(.¢/) est un ordre de K = Q(7) stable par conjugaison complexe
contenant Z[ 7t, 77| Les tels ordres forment un treillis admettant 0y, comme élément maximal
et dont la taille peut étre exponentielle en log(q) pour g = |£|.

Lemme 2.3.1 ([135, Lemma 6.1]). On a l'inégalité [ Oy : Z] 7t 7T]] < 644>

Afin de déterminer End(.¢/), I'idée principale est de parcourir ce treillis en exploitant
I'implication 0 € End(.e/) = Ng(p ) C Qppq( ) et en testant lappartenance a Qpd(.r) gréce
auxisogénies via 1.1.6. On détermine ainsi un ordre O vérifiant les conditions du théoréme 1.4.1
avec 0’ = End(.¢/) et on utilise enfin la méthode ' EISENTRAGER et LAUTER [106, §6] pour
déterminer End(.¢/) localement en les nombres premiers ot ces ordres peuvent différer. Cette
approche est formalisée par l'algorithme suivant.
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Algorithme 2.3.2 ([135, Alg. 6.2]).
ENTREE.  Une surface abélienne .of [k ordinaire absolument simple.

SORTIE.  Son annean dendomorphismes.

Calculer le polyndme caractéristique de son endomorphisme de FROBENTUS.
Factoriser son discriminant et en déduire O = 7|, 7T].
Pour tout ordre minimal 0’ 2 O :

SiNg(po) C Qg o affecter O — O et retourner en 3.

Calculer lordre maximal 0’ C End(.o ) vérifiant [0 : Z[ r, 7T]] = £°.
Affecter O «— 0 + 0.

2
3
4
S. Pour tout premier satisfaisant £ < 42 ou £ | [01(0 12+ 7]
6.
7.
8. Renvoyer O.

Lalgorithme de SCHOOF-P1LA [36, 46] accompli [¢tape 1 en temps polynomial en log(g).
Celui de LENSTRA-POMERANCE [53] réalise Iétape 2 inconditionnellement en temps sous-

exponentiel L(q)ﬁﬂ(l) pour L(x) = exp 4/log(x)log(log(x)). Lénumération des ordres de
Iétape 3 seffectue via les méthodes de [118, §3.2], [163, §3] et [153, Alg. 1]. L¥étape 6 repose
sur la méthode I’ EISENTRAGER et LAUTER [106, §6] dont la complexité est exponentielle en
¢. Néanmoins, grice aux travaux de la section 1.4, on peut démontrer le résultat suivant.

Proposition 2.3.3 ([135, Th. 7.1]). Pour tout & > 0, les puissances €% intervenant a létape 6 de
lalgorithme 2.3.2 sont inférieures 4 L(q)° pour presque toutes les variétés abéliennes <f .

2.4 Groupes de classes via isogénies

L¥étape 4 est le ceeur de l'algorithme : on y exploite la théorie de la multiplication complexe
et plus particulicrement le théoréme 1.1.6 afin de ramener une question portant sur I'anneau
dendomorphismes 4 I'¢valuation de simples isogénies. Pour ce faire, on construit dans un
premier temps des idéaux friables de p,, via une technique 4 la BUCHMANN [43] avant, dans
un second, temps de tester la condition Ng(p ) € Qg4 , proprement dite. Cela donne les
deux algorithmes suivants.

Algorithme 2.4.1 ([135, Alg. 4.3]).
ENTREE.  Un ordre O de discriminant A\ dun corps CM quartique.
SORTIE.  Un idéal friable principal de O.

Enumérer les premiers p de O de norme au plus L(A) .

.. , ; -1y 4+
Choisir uniformément un idéal | [p* avec |x,| < log(A)**<.
Calculer un représentant réduir a de sa classe.

Si o admet une factorisation | [ p7» :
Renvoyer idéal [ p™» 7.

Retourner en 2.

S I I S

Leexposant y considéré dans étape 1 a pour vocation a équilibrer le cotit de construction
des idéaux avec celui d'évaluation des isogénies correspondantes. Plus précisément, des résul-
tats antérieurs [ 122, §6] montrent que Iétape 4 réussi avec probabilité Z(A)~1/r)+e(1) La
domination A = O (q4) implique ainsi que la complexité de l'algorithme ci-dessus est de

L(q )max{ZJ/,l/(z}’)}Jr”(l)
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en temps probabiliste.

Algorithme 2.4.2 ([135, Alg. 5.1]).
ENTREE.  Une surface abélienne .o/ et un ordre O contenant Z| m, .

SORTIE.  La véracité de lassertion Ng(p ) € Qg )

1. Répéter 5g*log,(q) fois :
Calculer b = Ny, (Ny(0)) pour a obtenu par Lalgorithme 2.4.1.

Calculer lisogénie corvespondante of — .of | ﬂaeb ker(x).

Si son codomaine nest pas isomorphe 4 .o/, renvoyer fauz.

RN NI ]

Renvoyer vras.

3+o(1) opérations et une inégalité de

Lévaluation de l'isogénie associée requiert (N b)
convexité donne aisément Nb < (Na)?. Lalgorithme ci-dessus est donc de complexité
L(g)*r+°(1), On en déduit lexposant optimal y = 4/3/12. Ceci achéve Iétape 4 et le résultat

suivant en découle.

Théoréme 2.4.3 ([135, Th. 7.2]). Lalgorithme 2.3.2 détermine lannean dendomorphismes
d'une surface abélienne ordinaire absolument simple en temps moyen L(q)*V3+(),

Des records de calcul exploitant les techniques décrites ci-dessus ont été obtenus [135,
§8] dans des cas hors de portée des méthodes précédemment connues : des calculs d’anneaux
dendomorphismes qui auraient auparavant nécessité un nombre d'opérations dépassant les
279 sont réalisés par la présente méthode sur un ordinateur de bureau en quelques secondes
seulement.

Notons enfin que, dans le cas particulier ot la multiplication réelle est maximale, c'est-3-dire
que l'anneau d'endomorphismes de ./ satisfait 0y, C End(.¢f), et ou le groupe de classes
au sens restreint de 'anneau 0}(0 est trivial, ces résultats ont depuis été renforcés méme si la
complexité asymptotique reste inchangée [155].
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Chapitre 3

Applications aux corps finis

3.1 Revétements exceptionnels

Soient X et Y deux variétés projectives absolument irréductibles définies sur un corps fini
k. Un revétement X — Y est dit exceptionnel s'il induit des isomorphismes X (£') — Y (&)
pour une infinité d’extensions 4 de £. Ces objets jouent un réle important en géométrie
arithmétique : ils permettent d'interpréter le théoreme de I'image ouverte de SERRE [27] ou
encore de construire des relations entre certaines fonctions zéta [92].

Dans le cas le plus élémentaire ot X = ¥ = P!(#£), la notion de revétement exceptionnel
est essentiellement équivalente 4 celle de fraction rationnelle de permutation [100] dont on

rappelle la définition.

Définition 3.1.1. Une fraction rationnelle | € k(x) sur un corps fini k est dite de permutation
si elle induit une bijection de k dans lui-méme.

Le cas particulier des polyndmes est lobjet de célebres conjectures désormais démontrées.

Théoréme 3.1.2 (conjecture de CARLITZ (19, 55]). Soit d un entier pair. Aucun corps fini de
caractéristique impaire suffisamment grand nadmet de polynéme de permutation de degré d.

Théoreme 3.1.3 (conjecture de SCHUR [6, 25]). Soit K un corps de nombre. Tout polynéme
[ € Oy|x] induisant des permutations sur une infinité de corps résiduels est la composée de
polyndmes linéaires et de polyndmes de DICKSON.

Les travaux dextension de ces résultats  des contextes plus généraux, comme celui des
fractions rationnelles ou encore des variétés X et 1" arbitraires, sont 2 l'intersection de multiples
domaines des mathématiques et font notamment intervenir la théorie de la multiplication
complexe des courbes elliptiques [29, 59, 84].

Les fractions rationnelles de permutation jouent aussi un réle clef en cryptographie, tout
particuli¢rement dans le cas ot X est une courbe elliptique et ot ¥ est la droite projective :
un revétement exceptionnel & — P! fournit alors une fonction de hachage vers la courbe
elliptique. La construction de tels objets [110, 114] et son extension aux courbes de genre
supérieur [115, 117, 128, 130] est délicate.
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3.2 Construction de fractions rationnelles de permutation

Cette section décrit des travaux communs avec Mehdi TisoucHi [142, 147].

Notre contribution consiste en la description et I'analyse d’une procédure effective permet-
tant, pour des degrés d et des corps finis £ donnés, de construire de vastes familles de fractions
rationnelles de permutation. Une implantation directe atteint les tailles cryptographique, telle
log, |#| = 1023. Cette procédure repose le résultat suivant.

Théoréme 3.2.1 ([147, Th. 1]). Soit ¢ : & — &' une isogénie de degré premier € définie sur un
corps fini k entre deux courbes elliptiques sous forme de WEIERSTRASS; notons (u,v) € (k (x))2
lunique couple vérifiant go((x, y)) = (u(x), y-v (x)) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) La fraction rationnelle u na aucun péle dans k.
(i) Le noyau de ¢ est trivial sur lextension quadyatique de k.

(iii) Le revétement u : P! — P! est exceptionnel.

Autrement dit, étant donné un point P dordre premier € sur une courbe elliptique & définie
sur un corps fini £, si le sous-groupe (P) est rationnel mais quaucun de ses points n'est défini
sur l'extension quadratique, alors la fraction rationnelle # est de permutation.

Par cyclicité, aucun point du sous-groupe (P) n'est défini sur lextension quadratique si et
seulement si P lui-méme ne lest pas. Reste & exhiber un critére efficace pour déterminer si le
sous-groupe (P) est rationnel.

Lemme 3.2.2 ([147, Lem. 1]). Soit P un point dordre premier £ d'une courbe elliptique & sous
Jorme de WEIERSTRASS définie sur un corps fini k. Soit © un entier dont lordre dans F, [{£1}
est exactement le degré de lextension k(x(P))/k. Le sous-groupe (P) est rationnel si et seulement
si x(P) et x([T]|P) sont conjugués par laction du groupe de GALOIS.

Afin de traduire ce critére concretement, rappelons que la multiplication par lentier o > 2
sur la courbe elliptique & s¥écrit explicitement

Go(xP &y (xP

et le polynéme de division ¢/ (x) a donc pour racines les premiéres coordonnées des points de
&[c]. Soit P € &[¢] et soit f(x)le facteur irréductible de ¢/, (x ) dont x(P) est racine. D’aprs
le lemme, le sous-groupe (P) est rationnel si et seulement si

/(82)omsro

Le polyndme ayant pour racines les premiéres coordonnées des points de (P) est alors

P =(x.y)— [0]P = < ?o(x) wg<x,y>>

gz(f(x))=l—[pgcd<¢g(x), res, (£(0) ¢,,<x>—¢/,<x>2y>).
IO

olt p parcours Fy /{£1}/ (44, - On obtient ainsi 'algorithme suivant.
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Algorithme 3.2.3 ([147, Alg. 1]).
ENTREE.  Une courbe elliptique & [k avec |k| = p® otk p > 3 et un premier £ 2,3, p.

SORTIE.  Les polyndmes de noyau des isogénies vérifiant les assertions du théoréme 3.2.1.

Déterminer un générateur co de F;.
Pour tout diviseur d > 1 de 4;21 :
Calculer v = e 57 .
Pour tout diviseur f(x) de degré d de ¢ ,(x) :
Sif(6.(0)/ . (xP) =0 mod f(x):
Calculer puis afficher g, ( f(x ))

Des techniques arithmétiques et algorithmiques classiques, pour lesquelles nous renvoyons

S N

a larticle original, permettent de réaliser efficacement chaque étape de calcul et notamment de
ne pas reparcourir a [étape 4 les facteurs des polynémes g, ( I (x)) déja calculés a [étape 6. En
découle le résultat suivant.

Théoréme 3.2.4 ([147, Th. 1]). Lalgorithme 3.2.3 est de complexité probabiliste
O (£4+<(log £ |?)).

Afin d'obtenir des revétements exceptionnels, il ne reste plus qua sélectionner des courbes
clliptiques & /& convenables puis de déduire des polyndmes de noyau renvoyés par l'algo-
rithme 3.2.3 les isogénies correspondantes.

Algorithme 3.2.5 ([147, Alg. 2]).
ENTREE.  Un corps k fini de caractéristique p > 3 et un premier £ 2,3, p.
SORTIE.  Des fractions rationnelles de permutation de degré € sur k.

Calculer la réduction du polynéme modulaire ®,(X,Y) € k[ X, Y ].
Tirer uniformément un élément j € k.

Si®,(X, j) na aucune racine, retourner en 2.

Soit & | k une courbe elliptique d'invarviant j.

Pour tout polyndme affiché par algorithme 3.2.3 :

SN R Wb~

Calculer Uisogénie correspondante et afficher sa fraction rationnelle u.

A Iétape 3, la probabilité de ne pas retourner & [étape 2 est celle, pour la courbe elliptique
&, dadmettre une £-isogénie rationnelle. Pour |£| — o0, cette courbe est presque stirement
ordinaire. Son graphe de £-isogénies est alors non trivial si £ est décomposé dans Q ® End(&),
autrement dit, si A(&) est un carré non nul modulo ¢, ce qui est le cas avec probabilité 22;;
sous heuristique.

La probabilité pour l'algorithme 3.2.3 d’afficher au moins un polyndéme est minorée par
celle, pour une £-isogénie rationnelle, de n'admettre aucun point rationnel dans son noyau. Le
revétement des courbes modulaires X, (¢) — X,(¢) étant galoisien cyclique de degré ‘{’;21, le
théoréme de densité de CHEBOTAREYV [1, 7] montre que 'image de X; (£)(k) — X, (£)(£) est
de densité 72 + O([k|7'/?). La probabilité considérée est donc asymptotiquement minorée
par 1 — 7%. On en déduit que les complexités asymptotique des algorithmes 3.2.3 et 3.2.5
sont identiques.

1:l1éoréme 3.2.6 (147, Th.2]). Sous heuristique, [algorithme 3.2.5 est de complexité probabiliste
0 (€4+5(log |k |)2)
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Une implantation directe de ces algorithmes permet de construire, en quelques secondes
seulement sur une machine de bureau, des fractions rationnelles de permutation sur des corps

de taille cryptographique, tel log2 |£] =1023.

3.3 Présentations itérées de corps finis

Soit § € Q(x) une fraction rationnelle. Pour tout corps fini £ ot § admet bonne réduction,
considérons la transformation, introduite par COHEN [23], définie par

T
N f(x) —— numérateur (f(S(x))>

et, pour tout 7 € N, notons T = T 0 -+ 0 T la composition de 7 copies de 7.

Pour certains couples (S, /), les polyndmes 7¢(f') sont tous irréductibles et définissent
ainsi une tour dextensions de £. Plus précisément, posons 4 = deg(f) et ¢ = deg(S), cette
derniére quantité désignant le maximum des degrés du numérateur et du dénominateur de la
fraction rationnelle réduite §. Alors, le degré de T4 (f') étant d ¢/, ces polyndmes induisent
une présentation itérée [42] du corps

k[de“] — Gk[a’ei]

i=0

ot l'on dénote par £l€] Pextension de degré £ du corps fini £. Des extensions algébriques de la
forme £[4¢™ T ont été étudiées par STEINTTZ [3] dans lobjectif de décrire les clotures algébriques
des corps finis.

Définition 3.3.1. Oz dit quun couple (S, ') € Q(x) x k[x) induit une présentation itérée
lorsque les polyndmes T (f') sont irréductibles pour tout i € N.

Notre objectif est ici de caractériser de tels couples. Deux cas particuliers bien connus de la
littérature concernent les fractions rationnelles
x%+1

2
+1
=z et R(x) ;
X 2x

Q(x)
en effet, des approches ad hoc ont permis d'obtenir les résultats suivants.

Théoreme 3.3.2 ([34, 45, 85]). Soient k un corps fini de caractéristique paire et [ € k(x| un
polyndme unitaire irréductible de coefficients (a,),_. Siti(a,_,) = te(a, /ay) = 1 oik tr dénote la
trace de k [F,, alors tous les polynémes T, é (f') sont irréductibles.

Théoreme 3.3.3 ([52]). Soient k un corpsfini de caractéristique impaireet | € k| x| un polyndme
unitaire irréductible. Pour |k| = 3 mod 4, on suppose de plus deg(f") pair. Si f(1)f (—1) nest

pas un carré dans k alors tous les polyndmes T} () sont irréductibles.

Plus récemment, le cas des fractions rationnelles de degré deux a fait l'objet détudes exhaus-
tives (87, 96] et d’autres approches exploitant notamment la théorie de GALO1S des corps de
fonctions ont permis d’étendre ces résultats et den obtenir quelques extensions [151, 166].
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3.4 Construction de présentations itérées

Cette section décrit des travaux communs avec Alp Bass4 et Roger OYono [174].

Nous caractérisons ici plusieurs familles de couples (S, /) induisant des présentations itérées.
Cette caractérisation repose sur les isogénies des courbes elliptiques et plus particuli¢rement
sur les propriétés galoisiennes de leur corps de définition.

Soit &, e | une isogénie de courbes elliptiques sous forme de WEIERSTRASS définie sur
un corps fini £ ; notons § € &(x) la fraction rationnelle qui en donne l'action sur la premiére
coordonnée. Soient aussi P € &y(k) et Q € ¢! (P) deux points; leur premiére coordonnée
satisfont ainsi xp = S(x, ). Désignant par f € k[x] le polyndme minimal de x, alors on
obtient f(§(x, )) = 0, ce qui montre que le polyndme Tg(f') est annulateur de x, . Il en est
le polyndme minimal, donc irréductible, si son degré est précisément le bon, cest-a-dire si
on al'égalité [£(xy ) : £(xp)] = deg(¢). Les diagrammes ci-dessous, commutatif 3 gauche et
d’extensions de corps 4 droite, résument cette situation.

& k(Q)

P! k(xg)

On observe que, lorsque le degré de I'isogénie ¢ est impair ou lorsque celui de I'extension
k(P)/k(xp) est pair, alors Thypothese [£(Q ) : £(P)] = deg(¢) ressort indemne par projection
sur la premiére coordonnée et l'on a [k(xg) : k(xp)] = deg(¢). Dans ce cas, le polyndme T'g(f')
est irréductible.

Afin d’itérer cette construction comme I'indique le diagramme commutatif ci-dessous, il
s'agit dobtenir un critere explicite garantissant que la condition [£(Q ) : £(P)] = deg(¢) est
préservée par composition avec ¢.

%o 1
&, &, 8, <

Pour ce faire, montrons d’abord un résultat simple mais indispensable.

Lemme 3.4.1 ([174, Lem. 2.1]). Soit &, L &, une isogénie séparable définie sur un corps
Jfini k. Fixons un point P € &y(k). On suppose que tous les points du noyan ker(¢) sont k(P)-
rationnels et on note 1 le k(P)-Frobenius de . Il existe un point F € ket(¢) pour lequel tout

point Q € ¢ (P) vérifie n(Q ) = Q + nF quel que soit n € N.

On en déduit le résultat suivant qui donne précisément le critere recherché.
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Théoréme 3.4.2 ([174, Th. 2.2]). Soient &, 2 &, o &, deux isogénies séparables de
degrés respectifs £, et £, définies sur un corps fini k. Supposons que tous les facteurs premiers de
¢, divisent €. Supposons aussi que le noyau de la composée ker(¢, o @, ) est cyclique et que tous

ses points sont définis sur lextension k(P ) pour un certain point P € &,(k). Alors, tous les points
Q €(9y0 @) 1 (P) vérifiant [k(¢,(Q)) : k(P)] = &, vérifient aussi [k(Q ) : k(P)] = £y¢,.

Ce résultat est particuli¢rement propice aux itérations lorsque les courbes elliptiques &, =
&, = &, sont identiques et que les endomorphismes ¢, = ¢, le sont aussi. On supposera
dorénavant, afin de simplifier lexposition, que cet endomorphisme est de degré impair. On
obtient alors le résultat suivant.

Corollaire 3.4.3 ([174, Cor. 2.3]). Soit & une courbe elliptique sous forme de WEIERSTRASS,
@ : & — & un endomorphisme séparable de degré impair défini sur un corps fini k et P € E(k)
un point. Supposons le sous-groupe ker(g o @) cyclique et tous ses points k(P )-rationnels. Notons
S lafraction vationnelle donnant laction de ¢ sur la premiére coordonnée et notons f le polynéme
minimal de xp sur k. Alors, si Tg(f) est irvéductible, tous les polynémes T{ (f') le sont aunssi; le
couple (S, [) induit ainsi une présentation itérée.

Les fractions rationnelles ainsi obtenues dendomorphismes ¢ : & — & par projection sur
la premiere coordonnée et, plus généralement, par projection via un revétement fini séparable
& — P!, sont appelées fonctions de LATTES [5]. Notons par ailleurs que, dans le cas dendo-
morphismes de degré premier, la condition de cyclicité sur ker(¢ o ¢) équivaut a ce que ¢ ne
soit pas son propre dual.

Nos efforts se concentreront désormais sur la recherche d'endomorphismes satisfaisant
les hypotheses de ce corollaire et ignorerons sciemment les points P pouvant y étre associés :
pour chaque endomorphisme identifiée, on se contentera, dans un premier temps, de savoir
qu'un tel P existe; dans un second temps, on évaluera la densité des polyndmes irréductibles
concernés.

Remarquons enfin quétant donnée une homographie h(x) = % Iz avecad —bc £ 0,

le couple (S, /') induit une présentation itérée si et seulement si cest aussi le cas du couple
(h™'oSobh, f). Ainsi, pour chaque isogénie ¢ identifiée, nous sélectionnerons et n’afficherons
que le représentant de poids de HAMMING le plus faible de la classe de conjugaison de S par
les homographies.

Endomorphisme de Verschiebung.  Soit & une courbe elliptique ordinaire définie sur un
corps fini . Son endomorphisme de Verschiebung 77 est une isogénie séparable de degré |£|.
Elle satisfait les conditions du théoreme. Pour les petits corps finis, on énumere les courbes
elliptiques ordinaires et calcule leurs endomorphismes de Verschiebung. On obtient ainsi la
table 3.1 dont chaque fraction rationnelle § induit une présentation itérée pour une densité
positive des polynomes irréductibles /€ £[x].

Cycles d’isogénies horizontales.  Restreignons nous 4 présent aux endomorphismes de degré
premier avec la caractéristique; ce ne sont autre que les cycles du graphe des isogénies de degré
premier. La condition de cyclicité du noyau du carré impose que ces cycles ne contiennent
pas simultanément une aréte et sa duale. Pour les courbes ordinaires, on déduit de la struc-
ture explicite de ce graphe que les endomorphismes sobtiennent par composition d’isogénies
horizontales « au sommet du volcan ».

Considérons d’abord les endomorphismes de degré premier, cest-a-dire les cycles de lon-
gueur un ou encore les boucles du graphe. Notant K le corps CM de la courbe &, ces endomor-
phisme & — & correspondent, via la théorie de la multiplication complexe, aux idéaux premiers
principaux de l'anneau 0. Tout tel idéal a de norme ¢ induit une isogénic ¢, : & — &.
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(x +xr+x+2)/x%

(2x° +x)/(x* +2)

(5x7 + x% 4+ 6x)/(x® + x% +3)

(8xM 4 2% +7x7 +4x3 +10x) /(10 + 2% 4+ 2x% + 752 + 8)

— N W W R

TaBLE 3.1 — Pour le corps fini de cardinal ¢, la fraction rationnelle S est un représentant,
sous 'action des homographies, des fonctions de LATTES déduites dendomorphismes de
Verschiebung de courbes elliptiques ordinaires.

q|4€|S

2|3 | (x?+1)/x?

S| 3| x/(x>+x2+1)

715 | (WP +xt+a?+6x2+x)/(x* + 23 +4x? +x+1)
11| 2| x/(x*+1)

11| S | (x®+9x* + 1023 + 4 + 1) /(x> + x> +9)

17 | 5 | (152° +3x3 +x) /(x> +3x% + 1543 + 52 + 1)

TABLE 3.2 — Pour le corps fini de cardinal ¢, la fraction rationnelle § est un représentant, sous
Paction des homographies, des fonctions de LATTES déduites dendomorphismes de degré £
de courbes elliptiques ordinaires.

Pour en déduire des présentations itérées, on sélectionne de petits discriminants A puis
on construit par la méthode CM des courbes elliptiques & dont 'anneau dendomorphismes
End(&) est exactement l'anneau des entiers 0 du corps quadratique imaginaire K = Q(v/A).
On calcule alors les isogénies de domaine & dont le degré £ est premier et décomposé comme
produit de deux idéaux principaux dans cl(Jy ). Cela donne la table 3.2.

Considérons maintenant le cas plus général de cycles construits comme composition d’isogé-
nies de multiples degrés premiers. Ceci correspond, via la théorie de la multiplication complexe,
3 la recherche de produits principaux d’idéaux premiers dans le groupe de classes de 'anneau
dendomorphismes. De telles constructions présentent toutefois le défaut d’accroitre le degré
de la fraction rationnelle S et donc de diminuer la densité de la présentation itérée. Nous ren-
voyons le lecteur & larticle original [174] pour davantage de précisions ainsi que pour d’autres
constructions.

Construction en caractéristique nulle. ~ Soit ¢ un endomorphisme de degré £ d'une courbe
elliptique & définie sur un corps de nombres K. La fonction de LATTES qui s'en déduit par pro-
jection sur la premiére coordonnée, S € K (x), satisfait alors les conditions du corollaire 3.4.3
pour tous les corps résiduels £ de K ot elle admet bonne réduction.

Ces endomorphismes sénumerent aisément, les classes d’isomorphismes des courbes ellip-
tiques & concernées correspondant aux racines du polyndme modulaire ®,(X, X) € K[X].
Par exemple, pour K = Q et £ = 2, on obtient le résultat classique suivant.
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Proposition 3.4.4 ([60, Prop. 2.3.1]). Seules trois classes d'isomorphismes de courbes elliptiques
sur Q possédent un endomorphisme de degré deux. Elles admettent pour représentants :

(i) E:y*=x"+x, j=1728,  a=1++v/-1,

[](x,7)= <of2 (x + i),cﬁy <1 - é))

(i) E:p*=x"+4x"+2x, j=8000, a=+v-2,

(@)= (a2 (v 444 2)oay (1-2)):

1 —
(i) E:y*=x"—35x+98, j=-3375, a= 1+v=7

2
) T(1—a)*\ 5 7(1—a)*
s y)= -, 1+ —————— ).
[, ) <a <x xta2—2)% 7 (x +a2—2)
Remarquons notamment que la fonction de LaTTES déduite de l'endomorphisme (i) de

la proposition ci-dessus n'est autre que la fraction rationnelle Q (x) du théoréme 3.3.2; on en
déduit une extension de ce résultat aux corps finis de caractéristique impaire.

Densité des présentations itérées. Pour chaque fraction rationnelle § nous calculons la
densité des polyndmes irréductibles f/ de degré 4 sur le corps 4 ¢ éléments pour lesquels le
couple (8, /) induit une présentation itérée. Cela donne notamment la table 3.3. Noter que
le théoréme de densité de CHEBOTAREV [1, 7] permet, grice au corollaire 3.4.3, de calculer
explicitement les densités asymptotiques des colonnes de cette table.

32



S = d=2 d=3 d=4 d=5 d=6
x+1
g=2 0 0 0 0 0
g=3 | 13 1/4 5/18  1/4 15/58
g=5 | 3/10 14 13/50 1/4 ~025
q=7 0 1/14  1/14 ~0.06 ~0.06
g=111| 3/55 =~0.06 =~0.06 =~006 =~0.06
q=13 3/26 ~0.13 =~0.13 =0.12 =~0.13
s:xzx“ d=2 d=3 d=4 d=5 d=6
g=2 1 0 /3 1/3  2/9
g=3 | 2/3 0 5/9 0 15/29
g=>5 0 0 0
g=7 | 821 0 12/49 0  ~025
g=11| 8/55 =~0.12 =~0.13 =012 =~0.12
g=13 | 2/13 11/91 =~0.13 =~0.13 =~0.13
s= LN o uos d—4 d=s d=6
2 x
7=3 | 2/3 0 5/9 0 15/29
g=5 | 3/5 1/2 13/25 1/2 ~0.50
g=7 | 4/7 0 25/49 0  ~0.50
g=11] 6/11 0  ~050 0  ~050
g=13| 7/13  1/2 ~050 1/2 =050
g=17 | 9/17 1/2 ~050 1/2 ~0.50

x+a2-—2
g=11116/55 13/55 ~0.26 =~0.25 =025
q=23 =025 =025 ~025 =025 =0.25
g=29 | 8/29 =025 =025 =025 =025
qg=37 | 026 ~025 =025 ~025 =025
g=43 | =025 =025 =025 =025 =025
g=53|~026 ~025 =025 ~025 =025

oV
S=af2<x—M> d=2 d=3 d=4 d=5 d=6

TABLE 3.3 — Pour certaines fractions rationnelles §, densités des polynémes irréductibles f de
degré d sur le corps & g éléments pour lesquels le couple (S, £) induit une présentation itérée.
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Chapitre 4

Théorie de 'information

4.1 Minimisation du risque empirique

Soit une famille d’algorithmes f; : X — Y paramétrée par une variable & € 4 C R4,
Fixons aussi une fonction symétrique séparable 0: 7% > R, et une partie finieZ c X x Y.
La déviation des algorithmes par rapport au jeu de données Z est quantifiée par le risque
empirique

1
L:Oe M — Zl Z &(f5(x). ).
| (x.y)eZ
La minimisation du risque empirique (ERM) est un probléme central en apprentissage supervisé
[51]. Attaquons-le, non pas de front en recherchant & € ./ en terme absolu, mais de c6té en
sélectionnant & € ./ suivant une mesure de probabilité P ; l'espérance du risque empirique
est alors

R:Per—>fL(€)a’P(<9)

ol A dénote l'ensemble des mesures de probabilité sur la tribu borélienne de .4 et ot on
suppose implicitement L mesurable. Pour limiter les phénomenes de surajustement et obtenir
de bonnes garanties en généralisation, le probléme consistant & minimiser R est typiquement
régularisé par lentropie relative & une mesure Q dite de rétérence ou 4 priori.

Probléeme 4.1.1 (ERM-RER). Etant donnés une mesure Q € A et un réel A € R* déterminer
une mesure P € A\ absolument continue par vapport a Q minimisant la quantité

R(P)+ AD(P||Q).

Rappelons que lentropie relative, aussi connue sous le nom de divergence de KuLLBACK-
LEIBLER [11], d'une mesure P absolument continue par rapport & une mesure Q est

o(rlQ) = [ j—g(ﬁ)log<
d

ol d—P dénote la dérivée de RADON-NIKODYM [8].

ar

0 (6’)>d¢9

Le probléme ERM-RER tel quénoncé ci-dessus intervient naturellement en apprentissage
supervisé [89] mais aussi en physique statistique [95, 140], en théorie des jeux [90, Chap. 6] ainsi
quen théorie de 'information [97]. Il sapparente & deux variantes distinctes : lorsque la mesure
de référence Q est une mesure de comptage, on parle de régularisation par entropie discréte et,
lorsque cest la mesure de LEBESGUE, on patle de régularisation par entropie différentielle.
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4.2 Généralisation aux mesures o -finies

Cette section décrit des travaux communs avec Samir PERLAZ A, Iiaki ESNAOLA4, Alain JEAN-
MARIE et Stefano RIN1 [164, 171].

Le probleme ERM-RER est ici généralisé aux mesures de référence o-finies, unifiant ainsi les
trois théories existantes concernant le cas des mesures de probabilité, des mesures de comptage
et de lamesure de LEBESGUE. Notons A I'ensemble des mesures o -finies sur la tribu borélienne
de A et désignons toujours par A sa partie formée des mesures de probabilité.

Probléeme 4.2.1 (ERM-RER). Etant donnés une mesure Q € A7 et un réel A€ R, déterminer
une mesure P € I\ absolument continue par rapport a Q minimisant la quantité

R(P)+ AD(P|Q).

Nous conservons délibérément I'appellation ERM-RER pour cette version généralisée du
probléme 4.1.1. La théorie complete fait l'objet du rapport [164]; seuls ses aspects particuliére-
ment originaux vis-3-vis des trois spécialisations déja connues ont été publiés [171]. Montrons
tout d’abord que ce probléme admet une unique solution sous la forme d'une mesure de GiBBs.

Théoréme 4.2.2 ([164, Th. 3.1]). Soit A € R}, et s0it Q € A7 une mesure par rapport a laquelle
la fonction

1
K(A):0 €t —s exp <—1L(6)>
est intégrable. Le probléme ERM-RER admet comme une unique solution la mesure Pé vérifiant
A
d PQ
4aQ
pour tout @ dans le support de Q .

_ K0
TE)dQ(v)

@)

Les réels A pour lesquels K'(A) est intégrable forment un intervalle ]0, [ qui n'est autre
que R* dans le cas particulier ol Q est une mesure de probabilité. Si @ = oo, pour 1 — oo,
la mesure P2 converge fortement vers la mesure de référence Q, ce qui est attendu, le terme
de régularisation du probléme ERM-RER devenant alors prépondérant. La situation est plus
intéressante en A — 0 : considérons le risque infimum des parties non négligeables

8y =inf{AeR}:Q (L7([0,4))) > 0}.

Proposition 4.2.3 ([164, Lem. 3.6-10]). Lorsque A — 0, la mesure optimale Pé se concentre
sur la partie & = L7(S o) Plus précisément, si L est non négligeable, alors Pé converge
fortement vers

ly-Q

QL)

Notons que le cas des mesures de référence Q dites cohérentes, cest-a-dire vérifiant ) 0= 0,

est d'intérét particulier car l'ensemble limite £ est alors exactement celui minimisant le risque
empirique sans régularisation.

Afin dévaluer la performance dans le cas moyen d’algorithmes sélectionnés suivant la mesure
optimale Pé, on introduit la partie

NN ={6e.u - L(6)<R(P})}

pour laquelle on obtient le résultat suivant.

36



Théoreme 4.2.4 ([164, Th. 7.1-3]). La fonction N iRy — V(M) est croissante et, en A — 0,
sa mesure satisfait
A
P
Q
De maniére plus surprenante, nous parvenons 4 démontrer rigoureusement une hypothése
qui était souvent admise comme heuristique dans les travaux antérieurs, y compris dans le cas
ol Q est une mesure de probabilité.

(Ap(D) = 1.

Théoréme 4.2.5 ([164, §8]). Soit © une variable aléatoire induisant la mesure Pé. Son risque

empirique L(©) est une variable aléatoire sous gaussienne.

Ce type de résultats poss¢de notamment d’'importantes conséquences théoriques [145].

Mentionnons enfin un résultat fort, stipulant que la sélection d’algorithmes suivant la
probabilité P2 offre une garantie de type PAC [33] pour le probléme sans régularisation,
instanciée parQle théoreme suivant. Aucun résultat de ce type n’était auparavant paru dans la
littérature, y compris lorsque la mesure de référence est supposée étre une mesure de probabilité.

Théoréme 4.2.6 ([164, Th. 9.1]). Pour tout & > 8Q et tout ¢ €10, 1[, il existe un réel A
pour lequel

Py(L7([0,8])> 1.

Tous ces travaux étendent et renforcent simultanément les résultats précédemment limités
aux spécialisations du probléme ERM-RER dans le cas oli la mesure de référence est une mesure
de probabilité, une mesure de comptage ou la mesure de LEBESGUE.
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Perspectives et projets de recherche

Aspects effectifs des surfaces abéliennes

Le développement des aspects effectifs des courbes elliptiques, initié dans les années 1980,
alargement porté ses fruits, tant en ce qui concerne les retombées en mathématiques fonda-
mentales, que les avancées en théorie algorithmique des nombres ou encore les applications en
cryptographie. Comparativement, l'extension de ces travaux 4 la classe plus générale dobjets
mathématiques que sont les variétés abéliennes reste limitée aujourd’hui encore.

Le premier volet de ce programme de recherche vise a réduire le fossé qui sest creusé entre
Pétat de lare des variéeés abéliennes et celui des courbes elliptiques concernant leurs aspects
effectifs. Pour ce faire, nous proposons trois objectifs visant chacun 4 attaquer un probleme
précis et sélectionnés pour leur potentiel en termes d’'impact, de retombées et d’applications
concretes.

Structures algébriques sous-jacentes. Ce premier objectif consiste & développer des outils
algébriques adaptés  Iétude et a 'analyse des variétés abéliennes. Explicitons trois directions
de recherche particuli¢rement porteuses.

L'un des obstacles entravant une bonne maitrise des graphes d’isogénies réside en la com-
plexité de la structure du treillis des ordres des corps CM : ces treillis sont localement linéaire
lorsque la multiplication réelle est maximale, ce qui est notamment le cas en dimension un
et explique en partie les avancées dans ce cadre. Une meilleure représentation de ces ordres,
empruntant par exemple les techniques de BHARGAVA [91], permettrait de décrire plus ex-
plicitement leur treillis. Une application trés concrete serait la conception d’'un algorithme
de complexité polynomiale permettant, étant donné un ordre @, dénumérer les ordres 0’
immédiatement au dessus de @ en un premier donné ¢, clest-3-dire vérifiant [0 : O] €
{¢, 2,..., Ezé’*l} et tels quaucun ordre intermédiaire ne soit inclus entre O et 0’

Parall¢lement & lobtention de telles représentations, une étude fine des propriétés arithmé-
tiques de I'indice [End(.¢/) : Z[ 7, 77]] et du groupe €(O) serait pertinente. Cela généraliserait
les travaux de COHEN et LENSTRA pour les groupes de classes [31] et permettrait une compré-
hension ne serait-ce que heuristique de ces objets. Une application directe serait notamment
l'obtention de meilleures bornes de complexité pour de nombreux algorithmes exploitant ces
objets dans le cadre de la théorie de la multiplication complexe en dimension supérieure ou
égale a deux.

Enfin, l'analyse du groupe de classes polarisé entamée pourrait étre davantage poussée
afin d’en déduire une extension du célebre résultat de Jao, MILLER et VENKATESAN [111]
concernant les propriétés de mixité des graphes d’isogénies des courbes elliptiques ordinaires.
En découlerait directement des résultats sur la difficulté du probléme du logarithme discret,
notamment une réduction du type cas le pire vers cas moyen.
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Structure du graphe d’isogénies.  Le graphe d’isogénies représente un enjeu tout particulier
de par sa pertinence en cryptographie et sa situation au centre de divers théories mathématiques.
On envisage deux approches afin de parfaire sa maitrise.

La premiére viserait & décrire explicitement les composantes verticales des graphes d’iso-
génies en terme dopérateurs de HECKE. Un travail a ¢été débutté dans ce sens [146] mais
reste encore inachevé. Une application directe de toute avancée dans ce domaine consisterait
a améliorer lefhicacité de la méthode CRT afin de calculer les polyndomes des classes [106, 98,
129] : cette méthode sélectionne aléatoirement des variétés abéliennes afin den trouver dans la
classe d’isogénies ciblée, puis cherche des isogénies successives permettant d’accroitre l'anneau
dendomorphismes jusqu’au cas maximal.

Indépendamment, la description de ce graphe pourrait étre davantage explicitée pour
certaines sous classes, comme cela est déja le cas concernant les variétés abéliennes avec multipli-
cation réelle maximale ou encore les isogénies de type (£, €, ... ., £). Pareillement, des restrictions
a d’autres sous graphes peuvent étre envisagées dans lobjectif de calculer certains facteurs des
polyndmes des classes ou, plus généralement, de subdiviser tout probléme général en sous pro-
ble¢mes algorithmiquement plus attaquables. Il S’agit pour cela de munir les variétés abéliennes
de structures supplémentaires puis de se restreindre a certaines classes de ces structures. Pour
n'en citer que deux, les corps de définition des points de la £-torsion et laccouplement de WEIL
fournissent deux telles structures dont les liens avec la structure du graphes d’isogénies ont déja
été partiellement exploités [116, 158].

Endomorphismes de variétés abéliennes générales. La grande majorité des efforts de re-
cherche actuels porte sur les variétés abéliennes simples et ordinaires. Cette restriction est
légitimement justifiée par le fait qu'il sagit 13 du cas générique : I'espace de modules de ces varié-
tés est de méme dimension que celui des variétés abéliennes générales. Les variétés abéliennes
non simples ou non ordinaires fournissent néanmoins des espaces de modules de dimension
strictement positive dont les particularités peuvent savérer utiles notamment dans le cadre de
constructions cryptographiques.

Notons dailleurs quen dimension un les courbes elliptiques supersingulicres nont cessé de
faire l'actualité cryptographique : pour les méfaits de leurs accouplements [49, 58] puis leurs
bienfaits [75, 80, 78], pour la mixité de leurs graphes d’isogénies [105], pour un espoir post-
quantique [120, 131] puis son déchirement [167, 169, 172]. Leurs extensions en dimension
supérieure, que ce soit en les variétés supersinguliércs ou superspéciales, ont attiré bien moins
d’attention.

Il serait donc pertinent détendre I¢état de l'art des surfaces abéliennes au cas non simples et
au cas non ordinaires. Ces travaux concerneraient notamment le calcul des anneaux d'endo-
morphismes et ses avancées récentes pour les courbes elliptiques supersingulieres [157, 165].
Ils déboucheraient sur une compréhension unifiée des structures algébriques pertinentes dont
les propriétés particuliéres pourraient servir de socle 4 la conception de nouveaux algorithmes
ou systemes cryptographiques, a I'instar de [152].

Deux outils joueront un réle clef afin d’atteindre ces trois objectifs :

— les surfaces abéliennes & multiplication réelle maximale, qui présentent de grandes
similitudes avec le cas de la dimension un, notamment en ce qui concerne la théorie de
la multiplication complexe; elles ne seront ici toutefois pas considérées comme une fin
mais comme un tremplin, toute surface abélienne étant isogéne 4 une surface abélienne
4 multiplication réelle maximale;

— les bibliotheques logicielles [35, 66, 94], dont le développement va de pair avec toutes
les avancées de nature expérimentale en théorie algorithmique des nombres et, bien
évidemment, établissement de records de calcul.
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Applications a Palgorithmique des corps finis

Les deux applications des isogénies et de la théorie de la multiplication complexe  I'algo-
rithmique des corps finis présentées au chapitre 3 de ce mémoire offrent, a elles seules, un grand
potentiel de développement. Mentionnons quelques directions de recherche particuli¢rement
pertinentes.

Obtention de résultats de complétude.  Une premicre question particuli¢rement intéressante
serait de quantifier la densité asymptotique des revétements exceptionnels et des présentations
itérées de degré donné que les méthodes du chapitre 3 permettent de construire. Lobjectif
utopique serait évidemment [obtention d'un résultat de complétude démontré inconditionnel-
lement. Une approche plus réaliste serait de sappuyer sur des heuristiques, soutenues par des
expérimentations numériques, afin de borner la densité des objets ainsi construits.

Extension aux modules elliptiques.  Les modules elliptiques de DRINFELD [28] fournissent
un analogue 4 la théorie de la multiplication complexe pour les corps de fonctions. Leurs
propriétés algébriques et analytiques ont été largement étudiées, notamment dans le cadre des
conjectures de LANGLANDS, et présentent des similitudes frappantes avec la théorie des courbes
elliptiques définies sur les corps finis. Le développement de leurs aspects algorithmiques est
relativement nouveau [154, 156] mais progresse rapidement au point qu’il est envisageable d’y
¢tendre les méthodes du chapitre 3.

Extension aux surfaces abéliennes. Lespace de modules des surfaces abéliennes étant de
dimension trois, il fournit un cadre naturel offrant des degrés de liberté supplémentaires afin
de réaliser une plus grande variété de constructions quavec les courbes elliptiques, s'agissant
aussi bien de revétements exceptionnels que de présentations itérées. On peut ainsi envisager
imposer des contraintes additionnelles visant & obtenir des constructions plus riches.

Certains outils algorithmiques nécessaires 2 la réalisation de ces travaux sont bien connus,
notamment les polyndomes de division de CANTOR [57] ou encore les formules explicites
d’isogénies en dimension supérieure [125, 137, 138, 161]; d'autres seront développés dans le
cadre du premier volet du présent programme de recherche portant sur les aspects effectifs
des surfaces abéliennes. Deux étapes joueront un role particuli¢rement critique : premiere-
ment, expliciter le lien entre les isogénies de variétés abéliennes .o/ — .o/ ’ données comme
variétés jacobiennes ./ = Jac(H) et .o/ ' = Jac(H#”’), et les revétements de courbes algébriques
A — H'; deuxiemement, étudier finement les propriétés arithmétiques, géométriques et
galoisiennes de ces courbes ainsi que des plongements # — .of et #' — .’

Notons que de récents travaux caractérisant les endomorphismes des surfaces abéliennes défi-
nis sur les corps de nombres [127] permettent denvisager une généralisation de la construction
de présentations itérées dans ce contexte.

Autres applications. Les techniques mentionnées ci-dessus trouveront aussi de multiples
applications au dela de celles faisant l'objet du chapitre 3. Mentionnons notamment la construc-
tion dobjets en quelque sorte opposés aux revétements exceptionnels : les fractions rationnelles
de petite image. D’intérét cryptographique [133], ce probléme a déja éeé attaqué grace aux
courbes elliptiques et aux outils classiques de la théorie de la multiplication complexe [144].
Cest un candidat naturel a I'application des méthodes mentionnées ci-dessus.
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Applications en cryptographie

En aval de nombreuses thématiques de recherche présentées ci-avant se trouvent des problé-
matiques relevant du domaine de la cryptographie. Dans cette section, il s’agit cependant de
considérer des applications directes 4 la construction et 4 lanalyse de systémes cryptographiques.

Difficulté du probléme du logarithme discret. Lexpérience montre que la sécurité de sys-
temes cryptographiques, y compris des plus respectés [30, 120, 131], n'est jamais 4 Iabri d'une
dévaluation irrémédiable suite & d'importantes avancées sur les problemes mathématiques sous-
jacents [56, 167, 169, 172]. Dans ce contexte, tout indicateur de sécurité est précieux, comme
notamment les réductions du cas moyen au cas le pire des instances de certains problémes
concernant les réseaux euclidiens [63]. Pour le probleme du logarithme discret des variéeés
abéliennes, ces indicateurs restent toutefois partiels [93].

Les courbes elliptiques supersinguli¢res sont propices 4 de telles réductions car leurs graphes
d’isogénies sont de RAMANUJAN [41, 47, 69], les marches aléatoires y convergent donc ra-
pidement vers la distribution uniforme; les avancées restent toutefois entravées par la non
commutativité de leurs anneaux dendomorphismes et son degré plus élevé que celui de I'endo-
morphisme de FROBENIUS. Ces verrous pourraient néanmoins étre dépassés par des restrictions
i certaines sous-structures, par exemple, les intersections de plusieurs tels anneaux qui possédent
une structure plus simple tout en préservant une quantité importante d’information.

Les variétés abéliennes ordinaires poss¢dent un graphe d’isogénies dont les composantes
horizontales sont des espaces principalement homogenes pour certains groupes de classes; leurs
composantes verticales sont quant 4 elles fortement contraintes : tout grand premier € divisant
le conducteur [ Oy : Z[ 7, 77]] forme une barri¢re 4 la connexité effective de la classe d'isogénies.
Pour y remédier on peut envisager lobtention de bornes explicites sur la distribution des degrés
de ces isogénies, par des méthodes heuristiques ou de théorie analytique des nombres; on peut
aussi envisager de rétablir la connexité via d’autres morphismes tels I'accouplement de TATE ou
encore la descente de WEIL, exploitant ainsi les variétés abéliennes de dimension supérieures

A linstar de [173].

Construction de systémes cryptographiques. Lenjeu est ici dexploiter les structures of-
fertes par les surfaces abéliennes afin de construire des systémes cryptographiques riches. Les
accouplements jouent notamment un role important pour la construction de systemes de chif-
frement semi homomorphe. La réalisation de tels systemes repose sur la sélection de paramétres
[102] et la construction de variétés adaptées [106, 98, 129], deux techniques qui possedent
encore un vaste potentiel damélioration. Une direction évidente serait de les étendre au cas des
anncaux dendomorphismes non maximaux, 2 minima dans le cas réel maximal. Toute diversité
supplémentaire que cela permettra d'obtenir en terme d’instances de ces systémes permettra de
renforcer leur sécurité ou de les exploiter pour construire des primitives plus riches.

Résistance aux ordinateurs post-quantiques. Ces derni¢res années ont vues se succéder
de rapides avancées constructives et destructives dans le domaine de la cryptographie post-
quantique grice aux isogénies des courbes elliptiques. De récents travaux [167, 169, 172] ont
culminé en 'anéantissement d'un systeme phare [120, 131] dont la sécurité semblait jusqualors
solidement établie. Malgré ce traumatisme, les isogénies restent un outil pertinent pour la
construction de cryptosystémes post-quantiques.

Des proposition alternatives devront ainsi voir leur efficacité améliorée [ 148] et leur sécurité
évaluée [170, 168]. Ceci souligne le besoin de consolider et d’accélérer le développement et
l'analyse des outils algorithmiques liés aux isogénies et plus généralement aux variétés abéliennes.
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