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RESUME

La présente these se concentre principalement sur le développement de méthodes de ré-
solution de problemes de programmation linéaire a plusieurs niveaux, en se basant sur le
principe de la méthode adaptée. La résolution efficace de probleémes multi-niveaux reste
un défi complexe. Cette difficulté se retrouve également dans la plupart des problemes
abordés dans ce travail.

L’objectif de cette these est de généraliser la méthode adaptée pour résoudre les pro-
blemes de programmation linéaire multi-critere a plusieurs niveaux. Dans le chapitre 3,
une étude géométrique de la stabilité des solutions d’un probleme de programmation li-
néaire mono-critere est présentée. Les chapitres 5 et 6 sont consacrés a la construction
de procédures basées sur le principe de la méthode adaptée pour résoudre les problemes
de programmation linéaire a plusieurs niveaux. Dans le chapitre 5, une construction tech-
nique avancée d’une application est établie pour définir une nouvelle estimation de sous-
optimalité. Ces constructions sont ensuite utilisées pour développer deux versions d’un
algorithme résolvant les problemes de programmation linéaire multi-niveaux a objectif
unique. Enfin, dans le chapitre 6, nous généralisons le concept de solutions non-dominées
dans le contexte des problemes linéaires multi-niveaux, et nous mettons en place une mé-
thode pour les générer. Ce nouveau concept est utilis€é pour décrire un algorithme qui
applique la méthode adaptée afin d’atteindre un compromis unique.

Les résultats obtenus démontrent I’efficacité et la pertinence des méthodes développées
pour résoudre les problemes de programmation linéaire a plusieurs niveaux. Cette these
apporte ainsi des contributions significatives a la résolution de problemes complexes et

ouvre de nouvelles perspectives pour la recherche future dans ce domaine.

Mots clés : Programmation linéaire, Programmation multi-objectifs, Programmation
multi-niveaux, Analyse de sensibilité, Méthode adaptée, Estimation de sous-optimalité,
Solutions non-dominées.
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ABSTRACT

This thesis primarily focuses on the development of methods for solving multi-level li-
near programming problems based on the principle of the adaptive method. Efficiently
solving multi-level problems remains a complex challenge, which is also evident in the
majority of the problems addressed in this work.

The goal of this thesis is to generalize the adaptive method for solving multi-level multi-
criteria linear programming problems. Chapter 3 presents a geometric study of solution
stability in single-objective linear programming problems. Chapters 5 and 6 are dedicated
to constructing procedures based on the principle of the adaptive method to solve multi-
level linear programming problems. In Chapter 5, an advanced technical construction of
an application is established to define a new sub-optimality estimate. These construc-
tions are then utilized to develop two versions of an algorithm that solves single-objective
multi-level linear programming problems. Lastly, in Chapter 6, we generalize the concept
of non-dominated solutions in the context of multi-level linear problems and introduce
a method to generate them. This new concept is employed to describe an algorithm that
applies the adaptive method to achieve a unique compromise.

The obtained results demonstrate the effectiveness and relevance of the developed me-
thods in solving multi-level linear programming problems. This thesis makes significant
contributions to the resolution of complex problems and opens up new prospects for fu-

ture research in this field.

Keywords : Linear programming, Multi-objective programming, Multi-level program-
ming, Sensitivity analysis, Adaptive method, Sub-optimality estimate, Non-dominated

solutions.
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INTRODUCTION GENERALE

Divers domaines tels que la physique, I’industrie, la biologie, I’économie et d’autres, mo-

délisent plusieurs problemes de décision par le biais de la programmation mathématique. La
coordination d’activités interreliées est requise dans des contextes tels que la production indus-
trielle, le flux des ressources économiques, ou encore 1’effort militaire en temps de guerre et
la gestion financiere. Ces problemes nécessitent la conception d’un programme ou d’un calen-
drier qui, s’il était mis en ceuvre, permettrait de faire évoluer le systeme depuis un état initial
donné vers un objectif spécifique. Malgré les différences d’objectifs a atteindre, de processus
spécifiques et d’ampleur de I’effort, ces systemes, lorsqu’ils sont modélisés mathématiquement,
présentent souvent une structure remarquablement similaire. La tache consiste alors a concevoir
un algorithme pour choisir le meilleur calendrier d’actions parmi les alternatives possibles, et
les méthodes d’optimisation sont utilisées pour résoudre ces problemes [Bra73; Bra74; Dan(03;
EhrO5; Ant16; Bell8].
Initialement, les problemes étaient modélisés avec un seul décideur cherchant une solution op-
timale pour une seule fonction objectif [Wol59; Dan03; Gab78; Gab80; Dan63; Radl1b].
Par la suite, on a découvert des problemes dans lesquels un seul décideur cherchait a optimi-
ser plusieurs objectifs souvent en conflit, donnant ainsi lieu aux problemes de programmation
multi-objectifs. Il a donc ét€ nécessaire de définir une notion de résolution pour développer
des méthodes de solution appropriées [Yu 74; Yu 75; Yu74; Dell8b; Rad14; Radlla; Antl6;
Ehr05]. D’autres problemes de prise de décision surviennent lorsque plusieurs décideurs sont
impliqués, chacun cherchant a résoudre un probleme avec plusieurs objectifs. Ces types de
problemes sont modélisés par des problemes de programmation multi-objectifs multi-niveaux
[Kac22c; Piell; Sin04; Bak10; Lu 16; Shi96; Yib19; Anz15; Abo10].

La programmation linéaire, découverte en 1947 par le célebre mathématicien George B.
Dantzig, est I’'un des modeles phares de la recherche opérationnelle et constitue le domaine le
plus étudié de la programmation mathématique [Dan97; Gab78; Kol95; Dan63]. Ce domaine

concerne 1’optimisation d’un programme mathématique ou la fonction objectif et les fonctions
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Introduction générale

définissant les contraintes sont linéaires. Géométriquement, les problemes de programmation
linéaire sont des problemes de programmation convexe, ou les contraintes lin€aires forment un
polyedre convexe. Ainsi, les résultats de la convexité sont exploités, et les sommets du polyedre
convexe correspondent aux solutions de base, parmi lesquelles se trouve éventuellement la so-

lution optimale.

La programmation linéaire et sa généralisation, la programmation
mathématique, font partie d’'un développement révolutionnaire qui a
permis a I’humanité de formuler des objectifs généraux et de tracer un
chemin de décisions détaillées pour atteindre de maniere plus efficace
ces objectifs, méme dans des situations pratiques d’une grande com-

plexité. Les outils nécessaires pour accomplir cela sont les modeles,

qui expriment les problemes du monde réel en termes mathématiques

George Dantzig détaillés, les algorithmes, qui résolvent ces modeles, et les logiciels qui
exécutent ces algorithmes sur des ordinateurs, en s’appuyant sur la théorie mathématique.

Les premieres applications industrielles de la programmation linéaire, et les plus fructueuses,
ont été observées dans 1’industrie pétroliere, notamment dans I’extraction, le raffinage, le mé-
lange et la distribution du pétrole. Le secteur de la transformation des aliments est un autre
utilisateur actif de la programmation linéaire, utilisée par exemple pour optimiser 1’expédition
du ketchup depuis quelques usines vers de nombreux entrepdts, ou pour déterminer le mélange
d’ingrédients le plus économique pour la production de saucisses et d’aliments pour animaux.
L’analyse de sensibilité, également appelée analyse post-optimalité, est une composante essen-
tielle de la programmation linéaire. Elle part de la solution optimale initiale et permet d’étu-
dier les variations dans les données du probleme et d’illustrer les marges des parametres du
programme linéaire pour lesquelles la solution du probléme initial reste stable. L’analyse de
sensibilité est également utile pour évaluer I’'impact des erreurs dans les données du probleme,
évitant ainsi de recommencer la procédure de résolution a plusieurs reprises [Shal6; Dae78].
Les modeles de programmation linéaire sont utilisés pour résoudre divers problemes concrets,
tels que la maximisation des bénéfices d’une entreprise. Cependant, les conditions du mar-
ché peuvent évoluer, nécessitant ainsi des mises a jour des problémes initiaux. C’est dans ce
contexte que 1’analyse de sensibilité joue un réle crucial. Elle permet d’illustrer les marges de
variation des parametres du programme liné€aire pour lesquelles la solution du probléme initial
demeure stable.

L’analyse de sensibilité offre également une perspective sur la stabilité d’une solution op-
timale face aux erreurs dans les données du probleme. En identifiant les parametres sensibles
et en évaluant leurs marges de variation admissibles, il est possible de limiter les ajustements
nécessaires et d’éviter de recommencer la procédure de résolution a plusieurs reprises.

Ainsi, la programmation linéaire, avec son analyse de sensibilité, constitue un outil puissant

pour aborder les problemes complexes de prise de décision dans divers domaines industriels
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Introduction générale

et économiques. Son utilisation permet de formuler les objectifs de manieére mathématique, de
trouver des solutions optimales et de prendre des décisions éclairées, contribuant ainsi a 1’effi-
cacité et a la performance des systemes économiques et industriels.

L’ optimisation multi-niveaux se révele étre un outil particulierement approprié pour modéli-
ser les problemes de prise de décision impliquant plusieurs décideurs interagissant au sein d’une
structure hiérarchique. Mathématiquement, dans un probléme de programmation multi-niveaux,
les variables au niveau supérieur sont considérées comme des parametres dans les problemes
de programmation au niveau inférieur, tandis que les problemes au niveau supérieur sont percus
comme des contraintes pour les problemes au niveau inférieur.

Les problemes de programmation multi-niveaux trouvent de nombreuses applications dans di-
vers domaines tels que la gestion de la chaine d’approvisionnement, la cybersécurité, la planifi-
cation, la logistique, I’économie, les institutions gouvernementales et autonomes, 1’agriculture,
I’armée, la gestion d’établissements scolaires, hospitaliers et bancaires, pour n’en citer que
quelques-uns. Bien que la plupart des recherches portant sur les programmes a niveaux mul-
tiples se soient concentrées sur des cas a deux niveaux (appelés programmes a deux niveaux), il
existe de nombreux problemes de programmation qui impliquent plus de deux niveaux.

Cette approche de I’optimisation multi-niveaux offre un cadre puissant pour analyser et résoudre
les problemes de prise de décision complexes dans lesquels les interactions entre les différents
niveaux hiérarchiques sont essentielles. Elle permet de modéliser des structures organisation-
nelles complexes et de prendre en compte les relations de dépendance et les contraintes entre

les décideurs.

La méthode adaptée de programmation linéaire, décrite par R. Ga-
basov, EM. Kirillova et O.I. Kostyukova a la fin des années 1980, est
une méthode numérique constructive qui a été généralisée pour déve-
lopper de nombreuses approches dans divers domaines de la program-

mation linéaire [Gab95; Gab78]. Elle a été étendue pour traiter des

problémes de programmation linéaire par morceaux, de programma-
tion quadratique [RadO7c; Rad07b; Rad98; Rad12; BralO; Dell8a;
Kac21b], de programmation polynomiale, de controle optimal [Bib85 ; Rafail Gabasov
Bib96], de programmation linéaire multi-objectif [Radl1a; Rad14; Dell8b; Rad04] et de pro-
grammation linéaire multi-niveau, comme c’est le cas dans cette étude.
Cette méthode adaptée de programmation linéaire représente une avancée significative dans le
domaine des méthodes numériques et a permis de développer des approches efficaces pour ré-
soudre des problemes d’optimisation complexes. Elle offre des perspectives prometteuses pour
la modélisation et la résolution de problemes linéaires multi-objectifs et multi-niveaux, ou les
contraintes et les interactions entre les différents niveaux constituent des défis majeurs.

Depuis les travaux pionniers de Bracken et McGill [Bra73 ; Bra74], de nombreux chercheurs

ont consacré leurs travaux a I’étude de I’optimisation a deux niveaux, en abordant les aspects
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Introduction générale

théoriques et méthodologiques de ce domaine. Des monographies et des revues de littérature
ont été publiées, offrant une exploration approfondie des problemes et des méthodes associées
a I’optimisation multi-niveaux. Une variété d’approches ont été développées pour résoudre ces
problemes de programmation multi-niveaux.

Pour une bibliographie complete sur ces probleémes et leurs applications, il est recommandé de
se référer a [Lu 16], ou des travaux pertinents sont recensés et analysés de maniere approfondie.
Cette ressource fournit un apercu complet des avancées dans le domaine de 1’ optimisation multi-
niveaux, permettant aux chercheurs et aux praticiens d’accéder a des références importantes et
de suivre les développements récents dans ce domaine.

Le principal objectif de cette these est d”appliquer le principe de la méthode adaptée pour ré-
soudre des problemes d’optimisation multi-critere a plusieurs niveaux. Nous commengons par
I’application de cette méthode aux problemes de programmation linéaire a plusieurs niveaux
avec un seul objectif sur chaque niveau, en nous appuyant sur 1’approche développée par S.B.
Sinha et S. Sinha, et en construisant une application qui choisit les intervalles réduits des va-
riables de décision. Cela nous permet de généraliser la méthode adaptée.

Nous étendons ensuite notre approche a des problemes plus généraux, c’est-a-dire I’application
de la méthode adaptée a la résolution de problemes d’optimisation multi-criteres a plusieurs
niveaux. Pour ce faire, nous avons introduit un nouveau concept essentiel, a savoir 1’ensemble
de tous les compromis possibles. Nous décrivons un algorithme permettant de générer cet en-
semble, qui joue le role d’une nouvelle région réalisable. A partir de cet ensemble, nous effec-
tuons la recherche d’un compromis unique en utilisant la méthode adaptée.

En outre, nous développons une méthode pratique pour I’analyse de sensibilité en deux dimen-
sions des variables de décision. Cette méthode peut étre utilisée comme un test pour détecter la
présence d’une hiérarchie dans les problemes de programmation multi-niveaux, ainsi que pour
identifier les conflits dans les problemes de programmation multi-objectifs.

Pour cela, ce travail est divisé en deux volets. La premiere partie de la these présente une
nouvelle approche géométrique pour I’analyse de sensibilité. Le chapitre 1 de cette these pro-
pose une compilation de notions et d’outils mathématiques qui interviennent de maniere expli-
cite ou implicite dans la programmation linéaire. Il aborde notamment la notion de convexité,
les espaces affines, les espaces topologiques, ainsi que certaines propriétés des polyedres. Cette
partie fournit un cadre conceptuel solide pour comprendre les fondements géométriques de la
programmation linéaire et de I’analyse de sensibilité. Elle établit les bases nécessaires pour
développer nos approches novatrices.

Le chapitre 2 constitue une introduction a la programmation linéaire mono-objectif. Il four-
nit les préliminaires de base nécessaires pour établir les résultats présentés par la suite. Ce
chapitre expose le principe de construction de deux méthodes numériques pour la résolution de
probleémes de programmation linéaire avec une seule fonction objectif : la célebre méthode du
simplexe et la méthode adaptée.

La méthode du simplexe est largement connue et utilisée dans le domaine de la programmation
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Introduction générale

linéaire. Elle repose sur des techniques d’exploration des sommets d’un polyedre convexe afin
de trouver la solution optimale. Nous décrivons les principes fondamentaux de cette méthode et
mettons en évidence ses avantages et ses limitations.

En parallele, nous présentons la méthode adaptée qui constitue une alternative prometteuse pour
la résolution des problémes de programmation linéaire mono-objectif. Cette méthode, dévelop-
pée dans le cadre de cette recherche, repose sur des principes novateurs et offre des perspectives
intéressantes pour améliorer I’efficacité de la résolution des problemes de programmation li-
néaire.

Le chapitre 3 propose une analyse géométrique de la sensibilité des solutions d’un probleme
de programmation linéaire mono-objectif par rapport aux variations des données initiales du
programme, plus précisément les variations des coefficients de la fonction objectif. Cette ana-
lyse est effectuée dans un espace a deux dimensions, ol la région réalisable du probleme est
représentée.

Cette analyse de sensibilité offre des perspectives intéressantes pour détecter si un probléme
de programmation linéaire multi-objectifs multi-niveaux possede un compromis idéal ou non.
En d’autres termes, elle permet de déterminer si un probleme de programmation linéaire multi-
objectifs présente un conflit ou si un probleme de programmation linéaire multi-niveaux possede
une hiérarchie entre les niveaux.

Lefficacité de cette méthode réside dans sa capacité a détecter I’absence de conflit dans un pro-
bleme de programmation linéaire multi-objectifs, ainsi que la présence d’une hiérarchie dans
un probleme de programmation linéaire multi-niveaux. Cette analyse géométrique de sensibi-
lité fournit donc des informations précieuses sur la structure du probléme et permet de mieux
comprendre les relations entre les objectifs et les niveaux hiérarchiques.

La seconde partie de cette these se concentre sur I’optimisation multi-critere. Dans le cha-
pitre 4, nous commencons par présenter la définition générale des problemes d’optimisation
multi-critere, ainsi que leur classification et les principes de résolution associés. Nous souli-
gnons notamment, dans la section 4.1.4, que résoudre de tels problémes revient a faire un choix
parmi différentes classes. En d’autres termes, il s’agit de sélectionner une fonction objectif, une
région réalisable, une application-modele et un ordre sur 1I’espace des criteres.

Nous accordons une attention particuliere a la présentation des problemes multi-criteres, en
mettant en évidence leurs spécificités et en expliquant les différents concepts et méthodes as-
sociés a leur résolution. Nous examinons également les problemes multi-criteres a plusieurs
niveaux, qui ajoutent une dimension supplémentaire en termes de hiérarchie et d’interactions
entre les niveaux.

Cette partie de la theése vise a offrir une vue d’ensemble approfondie des problemes d’optimi-
sation multi-critere, en fournissant des outils conceptuels et méthodologiques essentiels pour
aborder ces problemes complexes. Elle permet de comprendre les enjeux et les défis liés a la

recherche de solutions optimales dans des contextes ou plusieurs criteres doivent étre pris en

compte.
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Introduction générale

Dans le chapitre 5, nous abordons les problemes de programmation linéaire mono-objectifs

multi-niveaux. Nous nous concentrons sur la construction d’une application de réduction des
intervalles que nous avons établie. Cette application joue un rdle essentiel dans la définition
d’une nouvelle estimation de sous-optimalité, qui est un élément indispensable caractérisant la
méthode adaptée.
La construction de cette application de réduction des intervalles constitue la clé pour 1’appli-
cation réussie de la méthode adaptée a la résolution des problemes de programmation linéaire
mono-objectifs a plusieurs niveaux, méme lorsque les variables ne sont pas bornées. Cette avan-
cée permet d’étendre 1’applicabilité de la méthode adaptée a des situations plus générales et
ouvre de nouvelles perspectives pour la résolution efficace de problemes complexes.

Dans le chapitre 6, nous entamons une construction méticuleuse de deux méthodes construc-
tives. Tout d’abord, dans la section 6.4, nous adaptons la méthode du simplexe multi-critere
généralisé développée par P.L. Yu et M. Zeleny pour générer I’ensemble de tous les compromis
possibles dans le contexte d’un probleme de programmation linéaire multi-objectifs a plusieurs
niveaux. Cette adaptation nous permet de traiter efficacement ces problemes complexes en iden-
tifiant les solutions optimales ainsi que les compromis entre les différents niveaux hiérarchiques.
Ensuite, dans la section 6.5, nous construisons une extension de la méthode adaptée pour le cas
des problemes multi-niveaux. Nous nous appuyons sur la méthode précédente pour générali-
ser la méthode adaptée et ainsi résoudre efficacement les problemes de programmation linéaire
multi-objectifs multi-niveaux. Cette extension de la méthode adaptée nous permet de prendre
en compte les interactions et les contraintes spécifiques li€es a la structure hiérarchique des
problemes multi-niveaux.

Finalement, la these s’est cloturée par un chapitre de conclusion qui a récapitulé les prin-
cipales contributions et résultats obtenus. Ce chapitre a également inclus des orientations de
recherche futures, mettant en évidence les pistes a explorer pour approfondir les connaissances
et développer de nouvelles avancées dans le domaine de I’optimisation multi-objectifs multi-
niveaux.

Dans I’annexe, nous avons fourni une liste des différentes publications qui ont émergé de cette
theése. En particulier, nous avons mentionné les articles [Kac22a; Kac22c] qui sont directement
liés a ’analyse de sensibilité en programmation linéaire et en programmation linéaire multi-
niveaux. Ces publications témoignent de la contribution scientifique de cette these et de son

impact sur le domaine de la recherche opérationnelle.
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PREMIERE PARTIE:

OPTIMISATION MONO-CRITERE

Au sein de cette partie, les deux premiers cha-
pitres mettent en lumiere les outils fondamen-
taux issus de la littérature traitant de la pro-
grammation linéaire mono-critere. Ces outils,
incontournables pour la réalisation fructueuse
des travaux menés dans le cadre de cette these,
se dévoilent sous un jour privilégié. Paralle-
lement, le chapitre 3 révele notre contribution
novatrice a l'analyse de la sensibilité des solu-
tions dans le contexte des programmes linéaires.
Cette contribution apporte une nouvelle et sub-

stantielle perspective a ce domaine.






CHAPITRE 1

EXPLORATION CONCEPTUELLE ET
THEORIQUE : FONDEMENTS ET
REFLEXIONS

Objectifs
Dans ce chapitre, nous abordons de maniere concise les définitions de quelques
notions et propriétés importantes. Nous commencons par €tablir certaines nota-
tions pour les vecteurs et les matrices. Ensuite, nous présentons quelques structures
fondamentales de R", qui seront utilisées de maniere implicite et explicitée ulté-
rieurement. Par la suite, nous explorons quelques concepts classiques de 1’analyse
convexe, tels que les ensembles et les fonctions convexes. Enfin, la derniere partie
de ce chapitre est dédiée aux outils indispensables de la théorie des polyedres, qui
jouent un role essentiel dans notre étude.

Sommaire

1.1 Notations et Conventions pour les Matrices et les Vecteurs . . . ... ... ... .. 4
1.1.1 Notations et Conventions pour les Vecteurs . . . . ... ... ... ... ... 4
1.1.2  Notations et Conventions pour les Matrices . . . . ... .. ... ... .... 5

1.2 Structures Fondamentales de R™ : Exploration des Concepts . . . . . ... ... .. 6
1.2.1  Géométrie Affine : Espace et Sous-Espaces Affines . . . . . .. ... ... ... 7
1.2.2  Compréhension des Espaces Vectoriels Normés : Définitions et [llustrations . . 12
1.2.3  Exploration des Espaces Métriques : Définitions et Exemples . . . . . . . . .. 13
1.2.4 Fondements des Espaces topologiques : Définitions et Exemplifications 15

1.3 Fondements de I’Analyse Convexe : Structures et Propriétés . . .. ... ... ... 18
1.3.1 Propriétés des Ensembles Convexes . . . . . . . . .. .. ... ... .. 18
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Chapitre 1. Exploration Conceptuelle et Théorique : Fondements et Réflexions

1.3.2  Propriétés des Fonctions Convexes . . . . . . . . . . . . . . ..
1.4 Exploration des Polyedres et des Polytopes . . . . . . .. .. .. ... .. ......
1.4.1 Polyddres et Leurs Frontiéres : Une Bréve Etude . . . . . . .. ... ... ...

1.4.2  Sous-ensemble Extréme et Sous-ensemble Exposé . . . . . . .. ... ... ..

1.1 Notations et Conventions pour les Matrices et les

Vecteurs
1.1.1 Notations et Conventions pour les Vecteurs

Nous notons par R" I’ensemble des vecteurs réels n-dimensionnels. Pour tout vec-

-eme

teur x € R", nous utilisons x; pour représenter sa :“™® coordonnée, également
appelée i°™ composante. Pour un entier m € N,, nous définissons les ensembles

d’indices suivants :

12{1,2,...,?77,}, J:{LQ,...,TL}, J:JBUJN,
JBOJN:(D, |JB|:m, |JN|:n—m.

Cela nous permet d’exprimer la partition de x comme suit :

r=uz(J) = (z;,j € J), z = (JZN, SCB)a

TN = JJ(JN> = (SL’j,j S JN), rp = I(JB) = (Ij,j c JB)

(1.1)

Les vecteurs de R™ sont considérés comme des vecteurs colonne, sauf indication
contraire explicite. Pour tout z € R™, x' représente la transposition de x, qui est
un vecteur ligne n-dimensionnel.

Le produit scalaire de deux vecteurs x,y € R" est défini par :
. B n
i=1

Deux vecteurs z,y € R™ tels que (z,y) = 0 sont appelés orthogonaux. Pour
un vecteur x dans R”, les notations x > 0 et x > 0 indiquent que toutes les
composantes de x sont positives et non négatives, respectivement. La notation z >
y signifie que x — y > 0 pour deux vecteurs x et y. Les notations z > y, x < v,

x < y, etc., sont interprétées de maniere similaire.
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1.1. Notations et Conventions pour les Matrices et les Vecteurs

1.1.2 Notations et Conventions pour les Matrices

Une matrice A d’ordre m x n a coefficients réels, notée A = A([, J), est repré-

sentée sous la forme suivante :

a1 A2 ... Qi

) . 921 929 e A2p,
A=A(l,J)=(a;jiel,jeJ)= _ _ ) ] ,

Am1 Am2 ... Omn

ou [ et J désignent respectivement 1’ensemble des indices des lignes et des co-
lonnes de A, et a;; représente le ij°™ élément de la matrice. Une matrice est dite
carrée si elle a le méme nombre de lignes et de colonnes (c’est-a-dire n = m).

Pour faciliter les calculs pratiques, nous introduisons la notation suivante pour A :

t
Al
t
Ay
_ — t
A_(aha??'”aa’j7 7an)_ A@ )
t
Ai—i-l
t
i
ol
CLlj
Clgj
CLj = A(I,j) =
aij
CLmj

est un vecteur-colonne de dimension m et peut étre considéré comme une matrice

d’ordre (m x 1), et
AEZ(CLH Ao ... Qip ),Z‘EI

est un vecteur-ligne de dimension n et peut tre considéré comme une matrice
d’ordre (1 x n). Par conséquent, nous pouvons écrire la décomposition de la ma-

trice A comme suit :

A= (Ax,Ap), An=A(l,Jy), Ap= A, Jp). (1.2)
)
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Chapitre 1. Exploration Conceptuelle et Théorique : Fondements et Réflexions

Propriété 1.1.1.

1. La transposée de A, notée A!, est définie comme suit : afj = ay; selon la notation
précédente : A = A(J,I) = (a;;,j € J,i € I).

2. Pour deux matrices A et B de dimensions compatibles’, la transposée du produit

matriciel AB satisfait (AB)" = B'A".
3. Le rang de A est la dimension de 'espace colonne® de A, et il est égal au nombre

maximal de colonnes linéairement indépendantes™ de A. Le rang est également égal au

nombre maximal de lignes linéairement indépendantes de A.
4. La matrice A et sa transposée A! ont le méme rang.

5. On dit que A a un rang complet si son rang est égal & min {m,n}. Cela est vrai si
et seulement si toutes les lignes de A sont linéairement indépendantes ou si toutes les

colonnes de A sont linéairement indépendantes.
6. Soit A une matrice carrée.
(a) On dit que A est symétrique si A® = A.
(b) On dit que A est diagonale si a;; = 0 pour tout i # j.
(c) La matrice identité est notée Id4 et représente une matrice diagonale dont les élé-
ments diagonaux sont égaux a 1.
(d) Le déterminant de A est noté det(A).
(e) L’espace colonne de A, noté R(A), est 'ensemble de tous les vecteurs y € R™ tels
que y = Ax pour certains x € R".

(f) L’espace nul de A, noté N(A), est I'ensemble de tous les vecteurs z € R™ tels que
Az = 0.

1.2 Structures Fondamentales de R"” : Exploration

des Concepts

L’ensemble R" peut étre doté de différentes structures, et 1’utilisation de ses éléments dé-
pend de la structure qui lui est associée. Chaque structure apporte de nouvelles propriétés qui en-
richissent I’espace et permettent différentes exploitations. Parmi les structures couramment étu-
diées, on trouve 1’espace affine, I’espace métrique, 1’espace vectoriel, I’espace vectoriel normé
(c’est-a-dire un espace vectoriel muni d’une norme) et I’espace topologique, pour n’en citer que

quelques-unes.

i. Le nombre de colonnes de la matrice A égal au nombre de lignes de la matrice B.
ii. Le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs colonnes de A, voir la definition 1.2.1.
iii. Voir la définition 1.2.2
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1.2. Structures Fondamentales de R™ : Exploration des Concepts

Dans la suite, nous mettons 1’accent sur les structures qui nous intéressent particulicrement, a
savoir la structure d’espace vectoriel normé et celle d’espace topologique. Ces structures four-

nissent des propriétés essentielles pour notre étude et ouvrent la voie a diverses applications.

1.2.1 Géométrie Affine : Espace et Sous-Espaces Affines

Dans I’espace R", la manipulation géométrique des points est souvent percue comme plus
intuitive que la manipulation des vecteurs. Cependant, dans le cadre formel, nous adoptons une
approche contraire ol les vecteurs sont privilégiés en raison de leur linéarité, ce qui facilite les
opérations (par exemple, 1’existence d’un zéro absolu). Les points, quant a eux, sont considérés
de maniere plus abstraite.

Dans I’espace, nous traitons tous les points de manicre égale, en omettant la spécificité du
z€ro (ou inversement, en considérant que tout point peut étre le zéro). Dans les formules, nous
ajoutons des termes constants aux combinaisons linéaires, correspondant ultérieurement a des
translations dans 1’espace.

Cette approche permet d’unifier le traitement des points et des vecteurs, offrant ainsi une cohé-

rence mathématique et simplifiant les manipulations algébriques dans R".

Définition 1.2.1.

1. Un sous-ensemble non vide F' de R™ contenant Og» est appelé un sous-espace
vectoriel si ax 4+ By € F pour tout x,y € F et tout o, 5 € R.

1

2. Le sous-espace vectoriel engendré par une famille finie 2!, ..., 2% d’éléments de

R™ est I’ensemble de tous les vecteurs y de la forme y = Y% | a;2%, ol chaque o est

un scalaire.

3. Un sous-espace affine dans R™ est un sous-espace vectoriel translaté, c’est-a-dire
un ensemble E de la forme F=x+ F ={z+y:y € F}, ou x est un vecteur dans
R™ et F' est un sous-espace vectoriel de R™. Le sous-espace vectoriel translaté est
appelé la direction de F'.

o Il ne peut y avoir qu’un seul sous-espace vectoriel /' associé a un sous-espace
affine. Pour le voir, supposons que £ = x + Fet £ = = + F' soient deux repré-

sentations du méme sous-espace affine F.

Ensuite, nous avons x = & + $ pour certains $§ € F (carz € E), ce qui implique

que F = & + $ + F. Comme nous avons également £ = & + F, il en découle que

F=F—-4=F.

Ainsi, nous constatons qu’il n’y a qu’un seul sous-espace vectoriel F' associé a un

sous-espace affine donné.

7
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Chapitre 1. Exploration Conceptuelle et Théorique : Fondements et Réflexions

Définition 1.2.2 (Indépendance linéaire). Les vecteurs x!,..., 2% € R" sont dits
linéairement indépendants s’il n’existe aucun ensemble de scalaires o, .. ., ag, dont
au moins I'un est non nul, tels que Zle ozt = 0.

Une définition équivalente est que les vecteurs z* sont tous non nuls, et pour chaque
i=1,...,k, le vecteur z° n’appartient pas au sous-espace vectoriel engendré par les

vecteurs z', ...,z 2 2k e R™

Définition 1.2.3 (Indépendance affine). Les points z!, ..., z¥ € R™ sont dits affi-

nement indépendants si, pour tout choix de réels aq, ...,y vérifiant Zle a; = 0,
on a 'implication suivante :

Si Zle a;7° = 0, alors nécessairement oy = s = ... = a; = 0.

En d’autres termes, les points z!, ..., 2" sont affinement indépendants si 'unique

combinaison affine de ces points qui donne le point zéro est la combinaison triviale

ou tous les coefficients sont nuls.

Lemme 1.2.4 (Relation entre l'indépendance affine et I'indépendance linéaire). Les

k

points z',... ¥ € R"™ sont affinement indépendants si et seulement si les vecteurs

2?2 —2', ..., 2% — 2! sont linéairement indépendants.
En d’autres termes, 'indépendance affine des points est équivalente a 'indépendance
linéaire des vecteurs qui relient ces points par rapport a un point de référence commun

(ici, le point z1).

Corolaire 1.2.5 (Dimension d'un sous-espace affine). Un sous-espace affine F' est de
dimension k si et seulement si le nombre maximal de points affinement indépendants qu’il
contient est égal a k + 1.

En d’autres termes, la dimension d'un sous-espace affine est donnée par le nombre de

points affinement indépendants nécessaires pour le définir, plus un.

Un sous-espace vectoriel [' de R", contenant au moins un vecteur non nul, possede une
base. Une base est une famille de vecteurs qui sont linéairement indépendants et dont I’espace
vectoriel qu’ils engendrent est égal a F'. Chaque base d’un sous-espace vectoriel donné a le
méme nombre de vecteurs. Ce nombre est appelé la dimension de F'. Par convention, le sous-
espace vectoriel {0} est de dimension zéro.

La dimension d’un sous-espace affine x + F' est égale a la dimension du sous-espace vectoriel
correspondant a F'.

o Il est important de noter que chaque sous-espace vectoriel de dimension non nulle
possede une base qui est orthogonale. Cela signifie que pour toute paire de vecteurs

distincts de la base, ces vecteurs sont orthogonaux les uns aux autres.
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1.2. Structures Fondamentales de R™ : Exploration des Concepts

Définition 1.2.6 (Orthogonalité d’un ensemble et Complément orthogonal).

1. Soit E un ensemble quelconque. L’ensemble des vecteurs qui sont orthogonaux

a tous les éléments de F est appelé 'orthogonal de E et est noté E* :
Et = {y : <yt,x> =0, Vz € E}

En d’autres termes, E+ est 'ensemble des vecteurs qui sont perpendiculaires & tous

les vecteurs de I’ensemble E.
2. E' est un sous-espace vectoriel.

3. Si E est un sous-espace vectoriel, alors £+ est appelé le complément orthogonal
de E. Tout vecteur x peut étre décomposé de maniere unique comme la somme d’un

vecteur de F et d'un vecteur de E+. De plus, nous avons (E+)*t = E.

Cela signifie que pour tout vecteur z, il existe un unique vecteur y € E et un unique
vecteur z € B+ tels que © = y + 2. De plus, I'orthogonal du complément orthogonal
de E est égal a F lui-méme. En d’autres termes, les éléments de £ sont orthogonaux
a tous les vecteurs de E* et les éléments de E+ sont orthogonaux a tous les vecteurs
de E.

Définition 1.2.7 (Combinaison affine). Soient z!,...,z* un nombre fini de points
dans R", et oy, ..., ar des réels tels que
k
Z o; = 1.
i=1
On dit que x := Zle a;x* est une combinaison affine des points !, ..., z*.

o Plus généralement, si F' € R" est un sous-ensemble quelconque, on dit que x € R"
est une combinaison affine de points de F' s’il existe un nombre fini de points de

F dont x est une combinaison affine.

Proposition 1.2.8. Un sous-ensemble F' de R" est un sous-espace affine si et seule-

ment s’il contient toutes les combinaisons affines de points de F.

L’enveloppe affine d’un sous-ensemble ' de R" est I’ensemble de toutes les com-
binaisons affines de points de F'. On la note Aff(F).

9
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Chapitre 1. Exploration Conceptuelle et Théorique : Fondements et Réflexions

Proposition 1.2.9. L’enveloppe affine d’un sous-ensemble F' de R"™ est un sous-

espace affine, qui est le plus petit sous-espace affine contenant F'.

Théoréme 1.2.10 (Carathéodory). Si S est un sous-ensemble de R™, tout point
de Aff(S) peut s’écrire comme une combinaison affine de points de S affinement

indépendants.

Démonstration. Soit z un point de Aff(S), alors il existe 2, ..., 2% dans S, et des scalaires
A, ..., A\, tels que
T= Y0 Nty avee YA =1, (1.3)

Sans perte de généralité, on suppose que tous les \; sont non nuls. Si les z* sont affinement
dépendants, alors I'un d’entre eux (en supposant que ce soit z*) peut s’écrire comme

combinaison affine des k£ — 1 autres, donc il existe des scalaires vy, ..., ;1 tels que
oF =Syt avee SRy =1, (1.4)
En remplacant z* dans (1.3), nous obtenons :

95 = Zle VT A— Zf;ll Nzt + ApzF
= X et T vt
= Szt 4+ S et
— RO+ )2,
ou
STt a) = SEA S A
= WXy + XN
= Ak + XN
- ?:1 Ai =1,

Ainsi, z peut s’écrire comme une combinaison affine d’au plus k£ — 1 points de S.

2" ne sont pas affinement indépendants, on répete la procédure

Si les points z',...,
précédente, et ainsi de suite. Aprés un nombre fini d’étapes (au plus & — 1 puisqu’une

famille contenant un seul point est affinement indépendante), nous obtenons 8 points

', ... 2% avec 1 < k < k, et des scalaires aq, . .. , o, tels que

7B = Zle a;xt, avec Zle a; = 1.
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1.2. Structures Fondamentales de R™ : Exploration des Concepts

Cela conclut la démonstration. m

La dimension d’un sous-ensemble non vide F' de R", notée dim(F’), est équivalente a la
dimension de son enveloppe affine. Une autre facon de définir un espace affine est de prendre
un espace vectoriel et de supprimer la notion de direction. En d’autres termes, pour travailler
dans un espace affine, on peut choisir n’importe quel point pour jouer le role de 1’origine, tandis

que dans un espace vectoriel, I’origine est toujours le point (0, 0).

Définition 1.2.11 (Application affine). On appelle application affine entre les es-

paces affines R™ et R™ toute application de la forme :

f: R" — R™

(1.5)
r +—— Ax+0b,

ou A est une matrice de taille m x n et b est un vecteur de R™.

o Supposons que R™ et R sont des espaces vectoriels.

o Sib = 0, alors I’application f est dite linéaire. L’ ensemble de toutes les applica-

tions linéaires de R™ dans R™ est noté L(R™, R™).

o Sim = 1etb = 0, alors I’application f est dite forme linéaire. L’ensemble de

toutes les formes linéaires définies sur R” est noté L(R™).

Définition 1.2.12. Soit kK € R” et r un scalaire quelconque.

¢ Hyperplan vectoriel : Un hyperplan vectoriel de R™ est un sous-espace vectoriel

de dimension n — 1 de la forme
He = {IGR" : <I€t,I> :0}.

o Hyperplan affine : Un hyperplan affine de R" est un sous-espace affine de di-

mension n — 1 de la forme
Her ={z €R" : Kix1 + ...+ Kpxpy =71}

Cela signifie qu'un hyperplan affine n’est rien d’autre qu’un hyperplan vectoriel

translaté.

Exemple 1.2.13. Dans R?, les hyperplans vectoriels sont les droites passant par le point
(0,0), c’est-a-dire les droites d’équation y = ax avec a > 0, tandis que les hyperplans

affines sont les droites d’équation y = ax + [ qui ne passent pas par le point (0,0), ou
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Chapitre 1. Exploration Conceptuelle et Théorique : Fondements et Réflexions

Figure 1.1 — Hyperplans affine dans R? /

a > 0et > 0. Par exemple, pour a = 1 et § = 2, 'hyperplan affine d’équation y = x+2
est la translation de I’hyperplan vectoriel d’équation y = = dans la direction du vecteur
(—1,1), comme illustré dans la figure (1.1).

1.2.2 Compréhension des Espaces Vectoriels Normés : Défini-
tions et Illustrations

Dans le contexte de I’analyse fonctionnelle, nous introduisons une notion fondamentale :

la norme. La norme est une fonction qui assigne a chaque élément d’un espace vectoriel une

mesure de sa taille ou de son amplitude. Nous allons donner quelques exemples pour illustrer
cette notion.

1.2.2.1 Normes dans R"

Une norme, notée ||.||, dans R™ est une fonction qui associe a chaque élément = de R™ un
scalaire ||z||, et qui satisfait les propriétés suivantes :

1. Condition d’homogénéité : ||ax| = |«|. |z|| pour tout a € R et tout = € R™.
2. Condition de séparation : ||z|| = 0 si et seulement si = = 0, pour tout x € R".

3. Inégalité triangulaire : ||z + y|| < [|z|| + ||y|| pour tout z,y € R™.

o Une remarque importante découlant de la notion de norme est la suivante : "Si ||.||
x|| > 0". Cette
propriété met en évidence le fait que la norme attribue une valeur non négative

est une norme, alors pour tout élément = de I’espace vectoriel R",

a chaque élément de 1’espace vectoriel R", reflétant ainsi la notion de taille ou
d’amplitude du vecteur.
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1.2. Structures Fondamentales de R™ : Exploration des Concepts

1.2.2.2 Exemples de Normes sur R"”

Voici deux exemples courants de normes sur R" qui proviennent d’un produit scalaire :

o Dans R?, la norme euclidienne est définie par :
Il R* — Ry
(@y) — (@ +y?)2.

¢ Dans R", une autre norme fréquemment utilisée est définie comme suit :

ol = teta) = (2 |xz-|2)%. (1.6

ou x = (x1,...,,) estun vecteur de R”.

Ces normes sont des mesures de la taille ou de I’amplitude des vecteurs dans R™ et sont cou-

ramment utilisées dans diverses applications en mathématiques et en sciences.
1.2.2.3 Espaces Vectoriels Normés et Norme Euclidienne

Définition 1.2.14. L’espace vectoriel R", muni de la norme ||.||, est appelé un

espace vectoriel normé et est noté (R™, ||.]]).

Etant donné que nous ferons usage de la norme euclidienne dans une partie de cette étude,

il est essentiel de rappeler deux résultats importants li€s a cette norme.

Proposition 1.2.15 (Théoreme de Pythagore). Pour tout couple de vecteurs = et

y qui sont orthogonaux, nous avons :

12+ yll = ll=ll + Nyl

Proposition 1.2.16 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tout couple de vecteurs

x et y, nous avons :
[(t,y)] < el - Iyl

avec égalité si et seulement si z et y sont linéairement dépendants.

1.2.3 Exploration des Espaces Métriques : Définitions et Exemples

Cette section vise a introduire les notions fondamentales liées aux espaces métriques et a

explorer divers exemples concrets. Un espace métrique est un espace mathématique dans lequel
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Chapitre 1. Exploration Conceptuelle et Théorique : Fondements et Réflexions

on peut mesurer les distances entre les points. Cette mesure de distance est donnée par une
fonction appelée métrique. Dans cette section, nous commencerons par définir formellement ce
qu’est un espace métrique et examinerons les propriétés qui en découlent.

Ensuite, nous passerons en revue quelques exemples d’espaces métriques couramment rencon-
trés. Nous explorerons I’espace métrique euclidien, qui est I’espace de dimension finie dans
lequel nous vivons, ainsi que d’autres exemples tels que 1’espace métrique des nombres réels

avec la distance standard, 1’espace métrique discret, et I’espace métrique de fonctions.

1.2.3.1 Définition d’un Espace Métrique

Un espace métrique est un ensemble X muni d’une fonction appelée métrique d : X x X —
R qui associe a chaque paire de points x, y € X une valeur réelle non négative d(x, y), appelée

distance entre x et y. Cette fonction doit satisfaire les propriétés suivantes :

1. Positivité : d(z,y) > 0 pour tout z,y € X, et d(x,y) = 0 si et seulement si x = y.

2. Symétrie : d(x,y) = d(y,x) pour tout z,y € X.

3. Inégalité triangulaire : d(z,y) + d(y, z) > d(z, z) pour tout z,y, z € X.
Exemple 1.2.17. Dans R, on définit la distance entre deux éléments o et S de R par
d(a, B) = |a — B|. Dans R", on a deux types de distances :

¢ Distance discréte : On définit 'application de distance discrete sur R"” comme suit :

1 six#uy,
d(z,y) = .
0 six=y.
o Distance basée sur une norme : Si R” est muni d’une norme ||.||, alors la distance

entre deux éléments x et y de R™ est définie par :
d(z,y) = ||z —yl.

1.2.3.2 Exemples d’Espaces Métriques
Dans la suite de cette section, nous allons explorer quelques exemples d’espaces métriques
couramment rencontrés :

¢ L’espace métrique euclidien R", ou la métrique est donnée par la distance euclidienne entre

les points.

¢ L’espace métrique discret, ou la distance entre deux points est 1 s’ils sont distincts et 0 s’ils

sont égaux.

¢ L’espace métrique de fonctions, ou la distance entre deux fonctions est définie en utilisant des

intégrales ou des normes appropriées.
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1.2. Structures Fondamentales de R™ : Exploration des Concepts

1.2.4 Fondements des Espaces topologiques : Définitions et Exem-
plifications
L’essence de cette section est de fournir une introduction succincte a la notion de topologie
appliquée a R™. Nous amorcerons en établissant une topologie sur R", formée par un ensemble
d’ensembles respectant des caractéristiques spécifiques. L'incorporation d’une mesure de dis-

tance ou d’une norme contribuera a simplifier la compréhension ainsi que la manipulation des

composants au sein de cette topologie.

Définition 1.2.18 (Topologie sur R"). Une topologie sur R™ est la donnée d’un
sous-ensemble 7g» de P(R™), dont les éléments sont appelés les ouverts de la topo-

logie, vérifiant les propriétés suivantes :

¢ L’ensemble vide () et R™ sont des ouverts, c’est-a-dire qu’ils appartiennent a

TR" .
¢ La réunion quelconque d’ouverts est un ouvert.

¢ L’intersection finie d’ouverts est un ouvert.

: Dans la suite de cette étude, nous focalisons notre attention sur 1’espace vectoriel

R™ ainsi que sur ses sous-ensembles.

o ¢ Les fermés de la topologie g~ sont définis comme étant les complémentaires

des ouverts de la topologie gn.
o Le couple (R™, 7= ) est appelé espace topologique.

< Si R™ est muni d’une structure d’espace vectoriel en plus de la topologie, on dit

que R" est un espace vectoriel topologique.

Définition 1.2.19 (Intérieur et adhérence). Soit E un sous-ensemble quelconque
de R™.
o
¢ L’intérieur de E, noté E, est la réunion de tous les ouverts contenus dans E. C’est
o

le plus grand ouvert contenu dans F. Si z € E, on dit que z est un point intérieur
a E.

o L’adhérence (ou fermeture) de E, notée E, est l'intersection de tous les fermés

contenant E. C’est le plus petit fermé contenant E.
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Chapitre 1. Exploration Conceptuelle et Théorique : Fondements et Réflexions

Proposition 1.2.20 (Caractérisation des ouverts et des fermés). Un sous-ensemble

quelconque de R™ est :
¢ un ouvert si et seulement s’il est égal a son intérieur.

o un fermé si et seulement s’il est égal a son adhérence.

Exemple 1.2.21. La topologie usuelle 7z de R est définie comme suit :

¢ Les ouverts de mr sont les intervalles de la forme :

1) |a, B[, o < B, 2) A, +oo, 3) ] — o0, Al
¢ Les fermés de m sont les intervalles de la forme :

1) [, 0], a <p, 2) [\, +ool, 3) | — o0, M,

ou «, 3, X sont des nombres réels.

o Si R™ est muni de la distance (1.6), on peut définir la boule ouverte centrée en x et
de rayon r par
B(z,r)={y €eR" : |z —vy| <7}

et la boule fermée de centre x et de rayon r par

B(x,r) ={y e R" : |lz —yl <r}.

Exemple 1.2.22.

1. Dans R? muni de la norme euclidienne, la boule ouverte de centre (0,0) et de rayon 1

est le disque unité ! privé de sa frontiére.

2. Dans R? muni de la norme infinie, qui associe a tout («a, 3) € R? la valeur ||(a, 8)|| =
max {|a/|, | 5]}, la boule ouverte unité est I'intérieur du carré de bord délimité par les points
de coordonnées (0,1), (0,—1), (1,0), (—1,0).

3. Dans R? muni de la norme définie par ||z|| = (x’f I x’z‘“)%, notée également ||.||,, pour
k > 1 ou k = 400, la boule ouverte unité de centre 0 et de rayon 1 est l'intérieur de la
courbe orange fermée tracée dans la figure (1.2).

Plus généralement, cet exemple peut égre décrit de maniere analogue dans l’espace R™ en

utilisant la norme ||z, = ( iy \l'z|k)%

iv. Disque de centre (0,0) et de rayon 1.
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1.2. Structures Fondamentales de R™ : Exploration des Concepts

4. Ces exemples illustrent différentes formes de boules ouvertes en fonction de la norme
utilisée, montrant ainsi la diversité des structures topologiques possibles sur R"™ en fonction

du choix de la norme.

S Figure 1.2 — Représentation
T des boules unités associées
. aux normes |||, dans R?

Proposition 1.2.23.

o Toute boule fermée est un fermé.
¢ Toute boule ouverte est un ouvert.
¢ Une partie de R™ est bornée si et seulement si elle est contenue dans une boule.

¢ Un ouvert de R™ est une union quelconque de boules ouvertes.

Proposition 1.2.24. Une norme sur R” induit une structure topologique.

Définition 1.2.25. Soit F une partie non vide de R™. On appelle topologie induite

sur E (ou la topologie relative sur E) ’ensemble :
e ={UNE : U€Empn}.

Exemple 1.2.26. Quelques exemples dans £ =R :
o Considérons la topologie induite sur S = [0,2[C R définie par :

TS:T;vUTgUTg,

ou
& = {o,B[N[0,2] : «a,8 € R},
2 = {]\ +oo[N[0,2] : A € R},
8 = {]—00,A\[N[0,2][: X e€R}.
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Chapitre 1. Exploration Conceptuelle et Théorique : Fondements et Réflexions

Alors, par exemple, I'intervalle [1, %[ est un ouvert de S (méme si ce n’est pas un ouvert
de R). En effet,
[0,0.5[ =1]—1,0.5[N[0,2[.

D’autre part, [1,2[ est fermé dans S (méme si ce n’est pas un fermé de R). En effet,
1,2 = (1,40 [0,2].

¢ Un autre exemple plus subtil est la topologie induite sur Z par la topologie de R. Pour

tout n € Z, le singleton n est un ouvert dans la topologie de Z. En effet,
{n} =jn—-1,n+ 1[NZ.
D’autre part, n est fermé dans Z. En effet,
{n}=[n—-05n+05NZ.

Plus généralement, on peut montrer de la méme facon que tous les sous-ensembles de 7Z
sont ouverts et fermés a la fois. En effet, puisqu’un singleton est ouvert et fermé, alors

tous les sous-ensembles de Z sont une réunion de singletons (ouverts et fermés de Z).

1.3 Fondements de I’Analyse Convexe : Structures et
Propriétés

Dans les problemes d’optimisation, qu’ils soient avec ou sans contrainte, la notion de convexité
joue un role central et essentiel [Roc70; Sun06; Rad98; Fli02; Nay20; Ye 89; Nem91]. En
effet, la plupart des algorithmes d’optimisation garantissent la convergence vers un optimum
global uniquement sous des hypotheses de convexité. Dans cette étude, nous considérons initia-

lement R"” comme un R-espace vectoriel de dimension finie, sans structure additionnelle.

1.3.1 Propriétés des Ensembles Convexes

Pour introduire la notion d’ensemble convexe, il est nécessaire de considérer des combinai-

sons entre paires de points dans 1’espace ambiant.

Définition 1.3.1 (Segment). Le segment d’extrémités x et y, noté [x,yl, est défini

comme ’ensemble
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1.3. Fondements de I’Analyse Convexe : Structures et Propriétés

Plus généralement, pour un nombre fini de points z?, . .. ,xk € S avec k > 2, une combi-

naison convexe des points z!, ..., 2% € S est un point de la forme :

k
7p = Z o;x’,
i=1

Définition 1.3.2 (Ensemble conveze).

1. Un ensemble S C R™ est dit convexe si, pour tout couple (x,y) de points de S,

le segment [z, y] est inclus dans S, c¢’est-a-dire,
Vo,y € S,Va €[0,1], ona azx + (1 —a)y € S. (1.7)

2. Plus généralement, un sous-ensemble S C R" est dit convexe s’il contient toutes

les combinaisons convexes d’éléments de S.

Définition 1.3.3.

k

1. Combinaison conique : Soit z!,..., 2" un nombre fini de points de R”, et

A1, ..., A des réels positifs. On dit alors que

k
T = Z P
i=1

est une combinaison conique des points z',...,z*. Plus généralement, si S C R"
est un sous-ensemble quelconque, on dit que z € R™ est une combinaison conique
de points de S s’il existe un nombre fini de points de S dont x soit une combinaison

conique.

2. Enveloppe conique : L’enveloppe conique d'un sous-ensemble S de R"™ est

I'ensemble de toutes les combinaisons coniques de points de S. On la note cone(.S).

3. Un ensemble convexe S de points de R™ est un cone" si x € S implique (\x) € S

pour tout A > 0. Un cone est dit pointé s’il posséde un point extréme vi.

v. A titre d’exemple dans R?, veuillez vous référer & la figure 1.5.
vi. Voir la définition (1.4.11)
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Chapitre 1. Exploration Conceptuelle et Théorique : Fondements et Réflexions

convexe noh convexe

Figure 1.3 — Ensembles convexes et non-
convexes

Proposition 1.3.4.

1. Un sous-ensemble S de R™ est un cone convexe si et seulement s’il contient toutes

les combinaisons coniques de points de S.

2. L’enveloppe conique d’un sous-ensemble S de R™ est un cone convexe. C’est le

plus petit cone convexe contenant S.

Théoréme 1.3.5 (Théoreme de Carathéodory pour les cones). Soit S un sous-
ensemble de R™. Tout point dans céne(S) peut étre représenté comme une combi-

naison conique de points de S qui sont linéairement indépendants.

Démonstration. La preuve de ce théoreme est similaire a celle présentée dans la preuve
(1.2.10). m

Figure 1.4 — Cone dans R3

Exemple 1.3.6. Voici quelques exemples d’ensembles convexes :
1. L’ensemble R™ lui-méme est convexe.
2. Tout espace affine et tout espace vectoriel sont convexes.

3. Soit R™ muni de la norme euclidienne. Alors, pour tout x € R™ et tout » > 0, la boule

centrée en x et de rayon r (ouverte ou fermée) est convexe.
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1.3. Fondements de I’Analyse Convexe : Structures et Propriétés

4. Soit d une direction non nulle et zy un point fixé dans R". L’ensemble
S={reR" : =120+ ad,a>0}
est convexe. En effet, pour tout z',2? € S et tout A € [0, 1], nous avons

Axt + (1= N)z2? = MNzo+ aid) + (1 — N)(zo + axd)
= zo+ [ + (1 — Nag]d.

Comme Aa; + (1 — A)ag > 0, nous avons Az! + (1 — \)z? € S.

Théoréme 1.3.7. Soit S C R™ un ensemble convexe. Alors :
o
1. L’intérieur de S, noté S, est un ensemble convexe.

2. La fermeture de S, notée S, est un ensemble convexe.

Démonstration.

1. Pour montrer que S est convexe, nous devons vérifier que pour tout couple de points
T,y € S et pour tout A € [0, 1], le point Az + (1 — \)y appartient a S. Comme = et Yy
appartiennent & S , 1l existe des boules ouvertes B(x,r1) et B(y,rs) incluses dans S. Soit
r = min(ry,re). Alors, pour tout A € [0, 1], le point Az + (1 — )y appartient a B(x,r) et
donc a S. Ainsi, g’ est convexe.

2. Pour montrer que S est convexe, nous devons vérifier que pour tout couple de points
z,y € S et pour tout A\ € [0,1], le point Az + (1 — \)y appartient a S. Comme z et
y appartiennent & S, cela signifie que pour toute boule ouverte B(z,r;) et B(y,rs), les
boules intersectent S. Soit 7 = 1 (||z| + [|ly||). Alors, pour tout A € [0, 1], la boule ouverte
B(Az + (1 — Ny, r) intersecte S car elle contient des points de B(z,71) et B(y,rs2). Par

conséquent, Ar + (1 — \)y appartient & S. Ainsi, S est convexe.

Théoréme 1.3.8. Soit (5;);.; C R™ une famille quelconque d’ensembles convexes.
Alors :

¢ L’intersection quelconque (;c;.S; est convexe.
¢ Le produit cartésien S; x S; de deux ensembles convexes est convexe.
o Pour aq, ..., ap des nombres réels, a5y, ..., @Sy est convexe.

De plus, I'image directe (resp. réciproque) d’un convexe par une application linéaire

est convexe.
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Chapitre 1. Exploration Conceptuelle et Théorique : Fondements et Réflexions

A En analyse convexe, il est courant de rencontrer des ensembles convexes dont 1’in-

térieur (au sens topologique) est vide. Cela se produit, par exemple, avec un seg-
ment dans R? ou avec un carré dans R3. Pour remédier a ce probléme, on a intro-
duit la notion d’intérieur relatif, qui permet de donner un sens a I’idée intuitive que
I'intérieur d’un segment [z, y] € R? est I'intervalle ouvert |z, y[ et que I’intérieur

d’un carré [z, y] x [z, y] € R? est la boule ouverte |z, y[ x|z, y[ définie par la norme

infinie (voir exemple 1.2.22).

Définition 1.3.9. Soit S une partie de I'espace vectoriel R™. L’intérieur relatif de S,
noté ri(S) , est I'intérieur de S considéré comme sous-ensemble de ’espace métrique
(Aff(S), d), ot d est une distance définie par une norme, voir (1.6). Autrement dit,
ri(.S) est 'intérieur de S au sens de la définition (1.2.19) relativement au sous-espace
affine engendré par S.

@ Nous présentons maintenant un lemme fondamental, crucial pour
- établir la convexité de I’ensemble des solutions dominées V'dans un

probléme de programmation linéaire multi-objectifs Vi,

Lemme 1.3.10. Soit .S C R™ un sous-ensemble convexe avec un intérieur non vide. Alors,

o R
pour tout x € S et y € S, on a

[z,y[={az+ (1 —a)y : 0<a§1}§§.

1.3.2 Propriétés des Fonctions Convexes

Définition 1.3.11. Soit S un sous-ensemble convexe de R" et f une fonction définie
sur S a valeurs dans R.

1. On dit que f est convexe si pour tout z € S, y € S et A € 0,1], on a
fOz + (1= Ny) < Af(x) + (1 =N f(y) (1.8)

2. On dit que f est strictement convexe si I'inégalité (1.8) est stricte pour x # y et
A €]0,1].

3. On dit que f est concave si (—f) est convexe.

viii. Voir la définition 4.1.11
viii. Voir le chapitre 4
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1.3. Fondements de I’Analyse Convexe : Structures et Propriétés

o Si 2!, ..., 2" est un nombre fini de points de S et f : S + R est une fonction
convexe, alors on peut montrer par récurrence que pour tout nombre fini de sca-
laires \;,..., A\g,ona

=1

f (ij /\x> < ZZA f ().

Figure 1.5 — Illustration du graphe, de I'hy-
pographe et de I'épigraphe de la fonction
f(z,y) = 2*> + y* dans R? pour a = 3.

Exemple 1.3.12.

1. Un exemple basique de fonction convexe est la fonction indicatrice. Soit S C R™ un
sous-ensemble non vide. La fonction indicatrice Ig : R™ — R U {400} est définie par

]S(m):{ 0, sizeld,

400, ailleurs.

La fonction indicatrice Iy est convexe si et seulement si S est convexe.

2. On définit la distance dg(x) = inf{|jly — z|| : y € S}, ou S C R” est un ensemble

convexe non vide et ||.|| est une norme quelconque dans R™. Alors dg est une fonction
convexe.
3. Soient , , desnombresdansRtelsque < < et on définit les applications
L: [ ) ] — [ ) ]
: (1.9)
it —y (as—anrtai(as—ag)
U: [ ) ] — [ ) ]
(1.10)
. —y [(w—aglotas(ag—ai)
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Chapitre 1. Exploration Conceptuelle et Théorique : Fondements et Réflexions

Alors L et U sont des bijections bicontinues et convexes qui réduisent 'intervalle [, ]

sur [, | (resp. [ , ]).

Définition 1.3.13. Soit S C R™ un ensemble non vide et f : S — R.

1. Le graphe de la fonction f, noté Gf(f), est le sous-ensemble de R™!, défini par :
Gf(f) ={(= f() eR™ : z €S},

2. L’épigraphe de la fonction f, noté epi(f), est le sous-ensemble de R™™! défini
par :
epi(f) = {(z,0) eR™' : f(z) <o,z € 8,0 €R}. (1.11)

3. L’hypographe de la fonction f, noté hyp(f), est le sous-ensemble de R™"*! défini
par :
hyp(f) = {(x,a) eR™™ . f(x) Za,xeS,aER}. (1.12)

o L’interprétation géométrique de la définition (1.3.11) de la convexité d’une fonc-
tion f sur un ensemble convexe S est que pour tout z,y € S, le graphe de la
fonction f est toujours situé en dessous du segment reliant les points (x, f(x)) et

(y, f(y)). Cette propriété exprime la convexité de la fonction et illustre la notion

de "courbure" de la fonction sur I’ensemble convexe.

Théoréme 1.3.14. Soient S C R™ un ensemble convexe non vide et f: S C R" —
R. Alors, f est convexe si et seulement si I’épigraphe de f, c’est-a-dire epi(f), est

un ensemble convexe.

Démonstration. Supposons que f est convexe. Soient x,y € S et (z,),(y,az) dans

epi(f). D’apres les définitions de la fonction convexe et de 1’épigraphe, il s’ensuit que
fAz+ (1= Ny) < Af(x) + (1= A)f(y) <A+ (1 = A)as,

pour tout A € [0,1]. Comme S est un ensemble convexe, on a A\x + (1 — \)y € S. Ainsi,
A+ (1= Ny, Aag + (1 — Naw) € epi(f), ce qui implique que epi(f) est convexe.
Supposons maintenant que epi(f) est convexe, et soient z,y € S. On a (z, f(x)),

(y, f(y)) € epi(f). D’apres la convexité de epi(f), pour tout A € [0,1], on a

Az + (1 =Ny, \f(z)+ (1 =N)f(y)) € epi(f), pour X € [0, 1].
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1.4. Exploration des Polyedres et des Polytopes

Cela implique que pour tout A € [0,1], on a

fOz 4+ (1= XNy) <Af(@) + (1 =N f(y),

pour tout A € [0, 1]. Par conséquent, f est convexe. m

Théoréme 1.3.15 (Opérations usuelles sur les fonctions convexes). Soit S un sous-
ensemble convexe de R™. Pour tout ay,as,...,ar > 0, si fi, fo,..., fr sont des

fonctions convexes sur S a valeurs dans R, alors Zle a; f; est aussi convexe sur S.

1.4 Exploration des Polyedres et des Polytopes

Un probleme de programmation est convexe s’il vise a minimiser une fonction

convexe (ou maximiser une fonction concave) sur un domaine convexe.

Dans cette section, = Il est a noter

nous nous aventurons o que lorsque les
a explorer le contenu
du 2™ chapitre du

livre de Josef Stoer

Josef Stoer et Christoph Witzgall Christoph Witz-

contraintes du pro-
bleéme sont exprimées

linéairement,  elles

donnent lieu a ce que

[Sto70]. Notre objec- gall I’on désigne ultérieu-
tif est de présenter une breve étude sur rement comme un
quelques propriétés des polyedres, des en- polytope. Une caractéristique intrigante
tités géométriques qui émergent naturelle- réside dans le fait que la définition de ce
ment lors de la modélisation des problemes polytope peut se révéler indépendante des
d’optimisation linéaire. contraintes qui lui ont donné naissance.

1.4.1 Polyedres et Leurs Frontiéres : Une Bréve Etude

Pour explorer les propriétés des polyedres, considérons une matrice A de taille m X n et un
vecteur b dans R, oli m et n sont des entiers finis. Nous définissons les systemes d’équations

et d’inéquations suivants :

Systeme d’équations linéaires Systéme d’inéquations linéaires
Az =b. (1.13) Az < b. (1.14)
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Chapitre 1. Exploration Conceptuelle et Théorique : Fondements et Réflexions

Définition 1.4.1. Une inéquation est dite singuliere si elle peut étre satisfaite

comme une équation, c’est-a-dire si elle vérifie les deux conditions suivantes :
Ax <b et —Azx < —b.

Une inéquation qui n’est pas singuliere est appelée une inéquation faible.

Lemme 1.4.2. Soit D une matrice de taille m x n. Alors, tout systéeme du type

Az > 0
Dx = 0

admet une solution x( qui satisfait toutes les inégalités faibles A7x > 0 en tant qu’'inéga-

lités strictes ATz > 0.

Notations 1.4.3.

o FF={xe€R" : Az = b} est 'ensemble des solutions du systeme (1.13).
o P={xe€R" : Az < b} est 'ensemble des solutions du systeme (1.14).

Propriété 1.4.4. On distingue les trois cas suivants :

1. L’ensemble F' peut se réduire a ’ensemble vide. Pour illustrer cela, prenons le cas ou

n =m = 2 et considérons les matrices suivantes :

=(12) e=(1)

Dans cette configuration, le systeme d’équations linéaires Ar = b ne possede aucune
solution, ce qui entraine F' a étre un ensemble vide. Une illustration de ce scénario se
produit lorsque les équations sont mutuellement contradictoires, comme démontré dans

I’exemple susmentionné.
2. Pour m =n:

(a) Si la matrice A est inversible (det(A) # 0), le systeme Az = b admet une unique
solution Zg,, donc F = {zg}.
(b) Si la matrice A est singuliere (det(A) = 0), le systeme Az = b admet une infinité de

solutions.

3. Pour m < n, c’est un cas particulier du cas précédent.
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1.4. Exploration des Polyedres et des Polytopes

o 1. Pourtout: =1,...,m,ona:

(a) Lensemble F* des solutions de I’équation Alz = b; est I’hyperplan affine
défini par

F' = Hae = {z € R" : (A}, z) = b;}.
(b) L’ensemble P des solutions de I'inéquation Alx < b; est le demi-espace
affine défini par P' := 13, = {x € R" : (A}, z) < b;}.

2. L’ensemble P des solutions du systeme d’inéquations (1.14) est obtenu par I’in-

tersection d’un nombre fini de demi-espaces P° dans R", ¢’est-a-dire P = 2, P".

Définition 1.4.5.

1. L’ensemble P des solutions du systeme d’inéquations (1.14) est appelé un poly-

edre.

2. Le systeme d’inéquations (1.14) est appelé une représentation du polyedre P.

3. Le polyedre P est dit a pleine dimension si dim(P) = n.

4. Pour tout ¢ = 1,...,m, 'hyperplan F* est appelé une hyperplan frontiére de P.

Il est important de noter qu’une frontiere d’'un polyedre ne rencontre pas nécessai-

rement le polyedre lui-méme, comme illustré dans la figure (1.8).

5. Un hyperplan frontiere contenant tout le polyedre P est appelé un hyperplan

frontiere singulier.
6. L’intersection d'un hyperplan frontiere avec le polyedre P forme une face du
polyedre.
(a) L’intersection d’un hyperplan frontiére avec le polyedre P contenant exacte-
ment un seul point est appelée un sommet du polyedre.
(b) Une face est elle-méme un polyedre.
(c) La fermeture F' d’une face F' est également une face.
(d) Un polyedre est considéré comme une face de lui-méme.

(e) On appelle face propre toute face du polyedre qui est différente du polyedre

lui-méme.

Théoréme 1.4.6. Un polyedre est un ensemble convexe.
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Chapitre 1. Exploration Conceptuelle et Théorique : Fondements et Réflexions

X2

s~ b Xy exy =B

~

r—Xy +3x, =27

10 Un hyperplan frontiere qui
M o~ b rencontre pas le polyedre
r

= 3 x; +5Sx2 =65

S | x4

T Sxy + 2 x5 =35

Figure 1.8 — Hyperplan frontiere

Il est important de noter que différents systemes d’inégalités qui décrivent le méme
o polyedre peuvent conduire a des ensembles différents d”hyperplans frontieres. Par
conséquent, la notion d’hyperplan frontiere est liée aux systemes d’inégalités plu-
tot qu’au polyedre lui-méme. La définition des faces est basée sur I’ensemble des
hyperplans frontieres. Cela signifie que la définition des faces dépend de la repré-

sentation du polyedre par un systeme d’inégalités (1.13). Cependant, nous verrons

plus tard que cette dépendance est en réalité fausse.

Définition 1.4.7 (Points frontiéres et points intérieurs). Les points frontieres et
les points intérieurs d’un polyeédre sont déterminés par leur appartenance ou non a

une face propre. Soit x un point de P, alors :

1. x est un point frontiere de P s’il appartient a une face propre de P. Cela signifie

qu’il existe i = 1,...,m tel que x € P* N P.

2. x est un point interne de P §’il satisfait chaque inégalité non singuliere stricte-

ment. Autrement dit, pour chaque i = 1,...,m tel que Az < b, on a Azx < b.

3. x est un point intérieur de P si z est un point intérieur au sens de la définition
(1.3.9), relativement a la topologie induite sur Aff(P) par celle de R". En termes
topologiques, la notion de point interne et celle de point intérieur coincident. Cela

peut étre caractérisé de la maniere suivante :
(a) Il existe un réel e strictement positif tel que la boule ouverte B(x,¢€) soit en-
tierement contenue dans P.

(b) On peut déplacer légerement x sans quitter le polyedre P, comme décrit dans
le lemme (1.4.9). En d’autres termes, pour toute direction d # 0 dans R™, il existe

un réel e strictement positif tel que x + ed € P.

Lemme 1.4.8. Soit P un polyedre, x est un point intérieur de P et y est un point

arbitraire appartenant a l'intersection de tous les hyperplans frontieres singuliers de P.
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1.4. Exploration des Polyedres et des Polytopes

Alors :
1. existe e >0 tel que x +€(x —y) € Pet x —e(x —y) € P.

2. Side plus y ¢ P, alors le segment ouvert |z, y[ contient un point frontiere x,.

Démonstration.
1. Si pour tout i =1,...,m, Al(x —y) = 0, alors il n’y a rien a démontrer. Sinon, posons
b; — Alx
€' := min {Z’ D Ay —z) > O} (1.15)
|Ai(y — )|
et

b — Alx
€ :=min{————— : Ally—=z <0}.
{ritg oy ¢ Ao

Définissons €y par €may := min {e , et }. Il suffit ensuite de prendre 0 < € < €pay. En

effet, pour tout 2 = 1,...,m, nous avons

€S ——/————————.
|Ai(y — =)

En multipliant les deux cotés de 1’équation, nous obtenons
| Al(y — )| < b — Alz.

En déplagant le terme Alx de I'autre coté de I’équation, nous avons
Al(x + ey — ) < by

Le méme calcul s’applique pour le point x — e(y — x).
2. Il suffit de prendre z¢, = x + €(y — ), ol € = €' selon (1.15).

Lemme 1.4.9 (Lemme d’accessibilité pour les polyedres). Soit P un polyedre, = un point

o
intérieur et y un point arbitraire de P. Alors |z, y[C P.

Définition 1.4.10. Un polyedre borné, c¢’est-a-dire un polyedre pour lequel il existe
un nombre B tel que chaque point du polyedre a des coordonnées comprises entre

—B et B, est appelé un polytope.
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Chapitre 1. Exploration Conceptuelle et Théorique : Fondements et Réflexions

1.4.2 Sous-ensemble Extréme et Sous-ensemble Exposé

Dans cette section, nous introduisons une nouvelle définition du polyedre P qui est indé-
pendante de sa représentation par des inégalités et dépend uniquement de P lui-méme. Pour ce
faire, nous introduisons deux notions clés en analyse convexe : les sous-ensembles extrémes et
les sous-ensembles expos€s d’un ensemble convexe. Nous montrerons plus tard que ces deux
notions coincident.

Définition 1.4.11. Soit K C R™ un ensemble convexe et W un sous-ensemble
convexe de K. On dit que W est un sous-ensemble extréme de K si aucun de ses
points n’est inclus dans un segment ouvert reliant deux points de K qui ne sont
pas tous les deux dans W. Autrement dit, W est un sous-ensemble extréme de K si

W = () ou si W est un sous-ensemble convexe de K vérifiant la condition suivante :

= z,yeW.

Un sous-ensemble extréme de K contenant un seul point est appelé un point extréme

de K, comme illustré dans la figure (1.9).

®  point extréme

/

/

Figure 1.9 — Points extrémes dun polytope
dans R?

Lemme 1.4.12. Soit K un ensemble convexe de R" et W un sous-ensemble convexe de
K. Alors, W = Aff(W)N K.

’ Maintenant, considérons un polyedre P représenté par le systeme (1.13). Selon le
lemme (1.4.12), nous pouvons constater que tout sous-ensemble extréme de P est
une face de P. Le lemme suivant établit la réciproque.

Lemme 1.4.13. Toute face F' de P est un sous-ensemble extréme de P.
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1.4. Exploration des Polyedres et des Polytopes

Démonstration. Soit F' une face de P. Par définition de F' (voir 1.4.5), il existe k hyper-
plans frontieres F', ..., F¥ tels que F = PN F! pour tout i = 1,..., k.

Considérons z,y € P tels que FN|x, y[# 0. Cela signifie qu’il existe des coefficients A, v > 0
tels que A+ = 1, permettant de définir un point Ax+vy € F. Comme F est I'intersection
de P avec chaque F*, le point Az + vy appartient & P N F* pour tout 4. Par conséquent,
Az + vy appartient a la fois & P et & chaque hyperplan frontiére F*. Cela se traduit par
I'équation linéaire Al(Ax + vy) = b; pour chaque i, ou A% représente la i-éme ligne de A.
Supposons maintenant, par contradiction, qu’il existe un i tel que (Alx < bet/oudly <

b;). Cela conduirait & :
Mlz < M\b; et/ou vAly < vb; = MAlx + vAly < (A +v)b; < by,

ce qui contredirait I’équation précédente AL(Ax + vy) = b;. Par conséquent, nous en
concluons que Atz = b; et Aly = b; pour tous les i, ce qui signifie que z et y appartiennent
a F.

Ainsi, nous montrons que x et y appartiennent a la face F, ce qui démontre que F' est

un sous-ensemble extréme de P. m

Lemme 1.4.14. Si W est un sous-ensemble extréme du polyedre P, alors le sous-espace
affine Aff(W) engendré par W est 'intersection de tous les hyperplans fronti¢res F* conte-
nant W, c’est-a-dire

Af(w) =N {F" . wcFi}.

7 Une application du lemme (1.4.14) a I’ensemble W = P permet de

- prouver le résultat suivant.

Théoréme 1.4.15. Soit P un polyedre dans R". Les énoncés suivants sont vrais :
1. Les sous-ensembles extrémes de P sont ses faces.

2. Le sous-espace affine engendré par P est I'intersection de ses hyperplans frontieres
singulieres.

3. Le nombre de faces d’un polyedre est fini et indépendant de la représentation du

polyedre par les inégalités.

o Ce théoreme affirme deux points trés importants. Le premier montre que les faces
d’un polyedre P sont indépendantes de sa représentation, c’est-a-dire qu une face
de P est déterminée de maniere unique comme |’intersection de tous les hyper-

plans frontieres de P dans lesquels elle est contenue. Le deuxieme point est crucial

pour déterminer la dimension de P.
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Chapitre 1. Exploration Conceptuelle et Théorique : Fondements et Réflexions

Définition 1.4.16. Soit P un polyedre dans R". Une face F' de P est appelée une
facette de P si dim(F') = dim(P) — 1.

Théoréme 1.4.17. Un point x est un point extréme d’un polyedre P si et seulement

si {x} est une face de P de dimension 0.

Définition 1.4.18 (Sous-ensemble exposé). Soient P un polyedre dans R" et W
un sous-ensemble de P. On dit que W est un sous-ensemble exposé de P s’il existe

une forme linéaire f telle que
W={z€eP : f(z)> f(x), pour tousz € P}.

En d’autres termes, W est un sous-ensemble exposé de P si et seulement si il existe

une forme linéaire f telle que I'ensemble des points xg € P satisfaisant

f (z0) = max f(a).

zeP

C’est-a-dire
f (zo) > f(z) pour tout x € P (1.16)

est précisément W. On dit que f a W comme domaine de maximalité.

Théoréme 1.4.19. Soient P un polyedre de R™ et W un sous-ensemble de P. Alors

W est un sous-ensemble exposé de P si et seulement si W est une face de P.

Démonstration. Soit W un sous-ensemble d'un polyedre P.

1. (=) Supposons que W est un sous-ensemble exposé de P. Cela signifie qu’il existe une
forme linéaire f vérifiant (1.16). Soit z € W et x,y € P tels que

z e WnN|x,y| et z=azx+ Ny,
avec a, A > 0 et v+ A = 1. Les relations (1.17) :

)z f@), (&)= f), [f2)=af(@)+Af(y) (1.17)

sont toutes satisfaites si et seulement si f(z) = f(y) = f(2).

2. (<) Supposons que W est une face de P. Cela signifie qu'il existe k hyperplans frontieres
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1.4. Exploration des Polyedres et des Polytopes

F' ..., FF tels que
w=prn (N {F}
i€{1....k}
Soient wy, . .., wy, des réels strictement positifs, et posons Ay = 28 | w;A;, avec Ay # 0.
La forme linéaire définie par f(x) := Ajz admet W comme domaine de maximalité. En
effet, pour tout z € W et tout z € P, on a

f(Z>:A62 = ( f:1wz‘Az‘)tZ = Zlewz‘(zﬁz) = Zlewibz'

> ?:1 Wi (Aix)
> (Zle wiAi>t x
> Alx = f(z).

Corolaire 1.4.20. Soient P un polyedre dans R", f une forme linéaire et xy un point
de P ou f atteint sa valeur maximale sur P. Autrement dit, pour tout point z € P,
f(zo) > f(x). Alors cette valeur maximale est atteinte sur une face entiere de P. En

d’autres termes, il existe une face F' de P telle que

f(zo) = f(y) pour tous y € F.

Définition 1.4.21.

1. Le cone de récession du polyedre P est le polyedre Py = {x € R® : Az <0}.Si

P est un polytope, alors Py ne contient que le point 0, ¢’est-a-dire rang(A) = n.
2. Les éléments de P, sont appelés les rayons de P.

3. Un rayon r de P est appelé un rayon extréme de P s’il n’existe pas deux rayons

distincts r et 7o de P tels que 1 # Ary pour tout A > 0, et r = %7‘1 + %7"2.

o Une autre fagon de caractériser les rayons extrémes d’un polyedre est donnée par

le théoreme suivant :

Théoréme 1.4.22. Soit P un polyedre non vide dans R". Le vecteur
r est un rayon extréme de P si et seulement si 'ensemble {Ar : A > 0}

est une face de dimension 1 de F.
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CHAPITRE 2

ELECANTES APPROCHES POUR
RESOUDRE LES PROBLEMES DE
PROGRAMMATION LINEAIRES

Objectifs

A la Découverte des Mysteres de la Programmation Linéaire : Une Exploration
des Concepts et Techniques Fondamentaux [Ach84; Yil0O; RadO7a; Kuc05]. Nous
entamons notre périple en introduisant les Problemes de Programmation Linéaire
(PPLs) et en scrutant les particularités de leurs solutions. Par la suite, deux mé-
thodes de résolution renommées pour les PPLs prennent place sous les feux des
projecteurs : la méthode du simplexe, ainsi que la méthode adaptée aux cas ou les
variables du probleme linéaire sont soumises a des bornes [Ben05 ; Bib98 ; Rad04;
Dell8a; Radl4; Radlla; Kac2lc; Kac23c]. Ces méthodes fournissent des outils
puissants pour résoudre efficacement les problemes de programmation linéaire, et
leur utilisation s’est largement répandue dans divers domaines.

Sommaire

2.1 Emergence dans le Monde de la Programmation Linéaire . . . . . ... .......
2.1.1  Les Problémes de Programmation Linéaire . . . . . . . ... ... ... ....
2.1.2  Les Points Extrémes et les Solutions Optimales . . . . . . .. ... ... ...
2.2 Méthodes de Recherche Linéaire dans les PPL . . . . . . ... ... ... ... ...
2.2.1  Propriétés des Méthodes de Recherche Linéaire . . . . . . . ... ... . ...
2.2.2  Comparaison avec d’Autres Méthodes d’Optimisation . . . . . . . .. .. ...
2.2.3  La Notion de Métrique dans les Algorithmes d’Optimisation . . . . . . . . ..
2.3 Méthodes de Recherche Linéaire : Méthode du Simplexe et Méthode Adaptée . . . .
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2.1. Emergence dans le Monde de la Programmation Linéaire

2.3.1  Transformation de la Forme Standard a la Forme Canonique d’'un PPL . . . .
2.3.2 La Méthode du Simplexe . . . . . . . . . . L
2.3.3  La Méthode Adaptée . . . . . . . . . . .

2.1 Emergence dans le Monde de la Programmation
Linéaire

A la Quéte des Solutions Optimums : Découvrons les problemes récurrents dans divers
domaines de la vie quotidienne, et comment les résoudre efficacement. Prenons, par exemple,
le probleme d’alimentation ol une nutritionniste ! souhaite concevoir un menu en utilisant deux

aliments principaux A et B, en respectant les contraintes suivantes :

1. Chaque portion de 28 grammes d’aliment A contient 2 unités de matieres grasses, 1 unité

de glucides et 4 unités de protéines.

2. Chaque portion de 28 grammes d’aliment B contient 3 unités de matieres grasses, 3 unités
de glucides et 3 unités de protéines.

3. Le repas ne doit pas dépasser 38 unités de maticres grasses, 32 unités de glucides et 44

unités de protéines.

En tenant compte du colit, ot une once ! d’aliment A cofite 20 DA et une once d’aliment
colite 25 DA, la nutritionniste aspire a déterminer la meilleure répartition en onces de chaque
aliment pour maximiser le colit du repas. Pour atteindre cet objectif, nous transformons ce défi

en un probleme mathématique pur et le résolvons a I’aide de techniques d’optimisation.

o Comment devrions-nous procéder i
2.1.1 Les Problemes de Programmation Linéaire

Au milieu de I’année 1947, le mathématicien George Bernard Dant-
zig eut une idée révolutionnaire : modéliser le probleme de planification
des forces aériennes sous forme d’un systeme d’inéquations linéaires. Cela

I’amena a développer une nouvelle théorie, qu’il consigna dans un docu-

ment intitulé "Programmation dans une structure linéaire". En 1948, il dé-
cida de lui donner le nom que nous connaissons aujourd’hui : "Théorie de la Programmation
Linéaire (PL)" [Dan97 ; Dan03 ; Dan63].

i. Spécialisé dans 1’élaboration de plans alimentaires adaptés aux besoins de santé des individus.
ii. Mesure de la masse, dans le systéeme impérial britannique, correspondant a 28 grammes environ.
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Chapitre 2. Elégantes Approches pour Résoudre les PPLs

(r) En utilisant cette théorie, nous pouvons formuler le probleme d’ali-
w mentation sous forme d’un programme linéaire, ce qui nous permet-
tra de trouver la meilleure répartition en onces de chaque aliment
en maximisant le colit du repas tout en respectant les contraintes

nutritionnelles.

Définition 2.1.1 (Eclaircissement de la Programmation Linéaire). La programma-
tion linéaire représente une discipline au sein de 'optimisation, axée sur la recherche
d’optimums en maximisant ou minimisant une fonction linéaire tout en respectant

des contraintes linéaires. La forme générale d’'un PPL est la suivante :

Trouver les valeurs de x1, 9, ..., z, qui permettent de :

Maximiser (ou minimiser) f(zy,...,z,) = 121 + caxs + ... + cy,

sous les restrictions

anzxr + ... + amz, (,=,>) b
ani + ... + amz, (<,=,>) by
Am1T1 + ... T Ama®n (S? = Z) B

(2.1)
Dans ce probleme, f est la fonction objectif que nous cherchons a maximiser ou
minimiser, et les inégalités a;;z; < b; représentent les contraintes linéaires. Les
coefficients c¢;, a;; et b; sont des constantes réelles. Les indices ¢ et j sont des entiers
naturels, avec i« = 1,....,m et j = 1,...,n, ou n est le nombre de variables de

décision et m est le nombre de contraintes du probléme.

o Dans chaque inégalité du probleme (2.1), on utilise un et un seul des symboles
suivants : < (inférieur ou égal), > (supérieur ou égal), ou = (égal). Ces symboles

définissent le type de contrainte linéaire associée a chaque inégalité.

Soient 1 > 0 et x5 > 0 le nombre d’onces d’aliments A et B, respectivement, qui sont
servis. Le nombre d’unités de matieres grasses contenues dans le repas est 2z + 324, de
sorte que x; et xo doivent satisfaire ’inégalité 22, + 32, < 38. De méme, pour répondre
aux besoins de la nutritionniste en glucides et en protéines, x; et x5 doivent satisfaire les
inégalités x1 + 3zo < 32 et dxy + 3, < 44.
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2.1. Emergence dans le Monde de la Programmation Linéaire

Le cofit du repas, qui doit étre maximisé, est donné par z = 20x; +25x5. Alors, le modele
mathématique se présente comme suit : trouver les valeurs de x; et x5 qui maximisent la

fonction objectif z = 20z, + 254 sous les contraintes suivantes :

21’1 + 31’2 S 38
T+ 3ZL’2 S 32
41 + 319 < 44

xy, w9 > 0.

(2.2)

o On utilisera une méthode appelée la méthode du simplexe pour résoudre le pro-
bleme (2.2). Si le probleme est réalisable, c’est-a-dire s’il a une solution, nous
pourrons fournir a la nutritionniste la solution optimale qui répond a ses exigences

pour le menu. Sinon, elle devra ajuster ses exigences en conséquence.

Terminologies 2.1.2. Voici les terminologies importantes utilisées dans le

contexte de la programmation linéaire :

o La fonction f est appelée la fonction objectif (ou fonction économique).

o Les égalités et /ou inégalités dans (2.1) sont désignées sous le nom de contraintes.
¢ Les variables x4, ..., x, sont appelées variables de décision.

o Une contrainte est qualifiée de linéaire (ou non linéaire) si le c6té gauche de

I'inégalité ou de I’équation dans (2.1) est une fonction linéaire (ou non linéaire).

¢ Si le probleme de programmation contient au moins une contrainte non linéaire

Notez que les contraintes du probleme (2.2) sont linéaires.

ou si la fonction objectif n’est pas linéaire, alors il est qualifié de probleme de

programmation non linéaire.

o Le PPL (2.1) peut étre exprimé sous les deux formes suivantes :

1. La forme standard dans le cas d’un probleme de maximisation :
apnr1 + aprs + ... + apx, < b et x; >0, pour tout 7,j.

2. La forme canonique dans le cas d’un probleme de maximisation :

apnry + apre + ... + apr, = b et x; >0, pour tout i,j.
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Chapitre 2. Elégantes Approches pour Résoudre les PPLs

o Chaque probleme de minimisation peut étre transformé en un probleme de maxi-

misation, et vice versa, en utilisant la propriété suivante :

n n
min E cr; = —max [ — E x| .
x x
i=1 =1

Cela signifie que pour trouver le minimum de la fonction " ; c;x;, on peut re-

chercher le maximum de la fonction — > | ¢;z; et vice versa.

Chaque PPL comportant des variables de signe quelconque peut étre résolu en reformulant
un programme linéaire équivalent, ou toutes les variables sont contraintes d’&tre non négatives.
En outre, il est possible de représenter chaque PPL soit sous une forme standard correspondante,
soit sous une forme canonique correspondante.

En résumé, pour tout PPL donné, il existe un probleme de PL standard (ou un probleme de
PL canonique) dont la solution équivaut a celle du PPL. Pour approfondir ces notions, je vous
recommande de consulter la référence [Kol95]. Cette propriété est cruciale car elle facilite la
résolution et I’optimisation des problémes de programmation linéaire dans des conditions nor-

malisées.

Définition 2.1.3.

1. Un vecteur x dans R" satisfaisant les contraintes d’un probléeme de programma-

tion linéaire est appelé une solution réalisable.

2. Une solution réalisable qui maximise ou minimise la fonction objectif d’un pro-

bleme de programmation linéaire est appelée une solution optimale.

3. Supposons que le PPL est sous forme standard. Alors, I’ensemble
S={zeR" : Az <b, >0}

est appelé région réalisable.

o Il est important de noter que I’ensemble de toutes les solutions possibles d’un

probleme général de PL forme un polyedre convexe.

Le théoréme suivant démontre que si un PPL possede au moins une solution optimale, alors
I’une de ses solutions est un point extréme de la région réalisable !. Cependant, une solution
optimale peut €tre une solution réalisable qui n’est pas un point extréme. Pour élaborer une

méthode de recherche de solutions, il suffit de considérer uniquement les points extrémes. Heu-

iii. Dans R?, un point extréme d’un ensemble est un véritable coin.
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2.1. Emergence dans le Monde de la Programmation Linéaire

reusement, il n’y a qu’un nombre fini de points extrémes, bien que ce nombre puisse étre tres
important. Par la suite, nous expliquerons comment rechercher de maniere méthodique la solu-

tion optimale en examinant les points extrémes en un nombre relativement restreint d’étapes.

Théoréme 2.1.4 (Points extrémes). Soit S la région réalisable d'un PPL général.

1. Si S est un polytope non vide, alors au moins I'une des solutions optimales du
probleme est point extréme de S. Cela implique que la solution optimale est soit un

sommet, soit un point situé sur une aréte du polytope S.

2. Si S est un polyedre non borné et qu’au moins une solution optimale du probleme

existe, alors au moins I'une des solutions optimales est un point extréme de S.

3. Si le probleme n’admet pas de solution optimale, alors cela peut étre dii a deux
raisons : soit S est vide, soit .S est non borné.

: Le théoréme 2.1.4 est essentiel pour comprendre les propriétés de S et détermi-
ner les solutions optimales dans les problemes de PL. Il fournit des indications

importantes pour la recherche et I’analyse des solutions optimales possibles.

Notations 2.1.5. Considérons le probleme de PL suivant sous sa forme standard :

Maximiser f(xy,...,2,) = 121 + Coa + ... + Ty
sous les restrictions
(2.3)
1=1,...,
apnry + ... + apr, < b et x; >0, avec _
.] St 7”
Posons :
ai a2 e Q1n b1 C1 X1
A= , b= , €= =
Al Amo - . Qmn b, Cn Tn

Alors, le probleme (2.3) peut étre réécrit de maniere plus concise comme suit :

max f(z) = @43
Az <b (2.4)
xz > 0.
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Chapitre 2. Elégantes Approches pour Résoudre les PPLs

2.1.2 Les Points Extrémes et les Solutions Optimales

Les points extrémes peuvent €tre difficiles a calculer géométriquement lorsque le probleme
comporte plus de trois variables. Afin de faciliter leur calcul, nous allons fournir une description
algébrique des points extrémes. Cette description repose sur le concept de solution de base d’un
probleme de programmation linéaire. Avant cela, nous présenterons deux théoremes généraux
trés importants concernant les problemes de programmation linéaire.

Considérons le probleme de programmation linéaire sous forme canonique :

max f(z) = ca

Az =b (2.5)
x>0,

ou A est une matrice de taille m x n, c € R", x € R", et b € R™, nous faisons deux hypo-
theses sur la matrice de contraintes A. Premiérement, nous supposons que le nombre de lignes
est inférieur ou égal au nombre de colonnes (m < n)v. Deuxiémement, nous supposons que
A contient m vecteurs colonnes qui sont linéairement indépendants, c’est-a-dire que le rang
de A est égal a m. Nous pouvons toujours renuméroter les colonnes de A (en réorganisant les
composantes de x), de sorte que les dernieres m colonnes de A soient linéairement indépen-
dantes. Ces hypotheses sont toujours vérifiées pour un probleme de programmation linéaire
sous forme canonique qui découle d’un probleme sous forme standard. Les deux théoremes sui-
vants établissent un lien direct entre les points extrémes et la solution optimale d’un probleme

de programmation linéaire canonique.

Théoréme 2.1.6.

1. Supposons que
(a) Les m dernieres colonnes ay, ..., a, de A sont linéairement indépendantes.
(b) Soit y € R™, tel que y; > 0 pour tout 7 = 1,...,m vérifiant :
Y161 + . .. + YmQm = b.
Alors, le point =z = (0,0,...,0,91,%2,...,Ym) est un point extréme de la région
réalisable associée au probleme (2.5).

2. Inversement, si © = (x1, 2, ...,x,) est un point extréme de la région réalisable
associée au probleme (2.5), alors les colonnes de A qui correspondent a z; > 0

forment un ensemble de vecteurs de R™ linéairement indépendants.

Démonstration. Veuillez consulter le premier chapitre de [Kol95]. m

iv. Afin d’assurer que la région réalisable n’est pas vide, voir les propriétés 1.4.4.

40

Vo ¥ Emails : Kaci.mustapha.95@gmail.com / Mustapha.kaci@univ-usto.dz
@ & Mon Site Web : http://sites.google.com/view/kaci-mustapha




2.1. Emergence dans le Monde de la Programmation Linéaire

Théoreme 2.1.7. Dans tout point extréme de la région réalisable associée au pro-
bleme (2.5), au plus m composantes peuvent étre positives, et les autres (n — m

composantes) sont égales a zéro.

0 En exploitant les décompositions (1.1) et (1.2), nous réécrivons le systeme d’équa-

tions Az = b de la maniére suivante :

ABIB+AN:UN =b. (26)

Définition 2.1.8. Supposons que Ap est inversible et xy = 0. Dans ce cas, le

N

systeme (2.6) admet une unique solution donnée par (zg,zy), ou :
_ 24—l

On peut alors définir les termes suivants :

¢ Les composantes de xp sont appelées variables basiques.

¢ Les composantes de x sont appelées variables non basiques.
o Le vecteur x = (zp,xy) est appelé solution basique.

¢ Une solution basique et réalisable est appelée solution de base réalisable, c¢’est-a-

dire une solution qui est a la fois réalisable et basique.

o Une solution de base réalisable est particulierement importante dans la résolution
des problemes de PL car elle représente un point extréme de la région réalisable.
En effet, la combinaison des variables basiques fixées a leurs valeurs optimales

(déterminées par x5 = Ap'b) et des variables non basiques fixées a zéro forme un

point de la région réalisable qui correspond a une solution optimale.

Théoréme 2.1.9. Le probléeme de programmation linéaire (2.5) admet un nombre

n!

fini de solutions basiques, égal au maximum a (") = —>—;.
) m m!(n—m)!

De plus, il existe une correspondance bijective entre les solutions de base réalisables
et les points extrémes de la région réalisable. Cela signifie que chaque solution de
base réalisable est un point extréme et réciproquement, chaque point extréme est

une solution de base réalisable.
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Chapitre 2. Elégantes Approches pour Résoudre les PPLs

2.2 Meéthodes de Recherche Linéaire dans les PPL

Les problemes d’optimisation linéaire jouent un role essentiel dans de nombreux domaines
tels que I’économie, I’'ingénierie, la logistique, la finance et bien d’autres. Ces problemes consistent
a trouver la meilleure valeur d’une fonction linéaire, appelée fonction objectif, tout en respec-
tant un ensemble de contraintes linéaires qui définissent la région réalisable du probleme. Pour
résoudre ces problemes d’optimisation linéaire, on utilise des méthodes de recherche linéaire.

Ces approches itératives explorent la région réalisable pour atteindre la solution optimale.

2.2.1 Propriétés des Méthodes de Recherche Linéaire

La recherche linéaire est une méthode itérative utilisée pour explorer une région convexe
afin de trouver le point optimal qui maximise ou minimise la fonction objectif. Dans le cas des
problémes d’optimisation linéaire, la région réalisable est un polytope convexe défini par des
contraintes linéaires. Les méthodes de recherche linéaire se déplacent le long des arétes de ce
polytope en utilisant des pivots pour atteindre la solution optimale. Elles présentent plusieurs
propriétés et avantages. Ces méthodes garantissent la convergence vers une solution optimale
pour les problemes d’optimisation linéaire convexes. De plus, elles sont efficaces pour résoudre

des problemes de grande taille avec un nombre élevé de variables et de contraintes.

2.2.2 Comparaison avec d’Autres Méthodes d’Optimisation

Dans cette section, nous examinerons différentes méthodes d’optimisation, notamment les
méthodes de recherche linéaire, et les comparerons avec d’autres approches utilisées pour ré-
soudre des problemes d’optimisation. Chaque méthode possede des avantages et des inconvé-

nients, et leur choix dépend de la nature du probleme a résoudre et des contraintes spécifiques.

2.2.2.1 Méthodes de Recherche Linéaire (y compris le Simplexe)

Les méthodes de recherche linéaire, dont le Simplexe est un exemple emblématique, sont
spécialement congues pour résoudre des problemes d’optimisation linéaire ou la fonction ob-
jectif et les contraintes sont linéaires. Leur efficacité réside dans leur capacité a explorer direc-
tement les régions convexes, permettant ainsi une convergence rapide vers la solution optimale.
Le Simplexe est largement utilisé et tres efficace pour les problemes d’optimisation linéaire.
Cependant, ces méthodes peuvent rencontrer des limitations lorsqu’elles sont appliquées a des
problémes non linéaires, car elles risquent de converger vers des solutions locales plutot que la

solution globale.
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2.2. Méthodes de Recherche Linéaire dans les PPL

2.2.2.2 Meéthodes de Gradient

Les méthodes de gradient sont principalement utilisées pour résoudre des problemes d’opti-
misation non linéaire. Elles impliquent le calcul itératif des gradients pour déterminer la direc-
tion de recherche vers la solution optimale. Ces méthodes peuvent €tre tres efficaces pour des
problemes avec des fonctions continues et dérivables, mais elles peuvent également présenter
des problemes de convergence vers des solutions locales. Le choix du point de départ est crucial
pour obtenir la meilleure solution possible, et certaines variantes de ces méthodes permettent de

surmonter ce probleme.

2.2.2.3 Programmation Dynamique

La programmation dynamique est une approche puissante pour résoudre des problemes
d’optimisation en décomposant le probleme en sous-problemes plus petits et en construisant
la solution globale a partir des résultats de ces sous-problemes. Cette méthode est particuliere-

ment utile pour les problemes de grande taille avec des structures récurrentes.

2.2.2.4 Algorithmes d’Enumération

Les algorithmes d’énumération examinent de maniere exhaustive toutes les combinaisons
possibles des variables pour trouver la solution optimale. Ces méthodes sont particulicrement
adaptées aux problemes de petite taille ou I’espace de recherche est limité. Cependant, pour les
problemes de grande dimension, ces méthodes deviennent rapidement inefficaces en raison de

la complexité combinatoire, ce qui les rend moins appropriées pour ces cas.

2.2.2.5 Meéthodes Heuristiques

Les méthodes heuristiques sont des approches pragmatiques qui visent a trouver des solu-
tions satisfaisantes sans garantie de trouver la solution optimale. Elles sont souvent utilisées
pour résoudre des problemes complexes et de grande dimension ou les méthodes classiques
peuvent étre inefficaces. Les méthodes heuristiques sont capables de converger rapidement vers
une solution, mais le résultat obtenu peut varier en fonction des parametres de la méthode et de
la nature du probleme.

2.2.2.6 Meétaheuristiques

Les métaheuristiques sont des techniques d’optimisation basées sur des principes d’appren-
tissage, de recherche aléatoire ou d’évolution. Elles sont capables de surmonter les pieges lo-
caux et offrent une approche plus globale pour résoudre des problemes d’optimisation com-
plexes. Les métaheuristiques sont particulierement utiles lorsque les méthodes classiques ne
donnent pas de résultats satisfaisants, mais elles nécessitent souvent un grand nombre d’itéra-

tions pour converger vers une solution acceptable.
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Chapitre 2. Elégantes Approches pour Résoudre les PPLs

2.2.3 La Notion de Métrique dans les Algorithmes d’Optimisa-
tion

Dans le domaine de I’optimisation, la métrique joue un role fondamental pour guider les
algorithmes vers des solutions optimales en évaluant la distance ou le changement entre diffé-
rents points dans I’espace des solutions. Elle permet de déterminer la direction de déplacement
des variables lors des itérations de 1’algorithme afin de converger vers une solution optimale.

2.2.3.1 Définition de la Métrique

La métrique, dans le contexte de I’optimisation, est une mesure ou une regle qui permet de
quantifier la variation entre deux points dans I’espace des solutions. Elle s’exprime générale-
ment sous forme de formule mathématique qui prend en compte les caractéristiques spécifiques

du probleme d’optimisation.

2.2.3.2 La Métrique du Simplexe dans le Simplexe Classique

Dans la méthode du simplexe classique, la métrique du simplexe est utilisée pour choisir
une variable entrante et une variable sortante a chaque itération. Elle permet de se déplacer le
long des arétes du polyedre défini par les contraintes du probleme. La métrique du simplexe
assure que le déplacement entre deux points dans I’espace des solutions se fait le long d’une

direction admissible, respectant les contraintes.

2.2.3.3 Utilisation de la Métrique dans I’Optimisation Linéaire a Variables

Bornées

Dans le cas de I’optimisation linéaire a variables bornées, la métrique est utilisée pour dé-
terminer la direction d’amélioration a partir d’un plan support donné vers un nouveau plan sup-
port. Elle est essentielle pour guider 1’algorithme vers des solutions réalisables qui respectent

les contraintes et les bornes sur les variables.

2.2.3.4 Meétrique Adaptée du Simplexe dans la Méthode de Gabasov

Dans la méthode adaptée de Gabasov, la métrique du simplexe est adaptée spécifiquement
pour cette approche itérative. Contrairement au simplexe classique, cette métrique peut faire
varier plusieurs indices simultanément lors des itérations. Elle est congue pour permettre des
variations adaptées des variables en fonction du plan support actuel. Cela rend I’algorithme plus
efficace et capable de gérer des problemes de grande taille avec un grand nombre de variables
et de contraintes.
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2.3 Meéthodes de Recherche Linéaire : Méthode du
Simplexe et Méthode Adaptée

L’ approche fondamentale sur laquelle repose la méthode du simplexe et la méthode adaptée
de R. Gabasov est la méthode de recherche linéaire pour trouver une distance optimale le long
de la direction donnée tout en restant dans la région réalisable S. Cette méthode est couramment

utilisée dans les algorithmes d’optimisation sous contraintes.

Les étapes générales pour effectuer une recherche linéaire dans la direc-
tion d donnée

1. Choisissez une direction d € R" dans laquelle vous souhaitez vous déplacer tout en

améliorant la valeur de la fonction objectif.

2. Déterminez une distance maximale que vous pouvez parcourir le long de cette direc-
tion sans quitter la région réalisable S. Cela peut étre obtenu en résolvant un probleme

d’optimisation sous contraintes, ou la contrainte est de rester dans la région réalisable S.

3. Effectuez une recherche linéaire dans la direction d en utilisant la distance maximale
calculée a I’étape précédente. L’idée est de trouver une distance optimale le long de
la direction d qui permet d’augmenter la valeur de la fonction objectif sans violer les
contraintes de la région réalisable S.

4. Mettez a jour la solution réalisable x en vous déplacant le long de la direction d avec

la distance optimale trouvée a I’étape précédente.

5. Répétez les étapes 2 a 4 jusqu’a ce que vous atteigniez un critere d’arrét spécifié.

Attention : Toute cette section et ce travail se focalisent spécifiquement sur les cri-
A teres d’optimalité et les méthodes congus pour résoudre des probleémes de maxi-
misation. Les approches pour les problemes de minimisation peuvent présenter
des l1égeres différences, telles que le changement de signe des vecteurs d’estima-

tion et I’inversion des inégalités. Cependant, les principes fondamentaux restent

généralement similaires.

2.3.1 Transformation de la Forme Standard a la Forme Cano-
nique d’un PPL

Le passage de la forme standard d’un programme linéaire a la forme canonique revét une
grande importance dans la résolution efficace de problémes d’optimisation linéaire. La forme
standard consiste a transformer les contraintes d’inégalités en égalités en introduisant des va-

riables d’écart et des variables artificielles. Une fois que le programme linéaire est exprimé en
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Chapitre 2. Elégantes Approches pour Résoudre les PPLs

forme canonique, il devient plus facile de 1’analyser et de 1’utiliser avec des méthodes d’opti-
misation telles que le Simplexe ou d’autres algorithmes linéaires.

La forme canonique est particulierement utile pour plusieurs raisons :

1. Les algorithmes d’optimisation linéaire, comme le Simplexe, sont spécialement congus pour
résoudre des problemes exprimés sous forme canonique. Cette représentation facilite grande-

ment la résolution du probleme en utilisant directement ces algorithmes.

2. Stabilité numérique améliorée, réduisant les risques de divergence ou de comportement in-

stable lors des calculs.

3. Interprétation et analyse simplifiées grace aux variables d’écart et aux variables artificielles,
permettant de mieux comprendre les contraintes et les conditions du probleme. Cela facilite

I’interprétation des résultats et I’analyse des solutions optimales.

O

Considérons maintenant le PPL sous forme standard suivant :

Nous supposerons que b > 0. Pour le cas général, ou b peut avoir des valeurs né-

gatives, on peut introduire des variables artificielles, comme décrit dans [Dan97].

maxf(z) = e

Az <b (2.7)
x>0,

ot A est une matrice de taille m x n,c € R", x € R", et b € R™. Pour obtenir la forme
canonique du probleme (2.7), il est possible d’introduire des variables d’écart e, . . ., e, de la

manieére suivante :

max f(z) = &

Az =b (2.8)
x>0,

ou A = (A, IdR'm), dans ce cas est une matrice de taille m x (n +m), ¢ € R""™, x € R™™,

et Idpm est la matrice identité de taille m x m, définie comme suit :

C1 T
Co T

a1 Q2 ... Qip 10 ... 0
, a a ... ay, O 1 ... 0 " n
A:(A,IdRm): 21 22 2 = c R T
: : : I : 0 el
Aml Am2 -+ Qmn 0 0 ... 1 0 €2
0 em
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2.3. Méthodes de Recherche Linéaire : Méthode du Simplexe et Méthode Adaptée

o Notons S la région réalisable du probleme (2.8), définie par :

S::{xeRn+m . Az =0, 3520}.

Définition 2.3.1. Deux points extrémes distincts dans S sont dits adjacents s’ils
ne different que d’une et une seule variable de base, en tant que solutions de base

réalisables.

2.3.2 La Méthode du Simplexe

Dans cette section, nous explorerons la méthode du simplexe, une avancée développée
par George Dantzig en 1947 pour résoudre les problemes de programmation linéaire [Eva73;
Wol59]. Les solutions de tels problemes se trouvent aux points extrémes de I’ensemble des solu-
tions réalisables. La méthode consiste a systématiquement déterminer ces points extrémes dans
un ordre particulier, permettant ainsi de trouver une solution optimale en un minimum d’ité-
rations. Nous nous concentrons sur les problemes formulés sous forme canonique, car cette
approche facilite la recherche d’un point de départ adéquat. Pour les problemes de programma-

tion linéaire en forme générale, nous renvoyons le lecteur a [Dan97].

2.3.2.1 Le Fondement de I’Algorithme : Comprendre son Principe Fonda-

mental

L’algorithme du simplexe se déroule en deux étapes. Tout d’abord, il permet de vérifier si
une solution de base réalisable donnée est optimale. Ensuite, il vise a obtenir une solution de
base réalisable adjacente ayant une valeur égale ou supérieure pour la fonction objectif.

Dans la pratique, la méthode du simplexe n’examine pas toutes les solutions de base possibles,
ce qui serait généralement impraticable. Au lieu de cela, elle se concentre sur un nombre relati-

vement restreint de solutions potentielles, rendant ainsi le processus de résolution plus efficace.

2.3.2.2 Exploration de I’Algorithme du Simplexe

L’approche sur laquelle le Simplexe est basé est la méthode de recherche linéaire en utilisant
des pivots pour se déplacer le long des arétes de la région réalisable d’un probleme d’optimi-
sation linéaire. Le Simplexe est un algorithme classique utilisé pour résoudre des problemes
d’optimisation linéaire ou 1’objectif est de maximiser ou minimiser une fonction linéaire sous

des contraintes linéaires.
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Chapitre 2.

Elégantes Approches pour Résoudre les PPLs

direction
admissible

direction non
admissible

/]
/

toutes les
directions sont

/- 1 admissibles

direction
admissible

Figure 2.1 — Directions admissibles

Un apercu de I’approche du Simplexe

1. Initialisation : Commencez avec une solution réalisable du probleme. Le Simplexe

débute généralement a un sommet de la région réalisable.

2. Recherche de la direction : Le Simplexe sélectionne une direction le long de laquelle il
peut déplacer la solution vers un sommet voisin tout en améliorant la valeur de la fonction
objectif.

3. Pivot : Le Simplexe utilise une regle de pivot pour déterminer quelle variable doit
quitter la base et quelle variable doit y entrer afin de se déplacer vers le sommet voisin
tout en restant dans la région réalisable. Cela garantit que les contraintes du probleme
sont toujours satisfaites.

4. Mise a jour de la solution : La solution est mise a jour en déplacant le long de la
direction choisie lors de I’étape de pivot.
5. Répétition : Les étapes 2 a 4 sont répétées jusqu’a ce qu’une solution optimale soit

atteinte ou qu’une solution optimale soit déterminée comme non réalisable.

Le Simplexe itere a travers les sommets de la région réalisable jusqu’a atteindre une solution

optimale. En raison de la stratégie de recherche linéaire et de la sélection judicieuse des pivots,

le Simplexe converge généralement vers une solution optimale dans un nombre fini d’itérations

pour les problemes d’optimisation linéaire bien formulés.

D’autres approches modernes, comme la programmation linéaire en nombres entiers et mixtes,

sont utilisées pour des problemes plus complexes.

Définition 2.3.2 (Direction admissible). Soit z un élément du polyedre S. On
définit un vecteur d € R"™™ comme étant une direction admissible en z s’il existe
un scalaire positif 6 tel que le point x+ 6d soit également admissible, ¢’est-a-dire que
x4+ 60d € S. En d’autres termes, le vecteur d représente une direction dans laquelle

on peut se déplacer depuis = tout en restant dans le polyedre S.
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2.3. Méthodes de Recherche Linéaire : Méthode du Simplexe et Méthode Adaptée

Définition 2.3.3 (Solution de base admissible non dégénérée). Une solution de base
admissible non dégénérée est définie comme étant une solution de base réalisable
dont toutes les variables basiques sont strictement positives, c’est-a-dire g > 0. Si
au moins une variable basique est égale a zéro, la solution de base est considérée

comme dégénérée.

0 ¢ Variables de base zp : Ce sont celles qui prennent des valeurs non nulles
dans une solution de base admissible non dégénérée, déterminant les valeurs des

contraintes.

¢ Variables hors base z : Ce sont celles qui ont des valeurs nulles dans une so-
lution de base et peuvent étre modifiées pour explorer différentes solutions ou

atteindre I’optimalité en utilisant la méthode du Simplexe.

Navigation dans la région réalisable S : La i¢™¢ direction de base

Pour déterminer = + 6d, on choisit d’abord une variable d’indice ¢y € Jy (hors base) qui
vaut 0. Ensuite, on augmente sa valeur jusqu’a atteindre ¢, tout en maintenant les autres
variables hors base a zéro. Autrement dit, on affecte la valeur 1 a d;,, et pour tout indice
de variable non basique ¢ différent de 7y, on lui attribue la valeur zéro. Ainsi, on définit

d comme suit :

1, st =1

o pour tout ¢ € Jy.
0, si i#4

Pour rester confiné dans S, la solution x + 6d doit satisfaire les contraintes linéaires :
Alx+0d)=b & Az+0Ad=b & b+0Ad=b <& Ad=0. (2.9)
En utilisant la décomposition (1.1), la condition (2.9) devient

Ad=0& Zaldz—k Z(sz220<:> ZCLidi—FCLiodiO:0<:>ABdB+ai0:07

i€Jp i€JN i€Jp

d’ou :

dp = —Az'a,,. (2.10)

dp est ce qu’on appelle la 5™ direction de base.
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Chapitre 2. Elégantes Approches pour Résoudre les PPLs

La i¢™e direction de base : Contraintes satisfaites, variables non basiques

positives

La #5™ direction de base dp garantit que les contraintes d’égalité seront satisfaites lorsque
I’on s’éloigne de x le long de d, tout en assurant que les composantes non basiques z;+60d;
resteront positives ou nulles. x;, était nul et devient z;, + 6, qui est un nombre positif. z;
pour i # ig restent a zéro car d; = 0. Si de plus, x est une solution de base admissible
non dégénérée (rp > 0), alors lorsque 6 est suffisamment petit, les variables basiques

resteront positives, c’est-a-dire :

rp + 6dg > 0.

g Attention, en cas de dégénérescence d’une solution de base admissible, la direc-
tion d ne sera pas toujours admissible. Cela se produit lorsque au moins une des
variables de base est égale a zéro et que la composante correspondante de la direc-

tion d est négative.

Proposition 2.3.4. Si z est une solution de base admissible non dégénérée, alors
chaque direction de base correspondant a un indice de base 7 € Jg est admissible

en x.

Effet du déplacement dans une direction admissible sur la fonction ob-
jectif
Examinons maintenant I’effet du déplacement le long d’une direction admissible d sur

la fonction objectif. Lorsque nous quittons x et nous déplacons dans la direction d sur la

région réalisable S, la fonction objectif subit une modification donnée par :
c(z +0d) = 'z + 0c'd.

Nous observons 1’apparition d’un nouveau terme fc'd qui est ajouté a I’ancienne valeur
de la fonction objectif en z. Ce terme représente le taux de modification de la valeur de la
fonction objectif le long de d. En utilisant la décomposition (1.1) et la définition de d,

on obtient :
n n
t t
dd=> cadi+ > cdi= > cdi+ ¢y = gdp + ¢4y,
i€Jp i€Jn i€Jp

ou 7, est I’indice correspondant a une variable non basique choisie pour la direction d.
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2.3. Méthodes de Recherche Linéaire : Méthode du Simplexe et Méthode Adaptée

En substituant dz donné par (2.10), nous obtenons :

¢, — CAgla; si ip € Jy,
dd=4 © TE (2.11)
0 si io S JB.

En effet, si ¢ est un indice correspondant a une variable basique, alors Aglaio = ¢;,, Ol

;eme

e;, est la g™ colonne de la matrice identité de taille m. Cela donne :

t t =1l t
c'd=c;, — cgAg a;, = ciy — Cg€i, = Ciy — Ciy = 0.

Cela signifie que si la variable choisie ¢y pour la direction d est une variable ba-
0 sique, alors le taux de modification de la fonction objectif sera nul, ¢’est-a-dire
qu’elle ne change pas le long de cette direction. En revanche, si 7y correspond a
une variable non basique, le taux de modification de la fonction objectif sera donné

t A-1
par ¢;, — cgAg a;,.

Définition 2.3.5 (Taux d’accroissement de la fonction objectif). On appelle taux

d’accroissement de la fonction objectif le vecteur défini dans (2.11), noté par "E".

Théoréme 2.3.6 (Conditions d’optimalité). Soient x une solution de base admis-
sible, Ap la matrice de base associée, et "E" le taux d’accroissement de la fonction

objectif correspondant. Alors :
1. Si E <0V, alors x est une solution optimale.

2. Inversement, si x est une solution optimale et non dégénérée, alors E < 0.

v. Il est intéressant de souligner le fait que la condition E < 0 pour une solution optimale
devient E > 0 dans le cas de minimisation.

Vers 'optimalité : Sélection de la direction admissible avec le simplexe

Supposons qu’aucune solution de base admissible ne soit dégénérée. Etant donné une
solution de base admissible z, on calcule les taux d’accroissement E; pour les variables
hors base. Si tous les taux d’accroissement sont négatifs, alors = est une solution optimale
et I’algorithme s’arréte.

Sinon, il existe une variable hors base z;, dont le taux d’accroissement E;; est positif.
Dans ce cas, la g™ direction de base est une direction admissible le long de laquelle le

taux d’accroissement E;, augmente, ce qui signifie que z;, entre dans la base.
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Chapitre 2. Elégantes Approches pour Résoudre les PPLs

Cependant, pour rester dans la région réalisable S tout en allant le plus loin possible dans

la direction d, nous devons trouver un 6, tel que :
Op=max{0 >0 : z+0deS}.

Si d > 0, alors nous sommes toujours dans S (car x + #d > 0), mais dans ce cas, S n’est
pas borné, et I’algorithme s’arréte.

Sinon, d a une composante négative d’indice ¢, et la contrainte x; + 6d; > 0 devient :

o Il est important de noter que si z; est une variable hors base, alors d; > 0 (car

d; = 0oud; = 1), et donc, il suffit de considérer les variables de base :

0 — . ( %)
0_{di<r(I)1:1iIéJB} d;) "

Comme x est non dégénéré (xp > 0), cela garantit que 6y > 0 pour tout ¢ € Jp.

Finalement, si la 5™ direction de base d et j, est un indice tel que :

Op=—-2=  min =2
djo {jeJp:d;<0} dj

alors on dit que z;, entre dans la base et zj, sort de la base. Cela nous permet de
réaliser un pivot pour passer a la prochaine solution de base admissible et continuer

I’algorithme jusqu’a atteindre une solution optimale.

L’algorithme 1 est exécuté pour obtenir une séquence de solutions de base admissibles jus-
qu’a ce qu’une solution optimale soit atteinte. Cependant, dans certaines situations, la méthode
peut ne pas converger ou rencontrer des cas de dégénérescence, ce qui peut poser des défis
supplémentaires. Pour pallier ces problemes, des techniques spéciales peuvent €tre mises en
ceuvre. Par exemple, pour les problemes de convergence, il est possible de modifier les regles
de sélection des variables entrantes ou sortantes, d’ajuster les valeurs initiales ou d’explorer des

méthodes alternatives pour trouver une solution réalisable.
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2.3. Méthodes de Recherche Linéaire : Méthode du Simplexe et Méthode Adaptée

Algorithme 1 Algorithme du simplexe mono-critere

Entrée : Matrice A, Vecteur ¢, Vecteur b

Sortie : Solution optimale x

Etape 1 : Choisir une base Jp (ensemble d’indices basiques) et calculer la
solution de base admissible x associée a Ap

Etape 2 : Calculer les taux d’accroissements E; pour chaque indice i € Jy
hors base : E; = ¢; — c!Azta;

tant que il existe un indice v € Jy tel que E; > 0 faire

1. Choisir ig tel que E;; > 0 et calculer la i5™° direction de base :
dB = Aélaio

si aucune composante de dg n’est négative alors
Le taux d’accroissement est optimal et infini

Le probleme n’a pas de solution optimale
Renvoyer x
fin

2. Calculer le pas d’optimisation 6 :

0y = —% = min{—% :dj <0, pour tous j € JB}
0

3. Former une nouvelle base en remplacant a;, par a;,
4. Si y est la nouvelle solution de base admissible, les valeurs des nouvelles
variables basiques sont :

o yjo = 60.

o Yip = Tiy + eodio

fin

Outre la méthode que nous venons de présenter, il existe plusieurs procédures plus avancées
et polyvalentes. Le simplexe du grand M est I'une de ces approches, exploitant le concept de
variables artificielles ¥ [Kol95]. Une autre méthode est celle du simplexe multi-critére, particu-

vii

lierement utile pour résoudre des problemes de programmation multi-critere V.

vi. Ces variables sont introduites dans le programme initial pour surmonter certaines limitations de la
méthode standard.
vii. Ce type de programmation gere des objectifs multiples, comme expliqué dans le chapitre 4.
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Chapitre 2. Elégantes Approches pour Résoudre les PPLs

’ Bien que nous n’examinerons pas ces méthodes en détail, elles seront utilisées
implicitement pour résoudre certains exemples complexes.

o La métrique dans cet algorithme est implémentée de facon implicite a travers les
taux d’accroissements E; calculés a I’étape 2. Ces taux mesurent la variation de la

fonction objectif ¢’z lorsque les variables z; changent d’une petite quantité.

2.3.2.3 Analyse de la Complexité du Simplexe et Perspectives d’Approches
Alternatives

L’approche du Simplexe est basée sur une méthode de recherche linéaire utilisant des pivots
pour se déplacer le long des arétes de la région réalisable d’un probléme d’optimisation linéaire.
Cet algorithme classique est utilisé pour résoudre des problemes ou I’objectif est de maximiser
ou minimiser une fonction linéaire sous des contraintes linéaires.

Il est important de noter que le comportement du Simplexe peut varier selon les problemes
spécifiques. En moyenne, pour certains problemes bien formulés, le Simplexe peut avoir une
complexité linéaire, ce qui signifie que le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre la so-
lution optimale croit linéairement avec la taille du probleme. Cependant, dans le pire des cas,
la complexité peut tre exponentielle, ce qui signifie que le nombre d’itérations peut croitre de
maniere exponentielle avec la taille du probleme.

Cependant, malgré son comportement en moyenne linéaire, le Simplexe peut rencontrer des cas
ou le nombre d’itérations devient prohibitif pour les problemes de grande taille, ce qui le rend

moins efficace que certaines autres approches pour les problemes particulierement difficiles.

2.3.2.4 Exemple d’Application de la Méthode du Simplexe

Considérons le probleme (2.2) formulé par la nutritionniste. Avant d’appliquer la méthode
du simplexe, nous devons d’abord le transformer en une forme canonique en introduisant les

variables d’écart. Ainsi, nous obtenons :

max f(z) = ca

Az =b (2.12)
x>0,
ol

20 T
23100 38 25 To
A=11 3 01 0|, b= 32 |, c= , T =1 e
4 3 0 0 1 44 0 e
0 €3
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2.3. Méthodes de Recherche Linéaire : Méthode du Simplexe et Méthode Adaptée

Phase 1 : (Test du premier point extréme)
L’ensemble des indices de base et la matrice de base associée sont :

1 00
Jy={1,2}, Jp=1{3,4,5}, Ag=] 0 1 0
0 01
La solution réalisable initiale z° est :
0
0
vp = (Ag'b) =b, 2= 38
32
44

Les composantes non basiques du taux d’accroissement de f sont : t{ = 20 > 0, 9 =

25 > 0. Alors, z° n’est pas une solution optimale.

Phase 2 : (Début des itérations du simplexe)

Itération 1

o La 1% direction de base admissible est :

0

| —2 0

dy = ( ) , dp = —Aglal =| -1, d=1] -2
0 —4 —1

—4

¢ Le taux d’accroissement maximale 6, est : 6y = min {14,32, 11} = 11, j, = 5.

o La nouvelle solution réalisable x! est :

0 1 11
0 0 0
ot =2+ 0d=| 38 |+11| =2 | =] 16
32 —1 21
44 —4 0

o Les composantes non basiques du taux d’accroissement de f sont : ¢} = 10 >

0,td = =5 < 0,iy = 1. Alors, z; n’est pas une solution optimale.
2
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Chapitre 2. Elégantes Approches pour Résoudre les PPLs

¢ Le nouvel ensemble des indices de base et la matrice de base associée sont :

. . 2
In = In\{io} U {jo} = {2,5} 00
. ' , =111 0
Jp = Jp\ Lo} U {io} = {1,3,4) Lo
Itération 2
o La 2°™ direction de base admissible est :
_3
; 1
1 3 3
dN = 0 9 dB = —5 o d == _5
9 _9
-2 .
0

¢ Le taux d’accroissement maximal 6; est : 6; = min {%, 4, —} =4, 7, =3.

¢ La nouvelle solution réalisable z2 est :

11 -3 8
0 1 4
2=zt+0d=1| 6 | +4 —3 =110
21 9 12
0 0 0

o Les composantes non basiques du taux d’accroissement de f sont : 12 =

—% <0,t2 = —g < 0. D’ou, 22 est une solution optimale.

Figure 2.2 — Résolution du probleme (2.12)

avec la méthode du simplexe <7 - > = =

Répartition idéale des aliments pour une solution équilibrée (2.2)

La nutritionniste devra servir 8 onces d’aliments A et 4 onces d’aliments
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2.3. Méthodes de Recherche Linéaire : Méthode du Simplexe et Méthode Adaptée

2.3.3 La Méthode Adaptée

Dans cette section, nous aurons le privilege de découvrir une méthode
singuliere et efficace, spécialement congue pour résoudre avec brio les pro-
blemes de programmation linéaire a variables bornées. Cette approche nu-

mérique, fruit des travaux éminents de R. Gabasov, EM. Kirillova et O. 1.

Kostyukova a la fin des années 1980 [Gab95 ; Gab78], s’est révélée Etre une
véritable pépite de polyvalence. Au fil des ans, elle a transcendé les frontieres de la discipline
pour aborder avec succes un éventail diversifié de domaines, notamment la programmation li-
néaire, la programmation quadratique [Eav71; Syal7], le contrdle optimal [Gab78 ; Gab80], et
méme la Programmation Linéaire Multi-Objectifs (PLMO) [Del18b; Rad11b].
Ainsi, au fil de cette section, nous explorerons les contours délicats de cette méthode éminente,
en présentant de maniere synthétique I’algorithme sous-jacent. Toutefois, pour les esprits cu-
rieux en quéte de fondements théoriques plus approfondis, nous ne saurions trop recommander
la lecture attentive de la référence bibliographique de R. Gabasov [Gab95].

Sous la lumiere éclairante de cette méthode innovante, nous examinerons désormais un
probleme de programmation linéaire a variables bornées, dont la formulation se présente sous

la forme canonique suivante :

max f(z) = @4

Axz =1b (2.13)
[ <x<u.

Les vecteurs c et b sont de dimensions n et m respectivement. La matrice A, de taille m x n,
présente une particularité intéressante : son rang est €gal a m et satisfait m < n. Quant aux

vecteurs [ et u, appartenant a I’espace réel R", avec la condition que ||| < oo et |ju]] < oo.

Définition 2.3.7.

1. Un vecteur z qui satisfait les contraintes du probleme (2.13) est désigné sous le
nom de solution réalisable ou simplement plan. L’ensemble de toutes les solutions

réalisables est appelé région réalisable, défini comme suit :
S:={xeR” : Ar=0b, | <z<u}.

2. Une solution réalisable z° est qualifiée d’optimale si elle satisfait 1’équation sui-

vante :
0
T ) =max J(x).
£(a°) = max f(z)
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Chapitre 2. Elégantes Approches pour Résoudre les PPLs

3. Une solution réalisable z. est dite e—optimale ou sous-optimale si elle vérifie 1’inéga-

lité suivante : f(2°) — f(z.) = cfa® — cfz. < ¢, ou 20 est une solution optimale pour le
probleme (2.13) et e est un nombre strictement positif préalablement choisi.

4. Soit Jp un ensemble d’indices, tel que |Jg| = m, alors Jp est qualifié de support si la
matrice Apg est inversible.

5. Le couple {z, Jp}, composé d’un plan z et d’un support .Jp, est appelé plan support.
Un plan support est considéré comme non-dégénéré si les conditions suivantes sont satis-
faites :

I <z <wu;, je Jp.

2.3.3.1 Estimation de Sous-optimalité

0

Considérons {z, .Jg} comme un plan support du probleme (2.13) et z° comme un plan

quelconque tel que 2° = x+Axz. Alors, I’accroissement de la fonction objectif peut étre exprimé
comme suit :

Af(z) = f(2°) — f(z) =2’ -z =¢ (xo — x) = d'Az. (2.14)
De plus, on peut observer que :
AAx:A(xo—x) = Az’ — Az =b—-b=0.

Ce qui signifie que :
ABAI‘B + ANAﬁN = 0.

En conséquence, on peut exprimer Az g en fonction de Az :
Azp = —Az'AnAzy. (2.15)
En remplacant Az dans 1’équation (2.14), on obtient :
Af(x) =cdAx = dgAzp + yAxy
= —cBAG AnAzy + cyAxy.

Ce qui nous permet de réécrire 1’accroissement de la fonction objectif sous la forme suivante :

Af(zx)=— (c’jBATBIAN — cf,v) Azy. (2.16)
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2.3. Méthodes de Recherche Linéaire : Méthode du Simplexe et Méthode Adaptée

Pour simplifier davantage notre analyse, nous introduisons le vecteur des potentiels K et le

vecteur des estimations £ définis comme suit :

Kb = dyA5!, E'= K'A— ¢ = (B, )

Efy = chAR'Ay —dy,
EY = cyAz'Ag — ;= 0.
Finalement, en utilisant ces notations, la formule (2.16) peut étre réécrite comme suit :
0
Af(z) = —E'Azy = ) E; (xj — ZBj> . (2.17)
JEJIN

Cette derniere expression nous permet de quantifier 1’accroissement de la fonction objectif en
fonction des variations des composantes du plan support non-basiques, fournissant ainsi un outil

essentiel pour notre méthode d’optimisation linéaire a variables bornées.

Théoréme 2.3.8 (Criteére d’optimalité [Gab95]). Soit {z, Jg} un plan support du
probleme (2.13). Alors, les relations suivantes sont suffisantes pour garantir ’opti-

malité du plan support {z, Jg} :

E]ZO si l’j:lj
Ej S 0 si Tj = Uj o ] S JN. (218)
Ej:O si lj<[L‘j<’LLj

De plus, ces relations sont également nécessaires lorsque le plan support {x, Jg}
est non-dégénéré. En d’autres termes, si le plan support est non-dégénéré, alors ces

relations sont obligatoires pour assurer l'optimalité.

En utilisant le théoréme (2.3.8), nous avons I'inégalité suivante : 2; —u; < x;—2) < x;—1;,

j € Jn. Cela nous permet d’établir les majorations suivantes :
Ej (fL’j — l’?) < Ej (I’j — lj), si Ej >0
Ej (le’j = ZL’?) < Ej (ij = U]’), si Ej < 0.
Par conséquent, nous obtenons la majoration suivante :
0 _ 0
f(x ) - f(x) = ZjeJN /5 (ffj — ffj)

— 0 0
= Xp;>o05ein i (1']' - f’fj) + YEj<ojein B (%’ - ifj)

< Egpsogein B (@i = 1)+ Xg<ojein B (@ —uy).

59
¥ Emails : Kaci.mustapha.95@gmail.com / Mustapha.kaci@univ-usto.dz Pa<aN

& Mon Site Web : http://sites.google.com /view/kaci-mustapha, W




Chapitre 2. Elégantes Approches pour Résoudre les PPLs

Cette inégalité nous permet d’évaluer 1’écart entre la valeur de la fonction objectif au plan
optimal z° et tout autre plan de support z, en termes de contributions positives ou négatives des

variables non-basiques.

Définition 2.3.9. Nous définissons la quantité suivante comme ’estimation de sous-

optimalité :

Bla,Jg)= Y  Ei(zmi—l)+ Y Eilz—w) (2.19)

E;j>0,5€)n E;j<0,5€)Nn

Théoréme 2.3.10 (Condition suffisante d’optimalité). Soient {z, Jg} un plan sup-
port du probléme (2.13) et € un nombre strictement positif. Alors, le plan z est une

solution e—optimale si et seulement si 5(z, Jp) < €.

2.3.3.2 Le Fondement de la Méthode Adaptée

La méthode adaptée de Gabasov est une approche itérative et efficace pour résoudre des pro-
blemes d’optimisation linéaire a variables bornées, qui s’appuie sur la métrique du simplexe.
Son objectif est de trouver la meilleure solution possible pour un probleéme donné en respectant
les contraintes et les bornes sur les variables.

Le principe de la méthode adaptée de Gabasov est le suivant : nous commengons avec un plan
support initial {z, Jz}, qui est une solution candidate satisfaisant les contraintes du probleme.
Ensuite, nous itérons pour atteindre un nouveau plan support {a?, J, B} tout en améliorant la va-
leur de la fonction objectif, ¢’est-a-dire, en cherchant a satisfaire I’inégalité f(z) > f(x).

Contrairement a certaines méthodes d’optimisation, la méthode adaptée de Gabasov peut si-
multanément faire varier plusieurs indices j lors de chaque itération, en fonction des valeurs
des bornes [;, u; et des variables x;. La caractéristique clé de la méthode adaptée est que la
métrique utilisée pour déterminer la direction d’amélioration dépend du plan actuel, ce qui peut
entrainer des changements dans plusieurs variables en méme temps. La métrique adaptée est
définie de la maniere suivante : [; — z; < d; < u; — x;. Cette métrique permet de déterminer

les variations possibles pour chaque variable z; tout en respectant les bornes /; et ;.

o Lalgorithme 2 ne contient pas explicitement de métrique. Cependant, la notion de
métrique est implémentée indirectement dans les étapes 7, 8 et 9, ou on détermine

la direction d’amélioration d et le pas d’optimisation 6°.

a Dans le chapitre 5, vous trouverez gracieusement un exemple éloquent illustrant la

méthode adaptée de Gabasov.
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2.3. Méthodes de Recherche Linéaire : Méthode du Simplexe et Méthode Adaptée

Algorithme 2 Algorithme de la méthode adaptée mono-critere
Entrée : Plan support initial {x, /5 }, nombre e.

Sortie : Plan support optimal {z, /5 } ou e-optimal.

Etape 1 : Calculer K4 = ¢, A5, E! = K'a; — ¢, j € Jy.

Etape 2 : Calculer 8(z, Jg) en utilisant la formule (2.19).

Etape 3 : Si (z, Jg) = 0, arrétez avec le plan support optimal {z, .J5}.
Etape 4 : Si 3(z, Jp) < €, arrétez avec le plan support {z, Jz} e—optimal.

Etape 5 : Déterminer 'ensemble d’indices non-optimal :
JNNO = {j € Jy: [E] < O,Ij < Uj] ou [E] > O,ZE]‘ > lj]}

Etape 6 : Choisir un indice jo de Jyno tel que |Ej,| = jmax |Ejo |-

Etape 7 : Calculer la direction d’amélioration adm1581ble d en utilisant les relations :

djo = —sign (Ejo)
deO si j?éjg,jGJN . (220)
dp = —Ag' A;,dj,

Etape 8 : Calculer 8;, = m}n 6;, ou 0; est déterminé par la formule :
JEIB

w, si dj>0

d]
0; =14 4 i od;<0 (2.21)
2
o0, si dj =0.

. Etape 9 : Calculer 6, en utilisant la formule :

Tj—li, si B, >0
%Z{ o " (2.22)

Ujo — Tj, Sl Ejo < 0.

Etape 10 : Calculer #° = min {6;,,6;,}.

Etape 11 : Calculer T = x + 6°d.

Etape 12 : Calculer 3(z, Jz) = B(x, Jg) — 6° | Ej,-

Etape 13 : Si 3(z, Jg) = 0, arrétez avec le plan support optimal {z, Jz}.
Etape 14 : Si 5(%, Jp) < €, arrétez avec le plan support {z, Jz} e—optimal.
Etape 15 : Si ° = 6, alors on pose Jg = Jg.

Etape 16 : Si 0° = 6;,, alors on pose Jp = (Jz\ {1}) U {jo}-

Etape 17 : Poser © =T et Jg = Jp, et aller 4 'étape 1.
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CHAPITRE 3

UNE APPROCHE GEOMETRIQUE POUR

Objectifs

[’ANALYSE DE SENSIBILITE

Dans ce chapitre, nous présentons une approche géométrique pour étudier la stabilité
de la solution optimale d’un probléme de programmation linéaire mono-objectif en
deux dimensions de variables, tout en permettant la variation simultanée des deux
coefficients de la fonction objectif sans altérer le domaine réalisable. Cette approche
nous permet d’effectuer une étude de stabilité en prenant en compte deux parametres
de maniere simultanée [Kac21la; Kac22a; Kac21b; War90].

Nous exploitons la norme euclidienne et la linéarité des fonctions de contrainte pour
formuler un probleme équivalent au probleme d’analyse de sensibilité, qui se ré-
sout facilement par un calcul simple. Apres avoir fixé une solution optimale d’un
programme linéaire donné, qui représente un point extréme de la région réalisable,
nous déterminons toutes les formes linéaires qui atteignent leur valeur optimale en
ce point. Cette étude géométrique consiste a identifier les hyperplans dans R3, ol
la variation des coefficients de la fonction objectif correspond a la rotation du plan.
Ainsi, notre approche nous permet de considérer la stabilité de maniere plus com-
plete en présence de deux parametres.

Sommaire
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . e 63
3.2  Préliminaires . . . . . . . . . .. e e 64
3.3 Formulation du Probleme . . . . . . . . . ..o 66
3.4 Géométrie des Programmes Linéaires : Une Approche Visuelle . . . . . ... .. .. 67
3.5 Analyse Géométrique de Sensibilité dans les Programmes Linéaires . . . . . . . . .. 70
3.6 Exemple d’Application . . . . . . ... 72
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3.1. Introduction

3.7 Conclusion . . . . . . . . s,

RENE

Dans cette contribution !, nous présentons une approche géométrique innovante pour
I’analyse de sensibilité en programmation linéaire. Cette approche offre une solution
computationnellement pratique pour examiner le comportement de la solution opti-
male du PPL ' face a des variations dans les données du probléme. Dans un premier
temps, nous délimitons le domaine réalisable en établissant les contraintes linéaires.
Ensuite, nous formulons géométriquement le PPL. Nous introduisons par la suite
une nouvelle formulation géométrique équivalente du probleme d’analyse de sensi-
bilité, en utilisant les concepts de géométrie affine. Pour ce faire, nous exprimons le
vecteur des coefficients de la fonction objectif en coordonnées polaires, nous per-
mettant ainsi d’identifier les angles auxquels la solution demeure inchangée. Enfin,
nous développons cette approche en détail et I'illustrons a travers un exemple nu-
mérique.

i. Cet article a été publié en 2022 dans le journal "Mathematica Applicanda" sous le titre
"A new geometric approach for semsitivity analysis in linear programming’, référencé sous
[Kac22a).

ii. Probleme de Programmation Linéaire

Programmation linéaire, analyse de sensibilité, approche géométrique.

3.1 Introduction

[’analyse de sensibilité occupe une place essentielle dans la programmation linéaire, car elle
permet d’évaluer de maniere systématique la réaction d’une solution optimale face aux change-
ments des données d’entrée [Shal6; Ste79; Had91]. Cette étape cruciale de 1’évaluation de la
solution optimale est d’une grande valeur et doit €tre systématiquement effectuée sur toutes les
données d’entrée critiques.

L analyse de sensibilité en programmation linéaire revét une importance capitale en raison de
ses multiples applications. Tout d’abord, elle permet de déterminer I’exactitude requise pour les
données d’entrée du modele, évitant ainsi la répétition de la procédure de résolution a maintes
reprises. Ensuite, elle joue un role crucial dans I’établissement d’intervalles de contrdle pour les
changements des parametres d’entrée et des constantes, garantissant que la solution optimale
actuelle reste pratiquement optimale. Cela est particulierement utile pour des cas concrets tels
que la maximisation des bénéfices d’une entreprise, ou les fluctuations des données de marché

nécessitent des mises a jour sans remettre en question les problemes initiaux. Enfin, I’analyse

aan
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Chapitre 3. Une Approche Géométrique pour I’Analyse de Sensibilité

de sensibilité permet d’évaluer la valeur marginale des ressources rares a des fins de planifica-
tion, en établissant I’impact des changements dans les contraintes sur les variables de décision.
Ainsi, cette approche offre des perspectives essentielles pour une meilleure compréhension et

optimisation des problemes linéaires.

3.2 Préliminaires

Définition 3.2.1 (Isométries de R?). Nous définissons une isométrie de R? comme
étant une application linéaire v € £ (R? R?) qui satisfait I'une des propriétés sui-
vantes :

1. u préserve la norme : pour tout z € R?, ||u(z)| = |||

2. u préserve le produit scalaire : pour tout z,y € R2, (u(x),u(y)) = (x,y).

iii

3. w transforme une base orthonormale en une base orthonormale ™.

Cette application u est également appelée automorphisme orthogonal. ¥

iii. C’est un ensemble de vecteurs linéairement indépendants dont la norme de chaque vecteur
est 1, et les vecteurs sont mutuellement orthogonaux.
iv. L’espace vectoriel de toutes les isométries (automorphismes orthogonauz) de R? est noté

O (R?).

Propriété 3.2.2. Soient u; et uy des isométries de O (R?). Alors :
1. uy et up sont des applications bijectives.

2. u; oug et ul_l sont des isométries.

3. La translation et la rotation de R? sont des isométries.

En résumé, les isométries de O (R?) sont des applications bijectives qui préservent

la structure géométrique de 1'espace vectoriel R2.

Exemple 3.2.3.

1. Une translation de R? dans la direction du vecteur v est une application bijective notée

T,, qui associe & chaque élément x de R? un autre élément T,(z) = = + v de R>.

2. Soit § un angle compris entre 0 et 27r. Une rotation de R? d’angle 6 est une application

bijective Ry définie par :
R,g : R? — R?

(x1,22) —> Rg(x1,22) = Rot(0)(xq, x2)",
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3.2. Préliminaires

ou Rot(#) est la matrice associée & la rotation définie par :

Rot(6) = ( cos(#) —sin(0) ) .

sin(f)  cos(0)

0 Il est important de noter que pour tout angle 6, la matrice de rotation Rot(6)
satisfait a la propriété suivante :

. B cos(f) sin(6) cos(¢) —sin(d) \ (1 0 )
Rot(6)'Rot(9) = ( —sin(f) cos(0) ) ( sin(f)  cos(f) ) - ( ) = e

Définition 3.2.4. Dans R"”, considérons deux sous-espaces vectoriels F; et F, qui
sont supplémentaires, c’est-a-dire que la somme de leurs dimensions est égale a la
dimension de I'espace ambiant, soit dim(F}) + dim(F,) = dim(R"), et leur intersec-
tion est réduite a l'origine, c’est-a-dire £y N Fy = {0}.

Dans ce contexte, nous définissons la projection sur F; parallelement a F3, notée
Prp,, comme 'application qui associe a chaque élément = de R™ I’élément unique
Prpg (x) de Fy tel que © = Prg, (z) + 2, ou 2z est un élément de F. Autrement dit,
la projection Prpg, (z) est 'unique point du sous espace Fj qui est le plus proche de
x parmi tous les points accessibles en ajoutant un élément de F;. Cette propriété

est illustrée dans la figure (3.1).

o Une telle application Prp, est communément appelée un projecteur, car elle per-
met de projeter tout point de R" sur le sous-espace F tout en conservant un certain

parallélisme avec le sous-espace F5.

Propriété 3.2.5 (Equation reliant les segments et I'angle). Considérons deux
droites (d) et dans R™ qui forment un angle 6. Soient M et N deux points
appartenant a la droite (d). Les projections orthogonales respectives de ces points
sont notées N/ = Pr ; (M) et N = Pr ;(N), comme illustré dans la figure (3.1).

Dans ce contexte, nous pouvons établir la relation suivante :

= MN cos(6).
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Chapitre 3. Une Approche Géométrique pour I’Analyse de Sensibilité

Figure 3.1 — Projection d'un segment ,/\‘C" é)_l I_(!a

sur une droite.

3.3 Formulation du Probleme
Considérons le probleme de programmation linéaire suivant sous forme standard :

max f(z) = G
Az <b (3.1)
x>0,

avec les matrices et vecteurs donnés par :

a;; a2 by
0
a9 G2 by 1 T
A= ) ) , b= ) , Co= o | T= .
: : : Cy T2
Am1  Am2 bm

Nous supposons que ¢! et ¢ sont des nombres positifs ou nuls. Cette hypothese

A

Notations 3.3.1. On fixe les notations suivantes :

o La région réalisable du probléme (3.1) : S:={z € R* : Az <b, x> 0}.

simplifie la présentation, comme expliqué dans la remarque (3.4.3).

o L’espace vectoriel : £ (R?) := {g: R* 5 R : g(z1,72) = 171 + CaTo, ¢1,¢2 € R} .

Probléme 3.3.2. Soit 2° = (29, 29)" une solution optimale du probléme (3.1). Un
probleme d’analyse de sensibilité consiste a trouver toutes les formes linéaires g diffé-

rentes de f, vérifiant :

arg Vrilgsx f(z) = arg max g(z), geL(R?) . (3.2)
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3.4. Géométrie des Programmes Linéaires : Une Approche Visuelle

3.4 Géométrie des Programmes Linéaires : Une Ap-

proche Visuelle

Dans cette section, nous allons établir un probleme équivalent au probleme de program-
mation linéaire (3.1). En considérant R3, nous remarquons que la région réalisable S est un
polytope entierement contenu dans I’hyperplan vectoriel d’équation z = 0. De plus, le graphe
de f correspond a un hyperplan vectoriel (sous-espace vectoriel de dimension deux).

Pour transformer I’expression de la forme linéaire f, nous effectuons la modification sui-
vante :

f(z1,29) = V21 + Bze & Axy + A1y — f(T1,72) =0
& (), 63, -1), (21,22, f(21,22))) =0
& (ng, (z1,22,2)) =0,

ol z1, 22 € R, 2z = f(x1,29) et ny = (3, —1). Ainsi, le graphe de la forme linéaire f, défini
par :
Gf(f) = {(z1,29,2) €R® : 2= f(z1,29)}
= {(zla X2, Z) € R?) : <nf7 (xlsza Z)> = 0}
est orthogonal a la droite vectorielle engendrée par le vecteur n¢. En conséquence, tout vecteur

de R? peut s’exprimer comme la somme d’un vecteur de G f(f) et d’un autre vecteur apparte-
nant a vect (ny).

Figure 3.2 — Projection orthogonale
sur les sous-espaces vectoriels de R3

Maintenant, nous nous plagons dans R?, ¢’est-a-dire le plan z = 0, et nous considérons la
droite dy définie par I’intersection de G f(f) avec le plan z =0 :

(do) : Sz + Sxe = 0. (3.3)
La droite d est un sous-espace vectoriel de R? de dimension 1, dirigée par le vecteur :

v = (=3, ).

v. L’ensemble des valeurs de x pour lesquelles ’application f atteint son maximum.
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Chapitre 3. Une Approche Géométrique pour I’Analyse de Sensibilité

Définition 3.4.1.

1. Le graphe de la droite dy est défini par ’ensemble :
Dy = {(xl, Ty) ER? : Az + xy = O} )
2. Le demi-espace supérieur de R? privé de dy est défini par :
Df = {(ml,xg) eR? : Az, +Sxy > O}.
3. Le demi-espace inférieur de R? privé de dy est défini par :
Dy = {(:1;1,3:2) €R? : Az, +cyry < O}.

Lemme 3.4.2. Pour tout x', 2% € Dy (respectivement, y',y*> € Dy ), on a la propriété

suivante :
f(-Tl) _ f($2> (3.4)
z! — Pr(do)(xl) ‘ ‘xQ - Pr(do)(xZ) ’
et
fyh) _ fv) (3.5)
y' = Prag@)| |2 = Pran@?)]

Démonstration. L’intersection de Gf(f) avec le plan d’équation z = 0 forme un angle
constant 0 < X\ < 7, comme illustré dans la figure (3.3). Alors, pour tout z*,2? € Dj et

y',y? € Dy, on a les relations suivantes :

_ f(z!) _ f(z?) 1.2 +

tant P~ T ©0 8 €20
_ _ fh _ W) 1,2 -~
tan(ﬂ- )\) ||y1—Pr<d0)(y1)|| ||y2—Pr(d0)(yQ)||’ ¥y < DO '

Figure 3.3 — Illustration graphique du
lemme (3.4.2)
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3.4. Géométrie des Programmes Linéaires : Une Approche Visuelle

Remarques 3.4.3 (Simplification du probléme en rendant les coefficients de
co positifs ou nuls.). Si ¢ et ¢ sont des nombres réels quelconques, on peut
se ramener aux hypotheses du probleme (3.1) en effectuant les changements

suivants :

1. On applique la rotation Ry sur la région réalisable S et le vecteur ¢y simul-

tanément, et on obtient le probleme équivalent :
max (Fo(cw)' Rof). (35)

ol Ry(co) est le vecteur obtenu en appliquant la rotation a ¢g. Ce probléeme est
équivalent au probleme initial car la rotation conserve la valeur de la fonction
objectif. Ainsi, toute solution optimale z° du probleme (3.1) est également

une solution optimale du probleme (3.6).

2. Ensuite, on pose Rot (6°)cy = (|9],|c3]) > 0, ot 6% est la solution du
systeme suivant :

cos(0)) —sin(0)cS = |V,

sin(0)c) + cos(6)d = |cY].

Cette étape permet de garantir que c(l) et cg deviennent tous deux positifs,

simplifiant ainsi la suite de la présentation.

3. Enfin, on applique une translation 7, de S dans la direction de
Rot (6°) (2, )" car la fonction objectif est constante dans cette direction.

En d’autres termes, pour tout y € T,,(5), on a :

fly) = flx+vo) = f(@) + fvo) < f(z°) + fvo) < f(a° +w0) < f(¥°),

ol 4% = 2041y et vy = aRot () (2, A)", avec a étant un nombre strictement

positif suffisamment grand.

Proposition 3.4.4. Soit ¢ et ¢J des nombres positifs. Alors, le probleme (3.1) est

équivalent a :

max ||z — Pr,(@)|. (3.7)

TES

La formulation 3.7 utilise une distance géométrique pour simplifier le probleme.

69

¥ Emails :

Kaci.mustapha.95@gmail.com / Mustapha.kaci@Quniv-usto.dz ,“35"3‘*;

& Mon Site Web : http://sites.google.com/view/kaci-mustapha




Chapitre 3. Une Approche Géométrique pour I’Analyse de Sensibilité

Démonstration. La preuve repose sur la comparaison des solutions optimales entre les
problemes (3.1) et (3.7). Soit 2° une solution optimale du probléme (3.1). En utilisant le
lemme (3.4.2) et 'inégalité f(z°) > f(x) ¥V z € S, nous montrons que pour tout = € S,

|2° = Pras (2°)] 2 }o = Prian (@)]

Y

ce qui montre que z° est aussi une solution optimale du probleéme (3.7).
Inversement, si z° est une solution optimale du probléeme (3.7), alors en utilisant
I'inégalité
|#° = Prwy (%) > [ = Prag(@)

)

on passe a l'inverse et obtenons

1 Vx € S.

1
>
[|[7=Priag)@)|| = ||=°=Pr(ag) =)]]’

En multipliant par f(z) et en appliquant le lemme (3.4.2), on montre que z° est aussi une

solution optimale du probleme (3.1). =

3.5 Analyse Géométrique de Sensibilité dans les Pro-

grammes Linéaires

L’analyse géométrique que nous présentons ici consiste a écrire un programme linéaire en
coordonnées polaires, puis a déterminer une relation qui relie les coefficients de la fonction
objectif f. Nous savons déja qu’a toute forme linéaire g dans £ (R?), on peut associer un unique
vecteur (gradient de g) dans R? et vice versa. Un autre fait important est que nous pouvons
obtenir tous les sommets de la région réalisable S en résolvant un nombre fini de systemes
linéaires a deux équations et deux inconnues. Cela nous permet de reformuler le probleme

(3.3.2) de la maniere suivante :

Probléme 3.5.1. Soient z!, 2% 2? des sommets successifs de S, voir la figure (3.4),
ott ¥ est la solution du probleme (3.7). Trouvons toutes les droites vectorielles (d)

qui satisfont simultanément les deux inégalités suivantes :

|2 = Pra (a°)] = |}+* = Pr ()] (33)
et
o - Prin ()] 2 e = Prea ()] 39
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3.5. Analyse Géométrique de Sensibilité dans les Programmes Linéaires

8
.l\.'r
@

=]

Figure 3.4 — Les points extrémes voisins
® T 3 la solution optimale x°

Proposition 3.5.2. Le probleme (3.3.2) et (3.5.1) sont équivalents.

Démonstration. La preuve découle naturellement de la proposition (3.4.4) et de la convexité
de S. m

Le probleme (3.5.1) hérite de la solution triviale de I’autre probleme (3.7) a partir
o duquel il est construit. Ainsi, la droite vectorielle (dy) qui est associée a la solu-
tion optimale de (3.7), constitue également une solution pour le probleme (3.5.1).
Cette propriété découle directement de la construction du probleme (3.5.1) et de la
présence de la solution optimale déja connue du probleme (3.7).

Proposition 3.5.3. Soit 6,,0, € [0,7], ¢ € [O,g{ et r,71,79 > 0. Considérons les

vecteurs suivants exprimés dans le systéeme de coordonnées polaires :

210 = 20 —2' = ri(cos(6,),sin(6))
720 = 22— 20 = ry(cos(fs),sin(fy))
¢ = (o) = ricos(d),sin(4)).

Alors, les solutions du probleme (3.5.1) sont les droites définies par I’équation sui-
vante :
(d) : rcos(@)xy +rsin(@)ry =0, 01 <@+ 5 < 0s. (3.10)

o La proposition 3.5.3 offre une caractérisation explicite des solutions du probleme
(3.5.1), représentées par les droites vectorielles (d) qui satisfont aux inéquations
(3.8) et (3.9), définies par la formule 3.10.

Démonstration. Supposons que z° est une solution du probléme (3.7). En utilisant la
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Chapitre 3. Une Approche Géométrique pour I’Analyse de Sensibilité

L A :
- Direction de rotation du graphe de Gf(f) possible

pour que 9 soit une solution du probléme 3.5.3

n = P,_o(ny)

FIGURE 3.5 — Illustration graphique de la proposition (3.5.3).

propriété (3.2.5), pour tout ¢ = 1,2, nous avons :

HPT‘(d)(ﬁi) — Pr(d)(xo)” = ‘

Tt — :EOH cos(d;),

ol §; est 'angle formé par le vecteur ™ avec vy. Comme le montre la figure (3.5), nous
avons |§;| = |¢ + 5 — ;] < §. Ainsi, pour tout ¢ = 1,2, nous obtenons les inégalités
suivantes :

HPr(d)(xi) — Pr (:vo)H < sz — xOH .
Puisque les quadrilatéres z°z' Prg (2") Pr(g)(2°) sont irréguliers et que les segments Pr(q)(z°)z°

et Pr) (x%)x® sont paralléles, pour tout ¢ = 1,2, nous obtenons finalement :

HPr(d)(xi) - a:ZH < HPr(d)(xO) — xOH .

3.6 Exemple d’Application
Considérons le probleme de programmation linéaire suivant :

rr%ayxf(xl, To) = 221 + 312

A(l’l,(ﬂg)t S b (311)
z1 2 0;29 20,
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3.6. Exemple d’Application

40 5
3 T2
40

On commence par résoudre le probleéme (3.11), ce qui nous donne une solution optimale z° =

O gl A=
(SN Y

(80, 40). Ensuite, on résout le probleme suivant :

arg max f(z) = arg max g(x). (3.12)

0

Pour ce faire, nous considérons les coins successifs du domaine réalisable, z!, 2°, 22, tels que :

z' = (100,0) et 22 = (60, 50).

En utilisant les coordonnées polaires, nous calculons les vecteurs x'° et 20 :

).
).

710 = (—20,40) = 20v/5 (- %,
22 = (=20,10) = 10/5 (-2

S
Sl &l

S

57

Nous déterminons ensuite les angles 6 et 05 :

1
#; = arccos | ———= | ~ 116.5650°
! < \/5>

et

2
@y = arccos | ———= | ~ 153.4349°.
’ ( \/5>

Ainsi, pour tout r > 0 et ¢ € |26.57°,63.43°[, la forme linéaire g(.) = r ((cos(¢), sin(¢)),.)
est une solution du probleme (3.12).
Enfin, pour I’analyse de sensibilité, nous exprimons les coefficients de la fonction objectif f en

coordonnées polaires :

co = 75 (cos(¢y),sin(¢y)),

ol ¢y = arccos ( m) ~ 56.31° et r; = +/13. En considérant une solution g qui rend z°
optimal, nous évaluons sa valeur en 2, comme suit :

g(x%) = g(80,40) ~ 40v/5r {(cos(¢),sin(¢)), (cos(26.5650°), sin(26.5650°)))

Q

40+/5r cos(¢ — 26.5650°)
40+/51 cos(
40+/57 cos(56.31° + v — 26.5650°)
40+/57 cos(v + 29.745°),

Q

b + v — 26.5650°)

Q

Q
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Chapitre 3. Une Approche Géométrique pour I’Analyse de Sensibilité

ol v € |—3.18°,33.87°[ correspond a I’angle de rotation entre grad(f) et grad(g). Si v €
]—3.182,0°[, la valeur optimale de f augmente, ¢’est-a-dire que la valeur optimale de g en z°
est supérieure a la valeur optimale de f en 2°. Si v € ]0°,33.87°[, la valeur optimale de f

diminue.

3.7 Conclusion

La formulation du probleme (3.5.1) pour I’analyse de sensibilité nous a offert une approche
élégante pour étudier la stabilité d’une solution optimale d’un probleme de programmation li-
néaire en deux dimensions. Cette méthode simplifie la recherche en réduisant celle-ci a un seul
intervalle, sans nécessiter 1’utilisation d’'une machine. De plus, elle nous permet de détermi-
ner toutes les fonctions objectifs qui atteignent leur valeur optimale en un point commun. En
comparaison, I’approche classique consiste a étudier la stabilité en variant un seul coefficient
[Koll1; Fill1]. Cependant, si I’on souhaite varier les deux coefficients en méme temps, cela
entraine la création de deux intervalles dépendants ’un de I’autre, rendant ainsi I’analyse plus
complexe. L’approche que nous avons présentée offre donc une meilleure compréhension et une
plus grande simplicité dans I’analyse de sensibilité des problemes de programmation linéaire

en deux dimensions.
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DEUXIEME PARTIE:

OPTIMISATION MULTI-CRITERE

MULTI-NIVEAUX

Cette partie propose une synthese des fon-
dements de la programmation linéaire multi-
critere a plusieurs niveaux, exposés en détail
dans le chapitre 4. Ces fondements revétent
une importance cruciale pour la progression des
travaux entrepris au sein de cette these. Par
la suite, le chapitre 5 met en avant une contri-
bution innovante a la résolution des problemes
de programmation linéaire mono-objectif a plu-
sieurs niveaux. Enfin, le chapitre 6 insére deux
avancées majeures inédites dans la résolution
des problémes de programmation linéaire multi-
objectifs multi-niveaux, amplifiant ainsi la por-

tée et la valeur des résultats obtenus.
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CHAPITRE 4

REFLEXIONS ET FONDEMENTS
THEORIQUES : EXPLORATION DES
CONCEPTS

Objectifs

Ce chapitre a pour ambition de présenter une introduction approfondie aux pro-
blemes d’optimisation multi-critére’, en mettant en lumiere la programmation li-
néaire multi-objectifs ainsi que les problemes de programmation multi-objectifs
multi-niveaux. Nous débuterons en établissant les bases conceptuelles en définis-
sant les termes clés li€s aux problemes d’optimisation multi-critere. Ensuite, nous
accorderons une attention particuliere aux Problemes de Programmation Linéaire
Multi-Objectifs (PPLMO), en explorant leurs définitions, caractéristiques et les mé-
thodes de résolution appropriées. Une classification des problemes d’optimisation
multi-critere sera proposée pour une meilleure appréhension de leurs particularités.
Par la suite, nous approfondirons le principe de résolution d’'un PPLMO, en mettant
en exergue une méthode efficace pour surmonter ces défis. Enfin, une exploration ap-
profondie des PPLMO-MN nous permettra de fournir une vue globale et complete
des enjeux associés a ces problemes d’optimisation sophistiqués.

i. Termes interchangeables : "critere' et "objectif' dans les problémes d’optimisation
multi-critere.

Sommaire
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4.1.2 A la Croisée des Objectifs : Une Exploration de la PMMO & travers le Cas

d’un Achat de Voiture. . . . . . . .. .. 80
4.1.3 Approfondissement de la Programmation Linéaire Multi-Objectifs : Maximi-
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g Dans ce chapitre et tout au long de la suite, lorsque nous évoquerons des solutions
de compromis, des solutions non dominées ou efficaces, nous entendrons généra-

lement les meilleurs compromis.

4.1 Probléemes d’Optimisation Multi-Critere

La Programmation Multi-Objectif (PMO) constitue une extension de la programmation clas-

sique a un seul objectif (mono-objectif) vers des cas ou plusieurs fonctions objectifs sont ex-
pressément prises en compte dans les modeles d’optimisation mathématique [De 03 ; Vin89;
Rad20; Col02; Noc99]. Cependant, lorsque ces fonctions sont contradictoires, cela entraine
un changement de paradigme. Le concept de solution optimale perd sa signification générale,
car en regle générale, il n’existe pas de solution réalisable qui optimise simultanément toutes
les fonctions objectifs. Dans la programmation a objectif unique, le paradigme de I’optimalité
prévaut, assurant une comparabilité complete entre les paires d’alternatives possibles avec ap-
plication de la transitivité. Ce probleme est mathématiquement bien formulé, car nous disposons
d’outils mathématiques suffisants pour résoudre les trois questions fondamentales de I’analyse :
I’existence, I'unicité et la construction de la solution. Toutefois, lorsque plusieurs fonctions ob-
jectifs sont considérées, la notion d’ordre total dans I’espace des criteres est perdue, invalidant
ainsi les trois questions fondamentales qui sous-tendent tout processus de résolution [Antl6;
Ehr05 ; Zim78 ; Zim76 ; Moh97 ; Kac23a].
Les racines de la Programmation Mathématique (PM) multi-objectifs plongent dans la théorie
économique. En 1906, Pareto a défini un concept fondamental pour la PM avec des objectifs
multiples, connu sous le nom de solution optimale de Pareto (aussi appelée solution efficace,
non dominée ou non-inférieure). Une solution n’est pas dominée lorsqu’il n’existe pas d’autres
solutions réalisables qui améliorent simultanément toutes les valeurs de la fonction objectif. En
d’autres termes, I’amélioration d’un objectif entraine la détérioration d’au moins une des autres
valeurs de la fonction objectif [Gal77; Ise77; Luc87].

En 1982, M. Zeleny a mis en évidence de maniere tres expressive les différences essentielles
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4.1. Problémes d’Optimisation Multi-Critere

entre les modeles d’optimisation a objectif unique et multiples. Il a utilisé I’exemple d’un sac
d’oranges pour illustrer son raisonnement, ou I’objectif était de sélectionner d’abord la plus
grande orange, puis simultanément la plus grande et la plus douce. Bien que cela ne soit pas un
exemple de probleme de PMO, son analyse reste tres suggestive et les conclusions sont égale-
ment applicables a la PMO. Le choix de la plus grande orange reléve d’un probléme d’optimi-
sation purement technique, impliquant la mesure et I’ordonnancement des oranges. Ce méme
processus s’applique a tout probleme d’optimisation lié aux solutions possibles. Dans le second
cas, si la plus grosse orange n’est pas la plus douce, il n’y a pas de solution optimale au pro-
bleme. La sélection d’une orange nécessite un compromis subjectif entre les deux objectifs, a
savoir la taille et la douceur, ce qui démontre que la résolution de problemes ne se limite pas
a des questions purement techniques. Toutefois, il existe un sous-ensemble d’oranges pour les-
quelles la solution de compromis doit se trouver, a savoir la solution non-dominée, constituée
d’oranges pour lesquelles il n’existe pas d’autre orange qui soit simultanément plus grande et
plus sucrée [Zel74; Gar94 ; Phi72; Sad15; Bou92; Igb10].

4.1.1 Exploration des Terminologies

Au sein des documents décisionnels portant sur de multiples criteres, les termes les plus
fréquemment utilisés sont les "attributs", les "objectifs", les "buts" et les "criteres". Ces termes
ne possedent pas de définition universelle, et certains auteurs font des distinctions dans leur uti-
lisation, tandis que d’autres les considerent de maniere interchangeable. Toutefois, nous ferons

quelques distinctions entre ces termes pour clarifier leur usage.

4.1.1.1 Les attributs

Les attributs correspondent aux caractéristiques, aux qualités ou aux parametres de perfor-
mance associés aux différentes solutions de rechange. Par exemple, imaginons qu’une commis-
sion municipale doive décider de I’ orientation de I’expansion future d’une ville. Les alternatives
possibles incluent trois directions : est, sud-est et ouest. La commission doit évaluer les alterna-
tives en fonction d’attributs tels que le cofit de 1’expansion des services, I’impact sur la vitalité
du centre-ville, le risque d’inondation, la préservation de 1’équilibre des quartiers, la proximité

des installations récréatives existantes, et bien d’autres.

4.1.1.2 Les objectifs

Les objectifs sont les orientations que le décideur cherche a améliorer et refletent donc ses
désirs. IIs indiquent la direction dans laquelle 1’organisation doit progresser. Dans le contexte
des Probleme de Programmation Multi-Objectif (PPMO), les solutions de rechange sont congues
pour optimiser ou satisfaire au mieux ces objectifs. Par exemple, dans 1’élaboration de plans de

développement pour le gouvernement d’un pays en développement, les objectifs pourraient in-
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Chapitre 4. Réflexions et Fondements Théoriques : Exploration des Concepts

clure la maximisation du bien-&tre national, la réduction de la dépendance a I’égard de 1’aide

étrangere, la minimisation du taux de chOmage, etc.

4.1.1.3 Les buts

Les buts sont les objectifs spécifiques que le décideur souhaite atteindre dans 1’espace et
le temps. Ils définissent un niveau souhaité (ou cible) a atteindre, tandis que les objectifs in-
diquent la direction désirée. Cependant, dans la littérature, la distinction entre ces deux termes

est parfois floue, et ils sont souvent utilisés de maniere interchangeable.

4.1.1.4 Les critéres

Les criteres correspondent aux normes de jugement ou aux regles permettant de vérifier
I’acceptabilité des solutions. En ce sens, les criteres incluent les attributs et/ou les objectifs. Un
probleme de prise de décision multi-critere peut donc impliquer la considération de multiples
attributs et/ou objectifs. Cette terminologie est utilis€e pour englober la classe générale des

problemes auxquels nous nous intéressons ici.

4.1.2 A la Croisée des Objectifs : Une Exploration de la PMMO

a travers le Cas d’un Achat de Voiture.

Pour introduire les concepts fondamentaux de la PMMO, prenons I’exemple d’un processus
de décision pour I’achat d’une nouvelle voiture parmi quatre modeles : une Mercedes GLC,
une Seat Arona, une Ford Focus et une Volkswagen Caddy. Notre décision sera basée sur
trois criteres essentiels : le prix, la consommation d’essence et la puissance. Notre préférence
va vers une voiture abordable, puissante et économe en carburant. Dans cette situation, nous
sommes confrontés a un probleme de décision comportant quatre alternatives et trois criteres.
Le défi réside dans le choix de la meilleure alternative parmi ces voitures, car la plus puissante
est également celle qui consomme le plus d’essence, ce qui rend difficile I’achat d’une voiture

a la fois puissante et économe en carburant a un prix abordable.

Modélisation du Probléeme Multi-Objectifs : Espace de Décision et Criteres.

Dans ce contexte, nous définissons S = {\lercedes, Seat, Ford, Volkswagen} comme
I’ensemble réalisable ou I’ensemble des solutions de rechange pour ce probleme de déci-
sion. Sinous notons le prix par f; et la consommation d’essence par f5, alors les fonctions
fi S — R représentent les criteres ou les fonctions objectifs. Le probleme d’optimisa-
tion peut étre formulé mathématiquement comme suit :

min (f1(z), fa(z)) . (4.1)

z€S
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4.1. Problémes d’Optimisation Multi-Critere

Dans cette formulation, nous cherchons a minimiser conjointement les valeurs des fonctions
objectifs f; et fo pour trouver la meilleure alternative parmi les quatre modeles de voitures. La
PMO permettra d’explorer les compromis possibles entre ces criteres conflictuels et d’identifier
les solutions non-dominées, c’est-a-dire les voitures qui ne peuvent pas étre améliorées simul-
tanément sur tous les criteres. Ainsi, la PMO offre une approche puissante pour résoudre les

problemes de décision complexes avec plusieurs objectifs contradictoires.

4.1.3 Approfondissement de la Programmation Linéaire Multi-

Objectifs : Maximisation de Critéeres Multiples

Dans cette section, nous nous concentrons exclusivement sur les modeles de PPLMO ou
toutes les fonctions objectifs et contraintes sont linéaires. Nous considérons des problemes qui
se présentent sous la forme de maximisation (utilisant 1’opérateur "max"), ot nous cherchons
a optimiser plusieurs criteres simultanément. Pour mieux appréhender ce cadre, nous commen-

cons par présenter la forme standard du PPLMO :

max f(z) = c'z, (4.2)
€S
ol ¢" est une matrice de constantes représentant les coefficients des fonctions objectifs, et f ()
est le vecteur résultant des fonctions objectifs appliquées a 1’alternative x. Ensuite, nous dé-

taillons les contraintes qui définissent I’ensemble réalisable .S, noté :
S={zxeR" : Ax <b, >0, be R"},

Ici, S représente la région réalisable convexe, et m est le nombre de contraintes linéaires impo-
sées sur les variables de décision . Nous utilisons une matrice A de taille (m x n) pour décrire
ces contraintes, et b est un vecteur de taille m.

Nous abordons également la notion d’espace critere, qui est I’espace a partir duquel les valeurs
des criteres sont prises. L’image de I’ensemble réalisable S par ’application f = (fi,..., fx)

est notée Z := f(.9), et représente 1’ensemble réalisable dans 1’espace des criteres.

@ Cependant, définir le sens de « max » pour les vecteurs de fonctions objectifs
- (fi(z), ..., fr(z)) devient délicat en raison de 1’absence d’un ordre canonique sur
R¥ par rapport 2 R. En conséquence, nous devons recourir & des définitions plus

faibles des ordres pour surmonter ce défi.

4.1.4 Classification des Problemes d’Optimisation Multi-Critere

Dans cette section, nous amorcerons notre exploration en introduisant les relations binaires

et en examinant certaines de leurs propriétés essentielles, ce qui nous permettra de définir diffé-
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Chapitre 4. Réflexions et Fondements Théoriques : Exploration des Concepts

rentes classes d’ordres. Soit .S un ensemble arbitraire. Une relation binaire sur .S est représentée
par un sous-ensemble R de S' x S.

Définition 4.1.1 (Propriétés des Relations Binaires sur S).

o Réflexive : Vs € S, (s,s) € R.

o Irréflexive : Vs € S, (s,s) ¢ R.

o Symétrique : Vs!, s> € S, (s!,s?) € R = (s%,s') € R.

o Asymétrique : Vs! s? € S, (s!,s?) e R = (s%,s!) ¢ R.

o Antisymétrique : Vs',s? € S, (s',s%) € R et (s, s') € R = s' = 5%
o Transitive : Vs s% 53 € S, (s!,s?) e Ret (s%,5°) e R = (s!,5%) e R.

o Négativement Transitive : Vs' s? s3> € S, (s!,s?) ¢ Ret (s%5) ¢ R =
(s',s%) ¢ R.

o Connectée : Vs', s? € S, (s, s?) € R ou (s?,s') € R avec s' # 2.

o Fortement Connectée (ou Totale) : Vs' s? € S, (s',s%) € R ou (s, s') € R.

Définition 4.1.2. Une relation binaire R sur ’ensemble S est définie comme suit :

Les propriétés de la definition 4.1.1 nous aideront a comprendre et a caractériser

différents types de relations binaires dans les PPLMOs.

© R est une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.

o R est un pré-ordre (ou quasi-ordre) si elle est réflexive et transitive.

Notations 4.1.3.

o Au lieu d’écrire (s, s?) € R, nous utiliserons également la notation s'Rs?.

o Lorsque R est un pré-ordre, la paire (S, R) est appelée un ensemble pré-ordonné.

¢ Dans le contexte des (pré)ordres, une autre notation pour la relation R est pra-
tique. Nous écrirons s' = s* comme raccourci pour (s!,s?) € R, et s' % s? pour
(s',s%) € R. Nous utiliserons indifferemment la notation R ou = pour faire réfé-
rence a cette relation. Cette notation peut étre interprétée comme signifiant "préféré

L

a .
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4.1. Problémes d’Optimisation Multi-Critere

Définition 4.1.4. Soit > un pré-ordre. On définit deux autres relations étroitement

associées a = comme suit :

st < 5% sietseulement si st = s% et 52 ¥ 5! (4.3)

st ~ s siet seulement si s = s? et §2 > st (4.4)

Proposition 4.1.5. Soit > un pré-ordre sur S. Alors :

1. La relation définie en (4.3) est irréflexive et transitive, et la relation définie en

(4.4) est une relation d’équivalence.
2. Toute relation binaire asymétrique est irréflexive.

3. Toute relation binaire transitive et irréflexive est asymétrique.

Définition 4.1.6. Soit (S, =) un ensemble ordonné. La relation > est appelée une
relation d’ordre total si pour tout x,y € S, on a soit x > y, soit y = z. En d’autres
termes, cela signifie que tous les éléments de S sont toujours comparables deux a

deux. Dans le cas contraire, 1'ordre est dit partiel.

@ Par le choix d’un ordre sur R¥, nous pouvons enfin définir le sens de « max » dans

- la formulation du probleme (4.2). En effet, les vecteurs de la fonction objectif sont
envoyés dans un espace ordonné (R*, =) par une application ©, ou les comparai-
sons sont effectuées en utilisant la relation d’ordre >. L’application O est appelée
Application modele.

Définition 4.1.7 (Composants d'un Probleme d’Optimisation Multi-criteére). Un

probleme d’optimisation multi-critere est composé de :

¢ La région réalisable S.

o Le vecteur de la fonction objectif f = (f1,..., fr) : S — RE,
o L’espace des objectifs R¥.

¢ L’ensemble ordonné (R¥, ).

¢ L’application modele ©.

Exemple 4.1.8. Le probleme (4.2) peut étre reformulé de la maniere suivante :

max max, fi(z).
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Chapitre 4. Réflexions et Fondements Théoriques : Exploration des Concepts

Nous devrons donc choisir 'application modele suivante :

0: RF — R, x)
y=[f(z) — O(f(z)) = max f(z),

ou > est I'ordre canonique de R.

Les données du probleme de PMO sont le vecteur de la fonction objectif f et I’espace des
objectifs. L’application modele fournit le lien entre 1’espace des objectifs et I’ensemble ordonné
dans lequel la signification de la maximisation est définie. Ainsi, avec ces trois principaux as-

pects donnés, la classification suivante :
(S, f,R") /6/(R*, %)

décrit completement un Probleme d’Optimisation Multi-Critere (POMC). Maintenant, nous
sommes préts a donner une définition formelle des solutions optimales et des valeurs optimales

des problemes d’optimisation multi-critere.

Définition 4.1.9.

1. Une solution réalisable 2~ € S est une solution optimale d'un POMC

(S, f,R™) /©/(RF, =), s’il n’existe aucune autre solution réalisable x # x* vérifiant :
O (f(z) =0 (f(2")).

2. Pour une solution optimale z*, © ( f (a:*)) est appelée valeur optimale du pro-
bleme PMO.

o < Etant donné que nous avons souvent affaire a des ordres qui ne sont pas totaux,

une définition de I’optimalité comme :

@(f(x*))i@(f(:v)), pour tout = € S,

n’est pas possible en général.

¢ Pour des choix spécifiques de © et (Rk , t), des termes spécifiques pour des
solutions et des valeurs optimales sont couramment utilisés, tels que des solutions

efficaces (voir la définition 4.1.11).
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4.1. Problémes d’Optimisation Multi-Critere

Notations 4.1.10 (Classes d’Optimisation Multi-Critere (OMC)). Une classe
d’OMC est I'ensemble de tous les PPMO avec la méme application modele et le

méme ensemble ordonné, et est notée par :
°/O/ (Rk, t) :

En particulier, la classe "e/0/ (Rk, 2)" désignera la classe de toutes les PMO ou

I'optimalité est comprise dans un sens que ’on appelle 'efficacité.

Définition 4.1.11.

o Pour 2,22 € Z, on dit que z' domine 22 si 2! > 22

o Pour deux solutions réalisables z!,2? € S, on dit que z' domine 22 si f (x!) >
f ().

¢ Une solution réalisable x € S est non dominée si elle n’est dominée par aucune

autre solution réalisable de S. Autrement dit, il n’existe aucune solution réalisable

& # x dans 9, telle que :
f(£) > f(2).

Dans ce cas, x est appelée une solution efficace ou une solution de Pareto.

o Il existe d’autres types d’efficacité pour une solution optimale d’un probleme de
PMO. A titre d’exemple, on cite les solutions faiblement efficaces, les solutions
fortement efficaces, les solutions proprement efficaces (ou propres), voir [Ehr05].

Exploration de la Classe de OMC Etudiée dans cette These

Dans ce travail, nous nous concentrons exclusivement sur les problemes d’optimisation
multi-critere de la classe ®/Idpx/(R*,>), ot ">" est une relation d’ordre qui compare
deux vecteurs quelconques composante par composante. En d’autres termes, pour tout

2,2 € RF,onaz > #sietseulementsi z; > % pourtouslesi=1,... k.

4.1.5 Approche de Résolution des PPLMOs

Dans cette partie, nous présentons brievement une classe de méthodes appelées "méthodes
de la somme pondérée”, qui permettent d’obtenir les solutions efficaces d’'un PPLMO en résol-

vant un probleéme a objectif unique de la forme :
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Chapitre 4. Réflexions et Fondements Théoriques : Exploration des Concepts

k
max ;)\zf,(m), avec A € R, (4.5)

qui, en termes de classification, est écrit comme :

(S, £, RE)/ (A, ) /(R, 2),

ol (A, .) est le produit scalaire dans R*, voir [Ben81; Wen77; Eck78a; Eck78b; Arm91;
Eck80]. Nous appelons le probleme d’optimisation a objectif unique (ou scalaire) (4.5) une
scalarisation de somme pondérée du PPLMO (4.2). Cependant, pour établir un lien entre les

solutions des deux problemes, nous devons d’abord procéder a une analyse approfondie.

Notations 4.1.12.

¢ L’ensemble des vecteurs a composantes toutes positives ou nulles est noté par R’g,
cest-a-dire : RE := {A €RF : \;>0,Vi=1,...,k}.

¢ On note par Sg et Zg l'ensemble des solutions efficaces et des points efficaces

respectivement, ou Zg = f (Sg) .
Définition 4.1.13.

1. I’ensemble des solutions du probléme (4.5), par rapport a un vecteur \ fixé dans

R¥, est défini comme suit :
SOL(, S) = {x €5 : (A f(2"))=max </\,f(x)>}.
2. L’ensemble de toutes les solutions du probleme (4.5) est alors défini par :

SOL = | SOL(, 9),

AEA

ou

i=k
A:{)\GRQ : Z)\izl}.
i=1

Théoréme 4.1.14. 2 € S est une solution efficace si et seulement si 2" est une

solution du probleme (4.5) pour un certain A € A. En d’autres termes : Sgp = SOL.
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4.1. Problémes d’Optimisation Multi-Critere

4.1.6 La Méthode Adaptée pour la Recherche d’une Seule So-

lution Extréme Efficace d’un PPLMO a variable bornées

Considérons le programme linéaire multi-objectifs a variables bornées, exprimé sous sa
forme canonique :
max c'x
x
Az =b (4.6)
[ <z <u,

ol [ et u sont des vecteurs (n + m)-dimensionnels bornés tels que |I| < oo et |u| < oo.

Algorithme 3 La Méthode Adaptée de Programmation Linéaire pour la Résolution

d’'un PPLMO a Variables Bornées.
Entrée : Les vecteurs ¢, b, [ et u, ainsi que la matrice A.

Etape 1 : Obtenir une solution réalisable 2° du probléme (4.6). Si x° existe, passer
a I’étape 2. Sinon, arréter, car le probleme est irréalisable [Nyi21].
Etape 2 : Obtenir la solution (y°,7°,v°, w°) du PPL mono-objectif auxiliaire suivant :

ytb — rictz® — vt + wlu — min
Yy A+rte—ov +wt =5t (4.7)

yeR” r>0, w>0, v>0,

ott st =(1,...,1) € R,

Etape 3 : Obtenir le vecteur A\ = (r° + s), et passer a ’étape 4.

Etape 4 : Formuler le PPL mono-objectif suivant :
max Atz
Az =b (4.8)
[ <z <u.

Etape 5 : Appliquer Palgorithme 2 mono-objectif de la méthode adaptée, décrit au

chapitre 2, pour résoudre le PPL (4.8) et obtenir la solution z*.

Sortie : La solution efficace * du probleme (4.6).

Pour plus de détails, voir [Gab95; Gab78; Dell8b; Radllb; BralO; RadO7c;
Rad12; Kac22b; Rad07b].
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Chapitre 4. Réflexions et Fondements Théoriques : Exploration des Concepts

4.2 La Programmation Multi-Objectifs Multi-Niveaux

L’optimisation a plusieurs niveaux s’avere étre un puissant outil pour modéliser les pro-
blemes de prise de décision impliquant plusieurs Décideurs (DCDs) interagissant dans une
structure hiérarchique. Mathématiquement, dans un Probléme de Programmation Multi-Objectifs
Multi-Niveaux (PPMO-MN), les variables du niveau supérieur sont considérées comme des pa-
rametres dans les problemes de niveau inférieur, et les problemes du niveau supérieur sont
considérés comme des contraintes dans les probleémes de niveau inférieur. Bien que la plupart
des recherches sur les programmes a niveaux multiples se soient concentrées sur les cas compre-
nant uniquement deux niveaux [Wen92; Yib19; Piel1; Abol0; Anzl15], il existe de nombreux
PPMO-MNs impliquant plus de deux niveaux, comme mentionné dans [Lu 16; Shi96; Bak10;
Kac22c; Sei79].

Probléme 4.2.1. Soient z;, z, € R et S une partie convexe de R2. Les fonctions f et
g sont & valeurs dans R? et R*, respectivement.

Imaginons que nous avons deux décideurs, le premier étant le leader et le deuxiéme
le suiveur. Le leader doit prendre une décision en premier et cherche a maximiser la
fonction f dans I’ensemble d’alternatives S par rapport a la seule variable z; Cela
conduit au probleme suivant : max f(z;,x5). La solution optimale de ce probleme est
notée (z7,x%), ou x; représente la solution satisfaisante idéale du leader.

Comme les variables de décision sont liées par le vecteur (z;, x,), le leader doit impo-
ser de nouvelles contraintes au suiveur afin que sa solution ne s’éloigne pas trop de
la solution optimale (x},z%). Par exemple, le leader peut désigner un sous-ensemble
S* C S contenant (z7,x%). Ensuite, le suiveur doit maximiser sa fonction g en res-
pectant cette nouvelle contrainte. Autrement dit, le suiveur doit résoudre le probleme
suivant : ax g(x,xs), ou S* = {z; € R : (x,z5) € S*}. Le suiveur obtient ainsi

un nouveau vecteur de solutions (x7*, x%*).

Formulation du pro-

bleme 4.2.1 o ¢ Lorsque les variables ne sont pas liées

ou que I’ensemble des alternatives est de

Niveau 1 : l\/IazaX f (2, zy), dimension 1, le suiveur peut considérer S
1

< . comme son domaine de recherche de solu-
ou x, resout

Niveau 2: Max g(xz, zy), ton.
s
(4.9) ¢ La liaison des variables de décision z; et
soumis a (2, z;) € S. x, reflete la notion hiérarchique.
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4.2. La Programmation Multi-Objectifs Multi-Niveaux

Plus généralement, si on dispose de Formulation d’un PPMO a P niveaux

plus de deux décideurs, disons P >

2 décideurs, notons le Décideur du

ieme

p*™ niveau (DCD,) qui a le contrdle Niveau 1 : 1\/%)( Fy(x),

sur les variables de décision 77 = tel que 72, ..., T  résout
Tpi, .- Tpn, € R™, p=1,..., P, 0ol Niveau 2 : N?XFQ(QU),
r=x,..., 2, n=n+... + np,

k = ki + ...+ kp tel que k, est le
nombre de fonctions objectifs a chaque

tel que Z*résout
Niveau P : Max Fp(x),
niveau, et zP
(4.10)

F,: R x... xR Rk» soumisaz € S C R".

Notations 4.2.2.

¢ Si S est défini par des contraintes linéaires et les fonctions F), sont également
linéaires, alors le probléme (4.10) est qualifié de Probleme de Programmation Linéaire
Multi-Objectifs Multi-Niveaux (PPLMO-MN).

¢ Un probleme de programmation linéaire multi-niveaux contenant une seule fonction
objectif dans chaque niveau est appelé Probleme de Programmation Linéaire MOno-

Objectifs Multi-Niveaux (PPL(MO)O-MN).

4.2.1 Approche de Résolution des PPMO-MNs

Les PPMO-MNs sont caractérisés par la présence d’une hiérarchie de décideurs, ot chaque
niveau de décideur prend en compte les décisions du niveau précédent pour résoudre son propre

probleme multi-objectifs. Voici une approche pratique pour résoudre ces problemes :

1. Définition des Niveaux de Décision : Considérons un probleme multi-niveau avec P > 2
niveaux de décision. Le premier niveau est le décideur supérieur, et les niveaux suivants sont les
décideurs subordonnés. Pour ce type de probleme, les variables x; et x; doivent respecter des

contraintes globales qui définissent la région réalisable S du probleme multi-niveau.

2. Résolution du Probleme du Premier Décideur (Niveau Supérieur) : Le décideur du pre-
mier niveau résout son probleme multi-objectifs sans contrainte des autres niveaux. Soit Fj la

fonction objectif du premier niveau, le probleme peut étre formulé comme suit :

max Fi(z7,x}), (4.11)

&

soumis 2 (z], )€ S. O z] représente les variables de décision du premier niveau et x! les
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Chapitre 4. Réflexions et Fondements Théoriques : Exploration des Concepts

variables de décision des niveaux suivants.

3. Imposition de Contraintes aux Niveaux Subordonnés : Apres avoir obtenu sa solution
optimale z}*, le premier niveau utilise cette solution pour imposer de nouvelles contraintes aux
niveaux subordonnés, restreignant ainsi leur espace de recherche a un sous-ensemble S* C S

de I’ensemble des solutions réalisables.

4. Résolution des Problemes des Décideurs Subordonnés : Les décideurs subordonnés ré-
solvent ensuite leur propre probleme multi-objectifs en tenant compte des nouvelles contraintes
imposées par le niveau supérieur. Le décideur du p'®™ niveau résout son probléme avec S*
comme 1’espace de recherche pour ses variables de décision. Le probléeme du p™ décideur
peut étre formulé comme suit :

max F, (2, 2), (4.12)

s
soumis a (zf, 2P)e S*.
5. Itération du Processus : Le processus continue en itérant les étapes 3 et 4 pour chaque

niveau subordonné jusqu’a ce que le dernier niveau soit atteint.

6. Obtention du Compromis : Une fois que tous les niveaux ont résolu leurs problemes en
améliorant progressivement la solution du niveau supérieur. Le compromis final est atteint au
dernier niveau, ou toutes les décisions sont prises en compte de maniere équilibrée, en prenant
en considération les contraintes imposées par les niveaux supérieurs. Ainsi, le compromis fi-
nal est la solution du dernier niveau, qui reflete les préférences de chaque niveau de décision
et aboutit a une solution efficace et équilibrée pour les problemes de programmation multi-

objectifs multi-niveaux.

Approche de résolution d’'un PPMO-MN & P—niveaux.

—P Restreindre
Restreindre Max F, (51 fP)
TES1 ’ B

Niveau 2
=il =9 —p
[Max F3 (:13 , TN, T, .. T )] Niveau 3
reS2
. —1 =2 —pP-1 .
[SP1—{z€S:RestrictionsurzJ,j—l,H.,pl}}[mg/:[gixl FP (l‘ y Ly, T ) )} vaeauP
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CHAPITRE 5

UNE APPROCHE NOVATRICE POUR LA

Objectifs

RESOLUTION D’UN PROBLEME DE
PROGRAMMATION LINEAIRE
MONO-OBJECTIF MULTI-NIVEAUX
PPL(MO)O-MN

Dans ce chapitre, nous proposons une amélioration de I’approche développée par
S.B. Sinha et S. Sinha dans [Sin04], en utilisant I’algortihme 2 de la méthode
adaptée de Gabasov.

Notre approche repose sur la construction d’une application que nous appelons
Application de réduction des intervalles, qui permet de réduire les intervalles des
variables de décision controlées par le niveau précédent. Nous utilisons ensuite
cette application pour définir une nouvelle estimation de sous-optimalité.

Nous développons deux versions d’un algorithme pour résoudre un
PPL(MO)O-MN'!. Les deux versions de l’algorithme sont divisées en trois
parties. Tout d’abord, nous calculons la solution de tous les objectifs indépen-
damment, puis nous déterminons les bornes de toutes les variables de décision.
Enfin, nous entamons la recherche d’un compromis satisfaisant en résolvant P — 1
problémes de programmation linéaire mono-objectif a variables bornées en utilisant
I’algorithme 2 de la méthode adaptée mono-objectif.
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Chapitre 5. Une Approche Novatrice pour la Résolution d'un PPL(MO)O-MN
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Résumé

Dans cette contribution !, nous proposons un algorithme novateur pour résoudre un
PPL(MO)O-MN, en utilisant la méthode adaptée constructive de programmation li-
néaire. Cette approche est une version modifiée de I’approche de programmation
linéaire développée par S.B. Sinha et S. Sinha.

Notre démarche commence par la construction d’une application appelée
Application de Réduction des Intervalles (ARI), qui réduit les intervalles des va-
riables de décision controlées par le Décideur (DCD) du niveau précédent. Cette
application joue un role clé dans la définition d’une nouvelle estimation de sous-
optimalité pour le probleme étudié. Toutes les étapes de construction de cette ap-
proche sont soigneusement vérifiées et illustrées par deux exemples numériques.

ii. Cet article est actuellement en révision dans une revue spécialisée.

Programmation linéaire multi-niveau, programmation linéaire, méthode adaptée, es-
timation de sous-optimalité, application affine.

5.1 Formulation du PPL(MO)O-MN

Pour chaque p = 1,...,Petj = 1,...,n,, la fonction objectif f,(z',...,z") : R™ x

R™ x ... x R" — R du p*®™® niveaux du PPL(MO)O-MN est définie comme suit :

1=l 2572 Pj—P _ 11 1n 21 2
fp(x)—cpjx +clTE .+ e))T = Tt M Ty 6y Ta1 - G T,

P
+ 6211'31 + ...+ ...—I—Cgll'pl 4+ ... +C§anPnp.

i. Probleme de Programmation Linéaire Mono-Objectifs Multi-Niveaux
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5.2. Formulation Linéaire du p®™¢ Niveau

Formulation d’un Probléme de Programmation Linéaire a P niveaux Avec

un Seul Objectif a Chaque Niveau

Niveau 1 : Max fi(z) = Max f;(7',7%,...,7") = Max clz,

tel que 72, ...,z résout :
Niveau 2 : Max fy(z) = Max fo(z!, 77, ...,7") = Max cbz,
(5.1)
tel que Z"'résout :
Niveau P : Max fp(z) = Max fp(z',7?%,...,7") = Max cbux,

soumis a :
reS={reR"” : Az <b,x>0,beR™}.

Ou, S # () est la région réalisable convexe, m est le nombre des contraintes, c]@j pour

i,p=1,...,P,j=1,... n; sont des constantes et A est une matrice de taille m X n.

Notations 5.1.1.

-iéme

1. #° est 1a solution optimale du DCD,, et %Zj en est sa i, j composante.

2. 1= et uP=1 représentent les bornes, inférieure et supérieure respectivement,
des variables de décision au p®™° niveau (ce sont les nouvelles bornes des variables
de décision apres réduction de leurs intervalles par le Décideur du (p — 1) niveau

-ieme

(DCD,—1)). Les notations lz(f;-_l) et ugﬁ_l) désignent leurs 4, 7™ composantes.
3. L’indice dans la partie supérieure droite ? indique que nous sommes dans le pi*™e

niveau, et I'indice en bas & droite ; ; désigne la 4, 7™ composante.

4. LW,_1; et UP,_; ; sont les intervalles inférieur et supérieur respectivement de

la (p —1,7)®me composante du vecteur des variables de décision.

5.2 Formulation Linéaire du p'*™° Niveau

Dans cette section, nous nous inspirons de I’approche de programmation linéaire développée
par S.B. Sinha et S. Sinha dans [Sin04] pour formuler le p*™ niveau du probléme (5.1) sous
forme d’un probléme de programmation linéaire mono-objectif a variables bornées. Cela nous

permettra ensuite d’appliquer 1’algorithme 2 de la méthode adaptée.
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Chapitre 5. Une Approche Novatrice pour la Résolution d'un PPL(MO)O-MN

5.2.1 Construction de I’Application de Réduction des Intervalles

L’application &,_; que nous développerons permettra de fournir I’intervalle réduit des va-
riables de décision contrdlées par le DCD,,_1, en suivant précisément les étapes (3)-(9) de I’al-

gorithme proposé par S.B. Sinha et S. Sinha.

Considérons le probleme de programmation linéaire a P niveaux (5.1), ou P > 2, compre-

L’indice « = p — 1 indique que nous traitons les variables de décision qui sont sous

le contrdle du (p — 1)*me décideur.

nant m contraintes linéaires, n variables de décision, et une seule fonction objectif a chaque
. op o o 0
niveau. Pour p = 1, ..., P, nous notons par z la solution optimale du PPL suivant :
__ .t
max fo(z) = cx
Az <b (5.2)
x> 0.

Ensuite, nous trouvons les bornes de chacune des n variables de décision comme suit :

(0) . . oq (0) . oq . . ]
lLij = qegl,.l.r.l,P} {x”} , U = qe?ll?.i(P} {x”} ,i=1,....,P,j=1,...,n,. (5.3)
On pose lflj> — l,(;g.) et uflj) — uf;f)j). Apres, on considere les 2n intervalles idéaux suivants :
<<, i=1,...,Pji=1,...,n (5.4)

Controle de DCD, : Les différentes possibilités.

Sous le contrdle de DCD,,, chaque variable de décision, peut se situer dans un intervalle

idéal ou atteindre I’une de ses bornes inférieures ou supérieures. Voici les cas distingués :

Siéme Cas 2iéme Cas

Cas 1 : Le (p — 1)®™ décideur choisit les intervalles réduits de ses variables de décision en

vérifiant le signe avant la variable de décision x,,_1 ;, j = 1,...,n,_1, dans fp_l(x).

—1 o(p—1) 272
1(;’_1 ;, z, , ;|.en utilisant

Si le signe est négatif, il choisit I’intervalle inférieur LW,,_; ; = [l

. [pe=1) (1)
Lyvjt |bvjstprg| — LWy,
oP—1) _ (p—1) (-1 (-1 o@D

(xp—l,jflpp—l,j xp*lvj+lpz:1,j ppfl,j*xp—l,j) (55)

Tp-1, — 1) D)

p—1,j "p—1lj
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5.2. Formulation Linéaire du p®™¢ Niveau

Si le signe est positif, il choisit I’intervalle supérieur U P,_; , en utilisant

o(P=1)  (p—1)
Tp—1,5sUp-1,5

I’application :

p—1,5) Up—1,;j

Up_1 : [l(p 1) (p—1)} —~ UP,_y,

_1) ol(p—1) _1) [o(p—1) 1
(uép—lu)'_xpflyj xp,1,j+u;p 1 ]> (xpfl g ;p 1])) ) (56)
Tp—1,j — 1) 1)
Up—1,5""p—1,j
o Les applications L,_; ; et U,_; ; sont définies de maniere similaire a celles présen-
tées dans (1.9) et (1.10), avec les parametres suivants :
_ 1) _ (=1 _ol=1)
=1 = Up-1j> =Tp-15 -

Ces applications agissent spécifiquement sur la (p — 1, 7)™ composante.

Définition 5.2.1 (L’application Signe). L’application "sign" attribue la valeur +1

aux nombres positifs, -1 aux nombres négatifs et 0 aux nombres nuls.

Proposition 5.2.2 (Définition). Pour une variable de décision donnée z,_; ;, ol

By il g E lz(,p__l}}, u](f)__f;], nous définissons les quantités suivantes :
= 1, . —1,j
T, ,;=1—sign (cp 13) et Tr,,=1+ 31gn( p_lj) :

Ensuite, nous définissons la fonction ¢,_; j (z,—1;) comme :

Ty Ly, (Tpo15) + T2 jUp—15 (Tp-15)
: .

V1,5 (Tp-1,5) =
Lorsque ¢, W £0,0na:

LWy si &1 <0,
wpfl,j([ll(ﬁf;,uél’:l?b: p-15 S 17 <

Uppfl,j si Cg:%ﬂ > 0.

Démonstration. Puisque ¢, 17 £ 0, cela signifie que (cﬁj’j >0oucy < 0) Par consé-

quent, nous avons deux cas a considérer :

1. Lorsque co_1” > 0, on a: T ,;,=2 et T, ,;=0. Alors, lafonction ¢, ; ; devient :

Yo (1070w ) = Uporg (150, uF3Y]) = UPy .
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Chapitre 5. Une Approche Novatrice pour la Résolution d'un PPL(MO)O-MN

2. Lorsque ¢j_; W <0,ona:

TJr ;=0 et T -,,=2

p—

La fonction ,_; ; devient :
p—1) (p—1)7]) _ (p—1) (p 1)
wp 1,j ([p 137“;;—1,]}) - Lp—l,j ([lp 1,5 Up— 13]) LWp Lj-
Le cas ot ¢)_; 17 =0 est couvert par la proposition 5.2.3. m

o Nous pouvons remarquer que si sign (cp e ) # 0, alors v,_; j envoie I'intervalle

[lz(,p_l}j)»,u](op 1 ])] soit sur LWW,,_; j, soit sur U P,_; ;. Cependant, si sign (cp ) =0,

cela signifie que la composante x,_;; n’apparait pas dans la fonction f,_;, et

donc elle n’influence pas la maximisation de cette fonction. Dans ce cas, nous

—1 -1 .
Z()p_l’ J) , uz()p_ 1, J)} , car cela n’aurait aucun

effet sur la maximisation de la fonction. Nous appliquons alors simplement une

n’effectuons pas de réduction de I’intervalle {l

identité pour garder I’intervalle inchangg. Il est important de noter que ces mises a
jour ne seront appliquées que si cg_lvj = 0. Sinon, le décideur du niveau inférieur
DCD,, ne les utilisera pas, car la variable concernée n’apparait pas dans la fonction

Jo-

Toutes ces considérations sont prises en compte par 1’application v,_; ;, qui gére

le cas ot ¢b~"/ = 0, comme indiqué dans la proposition 5.2.3.

Proposition 5.2.3 (Définition). Pour une variable de décision donnée z,_ ;, ol

(»-1) , (»-1)

Tp-15 € |lp_1,j,u -}, nous définissons les quantités suivantes :

p—1,3
Sy 7 = sign (cp }]) et SP~'J =sign (cgfl’j) .
En utilisant la notation de la définition 5.2.2, nous définissons alors :
Vp—1j (Tp_1j) = (Sp G 1,3) Yp-1; (Tp-14) + (1 — (Sgl,jgg_ll,jf) Tp_1-
Ainsi, si a la fois ¢)—; W40 et cb=19 % 0, nous avons :
s (B8 ) = s ([0 253])
Sinon, si cﬁj’j =0 ou cg_l’j = 0, alors nous appliquons simplement 1’application

: N I o
identité, c’est-a-dire : v,_1; = Id[ (b-1) (o 1)}
p—1,j""p—1,j
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5.2. Formulation Linéaire du p®™¢ Niveau

Démonstration.

1. Lorsque a la fois ¢, £ et cb=17 %0, nous avons :

(Sp-tiSh N2 =1, 1— (Sp-WSE]7)2 =0

et
(p=1) , (o=1) p—1) _ (p—1)
Vp—1,5 ([lp 1,50 Up— 1]]) wp 1 ([P 1]’“17*17]}) )
. Sinon, si ¢,_ T = 0ou b = , alors nous appliquons simplement 'application
2. Si i ") =0oucd™ =0, al 1 lement I'applicat

identité, c’est-a-dire :

(Sg—l,jggjvj)? =0 et 1— (ngl’jSﬁill’j)z =1

et
(»-1) _ (p—1) (r-1)  (»-1)] _
Vp—1,j ({lpp_lyj7upp 1]}) |:lpp_17j, upp 173} [d{ p=1) pil)} .
p—1,5°"p—1,j
]
Cas 2 : Si :%(p Y (p—1) alors le choix de réduction d’intervalle sera le suivant :

p—1,5= Up-1,>

Q. 1 1
LWp— ;J - [lg(iplj)uug(zplj) — Qp— 1J]7

en utilisant 1’application

Ly [ el - Ly

P1]

;(;p 11J) (l;p 11; tap—1 /))mp 1,5 +0p—1,5

iyl = LD (D

Up—1,;5""p—1,5

op—1,j (p—1)

T, = lp_1 2 alors le choix de réduction d’intervalle va étre comme suit :

Cas 3:Siz

ap—1;5 _ [1(p—1) (p—1)
UB iy = {lp—l,j +apo1j,Up_1 ] 5

en utilisant I’application :

Upniy' s[5 ufa)] — UBmY
»-1) (5.8)

p—1,j

Ui,p:lz)'_ (l;p 113 +ap—1 /) ) Tp—1,jt0p—1,u

ol — -1 _ (D

u f )
p—17 "p—1

ou «,_1 ; € R est un nombre arbitraire choisi par le DCD,,_, tel que :

(-1 _ ;(-1)
Oépflhj < U,pfl’j - lP*Lj' (59)
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Chapitre 5. Une Approche Novatrice pour la Résolution d'un PPL(MO)O-MN

définissons

~1)
Proposition 5.2.4 (Definition). Pour chaque composante :c; 159

. 1)  olp—1) o(p—1) 1)
Ap_1; = sign (u;p_m)-— :L’p_lvj) et Byp_1;= 51gn< p—1.j lz(jp 1J> }

Ensuite, nous définissons 'application v,_; ; comme suit :

Vo1, (Tp-15) = Bp—1,Lp," 15 (Tp-15) + Ap—1,;Up "1 5 (€p—15)-

—1 =1l .
Alors, pour tout x, 1 ; € [lz(,p, 1,}, uz(,p, LJ)‘]’ nous avons les cas suivants :
; — n _ T%-1;
o Si Ap_1; =0, alors Yy (Tp-15) = L, 1 (Tp-1,5)-
; — b N = [P
¢ Si Bp_1; =0, alors ¥,_1 5 (7p-1,;) = U217 (Tp-1,5)-

Démonstration.Cette proposition est immédiate. m

1(,7)__13, ulP _1)-], en utilisant les nota-

Proposition 5.2.5 (Definition). Soit z,_1; € {l o1

tions de la proposition 5.2.3, nous définissons

N2 A 2
Pp-14 (Tp-14) = (SETHSE1) Pp g (Tpory) + <1 — (sp-t98871) >$p—1,j-
Alors,

) u®Y e L
Up-1 ([lz(]’ L 1%) = Up-1a <[pp 11]’upp—1%J'D si h717 £ 0 et &1 £,
7 7 Vp 1,7 — [d[

(p—1) ,,(p=1)

sinon.
p—1,5"%p— 13}

Démonstration.La preuve est semblable a celle de la proposition 5.2.3. =

Notations 5.2.6. En utilisant les notations de la proposition 5.2.4, notons

1 gt — 2
5'Hp—1,j - Ap 1ip-1,5 B p—1.5> 6'Hp—1,j = —Ap_1;Bp15.
: Dans le premier niveau, le premier DCD résout son probleme par rapport aux
contraintes initiales uniquement, sans aucune variable réduite. Nous définissons

I’ ARI dans ce niveau comme suit : &, (z; ;) = 2 ;.
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5.2. Formulation Linéaire du p®™¢ Niveau

Définition 5.2.7 (Application de Réduction des Intervalles). Soit i = 2,..., P,

j=1,...,n;et z;; € {l%—l),ug}_l)]. Définissons
Hy_y itig(@ig) + H2 o jDij(weg) st i=p—1

. (5.10)
oy si i#p—1

Ep-1(Ti ) = {

Proposition 5.2.8. L’application &, ; ajustera les intervalles de la variable de

décision x; ; en prenant en compte toutes les modifications effectuées précédemment.

Démonstration. Soit i =2,...,P,j=1,...,n; et 2;; € [lg;fl), ugifl)}, alors
Preuve du premier cas : Lorsque l <£CZ(7 1 J)< u(p 1 J), on aura
Al =1+ A4,0;=2, A, ,,;=1-A4,,;=0,
B;F_Lj =14+B,1;=0, B, ,;=1-DB,1;=2,
H;lj A;{lep u—i—B ;B = 2x0+0x2 = 0,
Hzf 1; = —Ap-1;Bp-1 = —1x-1 = 1
Alors, nous obtenons
0 X tij(ig) + Dij(mig) = Dijlmey) st i=p—1,
Ep—1(2i) =
T si i#p— 1
Preuve du second cas : Lorsque %(p 12— u](op, _11;, on aura
Ap =1+ A=1 A, ;,=1-A,1;=1,
By 1j=1+Bp1;=2, B, ,;,=1-B,1;=0,
Hy ;=AF ;A i+ By B, I1x14+2x0 = 1,
Hg_m —A, 1;By1, = —0x1 = 0.

Alors, nous obtenons

&,j(xi,j) +0 % D5(zi5) = @J(fi,j) si 1=p—1,

&p—1(Tiy) = .
5555 si i #p—1.
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Chapitre 5. Une Approche Novatrice pour la Résolution d'un PPL(MO)O-MN

. oo ( 1
Preuve du troisieme cas : Lorsque x lpp 1 J) , on aura

Ap 1, =1+ Ap1; =2, -1 =1— Ap1,; =0,
B; 1; =1+ By 15 =1, 1 =1 — Bp1; =1,
Hy \;=A jA ;+Bf ;B ,; = 2x0+1x1 = 1,
Hp ;= —Ap1,;Bp, = —1x0 = 0.

Alors, nous obtenons

"@m(%a‘) +0 % D5(zi5) = iﬁu (z55) si i=p—1,

T 5 si Z#p—l

Ep1(Tij) =

L’application ,_; réduira les intervalles des composantes x,_; ; pour tout j =
1,...,n, uniquement.

A

Notations 5.2.9. On note par I”) et 4P les vecteurs suivants :

1®) .= ¢, (17D = (@1( %i:L“ij:L”wm% (5.11)

®) = ¢, ) (uPD) = @bl(pmyi:L“ijzl,uma. (5.12)

Définition 5.2.10. La formulation linéaire du p®™°-niveau est donné comme suit :

it
mgxfp(x) =T

Az <b (5.13)
£p (l(p—l)) <z<& (u(p—1)> .

5.2.2 Estimation de Sous-Optimalité pour le p'®™°¢ Niveau

Pour passer d’une indexation par deux indices a une indexation par un seul indice, nous
introduisons la définition suivante :
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5.2. Formulation Linéaire du p®™¢ Niveau

Définition 5.2.11 (Application de Changement d’Indices). Soit [ = 1,...,n et
I, = 1,...,ny, ainsi que ¢ = 2,..., P. Nous définissons les ensembles I; comme

suit :

i—1
Iz:{Znt+j 3 jzl,,nz}

t=1
Ensuite, pour tout ¢ = 1, ..., P, nous introduisons ’application e : I; — I telle que :
e: I, — 1
. - Yisine g, sioi>1,
— ei:=c¢€(i,j) = , o
J w (3, 5) { 7, sio1=1.

Définition 5.2.12. Soit {z*, J%} une solution réalisable du probléme (5.13), et

définissons :
B(@?, JB) = g soeer, BL (Gt (22,)) — &1 (1079))

(5.14)
+ ZE‘ZM- <0,ei ;678 EL (fp_l (a:’e’”) — &1 (ugg—l))) .

ﬁg(:cp , J%) est Iestimation de sous-optimalité pour le p*®™c-niveau.

Proposition 5.2.13 (Condition Suffisante de Sous-optimalité pour le p'®™°-Niveau).
Soit {z?, J;} une solution de base réalisable du probleme (5.13) et ¢, un nombre

positif arbitraire. Si 55 (xP, J%) < €,, alors la solution réalisable 2 est ¢,—optimale.

Démonstration. Voir [Gab95]. m

CP
Définition 5.2.14. La solution optimale £ du probleme (5.13) est appelée com-

promis satisfaisant du programme linéaire & plusieurs niveaux (5.1).

Proposition 5.2.15 (Condition Suffisante pour un Compromis Satisfaisant d'un

cP
PPL a Plusieurs Niveaux). Soit {a: e } une solution de base réalisable du pro-

cP
bléme (5.13) et ep un nombre positif arbitraire. Si 8% (& , J5) < ep, alors, la solution

réalisable  est un compromis €p—optimal pour le probléme multi-niveaux (5.1).

Démonstration. Le compromis satisfaisant du probléme (5.1) est obtenu comme solution
du probléme de programmation linéaire a variables bornées (5.13) en utilisant la méthode
adaptée a la (P — 1)*m itération, voir [Gab95]. m
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Chapitre 5. Une Approche Novatrice pour la Résolution d'un PPL(MO)O-MN

5.3 Résolution du PPL(MO)O-MN (5.1) avec la Mé-
thode Adaptée de Gabasov

Le déroulement de I’algorithme s’articule selon le schéma détaillée ci-dessous :
1. Calculer la solution de tous les objectifs indépendamment.
2. Déterminer les bornes de toutes les variables de décision.

3. Commencer la recherche d’un compromis en résolvant P — 1 problemes de programmation

linéaire standard a variables bornées a 1’aide de 1’algorithme 2 de la méthode adaptée.

O

Considérons le probleme de programmation linéaire suivant :

La différence entre les deux versions réside dans 1’ utilisation de la nouvelle estima-

tion de sous-optimalité (5.14) dans la seconde version, contrairement a la premiere.

max fy(z) = ChT
Az <D (5.15)
1@ <z <y®,

5.3.1 Algorithme - Premiere Version

Algorithme 4 Résolution du PPL(MO)O-MN (5.1) - Premiére Version
Etape 1 : Poser p =1

tant que p < P faire
1. Expliciter le modele (5.2)

2. Obtenir la solution & du modele (5.2) "solution du p**™-niveau"

3.Poser p+—p+1
Etape 2 : Obtenir toutes les bornes 1) et ul) en utilisant la formule (5.3)

Etape 3 : Poser p « 2
tant que p < P faire

1. Expliciter le modele (5.15)

2. Résoudre le modele (5.15) en utilisant I’algorithme 2 de la méthode adaptée mono-

TN o 9 . cpP
critere pour obtenir la solution optimale x

3.Poser p+—p+1

P
Sortie : La solution satisfaisante # pour le probléme multi-niveaux (5.1)
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5.3. Résolution du PPL(MO)O-MN (5.1) avec la Méthode Adaptée de Gabasov

5.3.2 Illustration Numérique de la 1°*-Version de I’Algorithme

Enoncé

Considérons le probleme de programmation linéaire a trois niveaux suivant :

Niveau 1 : M@;)( fi(z) = =5xy + 29 + 223 + 314
télwciue x3, x4 résolvent

Niveau 2: Max fo(x) = 621 + 233 — 315 + 74 (5.16)
tE‘;1V)que x4 résout

Niveau 3 : NIIE}X fs(z) = —xg + 223 + 314,

soumis a :
xGSz{x€R4 c Axﬁb,xZO,bEIW}.
Ou
3 2 1 2 6
1 3 —2 -1 3
-2 =5 =2 0 —2
A= —1 4 1 01, b= 2
1 —1 1 2 5
1 0 1 3 4
0 0 0 1 2
" J
© Nous obtenons les solutions optimales o Ensuite, les bornes des variables de déci-
suivantes : SETT ST ¢
o]. t
fi=6 en  E=(0023), W=0 =2 H=u
02 ¢
fo=12en #=(2000), 55 =0, oy =0, uif =2,
o 1 1
f3=6 en :Esz( 1 0 3 O)t. 151)20, Ugl):

Itération 1 : Nous choisissons les valeurs suivantes : a1 = 0.25, a9 = @91 = 33 = O et

nous avons :
& () =08 (1)) =025, & (u) = Idpy (uff) =2,
& (1Y) =Ty (1) =0, & (ui) =Idy (uf) =0,
& () = Idogy (1Y) =0, & (uf)) =Idogy (uf) =3,
() =Ty () =0 & (u))) = Iy g (uid) =3
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Chapitre 5. Une Approche Novatrice pour la Résolution d'un PPL(MO)O-MN

Nous définissons ensuite les bornes pour cette itération :
t t
2 _ 2) _ 2
® = (025 000) et u® = (203 2).
Ensuite, nous considérons le probleme de programmation linéaire suivant :

max fo(x) = 621 + 229 — 323 + 24
Az <b (5.17)
1@<z <u®.

En utilisant I’algorithme de la méthode adaptée, nous obtenons la solution optimale du
probléme linéaire (5.17) :
2

f=(2000)

t

Itération 2 : Nous choisissons les valeurs suivantes : ap; = 0.25, a31 = a9 = ag; = 0, et

nous avons :

Il
~
&
(=)
o
ot
)
>
[N
- g
)
N—
Il
\.M

Nous définissons ensuite les bornes pour cette itération :
t t
3) _ 3) _ 2
®=(025 002 0) et uW=(2032),
¢ Ensuite, nous considérons le probleme de programmation linéaire suivant :

max fa(x) = —xo + 223 + 324
Az <b (5.18)
16 <z <u®.

Finalement, en appliquant la méthode adaptée de Gabasov 2, nous parvenons a obtenir le
compromis satisfaisant du PPL a trois niveaux (5.16) en tant que solution du probleme
(5.18), avec la valeur

:%32(0.2500 0 27671 0 ) .

Alors, on obtient :

f (:ﬁ’) — 42841, f, <x3> — 68012, fs (x?’) — 5.5341.
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5.3. Résolution du PPL(MO)O-MN (5.1) avec la Méthode Adaptée de Gabasov

5.3.3 Algorithme - Deuxieme Version

Algorithme 5 Résolution du PPL(MO)O-MN (5.1)-Deuxiéme Version-Partie 1
Etape 1 : Poser p + 1

tant que p < P faire
1. Expliciter le modele (5.2)
2. Obtenir la solution # du modeéle (5.2) "solution de p**™e-niveau"

3. Poser p<—p+1

Etape 2 : Obtenir toutes les bornes lg)j et ug)] en utilisant la formule (5.3)
Etape 3 : Poser p < 2
tant que p < P faire

1. Caleuler I®) = &, (177) et u® = &, (ul—D)

2. Expliciter le modele (5.15)

3. Résoudre le modele (5.15) avec la méthode adaptée mono-critére suivante :
(a) Choisir un réel €, > 0
(

b) Obtenir une solution de base réalisable {z?, J5}

)
(¢) Calculer K% = A EY = K"a.,, — e € J%
(d) Calculer 65(951", Jh) avec la formule (5.14)

)

(e) Si pB§(aP,J3) = 0. Alors, arréter la procédure avec la solution optimale
{zP, J5} et aller a I'étape 4.
(f) Si B5(aP, J3) < €. Alors, arréter la procédure avec la solution e—optimale
{zP, J5} et aller a 'étape 4.
(g) Poser
T, = {eis € J5 : [BE, < 0,6 (22,) <u® |},
Tino, = {eij € J5 : [BE, > 0,61 (22,) > 1]}

(h) Obtenir I’ensemble des indices non-optimaux : Jyyo = J¥no, Y Juno,

— max ‘E

(i) Choisir un indice e;,;, de Jyyo tel que : ’E” b
eiv]'eJNNO

€igdo €i,5

(j) Calculer la direction d’amélioration d” en utilisant les relations :

p —
deiojo Slgn(Eeiojo )
/4 = i o - p
dem‘ =0 sl €5 7 €igjo, €ij € JN- (5.19)
p( TP — _ A1 p( TP
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Chapitre 5. Une Approche Novatrice pour la Résolution d'un PPL(MO)O-MN

Suite de l’algorithme 5 - Partie 2

(k) Calculer 07 = min 67  ou 07 est déterminé par la formule :
‘ ei,;€J5 Z’

6 (2,,)

7, st db >0
elj 7,

(p) D

p = le - @3 5 .
Qem = .7 E;op 1(96 z,])7 si dzc? < O (520)
€ij %)
. p
00, si df  =0.

(1) Calculer 6’52_0],0 en utilisant la formule :

(p) i p
ep _ 510 1 ( €L0J0) leinO’ St Eezojo - 0 (521)

Froso &1 (a2, ), st ER <0
81030 —1 \Peigso ) S €indo ’

(m) Calculer 8 = min {GP v }

€11’ €iggg

)
n) Calculer 7% = 2P + 6fdP
o) Calculer 55(z?, Ji) = B5(a?, Jg) — 65 ’E
)

€igdo

p) Si 615, (z?, J5) = 0. Alors, arréter la procédure avec la solution satisfaisante
{zP, J%} et aller a 'étape 4.

(q) Si Bf; (z?, J) < €,. Alors, arréter la procédure avec la solution €,—optimale
{zP, J&} et aller a Iétape 4.

(r) Si 6§ = 0., ,,, alors poser Ty =J%

(s) Sidf =6¢ , alors poser Tp = (J5\ {ewin}) U e}

(t) Poser aP = xp et J% = J%. Ensuite aller a I’étape (c)

4 Poser a: = P

5 Poser p+—p+1

cP
Sortie Retourner le compromis  du PPL(MO)O-MN (5.1)

5.3.3.1 Explication de I’algorithme
L’algorithme peut €tre décrit en plusieurs étapes clés, mettant en ceuvre une approche itéra-
P
tive pour obtenir le compromis  du PPL(MO)O-MN :

Etape 1 : Pour chaque niveau p, calculer les solutions optimales des fonctions objectifs indi-

viduelles du probleme 5.1, de maniere indépendante.

Etape 2 : Visualiser les bornes initiales du vecteur des variables de décision.
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5.3. Résolution du PPL(MO)O-MN (5.1) avec la Méthode Adaptée de Gabasov

Etape 3 : Lalgorithme itere jusqu’a atteindre une solution satisfaisante EP en P — 1 étapes.
A chaque itération, le DCD,, (le décideur du niveau p dans le PPL(MO)O-MN) sélectionne les
intervalles réduits pour les variables de décision sous son contrdle en utilisant I’ ARI. Ensuite, le
DCD,, résout son propre PPL mono-objectif en utilisant 1I’algorithme 2 de la méthode adaptée

exposée dans le chapitre 4 et décrite en détail dans [Gab95].

La distinction entre les deux versions de 1’algorithme réside dans 1’étape 3. de la
o deuxiéme boucle "tant que". Dans la premicre version, 1’opérateur §,_; est appli-
qué uniquement aux bornes des variables de décision I’ et 4=, Par la suite,
I’algorithme de la méthode adaptée est exécuté en utilisant 1’ancienne estimation
de sous-optimalité. En contraste, dans la deuxieme version, la nouvelle estimation
de sous-optimalité est utilisée. Par conséquent, 1’étape 3. de la deuxieme boucle

"tant que" englobe I’intégralité de I’algorithme 2 de la méthode adaptée, afin de

démontrer comment la nouvelle estimation est exploitée.

5.3.4 Illustration Numérique de la 21®™°-Version de I’Algorithme

Considérons le probleme de programmation linéaire a trois niveaux suivant :

Niveau 1: Max fi(z) = =71 + 229 — 43 + 14

tel que x5, 3, x4 résolvent
Niveau 2: Max fo(z) = —4xq — 10 + 215 + 31y (5.22)

tel que 4 résout
Niveau 3: Max f3(x) = —10x; + xo + 223 — 374,

soumis a :
xES:{xER4 : szb,xEO};«é@.
Oou
6 4 2 4100 00O0O0 13
2 6 -4 -2 01 0 0 0 0 O 8
-4 —-10 -4 0 0 0O 1 0 O0O0O0 -5
A= =2 8 2 000O0O1O0O0O0T¢|, b= 4
2 -2 2 40000100 6
0O 2 6 000O0O0T1O0 7
0O 40000001 9
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Chapitre 5. Une Approche Novatrice pour la Résolution d'un PPL(MO)O-MN

Nous obtenons les solutions optimales :

ol
fi=-151669 en #=(216 0 0 0 0 0 3.66 3.66 833 166 2.66 9 ) .

2

fa=5.5 en :(0020571730007)

03
f3=4 en

(002091630239)t.

Soit M = 1000. Alors, les bornes des variables de décision sont définies comme suit : lfj} =0,
(1)

etuy; = M pour tous j = 1,...,7. Quant aux autres composantes, les bornes sont données
ar :
P 1) _ (1) _ 1) _ (1) _
lll - 07 l21 - 07 l22 - 07 l31 - 07
WV =21667, v =0, «{) =2, o« =05.
5 On prend a1 = 025, Qg1 — (g — (X317 —
ay; = O pour tous j = 1,...,7. Ensuite, pour 5 = 1,...,7, on calcule les bornes réduites pour

chaque composante des vecteurs /() et u(!) en utilisant I’ ARI &; :

1 =& (1Y) = Idpzaesn (1) =0, 1§ =& (i) = Idpy (1) =0,

upy = & (ui) = L3P (ui)) = 1.9167,  ufy) = & (ufy)) = Idoa (u?)

L =& (1) = Idgoy (157) =0, s =& (I5) = Idoos (') =

ufy = & (usy) = Idgoy (uly) =0, uf) = & (ufY) = Idpos (uf)) = 05,
iy = & (1) = Idioaoon (1)) =0, W) = & (uf})) = Idp 1000 (w5 = 1000.

Nous obtenons les bornes suivantes :

® = (00000000000),

t
u® = (19167 0 2 05 M M M M M M M).
Ensuite, nous considérons le probleme de programmation linéaire suivant :

max fo(x) = —4x1 — 29 + 225 + 324

Alors, I’algorithme de 1la méthode adaptée peut €tre appliqué pour résoudre le probleme (5.23)

en utilisant I’estimation de la sous-optimalité (5.14).

Premieére Itération de la Méthode Adaptée :
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5.3. Résolution du PPL(MO)O-MN (5.1) avec la Méthode Adaptée de Gabasov

o La solution réalisable initiale : 22 = ( 125 0 0 0 55 55 0 65 3.5 45 9 )t.
o Le support initial : J3 = {5,6,7,8,9,10,11} et J% = {1,2,3,4}.
¢ Le vecteur des multiplicateurs : £? = ( 41 -2 -3 00 000 O0O0 )t.

¢ L’estimation de sous-optimalité :

Bi(z2,J3) = EZ (& (ui?) — & (#3)) + B4 (& (Ugll)) — & (e}))
+E83, (& (1)) — & (2%)) + B3, (& (1Y) — & (=3)) = 105>0.

Alors, La solution réalisable initiale 2% n’est pas optimale.

¢ La nouvelle direction d’amélioration :

t
d2:<—1.25 0 2 05 15 115 3 —-6.5 =35 —4.5 —2).

g c2 t

o Le pas optimale : 62 = 1. Alors, z = z2+602d° = ( 00205717 30007 )
est la solution optimal du probleme (5.23).

5 On prend g9 — 025, 11 =— Qg1 = (31 —

ay; = 0. Ensuite, pour 7 = 1,...,7, on calcule les bornes réduites pour chaque composante des

vecteurs [? et u(? en utilisant ’ARI &, :

1Y =& (1) = Tdozaesn (17) =0, 1) =& (1) = Iy (12) =0,

ul) =& (u)) = L9 (u)) =1.9167,  uf)& (ufy) = Idppzy (us) = 1.75,

i) =& (1)) = Idy (1)) =0, i) = & () = Idpos () =0,
u“’? =& (ul)) = Idgy (ul)) =0, uf) = & (u)) = Idpos (uf)) = 0.5,
1) = & (1) = Idg 000 (1) =0, u) = & (u)) = Idpp 1000 (us?) = 1000.

Nous obtenons les bornes suivantes :

t
13 :(00000000000),
u® = (119167 0,175 05 M M M M M M M)t.

Ensuite, nous considérons le probleme de programmation linéaire suivant :

HIQE}X fg(l’) = —101’1 + To + 2£C3 — 3.%'4
Az =1b (5.24)

Alors, I’algorithme de 1a méthode adaptée peut Etre appliqué pour résoudre le probleme (5.24)

en utilisant I’estimation de la sous-optimalité (5.14).
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Chapitre 5. Une Approche Novatrice pour la Résolution d'un PPL(MO)O-MN

Premiere Itération de la Méthode Adaptée :

<>Lasolutionréalisableinitiale:x3:(1.25 00055550 65 35 45 9)t.
o Le support initial est J3 = {5,6,7,8,9,10,11}, J5 = {1,2, 3,4}
<>LeVecteurdesmultiplicateurs:E3:(10 -1 -2 3 00 0O0O0O0 O)t.

¢ L’estimation de sous-optimalité :

8@ J3) =B} (& (u?) -6 () + B (& (uf?) - & (=})

+B (& (1) - & (o)) + By (& (1) - & (=3)) = 105>0.

Alors, la solution réalisable initiale 23 n’est pas optimale.
o Ladirection d’amélioration :d® = ( ~1.25 0 1.75 0 4 95 2 —6 —1 —1 0 ).

o Le pas optimal : 3 = 1. Alors, 7> = 23 +63d> = (0 0 1.75 0 9.5 15 2 0.5 2.5 3.5 9)'
est la solution optimale au probleme (5.24).

3
Enfin, le compromis satisfaisant du PPL a trois niveaux (5.22) : ¢ = ( 0 0 175 0 ) Alors,

# (x3> . (:f’) — 35, fs <x3> _ 35

5.4 Conclusion

La méthode adaptée se distingue comme une méthode numérique de choix pour résoudre
efficacement les problémes de programmation linéaire mono-objectif a variables bornées. Cette
méthode a démontré sa supériorité par rapport a la méthode du simplexe [Bel18].

Dans cette étude, deux objectifs ont été pleinement réalisés. Tout d’abord, nous avons pion-
nierement appliqué 1’algorithme de la méthode adaptée a la résolution de problemes de pro-
grammation linéaire a plusieurs niveaux. Deuxiemement, nous avons sensiblement amélioré
I’algorithme de S.B. Sinha et S. Sinha [Sin04] en introduisant la méthode adaptée a I’étape 3,
en remplacement de la méthode du simplexe. De plus, nous avons réussi a consolider les étapes
(3)-(9) en utilisant I’ARI &, ce qui nous a permis de les réunir en une seule étape (étape 3 dans
notre algorithme).

Notre contribution repose sur 1’exploitation ingénieuse des principes de la méthode adaptée
pour élaborer et exposer en détail deux versions d’un algorithme résolvant les problemes de
programmation linéaire a plusieurs niveaux. En développant 1I’ARI, nous avons pu définir une
nouvelle estimation sous-optimalité spécifique au PPL(MO)O-MN, ce qui nous a permis d’in-
tégrer 1’algorithme de la méthode adaptée dans notre algorithme. Enfin, nous avons illustré les

deux versions de notre algorithme par le biais d’exemples numériques.
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CHAPITRE 6

EXPLORATION DES SOLUTIONS DE
COMPROMIS EN PROGRAMMATION
LINEAIRE MULTI-OBJECTIFS
MULTI-NIVEAUX : LA METHODE
ADAPTEE DE GABASOV

Objectifs

Dans ce chapitre, nous présentons deux contributions majeures dans le domaine de la
PPMO-MN. La premiere de ces contributions, se matérialise par le biais d’une adap-
tation élaborée de la méthode du simplexe multi-critere généralisé. Cette adaptation
soigneusement élaborée vise a explorer de maniere exhaustive I’ensemble des solu-
tions de compromis envisageables pour les Problemes de Programmation Linéaire
Multi-Objectifs Multi-Niveaux (PPLMO-MNs). En appréhendant ces compromis a
travers le prisme du simplexe multi-critere généralisée, nous élevons 1’analyse a un
niveau supérieur de finesse, offrant ainsi une perspective enrichissante pour la prise
de décisions éclairées. Dans notre seconde incursion, nous propulsons la méthode
adaptée de Gabasov vers des hauteurs encore plus impressionnantes. En élargissant
son spectre, nous sommes en mesure de pénétrer les problémes multi-niveaux avec
confiance et ingéniosité, ouvrant ainsi une porte prometteuse vers la résolution de
défis mathématiques encore plus complexes.

Sommaire
6.1 Génération Complete des Solutions de Compromis pour un PPLMO-MN . . . . .. 112
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Chapitre 6. Exploration des Solutions de Compromis en PLMO Multi-Niveaux

6.2 Formulation du PPLMO-MN . . . . . .. ... .
6.3 Préliminaires . . . . . . . . . L e e e
6.4 Exploration des Solutions de Compromis dans un PPLMO-MN . . . . . ... .. ..
6.4.1 Identification des Faces Non-dominées d'un PPLMO-MN . . . . . . ... ...

6.4.2  Elaboration de 1’Algorithme : Processus Complet de Construction . . . . . . .

6.4.3 Exploration Exhaustive : L’Algorithme dans toute sa Splendeur . . . . . . ..

6.4.4  Premiere Illustration Numérique : Mettre en Action I’Algorithme 6 . . . . . .

6.5 Résolution des PPLMO-MNs via une Approche Novatrice et Constructive . . . . . .
6.5.1 Edification de ’Algorithme : De la Conception & la Réalisation . . .. ... .

6.5.2  Illustration Numérique du PPLMO & deux-niveaux (Section 6.4.4) : Etude de

Cas a travers U'Algorithme 7 . . . . . . . . .. . ... ..

6.6 Dialogue Approfondi : Exploration et Analyses . . . . . . ... ... ... ......
6.6.1 La Méthode Adaptée vs La Méthode du Simplexe : Comparaison et Choix . .

6.6.2 Processus Etape par Etape pour Résoudre les PPLMO-MNs & Variables Bor-

nées : La Méthode Adaptée . . . . . . . . . ...

6.7 Conclusion . . . . . . . . . e

6.1 Génération Compléete des Solutions de Compro-
mis pour un PPLMO-MN

RENINE

Dans notre ceuvre inaugurale', nous établissons I’ensemble de toutes les solu-
tions réalisables non-dominées (ensemble de tous les compromis possibles) pour
un PPLMO-MN. En démontrant sa décomposition en faces non-dominées, nous of-
frons la preuve que ce domaine peut étre exploré avec finesse. A cet effet, nous
élaborons une stratégie algorithmique afin d’engendrer I’ensemble des solutions réa-
lisables non-dominées. Le mécanisme s’appuie sur la méthode énoncée par P.L. Yu
et Zeleny, comme documenté dans [Yu 74; Yu 75]. Par la suite, nous définissons
un ensemble de tri comme les faces constituant 1’ensemble de solutions réalisables
non-dominées, comme détaillé dans [Kac22c].

i. Cet article a €té consigné au sein des pages du journal 'Croatian Operational Research
Review’, ot il a €té intitulé ’L’ensemble de tous les compromis possibles d’un probléme linéaire
multi-objectifs multi-niveaux’ Cette parution a vu le jour en 2022, et vous pouvez obtenir de
plus amples informations en vous référant d [Kac22c].

Programmation linéaire multi-objectifs, décideur, point non-dominé, face non-
dominée, point extréme non-dominé.
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6.2. Formulation du PPLMO-MN

6.2 Formulation du PPLMO-MN

Soitp=1,....,.P,n=n;+...+np, k =k + ...+ kp. Considérons la fonction objectif
suivante : F,(z) = c,z: R™ x ... xR — R¥. Ou,

11 1ny Pl Pnp
Cpl Cpl PO Cpl o o . Cpl PO Cpl
Cp = = : : : y
11 1ng P1 Pnp
Cpkp Cpkp PO Cpkp PR Cpkp PR Cpkp
et
_ ljal 2j=:2 Pj=P _ 11 1n1 21 2no
CpgT = Cpy + Cpal + ...+ Cpg T CpgT11 + ...+ Cpq' Ting + CpaT21 + ...+ Cpq” T2n,
31 P1 P
+ e t...+...te e+ + cpq"PxpnP.
Formulation d’un PPLMO a P niveaux
C11T
Niveau 1: Max Fi(z) = Max Fy(7',7%,...,27) = Max : ,
Clklm
tel que 7%, ..., T résout :
Co1 T
Niveau 2 : Max Fy(z) = Max Fy(z', 77,...,27) = Max : :
(6.1)
62k2$
tel que - résout :
Cp1¥
Niveau P : Max Fp(x) = Max Fp(z',7%,...,7") = Max : :
CpkpX
soumisa: S ={z€R" : Az <b, >0, be R™}.
Ou, S # () est la région réalisable, m est le nombre de contraintes, k, est le nombre
de fonctions objectifs de DCD,, n, est le nombre de variables de décision de DCD,,
i pl p2 _ - . .

i =ch,chl, .. chr, p=1,..., P, q=1,...,k, , ¢, estune matrice de taille k, xn,
A est une matrice de taille (m x n) et b est un m—vecteur. On suppose que m < n et que
S est un polyedre compact. C’est-a-dire un polyedre borné.
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Chapitre 6. Exploration des Solutions de Compromis en PLMO Multi-Niveaux

6.3 Préliminaires

Par la désignation A, nous référons a une matrice de dimensions ((n 4+ m) x n), out les m
premieres lignes correspondent aux lignes de la matrice A, tandis que les n lignes suivantes re-
présentent les contraintes de non-négativité (z;; >0, i =1,..., P, j=1,...,n;). Le vecteur
b, de taille (n + m), satisfait b; = b; pouri = 1,...,metb; = Opouri =m +1,...,m + n.

Cela se traduit par

ou /d,, représente la matrice identité d’ordre n.

Pour un sous-ensemble () C M, AQ désigne la matrice dérivée de A en supprimant les

Faisons I’introduction de M, défini comme I’ensemble des indices de lignes de la
matrice A: M = {1,...,m +n}.

lignes dont les indices ne se trouvent pas dans (), et de maniére similaire, BQ est dérivé. Ainsi,
nous attribuons le terme "face" de 5, tel que présenté dans 1’appendice III, pour 1’ensemble
défini par :

F(Q):{xES ; lex:l;Q}.

Notations 6.3.1.

o L’ensemble N, englobe 'ensemble de tous les points non-dominés du p®™® niveau,
c’est-a-dire ceux qui émergent du p®™°¢ PPLMO, un composant du probléme 6.1.

Parallelement, D, englobe les points dominés du méme niveau.

¢ La compacité du polyedre de la région réalisable S garantit que celle-ci posséde un
nombre fini de sommets, également qualifiés de points extrémes. Dans ce contexte,

Sder représente I'ensemble complet de ces points extrémes.

¢ Pour chaque niveau p, ’ensemble Nge“f se matérialise comme 'intersection entre
59T et N, représentant ainsi 1’ensemble des points extrémes non-dominés du p™™°

niveau.

o Pour référence ultérieure, notons que Nl‘fx désigne un point spécifique appartenant
a I’ensemble Nge“”.
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6.3. Préliminaires

Lemme 6.3.2. Soient 2, 2% € S et ' € D,. Alors, [z!,2%) C D,, ou

[:L‘l,x2> = {aml +(1-a)? : 0<a< 1}
est le segment délimité par z' et z?. En particulier, si ' € S, alors S C D,

[
Théoréme 6.3.3. Soit X un sous-ensemble de S, supposons que 2! € X et 2! € N,
alors X C Np.

En regle générale, les objectifs au sein d’un PPLMO entrent en conflit, ce qui implique que
N, # (. En conséquence, d’apres le Théoreme 6.3.3 et le Lemme 6.3.2, nous déduisons que
§ C D, ce qui indique que les points réalisables non-dominés résident au sein des faces de la
région réalisable .S. Par conséquent, la quéte de Opoints non-dominés se concentre sur la frontiere

de la région réalisable (c’est-a-dire S privé de .5).

Définition 6.3.4. Soit @ C M, alors 'ensemble N,(Q) = N, N F(Q) est appelé

face non-dominée du p'*™°-niveau.

Théoréme 6.3.5 (Décomposition de N, en faces non-dominées). Soient @) C M,
[=0,...,m+n et définissons F' = {Q C M : Card(Q) =1} . Alors, on a :

m—+n

N=U N m©. 62)

=0 QeF!

Définition 6.3.6. F'(QQ) est appelée face maximale si les conditions suivantes sont
vérifiées :

¢ Le sous-espace engendré par ’ensemble

F(Q):{I’GRn : AQI’ZEQ}

est équivalent a ’espace engendré par F(Q).

o Si F (Q) et F(Q) représentent la méme face, alors cela implique que QcCaQ.

Théoréme 6.3.7. Considérons une face maximale F(Q) telle que NJ<*(Q) = Ndern
F(Q) # 0. Dans ce contexte, il en découle que F(Q) est inclus dans N, seulement

si NJ**(Q) contient un minimum de n — Card(Q) + 1 éléments.
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Chapitre 6. Exploration des Solutions de Compromis en PLMO Multi-Niveaux

Théoréme 6.3.8. Considérons une solution de base réalisable 2° = (z,,, 2, ) avec

un ensemble d’indices Jg, et examinons le probleme linéaire suivant :

kp
W, = max »_ vy, (6.3)
i=1
T . ¢ t..0 S
soumis a S, = {(m,vp) I TES, QT —Up 2T, Up 2 O} ,0u v, = (vpl, e ,vpkp) .

Dans ce contexte, nous énoncgons les éléments suivants de maniere organisée :
o x¥ est un point non-dominé si et seulement si w, = 0.

o x° est un point dominé si et seulement si w, > 0.

6.4 Exploration des Solutions de Compromis dans un
PPLMO-MN

Dans le contexte des PPLMO-MNs, I’ensemble global N peut €tre construit de la maniere
suivante : nous commengons par générer les ensembles /V,, pour chaque probleme multi-objectif
individuel qui contribue au probleme global. Ensuite, nous prenons leur intersection. Cette opé-
ration peut étre réalisée en utilisant la méthode de P.L. Yu et Zeleny décrite dans [Yu 75], étant
donné que chaque ensemble N, est en réalit€ une réunion de faces. Ainsi, I'intersection des
ensembles [V, peut €tre obtenue de maniere relativement directe.

Cependant, il est important de noter que 1I’approche proposée par P.L. Yu et Zeleny se com-
pose de deux phases majeures. Dans la premiere phase, I’ensemble de tous les points extrémes
non-dominés est identifié. La seconde phase permet d’obtenir I’ensemble de tous les points non-
dominés. De plus, cette procédure doit €tre répétée P fois pour obtenir les ensembles IV, ce
qui peut entrainer une consommation importante de temps et de mémoire. C’est pourquoi nous
proposons une autre méthode pour obtenir I’ensemble N.

Dans un PPLMO-MN, chaque DCD,, recherche une solution non-dominée réalisable dans 1’en-
semble des solutions non-dominées NV,,. Ceci est réalis€ en maximisant sa propre fonction ob-
jectif [, par rapport aux variables de décision Z” qui sont sous son contrdle. En conséquence,
tout compromis potentiel = doit nécessairement se trouver dans I’intersection des ensembles
de solutions non-dominées des différents problemes multi-objectifs qui forment les niveaux in-
dividuels. En fait, si 2 n’appartient pas a I’intersection des ensembles N,pourp =1,..., P,
cela implique que  serait une solution dominée pour au moins I’un des problémes de I’un des
décideurs, ce qui contredirait la nature méme du compromis. Par conséquent, nous pouvons
naturellement définir I’ensemble de tous les compromis possibles (c’est-a-dire les solutions

non-dominées réalisables) pour le PPLMO-MN comme suit :
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6.4. Exploration des Solutions de Compromis dans un PPLMO-MN

P
N=N, (6.4)
p=1

De maniere similaire, nous pouvons définir I’ensemble de tous les points extrémes non-
dominés du PPLMO-MN comme étant I’ensemble des points extrémes non-dominés qui sont

communs a tous les ensembles NV, ¢’est-a-dire :
P
\rdex __ dex
N = ﬂ Np . (6.5)
p=1

Cette définition de I’ensemble N9 est cohérente et garantit que aucun point extréme non-
dominé n’est omis. En effet, puisque pour tout p = 1,..., P, I’ensemble N, de points non-
dominés est construit en tant qu’union de faces non-dominées de la région réalisable .S (voir
[Yu 75]), il s’ensuit que, pour tout p; et py, I'intersection IV, N IV, ne peut pas introduire de
nouveaux points extrémes non-dominés qui ne sont pas déja présents dans les ensembles N,
et IV,,. Autrement dit, tous les points extrémes du polyedre NV, N NN, sont déja des points
extrémes pour les ensembles N, et IV,,,. Cette propriété est valable car les ensembles IV, et
N, sont des polyedres inclus dans la frontiere d’un polyedre plus grand, a savoir S. Cela differe

du cas général, comme illustré dans les figures 6.1.

o Etant donné que les ensembles V,,, pour p = 1,..., P, ne sont pas nécessairement

convexes, il en découle que I’ensemble N n’est pas nécessairement convexe de

maniere générale. Dans le cas ou N =0, cela indique que le probleme (6.1) est
insoluble.

6.4.1 Identification des Faces Non-dominées d’un PPLMO-MN

Supposons que N # () et définissons 1’ensemble N comme I’ensemble de tous les sous-
ensembles () de M correspondant aux faces non vides F'(()) de la région réalisable S incluses
dans N :

N={QcM : FQ#0et F(Q CN}.

Notations 6.4.1. La face associée & un élément @Q de N est désignée comme une

face non-dominée d'un PPLMO-MN et est symbolisée par :

11 est évident que pour deux sous-ensembles Q; et Qo de A tels que Q; C Q,0na F (Q2) C

F(Q1). Afin d’exclure les faces F'((Q)2) qui sont entierement contenues dans une autre face plus
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Chapitre 6. Exploration des Solutions de Compromis en PLMO Multi-Niveaux

N dex

— b + + b, %
(a) Cas possible.

Un point extréme qui n'appartient pas a "

(b) Cas impossible.

FIGURE 6.1 — Illustration de I'ensemble Nde= pour P =2et S C R3.

grande F'(Q;), nous définissons un ensemble distinct A contenant tous les éléments de N ne

contenant aucun autre élément de N/ , comme suit :
N:{Q e N : pourtout Q€ N, Q%Q et QgZQ}

A

Théoréme 6.4.2. La décomposition suivante de N convient : N = Ugesr N(Q).

Démonstration. Puisque pour tout p=1,..., P, on a
n—+m
Ny = U ﬂ Np(Q).
=0 QeF!

Alors, on obtient

N = NEy Ny =N (UEE Noer No(@))

= U™ Naert (N5 Np(Q)) = UiZs" Noer N(Q).

118

S ¥ Emails : Kaci.mustapha.95@gmail.com / Mustapha.kaci@univ-usto.dz
ek & Mon Site Web : http://sites.google.com/view/kaci-mustapha




6.4. Exploration des Solutions de Compromis dans un PPLMO-MN

Définition 6.4.3. Une face F(Q), ou Q € N, est désignée comme un espace de tri
pour le PPLMO-MN, et nous le notons par SP.

6.4.2 Elaboration de I’Algorithme : Processus Complet de Construc-

tion

1. Pour entamer le processus, nous commengons par obtenir 1’ensemble complet Ndez qui
regroupe tous les points extrémes non-dominés provenant des Problemes de Programmation
Linéaire Multi-Objectifs (PPLMOs) englobant le probleme multi-niveaux. Pour réaliser cela,
nous adoptons la procédure énoncée par PL. Yu et Zeleny dans leur travail [Yu 75], comme
détaillé dans I’appendice 1. En pratique, cela signifie que nous utilisons 1’algorithme développé
par P.L. Yu et Zeleny pour chaque PPLMO individuel, c’est-a-dire pour chaque p = 1, ..., P,
afin de générer I’ensemble Ng“. Par la suite, nous rassemblons ces ensembles N;l“ pour dériver

I’ensemble global Ner contenant les points extrémes non-dominés pour le PPLMO-MN.

2. Ensuite, notre démarche consiste a identifier I’ensemble des faces qui possedent la propriété
de non-dominance pour I’ensemble des niveaux simultanément. Il est important de noter que
si nous partons du principe que N n’est pas vide (c’est-a-dire que des solutions non-dominées
existent dans le probléme), alors il est toujours possible de trouver au moins une face non-
dominée pour un PPLMO-MN donné. Méme dans le scénario le plus pessimiste, nous obtien-
drons des faces de dimension minimale, a savoir des points (éléments de Ny voire des seg-
ments (faces de dimension 1). Cela souligne que notre méthode est capable de détecter des
solutions non-dominées, quel que soit le degré de complexité du probleme multi-niveaux sous-

jacent.

3. Il est essentiel de noter que notre recherche se concentre spécifiquement sur les faces qui
possedent deux caractéristiques essentielles : d’une part, tous leurs points extrémes se trouvent
dans N et d’autre part, ces faces ont une dimension maximale de n — 1. Ces propriétés sont
cruciales car elles garantissent que les faces que nous considérons sont pertinentes pour le test
de non-dominance que nous allons établir dans les étapes suivantes. Ainsi, pour identifier et

examiner ces faces, nous procédons comme suit :

(a) Tout d’abord, nous déterminons le cardinal de N dex poté cz, et nous désignons les élé-
ments de N9 par N pouri = 1,...,d.
(b) Ensuite, pour chaque ¢ allant de 1 a d, nous définissons I’ensemble 19 qui contient tous

les sous-ensembles de 1’ensemble {1, el 02} ayant exactement g éléments :
u ={vc{i,...d} : CadU)=g}. (6.6)

(c) Pour chaque g et pour chaque ensemble U € /Y, nous associons I’enveloppe convexe des
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Chapitre 6. Exploration des Solutions de Compromis en PLMO Multi-Niveaux

points N% correspondant aux indices de U. Cela définit I’ensemble H(U) comme suit :
HU) = ({8 : ieU}). (6.7)
Il est important de noter que I’ensemble H (U) peut ne pas étre une face de S

(d) Parmi tous les ensembles H (U) ainsi définis, nous cherchons ceux qui sont des faces de

dans tous les cas.

la région réalisable S. En d’autres termes, nous cherchons un ensemble d’indices () C M
tel que la face F(Q) soit égale a H(U), c’est-a-dire F'(QQ) = H(U). Pour ce faire, nous
substituons les points Ndes pour j € U dans le systtme d’équations linéaires Az = b, puis
nous construisons 1’ensemble () contenant les indices ¢ € M pour lesquels les équations sont

satisfaites, c¢’est-a-dire :
A;N%i = b, pourtout j e U.

Si ’ensemble () ainsi obtenu est vide, cela signifie que #(U) n’est pas une face de S.

(e) Pour chaque valeur de g de 1 a d, et pour chaque ensemble U appartenant a ({9, nous
définissons 1’ensemble GY qui contient uniquement les faces de la région réalisable S pou-
vant étre définies comme 1’enveloppe convexe de g points extrémes non-dominés de Ndez,

Formellement :

g ={F@Q) : FQ)=H(U)}. (6.8)

(f) Puisque nous cherchons a identifier les espaces de tri comme enveloppe convexe de g
points extrémes non-dominés de N der ou () € F' (c’est-a-dire les ensembles de faces non-
dominées de dimension n — [), nous devons nous assurer que g est suffisamment grand pour
que ces faces aient une chance de passer le test de non-dominance. Selon le théoreme 6.3.7,
nous devons avoir g > n — [ + 1.

(g) En conséquence, nous pouvons créer un ensemble Go qui contient uniquement les faces
de la région réalisable S qui peuvent étre définies comme 1’enveloppe convexe d’au moins
g points extrémes non-dominés de Ndez et qui doivent également satisfaire la condition g >

n — [ + 1 pour chaque [ possible :

¢= U {F@ : QeF, FQ=HD)Y}. (6.9)

[>n—g+1

4. En fin de compte, nous obtenons 1’ensemble G qui regroupe toutes les faces de la région
réalisable S qui peuvent étre définies comme 1’enveloppe convexe d’un certain nombre de points

extrémes non-dominés de N9* et qui satisfont les conditions de dimension pour le test de non-
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6.4. Exploration des Solutions de Compromis dans un PPLMO-MN

dominance :

d
g = U GgJ. (6.10)
g=1
Il est important de noter que G' est égal a Ndez, qui est ’ensemble des points

5. Pour tester la non-dominance des éléments de 1’ensemble G, nous utilisons les critéres sui-

extrémes non-dominés.

vants :

Proposition 6.4.4 (Le critére de non-dominance pour un point). Soit P* € S
et solent w, les valeurs optimales du probleme (6.3) soumis a gp, tel que défini
précédemment dans le théoreme 6.3.8. Définissons la quantité R comme la somme
des valeurs optimales w, pour tous les niveaux p. Alors, P est un point non-dominé
pour le PPLMO-MN si et seulement si R = 0.

Il est important de souligner que le critere de non-dominance pour un point, tel
o qu’énoncé dans la Proposition 6.4.4, possede une signification profonde. Il équi-
vaut en réalité au test de non-dominance de P.L. Yu et Zeleny, appliqué aux sous-
problemes de PLMO qui composent le PPLMO-MN. Ainsi, ce critere offre une

maniere explicite de déterminer si un point appartient a I’ensemble /V, en généra-

lisant le test de non-dominance classique au contexte multi-niveaux.

Théoréme 6.4.5 (Le critere de non-dominance pour une face). Soit g > 2 et
considérons une face F'(Q)) appartenant a I’ensemble G9. Supposons que le point P
appartient a F'(Q)\0F(Q) et n’appartient pas a Ndez_ Alors, le point P* appartient
a I'ensemble N si et seulement si la face F (@) est entierement incluse dans 1’ensemble

A

N.

é Dans la preuve du Théoreme 6.4.5 suivante, la fermeture F'(Q)) de F'(()) est prise
par rapport a la topologie induite par celle de R"™ sur le plus petit hyperplan conte-
nant F'(Q).

Démonstration.

o (=) Supposons que P* € F(Q)\OF(Q)N (N — Nde“*’). Cela signifie que P* est a la fois
dans la face F(Q)\OF(Q) et en dehors de I'ensemble N9, Par conséquent, P* appartient
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Chapitre 6. Exploration des Solutions de Compromis en PLMO Multi-Niveaux

a l'intérieur relatif de la face F(Q), c’est-a-dire P*™ € ri(F(Q)). Selon le Théoréme 6.3.3,
nous savons que F(Q) = F(Q) C N, ce qui conduit & F(Q) C N.

¢ (<) Supposons que F(Q) C N. Cela signifie que tous les points de la face F (@) sont
contenus dans l’ensemble N.

O Le Théoreme (6.4.5) offre une perspective intéressante : si ’intérieur relatif de la

- face ['(Q)) contient un point non-dominé P**, alors F(Q) est elle-méme une face

non-dominée pour le PPLMO-MN. L’application pratique de ce théoréme repose

sur la sélection de g coefficients a, . . ., a4 tels que St =1et0 <y < 1.

Ensuite, en testant la non-dominance du point P = Y9_, o, N9t a I’aide de la
Proposition 6.4.4, on peut déterminer si la face F'(Q)) est non-dominée.

En somme, une conclusion importante émerge : une face est non-dominée pour

le PPLMO-MN si et seulement si elle renferme au moins un point non-dominé

dans son intérieur relatif. Cette observation simplifie la recherche des faces non-

dominées et facilite leur identification dans le contexte du probleme multi-niveaux.

6. Pendant ’exécution de la procédure, des qu’une face non-dominée F'(Q)) est identifiée, il
devient clair que toutes les faces contenues a I'intérieur de cette derniere sont également non-
dominées. Pour gagner en efficacité, nous adoptons la stratégie suivante :
(a) Pour une face non-dominée F'(Q)) € G9, nous définissons I’ensemble V(@) qui regroupe
toutes les faces strictement contenues dans F'(Q).
(b) Nous introduisons SAP, I’ensemble de tous les espaces de tri du PPLMO-MN. Pour
chaque F(Q) € SP, nous définissons WV comme 1’ensemble des faces qui ne nécessitent

pas d’étre vérifiées pour le test de non-dominance. Formellement :

w= U Vro-
F(Q)eSP

o Cette approche nous permet de réduire considérablement le nombre de tests de
non-dominance nécessaires, en évitant de réexaminer les faces qui ont déja été
prouvées non-dominées en raison de leur inclusion dans une face non-dominée

plus grande.

6.4.3 Exploration Exhaustive : L’ Algorithme dans toute sa Splen-
deur

Dans cette section, nous exploiterons la construction que nous avons développée précédem-

ment pour décrire une méthode permettant de générer 1I’ensemble N, qui représente toutes les
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6.4. Exploration des Solutions de Compromis dans un PPLMO-MN

solutions non-dominées d’un PPLMO-MN. En résumé, notre démarche commence par la créa-
tion de I’ensemble N9, contenant les points extrémes non-dominés partagés entre tous les
niveaux. Ensuite, nous procédons au test de non-dominance pour toutes les faces de la région

réalisable S qui posseédent exclusivement des points extrémes issus de N9*.

Algorithme 6 Génération de I’Ensemble des solutions Non-dominées N.

Etape 1 : Obtenir N* comme décrit dans la section précédente

si d =1 alors
| arréter avec N = Ndew
Etape 2 : Poser SP =0, W=0ectd=d
tant que d > 1 faire
1. Tllustrer lensemble G?
2. Poser G4 =G4 — W
3. tant que G¢ # () faire

(a) Prendre K € G?

(b) Choisir P* € ri(K)
(c) Poser p<—1let R=10
(d) tant que p < P faire

i. Résoudre le probleme (6.3) soumis & S,

ii. poser R < R+ w,

iii. poser p<p—+1
si R =0 alors
L obtenir Vg et poser : SP=SPUK et W=WU Vi
(e) Poser G = G4 — K

4. Poserd=d—1

Etape 3 : Obtenir I'ensemble N comme suit :

. U{K : KeSPJUN®, si W0,
WS si W=10
Sortie : L’ensemble V.
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Chapitre 6. Exploration des Solutions de Compromis en PLMO Multi-Niveaux

Arréter ) Obtenir
16)| « N N )
( )N:U{K : KES’]D}UNdex ler}sfedrer;ble
Arréter
B S
(N = N
Oui
iﬁ Non
Est-ce que X
o woor |0 (a=d®
Non

e (523

(13)Ed_1 Oui { Iustrer }(6)

I’ensemble (_3 d

(12)

) Est-ce que Non Prendre
Oui — Gd — 7 K e ¢d (7)

Obtenir
o (s)
|

Est-ce que K
est une face 9)
non-dominée ?
Oui]
SP = SPUK (10)
w = WUVg

Non

FIGURE 6.2 — Schéma de I’Algorithme 6
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6.4. Exploration des Solutions de Compromis dans un PPLMO-MN

Dévoilement du Schéma Algorithmique : Décryptage et Détails

Case 1 : Générer I'ensemble N des points extrémes non-dominés en appliquant la mé-
thode du simplexe multi-critere généralisée, comme décrite dans [Yu 74] pour les P PPLMOs
constituant le probléme multi-niveaux. Cela donne les P ensembles N ... N&% que 1’on

intersecte pour obtenir N2

Case 6 : Illustrer ensemble G¢ en localisant toutes les faces de la région réalisable S qui
contiennent exactement d points extrémes non-dominés appartenant a Ndez comme décrit dans

la section précédente.

Cases (7)-(12) : Tester tous les éléments de G en utilisant le critére défini dans le théoréme
6.4.5. Dans I’étape (10), identifier celles qui sont non-dominées et les ajouter a I’ensemble

A

SP. De plus, ajouter leurs sous-faces non-dominées a I’ensemble WV pour éviter de les tester a

nouveadu.

6.4.4 Premiere Illustration Numérique : Mettre en Action I’Al-

gorithme 6
Considérons le PPLMO a deux niveaux suivant :

Niveau 1 : Max (f11<l’> =2xr + 2132, flg(ﬂf) = —% + %Q?Q, flg(SL’) = —% + %IQ) ;

tel que x5 résolvent

Niveau 2 : Max (fo1(x) = 21 + 329, for(T) = =231 — 79, fo3(x) = 29),
(6.11)
soumis a :
SL’GS:{IGRQZAJ?Sb,IZO,bGR?}.
Ou
—2 1 3
—1 2 9
0 1 6
A= 1 0|, b= 6
1 -2 —9
3 —4
1 -2 2
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Chapitre 6. Exploration des Solutions de Compromis en PLMO Multi-Niveaux

Considérons les deux PPLMOs suivants : Avec
max Cix max CoX 2 2 1 3
(1) § Az<b , (2) ( Az <) a=| =2 Z |, @=| =2 =I
> > 0.
el x_(z6.12) 5 3 U

Etape 1 : Nous appliquons 1’algorithme décrit dans 1’appendice I pour obtenir les deux en-

sembles de points extrémes non-dominés suivants :
o PPLMO (1) : N{ee={ N1 = (6,6), N2 = (3,6), N = (1,5)}.
o PPLMO (2) : Ngee={ N1, Ndoz, Nos, Ndos = (0, 3), N%s = (0,0)}.
Alors, I’ensemble N9* du probléme 6.11 est donné par : N = {N der Ndz2 N dm}.

Az N Nz N

FIGURE 6.3 — Ensemble des solutions du FIGURE 6.4 — Ensemble des solutions de
PPLMO (1) PPLMO (2)

Etape 2 : Poser SP =0, W =0etd=d—1=2.
Itération 1 : Nous choisissons P* = 3 (N dzy . Nde2 4 N 0“33). Ensuite, nous résolvons le
PPL (6.3) pour p = 1 et p = 2, et nous obtenons R = w; + wy # 0. Cela implique que
H ({N dri dwvz  dws }) n’est pas une face non-dominée du PPLMO a deux niveaux (6.11).
Itération 2 : Nous diminuonsdde 1 :d =d — 1 = 2, puis nous calculons I’ensemble Qz

comme Suit :

G = (o o) (o o),

comme illustré dans la figure 6.5. Maintenant, nous avons seulement deux faces a tester.

Nous choisissons P& = % (Nd‘”1 S5 Nd"”?) €
ri (K1). Ensuite, nous résolvons le PPL (6.3) pour p = 1 et p = 2, et nous obtenons R =
wy + wy = 0. Cela implique que K; = H ({N dz1 N d‘”}) est une face non-dominée du
PPLMO a deux niveaux (6.11).

Nous choisissons P = % (Nd“ = Ndl"?’) €
ri (K3). Ensuite, nous résolvons le PPL (6.3) pour p = 1 et p = 2, et nous obtenons R =
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6.4. Exploration des Solutions de Compromis dans un PPLMO-MN

wy + wy = 0. Cela implique que Ky = H ({N drz N d“}) est une face non-dominée du
PPLMO a deux niveaux (6.11).

Etape 3 Pour obtenir ’ensemble N de toutes les solutions non-dominées du PPLMO 2 deux
niveaux (6.11), nous effectuons I’union des deux faces non-dominées identifiées, comme illus-

tré dans la figure 6.5, soit :

A

N = #(Ndor, Ndo2) p (Ndoz, Nos)

o Pour mieux appréhender cette notion, examinons d’abord I’ensemble des solutions
du PPLMO (1), mis en évidence dans la figure 6.3 :

Ny =H (N%1, Nt=2) U (N2, Nt

De maniere analogue, considérons 1’ensemble des solutions du PPLMO (2), pré-
senté dans la figure 6.4 :

Ny = H (Nt Nt=2) U (N2, Nts) U (N9, Nt ) U (N, N

Des lors, il est essentiel de noter que 1’ensemble global N de tous les compromis
possibles du PPLMO a deux niveaux (6.11) integre simultanément les solutions
non-dominées tant pour les problemes (1) que (2). Cette situation est clairement
illustrée dans la figure 6.5, mettant en évidence comment les compromis sont at-

teints.

Tous les compromis du probléeme
multi-nivean (6.11)

Figure 6.5 — L’ensemble de tous les
compromis possible du PPLMO a
deux niveaux (6.11).
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Chapitre 6. Exploration des Solutions de Compromis en PLMO Multi-Niveaux

6.5 Reésolution des PPLMO-MNs via une Approche

Novatrice et Constructive

REN N

Notre contribution principale, réside dans I’exploitation de 1’ensemble de tri
comme nouvelle région réalisable du probleme. Nous avons élaboré un second al-
gorithme qui étend les concepts de la méthode adaptée de Gabasov afin de résoudre
un PPLMO-MN [Kac23c]. Dans ce contexte, nous choisissons un seul compromis
parmi ceux disponibles.

Notre algorithme se déploie en deux phases distinctes. Dans un premier temps, nous
générons 1’ensemble de tous les points extrémes non-dominés issus de chacun des
PPLMOs qui constituent le PPLMO-MN. Cette étape est accomplie en utilisant 1’al-
gorithme 6, développé dans la premiere contribution de ce chapitre, et détaillé dans
la référence [Kac22c]. L’ objectif de cette phase est d’obtenir I’ensemble complet des
solutions réalisables non-dominées N , en vue de sélectionner par la suite I’ensemble
de tri.

Dans la seconde phase, nous entamons le processus de recherche d’'un compromis
satisfaisant au sein de I’ensemble de tri que nous avons obtenu. Pour ce faire, nous
définissons les bornes des variables de décision et choisissons un ensemble de tri
spécifique. Ensuite, en résolvant P — 1 PPLMOs standard avec des contraintes sur
les variables, nous entamons la quéte du compromis idéal. Pour cette étape, nous uti-
lisons I’algorithme 3 de méthode adaptée multi-critere que nous avons décrit dans la
section 4.1.6, comme également référencée dans [Radl1b].

ii. Cet article a été accepté pour publication dans le 33*°"° volume, 3*°"¢ numéro de
la revue "Operations Research and Decisions". Vous pouvez également trouver la version
préimpression de larticle sur arXiv en suivant la référence [Kac23c].

Programmation linéaire multi-niveau, programmation linéaire, méthode adaptée, es-
timation de sous-optimalité, application affine.

6.5.1 Edification de ’Algorithme : De la Conception a la Réali-

sation

Dans cette section, nous décrivons un algorithme qui généralise la méthode adaptée de résolu-
tion des PPLMOs décrite dans la section 4.1.6, afin de résoudre un PPLMO-MN en choisissant

une seule solution satisfaisante a partir d’'un ensemble de tri SP choisi préalablement.
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6.5. Résolution des PPLMO-MNs via une Approche Novatrice et Constructive

Construction de I’Algorithme
Premiere phase

Générer I’ensemble de tous les compromis possibles N d’un PPLMO-MN en utilisant la
méthode décrite dans [Kac22c]. Ensuite, choisir un ensemble de tri SP C N et supposer
que |N%| > 2, SP + N et SP # (). Définir I'ensemble des points extrémes de
I’ensemble SP comme suit : SP** := Nio 0 SP = N1 . N%: ol s est le
cardinal de SP*.

Deuxiéme phase

1. Soit M > 0 un nombre assez grand. Fixer les bornes de chacune des n variables de
décision et des variables d’écart comme suit :

1) = min {N#}, o) = max}{zv;;zt}, i=1,...,P, j=1,...,m,

J te{l,...,s} S te{l,...,s

1 1 4
lEP)H)j:O, uEP)H)j:M, j=n+1,....,n+m.

(6.13)

2. Poser np1 = m et considérer les n + m bornes suivantes des variables de décision

et des variables d’écart :
D <zy<u), i=1,...,P+1,j=1,...,n (6.14)

3. Poser p < 1.

4. Définir la nouvelle région réalisable : S, = {x €SP : lg-’ ) < Tij < uff )} . Ensuite,
résoudre le PPLMO a variables bornées :

MEPE €5 (6.15)

Notons & la solution du PPLMO (6.15).

5. Le DCD,, choisit 2n,, parametres positifs I,,; etr,; pour j = 1,...,n,. Ensuite, définit

les nouvelles bornes des variables de décision qui sont sous son contrdle comme suit :

cpb cp
l:,(,?) =Ty —lpy et “1(01;) =Tpj TTpj5 (6.16)
de sorte que
cp (1) cp (1)
Tpi —lpy 217 et T, +rp <yl (6.17)

6. Poser p < p + 1.

P
7. Sip > P, arréter avec £ comme compromis satisfaisant du PPLMO-MN. Sinon,

aller a I’étape 4.
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Chapitre 6. Exploration des Solutions de Compromis en PLMO Multi-Niveaux

Algorithme 7 Algorithme Complet : Génération d’un seul Compromis pour un
PPLMO-MN

Premiere phase

1. Appliquer la procédure décrite par M. Kaci et S. Radjef dans [Kac22c| pour
générer ’ensemble complet des compromis N du PPLMO-MN

2. Choisir un ensemble de tri SP C N et établir I'ensemble SP%.

Deuxiéme phase

Etape 1 : Poser p « 1

Etape 2 : Formuler les contraintes (6.14)
tant que p < P faire

1. Formuler le modele (6.15)

2. Résoudre le modele (6.15) en utilisant I’algorithme 3 de méthode adaptée

décrit dans la section 4.1.6

3. Soit % la solution du probléme de programmation linéaire (6.15)

si p < P alors
a. Choisir Ly, ..., Ly, et 7y, ..., 7y, de telle maniere que les propriétés
(6.17) soient vérifiées a 'étape b.

b. Fixer les 2n, nouvelles contraintes (6.16)

4. Poser p+—p+1

P
Sortie : * est le compromis satisfaisant du PPLMO-MN

6.5.2 Illustration Numérique du PPLMO a deux-niveaux (Sec-
tion 6.4.4) : Etude de Cas a travers 1’Algorithme 7

Premieére phase : Pour des détails, veuillez vous référer a ’exemple 6.4.4

Nous avons : N = H (Ndf“, Nd“) UH (Nd“, Nd’”3) . Donc, nous choisissons I’espace de
tri : SP = H (N2, Ntos) et SP™ = { N2 = (3,6), N2 = (1,5)} .
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6.6. Dialogue Approfondi : Exploration et Analyses

Deuxiéme phase

On initialise p a 1 et amorgons les itérations de 1’algorithme de la méthode adaptée multi-

critere de la maniere suivante :

Itération 1 : Soit M = 1000, les contraintes (6.14) s’expriment comme suit :

M=(150000000),
uW=(36 M MMMMMM).

En appliquant I’algorithme 3 de 1a méthode adaptée, nous résolvons le PPLMO suivant :

mgx (G4
Ax <b
W<z <o,

1
en partant de la solution réalisable initiale 29 = (2, %) , pour obtenir le compromis T =

(2, %) au premier niveau. Ensuite, nous choisissons /;; = ry; = 0.5.
Itération 2 : Nous mettons a jour les bornes des variables de décision comme suit :
t
@=(250000000),
u@=(36 M MMMMM M)

t

En partant de la solution réalisable initiale 2° = (%, %) , nous résolvons le probleme :

max o
Ax <b
l(2) S T S ru/(Q),

afin d’obtenir un compromis satisfaisant du PPLMO a deux niveaux (6.11) : T = (%, %”) .

6.6 Dialogue Approfondi : Exploration et Analyses

6.6.1 La Méthode Adaptée vs La Méthode du Simplexe : Com-
paraison et Choix
La méthode du simplexe est une méthode numérique développée en 1947 pour résoudre des

PPL, ou la région réalisable S est construite a partir de contraintes linéaires de la forme "Ax =

b" et de contraintes de non-négativité "z > 0". Lorsque le programme linéaire inclut des
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Chapitre 6. Exploration des Solutions de Compromis en PLMO Multi-Niveaux

contraintes additionnelles sous la forme :

[ <x<u,

(6.18)

nous qualifions le PPL de "probléeme de programmation linéaire a variables bornées". Pour ré-

soudre ce type de probleme, il est nécessaire de transformer les contraintes (6.18) en contraintes

linéaires, ce qui entraine généralement une augmentation de la taille de la matrice A. Cependant,

R. Gabasov a développé la méthode adaptée pour résoudre ce genre de problémes en traitant

directement les contraintes (6.18) sans modifier la matrice A. Cette caractéristique a conféré a

la méthode adaptée une efficacité supérieure a celle de la méthode du simplexe.

6.6.2 Processus Etape par Etape pour Résoudre les PPLMO-
MNs a Variables Bornées : La Méthode Adaptée

Les problemes de programmation a plusieurs
niveaux se caractérisent par une structure
hiérarchique, impliquant plusieurs décideurs
cherchant un compromis. Ces décideurs sont
classés par ordre de priorité, du Décideur du
1°" niveau (DCD;) au P**™°-décideur (le der-
nier).

Chaque décideur résout son propre probleme
multi-objectif. En fonction de la solution
qu’il obtient, il impose des contraintes pour
guider les étapes suivantes. Le DCD; déli-
mite une région réalisable dans laquelle les
solutions des décideurs suivants devront se
trouver. Ensuite, il communique ces nou-
velles contraintes au Décideur du 2™ ni-
veau (DCD,), qui résout son propre pro-
bleme et détermine une nouvelle région
(sous-ensemble de celle définie par le déci-
deur précédent). Ce processus se répete suc-
cessivement jusqu’a ce qu’une solution soit
trouvée. Ainsi, le processus de résolution
se déroule comme suit : Pour commencer,
nous transformons le probleme (6.1) en un
PPLMO-MN a variables bornées en définis-
sant les bornes (V) et u!) des variables de

décision comme indiqué par la formule
(6.13). Notons les composantes positives des

vecteurs [V et ©Y) comme suit :

1 1 1 1 1 1
B2 s B oR s < .5 o .22 Doy o = p s

(1) (1) (1) (1) (1
Ut s ey Ulpyye e s Udpgs e s UPly e oy Upp -

Itération 1 : Le premier décideur en-
tame le processus en optimisant sa fonction
objectif (la premiere fonction objectif Fi)
par rapport a la région réalisable S et aux
contraintes (6.18). En d’autres termes, DCD;

résout le probleme multi-objectifs suivant :

max Fi(z) =z
Ax <b
l(l) S T S u(l)’

(6.19)

pour obtenir sa solution satisfaisante notée

par
cl cl ¢l cl cl cl

T =Ty, Tygy 3 Ty Togye v Ty | -
Ensuite, DCD; impose de nouvelles

contraintes aux variables de décision qui

sont sous son controle :
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6.6. Dialogue Approfondi : Exploration et Analyses

ol @l el
Ty1, 15 Typys
en choisissant les 2n; nombres réels
2) (2 2 2) (2 2 .
12(11)7 ng)a s 7l§n)17u§1)’u§2)7 LR 7u(1n)1 qui
vérifient
1 2 2 1
lgl) < lgl) < U§1) < Ugl);
1 2 2 1
5y < I < W < o
1 2 2 1

Par la suite, nous définissons les nouvelles

contraintes de la maniere suivante :

lﬁ) < x11 < U§21)7
19 <z, < W,
12 < x12 < ujy (6.20)
lgzl)l S xlnl S ugi)l .

Itération 2 : Le 2™ décideur (DCDy)
poursuit le processus en optimisant sa fonc-
tion objectif (la deuxieme fonction objectif
F5) par rapport a la région réalisable S et
aux contraintes (6.18 et 6.20). Autrement dit,
DCD; résout le probleme multi-objectifs sui-

c2 c2 2 c2 c2 c2
T = (Ty,T195 L1y, Togy -5 Tppy, | -
Ensuite, DCD, impose de nouvelles
contraintes aux variables de décision qui
n c2 2 c2
sont sous son controle : Ty, Ty, ... Y
en choisissant les 2n, nombres réels
(3) 3 B )
l57 .o 5y, Uy s - - -, Uy, qui Vérifient
(1) 3) (3) (1)
Ly < Ly < uy < uy,
(1) (3) 3) (1)
l2n2 S l2n2 < u2n2 S u2n2 °

Par la suite, nous définissons les nouvelles

contraintes de la maniere suivante :

ZS) < x9S Ug?i)a
: : (6.22)
lé?l)Z x2n2 S ugzl)g :

Itération 3 : Le Décideur du 3™ niveau
(DCDs) continue le processus en optimisant
sa fonction objectif (la troisieme fonction ob-
jectif F3) par rapport a la région réalisable S
et aux contraintes (6.18, 6.20 et 6.22). Au-
trement dit, DCDj3 résout le probleme multi-

objectifs suivant :

vant :
max Fa(z) = o3z max Fj(z) = ez,
T )
Ai[) S b7 AfE < b,
hi < znn < up
’ hi < xu < wy,
ln, < T <y
ni 1 nio (621) llnl S T, S Ulnl,
léll) < @xgp < Ué11) 6.23
’ lyy < xy < oy, ( )
l(l) < < u(l)
2na = 2ng — 2.712 ) l2n2 S Tong S U2n2 7
i : (1) (1)
0, < an < G
. . . . . (1) (1)
pour obtenir sa solution satisfaisante : 3 lpn, < Tppp < Upp,,
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Chapitre 6. Exploration des Solutions de Compromis en PLMO Multi-Niveaux

our obtenir sa solution satisfaisante : , , ) ,
p Enfin, la méthode adaptée continue de dé-

3 (03 3 c3  ¢3 3 ) montrer sa pertinence dans le domaine

T = (T, Ty T x
11> %12y« + = »*¥1Ingy» <¥21y * * = »*“Pn . 2. 2.0
! F de la programmation linéaire en abordant

Ensuite, le DCD; impose de nouvelles| U0€ variété de problemes. Cette méthode

b z 2 z
contraintes aux variables de décision qui| ° est avérée efficace pour résoudre des

sont sous son controle. Ces contraintes se- problemes de programmation a plusieurs

ront prises en compte par les prochains dé- niveaux, en particulier les PPLMO-MN

cideurs : Décideur du 4°™ niveau (DCD,) qui étaient I’objectif principal de cette
Décideur du 58 piveau (DCD5) pitme étude. Il est a noter que contrairement aux

décideur. approches antérieures, I’exigence de va-

s riables bornées dans le probleme initial
Itération 4 — P : Ce processus de ) ) P o
. . o . , n’est plus nécessaire, car elles sont inté-
résolution se poursuit jusqu’a ce qu’un ) . i
. o . . grées dans la construction de la méthode
compromis satisfaisant soit trouvé dans le R
elle-méme.

Pr*™¢_niveau.

Approche de résolution d’un PPMO-MN a P—niveaux.

. =P Ajouter
Niveau 1 [¥§§F1( pooopdd )J

=1
I <z' <@t

, Ajouter Max F (z*,77,...,27)
i < fg < ﬂ2 €S,
Niveau 2
—1 —2 =P
[%%§F3($,l', yreea L )} NiVeaU.3

i ) . —1 —2 =3 —=P—1
[Sp_1={zesn”swsw,j=1,.--,p71}] [z%ixl Fp (z',3%,7°,...,7° 7, )} Niveau P
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6.7. Conclusion

6.7 Conclusion

Ce chapitre se déploie en deux volets majeurs, chacun apportant une contribution significative.
La premiere partie propose une approche novatrice pour la génération exhaustive de tous les
points extrémes non-dominés d’'un PPLMO-MN. Par distinction avec I’approche de P.L. Yu et
Zeleny décrite dans [Yu 75], notre méthode repose sur une localisation des faces de la région
réalisable par leurs points extrémes plutdt que par I’ensemble des équations qui les définissent.
[’amorce de notre démarche consiste en la construction de 1’ensemble complet de toutes les
faces ayant leurs points extrémes dans I’ensemble des points extrémes non-dominés. Ensuite,
nous développons un critere de non-dominance pour évaluer ces faces, en combinant habile-
ment la proposition 6.4.4 et le théoreme 6.4.5. Cette étape pave la voie a un algorithme dédié
a la localisation précise de I’ensemble des faces non-dominées. La méthodologie est illustrée
a travers un exemple de probleme de programmation linéaire multi-objectifs a deux niveaux,
concrétisant ainsi son application concrete.

Dans la deuxieme partie, la méthode adaptée pour résoudre les PPLMO est étendue pour abor-
der le cas plus complexe des PPLMO-MN. A cet effet, nous exposons un algorithme spécifique
qui cible la recherche d’un unique compromis satisfaisant, au sein d’un sous-ensemble convexe
de N que nous baptisons "ensemble de tri". Cette dénomination s’explique par le fait que I’en-
semble de tous les compromis envisageables peut se subdiviser en plusieurs ensembles de tri
distincts. En conclusion, nous illustrons notre approche au moyen de 1’exemple préalablement
évoqué. Il est important de noter que le calcul des points extrémes est réalisé manuellement,
tandis que la résolution des programmes linéaires mono-objectifs est accomplie a ’aide de
MATLAB R2007b, avec la mise en ceuvre tant de la méthode du simplexe que de la méthode

adaptée.
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UNE ANALYSE APPROFONDIE, DES
CONCLUSIONS ECLAIREES ET DES
PERSPECTIVES RAFFINEES

1 Conclusions de I’Etude

Dans cette these, nous avons présenté une approche améliorée pour résoudre des problemes
linéaires multi-niveaux a I’aide d’une méthode purement numérique. De plus, nous avons in-
troduit une nouvelle notion importante, a savoir I’ensemble des compromis potentiels dans un
contexte multi-niveaux. Nous avons mis en lumiere cette notion dans la section 6.4 en détaillant

une méthode permettant de générer cet ensemble.

Nous avons développé une approche géométrique novatrice pour analyser la stabilité de la
solution optimale d’un programme linéaire mono-objectif face a des variations des coefficients
de deux variables de décision dans la fonction objectif. Cette approche nous a permis d’étu-
dier simultanément la stabilité en modifiant deux parametres. Nous avons formulé un probleme
équivalent qui se préte a une analyse de sensibilité, lequel est résolu a 1’aide de calculs simples.
En fixant un coin de I’espace réalisable, nous avons identifié toutes les formes linéaires dont
les valeurs optimales sont atteintes en ce point. Cette démarche géométrique revient a détermi-
ner des hyperplans dans I’espace tridimensionnel R?, ot les changements des coefficients de la
fonction objectif sont assimilables a une rotation du plan.

Pour aborder ces concepts, nous avons tout d’abord examiné un probleme de programmation
linéaire, notamment la maximisation d’une forme linéaire (3.1). Ensuite, nous avons présenté
une formulation géométrique originale pour ce probleme, exploitée pour établir une équivalence

avec I’analyse de sensibilité. Cette derniere vise a définir un intervalle angulaire au sein duquel
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1. Conclusions de I'Etude

le vecteur des coefficients de la fonction objectif peut varier. Cela permet de déterminer toutes
les formes linéaires qui atteignent leurs valeurs optimales sur la solution optimale initiale. Nous
avons également envisagé la fonction objectif sous 1’angle d’un plan dans R3?, tandis que les
contraintes linéaires ont été envisagées comme un sous-ensemble convexe de cet espace tridi-

mensionnel.

Nous avons amélioré 1’approche proposée par S.B. Sinha et S. Sinha pour la résolution d’un
PPLMO-MN !, en utilisant le principe de la méthode adaptée.
Initialement, nous avons développé une application appelée Application de Réduction des In-
tervalles, contrdlée par le niveau précédent, qui vise a restreindre les intervalles des variables
de décision. Ensuite, nous avons utilisé cette application pour établir une nouvelle estimation
de sous-optimalité spécifique au probleme en question. En conséquence, deux versions dis-
tinctes d’un algorithme ont été élaborées pour résoudre des problemes de programmation li-
néaire mono-objectif a niveaux multiples.
La premiere version de 1’algorithme met en évidence 1’impact de la nouvelle estimation de sous-
optimalité, tandis que la deuxieme version démontre 1’utilisation exclusive de 1’application de
réduction des intervalles. Ces deux versions de 1’algorithme sont divisées en trois étapes. Tout
d’abord, nous calculons séparément les solutions pour chaque objectif de maniere indépen-
dante. Ensuite, nous déterminons les bornes des variables de décision. Enfin, nous entamons la
recherche d’un compromis satisfaisant en résolvant P — 1 problemes de programmation linéaire
mono-objectif a variables bornées. Cela est réalisé en appliquant 1’algorithme 2 de la méthode

adaptée mono-critere.

Nous avons congu une nouvelle approche pour résoudre les PPLMO-MNs. Dans cette op-
tique, nous avons exploité la version généralisée de 1’algorithme de la méthode du simplexe
multi-critere développée par PL. Yu et M. Zeleny [Yu 74; Yu74]. Cela nous a permis de créer
un nouvel algorithme capable de générer I’ensemble de tous les compromis envisageables pour
un PPLMO-MN donné.

Par la suite, en utilisant cet ensemble de compromis comme nouvelle région réalisable, nous
avons €élaboré un second algorithme. Celui-ci s’appuie sur le principe de la méthode adaptée
pour résoudre un PPLMO-MN en sélectionnant un compromis unique parmi ces possibilités.

Cette these met en évidence I’importance continue de la méthode adaptée en programma-
tion linéaire, illustrée a travers sa pertinence dans une diversité de problemes, notamment les
PPLMO-MN:s, qui ont constitué 1’ objectif principal de ce travail de recherche. Dans ce contexte,
la méthode adaptée se distingue par sa capacité a traiter ces problemes, méme lorsque la pré-

sence de variables bornées n’est plus une contrainte obligatoire, mais plutdt un élément intégré

iii. Probleme de Programmation Linéaire Multi-Objectif Multi-Niveaux.
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dans la structure de notre méthode.

Par ailleurs, notre étude démontre clairement que I’adoption d’une approche purement géomé-
trique dans 1’analyse des problemes de programmation linéaire ouvre de nouvelles perspectives.
Elle permet le développement de méthodes novatrices, susceptibles de fournir des solutions glo-

bales et d’aboutir a des échappatoires inédites dans la résolution de ces problemes complexes.

2 Au cceur des débats : Une analyse approfondie et

critique des résultats obtenus

Les résultats de notre étude ont permis de mettre en évidence plusieurs aspects clés des mé-
thodes proposées et de leurs applications dans le contexte de la programmation linéaire multi-

objectifs a niveaux multiples.

Tout d’abord, le Résultat [Kac22c], exposé dans le chapitre 6, met en lumiere un inconvé-
nient majeur de la méthode en termes de temps de calcul et de mémoire. En générant toutes
les solutions possibles, elle peut rencontrer des limitations en matiere d’efficacité pour les pro-
blemes de grande taille ou complexes. Par conséquent, il est essentiel de prendre en compte ces
contraintes lors de 1’application de la méthode a des cas spécifiques.

Dans le méme chapitre, nous avons détaillé le Résultat [Kac23c], qui démontre comment notre
méthode répond a notre besoin d’explorer I’ensemble des solutions en utilisant la méthode
adaptée pour trouver un seul compromis satisfaisant. Cette approche nous permet d’atteindre
une solution optimale tout en évitant les colits computationnels excessifs associés a la généra-
tion de multiples solutions. En adoptant cette stratégie, nous parvenons a concilier efficacité et
précision dans la résolution des problémes complexes de programmation linéaire multi-objectif.
Les Résultats [Kac22a], présenté dans le chapitre 3, et [Kac23a], présenté dans 1’appendice 11,
démontrent une caractéristique intéressante de notre approche. Elle est capable de détecter la
présence d’une solution idéale dans certains cas, évitant ainsi la nécessité de recourir a d’autres
méthodes plus complexes ou gourmandes en ressources.

Enfin, le Résultat [Kac22b], présenté dans le chapitre 5, affirme la validité de notre approche
simple, en particulier dans le cas des PPL(MO)O-MN. En fournissant un seul compromis opti-
mal, notre méthode s’avere €tre une alternative efficace aux méthodes mentionnées précédem-
ment [Kac22c; Kac23c], tout en conservant une simplicité conceptuelle et une applicabilité

pratique.

En les reliant, ces résultats démontrent la faisabilité d’une approche unifiée. En combinant
ces éléments dans un seul algorithme, nous pourrions obtenir une méthode plus robuste et puis-
sante pour résoudre un large éventail de problemes de programmation linéaire a plusieurs ob-

jectifs et niveaux, tout en maintenant un équilibre entre précision et efficacité computationnelle.
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3 Bilan et perspectives : Les conclusions clés de notre
étude en optimisation multi-critere et les pistes pour

de futures recherches

Le développement de méthodes rapides et efficaces pour la résolution des PPLMO-MNs
demeure un défi majeur. La plupart des travaux de recherche existants se concentrent princi-
palement sur les PPMOs a deux niveaux, laissant une marge d’amélioration pour les niveaux
supérieurs. Cependant, afin que les méthodes développées dans cette étude deviennent des outils
encore plus robustes et fiables, des améliorations continues et des tests approfondis sont indis-
pensables. La communauté scientifique bénéficierait grandement de la validation rigoureuse de
ces méthodes sur diverses classes de problemes, ce qui contribuerait a renforcer leur validité
et a identifier les éventuelles limites. Ces améliorations sont essentielles pour garantir que ces
méthodes peuvent €tre largement adoptées et utilisées dans des situations réelles.

Les différentes versions de la méthode adaptée de Gabasov (mono-critere, multi-critere, multi-
niveau, développées dans le cadre de cette étude, etc.) continuent de jouer un rdle essentiel dans
la résolution de divers problemes. Notre étude a démontré leur applicabilité a une variété de
situations, en particulier aux PPLMO-MN, qui étaient au cceur de notre travail. Une réalisation
significative est que la contrainte de présence de variables bornées, qui était courante dans les
approches précédentes, n’est plus une exigence. Cela élargit considérablement la portée d’ap-
plication de ces méthodes, les rendant encore plus polyvalentes et adaptées a un éventail plus
large de problématiques réelles.

D’autre part, I’approche géométrique adoptée dans notre analyse a été révélatrice de nouvelles
perspectives dans la résolution des problemes linéaires. En mettant en évidence 1’importance de
considérer les aspects géométriques des contraintes et des objectifs, nous avons ouvert de nou-
velles possibilités pour le développement de méthodes générales et globales. Cette approche a
permis une compréhension plus profonde des interactions entre les différentes composantes du
probléme, conduisant a des solutions novatrices et potentiellement plus performantes.

En outre, une perspective passionnante pour 1’avenir serait la généralisation de notre approche
géométrique d’analyse de sensibilité a des problemes de dimensions supérieures. Cette exten-
sion pourrait permettre d’aborder des problemes plus complexes tout en préservant la simplicité
conceptuelle qui caractérise notre méthode. En développant des méthodes qui puissent traiter
des espaces de décision de plus grande dimension, nous pourrions ouvrir la voie a des solutions
innovantes pour des problemes de plus grande envergure et plus complexes, apportant ainsi une
contribution significative a la programmation linéaire et a ses applications pratiques.

En somme, bien que cette étude ait réalisé des avancées significatives, il reste encore beau-
coup a explorer et a perfectionner dans le domaine des PPLMO-MN. Les perspectives futures

sont vastes et offrent des opportunités pour des améliorations et des développements novateurs.
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I Génération de ’Ensemble N%* : Méthode de P.L.
Yu et M. Zeleny

Nous présentons la méthode de P.L.. Yu et M. Zeleny décrite dans [Yu 74] pour générer 1’en-
semble de tous les points extrémes non-dominés N %* d’un PPLMO, afin de faciliter sa construc-
tion.

Définition I.1. Soit J} une base. Nous créons une nouvelle base en insérant la j®me
colonne de J}, dans Jj, comme décrit dans I’algorithme de la méthode du simplexe.
Cela crée une nouvelle base J3 = J5 — {i} U{j}. Les bases J} et J3 sont nommées
bases adjacentes, et les solutions de base réalisables qui en résultent, si distinctes,

sont appelées deux points extrémes adjacents de S.

Pour toute base J, D (Jp) représente I’ensemble des bases dominées adjacentes, et A (Jp) est

I’ensemble des bases adjacentes a Jz mais excluant celles de D (Jp).
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I. Génération de 'Ensemble N%* : Méthode de P.L. Yu et M. Zeleny

Objectif de la Méthode : Générer I’ensemble N9?,

Les étapes détaillées de la méthode de P.L. Yu et M. Zeleny [Yu 74]

Etape 1 - Initialisation :

o Trouver un point extréme non-dominé N%* du PPLMO.

¢ Sélectionner une base de support initiale ./} correspondant a ce point extréme.

¢ Calculer I’ensemble D (J}), qui contient toutes les bases dominées adjacents a J5.

o Calculer A (J}), qui contient toutes les bases adjacentes a J} qui ne sont pas dominées.
Etape 2 - Initialisation des ensembles :

o Initialiser ’ensemble H; avec la base .J}.
¢ Initialiser I’ensemble D; avec D (J}).

¢ Initialiser I’ensemble W, avec A (J}).

Etape 3 - Itérations :

¢ Initialiser ¢ < 1.

o Répéter les étapes suivantes jusqu’a ce que I’ensemble W; soit vide.

Etape 4 - Vérification de l’arrét :

o Si W, est vide, arréter le processus et retourner I’ensemble NV dex — [,

¢ Sinon, passer a I’étape suivante.

Etape 5 - Sélection de la prochaine base : Sélectionner une base K € ;.
Etape 6 - Vérification si K est un N%-base :

o Vérifier si la base K est elle-méme une N%*-base (c’est-a-dire une base qui définit un point
extréme non-dominé). Si c’est le cas, mettre a jour les ensembles D; et W; en conséquence,

puis retourner a 1’étape 4.

o Si K n’est pas une N%-base, passer a I’étape suivante.

Etape 7 - Calcul de D (K) et A(K) :

o Calculer D (K') qui contient les bases dominées adjacents a K.

o Calculer A (K') qui contient les bases adjacentes a K mais qui ne sont pas dominées.
Etape 8 - Mise 4 jour des ensembles :

© Mettre a jour D, en ajoutant les bases de D (K).
© Mettre a jour ;1 en ajoutant les bases de .4 (K') qui ne sont pas déja dans D, ;.

¢ Ajouter la base K al’ensemble H;.

Etape 9 - Passage a litération suivante : Poser i < i + 1 et retourner 2 I’étape 4.
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o Ce processus itératif se poursuit jusqu’a ce que I’ensemble WW; soit vide, a ce

moment-13, I’ensemble complet des points extrémes non-dominés N%* aura été
généré. Chaque itération explore différentes bases et leurs relations, en ajoutant
progressivement des bases dominées et adjacentes pour construire 1’ensemble

complet des points extrémes non-dominés.

II Une Nouvelle Approche Géométrique pour les PPL-
MOs

RENINE

Dans cet article "V, nous présentons une méthode novatrice pour résoudre les PPL-
MOs qui évite le besoin de calculer la valeur optimale de chaque fonction objectif.
Cette méthode fait suite a notre travail précédent sur I’analyse de sensibilité, ou
nous avons développé une nouvelle approche géométrique. La premiere étape de
notre démarche consiste a diviser 1’espace des formes linéaires en un nombre fini
d’ensembles basés sur un sous-ensemble polygonal convexe fixe de R%. Ceci est
accompli a I’aide d’une relation d’équivalence, qui garantit que tous les éléments
d’une classe d’équivalence donnée ont la méme solution optimale.

Nous caractérisons ensuite les classes d’équivalence de I’ensemble quotient a I’aide
d’une approche géométrique de I’analyse de sensibilité. Cette étape est cruciale pour
identifier la solution idéale au PPLMO. Grice a cette approche, nous pouvons dé-
terminer si un PPLMO donné a une solution idéale sans avoir besoin de calculer
la valeur optimale de chaque fonction objectif. Cela constitue une amélioration si-
gnificative par rapport aux méthodes existantes, car cela réduit considérablement la
complexité computationnelle et le temps requis pour résolution. Pour illustrer notre
méthode, nous présentons un exemple numérique qui en démontre 1’efficacité.

iv. Cet article a été accepté pour publication dans le 511™¢ volume, 1*™° numéro de la
revue "Mathematica Applicanda". Vous pouvez également trouver la version préimpression
de Particle sur arXiv en suivant la référence [Kac23b].

Programmation linéaire , analyse sensitive, géométrie affine, programmation mul-

tiobjectifs.
o Cela fait suite a notre travail antérieur sur 1’analyse de sensibilité, ou nous avons
élaboré une nouvelle approche géométrique. Pour des détails plus approfondis et

pour les préliminaires nécessaires, veuillez vous référer a [Kac22a] ou consulter le
chapitre 3.
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IT. Une Nouvelle Approche Géométrique pour les PPLMOs

II.1 Introduction

La PL consiste a optimiser des programmes mathématiques avec des fonctions objectifs et
des contraintes linéaires [Dan63; Dan63; Kac22c; Sto70; Kuc05]. Cependant, les modifica-
tions des données du marché peuvent nécessiter des mises a jour des coefficients initiaux du
modele, ce qui fait de I’analyse de sensibilit€ une partie essentielle de la PL. L’ analyse de sensi-
bilité est utilisée pour illustrer I'intervalle des parametres du programme linéaire pour lesquels
la solution du probleme initial reste stable [Dar21; Fill1; Koll1; Zim76; War90].

Des techniques de la PMO ont été développées pour aider le DCD a trouver un compromis
acceptable [Shal6; Man17; Siv19]. Cependant, rien n’empéche que tous les objectifs soient en
accord (atteignant une valeur optimale dans une solution commune réalisable). Pour cela, nous
développerons une approche pour détecter la présence du conflit. Ensuite, nous les classerons

en fonction de leur solution, la classification dépendra de la région réalisable.

Ce travail propose une approche permettant de déterminer si un PPLMO spécifique est en
conflit ou non. En d’autres termes, nous développons une méthode indiquant si toutes les fonc-
tions objectifs qui composent un PPLMO atteignent leur maximum dans un méme point (ad-
mettant une solution idéale). Cette approche s’appuie sur I’analyse de sensibilité décrite dans
[Kac22a] et peut étre considérée comme une application de cette dernicre.

Nous commengons par définir une relation d’équivalence dans 1’espace des formes linéaires,
que nous divisons ensuite en un nombre fini de classes d’équivalence ou tous les éléments at-
teignent leur maximum au méme point.

En résumé, nous présentons un nouveau résultat pour classer les PPLMOs dans une région

réalisable fixée.

I1.2 Formulation du Probléme
Formulation du PPLMO initial
Considérons le probleme de programmation linéaire multi-objectif initial suivant :

Max F°(z) = Max (@), (@), fr(@), K=>2 (24)

z€S

Sous les contraintes suivantes : z € S := {x € R* : Az <b, x> 0}.

Ou
ann G2 by
0k
a1 Q22 by G Ty
A= . . ) b= . y Cok = Ok , L=
Cy L2
Qm1  Am2 bm
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Le probléme d’optimisation donné a K fonctions objectifs, notées fi.(z) = cl.x pour k =
1,..., K. Les coefficients de la fonction objectif pour la k-eme fonction objectif sont représen-
tés par le vecteur colonne cgy, et les constantes associées aux premiere et deuxieéme variables
de décision sont c{* et ¢ respectivement. Les variables de décision sont représentées par un
vecteur x de taille 2 x 1. Les contraintes sont représentées par une matrice A de taille m x 2
avec des coefficients constants et un vecteur b de taille m x 1 avec des valeurs constantes. Le

nombre de contraintes est représenté par m.

Définition II.1 (Solution idéale d’'un PPLMO). Une solution idéale z° d’un
PPLMO est un point qui appartient a la région réalisable S et qui satisfait un en-
semble de conditions. Plus précisément, pour chaque fonction objectif du PPLMO,
2° doit représenter la valeur maximale réalisable dans la région réalisable. En
d’autres termes, une solution idéale représente le meilleur résultat possible pour
toutes les fonctions objectifs simultanément. Le concept de solution idéale est im-
portant en optimisation multi-objectif car il fournit une référence pour évaluer la
qualité d’autres solutions réalisables. Autrement dit, 2° est une solution idéale du
PPLMO si et seulement si

R > fR(x) Vees, Vk=1,...,K.

Probléme II.2. Soit 2° une solution optimale qui maximise la fonction objectif f,?o
pour un certain kg = 1, ..., K. Le probleme est de déterminer toutes les applications
linéaires F' € L (R2)K, qui est le produit de 'espace des applications linéaires de R?
vers lui-méme, de telle maniére que la valeur maximale de f,(z) soit atteinte en x°
pour tout k = 1,..., K. Autrement dit, 2° est la solution optimale qui maximise
simultanément toutes les fonctions objectifs. Cela peut étre réalisé si et seulement
si le vecteur F(x), composé des fonctions objectifs fi(z), fo(x), ..., fx(x), est éga-
lement maximisé en z°. Plus précisément, le probléme est de déterminer toutes les

applications linéaires :

K
Fel(R?) :=L(R*) xL(R?) x...x L (R,
K fois
Telle que
F(‘T) = (fl(‘r)7 f2('r)7 000 fK(‘r)) )
et
@l — arg max fr(z), pourtous k=1,... K. (25)
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IT. Une Nouvelle Approche Géométrique pour les PPLMOs

I1.3 Classification des problemes de PLMO

Soit g, h € £ (R?). Définissons une relation d’équivalence sur £ (R?), comme suit :
g Rs h < argmax g(x) = argmax h(zx). (26)
z€S z€S
Lemme II.3. La relation Rg est une relation d’équivalence dans £ (R?).

Démonstration. Pour tout g, h, hy, ho € £ (R?), on a :
© Rg est réflexive, en effet : ¢ Rg g < arg max g(x) = arg max g(x).

o Rg est symétrique, en effet :
g Rs h & arg max g(x) = arg max h(z) < arg max h(z) = arg max g(x) & h Rs g.
o Rg est transitive. En d’autres termes, si g Rg hy et hy Rg ho, nous aurons :
arg max g(v) = arg max hy(x) = arg max hy(z).

Ce qui implique
Arg max g(x) = arg max ha(z) < g Rs ho.

Définition I1.4 (Caractérisation des classes d’équivalence).

1. La classe d’équivalence de g € L(R?*): § = {h€ L(R%R) : gRsh}.
2. L’ensemble quotient de Ry : L(R?*):=L(R*)/Rs={g : g€ LR?)}.

3. Soit 2!, ...,z et F',..., F” les coins, faces de S respectivement. Définissons

Zfaces (RQ) = {g el (RQ) : Vheg, 3j€{1,...,J}, telle que F; = arg max h(x)}

€S

et

Leoins (RQ) = {g € Z(RQ) : Yheg, Fic{l,..., I}, telle que z* = argmaxh(a:)}.

€S

Ou, I et J sont le nombre de coins et de faces de S respectivement.

Propriété I1.5. Le cardinal de Lepins (R?), Lraces (R?) et £ (R?) est égal & I, J et [+ J,

respectivement.
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Théoréme II1.6.

1. Le probleme (IL.2) possede une solution idéale si et seulement s’il exist § €

Leoins (R?), avec fi, € g, pour tous les indices k = 1,..., K.

2. Plus généralement, soit Bg ’ensemble comprenant tous les coins et faces de la

région réalisable S, défini comme suit :
Bs={az',....a",F',... . F'}.
Alors, pour tout X € Bg il existe un unique g € £ (R?) tel que :

X = arg max h(z), pour tous h € 7.
Te

Démonstration. Immédiates. m

I1.4 TIllustration Numérique d’'un PPLMO en Utilisant les Cal-
culs de ’Exemple 3.6 du Chapitre 3 : Classification des Formes
Linéaires par Rapport a la Région Réalisable S définie par 28

Enoncé

Considérons le probleme de PLMO initial suivant :

Max F°(z) = max (f{(2), f2(2),..., fx(z)), K =2 (27)

€S €S

Sous les contraintes suivantes :

S:={reR?: Az <b, z>0}. (28)

Ou
flo(xth) = 2z; + 3z et fgaf??77f?( GL(RQ)

40 >
, b= 40 [, coz( ), x:(xl).
3 Hi))
40

Premierement, nous résolvons le probleme de programmation linéaire suivant :

et

O gl e
Tk Otll—= N
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IT. Une Nouvelle Approche Géométrique pour les PPLMOs

lgllaxX fl (1'1,5172) = 2.’13'1 aly 333'2

A(zy,22)" < b (29)
x1 > 0329 > 0,

en utilisant la méthode simplexe, nous obtenons z° = (80, 40). Ensuite, on résout le probleme
suivant :

0 __ —
" = arg max f(z) = arg max g(z), (30)

en utilisant I’approche de I’analyse de sensibilité. on obtient les solutions suivantes :
={h e L(R?) : h(.) =r{((cos(¢),sin(9)),.), >0, ¢ €]26.5650°, 63.4349°[} .

Pour plus de détails sur le calcul, voir [Kac22a].
Enfin, en appliquant le théoréme I1.6, nous montrons que le probléme de PLMO (27) admet 2°

comme une solution idéale, si et seulement si f € g, pour tous k € {1, ..., K }.

I1.5 Conclusion

Dans cette étude, une approche novatrice a été¢ développée pour déterminer une solution idéale
pour un PPLMO. Initialement, une relation d’équivalence a été établie au sein de 1’espace des
formes linéaires £ (R?), conduisant a la partition de cet espace en un ensemble fini de classes.
Chacune de ces classes regroupe des éléments ayant atteint leurs valeurs maximales en un méme
point, offrant ainsi une structure de regroupement pertinente. Par la suite, des résultats significa-
tifs ont été démontrés, révélant que si toutes les fonctions objectifs d’un PPLMO appartiennent
a une méme classe, alors la détermination de 1’optimum se fait naturellement, exempt de cal-

culs supplémentaires. Pour illustrer cette méthode novatrice, un exemple numérique concret a

été présenté.

Q= (010) 6‘14:5

— e —

By

Ly

i =

/‘ IRl ; A\

Wy
FIGURE 6 — Face de dimension 0 (point FIGURE 7 — Face vide.
extréme).
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IIT1 Exemple pour Illustrer les Faces d’un Polyedre
dans R’

Enoncé

Pour illustrer la définition et la notation des faces utilisées dans ce travail, considérons la

région réalisable S définie par le systeme de contraintes (1.14), avec les matrices et vecteurs

suivants :
1 0 0 3
0o 1 0 3
0O 0 1 3
A= o 1 o], b=]|5],
-1 0 0 0
0 -1 0 0
0 0 —1 0

ainsi que les ensembles ()1 = 1,2, Qs = 1,27, Q3 =2 et Qs = 4.
A présent, nous pouvons visualiser les faces F(Q1), F(Q3), F(Qs) et F(Q,) a I'aide des
figures 6, 7, 8, et 9 respectivement. Ces illustrations fournissent une meilleure compréhension

de la notion de faces et de leur relation avec les ensembles (); dans le contexte de notre étude.

k== SN -5 f
% » 4 ’ '
7 -; -/— % -/ i,
(A v
v

Figure 8 — Face de dimension 1.

Gt |
L 1
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wE [l
| L £l 1
\, f | +
2| [ R
yed | e
P \,5f'
[ b iy
] I+
4l ey
i |
SE [l
1 i |
=T ¢
= e
[ |
P -7
. . . 1 i |
- . FAC | +
1
Figure Face de dimension 2 el
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RESUME

La présente thése se concentre principalement sur le développement de méthodes de résolution de problemes de pro-
grammation linéaire a plusieurs niveaux, en se basant sur le principe de la méthode adaptée. La résolution efficace de
problémes multi-niveaux reste un défi complexe. Cette difficulté se retrouve également dans la plupart des problemes
abordés dans ce travail.

Lobjectif de cette thése est de généraliser la méthode adaptée pour résoudre les probléemes de programmation linéaire
multi-critére a plusieurs niveaux. Dans le chapitre 3, une étude géométrique de la stabilité des solutions d’'un probleme
de programmation linéaire mono-critére est présentée. Les chapitres 5 et 6 sont consacrés a la construction de procé-
dures basées sur le principe de la méthode adaptée pour résoudre les problémes de programmation linéaire a plusieurs
niveaux. Dans le chapitre 5, une construction technique avancée d’une application est établie pour définir une nouvelle
estimation de sous-optimalité. Ces constructions sont ensuite utilisées pour développer deux versions d’un algorithme
résolvant les problémes de programmation linéaire multi-niveaux a objectif unique. Enfin, dans le chapitre 6, nous généra-
lisons le concept de solutions non-dominées dans le contexte des problémes linéaires multi-niveaux, et nous mettons en
place une méthode pour les générer. Ce nouveau concept est utilisé pour décrire un algorithme qui applique la méthode
adaptée afin d’atteindre un compromis unique.

Les résultats obtenus démontrent 'efficacité et la pertinence des méthodes développées pour résoudre les problemes de
programmation linéaire a plusieurs niveaux. Cette thése apporte ainsi des contributions significatives a la résolution de

problémes complexes et ouvre de nouvelles perspectives pour la recherche future dans ce domaine.

MOTS CLES

Programmation linéaire, Programmation multi-objectifs, Programmation multi-niveaux, Analyse de sensibilité,
Méthode adaptée, Estimation de sous-optimalité, Solutions non-dominées.

ABSTRACT

This thesis primarily focuses on the development of methods for solving multi-level linear programming problems based
on the principle of the adaptive method. Efficiently solving multi-level problems remains a complex challenge, which is
also evident in the majority of the problems addressed in this work.

The goal of this thesis is to generalize the adaptive method for solving multi-level multi-criteria linear programming pro-
blems. Chapter 3 presents a geometric study of solution stability in single-objective linear programming problems. Chap-
ters 5 and 6 are dedicated to constructing procedures based on the principle of the adaptive method to solve multi-level
linear programming problems. In Chapter 5, an advanced technical construction of an application is established to de-
fine a new sub-optimality estimate. These constructions are then utilized to develop two versions of an algorithm that
solves single-objective multi-level linear programming problems. Lastly, in Chapter 6, we generalize the concept of non-
dominated solutions in the context of multi-level linear problems and introduce a method to generate them. This new
concept is employed to describe an algorithm that applies the adaptive method to achieve a unique compromise.

The obtained results demonstrate the effectiveness and relevance of the developed methods in solving multi-level linear
programming problems. This thesis makes significant contributions to the resolution of complex problems and opens up
new prospects for future research in this field.

KEYWORDS

Linear programming, Multi-objective programming, Multi-level programming, Sensitivity analysis, Adaptive
method, Sub-optimality estimate, Non-dominated solutions.
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