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Représentations de groupes de tresses via des
revetements cycliques

Résumé

Les groupes de tresses sont des objets omniprésents dans plusieurs branches des ma-
thématiques modernes : topologie, théorie géométrique des groupes, combinatoire, théorie
des nombres... Comprendre les différentes facettes de ces groupes est un théme récurrent
dans la littérature qui est toujours d’actualité. Dans les années 80 et 90, Deligne-Mostow
puis Thurston, par deux approches différentes, ont découvert des représentations de B,
le groupe de tresses & n brins, d’image dans U(n — 2, 1), dont certaines ont pour image
des sous-groupes discrets de co-volume fini (de tels sous-groupes sont appelés réseaux) de
U(n — 2,1). Pendant longtemps, ces sous-groupes ont été les seuls exemples connus de
réseaux non-arithmétiques de U(n — 2,1). Dans un article plus récent, en utilisant des
revétements cycliques ramifiés au-dessus de n+ 1 points de la sphére, McMullen construit
des familles de représentations du groupe de tresses B, dans des groupes U(r,s) avec
différentes signatures (r, s). Il retrouve ainsi certains réseaux de Deligne-Mostow comme
cas particuliers.

Nous avons généralisé les constructions de McMullen, et obtenu de nouvelles repré-
sentations de groupes de tresses pures dans des groupes unitaires U(r, s). Pour cela, nous
avons utilisé une surface de Riemann compacte, notée X , obtenue a partir de I'équa-
tion y¢ = [ (z — b;)*, ou n,d € N*, by,...,b, € C sont deux a deux distincts, et
ki,...,k, € N*. Le cas de McMullen est celui pour lequel k; = 1 pour tout i € {1,...,n}.
Cette surface X est un revétement cyclique au dessus de la sphére de Riemann, ramifié
au dessus des points b; et éventuellement de I'infini.

Il existe un morphisme du groupe de tresses pures & n brins, noté PB,,, a valeurs dans
Mod(X ), qui associe a chaque tresse pure la classe d’homotopie de I'un de ses relevés, qui
est un homéomorphisme de X commutant avec I'action de Z 117

L’action de Z/dZ sur la cohomologie de X se décompose en sous-espaces propres
pour des valeurs propres qui sont des racines d-émes de l'unité. En considérant 1’action
des relevés sur chaque sous-espace propre, on obtient des représentations linéaires de
PB,, qui sont unitaires par rapport a la restriction de la forme d’intersection au sous-
espaces propres en question. Notre étude repose en partie sur 1'utilisation de suites de
Mayer-Vietoris, nous permettant de faire des liens entre le cas de McMullen et notre cas
généralisé. L’action de n’importe quelle tresse de PB,, peut ensuite étre explicitée. Nous
avons aussi montré que les représentations obtenues sont irréductibles, et que les images
de certaines d’entre elles sont Zariski denses dans des groupes unitaires.

Mots clés : Groupes de tresses, Représentations, Revétement cycliques



Representations of braid groups using cyclic
COvers

Abstract

Braid groups are ubiquitous objects in several branches of modern mathematics : topo-
logy, geometric group theory, combinatorics, number theory... Understanding the different
facets of these groups is a recurrent theme in the literature that remains more relevant
than ever. In the 1980s and 1990s, Deligne-Mostow and then Thurston, using two different
approaches, discovered representations of B,,, the n-stranded braid group, with image in
U(n—2,1), some of which have as image discrete subgroups of finite co-volume (such sub-
groups are called lattices) of U(n — 2,1). For a long time, these subgroups were the only
known examples of non-arithmetic lattices of U(n — 2,1). In a more recent paper, using
cyclic coverings branched over n + 1 points of the sphere, McMullen constructs families
of representations of the braid group B,, in U(r, s)-groups with different signatures (r, s).
He thus finds some Deligne-Mostow lattices as special cases.

We generalize McMullen’s constructions, and obtain new representations of pure braid
groups in unitary groups U(r,s). For this purpose, we use a compact Riemann surface,
denoted X, obtained from the equation y? = [T (b))%, where n,d € N*, by,...,b, € C
are two distinct, and kq, ..., k, € N*. The McMullen case is the one for which k; = 1 for
all i € {1,...,n}. This surface Xisa cyclic covering over the Riemann sphere, branched
over the points b; and possibly infinity.

There is a morphism of the n-stranded pure braid group, denoted P B,,, with values in
Mod(X ), which associates to each pure braid the homotopy class of one of its statements,
which is a homeomorphism of X commutating with the action of Z a7

The action of Z/dZ on the cohomology of X is decomposed into eigenspaces for eigen-
values which are d-roots of unity. Considering the action of the lifts on each eigensubspace,
we obtain linear representations of PB,,, which are unitary with respect to the restriction
of the intersection form to the egenspace under consideration . Our study relies in part
on the use of Mayer-Vietoris sequences, allowing us to make connections between the
McMullen case and our generalized case. The action of any braid of PB, can then be
made explicit. We also show that the obtained representations are irreducible, and that
the images of some of them are Zariski dense in a unitary group.

Keywords : Braid group, Representations, Cyclic covers
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte et motivations

Dans cette thése, nous construisons des représentations de groupes de tresses dans
des groupes unitaires. Rappelons briéevement la définition des groupes de tresses. Pour
n € N* et by, ...,b, deux points complexes deux a deux distincts, une tresse a n brins est
la donnée de n chemins ~; : [0, 1] — C x [0, 1], tels que :

— Vie{l,...,n}, v(0) = (b;,0)
o \V/Z,j € {17 s 7n}7 vt e [Oa 1]a 77,(‘[;) 7é ,YJ(t) s1 1 7&]
— il existe une permutation o € &, telle que : Vi € {1,...,n}, %i(1) = (bos), 1).

L’ensemble des classes d’homotopies des tresses a n brins, muni de la concaténation,
forme un groupe, non abélien si n > 3, noté B,, et appelé le groupe de tresses a n brins.
Les groupes de tresses apparaissent dans de nombreuses branches des mathématiques et
ont des applications dans plusieurs domaines scientifiques comme la physique ou I'in-
formatique. Ils sont étudiés depuis le début du XXeéme siécle. Dans le chapitre 2, nous
présenterons les principaux résultats connus sur les tresses et dont nous aurons besoin
par la suite. Nous introduirons également le sous-groupe de tresses pures a n-brins, noté
PB,,, qui se compose des tresses associées a la permutation identité.

Dans la littérature, on trouve de nombreux exemples de représentations unitaires de
groupes de tresses, parmi les plus connues on peut citer les représentations de Burau
[Bur36] ou encore celles de Deligne-Mostow [DMS86]. En particulier, les images de cer-
taines représentations de Deligne-Mostow ont donné, dans les années 80, des exemples de
réseaux non arithmeétiques dans PU(n, 1). En 2013, dans son article [McMI13] McMullen
construit des représentations de groupes de tresses dans des groupes unitaires en utilisant
des revétements cycliques au dessus de la sphére de Riemann, obtenus a partir de courbes
algébriques de la forme y¢ = [[/_, (z — b;) ot n,d € N* et les b; sont des complexes deux a
deux distincts. Nous généralisons cette construction et obtenons d’autres représentations
des groupes de tresses pures dans des groupes unitaires. Pour cela, nous considérons des
équations de la forme y? = [/, (z — b;)* avec des exposants k; non nécessairement égaux
a 1. On retrouve en particulier les représentations de Deligne-Mostow, et on étend 'étude
aux représentations dont I'image est dans PU(r, s) avec r, s > 2.

Nous présenterons plus en détail les constructions de McMullen, dans la partie[2.2] dont
on fait ici un court résumé : McMullen considére une courbe algébrique y* = [, (x —
b;), ou n,d € N* et by,...,b, sont des points complexes deux a deux distincts. Par un
procédé de normalisation standard, il obtient & partir de cette courbe algébrique, une
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surface de Riemann compacte notée }A/, qui est également un revétement cyclique au-
dessus de la sphére de Riemann, de degré d, ramifié au dessus des b; et éventuellement
au dessus de oco. En considérant les tresses de B,, comme des homéomorphismes de la
sphere, McMullen reléve les tresses de B,, en des éléments de Mod(Y), commutant avec
un certain automorphisme 7y de la surface Y. Une tresse 7 € B, est ainsi associée a
un unique relevé 7 € Mod(f/). En passant a la cohomologie de de Rahm de Y et en
considérant les sous-espaces propres de 77 associées & une valeur propre ¢ # 1, notés
H'(Y),, on peut voir que 7* préserve les H'(Y), et finalement, McMullen obtient des
représentations p, : B, — U(H'(Y),), ot U(H'(Y),) est le groupe unitaire pour la
forme hermitienne induite par la forme d’intersection. On généralise cette construction
en considérant cette fois des courbes algébriques de la forme y¢ = [, (x — b;)*, o
ki, ..., k, € N*. Les points marqués by, ..., b, ne jouent alors plus des roles symetrlques,
ce qui a des conséquences directes sur la construction du revétement cyclique, ainsi que
sur les méthodes de démonstrations mises en place pour obtenir nos résultats.

1.2 Reésultats principaux

Considérons une courbe algébrique de la forme y? = []7_, (z — b;)* ot ky, ..., k, € N*.
La normalisation d’une telle courbe permet d’obtenir une surface de Riemann compacte,
notée X. On verra les détails de cette construction dans le chapitre , ol on montrera
également que X est un revétement cyclique de degré d au dessus de la sphére de Riemann,
ramifié au dessus des points b;, et éventuellement au dessus de co. Pour que X soit connexe,
il nous faut imposer la condition suivante : pged(ky, ..., k,,d) = 1, dont on parlera Pplus
en détail dans le chapitre |4 I Sauf précision contraire, on supposera maintenant que X est
connexe. On note 7' un automorphisme de X permutant cychquement les pré-images de
n’importe quel point de C, vérifiant donc T4 = Id¢. Soit k € {1,. —1}etqg= e~H4 T
une racine d-iéme de 1'unité, différente de 1. En passant a la cohomologie de de Rham de
X on peut considérer le sous-espace propre de 1™, associé a la valeur propre ¢, que I'on
note H'(X),. On définit la forme d’intersection (; ) sur H'(X) de la facon suivante :

~ 72 _
Vi, p e H'Y(X), <n;u>=§[nAu-
X

On peut restreindre cette forme d’intersection a H 1()2' )¢, on énonce alors le théoréme
suivant, qui généralise les corollaires 3.2 et 3.3 de l'article [McM13] de McMullen :

Théoréme 1. En notant kg = > ;. ki et F, = {i € {0,...,n} | ¢° = 1} ot ¢ =
pged(k;, d), la dimension de H'(X), est donnée par :

dim(HY(X),) =n — 1 — #F,.

La forme d’intersection sur H'(X), est non dégénérée et a pour signature :

n

(rgvs) = (5] - S5 ot = )] = S0 (k- 5] - =)

i=1 i=1

ot gg =0 siq°° #1 et gg = 1 sinon.
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A T’aide de ces revétements cycliques, on peut construire sur le méme modéle que celui
de McMullen des représentations du sous-groupe de tresses pures PB, dans les groupes
unitaires U(H'(X),) ~ U(ry, s,). Pour cela, on utilise le fait que B, ~ Mod(D,n), ot
D est un disque contenant les n points marqués by, ..., b,. Concrétement, une tresse est
alors vue comme la classe d’homotopie d’'un homéomorphisme du disque D, préservant
I’ensemble des n points marqués, et coincidant avec Id sur 0D. Rappelons qu’'une tresse
de PB, fixe identiquement les points marqués. En prolongeant par l'identité une tresse
7 € PB, sur C, on peut s’intéresser a la relever en un élément de Mod(X ). Toutes les
tresses de B, ne se relévent pas, par exemple si e; > e;11, un relevé de la tresse 7; ne
serait pas correctement défini sur les points au dessus de b;. Cependant, parmi celles qui
se relévent, on retrouve le sous-groupe PB,,, ¢’est pourquoi on restreint notre construction
a des représentations de PB,,. La mise en ceuvre du relévement des tresses pures utilise la
théorie des revétements et on retrouvera les détails dans le chapitre [, ot on montrera le
théoréeme qui nous dit qu’il existe un morphisme de groupe 6 de PB,, dans Mod(X )
qui, a toute tresse 7 € PB,, associe un relevé 7 qui commute avec 7'. En considérant les
tirés en arriére par ces relevés des tresses de PB,,, on peut ainsi obtenir des éléments de
U(H'(X),) =~ U(ry, s,), ce qui nous donne une représentation notée p,.

On souhaite ensuite expliciter I'action des tresses sur H 1(X )¢» pour cela on s’intéresse
a 'action de générateurs de PB,. Commencons par rappeler que le groupe de tresses
B,, admet une présentation finie, et en particulier est engendré par un nombre fini de
tresses notées 7; pour ¢ € {1,...,n — 1}. Un élément 7; correspond & un demi-twist de
Dehn ayant pour support un disque topologique contenant b; et b;.1, mais aucun autre
des points marqués. Le sous-groupe de tresses pures PB, admet aussi une présentation
finie, et est engendré par un nombre fini de tresses pures notées «; ; pour ,j € {1,...,n}
avec 7 < j. Un élément o ; correspond a un twist de Dehn ayant pour support un disque
topologique D; contenant uniquement les points marqués b; et b;. En particulier, lorsque
j =i+1, le twist a;; est 72. Pour tout ¢ € {1,...,n}, on note X; la pré-image de D,
dans X. Le support de Ti est donc D;.

Nous décrivons la représentation p, par l'action des générateurs F de PB, sur
H'(X),, que l'on explicite sur une famille (g1, . .., g,) génératrice de H'(X),. Cette famille
est construite au chapitre [7], elle vérifie les propriétés suivantes :

Théoréme 2. [ existe une famille génératrice (g1, ...,g,) de Hl(f()q telle que, pour tout
i € {1,...,n}, gi est a support compact dans X;, engendre H}(X;), et les valeurs de la
forme d’intersection entre les g; sont :

20-g2 (g h)

(9 93) = R e
7 <gzagz+l> = Zf(lqk:]J)rl
7"ig(1-q)?
— (gi:9i1) = 1_—,1@

— {gi;9;) =0 si |i — j| > 1.
De plus : > 1 g;=0¢€ HI(X)q,

On s’intéresse donc a l'action d’une tresse «; ; de PB, sur la famille (g1,...,g,), les
formules obtenues nous permettent d’expliciter 'action de «;; sur H*(X),. On montre
alors le théoréme suivant :

Théoréme 3. Pour tous i,j € {1,...,n} tels que i < j, Uaction de o, ; sur Hl(X)q est

12



donnée par :

(1-g")1—q"), .,
oo —g) e

Ve e HY(X),, a,; (z)=x—1

1
N ! . Kk
ou g; = gi + Zl i+l qu g
Si de plus, ¢"* #£ 1, alors a;; agit comme une réflexion complexe d’expression :

. . (T g
Vee H'(X), ai; (z) =2 —(1— qkﬁkj)ﬁgg-

ki+k;

Les a; ;" sont d’ordre fini lorsque ¢*% # 1 et unipotents sinon.

Plus généralement, pour un twist de Dehn quelconque 7;, ayant pour support un
disque topologique contenant {b;|j € J} pour J C {1,...,n}, on peut exprimer I'action
de 7; sur la famille (g, ..., g,) de fagon explicite :

Théoréme 4. Soient iy, jo € {1,...,n} tels que iqg < jo et J = {ig,...,Jo}- En notant

ag = {:i ki, Uaction du twist 7, € PB, de support un disque contenant les points
marqués {b,, ..., bj,} est donnée par :
Jo—1
77(Gio—1) = Gio—1 + Z U’“
l=ig

Jo
73(9i) =q70g; s dg<i<jo—1
jo—1

(90) = g5+ > a7 (1~ g70)g,

=19
75(95) =9; si j<io—loujo<j
De plus, 7;° est d’ordre fini si qggg #+ 1 et unipotent sinon.

Une fois explicitée laction des tresses de PB, sur H'(X),, on peut s’intéresser a
I'image de ces représentations dans U(r,, s,), on montre en particulier :

217r

Théoréme 5. Pour tout ¢ = + 1, la représentation p, : PB, —U(HY(X),) est

wrréductible.

On retrouve également certains des résultats de Deligne-Mostow, et en s’inspirant de
leur travail, on montre que :

Théoréme 6. Pour tout ¢ = e~ e # 1, en supposant qu’il existe une indexation

(b1, ...,b,) des points marqués telle que :
— pour tout r € {3,...,n—¢eo}, dtk(k1 +---+ k)
— 1< {"a} 4 (B2} 4 (B} <2 o0 pour tout x € R, {x} est la partie fractionnaire
de x©

alors la composante neutre de la cloture de Zariski de p,(PB,) est égale o SU(H'(X),).
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1.3 Meéthodes de démonstration

Les méthodes utilisées dans l'article [McM13| ne s’appliquent plus dans le cas de la
surface X, car celles-ci reposaient en grande partie sur la symétrie des roles joués par les
points marqués, symétrie que l'on perd en ajoutant les poids k;. On utilise une surface
auxiliaire Y relevant du cas de McMullen et on applique ensuite des suites de Mayer-
Vietoris pour faire le lien entre le cas de McMullen et le notre.

Dans un petit voisinage D! de chaque b;, on considére k; points deux a deux distincts,
notés b; 1, . . ., b ;. Alors la courbe algébrique y* = [, Hf;l(x—bm) nous permet d’obte-
nir une surface de Riemann compacte, notée }7, qui est également un revétement cyclique
de degré d au dessus de la sphére de Riemann, ramifié au dessus des points b; ; et éven-
tuellement au dessus de co. La surface Y est connexe. De méme que pour la surface X ,
on note Ty un automorphisme de Y permutant cycliquement les pré-images de n’importe
quel point de C, vérifiant donc Tg = Idy, et on note H 1(}7)61 les sous-espaces propres de
T associ¢s chacun a une valeur propre ¢, pour ¢ # 1 une racine d-iéme de 'unité.

On définit la forme d’intersection (; )y sur H 1(Y)q de la facon suivante : Vi, u €

HY(Y),
(4 _
(n; 1)y = 5 [ NAR
Y

On peut restreindre la forme d’intersection au sous-espace H 1(17)4, sur lequel nous pou-
vons appliquer les principaux résultats de [McMI13| présentés dans Nous utilisons
alors des suites de Mayer-Vietoris pour faire le lien entre ces surfaces.

En notant X/, respectivement Y les pré-images dans X , respectivement dans }A/ des
disques D}, on a un homéomorphisme entre les surfaces X\(Ur, X!) ~ Y\ (U, 7). En no-
tant X/ := X\ (U, X!) et Y/ := Y'\(U,Y/), on a un 1somorphlsme Hl(Y’) ~ H(X'),.
On verra que chaque X/ est une réunion d15301nte de disques, donc X’ correspond a X
privé d’un certain nombre de disques. Pour repasser a la surface ff on rebouche ces trous
non pas par des disques, mais en y recollant des sous-surfaces connexes. Topologique-
ment, on peut donc voir X comme la surface Y privée des pré-images des disques D
qui auraient été découpés le long de leurs bords, et rebouchés par des disques. Alors tout
élément n € H 1(X )q admet un représentant a support compact dans X', qui s’interpréte
comme un élément de H!(Y”),. On peut ainsi faire un lien entre les formes d’intersec-
tions sur H'(Y), et sur H'(X),. En étendant légérement les X! sur leurs bords, on note
0X' = X'n (U, X/), qui est donc un ouvert contenant le bord de X’. De la méme fagon,
Y’ ~ X' est un ouvert de Y, contenant le bord de Y et vérifiant Y’ = Y’ N (U, Y/).
On obtient des suites de Mayer-Vietoris :

0= HI(0X"), — HI(X')g = H'(X)y = H2(0X")g = ©_ HI(X])y — 0

0= H(OY")y = HY(Y")y & (®1-, HI(Y])g) = H'(Y)q = H(0Y"), — 0.

Comme H(Y"), ~ H}(X'),, on peut, via ces suites, déterminer la dimension de H'(X),
et la signature de la forme d’intersection (;) sur H'(X),, on obtient alors le théoreme (1
Les détails se trouvent dans les démonstrations des théorémes 6.0.1] et [6.0.2]

Nous supposerons & partir de 1a que ¢¥ # 1 pour tout i € {1,...,n}. Nous ver-
rons alors, avec des suites de Mayer-Vietoris, que H'(Y'), s’écrit comme une somme di-
recte orthogonale H(Y"), & (&7, HX(Y/),). Nous aurons également un isomorphisme
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HNY"), ~ HY(X"), ~ H'(X),. On peut alors introduire une application surjective, notée

¢ qui correspond & la composition de la projection orthogonale de H 1(Y)q sur H}(Y'),
et Videntification H}(Y"), ~ HN(X'), ~ H(X), :

O Hl(}}>q — Hl(X)q'

Cette application exprime le lien entre les espaces H'(Y'), et H 1(X )q- D’apreés l'article
[IMcM13], on peut expliciter une famille génératrice (g; ;i € {1,...,n},j € {1,...,k})
qui engendre H 1(Y)q, sur laquelle les valeurs de la forme d’intersection (; )y sont connues.
En particulier, la projection orthogonale des générateurs g; ; de H YY), sur H'(Y"), donne
une famille génératrice de Hl(Y"),. On verra que H}(Y/), est engendré par les éléments

Jil,---,Gik 1), ainsi, les seuls générateurs g; ; dont 'image est non nulle par la projection
) »g 5J

orthogonale sur H(Y"), sont les g; x, pour ¢ € {1,...,n}. On peut alors définir, pour tout
ie{l,...,n}:

9i = 03 (gik,)-
L’image de la famille génératrice (g;;|i € {1,...,n},5 € {1,...,k;}) par ¢4 nous
permet d’obtenir une famille (gy, ..., g,) engendrant H'(X),, et vérifiant le théoréme .

On s’intéresse a l'action des générateurs de PB,, sur H 1()2' )g» que 'on détermine en
étudiant 'action de ces générateurs sur la famille (91,...,9s) du théoréme [2] On traite
d’abord le cas des a;;41, qui sont donc des 77. On montre ensuite qu’en ré-indexant
les points marqués, n'importe quel «; ; correspond, dans une certaine indexation, a un
72 dont la formule est connue. L’indexation des points marqués est directement lice a
la construction de la famille génératrice du théoréme 2] aussi introduire une nouvelle
indexation conduit & la construction d’une nouvelle famille génératrice. En explicitant le
passage d’une famille & l'autre, on est alors en mesure d’expliciter 'action de tous les
générateurs «; ; sur une méme famille génératrice de H 1(X )g-

Commengons par expliquer le raisonnement pour déterminer Paction des ;11 = 77.
Les formules s’obtiennent dans ce cas en faisant le lien entre ’action d’une tresse 7 € PB,,
sur H'(X),, et Paction d’une tresse 7 € By, sur H'(Y),, avec ko = Y27 k;.

On est amenés a considérer le groupe de tresses By, , et pour éviter toute confusion avec
les générateurs de B, on va noter o;; le générateur de By, correspondant au demi-twist
ayant pour support un disque topologique D; ; contenant les points marqués b; ; et b; j 11
si j # ki, ou les points marqués b; i, et b1 sinon. Rappelons que, par les résultats de
IMcM13], I'action des o, ; sur la famille (g;;|i € {1,...,n},7 € {1,...,k;}) est explicite.
On peut donc déterminer ’action de n’importe quelle tresse de By, sur les g; ;, en utilisant
son écriture comme un mot des o; ;.

Pour établir le lien entre une tresse de PB,, et une tresse de By, nous introduisons
la notion de cablage, qui consiste & séparer le brin issu de b; en k; nouveaux brins issus
respectivement des b; ;. On montre que, pour 7 € PB,, et T € By, son cablage :

Vie{l,....,n}, T(¢g:)= ¢X<%*(glk))

En explicitant le cablage 7; des tresses 77 comme un mot des o; ;, et en projetant via
¢ les éléments T (91.k,), on détermine explicitement I'action des tresses 77 sur la famille
(91, -, gn), et finalement on trouve les formules du théoréme [3{ dans le cas des a; ;1.

Remarque :

e On utilise la méme méthode pour exprimer action d’un twist de Dehn quelconque sur
la famille (g1, ..., 9s), qui nous donne alors le théoreme [{]
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o L’expression explicite des T2 permet de montrer, par un calcul direct, que les représen-
tations que nous obtenons sont irréductibles.

Pour généraliser ce résultat aux a;; pour j # ¢ + 1, il nous faut remarquer que «; ;
correspond & un twist de Dehn sur un disque contenant les points marqués b; et b;, alors
en renommant by, ...,b, les points marqués, de sorte que b; = b; et b, = b;, on obtient
une nouvelle indexation dans laquelle a;; correspond maintenant a un 77. Cependant,
I'ordre d’indexation des points marqués détermine la famille génératrice du théoréme [2] il
faut donc trouver le lien entre la famille génératrice (g, ..., g,) obtenue par 'indexation
initiale et la famille (g1,...,g,) obtenue par I'indexation adaptée pour voir ¢;; comme
un 72. Pour cela, on utilise un point de vue homologique. Dans un premier temps, dans le
chapitre 3, on interpreéte les résultats de McMullen en homologie, on commence donc par
traduire ses résultats sur les générateurs (g )i € {1,...,n},7 € {1,...,k;}) de HY(Y),
pour tout ¢ € {1,...,n}, notons ¢;; un chemin de b; ; & b; j41 si j # k;, et de b;; & b1y
sinon, de sorte que le chemin concaténé c; ;- --c,, forme le bord d'un disque. On note

0 @1 les d relevés de chaque c¢i; sur Y indexés convenablement, et c; ; la 1-chaine

50 g
2 V 17R'e(q)
Vd

(9115 -+ Gnk, ) vérifie le résultat de McMullen, c’est-a-dire que (g1.1, - .., gnk,) engendre
HY(Y), et pour tous i € {1,...,n}, j € {1,...,k} : g;; engendre H}(Y;;), et

C

Cij = Zi_:lo qmal. Alors en notant g, ; le dual de Poincaré de c;j, la famille

(1—=7q)  si(l,m)=(i,7+1)sij #k,ou(l,m)=(i+1,1)sij=Fk
2Im(q)  si(l,m) = (i,5)

(G ) = —(l—q) silbm)=(@,j—1Dsij#1 ou(l,m)=(i—1k_1)sij=1
0 sinon

Dans un second temps, au chapitre 7, on utilise le point de vue en homologie présenté
au chapitre 3 pour trouver des relations entre des familles génératrices. Pour deux indexa-
tions différentes (by, ..., b,) et (b],..., b)) des points marqués, on obtient deux collections
de chemins ¢;; et ¢; ;. L’étude des relations en homologie entre les chemins relevant les
cij et ceux relevant les c;j, donnent finalement des relations entre les c;; et c;J», puis
entre leur duaux de Poincaré et donc entre les g; ; et les g; ;, les générateurs de H ! (}A/)q de
McMullen construits respectivement pour ces deux indexations. En projetant ces relations
sur Hl(X)q on obtient des relations entre les familles (g1, ..., g,) et (91,--.,9,). On peut
alors déterminer l'action de «;; sur la famille (g1,...,9,) et enfin sur tout élément de
H'(X),.

En s’intéressant ensuite a l'image de ces représentations, on remarquera que pour
tout 7 € PB,, det(p,(T)) est toujours une racine d-iéme de 'unité. Par conséquent,
la composante neutre de la cloture de Zariski de p,(PB,) est incluse dans SU(ry, s,).
On montrera par un argument de récurrence que, sous les conditions du théoréme [0}, la
composante neutre de la cloture de Zariski de chacune de ces représentations est égale a

SU(ry, Sq)-

1.4 Conclusion

Notre travail permet donc d’obtenir des représentations des groupes de tresses pures a

I’aide d’outils géométriques, en généralisant le travail de McMullen. Parmi les représenta-
. . . . 27

tions obtenues on retrouve en particulier celles de Deligne-Mostow, pour ¢ = e~ 2 et avec
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les parameétres u, = %S pour s € {1,...,n}, et ky +--- + k, = 2d. Nous avons commencé
a étendre leurs résultats dans notre cas, avec I’étude de la densité de Zariski des images
de nos représentations dans U(r,, s,) — dans le cadre des hypothéses du théoréme @

Dans son article [McM13|, McMullen s’était demandé si les images de ses représenta-
tions étaient commensurables & des sous-groupes arithmétiques. Il serait intéressant de se
poser la question pour nos représentations.

Dans une autre mesure, il serait intéressant de voir si nos résultats permettent de
généraliser les résultats de Venkataramana dans ses articles [Venl4al et [Venl4b], en y
apportant également un point de vue plus géométrique.
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Chapitre 2

Pré-requis sur les groupes de tresses et
le travail de McMullen

Dans cette partie, nous rappellerons rapidement ce qu’est un groupe de tresses, ce qui
nous permettra également d’introduire quelques notations et points de vue sur le groupe
de tresses a n brins, ol n est un entier naturel non nul. Dans un deuxiéme temps, nous
donnerons un bref apergu du travail de McMullen [McM13| que nous généralisons dans
cette theése. Cela consiste essentiellement en la construction de représentations du groupe
de tresses a n-brins dans un groupe unitaire par des moyens géométriques. Nous explique-
rons les grandes lignes de cette construction ainsi que le role d’une surface particuliére Y
que nous définirons, et dont nous présenterons certaines propriétés.

2.1 Le groupe de tresses a n brins B,

Nous présentons dans cette partie le groupe de tresses a n brins noté B,,, avec n €
N*, ainsi que son sous-groupe PB, composé des tresses pures de B,. Les résultats de
cette partie sont classiques, on les retrouve principalement dans le livre [FM11]. De fait,
certaines démonstrations seront omises.

Commengons par définir le groupe de tresses a n brins.

2.1.1 Deéfinition topologique et présentation finie de B,

Soit n € N*, on donne une premiére définition topologique du groupe de tresses a n
brins. Fixons n points by, ..., b, € C deux a deux distincts, on notera D un disque ouvert
contenant I'ensemble des n points marqués B := {by,...,b,}. On peut définir une tresse
a n brins par la donnée de n chemins ; : [0,1] — C x [0,1] pour i € {1,...,n}, vérifiant
les points suivants :

— Vie{l,...,n}, (0) = (b;,0)
— VYie{l,...,n}, vi(l) € {bo,...,by} x {1}. Autrement dit, on peut associer & une
tresse une permutation o € &, telle que v;(1) = (by(), 1).

On peut représenter graphiquement les tresses dans R?, ou encore dans R? comme dans
la figure ci-dessous [2.1]

On note B, I'ensemble des tresses & n brins quotienté par homotopie. Remarquons
alors que deux graphiques peuvent représenter la méme tresse dans B, comme sur le
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D QK
b, \x
) by by by b

FIGURE 2.1 — Représentation graphique d’'une tresse de By dans R? et dans R?

dessin [2.2] Les brins doivent garder le méme point de départ et d’arrivée, mais peuvent se
déplacer visuellement sur R x [0, 1] & partir du moment ot ils restent dans le méme ordre
de superposition :

0 bl b2 b3 b4 bl b2 b3 b4
X X X

| L = {

1 x( 1 J( X l X

FIGURE 2.2 — Deux tresses équivalentes par homotopie

Pour simplifier les notations, on confondra une tresse et sa classe d’homotopie, ainsi,
lorsqu’on parlera d’une tresse, on sous-entendra un élément de B,,.
Muni de la concaténation des chemins, B,, dispose d’une structure de groupe non abélien.
Pour deux tresses 7,7 € B, 'élément 77’ est la tresse définie par :

, 7' (2t) sitel0,3]
() = { T(2t—1) site€ls,1].

O b by b

(P

X X

FIGURE 2.3 — Concaténation 77’ de deux tresses 7 et 7 de Bs

1

L’élément neutre pour la concaténation de chemins & n brins, noté Id, est la tresse a
n brins droits, c’est-a-dire ne réalisant aucun croisement entre eux. L’inverse d’une tresse
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X X X

FIGURE 2.4 — La tresse identité dans Bs et 'inverse d’une tresse o € Bz

se représente par son symétrique par rapport a ’axe horizontal. On illustre, pour n = 3,
la tresse identité et I'inverse d’une tresse de Bj sur la figure 2.4

Le groupe de tresses B,, est engendré par les n — 1 tresses échangeant seulement deux
brins successifs, on note 71, ...,7,_1 ces tresses : pour tout ¢ € {1,...,n}, la tresse 7; fait
passer le (i + 1)-éme brin au-dessus du i-éme brin comme dans 'illustration ci-dessous.

1+1

0 b/ bj+1 0 b[ b

i/ \f
X £

LT Lo

FIGURE 2.5 — Le croisement des i-éme et i + 1-éme brins de la tresse 7;

Chaque tresse de B,, peut s’écrire comme un mot en les 7; et leurs inverses. On a vu que
deux graphiques peuvent représenter une méme tresse, de la méme fagon, I’écriture d’une
tresse comme un mot en les 7; et 7, ' n’est pas unique. D’aprés [Art47] , on dispose pour
B,, d’une présentation finie : le groupe de tresses a n-brins s’écrit comme un groupe libre
a n — 1 générateurs, quotienté par deux types de relations que 'on appelle les relations
de tresses.

Proposition 2.1.1. Le groupe de tresse a n brins B,, admet une présentation finie :

B, = <T1,...Tn1 il # 1, TiTy = T >

Vi € {1, e, — 2} s TiTit1Ti = Tit1TiTit1
On note o I'élément 0 = 71 - - - 73,_1. Cet élément ¢ joue un roéle particulier puisque "
engendre le centre de B,, pour n > 3. On peut vérifier le lemme suivant :
-1

Lemme 2.1.2. Pour touti € {1,...,n—2}, 7,41 = o1y0

Démonstration : Soit i € {1,...,n— 1}, d’apres les relations de tresses, on sait que 7;
commute avec tous les 7; tels que |j — 7| > 1. Alors :

oTi0 = (T T )Te(Toly -+ Ty )

(1 T )T (T2 - - Taca) (T2 - 71

= (r ) (mammn) ()

= (n ) ) (e
(

T i) Ty (T T )

I
)
+
"
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Dans son travail, McMullen introduit un élément supplémentaire 7,,, défini par :

Tp 1= aTn_lafl.

FIGURE 2.6 — Illustration de la tresse 7, pour n =5

Lemme 2.1.3. L’élément 7, vérifie également les relations de tresses, c’est-a-dire : T,
commute avec les T; pour j € {2,...,n — 2}, et T,Th_1Ty = Tn_1TnTn—1 €t de plus ici
T1ThT1 = TpT1 Ty -

Démonstration : Pour les premiéres relations on utilise les relations de tresses, V) €
{2,...,n—=2}:

TnTj = aTn,laflTj

= (11 Tae ) Taa (T g 07T

= (7’1 e Tn—l)Tn—l(T_ll e 7'.—17‘_117']» 7'__12 Ce 7-1_1)
~——_——

n—

— (7-1 e Tnfl)Tnfl(Tnifll e ijlTjilTji_llTji_g e Tfl)

= (T Ty ATy Ty T Tamt) Tama (T2 71)
——

= (71 T2 Ty Tj 1Tyt T Tt (T - 71 )

— 7’]»(7'1 e Tn—l)Tn—l(T_jl e 7-1_1)

= Tan.

D’autre part,

T 1TnTno1 = Tn1(T1 - T 1) Tnoa (T - 7 DT
= (11 Te3) (Ta—1Tn—2Tn—1) Ta—1 (Ty 1 T 2o Tt ) (T 2g - 71 )
= (71 Tues) (Tn2Tn1Tn—2)Tne1 (TaaTy 1T o) (T ty - oo 1 1)

= 0(Tn_2Tn-1Tn_2)0

= J((Tnflﬂ;—ll)Tnf27'n—17n72)0
— O'Tn_l(T__ll .. .7-1_1)(7—1 o Tneo) (Th2Tn1Tn_2)0
= 7—”(7—1 .. .Tn72)<7-n727_n717_n72)0_71

= To(T1+ Tne2) (Tho1 T2 Tn1)0
—_——

-1

_ —1

= To(T1 " Tne3Tn1Tn—2Tn—1)Tn-10
—1

- 7_nTn—l(Tl T 7-n—1)7—n—10-

= TpnTn—-1Tn-
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i
!
J
W”L

_—x
x_/
x/
x

&

VR

(QJ (T\T t 1
| | —
7o-l)- €

FIGURE 2.7 — Les brins de la tresse concaténée 77,7 se déplacent pour former 7,7 7,.

x_/
7

Pour voir que 77,71 = 7,717, on propose cette fois une autre méthode de démons-
tration qui se fait directement avec la représentation graphique et les équivalences par
homotopie :

Ici sur la figure 2.7) on a représenté le graphe de 717,,71. Du premier au tracé au
deuxiéme, on déplace vers le haut le dernier brin (tracé en rouge), et on enléve le croisement
inutile entre les deux premiers brins. Du deuxiéme tracé au troisiéme, on déforme le
premier brin (tracé en bleu) en 'étirant, cela permettra de récupérer 7,,. Pour passer du
troisiéme dessin au quatriéme, on croise le deuxiéme et le quatriéme brins (en vert) en
ajoutant 7,7, * & la suite du premier bloc pour retrouver la tresse 7. Il n’y a plus qu’a
réorganiser lisiblement les brins pour voir apparaitre 7,7 7,.

]

2.1.2 Le sous-groupe des tresses pures PB, a n brins

Parmi les sous-groupes de B, le sous-groupe des tresses pures PB, nous intéressera
particuliérement par la suite. On a vu dans la définition topologique de B,, que toute
tresse a n brins peut étre associée & une permutation de &,,. Cette association est un
morphisme dont le noyau est un sous-groupe de B,, formé des tresses associées a la
permutation identité. On appelle ce noyau le sous-groupe de tresses pures, on le note
PB,. On a une suite exacte courte :

0— PB, — B, — 6, —0.

Autrement dit, une tresse pure (71, .. ., ¥,) & n-brins vérifie v;(0) = (b;,0) et v;(1) = (b;, 1)
pour tout ¢ € {1,...,n}.

On a également une présentation finie du sous-groupe de tresses pures PB,, donnée
par Artin, bien plus compliquée que celle de B,,, et dont on peut retrouver une version
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simplifiée dans le livre [FM11]. Nous retiendrons principalement :

Théoréme 2.1.4. Le sous-groupe des tresses pures an brins est engendré par des éléments
i j dont Uexpression est la suivante : pour tout (i,7) € {1,...,n}?, avec i < j,

gy = (Tj1 'Ti+1)7—i2<7—ij|—11 o ‘71111)-

Par exemple, pour n = 5, on peut illustrer la tresse a5 comme sur la figure
0 by by by by bs

X )( )(

.

~~

—_—

x X

FIGURE 2.8 — Illustration de la tresse a5 dans Bs

1

On peut en particulier remarquer que pour j = ¢+ 1, la tresse o ; est égale a la tresse

2
TZ .

2.1.3 Groupes de tresses et groupes modulaires

Dans cette sous-partie, nous allons présenter rapidement comment considérer le groupe
de tresses a n brins comme un groupe modulaire. Avant cela, nous allons voir qu’on peut
également définir le groupe de tresses B,, comme un groupe fondamental, ce qui constitue
une premiére étape dans l'interprétation de B, comme un groupe modulaire. Nous ne
donnerons ici que les grandes lignes de chaque étape puisque ces faits sont bien connus,
on les retrouve entre autres dans le livre [EM11].

On veut considérer le groupe fondamental de 1’ensemble des listes non ordonnées a n
éléments tous distincts dans C. Commengons par la construction de cet ensemble.
Nous allons d’abord considérer le sous-ensemble de C™ formé des listes n’ayant que des
points distincts. Pour cela, on introduit la grande diagonale D,, de C" définie par : D,, :=
{(21,...,20) €C™ | Fi,je{1,...,n},i#j : 2z = z;}. Le sous-ensemble de C" qui nous
intéresse est C"\D,,. Il est clair que D, est fermé, alors C"\D,, hérite naturellement d’une
structure de variété différentielle, induite par celle de C".
D’autre part, le groupe symétrique &,, agit sur C" par permutation des indices, c’est-
a-dire Vo € &,,V(z1,...,2,) € C", 0 (21,...,20) = (2601),- - -+ %0(n)). L'action de &,
permet d’oublier 'ordre dans C", et en particulier dans C"\D,,.
On considére alors C<"~ défini par :

(C<n> = (Cn\Dn)/Gn
={{z,...,z} | Vi,je{l,....n},i#j e z #z}.

C=<"~ est une variété différentielle complexe de dimension n. Pour un certain point base
B = {by,...,b,}, un lacet v € m(C<">, B) est une collection de chemins ; : [0,1] — C
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qui vérifient pour tout ¢ € {1,...,n}, %(0) = b;, 7:(1) € B et pour tout ¢t € [0,1],
{7(t),...,7m(t)} € C<"> c’est-a-dire qu’'a n'importe quel temps donné, les chemins ne
s’intersectent pas. On revient donc a la définition d’une tresse de B,,. On vérifie facilement
le résultat bien connu :

Proposition 2.1.5. B, et m1(C<"> B) sont isomorphes.

Passons maintenant a l'interprétation de B, comme un groupe modulaire. Rappelons
que le groupe modulaire d’une surface S, noté Mod(.S), est donné par :

Mod(S) := mo(Homeo™ (5, 95))
={[f]| f:S — S homéomorphisme, f |55 = Id}

ou [f] désigne la classe d’équivalence & homotopie prés de f. Lorsque S est une surface avec
des points marqués, on demande que les homéomorphismes f ainsi que les homotopies
préservent I’ensemble des points marqués. Pour S ayant n points marqués, on notera son
groupe modulaire Mod (S, n).

Rappelons que D C C est un disque contenant les points marqués by, ..., b,. Le groupe
modulaire Mod(D, n) est donc 'ensemble des classes d’homotopie des homéomorphismes
du disque D préservant U'ensemble B = {b,...,b,} et coincidant avec Id¢ sur le bord
0D du disque D.

Théoréme 2.1.6. Les groupes B, et Mod(D,n) sont isomorphes.

Nous ne ferons pas une démonstration compléte de cette proposition qui est déja
connue. Nous présenterons cependant quelques idées intuitives pour que le lecteur puisse
plus aisément saisir le lien entre ces deux groupes.

Démonstration partielle : Le lemme d’Alexander nous dit que Mod(D) est trivial,
autrement dit tout homéomorphisme du disque D est homotope a l'identité. Ainsi, pour
h un élément de Mod(D,n), h est en particulier un homéomorphime de D et on peut
trouver une homotopie F' : D x [0,1] — D telle que F(-,0) = Idp et F(-,1) = h.
Alors la restriction de F' a {by,...,b,} x [0,1] nous donne exactement un élément de
m(C<">, B) ~ B,. On peut ainsi associer a un élément de Mod (D, n) une tresse de B,,
cette correspondance est en fait un isomorphisme comme on peut le voir dans le théoréme

9.1 de [FMTLI]. 0

Il est intéressant de voir quel homéomorphisme du disque est associé a un générateur
7; de By, ou a un générateur «; ; de PB,,. Introduisons pour cela des demi-twists de Dehn
pouvant apparaitre sur D. Un premier cas de twist de Dehn est celui des disques contenant
deux points marqués : pour un disque D); contenant uniquement les points marqués b; et
b;+1 mais aucun autre, le demi-twist de Dehn sur D; peut se représenter comme sur la

figure 2.9]

-
D; D

FIGURE 2.9 — Demi-twist de Dehn sur un disque ayant deux points marqués

C’est un homéomorphisme de D a support dans D;, préservant les points {b;, b1} et
coincidant avec Id sur D\D;. Un tel demi-twist est donc un élément de Mod(D,n). On
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peut lui associer une tresse de B,. En regardant la figure [2.10] on voit que le demi-twist
de Dehn de support D; correspond & la tresse ;.

0

1 M
FIGURE 2.10 — Correspondance entre 7; et le demi-twist de Dehn de support D;

Le twist de Dehn de support D; correspond & 77 et plus généralement, en regardant
un twist de Dehn sur un disque ne contenant que les points marqués b; et b;, quitte a
supposer que 1 < J, on peut voir que ce twist de Dehn correspond a «; ;, ce qu’on illustre

sur la figure 2.11]

—e/

G |

FIGURE 2.11 — Interprétation d’une tresse o; ; comme un twist de Dehn

Par la suite, pour simplifier les notations, on confondra une tresse de B,, avec I’élément
lui correspondant dans Mod(D, n). Nous pourrons ainsi étre amenés a parler d’une tresse
de B,, comme d’'un homéomorphime de D.
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2.2 Les représentations de McMullen

Dans son article [McM13|, McMullen construit d—1 représentations p, : B, — U(r,, S4)
du groupe de tresses a n brins dans des groupes unitaires, ol d est un entier non nul et ¢ une
racine d-iéme de 'unité distincte de 1, on note ¢ = e~RT pour k € {1,...,d—1}. Il utilise
pour cela un revétement cyclique Y de la spheére de Riemann @, muni d’un automorphisme
T :Y — Y vérifiant 7% = Id. Nous exposerons rapidement l'idée de ces constructions,
puis nous présenterons certains résultats de McMullen concernant I'espace H, CllR(f/). Pour
chacune des représentations p,, nous expliciterons 'action des générateurs 7; du groupe
de tresses sur I'espace propre de T* associé a la valeur propre ¢, noté H'(Y), C Hi.(Y).

2.2.1 La construction de Y et des représentations

L’idée de la construction de McMullen est la suivante : il considére la courbe algébrique

d’équation :
n

v =] -0
i=1

ot les b; sont des points complexes deux a deux distincts, et n et d sont des entiers naturels
non nuls. Par un processus de normalisation standard, il obtient une surface de Riemann
compacte notée X. Ce processus consiste a construire des cartes locales au dessus des
points b;, et de plonger ensuite cette courbe dans P%, en considérant les zéros de la fonction
Flo:y:z2)) =yt —T[L(x—biz)sin>d, et F(lx:y:2z]) =y — 2", (x —bi2)
sinon. La courbe algébrique correspond aux zéros de F' sur les points de P4 de la forme
[z : y : 1], pour compactifier cette surface il faut regarder le point p;, s, de derniére
coordonnée nulle dans PZ tel que F(ps) = 0. En séparant les branches qui passent par
le point de la courbe poo, on obtient une surface de Riemann compacte Y. Cette surface
peut s’interpréter comme un revétement cyclique 7 : Y — C de degré d, ramifié au-dessus
des points marqués b; et du point oco. Le revétement 7 est défini sur la courbe algébrique
par (z,y) — .

On dispose sur Y d’un automorphisme 7' : Y — Y, défini sur la courbe algébrique par
(x,y) — (z,Cay) avec (g = e’ . T est clair que T vérifie T¢ = Id. Pour un point quelconque
x € C\B, nous avons d pré-images x,...,Zq 1 dans Y, T permute cycliquement ces
pré-images. En général, on indexera les pré-images d'un point quelconque de sorte que
x; = T7(x0). Au-dessus des points b;, nous avons dans Y une unique pré-image notée
qi, laissée fixe par T. Au-dessus de oo, nous avons dans Y un nombre e = pged(n, d)
pré-images notées py, . . ., pe_1 permutées cycliquement par 1" avec py = T* (po) pour tout
k € {0,...,e — 1}, on récupére également T°(py) = po. En particulier, la pré-image d’un
voisinage de oo est formée de e disques deux a deux disjoints.

D’autre part, on a vu que les tresses de B,, peuvent s’interpréter comme des éléments du
groupe modulaire Mod(D, n) ot D C C est un disque ouvert contenant les points marqués
bi,...,b,. Une tresse 7 € B,, peut donc étre considérée comme la classe d’homotopie d’un
homéomorphisme de D préservant l'ensemble des points marqués B = {by,...,b,} et
coincidant avec Id sur le bord de D. Ainsi, en prolongeant cette tresse sur C par Id en
dehors de D, on peut voir 7 comme un homéomorphisme 7 : C — C. McMullen montre
que toute tresse 7 de B, se reléve en un élément 7 de Mod(f/), ce relevé est unique
lorsqu’on impose 7(q;) = q1, de sorte que 'opération de relévement soit un morphisme de
groupe. Nous reverrons ce procédé en détail dans le chapitre [f]
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On peut également vérifier que les relevés des tresses commutent avec T'. McMullen
passe ensuite a la cohomologie de de Rham en considérant 'espace H 1(Y) Le tiré en
arriére par I'automorphisme 7' vérifie (T*)? = Id, on décompose alors H(Y) en la somme
directe des sous-espaces propres de T™. En reprenant les notations de McMullen, H 1(17)q
est le sous-espace propre de T* associé a la valeur propre ¢ = e *°¢ ot k € {1,...,d—1}.
Comme T' et 7 commutent, les relevés des tresses préservent les H 1(57)(1.

D’autre part, sur H 1(17), on dispose d’une forme d’intersection définie par :

~ ) _
Vn,p e H'(Y), <mu>y=§/mu~
Y

Cette forme d’intersection est non dégénérée lorsqu’elle est restreinte a H'(Y),, et on
peut considérer le groupe unitaire U(H'(Y'),), associé a la forme ( ; ) restreinte a H'(Y),.
On peut s’assurer que, pour une tresse 7 € B, la restriction de 7* a Hl(Y)q est dans
U(HY(Y),). Pour tout ¢ € {e~“@ |k = 1,...,d — 1}, on obtient une représentation p, :
B, — U(HYY),) ~ U(r,,s,) o (ry,s,) est la signature de la forme d’intersection sur
H'(Y),

2.2.2 Quelques résultats de McMullen

Plusieurs des résultats de larticle de McMullen [McM13| seront repris au cours de ce
document. Il convient donc de les présenter ici, ils portent sur la surface Y en elle-méme,
sur espace H'(Y'), et enfin sur expression de l'action des 7; sur U(r,, s,).

Comme expliqué plus haut, Y est une surface de Riemann compacte et connexe, qui est
également un revétement cyclique de degré d au-dessus de la sphére de Riemann, ramifié
au-dessus des points by, ..., b, et éventuellement au-dessus de co. Il y a une unique pré-
image ¢; au-dessus de chacun des b;, et e = pged(d, n) pré-images po, ..., pe_1 au-dessus
de oco. En appliquant le théoréme de Riemann-Hurwitz, on obtient directement le genre
de Y :

Lemme 2.2.1. Le genre de Y est g = 1((d=1)(n—1)—e+1), ot e = pged(n, d).
On a alors :

Corollaire 2.2.2. La dimension de H'(Y) est 29 = (d — 1)(n — 1) —e + 1.

Théoréme 2.2.3. La dimension de H'(Y), estn — 1 si ¢" # 1 et n — 2 sinon.

Idée de la démonstration : Pour le calcul de cette dimension, qui est un invariant to-
pologique, McMullen suppose que les b; sont les racines n-iémes de I'unité, donc Y est
construit & partir de la courbe algébrique y? = 2™ — 1. 1l introduit un nouvel automor-
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phisme R : Y — Y défini sur la courbe algébrique par : (z,y) — (Cux,y), 0ou (, = en
laissant invariant les p; et permutant les ¢; de sorte que R(g;) = ¢j_1.

Alors (R*)"™ = Id et comme R et T" commutent, on peut décomposer 'espace H 1(}A/)q,
ouq = (¢, Favec k € {0,...,d — 1}, en la somme directe des sous-espaces propres
HY(Y); = ker(T* — ¢ 1d) Nker(R* — ¢/ 1d). La décomposition de Hodge sur ces sous-
espaces nous donne :

~

H'(Y)g =@l H (V)i = (@)2g HO(YV)iy) & (@iZg HOD(Y)iy)
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et donc : R R R
H'(Y) = el @2y (HOW)0® HOV(Y),4) (2.2.1)

McMullen introduit ensuite les (1,0)-formes méromorphes wy, ; = x;—:d:p et les (0,1)-
formes conjuguées des wy, j. En calculant les diviseurs de chacun des w;, et de leur conju-
gué, McMullen aboutit a la conclusion que : H9(Y);, est non vide si 0 < £ < & <1
et H(O’l)(f/)j,k est non vide si 0 < s < % < 1. Or, on peut compter qu’il y a exac-
tement (d — 1)(n — 1) — e + 1 = 2g couples d’indices (j, k) vérifiant 1'une ou l'autre
de ces conditions, c’est-a-dire qu’il y a exactement 2g = dim(H'(Y)) espaces non vides
apparaissant dans la somme directe . On en déduit que, pour un couple d’indice
(j,k) €{0,....,n—1} x{0,...,d — 1} fixé :

J <1, alors H(Y), = H"(Y); est de dimension 1

<1, alors H(Y),, = HOD(Y);x est de dimension 1

—s1i0< <<

—sil0< 2«

Ul 3~
S alm

— si aucune des conditions ci-dessus est vérifice, alors H'(Y');, = {0}.

En particulier, pour un k fixé, on a :
dim(Hl(?)q) = ( 690<71L<§<1 dim(Hl (Y/kj)) © ( 690<§<%<1 dim(Hl (Y/kj))

En comptant le nombre d’indices j € {0,...,n — 1} vérifiant I'une ou lautre de ces
conditions on a : dim(H'(Y),) =n —1si ¢" # 1, et n — 2 sinon. O

Théoréme 2.2.4. Pour q = (d’k fixé, la signature de la forme d’intersection sur Hl(f/)q
est :

(rgr50) = (Tnly =11, In(1 = )~ 17).

La forme d’intersection est non dégénérée sur H'(Y),.

Démonstration : Comme H'(Y), = (@0<1<§<1 H'(Y)1;) @ (@0<§<1<1 HY (Y ),) et
que

— dim(HOO(Y),,)=1si0< L <k <1

— dim(HOV(V), ) =1si0< bt <1<
alors la signature (74, s,) se détermine en calculant le nombre d’indices j € {0,...,n}
vérifiant la condition 0 < % < % < 1, ce qui nous donne 74, et le nombre d’indices
j €40,...,n — 1} vérifiant la condition 0 < s < % < 1, ce qui nous donne s,.
On peut vérifier que r, + s, = dim(H'(Y),, et la forme d’intersection est donc non
dégénérée sur H'(Y),. O

On note D; C C le support d'un représentant de 7; € B, ~ Mod(D,n), que l'on
peut choisir comme étant un disque ouvert contenant uniquement les points marqués b;
et b1, et Y; la pré-image de D; dans Y. McMullen étudie les sous-sourfaces Y; a l'aide de
suites de Mayer-Vietoris. Pour présenter cet outil et la fagon dont nous allons l'utiliser,
nous faisons d’abord quelques lemmes concernant une sous-surface Y C Y quelconque,
qui pourront étre réutilisés dans le reste de la thése. Puis nous appliquerons ces lemmes
aux sous-surfaces Y;.

On considére donc une sous-surface ouverte non vide Y de Y et son complémentaire
V¢ dans Y. La sous-surface Y est prolongée sur son bord en un ouvert dont I'intersection
avec Y contient le bord de Y, de méme qu’illustré sur la figure 2.12] On note de nouveau
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FIGURE 2.12 — Illustration de la notation oY

Y¢ la sous-surface Y prolongée et par abus de notation, de méme que McMullen, on
écrira Y :=Y NY* qui est donc ici un ouvert non vide, voisinage du bord de Y.
On obtient alors une suite exacte :

HYOY) —=H(Y) & H(Y) —= H'(Y) —= H2(9Y ) —= H}(Y) & HZ(Y*)

T |

HO(Y) H*(Y)

Cette suite exacte est équivariante par l'action de 1™, et se conserve donc en passant
alux sous-espaces propres :

Hcl (aY)q - Hc1 (Y)q @ Hc1 (Yc)q —H' (Y/)q - HCQ(@Y),I - HE(Y>q D HCQ(YC)Q

| |

HO(Y), HA(Y),

récupeére ainsi une suite exacte :

0= HOY), = H(Y), ® HA(Y*), = H V), — H2(0Y), — HX(Y), & HA(Y*), > 0
(2.2.2)
Pour certaines sous-surfaces Y, nous pouvons a partir de la suite obtenir des
suites exactes courtes, ou méme des isomorphismes entre certains espaces de cette suite.
Les cas qui nous intéressent particuliérement, sont ceux pour lesquels Y (ou éventuellement
son complémentaire) est connexe et JY" est composé de m anneaux permutés cycliquement
par T. Cette derniére condition ne peut étre vérifiée que si m divise d. Les V; = 7= 1(D;)
sont de tels surfaces. Avant de leur appliquer la suite , rappelons le résultat bien
connu suivant :

Lemme 2.2.5. Pour A un anneau, H}(A) est de dimension 1.

Démonstration : A a le méme type d’homotopie que le cercle S!, donc H'(A) =
H'(S') = C. Or la dualité de Poincaré¢ nous dit que, pour M une variété de dimension m,

HM(M) ~ (H™*(M))*, dou dim(H!(A)) = 1. O
On peut construire un générateur n de H!(A) de la fagon suivante : A ~ S X I,
ou I = ]0,1[ et S est le cercle unité. On note (z,t) les coordonnées sur S' x I. On

cherche & définir une 1-forme non nulle & support compact 7 telle que sa classe [n] vérifie :
Clnl = HY{(S x I).

On fixe ¢ : I — I croissante et C™ ainsi qu'un ¢ € 0,%[ tel que : ¢(t) = 0sit < ¢
et ¢(t) =1sit >1—e. Alors ¢'(t) est nulle sur ]0,e[U |1 — ¢, 1] et strictement positive
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sinon, donc son support est inclus dans [e,1 — €] qui est compact dans I. On pose alors
n = ¢'(t)dt. Clairement 7 est & support compact et est fermée. Aussi n = d¢, et s'il existe
f telle que n = df, alors f = ¢ + ¢ oul ¢ est constante. Alors f ne peut pas étre une forme
a support compact, ainsi [n] € H!(I)\{0}. D’autre part, la projection py : S* x I — I
nous donne un morphisme pj : HY(I) — HX(S' x I). On a [p5(n)] € HX(S' x I) et
Junndz = [i5 119009 (B)dtAdz = 1. Alors [p5(n)] est non nul. Le générateur de H, (S'x )
qui nous intéresse est 'image du générateur n de H!(I) par ce morphisme p}, qui est donc
non nul, et que on notera également 7. Alors H!(I) ~ H}(S' x I) =~ C|n). O

Regardons ce qu’il se passe pour H}(9Y),, HZ(9Y'), lorsque Y est une réunion de
m € N* anneaux, permutés cycliquement par 7', avec m qui divise d :

Lemme 2.2.6. PourY C Y tel que Y est une réunion de m anneaux disjoints, permutés
cycliquement par T, avec m qui divise d, on a :

— st ¢™ =1, alors H:(9Y'), et H2(9Y'), sont de dimension 1
— Siq™ # 1, ces deux espaces sont nuls

De plus, si Y est une réunion de m disques disjoints, on a de méme H2(Y), est de
dimension 1 st ¢ =1 et de dimension nulle sinon.

Démonstration : 0Y est une réunion disjointe de m anneaux Ay, ..., A,, 1. Comme
T permute ces anneaux, on peut les indexer tels que, pour tout k& € {0,...,m — 1},
T: Ay = Akt modm- On a: HYIY), C &7 HL(Ag). On sait que les H!(Ay) sont de
dimension 1, et on peut fixer 7y # 0, construit comme ci-dessus, telle que H}(Ag) ~ Crnp.
On définit alors pour tout k € {0,...,m — 1}, mp = (T*)™ *(ny), un générateur de
H; (A).

La restriction de 7™ & A, est une rotation d’angle zan_ En effet, on identifie S* a
R /7, alors sur Ay = St x I ~ R/7 x I avec I := ]0,1], I'expression de T™ est donnée
par T™ : (x,t) = (z + %,t). En particulier, comme 7y est de la forme ¢'(t)dt, on a :
(T")™(n0) = mo-

Soit w € H}9Y), C @' H(A). 11 existe des complexes A, ..., \n_1 tels que
w = Z;";Ol M- Comme T*(w) = qw, on récupére une égalité ZZL;Ol M1 mod m =
ZZ:Ol g\, dott, pour tout k € {0,...,m — 1}, Myt mod m = @A\ et donc Ay = ¢F Ao,
pour tout k£ € {0,...,m — 1}.

D’autre part, (T*)™(w) = ¢"w = 31 ¢" Mk, la composante sur H(Ay), est ¢™np.
Or (T*)™(w) = S Me(T*)™ (1) dont la composante sur H!(Ag), est (T%)™(170) = 1o
On a donc : \g = ¢™ ).

Si g™ # 1 alors A\g = 0 et donc w = 0, et finalement H}(9Y), = {0}.

Si ¢™ = 1, alors les Ay s’écrivent en fonction de Ay, et I’élément non nul ZZL;OI ",
engendre H}(9Y),. Ainsi, H}(9Y), est de dimension 1.

On montre de la méme fagon que H2(9Y'), est de dimension 1 si ¢™ = 1 et de dimension
nulle sinon. O]

Remarque 2.2.7. Remarquons que ce lemme s’applique en particulier lorsque Y est la
pré-image Yoo d’un voisinage Do, de 0o, ne contenant aucun des points marqués by, . .., b,.
On sait alors que la pré-image de Do, dans Y est formée de e = pged(d, n) disques disjoints
Eo,...,E._y. Alors H(0YL.), est de dimension 1 si ¢° =1 et de dimension nulle sinon,
de méme pour les espaces H2(0Y o) €t H2(Yoo)q-

Appliquons maintenant ces lemmes a I'étude de ¥;. McMullen consideére une nouvelle
surface ; construite a partir de la courbe algébrique y* = (x —b;)(x — b;41). La pré-image
de D; dans )Y; est notée ;.
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Lemme 2.2.8. On a les isomorphismes HX(Y;), ~ HX(Y;), et H(0V:), ~ HL(Y),.

Démonstration : Y; et ); sont deux revétements de degré d au-dessus de D;, ramifiés
de la méme fagon. Ainsi, on peut trouver un difféomorphisme entre ces deux surfaces. La
démonstration pour le second automorphisme est identique O

Nous sommes ici dans le cas de deux points marqués, on va considérer pged(d, 2).
Celui-ci vaut 1 si d est impair, et 2 sinon. Alors ¢P&°d(@2) = 1 équivaut & ¢ = —1. En effet,
si d est impair, alors g # —1 et donc ¢* # —1. Si d est pair, alors ¢*> = 1 n’est vrai que pour
g = —1. Comme )AJZ\JJZ est une réunion de pged(d, 2) disques au-dessus d’un voisinage du
point co € @, on a exactement pged(d, 2) composantes de bord pour ); ~ Y;. De plus, T
permute cycliquement les disques formant 371\;))Z On peut alors montrer que :

Proposition 2.2.9. H'(Y;), ~ H' (), si ¢ # —1 , et H(Y;), ~ H'(8Y)), si ¢ = —1.

Démonstration : En effet, on applique la suite de Mayer-Vietoris aY etasa
sous-surface ;. Ici, V¢ est une réunion de pged(d,2) disques disjoints, donc H} (YY), =
{0}. A

On sait que, d’aprés m, la dimension de H'()), est 1 si qP&4(42) o£ 1 et 0 sinon.
On sait aussi que dim(H}(9Y;),) = 1 si ¢Ped@2) = 1 et dim(H}(dY1),) = 0 d’aprés le
lemme [2.2.6] Si ¢ # —1, alors la suite exacte devient :

0— Hg(ayi)q - Hcl(yZ)q b Hcl(yzc)q - Hl(j;)q - H?(ay)q
—_——— —— ————’
={0} ={0} ={0}
et donc H'(V)), ~ H' (),
Siqg=—1, alors :
0— Hcl(ayi)q - Hcl(yZ)q ©® Hg(yf)q - Hl(j;)q - Hg(ay)q
—— ———
{0} —{o}
et donc HX(V:), ~ H(OV:),-
Le lemme [2.2.§ permet de conclure. ]

On a en particulier montré que :
Proposition 2.2.10. Pour tout i € {1,...,n}, HX(Y;), est de dimension 1.
On peut alors démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.11. Pour q = (d’k un racine d-ieme de l'unité différente de 1, on peut
construire une famille génératrice de H'(Y )y, (91,--.,9n) 0U pour tout i € {1,...,n}, g;
est a support compact dans Y;, et :

— g; engendre HX(Y;), pour tout i € {1,...,n}
— {gi19:) = 2Im(q)

— {9i39i11) = (1 —7)

— (959i-1) = —u1 = ¢)

— (9595) =0 sili—j[ > 1.
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Démonstration du théoreme[2.2.177] : 1 étude de H}(Y;), reléve du cas n = 2, comme
on ’a vu plus haut. Supposons donc que n = 2, by = 1 et by = —1. De méme que dans la
proposition ci-dessus [2 - 9, la suite de Mayer-Vietoris précédente ([2.2.2)) et le lemme
nous permettent d’affirmer que H!(Yi), ~ H'(Y), si ¢ # —1, et H (Y1), ~ H Y1),
sinon.

Dans le premier cas, on peut appliquer le théoréme [2.2.3] - pour avoir dim(H!(Y;),) =1 et
de plus, appliquées avec j=1letn =2 lacondition0 < < 2 < 1 revient ici a Im(q) > 0
et la condition 0 < d < 7]1 < 1 revient a Im(q) < 0. On peut alors fixer un élément non
nul g; € H! (Y1), qui vérifie (g1; 1) = 2Im(q).

Dans 'autre cas, 9Y; est la réunion disjointe de deux anneaux permutés par 17" et d’apreés
le lemme , la dimension de H}(dY7), vaut 1. On construit directement un générateur
de cet espace comme dans le lemme [2.2.6] ci-dessus, on peut vérifier que ce générateur est
tel que : (g1;91) =0 =2Im(—1).

Pour n > 2, il est ensuite possible de calculer la forme d’intersection entre deux des
éléments g;. Pour ses calculs, McMullen suppose que les b; sont les racines n-iémes de
I'unité, et en réintroduisant I’automorphisme R de Y défini sur la courbe algébrique par
R(x,y) = (Caz,y), il obtient que :

R*(9:) = gi1 (2.2.3)

ce qui lui permet de montrer que le calcul de (g;,g;+1) est indépendant de la valeur de
n et d’obtenir ainsi les formules annoncées dans le théoréme. On retrouve les détails de
cette preuve dans la démonstration du théoréme 4.1 de I'article [McM13]. []

La relation ci-dessus nous permet de voir que ) ., g; est un vecteur dans
Hl( Jox = {0}. Ainsi Z " 1 9i="0. On en déduit :

Remarque 2.2.12. La famille (g1,...,g,—1) est également une famille génératrice de
H'(Y),.

Maintenant que des générateurs de H 1(}7)(1 sont trouvés, McMullen explicite ’action
des tresses de B,, sur cette famille génératrice. Il en déduit :

Théoréme 2.2.13. L’expression de Uaction d'un 7; sur UH'(Y),) est donnée par :
Ve e H\(Y),,

Idée de la démonstration : Dans le cas ¢ # —1, McMullen montre que 7;* coincide avec
—T* sur H(Y),, ce que I'on peut voir en se ramenant au cas n = 2, les détails se trouvent
dans la partie 4 de larticle [McM13|. Alors 7,*(g;) = —qg; pulsque g; € H(Y:),. Comme
le support de 7; est D;, 7;* laisse invariant H!(Y}%),, c’est-a-dire 7;* fixe les éléments dont
le support est dans Y;°, et en particulier il fixe donc les g; pour i — j| > 1.

On veut faire un lien entre H!(Y,), et (H}(Y;),)*. On sait que la forme d’intersection est
non dégénérée sur H'(Y),, on a alors une premiére décomposition H'(Y), ~ H(Y;), ®
(HX(Y;),)*. D’autre part, la suite de Mayer-Vietoris dans le cas compact nous donne éga-
lement un isomorphisme H'(Y), ~ H}(Y;), ® H(Y,),, on a donc H (V) ~ (H (Y;),)*

Un élément w € H'(Y), admet une écriture w = Ag; +w’ ot A € C et w’ € (HM(Y;) )" ~
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HY(Y ), Alors 7% (w) = —g\g; + w' = w — (¢ + 1)Ag;. Comme (w; g;) = A(gi; g:), et que
dans le cas ¢ # —1, on a (g;; g;) # 0, on a donc, pour tout w € H(Y),

- (w; gs)
Tif(w) =w—(¢+1) <gi§gi>gi‘
Dans le cas ¢ = —1, McMullen montre que :
7i'(9i) = gi
7 (9i+1) = Gir1 — i = Gir1 + 49i = Gir1 — % X (=1 —q))gi = gi1 — %<gi+1,g¢>gi
7i'(gi-1) = gim1 + 9 = gio1 — (=1)gi = gi-1 — 5( (1 =9)gi = gi-1 — 2<gi71;gi>.

Enfin, comme tout élément w € H'(Y), s’écrit comme une combinaison linéaire des g;,
on obtient la formule attendue. O

Dans la pratique, on utilisera principalement les formules suivantes, qui explicitent

I'action des 7;° sur les g1, ..., gy :

Corollaire 2.2.14. Pour tout q # 1 et pour tout i,j € {1,...,n} tels que |t — j| > 1, on
a:

7(0i) =—q9; 3 T (9in1) =9im1+q9 5 T(gio1) =g+ T(9;) = gj

Par la suite, nous nous intéresserons aux éléments 77 , on peut dés a présent exprimer
leur action sur la famille (gy,...,g,) :

Proposition 2.2.15. Pour tout i,5 € {1,...,n} avec |i —j| > 1, on a :

) = ¢’y
2)"(gis1) = gi +q(1 )i
(T?)*(Qz 1) = gi-1+ (1+q)g
) (95) = g

On a rappelé les principales définitions et notations, ainsi que les résultats de McMul-
len les plus utiles pour cette thése. Avant de passer a la généralisation de ces derniers,
nous allons aborder avec un nouveau point de vu le théoréme dans lequel McMul-
len explicite des générateurs de H 1(57)(1. Nous utiliserons pour cela I’homologie, et les
outils développés dans ce prochain chapitre nous seront utiles lors de la généralisation du

théoréeme 2.2.111
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Chapitre 3

Interprétation en homologie des
résultats de McMullen

Dans ce chapitre, nous proposons une construction d’une famille génératrice de H* (EA/) q
vérifiant le théoréme , en utilisant 'homologie. Ici la surface Y correspond a celle
présentée dans le chapitre précédent relevant du cas de McMullen, en particulier Y est
compacte. On rappellera la définition de la forme d’intersection ( ; ) sur H'(Y), et de
la forme d’intersection sur H; (}A/), notée int et que nous définirons par la suite, ainsi que
le lien entre les deux, donné par la dualité de Poincaré. Les éléments g; pourront étre

~ ~

construits comme les duaux d’éléments ¢; € H(Y )z, ot H1(Y )5 est le sous-espace propre
de T, dans H;(Y'), associé a la valeur propre g. On trouve alors des relations entre les ¢;
qui se transposent aux g;.

Les résultats principaux de ce chapitre sont les suivants :

Théoréme 3.0.1. Pour tout i € {1,...,n}, notons ¢; un chemin de b; a b;y1, de sorte

ue le chemin concaténé cy - -- ¢, forme le bord d’un disque. On note c¢;q,...,Ciq—1 les d
n 1,0 » Cid

. . . . d—1
relevés de chaque c; sur'Y indexés convenablement, et c; la 1-chaine ¢; = Y " Cim.

Alors en notant g; le dual de Poincaré de 2—”1?};3@02-, la famille (g1, ..., gn) vérifie le

théoreme|2.2.11| de McMullen, c’est-a-dire que (g1, ..., gn) engendre Hl(f/)q et pour tous
i,j €{1,...,n} : g; engendre H:(Y;), et

1(1—7q) sij=i+1
21m(q) sij =i

(91:95) = —(1—q) sij=i—1
0 sinon
Cette construction de la famille (gq,...,9,) permet de retrouver naturellement des

relations entre les g;. En notant Y, la pré-image d'un voisinage D, de co, on peut
retrouver la relation suivante déja donnée par McMullen :

Proposition 3.0.2. Y7 ¢, =0 € H{(Y\Y.).

On montre également une nouvelle relation pour ¢¢ = 1, qui nous sera utile dans le cas
généralisé, pour construire des générateurs lorsque ¢¢ = 1. Cette relation est la suivante :
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Théoréme 3.0.3. Pour ¢° = 1, ou e = pged(d,n), en notant Yy, la pré-image d’un
voisinage de linfini, Uélément g € HX (Y \Yy), défini par :

9= Z ! gi
1=1

q

est non nul et admet un représentant o support dans (Y \Yas) qui engendre H(O(Y \Yao))q

On utilisera principalement le point de vue en homologie par la suite afin de trouver
des relations entre les générateurs dans le cas plus général, en particulier nous serons
amenés a considérer plusieurs familles génératrices dépendantes du choix d’indexation
des by,...,b,, on pourra grace a cette construction en homologie faire le passage d’une
famille génératrice a une autre.

Commencons par définir les formes d’intersections en cohomologie et en homologie.

3.1 Les formes d’intersections en cohomologie et en ho-
mologie

Soient n,d € N*, et Y la surface de Riemann obtenue a partir de la courbe algébrique :
d n
Yy =z" — 1.

3.1.1 La forme d’intersection (; ) sur H(Y)

Sur H}.(Y,C) noté Hl_(f/), une 1-forme 7 peut localement s’écrire = Pdx + Qdy,
alors 7 est donné par 7 = Pdx + Qdy. On dispose de la forme d’intersection ( ; ) définie
par :

~ 2 _
Vi, pe H(Y), <n;u>=§[?7/\u-
Y

Sur Y, on a également I’automorphisme 7" vérifiant notamment 7% = Id. On décompose
comme précédemment H'(Y) en la somme directe des d sous-espaces propres H'(Y), de
T*, associés respectivement aux valeurs propres ¢ € {e~ "¢ |k € {0,...,d—1}}. Dans tout
ce qui suit, ¢ représentera une racine d-iéme de I'unité, on supposera de plus que ¢ # 1.

De facon générale, lorsque Y C Y est une sous- surface ouverte de Y I'inclusioni : Y —
Y donne i, : H'(Y), = HY(Y) = H'(Y). On pourra alors calculer pour n, u € H'(Y)
la forme d’intersection (i,(n);i.(u)) sur H'(Y),. Par abus de notation, on écrira (1, )
plutot que (i.(n); (1))

Profitons d’avoir introduit la définition de cette forme d’intersection pour revenir sur
la cohomologie d’'un anneau A dans Y. On va pouvoir montrer le résultat suivant qui
compléte le lemme :

'L‘nk

Lemme 3.1.1. Pour A un anneau de Y, tout générateur n de H)(A), vérifie (n;n) = 0.

Démonstration : On construit un générateur n de H}(A) comme dans la partie précé-
dente. Il nous suffit de vérifier que (n,n) = 0. Rappelons que A ~ S! x I avec I =10, 1|,
et 1 est de la forme n = ¢/(t)dt avec ¢ : I — R qui vérifie les propriétés énoncées
précédemment. On calcule :

<-)—Z/ A_—Z/ AT
=g [ A =g | AT
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On a alors :
(m;m) = %/(b'z(t)dt Adt =0.
I
0

En particulier, on a vu au cours de la démonstration du lemme , que si Y C Y
est une sous-surface telle que, en reprenant les notations ci-dessus, dY est une réunion
de m anneaux Ay, ..., A,,_ disjoints et permutés cycliquement par T', avec m qui divise
d, alors H(9Y), est engendré par Vélément n = 7" g'n ot = (T )*(np). Ici
les n; interprétés dans H, cl(f/)q =H 1(f/)q sont & support deux a deux disjoints, et donc
(m;m;) = 0 pour tout I, 5 € {0,...,m — 1}. On a alors immédiatement :

Corollaire 3.1.2. Si 9Y est la réunion disjointe de m anneaux de Y permutés cyclique-
ment par T, lorsque ¢™ =1, H:(JY'), est engendré par un élément n vérifiant (n;n) = 0.

Ce corollaire sera utilisé dans les chapitres suivants. On s’intéresse a présent a la forme
d’intersection int en homologie.

A~

3.1.2 La forme d’intersection int sur H;(Y)

En homologie, nous disposons également d’'une forme d’intersection, notée int. Pour
deux lacets a et B de )A/, on note int(«a, $) le nombre de points d’intersection entre ces
deux chemins comptés avec signe : si p est un point d’intersection entre « et 3, on note
€a,3(p) = 1 si lorientation de o par rapport a § est positive, et £, 3(p) = —1 sinon.

FIGURE 3.1 — Orientation de l'intersection entre deux chemins « et /3

Ainsi :
int(a,ﬁ) = Z 5&,5(1))'
pEaNS

Le nombre de points d’intersection est invariant par classe d’homologie et vérifie les pro-
priétés suivantes :

¢ Z?’Lt(a,ﬂ) = _Znt(ﬁa OZ) )
o int(a, \f) = int(Aa, B) = Nint(a, B), pour tout A € Z
o int(a+ B,7) = int(o,7) + int(5,7).

~ ~

Ainsi, int se définie sur H;(Y') avec pour toute classe [a],[5] € Hi(Y), en notant a un
représentant de [a] et 5 un représentant de [f],

int([a] ,[8]) = int(@, 8) = 3 eas(p).

peEanS

On peut de nouveau considérer 'automorphisme 7' de Y. Pour « une courbe sur Y et
[a] sa classe dans H;(Y,R), on définit Ty ([o]) = [T(a)]. On identifie o a sa classe dans
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H,(Y,R) et on note alors T, (o) = T'(r). On a également (T.)% = Id et on peut considérer
les sous-espaces propres de T, que I’on note H; (Y, R)z pour ¢ une racine d-iéme de I'unité
définie comme précédemment. On peut faire le lien entre int et ( ; ), via la dualité de
Poincaré.

3.1.3 Lien entre les formes d’intersections en homologie et en
cohomologie

Pour Y C Y une sous-surface ouverte dans Y et invariante par T, la dualité de
Poincaré nous donne un isomorphisme H;(Y,R) ~ H!(Y,R). En particulier, on pourra
utiliser les résultats suivants pour Y = Y, rappelons alors que comme Y est compacte,
HY) = H'(Y). On définit la dualité de Poincaré de la facon suivante : n € H'(Y) et
a € H(Y) sont duaux si :

vw e HY(Y), (w,n>:/w.

On explicite ici la construction du dual de Poincaré d’'un élément de H;(Y'). Pour
a une courbe fermée simple C°*° de Y, on considére un voisinage tubulaire de «, qui
est diffeomorphe a S' x ]0,1[. Soit ¢ : |0,1[ — R une fonction C*, croissante, valant 0
sur un intervalle ]0,¢[ et 1 sur |1 — ¢, 1] de sorte que ¢’ a pour support [e,1 — ¢|. Alors
Ne = ¢'(t)dt est une 1-forme fermée sur S* x ]0, 1], représentant un élément dans H}(Y).

Lemme 3.1.3. 1, est le dual de Poincaré de o.

Démonstration : Soit w une 1-forme fermée sur Y. On considére un voisinage tubulaire
de a comme précédemment, diffeomorphe a S!' x |0,1[, avec (0, t) les coordonnées sur
S' x ]0,1[. Comme S' ~ R/, on identifie les fonctions et les I-formes sur S* x |0, 1] avec
des fonctions et des 1-formes sur R x |0, 1] invariantes par la translation § — 6 + 1. Alors
w = P(6,t)dt + Q(0,t)dd avec P et @ qui sont C* et vérifient P(0,t) = P(0 + 1,t),
Q(0,t) = Q(0 + 1,t) pour tout (6,t) € R x ]0;1[. w est fermée donc % = %—?. On peut
vérifier que [, 7o A w = fol Q1 —€,0)d0 = [ ,w ou o est la courbe qui s’identifie a
St x {1 — &} et est donc homotope a a. En effet :
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/me:/Sl & (1)dt A (P(t,0)dt + Q(t, 0)d))

/Sl/()ll€¢ Q(t, 0)dtdo

U sy

- [ (v / o0 2 o) ao
:/OlQu—g,e)de—/lg /01 ¢(t)%—§(t,0)dtd6
:/OIQ(1—5,9)d9—/E (/0 8Pa(t9 9)d9> ¢(t)dt

:KTQa—gﬁme—/qEQ%tD—P@ﬂD¢@ﬁ

=0
- /162(1 —2.0)df
0

:/ale/aw

Ainsi, 7 est le dual de a. ]

En conséquence, on a le lemme suivant :

Lemme 3.1.4. Pour a et 8 deux courbes fermées sur Y et 1., ng les 1-formes fermées
associées, définies a partir d’une fonction ¢ comme ci-dessus, on a :

int(a,ﬁ)Z/’rzaAma:/na/\ng-
Y Y

Démonstration : On considére des voisinages tubulaires de « et de (3, notés respec-
tivement V,, et V3, définis comme dans le lemme précédent. On peut considérer que les
courbes « et [ s’intersectent transversalement en chacun des points d’intersection entre
a et . Ainsi, pour tout point p € a N 3, on peut fixer un voisinage V, diffécomorphe a
10; 1] x ]0, 1] tel que l'intersection avec a correspond a |0; 1[ x {0} et 'intersection avec 3
correspond & {0} x ]0; 1[. En notant (s,t) les coordonnées sur Vj,, on peut écrire, si § va
vers le haut, 7, = ¢/(t)dt et ng = —¢'(s)ds. Alors :

/na/\ng—/ / &' (s)¢' (t)dsdt = /01¢'(t)(/01¢’(5)d5)dt:

A Tinverse, si § est orienté vers le bas, alors fvp Na A Mg = —1. Alnsi, int(a, 5) = ff/ Na N
n3- ]

La correspondance o+ 7, induit un isomorphisme H,(Y,R) — H.(Y,R). Reprenons
maintenant le cas de Y. On sait que la dimension de H}(Y,R) et de H,(Y,R) est 2g, oul

g est le genre de Y. Considérons une base (cy,...,cy,) de Hy(Y,R), formée de courbes
fermées simples. On consideére les 7;, 1-formes associées a ¢; pour chaque i € {1,...,2¢g}.
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Alors les 7; forment une base de H 1(}}, R). Rappelons que dans le travail de McMullen,
la notation H'(Y) est plutot utilisé pour H'(Y', C). Cet espace s’identifie naturellement
a:

29
{Z )\177Z | )\1, c. ,/\29 S (C}
i=1

Sur cet espace, on déﬁnAit la conjugaison complexe par : Zfﬁ LA = 229 Aini. On peut
de méme identifier H,(Y,C) a l'espace :

29
D Aici [ A, dgy € CY
=1

sur lequel on peut également définir la conjugaison complexe : Z Aici = Zfi 1 Aici.
On étend lidentification H; (Y, R) ~ H'(Y,R) a une identification Hl(Y C)~ HY(Y,C).
Sur H'(Y,C), on définit la forme hérmitienne non dégénérée :

{ _
(np) =5 | nAE
Y

et on étend sur H I(Y, C) la forme bilinéaire anti-symétrique int par :

29 2g 29 2g
mt(z /\Z‘Ci, Z /\;»Cj) = Z Z /\Z)\;mt(cl, Cj).
i=1 j=1 i=1 j=1

On a:

Lemme 3.1.5. Soient o, § € H,(Y,C) et no,mg € HA(Y,C) leur dual de Poincaré. Alors :

(103 ms) = 5int(er. B)

Démonstration : On note a = Z?il Aic; et B = ijgl)\;cj, ot les A;, A} sont des

complexes. Par définition, on a donc 7, = Zfﬁ i et g = 29\, n;. Alors :

i=1""
(Tars M) Z)\X/m/\ﬁj

z]l

29
? <7
=3 E ANiXsint(c;, c)

ij=1

= %int(a,ﬁ).

[]

On peut alors définir T, sur Hy(Y,C) =: H,(Y) avec T\(a) = T(a) pour o € Hy(Y).
On démontre alors le lemme suivant :

Lemme 3.1.6. H,(Y); ~ H'(Y),.
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Démonstration : Considérons n € H'(Y), et son dual a € H,(Y). Alors pour tout
w € H'(Y), on a par définition :

/T*(a)w:/m)w::/QT*(“’):/Y’?AT*(”LU)

- / T (1) () A w)

Y

= [@) e

z/qlnAw

%

_ -1

=q /nAw
%

done [, .,y w =7 J,w pour tout w € H'(Y). Ainsi T.(a) = o cest-a-dire o € H,(Y )7
et on peut identifier H'(Y), et Hy(Y)z. O

SiY C Y est une sous-surface ouverte de SA/, invariante par 7', on dispose également
via la dualité de Poincaré d’un résultat similaire :

Lemme 3.1.7. Pour Y C Y une sous-surface ouverte de }A/, invariante par T, H:(Y), ~
Hi(Y)g.

3.2 Construction de g; générateur de H!(Y}), dans le
cas n = 2

On note de nouveau D; C C un disque contenant les points b; et b;11 mais aucun autre
des points marqués, et Y; = 7~ (D;). On cherche a construire un générateur de H}(Y7),.
Puisque Y; est la pré-image du D, contenant donc les deux points marqués b; et by, on
peut se retreindre au cas n = 2. On peut supposer by = 1 et by = —1. La surface Y est
obtenue & partir de la courbe algébrique y¢ = 22 — 1. Comme les b; sont les racines carrées
de 1'unité, on dispose ici de I'automorphisme R : Y — Y défini sur la courbe algébrique
par R(z,y) = (—z,y). On sait également d’aprés [McM13|, que si d est pair, il y a deux
pré-images po et p; de oo, permutées par R et par T, de sorte que T(p;) = Pi+1 mod 2 €t
R(p1) = Pi—1 mod 2- Cette écriture s’avére plus utile lorsque n > 2, mais nous pouvons déja
I'introduire ici pour familiariser le lecteur.

Le cas n = 2 est particulier puisque les disques D, et D, contiennent tous les deux les
points b; et by. Ces deux disques homotopes, et on a donc un isomorphisme Y; ~ Y5 et
H (}(Yl)q ~ H! (Y2),. Puisque Dy ~ D, on s’intéresse principalement & la construction du
générateur g, de H!(Y7), en passant par la construction d’un générateur soit de H}(9Y}),
si g = —1, soit de Hl(ff)q si ¢ # —1, en accord avec la proposition

Nous passons par 'homologie pour faire la construction de ce générateur. Rappelons
que H} (Y1) = H1(Y1)g par la dualité de Poincaré et le lemme [3.1.7] D’apreés le corollaire
m, on sait que H!(Y;), est de dimension 1. On en déduit immédiatement :

Corollaire 3.2.1. La dimension de Hy(Y1)7 est 1.
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On construit dans ce qui suit un élément ¢; dans H;(Y])z, on montrera ensuite que
cet élément est non nul et engendre donc H;(Y1)z qui est de dimension 1.

3.2.1 Construction et premiére étude de c;

On va considérer D le disque unité, et D, son complémentaire. Au-dessus de D il y a
d disques ouverts disjoints, permutés par 7' mais stables par R. On note Ey, ..., Fq_1 ces
disques et By, ..., B4_1 leur bords respectifs, avec T™(FEy) = E,, et donc T™(By) = B,
pour tout m € {0,...,d—1}. Le bord de D est la concaténation d’un chemin ¢; joignant
b1 a by, et d'un chemin ¢y joignant by, a b;. ¢; admet d relevés sur Y, permutés par 7T
On note ¢ o le relevé de ¢; qui se trouve sur By. On définit alors les autres relevés de ¢;
par ¢, = 1T™(c1p) pour tout m € {0,...,d — 1}. Comme ¢y = 7o R(c1p), on définit
c20 = R(c1p). Or R laisse stable By, on a donc ¢y C By. On définit ensuite les autres
relevés de ¢y de la facon suivante : co,, = T™(cap)-

Il est clair que les ¢, sont dans Y, on veut construire un générateur de H;(Y7); &
I'aide des relevés de ¢;.

On considére, pour ¢ = 1,2 les 1-chaines : ¢; = an_:lo q¢™ - Cim- On montre alors :

Proposition 3.2.2. Pour tout i € {1,2}, on a : ¢; € H1(Y});.

Démonstration : Chaque ¢;,, pour i = 1,2 et m € {0,...,d — 1}, débute en ¢; et
se termine en ¢; 41, ou ¢; est le point au-dessus de b;. Comme 0Oc¢;,, = ¢iy1 — ¢, on a
dci = (41 ¢™) - (giy1 — @) = 0 et donc ¢; est dans Hy(Y;). De plus, on peut vérifier que

T*(CZ) = qc;, donc C; € Hl(}/z)q ]

D’aprés la proposition [3.2.2] on sait que c;, respectivement c,, est dans H;(Y})g,
respectivement dans H;(Y2)z. Comme ces deux espaces sont de dimension 1 d’aprés,
il suffit de montrer que c; et cy sont non nuls pour qu’ils soient générateurs respectivement
de Hy(Y1)g et de Hy(Y3)g. Suivant les cas ¢ # —1 ou ¢ = —1, on utilisera deux méthodes
différentes pour voir que ¢; et ¢y sont tous les deux non nuls.

3.2.2 Lecas q# —1

On veut ici montrer que c; est non nul en calculant int(cy, 7). Remarquons qu'il suffit
de faire le calcul pour ¢; puisque c; = R(cy), ainsi si ¢; est non nul, ¢y ne l'est pas non
plus car R est un isomorphisme.

Regardons localement ce qu’il se passe au voisinage de ¢; et de ¢g2. Remarquons pour
commencer que y est une coordonnée locale sur Y;. En effet, %(bi, 0) = £2 # 0, avec f
la fonction f(z,y) = y? — (2> — 1). D’aprés le théoréme d’inversion locale, on a donc y est
une coordonnée locale au voisinage des b;, et on peut considérer que y est une coordonnée
locale sur Y;. Alors T' s’exprime comme T : y — (4y. Ainsi, en regardant au voisinage de
¢1, les d chemins c; ,, peuvent étre représentés comme une rotation d’angle Q’TTm de c; 0.
De méme a 'arrivée, au voisinage de g2, les chemins c; ,,, correspondent respectivement a

une rotation d’angle %Tm de ¢ 9. Ceci est illustré sur la figure .
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FIGURE 3.2 — Au voisinage de ¢; et ¢z, les ¢1,, sont I'image par une rotation d’angle m=]

de C1,0

En particulier, comme les chemins ¢; et ¢y forment un angle de 7 sur C, alors au
.. . w(1+2m) ’ )
voisinage de ¢, les chemins cy,, forment un angle =—== avec c;o. C’est ce que 'on

représente sur la figure [3.3]
Théoréme 3.2.3. Lorsque q # —1, c; est non nul et engendre Hy(Y;)g pouri = 1,2.

Démonstration : On fait la preuve pour c¢; puisqu’on aura immédiatement, si c; est

non nul, alors c; = R(cy) est non nul également.
Calculons donc int(cq, €7). Pour cela, on introduit de nouveaux cycles sur lesquels ces

calculs se font plus facilement.
. A~ N d—1 A~ L. .
Soient €1, = Cim — Cimt1 €6 ¢ = Zm:() g™ - C1m. On peut vérifier facilement que

0é; =0et ¢ € Hi(Y1)z. Aussi, on a :

¢ = (Cl,o — 61,1) + q(cu — 0172) — qd_l(c1,d—1 - 0170)
=(1=Pero+ a1 =Pera+--+ ¢ (1 =ey,
= (1 — G)cl.

On peut voir que :

0 sijm—m/|#1
int(Crm, Cim) =< —1 sim/ =m—1
1 sim'=m+1
En effet, si [m—m'| > 1, il est facile de trouver des chemins de méme classe d’homotopie
que ¢ 4, et €1y qui sont disjoints, comme illustré sur la figure , et donc int(¢ym, C1m) =
0.

Il est également clair que si m = m/, I'intersection entre ¢; ,, et lui-méme est nulle en
considérant de la méme fagon deux chemins ayant la méme classe d’homotopie que ¢; ,,
mais ne s'intersectant pas, de méme que sur la figure [3.5
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FIGURE 3.3 — Au voisinage de ¢o, 'angle entre c; ,,, et ¢q 41 est 27”, et I'angle entre ¢ ,,
et com est 5
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FIGURE 3.4 — Deux chemins homotopes a ¢; ,, et ¢; ,, ne se rencontrant pas

Sim' = m + 1, il suffit d’observer la figure sur laquelle le chemin ¢ homotope a
C1.m est tracé aux voisinages de ¢; et de ¢, et le chemin ¢’ homotope & ¢4 4,41 est tracé en
gras aux voisinages de ¢; et de ¢».

Au voisinage de ¢q, le chemin ¢ est sur le bord droit du chemin ¢, alors au voisinage
de ¢o, le chemin ¢ reste sur le bord droit de ¢ et ¢ doit donc rencontrer ¢, 'orientation
est positive.

Sim' =m — 1, alors int(¢1m, C1.m—1) = —int(¢1m—1,C1m) = 1.

On trouve alors :

IS
._\

-1 d—
m—m/

int(é1,¢1) = q" " it (8 m, G ) = —d(q — q) = —d x 2iIm(q) # 0.
0m’=0

3
I
3

Donc :

1 1 T)
¢y, —¢C
_q 171_q1

int(cy,€1) = int(l

T int(e, )
= ——————int(éq, ¢
1-91-q
~ —d xIm(q)
~ 1—Re(q)
Puisque ¢ # 1 et que ¢ # —1, on a 1 — Re(q) # 0 et Im(q) # 0, donc I"auto-intersection
ci-dessus est non nulle. Alors ¢; # 0 est un générateur de H;(Y]), qui est de dimension
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FIGURE 3.6 — Intersection entre ¢, et ¢i 1

1. [
On peut normaliser ¢; de sorte que son dual g; vérifie (g1, 1) = 2Im(gq) comme attendu

dans le théoréme |3.0.1 On note g; le dual de Poincaré de ¢; := Q—Vl\;;e@cl. Alors ¢; est
un générateur de Hy(Y})g et son dual gy vérifie :

7. -~
(g1;91) = 5”“5(61’01) = 2Im(q).

Remarque 3.2.4. Le méme travail peut étre réalisé pour montrer que co est un générateur
de H1(Y3)g, et démontrer ainsi le théoréme dans le casn =2 et ¢ # —1.

Comme précédemment, on note Y, la pré-image de D, un voisinage de oo, et Y =
Y\Yoo, prolongé en un ouvert de sorte que le bord de Y, est compris dans Y. De nouveau,
on notera JY lintersection entre Y et Y., qui se compose donc d’une réunion de e =
pged(d, 2) anneaux disjoints. Vus dans H!(Y'), les ¢; et ¢y vérifient la relation suivante :

Proposition 3.2.5. ¢; + ¢, =0€ H}(Y).

Démonstration : Rappelons que By, ..., Bg_1 sont les bords des d disques au-dessus
de D, avec ¢19 € By et B,, = T™(By) pour tout m € {0,...,d — 1}. On en déduit
T"(c1m) = C1m € Bp,. Comme R laisse stables les pré-images de 0, on a R(B,,) = B,,
et donc ¢y, € Byy,. Alors By, = Y0 ¢ €t Zle c; = Z?:l an_:lo q" - Cim = an_:lo qm -
B,, =0 € H{(Y) et la relation est démontrée. O

Cette relation reléve celle que 1'on retrouve sur le bord du disque D : on a ¢; = —c¢y
comme on peut le voir sur l'illustration ci-dessous [3.7]

Cette relation sera généralisée dans le cas n quelconque, on la retrouve également pour
n = 2 et ¢ = —1 puisque la démonstration est indépendante de la valeur de q.

Il faut maintenant voir ce qu’il se passe dans le cas ¢ = —1.
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FIGURE 3.7 — Les chemins ¢; et ¢o sur C

3.2.3 Le cas ¢ = —1, construction d’un générateur de H!(9Y;) ;

Le cas ¢ = —1 ne peut arriver que pour d pair. On a ici int(cy, ;) = 0 et on ne peut
plus utiliser 'argument de la partie précédente pour montrer que c; est non nul. On va
construire un nouvel élément s, dépendant de c; et co, pour montrer qu’a nouveau, c; est
non nul et engendre donc Hy(Y;)_;.

Remarquons pour commencer, que comme ¢ = —1, alors H, 3(81/1)_1 ~ Hy(0Y1)_1
d’aprés la proposition Ainsi, un générateur de H;(0Y;)-1 donnera un générateur de
H}(0Y1)_1. On s’intéresse donc a la construction d’un élément non nul de H;(9Y;)_;. On
rappelle que Y, est la pré-image d’un voisinage D, au voisinage de oo et Y = }A/\Yoo. Yoo
est formé de 2 disques, on note Sy et S; les composantes de bord de EA/\YOO. Notons sq et
s1 les générateurs dans le sens direct respectivement de H;(Sy) et de Hy(S1), ils peuvent
étre représentés respectivement par un chemin orienté sur le bord de &7 et Sy, ce que 'on
illustre par la figure [3.8]

Comme T permute les bords et préserve l'orientation, on a T'(sg) = s1 et T'(s1) = sp.
Remarquons que D et D, sont homotopes, on peut donc trouver un isomorphisme entre
Hi(Y1)_1 et H(Y)_; et entre H (9Y;)_ 1 et H (OY)_;. Puisque ¢*> = 1, on a également
d’aprées2.2.9] HX(Y)_1 ~ H!(8Y)_;. En passant a la dualité de Poincaré, un générateur
de H;(0Y)_; donne ainsi un générateur de Hy(Y)_; ~ H;(Y1)_1. Si s est un générateur
de H1(0Y)_1, alors s s’associe a un multiple de ¢;, on veut montrer que ce multiple est
non nul, alors ¢; engendre H(Y7)_ ;.
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FIGURE 3.8 — Illustration des sous-surfaces Y, et Y de Y ainsi que des bords Sy et S et
des chemins sg et s¢

Proposition 3.2.6. Pour ¢ = —1, l’élément s = sg — s1 est non nul dans H (Y)_; et
engendre Hy(0Y)_1 ~ H}(0Y1)_1.

Démonstration : Par la dualité de Poincaré, on sait déja que la dimension de H;(9Y7)_4
~ H!(8Y1)_1 est 1si et seulement si ¢° = 1 d’aprés le lemme[2.2.6] avec e = pged(d, n) = 2.
La condition précédente revient donc ici & ¢ = —1. De plus, Ti(s) = —s, donc s €
H,(0Y7)_1. Pour montrer que s est un générateur de Hq(9Y7)_1, il suffit donc de montrer
que s est non nul. Supposons donc que s est nul et raisonnons par I’absurde.

Soit w € H(9Y)_1 C HX(Sy) ® H.(S:) et supposons w # 0. On sait que s, engendre
H(Sp) et de méme, s; engendre H;(S;1). On peut écrire w = Ag - $g + A1 - $1. Alors d’une
part T,(w) = —w par définition de w, et d’autre part T,(w) = Ao - 51 + A1 - So puisque T’
permute Sy et S1. On en déduit que \; = — A1, et donc A} = —)\y. Comme w est non nul,
on doit avoir A\g # 0. Alors w = Ay - sp — Ag - 51 = Ag - s = 0. On a donc une contradiction
et finalement s # 0. Alors s = sy — s1 engendre Hq(0Y)_;.

Rappelons qu’on dispose de la suite exacte [2.2.2] qui donne ici suivante :

0— H YY)y — H(Y)_1 - H'(Y)_; = 0.

Alors I’élément s s’envoie sur un un élément non nul dans H}(Y)_;, que l'on note de
nouveau s. [l

Le lemme suivant nous permet d’exprimer s vu dans H!(Y)_; en fonction de ¢, et c,.
Lemme 3.2.7. Pour ¢g=—1,s=c¢; —cy =2c; € H}(Y)_;.

Démonstration : Supposons que d est pair. Rappelons que par construction, ¢ est
sur le bords de Sy, et comme T permute Sy et Sy, on a : pour tout m € {0,...,d — 1},
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c1m = T™(c10) est sur Sy, mod 2- De plus, on a construit ca par cag = R(c1). Comme
R et T permutent les bords Sy et Sy, on a ¢ = T™ 0 R(¢10) C St mod 2 Puisque
la concaténation cyco parcourt le bord de Dy, sur Y les bords Sy et S sont formés des
relevés de c; et de cs.

FIGURE 3.9 — Les relevés de ¢; et ¢y sur les bords Sy &7 de Y et sur les bords Ey, ... Ey_4
de la pré-image du disque unité.

Or s est le chemin au bord de Sy, et celui-ci est formé des chemins de la forme c; o

et ca941 pour [ € {0,... ,g — 1}. De méme, s; est le chemin sur le bord de &, qui est
formé des chemins ¢; 941 et co9;.
Lorsque ¢ = —1, on a :
d d
g1 41
C = E C121 — E C1,2141
1=0 1=0
et de méme :
d_q d_q
2 2
Co = E Ca21 — E C2.21+1
1=0 1=0
Ainsi,
d d d d
41 d_1 41 d_1
so—s1 = ( E C11 + E co014+1) — ( E C1o1+1 + E C2.91)
1=0 1=0 1=0 1=0
d d d d
4 4 4 4
=( E C12] — E c1o41) + ( E C221+1 — E C2.21)
1=0 1=0 1=0 1=0
= C1 — Cao.

De plus, comme ¢, = —c; d’aprés la proposition qui est vraie quelle que soit la
valeur de g, on a : s = sy — s1 = 2c¢;y. O

Corollaire 3.2.8. Les éléments c; et co sont non nuls dans H(Y)_y, et il engendrent
respectivement Hy(Y1)_1 et Hi(Y2)_ 1.
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Démonstration : En effet, si ¢; = 0, alors s serait nul ce qui n’est pas le cas. Ainsi, ¢,
et ¢y sont non nuls et engendrent respectivement de H(Y7)_1 et Hi(Y2)_1, qui sont tous
les deux de dimension un. O

On note dans ce cas g; le dual de Poincaré de %ici, alors g; engendre H (}(Y;)q.

Voyons a présent comment généraliser cette construction pour n quelconque.

3.3 Construction des éléments g1, ..., g, pour n via I’ho-
mologie pour un n quelconque

Supposons ici que les by, ..., b, sont les racines n-iémes de 1'unité, de sorte que b,, =
e pour tout m € {0,...,n — 1}. La surface Y est obtenue a partir de 1’équation
y? = 2" —1. Pour tout i € {1,...,n}, on note D; le support de 7; € By, et Y; la pré-image
de D; dans Y.

De méme que dans la partie précédente, on va noter D le disque unité (ouvert), et D,
I'intérieur de son complémentaire, de sorte que : la pré-image de D est la réunion de d
disques ouverts disjoints de bord respectivement notés By, . .., By_1, et la pré-image de D,
est la réunion disjointe de e = pged(d, n) disques ouverts disjoints de bords respectivement
notés Sy, ...,S._1. Rappelons que I'on note py, ..., p._1 les points au-dessus de oo, et g;
le point au-dessus de b; pour tout i € {1,...,n}. On écrira aussi B = {by,...,b,},
B= {q1,-..,qn} et 0 ={po,...,Pe—1}. On dispose sur Y de deux automorphismes 7" et
R vérifiant les propriétés suivantes :

~ ~

R: Y — Y
i > Git1 pour i € {1,...,n}
m = p-1  pourle{l,--- e—1}
(z,y) = (Gr,y) pour (v,y) € Y\(BU )
T Y — Y
G qi pour i € {1,...,n}
m  +—  py1 pourle{l - e—1}
(r,y) = (,Cy) pour (z,y) € Y\(BUX)
Ainsi, on peut indexer les B; et les S, de sorte que T7(By) = B; pour tout j €
{0,...,d—1} et TYSy) = S pour tout [ € {1,...e —1}.
On va, de méme que précédemment, construire les éléments cq,...,c,, et montrer

qu'’ils engendrent respectivement un Hy(Y;)g.

3.3.1 Construction et premiére étude de cq,...,c,

Pour tout ¢ € {1,...,n}, on va noter ¢; le chemin sur le bord de D reliant b; & b; .
Chaque ¢; admet exactement d pré-images dans Y. On note c10 le relevé de ¢; se trouvant
sur By. Quitte a ré-indéxer les &, on peut également supposer que c; o est sur ;. On a
alors immédiatement :

Lemme 3.3.1. Pour tout m € {0,...,d — 1}, le relevé c1,, de ¢, se trouve sur le bord
B,, et sur le bord S, mod e-
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D’autre part, comme ¢y = 7 o R(cy ), alors R(cy ) est un relevé de cq, on pose ¢ =
R(c1). De plus, comme R permute également les Sj, on a co9 = R(c19) C Se—1. Les
autres relevés de ¢, sont obtenus par application des puissances de T" & ¢z, on pose ainsi
Com = T (c20). En particulier, o est sur le bord de Sy. On poursuit ainsi la construction
des ¢;,, et on obtient :

Proposition 3.3.2. Pour tout i € {1,...,n}, on note ¢;p...,c;iq-1 les d — 1 relevés de
chaque c;, indexés de sorte que, pour tout m € {0,...,d — 1} : ¢ =T™ o R (c1p).
En conséquence : ¢;m C Sm—it1 mod e ) Bm mod d

Démonstration : Comme ¢19 C By N Sy, on a pour tout ¢ € {1,...,n} et pour tout
m€{0,....,d—1}, ¢;m CT™ o R™YSp) = Spi—it1 mod e- D’autre part, T™ o R'™1(By) =
Tm(BO) = Bm mod d [l

En particulier, on remarque que les chemins ¢;,, qui sont sur le bord de Sy sont les
chemins pour lesquels il existe a € Z tels que m — i + 1 = ae, donc les chemins pour
lesquels il existe un « tel que m = i — 1 4+ ae. Pour tout i € {1,...,n}, on peut ainsi
déterminer les indices m € {0,...,d — 1} tels que ¢;,, soit sur Sy. Puisque S; = THSy),
on en déduit :

Proposition 3.3.3. Pour tout | € {0,...,e — 1}, le bord de S; est composé des n x g

chemins :
® C1,01,Clietl modds---sCl,d—etl modd

® C21+1 mod d) C2,e+1+l mod ds - -+ C2,d—e+1+1 mod d

® Cnn—1+1 mod d) Cn,n—1+e+l mod ds - - - s Cnyn—14+d—14+1 mod d

On définit pour tout 7 € {1,...,n}, le cycle :

d—1
Cm = Z qm “Cim € Hl(lfz)ﬁ

m=0

On vérifie facilement T (c;) = gc; et dc; = an;lo ¢ (¢i+1 — @) = 0, donc ¢; € Hy(Y;);.

On va utiliser les résultats du cas n = 2 pour montrer que chaque c¢; engendre Hi(Y;)z7
et peut étre normalisé pour que son dual corresponde & g; dans H!(Y;),.

3.3.2 Construction de g; comme dual d’un multiple de c;

Pour chaque i € {1,...,n}, rappelons que Y; est la pré-image d'un disque D; contenant
les points marqués b; et b;;; mais aucun autre des points marqués. On peut définir une
surface de Riemann compacte Y; obtenue a partir de la courbe algébrique y¢ = (x —
b;)(x — biy1). En notant ); la pré-image de D; dans Y;, on a un isomorphisme Y; ~ ),
et également un isomorphisme H}(Y;), ~ H!(Y:),. La restriction de automorphisme T
deY &y, correspond & la restriction de 'automorphisme 7 de Y; sur J;. On peut alors
utiliser sur H!();), les résultats de la partie précédente, et les transposer a H!(Y),.

Comme Y; ~ );, on peut établir une correspondance entre les d relevés du chemin
¢; C D; dans Y; et dans );. On note alors Cé,o» - ,c&dfl les relevés de ¢; dans Y;, indexés
convenablement pour pouvoir leur appliquer les résultats du cas n = 2. On peut choisir que
le relevé c;, corresponde a ¢;o. On a alors : T™(c, ) = ¢;,, correspond & T™(¢;0) = Cim,
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ainsi I'élément c; = >~ ¢™ - ¢, qui engendre H;(};)z correspond a un générateur
d . )
ci=> . 04" ¢im qui engendre H;(Y;)z, on note de nouveau g; le dual de Poincaré de

2—”1\2%@(32-. Alors g; engendre H!(Y;),.

Lemme 3.3.4. Pour n > 2, on retrouve bien :
— (9i5.9i) = 21Im(q)
(955 9iv1) = (1 =)

— (951 9i-1) = —u(1 = q)
(giyg;) =0sili—j]|>1

Démonstration : Soit i € {1,...,n}. On s’intéresse a l'intersection de ¢; et C;11 mod n-
Pour j € {1,...,n}, si |i — j| > 1, on a int(c;,¢;) = 0 puisque les supports de c; et c;
sont disjoints, et donc (g;, g;) = 0.

Le cas j = 1 est déja traité dans le cas n = 2. Il reste donc & voir les cas j =7+ 1 et
j=1—1.

Les intersections éventuelles ont lieu dans un voisinage que ¢s. On va, de méme que
dans le calcul de 'auto-intersection pour n = 2, utiliser les éléments ¢; = Zd 10 q" - Cim
avec Cim = Cim — Cim+1- ON peut vérifier que cz € Hl(Y) et ¢; = (1 —q)c; de méme que
dans la preuve du théoréme [3.2.3] Soient m,m’ € {0,...,d — 1}. En accord avec la figure

3.3 on illustre dans la figure [3.10} m les intersections de ¢ Cerl,m’ avec ¢ .

,,,,,
-~ SS

Citl,m

FIGURE 3.10 — Intersections de ¢;,, et ¢iy1.v, lorsque m' # m,m — 1 & gauche, lorsque
m’ = m — 1 au milieu, et lorsque m’ = m a droite.

Lorsque m’ = m, l'orientation est positive et int(¢; m,¢iv1m) = 1. St m' = m — 1,
I'orientation est négative et int(¢;m, Ciy1.m—1) = —1. Dans les autres cas, on peut trouver
de chemins homotopes & ¢, €t 41, De se rencontrant pas, donc int(é; m, Cit1,m) = 0.
Ainsi :

U

-1 d—

H

mm

int(¢;, Giv1) = q int(Cim, Civ1,m) = d(1 — 7).
0m/=0

3
I
3

Alors :
1 d

)mt(cz, Ciy1) = ——

nt(ci, Gr) = —— ——
int(en i) = T m =g T

On en déduit : int(c;, ¢;_1) = —int(C;_1,¢;) = —int(c;—1,¢;) = —d(1 —7q).
On peut alors calculer la forme d’intersection ( , ) sur les gy, ..., gn.
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(9i3 Gi1) = %wint(ci,m) = lz(lTRZ(Q))
:ZQ—q—Gzzl—q—l—l—q
l—q l—gq
_,1-9-3ll-q¢g _ (1-9)(1-7)
1—gq 1—gq
—(1-7)
et de méme : (g;_1;¢9;) = —1(1 — q). Le lemme est alors démontré. O
Démonstration du théoréme[3.0.1] : On a montré comment construire un générateur c;
de H,(Y;)7 & partir des relevés de ¢; indexés convenablement. Pour tout ¢ € {1,...,n},
le dual de Poincaré de 21;\/5‘3(11)% est noté g; et la famille (gy,...,g,) vérifie les points
suivants :
— g; engendre H}(Y;),
— (9i,9:) = 21Im(q)
— (9i, 9ir1) = i(1 = Q)
— {95, 9i-1) = —i(1 — q)
— (9,95 =0si i —j| > 1
Finalement (g, ..., g,) vérifie les propriétés de la famille de McMullen donnés dans le
théoreme 2.2.11] O

On peut a présent montrer que les relations entre ces générateurs trouvées dans
le cas n = 2 se généralisent & un n quelconque. Plus particuliérement, il est intéressant de
regarder lorsque ¢° = 1, la construction d'un générateur de H; (Y. )7 généralisant ce qui
été fait dans le casn =2 et ¢ = —1.

3.3.3 Relations en homologie

On note de nouveau D., un voisinage de oo, Y., sa pré-image dans Y, formée de e
disques, et Y = Y\ Y, son complémentaire étendu en un ouvert contenant 0Y,,.
Une premiére relation qui se vérifie immédiatement est la suivante :

Proposition 3.3.5. Les éléments c; vérifient : Y ;. ¢; =0€ HX(Y),

Démonstration : Pour tout j € {0,...,d—1},ona B; = 0E; =) ., ¢;; par construc-
tion, donc :

n n d—1 d—1
YILED DIRIED SRR
i=1 i=1 j=0 j=0
et la relation est vérifiée. O]

En conséquence immédiate, on retrouve un résultat déja énoncé par McMullen :
Corollaire 3.3.6. Les générateurs (gu, . .., gn) de H'(Y), vérifient : 327 g; = 0.

Rappelons que on note Sy, ..., Sc._1 les e bords de Y avec ¢, € Sy. Cette fois-ci, s,,
est le chemin parcourant le bord de §,, et s = Z;_:lo q" - Sm. On sait également d’aprés

la remarque que H}(9Y,), vaut 1 si ¢° = 1 et 0 sinon, avec e = pged(d,n) et
g=e*F ou ke {1,...,d—1}.
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Lemme 3.3.7. Pour ¢° = 1, U'élément s = Y. ¢™ - s, engendre Hy(3Y )g.

Démonstration : On a clairement, puisque ¢¢ = 1, T(s) = gs. Donc s € H;(9Y);.
Montrons alors que s est non nul, et engendre donc H;(9Y ). On raisonne de la méme
facon que pour la proposition : H1(0Y )z est de dimension 1, et pour tout élément
w € Hi(0Y); C & Hi(S), w = Zl o\ - 81, avec s; un générateur de Hl(Sl) Alors
To(w) =q-w et To(w) = S5~ ¢'\r - 5101, on en déduit que tous les \; = ¢!\ et donc
w = Xy - S, et comme H;(0Y); est de dimension 1, on peut choisir un w non nul, alors
s # 0 et s engendre H,(9Y )5 O

On peut alors, toujours dans le cas ¢¢ = 1, montrer la relation suivante :
Proposition 3.3.8. Si¢°=1,gs =1, q'c; € H:(Y),.

Démonstration : On a déja vu lors de la construction des ¢; ; que ¢;; € Sj—it1 mod e
pour tout i € {1,...,n} et pour tout j € {0,...,d—1}. En particulier, on en avait déduit
dans la proposition [3.3.3 que pour une m € {0,...,e — 1} donné, les chemins sur le bord

de S, sont exactement les ¢; m1i—14+qe avec i € {1,...,n} et a € {0,... ,g — 1} Alors :
e—1 e—1 %*
m
qg " Sm = § § E Cim+i— 1+ae
m=0 m=0 i=1 a=0
n %-1 e—1
o —i+1 m+i—1+ae
- § q : § E q * Cim+i—14ae
i=1 a=0 m=0

n
_ E —i+1
= q - C;

Ainsig-s=>1",7 -c;. O
Lemme 3.3.9. Pour ¢¢ =1, le dualn € H}(9Y), de L\/;e@)s s’envoie sur un élément
non nul g € HX(Y),.

Démonstration du lemme : On considére le dual de Poincaré de L\/;e(q)s, noté n.
Alors n € H}(9Y), \{0} Montrons que I'image de  dans H!(Y'), est non nulle. Comme
Y est connexe, on a H(Y), = {0}. On sait que les espaces H(dY'),, H2(DY), et H2(Y),
sont de dimension 1. Comme Y, est une réunion de e disques, H}(Ys,), = {0}. Comme
Y est connexe et que Y correspond a Y privé de e disques, alors Y est connexe, donc
H?(Y'), est nul. Considérons la suite de Mayer-Vietoris suivante, restreinte aux espaces
propres de T™ :

0= HJ(OY ) = HJ(Y)g & H}(Yoo)g = H'(Y)g = H(0Y )y = HZ(Yao)g @ HZ(Y)y = 0
qui revient a la suite exacte suivante :
0— HNOY), — HNY), — H'(Y), = H2(0Y), — H2(Yao)y — 0.

Alors la fleche H!(9Y), — H(Y), est injective et I'image de n dans H!(Y'),, notée g, est
non nulle. O
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Remarquons également en gardant les notations introduite dans la démonstration ci-
dessus, que la fleche H?(0Yy), — H2(Y), est surjective et comme ces deux espaces
sont de dimension 1, cette fleche est une bijection. Comme Im(H'(Y), = H2(9Y4),) =
ker(H?(0Ys), — H2(Ys),) = {0}, on a finalement une suite exacte courte :

0— HY9Y), = HN(Y), = H'(Y), = 0.

On peut alors passer a la démonstration du théoréme [3.0.3
Démonstration du théoréme : Supposons ¢° = 1. Comme > ,¢; =0, 0on a :

SZQZ1<§i)‘Ci_Q§Ci

éS:ﬁiigl-q
=1

2,/1 — Re(q) "7 —12/1 —Re(q)
Vo=
i=1

= — - C;
Vd q Vd
n ; n—1 _;
q —1 q —1
:QZZT% :ZT%‘
- 4 - 4
La derniéere égalité vient du fait que ¢° = 1 et donc ¢" = 1. O

Par la suite, nous utiliserons cet élément g pour la construction d’'une famille géné-
ratrice dans un cas généralisé. Nous reviendrons sur le point de vue en homologie et les
outils introduits ici pour formuler le passage entre deux familles génératrices dans notre
cas général.
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Chapitre 4

(Généralisation de la construction du
revetement X

Soient n,d € N*| ky,..., k, € N* et {by,...,b,}, n points marqués du plan complexe,
deux a deux distincts. Dans ce qui suit, on considérera la courbe algébrique :

y' = ﬁ(fC —b;)*
=1

Le cas o les k; sont tous égaux a 1 est le cas traité par McMullen dans [McM13).

Les notations introduites ici seront conservées tout au long du document : on pose
ko = >, k; et on note, pour tout i€ {O .,n}, e; = pged(k;, d). On utilisera également
les notations suivantes : d; = <, et k} = % pour tout i € {0,...,n}.

Dans ce chapitre, nous montrerons tout d abord que la courbe algebrlque ci-dessus, par sa
normalisation, permet d’obtenir une surface de Riemann compacte notée X qui est éga-
lement un revétement cyclique 7 : X > Cde degré d au-dessus de la sphere de Riemann,
ramifié au-dessus des points b; et éventuellement de co. Cette construction visera essen-
tiellement & séparer les branches de la courbe algébrique en certains points particuliers. La
surface X pourra s’interpréter comme la courbe C privée des points {(b;,0)]t € {1,...,n}}
et a laquelle on ajoutera des points g; 1, et ces points vont former les pré-image des by, ..., b,
et de oo par le revétement 7 : X > (@

On montre ensuite que le genre de X vaut g = 2(d(n — 1) = 3", e; + 2). Enfin, nous

verrons que X est connexe si et seulement si pgcd(el, coen) =1

4.1 Construction de la surface X

On note C la courbe algébrique définie par y? = [[_,(z — b;)*. On pose f(x,y) =
yd — [T, (@ — b)*, de sorte que C = {(z,y) € C?|f(z,y) = 0}.

Remarque 4.1.1. C ne définit pas une surface de Riemann : elle est singuliére en tout
point (b;,0) tel que k; > 2.

En effet, pour (zg,40) € C, si yo # 0 on a :

0
8—5@0,@/@) T
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et le théoréme des fonctions implicites nous donne des cartes locales au voisinage de
(20, Y0). Mais si yg = 0, alors xy = b;, pour un certain iqg € {1,...,n}, et donc

OF (0,40) = kg — big o T — 1)

Oz J#io
qui est non nul si et seulement si k;, = 1.

On définit sur C une projection 7 de la fagon suivante :

T C — C
(z,y) = x

ainsi qu'une action sur C donnée par :

T C — C
(z,y) = (z,Ca)

21

ou(yg=-ed.

Remarque 4.1.2. V(z,y) €C, roT(x,y) = m, et T¢ = Idc.

4.1.1 Séparation des branches au voisinage des (b;,0)

Soit D un disque complexe centré en 0 de rayon € > 0. On note D le disque D épointé
en son centre. Pour tout ¢ € {1,...,n}, on considére la fonction holomorphe x; définie sur
D par :

Vte D, x(t) =t% + b

On note D) = z4(D) et U; = 7 1(D)), qui est un voisinage dans C de (b;,0). On va séparer
les branches passant par (b;,0) € C dans U;. Pour cela, on construit des cartes locales f;;
sur U \{(b;,0)}. On note p; : t € C — H#i(tdi +b; — b;)" et pour tout | € {0,...,d—1},

on définit la fonction holomorphe y;, : t € D+ itk pi(t)a. On considere alors :

Ve D, filt) = (z:i(t),yi,(t)).

Lemme 4.1.3. U\{(b;,0)} = UL fi4(D).

Démonstration : Vérifions d’abord que pour tout [ € {0,...,d — 1}, fi, (D) C C, c’est

n

a dire que pour tout ¢ € D, on a bien yd () =TT, (2 (t) — by)k.

Y () = (¢t p,(t)
_ tkq‘,Xd; % H(td; + bz i bj)k:]-
J#
= (1% b = b)" T (¢% + b — by)"
J#i

(t% + b; — bj)ks

n

<
Il
-

(i(t) — b;)".

<
Il
—_

|
.E:
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De plus, pour tout I € {0,...,d — 1}, comme 7(fiu(D)) = (D), il est clair que
Ut fii(D) € UN{(b5,0)} = 7 H(x4(D)). Pour tout élément (z,y) € U\{(b;,0)}, on

peut fixer ¢ tel que x = z;(t) et le nombre complexe [[;_, (z — b;)* est non nul, il n’existe
alors pas d’autre solution pour y qui ne soit pas un y;;(¢) pour [ € {0,...,d — 1}. Ainsi
I’égalité est vérifiée. O

Lemme 4.1.4. Les f;; sont injectives pour tout [,I' € {0,...,d —1} et on a :

fil(D) = fir(D) <= 1=1" mode; < fi (D)N fiy(D)#0.

Démonstration : On peut vérifier 'injectivité des f;; de la fagon suivante : si f; 1(t) =
fia(s) alors il existe j, m tel que s = (jt et s = C t mais k] et d’ étant premiers entre eux,

on en déduit que s = t.

Pour montrer les équivalences, supposons f;;(D) N fiy(D) # 0, alors on peut fixer s
et t dans D tels que fi;(t) = fir(s). Alors z;(t) = x4(s), on a donc s% = z;(s) — b; =
x;(t) — by = t% et on peut fixer j tel que s = Cgl t. En particulier, p;(t) = p;(s). Comme
Yia(s) = yip(t), on a : C4t* = ¢Y'ski et donc CdCd = (Y cest a dire Cl U+iei — 1. Ainsi d
divise [ — I' — je; et finalement e; divise [ — ['.

Supposons [ =1’ mod e. On peut poser [—1" = e; xr. Or d’aprés le théoréme de Bezout on
peut trouver j, m des entiers relatifs tels que e; = jd+mk;. Alors [ —1' = jrd+ mrk;. Soit
t € D. On pose s := = (g"t. Alors xl(t) = 24(s) et yiy(t) = yip(s) <= (ithi = ({sh «—=

cll_l/ _ Zlnrk Or Cl I _ er-i—mrk mrkZ donc .%l( ) =y l’( ) Alors qg: t Cdr?rt est une
bijection de D dans lui méme et f“( ) fivog(D) = fiy(D). O

On en déduit imédiatement :
Corollaire 4.1.5. U\{(b;,0)} = L' fiu(D).

Les f;; étant continues, l'image le(D) est un disque épointé, on note ¢;; son point
manquant et on pose E;; = (U;\{(b;,0)}) U {gi}
Notons X la surface donnée par :

- (C\Ui) U (U?=1 Uf;?)lEi,z).

4.1.2 Séparation des branches sur un voisinage de oo

On considére toujours un disque complexe D ouvert de rayon € > 0, centré en 0, et
on note D le disque D épointé en son centre. Soit z la fonction holomorphe définie sur D
par : _
Vte D, z(t)=t%h
oy d
ou d6 = "

Alors D, { |t € D} U {oo} est un voisinage de oo dans C. On peut choisir &
assez petit pour que b ¢ D, pour tout i € {1,...,n}. On considére dans C l'ouvert U

défini par :
U :=7""(Ds\{00}).

On définit les fonctions :

Ve {0,...,d—1}vee D, u(t) =t ([ —t%p)%)e 5 fi(t) = (7



ou kj = ’z—g Alors pour tout [ € {1,...,d — 1} et pour tout t € D :

yl — k’OXd H tdob

_ t—d{)Xko H(l _ td{]bi)ki

=1

On a ainsi . fi(D) C U. Pour tout élément (z,y) € U, on peut fixer un t € D tel que
(t) Alors le nombre Complexe [T (x — b;)* est non nul et il existe exactement

d solutions yo, ..., yq telles que y? = [ (z — b;)*. Puisque les y,(t) sont d nombres
complexes distincts vérifiant cette équation, alors (z,y) = (% y(t)) pour un certain

1€{0,...,d—1} et donc U C UZ! (D). On a finalement I'égalité : U = {( ,yl( DIAS

{0,...,d—1},t € D}. .
On veut construire les cartes locales dans U définies sur D. On pose pour tout [ €

{0,...,d—1}:

T =

. 1
teD— (—,yl(t)).
Ji (z( ) yi( ))
Lemme 4.1.6. Les fonctions f; ainsi définies sont des bijections holomorphes sur leurs
images respectives notées Ey = f(D).

Démonstration : En effet, si fl( ) = fi(s), comme z(t) = z(s), on peut fixer j tel que
t = Cd,s En particulier, t% = s%, alors y;(t) = y(s) équivaut a t =% = s~%_. On peut

/ / : U A
donc fixer [ tel que t = Ckés. Ainsi comme dj, et k{, sont premiers entre eux, C% =( a St et

seulement si C,l% = Cg, =1 et donc t = s. O]
0

Lemme 4.1.7. U = Llle:_olEl.

Démonstration : Supposons F; N Ep # () et fixons t,s € D tels que f;(t) = fr(s). De
méme que précédemment, comme z(t) = z(s), on peut fixer j tel que t = Cégs. Alors :

p(t) = H?:1(1 - td{)bi)ki = H?:1(1 - Sd{)bi)ki = p(s) et
_ 1/ 1 1
i(t) = yr(s) = Gt op(t)s = (s op(s)
= () = s
k]
= Cl : <d6 =1

:>Cl V—koj _ 1.

=

Alors [ — " — kg7 = 0 mod d et on fixe un entier m € Z tel que | — I' = ld + koj =
eo(mdy — k7). Ainsi I — I’ = 0 mod ey et on a montré que E;NEy 20 =1-10'=0
mod eg.
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Réciproquement, si [ — I’ = 0 mod e, alors on fixe m € Z tel que [ — ' = me,.
Par le théoréme de Bézout, on peut également fixer, puisque pged(d, ko) = ep, des entiers
j',m’ € Z tels que eg = m'd—j'ky. Alors mey = mm/d—mj'kg et [—1I' = (mm/)d—(mj')ko.
Soit s € D et t := C;ZJ s. Alors t € D et on peut vérifier que f;(t) = fy(s) et finalement
[=I'=0 mode= ENEy#0. '

De plus, il est clair que t — Cjét est une bijection de D dans lui méme, alors en
reprenant les notations ci-dessus, E; = fi(D) = fi( g/OD) = fy(D) = Ep. Finalement, on
a montré¢ que [ =1' mode < ENEy # 0 <= E;, = Ep. Alors U = Uldz_olEl =

e—1
l_ll:O El- [l

Les fonctions f; étant continues, les £; sont des disques épointés, on note p; le point

manquant et on re-note alors E; := f;(D) U {p}.

A

On peut ainsi définir une nouvelle surface X :
X=xU (U E).

On note B := {qyli € {1,...,n},1 € {0,...,e; — 1}} et % = {po,...,Peg—1}. On
prolonge le morphisme 7 sur X en 'étendant & C de la fagon suivante :

— 7 reste inchangé 1a ou C et X coincident, c’est a dire : V(z,y) € X\(B U ),
m(z,y) ==

— on prolonge 7 sur les ¢;; par continuité en posant : m(g;;) = limy_o7(fi,(t)) =

— VIl € {0,...,e0 — 1}, on prolonge 7 par continuité sur les p; en posant : 7(p;) :=

. 1
hmt*)() m = Q.

Remarquons également que par définition de T, des y;; et des y;, on a clairement
T(fia(D)) = fig+1 mod &,(D) et T(fi(D)) = fi+1(D). On peut ainsi poser :

Vil e {0, oo, 60 — 1}, T(pz) = Pi+1 modey >
Vi € {17 SR ,’I’L},Vl € {07 s 7d - 1}7 T(Qz,l) = dii+1-

Remarque 4.1.8. Ainsi prolongés, T' et 7 vérifient toujours to T =T et T? = 1d.

4.1.3 Finalisation de la construction de X

On peut a présent faire quelques premieres observations sur la surface X que 1’on vient

de définir.
Proposition 4.1.9. X est une surface de Riemann compacte.

Démonstration : En effet, X dispose d’une structure de variété complexe de dimension
1 :1a ot X coincide avec C . ’est & dire & Pexception des points de B et de 5o, on peut
construire des cartes locales par le théoréme d’inversion locale d’aprés la remarque [4.1.1]
Le travail précédemment réalisé permet de définir également des cartes locales au voisinage
des points de B ou de .

Pour montrer que X est compacte, on considére une suite (,)nen € X. Alors la
suite (m(2n))neny admet une sous-suite convergente dans C. On peut alors extraire de
(Zy)nen une sous-suite (yn)nen telle que (m(yp))nen converge. On note y € C la limite de
(7(Yn))nen, U C C un voisinage de y, et ng € N un indice tel que : Vn > ng, m(y,) € U. On
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note 71 (y) = {¥o, - - ., Pa_1}, avec éventuellement §r = Jx mod e, Si Y = b; €t U = Yk mod e,
si y = oo. On note également U, = L,IZ;(IJU;C avec de nouveau Uy = Uy mode; 81 Yy = b;,
Ui = U mod ¢; S1 Yy = 00, et tel que gy, € Uy pour tout k € {0,...,d — 1}. Alors on peut
fixer un indice k£ € {0,...,d — 1} tel que U, contienne une infinité de point de (yn)nen.
Ainsi on peut extraire une sous-suite (2, )nen de (Yn)nen telle que : Vn > ng, 2z, € Uy. Alors
comme (7(z,))nen tend vers y, la suite (z,)nen converge vers jr € X et on a finalement
trouvé une sous-suite de (x,)nen qui converge dans X qui est donc compact. ]

On peut également donner quelques caractéristiques de X d'un point de vu topolo-
gique. Commengons par remarquer que quelque soit x € C\{by,...,b,}, la pré-image de
z dans X se compose de d points deux & deux distincts, permutés cycliquement par T
Alors peut trouver un voisinage U, ouvert de z tel 771(U,) est une réunion disjointe
de d disques ouvert. On a vu par construction que les points b; ont respectivement e;
pré-images notée g; o, - - . , Gi¢;—1, permutés cycliquement par 7" avec T'(¢; k) = Gik+1 mod ¢;-
Alors la pré-image d’un voisinage ouvert autour d’un b; est composée d’exactement e;
disques ouverts. De méme, les pré-images de oo dans X sont les e points Do, . . ., Pey—1 €t
la pré-image d’un voisinage de oo se compose de ey disques disjoints. Les points py sont
également permutés cycliquement par T avec T'(pr) = Pr+1 mod eo-

Remarque 4.1.10. Ainsi défini, 7 : X — C est un revétement cyclique de degré d,
ramifié au dessus des points by, ..., b, et éventuellement au dessus de co.

4.2 Genre de X et condition de connexité de X

4.2.1 Etude du genre g de X
Proposition 4.2.1. Le genre g de X vaut : g = %(d(n —1)=>" e+ 2).

Démonstration :

On utilise ici le point de vue de X comme un revétement au-dessus de la spheére. On a
vu que (X , ) est un revétement de degré d au-dessus de C, ramifi¢ au-dessus des points
b; et éventuellement de oo si ey # d. On a alors, pour tout x € X, l'indice de ramification
ex(x) qui est donné par :

1 six¢ oUB
ex(x) = dy sixe o

d sixeB

)
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La formule de Riemann Hurwitz nous donne donc :

2-29=2d— (es(x)—1)

zeX
n e;—1 ep—1
= 2-29=2d-) (D (ealgij) = 1)) = > (ex(pp) — 1)
=1 7=0 k=0
n e;—1 eo—1
= 2-29=2d-) () (d—1) =) (d—-1)
i=1 j=0 k=0

= 2—Qg:2d—2(6ing—ei)—(eox%_eo)

=1

= 2—2g:2d—nd+26i—d+eo

i=1
= —29:d(1—n)—1—26i—2
i=0
din—1)—=>" e +2

= g=

2
[l

Remarquons que ce résultat généralise bien celui donné par McMullen dans l'article
[McM13| pour le cas ou les k; sont égaux a 1 : en effet, on a alors les e; = 1 pour tout
ie{l,...,n},alors Y I je; = eg+n avec eg = pged(d ., ki, d) = pged(n, d). La formule
ci-dessus nous donne :

dn—1)—(n+e)+2 din—1)—(n—1)—e +1 _ (d—l)(n—l)—e(ﬁ—l.

2 2 2

On retrouve bien la formule du genre annoncée par McMullen dans son article [McM13].

4.2.2 Connexité de X

Rappelons que les tresses de B,, sont vues comme des éléments de Mod (D, n) étendues

sur C, ot D est un disque qui contient les points marqués by, ..., b,. Ainsi, les tresses de
B,, coincident avec l'identité sur 0D et sur C\D. On note B := {by,...,b,}. Soit 5 € 9D,
B est donc laissé stable par les tresses de B,,. On note By, ..., 341 les points dans X

au-dessus de 3 tels que T%(3y) = Bx. On peut choisir 4 non aligné avec deux points b;.
Alors mo(C\B, ) est un groupe libre généré par les n éléments ~; lacets de base § qui
font respectivement un unique tour autour de b; mais autour d’aucun autre des points
marqueés.

On note 7;, le relevé de ~,; d’origine fy.

Proposition 4.2.2. Pour tout i € {1,...,n} et pour tout k € {0,...,d — 1}, le relevé
Vik de 7 d’origine B se termine en Py, .

Démonstration : Soit i € {1,...,n}, et Fio le relevé de v dans X\ B d’origine fy. A
homotopie pres, on peut choisir de voir 7; comme la succession de trois chemins v; =
Q30 : (p parcourant un segment se rapprochant de b;, as étant un lacet parcourant
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FIGURE 4.1 — llustration d’un ~;

le bord d’un petit cercle autour de b;, et enfin le chemin as étant 'inverse de a;. On
peut choisir ap dans un voisinage U; de b; pour lequel 7= 1(U;) = Uei Vij ot Vi, est
un voisinage de ¢;; dans lequel m s’exprime localement par z — 2 De plus, quitte a
considérer une intersection des V;; avec f; j(D.) pour un rayon ¢ assez petit, on peut
supposer T'(V; ;) =V, j11.

Un relevement &; de o d’origine ) se termine dans un certain V; ;. Comme a2 fait
un tour complet dans U; autour de b;, le relévement ay de an, d’origine @y (1), fait ——1eme
de tour autour de ¢; ;. Cette rotation correspond a 17'“. Le point d’arrivée du releve de
ag est alors as(1) = T (ay(0)) = T (a;1(1)). Remarquons que T (&;(1)) est encore dans
Vij : en effet, comme &;(1) € V; j, T%(a1(1)) € Vijte; mode; = Vij-

Le relevé a3 de as se projette sur az = @y, donc az € {T%(ay)|k = 0,...d — 1}. Or
lorigine de @z est ds(1) = T%a9(0) = T (& (1)). Alors il se termine donc en T (a@1(0)) =
T (By) = Be,;- On en déduit que le relévement de 7; d’origine (y se termine en [,,. On
peut facilement généraliser pour obtenir la proposition. O]

On peut a présent donner une condition pour la connexité de X
Proposition 4.2.3. X est conneze si et seulement si pged(ey, ..., e,) = 1.

Démonstration : On veut montrer que pour tout (x,y) € X\(B U 0), il existe un
chemin de (x,y) a By dans X. Remarquons alors que, pour € BUco, on pourra trouver
un chemin de Bo & un point (x,y) € X \B U &0 qui soit dans un voisinage connexe de Z,
on pourra alors trouver un chemin de  a .

Soit (z,y) € X\BU . On a w(z,y) = x et on peut trouver un chemin v dans C\B
qui relie x a (. 1l existe un unique relevé de ce chemin d’origine (x,y), il se termine en un
certain f,. Le probléme qui se pose est de relier les [ entre eux. On va montrer qu’on
peut relier £y & (1 sous la condition de la proposition, on en déduira sur le méme modéle
comment relier £, & By1 et de proche en proche on saura finalement relier 5y & n’importe
lequel des () et en particulier & f,. On trouvera ainsi un chemin qui relie (z,y) a f.

Supposons pged(ey, ..., e,) = 1. Alors on peut fixer des entiers my,...,m, tels que
Z?:l m;e; = 1. Comme 7; 5, d’origine 8, se termine en [Si,, le chemin 7 ,,,, 1 0--- 019
relie By & P, (les indices des 5y sont tous sous entendu modulo d, on ne I’écrit pas pour
alléger les notations). Le chemin 4o e, 4ms—10 - - © Y2.myer T€li€ Bimier & Bmyertmae,- Alnsi
on peut construire des chemins reliant BZL mie; & ﬁz?;l mye,» €1 particulier, le dernier de

ces chemins se termine en BZ?:lmiei = (1. En concaténant tout ces chemins, on obtient
un chemin qui relie By a f;.

On peut construire de la méme fagon des chemins 7y ,,, o --- o 4 ; d’origine f; et
se terminant en S,,e,+1, puis reliant B, c,41 & Bmjeg+maen+1 €6 ainsi de suite jusqu’a
atteindre 52?:1 mie;+1 = P2. En généralisant on pourra relier un j au terme suivant Sjq.
L’existence de chemins entre les (3, consécutifs permet de construire un chemin de 3y a
n’importe quel autre des [y et en particulier jusqu'a S, en considérant l'inverse de ce
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chemin et en le concaténant avec celui de (z,y) & f, on trouve bien un chemin de (z,y)
a [y et finalement X est connexe.

Supposons maintenant X connexe. En particulier, il existe un chemin p reliant [y a
B1. Alors v := 7(p) € mo(C\B, 8) et s’écrit comme un mot en les 7;, on note y = ;" o
. -OPyZL”, avec r un entier naturel, les indices 4; dans I'ensemble {1,...,n} et les m;, € Z*.
Le relevé d’un 'y;n " d’origine B se termine en Brotmies, Alors le relevé 4 de v d’origine Sy
se termine en Sy mi ey Par unicité du relevement, 1 est homotope a v puisque tous les
deux relévent v et ont pour origine fy. Alors §; = 52221mik6¢k et donc 22:1 m;, e, =1
mod d. Quitte & poser m;, = 0 pour tout indice i; € {1,...,n}\{é1,... i}, et & renoter
my :=m;, on a donc ZZ=1 mrer =1 mod d. On pose alors Z?:l mye; = 1+60d, avec 6 un
entier. On a naturellement pged(ey, ..., e,)| > _, myex et donc pged(ey, ..., e,)|(1+60d).
Comme e; est le pged de k; et d, chaque e; divise d et pged(ey, ..., e,)|d. Finalement, on
doit avoir pged(ey, ..., e,)|1 donc pged(ey, ..., e,) = 1. H

Dans tout ce qui suit, lorsqu’on dira qu’une surface est obtenue & partir d’'une courbe
algébrique, on sous-entendra toute la construction faite dans cette partie. Ainsi, la don-
née d’'une courbe algébrique C de la forme y? = [['_,(z — b;)* permet d’obtenir une
surface de Riemann X , compacte, de genre g = %(d(n —1)—=> . _one + 2), et connexe si
pged(eq, ..., e,) = 1. La ou X et C coincident, on pourra noter (x,y) un élément de X.

Munie de 'automorphisme T et de la surjection 7 : X = @, la surface X peut
étre vu comme un revétement cyclique au-dessus de la sphére de Riemann, de degré d,
éventuellement ramifié au-dessus des b; et de co. L’objectif de du chapitre suivant est de
relever les tresses de B,, en élément de Mod(X ). Par la suite, on pourra considérer les
tirés en arriéres par ces relevés, qui donnerons des éléments de U(H'(X),) ot H'(X), est
le sous-espace propre dans H ! (X ) de T associé a une valeur propre g # 1. L’étude de ces

sous-espaces propres H 1(X )q constitue le chapitre (6]
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Chapitre 5

Relévements des tresses pures

Rappelons que pour tout entier n € N*| et pour n points by, ...b, deux a deux dis-
tincts, inclus dans un disque complexe D, le groupe de tresse B,, peut étre vu comme le
groupe modulaire Mod (D, n) des classes d’homotopies des homéomorphismes D — D qui
préservent 'ensemble B := {b,...,b,} et coincident avec Id sur dD. Le sous-groupe de
tresses pures PB, est ’ensemble des tresses de B, dont chaque brin commence et finit
sur un méme point de B. Alors toute tresse 7 € PB, peut étre prolongée par Id sur C,
et on s’intéresse a relever 7 en un élément de Mod(X), out X est une surface de Riemann
construite comme précédemment en normalisant une courbe algébrique :

n

yd _ H(w _ bl)k’

i=1
ou d € N* et les k; sont des entiers naturels. On impose également la condition de
connexité du théoréeme [4.2.3] & savoir : pged(ey,...,e,) = 1 ot ¢; = pged(ki, d). On
rappelle que 7 : X — C est un revétement cyclique, de degré d, ramifié éventuellement
au-dessus des points de B et de co. On a également un automorphisme 7" de X , vérifiant
T? = Id et qui permute les éléments dans la pré-image d’un point de C. Dans ce chapitre,
nous montrerons le résultat suivant :

A~

Théoréme 5.0.1. [l existe un morphisme de groupe 6 de PB,, dans Mod(X) qui, a toute
tresse T € PB,,, associe un relevé 7 qui commute avec T.

5.1 Relévement d’une tresse de PB,, sur X

Reprenons les notations de la partie . On considére § € C un point de 9D qui
ne soit dans l’alignement d’aucune paire de points de B, on note 71 (8) = {8y, ... Ba_1}
de sorte que T(B) = Brs1 mod ¢- On note également B = 7 (B) et co = 7 (c0). Un
relevé 7 de 7, doit vérifier 7 o m = 7 o 7. Comme 7(5) = f3, alors 7(5y) € {Bo, ..., Ba-1}-
A priori, si 7 se reléve, il y aura d relevés différents de 7, chacun associant 5y a I'un des
By pour k € {0,...,d — 1}. Le choix d’un relevé de 7 se fait en imposant une condition
sur 7(fp). Il faut donc d’une part que les tresses de PB,, se relévent, et d’autre part, que
chaque tresse soit associée de facon unique a I'un de ses relevés.

5.1.1 Relévement des tresses sur X\ (B U )

Commencons par montrer que les tresses de PB, se relévent dans X\ (B U o). Rap-
pelons que B,, ~ Mod(D,n) d’aprés [2.1.6, on peut donc voir une tresse 7 € PB,, C B,
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comme un élément de Mod(D, n).

Proposition 5.1.1. Soit T := 7, (m(X\(BU)). Pour toute tresse 7 € PB,, vue comme
un représentant de sa classe d’homotopie dans Mod(D,n), on peut définir un unique relevé
7 de 7 dans Homeo(X\(B U 0)), fizant Sy, si la condition suivante est vérifiée :

(") CT.

L’inclusion ci-dessus signifie que pour un lacet 7 de base 3y dans X \(B U0), le relevé
de 7 o (%) d’origine [y est également un lacet.

Démonstration : Pour toute tresse 7 € PB,, C B,, ~ Mod(D, n), en notant de nouveau
7 un représentant de sa classe dans Mod(D, n), on peut voir 7 comme un homéomorphisme
du disque D, laissant stable I’ensemble des points marqués B := {by,...,b,} et coincidant
avec Id sur 0D. En prolongeant 7 sur C par Id, on s’intéresse a relever 7 : C — Cen
un homéomorphisme de X \(B U o). Rappelons que 7 1X\(Bus) €St un revétement. Si
7.(I') C I, d’apres la théorie des revétements, il existe exactement d relevés de 7 dans
Homeo(X\ (B U )), associant chacun le point fy a un élément de 77!(3). On note alors
7 € Homeo(X\ (B U %)) le relevé de 7 fixant le point de base fo.

Concrétement, si 7 € PB, vérifie 7,(T') C T, le relevé 7 est défini sur X\ (B U o) de
la facon suivante : pour tout z € X\ (B U o), on considére 4 un chemin de 3, a x, alors
7 associe z au point d’arrivée du relevé de 7o w(%) d’origine fp. O

Théoréme 5.1.2. Pour toute tresse T € PB,,, on a

(') CT.

Avant de passer a la démonstration de ce théoréme, on introduit le morphisme suivant :

p:m(C\B,B) = Z/;y (5.1.1)

qui a tout lacet v dans 71 (C\ B, /3) associe I'indice iy € {0,...,d—1} du point d’arrivée j3;,
du relevé de v d’origine fBy. Alors I' = ker(p) et I'inclusion dans le théoréme s’écrit
aussi : pour toute tresse 7 € PB,,, p(7.(I')) = {0}. On va en fait montrer un résultat plus
fort encore :

Proposition 5.1.3.

Vv € Wl(C\BHB)’VT € PB,, IO(T(V)) = P(’Y)-

Démonstration du théoreme[5.1.2 : En admettant la proposition ci dessus [5.1.3] on
aura pour tout v € I', et pour toute tresse 7 € PB,, p(7(7)) = p(7) = 0. Ainsi 7,(I') C T’
et le théoréme est démontré. ]

Pour démontrer la proposition [5.1.3] on a besoin de déterminer l'image des 7y par
les générateurs «; ; de PB,,. Les éléments 74, respectivement o ;, sont introduits dans la
partie [4.2.2] respectivement dans [2.1.2]
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Lemme 5.1.4. Pour tout (i,j) € {1,...,n}> tel que i < j, et pour tout k € {1,...,n},
a; (k) est un conjugué de 7.

Démonstration : Rappelons que pour tout k& € {1,...,n}, 7% est un lacet faisant un
seul tour autour du point marqué by.

Commengons par regarder comment un demi-twist 7;, pour ¢ € {1,...,n} transforme
un lacet «y;. Clairement, si j # ¢,7+1, alors 7, n’est pas dans le support de 7; et sera laissé
fixe par celui-ci. On va donc s’intéresser aux lacets v; et 7,11, qui se trouvent sur D;. on
voit sur les ﬂlustrations ci-dessous que : 7;(7:) = Vivie1V s Ti(Vie1) = Vi, T () = Yigt,

et enfin 7, %+1 %+1%%+1

(-

FIGURE 5.1 — Transformation du lacet v; par 7;

.TZ.
D;
D.

5 ! 5

FIGURE 5.2 — Transformation du lacet ;1 par 7;

,
1 3 3

FIGURE 5.3 — Transformation du lacet +; par 7; !

Ti_l
B g B

FIGURE 5.4 — Transformation du lacet v,,; par 7; '
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Comme 7(y™) = (7(y))™", pour tout 7 € B, et pour tout v € 7,(C\B, 3), on peut
également calculer :

TE(%‘) = (’Yi’Yz’H)%(’Yﬁrlﬂi_l) 3 TE(%’H) = ’Yﬁiﬂ%_l-

Remarquons que 72(7;), respectivement 72(7;,1), est un conjugué de -;, respectivement

de yiy1.
Soient 4,j € {1...,n}, tels que ¢ < j, et k € {1,...,n}. On veut voir que a; j(yx) est
un conjugué de ~y;. Rappelons que «; ; est défini par :

= (Tj1 - T )T (T Tign) T

On fait un calcul direct pour k # j, et une récurrence pour k = j.

— Sik <iousik > j,alors aucun des demi-twists apparaissant dans I’écriture de o
n’agit sur v, et a;;(v%) = Y-

— Sike{i+1,...,j— 1}, alors le premier terme de «; ; modifiant v, est 7, ' :

ai () = (Tjo1 - Ty )T (T ) ()
= (Tjor- Th T (T T D) () avee 7 (M) = ke

_ (7.];1 .. 'Tk)(’)/k+1> avec Tk(’YkH) =Yk

— Sik=i

(Tj_l s Ti+1)7_z'2(%)
= (mo1 - Tar) (WY VY% )
STJ—l e Ti-l—l)(%%—i—l)j'% (T i) (i)

-~

=y

=y

— Si k = 7, on démontre par récurrence que :
Pour tout | > i, il existe v € m.(C\B, ), tel que : a; () = yyy "
D’apres les calculs faits pour 72(7;11), cette propriété est vrai au rang initial [ = i+1.
Soit [ € {i+2,...,n—1} et supposons que la propriété est vraie au rang [ — 1, c’est
a dire qu'il existe y € m,(C\B, ) tel que : a;;1(7-1) = yy_17 "' Alors :

aig(m) = (mo1 - 7)) (T ) ()
= Tl—1Oéi,l—1Tl:11 (1)
= 7101 ()
= 7—171(”)/1_1 ci—1(y-1) "Yl)
= (% ey )
=710 e (vier) e (v )
= Tz—l(’YflV')’n—lj’Yz’Vﬁll (na (v )

=/

="

Par récurrence, on a finalement : VI € {i +1,...,n}, a;;(7;) est un conjugué de ;.
En particulier, a; j(7;) est un conjugué de ;.
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Ainsi, dans tous les cas «; ;(7x) est un conjugué de -, et finalement le lemme est
démontré. O]

Démonstration de la proposition[5.1.5 : Soit v € m(C\B, ). Comme 7 est un lacet
dans C\B d’origine 3, 7 s’écrit comme un mot en les ;. De plus, chaque tresse de
PB, s’écrit comme un mot des «;; et de leurs inverse. Il suffit donc de vérifier que
pour tout 4,5,k € {1,...,n} avec i < j, p(ai;(7)) = p(7k). D’apres le lemme , on
sait que o (k) est un conjugué de 7, on peut donc fixer v € w,(C\B, ) vérifiant :
i j(m) = vy~ Alors

p(aij(m) = p(ywy ™) = p(7) + p() + p(v )
= p(7) + p(n) — p(7)
= p()-

Donc la proposition |5.1.3| est démontrée. O

Remarque 5.1.5. Dans la preuwve du lemme, on a déterminé 7;(~y;) et 7;(vir1) pour tout
i€ {l,...,n}. On peut alors remarquer que p(T;(;)) = €1 et p(vi) = e;. Alors, dans le
cas ol e; # e;11, on ne pourra pas relever la tresse 1;. Cet exemple nous montre que les
tresses de B, me se relévent pas toutes sur X\(B U o). Une tresse T € B, associée a
une permutation 06, telle que T(b;) = by ;) se reléve sie; = eq;y pour tout i € {1,...,n},
d’ot notre choix de se restreindre au sous groupe de tresses pures puisque la permutation
dans &,, associée a une tresse pure est toujours l’identité.

On a finalement montré que les tresses pures se relévent sur sur X\ (BU). En général,
on notera 7 I'unique relevé d’une tresse 7 € PB,, fixant le point [.

5.1.2 Commutation des relevés des tresses avec T sur X\ (B U )

Pour toute tresse 7 € PB,, on a vu que 7 est I'unique relevé de 7 fixant 3y et, pour
tout x € X\(B U ), 7(x) est défini comme le point d’arrivée du relevé d’origine 0 de
7 o () pour n'importe quel chemin 4 de fy a x dans X\ (B U ).

Lemme 5.1.6. Pour 7 € PB,, le relevé T fize tous les points [y pour chaque k €
{0,...,d—1}.

Démonstration : On a vu dans la démonstration de la proposition que X est
connexe, et on peut noter 7 le chemin de 5y a 8;. Le chemin 7(%) relie fy & 7(f;). D’aprés
B.1.3, onap(ro7(3)) = p(rom(§)) = p(m(¥)) = 1. Ainsi le relevé de 7(m()) d’origine Sy
se termine en ;. Or ce relevé est exactement 7(7) et donc 7(f;) = B1. On peut procéder
ainsi pour chaque i et le lemme est démontré. O

Proposition 5.1.7. Pour toute tresse 7 € PB,, 7 et T commutent sur X\(B U o).

Démonstration : Comme 7To(To7~'oT_1) = (7ToT)o7~'oT_1 = (7TO7~')OT_1 — ool 1 =
Tom,onaTo7oT ! estun relevé de 7. De plus, To7oT () = By = 7(By), donc par
unicité du relévement on a T o7oT = 7 et donc T et 7 commutent. O

On veut a présent étendre le relevé 7 de 7 sur X , de sorte que 7 € Mod(f( ).
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5.2 Relévement des tresses pures sur X

Proposition 5.2.1. Pour toute tresse T € PB,,, le relevé T s’étend sur X\B

Démonstration : On veut prolonger 7 sur les points de co = {po, .. ., Peg—1}-
On a toujours § € 9D et @\D est un voisinage de oo, dont la pré-image est composée de eq
disques disjoints. Remarquons que sur D, = C\D, 7 est définie comme étant 'identité, et
donc sur 771(Dy,), Id est un relevé de 7, qui fixe 8y. Donc 7 est I'identité sur 71 (D, )\ oo
et par continuité, on peut poser 7(py) = pr pour tout k € {0,...,eq — 1}. ]

Théoréme 5.2.2. Pour toute tresse T € PB,,, le relevé T s’étend sur X.

Démonstration : Soit 7 € PB,. Montrons tout d’abord que son relevé 7 peut se
prolonger sur ¢ .
On considére une suite (x;);en dans X\(B Uco) qui tend vers ¢ o. Alors (7 om(x;))ien est
une suite de C\ B qui tend vers 7(by) = by puisque 7 est une tresse pure. Rappelons qu’on
peut trouver un voisinage D] de by tel que sa pré-image par 7 soit une réunion disjointe
de e; disques Eig,...,E 1. Considérons By = Dy N 7 1(D}). Clairement, comme T
est continue et que by € Dy N7 1(D}), E] est un voisinage de b; tel que 7(E}) C D} et
7 HEY) C U By
Quitte a considérer une sous-suite, on peut supposer que la suite (;);ey est dans 71 (E;)N
Ei . En particulier, le premier terme z, de cette suite est dans Ej,, et m(zg) € Ej.

Comme 707 =Tom, ona:7(r)€n '(B]) C UL Ey et donc 7(z0) € Eyj, pour un
certain indice j; € {0,...,e; — 1}. Comme Ej o est connexe et 7 est continue, 7(Ej ) est

connexe et donc strictement inclus dans I'un des E; ;. Puisque 7(z¢) € Ej j,, on en déduit :
(T(2n))nen C E1 ;. Par continuité, on peut poser 7(¢10) = ¢1.j,- Comme T'o7 =707 en
dehors de B, on a pour tout j € {0,...,e; — 1}, TV o7 =7 o T7 sur X\B.

En particulier 77 o 7(z,,) = 7(T7(z,)) pour tout n € N. Par continuité, on peut poser :

1) = 7T (qr0)) = lim #(T7(z,)) = lim T7(7(2n)) = T (q1,3,) = quji mod e;
n—oo n—oo

Et donc 7(¢1,;) = ¢1.j14j mod e;- On définit ainsi 7 sur les ¢y ;. On peut faire exactement
la méme chose pour définir un indice j; pour chaque i € {1,...,n} tel que 7(¢;;) =
Qi j+j; mod e;, ainsi 7 est défini sur chacun des points de B. O

Théoréme 5.2.3. Pour toute tresse pure 7 € PB,, on aTo T =T oT sur X.

Démonstration : On sait déja que 7 et T commutent sur X\ (B U ). 1l suffit de voir
que 7 et T commutent sur les points de B et co. Commencons par les points de co.

Comme T'(py) = pr+1 pour tout k € {0,...,ep—1}, et que, pour 7 € PB,,, 7(px) = Pk,
on a bien 7" et 7 commutent sur co pour toute tresse 7 de PB,.

Pour tout ¢ € {1,...,n} et pour tout j € {0,...,e;, — 1}, on a : T o 7(¢;;) =
T(Gij+js mod e;) = i,(j+1)+ji mod e; = T(Gij+1) =T 0 T'(qi5)-
Ainsi, T' et 7 commutent également sur les points de B, et finalement T et 7 commutent
sur X tout entier. O

On peut a présent démontrer le théoréme [5.0.1]

Démonstration du théoremel[5.0.1 : Pour T € P By, vue comme un représentant de sa
classe dans Mod(D,n), en notant 7 € Homeo(X \ (B U o)) I'unique relevé de 7 fixant Sy,
prolongé comme précédemment sur X, on peut définir un morphisme de groupe :
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0: PB, — Mod(X)
T = 7]

ou [7] est la classe d’homotopie de 7. En effet, on a vu dans le théoréme que toutes
les tresses pures se relévent en un élément de Homeo(X\(BU)). D’aprés la proposition
b.1.1] pour 7 € PB,, il existe donc un unique relevé 7 de 7 fixant fy. En prolongeant 7
sur X tout entier et en notant [7] sa classe d’isotopie, 6 : 7 — [7] est bien définie. Par la
suite, on confondra les notations [7] et 7 et on écrira (1) = 7.

De plus, pour 71,75 € PB,, on peut voir que 0(1173) = 0(71)0(72). En effet, 6(m73) est
I'unique relevé de 17, fixant By. Or 6(71)0(72) est un relevé de 77, puisque 7(6(71)0(m2)) =
1107 (0(72)) = 7172, qui fixe également [, car (0(71)6(72)) (Bo) = 0(71)(B0) = Bo. Par unicité
du reléevement, 6(775) = 0(71)0(72). Ainsi 6 est bien un morphisme de groupe. ]

En général, pour toute tresse 7 € PB,, on gardera la notation 7 pour désigner (7).
On peut finalement définir de facon unique le relevé des tresses pures sur X , et on s’est
assuré que ces relevés commutent avec T

Dans le chapitre suivant, on utilisera ces résultats pour construire des représentations
de PB,, dans un certain groupe unitaire U(H" (X )q)- Avant cela, nous présenterons ’espace

HY (X )q et deux théorémes le concernant, qui généralisent les corollaires 3.2 et 3.3 de
[McM13].
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Chapitre 6

I’espace H'(X), dimension et signature
de la forme d’intersection

L’objectif de cette partie est de généraliser les résultats de McMullen relatifs aux
groupes de cohomologie H 1(Y)q. Rappelons que n et d sont des entiers naturels non nuls,
et by,...,b, sont n points complexes deux a deux distincts. Sur la sphére de Riemann,
on note D C C un disque ouvert contenant les n points marqués deux a deux distincts
bi,...,b,. Pour chaque ¢ € {1,...,n}, on considére k; points complexes deux a deux
distincts b; 1, ..., b, dans un petit voisinage de b;, ou k; € N*. On note également ko =

2T . N L2 P
F% est une racine d-éme de 'unité vérifiant ¢ # 1,

> iy ki. Dans tout ce qui suit, ¢ = e~
avec k € {1,...,d —1}. On introduit les surfaces X et Y définies respectivement & partir

des équations algébriques suivantes :

n n o k;
X yd:H(I—bi)ki Y yt = H (x —b;j).
i=1 i=1 j=1
On supposera ici que X est connexe, ¢’est-a-dire que la condition pged(d, ky, ... ky) =1

est vérifiée. Remarquons que Y entre dans le cadre étudié par McMullen et on peut donc
appliquer sur cette surface les résultats de la partie issus de 'article [McM13|. Dans
cette partie, nous ferons un lien entre X et Y. En notant de nouveau T I’automorphisme
de X (défini comme dans , on peut considérer T* le tiré en arriére par T sur H'(X).
Comme 7% = Id, pour toute racine d-¢éme de l'unité ¢ # 1, on considére le sous-espace
propre :

H'(X)q :=ker(T* — q1d ). (6.0.1)
Sur H'(X), nous disposons d'une forme d’intersection définie par :
A VA _
Vi, € HY(X),  (n; 1) =§/nAu. (6.0.2)
b

On peut considérer la restriction de cette forme d’intersection au sous-espace propre
H'(X),. Nous montrerons les résultats principaux suivants :

Théoréme 6.0.1. En notant F, = {i € {0,...,n} | ¢ = 1} ou e; = pged(k;,d), la
dimension de H'(X), est donnée par :

dim(HY(X),) =n — 1 — #F,.

70



k2z7'r

On vérifiera également que Zz;é dim(H}(X),) = 29, pour ¢ = e *°& .

Théoréme 6.0.2. La forme d’intersection sur HI(X),J est non dégénérée et a pour si-
gnature :

(rg,5q) = (Lk%fj > Lk;kj — &0, | ko(1 — S)J 7 k(1 - S)J — )

i=1 i=1

ot gg =0 siq°° #1 et g9 = 1 sinon.

Nous commencerons par fixer des notations, puis nous présenterons des lemmes indis-
pensables, avant de passer au calcul de la dimension des sous-espaces I(X )q- Enfin nous
donnerons la signature de la forme d’intersection sur ces sous-espaces, et nous expliquerons
comment construire les représentations p, : PB,, — U(r,, s,).

Notations
Pour chaque i € {1,...,n}, D; C C est un disque ouvert voisinage de b; contenant les
k; points complexes b; 1, ..., b;,, de sorte que :

— sii,j € {1,...,n} avec j # 14, alors D; N D} =)
— pour tout ¢ € {1,...,n} et pour tout j € {1,...,k;}, les b;; sont deux a deux
distincts.
Pour tout ¢ € {1,...,n}, on note D; C C un disque topologique ouvert contenant b; et
bit1 mod » Mais aucun autre point marqué de B, et tel que D} C D; et D}, C D;, comme
illustré sur la figure [6.1]

% bit1

X o0 X, X
i1, kigy Ditl]

FIGURE 6.1 — Les disques D;, D; et D;_,

On précise également les notations utilisées pour les sous-surfaces de XetY :de fagon
générale, si M est une surface de Riemann, et S C M un ouvert, on note S¢, ou M\ S s’il
y a un risque de confusion, le complémentaire de S dans M, étendu sur son bord en un
ouvert, de sorte de SMN.S¢ est un ouvert non vide contenant le bord de S, et homotope a ce
bord. On écrira, de méme que McMullen dans [McM13|, 95 = SN .S¢, qui représente donc
un voisinage ouvert du bord de S. On pourra ainsi utiliser des suites de Mayer-Vietoris
dans le cas a support compact :

H(0S) —= H((S) ® HY(S¢) —= H*(M) — H_(05) —= H_(5) ® H:(5°)

|

0 H, (M)
|
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Si de plus S est préservé par T, cette suite exacte est equlvarlante par rapport a l'action
de T*. Pour un revétement my : M — C, on notera M; = 73}(D;), M! = 7;}(D}). En
particulier, on note X; et X/, respectivement Y; et Y/, les pré-images dans X respective-
ment dans 37, des disques complexes D; et D;. D’aprés la partie , on sait que X/ est
formé de e; disques disjoints dans X.

6.1 Résultats intermédiaires

Lemme 6.1.1. Soit ¢ une racine d-ieme de ['unité, alors pour tout m € N*, ¢ =1 <=
qucd(m,d) - 1.

Démonstration : On pose k € {0, .. — 1} tel que ¢ = e i Alors en notant m =
m/xpged(m, d), et d = d’ xpged(m, d), ona: quCd(m A =1= (quCd(m Dm' =1 = ¢™ = 1.
Réciproquement, si ¢" = 1, alors d divise m X k et donc d' divise m’ x k. Par le lemme
de Gauss, d' doit diviser k, c’est-a-dire que & = d’ X « pour un certain @ € N. Ainsi,

2k X pged(m,d) 2uraxd’ X pged(m,d)
grecd(md) — ¢ q =e a =1. O

Passons maintenant a des résultats sur les surfaces. Notre but ici est de faire apparaitre
un lien entre deux surfaces de Riemann obtenues par deux courbes algébriques distinctes
mais ayant des exposants communs. Considérons de nouveau la surface X introduite
précédemment, ainsi que ’automorphisme 7" : X > Xetla projection T : X — C définis
comme dans [£.1.8 Puisque nous allons travailler avec plusieurs surfaces, pour éviter toute
confusion nous re-noterons ici 1" et ™ par Ty et 7.

On introduit également une surface de Riemann Z, obtenue & partir d’'une courbe
algébrique y* = [, (z — a;)*, ott m € N*, les a; sont deux a deux distincts dans C et les
k. sont des entiers naturels non nuls. Comme dans la sous-partie , on peut considérer
la projection 7, : Z — C et l’automorphlsme T, 77 qui font de Z un revétement
cyclique de degré d au dessus de C, ramifié au dessus des a;, et éventuellement ramifiés
au dessus de co. On a alors le lemme suivant :

Lemme 6.1.2. Sl existe J C {1,...,n} et o :J — {1,...,n} une injection telle que :
Vied, k=K

Alors en notant Dy C C un disque topologique contenant By = {b lj e J}, et D), C Cun
disque topologique contenant Ay :={ay;)|j € J}, ona: X; =7 YDy) et Z; = 7T71<D/)
sont homéomorphes et donc H (X ), =~ H:(Z;),.

Démonstration : On reprend les notations du lemme. Soient 5 € dD; et 5/ € 0D;.
Les disques Dy et D’; sont homéomorphes, on note h : D; — D', un homéomorphisme
vérifiant : h(B) = B et Vj € J, h(bj) = as(j). On cherche ici & relever h en un homéomor-
phisme entre X; et Z;, ce travail est similaire a celui déja réalisé pour relever les tresses
de PB,, on reprend donc briévement les étapes du chapitre précédent.

Remarquons que X; et Z; sont respectivement deux revétements de degré d au-dessus
de Dy et de D', ramifiés au dessus de B, et de A;. On note 7 ( ) ={Bo,---,Ba-1}
et Ty Y@ = 1{Bh,..., 8.}, de sorte que T*(By) = By et Tk(ﬁg) B, pour tout k €
{0,...,d — 1}. En reprenant la construction du morphisme p , on fixe deux mor-
phismes :

px (D, B) = Zlyy 5 pz:m(D),B) = Zlyy
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définis respectivement par :

— Vv € m(Dy,B), px(7y) est I'indice du point d’arrivée du relevé de v d’origine [y
dans X
— Y € m(D}, ), pz(') est I'indice du point d’arrivée du relevé de ' d’origine [,
dans Z;.
Alors ker(px) = (g )« (mi (X \(75 (By)), Bo)) et ker(pz) = (m5).(mi(Zs\(7; (A1), By))-
Remarquons alors que, pour tout 5 € J, le lacet v; C D de base 3 faisant un tour autour
de b;, s’envoie par h sur le lacet 7/ (7 C D'; de base ' et faisant un tour autour de a,;).
Ainsi px(7;) = py(V,(;)) = €;- On peut alors vérifier que h(ker(px)) C ker(pz), et par la
théorie des revétements, on fixe un relevé de h noté h € Homeo(X J\W)T(l(B 7)Z J\WZTl(A 7))
vérifiant : . .
hOﬂ'X:ﬂ'f/Oh ; h(ﬂg)zﬁé
Concrétement, pour tout zo € X;\(7 Y(By)), en notant v C Dy un chemin de 3 a 7 (o),
et y = hom(x), h(xo) est I'unique releve de y dans Z; qui soit le point d’arrivée du relevé
de h(v) d’origine ). On peut également Vériﬁer que le lemme s’applique & h, dans
le sens ou h(f;) = B, pour tout k € {1,. —1}. On en déduit que hoTy =T, 0 h sur
X\ '(B;)). En effet, pour tout xq € XJ, en notant zj := T% ¢ (7o) et 7 un chemin de
Bo & o, alors ho T (7) et Ty o h(7y) sont deux chemins d’origine 3] relevant ho 7 (7) et
par unicité du relevé, on a donc h o Ty (zg) = Ty o h(zo).
On étend h par continuité sur X ;, de sorte que pour tout j € J, h associe bijectivement
W;Zl(b Jar, Yao(;)) avec Tyoh = hoTy sur X ;. Finalement X ; et Z; sont homéomorphes
et Hé(XJ)ngc(ZJ)q. ]

On considére un disque ouvert D C C, contenant B = {by,...,b,}. On note X =
W;Zl(D) et X¢ son complémentaire étendu sur le bord en un ouvert. Alors X¢ est la pré-
image d’un voisinage de oo, donc X¢ est la réunion de ey = pged(ko, d) disques. Comme
précédemment (dans les notations @, on écrit 0X = X N X¢ qui est ici une réunion de
ep anneaux ouverts Ao, ..., A,,—1. Comme X est connexe, on a la suite de Mayer-Vietoris
suivante :

0— HY0X), = HNX), = H'(X), » H*(8X), = H*(X¢), — 0.

Lemme 6.1.3. Si ¢ =1, alors H:(0X),, H*(0X), et H*(X¢), sont de dimension 1. Si
q°° # 1, ces trois espaces sont nuls.

Démonstration : 1l s’agit de la méme preuve que celle faite pour le lemme O

Plus généralement, si J C {1,...,n}, en notant D; un disque ouvert contenant 1’en-
semble {b; | j € J}, et X la pré-image de D; dans X, alors

Lemme 6.1.4. Les espaces HX(0X;),, H2(0X,), sont de dimension 1 si ¢* =1 et 0

sinon, avec ey = pged(d_;c; kj, d).

Démonstration : On introduit la surface de Riemann Z définie a partir de y? =
[Tcs(z — b]) Alors, en notant Z; = '(Dy), on a HX(Z;), ~ HX(X,), daprés le

lemme . On a également H!(0Z;), ~ Hl(an)q, H2(0Z;), ~ H2(0X,), et par le
Z

lemme [6.1.3 appliqué a la surface Z, on obtient le résultat attendu. O
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Remarque 6.1.5. Dans le cas ot J = {i,i+1} pour un certaini € {1,...,n}, ona D; =
D; et on récupere ainsi que H:(0X,),, H2(0X;), sont de dimension 1 si qPedkitkirnd) = 1
et de dimension 0 sinon.

Dans le cas ou J = {i}, on a D; = D}, alors H(0X]), et H2(0X]), sont de dimension 1
st ¢® =1 et de dimension nulle sinon. De plus, comme X! est une réunion de e; disques
disjoints permutés cycliquement par T, on peut lui appliquer le raisonnement fait dans le

lemme et on obtient que H2(X]), est de dimension nulle lorsque ¢ # 1.

6.2 Dimension de H'(X),

On s’intéresse a présent a la dimension de H 1(X )q- Pour la déterminer, nous utilisons
des suites de Mayer-Vietoris. Considérons la réunion des voisinages D} de chaque points b;.
Rappelons que D; contient également les points bit,...,big. Onnote X' = X\ U, X] =
7'[';(1(@\ U, D), et Y =YV \UL, Y/ = T Y(C\ U™, D}). Pour éviter toute confusion ici, on
notera Ty X — X et T ! X->Cr automorphlsme de X et la prOJectlon faisant de X
un revétement cyclique. De méme, on notera 75 Y 5V et Ty Y >CUl automorphisme
de Y et la projection faisant de Y un revétement cyclique. On montre que :

Lemme 6.2.1. Y’ et X' sont homéomorphes, on a donc un isomorphisme : H:(X'), ~
He (Y')g.

Démonstration : Soient D' = C\(U™,D}), et Do, un voisinage ouvert de oo dans
C tel que 7T;(1(DOO), respectivement 7r;1(DOO), soit une réunion de ey disques disjoints

notés E, ..., Ee,_1, respectivement £, ..., B} _, vérifiant T)’Y((EO) = FE),, respectivement
TE(Ep) = Ey, pour tout k € {0,...,¢9 — 1}. On note D" = D'\ Dy,

Soit 5 € D' N D, on note W;(l(ﬁ) ={bo,...,Pa-1} avec T)’f((ﬁo) = [, pour tout k €
{0,...,d—1}, et W;I(ﬁ) ={Bh, ..., 0} avec T*(B}) = B, pour tout k € {0,...,d—1}.
Quitte a ré-indexer les fj et les (), on peut supposer que 3y € 0F, et 3 € OF|.

Alors X' = W)_A(I(D/ )etY' = W;I(D/ ) sont deux revétements cycliques au dessus de D',
de degré d et éventuellement ramifiés au dessus de oco.

On considére X" = ’/T)_A(l(D//) = X’\W}l(Doo), et V" 1= m_ (D" = Y/\’]T_l( ). 11
s’agit de deux revétements cycliques de degré d au dessus de D” On peut con81derer les
morphismes px : m.(X", Bo) = Z/y7, et py : T.(Y", By) = Z /gy, qui associent & un lacet
de base § dans D", I'indice du point d’arrivée du relevé de ce lacet d’origine 3y dans X",
respectivement 'indice du point d’arrivée du relevé de ce lacet d’origine 5 dans Y. En
particulier, pour tout i € {1,...,n}, si 3, C D" est un lacet de base 3, faisant un tour
autour de D, alors pg(v;) = py (1) = €.

On construit sur le méme modéle que dans le lemme , un homéomorphisme A :
X" — Y vérifiant :

— Ty O iL =TXx

— Yk e{0,...,d—1}, h(B) = B,

- iL o TX = TY o) iL
— Vi €{0,...,e0 — 1}, h(OE;) = OE,.
Pour tout j € {0,...,e0 — 1}, comme Ej et E’ sont deux disques, on peut trouver

un homéomorphisme h : E; — Ei, coincidant avec h sur le bord de E; et tel que

hoTX‘E TY|E,oh
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On prolonge alors h sur X’ en posant h = Bj sur les ;. On peut alors s’assurer
que hoTg = Ty o h. En effet, pour tout j € {0,...,e9 — 1}, et pour tout z € Ej,
comme f3; = T}]A((ﬁo) € OF;, on peut considérer v un chemin dans E; reliant 5; & z. Alors
hoTg(v) et Ty o h(v) sont deux chemins dans Y’ relevant tous les deux h(mx (7)), et
d’origine 7, 04 ¢, Par unicité du relevement, les points d’arrivée de ces deux chemins

sont les mémes, ainsi Ty o h(z) = h o T¢(z). On en déduit que H(X'), ~ H (Y"),. O

Topologiquement, on peut interpréter X comme étant la surface Y pour laquelle on
aurait découpé chaque Y; le long de ses e; composantes de bords, et ot on y aurait recollé
e; disques a la place. Ainsi on a une égalité topologique X’ ~ Y, comme sur la figure |6.2]

X, X X Q
COTTOTOTTD AL,

X' Y’

FIGURE 6.2 — Les surfaces X' et Y’

Avant de passer au travail sur la dimension de H'(X),, nous avons besoin du lemme
suivant :

Lemme 6.2.2. Pour tout i € {1,...,n}, H:(Y/), est de dimension k; — 1, ou Y] est la

K]
pré-image dans 'Y du disque D) contenant les points b;, b1, ..., b, .

Avant de passer a la démonstration, on définit pour tout ¢ € {1,...,n}, la surface f/;

définie & partir de I’équation algébrique y? = Hle(x —b; ;). Cette surface est connexe et

reléve du cas de McMullen. On a également : 7'(';/‘1<D§) ~Y;, et Y;\Y; est la pré-image d’un
voisinage de oo donc ffl\YZ est une réunion de e; disques. Ces notations seront réutilisées
dans plusieurs preuves.

Démonstration : Soit i € {1,...,n}. La suite de Mayer-Vietoris dans le cas compact
appliquée a Y; nous donne :
0 = H{DY:)g = H}(Yi)g = H'(Yi)g = HZ(DYi)y — HZ(Yi\Yi)y — 0 (6.2.1)

La dimension de H l(ffi)q est donnée par le théoréme etvaut k;—1—¢;ollg; =1
si ¢° = 1 et 0 sinon. D’aprés le lemme les dimensions de H_(dY;),, H2(0Y;), et
H2(Y;\Y;), valent 1si ¢° = 1 et 0 sinon. Ainsi, si ¢ # 1, on a dim(H!(Y;),) = ki—1—&; =
k; — 1. Sinon, la somme alternée des dimensions dans la suite de Mayer-Vietoris ci-dessus
nous donne :

dim(H, (V7)) = dim(H(9Y:),) + dim(H (V7),) — dim(H2(9Y:),) + dim(H2(V\Y;),)
=14+ (k—-1-1)—1+41

75



]

On peut a présent utiliser des suites de Mayer-Vietoris pour démontrer le théoréme
sur la dimension de H 1(X ), énoncé au début de cette partie et dont on rappelle ici
I’énoncé :

Théorémem: En notant F, = {i € {0,...,n} | ¢ = 1}, la dimension de H'(X),
est donnée par :

dim(HY(X),) =n —1— #F,.

Rappelons la suite exacte de Mayer-Vietoris dans le cas compact appliqué a X

Hcl(X/)q@Hcl( ?lez{)q—)Hl(X)q Hf(@X')q

| |

H,(0X")q HZ(X")q & HE (UL, X)),
HY(X), H2(X),

Notons F; = {i € {1,...,n}|¢" = 1}. Rappelons que Iy, = {i € {0,...,n}|¢g* = 1}.
Alors :

Lemme 6.2.3. On a les égalités suivantes :
— H(0X')q = @ier,H:(0X]),
7 Hc2<aX/)q = @ingHg(aXDq
7 H?( ?:1Xz{)q = @ingch(Xz{)q

Ces trois espaces sont de dimension #(F,).

Démonstration : Commengons par montrer que H}(9X'), = icry H}(0X!),. En effet,
H}(0X"), = H:(U?,0X]),. Comme les X! sont deux & deux disjoints, on a : H}(0X"), C
n  HY(0X]). De plus, pour chaque i € {1,...,n}, Ty permute les disques qui composent
X], en particulier 7" préserve chacun des 0X!. Or, si un élément x = 1 + ...+, €
n HYN0X]) verifie T%(x) = gz = qx1+ ...+ qxy,, on doit avoir, puisque Ty préserve les
Xi, Ti(x) = Ty (1) +. . +T% (w,) avec Tk (2;) € H;(0X]). On en déduit que T (2;) = qu;
et donc x € &  H}(0X!),. On a donc (&7, H}(0X])), C & H}(0X]), et 'inclusion
réciproque est évidente, finalement @ H2(0X'), = @i H}(0X])y = @icp H(0X]), La
remarque nous dit que H}(9X;), est nul si ¢ # 1 et est de dimension 1 sinon, donc
P HY(0X])y = @iery H} (0X]), et a pour dimension #F,. De la méme fagon, on a aussi
H2(0X')y = @ier HZ(0X]), est de dimension #F; et HZ(Uf X]), = Sier HZ(X]), est
de dimension #Fj.

]

Remarquons ensuite que les X sont deux a deux disjoints et sont respectivement
une réunion disjointe de e; disques permutés par 7', donc U ; X/ est une réunion finie de
disques disjoints et H} (U, X/), = {0}. Finalement, la suite exacte précédente se ré-écrit :
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o) (X', H'Y(X), Dier H2(0X]), (6.2.2)
6BZ'EchHcl (aXz{)q Hg(Xl)q ® (@iGFéHg(Xz{)q)
HY(X), H2(X),

On peut a présent passer a la démonstration du théoréme dans le cas ou X
est connexe (pour le cas non connexe, nous traiterons simultanément la dimension et la
signature de la forme d’intersection, on retrouvera la démonstration pour ce cas dans la

proposition [6.3.11)).
 Démonstration_du_théoreme[0.0.1: On utilise la suite de Mayer-Vietoris[6.2.2, Comme
X est connexe, H*(X), = H*(X), = {0}. Remarquons également que X’ est connexe,

puisque cette sous-surface correspond & X privée d’un certain nombre de disques. Donc
H?(X"), ={0}. On a ainsi :

0— @ingHcl(aXDq - Hc1<X,)q - HI(X)q - @z‘eF,;Hg(aXz{)q - @iGFéHc2<X1{)q — 0.

Simplifions encore cette suite exacte, en remarquant que @jep; H, 2(0X]), et Dic nH 2(X1),
sont de méme dimension. La fleche entre ces deux espaces étant surjective, on a une bijec-
tion, et finalement Im(H* (X)q.—> Dier HZ(0X])q) = ker(®icr HZ(0X])g = @iery H2 (X)) =
{0}. Alors on récupére une suite exacte courte :

0= Biep H (0X])g — HY(X")g = H'(X), — 0. (6.2.3)
La somme alternée des dimensions nous donne :
dim(H'(X),) = dim(H}(X"),) — dim(Brez, HY (X)) = dim(H}(X"),) — #F).

On cherche maintenant la dimension de H}!(X’),. Comme H!(X'), ~ H}(Y’),, on va
calculer dim(H}(Y"),), pour cela on utilise de nouveau la suite de Mayer-Vietoris appliquée
aYy =Y u(urY/) :

Hcl(yl)q D Hcl(U;;lY;/)q _>H1(Y/)q Hg(ayl)q
H,(0Y"), HX(Y'), © HX (UL, Y)),
0

0

Ici on sait que H}(Y"), ~ HX(X"),, H}(0X"), ~ HX(9Y"), et H2(0X"), ~ H2(dY"),.
On va donc avoir H!(9Y"), =~ @icpy HY(OY/), et HZ(OY')q = ®icry HZ(0Y/),. Aussi, Y’
est connexe donc H°(Y”), = {0} et Hz(Y’) {0}.

Les Y/ sont deux a deux disjoints et préservés respectivement par 7%, alors par le méme
raisonnement que celui fait sur H}(9X"),, on a clairement : H} (U™, (Y/),) = &%, H:(Y/),.
De la méme fagon, on aura H?(U™,Y/), = & H2(Y/), et donc H(UL 1Y’) = {0} car
les Y/ sont connexes. Par le lemme on sait que H}(Y/), est de dimension k; — 1.

)
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Alors la dimension de @ H!(Y/), est exactement Y7, (k; — 1) = ko — n. D’aprés 2.2.3)
la dimension de H(Y'), qui vaut ici kg — 1 —¢gg ot g9 = 1 si ¢ = 1 et g9 = 0 sinon. Alors
la suite de Mayer-Vietoris revient a :

0= Biep HL(0Y])g = HXY")g ® (B H (Y] )g) = H' (V) = Bicr H2(Y])g — 0.

(6.2.4)
La somme alternée des dimensions nous donne :
dlm(Hl( )) #F/ (l{io—n)—l-ko—l—go—#Fé
=n—1-— €0
et donc, comme H}(Y'), = H(X"), d’aprés le lemme :
dim(H'(X),) =n—1—eo— #F, =n—1—#F,
avec F, ={i € {0,...,n} | ¢% =1} O

Le cas ¢ = 1 n’est jamais envisagé car la dimension de H! (X )1 est nulle. En effet, si
¢ =1, on sait d’apres [McMI3|, que les espaces HX(Y); et les H'(Y;); pouri € {1,...,n}
sont nuls. La suite de Mayer-Vietoris nous donne un isomorphisme @1, H!(9Y/); ~
HX(Y')1 @ (Dier H.(Y])1). Or les suites nous montrent que pour tout i € {1,...,n},
H(Y/)1 =~ H'(0Y3)1, qui est alors de dimension 1. Ainsi, par égalité des dimensions,
H!(Y"); = {0}. Finalement, la suite nous permet de conclure que H'(X); = {0}.
La formule de la dimension ne s’applique donc pas lorsque ¢ = 1, de méme que celle de
McMullen ne s’appliquait pas pour g = 1.

On vérifie alors que la somme sur k € {0,...,d — 1} des dimensions de H'(X), est
égale a la dimension de Hl(X), c’est-a-dire a 2¢g. Rappelons qu’on note ¢ = e‘k%ﬂ, avec
ked{l,. — 1}, faire varier k revient a faire varier ¢. Pour 7 € {0, .. n} fixe, ¢ki
equlvaut a d|k: k ce qui équivaut encore & d;|klk, avec les notations d; e— et k:’ =
Comme d; et k] sont premiers entre eux, par le lemme de Gauss on a donc d;|k. Alors
=1 <= ke{ad|a€{1,.. —1}} Onecrlt&tlk—lslq1—1 et €, = 0 sinon,

alors ZZ: il = ZZ: im0 ik = Do Zk 1€ik = Di—o(ei —1). On a donc :

d—1
Zdim(Hl(X)q) = dlm )+ Zdlm (H'(X
w0 0
d-1
(n—1— #F,)
k=1

=d-1)n-1)—)» (e—1)

i=0
din—1) Zez + 2
= 2g.

Finalement, le théoréme est démontré, on peut s’intéresser a la signature de la
forme d’intersection sur H*(X),.
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6.3 Signature de la forme d’intersection sur H'(X),

Pour toute sous-surface ouverte S C X, on peut munir H, L(9), de la forme d’inter-
section de H'(X), via le morphisme naturel H;(S), — H'(X),. De méme pour toute
sous-surface ouverte de Y, avec la forme d’intersection sur H 1(Y)q.

Rappelons que la forme d’intersection sur H 1(X ) est définie par :

~ 2 N
v, p € H(X), <U;M>X:§/UAM-
X

On note g; = 1 si ¢" =1 et g; = 0 sinon, et ce pour tout i € {0,...,n}.
Dans cette partie, nous démontrerons le théoréeme donné au début du chapitre,
concernant la signature de la forme d’intersection sur H'(X),. On en rappelle ici 'énoncé :

Théoréme : m La forme d’intersection sur H'(X), est :

(rgs 8¢) =

kk 5mum1—§M—§:mxy—%J—%y

La forme d’intersection n’est pas dégénérée sur H'(X),.

On démontre ce théoréme en deux temps, en distinguant les cas F, = 0 et F 07 (. On
verra également que dans tous les cas, 1, + s, = dim(H'(X),, ainsi la forme d’intersection
n’est pas dégénérée sur H'(X),.

Remarque 6.3.1. Dans le cas ou tous les k; sont égaux a 1, on retrouve bien la formule
annoncée dans le théoréeme m En effet, pour tout i € {1,...,n}, si k; = 1, alors
|5k | = |5 =0, et de méme |ki(1 — £)| = 0. Comme kg = Y"1 | k;, ici kg = n. Alors la
formule du théoréeme ci-dessus nous donne :

Puisque =5 EeN < gy=1, 0na:

nk {”—k —1 sidlnk {[%ﬂ —1 sidnk
J— 0 = = .

|2 ] sinon [%£] -1 sinon

De méme,

Ln(l—E)J—goz{”( —32—1 sid|nk:{[n(1—aﬂ—1 sidink-

d [n(1—%)]—1 sinon
et on retrouve bien la formule annoncée par McMullen dans son théoréeme|2.2.4|.

6.3.1 Le cas Fé =0

On supposera ici que ¢% # 1 pour tout i € {1,...,n}, cest-a-dire que F; = (. On
(

).

commence par faire le lien entre la forme d’intersection sur H'(X), et celle sur H}
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Lemme 6.3.2. Si I, = 0, alors la somme directe suivante est orthogonale :

H(Y)y = Hi(Y')y ® (&1, Hi (Y)),).

Démonstration : Lorsque F, = {i € {1,...,n} | ¢ = 1} est vide, c’est-a-dire lorsque
g% # 1 pour tout i € {1,...,n}, la suite de Mayer-Vietoris (6.2.4) nous donne 'isomor-
phisme suivant :

Hl(?)q = Hcl(yl>q © (@?:1Hc1(yil)q)-
D’aprés la suite exacte (6.2.1), H'(Y}), ~ H'(Y;)y, et comme la forme d’intersection est

non dégénérée sur H!(Y;), d’aprés McMullen, on sait que (@7, H (Y/) )@ H (Y/)) )" =
{0}. Nous avons alors une décomposition en somme directe orthogonale :

HY(Y )y = (&1 HL (Y])g) ® (B1y He (V)

Comme Y et U ,Y; sont disjoints, on a H}(Y"), C (&%, H}(Y/),)*. De plus, ces deux
espaces sont de méme dimension, on a donc une égalité, ce qui nous donne la somme

orthogonale : )
H (Y)y = Hcl (Y/)q b (®?:1Hcl(}/;/)q)'

]

Lemme 6.3.3. Si F) = 0, alors on a une isométrie entre les espaces (HY(X),, ;) 5) et
(He(Y")g, G )y)-

Démonstration : Si F, = (), les dimensions de @cp H(0X]), et de @iep HZ(0X]),
sont nulles et la suite de Mayer-Vietoris nous donne l'isomorphisme : H 1(X )g =
H}(X'"),. Remarquons que cet isomorphisme est indépendant de la connexité de X. Ainsi,
tout élément de H 1(X )q admet un représentant a support compact dans X', et s’identifie
alors & un élément de HY(X'), ~ HX(Y'), € H'(Y),. On peut associer naturellement
H'(X), & un sous-espace de H'(Y),.

Rappelons que H!(Y”), est muni de la forme d’intersection de H'(Y), via le morphisme

naturel H'(Y"), = H'(Y),. Alors pour tout 1, n € H'(X),, et 1, 1/ des représentants de
n et p & support compact dans X’ =Y’ on a :

1 1 — 1 — 1
<n,u>X:§/nAu=§/ n’Au’=§/ n’Au’=§/n’Au’=<n’,/~b’>fz-
X / / Y

On a finalement une isométrie entre (H'(Y"),, (;)¢) et (H'(X)q, () 5)- O

On a naturellement une égalité entre la signature (rx, sx) de la forme d’intersection
(; ) sur H'(X), et la signature (r,,s,) de la forme d’intersection ( ; )y restreinte a
(@, HX(Y! )q,)L = H!}(Y"),. Comme la décomposition donnée dans le lemme [6.3.2] est
orthogonale, cette signature est exactement (ry — r, sy — s) ou (ry, sy) est la signature
de (; )y sur H'(Y), et (r,s) est la signature de (; )y sur &7 HX(Y/),. Il suffit donc de
calculer (ry, sy) et (r,s).

Lemme 6.3.4. Pour tout i € {1,... ,n},A la signature de la restriction de la forme d’in-
tersection au sous-espace H (Y/), C H'(Y), est (i, s;) = ([k:& — 17, [k;(1 — £) — 17).
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Démonstration : La démonstration est une application des résultats de McMullen,
en considérant de nouveau, pour un i € {1,...,n} fixé, la surface Y; obtenue d’aprés la
courbe algébrique y¢ = Hf;l(x —b;;). On a vu dans la démonstration du lemme [6.2.2]

qu’on a la suite exacte :

0 = H(9Y:)y — Hi(Yi)g = H'(Yi)g — HZ(0Y:)g — HZ(YI\Y)q — 0.
Ici, on a par hypothése ¢% # 1, et donc d’aprés le lemme [2.2.6) - H(0Y:),, H2(0Y;), et
H2(Y;\Y;), sont nuls. On a alors H!(Y;), ~ H'(Y;), et donc la signature de la forme
d’intersection sur H'(Y;), est la méme que celle sur H'(Y;),. Celle-ci, notée (r;,s;) est

connue par le théoréme de McMullen [2.2.4] on récupére ainsi la valeur de la signature
(14, 8i) de la forme d’intersection restreinte sur H}(Y;), :

k k
(riy ) = (Thicg = 11, [hi(1 = =) = 1]).

On peut donc montrer le théoréme dans le cas ou F] =) :
Démonstration du théoréeme 6. 0.2 dans le cas Fé =0:

D’aprés ce qui précéde, il nous faut calculer la différence (ry —r, sy — s). Remarquons que

comme les Y, sont deux a deux disjoints, la somme directe @ | H*(Y;), est une somme
. n n .

directe orthogonale. On a donc r = Y " r; et s = > " | s, et on va pouvoir calculer

n n .
r— T et Sy — ) S avec :

(rvssv) = (Thory = 11, Tho(1 = 5) = 11)

k k
(reos) = (Ths — 11, T = 5y - 17,

On cherche a exprimer ces sommes. Remarquons que pour tout p € Q, [p| = |p] sip € Z,
et [p] = |p| + 1 sinon.

Rappelons que d’apres ¢ =1 < ¢" =1, pour tout i € {0,...,n}. Donc F, =
{ic{0,....n}¢" =1} et F, ={ie{l,....n}l¢" =1}. Onag¢® =1 < %L e N. De
méme, ¢ =1 <~ k;k kzlk
déduit que :

€i

{[ko 1] = Rk = Rk g sigh =1

[k — 1] = [BE 1] 41 = |RE| g sinon

De méme, on a pour tout i € {1,...,n}, [k% 1] = L%J
D’autre part, [ko(1 — %) — 1] = [ko(1 — %)] — 1 si —%F € Z, c’est a dire si ¢* = 1, et
[ko(1—£) =17 = |ko(1 — )] sirzon. Donc [ko(1 kg) 1] = [ko(1 — )| — &o. De fagon
plus générale, on a donc [k;(1 — 5) — 1] = [ki(1 - 3)].
On en déduit :

n

(o) = (12 = SOUE ) o Lo = 59 = S0 Lkn = 5y — ).

i=1 i=1

On montre alors que la forme d’intersection ( ; )¢ est non dégénérée, en vérifiant que :
rx + sx = dim(H'(X),). Il faut travailler sur 'expression de sy et des s;.
On fixe un z tel que 0 <z < 1 et 25 = |5k | 4 5 Gj 2 =0, c’est a dire si ¢® =1, on a
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donc [—52F] = —[ Rk | S 2 £ 0, c’est a dire si ¢ # 1, on a alors [—k28] = — | kek| _
En notant cette fois-ci 25 = 1 si ¢° # 1 et &5 = 0 si ¢° = 1, on a donc [ko(1 — £
ko—1—| %2k | —25. De méme pour tout i € {1,...,n},ona: [k(1-£)—1] = k;—1
Alors :

TX+SX:n—2€Q+§0:n—1—EQ.

Ainsi le théoréme est démontré dans le cas F é = 0. O

6.3.2 Lecas F, #0

Comme X est connexe, on dispose de la suite exacte (6.2.3)), ainsi que de la suite
exacte (6.2.4]) concernant Y . On rappelle ici ces deux suites :

0 — Bierm HH(OX])g > HN(X"), 5 HY(X), =0

0— @ingHcl(aYi/)q i> Hc1<Y/)q ® (@?lei(Y;/)q) 5 Hl(?>q - @iEFgHg(ayz‘/)q — 0.
On a toujours H}(0X]), = HI(Y])y, H(X')y = HI(Y")y et HI(0X]), = HZ(9Y]),-

[

~

D’autre part, en introduisant les surfaces Y; construites respectivement & partir des

courbes algébriques y? = Hle(a: —b;;), on a vu dans la démonstration du lemme [6.2.2]

que pour tout ¢ € {1,...,n}, on a une suite exacte :

0— HYOY))y — HXY/)y — H'(Y;), — HX(0Y]), — H2(Y{\Y:), — 0.

Par le lemme [2.2.6, H!(9Y/),, H2(3Y}), et H2(Y;\Y/), sont de dimension 1 si ¢* = 1,
c’est-a-dire si i € F), et sont nuls sinon. Si ¢ = 1, les espaces HZ(9Y)q et HZ(Y;\Y),
sont de dimension 1, et la fléche entre ces deux espaces étant surjective, c’est une bijection.
On a alors, pour tout i € {1,...,n}, une suite exacte courte :

0 — HYQY]), “ HI(Y!), * H'(Y), = 0.
On peut alors obtenir une suite exacte :

0= ®IL HLOY])y = S HU(Y])y ™ &L H' Vi), = 0. (6.3.1)
Pour simplifier les notations ici, nous allons poser :
— W= @?lecl(@Y;’)q = @iGFch1<aY;'/)q = @iEF,;Hcl(aXz‘,)q
— Vi=H (X")g = H(Y'),
— Va= @ H (Y],
Ainsi, les suites exactes (6.2.3)), (6.3.1]) et (6.2.4]) s’écrivent respectivement :
— 0= W B2 HY(X), =0
— 0= W BV, 2 gr HY(Y;), — 0
0= WL Vien D H(Y), = Giern H2(0Y!); — 0
Onaj:weWm— (w,w)€V;dV;est injective. Comme V) = HY(X"), ~ HL(Y"), et

Vo € H'(Y),, on a naturellement des morphismes @7 : Vi — H'(Y), et §5 : Vo — HY(Y),,
alors : p(v1,v2) = Ya(v2) — ¥1(v1). On peut s’assurer que :

Lemme 6.3.5. Les morphismes @1 et o sont injectifs.
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Démonstration : Supposons v; € ker(y;) et considérons (v1,0) € Vi @ Vi, Alors
©(v1,0) = va(0) — pi(v1) = 0 donc (v1,0) € ker(yp) = Im(j). Alors (vy,0) est de la
forme (w,w), d’ott v; = 0 et ¥ est injective.

On peut faire exactement le méme raisonnement pour montrer que s est injective. [

Le morphisme injectif i1, respectivement iy, permet de considérer W comme un sous-
espace de Vi, respectivement V5. Considérons W et W tels que :

i=WeW, ; Va=WaW,.

Lemme 6.3.6. La restriction o1y, : W1 — H'(X), réalise une isométrie entre (W1, (; )5)

et (H'(X),, (;)5). De méme, @, w, Téalise une isométrie entre (Wa, (;)y) et
(@i H' (Yi)g, (5 )y)

Démonstration : On peut voir que W, €st un isomorphisme : en effet, ; est surjec-

tive, donc pour tout n € H!(X),, on peut trouver v; € V4 = W @& W tel que ¢;(v;) = 7.
Or vy = w+ w;, avec w € W = Im(iy) = ker(¢1) et wy € Wy, donc ¢1(v1) = ¢1(wy)
et donc ¢y |y, est surjective. De plus, si wy,w; € Wy vérifient p(w,) = p(w)), alors
p(wy —wp) = 0 donc wy —wy; € Wy NW = {0} et finalement ¢ |y, est injective. Alors
pour tout n, u € Wy,

e =3 [ neG =3 [ nam

X

Comme X’ =Y, on a de plus, [ o MAR = fy, nAg. On considére la restriction de la forme
d’intersection de (; )y au sous-espace Wy de H! (Y)q. Alors pour tout n, u € Wy C Vi,

[mﬂ
Y

fm
fon

/ o1 (1) A o1 ()

©1(n); e1(1)) 5

(s )y =

=

=

N N N DN =

—~

Finalement on a une isométrie entre (W7, (;)¢) et (H'(X),, (;)¢)- Par le méme argu-
ment, on peut montrer que - est également une isométrie. ]

Ainsi, on peut identifier H'(X),, muni de la forme d’intersection sur X, avec un

sous-espace W de H'(Y'),, muni de la restriction de la forme d’intersection de Y a ce
sous-espace.

Lemme 6.3.7. Pour tout w € W, wy € Wy et Wo € W5, on a :
(w,w1)y = (w, wa)y = (w1, w2)5-

Démonstration : Rappelons que W = @jep H)(OY])q et que, pour i € F), HX(JY]),
est engendré par un élément dont I'auto-intersection est nulle d’aprés le corollaire [3.1.2]
Par construction, un élément v; € V; se décompose de fagcon unique en la somme d’'un
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élément w € W a support compact dans Ul ,0Y;/ et d'un élément w; admettant un
représentant a support compact dans Y\ (U2,0Y;) qui est une rétraction de Y’. Ainsi,
pour tout w € W et pour tout w; € Wi, puisque w et w; admettent des représentant
dont les supports sont disjoints, alors :

1 _ 2 __
(w,vl)Y:—/w/\wlz—/w/\wlzo.
2 f/ 2 ’

De la méme fagon, un élément vy € V5, se décompose de facon unique en la somme

d’un élément w € W a support compact dans U ,0Y; et d’'un élément wo admettant

un représentant & support compact dans (&7, Y/)\ (U ,0Y/) qui est une rétractation de
» Y/ Ainsi, pour tout (w,ws) € W @& Wa, (pa(w); p2(ws))y = 0.

On peut également vérifier que W; et Wy sont orthogonaux. En effet, pour tout
(wy,wy) € Wy x Wa, on peut trouver un représentant de wy, respectivement de ws, a
support compact dans Y\ (U!_,0Y;), respectivement dans (U, Y;)\ (U ,0Y;). Ces sup-
ports étant disjoints, (wy,wq)y = 0. ]

Rappelons que pour un i € {1,...,n} fixé, H}(9Y}/), est engendré par un élément 7;
dont I'auto-intersection est nulle. Ainsi W est orthogonal & Im(¢). Or la forme d’inter-
section n’est pas dégénérée sur H*(Y),. Alors :

Proposition 6.3.8. Il existe W' c H'(Y), vérifiant :
H (Y~ (WaW)e W, oW,
tel que les espaces (W & W'), Wy et Wy en somme directe orthogonale.

Démonstration : Rappelons qu’on a un isomorphisme entre H* (Y)q et son dual (H 1(Y)q)*,
donné par la forme d’intersection avec : Voo € H(Y),, o*(+) = (a; -).
On considere la liste ordonnée des éléments de [ classés par ordre croissant : F, =

{o(1),0(2),...,0(#F))}. Comme la forme d’intersection est non dégénérée sur H\(Y),
et que T est orthogonale a Im(y), on doit pouvoir trouver un sous-espace W’ c H'(Y)
non orthogonal & W. Considérons un élément 5, € (H'(Y'),)* vérifiant :

— Bi(ne)) = 1 et Bi1(1s(;)) = 0 pour tout j # 1
— [1 est nul sur W et sur Wy
On fixe py ’élément de Hl(f/)q dual & ;. On peut corriger pi1 = 11 + Ang(1) pour que

(pa; ) = 0.
On ré-itére le procédé en choisissant cette fois un 8y € (H*(Y),)* vérifiant :

— Ba(Ne(2)) = 1 et Ba(ny()) = 0si j #2
— [y est nul sur Wy et sur Wy

— B2(p) =0
On fixe I'élément py € H'(Y'), correspondant a 3, et corrigé de sorte que (gug; g) = 0.
On construit ainsi des éléments pi, ..., ugr et on note W' lespace qu’ils engendrent.

Alors W' s’identifie au dual de W, on a donc W' NIm(p) = {0}, d'ot W’ & Im(p) =
(W' aeW)ae W, & W, C H(Y),. Rappelons que la dimension de H}(Y), est kg — 1 — &g
d’apreés les dimensions de W et W’ sont #(F;), comme Vi = W @ Wy, et que la

dimension de V; est donnée dans la démonstration du théoréme [6.0.1] la dimension de W,
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est n — 1 —gg. De méme, comme Vo = W @ W), la dimension de W; est ko — n — #(F}).
Par égalité des dimensions, on a :

H(Y),~(WaW)eW,® W,

A~

De plus, les espaces W @ W', Wy ~ H'(X), et Wy ~ @7 H'(Y;), sont orthogonaux
entre eux, ainsi la somme ci-dessus est une décomposition de H'(Y'), en somme directe
orthogonale. O

En conséquence, on a immédiatement :

n

(ry, sy) = (rg, 8q) + Z(n, si) + (1, s) (6.3.2)

i=1

ou les (r;,s;) sont respectivement les signatures sur les espaces H'(Y;),, (rq,5,) est la
signature de la forme d’intersection sur H'(X),, (ry,sy) est la signature de la forme
d’intersection sur H'(Y'), et enfin (r, s) est la signature sur W & W”.

Lemme 6.3.9. La signature (r,s) de la forme d’intersection sur WoW' vaut (#F,, #F,).

Démonstration : Considérons la base {ny(1y, th1; 1o (2), H2, - - - Mo (#F]) u#qu} de W W',
La matrice de la forme d’intersection sur cette base est :

0 1
10
01
10
01
10
(01 .
Or la matrice | o) &pour valeurs propres 1 et —1 donc (r,q) = (#F,, #F}). O

Lemme 6.3.10. On a :ry —> 0 = |2 —cq— (30 |55 | —#F)) et sy — Y1 s =
[ko(1 = 5)] —eo — (32 k(1 — §)] — #£7).

Démonstration : Comme on a pu le voir dans le cas F, = ),onagh =1 < ’%k e N,
et donc :

— sii€ F),ona ks —-1]="58 -1 = |8k 1
— sii¢ F),ona [k%—1] = %]

Alors ry — Y " 1 = L%J —e0— O, Lkdk — #Fé).
De méme, pour le calcul de sy — > | s;, on aura :

—sii€ F), [ko(1—5)—1] = [ko(1— %)) — 1
—sii g Fy [k(1—%) = 1] = [k(1-5).
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et donc sy — >0 s = lko(1— &) —eo — (X1, [ki(1 — &)] - #E7). O
On peut finalement démontrer le théoréme dans le cas F, # ) :
Démonstration du théoreme m dans le cas F, # 0 :

D’apres l'égalité (6.3.2)), la formule [2.2.4] les lemmes [6.3.9] et [6.3.10} on a finalement :

kok " kik k & k
(ra50) = (L) = D175 =0, Lko(1 = 9)) = D Lki(1 = 2)] —e0.).
i=1 i=1
On peut alors vérifier que la forme d’intersection est non dégénérée sur H'(X),. On a

n

Tq+8g = (ry +sy) — Z(Tz + 54) — Q#Fé
i=1

= dim(H'(Y),) — Z(dim(Hl(ig)q) — 24F)

:]{?0—1—80—2(1{52—1—62)—2#1:2
i=1
=n—1—co+#F, — 2#F!

=n—1—#F,

6.3.3 Le cas non connexe

Proposition 6.3.11. Les théoréemes et sont toujours valables lorsque X admet
moins de d composantes connexes.

Démonstration : Notons m := pged(ey,...,e,) = pged(ky, ..., k,,d) et supposons
1<m.Ona:

n

y' =T -0y = o) = ([J-0)H)"

n
k.

— 3[6{0,...,m—1}:§7lny%:H(x_bi)ﬁ.

=1

Pour tout [ € {0,...,m — 1}, les solutions de 'équation ¢’ ym = [T (z— bz)% forment
une sous-surface de X \(B’ U o), notée Z;. Puisque T est défini sur la courbe algébrique
par T'(x,y) = (z,(gy), on a ici, pour (xg,yo) € Z;, T(xo,yo) vérifie I'équation C,ln’ly% =
[T (z — bl)% Ainsi, on peut montrer que T(Z;) = Z;_; et donc T permute les sous-
surfaces Z;. On peut de méme que dans le chapitre M, normaliser cette courbe algébrique
que l'on note de nouveau X;. On a alors X, est connexe d’aprés [4.2.3, Alors TTXI est
un automorphisme de X, qui permute cycliquement dans X les solutions de Cfny% =

k4 . c 1.
[T, (z — b;)m. Puisque ( TXZ)% = Id, on peut considérer les sous-espaces propres de
d

T*. ici les valeurs propres sont des racines %-iéme de 'unité. En particulier. on va voir
Xl m ?

que 'espace propreAH 1(X})ym est un sous-espace de H'(X),.
Pour résumer, X est la réunion disjointe de m copies d'une surface construite a partie

de I'équation algébrique y% = [ (x — b;)m, ces copies sont permutées cycliquement
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par 7. On note Xo,..., X1 ces différentes copies, indexées de sorte que T : X; —
Xi-1 mod m, et donc T*(Hl(Xl)) C HY (X141 modm), VI € {0,...,m—1}. L’automorphisme

jouant le role de Ty sur chacune des X; est donné par 7; := TTLX, et I'espace propre

H l(f(l) = est ensemble des éléments w; de H 1()2;) tels que T;*(w;) = q™wy, ce qui revient
a (T'%,)" (w) = (T*)™(wi) = q"w.
Siw e H'(X),, alors w = (wy, ..., wn_1) ot w; € H'(X;). Alors :

T*(w) = T*((wo, - -, 1)) = (T (wn1), T* (o), - .., T*(1p_2))

et comme T*(w) = qw on doit avoir pour tout [ € {0,...,m — 1}, w;, = ¢ ' T*(w;_1)
et wy = ¢ T* (Wp,—1). Alors w; = ¢~ {(T*)(wy), pour tout I € {0,...,m — 1} et wy =
¢~ "™(T*)™(wy). Finalement, (T3)"™(wo) = ¢™(wy), donc wy € H(Xg)gm. Ainsi le choix de
w ne dépend que de la donnée d’'un élément wy € H*(Xp) m

Réciproquement, la donnée d’un tel élément va permettre la construction d'un w €
H'(X)4- On a donc une bijection entre les deux espaces vectoriels LX), et H'(Xq)gm
D’aprés le théoréme on sait que dim(H'(Xg)gn) = n — 1 — Yoot ou b, =1si
(qm)% — 1, c’est-a-dire si ¢* = 1, et ; = 0 sinon. On a finalement : dim(H(X),) =
n—1—#F,.

Pour I’étude de la signature de la forme d’intersection lorsque X nlest pas connexe,
remarquons que la suite exacte (6.2.3]) est toujours vraie, ainsi les raisonnements faits
dans les cas F, = 0 et F .7 () sont toujours vrais et la formule pour la signature reste
inchanggée. [

On a ainsi montré :

Lemme 6.3.12. H'(X), ~ H'(X;)gn

Remarque 6.3.13. 5% X est formé exactement de d composantes connexes, alors Hl(f()q ~

H'(Xg), = {0}. Ainsi (r4,5,) = (0,0).

Finalement, on peut généraliser les premiers résultats de McMullen aux espaces H* (X )as
avec ¢ une racine d-iéme de I'unité qui ne soit pas 1. On peut déterminer la dimension des
HY(X )g» €t la signature de la forme d’intersection sur ces espaces. Les outils mis en place
dans cette partie seront de nouveau utilisés pour déterminer une famille généralisatrice

de H'(X),.

6.4 Les représentations p,

Montrons que toute tresse de PB, peut étre associée de fagon unique a un élément
de U(HY(X),), on H'(X), C Hl,(X) est le sous-espace propre de T* associée a une
valeur propre ¢ racine d-éme de l'unité, et U(H 1(X )q) est le groupe unitaire défini comme
I'ensemble des homéomorphisme préservant la forme d’intersection ( ; ).

Le théoréme 1.13 du livre [FMI11], nous dit que tout homéomorphisme d’une surface
compacte est homotope & un difféomorphisme de cette surface. On associe a tout élément
f € Mod(X), un représentant, que 1’on note encore f, qui soit un difféomorphisme de X.

Lemme 6.4.1. On a une représentation unitaire :

Mod(X) — U(HY(X))
f = (f7)
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Nous ne ferons pas ici de démonstration de ce lemme puisqu’il est clair que f +— (f~1)*
est un morphisme, et qu’il est également classique que Mod(X) préserve la forme d’inter-
section. On obtient ainsi une représentation Mod(X) — U(H'(X),).

Notons Mod(X)7 les éléments de Mod(X) qui commutent avec T'.

Lemme 6.4.2. Pour tout f € Mod(X)T, les éléments (f~1)* préservent les espaces
propres H'(X),.

Démonstration : On sait que f et T commutent, alors f~! et T commutent et pour
tout w € H'(X),, on a :

(T = qId)((f )" (w)) = (T" o (f 7)) (w) = a(f )" (w)
(f o) (w) —q(f )" (w)
= (To f71)"(w) —q(f~")*(w)
= ((f ) o T)(w) = (f71)"(w)
= (f7) (qw) = (f 1) (w)
= 0.
Done (f7)*(H'(X),) € H"(X),. =

Corollaire 6.4.3. On obtient d— 1 représentations Mod(X)" — U(H'(X),)), pour q une
racine d-éme de 'unité qui ne soit pas 1.

Démonstration : En effet, on a clairement une représentation de Mod(f( )T obtenue &
partir de celle du lemme donnée par :

Mod(X)T — U(H'Y(X))
f = ()
Or on a vu dans le lemme précédent que les éléments de Mod(f( )T préservent les sous-

espaces H'(X),, on a donc des sous-représentations Mod(X) — U(H'(X),) ~ U(ry, 5,),
pour ¢ une racine d-éme de 'unité qui n’est pas 1. O

On a finalement :
Théoréme 6.4.4. Pour q # 1 une racine d-iéme de ['unité, on obtient une représenta-

tion :

Pq: PBn — U<H1<X)q) ~ U(rg, 5q)
T (771 '

Démonstration : En effet, d’aprés[5.0.1], on associe a toute tresse 7 € PB, un unique
7 € Mod(X)T. Tl s’agit clairement d’un morphisme, on récupére alors d — 1 représentation
en restreignant les représentations du corollaire 6.4.3| aux relevés des tresses de PB,,. [

Nous voulons a présent étudier ces représentations, et notamment expliciter I’action des
générateurs «; ; du groupe PB, sur U(H'(X),). Dans le chapitre suivant, nous traiterons
le cas particulier des «; ;11 = 77. Nous introduirons pour cela la notion de cablage.
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Chapitre 7

Construction d’une famille génératrice
(gla s 7g’R> de Hl(X>C]

Dans cette partie, on construit une famille génératrice de H* (X’ )4 formée de n éléments
G1s- - -, gn engendrant respectivement un H;(X;),, on X; est la pré-image du disque ouvert
complexe D;, qui contient uniquement les points marqués b; et b;.1. Nous montrerons que
les g; forment une famille génératrice de H'(X),.

Pour cela nous considérons la surface Y, construite comme précédemment a partir de

la courbe algébrique :
n k;

v =111 - b
i=1 j=1
ol les b; ; sont dans un voisinage D; de b;, avec D; N Dj = () si i # j. On note Y/ la
pré-image de D) dans Y.
Pour simplifier I’exposition, on suppose & partir de maintenant que ¢ # 1 pour tout
i € {1,...,n}, puisque la dimension de H!(X), ne dépend que du cardinal de {i €
{1,...,n}|g" # 1}, cette restriction n’affecte en rien nos résultats principaux. On a donc

d’aprés : A
H'(Y), ~ HX(Y'), & (@, HX(Y]),) (7.0.1)

ou H'(Y"), ~ H'(X), est Porthogonal de @7 | H!(Y}),. Nous démontrons dans ce chapitre
le résultat principal suivant :

Théoréme 7.0.1. I existe une famille génératrice (gi,...,g,) de Hl(f()q telle que, pour
touti € {1,...,n}, g; est a support compact dans X;, engendre H:(X;), et les valeurs de
la forme d’intersection entre les g; sont :

e — A=) (=g itri1)
(9:39:) = N g

g(1—9)*
1—qki+1

kim(1—a)2
— (95 9i1) = R ffzkiq)

— {95595) =0sifi—j| > 1.
De plus : Y7 gi=0¢€ H'(X),.

— <gi§gz’+1> = —1

Ce résultat généralise le théoréme issu de l'article [McM13]. Afin d’utiliser les
résultats de McMullen sur la surface Y, nous devons introduire de nouvelles notations.
Les points marqués sur la sphére pour définir cette surface Y dans ce cas sont les b; ;.
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On veut pouvoir considérer un disque ayant deux points marqués d’indexation successive,
c’est-a-dire contenant b;; et b; j11 si j # k;, ou bien b, et b1 si j = k;. On notera
D; ; un tel disque topologique, comme illustré sur la figure et Y, ; sa pré-image dans
Y. Alors les générateurs de McMullen de H 1(?)4 sont les éléments g; ; qui engendrent
respectivement H!(Y; ), et sur lesquels la forme d’intersection (;)y sur H1(Y),) prend
les valeurs annoncées dans le théoréme 22,171

FIGURE 7.1 — Illustration des disques D;, D] et D, ;

7.1 Lecasn=2

D’aprés le lemme m, pour étudier un H!(X;),, il suffit de considérer le cas n = 2.
On suppose donc que n = 2, on a également I’hypothése ¢! # 1 et ¢*2 # 1. Pour que ce
cas puisse nous servir par la suite, nous ne ferons pas d’hypothése sur la connexité de
X , C'est-a-dire qu’on ne suppose plus que pged(ky, ko, d) = 1. Les surfaces X et Y sont
construites respectivement a partir des courbes algébriques suivantes :

7

RTINS ) § |

2
=1 5=1

ou les by ; sont dans un voisinage D] de by, et les by ; sont dans un voisinage D) de by,
avec D N Dy = 0.

On verra pour commencer que H}(Xj), est de dimension 1. On fera ensuite le lien
entre H!(X), et H!(Y1), ou Y; est la pré-image de D; dans Y. On pourra alors construire
un générateur g; de H!(X),.

7.1.1 Etude préalable de H!(X)), et de sa dimension

On a toujours ici les hypothéses ¢ # 1, ¢* # 1. En revanche, m := pged(d, k1, k)
n’est pas forcément 1, alors X est constitué de m composantes connexes et est donc
connexe si et seulement si m = 1, on pourra se référer a ce qui a été fait dans la partie
0.3.9l

Notre objectif ici généraliser la proposition a la surface X pour étudier H, LX),
soit comme H'(X),, si ¢"** #£ 1, soit comme H!(9X;), sinon.

Analyse topologique de X; et Y;

Pour mieux comprendre les surfaces avec lesquelles nous travaillons et leurs sous-
surfaces, nous les illustrons dans les cas X connexe ou non. Ces illustrations sont schéma-
tiques et ne représentent pas forcément un cas pour des valeurs précises de n, d, ki et ks.
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Remarquons d’abord que X; correspond a la surface X privée des ey = pged(ky + ko, d)
disques au-dessus du voisinage de co. On sait également que X7 (la pré-image de D} dans
X) est formée de e; disques disjoints, et de méme X}, (la pré-image de Dj) est formée de
ey disques disjoints. D’autre part, Y; correspond a Y privé des pged(ky + ko, d) disques
au-dessus du voisinage de 0o, et Y/, YJ sont connexes et ont respectivement e; et e com-
posantes de bord. On a alors X\ (X] U X}) ~ Y1\ (Y/ UY5). On notera ces espaces X" et
Y” ils sont égaux topologiquement.
Lorsque X est connexe, nous pouvons illustrer X” et Y” de la facon suivante :

FIGURE 7.2 - Illustration de ¥; = Y” U (Y/ U YY) et X; = X7 U (X} U X}) dans le cas X
connexe
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Lorsque X nest pas connexe, ses m composantes connexes contiennent chacune = et
22 composantes de bord de X7 respectivement X3, on aura donc de fagon similaire pour
Y", m composantes connexes, chacune comportant et 2 composantes de bord de Y/
et Yy, avec ces deux surfaces qui restent connexes.

Y)I

FIGURE 7.3 — Illustration de ¥; = Y” U (Y{ UYy) dans le cas X non connexe

On peut maintenant passer a des résultats plus abstraits en se référant éventuellement
aux illustrations précédentes.

Espaces isomorphes a H!(X;),

On veut montrer que :
Proposition 7.1.1. Si ¢® % #£ 1, alors H(X,), ~ H'(X), et sinon H(X;), ~
Hc1<aX1>q~

Démonstration : Comme précédemment, on note ky = ki + ko et eg = pged(ko, d).
Rappelons que X\ X; est une réunion de ey disques permutés cycliquement par T, donc :

— HY(XD), = {0}

— HMN0X)),, H>(0X1), et H*(X\X;), sont de dimension 1 si ¢"** = 1 et de dimen-
sion nulle sinon d’apres le lemme [6.1.3

On a alors la suite exacte de Mayer-Vietoris suivante :

Hcl(aXl)q - H§<X1)q - Hl(X)q - Hg(axl)q - HCQ(X1>q ¥ HCQ(X\XI)q

| |

HS(X)(] HE(X)q
A A A (7.1.1)
Supposons que X est connexe, on a HY(X), = {0} et H2(X), = {0}. Comme X, cor-

respond a X privé d’une réunion de disques, X est également connexe et donc H2(X;), =
{0}. La suite de Mayer-vietoris ([7.1.1]) nous donne dans ce cas :

0 — HYOX)), — HNX)), = HY(X), = HX(0X,), — HX(X\X;), — 0.
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Si gtk £ 1, H 1(8X1)q et H>(0X;), sont de dimension 0 on a donc un isomorphisme
H(X,), ~ H'(X),. Sinon, la dimension de H'(X), est nulle d’aprés le théoréme m,
on a donc dans ce cas Hcl(aXl)q ~ H}(X1),

Supposons que X nest pas connexe, c’est-a-dire ici que m = pged(d, k1, k2) # 1. Re-
marquons que m # d sinon ¢* = ¢** = 1. On pourra donc utiliser le théoréme
On sait que X est composé de m sous-surfaces connexes X 0 X m=1 deux & deux
d15301ntes correspondant chacune a une surface obtenue via une courbe algébrique :
ym = (x —bl) (.T—bg)

Attention toute fois au fait que, comme T' permute les composantes connexes, I'auto-
morphisme jouant le réle de T sur la sous-surface X* est donné par ' .. Donc ici, la

| X
valeur propre nous intéressant est ¢ et non p

lus q.
De méme que dans la démonstration de [6.3.12] on peut montrer que H 1(X )g =~
HY (X% m, et HY(X1), ~ H}(X; N X°),m . Finalement en appliquant la preuve du cas

connexe a la surface H'(X%),m on a : si (qm)M # 1, c’est-a-dire si ¢Ftk2 £ 1,
alors : A A )

H'(X)g = H' (X )gm = H (X, N X")gm =~ Hy (X)),
et sinon :

Hg(aXl)q = Hg (8(XO A Xl))qm = Hcl(Xl N Xo)qm = Hé(Xl)Q'

On peut alors montrer que :

Proposition 7.1.2. La dimension de H:(X), est 1.

Démonstration : D’aprés la proposition si gMtRe £ 1, alors HY (X)), ~ HY(X),
qui est de dimension n —1 = 1, et sinon H, 1(Xl)q ~ H!(0X;), qui est de dimension 1
dans ce cas. O

On a donc généralisé pour nos surfaces le résultat [2.2.9. De plus, on sait maintenant
que la dimension de H}(X;), est 1. On cherche alors un générateur de cet espace. Pour
cela, on fait tout d’abord un premier lien avec H_(Y7),.

7.1.2 Construction d’un générateur de H}!(X),
On va montrer la proposition suivante :

Proposition 7.1.3. Les isomorphismes H:(Y"), ~ HX(X"), ~ HX(X1), et la décompo-
sition en somme directe :

Hy(Y1)g = Ho(Y")g @ He(Y()y ® H,(Y3),
permettent de voir H}(X1), comme un sous-espace de H}(Y1),.

Pour démontrer cette proposition nous utiliserons la suite de Mayer-Vietoris appliquée
a Y7 en décomposant Y7 = Y’ U (Y] UY]). En particulier, les espaces H}(Y] UYy),,
H0(Y{ UYY)), et H2(O(Y{ UY3)), interviendront. Remarquons ici que 9(Y] UYy) est
formé de e; +e5 anneaux, mais T’ permute cycliquement d’une part les e; anneaux formant
le bord de Y/ et d’autre part les e, anneaux formant 9Y, puisque ¢* # 1 et ¢** # 1, on
a en particulier :
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Lemme 7.1.4. H} (Y] UY}), = H:{(Y!), ® H:(Y3),, et les espaces HX(O(Y{ UYY)), et
H2(0(Y{ UY3)), sont de dimension nulle.

On peut passer maintenant a la démonstration de la proposition [7.1.3]:

Démonstration de la proposition[7.1.5 : Comme Y; correspond a Y privé de pged(k; +

ks, d) disques, et que Y est connexe, Y7 est également connexe. On a alors, en notant
Y” =Y\ (Y] UY)), la suite de Mayer-Vietoris suivante :

H(Y")g & Ho (Y UY5)g —= H (Y1) —= HZ(O(Y/ U YS))g —= HI(Y")q & HZ(Y/ UY3),

| |

H (0(Y{ UY3))q 0

|

0

Par le lemme précédent, la suite exacte écrite ci-dessus nous donne finalement un
isomorphisme :

Hcl(Yl>q = H&(Y”)q D Hcl(Yl/)q S5 Hcl(YQ/)q-

En considérant maintenant la suite de Mayer-Vietoris sur la surface X; = X" U (X] U X)),
on a:

s = Ho(0(X] U X3))g = He(X")g = He(Xh)g = HA(O(X]UX]))g — -+

~HL(O(Y{UYS))g={0} ~H2((Y{UY]))g={0}

qui nous donne immédiatement : H}(X;), ~ H}(X"),. On a finalement montré la propo-
sition [(.1.3l N

Passons a la construction d’un générateur de H!(X;), en nous intéressant a la construc-
tion d’un générateur de H(Y"), C H:(Y1),.

La forme d’intersection sur H'(Y'), est notée ici (; )y et celle sur H'(X), est notée
(; ). Rappelons ici le théoréme de McMullen, adapté & nos notations :

Théoreme de McMullen : Hl(f/)q est engendré par la famille :

L= (gi,j 1€ {1,...,n},j S {1,,]@})

ou les g; j vérifient :
— gi; engendre Uespace H:(Y; ), (de dimension 1) ot Y;; est la pré-image de D,
disque contenant b; j, b; j+1 st J # ki, et bjy,,bir11 sinon
— {953 9i5)y = 21m(q)
— (9145 gigr1)y =1 =7q) st j # ki et (gin;; Giv11)y =11 —7q)
— {93 9ij—1)y = —u(1 —q) sij # 1 et (gi1; Gi—1kirr )y = —0(1 —q)
— (9ij, Gum)y = 0 dans les cas o : j # k; et (I,m) # (4,5 — 1), (4,7), (i,5 + 1) ou si

On montre ici le résultat principal suivant :
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Proposition 7.1.5. H}(X}), est engendré par une 1-forme g, a support dans X", obte-
nue a partir d’une 1-forme wy a support dans Y" qui satisfait [’équation ci-dessous dans
H (Y1),

1
91,1 + T g P

Jj=1

qul —Jj

Pour montrer ce résultat, nous utilisons la décomposition de H}(Y}), en somme directe
donnée par la proposition [7.1.3] Nous avons pour cela besoin de trouver des générateurs
de cet espace, qui ne seront pas les mémes suivant que ¢*17%2 £ 1 ou ¢* %2 = 1. Ainsi, on
traite séparément ces deux cas.

Si ¢"1t%2 £ 1, on a d’aprés la proposition [2.2.9, H}(Y), ~ H'(Y),. Alors une famille
génératrice de H!(Y}), sera donnée par la famille génératrice de H'(Y),

Ly := (91,17 e 91k, 92,15 - - - ’92’k271)'

Le cas ¢"'*t*2 =1 est a priori plus compliqué, on le traitera dans un second temps.

Le cas ¢tk £1

Si gF1**2 =£ 1, la dimension de Hl(}})q est k; + ko — 1 et la famille L; est donc une
base de H(Y), ~ H}(Y1),.
On a également, d’aprés[6.2.2]:

Lemme 7.1.6. La famille L} := (g1.1,- -, g1,k,-1), respectivement Ly = (g1, - -, G2,ks—1),
est une base de H}(YY),, respectivement de H!(Y3),.

Démonstration de la proposition[7.1.5 dans le cas ou ¢ #1:
Commencons par remarquer que ’élément g; 5, est un générateur dans L; qui n’est pas
dans H}(Y]),® H(Y3),. On utilise la somme directe de la proposition pour exprimer
g1k, comme une combinaison linéaire des éléments des familles L] et L} et d’'un élément
wy dans H}(Y"), ~ H}(X1), 1l existe des complexes A1, ... A\ —1 et g, ..., fig,—1 tels
que :

k1—1 ko—1

Ik = Z Ajgr; + Z Hjge,; + w1
=1 =1

ot wy € HXY"),.

On peut expliciter par le calcul les nombres complexes A; et ;. Rappelons que si
¢t £ 1, HY(Yy), ~ H'(Y), est muni de la forme hermitienne non-dégénérée, la décom-
position dans est orthogonale. Utilisons la forme d’intersection pour trouver les \;
et les p1;. Rappelons que w; est dans H}(Y"), qui est Porthogonal de H} (YY), & HX(Y3),
dans Hl(?’)q, et donc (wy, i)y = 0si (¢,7) # (1, k1), ce qui nous donne les équations
(7.1.2) et (7.1.3]) ci-dessous. Dans ces calculs, on note A = (1 — q).

Explicitation des \;.
Remarquons que si k; = 1, la premiere somme est vide et il n’y a pas de A; a trouver.

Sik; =2,ona <g1 klagl 1>y = —2(1 Q) d’aprés McMullen, et <91 k15 91, 1>y = >\1<91 1;91 1> =

iM(q— q) Comme ¢** # 1, on doit ici avoir ¢ # —1 et donc A\, = —;—Z —q

1 q
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Si ki1 > 2, on résout le systéme suivant :

(G1k0s G1.1)3 = M2Im(q) + XA =0
<gl,k17g1,j>y - )\jflA + /\JQITTL(Q) + )\jJrlA = O \V/j € {2, ey kl — 2} (712)

<g1,k1791,k1—1>y = Agy—2A + Xg,—12Im(q) = A

Comme ¢ est supposé différent de 1, on a A # 0 et Ay = —)\121%@ = (1 4+ ).
Plus géneralement on peut montrer par récurrence que pour tout j € {1,...,k — 1},
N=>7"0 ' Z'\1. La derniére ligne du systéme nous donne en plus :

k1—3 k1—2

M2 A M 12Im(q) = A= (1(1=9) 3T +@—q) }_7)h = —l—q)

= (@ =g =—(1—q)
__1_6__k1711_q
o 1_61431 q 1_qk1'

et ainsi : \; (Z] 1_1))\1 = (T%j) X (— 1—21) = —1:?;1j = —¢" 911 ql pour tout
J € {1,..., 1}

Ezplicitation des p;

Remarquons que si ky = 1, il n’y a pas de p; a trouver.

Si ky = 2, 'hypothése ¢*2 # 1 nous garantlt que 2Im(q) # 0 et donc (g1 4, g21)y =
112Im(q) = A nous donne iy = 57— —5%.

2Im(q) — 1 a2
Si ko > 2, on résout le systéme suivant :

(91015 92,1)y = 12Im(q) + ,UQZ =A
(91005 G2.)5 = Hj1 A+ p;2Im(q) + pj 1 A=0  Vie{2,... k —2} (7.1.3)
<gl,k17g2,k271>{/ = fpy—2A + ,Uk2712jm<Q) =0

ST 2Im
La derniere ligne nous donne iy, 2 = —fig, -1 (q

et donc pg,—2 = (14 q)pig,—1. On peut
montrer avec une récurrence que f; = fial / ¢' i, —1 pour tout j € {1,...,ky — 1}. La

premiére ligne du systéme nous donne de plus :

_ B 1—g¢
(Q—Q)ul—(l—qmzzl—q:ukg_lz—l_q,@.
‘ i 1 s
Alors pour tout j € {17 T k2 1} Hi = ;QOl 7 ql:ukz 1= —= 1q—2q : 117qu = _11:1(;2]
On a ainsi : wy = Z?:Olqkl —J 1= kl 9173 + Zk2 ! —1 i 127g2,j + gi ;- De plus, comme
g~ kl} Z 1 = 1, on a bien trouvé un élément w; € Hcl(Y’)q donné par :
ko —1 o
J 1— q 2—)
k
Zq 1 J g1,] + Z 1——qk292’j’
j=1

Il est clair que w; est non nul sinon g¢; &, s’exprimerait comme une combinaison linéaire
des éléments de L) et Lf et la famille L, serait alors liée ce qui contredit le fait que
Ly soit une base. On associe alors w; a un élément ¢g; dans H;(X;), via I'isomorphisme
H}Y"), ~ H(X"), ~ H}(X1),. Puisque w; # 0, g1 # 0, donc est un générateur de
l'espace H}(X1), qui est de dimension 1. O
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Remarque 7.1.7. L’isomorphisme H}(X1), ~ H:(X"), ~ H:(Y"), nous permet de dire
que l’élément g1 admet un représentant a support compact dans X", et la classe de cet
élément est wy dans HX(X"), ~ HX(Y"),.

Nous utiliserons cette remarque par la suite pour calculer la forme d’intersection sur
H'(X),.

Lorsque ¢* %2 = 1, nous n’avons plus I'isomorphisme entre H}(Y;), et H'(Y'),. Il nous
faut trouver une autre méthode pour trouver un générateur de H; (X1),.

Le cas ¢mtk =1

Supposons maintenant que ¢***2 = 1. Nous ne pouvons plus utiliser directement les
générateurs de H'(Y'),. D’apres la suite exacte on a la suite exacte courte suivante :

0— HNOY,), = H{(Y1), = HY(Y), — 0.

D’apres le théoréme on sait trouver un générateur n de H}(9Y;), dont 'image
est non nulle dans H}(Y}),. On a également, d’aprés la proposition [7.1.1] H}(0X;), ~
H}(X1),. Le générateur de H!(9Y;), ~ H!(0X;), nous donnera donc un générateur de
H}(X1), que lon sait interpréter dans H(Y7),.

Démonstration de la proposition|7.1.5 dans le cas ¢*1tF2 =1 :

Le générateur n de H_(0Y1), construit dans le théoréme [3.0.3|s’interpréte comme un
élément non nul dans H}(Y;), d’aprés la suite exacte courte précédente. On a vu dans le
théoréme que 71 # 0 peut s’exprimer comme une combinaison linéaire des éléments
de L) et L. En reprenant la formule obtenue dans le théoréme et en l'adaptant a
nos notations, on obtient pour 7 ’expression suivante :

k1 7 —1 kol —ki+j
77 - Z gl,j + Z 92,]
j=1
Il suffit donc de modifier cette expression pour faire apparaitre celle attendue dans le
k1—1 k1—1
théoréme. On pose w = f_lqkln avec f_lqkl = ,kl - # 0, donc w # 0. Comme ¢* %> =1,
on a ¢" = ¢*2, alors :
k1 7 -1 ko=l —kitj
w= Z —k1 o gl:] + Z g27]
]:1
_kl qj—]_ ko— lquJ—l
- Z g R (1—gh) (] = gy I T Z ks — 1 J2i
7j=1
k1 ko—1
= Z q" 1 — gl ky T Z ng
j=1
k1 - ka—1
1 — ¢’ 1—¢*
— k1—j
_;q1 g 91k1+z—qk2 92,j

Comme H}(9Y1), s'injecte dans H}(Y7),, on note w; I'élément w vu dans H}(Y7),, qui
vérifie donc la relation annoncée dans la proposition [7.1.5] On peut alors associer w; & un
élément gy € H!(X), via isomorphisme H!(Y"), ~ H}(X'), ~ H}(X}),, et comme w;
est non nul, ¢g; est non nul également et engendre H2(X7),. O
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Finalement, tous les cas sont traités et la proposition est démontrée.
Dans le cas ot n est quelconque, nous nous rapporterons, pour tout ¢ € {1,...,n}, au
cas n = 2 pour trouver un générateur g; de H, 01 (X;)q- Nous montrerons que les gy, ..., gn

ainsi obtenus engendrent A 1(X )4 et nous calculerons les valeurs de la forme d’intersection
sur cette famille génératrice.

7.2 Détermination d’une famille génératrice de H'(X),
et calcul de la forme d’intersection sur cette famille

7.2.1 La famille (g, ...,g,) génératrice de H'(X),

On suppose ici que n > 0 est quelconque. Pour tout ¢ € {1,...,n}, on commence par
déterminer, a 'aide du cas n = 2, un générateur g; de H}(X;),.

Proposition 7.2.1. Pour tout i € {1,...,n}, l’élément

k; ; kip1—1 Eivq—i
P 1 — g™
Wi = qul ’ =gk 9ii T Z i1 € H.(Yi),
- J— q i - 1 J— q i+1
7j=1 7j=1
donne un générateur g; de H}(X;),.
Démonstration : Soit i € {1,...,n}. On construit les surfaces X; et ), obtenues res-

pectivement & partir des courbes algébriques suivantes :
yd = (v — bz’)ki (z — bz’+1)k”1 ; yd = (z —b;5) X H(ZU — bit15)-

On note A}, respectivement );, la pré-image dans 2&, respectivement dans Y; de D;.
D’aprés le lemme[6.1.2] on sait que H} (X;), = HX(X;), et HX(Y;)q = H}(Y;),- De plus,
les générateurs de McMullen sur H 1(:)>i)q obtenus via le théoréme , a l'exception du
dernier générateur dont on peut se passer d’apres la remarque 2.2.12] coincident avec les
Gils s Jikis Git1,1s -+ > Jit 1 kipy —1 dans HI(Y)q-
On applique la proposition [7.1.5] On a donc un élément w; € Hy (Y\(Y/ UY/,,)), C
HX(Y;), ~ HL(Y:), donné par la combinaison linéaire :

k; ; kit1—1 [
1= 1 —gh=
R ki—j L. . .
e Zq =g T Z 1 — ghin L
Jj=1 j=1
et donne un élément g; générateur de H}(X;), ~ HX(X;),. O
On a donc trouvé pour tout i € {1,...,n}, un générateur g; de H!(X;),. Par abus

de notation, on note de nouveau g; le générateur de H!(X;), vu dans H'(X), via le
morphisme naturel H!(X;), — H'(X),. On veut maintenant montrer que ces générateurs
(g1, 9n) forment une famille génératrice de H'(X),. Par abus de notation, on note
également w; l'élément w; € HX(Y;\(Y UY/,,)), vu dans H}(Y"'), via le morphisme
A U YY)y — (),
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Proposition 7.2.2. La famille (g1,...,9,) engendre H'(X ) Si de plus n # 2, celte
famille vérifie la relation Y1 gi =0 € HY(X),, et on a pour tout i,5 € {1,...,n} :

(9i595) = (wi; wy)y.

Démonstration : Le casn = 2 et g™ = 1 est a exclure pulsque on a alors H(X ) {0},
ce qui ne représente aucun intérét pour nous. Sin = 2 et g™ # 1, on a vu que g; engendre
HY (X)), ~ H'(X),.

Supposons maintenant que n # 2. On a vu précédemment dans la décomposition
en somme directe orthogonale :

H'(Y), = HX(Y"), & (&1 HA(Y]),).

On peut alors considérer la projection orthogonale pry : H'(Y), — H(Y"),. Regardons
Pimage pry (g; ;) pour tout générateur g; ; de H(Y),.

Pour tout ¢ € {1,...,n}, et pour tout j € {1,...,k; — 1}, on sait que g;; est dans
H}(Y/), donc pry(g;;) = 0. Pour tout ¢ € {1,...,n}, on considére I'élément g, ,. Par
définition de w;, on a pry-(g; x,) = Pry (wz) Or w; est a support compact dans Y3\ (Y/UY/,,),
cest-a-dire w; € HX (Y \(Y/ UY/,)), C (&% H (Y!),)" ~ HX(Y"),. Donc la projection
de gix, sur HX(Y"), correspond a w;. Alors la projection orthogonale pry : H 1(17)(] —
HX(Y"),, est définie sur les g, ; par :

WN%QZ{MZ = (7.2.1)
0 sinon

De plus, puisque HX(Y"), ~ H}(X'), ~ Hl(X)q, avec l'identification w; +— ¢;, on a

finalement un morphisme surjectif :

be( : HI(Y)q — Hl(X)q
gi sij=k;
9ij = .
0 sinon

La projection orthogonale de la famille génératrice de H'(Y), sur H!(Y”), identifié
a H'(X),, donne une famille génératrice de H'(X),. Ainsi la famille génératrice L =
(91, 1o Gn k) de Hl(?) s’envoie par ¢¢ sur la famille (g1, ..., ¢g,), qui engendre alors
HY (X ) Comme ), Zj 1 9i; = 0 d’apres les résultats de McMullen, en projetant cette
relation sur H'(X),, on obtient : 327 g; = 0.

Il reste a voir que pour tout ¢,5 € {1,...,n}, (¢;,9;) = (w;;w;)y. Solent i,j €
{1,...,n}. On sait que g; admet un représentant a support dans Z; := X;\(X; U X/, ;) ~
Y\(Y’ UY/,,) dont la classe dans H}(Z;), est w;. De méme g;, admet un représentant a
support dans Z; := X;\(X; U X}, ) >~ Y;\(Y/UY],,) dont la classe dans H}(Z;), est w;.
On a alors :

(4 _
(9:95) = 5 [ 9 N gj
X
7 / AT
= = w; w;
2 ZiUZj !

? __
25 Aw,-/\wj

<w2, w])

99



]

Remarque 7.2.3. Avec les notations précédentes, il vient immédiatement qui si |[i—j| > 1,
alors Z; N Z; =0 et (wi; wi)y = (953 95)5 = 0.

On a donc trouvé une famille génératrice de H 1(X )g, composée des éléments g; engen-
drant respectivement H!(X;),. Il nous reste encore a calculer la forme d’intersection sur
la famille génératrice de H'(X), pour finir la démonstration du théoréme .

7.2.2 Calcul de la forme d’intersection sur la famille génératrice

L0
de H (X),
On passe aux calculs de la forme d’intersection (gi; gi), (9i; gi+1) et (gi+1, g;) en utilisant
la forme d’intersection de H'(Y), sur les wy, ..., w,.

Proposition 7.2.4. Pour touti,j € {1,...,n} on a :

LN I—ghi=l  1—gFi+17l\  G(1-g)?(1—g" Thit1)
— {g9i39;) = (1 — q)(l +q— q i 1:1qki+l ) T (=R (1—gFi1)
- <9¢; gi+1> = —Z—f(l kg)
—q +1
Kim(1_)2
— (giigi1) = TR

— (g9i;9;) =0 si |i — j] > 1.
Démonstration : L’expression de w; est donnée dans la proposition et donne en
sortant g;;, de la somme :

; kip1—1 P
1—¢ 1 — ghinii
i ] - - . . .
Z q k 9ij — Z 1-— qki+1 Gi+1,5 + Wi
j=1
Notons \;; := ¢" 7 =% 1 q tout j € {1,. ;— 1} ety = 1gh tout
= g~ pour tout j et pij = Tl r pour tou
jge{l,... ki —1} de sorte que :
k‘ifl ki+1_1
- Z AijGij — Z Wi jGi+1,5 + Wi
=1 j=1
Calcul de (w;; w;)y. Rappelons que w; est orthogonal aux g; ; pour j € {1,. — 1}
et aux g;11; pour j € {1,... kiy1 — 1}. De méme, les g;; et les giy1, sont a support

disjoints et donc orthogonaux pour (j,l) # (ki,1). Notons également \; o = p;0 = 0 et
Nik; = Mk, = 0. Alors :

kit1—1 kip1—1
<gz ks i, k Z Ai i,j9i,5 — Z M4 59i4-1,5 + Wi — Z Ai i,79i,5 — Z Hi 59i4-1,5 + wi>ff
7j=1
1k —1 1+1 1 k
- Z Z/\z])\zl gz]7gzl + Z Zuz],uzl gz+1]7gzl> + <wzuwz>
7j=1 I=1 j=1 I=1
ki—1
= Z Aij(Nij—1 A+ Xi;2Im(q) + Aij1A)
j=1
ki+1—1
+ Z pi g (Hij—1 A + Hij2Im(q) + i 51 A) + (wi, i)y
j=1
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On commence par calculer la premiére somme. Pour un j donné, on note ici : a; ; 1=
Xij1 A+ Xi;2Im(q) + Nij1A. On aalors, si j # 1,k — 1, a;; = 0.
Sij =1, le terme \;o = 0 et on trouve a;; = 0. Si j = k; — 1, le terme \; 5, = 0 et on
trouve a;y, = zﬁ(l — q). Alors la premiére somme dans U'expression de (g;; g;) vaut :

kit (L-qg)(t—g"")

_ o )
Z)\JQZJ:Z?X(](l_Q):Z 1 — g

On peut de la méme fagon calculer :

kip1—1 kip1—1
T — (1-¢)(1 g
> s (A + g2 lm(g) + g A) =1 1 — g :
j=1

Comme (g k;, 9ik: )y = 2Im(q) = (@ — q) = 1q(1 — q¢)(1 + ¢), on trouve ici

1_ ki1 1— ki+1_1 1_ ki+1_1 1_ ]C7;+1—1
<wi;wi>f/=%(1—Q)(6(1+q)— 1_qqki LAz )+ 1_qqk,~+1 )+ (1—4q )>
1 - g T g

(1 —¢")(1 —gh+)
q(1 — q)*(1 — g"rhe)
(1= ¢")(1 = gh+)
l—gq
=—1(l—-¢q)(1—7q
( )( )(l—qki)(l—qkiH)

Remarquons que comme q # 1, on a (g;; g;) # 0 si et seulement si grithiv £ 1.

ki+kit1

Calcul de (w;; wit1)y : On utilise ici 'expression de g;r, et de giy14,,, comme com-
binaison linéaire des g¢; j, gi+1,; et w;, respectivement des g;i11, git2,; et w;y1. Comme la
forme d’intersection entre les g; ; et g;12; est nulle, on a :

kit1—1 kipt1—1

0= (Giki Gisrhipn)y = ( D 11_ ! :;J%H,J, Z gri+ii _gil Giv1j) g+ (Wi wig) g
=1
Alors : ]
(Wi wiy1)y = _(k’il 11__qq:;]91+1,], ”leq Fitd J — ,3; Jit1)y
j=1
S e R LRV EL g
- Hzl:Q _ - ;C] T_];km) (@71 -7 - 1)

+g" J(l ~P)G@—q)+ 77T 17T (1 7))

a- qki(i)_(f)_ 7o) @1 -7"" )¢ -1)+q01 -7 (@ -09)

(1-q)(1-7)(1 —7"+)
(=) —7)
a-g¢? _ (1-¢)(1-7)
1 — qk'i+1 1 — qki+1
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Calcul de (w;t1;w;)y 1 On a:

(Wig1; wz‘)fz = (w;; wz’+1>fv

(-9 -7 ¢ (1-g)?
= 1— qk;ﬁ_l - 1— qk‘i+1 .
L]
Remarque 7.2.5. Les éléments g1, . . ., g, sont non nuls vus dans Hl(X)q puisque (g;, giv1) =
z—(l_lq_)éif) avec I’hypothese qFi # 1.

Finalement, en explicitant la valeur de la forme d’intersection entre deux éléments
de la famille génératrice, nous avons complété la démonstration du théoréme an-
noncé au début du chapitre. Nous avons donc trouvé une famille génératrice (g1, ..., 9n)
de H'(X), ot les g; engendrent respectivement les H!(X;), et sur la quelle la forme d’in-
tersection est connue. On peut & présent expliciter I’action du groupe de tresses pures sur
ces générateurs. Dans le chapitre suivant, on s’intéresse a I'action des tresses 72

< sur la
famille génératrice (g1,...,Gn)-
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Chapitre 8

Action des 72-2 sur H1(X )q

On suppose ici ¢ # 1 pour tout i € {1,...,n}. On veut expliciter action des 77 sur
HY (X ) On démontrera principalement dans ce chapitre le théoréme suivant :

Théoréme 8.0.1. Soit (g1,...,9,) la famille génératrice de HI(X)q dans le théoréme
7.0.1}, alors pour touti € {1,...,n} :

Ve (D, (@) =o - L CIEEE D g,

De plus, si ¢tit*+1 £ 1, alors 72 agit comme une réflevion complexe :

Vo € Hl(X)q, ;2*(;5) =z — (1 — ghithin) <<$§9i>
9i> Gi

~ %
Si gkithisr =1, alors T2 est unipotent.

On en déduira le théoréme suivant :

2277

Théoréme 8.0.2. Pour tout ¢ = e~ 4 # 1, la représentation p, : PB, — UH"(X),)

est wrréductible.

On reprend les notations utilisées jusqu’a maintenant. Ainsi, les points by, ..., b, sont n
points complexes deux a deux distincts. Pour tout ¢ € {1,...,n}, on considére également
k; points deux & deux distincts b; 1, ..., b;x, dans un disque ouvert D}, voisinage de b;. La
surface Y est obtenue & partir de la courbe algébrique :

n k;

H:r—bﬂ

i=1 j=1

Cette surface reléve du cadre de I'article de McMullen et d’aprés le lemme [6.3.2] et le co-
rollaire|6.3.2, puisque pour tout i € {1,...,n}, ¢* # 1, on a la somme directe orthogonale
suivante :

H' (YY), = H;(Y'), @ (@i Ho(Y),)
ou Y/ est la pré-image dans Y de D, Y’ = Y\ (U, Y?) et H'(Y"), ~ H'(X),.
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8.1 Utilisation du cablage pour étudier 'action d’une
tresse de PB, sur H'(X),

L’objectif de cette partie est de définir ce qu’est le cablage d’une tresse de PB,,. Cet
outil nous permet d’associer a toute tresse 7 € PB,, des tresses de By,, appelées cablages
de 7. On veut montrer que l'action d'une tresse 7 € PB, sur H'(X), est induite par
’action de son cablage sur H 1()A/)q. En particulier, on déterminera une formule donnant
I'action de 7 sur les gy, .. ., g, en fonction de 'action de son cablage sur les g ,, - .., Gn .-
Commencons par définir ce qu’est le cablage.

8.1.1 Le cablage d’une tresse de PB,

Dans cette partie nous présentons la notion de cablage, et comment celle-ci nous
permettra d’interpréter une tresse de PB,, comme une tresse de By, ot kg = Y ., k;.

Soit 7 € PB,, on peut voir cette tresse comme la donnée de n chemins ~,..., 7,
conformément a la définition de la partie 2, Pour tout ¢ € {1,...,n}, on a donc un
chemin ~; : b; ~» b;. L’idée du cablage consiste a séparer le brin ~; partant de b;, en k;
brins 7, j, pour j € {1,...,k;}, d’origines respectives b; ;, qui ne se croisent pas entre eux
et se terminent respectivement en b; ;. La tresse cablée, restreinte a chacun des disques
D., correspond a la tresse Id. Par exemple, sur le dessin suivant, pour (n,ky, ko, k3) =
(3,2,4,1) la tresse pure de PBj représentée ici peut se cabler pour obtenir une tresse de
B7.

?b(l ;2 by b, )(b% bz;fl)?%z )?%bm b,
5 1))
X L

FIGURE 8.1 — Cablage d’une tresse dans le casn =3, ky =2, ko =4 et ks =1

Le cablage nous permet donc d’associer de fagon unique une tresse de PB,, & une tresse
de PBy, C By,, dont 'action sur H(Y'), est connue d’aprés McMullen. Cette association
est en fait un morphisme de groupe. On a immédiatement :

Lemme 8.1.1. Pour une tresse 7 € PB, et T son cdblage dans By,, T préserve les
sous-surfaces Y;.

Démonstration : En effet, par définition la tresse T laisse stables les disques D, et
son relevé dans Y préserve donc Y. O

Pour la partie suivante, nous expliquons comment le cablage permet d’exprimer ’action
d’une tresse 7 € PB,, sur H'(X), a I'aide de I'action sur H'(Y), de son cablage.

8.1.2 Le cablage et ’action d’une tresse de PB, sur H!(X),

Rappelons que d’aprés McMullen, nous avons une premiére représentation py : By, —
U(HY(Y),), et d’aprés notre théoréme nous avons également une représentation
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py - PB, — U(H'(X),). On veut ici montrer que I'action de 7 sur H'(X), est induite
par celle de son cablage sur H}(Y”),.

Pour cela revenons sur les notations introduites au chapitre . Pour 8 € @\(U};ng),
Bo € 7; (B) et B € 77;1(5), rappelons qu’on note 7 le relevé d'une tresse 7 € PB,, dans

X fixant By, et T le relevé dune tresse T € By, dans Y fixant By- Rappelons que X’ et
Y’ sont deux revétements isomorphes au dessus de C\ (U™, D}), et on note ¢ : X’ — Y’
I'identification entre ces deux surfaces tel que : 7y 0 ¢ = 7 et ¢(fy) = B). Alors on
montre que :

Lemme 8.1.2. Pour toute tresse T € PB,, la restriction de 7 a X' correspond a la
restriction du relevé de son cdblage T a'Y' via :

po(Fix)op™ =T .

Démonstration : Soit 7 € PB, et T € By, son cablage. On sait qu'on dispose d’un
isomorphisme B,, ~ Mod(D,n) ou D C C est un disque topologique contenant les n
points marqués de B = {by,...,b,}. De méme, By, ~ Mod(D, kg), puisque D contient
également les ko points de B’ = {by1,...,bux, }-

Fixons [h] € Mod(D, ky), I’élément associ¢ a T € By,. Rappelons que T est obtenue
par la restriction F' |piy[o1 oit F' est une homotopie F' : D x [0,1] — D qui vérifie
F(-,0) =1dp et F(-,1) = h, pour h un représentant de [h].

Remarquons que les points b;1,...,b; 1, étant k; points deux a deux distincts dans
un voisinage de b;, on peut choisir b;; = b; pour tout i € {1,...,n}. Alors, h est un
homéomorphisme de D qui préserve 'ensemble B’, et en particulier I'ensemble B C B’,
et qui coincide avec Id sur de bord dD. Alors [h] € Mod(D,n) ~ B,. On a ainsi une
correspondance unique entre [h] et une tresse de B,. Or, I’ |p«[o,1) nous donne exactement
la tresse 7, donc 7 et 7 sont obtenues & partir d’un méme homéomorphisme de D, leurs
relevés 7 et T sont donc les mémes sur X' ~ Y”.

Par abus de notations, on écrit 7 e\, D) = T e\, D) Alors :

WYogoo(% ‘X/)ogp_l :71'5(0(7: |X/)o<p_1

= (T e\, op) 0 Tx 09

=T e\, © Ty

Donc ¢ o (7 |x/) o ™t releve T sur Y. De plus, g o (7 |x/) o o 1 (B)) = ¢ o (T 1x)(Bo) =
¢(Bo) = f). Par unicité du relevé de T fixant 3y, on a bien : ¢ o (7 x/)op ' =T yr. O

L’idée pour voir que 'action du cablage d'une tresse induit celle de la tresse elle-
méme, est la suivante : par définition de p, et de py, l'action de 7 € PB,, et celle de son
cablage T € By, sont les mémes sur H(Y"), ~ H(X'), ~ H'(X),. Comme Paction de
7 sur H'(X), est donnée par son action sur H!(X"),, qui est la méme que celle de T sur
HX(Y"),, l'action de T sur H!(Y"), induit donc celle de 7 sur H'(X),. On explicite le lien
entre ces deux actions, en montrant qu’elle induisent toutes les deux des représentations a
image dans U(H}(Y”),), pour lesquelles les actions d’une tresse de PB,, et de son cablage
dans By, sont les mémes.

Rappelons que H 1(17)q est engendré par la famille (g11,. .., gn,) définie comme dans

la proposition [2.2.11} et d’apres [7.2.1} chaque g;x, s’exprime comme une combinaison
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linéaire d’éléments dans @  H!(Y/), et d’un élément w; admettant un support dans Y.
Comme H'(Y), = H:(Y"), ® (&, H!(Y/),) est une somme directe orthogonale, on peut
donc considérer la projection orthogonale pry. de H'(Y), sur H!(Y"),, définie sur la famille
génératrice de H'(Y)q par :

pry-(gi) = {

ot w; € H(Y"), est défini comme dans la proposition [7.2.1] Alors H!(Y”), est engendré
par (wi,...,w,). L’isomorphisme ¢ : X’ — Y’ nous donne également l'identification
©* : H(Y"), —» HNX'), ~ HY(X), donnée par ¢*(w;) = g; pour tout i € {1,...,n}.
Alors la représentation p, nous donne une nouvelle représentation p, dont I'image est dans

U(H(Y"),), définie par :

0 sinon

pg: PBn — U(Hcl(yl)q)
T = () o (pg(T) 0

Alors on peut montrer que :

Lemme 8.1.3. L’ensemble I' des tresses de By, qui préserve chacun des D, pour i €
{1,...,n}, est un sous-groupe de By,. De plus, pour toute tresse T € T', T* préserve
HX(Y"),, et pour touti € {1,...,n}, on a :

T* [H (Y )q (wz) = Ppry © T(gl,k’b)

Démonstration : Il est clair que I' forme un sous-groupe de By,. De plus, pour toute
tresse T € T, et pour tout i € {1,...,n}, comme T (D) C D, alors T préserve Y/,
donc T* préserve H(Y/ )g, €t plus généralement T* préserve @, HX(Y/ )g- Or on a la
décomposition en somme directe orthogonale : H'(Y), = HX(Y"), @ (@r, H:(Y/),).
Alors pour tout 3y € HX(Y"), et pour tout y € &, HX(Y/), :

0= (y.y) = (T, T"W)).

Comme T*(y) € @&, H}(Y/),, on doit avoir T*(y) € H:(Y"),. Donc T* préserve HX(Y'),.
Alors pour tout n =o' +y € H(Y),, avec y € HX(Y"), et y € & H}(Y/),, on a :

pry(T () =prp(T* (W) + T'(y) )=T'W)=T" opyn).
——

€o He (Y )q

Ainsi, pour tout 7 € {1,...,n} :

T movn, (wi) = T o pry(gin,) = pry 0 T (gik,)-
0

Alors la représentation py donne une nouvelle représentation py : I' — U(HX(Y),),
définie par :

VI el Vie{l,....n}, py(T)(wi) = pry o py(T) (i)

On a alors :
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Théoréme 8.1.4. L’action d’une tresse T € PB,, sur Hl(X)q est induite par celle de son
cablage T € By, sur HX(Y"),, ce lien est rendu explicite par la formule suivante :

Vie {17"'7n}7 7:(91') = (gp*opr};) OT*(gi,ki)'

Démonstration : Pour 7 € PB,, et T € By, son cablage, il est évident que 7 € I
D’apres le lemme|8.1.2ona : 7 |x» = o to(T ly’) © . Par le lemme , on a donc pour
tout i € {1,...,n}:

Fg) = ¢ o (T 1man,) o (@) (9:) = " o T v, (wi) = (¢ 0 pry) o T (gin,)-
0

~ A

Remarque 8.1.5. La composition ¢* o pry. correspond en fait au morphisme surjectif
b5 H(Y), » H(X), introduit dans

1|, défini sur les g; ; par :

: 1=k

osta) = {2
Finalement, pour calculer explicitement 1’action d’une tresse 7 € PB,, sur I'un des
générateurs g; de H 1()A( )q» on considérera le cablage T € By, de 7, il nous suffira alors de
projeter I'image de T*(gix,) sur HY(Y"), puis de l'identifier via (¢™)* en un élément de
H 1(X )q- Utilisons cette méthode pour expliciter 'action des 77 sur la famille génératrice

{g1,.-.,gn} de H 1(5( )q- On commence donc par déterminer le cablage d'une telle tresse.

8.2 Action des 77 sur Hl(f()q

On utilise ici le cablage pour déterminer 'action des 77 sur la famille génératrice
(91,---,9n) de H l(f( )q- Pour cela, nous explicitons dans un premier temps l'expression
du cablage de 77. Puis nous calculons 77 sur les générateurs, et enfin nous généralisons les
calculs pour obtenir une formule donnant l'action de chaque 77 sur H 1(X )g- On pourra
en déduire que les 72 sont soit des réflexions complexes d’ordre fini, soit unipotent.

8.2.1 Le cablage associée a un 7;

On note oy,...,0%—1 les demi-twists générateurs de By, de sorte que I’élément o;
échange le j-ieme et le (j + 1)-iéme brins. Soit ¢ € {1,...,n}. Il s’agit dans cette partie
d’observer le dessin de la tresse 7T;, cablage de 72, pour déterminer ’écriture de cette tresse
comme un mot en les ;.

Théoréme 8.2.1. Le ciblage 77 € PB,, correspond a un élément T; € By, ot T; est donné
par :

Ti :(023:1 ki O k‘j+1)<02§:1 ki1 O] kﬁ?) o (UZ§:1 kjthisi—1 " O kj+ki+1)

(O.Z;;ll hy ki O-Z;:l kj+ki+1_1) . (UZ;;% k2 0‘2;:1 kj_i_l)(O'Z;;ll kj+1°""" 0'2;:1 k]-).
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Démonstration : Pour rendre cette démonstration plus lisible, nous ne traiterons que le
cas i = 1, le cAblage d’un 77 dans le cas i quelconque se fera de la méme fagon. Considérons
donc la tresse 72. Ici la formule attendue est la suivante :

’7-1 pr— (O’kl .. .0'1)(0'k1+1 DY 0'2) o« .. (O-kg—‘rkl—l .. .O-kg)
(sz'”O—k2+k1*1)'”(02"'0k1+1)(0—1”'0—k1>‘

I1 suffit d’organiser le dessin de 77 a ’aide des relations de tresses :

bl,l bl,kl b2,1 bZ,/;Z

FIGURE 8.2 — Cablage standard de la tresse 77

On organise les croisements de sorte que le brin issu de by; croise dans un premier

temps tous les brins issus de by 1, ..., by i, . Cela correspond a la tresse concaténée oy - - - oy, .
Puis on réalise le méme travail avec le brin issu de by 5. La encore, il va croiser les k;
brins initialement issus de by 1,...,b1%,. C'est la tresse concaténée oy - - - op, 11.

Ainsi de suite, on fait obtient une famille de ks tresses concaténation de k; demi-twist
d’ordre successif. c’est-a-dire qu’on obtient la premiére partie de I'expression de 7 :

(ks *** Ohigthy—1) -+ (027 - Oy ) (01 -+ - Ogy).
On fait de méme pour déterminer le reste de I'expression de 7. n

On pourrait aussi déterminer un cablage de tous les générateurs «;; de PB,. Ce-
pendant, nous allons voir dans le chapitre [9, que pour chaque a; ;, il existe une famille
génératrice de H 1(X )q telle que a; ; se comporte comme 77. Ainsi, en étudiant dans un
premier temps les 72, nous nous épargnerons par la suite de nombreux calculs.

8.2.2 Application au calcul de I’action de 77 sur les générateurs

de H'(X)q
On va ici utiliser les théorémes et pour calculer 77(g;) pour tout i,j €
{1,...,n}. On commence par faire les calculs pour ¢ = 1 et on généralisera les résultats

obtenus.
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Pour travailler plus facilement avec 77, nous allons nommer les parenthéses comme
ci-dessous :

7_]: = (0—k1 ...0’1)...(0'k2+k1_1...O'kQ) (O-kQ ."O-kQ-‘rkl—l)...(O_l...O—k’l)'
(. ~ i 7y ~ ’, N P /,

~
B Bry Qg ai

~ . o — s ) ~ _ .
Alors T; = a; o---oag, Bk, ©-+--0fB; . On a également 3; = 0;" - Op,1i1
—_~— X

et ;" = Op,4i1 -+ 0; . Toujours dans le but de simplifier les notations, on confondra
maintenant la notation d’une tresse avec son action sur H'(Y'),, et on notera donc o

plutot que a;”, 55 plutot que Ef et o} plutot o;".
Pour éviter de manipuler les doubles indices des g; ;, on on va noter :
izt = 9id-

Par exemple g11 = 01, 91,6, = My G2,1 = Mky 41 €bC.

Action sur les 7; des parenthéses 3; et o;
Lemme 8.2.2. Pour touti € {1,...,ky}, on a :
—Vig{i—1,... k+i}, Bi(ny) =
— Bi(ic1) = mica
—Vie{i,... ki+i—2}, 87 (n;) = njn
— B (Mky+iz1) = — 251;2_1 ¢,
— B Oy +a) = Yo P

Démonstration : Rappelons que, d’aprés les formules de McMullen on a :

—qn; sij =1
Nit+1 + qn; sij=1+1
Ni—1 + 1N siy=1—1
7; sinon

or(n;) =

On applique ces résultats pour le calcul de 3 = o -0} ; ;. Clairement, si j ¢ {i —

L,... ki +i}, on a Bf(n;) = n;.
Pour 7;,_1, on a :

Bi(Mi-1) = 07 -+ 0, i1 (Mi-1)
=07 (ni-1)
= Ni—1 + 1.

Pour j € {i,..., ki +i—2},onaj+1 € {i+1,...,k +j—1} et donc o}0;,, apparait
dans Iécriture de §;. Or ojo7,,(n;) = o5 (n; + njp1) = —qn; + i1 + 05 = Nj41- On a
alors :

i (n;) = o7 -~ 050511 ()

~ 051 (Mj4)
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Regardons f; (9k, +i-1)-

B (Mg i1) =

* *

g; " '0k1+i—1(77k1+i—1)

* *

g; " 'Uk1+z‘—2(_q771c1+z‘—1)
*

UZ

* 2
"O'k1+i73(_q77k1+i71 —dq 77k1+ze2)

ki+i—1

== Z ¢,
j=i

Le calcul de BF(nk,+i) est assez similaire et on trouve : 55 (n, 1) = Z i 0

On connait donc I'expression de l'action de chaque 37 sur les ny, ..., Mg 4r,—1. On peut
de la méme fagon étudier l'action de o sur cette méme famille. On trouve :

Lemme 8.2.3. Pour touti € {1,...,k}, on a :
— Vig{i— 1, kit of(ny) =
— aj(nie1) = Z?H{i]l n;
— atlm) = —g Xy
—Vj€ {Z+17-~-7k‘1+l—1}’ a7 (n;) = qnj—1
— G (My+i) = Mhoyti + @y i1+

La démonstration est calculatoire et repose sur les mémes méthodes que celles du
lemme précédent. On ne fera pas ici le détail des calculs.

Action de 3* = 3, --- 3] et de a* = a7 ---aj, sur les n;

Appliquons maintenant ces résultats pour calculer I'action de * := S --- 3] sur
chacun des ny,...,M,,. On a:

Lemme 8.2.4. On a :
LVj el ko =1}, 5°(n;) = njw,
2. B (1) = =" (m 4+ mry) — Z?Zfil qr e In;
3. Vj€{ki+1,... ko =1}, B*(ny) = "y,
4o B (Mky) = My + E?; nj-
Démonstration : Distinguons les quatre cas annoncés dans le lemme :
Pour j e {l,...,ky —1},onaje {l,...,k +1—2} et donc f;(n;) = n;4+1 d’aprés

le premier cas du lemme [8.2.2, On a alors j + 1 € {2,...,k; + 2 — 2} et de méme,
B5(nj+1) = nj+2. Alnsi de suite, on en déduit que : 5*(1;) = 0j+k, -
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Dans le cas de 5*(n,), on a :

k1
=B, Ba(= D _q" T )
j=1

= By, Ba(—=¢"m — Zq’““ K

k1+1

= B, Bi(—=d" (m +m) — qu1+2 J

ki+ko—1

= =" tem) = D R
j=ka+1

Pour j € {k1 +1,... k1 + ko — 1}, on peut écrire j = k; + [ avec [ € {1,... ky — 1}.
Alors pour tout ¢ < [, onai+k; < ki+1=j < ki +ky—1, et donc 5 (Mg, +1) = Myt = 1
Ainsi le premier terme de 5* agissant non trivialement sur 7); est a; on a

B (i) = Br, -+ B (nj)
= Bry B 57 (1)

k1+l
=B, B O )
m=l
k1+1-1
=B B m+ Y T g+ )
m=Il+1
k1+l1 k141
:5;;2...5;”( (i + Misr) + Z gttty Z gy )
m=I[42 m=Il+1

= B, Bra(d™m)
= qkl Nj—ky-

Dans le cas de (1), ona: 3" (nk,) = B, -+ Bi (k) = Br, -+ Ba(m+mk,) = Y52 mi+
O

Nko -
D’une fagon similaire, on obtient 'action de a* = aj - - ay, sur les n; :
Lemme 8.2.5. On a :
1.V ef{l, .. k= 1}, (1) = Ny
2. () = —¢" 355y — Y50 4
8. Vje{ka+1,.. ki +ke— 1}, a* () = 40—k,
4. a*(Ny) = 1m0 + 2?:1 nj-
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Action de i* sur les 7,

On peut & présent déterminer 'action des 77 sur la famille génératrice (gi,. .., gn)-
Rappelons qu’on note pry la projection orthogonale de H'(Y), sur H'(Y"), ~ H(X'),
et que pour toute tresse 7 € PB, et son cablage 7 € By, d’aprés le théoréme [8.1.4]
pour tout @ € {1,...,n}, 7"(g;) = ¢*o prf/(%*(gi,ki)). En calculant 7; sur les Gii ety
appliquant ensuite ¢* o pry., on va montrer :

Théoréme 8.2.6. L’expression de 77 sur les g; est donnée par :

2 k +k1+1

77 (9:) =

)

( 9i

(gH-l) = gi+1 T ¢ ”1(1 qki)gi
2 (gi1) = gi1 + (1— gh)g,

(

7'2 g]) =9j Vi ¢ {i—l,i,i—{—l}

)

l\D

T

.

ﬂ
l\')

Démonstration : On réalise une fois de plus les calculs dans le cas de 71 et on généralise
ces résultats pour trouver les formules pour 7;° ol i € {1,...,n}. Pour cela, on utilise
le théoréme , il suffit de calculer 7N’1* sur les n;, pour j de la forme ) ", k;, puis
de projeter le résultat sur H}(Y”), et enfin d’identifier cette projection a un élément de
H'(X),.

o On & vu que B*(1,) = —g" (i + - + i) — ST ghrkein, alors

T (91m) = a0 57 ()
k1+ko—1

ko
—a* (=" ) = D ¢y
j=1

j=ko+1
ko—1 ki+ko—1
_ k1 k1+k
= —¢"a( gm—qankg 5 ¢,
Jj=ka+1
ko—1 k1—1 k1+ko—1 k1—1
_ k1 k1 ko ko+k1— J k1—j
= —q E Njsk — ¢ (—q E nj — E q )+ E " Myrj)
Jj=1 Jj=1 Jj=k1 j=1
k1—1 k1+ko—1
. k1+ko 7 k1+k2 k1 k1+ka—j
=Y RO =@+ ) (- )nj-
j=1 j=k1+1

Ainsi pry (7*(gis,)) = ¢" 2wy done 72 (g;) = ¢4+ gy,
e De la méme fagon, on peut calculer :

?:1*<g2,k2) =a’o 6*(77k1+k2)

k1—1 k1+ko—1 k1+k2
k1+ko 2k1+ko—j k1+ko— ]
—q > L= mi— > «q i+ q
j=1 j=k1 Jj=k1

Ainsi, pry (,71*(92,162)) = ¢"(1 — ¢")w; + ws et donc 77 (g2) = ¢"(1 — ¢")g1 + go-
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e Regardons T;* (gnk,) = ™ 0 (N, ). On peut calculer que :

_ k1—1 ki1+ko—1
T (Gnka) = Mo + (L= d")mi+ (L= ), + > (1= "),
J=1 j=k1+1

Ainsi pry (T (g,)) = wa + (1 — ¢*)wy et done 77 (g,) = go + (1 — ¢*2)g1.
e Pour i # n,1,2, on peut Verlﬁer par le calcul que la projection de T* (Gik,) sur

H1<X)q, correspond & w; et donc 77 (gl) = g;.
On généralise ces calculs pour tout 77 ce qui nous donne la formule annoncée dans le
théoreme. -

On a ainsi déterminé 'action d’une tresse 77 sur les générateurs gy, .. ., g, de H'(X),.
On veut maintenant trouver une formule générale pour exprimer 1’action des 72, on verra
notamment que si ¢*t*i+1 #£ 1, 72 agit comme une réflexion complexe d’ordre fini.

8.2.3 Formule générale pour I’action de 77 sur H'(X),

Le résultat précédent [8.2.6) nous permet de trouver les formules annoncées au début
du chapitre dans le théoréme [8.0.1] que 'on rappelle ici :

Formules du théoréme B.0.1]
N ~ % 1_qki>(1_qki+1)
Vo e HY(X),, 72 x:x—z( —
K)oy 70 (@) T-o(-9

(2
agit comme une réflexion complexe :

(; 9i)9i
Lorsque de plus gkitF+r £ 1, 72

Vo€ H'(X),, 72 (z) =2 — (1 — gtk (z:01)

' (9i5 91)
Démonstration : Fixons un i € {1,...,n}. On évalue I'expression annoncée sur g; 1,
9is i1 et gj pour [j —i| > 1.
(1—¢")(1 —¢"+)
® gi1—1 — 9i-1; 9i) 9i
1-¢)(1-7) < !
_ (1—g")(1 —g~+) (1 —q)?
=gi-1—1 - —1)——— i
(1—Q)(1—Q) 1 — gk

=g1+(1—g¢q Hl)gz = T (gz 1)
(1—¢")(1 = g"+)

e g, —1 (1 — q)(l — G) <gi;gi>gi
I O ¢"“)(1 —¢"+) -9 -9 - ghithin)
7 (1-¢)(1-79) x (=) (1— &)1 — ghn)

~ %

qk +kl+1g = 12 (91>
(1—g")(1 =g+,
® Git1—1 1-901-79 <9i+1,gi>9z‘
SNt Tl BN e B
IR IT ) T— g &

*

= gi+1 1+ ¢ ”1(1 - )gz =72 (git1)
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Pour j € {1,...,n} tel que |j —i| > 1,ona: <g],g2) 0 et donc la formule est valable
dans ce cas aussi. Comme (g, ..., g,) engendre H'(X),,

Vo HU(R)y, 7 (o) =0 - S

1
De plus, en supposant maintenant que ¢®*+1 = 1, on a (g;; g;) # 0 et on peut alors voir
que :

¢> ON a bien :

(T3 9:)9i.

(1 — qk¢+ki+1) (1 qki+ki+1)
- (9i3 9:) o _,1=a—9(- qk Fhity
(1-gFi)(1—g"e+1)
=)=
(1-¢)(1-7)

Ainsi on a donc : Vz € HI(X)q,

~ % 1 _ ki 1 _ ki+1 i
7'1-2 (x):x—z( 4 )( q_ )<m;gi>gi:w_(1—qki+ki+1)<x’g>gi
1= -9 (95 93)
et on retrouve bien les formules attendues dans le théoréme [R.0.1] 0

Ce théoréeme généralise également le résultat[2.2.15|de McMullen qui nous dit que, dans
son cas ol les k; sont tous égaux a 1, pour ¢ # 1, les 7; agissent comme des réflexions
complexes.

L’expression de I’ actlon des 77 donnée dans le théoréme précédent m nous permet

de montrer que les 7'2 sont d’ordres finis. La proposition suivante nous permet de finir la

démonstration du théoréme [8.0.11

Proposition 8.2.7. Pour tout i € {1,...,n}, 752* est d’ordre m; ou m; est l'ordre de
ki 4+ kixq dans Z/dZ si qFithivr £ 1 et 72 est unipotent sinon.

Démonstﬁation : Supposons que gFitki+ # 1, alors (g;, g;) # 0 et on peut trouver une
base de H'(X), sous la forme (g, v1, ..., Vn_co—2), OU (V1,. ..,V co—2) engendre (g;)*. La

~ %
matrice de 77 dans cette base est alors :

qki“l‘k‘iJrl

1

ol les espaces laissés vides sont des 0. L’ordre de cette matrice est exactement ’ordre m;
de k; + k; 1 dans Z/dZ'

Lorsque ¢ritki+1 =1 on a :
gi sij =1
2 g) = giv1+ (" —1)g;  sij=i+1
e g+ (1 —gb)g  sij=i—1
9; sinon.
Puisque Y1, g; = 0, on peut extraire de la famille génératrice (g1,...,gn) une base

de H 1(X )4 dont les trois premiers termes sont g;, g;+1 et g;—1. Alors la matrice de Tf dans
cette base est de la forme suivante :
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1 qki+1 -1 1= qki+1

0 1 0
0 0 1
1
1
Cette matrice est unipotente donc 7:2 est unipotent. [l

On a donc bien démontré le théoréme [8.0.1} On peut a présent s’intéresser a l'irréduc-
tibilité des représentations p,.

8.3 Irréductibilité de ’action de PB, sur U(H 1(X )a)

_ 2wk © 1 , . . P
Pour ¢ = e” "4 # 1, on considére la représentation p, construite précédemment. On

veut montrer que la représentation p, est irréductible. Fixons W C H 1(X )q Un sous-espace
stable par p, tel que W # {0}. On peut alors montrer que :

Lemme 8.3.1. S7il existe un indice i € {1,...,n} tel que g; € W, alors W = Hl(X)q.

Démonstration : Fixons un indice ¢ € {1,...,n} tel que g; € W. Alors :

— %
2 _ kit1
T (90) = gi + (1= ¢ )gipa
Remarquons ici que si ¢ = n, alors ’élément noté g;,; dans ’expression ci-dessus est en

fait g;. Or w est stable par p,, donc 7;2::1 (9:) € W donc (1 — ¢"+)g;yy € W. Comme
g"+1 #£ 1, on a bien g;4; € W.

En raisonnant spccessivement, on peut montrer que tout les ¢i,...,¢g, sont dans W et
ainsi W = H(X),. O
Lemme 8.3.2. Pour tout i € {1,...,n}, 7:;2* laisse invariant [’orthogonal de (g;).
Démonstration : Soient i € {1,...,n} et y; € (g;)*. D’aprés le théoréme on sait
* 1—q"i)(1—g"i+1 oF ..
que 77 (yi) = Yi — l%(yi; gi)g;- Comme (y;;9;) =0, on a 77 (y;) = y;. Ainsi le
lemme est démontré. O

Remarquons alors que :
Lemme 8.3.3. N, ({g;))* = {0}.

Démonstration : En effet, si z € N, ((g:))*\{0}, pour tout y € H'(X),, y s'écrit
comme une combinaison linéaire des g, ..., g, et donc (x;y) = 0. Cela contredit le fait
que la forme d’intersection est non dégénérée. O]

On peut maintenant démontrer du théoréme [8.0.2] :
Démonstration du théoréme[8.0.9 : Considérons un élément w € W\{0}. Pour tout

i € {1,...,n}, on peut appliquer 77 & w. D’aprés le théoréme [8.0.1/on a :

~ 1—gf)(1 - g"+)

72 (w :w—z( : —{x,9;)g;

” T-oi-g "%
~ % 1 — %) (1 = gkt
=77 (w) —w=— Sl W L ><w,gi>g¢
— (1—q)(1—-7)
ew ;6 d

115



Si pour tout i € {1,...,n}, (w,g;) = 0, alors w est orthogonal & chacun des g;, donc
w € Ny (gi)"™ = {0}, ce qui contredit w € W\{0}. Ainsi, il existe i € {1,...,n} tel
que : (w,g;) # 0, donc g; € W et par le lemme |8.3

1 W = HY(X),. Finalement, la
représentation p, est irréductible et le théoréme [8.0.2) est démontreé. O]

Dans ce chapitre, nous avons explicité action des tresses 77 sur H I(X )g les formules
obtenues nous ont permis de montrer que les représentations p, sont irréductibles. Dans
le chapitre suivant, nous allons utiliser les résultats trouvés pour les 72 = 41, et les
étendre a tous les générateurs «; ; de PB,,. Pour cela, en considérant un couples d’indice
(i,7) € {1,...,n}? tel que 7 < j, nous verrons comment choisir une indexation des points
marqués by, ..., b, pour obtenir une nouvelle famille génératrice de H 1(X )q» dans laquelle
Iaction de a;; est donnée par les formules du théoréme [8.0.1} Nous montrerons comment
passer d’une famille génératrice de H 1()2' )q & lautre pour expliciter I'action de tous les
«; j sur une méme famille génératrice. Cela nous permettra d’obtenir les matrices des a; ;"
et démontrer alors que, sous certaines conditions, 'image p,(PB,,) est Zariski dense dans
un certain groupe unitaire.
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Chapitre 9

Action des «; ; sur H(X),

Dans cette partie, nous allons reprendre une partie du travail réalisé précédement
pour déterminer l'action des tresses «;; sur H 1(X )q- Rappelons que les «;; sont les
générateurs de PB,,, définis dans , chaque «; ; est un conjugué de 77. Pour cela, nous
étudions laction des a; ;" sur les générateurs gy, ..., g, de H I(X )q trouvés dans la partie
précédente. En remarquant qu’une tresse «; ; agit comme un twist de Dehn de support
un disque contenant b; et b;, nous changeons 'indexation des points marqués de sorte que
b; et b; soient indexés successivement. Le changement d’indexation induit la construction
d’une nouvelle famille génératrice, sur laquelle 'expression de a; ;" est donnée par celle de
72 comme dans le théoréme . En passant d’une famille génératrice a ’autre, on est
en mesure de déterminer I'action de n'importe quel générateur «; ; de PB,, sur la famille
génératrice (g1, ..., gn) de H'(X),. Nous en déduirons le résultat suivant :

Théoréme 9.0.1. Pour tout (i,j) € {1,...,n} tel que i < j, Uaction de «; ; sur Hl(X)q
est donnée par :

(1—q")(1—g¢")

Ve e HY(X), a,(x)=2—1 ——(x;9.)g"

N / j—l — li. ko
ol g; = g;i + Zl:z‘-}-l qzr’z+1 "gi-
Si gkt £ 1, alors «; j agit comme une réflexion complexe d’expression :

Vo e H'(X),, ai; (z)=2—(1— qkﬁkj)ﬁgé

Dans ce cas, a; ;" est d’ordre fini. Sinon, o; ;" est unipotent.

9.1 Dépendance de la famille génératrice au choix de
I’'indexation des points complexes marqués

Nous expliquons ici comment le choix d’une indexation des points marqués détermine
la construction d’une famille génératrice, et comment choisir une indexation convenable

pour aborder n’importe quelle tresse «; ; comme un twist de Dehn dont I'étude a déja été
faite dans le chapitre précédent.
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9.1.1 Conséquences du choix de l'indexation sur la construction
des générateur de H'(X),

Rappelons que la surface X est obtenue par le proccessus de normalisation standard
de la courbe algébrique :

y? = ﬁ(w — b))k
i=1

Le produit étant commutatif, I'indexation des n points marqués ne change que quelque
notation dans la construction de X , mais pas la surface elle-méme.

Une indexation fixée (by,...,b,) nous permet de définir les disques D;, contenant les
points b; et b;;1 mais aucun autre des points marqués. A partir d'un disque D;, on consi-
dére sa pré-image X; C X et le générateur g; de H 1(X:),- Ainsi la famille génératrice va
dépendre du choix de I'indexation des points marqués.

Par exemple, sur la figure [9.1] nous avons représenté quatre points marqués, indexés dif-
féremment & droite et & gauche. Pour la premiére indexation, a gauche sur la figure,
X, représente la pré-image d’un disque entourant les deux premiers points. Pour la se-
conde indexation, a droite, X; représente maintenant la pré-image d’un disque tracé en
pointillé, bien distinct du disque dessiné a gauche. Ainsi, d’une indexation a l'autre, les
notations X; ne désignent pas forcément les mémes surfaces. Comme g; est le générateur
de H!(X;),, il dépend fortement du choix de I'indexation. En particulier, une indexation

donnée (by, ..., b,) va définir une famille génératrice (g, ..., g,) qui ne sera pas la méme
que pour une autre indexation (0}, ...,0)).
X
1
X

bl b2 b3 b4 bl b3 bz b4

FIGURE 9.1 — Le choix d’une indexation pour les points marqués détermine les sous-
surfaces notées X; de X

De méme que pour D;, la tresse 77 est définie comme étant le twist de Dehn de
support D;, ainsi la notation 77 ne représentera plus forcément la méme tresse dans
deux indexations différentes. Sur la figure 9.2] on représente quatre points marqués dans
un disque complexe, que 'on indexe différemment a droite et & gauche. Alors la tresse
72 dans I'indexation de gauche ne correspond pas a la tresse notée également 72 dans
I'indexation de droite.

En particulier, on remarque sur la figure que la tresse 77 dans la seconde indexation
correspond & la tresse a3 pour la premiére indexation. Ainsi, pour un couple (i,j) €
{1,...,n}? donné tel que i < j, en choisissant correctement une nouvelle indexation pour

les points marqués, la tresse «; ; s'interprétera comme un 77 pour la nouvelle indexation.
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FIGURE 9.2 — La tresse notée 7¥ dans l'indexation (by, by, b3, bs) & gauche et dans l'in-
dexation (b1, b3, ba, by) & droite

9.1.2 Choix d’une indexation adaptée a un o; ;

On fixe une indexation initiale (by, . . ., b,) et sa famille génératrice associée (g1, . .., gn)-
Pour un couple (i,5) € {1,...,n}? avec i < j, on regarde la tresse «; ; sur la figure .
La partie droite de la figure représente une déformation possible qui nous permet de voir
a; ; comme un twist de Dehn. Ce dessin intuitif suggere que si I'ordre d’indexation était

tel que b; soit indexé successivement a b;, alors la tresse o ; s'interpréterait comme 77.

FIGURE 9.3 — Interprétation de a; ; comme un twist de Dehn lorsque le point b; est indexé
& la suite de b;

Proposition 9.1.1. Pour tout (i,5) € {1,...,n} tel que i < j, la tresse notée «;
dans lindexation initiale (by,...,b,) correspond au twist de Dehn 72 pour l'indexation
(B, ....00) = (b1, -, by by bigr, oo b1, b, -, by).

Démonstration : 1l s’agit 1a de formaliser 'idée intuitive présentée plus haut sur le
dessin . Fixons un couple (7,5) € {1,...,n}? tels que i < j. Evidemment, si j =i + 1,
les deux indexations de 1’énoncé sont identiques et la tresse ; ;41 est en fait la tresse 7'12,
il n’y a donc rien & démontrer.

Supposons alors que j > 7+1. Montrons que la tresse «; ; correspond a un twist de Dehn
de support un disque D; ; contenant les points b; et b; mais aucun autres points marqués.
Pour cela, nous utiliserons la représentation de «; ; comme un homéomorphisme du disque

D C C contenant tous les points marqués. Pour simplifier le dessin, nous supposerons ici
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J = i+2. On représente sur [9.4] les trois points b;, b, et b;, et on applique successivement
les tresses 7.}, Ti, T; et Tiy1 pour obtenir la déformation induite par o, ; = 7417275}

FIGURE 9.4 — Application de o ;2

Alors le point central b;y; est laissé fixe par «; j, il n’est pas dans le support de o ;.
On peut donc considérer que les chemins le rejoignant sont joints entre eux mais ne sont
plus fixés a ce point marqué. Par homotopie, on peut déformer ce chemin, tracé en rouge
sur l'illustration pour voir que «; ; correspond bien a un twist de Dehn de support
Di,j-

O

Ainsi, par la suite, lorsqu’on étudiera une des tresses «; ; engendrant PB,,, on considé-
rera son indexation associée, construite comme dans la proposition ci-dessus. Cette
nouvelle indexation permet de construire une nouvelle famille génératrice. On s’intéresse

alors au passage de la famille initiale & 'autre et inversement.
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FIGURE 9.5 — Interprétation de o; ;12 comme un twist de Dehn

9.2 Passage d’un famille génératrice de H'(X), & une

autre
On fixe une premiére indexation (by,...,b,). Cette indexation détermine la famille
génératrice (gi,...,9,) du théoréme [7.0.1 D’aprés ce qui précéde, pour une nouvelle
indexation (b}, ..., b)), nous obtenons une nouvelle famille génératrice (g, ..., g.,). Les cas

qui nous intéressent sont ceux des indexations permettant de voir un «; ; comme un 77. On
veut alors pouvoir passer de la famille initiale & une nouvelle famille et réciproquement.
On rappelle qu’au voisinage de b; on dispose de k; points distincts b; 1, . . ., b; x,, on peut
choisir b; ; = b;. Pour retrouver les résultats du chapitre , on va supposer, sans perte de
L . . " 2um i—1 .
généralité, que les b; ; sont des racines kp-ieme de I'unité, avec f3; ; = (e*o )Xi=1 ki De
méme, au voisinage de b on dispose de k; points distincts 0], ... 7b2,k§7 on peut choisir
b, = b;. D’aprés les résultats du chapitre , on sait que chaque g; s’identifie a la projection
orthogonale d’un élément w;, € H'(Y), sur H(Y"),, ot w; est une combinaison linéaire
des générateurs g; ; de H}(Y),. On cherche donc des relations entre des g; ; et les 9 > les

générateurs de H 1(}7)(1 du théoréme pour la nouvelle indexation. Chaque g; ; est le
dual de Poincaré d’une 1-chaine d’apreés[3.0.1], qui s’écrit en fonction des relevés du chemin
entre b; ; et b; j+1 si j # k;, et entre b; i, et b;41; sinon. En considérant les chemins entre
les points d’indexation successives de {b;;|i € {1,...,n},j € {1,...,k;}} et les chemins
entre les points d’indexation successives de {V; ;|i € {1,...,n},j € {1,...,kj}}, on trouve
des relations en homologie entre les duaux des g;; et des g; ;, et enfin des relations entre
les g; et les g.

On considére les chemins entre deux points d’indexation successive, pour cela on va
noter :
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— ﬂzf;ikﬁj := b, j pour tout i € {1,...,n} et pour tout j € {1,...,k;}. Pour simplifier
encore ces notations, on pose : o] := Y " k;, ainsi Bo_ifl+j := b;;. On a alors

Br= (%)
— 1y : By ~ Biy1 le chemin de ;) & ;11 sur le bord du disque unité.
Pour tout [ € {1,...,ko}, on note m0,...,Mq4-1 les d — 1 relevés de n; tels que : pour
tout m € {0,...,d — 1}, T (o) = Mm. D’aprés le théoréme m, pour tout i €
{1,...,n} et pour tout j € {1,...,k;}, 'élément g, ; est le dual de Poincaré de Ac;; =

d-1 . 24/1-Re(q)
A g1 s 00 A = 2R,
Fixons & présent un couple d’indice (7,5) € {1,...,n}? tel que i < j. On sait d’aprés

que «; ; agit comme 1’élément 77 sur la famille génératrice (gj, ..., g,,) obtenue avec
I'indexation :

(B, L) = (byy o by by Digts -y byt bis - b).

La surface X est obtenue a partir de la courbe algébrique y¢ = [T (z — V)k avec :
i1 =kj, kjy =kp_y pour h € {i+1,...,j} et k; = k] pour tous les autres indices.
De méme que précédemment, on va considérer les points by, ..., b, au voisinage de
chaque bj avec b = b, et on va noter :

élf1+h i= b, pour tout I € {1,...,n} et pour tout h € {1,... k}, avec 0t =
Zl—l k,
m=1"m"
— 1y B ~ Biq le chemin de 3] a 3 ;.
Pour tout [ € {1,...,ko}, onnote ¢, ..., 7 4 1 les d— 1 relevés de n; tels que : 17 o = Mo
et pour tout m € {0,...,d—1}, T™(n;o) = 1;,,- L'élément g , est le dual de Poincaré de

d—1 N 24/1-Re(q)
Pour exprimer 'action de a;; sur les générateurs gi,...,g,, on a besoin de passer
de la famille (g,...,¢,) & la famille (¢}, ..., q)), sur laquelle on connait 'expression de

Paction de a; ;. Rappelons également qu’on a la décomposition orthogonale H'(Y), =~
H Y, @ (@, HX(Y/),) ou HX(Y")y =~ H'(X),. On a toujours le morphisme surjectif
donné par :

b HI(Y)q - H1<X)q
gi sij =k
Gi.j = )
0 sinon

obtenu par la projection orthogonale de H'(Y), sur H!(Y"), et I'identification H!(Y"), ~
H'(X),. On assimilera donc ¢¢ a une projection. Les éléments g, respectivement 9.

se projettent sur 0 dans H 1(X )g pour h # k;, respectivement h # kj, et sur g; sinon,
respectivement g;. Pour obtenir des relations entre les éléments ¢1,...,g, et les g1, ..., ),
on cherche donc des relations entre les g; 5, et les g;;,, que U'on obtient via 'homologie, et

que Pon projette sur H'(X),.

9.2.1 Relations en homologie entre les duaux des générateurs de

A~

H1(Y)q
On dispose sur le bord du disque unité les points b; ; = /Bo_ifl + indexés successivement
de gauche a droite. On relie alors ces points avec les chemins 7;, la concaténation 7y, ..., ng,
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forme le bord du disque unité, et délimite ainsi un disque D,, contenant le point oo et
d’un disque D = @\DOO, il s’agit du disque a gauche sur 'image ci-dessous. De méme, on
peut également relier les points b; ; par les chemins 7, la concaténation 7}, ..., 7, forme
le bord d’un nouveau disque topologique D’ ne contenant pas oo, représenté a droite sur
I'image ci-dessous.

o

FIGURE 9.6 — A gauche le disque D dont le bord est donné par les chemins 7y, ..., n,,
a droite le disque D’ dont le bord est donné par les chemins 7, ..., . Les intersections
numérotées seront étudiées localement par la suite, on y fera référence sur les illustrations
suivantes en utilisant cette numérotation.

FIGURE 9.7 — Agrandissement de la figure précédente autour des points byi =
b@ku .. ’bU{—f—l = bj+171
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On releve dans Y les disques D et Do ainsi que le disque D’. On introduit donc les
notations suivantes :

— Soient Ey, ..., Eq_1 les relevés de D vérifiant : 9 € E, pour tout [ € {1,...,ko},
et pour tout m € {0,...,d — 1}, T"(Ey) = Ep.

— Soient Sy, ..., S¢—1 les relevés de Dy, de sorte que : n19 € 05y et pour tout m €
{1,...,e0 — 1}, T™(Sp) = Sp.

— Soient Ej, ..., Ej_; les relevés de D' vérifiant : 1, € Ep pour tout I € {1,...,ko},
et pour tout m € {0,...,d —1}.

Lemme 9.2.1. Pour tout | € {1,... ko} et pour tout m € {0,...,d — 1}, on a ny €
aSmflJrl mod eg *

Démonstration : En effet, au voisinage de la pré-image ¢, de 55 dans f/, T agit comme
une rotation d’angle 27”, et les relevés de 7y forment un angle de % avec ceux de 7;. Comme
N0 € 0Ey N 35Sy, on en déduit le schéma [9.8

T
A4
5, B o
FIGURE 9.8 — Etude locale des M.,0 - - s M,d—1 €t M20, ..., M2,4—1 au voisinage de go
En ré-itérant ce schéma, on voit que 7;;-1 moda € 0So pour tout [ € {1,...,ko},

et donc 7 —1t+aeq moda € 05y pour tout a € {0,...,d — 1}. On en déduit : 7y €
OSh—11+1 mod e, POUr tout I € {1,... ko}.
]

Lemme 9.2.2. Le relevé E de D' est une réunion d’une partie de Ey, d’une partie de
’ : A S i _ -1
Sty mod eo € d’une partie de Ep mod a, avec : lg =1 — 07 et mg =0y, .

Démonstration : Ona: D' = (D'ND)U (D' N(DwU0Dy)). L'intersection DN D" est
une réunion disjointe de deux disques. Notons D; et D; ces deux disques, de sorte que 7,
soit sur le bord de D; et Ny soit sur le bord de D,. D’autre part, D' N Dy, est un disque

que l'on note Dj. Alors le relevé Ej) de D' est formé d’un certain relevé Dy g de Dy, d'un
certain relevé Dy de Dy et d’'un certain relevé Ds de Ds.

Comme D; C D, on doit avoir Dy sur I'un des Ey, ..., Eg1. Or nig = n 4 C Ky, avec
Mo C OFy et ny o C OE, on doit donc avoir Dy o C Ey N Ej. Puisque D3 C D, on peut
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(g

-

®

FIGURE 9.9 — Le disque Ej, rencontre Ey, S, et Ey,,

fixer un Iy € {0,...,e9 — 1} tel que D3y C S},. Comme Dy est sur D, on peut fixer
mo € {0,...,d — 1} tel que Doy C E,p,.
Pour déterminer les indices Iy et mg, on montre d’abord les relations suivantes :

evVie{l,....oi —1}U{ol™ +1,..  ko},Vm e {0,...,d— 1},

/ —
77[ m ?717m

)

(] \V/he {0’...70-5,:2'_’_1 - 1},vme {0’-..,d_ 1}7
772921'+1+h’m = Noi +h,mo+m-

En effet, pour tout I € {1,...,0% —1}U{ol+1,...  ko},onan = € dD,. Alors 74 et
Mo sont deux relevés de 7;, tout deux sur le bord de D,y C EjNE, donc n 9 = 77{70. Comme
Mm = T™(mo) et que 1, =T™ (), on a: mm =1, pour tout m € {0,...,eo — 1}.

D’autre part, pour tout h € {1,... ,05;11}, On & Nyiyy = néi“m C 0D,. Alors sur le
C 0E,,, N OE}. On en déduit :

. . /
bord de Dy, on aura : Noi +hmo Mgt s m =

_ /
- 779;+1+h,0
noi—kh,mo—s—m'
En étudiant localement les relevés aux points de départ et d’arrivée des chemins Noi s
n,i+1 et 1_;, on peut déterminer les valeurs de [y et de mgy. On regarde au voisinage du
1 1

relevé de [3,: les chemins n,: 5 et 1, ;. C’est la partie droite de la figure [9.10}
: i .
D’aprés le lemme ?.2.1, Noi 0 C OS1-i mod ¢+ SUI la partie droite de la figure ,
oit

on peut voir que 7, L se trouver sur le relevé S;, bordé par 7,i o, ¢’est-a-dire sur
1 ’

i
S1-37 mod e, €0 0N pose alors lo=1-37_, k.
Le chemin néi , rencontre une nouvelle fois le bord de S, en son point d’arrivée. A

I’aide du lemme | on peut voir que, le long de S, et & la suite du chemin 7,: ,, on
=1’
retrouve successivement les chemins suivant :

Noi+1,1: Mo 4220 -+ g1 1,677 1 mod d* o' 0771 mod d-

C’est ce que l'on illustre sur la figure
On peut alors s’intéresser a la partie gauche de la figure , le chemin 7, , rencontre
1

i1
ol mod

le chemin 7 _j-1
91 T4

4 €n son point d’arrivée, alors :

/ — . .
Moi 41,0 = od ™' 41,077} mod d
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1]', Em0+1 | ZK mod(eﬂ\/

/);‘A/,d- 1] i

B Z/\/ 0 E\k"l
74 E”’() /i
Yk, m, 7 Zk1.0 e
r=l J 24,0 = Z/\/ 1

_pli 24 -
_]7/§k}+|,o Lo = Tt1.0

1=1
i o ,]E/"/ T ny

Nl

FIGURE 9.10 — Relevé local des intersections entre 7, et Noi (a droite), et entre 7, et
1
Moi=141 (a gauche)

i—1
et on pose donc my = o},

Remarque 9.2.3. On peut vérifier la cohérence des résultats|9.2.2 en étudiant n;j 0
1

Le chemin n(;j se compose de deux parties, 'une dans Dy, et 'autre dans D, on a donc,
POUT SON relelvé, une partie dans un relevé de Dy, et une partie dans un relevé de D.
On peut s’assurer que ces relevés sont bien S), et Ey. En effet, la figure nous assure
que, sur la partie droite, donc au-dessus du point (5), néj’o est dans le relevé de Dy, qui
contient sur son bord Nyi=1

,mo’

c’est-a-dire, d’apres le lemme SUT Sl mod e -
La partie gauche de la figure, au-dessus du point (7), si néj , rencontre un relevé E,,, , alors
1

/ _ . n 5 / _
7’]0{_’_}170 = G{+h,m1 pour tout h S {]., e 7Uj+1}‘ En consequence, on aura CLZO’FS 7]170 = 7]17m1,

or ny o = Mo donc my = 0. O

En homologie, le chemin parcourant le bord d’un disque est nul. Ainsi, en choisissant
correctement certains disques dans Ey U Sy mod eg U Emg mod 4, o1 peut déterminer des
relations entre les éléments %570’ néi-+17 o €t 77(;{70 avec les 1 ,,. Ces disques sont représentés
sur la figure [9.13]:

Proposition 9. 2 4. On obtient les relations suivantes en homologie :

! _ z+1
® Moio = Zh 0 Moi+h,h mod d
/ _ ‘7%+1*1 A
[ T]ei+170 - = h=1 770;+h,m0 mod d
j—1 j
/ _ Tit1 -1 ) Ti41 )
® Ngio = ~ 2eh=1 "loj+hh modd + >0 Mot +h,0-

On a donc trouvé des relations en homologie entre les 7, et les 1. Rappelons que
d’aprés le théoreme , les duaux de Poincaré des g; j, respectivement des g; ;, s’écrivent
en fonction des 7;, respectivement les 77;. Voyons maintenant comment obtenir a partir des
relations de la proposition ci-dessus des relations entre les g; ; et les g; ;. Nous pourrons
alors utiliser la projection ¢ pour trouver les relations entre la famille (gq,...,¢g,) et la
famille (g7,...,4.)-
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FIGURE 9.11 — Relevés des n; sur bord du disque Sj; mod (o)

9.2.2 Relation entre les deux familles génératrices de H'(X),

On utilise & présent les relations trouvées en homologie pour passer de la famille

(91,...,9n) & la famille (g1,...,9,). Prenons la premiére des relations de la proposi-
tion (9.2.4 Comme T™(mo) = mm et T™(n,) = 7, on en déduit que pour tout
me€{0,...,d—1},ona:
mo
n./gi’m = Z nai—ﬁ-h,h—&—m mod d*
h=0
On a ainsi :
mo mo
—h_h
qm%i,m = qm Z T]o’i+h,h+m mod d — Z q4q +mno€+h,h+m mod d*
h=0 h=0
En sommant sur m € {0,...,d — 1}, on obtient :

d—1 mo d—1

m_/ o —h m-+h .
E ¢ Noim = E q E 4" TNgithh+m mod d-
m=1 h=0 m=1

En passant a la cohomologie via le dual de Poincaré, on a donc :
Jig, = Giks T QG110 + -+ T Gist by + oo TG 1,k -

En projetant sur H I(X )¢, on récupére la relation suivante :

-1
i —m —o'l.
9= 9+ T g+ 79 =g + Z g
I=it1

En répétant ce processus pour les autres relations de la proposition et du corollaire
9.2.2 on obtient la proposition suivante, qui permet de passer d’une famille génératrice a
I’autre :
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[]Z‘(/ /j ,[]]0 " ~ v
s " Tim ™ T2
s
lﬂ ™
qfk,’
=l
J ’ (7) i L) (6) nd i 1
Ef{/ +l El/"/ E & IZEIA'/ (5) 17/; k-1
:[]!j ,
, ’ 2 k-1
Ty, DY =

/=1 1=1

FIGURE 9.12 — Etude locale de 7, ~au-dessus des points (5), (6) et (7) de la figure
1

Proposition 9.2.5. Toujours avec la notation o]" =Y " k., on a :
S
® g =9+ Z?:m q g
. j—1
® gl =0 Y0
. .
° g; = Z?:zﬁrl g — Z{=i+1 7o
eVie{l,...,i—1}U{j+1,...,n}, g, =y
eVie{i+2,. .., j—1}, g =g,
On peut également exprimer les éléments gy, ..., g, en fonction des ¢y, ..., 4., :

® g = gz Zl H—l gl Zl z+2q H_ gl
® gji-1=—4 wi Zl i+1 91

_g]+zl H—lq l'
‘v’lE{1,...,2—1}U{]+1,...,n}, a =g,

Vil € {Z + 17 s 7j - 2}7 g1 = qu:llgll-ﬁ-l

9.3 Action des générateurs de PB, sur la famille géné-
ratrice de H'(X),

On fixe une premiére indexation (by,...,b,), appelée I'indexation initiale, qui nous
donne une famille génératrice (gi,...,g,). Pour un couple (i,7) € {1,...,n}? on sait
trouver une nouvelle indexation donnant une famille génératrice (g1,. .., g,) sur laquelle

@;j agit comme 77. D’aprés la proposition [9.2.5] on sait comment passer de la famille

(2
génératrice initiale a la nouvelle famille et inversement. On peut ainsi déterminer ’action

de a; ; sur la famille (g1,...,9s) :

Théoréme 9.3.1. Pour tout | #i—1,i,j — 1,7, on a a;; (g)) = gi. Sinon, on a, avec
i—1  —g!
9= 9i T 20 T
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FIGURE 9.13 — En haut a gauche, le disque permettant d’étudier 7y, ;, en haut a droite
1
le disque permettant d’étudier 77é¢+1 Lo €ben bas celui pour I’étude de n;)j o
1 ’ 1

—~ % . . j— —gl .
Qi (gi1) = gic1 + (1= @")gh = gioa + (1 — ¢%) g + 0= 77+ (1 — ¢ g,
. _ _ -1 gl .
o i (9:) =9i— (1 —¢")g; = ¢"g: — Z?:ilﬂ 7"+ (1 —¢")g
~ % ol . ol : j— —ol ol
a;; (gj-1) = gj-1—q f+1(1 — qkz)gl{ =gj-1—¢ f+1(1 — qkl)gi _ g:ilﬂ qoit1q f+1(1 _
")
— % o'.‘ . a'.. . j— o'.v —o'l. .

o @' (9)) = g+ a7 (1= q")g, = g; + 71 (1= ¢")gi + X120 77+ (1= Mg

Démonstration : On sait que «; ; agit sur (g}, ..., g,) comme un 77, ¢’est-a-dire qu’on
a, d’apres le théoreme [8.0.1] :

ghithi gl sil =i

Gip +a9 (1 —qg")g  sil=i+1
Vie{l,...,n}, ai(g)= ,+1 o L :

g1+ (1 —4q%)g! sil=1—1

g; sinon

On a alors immédiatement, pour tout I € {1,...,i—2}U{j+1,...,n}, ai; (g1) = 9
On a aussi : pour tout I € {i +1,...,j — 2}, a5, (q) = ; (¢™g1) = g Il reste a
évaluer a;;  sur g;_1, gi, gj—1 et sur g;.

o iy (gi-1) = aij (9i-1)

=g+ (1—q¢")g
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j—1

—~ % —~ % _gi1
o a;; (9:)=aij (g + 7+ Z (1=37 )g)
l=i+2
72
. . i1
= ¢ Mg+ (gl =)+ > 177 g,
l=i+2
ki\ ./
=gi—(1=d")g
j—1
~ % —~ o1
o @ (gi1) = (=7 Y g)
l=i+1
— 7 (gl + 49 (1 — ¢™) —CI“’lZgz
1=i+2
O'j q
=gj1— " (1= q")g;
o i (g;) =i, (g} + Z @l g))
l=i+1
7—1
ol ! i i ol 1
=g+ 7 (g + (1= g+ DY ¢ g,

l=i+2

o |
=g; + ¢+ (1 — ¢")g]

Corollaire 9.3.2. L’expression de a;;  est donnée par :

L—g")A—-q"), .,
Ao 9

\V/ZEGHI(X)W 02:7*(17) =T —1
Si ¢ tR =1, alors a; ;" est unipotente. Sinon, lorsque ¢" % #£ 1, a;; agit comme une
réflexion complexe d’ordre l'ordre m; ; de k; + k; dans Z/dZ, donnée par :

. . (T g
Ve e H'(X), ai; (z) =2 —(1- qkﬁkj)ﬁgg-

Démonstration : On applique ici simplement le résultat a a;; sur la famille
(g5 9n)-
On pourrait également s’assurer de ce résultat par le calcul, utilisant les formules
pour déterminer successivement (g;_1,9.), (¢, 9,), (gj—1,9.) et (g;,g;). On trouve facile-

ment : _ )
(9i-1,9) = (gi-1. 9}) = —Z% = (9i, 9})
et i
(gj-1,6}) = (=" Z 9. 9i) = i 1X_Q(qij_ V. Torah)

l=i+1

Pourl # i—1,7,j—1, j, on trouve également (g;, ;) = 0. On peut alors vérifier I'exactitude
de la formule annoncée. O
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Finalement, nous avons vu comment exprimer l'action des «;; sur H 1(X )g, €t en
particulier, nous avons montré que «;; est une réflexion complexe d’ordre fini lorsque
qFi i £ 1, et a; ;" est unipotent sinon. Dans le prochain chapitre, nous exprimons I’action
de n’importe quel twist de Dehn sur la famille génératrice (g1,...,¢9,) de H 1(X )g-
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Chapitre 10

Action d'un twist de Dehn quelconque
sur H'(X),

On a vu comment exprimer ’action des twists de Dehn ayant pour support un disque
contenant deux points marqués. On peut alors s’intéresser a généraliser ce résultat pour
un twist de Dehn quelconque. En particulier, nous retrouverons parmi ces twists 1’élément
(11 Tn_1)", qui engendre le centre de B,,.

Théoréme 10.0.1. Soient ig,jo € {1,...,n} tels que iyc < jo et J = {io,...,Jo}- En

notant af = {:i ki, et T; € PB,, la tresse associée au twist de Dehn ayant pour support
un disque contenant les points marqués {b;,, ..., bj;,}, Uexpression de ;" est donnée par :
Jo—1
77(Gio—1) = Gio—1 + Z U’“

l=ig

~ % o'jo . . . .
75(9:) = q"0g; si g <i<jo—1
jo—1

(90) = 050+ > a7 (1~ ¢70)g,

=19

71(9;) =g, si j<ip—1loujy<j

;
De plus, 7;° est d’ordre fini si qgig #+ 1 et unipotent sinon.

10.1 Cablage d’un twist de Dehn

Pour J C {1,...,n}, on notera 7, le twist de Dehn ayant pour support un disque
topologique contenant ’ensemble des points b; d’indices dans J mais pas d’autres points
marqués. On commencera par interpréter 7; comme une tresse de PB,,. Puis nous verrons
comment cabler la tresse 7;.

10.1.1 Interprétation d’un twist de Dehn comme une tresse de

PB,
Considérons un sous ensemble J C {1,...,n}. Pour faciliter ’étude de 7, on suppose
que les indices apparaissant dans J sont consécutifs , de sorte qu’on puisse fixer ig, jo €
{1,...,n} tels que J = {ip, ..., Jo}. On note D; un disque contenant ’ensemble de points
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By :={b; € B | j € J} mais n’en contenant aucun autre. Comme le cas de deux points
est déja traité, on peut également supposer que jo — 79 > 1. Par exemple, dans le cas otl
D contient 3 points, on peut représenter le twist de Dehn 7, comme sur la figure [10.]]

C O

FIGURE 10.1 — Illustration d’un twist de Dehn de support un disque avec trois points
marqués

On s’intéresse a 'interprétation de 7; comme une tresse de PB,,. On remarque sur la

figure que :
7y = (151 )"

FI1GURE 10.2 — Interprétation d’un twist de Dehn comme une tresse pure

On modifie cette expression a l'aide des relations de tresses, pour montrer que :
Lemme 10.1.1. Ona : (1j_1---7)*) = (;---7;-1)*’ € PB,.

Démonstration : On proceéde par récurrence sur le nombre de points marqués dans D,
et pour simplifier les notations on suppose que J = {1,...,n}. Pour trois points marqués,
on a :

Ty = (1om1)(2m1)(12m1) = (o) (Timem1) = (MTem ) (TamiTa) = (T172) (T172) (T172).

Supposons maintenant que le lemme est vrai pour un certain nombre n € N* de points
marqués. Sur le schéma on peut voir que (7, -+ 71)" ! peut s’écrire
(Tn o e Tl)(Tn ... T2>n<7'1 DR Tn)'
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FIGURE 10.3 - Equivalence homotopique entre (T o)™t et
(T 1) (T 7o) (T - 7o)

Or d’aprés 'hypothése de récurrence, (7, -+ 79)" = (172 - - - 7,)". Alors :

(Tn . Tl)"'H = (Tn .. -7’1)(T2 .. 'Tn)n(Tl .. 'Tn)

e (Tn e 7-2)(7'1 e Tn)(Tl_lTlTQ e Tn)n_l(Tl e Tn)

= (T ) (o m) (T (T ) R (T )
——
=T;1T1T2

p— (Tn . .. 7—27—2_1)<7_1 . .. Tn)2(7_1_17_1’7—2 DY Tn)n_Q(Tl PR Tn)

— (Tn P 7-3)(7'1 P Tn)(Tl P Tn)(Tl_lTlTQ PP Tn)(Tl_lTlTQ e Tn)n_3(7_1 e Tn)

e (Tn P 7'3)(7'1 e TTL)(TITQTfl e TTL)(TITQ e Tn)(TflTlTQ P Tn>n73(7—1 e Tn)
——
:7517172
p— (Tn .. .7—3)(7_1 .. -Tn)’]—?_l(’]—l .. .Tn)Q(Tl—lTsz .. -Tn)n_3(7_1 .. -Tn)
= (T ) (1T ) (T )R ) R ()
——r
:7'3_17'27'3
— (TTL P 7-3)(7'17-3717-2 e Tn)(Tl P Tn)Z(TflTlTQ e Tn)nig(']—l P Tn)
p— (Tn .« .. 7—37—3_1)<7_1 DY Tn)g(’]_l_l’i_l’7_2 . e . Tn)n_?)(Tl PR Tn)
prm— (’7—1 DR Tn)n+1
et le lemme est démontré. O]

On en déduit immédiatement :
Corollaire 10.1.2. Le twist de Dehn 7; s’écrit 75 = (7; -+ 7j_1)%7.

On peut alors s’intéresser au cablage de 7; dans By,. Comme nous le verrons par la
suite, les calculs ne seront pas faciles avec le cablage tel qu’on I’a défini précédemment.
Nous allons montrer qu’il existe d’autres fagons de cabler une tresse et que I'action d’une
tresse de PB,, sur H'(X) ¢ est indépendante du choix de son cablage dans By,. On utilisera
alors un certain cablage de 7T; afin de déterminer I'action de 7, sur la famille (g1, ..., 9xs)
génératrice de H'(X),.

10.1.2 Indépendance entre ’action d’une tresse et le choix de son
cablage

Pour cette partie, nous appellerons cablage standard le cablage d'une tresse 7 € PB,,
en une tresse 7 € By, tel qu'il est décrit dans le chapitre [§] Commengons par donner des

134



précisions sur la notion de cablage d'une tresse de PB,, en une tresse de By, :

Pour une tresse T € PB,,, un cdblage de T dans By, est obtenue en séparant chaque
i-eéme brins de T en k; brins, on obtient une tresse de By, qui préserve les disques D:.
Cabler une tresse de PB,, en une tresse de By,, c’est choisir un cdblage de cette tresse
dans By,. Le cablage que nous avons utilisé dans le chapitre[§, appelé le cablage standard,
mmpose en plus que les brins issus d’une séparation ne se croisent pas entre eux, et donc
que la tresse ainsi cdblée coincide avec l'identité sur les D..

Pour un cablage quelconque d’une tresse 7 € PB,, en une tresse 7 € By,, on suppose
maintenant que les k; brins issus de la séparation du i-éme brin de 7 peuvent se croiser
entre eux, et donc que la tresse cablée ne coincide plus avec l'identité sur les disques D;,
comme par exemple sur I'image [10.4] :

bl bz b3 bublz b21bzzb23b2,4b3,1

PF e
)

- [K
ok d M{

FIGURE 10.4 — Exemple d'un cablage non standard

Montrons que l'action d’une tresse est cependant indépendante du choix de son ca-
blage :

Proposition 10.1.3. L’expression de l’action d’une tresse T € PDB, sur Hl(X)q est
indépendante du choiz du ciblage de T dans By, .

Démonstration : Considérons une tresse 7 € PB, et T4 son cablage standard. Soit
7 un autre cablage possible de 7. Rappelons qu'on note ¢y : Hl(f/)q — Hl(X)q le
morphisme surjectif définit sur les ¢;; par ¢4 (g;;) = gi si j = ki, et ¢ (g;;) = 0 sinon.
On sait que, pour tout i € {1,...,n} :

(9:) = ¢X( std (gz‘,ki))~

11 suffit donc de montrer que ¢¢(T*(g:;)) = ¢ (Ta (g”)) pour tout ¢ € {1,...,n} et
jge{l,.... k}

Commencons par remarquer que, par homotopie, on peut choisir que les croisements
entre les k; brins, issus de la séparation du i-éme brin initial, aient lieu avant leurs croi-
sements éventuels avec des brins issus d’autres séparations. C’est ce que l'on illustre sur
la figure [10.5]

Alors remarquons que la tresse 7 s’écrit comme la concaténation d’une tresse 7' et de
Tsta- Rappelons que 1'on note o7, . . ., 0y, les demi-twist générateurs de By,. Alors la tresse
T s’écrit comme un mot en les oy, ..., Ok, 1, Oky41s -« s Okytka—1y ** 5 Oko—kntls-- s Thko—1s
et leurs inverses.

A1n51 I'image par ’T* de tout élément g; Jisj | pour J # k; est dans H}(Y/),. On en déduit

que T préserve ®F_ H(Y/),, et comme T Dréserve cette somme directe, finalement
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B bz_z b2,3 b2_4 b3.1 bu bl.2 bzw bz.2 bu bu b}.l

P Y 1

T 1))
li&w) ETITR

FIGURE 10.5 — Exemple d’une tresse cablée comme concaténation du cablage standard
et d’'une autre tresse

7—/

Tstd

T* préserve également &7 H!(Y/),, et en particulier gbx(ﬁ (gi;) =0sij # k.
Il reste a voir que la projection orthogonale pry de H*(Y'), sur H}(Y”), envoie T*(g;x,) et
Toia(gik;) sur un méme élément. Il est clair que les seuls éléments apparaissant éventuel-

/ : : ‘ ‘ .
lement dans 7' et qui peuvent modifier gllk sont s~ gy, Os~i g, ©F leurs inverses.
Or s jy-1(9ik) = Gk + a1 et o 0 (i) = ik + Gikim-

N _ i1 _ —
De méme, Uzizlkﬁl(gi,ki) = Gik; + Gik;+1 €b O'Z;'Zlkl+1<gi,ki> =ik, T 4Gik;+1-

Alors %*(gm) = gix, + 1, oun, € H(Y),. Comme T et Tyq préservent les H}(Y/),,
on a :

pre (T* (i) = oy (Tota (Gigs +71)))
— pry (Taa (i) + Tota (1))
N——

€HL(Y)q

= pry(Toed (9i,)
et donc ¢X(7'*(gzk)) = ¢X(7/;\;l*(9m)) = 7"(g:)- =

10.2 Action d’un twist de Dehn sur un disque contenant
un ensemble de points indexés successivement

Rappelons que 'on s’intéresse au cablage du twist de Dehn 7;. Comme précédem-
ment, on note oy,...,0y, les générateurs de By, on utilisera également la notation
Oij = Oxvi-lp i qui met en évidence le fait que o;; est le demi-twist de support D ;,
disque topologique contenant le point b;; et le point indexé successivement. On repré-
sente sur l'illustration suivante deux cablages évidents de 7;, un premier cablage

noté 7T et le cablage standard. Remarquons que 7 est facile a exprimer, et s’écrit :

jo_ k
T = (011 0+ 0 oy —1) =170 € By,.

Le cablage standard est moins simple a expliciter. L’action de la tresse étant indépendante
de son cablage, on peut utiliser 7; pour déterminer I'action de 7; sur la famille (g1, ..., g,)
génératrice de H'(X),.

Calculons /’7\';* sur les g; r,- Pour ne plus avoir les doubles indices, nous allons utiliser
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FIGURE 10.6 — De gauche a droite : la tresse 7, un cablage noté T, et le cablage standard

de nouveau la notation des g; ; sous forme de 7; avec :
Nyi-tp 45 = i

De méme, on note b, , = b; j, ainsi que o] = 7_. k;. On pose :

=1 kl""j
o _ig—1 . o _Jo

de sorte que :

_ jo—ih+2
T]_(Uiao...oné)]O ) .

On peut a présent passer aux calculs de ?J* sur les 7;. On peut alors utiliser les formules
de McMullen pour montrer le théoréme suivant :

Théoréme 10.2.1. En notant Jf = {:i ki, Uexpression du twist 7; € PB, de support
un disque contenant les points marqués {b;,, ..., bj,} est donnée par :
o] Jo
77(Gio—1) = Gig—1 + Z(l —q7 )y
I=ig

71(9:) = qafggi st g<1<j—1
jo? Jo 1

7~_j(gjo> = Yjo T Z qu+1(1 - qaio)gj
I=io

71(9;) =g; si j<io—1loujy<j

émonstration : mimencon r regarder ion r =0y ---0,. On
D trat Commencons par regarder 'action de la tresse T i i On a

donc T* = 5}%* e 576*. D’aprés I'expression de cette tresse, les 7 tels que I < iy—1oul >

Jo+1 sont laissés invariants par T*. On s’intéresse donc aux 7, pour | € {ig—1,...,55+1}.

Jo
T (i —1) = 676* : "076\—1-/1*(771'6—1 +ni) = Z -

I=i)—1

—~— %

7-*(77%) = 5}%* O (—quo)

=0j - "m*(—Q(mg + Mg 41))

3o
= —qu-

s
=i
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Pour l € {if +1,...,j}}, on a

T ) = a5 -6 o (m)
= 5;6* <o (4 qmi-))

=05 o (—gm + q(mr +m))
=qn-1-

T —~ %
T (jg+1) = 055 (Mjg 1) = Njga1 + qny.-
Y}
Passons aux calculs avec T; = T70 0t

Sil=ij,—1,ona:

70
5 (ny—1) = (T3 m)

l:i{)
T*]o 10 an_qznl+qznll
= 10 =i, I=i{+1

= (%*)jé_%(z m— qnj;)

—
I=1

- g’L —1 + Z JO*ZJFI

=iy
Sil=1ij, ona:
3
T ) = @V (=S )
1=,
Jo 76
= (T m—a Y, m)
1=il, I=il +1
= (T~ (¢*nyy)
= ¢y,
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Sile{i,+1,...,5}:

T () = ¢~ (T*)"+2(n, )

3o
_ _qlszJrl(T*)Jo*Hl(Z m)

—a!
=i

3o 3o

_ _ql—zo—i-l(T*)jO—l(_anl +q Z nl—l)
1=, I=i)+1

_ _ql_i6+1(T*)j6_l(_q77j6>

= g (T ()

— qj()—z'g+2m

Sil=jy+1, ona:

*

T (1) = (TP (e 1 + qnyy)
=T (nyy + qny + -+ + 0 )

Jo
=+ qy o+ T gy — TR Ty

—a!
l=ig

Jo
=g Y g,

—5!
l=1y

~*
Pour les indices | < iy — 1 oul > j,+ 1, T; laisse invariant 7. Ainsi, tous les cas ont
étés traités.

Rappelons que ¢4 (gi;) = ¢; si j = k; et 0 sinon. Alors Mis—1 Se projette par ¢ sur
Gio—1, pour tout | € {kiy, ..., kj,—1}, ona ot € {if+1,...,5,— 1}, et alors Nyt Se projette
sur g;, et enfin 7; 11 se projette sur g;,. Finalement on obtient :

Jo )
77 (9io-1) = Ox(T7 (Miy-1)) = Gio—1 + Z(l - qglgl)gl-

=19

. . . . ~ — o70
Pour tout I € {ig,...,jo—1}, 0L € {ipg+1,..., 70}, alors : 77" (q1) = ¢ (Ts (M51)) = "0 gi-
~ % —~% ; 570 ol
Enfin : 75"(g5,) = ¢x(T7 (j541)) = gjo + 22125, @71 (1 — ¢70)gu. O
On peut maintenant démontrer le théoréme [10.0.1] 11 ne reste en fait qu’a montrer que
77" est d’ordre fini au plus d si q"gg # 1, et unipotente sinon.
Démonstration du théoréme [[0.0.1 : Supposons que ¢% . Pour tout i € {iy, ..., j0—1},
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ona:7i(g)= qagggi, et donc (77%)4(g;) = g;. Aussi, si q”gg #1:

Jo—1 ]
~ ~ x\d— ol
(5 (Gior) = (F) (g1 + 3 (1= ¢71)g)
l=ig

Jo—1 ) Jo—1

jo—1 )
s ok\a— o1 ] UJ
= (77)" 2 (Gig—r + L+ 7)Y (1= ¢7H)g)
I=io
Jo=! i io PN L io
= (77) " (gig—1 + Z(l — ¢ ) g+ q70 (1 4 ¢%i0) Z(l — ¢+ g1)
l=1i9 =19
~ x\d—2 o0 o0 2 = o0
— () (g1 + (1470 + (¢70)2) 3 (1= ¢7H)g)

l=ig

Jo—1

U'jo Ujo G'jo
= Gip—1 +£1 +q70 4+ (¢70)%) Z(l —q")q1)

Vv
=0

l=ig
= gio—l

De la méme fagon, on a :

jo—1
~ % ~*%\d— O'j0 ol
(77)(gjo) = (T (gso + D (¢7H1(1 = ¢70)g;)
I=io
~ x\d—2 o0 g o90 al
= (7)" 2 (gjo + (1= ¢%0) Y (g7 (1 = ¢70)g;))

l=ig

. . Jo—1
570 70 Uj ol
= g+ (14¢70 + -+ (¢70)") Y ¢ (1 —q"0)g)

(.

~ I=io
= jo
Donc 7;* est d’ordre fini au plus d.

Supposons qu’g = 1. La matrice de 7" dans la famille (g, ..., g,) s’écrit :

Liy—2
Ay

]n—jo
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Ou A est la matrice carré de taille (jo — ig +2) X (jo — @0 + 2) :

1 0 --- 0 |
(1 i quOJrl) 1 0 q 10+1<1 —q 28>
AJ . .
(1—g™) 0 g7 (1l—q% )
0 -0 1

Alors Aj —1,_i 42 est de la forme :

0 0 |
(1 N qo'f'ngl) 0 0 q058+1(1 _ qo'zg)
: . . : . _1
(1-¢7) 0 0 ¢(1—q%0 )
0 e 0
On vérifie facilement que (A; — Liy—ig+2)> = 0 et alors (7;° — 1,)*> = 0, donc 7, est
unipotente lorsque q”lj'g =1. ]
Pour un twist quelconque, nous pouvons ré-indexer les by, . . . , b, de sorte que le support

du twist contienne un ensemble de points d’indices successifs {b;,, ..., bj, }. Le changement
de famille génératrice est plus complexe a réaliser mais se fait sur la méme idée que celle
présentée pour les twists o ;. On pourrait ainsi exprimer ’expression de I’action de ce twist
sur une famille génératrice de H! (X )q associée a cette indexation, puis par le changement
d’une famille génératrice a I’autre, on expliciterait 'action du twist de Dehn dans la famille
initiale (g1, ..., gn)-
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Chapitre 11

Densité de Zariski des représentations
Pq

On rappelle ici quelques notations : la surface X est obtenue a partir d’une courbe
algébrique y? = [[/_,(z—b;)% ot n,d € N*, les b; sont des nombres complexes deux a deux
distincts, les k; sont des entiers non nuls vérifiant la condition : pged(ky, ..., k,,d) = 1.

On note ky = Z?:l k;. On a construit dans cette thése des représentations p, : PB,, —
U(H'(X),), pour ¢ = e~a", une racine d-éme de l'unité différente de 1. On s'intéresse

maintenant aux images de ces représentations et on montre, sous certaines conditions,
qu’elles sont Zariski-denses dans PU(r, s), ou (r, s) n’est pas nécessairement de la forme
(1I,n) ou (n,1) (les cas traités par Deligne-Mostow).

Rappelons qu’on note gg = 1 si ¢* =1 et gg = 0 sinon. On a le théoréme suivant :

Théoréme 11.0.1. Supposons qu’il existe une indexation des points marqués pour laquelle
les hypothéses ci-dessous sont vérifiées :

VT‘G{?},...,TL—EQ}, djfk?(kfl—l——f-kr) (1101)
kkq kko kks

Alors la composante neutre de la cloture de Zariski de py(PB,) dans U(H'(X),) est
SU(H*(X),).

Pour démontrer ce théoréme nous allons faire une récurrence. Nous commencerons par
présenter les outils de cette récurrence, puis nous traiterons le premier cas r = 2, enfin
nous pourrons établir la récurrence et terminer ainsi la démonstration. On remarquera
que, indépendamment des hypothéses du théoréeme ci-dessus, la composante neutre de la
cloture de Zariski de 'image de la représentation p, est toujours incluse dans SU(H'(X),).

11.1 Outils préparant la récurrence

On note (g1, ..., gy) une famille génératrice de H'(X), vérifiant le théoréme .

Remarque 11.1.1. On peut choisir la famille (g1, ..., gs) telle que (g1, ..., gn-1-<,) est
une base de H'(X),, avec eg =1 si g™ =1 et gy = 0 sinon. En effet, d’aprés le théoreme
la dimension de H'(X), est n — 1 — . Remarquons que, comme Yor,9i=0,la
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famille (g1, ..., gn—1) engendre toujours Hl(X)q, alors sieg = 0, cette famille est une base
de Hl(X)q. Si eqg = 1, cette famille est liée, et quitte a ré-indexer les g;, ce qui revient
a ré-indexer les b;, on peut supposer que g,_1 est une combinaison linéaires des éléments
G1y - Gn_o. Alors dans tous les cas, (g1, ..., gn-1-¢,) €st une base de Hl(X)q.

Fixons une telle base, c’est-a-dire une indexation des {by,...,b,} pour que la famille
(91, -y 9n-1-e,) forme une base de Hl(f()q. L’action des générateurs «; ; de PB, sur
H 1()2' )q est donnée explicitement par le théoréme , en particulier, on connait I'ex-
pression de 'action des o ; sur chacun des g;.

Supposons que n — 1 — g > 1. Pour tout r € {2,...,n — 1 — g0}, on note V, :=
(g1, ...,9). On étudie la signature de la restriction de la forme d’intersection a V,. a 'aide
d’une surface auxiliaire Zr+1, obtenue a partir de la courbe algébrique y? = H:ill (x—b;)ki.
Pour cela, montrons que :

Lemme 11.1.2. On a un isomorphisme entre H( Ar+1)q et V.., qui préserve la forme
d’intersection.

Démonstration : Pour éviter les confusions, notons pour cette démonstration (; ), .
T

la forme d’intersection sur H'(Z,41), et (; )¢ la forme d’intersection sur H'(X),.

Par le théoréme et I'hypothése (I1.0.1)), la dimension de H'(Z,.41), est r, et on
peut noter {g1, ..., gr+1 } une famille génératrice vérifiant les conditions du théoréme|7.0.1]

A

Alors {g1,...,0r} est une base de H'(Z,11),.
Pour tout ¢ € {1,...,7}, on a par le lemme [6.1.2) H}(X;), ~ Hi(wzfl 1(DZ-))q. Or
T+

H (X)), A: (g;) et H} (A7TZ+1(DZ-))q ~ (g;). On peut donc définir un morphisme injectif
G H(Zyi1)g — HY(X),, avec :

Vi € {1a"'7T}7 ¢T(§Z) = G-

Par définition des deux familles génératrices, on a, pour tout 4,5 € {1,...,r}:
(9i:95) 2,., = (1), &(95)) x = (9i» 95) x-

Clairement, V, = (bT(Hl(ZH)q), on a finalement un isomorphisme H1(2T+1)q ~V,,
qui préserve la forme d’intersection par définition. O

Comme la forme d’intersection (;); = est non dégénérée sur H'(Z,,1),, on en déduit
V[ Zyya qQ»
immédiatement :

Lemme 11.1.3. Pour toutr € {2,...,n—1—¢u}, la restriction de la forme d’intersection
a 'V, est non dégénérée, et on a la décomposition en somme directe orthogonale :

HYX), ~V,aV:

On peut alors montrer :

Lemme 11.1.4. Pourr € {1,...,n—1—¢o}, pour tout i,j € {1,...,r+1} tel quei < j,
i j préserve la somme directe H'(X), =V, & V.
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Démonstration : Soit r € {1,...,n — 1 — o}. On connait par le théoréme [0.3.1]
I'expression de l'action des «; ; sur la famille (g1, ..., gn-1-¢,). Pour 4,5 € {1,...,n} avec

i < j,en notant g, = g; + S1_

7%+1g, on a pour tout [ € {1,... ,n} :

it+1
(i1 + (1= q")g! sil=1i—1
gi — (1 —¢*)g. sil =1
Qiglg) = 91— (L—g™)g,  sil=j—1
g; + a7 (1= g)g; sil = j
L g1 sinon

Alors o j préserve les espaces V; pour [ < ¢ —2 et j — 1 <[. En particulier, si j <r +1,
alors V,. est préservé par «; ;.

D’autre part, V- = N7_ (g;)*, alors pour tout * € Vi, (z,¢/) = 0. On peut ainsi
vérifier que «;; préserve également V, en utilisant l'expression de &; ;" donnée par le

théoréme [0.3.2 :

(1—¢")(1—q")
(1-9)(1-7)

Finalement «; ; préserve la somme directe V, & V- pour j <r + 1. O

Vo € VTL, a;j(r)=x—1 (r;90) g = .

Remarquons que pour r < n — 1, on peut interpréter une tresse de PB,; comme une
tresse de PB, en lui ajoutant un certain nombre de brins droits. On peut ainsi considérer
PB, i comme un sous-groupe de PB,,, engendré par les «;; tels que j < r + 1. D’apres
le lemme précédent, les tresses de PB,,; préservent V,, et on peut donc s’intéresser a la
restriction de p,(PB,+1) & U(V,).

Définition 11.1.5. Notons G, la cloture de Zariski de p,(PB,+1) dans U(V,), les auto-
morphismes de V, qui préservent la forme d’intersection, et G? la composante neutre de
G,

Lemme 11.1.6. Pour toutr € {2,...,n—1—¢g}, GY C SU(V,.).

Démonstration : Notons Ug(V,) les automorphismes X € U(V,.) tels que det(X)? = 1.
Comme les «; ; sont soit d’ordre fini au plus d, soit unipotents, et qu'’ils engendrent PB,,,
G, est inclus dans Uy(V,). En particulier, on a un morphisme :

X = det(X)

Les valeurs du déterminant prises sur G, sont donc discrétes, or det est continue, et donc
constante sur chacune des composantes connexes de G, et en particulier sur la composante
neutre G2 de G,, qui contient I’élément neutre. Alors la restriction du déterminant sur
G? vaut identiquement 1, et on en déduit que G2 est un sous-groupe de SU(V,.). O

Dans les deux parties suivantes, va montrer par récurrence que :
Proposition 11.1.7. Pour toutr € {2,...,n—1 — &}, G = SU(V,).

En particulier, la composante neutre de la cloture de Zariski de p,(PB,), notée
e

pa(PB,)", est SU(H'(X),). On initialise pour le rang r = 2.
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11.2 Initialisation au rang 2

Dans cette partie, on montre que la proposition est vraie au rang r = 2, c¢’est-
a-dire :

Proposition 11.2.1. On a légalité G = SU(Vy).

L’idée principale pour démontrer la proposition [I1.2.1] est la suivante : nous allons
montrer que G est un sous-groupe de Lie de SU(1, 1), et ne correspondant & aucun des
sous-groupes stricts de SU(1, 1).

On monte dans un premier temps le lemme suivant :

Lemme 11.2.2. GY est isomorphe a un sous-groupe de Lie de SU(1,1).

Démonstration : On a vu précédemment que G sous-groupe de SU(V5), il suffit donc
de montrer que SU(V,) ~ SU(1,1). Pour cela, on montre que la signature de la forme
d’intersection restreinte & Vo est (1,1).

Remarquons que la signature de la forme d’intersection restreinte a V, est égale a
la signature (r,s) de la forme d’intersection de H 1<Zg)q. Rappelons que la dimension
de H'(Zs), est 2, et que la forme d’intersection sur H'(Z3), n’est pas dégénérée, donc
(r,s) = (r,2 —r). D’apreés le théoréme [6.0.2 on a :

3

. Ll<;(l<:1 +§2+k3)J _ZLkC/;:Z-J

i=1
3

k(R k) k(k R ks, = bk kk;

d d

=1

_ Z{kgz}_ {k(/ﬁ +§2+7€3)}

Or d’aprés I’hypothése , comme d ne divise pas k(k; + ko + k3), on sait que :
0< {w} < 1, et comme d’autre part, d’aprés Ihypothese (I1.0.2), 1 < {1} +
{H2} 4+ {3} < 2. On a donc 0 < 7 < 2, dou 7 = 1 et la signature de la forme
d’intersection restreinte a Vy est (1,1). Ainsi, on a G C SU(V,) ~ SU(1,1). Comme G
est un sous-groupe fermé dans SU(1, 1), c’est aussi un groupe de Lie d’aprés le théoréme
de Cartan-von Neumann. m

11.2.1 Action de SU(1,1) ~ SL(2,R) sur P¢

On sait que SU(1,1), a conjugaison prés dans SL(2,C), est isomorphe a SL(2,R).
On note S € SL(2,C) une matrice telle que : X € SU(1,1) — SXS™! € SL(2,R) soit
un isomorphisme. En particulier, comme G9 est un sous-groupe de SU(1,1), on a un
isomorphisme entre GJ et un sous-groupe de SL(2,R), noté G5, donné par :

of € Gy A= Sa*S™! € Gy C SL(2,R).
Rappelons d’autre part que GL(2, C) agit sur P} de la fagon suivante :

az+b
cz+d

VM = (Z Z) € GL(2,C),Vz € Py, M-z=
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Remarque 11.2.3. Pour o € G, il existe une matrice p* € SU(1,1) telle que o* =
Aaf3*, ot A2 = det(a*). On note B := SB*S™! la matrice associée a * dans SL(2,R).
Alors les actions de A := Sa*S™! et de B sur P¢ sont les mémes. Ainsi, pour étudier
Uaction de A sur Pg, on pourra se ramener a une certaine matrice B € SL(2,R), dont
Uaction sur PG correspond a celle de laction de A sur Pg.

En particulier, on en déduit que :

Lemme 11.2.4. Pour a* € Gy, A = Sa*S™! préserve les demi-plans {z € C|Im(z) > 0}
et {z € C|Im(z) < 0}.

Démonstration : Soit o* € G et A = Sa*S~!. Reprenons les notations précédentes, et
notons B = (%) € SL(2,R) une matrice telle que B -z = A - z pour tout z € P§. Alors,
pour tout z = Re(z) +¢Im(z) € {z € C|Im(z) > 0}, on a :

_az+b  (a(Re(z) +2Im(2)) 4 b)(c(Re(z) — 21Im(2)) + d)

T axd lcz 4+ dJ?
_ ((aRe(z) +b)(cRe(2) + C|liZ—|—+aCcl|12m(Z) ) +eIm(z)(ad —be) _ (- e ClTm(=) > 0).

Donc A := Sa*S~! préserve le demi-plan {z € C|Im(z) > 0} et de la méme fagon, on peut
montrer que A préserve {z € C|Im(z) < 0}. En particulier, A -2 € {z € C|Im(z) > 0} et
A- (=) € {z € C|Im(z) < 0}. O

Remarquons que :

Lemme 11.2.5. Pour tout o € {9, 293,13}, o normalise GY :

o - GY - (o) =GY.

On a alors :

Lemme 11.2.6. Soit o € {12, 23,013} Notons A = Sa*S~t. Alors pour tout M € GY,
AMA™ € Gy. De plus, z est un point fize de M si et seulement si A -z est un point fize
de AMA™L.

Démonstration : Soit « € {ay 2, 93,013} Notons A = Sa*S~!. Comme S~!MS €
GY, par le lemme [11.2.5] on sait que o*(S™*MS)(a*)™! € GY.
Alors AMA™ = S(a*S™'MSa*)S™! € Gy. Pour z € P¢. :

M-z=2 < AMA™ . (A-2)=A-2
[l

De plus, a partir du théoréme [9.3.2] on peut donner les matrices des restrictions de
1.2, 023 et 13 a VQ dans la base {gl,gg} .

o _ qk1+k2 qk2<1 _ qkl) o _ 1 0
L2 v, 0 1 2,3 |V, 1— qk3 qk2+k3

. qu _qkz-i-kg(l _ q/ﬂ)
1.3 Vo —q_kQ(]_ _ qkS) 1— qk:i + qk1+k3

On a alors :
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* * * — k1+ko+ks
Lemme 11-2.7- 061’2 ‘V2a273 |V2Oé1’3 IVz — q Id |V2
On a immédiatement :

Corollaire 11.2.8. L’action de o, W2a§73 sur PL est triviale.

|V2OZI,3 Vs
Par la suite, on notera :

— «a un élément de {aq 2,03, 13}

— A:=Sa*S7! € GL(2,R)

— B € SL(2,R) une matrice agissant sur P§ de la méme fagon que A

— M € G\{*1,}
Par définition, on peut trouver un point fixe de a* :

— si @ = a5 : la droite engendrée par g; dans Pl est un point fixe de a5, notée a

— si @ = a3 : la droite engendrée par g, dans P§ est un point fixe de a3 3, notée b

— si @ = ay 3 : la droite engendrée par g; + ¢ *2go dans PL est un point fixe de a3
notée c

On a évidemment a, b et ¢ sont deux a deux distincts.

11.2.2 Elimination des cas ot GY est isomorphe & un sous-groupe
strict de SL(2,R)

On garde les notations introduites précédemment. Comme GY est un sous-groupe de
SU(1,1), on asoit GY = SU(1, 1), soit GY = {I,}, soit, & conjugaison pres, GY est isomorphe
a I'un des sous-groupes suivants :

— SO@R) = {(5f) ) It e R}

sin cos(t)
— A={(9 %) teR}
—N={(}1)beR}
— P:={(2 %) ]acR"beR}.

On peut a présent démontrer la proposition [11.2.1] :

Démonstration : Supposons que Gy # SU(1, 1), alors soit G = {I,}, soit, & conjugaison
pres, GY est isomorphe a SO(2,R), A, N ou P. Montrons que chacun de ces cas méne a
une contradiction, et donc finalement GY = SU(1,1).

e Si GY ~ SO(2,R) : Toute matrice de SO(2, R)\{=£I,} admet uniquement deux points
fixes, qui sont 2 et —. En effet, pour M = (Cos(t) _Sin(t)> € SO(2, R)\{£L,}, si z € P} est

sin(t) cos(t)

un point fixe de M, alors :

cos(t)z — sin(t)

sn()z +eos(t) - sin(t)(2* +1) = 0.

M-z=2z2 <—

Comme M # =+, sin(t) # 0, alors z =2 ou z = —u.

Soient M € Gy\{£I>} et a* € {a},, a5, ] 3}, on note A = Sa*S~". Par le lemme
, AMA=1 € Gy et admet donc pour seuls points fixes 2 et —2. Or, par ce méme
lemme, A -2 et A-(—12) sont deux points fixe de AMA~!. Par le lemme laction de
A préserve les demi-plans {z € C|Im(z) > 0} et {z € C|Im(z) < 0}, on a donc A -1 =1
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et A-(—1) = —1. Ainsi S-a, S-b et S-csont trois points distincts dans {—z,1}, ce qui
est contradictoire. Donc G n’est pas un sous-groupe fini de SU(1,1).

Supposons que GJ = {I,} : Remarquons que ce cas correspond & celui pour lequel G
est un groupe discret : en effet, si Gy est fini, GJ étant la composante connexe de Gy
contenant 1’élément neutre, Gy = {I,}. Réciproquement, si G = {I,}, alors G, est un
groupe fini.

Dans ce cas, on va travailler avec un autre sous-groupe Gi de G, défini par :

Gy = {a* € Gy|det(a*) = 1}.
Montrons que G} # {+I,}. Puisque Gy C Uy(V3), on a la suite exacte courte suivante :
0—=G)— Gy — Z/yy — 0.

si GY = {£L} ou si G} = {I,}, alors G, /G% est cyclique, donc les éléments de Gy sont

de la forme +gf, pour un certain gy € Gy. Tous les éléments de Gy ont donc les mémes
points fixes, ce qui n’est pas possible puisque af 5, a3 3 et o 5 ont tous les trois des points
fixes deux a deux distincts. Donc G} # {£I5}.

On va ici noter Gy le sous-groupe de SL(2,R) associé par conjugaison a G, donc G5
est un sous-groupe fini. Sur Gy on dispose d'un produit scalaire construit a partir du
produit scalaire standard de la facon suivante : pour tout M € Gy, ‘MIoM = ‘MM est
une matrice définie positive, et H := > MEGH MM est une matrice symétrique définie
positive, donc H définit un produit scalaire préservé par 'action de GG, dans le sens o :

VM € Gy, 'MHM = H.

On sait qu’on peut trouver une base telle que H s’écrive comme la matrice Is, dans cette
base les matrices de Gy sont des matrices orthogonales, et & conjugaison prés, G se voit
comme un sous-groupe de SO(2,R), que 'on note de nouveau G. On a vu précédemment
que les points fixes d'une matrice M € G5 C SO(2,R) sont 2 et —u.

Comme G} # {£I,}, il existe un élément M € Gy\{*Iy}. Soient M € Gy\{£L} et
o € {aj,, 053,07 3}, on note A = Sa*S~!. Par le méme raisonnement que dans le cas
GY ~ SO(2,R), on aboutit & une contradiction et montrer ainsi que G # {I}.

e Si GY ~ A : Regardons les points fixes d'une matrice M € A\{£I,}. En notant

t
M = (60 6Qt),onapourze]P’}C:
et

M-z2=2z <— — =z e
o

%y =2 <= z€ {o0,0}.

Ainsi M admet exactement deux points fixes distincts.

Soit a € {2, 03,13} et A= Sa*S™!. De méme que précédemment, par le lemme
[11.2.6f ona AMA~" € A, et A-0, A-cc sont des points fixes de AM A~'. Donc A-0, A-c0 €
{0, 00}.

D’apres le corollaire , on sait que aj 55 3] 3 agit comme Id sur Pg. Alors :

0= S(aba;gaig)S_l 0= (Sa’{gS_l) (Sag3S™) (Sap 3571) -0.

N S

~~ '

Vv
ALQ A2,3 A1,3

Les matrices A; 2, As3s, et A; 3 peuvent soit permuter 0 et oo, soit les fixer. Si chacun
des Ai,j permutent 0 et oo, alors A1’2A273A173 -0 = 0o. Comme 0 = A172A2’3A1’3 . 0, on
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en déduit qu’il existe un couple (7, 5) € {(1,2),(2,3),(1,3)} tel que A;; -0 = 0. On aura
également A; ; - 0o = oo.

D’apres la remarque , I'action de A; ; est la méme que celle d’une certaine matrice
B € SL(2,R). Comme A;;-0=0,ona B-0=0, et de méme B - 0o = co. En notant

B:(gg),ona:O:B‘O:g,d()ncb:(),etd’autrepartoo:B-oo:z;‘sis,donc
a 0

c= 0. Donc B = 1 |- D’aprés le théoréme [9.3.2| on sait que o est soit unipotent

0 a”
soit d’ordre fini au plus d, il en est donc de méme pour A;; et pour B. Alors si a* est
d’ordre fini m € N*, a doit étre une racine m-iéme de l'unité, or a € R donc a € {—1,1}
et 'action de B, et donc celle de a* est triviale sur Pg, ce qui est contradictoire. Si B
est unipotente, sa trace est +2, donc a € {—1,1} et on aboutit & la méme contradiction.
Ainsi, GY ne peut pas étre isomorphe a A.

e Si G) ~ N : Regardons les points fixes d’'une matrice M = (} %) € N\{+£I,}. Pour
z € Pg, et comme b# 0 on a:

M- -z2=2 < z+b=2 <= z=00.

Notons M la matrice M = ({1) € N\{£l:}. Alors pour tout a € {a;2, 223,13}, en
notant A = Sa*S™!, on a de nouveau A - 0o est un point fixe de AMA~' € N, donc
A - 00 = 00. Montrons que oo est le seul point fixe de A.

En notant A = (%), on a AMA™! = ((ad__b;)_ac (ad—ZZ)era) € N, donc ¢ = 0.

D’aprés la remarque [11.2.3] 'action de A est la méme que celle d’une certaine matrice

/

B € SL(2,R), multiple de A. Alors B est de la forme B = (Cg (a,b)fl) oudad,b € R. Comme

a* est soit unipotent soit d’ordre fini, il en est de méme pour A et B. Alors de méme que
précédemment, a’ = £1. Puisque 'action de o* n’est pas triviale, il en est de méme pour
celle de A et de B. Alors i/ # 0, et on en déduit que le seul point fixe de A est co.
Comme a est un point fixe de ajy, A1 (S-a) =5 -a, donc S-a = oo, et de méme
S-b=5-c=o00.0Ora, betcsont deux a deux distincts, on a donc une contradiction.

e Si GY ~ P : Regardons les points fixes de la matrice M = (} }). De méme que dans
le cas précédent, on peut voir que, pour z € P&, M -z = z <= 2z = co. Donc M admet
un unique point fixe co. Alors pour « € {ay2, 93,013}, et A= Sa*S™! ona: A-ocoest
un point fixe de AMA™! € P. Comme Tr(G) =2, on a Tr(AMA™!) = 2, donc la matrice

1 b . e .
AMA~! est de la forme (0 1). Sib=0,onaAMA™! agit trivialement ce qui n’est pas
possible, sinon AMA~! fixe uniquement le point co et on peut reprendre I'argument du
cas précédent.

Finalement, G = SU(1, 1) et la proposition [11.2.1| est démontrée. ]

Remarque 11.2.9. La condition est nécessaire pour obtenir G = SU(H'(X),).
En effet, il existe des cas tels que cette condition ne soit pas vérifiée, et que limage
po(PB,) forme un sous-groupe fini de U(H'(X),). Alors p,(PB,) est égale & sa cloture
de Zariski et en particulier la composante conneze de celte cé@tur@ de Zariski est restreinte

a 'élément neutre, donc GY # SU(HY(X),). Pour ¢ = e~ "4, on peut citer les cas sui-
vants, issus de Uarticle [DM8G)] (p.82) :
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d k1 ko ks
12 5 3 3
24 11 7 )
60 29 19 11
2mim—1|1m—-1] 1

oy ki o ks | K p )
Dcms ces différents cas, nous avons 7} + 3 + 3 <1, donc la condition (11.0.2)) n’est pas
verifice.

Passons maintenant a la récurrence.

11.3 Reécurrence

On montre ici la proposition suivante :

Proposition 11.3.1. Pour tout r € {2,...,n —2 — &0}, si G, = SU(V,.) alors G,41 =
SU(V,y1).

Démonstration : Soit r € {2,...,n—2—¢gq}. Commengons par expliciter les ensembles
SU(V,+1) et SU(V,.). Supposons que G, = SU(V,.). D’aprés le lemme|[11.1.3] la forme d’in-
tersection restreinte & V; n’est pas dégénérée pour tout ¢ € {2,...,7r+1}, alors en utilisant
le procédé de Gram-Schmidt, on peut obtenir une base "orthonormée" {e;,...,e,.1} de
V41 telle que :

Vied{2,....,r+ 1}, (er,...,e) ={g1,---,9)-

Dans cette base, la matrice de la forme d’intersection est H,; = diag(dy, ..., d,.41) ol
d; = (ej,e;) = £1. On a donc :

SU(VH_l) = {A c MT+1(C>|tzHr+1A = H,«+1 et det(A) = 1}
Alors G? = SU(V,.) s’identifie au sous-groupe de SU(V,.) donnée par :
SUV,)={A=(49) € M,11(C)| A" € M, (C) telleque’ A’H, A" = H, et det(A’) = 1}.

On sait que G? est un groupe de Lie, comme on a pu le voir dans le lemme pour
le cas r = 2, on peut donc considérer 1'algebre de Lie de GY, que I'on note g;. D’apreés
I'hypothése G2 = SU(V,), on a g, = su(V,). Comme la forme d’intersection n’est pas
dégénérée sur V,., en notant les complexifiés g,(C) = g, ®g C et g,.1(C) = g,41 ®r C, on
a: g.(C)=slV,) ~sl(r,C). Alors :

g={(53) | XeM.(C)lavec Tr(X)=0 et 'XH,+ H,X =0}

On a :
su(V, ® C) = g,(C) C g,11(C) C sl(V, 1) ~sl(r+1,C).

Montrons donc que g,41(C) ~ sl(r + 1,C). On sait que toute matrice de sl(r + 1,C) est
de la forme : (£ 7) avec : X” € M,(C), v,w € My,(C), d € C, et Tr(X") +d = 0. Une

telle matrice s’écrit donc comme une somme :
X' =(EH+88)+(20) + diag(—d,0,...,0,d)

ou X = X" + diag(d,0,...,0) et Tr(X) = 0. En montrant que chacune de ces quatre
formes de matrice est dans g,1(C), on aura alors sl(r +1,C) C g,41(C).
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On détermine la matrice de (77,,)* = aj,;,,, dans la base {ey,...,e.41}. Rappe-
lons que (721)*(¢;) = g, pour tout ¢ = 1,...,r — 1. Ainsi, la restrlctlon de (17,1)" a
(€1,...,6e,_1) est 'identité. Soient Aq, ... 7)‘7“-‘:-1 e Cet py,..., 111 € C tels que :

r+1 r+1

'r+1 €r) Z Aie; et (73+1 (€r+1) Zﬂzez
Pour tout ¢ € {1,...,r — 1}, on a:

0idi = (1) (er), €2) = {(741) (&), (7242)"(€4)) = (er, €5) = 0

et
dipi = ((7741) " (er41), &) = ((7, m) (ers1), (T201)7(€0)) = (ers1, ) = 0.
1,.

2

Alors A\; = p; = 0 pour tout i = — 1, et la matrice de (7,,,)* dans la base

{e1,...,er11} est de la forme :
I..1 00
A = 0 a ¢
0 b d

Montrons que les coefficients b, ¢ sont non-nuls. Comme (72,,)*(g,) = g+ (1—¢*+2)g, 11 ¢
V., onab#0.Sic=0, remarquons que, comme det(A, 1) # 0, d # 0, et on a alors :

0= (eri1,€)
= (1) (ersn), (7241)(er))

= (de,y1,ae, + bepyq)

- d55T+1 % O
Alors ¢ # 0.
On note :
L., 0 0
Al = 0 d ¢
0 v d
ol (Z,' fl;) est la matrice inverse de (§ 7). De méme que précédemment, on a : b’ # 0 et
d #0. On écrira A, 1 = (fw’" ”) et A;&l = <,fVT, Zi) avec

o« A= ("510) A = (V=1 0) e M,(C),

e v=(2),v=(g),w=(})w=(y)eC"
Considérons maintenant I’action adjointe de (72,,)* sur g,11(C). On sait que g,+1 est

stable par l'action adjointe de G, ;. Pour tout X € M, (C) telle que Tr(X) = 0, la
matrice X' := (¢ 9) € M,;1(C) est un élément de g,(C) C g,41(C). Alors

. A, v X 0 A A XA AXY
Ad(7_r2+1)(X/) - ( tw d > ’ < 0 0 ) ) < tw' ) = ( thA;, twX v ) € gr+1(c>‘
Si X est la matrice E,.; € M,(C) dont le coefficient sur la r-iéme ligne et la premiére
colonne est 1, et tous les autres coefficients sont nuls, alors

2% / A Er 1A/ 0
Ad<7r+1)(X) (b 0...0 0
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Comme Tr(A,E,.1A!) =0, on a (ATEGJA'* 8) € ¢,(C). Par conséquent g,.1(C) contient la
00..0 00..0

matrice (”0' o '(')') et donc la matrice F, ;1 1= ('5 o '(‘)') car b # 0.
b 0 .. 0 1000

Si X est la matrice £y, € M,(C) dont seul le coefficient sur la premiére ligne et la
derniére colonne est égal & 1, tous les autres coefficients sont 0, alors on a

/

C

r0

Ad(2 () = | APeA
0O ... 0 O

[ le]

oo
O O
N——

Par le méme argument, on conclut que g, (C) contient la matrice £ ;41 := (
0 ...

1

Notons v; = <0> € C". Soient X € sl(r,C) et X' = (¥ ) € M,11(C) comme plus

0
haut. On a
0 0
ad(Er—s-Ll)(X/) = ET‘H’IX/ N X/Erﬂ’l - ( X 0 ) ’
0 Xw
ad(Eryi1)(X) = By X' = X'Ey i = ( 0 0 l )
et

ad(Er11)(EBrvp) = Erpi 1 B — By ppn Ergr g = diag(—1,0,...,0,1).
Comme sl(r, C) agit transitivement sur C", on en déduit que g,,1(C) contient les matrices
sulvantes
e (¥9), pour tout X € M, (C), Tr(X) =0,

e (38) et (270), pour tous v,w € C",

e diag(—1,0,...,0,1).
Ces matrices engendrent le sous-espace vectoriel des matrices de trace nulle dans M, 1 (C),
on a donc prouvé que g,.1(C) = sl(r 4+ 1,C), et donc que g,1 = su(V,41). O

D’apreés les proposition [11.2.1] et [I1.3.1], on a finalement, par le principe de récurrence,
la proposition [11.1.7] ¢’est-a-dire que pour tout 7 € {2,...,n—1—g0}, G® = SU(V,.) pour

tout r € {2,...,n—1—¢0}. En particulier, pour r = n — 1 — g, la composante neutre de
—

pa(PB,)" est SU(V,_1_.,) = SU(H'(X),). On a ainsi démontré le théoréme [11.0.1
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