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IntrodutionLes aratéristiques des dispositifs de mesures de pressions aoustiques doivent être déter-minées par rapport à une référene. L'étalon de référene utilisé dans les laboratoires de métrolo-gie pour les appareils de mesures aoustiques sont des mirophones életrostatiques de hautequalité appelés mirophones étalons de laboratoire. Ces mirophones représentant l'étalon enmétrologie aoustique, leur propre étalonnage onstitue la base de toutes les mesures de pres-sions aoustiques. Aussi pendant de nombreuses années, des travaux de reherhe ont été ef-fetués dans le but de trouver des méthodes aussi préises que possible pour étalonner es mi-rophones, 'est-à-dire pour déterminer leur e�aité en pression en fontion de la fréquene.De nombreuses méthodes d'étalonnage, faisant appel à des prinipes très divers, ont ainsi étémises au point au �l du temps (thermophone, pistonphone, disque de Rayleigh, grille d'en-traînement...).L'utilisation du thermophone à feuille d'or, qui repose sur la génération thermique (par e�etJoule) d'un son dans une petite avité, est historiquement la première méthode d'étalonnagerelativement préise qui ait été utilisée dans la pratique. Cependant ette méthode pose denombreux problèmes de mise en ÷uvre tant pratique (la réalisation et la mise en plae du band'étalonnage étant assez déliates) que théorique (la théorie sur laquelle repose ette méthodedevient omplexe pour un niveau de préision élevé). De plus ette méthode ne permet pas d'é-talonner des mirophones sur une gamme de fréquenes très large. Du fait de es inonvénients,la méthode du thermophone a été peu à peu abandonnée au pro�t de la méthode de réipro-ité, plus simple à mettre en ÷uvre et permettant d'e�etuer des étalonnages préis sur unelarge gamme de fréquenes (20 Hz � 30 kHz, selon le type de mirophone). Elle est la méthodeatuellement en usage pour l'étalonnage des mirophones étalons de laboratoire (norme CEI61094-2).La méthode de réiproité néessite l'usage de deux mirophones ouplés par une avitéaoustique lose, généralement de forme ylindrique, fermée latéralement par des parois rigideset, aux extrémités, par les membranes des mirophones, l'un étant utilisé en émetteur, l'autre enréepteur. Le produit des e�aités des mirophones est déduit de mesures életriques (rapportde la tension de sortie à iruit ouvert sur le ourant d'entrée) et du alul de l'admittaneaoustique de transfert du système (rapport du débit de l'émetteur en ourt-iruit aoustiquesur la pression sur le réepteur). La valeur de ette admittane repose sur l'expression analytiquedu hamp aoustique dans la avité de ouplage, hamp qui fait intervenir des paramètres denatures diverses (életriques, aoustiques, méaniques, thermodynamiques, géométriques). Denos jours, les équipements et les tehniques de mesures permettent d'atteindre une préisiondans les mesures életriques de l'ordre du entième de déibel. Une préision du même ordrede grandeur est alors reherhée dans le alul de l'admittane aoustique de transfert.Ainsi, au ours des dernières déennies, divers travaux ont été e�etués tant pour modéliserpréisément haque partie du système (apsules mirophoniques, iruits életriques, avité de1



2 Introdutionouplage) que pour déterminer les paramètres ayant une in�uene sur son omportement (pro-priétés physiques du �uide, aratéristiques des mirophones, forme de la avité de ouplage,...). En partiulier, des études ont été menées a�n d'améliorer la ompréhension des phénomènesphysiques dans la avité de ouplage et ainsi de modéliser ave préision le hamp aoustiquedans ette avité. La norme atuellement en vigueur, dérivant les tehniques qui doivent êtreutilisées pour un étalonnage de mirophones par la méthode de réiproité, retient une expres-sion de l'admittane aoustique de transfert qui prend en ompte les e�ets des ouhes limitesthermiques (par un fateur orretif) et suppose un hamp de pression indépendant des o-ordonnées (r, θ) dans le plan parallèle aux membranes des mirophones. Ces approximations,justi�ées dans une gamme de fréquenes peu élevée (jusqu'à environ 10 kHz) ne le sont pluspour des fréquenes plus élevées (de 10 kHz à 30 kHz) si on veut aéder à un étalonnage dontla préision est ompatible ave la préision de la mesure életrique. C'est l'objet du travailprésenté ii que de mener une étude plus approfondie du hamp de pression dans la avité deouplage a�n d'établir des modèles analytiques plus omplets de e hamp de pression et ainsiaméliorer la préision des étalonnages de mirophones par la méthode de réiproité.Atuellement, le Laboratoire National de Métrologie et d'Essais (LNE), aniennement Lab-oratoire National d'Essais, herhe à renforer sa position dans le domaine de la métrologie,omme en témoigne son réent hangement de nom. Dans le domaine de la métrologie aous-tique, le LNE manifeste depuis plusieurs années une volonté de modernisation des tehniques etméthodes existantes pour l'étalonnage des mirophones et d'intégration de nouvelles ativités,omme l'audiométrie. Conernant l'étalonnage des mirophones, le LNE a aquis un nouveauban d'étalonnage de mirophones par la méthode de réiproité en remplaement du préédentqui était devenu obsolète, dont la mise en plae a fait l'objet du début du présent travail. Lestehniques de mesures du LNE ayant dès lors atteint un très bon degré de préision, le LNEa souhaité poursuivre son e�ort dans l'amélioration de la préision des étalonnages de miro-phones par une étude plus poussée sur la modélisation du hamp de pression dans la avitéde ouplage. A noter que es travaux d'amélioration des méthodes et tehniques existantesau LNE ont trouvé un intérêt tout partiulier dans sa partiipation à une interomparaisoninternationale sur l'étalonnage des mirophones.Dans un autre domaine, suite à une forte demande de la part des milieux médiaux, le LNEsouhaite ontribuer à améliorer la qualité des tests audiométriques, notamment en développantune ativité de réglage et d'essais d'audiomètres. Cei l'a amené à onsidérer les problèmes liésau dispositif appelé �oreille arti�ielle�, ensé présenter à un éouteur l'impédane de l'oreillehumaine, et onçu en partiulier pour régler les audiomètres. En e�et, il n'existe pas à e jourde méthode pour étalonner e dispositif, e qui explique en grande partie la dispersion atuelledes résultats des tests audiométriques. A�n de mettre au point une méthode d'étalonnage pourl'oreille arti�ielle, une étude sur la modélisation analytique individuelle de haun de ses élé-ments onstitutifs (tubes et fente apillaires hargés par des volumes annulaires) a été réaliséedans le adre d'un ontrat de ollaboration entre le Bureau National de Métrologie (BNM)et le Laboratoire d'Aoustique de l'Université du Maine (LAUM) (2002). Il reste à présentà véri�er expérimentalement la validité de es modèles ; 'est ainsi qu'en l'absene, à l'heureatuelle à notre onnaissane, de méthodes adaptées à la mesure d'impédanes d'entrée de pe-tits omposants aoustiques, une méthode reposant entièrement sur la méthode de réiproitépour l'étalonnage des mirophones a été mise au point. Cette méthode onsiste en des mesureséletriques faisant usage du même dispositif que pour l'étalonnage des mirophones en plaçantles éléments à aratériser sur les parois latérales de la avité de ouplage. Ainsi, la modélisa-



Introdution 3tion très préise de la avité de ouplage pour l'étalonnage des mirophones, en partiulier enonsidérant la struture �ne de la répartition spatiale du hamp aoustique, qui aurait peut-êtrepu paraître un peu vaine tant le niveau de préision reherhé est élevé, prend un intérêt toutpartiulier qui va au-delà de l'étalonnage lui-même, ar elle doit permettre de poser les basesthéoriques de la mise au point d'une méthode de mesure �ne des aratéristiques d'entrée depetits omposants aoustiques qui fait défaut à l'heure atuelle.Par suite, le but de ette étude du hamp de pression dans la avité de ouplage, présentéedans les inq hapitres qui suivent, est d'établir des modèles analytiques plus omplets queeux en usage pour la avité de ouplage, prenant en ompte les e�ets de ouhes limitesvisqueuses et thermiques et la struture �ne de la répartition spatiale du hamp aoustique, envue d'une amélioration de la préision des étalonnages de mirophones et d'une appliation à lamise au point d'une méthode de mesure �ne des aratéristiques d'entrée de petits omposantsaoustiques.Les deux premiers hapitres ont pour but de présenter les prinipes fondamentaux surlesquels repose l'étalonnage des mirophones par la méthode de réiproité, notamment lamodélisation du mirophone életrostatique (hapitre 1), ainsi que les méthodes et tehniquesatuellement en usage pour l'étalonnage des mirophones (hapitre 2). L'état de et existant,en partiulier une ertaine opaité des bases sur lesquelles reposent les modèles préonisés parla norme, montrent la néessité d'e�etuer une étude plus approfondie des modèles existantsvoire d'en proposer d'autres, es modèles se révélant en réalité insu�sants au regard du niveaude préision reherhé ; 'est l'objet du troisième hapitre.Les modèles établis dans e hapitre 3 supposent un ertain nombre d'approximations, nég-ligeant ainsi ertains phénomènes pouvant avoir une in�uene signi�ative sur les résultatsd'étalonnage. Une modélisation analytique plus poussée est proposée don dans le hapitre 4,prenant en ompte à la fois les e�ets de ouhes limites visqueuses et thermiques et l'existenede modes supérieurs (en partiulier radiaux) dans la avité de ouplage. Cette modélisation,bien que soulevant des problèmes physiques liés à la modélisation du mirophone életrosta-tique, est une base sur laquelle repose, dans le inquième hapitre, le modèle pour le hamp depression dans une avité de ouplage sur les parois de laquelle sont plaés de petits omposantsaoustiques, dispositif ayant pour but de mesurer ave préision leurs aratéristiques d'entrée.Les travaux expérimentaux menés parallèlement à ette étude théorique ont onduit auperfetionnement du ban d'étalonnage du LNE et à la mise au point du proessus de mesure dehaute préision par la réalisation d'un grand nombre d'étalonnages de mirophones, ei dansle adre de la partiipation du LNE à une interomparaison internationale sur l'étalonnagede mirophones par la méthode de réiproité (ourant 2003, annexe M). Par ailleurs, uneétude expérimentale préliminaire ouvre la voie à la aratérisation �ne de petits omposantsaoustiques (e qui fait défaut à l'heure atuelle).





Chapitre 1Transduteurs életrostatiques émetteurset réepteurs, étalonnage par la méthodede réiproité
1.1 Transduteurs életrostatiquesL'objet de e paragraphe est de rappeler les équations ouplées des transduteurs életrosta-tiques, les équations relatives à leurs di�érents modes de fontionnement (émetteur, réepteur)ainsi que les bases de la tehnique de la tension insérée, tehnique préonisée par la norme CEI61094-2 [22℄ pour déterminer la tension à iruit ouvert d'un mirophone quand il est hargééletriquement.Ces rappels sont extraits d'un rapport de ontrat [9℄.1.1.1 Desription du transduteur et notationsUn transduteur életrostatique (réepteur ou émetteur) est un ondensateur életrique, desurfae Sm et de permittivité diéletrique ε, onstitué de deux armatures (l'une �xe, l'autremobile) séparées par une distane d(t) = d0 + ξ(t) (où d0 est une onstante positive et où ledéplaement ξ est ompté positif omme l'indique la �gure 1.1). Ce ondensateur présente à sesbornes une di�érene de potentiel U(t) = U0 + u(t) et il est parouru par un ourant életrique
I(t) = I0 + i(t) (sommes de valeurs onstantes et d'éarts instantanés). Sa apaité est érite

C =
εSm

d
=

εSm

d0(1 + ξ/d0)
=

C0

1 + ξ/d0
,où C0 = εSm/d0 représente la apaité du ondensateur �au repos�.L'armature mobile est une membrane (aratérisée par sa masse et sa souplesse). Elle estsoumise à l'avant à une fore extérieure F (dé�nie positive suivant l'axe traé sur la �gure1.1 ). Sa harge aoustique à l'arrière est assez omplexe (avité, armature �xe perforée etori�e apillaire d'égalisation de pression statique) ; l'impédane méanique de et ensemblemembrane - harge arrière (rapport de la fore exerée sur la membrane sur la vitesse de lamembrane, les deux étant orientées dans le même sens), généralement appelée impédane mé-anique de la membrane est notée Zm. La harge aoustique (�Load�) à l'avant est aratériséepar l'impédane aoustique qu'elle présente à la membrane (impédane de rayonnement) notée5



6 1. Transduteurs életrostatiques émetteurs et réepteurs, étalonnage par laméthode de réiproité
ZL, rapport de la pression réée par son mouvement sur le produit de la surfae de la membranepar la vitesse telle qu'orientée sur la �gure 1.1.0 d Sens positifpour d, ξ, v, F

I

I

U
+Q −Q

Fig. 1.1 � Transduteur életrostatique : shéma de prinipe.1.1.2 Equations ouplées du systèmeLes ouplages életroaoustiques assurés par le transduteur peuvent être dérits par deuxéquations ouplées reliant les grandeurs életriques u et i (dé�nies préédemment) et les grandeursaoustiques, pression aoustique p et vitesse partiulaire v à l'avant de la membrane.La relation
U(t) =

Q(t)

C(t)
=

Q0 + q(t)

C0/(1 + ξ/d0)
,où Q = Q0 + q représente la harge életrique du ondensateur, soit au premier ordre de laquantité ξ/d0,

U0 + u(t) ≈ Q0

C0
+

q

C0
+
U0

d0
ξ ,donne diretement la première des deux équations de ouplage, pour des signaux harmoniquesde pulsation ω et ave la onvention ej ω t,

u(t) =
1

jωC0

i(t) +
U0

jω d0

v(t) , (1.1)où v(t) =
∂ ξ

∂t
est la vitesse de la membrane orientée selon le sens indiqué �gure 1.1.La seonde équation de ouplage traduit l'équilibre des fores exerées sur la membrane.Ces fores (orientées dans le même sens que le déplaement) sont les suivantes :� la fore életrostatique
− Q2

2εSm
= − Q2

2Cd
= −(Q0 + q)2

2C0d0
≈ − Q2

0

2C0d0
− Q0q

C0d0
= − Q2

0

2C0d0
− U0q

d0
,� la fore extérieure F à l'avant du transduteur (produit de la surfae Sm de la membranepar l'opposé de la pression aoustique qui règnerait si la membrane ne vibrait pas),



1.1. Transduteurs életrostatiques 7� la fore de réation statique Q2
0/(2C0d0) sur la membrane,� la fore liée au mouvement de la membrane −(Zm + S2

mZL)v .Ainsi l'équation d'équilibre des fores s'érit-elle
F =

U0

jω d0
i+ (Zm + S2

mZL)v .Le report, dans ette expression, de la pression aoustique à l'avant du mirophone (due àla fore extérieure et au mouvement de la membrane),
p = − F

Sm
+ ZLSmv ,onduit à la seonde équation de ouplage :

F

Sm
− ZLSmv = −p =

U0

jω d0Sm
i+

Zm

S2
m

Smv . (1.2)1.1.3 Fontionnement en réepteurLors d'un fontionnement en réepteur, le transduteur, soumis à la pression aoustique p,délivre un signal életrique u appliqué à un préampli�ateur dont l'impédane d'entrée (inluantrésistane de polarisation et apaité de liaison) est notée Ze. Les omposantes variables u et ide la tension et de l'intensité de sortie du transduteur sont ainsi (ompte tenu des orientationspréisées sur la �gure 1.1) liées par la relation
u = −Zei (1.3)et par suite les équations (1.1) et (1.2) peuvent être érites :

v =
jω d0

U0

1

Ze

[

Ze +
1

jωC0

]

u (1.4)et
Smp = −

[

(

U0

ωd0

)2
1

Ze + 1/(jωC0)
+ Zm

]

v . (1.5)Ces dernières relations onduisent à l'expression de l'e�aité en pression u/p du transduteur,
u

p
= −U0Sm

jω d0

Ze

Zm[Ze + 1/(jωC0)] + [U0/(ωd0)]
2 , (1.6)et à elle de l'impédane aoustique présentée par elui-i,

Za = − p

Smv
=

1

S2
m

[

(

U0

ωd0

)2
1

Ze + 1/(jωC0)
+ Zm

]

. (1.7)Si le transduteur est à iruit ouvert (ou si l'impédane d'entrée du préampli�ateur est su�-isamment grande), le ourant i est nul et es deux dernières quantités s'érivent :
Mp =

(

u

p

)

i=0

= − U0Sm

jω d0Zm

(1.8)



8 1. Transduteurs életrostatiques émetteurs et réepteurs, étalonnage par laméthode de réiproitéet
(Za)i=0 =

Zm

S2
m

. (1.9)Les expressions (1.8) et (1.9) font apparaître que l'e�aité du mirophone à iruit ouvert
Mp est inversement proportionnelle à l'impédane aoustique à iruit ouvert (Za)i=0.La tension életrique u0 à iruit ouvert est déterminée dans la pratique par la tehniquede la tension insérée (� 1.1.5).1.1.4 Fontionnement en émetteurLors d'un fontionnement en émetteur, la fore extérieure F exerée sur la membrane estnulle et le mouvement de la membrane dû à la tension u appliquée au transduteur est à l'originede la pression p rayonnée. Cette pression aoustique p est reliée à la vitesse v de la membranepar l'impédane ZL :

p = ZLSmv . (1.10)Le report de ette relation dans les équations (1.1) et (1.2) onduit à l'expression de l'impédaneéletrique présentée par le transduteur,
u

i
=

1

jωC0

+

(

U0

ωd0Sm

)2
1

ZL + Zm/S
2
m

, (1.11)à l'expression de la pression générée par la soure en fontion du ourant i fourni au transdu-teur,
p = − U0

jω d0Sm

ZL

ZL + Zm/S
2
m

i =
ZLZm/S

2
m

ZL + Zm/S
2
m

Mpi , (1.12)et à l'expression du débit généré par la soure en fontion du ourant i fourni au transduteur
Smv = − Zm/S

2
m

ZL + Zm/S
2
m

U0Sm

jω d0Zm
i =

Zm/S
2
m

ZL + Zm/S
2
m

Mpi . (1.13)1.1.5 Tehnique de le tension inséréeLa tehnique de la tension insérée est utilisée pour déterminer la tension à iruit ouvertd'un mirophone quand il est hargé életriquement. Elle est dérite dans la norme CEI 1094-2 [22℄ et elle est utilisée au LNE dans le adre des étalonnages en pression des mirophones.L'objet de e paragraphe est de rappeler ette tehnique et de préiser les bases sur lesquelleselle repose.Pour mesurer la tension à iruit ouvert, une impédane Z, petite par rapport à l'impé-dane de harge (impédane d'entrée Ze du préampli�ateur), est onnetée en série ave lemirophone ; une tension dite �d'étalonnage� ug est ou non appliquée à ses bornes. Une pres-sion aoustique (pi sur la �gure 1.2) et ette tension d'étalonnage de même fréquene sontappliquées alternativement. La tension d'étalonnage est ajustée de façon à e qu'elle produisela même di�érene de potentiel aux bornes de l'impédane de harge que la pression aoustiqueappliquée ; la tension en iruit ouvert est alors égale en module à la tension d'étalonnage [22℄.En e�et les équations de ouplage (1.1) et (1.2) peuvent être formellement traduites par leshéma équivalent de la �gure 1.2.
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−pi = F/Sm

−p Ck = d0S/U0 Ze u

Smv ZL Zm/S2

m
−Ck −Ck C0 i

Fig. 1.2 � Shéma représentatif des équations de ouplage.Pour la première partie de la mesure (en présene de la pression aoustique −pi = F/Sm),le transduteur fontionnant en mirophone peut être modélisé par un générateur de Thévenindont la tension interne uTh (tension à iruit ouvert que l'on herhe à mesurer) et l'impédaneinterne ZTh sont données par
uTh =

−piSmU0

jω d0(S
2
mZL + Zm)

et ZTh =
1

jω C0

+

(

U0

ωd0Sm

)2
1

ZL + Zm/S
2
m

, (1.14)e qui onduit pour le montage expérimental au shéma életrique équivalent donné �gure 1.3en déonnetant la soure générant ug.
uTh

Ze u

ug

Z

ZTh i

Fig. 1.3 � Shéma életrique équivalent au montage.Pour la seonde partie de la mesure (en présene d'une tension d'étalonnage ug 6= 0), letransduteur fontionnant en émetteur, la fore extérieure est nulle (pi = 0) et la pression
p (la pression rayonnée) est elle qui apparaît aux bornes de l'impédane ZL (�gure 1.2).Le omportement du transduteur est dérit par son impédane életrique ZTh. Le iruitéquivalent du montage est elui de la �gure 1.3 pour lequel la di�érene de potentiel uTh = 0et la di�érene de potentiel ug est ajustée de manière à e qu'elle produise la même hute detension aux bornes de l'impédane de harge Ze que la pression aoustique lors de la premièrepartie de la mesure. Dès lors, du fait que Z << Ze, ug prend la valeur de la tension à iruitouvert herhée (valeur de uTh dans la première partie de la mesure).



10 1. Transduteurs életrostatiques émetteurs et réepteurs, étalonnage par laméthode de réiproitéCette tehnique repose ependant sur l'hypothèse que la pression aoustique pi, réée parun transduteur émetteur, prend la même valeur que le mirophone soit en iruit ouvert ouhargé par l'impédane Ze. En pratique ette tehnique est utilisée pour un mirophone oupléà un autre transduteur apaitif émetteur par l'intermédiaire d'une avité ; 'est l'étude duproblème ouplé dans sa globalité qui permet de véri�er le bien fondé de ette hypothèse (voirdisussion plus loin au paragraphe 1.2.3).1.2 Etalonnage de mirophones par la méthode de réipro-ité1.2.1 Mirophones étalons de laboratoireLes mirophones étalons de laboratoire sont des mirophones életrostatiques à réponse enpression. Etant des transduteurs életrostatiques, es mirophones sont alors des transduteursréiproques (réversibles et onservant les mêmes aratéristiques en fontionnant en émetteur).Ce type de mirophone onstitue le premier élément de la haîne métrologique aoustiqueen e qu'il sert de référene pour tous les autres dispositifs de mesure aoustique. En e�et,étalonné par la méthode de réiproité, il permet d'étalonner les mirophones de travail (parréiproité, substitution ou omparaison) qui permettent eux mêmes d'étalonner les alibreurset pistonphones servant aux réglages de di�érents types de haînes de mesure (sonomètres,antennes...).En onséquene, es mirophones possèdent ertaines partiularités. Ils ont une on�gura-tion méanique partiulière (une vue en oupe est shématisée sur la �gure 1.4) et ils doiventrépondre à des exigenes strites onernant [21℄ :leurs aratéristiques géométriques, à savoir le rayon a de la membrane, le rayon am dela partie mobile de la membrane, la profondeur frontale ℓf , le volume frontal Vf , sommedu volume du ylindre de rayon a et de longueur ℓf et d'un volume supplémentaire
V + orrespondant à l'ensemble des �volumes ahés� dans la struture méanique dumirophone ;leurs aratéristiques aoustiques représentées par l'impédane aoustique à iruit ouvert
(Za)i=0 (éq. 1.9) ;leur stabilité dans le temps qui doit être aussi grande que possible, ei dans un soui detraçabilité et de durabilité des étalonnages ;l'in�uene des onditions ambiantes sur leurs aratéristiques qui doit être onnue a�nd'en tenir ompte dans les résultats d'étalonnage.Les mirophones utilisés dans ette étude sont des mirophones type LS1P (1�) et LS2P(1/2�) 1.1Les lettres LS signi�ent Laboratory Standard, le hi�re désigne la on�guration méanique du mirophone(le hi�re 1 désigne un mirophone 1�, le hi�re 2 désigne un mirophone 1/2�) et la lettre P indique que lemirophone a une e�aité en pression approximativement indépedante de la fréquene dans un domaine aussiétendu que possible(une e�aité en hamp libre est indiquée par la lettre F) [21℄.
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ℓf

Eletrodearrière(perée de trousirulaires)Membrane am
a

IsolantBoîtier
Trou d'égalisationde pression

Fig. 1.4 � Coupe d'un mirophone étalon de laboratoire.1.2.2 Prinipe général de l'étalonnage en pression par réiproitéL'étalonnage en pression par réiproité est la méthode employée notamment par le LNEpour l'étalonnage des mirophones étalons de laboratoire à réponse en pression (type LS1P etLS2P). Cette méthode est dérite dans la norme CEI 61094-2 [22℄.
u

Cref

ie

ur Ze

irCavitéVolume VMirophone réepteurE�aité Mpr

Mirophone émetteurE�aité Mpe

Fig. 1.5 � Dispositif pour l'étalonnage en pression : shéma de prinipe.Un oupleur aoustique (avité de volume Vc) est fermé à ses extrémités par deux miro-phones, l'un fontionnant en émetteur, l'autre en réepteur (�gure 1.5). La avité formée parl'ensemble �mirophones - oupleur� a un volume géométrique V (di�érent de Vc ar il inlutles volumes frontaux des mirophones mentionnés au paragraphe 1.2.1). Ce oupleur peut avoirdi�érentes formes selon le type de mirophone utilisé et la gamme de fréquenes exploitée (f.� 2.1, annexe A et ref. [22℄).Il est alors possible de mesurer l'impédane életrique de transfert ZE = ur0/ie entre lesdeux mirophones, rapport de la tension à iruit ouvert ur0 aux bornes du mirophone ré-epteur sur le ourant ie traversant le mirophone émetteur. La tension à iruit ouvert ur0à mesurer est déduite de la tension ur mesurée à travers le préampli�ateur d'impédane Zepar la tehnique d'insertion de tension. Le ourant ie est déduit de la mesure de la tension
ie/(jωCref), onnaissant la valeur de la apaité Cref .



12 1. Transduteurs életrostatiques émetteurs et réepteurs, étalonnage par laméthode de réiproitéL'ensemble �mirophones - oupleur� (�gure 1.5) peut être représenté de façon formelle,d'après le iruit de la �gure (1.2) et les équations (1.7) et (1.13), par le shéma életriqueéquivalent (�gure 1.6) où Zar est l'impédane aoustique du mirophone réepteur donnée parl'expression (1.7)
Zar =

1

S2
r

[

(

U0r

ωd0r

)2
1

Ze + 1/(jωC0r)
+ Zmr

]

, (1.15)
Se et Sr étant les surfaes mobiles des membranes de l'émetteur et du réepteur, et où le iruitémetteur de ette �gure (1.6) répond à l'équation (1.13).

Mpeie Zme/S2

e ZLe pe pi Zar pr

qe Seve Srvr ZLr

Coupleur

Fig. 1.6 � Shéma életrique équivalent du dispositif pour l'étalonnage par réiproité.D'après l'équation (1.6), la pression pr vaut
pr = − 1

Ze

[

(

U0r

ωd0r

)2

+ Zmr

(

Ze +
1

jω C0r

)

]

jω d0r

U0rSr
ur . (1.16)Par ailleurs, l'e�aité Mpr du mirophone réepteur s'érit (éq. 1.8)

Mpr =

(

ur

pr

)

ir=0

≈ ur0

pr

,(l'approximation (pr)ir=0 ≈ pr est justi�ée au paragraphe 1.2.3 qui suit), et elleMpe de l'émet-teur (�gure 1.6)
Mpe =

qe
ie

=
Seve + pe(Zme/S

2
e )

−1

ie
,

Seve étant le débit de la membrane de l'émetteur et pr la pression sur la membrane du réepteur.Les expressions préédentes des e�aités Mpe et Mpr donnent l'expression du produit dese�aités
MpeMpr ≈

ur0

ie

Seve + pe(Zme/S
2
e )

−1

pr

= ZEYT , (1.17)où YT est appelé l'admittane aoustique de transfert des deux mirophones. Cette quantitéreprésente le rapport du débit qe de la membrane de l'émetteur en ourt-iruit aoustique(situation où pe serait nul sur la �gure 1.6) sur la pression pr sur la membrane du réepteur



1.2. Etalonnage de mirophones par la méthode de réiproité 13(qe/pr, dé�nition de la norme [22℄) ; elle peut être déterminée par le alul en hoisissant unmodèle aoustique approprié pour représenter le système de mirophones ouplés.Ainsi, les deux quantités ZE et YT peuvent être onnues (respetivement par la mesure etle alul), e qui permet d'obtenir le produit des e�aités des deux mirophones. De ettefaçon, en utilisant 3 mirophones et en e�etuant des ombinaisons entre 2 des 3 mirophones,il est possible d'obtenir trois produits d'e�aités mutuellement indépendants, à partir desquelsl'expression de l'e�aité en pression pour haun des mirophones peut être déduite.Cette méthode est atuellement la plus préise pour l'étalonnage en pression des miro-phones étalons de laboratoire ; ependant elle admet un ertain nombre d'hypothèses dont ilest néessaire de véri�er la validité.1.2.3 Hypothèses admises et disussionL'utilisation de la tehnique de la tension insérée pour la mesure de l'impédane életriquede transfert suppose que la pression pi, réée par l'émetteur, sur la membrane du réepteur estindépendante de la harge életrique de elui-i (� 1.1.5), e qui onduit à onfondre les impé-danes aoustiques du mirophone réepteur en iruit ouvert et hargé par un préampli�ateur.En e�et l'impédane aoustique Zar n'est pas l'impédane à iruit ouvert du mirophone ré-epteur (donnée par la relation 1.9) mais plut�t l'impédane dépendant de l'impédane d'entréedu préampli�ateur (donnée par la relation 1.7) du fait que le mirophone réepteur est e�e-tivement hargé.Il est possible de véri�er que es deux impédanes sont très voisines ompte tenu des ara-téristiques des mirophones (Brüel & Kjær 4160 et 4180) et du préampli�ateur utilisé (Brüel& Kjær ZE 2673 [6℄) (tableau 1.1). LS1P LS2P(BK 1460) (BK 4180)Tension de polarisation U0 (V) 200 200Capaité �au repos� C0 (pF) 55 17,5Rayon intérieur a (mm) 9,3 4,65Volume équivalent Veq (mm3) 148 9,3Distane membrane - életrode d0 = εSm/C0 (mm) 0,18 0,14Tab. 1.1 � Valeurs �types� des aratéristiques de mirophones BK 4160 et BK 4180.Connaissant la fréquene, es données permettent de aluler l'impédane aoustique à ir-uit ouvert du mirophone (Za)i=0 = γRPR/(jω Veq) (2.26).Pour le préampli�ateur utilisé, l'impédane d'entrée Ze est donnée par 1/Ze = jωCe+1/Reave Ce ≈ 0,05 pF, Re ≈1 GΩ .Ces données et les relations (1.7) et (1.9) permettent de aluler (f. tableaux 1.2 et 1.3pour deux valeurs extrêmes de la fréquene) l'ordre de grandeur de l'impédane aoustique eniruit ouvert du mirophone (Za)i=0 = Zm/S
2
m et l'éart à ette valeur si le mirophone esthargé par le préampli�ateur (es deux quantités sont ontinûment déroissantes).Cet éart est négligeable ainsi que, par suite (du fait que ette impédane Zar n'est autreque l'impédane terminale que voit la avité de ouplage), l'inidene de ette approximationsur l'admittane aoustique de harge du mirophone émetteur YLe = 1/ZLe, e qui justi�e



14 1. Transduteurs életrostatiques émetteurs et réepteurs, étalonnage par laméthode de réiproitéFréquene 20 Hz 20 kHz
Zm/S

2
m (N.s.m−5) -j 1,2.1011 -j 1,2.108

(

U0

ωd0Sm

)2
1

Ze + 1/(jωC0)
(N.s.m−5) (2,3 + j 1,1).107 (0,28 + j 1,8).102

Tab. 1.2 � Impédane (Za)i=0 = Zm/S
2
m et éart Za − (Za)i=0 pour un mirophone BK 4180.Fréquene 20 Hz 20 kHz

Zm/S
2
m (N.s.m−5) -j 7,6.109 -j 7,6.106

(

U0

ωd0Sm

)2
1

Ze + 1/(jωC0)
(N.s.m−5) (1,0 + j 0,16).105 1,1 + j 6,6

Tab. 1.3 � Impédane (Za)i=0 = Zm/S
2
m et éart Za − (Za)i=0 pour un mirophone BK 4160.pleinement l'utilisation de la tehnique de la tension insérée. Il est à noter également que, dufait que les valeurs de YLe et Zar sont pratiquement identiques pour le mirophone réepteuren iruit ouvert ou hargé par le préampli�ateur, la pression sur la membrane du mirophoneréepteur est pratiquement la même que elui-i soit ou non hargé, e qui justi�e l'utilisationde la relation (1.8) pour relier la tension ur0 à iruit ouvert aux bornes du réepteur à lapression aoustique pr sur sa membrane (approximation éq. 1.17).



Chapitre 2Tehniques et méthodes en usage pourl'étalonnage des mirophones parréiproitéL'objet de e hapitre est de dresser un bilan des tehniques et méthodes (pour la plupartnormalisées) en usage en métrologie pour l'étalonnage des mirophones et des érits parus à esujet apportant di�érents élairages sur elles-i. Le ontenu de e hapitre repose essentielle-ment sur la norme CEI 61094-2 et son projet de réforme [14, 22℄, ainsi que sur di�érents éritsde Rasmussen [23�25,27�29℄, Ballagh [3℄ et Jarvis [15℄.Comme il apparaît au hapitre 1, la méthode d'étalonnage des mirophones par réiproitérepose sur le hoix d'une avité ouplant deux mirophones, le hoix d'un modèle physiquepour dérire l'admittane aoustique de transfert YT et la mesure de l'impédane életrique detransfert ZE de manière à déterminer le produit des e�aités (éq. 1.17). Ce hapitre est ainsiprésenté suivant quatre paragraphes préisant, en premier lieu, es trois points. Le troisièmeparagraphe, onsaré à la mesure, préise également les tehniques utilisées pour déterminerles di�érents paramètres entrant en jeu dans e produit des e�aités. Conernant e dernierpoint, l'annexe J préise les inertitudes sur es di�érents paramètres ainsi que la méthode dealul suivie au LNE pour déterminer es inertitudes.2.1 Coupleurs préonisés par la norme CEI 61094-2 [22℄Les oupleurs pour les étalonnages en pression sont dimensionnés pour obtenir une distribu-tion de pression quasi-uniforme sur la membrane des mirophones. Pour ela, il est néessaireque leur fréquene de résonane radiale soit aussi élevée que possible et par suite que leur di-amètre soit le plus petit possible (il est don hoisi approximativement égal au diamètre desmembranes).Dans la pratique, deux types de oupleurs sont utilisés pour les étalonnages en pression parréiproité : les oupleurs �en ondes planes� et les oupleurs �de grand volume�.2.1.1 Coupleurs dits �en ondes planes�Ces oupleur de transferts sont des avités ylindriques dont le diamètre est approximative-ment égal au diamètre des membranes des mirophones. Leur longueur est assez grande pour15



16 2. Tehniques et méthodes en usage pour l'étalonnage des mirophones parréiproitépermettre la propagation d'ondes planes (les ondes évanesentes au niveau des mirophonesoupent un espae de longueur faible en regard de elle de la avité) mais assez petite pourque la fréquene de résonane du système soit élevée et permettre ainsi des étalonnages sur unegamme de fréquenes aussi étendue que possible. Le rapport diamètre sur longueur reommandépar la norme [22℄ est de 0,5 à 0,75.Plus préisément, e type de oupleur est onçu pour autoriser des étalonnages jusqu'à 10kHz pour des mirophones types LS1P et jusqu'à 20 kHz pour des LS2P.Pour e�etuer la modélisation aoustique du système représenté sur la �gure 1.5 où leoupleur est un oupleur �en ondes planes� et ompte tenu de la gamme de fréquene danslaquelle e type de oupleur est utilisé, il est néessaire de hoisir un modèle prenant en ompte lapropagation d'ondes planes (et éventuellement d'ondes radiales). Par ailleurs, le faible volumede e type de oupleur fait que l'in�uene de l'admittane aoustique des mirophones surl'admittane aoustique de transfert est importante. Cela impose don que les admittanesdes mirophones soient partiulièrement bien aratérisées a�n de ne pas engendrer d'erreurimportante sur les résultats d'étalonnage.
2.1.2 Coupleurs dits �de grand volume�Ce sont des oupleurs onstitués de trois ylindres oaxiaux (�gure A.2). Les ylindres auxextrémités ont un diamètre approximativement égal à elui des membranes des mirophoneset leur longueur est petite. La longueur et le diamètre du ylindre entral sont plus grands.Le volume de e type de oupleur est don plus important que elui des oupleurs �en ondesplanes� (ylindriques).Compte tenu du volume relativement important de e oupleur, l'in�uene de l'admittaneaoustique des mirophones sur l'admittane aoustique de transfert est limitée. Ce type de ou-pleur permet don d'e�etuer des étalonnages simplement et ave une bonne préision sans avoirbesoin de onnaître ave une grande préision tous les paramètres des mirophones. Cependante type de oupleur présentant une géométrie omplexe, le hamp de pression dans la avité,et don l'admittane aoustique de transfert, peuvent être déliats à déterminer. La gamme defréquenes des étalonnages pour e type de oupleur est don hoisie telle que les dimensionsde la avité soient petites devant la longueur d'onde, auquel as le hamp de pression dans laavité est uniforme. Ainsi, e type de oupleur ne permet d'e�etuer des étalonnages que dansune gamme de fréquenes réduite : jusqu'à 2,5 kHz pour des mirophones type LS1P et 5 kHzpour des LS2P.Les oupleur dits �de grand volume� ne sont atuellement plus très utilisés. En e�et, lesmirophones d'usage le plus ourant étant les mirophones type LS2P qui peuvent être utiliséssur une très large gamme de fréquenes, les oupleurs ylindriques (�ondes planes�) sont préférésaux oupleurs �de grand volume�, trop limitatifs quant à la gamme de fréquenes. Dans la suitede e doument 'est essentiellement le as des oupleurs ylindriques (�ondes planes�) qui esttraité.



2.2. Admittane aoustique de transfert : modèle physique usuel 172.2 Admittane aoustique de transfert : modèle physiqueusuelCe paragraphe présente le modèle proposé par la norme CEI 61094-2 [22℄ et adopté par leslaboratoires de métrologie aoustique. Le paragraphe 2.2.1 donne le modèle simpli�é qui sertde base aux méthodes de alul proposées par la norme. Les paragraphes suivants, dériventles di�érents termes orretifs (normalisés ou non) qui ont été élaborés dans le but d'améliorerla préision du modèle de base : orretion thermique (� 2.2.2), orretion de tubes apil-laires (� 2.2.3), orretion d'ondes radiales (� 2.2.4) et orretion de pression et de température(� 2.2.5).Les prinipaux paramètres thermodynamiques dérivant les onditions ambiantes sont :
P0 pression statique Pa,
T0 température moyenne K,
H0 taux d'humidité relative %,
ρ0 masse volumique de l'air kg m−3,
c0 élérité adiabatique du son m s−1,
µ oe�ient de visosité de isaillement Pa s,
ν oe�ient de visosité de volume Pa s,
λ oe�ient de ondution thermique W m−1 K−1,
χT oe�ient de ompressibilité isotherme Pa−1,
γ rapport des apaités alori�ques Cp et Cv (massiques) de l'air sans dim,
β̂ taux d'aroissement de pression par unité d'aroissement detempérature à volume onstant Pa K−1.Dans e doument, le �uide ontenu dans la avité est de l'air qui peut être assimilé à ungaz parfait. Ainsi, les quantités ρ0c

2
0 = γ/χT et γP0 sont supposées équivalentes.Les valeurs des paramètres ρ0, c0, µ, ν, λ, χT , γ, β̂ sont déduites des valeurs de P0, T0 et

H0 (mesurées) par la méthode de alul dérite dans la référene [26℄.Les grandeurs physiques notées ave un indie R sont elles dont les valeurs sont prises dansles onditions standard de référene :
PR = 1013,25 hPa, TR = 23 �C, HR = 50 %.Le système étudié est elui représenté sur la �gure (1.5) : un oupleur est fermé à ses extrémitéspar deux mirophones, l'un fontionnant en émetteur, l'autre en réepteur. Ce oupleur estun ylindre (oupleur �en ondes planes�) de rayon a égal aux rayons (égaux entre eux) desmembranes des deux mirophones, de longueur ℓc, de volume Vc et de setion S = πa2.Le rayon de la partie vibrante des membranes, la profondeur et le volume de la avitéfrontale des mirophones émetteur et réepteur sont notés respetivement ae, ℓfe, Vfe et ar,

ℓfr, Vfr. Le volume frontal Vfe,r d'un mirophone est en fait la somme du volume du ylindrede rayon a et de longueur ℓfe,r et d'un volume supplémentaire V +
e,r orrespondant à l'ensembledes �volumes ahés� (liés à des petits paramètres géométriques tels eux de hanfreins et de�letages) dans la struture méanique des mirophones.Dans le as où le hamp de pression est uniforme, seuls omptent omme paramètresgéométriques, pour le modèle physique normalisé, le volume total V et la surfae A de la avitéformée, dans le dispositif d'étalonnage, par le oupleur et les avités frontales des mirophones.
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Tube apillaire
Mirophoneémetteur MirophoneréepteurCavité de volume

V et de longueur ℓ

a

r

ae ar0 ℓ1 ℓ

z

~ve

Fig. 2.1 � Dispositif pour l'étalonnage en pression (avité ondes planes).Si le hamp de pression a un aratère propagatif (propagation d'ondes planes),di�érents paramètres aratérisant la forme de la avité sont à prendre en ompte. Cette avitéa un volume V = Sℓc + Vfe + Vfr, une longueur ℓ = ℓc + ℓfe + ℓfr et une surfae totale
A = 2πaℓc +

√

4πℓfeVfe +
√

4πℓfrVfr + Vfe/ℓfe + Vfr/ℓfr + A+
e + A+

r (�gure 2.1), les surfaes
A+

e,r représentant des surfaes exédentaires dues à l'ensemble des �surfaes ahées� dansla struture méanique des mirophones (prinipalement le �letage sur le bord interne desmirophones LS1P) et dues au fait que le diamètre des membranes n'est pas tout à fait égal àelui du oupleur.Un ou plusieurs tubes apillaires de longueur ℓt et de rayon at peuvent être ouverts dans lesparois du oupleur à une distane ℓ1 du mirophone émetteur (le plus souvent ℓ1 = ℓ/2 pourun oupleur ylindrique). Ces tubes servent à égaliser la pression statique dans la avité aveelle de l'extérieur a�n notamment que les membranes des mirophones ne subissent pas desurpression quand eux-i sont emboîtés dans la avité.Di�érents paramètres (géométriques, életriques et aoustiques) entrent en jeu dans le aluldu produit des e�aités, dont ertains déliats à aratériser. Ces paramètres sont aessiblespar le alul ou par la mesure. Il est alors important de onnaître l'in�uene de es paramètressur le produit des e�aités a�n de déterminer les éléments à aratériser ave préision.2.2.1 Admittane de transfert : modèle normalisé de base (théoriedes lignes uniformes sans pertes)La norme CEI 61094-2 [22℄ propose de aluler l'admittane aoustique de transfert YT dusystème mirophones-oupleur en prenant pour base un modèle reposant sur la théorie deslignes. La ligne onsidérée dans un premier temps est une ligne uniforme (ligne à onstantesloalisées ou réparties sans e�ets liés à la présene de tubes apillaires) et sans pertes (pasde dissipation due aux e�ets visothermiques). Partant de e modèle physique très simplepour représenter le système mirophones-oupleur, la norme propose ensuite d'y appliquer desorretions visant à rendre e modèle plus à même de représenter les divers phénomènes en jeudans la avité.Le modèle physique obtenu par ette méthode a l'avantage de rendre les expressions et les



2.2. Admittane aoustique de transfert : modèle physique usuel 19aluls très simples ; ependant, ertains aspets de e modèle sont depuis quelques temps remisen question, prinipalement quant à leurs fondements théoriques, et par suite d'autres modèlesqui semblent plus justi�és d'un point de vue théorique pourraient alors être proposés.a. Champ de pression uniformeDans le as du oupleur dit �de grand volume�, le milieu étudié est une avité �quasi-ylindrique�, de volume total V , fermée à ses extrémités par les membranes de mirophones.La gamme de fréquenes d'utilisation de e oupleur est hoisie telle que les dimensions dela avité sont petites devant la longueur d'onde. Le hamp de pression aoustique est donsupposé uniforme dans ette avité. Le système peut alors être, en premier lieu, modélisé parune souplesse aoustique pure (Ca = V/P0γ) ave à ses extrémités les admittanes aoustiques
Ye = S2

e/Zme (éq. 1.9) et Yr = S2
r/Zmr des mirophones. Les e�ets résistifs dûs aux e�etsthermiques dans la avité et les e�ets liés aux tubes apillaires sont pris en ompte par ailleurs.Le shéma életrique équivalent (�gure 1.6) du système de mirophones ouplés est dans e asremplaé, en première approximation, par elui �gure 2.2.

Mpeie pe 1/Ye Ca
1/Yr pr

qr = 0qe Seve Srvr

Fig. 2.2 � Ciruit équivalent à onstantes loalisées du système mirophone-oupleur de �grandvolume�.Le débit qr = Mprir est nul ar le mirophone est utilisé en réepteur et le ourant ir estnul (iruit ouvert). Les surfaes Se et Sr sont onsidérées égales à la setion S du ylindre.L'admittane aoustique de transfert (qe/pr dé�nie par l'équation 1.17) YT0 du système simpli�é(�gure 2.2) est alors dé�nie par
YT0 =

Sve + peYe

pr
, (2.1)soit

YT0 = jω
V

P0γ
+ Ye + Yr . (2.2)b. Propagation d'ondes planesLe milieu de propagation est onsidéré ii omme une olonne de �uide ylindrique dansune avité de volume V , de surfae totale A et de setion S = πa2 ≈ Se ≈ Sr (�gure 2.1).Dans un premier temps, la propagation dans la avité étant supposée en ondes planes, laavité peut être modélisée par une ligne de transmission à onstantes réparties, sans pertes etsans e�ets liés aux tubes apillaires (es éléments sont pris en ompte par ailleurs), de longueur

ℓ, d'impédane itérative Zi = ρ0c0/S et de nombre d'onde k0 = ω/c0. Cette ligne est ferméeà ses extrémités par les admittanes aoustiques des deux mirophones Ye et Yr. Le shémaéletrique équivalent à elui de la �gure 1.6 peut être dans le as présent représenté par leshéma de la �gure 2.3.
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Mpeie pe 1/Ye 1/Yr pr

qr = 0SvrSve Ligne sanspertes
k0, Zi, ℓFig. 2.3 � Ciruit équivalent à onstantes réparties du système mirophones-oupleur �ondesplanes�.La relation matriielle suivante est déduite du iruit équivalent de la �gure 2.3, pour uneonvention temporelle ej ω t :
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Sve
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cos k0ℓ jZi sin k0ℓ
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1 0
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]

, (2.3)et donne
pe = (ZiYrj sin k0ℓ+ cos k0ℓ)pr et Sve =

(

1

Zi

j sin k0ℓ+ Yr cos k0ℓ

)

pr .L'admittane aoustique de transfert YT0 du système simpli�é (sans pertes et sans e�etsapillaires), modélisé dans la �gure 2.3, dé�nie par (2.1) s'érit alors
YT0 =

Sve + Yepe

pr

= j sin k0ℓ

(

1

Zi

+ ZiYeYr

)

+ cos k0ℓ (Ye + Yr) ,soit
YT0 = j sin k0ℓ

[

S

ρ0c0
+
ρ0c0
S

YeYr

]

+ cos k0ℓ (Ye + Yr) . (2.4)Le alul de l'admittane YT0 présenté dans e paragraphe est e�etué de manière à respeterla présentation donnée dans la norme CEI 61094-2 [22℄. Il est à noter ependant que e résultatpeut être retrouvé de manière plus simple en érivant la pression aoustique sous la forme :
p(z) = A(e−j k0z +Bej k0z) ,et en faisant usage de l'équation d'Euler et de onditions aux limites appropriées (admittanesdes parois en z = 0 et z = ℓ égales aux admittanes des mirophones) [9, pp. 10,11℄.. Termes orretifs en usageLes expressions (2.2) et (2.4) supposent qu'il n'y a pas de dissipation due aux e�ets vis-othermiques dans la avité ni d'e�ets liés à la présene de tubes apillaires. La norme CEI61094-2 [22℄ propose d'introduire les e�ets thermiques et eux liés à la présene de apillairessous la forme de simples orretions (les e�ets visqueux sont négligés). Ces orretions sontexpliitées dans les paragraphes 2.2.2 et 2.2.3 i-dessous.



2.2. Admittane aoustique de transfert : modèle physique usuel 21Par ailleurs, la avité est aussi le siège de propagation d'ondes radiales. Si leur e�ets estnégligés dans la norme, ils peuvent avoir une in�uene signi�ative dans ertaines appliations,notamment pour la détermination des admittanes de mirophones (� 2.3.2). Ainsi Rasmussenpropose-t-il d'introduire les e�ets dûs à la propagation d'ondes radiales par un terme orretifdéterminé de façon analytique [25℄. Cette orretion est présentée dans le paragraphe 2.2.4.En�n, la norme rappelle que l'e�aité des mirophones est dépendante des onditionsambiantes (pression, température) et que ette dépendane doit être prise en ompte dans lesrésultats d'étalonnage mais ne propose pas de moyen pour ela. Le paragraphe 2.2.5 présente destermes orretifs, pour prendre en ompte l'in�uene de es pression et température, déterminéspar Rasmussen [27,29℄ et utilisés par un grand nombre de laboratoires de métrologie aoustique.2.2.2 Corretion thermique (normalisée)Les éhanges thermiques dans le �uide (dont la température évolue dans le temps ave lapression) et ave la paroi de la avité (qui reste quasi-isotherme) modi�ent le hamp de pressionen regard de e qu'il serait si es e�ets n'existaient pas. La orretion proposée par la normeest assoiée à un modèle de avité établi par Gerber [12℄.Dans e paragraphe, l'expression de l'impédane d'une avité (rapport de la pression à lasortie de la avité sur le débit à l'entrée) exitée par un générateur �idéal� selon que 'est ungénérateur de débit ou de pression est établie d'après Gerber (a.), l'expression de l'impédaned'une avité exitée par une soure réelle en est ensuite déduite (b.), toujours d'après Gerber. Lehoix d'une expression de l'impédane d'une avité établie par Gerber appliquable dans le adrede l'étalonnage de mirophones par réiproité est ensuite expliqué (.). En�n, l'expression dela orretion thermique normalisée [22℄ ainsi que la façon dont elle est utilisée est expliitée(d.).a. Impédane aoustique d'une avité exitée par une soure �idéale� de débit oude pressionGerber, dans l'artile intitulé Aousti Properties of Fluid-Filled Chambers at InfrasoniFrequenies in the Absene of Convetion [12℄, montre que l'impédane aoustique de transfertd'une avité de volume V et de surfae A (rapport de l'éart instantané de pression dans laavité sur le débit de la soure), où il n'y a pas de propagation, est di�érente, selon que lehamp aoustique est généré par une soure �idéale� de débit (générateur de débit ayant uneimpédane in�nie) ou de pression (générateur de pression ayant une impédane nulle).Dans le as d'une soure de débit, l'impédane aoustique ZV de la avité s'érit, d'aprèsGerber,
ZV =

γP0

jω V

1 + (γ − 1)EV

γ
, (2.5)et pour une soure de pression, l'impédane de la avité, notée ZP est, toujours d'après Gerber,

ZP =
γP0

jω V

1

γ − (γ − 1)EP
, (2.6)où le fateur γP0/(jω V ) représente l'admittane d'une avité à parois rigides.Les oe�ients EV et EP sont étroitement liés à la géométrie de la avité. Ils sont donnésdans l'artile de Gerber [12℄ et alulés d'après la référene [10℄ (le détail de es aluls estdonné dans le paragraphe 3.2).



22 2. Tehniques et méthodes en usage pour l'étalonnage des mirophones parréiproitéEn se référant à es aluls, il apparaît que es oe�ients peuvent être érits sous la formedu développement modal suivant :
EV,P =

∞
∑

n=n0

DNn

1 +MnX
2
V,P

, (2.7)ave
XV =

A

V

1 − j√
2

√

γαT

ω
et XP =

A

V

1 − j√
2

√

αT

ω
, (2.8)où αT = λ/(ρ0CP ) = c0ℓh (par dé�nition de ℓh ) est le oe�ient de di�usivité thermique du �u-ide. Ce développement est déduit de l'expression (3.24, � 3.2), de l'éart moyen de températuredans la avité.Les termes Nn, Mn, D et n0 dépendent de la géométrie de la avité. Ils sont donnés dansle tableau D.1 de l'annexe D pour di�érentes formes de avité. L'indie n peut représenter unseul indie, un doublet ou un triplet d'indies.Ce développement onverge assez lentement (surtout en moyennes et hautes fréquenes),e qui rend son utilisation peu pratique. Un développement à ourt terme par transformée deLaplae déduit de l'expression (éq. 3.39, � 3.2) de l'éart moyen de température dans la avité,est proposé par Gerber pour exprimer EV et EP :

EV,P = 1 −XV,P +G1X
2
VP

+
3

4

√
πG2X

3
VP
, (2.9)où les oe�ients G1 et G2 sont déterminés par la géométrie de la avité (tableau D.1).b. Impédane aoustique d'une avité exitée par une soure réelleLes impédanes ZV et ZP alulées ne orrespondent qu'à des as idéaux, la soure ompor-tant toujours en pratique une impédane interne �nie. Ainsi, onsidérant que le hamp aous-tique dans la avité est réé par un générateur de type Thévenin d'impédane Zd, Gerber [12℄en déduit l'impédane aoustique Zc de la avité dans e as non idéal :

Zc =
ZP + Zd

1 + Zd/ZV

. (2.10)A noter que si l'impédane Zd est grande, Zc ≈ ZV (générateur de débit) et si Zd est petite,
Zc ≈ ZP (générateur de pression).. Appliation à l'étalonnage de mirophones par réiproitéDans le as de l'étalonnage en pression de mirophones par réiproité, le système de la�gure 1.5 est une avité exitée par un mirophone utilisé en émetteur à l'une de ses extrémitéset fermée à l'autre extrémité par un mirophone réepteur.Jarvis en déduit alors que, si le hamp de pression est uniforme dans la avité, l'expressionde l'impédane aoustique de la avité seule (en supposant parfaitemnet rigide la surfae duréepteur) est donnée par l'expression (2.10), où Zd = 1/Ye est l'impédane aoustique dumirophone émetteur [15℄.D'autre part, l'impédane aoustique des mirophones étalons de laboratoire étant trèsgrande, Jarvis véri�e que l'erreur sur les résultats engendrée par l'approximation Zc ≈ ZV



2.2. Admittane aoustique de transfert : modèle physique usuel 23est inférieure à 0,001 dB en basses fréquenes. Cette approximation peut don être onsidéréeomme su�sante ompte tenu de la préision reherhée dans les étalonnages.Par ailleurs, l'expression de EV , apparaissant dans elle de ZV (éq. 2.5) est hoisie en fontionde la gamme de fréquenes exploitée et des dimensions des oupleurs utilisés. Vu les dimensionsdes oupleurs utilisés et les gammes de fréquenes exploitées, le développement modal (2.7) aune onvergene assez lente ; en e�et, à 1000 Hz, il faudrait garder 100*100 termes pour avoirune préision à 6 hi�res signi�atifs sur la valeur de EV [24℄.La valeur obtenue ave le développement à ourt terme par transformée de Laplae (2.9)est très prohe de elle alulée à partir du développement modal. En gardant 100*100 termesdans le développement modal (2.7), elui-i est très prohe du développement (2.9) à 5 hi�ressigni�atifs, au dessus de 10 Hz pour des mirophones type LS1P et 30 Hz pour des LS2P. Ledéveloppement (2.9) peut don être utilisé dans toute la gamme de fréquenes exploitée lorsdes étalonnages. Cette ériture de EV semble la mieux adaptée au problème [24℄.En�n, la avité formée par les mirophones et le oupleur, oupleur dit de �grand vol-ume� ou oupleur dit �en ondes planes�, peut être onsidérée omme une avité de forme�quasi-ylindrique� fermée à ses extrémités. Les oe�ients G1 et G2 hoisis sont don euxorrespondant à ette géométrie dans le tableau D.1 :
G1 =

8R + πR2

π(2R + 1)2 et G2 =
R3 − 6R2

3
√
π(2R + 1)3 , (2.11)où R est le rapport longueur sur diamètre du ylindre.d. Corretion thermique préonisée par la norme CEI 61094-2D'après le raisonnement de Jarvis exposé dans le paragraphe préédent, l'impédane aous-tique de transfert de la avité exitée par un mirophone émetteur d'admittane Ye est sensible-ment égale à ZV . Ainsi, l'admittane aoustique de transfert du système mirophones-oupleurprenant en ompte la dissipation due aux e�ets thermiques dans la avité, notée YT1 s'érit,dans le as où le hamp de pression est uniforme,

YT1 =
1

ZV
+ Ye + Yr ,soit, d'après l'expression de ZV (2.5)

YT1 = jω
V

γP0
CTH + Ye + Yr , (2.12)ave

CTH =
γ

1 + (γ − 1)EV
, (2.13)où EV est donné par (2.9).Cette façon d'exprimer les e�ets thermiques sous la forme d'une orretion est elle retenuepar la norme CEI 61094-2 [22℄ pour un hamp de pression uniforme.Il peut paraître ontraditoire que l'admittane Ye, supposée négligeable dans le paragraphepréédent, apparaisse dans l'expression de l'admittane aoustique de transfert (2.12). Il estependant à rappeler que ette expression de YT1 est utilisée dans le as où le oupleur estun oupleur dit �de grand volume�, le terme dominant dans ette expression est don elui



24 2. Tehniques et méthodes en usage pour l'étalonnage des mirophones parréiproitéontenant le volume V , les admittanes des mirophones ayant alors une in�uene réduite surle résultat. Les admittanes des mirophones sont don utilisées dans l'expression (2.12) de YT1dans le but d'avoir une analogie ave l'expression (2.2) de l'admittane YT0, la di�érene entreles deux expressions étant le terme orretif CTH visant à prendre en ompte la dissipation dueaux e�ets thermiques.Ce prinipe de orretion thermique appliquée de façon multipliative au volume de la avitéest adapté dans ette même norme au as où il y a propagation d'ondes planes (ligne à onstantesréparties). L'admittane aoustique de transfert YT1 du système mirophones-oupleur prenanten ompte les e�ets thermiques est alors érite dans la norme
YT1 = j sin k0ℓ

[

S

ρ0c0
CTH +

ρ0c0
S

YeYr

]

+ cos k0ℓ (Ye + Yr) . (2.14)Cette expression (2.14) est onstruite de façon à onverger vers l'expression (2.12) en bassesfréquenes. En e�et, quand k0ℓ devient petit, en faisant usage des relations ρ0c
2
0 = γ/χT ≈ γP0et V ≈ Sℓ, l'expression (2.14) donne

YT1 ≈ j k0ℓ
S

ρ0c0
CTH + j k0ℓ

ρ0c0
S

YeYr + Ye + Yr ≈ jω
V

P0γ
CTH + Ye + Yr ,qui orrespond bien à (2.12).A noter que la norme CEI 61094-2 préonise d'appliquer la orretion CTH à la setion Sdans l'expression (2.4) de l'admittane aoustique de transfert. Cependant, le terme en YeYrdans l'expression préédente ne fait pas intervenir de façon expliite le volume V , appliquerla orretion CTH à e terme n'aurait don pas de sens, CTH étant une orretion de volume.Pour autant, le terme en YeYr étant petit par rapport aux autres, ne pas appliquer la orretion

CTH à e terme in�uene peu le résultat. L'expression de l'admittane YT1 retenue ii est donl'expression (2.14) pour des raisons de ohérene.D'autre part, il est à noter également que la norme CEI 61094-2 [22℄ ainsi que le projet deréforme de ette norme [14℄ ne tiennent pas ompte des e�ets visqueux, e qui n'est justi�é enpremière approximation que si les dimensions de la avité sont petites devant la longueur d'onde(seul le mode de pression uniforme dans la avité auquel n'est lié auun e�et de visosité, estimportant).e. Remarques et autres approhesLa orretion thermique proposée par la norme CEI 61094-2 [22℄ semble reposer sur des basesissues d'un raisonnement relevant purement de la thermique qui est �adapté� pour être appliquéà l'aoustique. Par ailleurs, ette façon d'exprimer la dissipation due aux e�ets thermiques dansl'impédane aoustique de transfert quand le hamp de pression est uniforme (basses fréquenes)a déjà fait l'objet de disussions et n'a pas toujours été en usage.Tout d'abord, la norme préédemment en vigueur [19℄ proposait une expression de l'impé-dane aoustique de transfert de la avité seule égale à l'impédane ZP donnée par l'expression(2.6) où EP est un développement modal égal à elui donné dans (2.7). La onvergene rela-tivement lente d'un tel développement était alors peu génante dans la mesure où une grandepréision sur la orretion était inutile vu la façon dont la orretion était introduite et lesimpréisions des méthodes de mesures.



2.2. Admittane aoustique de transfert : modèle physique usuel 25Par la suite, Leollinet et Riéty [30℄ ont proposé une expression de l'impédane de la avitéreposant sur l'hypothèse de la �petite� avité [8, � 3.5℄. Cette expression orrespond à l'impé-dane ZP (éq. 2.6), où EP est donné par le développement (2.9) limité à l'ordre 1 en XP . Cetteexpression est également elle proposée par Ballagh [3℄.En�n, réemment dans le adre de ses travaux de modélisation, Rasmussen [27, 28℄ a aussiété amené à remettre en question la validité de la orretion thermique des normes atuellesd'un point de vue expérimental.Toutes es remarques ontribuent à remettre en ause la orretion thermique atuellementnormalisée. Une étude approfondie des bases théoriques sur lesquelles repose ette orretionest présentée dans le paragraphe 3.2.2.2.3 Corretion (normalisée) liées à la présene de tubes apillairesLa orretion liée à la présene de tubes apillaires donnée dans la norme CEI 61094-2 [22℄repose sur une expression de l'impédane d'entrée d'un réseau de tubes apillaires proposée parRasmussen [23℄. Dans e paragraphe est tout d'abord donnée l'expression de ette impédane,son usage dans la orretion normalisée est ensuite expliité.a. Impédane d'entrée d'un réseau de tubes apillairesD'après les modèles de propagation aoustique guidée en �uide dissipatif, l'impédane d'en-trée Zte d'un tube ylindrique ouvert à son autre extrémité (impédane terminale nulle), derayon at et de longueur ℓt, rapport de la pression d'entrée pte sur le débit qte entrant dans letube, s'érit [8, 23℄
Zte =

pte

qte
= Zt0 tanh j ktℓt , (2.15)où l'impédane aratéristique Zt0 est donnée par

Zt0 =
ρ0c0

πa2
t

√

(1 −Kv)[1 + (γ − 1)Kh]
(2.16)et le nombre d'onde kt par

k2
t = k2

0

1 + (γ − 1)Kh

1 −Kv
, (2.17)ave

Kh,v =
2

kh,vat

J1(kh,vat)

J0(kh,vat)
. (2.18)Les nombres d'onde thermique et visqueux, respetivement kh et kv, sont donnés par

kh =
1 − j√

2

√

k0

ℓh
et kv =

1 − j√
2

√

k0

ℓ ′
v
, (2.19)

ℓh = λ/(ρ0c0CP ) et ℓ ′
v = µ/(ρ0c0) étant respetivement les longueurs aratéristiques ther-mique et visqueuse.La pression à l'entrée d'un réseau de n tubes apillaires d'impédane d'entrée Zte est lamême pression pte qu'à l'entrée d'un seul tube. Le débit total à l'entrée de e réseau est égal àla somme des débit qte à l'entrée de haque tube, soit n qte. L'impédane d'entrée d'un réseaude n tubes apillaires d'impédane d'entrée Zte est don égale à Zte/n.



26 2. Tehniques et méthodes en usage pour l'étalonnage des mirophones parréiproitéb. Corretion liée à la présene de tubes apillaires, proposée dans la norme CEI61094-2Un nombre n de tubes apillaires ouverts dans la paroi du oupleur n'apportent une ontri-bution signi�ative dans la valeur de l'admittane aoustique de transfert et dans les résultatsd'étalonnage que dans les basses fréquenes, gamme de fréquenes dans laquelle la pressionaoustique est supposée uniforme dans la avité. Ainsi, dans ette gamme de basses fréquenes,l'admittane aoustique de transfert YT2 du système muni de n tubes apillaires s'érit (loid'addition des débits, ii sortant de la avité)
YT2 = jω

V

γP0

CTH + Ye + Yr +
n

Zte

.Dans une gamme de fréquenes plus élevée, l'admittane YT2 devrait être exprimée selonun modèle prenant en ompte la propagation d'ondes planes et la distane qui sépare les tubesapillaires des mirophones. Cependant, dans ette gamme de fréquenes, la présene de tubesapillaires in�uene peu la valeur de l'admittane aoustique de transfert YT2 du système, quipeut alors être onsidérée équivalente à l'expression (2.14).Ainsi, l'erreur ommise en onsidérant l'admittane aoustique de transfert YT2 indépen-dante de la distane qui sépare les tubes apillaires des mirophones est supposée petite et YT2est alors érite, dans la norme [22℄,
YT2 = YT1 +

n

Zte

, (2.20)où l'admittane YT1 est donnée respetivement par l'expression (2.14) ou (2.12) selon que lemodèle hoisi est propagatif ou non.L'erreur induite par ette approximation est inférieure à 0,002 dB dans la gamme defréquenes reommandée par la norme pour les étalonnages (jusqu'à 10 kHz pour les miro-phones LS1P et 20 kHz pour les LS2P), ette approximation est don légitime dans le adrede la norme. Cependant, à des fréquenes supérieures (30 kHz), ette erreur atteint plusieursentièmes de dB. Pour explorer une gamme de fréquenes plus élevée, il est don préférabled'utiliser un modèle pour le hamp de pression plus préis onernant la position des tubesapillaires sur les parois de la avité.2.2.4 Corretion (non normalisée) liée à la présene de modes radiauxQuand les dimensions de la avité sont grandes par rapport à la longueur d'onde (�hautes�fréquenes), les modes supérieurs (modes radiaux) ont une in�uene non négligeable sur lerésultat de l'étalonnage. Dans un artile intitulé Radial wave-motion in ylindrial plane-waveouplers [25℄ Rasmussen propose de prendre en ompte ette in�uene des ondes radiales par uneorretion multipliative ∆rad à appliquer à l'expression de l'admittane aoustique de transfert
YT2 (2.20), e qui donne pour l'expression �nale de l'admittane aoustique de transfert, omptetenu des expressions (2.20) et (2.14) de YT2 et YT1,

YT =

[

j sin k0ℓ

(

SCTH

ρ0c0
+
ρ0c0
S

YeYr

)

+ cos k0ℓ(Ye + Yr) +
n

Zte

]

∆rad , (2.21)Le alul de la orretion d'ondes radiales ∆rad repose sur un développement modal duhamp de pression. Il est détaillé dans la référene [25℄.



2.2. Admittane aoustique de transfert : modèle physique usuel 272.2.5 Coe�ients (non normalisés) de pression et de températureL'e�aité d'un mirophone dépend de la pression statique et de la température auxquellesles mesures ont été faites. Les travaux de Rasmussen [27℄ mettent en évidene une relationde proportionnalité entre les valeurs de l'e�aité d'un même mirophone dans des onditionsambiantes di�érentes.L'e�aité Mp1 d'un mirophone, déterminée dans les onditions ambiantes (P1, T1), peutêtre déduite de l'e�aité Mp0 d'un mirophone, déterminée dans les onditions ambiantes
(P0, T0), par une relation de la forme

Mp1 = Mp0.Cor(P0, P1).Cor(T0, T1) . (2.22)Rasmussen a établi une expression des oe�ients de orretion Cor(P0, P1) et Cor(T0, T1)en module (dB) et en phase, en s'appuyant sur un modèle physique de mirophone életrosta-tique et sur les résultats de mesures sur di�érents types de mirophones. L'e�aité Mp1 estalors donnée, en module et en phase, par
Mp1dB = Mp0dB + (P1 − P0)CP + (T1 − T0)CT , (2.23a)

ϕ1 = ϕ0 + (P1 − P0)ϕP + (T1 − T0)ϕT . (2.23b)où
Mp0,1 = 10Mp0,1dB/20ej ϕ0,1 ,et où CP , CT et ϕP , ϕT sont les oe�ients de orretion de pression et de température respe-tivement en module et en phase.Les orretions CP et CT sont proportionnelles respetivement aux polyn�mes PP (Ω) et

PT (Ω) de degré 9, fontions de la pulsation réduite Ω = ω/ω0, où ω0 est la pulsation derésonane du mirophone (f. � a.)
PP (Ω) = a0 + a1Ω + ... + a9Ω

9 , PT (Ω) = b0 + b1Ω + ...+ b9Ω
9 ,où les oe�ients an et bn sont donnés dans le tableau 2 de la référene [29℄ pour di�érentstypes de mirophones.Comme il faut tenir ompte de l'individualité de haque mirophone, es polyn�mes doiventêtre normalisés par les valeurs CP250 et CT250 données par le fabriquant pour haque mirophone,qui orrespondent aux valeurs que les oe�ients CP et CT doivent prendre à 250 Hz. Lesexpressions normalisées de CP et CT donnent don

CP (Ω) =
CP250

PP (Ω250)
PP (Ω) , CT (Ω) =

CT250

PT (Ω250)
PT (Ω) , (2.24)où Ω250 est la pulsation réduite à 250 Hz.Les orretions en phase ϕP et ϕT sont exprimées de façon similaire.2.2.6 Admittane aoustique de transfert : onlusionLe paragraphe 2.2 a pour objetif de rappeler le modèle physique employé pour alulerl'admittane aoustique de transfert néessaire à l'obtention de l'e�aité des mirophones(ompte tenu des orretions à apporter). Ce modèle est en fait un modèle très simpli�é de



28 2. Tehniques et méthodes en usage pour l'étalonnage des mirophones parréiproitéavité ylindrique dans lequel di�érents phénomènes qui peuvent avoir lieu dans le milieu depropagation (dissipation par e�ets thermiques, ondes radiales...) sont pris en ompte sous formede orretions. Cette façon de proéder n'est ependant pas très rigoureuse d'un point de vuethéorique et ertaines des orretions utilisées sont disutées dans le hapitre 3.Il reste à déterminer par la mesure l'admittane életrique de transfert ainsi que les paramètresqui entrent en jeu dans le produit des e�aités, pour obtenir es e�aités ; 'est l'objet desparagraphes 2.3 et 2.4 qui suivent que de présenter es méthodes et tehniques de mesure.2.3 Tehniques de mesure des quantités dont dépend leproduit des e�aitésLa détermination de l'e�aité en pression d'un mirophone suppose la onnaissane de dif-férents paramètres géométriques et aoustiques de manière à aluler orretement l'admittaneaoustique de transfert (éq. 1.17 et � 1.2.2). Ce paragraphe, déoupé selon es deux atégories,est onsaré aux tehniques de mesure de es di�érents paramètres.2.3.1 Mesure des éléments géométriquesLes dimensions des avités de ouplage et des tubes apillaires sont données par le onstru-teur. Ces éléments sont, par ailleurs, régulièrement ré-étalonnés au LNE.La profondeur du volume frontal des mirophones peut être mesurée par di�érentes méth-odes optiques simples à mettre en ÷uvre.Une première méthode repose sur l'utilisation un appareil de mesure à laser. Une premièremesure est faite diretement sur la membrane, l'opérateur pose ensuite une ale étalon surles bords du mirophone de manière à e qu'elle passe au dessus de la membrane et refait unemesure au même endroit. La profondeur est déduite de ses deux mesures onnaissant l'épaisseurde la ale.L'inonvénient de ette méthode est que l'opérateur ne sait pas où il �vise� ave le faiseau :la mesure peut être inexate si elle est faite sur une poussière ou une rayure de la membraneou de la ale.Une autre méthode onsiste à faire le point suessivement ave un mirosope de pro-fondeur sur un point du bord puis sur un point de la membrane du mirophone. La mesure dudéplaement de l'oulaire néessaire pour faire es deux points suessifs donne la profondeurdu volume frontal du mirophone. Dans e as, l'opérateur voit les zones sur lesquelles il faitla mesure et peut en même temps ontr�ler l'état de surfae de la membrane et du bord dumirophone. Il est important d'étalonner régulièrement le vernier ontr�lant le déplaement del'oulaire.Pour les deux méthodes, plusieurs mesures sur la membrane et sur le bord du mirophonesont néessaires ar elui-i peut présenter de légers défauts de planéité.Conernant le diamètre du mirophone ainsi que le diamètre de la partie mobile de lamembrane, il n'existe pas atuellement de méthode pour les mesurer ave préision. Ainsi lavaleur du diamètre du mirophone est elle donnée par le fabriant (Brüel & Kjær ) et la valeurdu volume frontal Vf est déduite de elle du diamètre et de la profondeur frontale Lf . La valeurdu rayon am de la partie mobile de la membrane est déduite des travaux de Rasmussen [25℄



2.3. Tehniques de mesure des quantités dont dépend le produit des e�aités 29qui estime le rapport am/a (a étant le rayon total de la membrane) à environ 0,96 pour lesmirophones LS1P et LS2P.Ces impréisions dans la détermination de es paramètres géométriques a des réperussionsdans la valeur des inertitudes sur les étalonnages de mirophones par réiproité (annexe J).2.3.2 Mesure de l'impédane aoustique d'un mirophoneCe paragraphe est onsaré à la mesure de l'impédane aoustique à iruit ouvert d'unmirophone qui peut être réalisée par di�érentes méthodes. Après une présentation du modèlephysique hoisi pour représenter le omportement de ette impédane (� a), deux méthodespour la mesurer sont détaillées (� b et ).a. Impédane aoustique à iruit ouvert d'un mirophoneL'impédane aoustique à iruit ouvert d'un mirophone (Za)i=0 = Zm/S
2
m (éq. 1.9), oùla surfae Sm est la surfae vibrante de la membrane, est un paramètre important à ara-tériser pour l'étalonnage en pression par réiproité. Elle représente l'impédane aoustique del'ensemble membrane - harge arrière. Cette harge arrière est onstituée dans l'air on�né entrela membrane et l'életrode arrière, dans les trous dans ette életrode et la avité arrière. Letrou d'égalisation de pression (tube apillaire) n'a un r�le que dans les très basses fréquenes(en dessous de 20 Hz), fréquenes en dehors de la gamme d'utilisation habituelle des miro-phones étudiés ii (LS1P, LS2P) ; ainsi, la ontribution de e trou dans la harge arrière peutêtre négligée. Dans le adre d'importants travaux de modélisation [27, 28℄, Rasmussen proposeune modélisation assez omplète de et ensemble membrane - harge arrière sous forme d'uniruit életrique équivalent.Pour une appliation telle que l'étalonnage par réiproité, l'impédane (Za)i=0 peut simple-ment être assimilée à l'impédane d'un iruit résonant série (iruit type �RLC�) et onsidéréeomme indépendante des onditions ambiantes (dans la mesure où es onditions varient peu).Elle peut alors être érite sous la forme :

(Za)i=0 =
1

jωCa
+ jωMa +Ra , (2.25)soit

(Za)i=0 =
1

jωCa
(1 − ω2MaCa + jωRaCa) .L'admittane aoustique à iruit ouvert Ya = 1/(Za)i=0 d'un mirophone peut être éritesous la forme suivante (normalisée [22℄)

Ya = jω
Veq

γRPR
, (2.26)où PR est la pression statique dans les onditions standard de référene et γR le rapport deshaleurs massiques à pression et à volume onstant dans es mêmes onditions, et où le volume

Veq =
CaγRPR

1 − ω2MaCa + jω RaCa

, (2.27)est appelé le volume équivalent du mirophone. Il représente le volume omplexe d'un gazenfermé dans une avité rigide, subissant des ompressions - détentes adiabatiques, de telle



30 2. Tehniques et méthodes en usage pour l'étalonnage des mirophones parréiproitésorte que l'impédane de e volume omplexe de gaz soit égale à l'impédane aoustique dumirophone. Par onvention [22℄, e volume est exprimé en fontion de sa valeur aux bassesfréquenes Vbf = CaγRPR et de la pulsation de résonane ω0 = 1/
√

MaCa de l'impédane
(Za)i=0 pour laquelle (Za)i=0 est réelle :

Veq =
Vbf

1 − ω2

ω2
0

+ jωRaCa

. (2.28)Le volume équivalent Veq d'un mirophone est don entièrement déterminé par son volumeaux basses fréquenes Vbf , la pulsation de résonane ω0 et l'amortissement Ra
1. L'expression(2.26) suppose que l'admittane Ya est indépendante des onditions ambiantes, elle est ex-primée par onvention [22℄ omme l'admittane aoustique du volume omplexe Veq (lui-mêmeindépendant des onditions ambiantes) dans les onditions standard de référene.Cette expression de l'impédane aoustique d'un mirophone n'est qu'une approximation,toutefois su�sante pour le alul de l'e�aité d'un mirophone par réiproité. Il est ependantà noter que ette approximation est vide de sens dans ertains as. En e�et, étant véri�éque l'e�aité en pression d'un mirophone est dépendante des onditions ambiantes de façonsigni�ative [27,29℄, il serait absurde d'un point de vue théorique de faire usage de l'expression(2.25) de (Za)i=0 (indépendante des onditions ambiantes) dans l'expression (1.8) selon laquellel'e�aité Mp est inversement proportionnelle à l'impédane (Za)i=0. Une telle approhe peutependant être envisagée a�n d'observer qualitativement l'in�uene direte des paramètres dumirophone sur la valeur de son e�aité.Le report des expressions (1.9), (2.26) et (2.28) dans l'expression (1.8) de l'e�aité donne

Mp = − U0

Sd0

Veq

γRPR
=

Mpbf

1 − ω2MaCa + jωRaCa

, (2.29)qui n'est qu'une approximation et où Mpbf est la valeur de Mp aux basses fréquenes.Ainsi, en observant la valeur de l'e�aité Mp, il apparait que :� la valeur du volume aux basses fréquenes Vbf = CaγRPR est donnée par |Mpbf | la valeuraux basses fréquenes du module de Mp (�gure 2.4),� la fréquene de résonane F0 =
1

2π
√

CaMa

est atteinte quand la phase de Mp est de90�(�gure 2.5),� l'amortissement Ra, onnaissant les valeurs de Vbf et F0, est déduit du rapport |Mpbf |
|MpF0

| =

ω0RaCa, |MpF0
| étant le module de la valeur de Mp pour f = F0 (�gure 2.4).b. Méthode de mesure direteCette méthode, à présent obsolète, est sommairement dérite dans la norme CEI 61094-2 [22℄ et était utilisée par de nombreux laboratoires de métrologie, omme l'INM2 [30℄, pour1Les laboratoires de métrologie et les fabriants préfèrent, de manière générale, aratériser le volume équiv-alent par sa valeur aux basses fréquenes Vbf , la fréquene de résonane F0 = ω0/2π et le fateur de qualité

Q = ω0/RaCa = 1/Ra

√

Ma/Ca (ou le fateur de pertes 1/Q). Cette notion de fateur de qualité, hoisie pourdes ommodités de notation, n'a pas vraiment de sens physique pour aratériser une impédane aoustique,'est pourquoi elle n'est pas retenue dans le présent doument.2Institut National de Métrologie
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32 2. Tehniques et méthodes en usage pour l'étalonnage des mirophones parréiproitédéterminer les paramètres Ca,Ma er Ra de l'impédane à iruit ouvert (Za)i=0 des mirophonesun poue essentiellement.i. Mesure du volume équivalent aux basses fréquenes Vbf : méthode de substitutionUn mirophone est utilisé en émetteur dans un oupleur prévu à et e�et dont l'autreextrémité est fermée par le mirophone dont il faut mesurer le volume équivalent, elui-in'étant pas alimenté. Un troisième mirophone (en général un mirophone de mesure pluspetit que les deux autres), a�eurant à la paroi latérale est utilisé omme réepteur (�gure2.6.a). L'impédane életrique de transfert ZE = ur0/ie mesurée entre les deux mirophonespermet de déterminer le produit des e�aités des deux mirophones (éq. 1.17) :
MpeMpr = ZEYT .La gamme de fréquenes étant hoisie telle que la pression aoustique est supposée uniformeet les e�ets thermiques petits, l'admittane aoustique de transfert YT peut alors êtredonnée, d'après l'expression (2.2), ompte tenu des équations (2.26) et (2.28), sous la forme

γP0
YT

jω
≈ Vc + Vf + Vfe + Vfr + (Vbf + Vbfe + Vbfr)

γP0

γRPR
, (2.30)ave les notations dé�nies dans e paragraphe et au début du paragraphe 2.2, et où lesvolumes Vf et Vbf sont relatifs au mirophone �mesuré�.Mirophone �mesuré�

VfMirophoneréepteurMirophoneémetteurur0

ie

Vismirométrique
Veff

Piston MirophoneréepteurMirophoneémetteuru′

r0

i′e(a) (b)Fig. 2.6 � Mesure du volume e�etif aux basses fréquenes.Dans un seond temps, le mirophone �mesuré� est remplaé par un piston de même di-amètre et muni d'une vis mirométrique, eux-i étant étalonnés d'un point de vue dimen-sionnel. L'impédane életrique de transfert Z ′
E est alors mesurée et le piston est ajustéde manière à réaliser l'égalité des deux impédanes ZE et Z ′

E (�gure 2.6 b). Le volumegéométrique à l'avant du piston qui permet ette égalité des impédanes életriques est noté
Veff . Le produit des e�aités MpeMpr étant indépendant des onditions dans lesquelles ilest déterminé, il vient

MpeMpr = Z ′
EY

′
T = ZEY

′
T = ZEYT ,
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γP0

Y ′
T

jω
= γP0

YT

jω
≈ Vc + Vfe + Vfr + (Vbfe + Vbfr)

γP0

γRPR
+ Veff . (2.31)En égalant les expressions (2.30) et (2.31), il vient

Veff = Vf + Vbf
γP0

γRPR
. (2.32)Le volume géométrique Veff mesuré à l'avant du piston représente don la somme du vol-ume frontal Vf du mirophone �mesuré� et de son volume équivalent aux basses fréquenes

Vbf orrigé du fateur γP0/(γRPR). Ce volume géométrique Veff est appelé le volume e�etifdu mirophone dans les onditions ambiantes. Le volume frontal Vf étant onnu approx-imativement (� 2.3.1), le volume aux basses fréquenes Vbf du mirophone �mesuré� estalors déduit de la mesure du volume géométrique Veff à l'avant du piston.ii. Mesure de la fréquene de résonane F0Le mirophone �mesuré� est plaé à l'extrémité d'un tube de même diamètre, l'autreextrémité du tube étant fermée par un transduteur émetteur (e�aité omplexe onnue)�xé sur un piston muni d'une vis mirométrique étalonnée. L'e�aité en pression dumirophone réepteur (mirophone �mesuré�) s'érit ii (éq. 1.8)
Mp =

ur0

pr
=
ur0

ue

ue

pe

pe

pr
,où ue est la tension appliquée aux bornes du transduteur émetteur et pe la pression aous-tique qu'il impose à l'entrée du tube.Le transduteur émetteur génère une onde aoustique à une fréquene prohe de la fréquenede résonane supposée du réepteur. La vis est ajustée de manière à e que la pression surla membrane du réepteur, et don la tension à iruit ouvert à ses bornes ur0, atteigne unmaximum (résonane du tube). Les pressions aux extrémités du tube sont alors en quadra-ture et la phase de pr/pe est de 90�. La phase du rapport ue/pe étant onnue (elle estdéduite de la phase de l'e�aité omplexe du transduteur émetteur supposée onnue), laphase de l'e�aité en pression Mp est alors déduite de la mesure de ur0/ue. En répétantl'opération pour di�érentes fréquenes voisines l'une de l'autre, la valeur de la fréquenede résonane du mirophone, pour laquelle Mp a une phase de 90�, est déterminée parinterpolation.iii. Mesure de l'amortissement RaLa valeur de l'amortissement Ra est déduite de l'expression (2.29) de l'e�aité Mp. A lafréquene de résonane F0, |Mp| = |MpF0

| et
Ra =

1

ω0Ca

|Mpbf |
|MpF0

| , (2.33)les modules |Mpbf | et |MpF0
| étant déterminés graphiquement (�g. 2.4) et ave Ca =

Vbf/(γRPR) (� a.).iv. Disussion des méthodes de mesureL'époque atuelle est �harnière� en terme d'évolution des tehniques de mesures aous-tiques. Ainsi, les tehniques de mesure itées préédemment sont atuellement abandonnéesar elles soulèvent un ertain nombre d'interrogations.



34 2. Tehniques et méthodes en usage pour l'étalonnage des mirophones parréiproitéConernant la détermination du volume aux basses fréquenes, outre le fait que la tehniquede substitution est un proédé oûteux en temps, plusieurs problèmes d'ordre théorique seposent. Tout d'abord, les deux volumes omparés ne sont pas de même nature (géométriqueet aoustique). D'autre part, le mirophone �mesuré� n'étant pas alimenté, la raideur de samembrane n'est pas exatement la même qu'en utilisation normale. En�n, l'approximationselon laquelle l'in�uene des e�ets thermiques est négligeable, ompte tenu de la gammede fréquenes hoisie et des dimensions du domaine, n'est pas toujours bien véri�ée dansla pratique, le volume du oupleur étant variable.Pour e qui est de la mesure de la fréquene de résonane, le proédé est aussi très lourd(matériel, temps) à mettre en ÷uvre, d'autant plus qu'il est assez di�ile en pratique detrouver un transduteur émetteur dont les aratéristiques peuvent être su�samment bienonnues. En�n, aux environs de la fréquene de résonane (fréquene assez élevée), lesondes radiales peuvent avoir une in�uene non négligeable sur le résultat et elles ne sontpourtant pas prises en ompte dans la mesure. Tout ei ontribue à réaliser des mesures defréquene de résonane et d'amortissement (qui est déduit de F0 et Vbf) qui risquent d'êtreassez impréises et don peu �rentables� ompte tenu des moyens tehniques importantsmis en ÷uvre.Ainsi, beauoup de laboratoires de métrologie ont préféré jusqu'à présent se limiter à lamesure du volume e�etif aux basses fréquenes par la méthode de substitution, se repor-tant aux données onstruteur ou aux valeurs typiques pour la fréquene de résonane etl'amortissement.Les tehniques de mesure d'impédane de mirophones présentées dans le paragraphe suiv-ant sont atuellement les tehniques mises en ÷uvre au LNE et en usage dans de nombreuxlaboratoires de métrologie. Ces tehniques, plus simples à mettre en ÷uvre, sont aussi pluspréises.. Méthode itérativeIl s'agit de aluler par approximations suessives la valeur des paramètres Vbf , F0 et Rad'un mirophone d'après la valeur de son e�aité déterminée pour des valeurs approximativesde Vbf , F0 et Ra (données onstruteur ou valeurs obtenues lors de préédents étalonnages).Les méthodes de détermination dérites dans e paragraphe exploitent le fait que, lors d'unétalonnage par réiproité de trois mirophones, des variations des valeurs introduites pour lesaratéristiques (Vbf , F0, Ra) d'un mirophone ne modi�ent en rien l'e�aité obtenue pour lesdeux autres mirophones utilisés dans le protoole d'étalonnage par réiproité (f. annexe J,� J.2.2).i. Mesure du volume équivalent aux basses fréquenes Vbf : méthode de la variation de volumeEn basses fréquenes, l'e�aité Mp est quasi-indépendante de F0 et Ra. Le volume équiv-alent aux basses fréquenes est don déterminé indépendamment de es paramètres.Il s'agit de déterminer l'e�aité de trois mirophones par la méthode de réiproité dansdes avités de volumes di�érents. La omparaison des résultats obtenus pour haque avitépermet de déduire les volumes aux basses fréquenes des trois mirophones en suivant leprotoole dérit dans le shéma de la �gure 2.7.Les aluls néessaires pour ette méthode (alul des YT , MpdB et DiffdB) sont e�etuéspar un logiiel de alul qui retourne à l'éran une représentation graphique desDiffdB. Lesvaleurs initiales des Vbf sont des valeurs approximatives (données onstruteur ou valeurs du
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Fig. 2.7 � Méthode suivie pour déterminer les volumes équivalents aux basses fréquenes.



36 2. Tehniques et méthodes en usage pour l'étalonnage des mirophones parréiproitépréédent étalonnage). Les deux dernières étapes du shéma (observation et modi�ations)sont e�etuées manuellement par un opérateur. Celui-i modi�e approximativement lesvaleurs des Vbf à réinjeter dans le programme de alul en fontion de son observationdes représentations graphiques des DiffdB. Il esse d'e�etuer des modi�ations sur les
Vbf quand il estime que les DiffdB sont minimales sur une gamme de fréquenes la plusétendu possible.Idéalement, ette méthode de détermination néessite l'utilisation d'au moins trois avitésdi�érentes a�n d'obtenir au moins deux valeurs de Vbf pour haque mirophone en suivantle protoole dérit par le shéma de la �gure 2.7, e qui permet d'e�etuer une moyennesur les valeurs des Vbf obtenues pour haque mirophone.Dans la pratique, la gamme de fréquenes hoisie pour appliquer ette méthode est del'ordre de 100 Hz � 2000 Hz pour des mirophones LS1P et 200 Hz � 5000 Hz pour desLS2P. Pour des fréquenes inférieures, l'in�uene des fuites aoustiques du système sur lerésultat peut prendre des proportions non négligeables et pour des fréquenes plus élevées,l'e�aité n'est plus indépendante des valeurs de F0 et Ra.ii. Mesure de la fréquene de résonane F0 et de l'amortissement RaLes valeurs de la fréquene de résonane F0 et de l'amortissement Ra sont à déterminer on-jointement ar es paramètres agissent de façon visible dans la même gamme de fréquenes(� a.). Dans ette gamme de fréquenes, l'e�aité dépend don fortement de es deuxparamètres à la fois.Il s'agit ii de déterminer l'e�aité de trois mirophones par la méthode de répiroitédans une gamme de fréquenes qui inlut les fréquenes de résonane des mirophones. Lese�aités obtenues permettent alors, d'après l'observation des �gures 2.5 et 2.4 et l'équation(2.29), de déduire la valeur de la fréquene de résonane F0 et de l'amortissement Ra pourhaque mirophone en suivant la proédure dérite dans le shéma de la �gure 2.8. Lesaluls sont e�etués en prenant en ompte les valeurs des Vbf préalablement déterminées.Toute ette proédure est e�etuée par un logiiel de alul (détermination totalementautomatisée). Les valeurs initiales des F0 et Ra sont des valeurs approximatives (donnéesonstruteur ou valeurs du préédent étalonnage). Dans la pratique, il su�t de très peud'itérations pour atteindre des valeurs stables pour les F0 et Ra.Cette méthode, atuellement en usage au DPLA3, o�re le meilleur ompromis entre �abilitéet simpliité de mise en ÷uvre pour obtenir tous les paramètres du volume équivalent.L'inonvénient majeur de e proédé est que la détermination des Vbf est e�etuée par uneméthode �di�érentielle�. Les erreurs ommises sur les mesures dans les di�érentes avités seumulent, e qui peut rendre les résultats peu reprodutibles et impréis. Il est don indispens-able pour utiliser ette méthode que les tehniques de mesure permettent d'obtenir une bonnereprodutibilité.2.4 Mesure de l'impédane életrique de transfert (disposi-tif utilisé au LNE)La haîne de mesure, dérite sur la �gure 2.9, est onstituée d'un appareil de réiproité(5998 de Brüel & Kjær ), d'un analyseur vetoriel (1250 de Shlumberger) et d'un PC.3Danish Primary Laboratory of Aoustis
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Fig. 2.8 � Méthode suivie pour déterminer les fréquenes de résonane et amortissements.
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Fig. 2.9 � Chaîne de mesure pour l'étalonnage des mirophones par réiproité utilisée au LNE.Les mirophones ouplés ainsi que leurs préampli�ateurs sont plaés dans une eneintelose, e qui permet d'isoler le système du bruit aoustique. La tension de polarisation estproduite par un générateur externe et ontr�lée à l'aide d'un voltmètre.Le générateur de l'analyseur vetoriel produit une tension ug à l'entrée Géné. de l'appareilde réiproité (�g. 2.9). Ce signal d'entrée est onditionné par l'appareil (ampli�ation, �l-trage...) et transmis à ses sorties Em. et B (tension uB) reliées respetivement au mirophoneémetteur, par l'intermédiaire de son préampli�ateur (type ZE 0796), et à la voie V2 de l'-analyseur. Le signal retourné par le mirophone réepteur est réupéré sur l'entrée Ré. del'appareil de réiproité qui le transforme et le transmet depuis sa sortie A (tension uA) à lavoie V1 de l'analyseur vetoriel.Tout le proessus de mesure est automatisé. L'analyseur vetoriel ainsi que l'appareil deréiproité sont pilotés par ordinateur grâe à un logiiel réalisé en Visual Basi. Ce logiielpermet de faire l'aquisition des résultats de mesure et de les enregistrer dans une feuille dealul Exel. Les aquisitions sont ensuite traitées par un programme en Visual Basi et Matlab.Le prinipe de e programme repose sur le modèle proposé par la norme CEI 61094-2 [22℄ etdérit dans le paragraphe 2.2.L'appareil de réiproité permet d'e�etuer le lien entre les di�érents signaux néessairesà la mesure. Son prinipe de fontionnement ainsi que ses éléments onstitutifs sont donnésdans sa �he synoptique en annexe B. A�n de onditionner au mieux les di�érents signaux, etappareil permet à l'utilisateur de hoisir entre di�érents �ltres passe-haut (1, 20, 100 Hz) etdispose d'ampli�ateurs de gain réglables (0 à 50 dB).Les préampli�ateurs des mirophones ontiennent haun une résistane de polarisationd'environ 1 GΩ en parallèle sur un ampli�ateur d'impédane d'entrée quasi-in�nie. Cependant,les ampli�ateurs n'étant pas parfaits, il existe des apaités parasites non négligeables entre



2.4. Mesure de l'impédane életrique de transfert (dispositif utilisé au LNE) 39leur entrée et la masse, es ampli�ateurs n'ont don pas une impédane d'entrée in�nie. Ilest don néessaire d'employer la tehnique de la tension insérée pour déterminer la valeur del'impédane életrique de transfert, rapport de la tension de sortie du réepteur à iruit ouvert
ur0 sur le ourant ie en entrée de l'émetteur.Le préampli�ateur du mirophone émetteur ontient en plus la apaité de référene Crefà travers laquelle est mesuré le ourant d'entrée ie (�gure 1.5). La apaité de référene Crefutilisée au LNE est étalonnée par le fabriant et régulièrement ré-étalonnée au LCIE 4.Les mirophones émetteur et réepteur sont représentés sur la �gure 2.10 par leur shémaéquivalent de Thévenin, impédane életrique ZThe pour l'émetteur et tension à iruit ouvert
ur0 et impédane ZThr pour le réepteur (f. relation 1.14 et paragraphe 1.1.5). Les apaitésparasites sont notées CpA et CpB.Dans un premier temps, la tension életrique ug est appliquée sur l'életrode arrière dumirophone émetteur. La tension ur0 est générée par la pression appliquée sur la membrane dumirophone réepteur, pression dans la avité réée par le mirophone émetteur. Deux tensions
uA et uB sont relevées aux sorties A et B de l'appareil de réiproité (�gure 2.10).

ug

6 dB
ie ZThe

Cref CpB u

i ≈ 0
gB FB hB

rB uB

ur0

ZThr

ur CpA

i ≈ 0
gA

FA hA

rA
uA

pol. 200V
pol. 200V

Fig. 2.10 � Mesure de l'impédane életrique de transfert ZE : première partie.D'après les deux iruits représentés �gure 2.10, les tensions uA et uB peuvent être expriméesen fontion de ie et ur0 par
uB = hBFBgBu = hBFBgB

−ie
jω (Cref + CpB)

(2.34)et
uA = hAFAgAur = hAFAgA

1/(jωCpA)

ZThr + 1/(jωCpA)
ur0 . (2.35)Les quantités uA, uB, ug et Cref étant les seules grandeurs mesurables, il est néessaired'éliminer des expressions (2.34, 2.35) les autres termes (gains, �ltrages, apaités parasites).4Laboratoire Centrale des Industries Eletriques



40 2. Tehniques et méthodes en usage pour l'étalonnage des mirophones parréiproitéPour e faire, un seond ouple de mesures est e�etué sur le montage de la �gure 2.11 danslequel la même tension életrique d'entrée uref est utilisée pour exiter életriquement les deuxmirophones.

u′

g uref u′ u′

BCpB rB

r Cref
6 dB gB FB hB

ZThe

i ≈ 0

uref u′

r u′

ACpA rA

gA FA hAZThr i ≈ 0

Fig. 2.11 � Mesure de l'impédane életrique de transfert ZE : deuxième partie.Le gain gB est de 0 dB, l'impédane ZThe n'apporte don auune ontribution au iruit etla tension u′B s'érit alors
u′B = hBFBgBu

′ = hBFBgB
Cref

Cref + CpB
uref . (2.36)La tension u′A est exprimée en fontion de la tension uref d'après le iruit életrique �gure2.11, soit :

u′A = hAFAgAu
′
r = hAFAgA

1/(jωCpA)

ZThr + 1/(jωCpA)
uref . (2.37)En�n, en faisant le rapport des relations (2.36, 2.34) et (2.35, 2.37), il vient

u′B
uB

=
jωCref

−ie
uref et uA

u′A
=

ur0

uref
,e qui donne pour l'expression de l'impédane életrique de transfert ZE

ZE =
ur0

ie
=

−1

jωCref

uA

uB

u′B
u′A

. (2.38)La valeur de l'impédane életrique de transfert ZE est don entièrement déterminée par lamesure des rapports uA/uB et u′A/u′B, onnaissant la valeur de la apaité Cref .



Chapitre 3Etude de di�érents modèles physiques dusystème mirophones - oupleurLe hapitre préédent met en évidene, à travers une étude bibliographique, l'insu�sanede ertaines bases théoriques sur lesquelles reposent les tehniques d'étalonnage en pression parréiproité, méthodes qui peuvent alors être remises en question. C'est le as notamment desmodèles physiques normalisés de l'ensemble mirophones-oupleur.Dans e hapitre, di�érents modèles physiques dérivant le hamp aoustique dans la avitéformée par les mirophones et le oupleur, sont développés et omparés.Ainsi, après avoir posé les équations de l'aoustique et dé�ni les hypothèses admissibles,une étude détaillée du hamp aoustique dans le as où il est supposé uniforme, ompte tenudes e�ets thermiques tels que proposé par Gerber [12℄, est exposée et disutée. Les résultatsobtenus à l'issu de ette étude sont ensuite omparés aux modèles de hamp uniforme et aumodèle de propagation d'ondes planes préonisés par Ballagh [3℄.3.1 Equations fondamentales de l'aoustique linéaire en�uide thermo-visqueuxL'amplitude du mouvement aoustique est su�samment faible pour pouvoir en linéariserles équations. Les variables dérivant l'état dynamique et thermodynamique du �uide sont :� l'éart instantané de pression p par rapport à la pression statique P0,� la vitesse partiulaire ~v,� l'éart instantané de masse volumique ρ′ par rapport à la masse volumique statique ρ0,� l'éart instantané de température τ par rapport à la température statique T0,� l'éart instantané d'entropie massique s par rapport à l'entropie massique statique S0.Les paramètres qui entrent dans la dé�nition des propriétés du �uide sont les suivants :� les oe�ients de visosité de isaillement µ et de volume η,� le oe�ient de ondution thermique λ,� le oe�ient de ompressibilité isotherme χT ,� les haleurs massiques par unité de masse à pression onstante et à volume onstant Cpet Cv, et leur rapport γ,� le taux d'aroissement de pression par unité d'aroissement de température à volumeonstant β̂ = (∂P/∂T )V . 41



42 3. Etude de di�érents modèles physiques du système mirophones - oupleur
Les équations linéaires homogènes gouvernant le mouvement du �uide sont au nombre detrois ( [8℄ � 2.5.1) :� l'équation de Navier-Stokes (équation fondamentale de la dynamique)

1

c0

∂ ~v

∂t
+

1

ρ0c0
~grad p = ℓv ~grad div ~v − ℓ ′

v
~rot ~rot ~v +

~F

c0
, (3.1)où ℓv et ℓ ′

v sont des longueurs aratéristiques dé�nies par
ℓv =

1

ρ0c0

(

4

3
µ+ η

) et ℓ ′
v =

µ

ρ0c0
,et où c0 =

√

γ/ρ0χT est la élérité adiabatique du son.� l'équation de onservation de la masse (qui traduit la ompressibilité du �uide) danslaquelle l'éart instantané de masse volumique ρ′ est exprimé en fontion des variablesindépendantes p et τ par ρ′ = (p− β̂τ)γ/c20,
ρ0c0 div ~v +

γ

c0

∂

∂t
(p− β̂τ) = ρ0c0q , (3.2)� l'équation de Fourier pour la ondution de la haleur, dans laquelle l'éart in-stantané d'entropie s est exprimé en fontion des variables indépendantes p et τ par

s =
CP

T
τ +

β̂χT

ρ0
p,

(

1

c0

∂

∂t
− ℓh ∆

)

τ =
γ − 1

β̂γ

1

c0

∂ p

∂t
+

h

c0CP
, (3.3)où ℓh = λ/(ρ0c0CP ) désigne une longueur aratéristique de di�usion thermique.Les termes ~F , q et h représentent l'in�uene de soures aoustiques respetivement de fore,de débit et de haleur dans le domaine onsidéré. En dehors des soures, es termes sont nuls.3.2 Résolution du problème en avité proposée par Gerber(1964)Gerber [12℄, dont les résultats sont à la base du modèle retenu dans la norme CEI 61094-2, propose d'étudier le hamp aoustique dans une avité en prenant en ompte les e�etsthermiques assoiés au mouvement aoustique. Pour onstruire son raisonnement, il ne faitusage que de l'équation de ondution de la haleur et de la loi thermodynamique linéariséeexprimant la bivariane du milieu (équations 3.3).L'objet de e paragraphe est de proposer une expliation détaillée du raisonnement suivipar Gerber et de montrer les limites de e raisonnement.



3.2. Résolution du problème en avité proposée par Gerber (1964) 433.2.1 Interprétation de l'équation de ondution de la haleurLe domaine d'étudeD est onstitué par le �uide ontenu dans une avité de forme quelonquefermée par la surfae S. Le hamp aoustique est généré à l'instant initial t = 0 par une sourede variation de pression ou de débit volumique. Les dimensions du domaine D sont supposéespetites devant la longueur d'onde.Gerber érit l'équation de ondution de la haleur en l'absene de soures de haleur [12, éq.13℄ sous la forme donnée par (3.3) :
(

1

c0

∂

∂t
− ℓh ∆

)

τ =
γ − 1

β̂γ

1

c0

∂ pg

∂t
. (3.4)La notation pg désigne, pour Gerber, l'éart instantané de pression produit par un générateuradapté, et éart de pression étant à l'origine de l'éart instantané de température τ au sein du�uide.Par ailleurs, en faisant usage de la relation linéarisée

ρ′g = ρ0χT (p− β̂τ)dans l'équation de ondution de la haleur (3.3), il vient
(

1

c0

∂

∂t
− γℓh ∆

)

τ =
γ − 1

β̂χTρ0

1

c0

∂ ρ′g
∂t

, (3.5)où ρ′g représente l'éart instantané de masse volumique produit par un générateur adapté, etéart de masse volumique étant, ette fois-i et toujours selon Gerber, à l'origine de l'éartinstantané de température τ [12, éq. 12℄.Gerber propose don de résoudre l'équation de ondution de la haleur pour τ dans deuxas di�érents :� la variation de température τ a pour origine une variation de pression pg produite par ungénérateur de variation de pression (impédane nulle),� la variation de température τ a pour origine une variation de volume massique 1/ρ′gproduite par un générateur de variation de débit (impédane in�ni).L'équation de ondution de la haleur est don interprétée ii omme une équation dedi�usion dans laquelle le seond membre en pg (éq. 3.4) ou en ρ′g (éq. 3.5) exprime la ontributiond'une soure (de variation de pression ou de masse volumique) dans le proessus de di�usion.Cette approhe est, dans e sens, inorrete : en e�et, l'éart de pression ou devolume massique entrant dans l'équation de ondution de la haleur ne représente en auunas l'in�uene d'une soure, mais dérit l'état thermodynamique du �uide en tout point dudomaine d'étude.En réalité, si des soures de di�érentes natures sont réparties dans le domaine, leur on-tribution est prise en ompte par les termes ~F , q, h dans les équations de Navier-Stokes, deonservation de la masse et de ondution de la haleur (3.1, 3.2, 3.3). Si es soures agissentsur les frontières du domaine, elles sont à prendre en ompte dans l'expression des onditionsaux frontières.Ainsi, l'interprétation qui est faite des équations de di�usion que Gerber herhe à ré-soudre est inexate. Par ailleurs, il n'est pas fait usage dans son raisonnement de l'équation deNavier-Stokes ni de l'équation de onservation de la masse, équations pourtant néessaires à ladesription du mouvement aoustique dans son ensemble. La méthode de résolution utilisée etl'interprétation des résultats obtenus sont don à observer de façon ritique.



44 3. Etude de di�érents modèles physiques du système mirophones - oupleur3.2.2 Hypothèses retenues et présentation du problème (selon Ger-ber)Après avoir posé les équations de di�usion (3.4 et 3.5), Gerber remarque que leur formulationest similaire et qu'elles peuvent don être érites sous la forme
(

1

σ

∂

∂t
− ∆

)

τ(~r, t) =
1

σ

∂ θg(t)

∂t
pour ~r ∈ D , t ≥ 0 , (3.6a)où la variable τ est supposée ausale, et ave

θg(t) =
γ − 1

β̂γ
pg et σ = c0ℓh ,dans le as dérit par l'équation (3.4), et

θg(t) =
γ − 1

β̂χTρ0

ρ′g et σ = γc0ℓh ,dans le as dérit par l'équation (3.5).A ette équation de di�usion, Gerber assoie la (les) ondition(s) aux frontières et la on-dition initiale suivantes, respetivement :
τ(~r, t) = 0 , pour ~r ∈ S , t ≥ 0 , (3.6b)
τ(~r, t) = 0 , pour ~r ∈ D , t = 0 . (3.6)La variable θg(t) est supposée uniforme dans le domaine D. Cette hypothèse implique donque, selon le as onsidéré, l'éart de pression pg ou l'éart de masse volumique ρ′g est uniformedans le domaine, es variables étant supposées aratériser ii la soure à l'origine du hampaoustique (hypothèse erronée).Dans le as présent, du fait que les dimensions du domaine D sont petites devant la longueurd'onde, la pression aoustique p est uniforme dans le domaine D (y ompris dans les ouheslimites thermiques). Dans e as, si la masse volumique ρ′g est uniforme dans D (y ompris dansles ouhes limites) alors, d'après la relation ρ′g = ρ0χT (p− β̂τ), τ doit aussi être uniforme dans

D (y ompris dans les ouhes limites), e qui n'est pas le as. Ainsi, l'éart de masse volumique
ρ′g ne peut pas être uniforme dans tout le domaine D : il est fontion du point dans les ouheslimites.De manière à exprimer la solution générale du problème temporel (3.6a,b,) sous la formed'un produit de onvolution de la variable t ave une fontion de Green, Gerber assoie unproblème de Green (dont la solution est la réponse impulsionnelle du système) qui est éritsous la forme suivante :

(

1

σ

∂

∂t
− ∆

)

g =
1

σ
δ(t) pour ~r ∈ D , t ≥ 0 , (3.7a)

g = 0 pour ~r ∈ S , t ≥ 0 . (3.7b)Se référant alors à l'ouvrage de Carslaw et Jaeger [10, pp. 97, 199, 234, 330℄, Gerber résoutle problème (3.8) équivalent à (3.7), dans lequel la soure impulsionnelle δ(t) est traduite sousla forme de ondition initiale :



3.2. Résolution du problème en avité proposée par Gerber (1964) 45
(

1

σ

∂

∂t
− ∆

)

g = 0 pour ~r ∈ D , t > 0 , (3.8a)
g = 0 pour ~r ∈ S , t ≥ 0 , (3.8b)
g = 1 pour ~r ∈ D , t = 0 . (3.8)L'équivalene des problèmes (3.7) et (3.8) est préisée en annexe C en montrant qu'ilspossèdent la même solution générale.Par ailleurs, l'hypothèse selon laquelle la fontion θg(t) est uniforme dans le domaine d'é-tude implique que l'éart instantané de masse volumique ou l'éart instantané de pressionest uniforme dans e domaine. Il est démontré plus haut et dans le paragraphe 6.3.2.2 de laréférene [8℄ que seul le deuxième as, � pg uniforme �, est suseptible de onduire à un résultatorret pour la �petite� avité onsidérée ii. Rappelons que les variables pg et ρ′g ne rendentnullement ompte du type de soure exitant le �uide dans la avité mais qu'elles dériventl'état thermodynamique du �uide en tout point du domaine. Ainsi, le as où pg est uniformeest le seul traité dans la suite de e doument, soit
θg(t) =

γ − 1

β̂γ
pg et σ = c0ℓh , (3.9)étant entendu que les aluls sont similaires pour l'autre as.Dans leur ouvrage Condution of Heat in Solids [10℄, Carslaw et Jaeger développent dessolutions au problème (3.8) pour di�érentes formes du domaine D.Le paragraphe suivant a pour but de présenter la méthode de résolution utilisée ainsi queles résultats obtenus dans le as où le domaine D est un ylindre fermé à ses extrémités. Lesautres formes de avités répertoriées dans l'artile de Gerber [12℄ sont traitées dans l'annexe D.3.2.3 Solutions pour la températureLe domaine d'étude D est ii un ylindre �ni de longueur ℓ, de rayon a et aux parois rigides(impédane de paroi in�nie). Ce domaine a un volume V et une surfae totale A.Compte tenu de la symétrie ylindrique du domaine d'étude, le problème (3.8) s'érit, enoordonnées ylindriques,

(

∂ 2

∂r2 +
1

r

∂

∂r
+
∂ 2

∂z2 − 1

σ

∂

∂t

)

g = 0 pour r ∈ (0, a) , z ∈ (0, ℓ) , t > 0 , (3.10a)
g = 0 pour r = a , z = 0 ou ℓ , t > 0 , (3.10b)
g = 1 pour r ∈ (0, a) , z ∈ (0, ℓ) , t = 0 . (3.10)a. Solutions à variables séparéesCe problème admet des solutions à variables séparées de la forme

g(r, z, t) = fr(r)fz(z)h(t) . (3.11)



46 3. Etude de di�érents modèles physiques du système mirophones - oupleurLe report de e type de solution dans l'équation de di�usion (3.10a) donne alors
1

fr

∂ 2fr

∂r2 +
1

rfr

∂ fr

∂r
+

1

fz

∂ 2fz

∂z2 =
1

σh

∂ h

∂t
. (3.12)Pour qu'une fontion de la seule variable t puisse être identique à une fontion qui ne dépendque des variables d'espae, quelles que soient les valeurs de r ∈ (0, a), z ∈ (0, ℓ) et t ≥ 0, il estnéessaire que haque membre de l'équation (3.12) soit égal à une même onstante notée α ; ilvient alors

1

h

∂ h

∂t
= −σα ,qui donne pour h(t)

h(t) = e−σαt . (3.13)En suivant le même raisonnement pour les fontions fr(r) et fz(z), l'équation (3.12) donne
(

∂ 2

∂r2 +
1

r

∂

∂r
− αr

)

fr(r) = 0 (3.14a)et
(

∂ 2

∂z2 − αz

)

fz(z) = 0 , (3.14b)ave αr + αz = α.La solution à variables séparées (3.11) peut alors être érite sous la forme
g(r, z, t) = ϕ(r, t)ψ(z, t) ,où les fontions ϕ(r, t) et ψ(z, t) sont dé�nies respetivement par

ϕ(r, t) = fr(r)e
−σαrt et ψ(z, t) = fz(z)e

−σαz t .Elles sont solutions respetivement des problèmes suivants :
(

∂ 2

∂r2 +
1

r

∂

∂r
− 1

σ

∂

∂t

)

ϕ = 0 pour r ∈ (0, a) , t > 0 , (3.15a)
ϕ = 0 pour r = a , t > 0 , (3.15b)
ϕ = 1 pour r ∈ (0, a) , t = 0 , (3.15)et

(

∂ 2

∂z2 − 1

σ

∂

∂t

)

ψ = 0 pour z ∈ (0, ℓ) , t > 0 , (3.16a)
ψ = 0 pour z = 0 ou ℓ , t > 0 , (3.16b)
ψ = 1 pour z ∈ (0, ℓ) , t = 0 . (3.16)Les solutions ϕ(r, t) et ψ(z, t) sont reherhées sous la forme de développements sur la basedes fontions propres assoiées aux problèmes (3.15) et (3.16) ; il vient :



3.2. Résolution du problème en avité proposée par Gerber (1964) 47
ϕ(r, t) =

+∞
∑

n=1

AnJ0

(

λnr

a

)

exp
−σλ2

nt

a2 , (3.17)
ψ(z, t) =

+∞
∑

n=0

an sin
nπz

ℓ
exp

−σn2π2t

ℓ2
, (3.18)où les valeurs propres λn sont les raines de rang n de J0(λn) = 0. Les oe�ients An et an sontdes onstantes d'intégration qui sont déterminées par les onditions initiales.La fontion ϕ(r, t) doit satisfaire à la ondition initiale

ϕ(r, 0) = 1 =

+∞
∑

n=1

AnJ0

(

λnr

a

)

,qui donne, après projetion sur la base des J0(λmr/a) et ompte tenu de l'orthogonalité deséléments de ette base (annexe E, éq. E.4 et E.5),
An =

2

λnJ1(λn)
. (3.19)La fontion ϕ(r, t) s'érit don en dé�nitive

ϕ(r, t) =
+∞
∑

n=1

2

λn

J0(λnr/a)

J1(λn)
exp

−σλ2
nt

a2 . (3.20)Les oe�ients an sont déterminés de la même façon en reportant l'expression de ψ(z, t)dans la ondition initiale du problème (3.16), e qui donne, après projetion sur la base des
sin

nπz

ℓ
et ompte tenu de l'orthogonalité des éléments de ette base,

an =

{

4/(nπ) si n est impaire
0 si n est paire .La fontion ψ(z, t) s'érit don

ψ(z, t) =
4

π

+∞
∑

n=0

1

2n+ 1
sin

(2n+ 1)πz

ℓ
exp

−σ(2n+ 1)2π2t

ℓ2
. (3.21)Le produit des solutions ϕ(r, t) et ψ(z, t) donne la réponse impulsionnelle g(r, z, t) :
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4

π
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∑
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∑

n=1

2

λn

1

2m+ 1

J0(λnr/a)

J1(λn)
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(2m+ 1)πz

ℓ

exp

[

−σt
[

λ2
n

a2 +
(2m+ 1)2π2

ℓ2

]]

. (3.22)



48 3. Etude de di�érents modèles physiques du système mirophones - oupleurLa solution τ(r, z, t) du problème (3.6) est alors donnée par le produit de onvolution portantsur la variable t :
τ(r, z, t) = g ∗t

∂ θg

∂t
. (3.23)Dans le as des petites avités (avités dont les dimensions sont très inférieures à la pluspetite longueur d'onde onsidérée, tout en restant très supérieures à l'épaisseur des ouheslimites thermiques), le hamp de pression est uniforme et ne dépend que de la valeur moyennedans le volume V de l'éart instantané de température, lui-même fontion de son propre gradientdans les ouhes limites thermiques (voir infra éq. 3.50 ou par exemple [8, éq. 3.65℄). Ainsi seulela valeur moyenne de la température dans le domaine D de volume V

< τ >=
1

V

∫∫∫

V

τ dVest utile. Elle s'érit d'après l'expression (3.23) de τ et ompte tenu de e que θg(t) est uniformedans D,
< τ >=< g > ∗t

∂ θg

∂t
,soit, dans le domaine de Fourier, l'expression de θg étant elle donnée par l'équation (3.9),

< τ >= jω < g(ω) > θg(ω) = jω
γ − 1

β̂γ
pg(ω) < g(ω) > .La valeur moyenne spatiale, sur le volume V , de la réponse impulsionnelle < g > dans ledomaine de Fourier donne, d'après (3.22), la propriété (E.3) et la transformée de Laplae [1,29.3.8℄ (rappelée dans l'annexe F),
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1
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(1 + 2R)2

A2

V 2 σ

,où R = ℓ/(2a) et où A

V
=

2

a
+

2

ℓ
désigne le rapport surfae sur volume. La valeur moyenne dela variation de température < τ > s'érit alors, dans le domaine de Fourier,

< τ >=
γ − 1

β̂γ
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+∞
∑
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+∞
∑
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8

π2

1

(m+ 1/2)2λ2
n

1

1 +
λ2

nR
2 + (m+ 1/2)2π2

(1 + 2R)2 X2

, (3.24)où X est donné par (σ = c0ℓh )
X2 =

A2

V 2

c0ℓh
jω

.Cette solution du problème (3.8) ne onverge rapidement que pour des petites valeurs de ω(� 2.2.2.a) ; ette forme de solution se révèle don peu pratique à l'usage. Une autre forme desolution, valable sur une plus large gamme de fréquene, a été proposée par Gerber ; elle estprésentée au paragraphe b i-dessous.



3.2. Résolution du problème en avité proposée par Gerber (1964) 49b. Solution à ourt terme par transformée de LaplaeComme dans le paragraphe préédent, les solutions du problème (3.10) sont reherhéessous forme de solutions à variables séparées
g(r, z, t) = fr(r)fz(z)h(t) = ϕ(r, t)ψ(z, t) ,où ϕ(r, t) et ψ(z, t) sont solutions respetivement des problèmes (3.15) et (3.16).La résolution des problèmes (3.15, 3.16) est ii e�etuée dans le domaine de Laplae, enramenant es deux problèmes à des problèmes aux onditions initiales nulles.En posant ϕL(r, t) = 1 − ϕ(r, t), le problème (3.15) devient en e�et :

(

∂ 2

∂r2 +
1

r

∂

∂r
− 1

σ

∂

∂t

)

ϕL = 0 pour r ∈ (0, a) , t > 0 , (3.25a)
ϕL = 1 pour r = a , t > 0 , (3.25b)
ϕL = 0 pour r ∈ (0, a) , t = 0 , (3.25)soit, dans le domaine de Laplae

(

∂ 2

∂r2 +
1

r

∂

∂r
− q2

)

ΦL = 0 pour r ∈ (0, a) , (3.26a)
ΦL =

1

s
pour r = a , (3.26b)où ΦL(r, s) est la transformée de Laplae de ϕL(r, t), s est la variable de Laplae et q2 = s/σ.La solution de e problème s'érit

ΦL =
1

s

I0(qr)

I0(qa)
. (3.27)La valeur moyenne < ΦL > de ΦL sur le volume V s'érit

< ΦL >=
1

s

2

a2

∫ a

0

I0(qr)

I0(qa)
r dr ,soit, en faisant usage de la relation (E.3) de l'annexe E,

< ΦL >=
2

sqa

I1(qa)

I0(qa)
. (3.28)Le report des développements asymptotiques des fontions de Bessel modi�ées I1(qa) et I0(qa)(éq. E.7), limité aux trois premiers termes, dans l'expression préédente, donne pour < ΦL >

< ΦL >≈
2

sqa

[

1 − 1

2qa
− 1

8q2a2 + O

(

1

(qa)3

)]

,qui s'érit enore,
< ΦL >≈

2σ1/2

a

1

s3/2
− σ

a2

1

s2 − σ3/2

4a3

1

s5/2
+ O

(

σ3

s3

)

. (3.29)



50 3. Etude de di�érents modèles physiques du système mirophones - oupleurD'après les transformées de Laplae inverses (29.3.3), (29.3.5) et (29.3.6) de la référene [1℄rappelées dans l'annexe F, la valeur moyenne < ϕL > de ϕL sur le volume V donne
< ϕL >≈

2√
π

2

a
(σt)1/2 − 1

4

(

2

a

)2

σt− 1

24
√
π

(

2

a

)3

(σt)3/2 + O
(

(σt)2
)

, (3.30)solution valable pour des temps su�samment petits (en regard du paramètre 1/σ). La solution
< ϕ > du problème (3.15) est déduite de la solution < ϕL > par la relation ϕ = 1 − ϕL :

< ϕ >≈ 1 − 2√
π

2

a
(σt)1/2 +

1

4

(

2

a

)2

σt+
1

24
√
π

(

2

a

)3

(σt)3/2 + O
(

(σt)2
)

. (3.31)La fontion ψ(z, t) est déterminée de la même façon que la solution ϕ(r, t). En posant
ψL(z, t) = 1 − ψ(z, t), le problème (3.16) donne, dans le domaine de Laplae :

(

∂ 2

∂z2 − q2

)

ΨL = 0 pour z ∈ (0, ℓ) , (3.32a)
ΨL =

1

s
pour z = 0 et ℓ , (3.32b)où ΨL(z, s) est la transformée de Laplae de ψL(z, t).La solution de e problème s'érit

ΨL =
1

s

sinh qz + sinh q(ℓ− z)

sinh qℓ
. (3.33)La valeur moyenne < ΨL > de ΨL sur le volume V s'érit

< ΨL >=
2

sqℓ

sinh qℓ/2

cosh qℓ/2
, (3.34)soit

< ΨL >=
2

sqℓ

[

1 + 2

+∞
∑

n=1

(−1)ne−nqℓ

]

. (3.35)Par transformation de Laplae inverse donnée dans les relations (29.3.85) et (29.3.5) de laréférene [1℄ (annexe F), la valeur moyenne < ψL > de ψL sur le volume V donne
< ψL >=

4

ℓ
(σt)1/2

[

1√
π

+ 2

+∞
∑

n=1

(−1)nierfc
nℓ

2
√
σt

]

, (3.36)où ierf désigne l'intégrale de la fontion d'erreur dé�nie par
ierfc x =

∫ ∞

x

erfc t dt , ave erfc x =
2√
π

∫ ∞

x

e−t2 dt .La solution < ψ > du problème (3.16) est alors donnée par :
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< ψ >= 1 − 2

ℓ
(σt)1/2

[

2√
π

+ 4
+∞
∑

n=1

(−1)nierfc n
ℓ

2

1

(σt)1/2

]

. (3.37)Le produit des solutions < ϕ > et < ψ > donne alors la valeur de la fontion de Green enmoyenne sur le volume < g > du problème :
< g >≈ 1 − 2√

π

A

V
(σt)1/2 +

8R + πR2

π(2R + 1)2

(

A

V

)2

σt+
R3 − 6R2

3
√
π(2R + 1)3

(

A

V

)3

(σt)3/2

− 4

2R + 1

A

V
(σt)1/2

+∞
∑

n=1

(−1)nierfc n
2R + 1

(σt)1/2A/V
+ O

(

(σt)2
)

. (3.38)L'expression de la valeur moyenne < τ > de τ sur la volume V (éq. 3.23)
< τ >=< g > ∗t

∂ θg

∂t
,donne, dans le domaine de Fourier, la fontion θg étant elle retenue dans le paragraphe préé-dent (éq. 3.9),

< τ >= jω < g(ω) > θg(ω) = jω
γ − 1

β̂γ
pg(ω) < g(ω) > .Ainsi, en faisant usage, dans l'expression (3.38), de la transformée de Laplae [1, 29.3.85℄,où la variable de Laplae s est remplaé par jω (transformée de Fourier), et de la propriété

+∞
∑

n=1

(−x)n =
1

1 + x
,la valeur moyenne < τ > s'érit dans le domaine de Fourier,

< τ > ≈ γ − 1

β̂γ
pg

[

1 −X +
8R + πR2

π(2R + 1)2 X
2 +

3

4

√
π

R3 − 6R2

3
√
π(2R + 1)3 X

3

+
2

2R + 1

X

1 + e2(2R+1)/X
+ O

(

X4
)

]

, (3.39)où X est donné par
X2 =

A2

V 2

c0ℓh
jω

.La solution (3.31) pour < ϕ > étant issue d'un développement asymptotique en s = jω ,la solution (3.39) pour < τ > n'est valable que dans la mesure où ω n'est pas petit, e quiapparait ii du fait de la dé�nition du paramètre X.Une appliation numérique montre que le terme 2

2R + 1

X

1 + e2(2R+1)/X
apporte une préi-sion toujours inférieure à 10−6dB sur la valeur de < g > ; 'est pour ela qu'il n'est pas reportédans la norme CEI 61094-2 [22℄.



52 3. Etude de di�érents modèles physiques du système mirophones - oupleur. Réapitulatif des solutions pour la températureEn résumé, la valeur moyenne spatiale de l'éart instantané de température < τ > peutdon être érite, en fontion de l'éart instantané de pression pg, sous la forme générale suivante
< τ(ω) >=

γ − 1

β̂γ
pg(ω)EP , (3.40)où Ep peut être exprimé de deux manières :

EP =
+∞
∑

m=0

+∞
∑

n=1

8

π2

1

(m+ 1/2)2λ2
n

1

1 +
λ2

nR
2 + (m+ 1/2)2π2

1 + 2R2 X

, (3.41)(expression exate 3.24), ou
EP ≈ 1 −X +

8R + πR2

π(2R+ 1)2 X
2 +

3

4

√
π

R3 − 6R2

3
√
π(2R + 1)3 X

3

− 2

2R + 1

X

1 + e−2(2R+1)/X
, (3.42)(expression 3.39 valable pour X su�samment petit), ave R = ℓ/(2a), X2 =

A2

V 2

c0ℓh
jω

, A
V

=

2

a
+

2

ℓ
et où λn désigne le zéro de rang n de J0(λn).3.2.4 Admittane aoustique de transfert de la avitéLe report de la valeur moyenne < τ > (3.40) dans la loi thermodynamique linéarisée

< ρ′ >= ρ0χT (pg − β̂ < τ >) ,où < ρ′ > est la moyenne sur le volume V de l'éart instantané de masse volumique, donne
< ρ′ >=

1

c20
[γ − (γ − 1)EP ] pg . (3.43)La moyenne de l'éart de masse volumique < ρ′ > est relié à la variation de volume de la avité

δV de la façon suivante (Vm désigne le volume massique du �uide et Vm0 le volume massiquestatique) :
< ρ′ >

ρ0
=
< ρ >

ρ0
− 1 =

Vm0

< Vm >
− 1 =

−δ < Vm >

< Vm >
= −δV

V
.L'admittane aoustique YP = 1/ZP de la avité, rapport du débit pariétal entrant (−jω δV )sur l'éart de pression qui en résulte (pg), est don donnée par

YP =
−jω δV

pg
= jω

V

ρ0c
2
0

[γ − (γ − 1)EP ] , (3.44)qui n'est autre que l'expression (2.6) simplement mentionné dans le paragraphe 2.2.2 dédié àl'exposé suint des orretions thermiques préonisées par la norme CEI 61094-2.



3.3. Champ aoustique en �petite� avité, en régime harmonique 53Dans ette expression (3.44), EP est donné par l'expression (3.41) ou (3.42). Dans les deuxas, il est possible de véri�er que si les e�ets thermiques sont négligés (ℓh → 0, soit X → 0),l'admittane YP orrespond à l'admittane aoustique adiabatique de la avité.En e�et, le terme EP est érit sous la forme d'un développement à ourt terme par trans-formée de Laplae (3.42), le résultat EP = 1 pour ℓh → 0 est immédiat.Si e terme EP est érit sous la forme d'un développement modal (3.41), en négligeant lese�ets thermiques, il vient
EP =

8

π2

+∞
∑

m=0

1

(2m+ 1)2

+∞
∑

n=1

4

λ2
n

= 1 ,en vertu des propriétés générales suivantes
4

π

+∞
∑

m=0

1

2m+ 1
sin

(2m+ 1)π

ℓ
z = 1 ∀z ∈ (0, ℓ) (3.45a)

+∞
∑

n=1

2

λn

J0(λnr/a)

J1(λnr/a)
= 1 ∀r ∈ (0, a) , (3.45b)qui multipliées par elles-mêmes et intégrées respetivement sur z ∈ (0, ℓ) et r ∈ (0, a) respe-tivement donnent

8

π2

+∞
∑

m=0

1

(2m+ 1)2 = 1 et +∞
∑

n=1

4

λ2
n

= 1 .En�n, si EP = 1, l'admittane aoustique de la avité YP (3.44) vaut
YP = jω

V

ρ0c
2
0

,e qui orrespond bien à l'admittane aoustique de la avité si le mouvement de ompressions-détentes est supposé adiabatique.Remarque : La relation < ρ′ >

ρ0
= −δV

V
utilisée par Gerber (et reprise i-dessus) admetque les parois de la avité sont parfaitement rigides, e qui n'est pas le as en pratique en raisonde la présene du mirophone réepteur (le hamp de déplaement du mirophone émetteurest exprimé par le fateur δV ). L'e�et de l'admittane du mirophone réepteur aurait pu êtreintroduit par Gerber en faisant usage de l'équation de onservation de la masse, suivant laprésentation donnée un peu plus loin (� 3.3.1, équations 3.46 à 3.49).3.3 Champ aoustique en �petite� avité, en régime har-moniqueL'objet de e paragraphe est d'exprimer le hamp de pression uniforme réé dans une �pe-tite� avité de volume V et de surfae A, par des vibrations de parois [8, pp.130-136℄. Cette
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0 ℓ

r

a

z
~ξ, ~veFig. 3.1 � Cylindre fermé à ses extrémités par des mirophones.avité est de forme ylindrique et fermée à son extrémité z = 0 par une membrane animée d'unmouvement vibratoire (de hamp de déplaement ξ et de vitesse ve = jω ξ) et à son extrémité

z = ℓ par une membrane d'admittane aoustique Yr (�gure 3.1).Le terme �petite avité� désigne une avité dont les dimensions restent très inférieures à laplus petite longueur d'onde λ0 onsidérée, mais dont les dimensions restent très supérieures àl'épaisseur des ouhes limites visothermiques δv,h :
λ0 >>

3
√
V et δv,h <<

3
√
V ,où

δv ≈
√

2ℓ ′
v

k0

, et δh ≈
√

2ℓh
k0

.3.3.1 Les équations de la petite avité� Equation de Navier-Stokes (éq. 3.1)Du fait que les dimensions de la avité sont très inférieures à la longueur d'onde et quele hamp de pression ne présente pas de variations spatiales au voisinage des parois, ehamp de pression est supposé uniforme dans toute la avité. Par suite ~grad p = ~0 et lavitesse partiulaire est quasi nulle en tout point de la avité (e qui n'implique pas pourautant un débit de paroi négligeable), et les phénomènes de visosités n'apparaissent pas.� Equation de onservation de la masseElle peut être exprimée d'après l'équation (3.2) sous la forme intégrale suivante :
∫∫∫

V

[

∂ ρ′

∂t
+ div ρ0~v

]

dV = 0 ,soit
∫∫∫

V

∂ ρ′

∂t
dV + ρ0

∫∫

A

~v. d ~A = 0 . (3.46)Certaines parois de la avité étant animées d'un mouvement vibratoire de déplaement
~ξ (ii en z = 0, mirophone émetteur) et d'autres étant aratérisées par leur impédane(pression / vitesse) Z (ii en z = ℓ, mirophone réepteur), ette équation prend la formesuivante dans le domaine fréquentiel :

∫∫∫

V

jω ρ′ dV + jω ρ0

∫∫

A

~ξ. d ~A+ ρ0

∫∫

A

p

Z
dA = 0 . (3.47)



3.3. Champ aoustique en �petite� avité, en régime harmonique 55Du fait de l'uniformité du hamp de pression, il vient
∫∫

A

p

Z
dA = p

∫∫

A

1

Z
dA =

pA

Z
, (3.48)où 1/Z désigne la valeur moyenne de l'admittane de paroi, et la relation (3.47) devientalors :

1

ρ0

∫∫∫

V

ρ′ dV + δV +
pA

jω Z
= 0 , (3.49)où δV =

∫∫

A

~ξ. d ~A désigne la variation de volume de la avité liée aux vibrations de laparoi (mirophone émetteur en z = 0).� Equation exprimant la bivariane du milieuLa relation linéarisée
ρ′ = ρ0χT (p− β̂τ)reportée dans la relation de la relation (3.49) permet d'éliminer la variable ρ′ et donne

[

1 +
A

jω ZχTV

]

p− β̂

V

∫∫∫

V

τ dV =
δV

χTV
, (3.50)équation qui montre en partiulier que le hamp de pression ne dépend pas de τ(~r, t) maisde sa valeur moyenne sur tout le volume V de la avité (alors même que τ varie de façonimportante dans les ouhes limites thermiques).� Equation de ondution de la haleurSous sa forme (3.3), elle s'érit dans le domaine fréquentiel :

(

jω

c0
+ ℓh ∆

)

τ =
γ − 1

β̂γ

jω

c0
p , (3.51)ou enore

τ =
c0ℓh
jω

∆τ +
γ − 1

β̂γ
p . (3.52)où ℓh désigne une longueur aratéristique de di�usion thermique. Compte tenu de l'u-niformité du hamp de pression p, ette dernière relation donne

∫∫∫

V

τ dV =
c0ℓh
jω

∫∫

A

~grad τ. d ~A +
γ − 1

β̂γ
V p . (3.53)3.3.2 La solutionLa solution de l'équation (3.51), qui satisfait à la ondition τ = 0 sur les frontières, peutêtre érite (le fateur ej ω t est omis) :

τ =
γ − 1

β̂γ
p
[

1 − e−j khu
]

, (3.54)



56 3. Etude de di�érents modèles physiques du système mirophones - oupleuroù u est la position du point onsidéré de la avité, repérée par rapport à la normale sortanteà la surfae de la paroi (u = 0 sur la paroi).Cette forme de solution est orrete sous réserve d'une part que l'épaisseur des ouheslimites thermiques soit très petite par rapport aux dimensions de la avité, 'est-à-dire que lafontion e−j khu déroisse �très vite� pour un point qui s'éarte de la paroi et d'autre part quesoit fait le hoix
kh =

−1 + j√
2

√

k0/ℓh , (3.55)pour que ette fontion représente bien une onde de di�usion thermique qui pénètre dans laavité, à partir des parois.Par suite, sur la surfae (u = 0),
∂ τ

∂u
= −γ − 1

β̂γ
p

1 + j√
2

√

ω

c0ℓhet
∫∫

A

~grad τ. d ~A =

∫∫

A

∂ τ

∂u
dA = −1 + j√

2

√

ω

c0ℓh
A
γ − 1

β̂γ
p ,e qui donne �nalement pour l'expression (3.53) :

∫∫∫

V

τ dV =

[

V − 1 − j√
2
A

√

c0ℓh
ω

]

γ − 1

β̂γ
p . (3.56)Le report de e résultat dans la relation (3.50) donne l'expression suivante pour l'amplitude dela pression dans la avité :

p = − γδV

χTV

1

1 +
γA/V

jω χTZ
+

1 − j√
2

(γ − 1)
A

V

√

c0ℓh
ω

. (3.57)Hors ouhes limites, l'admittane des parois est nulle dans le as présent sauf pour l'ex-trémité z = ℓ qui a pour admittane aoustique Yr. La valeur moyenne 1/Z de l'admittane deparoi est alors donnée par
A

Z
=

∫∫

A

1

Z
dA =

∫ 2π

0

∫ a

0

Yr

πa2 r dr dθ = Yr ,e qui donne pour l'expression (3.57) de la pression aoustique
p = − γδV

χTV

1

1 +
γ

jω χTV
Yr +

1 − j√
2

(γ − 1)
A

V

√

c0ℓh
ω

. (3.58)Le �uide enfermé dans la avité est de l'air, qui peut être onsidéré omme un gaz parfait,e qui implique ρ0c
2
0 = γ/χT ≈ γP0. L'admittane aoustique de transfert YT =

Sve + Yep(0)

p(ℓ)du système mirophones-oupleur (éq. 2.1) s'érit ii
YT = − jω δV

p
+ Ye = jω

V

γP0

[

1 + (γ − 1)
A

V

1 − j√
2

√

c0ℓh
ω

]

+ Ye + Yr . (3.59)



3.4. Propagation d'ondes planes 57Cette expression (3.59) de l'admittane aoustique de transfert YT est elle proposée parRiéty et Leollinet [30℄ ainsi que par Ballagh [3℄ pour les étalonnages en basses fréquenes. Cetteexpression est aussi égale à l'admittane YP trouvée par Gerber (éq. 3.44, éq. 34 de l'artilede Gerber [12℄), EP étant donné par la solution à ourt terme par transformée de Laplae (éq.3.42, éq. 25.b de Gerber) à l'ordre 1 en X, expression qui n'est pas elle retenue dans la normeCEI 61094-2 [22℄.La solution (3.59) pour le fateur (−jω δV/p) est identique à la solution de Gerber (3.44)pour (−jω δV/pg), hormis l'admittane Yr qui n'est pas prise en ompte dans le modèle deGerber, en érivant 1/
√

j = (1 − j )/
√

2.3.4 Propagation d'ondes planesDans le as où le hamp de pression n'est plus uniforme dans la avité (les dimensions dela avité ne sont plus petites devant la longueur d'onde), un autre modèle peut être proposépour représenter le hamp aoustique dans la avité : la propagation est elle d'ondes planessuivant l'axe de la avité ylindrique et l'amortissement des ondes dû aux e�ets visqueux etthermiques est pris en ompte dans le nombre d'onde et par l'introdution d'impédanes deparoi aux extrémités [9, � 5-1℄. Ce modèle est, en partiulier, elui proposé par Ballagh [3℄.Dans un soui de larté du disours, ertaines des approximations faites dans e paragraphepeuvent paraître un peu rapides. En omplément de la résolution proposée dans e paragraphe,une approhe plus détaillée du même problème est donnée dans l'annexe G.3.4.1 Equations simpli�éesUn ertain nombre d'hypothèses simpli�atries peuvent être retenues pour simpli�er leséquations de l'aoustique (3.1), (3.2) et (3.3) [8, � 3.7℄. Elles sont présentées au fur et à mesurede leur usage.Le système onsidéré est elui dérit par la �gure 3.1 (début du paragraphe 3.3) : une avitéylindrique de rayon a et de longueur ℓ est exitée à son extrémité z = 0 par un mirophoneémetteur d'admittane à iruit ouvert Ye ; un mirophone réepteur d'admittane aoustiqueà iruit ouvert Yr est plaé à l'extrémité z = ℓ.La membrane de l'émetteur est supposée avoir un rayon égal à elui de la avité. Sonmouvement est assimilé à elui d'un piston plan : elle rée un débit Sve quasi uniforme sursa surfae. L'éart instantané de pression p étant (quasi) uniforme sur une setion du tube,il est onsidéré omme indépendant de la oordonnée r et peut être noté p(z). Par suite laomposante radiale du gradient de pression est négligeable par rapport à sa omposante axialeet, par suite la omposante radiale de la vitesse partiulaire peut être négligée vr << vz.Par ailleurs, en raison de l'importane des e�ets liés à la visosité de isaillement, la variationde la vitesse partiulaire v = vz suivant la variable r est très supérieure à sa variation suivantla diretion z,
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. (3.60)Finalement seule la omposante axiale de l'équation de Navier-Stokes est à exprimer ; elle
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(
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c0

∂

∂t
− ℓ ′

v
1

r

∂

∂r
r
∂

∂r

)

vz(r, z) = − 1

ρ0c0

∂

∂z
p(z) , r ∈ (0, a) , z ∈ (0, ℓ) . (3.61a)A ette équation (3.61a) sont assoiées les deux onditions suivantes sur la omposante z de lavitesse :

vz(0, z) reste �nie et vz(a, z) = 0 ∀z . (3.61b)La solution pour vz de e problème (3.61a,b) s'érit en régime harmonique, en omettant lefateur ej ω t,
vz(r, z) =

j

ωρ0

∂

∂z
p(z)

[

1 − J0(kvr)

J0(kva)

]

, (3.62)où le nombre d'onde de di�usion kv est dé�ni par
kv =

1 − j√
2

√

k0/ℓ ′
v .La valeur moyenne de ette vitesse sur une setion du tube (modèle onde plane) s'exprimealors omme suit :
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∫ a

0

vz(r, z)r dr =
j

k0ρ0c0

∂ p(z)

∂z

[

1 − 2

kva

J1(kva)

J0(kva)

]

. (3.63)L'équation de onservation de la masse (3.2) prend la forme simpli�ée
jω

γ

c20
(p(z) − β̂τ(r, z)) + ρ0

∂

∂z
vz(r, z) = 0 , (3.64)et sa valeur moyenne sur une setion du tube s'érit :

∂

∂z
< vz >a +

jω

ρ0

γ

c20
(p(z) − β̂ < τ >a) = 0 . (3.65)En�n, du fait que la variation de température τ s'annule en r = a, à l'instar de la vitessepartiulaire (3.60), sa variation suivant la variable r est très supérieure à sa variation suivantla variable z. Ainsi l'équation (3.3) pour la ondution de la haleur prend la forme approhéesuivante :
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jω

c0
p(z) , r ∈ (0, a) , z ∈ (0, ℓ) . (3.66)La solution de ette équation, qui satisfait aux onditions

τ(0, z) reste �nie et τ(a, z) = 0 ∀z , (3.67)s'érit
τ(r, z) =

γ − 1

β̂γ
p(z)

[

1 − J0(khr)

J0(kha)

]

, (3.68)où le nombre d'onde kh est dé�ni par
kh =

1 − j√
2

√

k0/ℓh ;
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< τ >a=

γ − 1

β̂γ
p(z)

[

1 − 2

kha

J1(kha)

J0(kha)

]

, (3.69)Le report de ette équation (3.69) dans l'équation (3.65) onduit à une seonde relation entrepression et vitesse,
∂

∂z
< vz >a= − jω

ρ0c
2
0

[

1 + (γ − 1)
2

kha

J1(kha)

J0(kha)

]

p(z) , (3.70)qui, ave la première (éq. 3.63), montre que le problème peut être traité par analogie avela théorie des lignes à onstantes réparties. En e�et, les équations (3.63) et (3.70), en notant
w(z) = S < vz >a le débit aoustique, où S = πa2 désigne la setion droite du ylindre, sontde la forme :

∂ p

∂z
+ Zvw = 0 et ∂ w

∂z
+ Yhp = 0 , (3.71)où l'impédane en série Zv et l'admittane en parallèle Yh par unité de longueur s'érivent

Zv =
1

S

j k0ρ0c0
1 −Kv

et Yh = S
j k0

ρ0c0
[1 + (γ − 1)Kh] , (3.72)ave

Kh,v =
2

kh,v

J1(kh,va)

J0(kh,va)
. (3.73)3.4.2 Champ aoustique dans le ylindreLa propagation des ondes (supposées planes) dans le ylindre est régie par l'équation suivante(obtenue en éliminant la variable w dans les équation (3.71)
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)

p(z) = 0 , z ∈ (0, ℓ) (3.74)où
k2

z = −ZvYh = k2
0

1 + (γ − 1)Kh

1 −Kv

, ave Re kz > 0 et Im kz < 0 . (3.75)Pour tous les types de oupleur et toute la gamme de fréquenes onsidérée, |kh,va| > 8 :ainsi le ylindre peut être onsidéré somme un tube �large� (|kh,va| >> 1). Un développementasymptotique, à l'ordre 1/2 des longueurs aratéristiques ℓ ′
v et ℓh , des fontions de Besselontenues dans Kh,v donne alors pour kz
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. (3.77)



60 3. Etude de di�érents modèles physiques du système mirophones - oupleurLa ondition aux limites sur la surfae du mirophone émetteur s'érit, en faisant usage dela première relation (3.71),
− 1

Zv

∂ p

∂z
= Sve − Yp p pour z = 0 , (3.78)où Yp est une admittane représentant les e�ets de ouhes limites thermiques au voisinage dela paroi (voir [8, � 3.2.1℄ et annexe H) :

Yp =
S

ρ0c0

1 + j√
2

√

k0(γ − 1)
√

ℓh . (3.79)En z = ℓ, l'onde est ré�éhie sur un plan d'impédane Yr+Yp, e qui donne pour la onditionaux limites sur le réepteur, d'après la première équation (3.71),
1

Zv

∂ p

∂z
= −(Yr + Yp) p pour z = ℓ . (3.80)La solution de l'équation de propagation (3.74) pour la pression est de la forme

p(z) = B(e−j kzz +Rℓ ej kzz) , (3.81)où les onstantes B et Rℓ sont déterminées par les onditions aux frontières.La ondition aux frontières (3.80) en z = ℓ donne alors
Rℓ = e−2j kzℓYi − (Yr + Yp)

Yi + (Yr + Yp)
, (3.82)où Yi, appelée l'admittane itérative du ylindre, s'érit
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ρ0c0

√

[1 + (γ − 1)Kh](1 −Kv) , (3.83)soit, en prenant le développement asymptotique des fontions de Bessel à l'ordre le plus bas,
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, (3.84)En�n, la ondition aux frontières (3.78) en z = 0 donne
B =

Sve

Yi(1 − Rℓ) + Yp(1 +Rℓ)
. (3.85)3.4.3 Admittane aoustique de transfertLa quantité utile dans la méthode d'étalonnage par réiproité est l'admittane aoustiquede transfert YT , quotient du �ux de vitesse en ourt-iruit aoustique produit par le mirophoneutilisé en émetteur par la pression aoustique agissant sur la membrane utilisée en réepteur(� 1.2.2) :

YT =
Sve + Yep(0)

p(ℓ)
. (3.86)



3.5. Synthèse des di�érents modèles existants 61Elle s'érit, en faisant usage des équations (3.81), (3.82) et (3.85),
YT = j sin kzℓ

[

Yi +
(Ye + Yp)(Yr + Yp)

Yi

]

+ cos kzℓ (2Yp + Ye + Yr) . (3.87)En �basses� fréquenes, l'expression (3.87) devient
YT ≈ j kzℓ Yi + 2Yp + Ye + Yr , (3.88)soit, en faisant usage des expressions (3.84), (3.79) et (3.77), ave S = πa2,
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+ Ye + Yr ,soit,
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[1 + (γ − 1)X] + Ye + Yr , (3.89)ave
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1 − j√
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√

ℓh
k0

,le rapport surfae / volume de la avité vaut A
V

=
2

a
+

2

ℓ
.Cette expression de l'admittane YT est bien la même, à l'ordre 1 en X, que l'expression(3.44, 3.42) trouvée dans un des deux modéles de Gerber et trouvée également dans le modèle�petite avité� (relation 3.59).3.5 Synthèse des di�érents modèles existantsToutes les méthodes de alul de l'admittane aoustique de transfert utilisées à e jour ontété présentées dans e hapitre. Pour terminer, une véri�ation numérique des propos tenus sures di�érents résultats est présentée ii.3.5.1 Modèles à hamp de pression uniformeLe modèle proposé par Jarvis [15℄ et repris par la norme CEI 61094-2 (éq. 2.12, 2.13) s'appuiesur le raisonnement de Gerber présenté dans le paragraphe 3.2. Le as retenu par Jarvis estelui où l'éart instantané de masse volumique ρ′g assimilé à un terme de soure est uniformedans la avité (f. � 3.2.1).Cependant, omme indiqué dans le paragraphe 3.2.1, le seond membre de l'équation deondution de la haleur, telle qu'elle est formulée par Gerber (éq. 3.4 et 3.5), ne représente pasl'ation d'une soure dans le domaine mais l'état même du �uide dans la avité. Par ailleurs,dans une avité dont les dimensions sont petites par rapport à la longueur d'onde (�petite�avité), e qui est le as ii, le hamp de pression aoustique est uniforme [8, � 6.3.2.2℄, e quiest inompatible ave l'hypothèse d'un hamp d'éart instantané de masse volumique uniforme(ar le hamp de température n'est lui-même pas uniforme).Ainsi, le résultat pour l'admittane aoustique de transfert qui devrait être utilisé est eluidéterminé pour l'hypothèse �pg uniforme� (éq. 3.44) et non pas elui proposé atuellement parla norme (éq. 2.12, 2.13).



62 3. Etude de di�érents modèles physiques du système mirophones - oupleurNotons en�n que l'expression de l'admittane de transfert YT établie par Gerber (éq. 3.44)est équivalente à elle établie dans la adre de l'étude du hamp aoustique dans une �petite�avité (éq. 3.59), sous réserve de prendre en ompte l'admittane des mirophones.3.5.2 Comparaison des résultats obtenus ave di�érents modèlesLes quatre modèles présentés préédemment peuvent être brièvement aratérisés ommesuit :� le développement modal (éq. 3.44, 3.41) établi par Gerber [12℄ et préonisé par le normeCEI 327 (antérieure à la norme CEI 61094-2) [19℄,� le seond modèle, dit à ourt terme, établi par Gerber (éq. 3.44, 3.42) pour l'hypothèse�pg uniforme�,� le modèle issu du alul du hamp aoustique en �petite� avité (éq. 3.59) proposé parRiéty et Leollinet ainsi que par Ballagh et équivalent, à l'ordre le plus bas des développe-ments asymptotiques, à elui de Gerber pour �pg uniforme�,� le modèle établi par Gerber (éq. 2.12, 2.13) pour l'hypothèse �ρ′g uniforme�, préonisé parJarvis [15℄ et atuellement normalisé [22℄.Les résultats obtenus pour haun de es modèles sont omparés numériquement. En théorie,les trois premiers modèles ités sont équivalents ar reposant sur les mêmes hypothèses. Dansla pratique, il peut être intéressant de omparer numériquement es trois modèles a�n de déter-miner lequel des trois peut être le plus adapté pour les étalonnages. Les résultats présentésportent sur le volume aoustique de transfert VT du système mirophones - oupleur, propor-tionnel à l'admittane de transfert YT :
VT =

γRPR

jω
YT ,où γR et PR sont respetivement le rapport des apaités alori�ques Cp et Cv (massiques) del'air et la pression statique dans les onditions standard de référene.Pour des ommodités d'exploitation des résultats, le volume de transfert VT est normalisépar sa valeur aux basses fréquenes VTbf en l'absene d'e�ets thermiques dé�nie omme lasomme du volume géométrique de la avité et des volumes équivalents aux basses fréquenesdes mirophones : VTbf = V +Vbfe +Vbfr, où les volumes équivalents des mirophones sont liés àleurs admittanes aoustiques respetives Ye,r en basses fréquenes par Vbfe,r = γRPR/jω Ybfe,r(� 2.3.2.a). Les graphiques des �gures 3.2, 3.3, 3.4 représentent don le rapport VT

VTbf

en fontionde la fréquene.Les dimensions des oupleurs (shémas en annexe A) et les aratéristiques des miro-phones utilisées dans ette appliation numérique sont données dans les tableaux 3.1 et 3.2. Ledéveloppement modal (éq. 3.41) est alulé ave 100x100 termes.Il apparaît en premier lieu que la di�érene entre les résultats obtenus pour le modèlenormalisé et pour les autres modèles (hamp de pression uniforme) n'est pas négligeable, ar ellepeut atteindre 0,08 dB, en regard de la préision reherhée pour les étalonnages de mirophones(atuellement la reprodutibilité sur la détermination d'e�aité en pression dans les bassesfréquenes est de l'ordre de 0,01�0,02 dB [24℄ et l'inertitude expérimentale est évaluée à environ0,03 dB).



3.5. Synthèse des di�érents modèles existants 63L'expression à ourt terme établie par Gerber pour l'hypothèse �pg uniforme� (� 3.2, éq.3.42, 3.44) est égale à l'ordre 1 en X à l'expression obtenue en alulant le hamp de pressionen �petite� avité (� 3.3, éq. 3.59), à ei près que Gerber n'introduit pas les admittanes Yeet Yr. La ontribution des termes d'ordre supérieur à 1 est assez réduite ar, dans la gamme defréquenes utilisée généralement pour les étalonnages (supérieure à 20 Hz), elle reste inférieureà 0,01 dB (valeur maximale obtenue pour des mirophones LS2P). L'expression à l'ordre 1en X est don su�sante pour exprimer les e�ets thermiques dans ette gamme de fréquenesreommandée par la norme. Toutefois, pour faire des mesures à des fréquenes plus basses, ilserait préférable, pour obtenir une plus grande préision, d'utiliser le développement à ourtterme omplet ou même le développement modal (qui onverge plus rapidement en très bassesfréquenes), en tenant ompte de la remarque donnée en �n du paragraphe 3.2.4.Coupleur Coupleur Coupleur deylindrique 1/2� ylindrique 1� grand volume 1�Diamètre extrémités (mm) 9,3 18,6 18,6Longueur extrémités (mm) 0 0 1,2Diamètre entre (mm) 9,3 18,6 21,4Longueur entre (mm) 4,5 7,5 12,5Tab. 3.1 � Dimensions des oupleurs.LS2P (1/2�) LS1P (1�)Profondeur frontale (mm) 0,489 0,495 1,976 1,957Volume basses fréq. (mm3) 8,7 8,3 147,72 131,36Fréquene de résonane (Hz) 23000 20500 8500 8500Fateur de qualité (dB) -1,727 -1,727 -0,4 -0,4Tab. 3.2 � Caratéristiques des mirophones.
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Fig. 3.2 � Volume aoustique de transfert normalisé VT/VTbf en fontion de la fréquene, selondi�érents modèles physiques pour des mirophones LS2P (1/2�) et un oupleur ylindrique.
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Fig. 3.3 � Volume aoustique de transfert normalisé VT/VTbf en fontion de la fréquene, selondi�érents modèles physiques pour des mirophones LS1P (1�) et un oupleur ylindrique.
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Fig. 3.4 � Volume aoustique de transfert normalisé VT/VTbf en fontion de la fréquene, selondi�érents modèles physiques pour des mirophones LS1P (1�) ave un oupleur dit �de grandvolume�.





Chapitre 4Champ aoustique en avité ylindrique :modèle basé sur la formulation intégraledu problème aux limitesLa norme CEI 61094-2 [22℄ sur l'étalonnage par réiproité des mirophones étalons de lab-oratoire propose un modèle aoustique du système de deux mirophones, émetteur et réepteur,ouplés par une avité ylindrique (f. � 2.2). Ce modèle, qui repose sur la propagation d'ondesplanes dans la avité, néglige les modes supérieurs (modes radiaux) qui pourraient avoir unein�uene non négligeable sur les résultats d'étalonnage. L'existene de es modes est due aufait que le hamp de déplaement de la membrane du mirophone émetteur n'est pas uniforme(f. infra) et que la partie mobile de la membrane des mirophones n'a pas exatement le mêmediamètre que la avité. Ainsi, la pression sur la membrane du réepteur n'est pas uniforme et,de plus, e n'est pas exatement le hamp de pression moyen qui est mesuré par elui-i ar samembrane n'a pas non plus un mouvement de piston plan.Rasmussen [25℄ propose de prendre en ompte les modes radiaux par un terme orretifà appliquer de façon multipliative à l'admittane aoustique de transfert déterminée selon lemodèle physique normalisé. Le alul de ette orretion repose sur un modèle mathématiquerigoureux au départ, mais admet �nalement ertaines hypothèses qui relèvent plut�t de l'in-tuition (la nature dissipative du �uide n'est pas prise en ompte ar elle sort des objetifs del'auteur à et endroit). En e�et, il prend bien en ompte, de façon analytique, le fait que lapression sur le réepteur n'est pas uniforme à ause du pro�l non uniforme du hamp de dé-plaement de la membrane de l'émetteur mais ne tient ompte que de façon empirique de l'e�etdu hamp de déplaement non uniforme du diaphragme réepteur sur le hamp de pression.C'est ainsi que, dans e hapitre, le modèle est repris de façon analytique, sur la base d'unesolution modale du problème mathématique, qui repose sur la formulation intégrale et qui desurroît prend en ompte la nature dissipative du �uide (e qui évite d'avoir à le traiter sousla forme de termes orretifs a posteriori).4.1 Equations fondamentales du problèmeLe système étudié, représenté sur la �gure 4.1, est onstitué de deux mirophones, l'unémetteur de rayon ae, l'autre réepteur de rayon ar, ouplés par une olonne de �uide ontenuedans un ylindre à setion irulaire de rayon a, supérieur aux rayons ae et ar et très prohe de67



68 4. Champ aoustique en avité ylindrique : modèle basé sur la formulationintégrale du problème aux limiteseux-i. Les membranes de l'émetteur et du réepteur sont animées respetivement des vitesses
ve (imposée) et vR (due au hamp de pression reçu sur la membrane). Le problème est supposéà symétrie axiale (néanmoins pour des raisons d'exposé, l'angle θ apparaît au début du hapitremais la symétrie reste supposée dans ertaines simpli�ations).
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0 ℓ
zVolume V

Mirophoneémetteur Mirophoneréepteur
Fig. 4.1 � Dispositif pour l'étalonnage en pression : shéma de prinipe.4.1.1 Equations fondamentales et onditions aux frontières sur lesparois latéralesLes prinipales variables dérivant l'état thermodynamique du �uide (air) sont les mêmesque préédemment (� 3.1).Dans la suite, le problème est exprimé à partir des trois équations fondamentales de l'aous-tique en �uide thermovisqueux (alinéas i, ii, iii), à savoir l'équation de Navier-Stokes, elle deonservation de la masse et elle de ondution de la haleur. Dans es équations, un ertainnombre d'hypothèses simpli�atries peuvent être retenues. Elles sont présentées au fur et àmesure de leur usage. En premier lieu, l'éart instantané de pression étant quasi uniforme surune setion du ylindre, il est onsidéré omme dépendant peu des oordonnées r et θ. Ainsi,les omposantes de la vitesse ~v selon r et θ sont petites devant sa omposante axiale vz (lanotation vz n'est utilisée ii que pour des questions de simpli�ations ultérieures). Par ailleurs,en raison de l'importane des e�ets liés à la visosité de isaillement, la variation suivant lavariable r de la vitesse partiulaire vz est très supérieure à sa variation suivant la diretion z,e qui implique en partiulier que le fateur lié à la visosité de volume peut être négligé.i. La omposante axiale de l'équation de Navier-Stokes prend la forme approhée suivante(équation de Hagen-Poiseuille, f éq. 3.61 a, b) :
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vz(r, θ, z) = − 1
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∂

∂z
p(r, θ, z) . (4.1)A ette équation (4.1) sont assoiées les deux onditions suivantes sur la omposante z dela vitesse :

vz(0, θ, z) reste �nie et vz(a, θ, z) = 0 ∀z, θ . (4.2)ii. La seonde équation prise en ompte est elle de ondution de la haleur. Du fait que lavariation de température τ s'annule en r = a et de la symétrie du système, la températureest très peu dépendante de l'angle θ et sa dérivée selon z est négligeable devant sa dérivée



4.1. Equations fondamentales du problème 69selon r (dans les ouhes limites thermiques). Par suite, l'équation de ondution de lahaleur [8, éq. 2.62℄ prend la forme approhée suivante :
(

1

c0

∂

∂t
− ℓh

1

r

∂

∂r
r
∂

∂r

)

τ(r, θ, z) =
γ − 1

β̂γ

jω

c0
p(r, θ, z) , (4.3)à laquelle sont assoiées les onditions

τ (0, θ, z) reste �nie et τ(a, θ, z) = 0 ∀z, θ . (4.4)iii. Reste à exprimer la troisième équation fondamentale onsidérée, elle de onservation dela masse :
jω ρ′ + ρ0div ~v = 0 .En faisant usage de la relation d'état
ρ′ =

γ

c20
(p− β̂τ) , (4.5)pour éliminer la variable ρ′, l'équation de onservation de la masse peut alors être érite

γ

ρ0c
2
0

∂

∂t
(p− β̂τ ) +

1

r

∂

∂r
(rvr) +

1

r

∂

∂θ
vθ +

∂

∂z
vz = 0 . (4.6)Les solutions des équations (4.1) à (4.6) permettent ensuite d'exprimer l'équation de prop-agation dérivant la propagation d'une onde quasi plane dans la avité en remplaçant les quan-tités vz, τ et p par leurs valeurs moyennes sur une setion du ylindre, e qui onduit à unproblème aux limites dépendant uniquement de la oordonnée axiale.4.1.2 Equation de propagationL'éart instantané de pression p étant onsidéré omme très peu dépendant des oordonnées(r, θ) dans les ouhes limites visothermiques sur les parois latérales (onde quasi plane) et laomposante vz de la vitesse partiulaire étant fortement dépendante de r dans les ouheslimites visqueuses, le seond membre de l'équation (4.1) est supposé indépendant de r, e quionduit à érire la solution vz du problème (4.1), (4.2), en régime harmonique, sous la formeapprohée (le fateur ej ω t est omis) (f. � 3.4.1)

vz(r, θ, z) ≈
j

k0ρ0c0

∂

∂z
p(r, θ, z)

[

1 − J0(kvr)

J0(kva)

]

, (4.7)où le nombre d'onde de di�usion kv est dé�ni par
kv =

1 − j√
2

√

k0/ℓ ′
v .Dans la suite, l'e�et dissipatif dû aux ouhes limites visqueuses au niveau des paroislatérales de la avité est pris en ompte en prenant la valeur moyenne suivant r du pro�l duhamp de vitesse imposé par les ouhes limites visqueuses, admettant de la sorte l'hypothèseque et e�et dissipatif lié aux ouhes limites visqueuses en r = a a�ete de la même manière



70 4. Champ aoustique en avité ylindrique : modèle basé sur la formulationintégrale du problème aux limitesl'onde plane (� 3.4) et l'onde quasi plane. Ainsi, la valeur moyenne retenue ii porte sur laseule fontion [1 − J0(kvr)/J0(kva)] qui varie très rapidement dans la ouhe limite visqueuse,le fateur ∂

∂z
p(r, θ, z), fontion de r et θ, étant sorti de l'intégrale sur r et θ.Cette valeur moyenne partiulière, notée vz, s'exprime alors omme suit :

vz ≈ j

k0ρ0c0

∂

∂z
p(r, θ, z)

1

πa2

∫ 2π

0

∫ a

0

[

1 − J0(kvr)

J0(kva)

]

r dr dθ

=
j

k0ρ0c0

∂

∂z
p(r, θ, z)

[

1 − 2

kva

J1(kva)

J0(kva)

]

. (4.8)Notons au passage, pour les besoins de la suite, que les omposantes vr et vθ selon r et θ de lavitesse partiulaire (qui sont onfondues ave leur valeur moyenne au sens indiqué préédem-ment ar non a�etées ii par la visosité), peuvent être exprimées en première approximationpar
vr(r, θ, z) =

j

k0ρ0c0

∂

∂r
p(r, θ, z) , (4.9)

vθ(r, θ, z) =
j

k0ρ0c0

1

r

∂

∂θ
p(r, θ, z) . (4.10)De la même façon que pour obtenir l'expression de vz (4.7), la solution τ de l'équation (4.3),ompte tenu des onditions (4.4) est donnée par (� 3.4.1)

τ(r, θ, z) =
γ − 1

β̂γ
p(r, θ, z)

[

1 − J0(khr)

J0(kha)

]

, (4.11)où le nombre d'onde kh est dé�ni par
kh =

1 − j√
2

√

k0/ℓh ,et sa valeur moyenne sur une setion s'érit (en admettant les mêmes approximations que ellesretenues préédemment sur vz, éq. 4.8) :
τ(r, θ, z) =

γ − 1

β̂γ
p(r, θ, z)

[

1 − 2

kha

J1(kha)

J0(kha)

]

. (4.12)Ainsi, la valeur moyenne de l'équation (4.6), au sens des équations (4.8) et (4.12), omptetenu des équations (4.8), (4.9), (4.10) et (4.12), onduit diretement à l'équation de propagationsuivante :
[

k2
0

1 + (γ − 1)Kh

1 −Kv
+

1

1 −Kv

(

1

r

∂

∂r
r
∂

∂r
+

1

r2

∂ 2

∂θ2

)

+
∂ 2

∂z2

]

p(r, θ, z) = 0 , (4.13)où les fateurs liés à la visosité et à la ondution thermique Kv et Kh sont donnés par
Kh,v =

2

kh,va

J1(kh,va)

J0(kh,va)
. (4.14)



4.2. Champ aoustique dans une avité fermée, théorème de Green 71L'éart de pression p dépendant peu des oordonnées (r, θ), ses dérivées partielles selon esoordonnées dans l'équation (4.13) sont des termes petits qui permettent d'érire 1 −Kv ≈ 1en fateur. Ainsi l'équation (4.13) peut être érite sous la forme simpli�ée
[

1

r

∂

∂r
r
∂

∂r
+

1

r2

∂ 2

∂θ2 +
∂ 2

∂z2 + k2

]

p(r, θ, z) = 0 , (4.15)ave
k2 = k2

0

1 + (γ − 1)Kh

1 −Kv

≈ k2
0

[

1 +
1 − j√

2

2

a
√

k0

(
√

ℓ ′
v + (γ − 1)

√

ℓh )

]

. (4.16)Ainsi, le mouvement du �uide dans la avité est dérit par l'équation de propagation (4.15)dont les solutions doivent satisfaire les onditions aux frontières en z = 0 et z = ℓ prenanten ompte la forme du hamp de vitesse des membranes de mirophones (raison d'être desopérateurs en r et θ de l'équation 4.15) ainsi que les e�ets des ouhes limites visothermiquessur es parois.4.2 Champ aoustique dans une avité fermée, théorèmede GreenLa olonne de �uide ontenue dans la avité est le siège d'un hamp aoustique harmoniqueréé par la vibration de la membrane du mirophone émetteur située en z = 0 (�g. 4.1). Lesparois situées en z = 0 et z = ℓ présentent respetivement les admittanes Ye et Yr qui sont lesadmittanes aoustiques des mirophones à iruit ouvert. Les e�ets de dissipation visqueux etthermiques sont pris en ompte par le hoix d'une fontion de Green qui satisfait sur es parois
z = 0 et z = ℓ à une ondition adaptée (ondition mixte dans laquelle la fontion et sa dérivéesont liées sur les parois par l'impédane visothermique de paroi).La propagation des ondes dans le ylindre est régie par l'équation (4.15)

(∆ + k2)p(~r) = 0 , ∀~r ∈ D . (4.17)A ette équation de propagation sont assoiées les onditions aux frontières suivantes :
ρ0c0vz = ρ0c0ve − ζz0p , pour r ∈ (0, ae) , θ ∈ (0, 2π) , z = 0 , (4.18a)
ρ0c0vz = −ρ0c0vR + ζzℓp , pour r ∈ (0, ar) , θ ∈ (0, 2π) , z = ℓ , (4.18b)
ρ0c0vz = −ζz0p , pour r ∈ (ae, a) , θ ∈ (0, 2π) , z = 0 , (4.18)
ρ0c0vz = ζzℓp , pour r ∈ (ar, a) , θ ∈ (0, 2π) , z = ℓ , (4.18d)où ζz0 et ζzℓ sont les admittanes aoustiques spéi�ques des parois en z = 0 et z = ℓ traduisantles e�ets des ouhes limites thermovisqueuses sur le hamp aoustique dans la avité (annexeH), et

vr = 0 pour r = a , θ ∈ (0, 2π) , z ∈ (0, ℓ) , (4.18e)ar les e�ets des ouhes limites thermovisqueuses latérales sont prises en ompte dans le nombred'onde omplexe k.Les admittanes ζz0 et ζzℓ restant petites, ompte tenu des équations (4.8, 4.14), es ondi-tions aux frontières (4.18) s'érivent (annexe H),
∂ p

∂n
= −∂ p

∂z
=

j k0ρ0c0
1 −Kv

vz ≈
j k0ρ0c0
1 −Kv

ve − j k0ζz0 p (4.19a)



72 4. Champ aoustique en avité ylindrique : modèle basé sur la formulationintégrale du problème aux limitespour r ∈ (0, ae), θ ∈ (0, 2π), z = 0,
∂ p

∂n
=
∂ p

∂z
= − j k0ρ0c0

1 −Kv

vz ≈ j k0ρ0c0
1 −Kv

vR − j k0ζzℓ p (4.19b)pour r ∈ (0, ar), θ ∈ (0, 2π), z = ℓ,
∂ p

∂n
= −∂ p

∂z
= −j k0ζz0 p (4.19)pour r ∈ (ae, a), θ ∈ (0, 2π), z = 0,

∂ p

∂n
=
∂ p

∂z
= −j k0ζzℓ p , (4.19d)pour r ∈ (ar, a), θ ∈ (0, 2π), z = ℓ,

∂ p

∂n
=
∂ p

∂r
= 0 , (4.19e)pour r = a, θ ∈ (0, 2π), z ∈ (0, ℓ).Pour une onde harmonique, le hamp de pression aoustique p(~r) dans un domaine D limitépar une surfae fermée S peut être érit sous la forme intégrale suivante [8, � 6.2.2℄ (le fateur

ej ωt est omis et le veteur ~r est représenté ii par les trois oordonnées r,θ et z) :
p(~r) =

∫∫∫

D
G(~r, ~r0)f(~r0) dD0 +

∫∫

S

[

G(~r, ~r0)
∂

∂n0

p(~r0) − p(~r0)
∂

∂n0

G(~r, ~r0)

]

dS0 . (4.20)La fontion f(~r0) représente l'ation des soures réparties à l'intérieur du domaine D : dansle as présent, f(~r0) = 0. La fontion G(~r, ~r0) est une fontion de Green satisfaisant à l'équation
(∆ + k2)G(~r, ~r0) = −δ(~r, ~r0) dans D (4.21)(où δ(~r, ~r0) est la distribution de Dira) et à des onditions aux limites a priori quelonquessur la surfae S. La dérivée ∂

∂n0
représente la dérivée suivant la normale loale à la surfae Sorientée vers l'extérieur du domaine.Cette relation générale issue du théorème de Green [8, � 6.2.2℄ appliquée à la avité deouplage permet d'exprimer, assez simplement grâe au hoix d'une fontion de Green adaptée,la pression aoustique en tout point de la avité.En faisant usage des onditions aux frontières (4.19a�e) pour le hamp de pression, le hoixd'une fontion de Green satisfaisant sur l'ensemble des parois de la avité aux onditions

∂

∂n
G(~r, ~r0) = −j k0ζz0G(~r, ~r0) , pour r ∈ (0, a) , θ ∈ (0, 2π) , z = 0 , (4.22a)

∂

∂n
G(~r, ~r0) = −j k0ζzℓG(~r, ~r0) , pour r ∈ (0, a) , θ ∈ (0, 2π) , z = ℓ , (4.22b)

∂

∂n
G(~r, ~r0) = 0 , pour r = a , θ ∈ (0, 2π) , z ∈ (0, ℓ) , (4.22)permet d'exprimer l'intégrale de surfae (apparaissant dans la relation 4.20), qui représente lapression aoustique en tout point de la avité, de la manière suivante :

p(~r) =
j k0ρ0c0
1 −Kv

[
∫∫

Se

ve(~r0)G(~r, ~r0) dS0 +

∫∫

Sr

vR(~r0)G(~r, ~r0) dS0

]

, (4.23)



4.3. Expression de la fontion de Green, problème aux valeurs propres 73
Se et Sr étant les surfaes respetives de la membrane de l'émetteur et du réepteur, les e�etsdes ouhes thermovisqueuses étant portés par le fateurKv (qui intervient dans l'impédane dumilieu) et par la fontion de Green elle-même (dans le nombre d'onde k pour les e�ets latérauxet dans les admittanes spéi�ques ζz0 et ζzℓ au niveau des membranes des mirophones et leurpériphérie). A noter la symétrie �émetteur - réepteur� dans l'expression du hamp de pressionaoustique (e hamp dépend de es vitesses quelqu'en soit leur ause).4.3 Expression de la fontion de Green, problème aux valeurspropresLa fontion de Green est solution du problème dérit par l'équation (4.21) et des onditionsaux frontières (4.22a,b,) :

(∆~w +
∂ 2

∂z2 + k2)G(~w, z; ~w0, z0) = −δ(~w − ~w0)δ(z − z0) dans D , (4.24a)
∂

∂n0
G(~w, z; ~w0, z0) = − ∂

∂z0
G(~w, z; ~w0, z0) = −j k0ζz0G(~w, z; ~w0, z0) pour z = 0 , (4.24b)

∂

∂n0
G(~w, z; ~w0, z0) =

∂

∂z0
G(~w, z; ~w0, z0) = −j k0ζzℓG(~w, z; ~w0, z0) pour z = ℓ , (4.24)

∂

∂n0
G(~w, z; ~w0, z0) =

∂

∂r0
G(~w, z; ~w0, z0) = 0 pour r = a , (4.24d)ave ∆~w =

1

r

∂

∂r

(

r
∂

∂r

)

+
1

r2

∂ 2

∂θ2 .La solution de e problème est reherhée sous la forme d'un développement [8, � 6.1.4 ℄sur la base des fontions propres orthonormées ψt
µν(r, θ) du ylindre

G(~r, ~r0) =
∑

µ,ν=0,1...

t=c,s

gµν(z, z0)ψ
t
µν(r0, θ0)ψ

t
µν(r, θ) . (4.25)Les fontions propres sont solutions du problème aux valeurs propres

(∆~w + k2
wµν)ψ

t
µν(r, θ) = 0 ∀r ∈ (0, a) et ∀θ ∈ (0, 2π) , (4.26a)

∂

∂n
ψt

µν(r, θ) = 0 en r = a et ∀θ ∈ (0, 2π) ; (4.26b)elles s'érivent (t = c, s, respetivement pour cosµθ et sinµθ)
ψc

µν(r, θ) =
1

aµbµν

cosµθJµ(kwµνr) , (4.27a)
ψs

µν(r, θ) =
1

aµbµν

sin µθJµ(kwµνr) , (4.27b)et les valeurs propres assoiées kwµν sont imposées par la ondition aux frontières du problème(4.26) (onditions de Neumann) :
kwµν = γµν/a , (4.28)



74 4. Champ aoustique en avité ylindrique : modèle basé sur la formulationintégrale du problème aux limitesoù γµν (ν = 0, 1, 2, 3...) représente le (ν + 1)ième zéro de la dérivée première de la fontion deBessel Jµ (soit J ′
µ(γµν) = 0). Ce problème présente don une dégénéresene d'ordre 2.Les oe�ients de normalisation aµ et bµν sont donnés par

a2
µ =

∫ 2π

0

cos2 µθ dθ =

∫ 2π

0

sin2 µθ dθ = (1 + δµ0)π , (4.29)et
b2µν =

∫ a

0

J2
µ(kwµνr)r dr ,soit, en utilisant la relation [5.54.2℄ puis les relations [8.472.1 et 2℄ de la référene [13℄ :















b200 =
a2

2

b2µν =
a2

2

(

1 − µ2

γ2
µν

)

J2
µ(γµν) pour (µ, ν) 6= (0, 0) .

(4.30)Le développement (4.25) de la fontion de Green satisfait bien ainsi à la ondition en fron-tières (4.24d). Reste à exprimer les oe�ients du développement gµν(z, z0) de manière à eque l'expression de G satisfasse à l'équation des ondes (4.24a) et aux onditions en frontières(4.24b et ). Il vient tout alul fait (annexe I, � I.1) :
gµν(z, z0) = −cos(kzµνz + ϕ0µν) cos(kzµν(z0 − ℓ) − ϕℓµν)

kzµν sin(kzµνℓ+ ϕ0µν + ϕℓµν)
, (4.31a)si z < z0, et par

gµν(z, z0) = −cos(kzµνz0 + ϕ0µν) cos(kzµν(z − ℓ) − ϕℓµν)

kzµν sin(kzµνℓ+ ϕ0µν + ϕℓµν)
, (4.31b)si z > z0, où ϕ0m, ϕℓm sont donnés par (éq. I.7) :

tanϕ0,ℓµν = − j k0ζz0,ℓµν

kzµν
. (4.32)4.4 Champ aoustique dans la avitéLe hamp de pression aoustique dans la avité est obtenu en reportant la fontion, deGreen exprimée dans le paragraphe préédent (4.25), dans l'équation (4.23). Compte tenu dela forme de ette fontion de Green, la pression p(r, θ, z) apparaît alors sous la forme d'undéveloppement sur les fontions propres ψt

µν(r, θ) :
p(r, θ, z) =

j k0ρ0c0
1 −Kv

∑

µ,ν=0,1...

t=c,s

[

gµν(z, 0) < ve|ψt
µν >e +gµν(z, ℓ) < vR|ψt

µν >r

]

ψt
µν(r, θ) , (4.33)

où la notation < ve|ψt
µν >e désigne l'intégrale sur Se du produit ve(r, θ)ψ

t
µν(r, θ) et où <

vR|ψt
µν >r désigne l'intégrale sur Sr du produit vR(r, θ)ψt

µν(r, θ).



4.4. Champ aoustique dans la avité 75La solution prend don la forme
p(r, θ, z) =

∑

µ,ν,t

pt
µν(z)ψ

t
µν(r, θ) , (4.34)ave

pt
µν(z) =

j k0ρ0c0
1 −Kv

[

gµν(z, 0) < ve|ψt
µν >e +gµν(z, ℓ) < vR|ψt

µν >r

]

. (4.35)Dans la suite de l'exposé, le hamp de vitesse ve (hamp vibratoire soure) est supposéindépendant de l'angle θ, et par suite, ompte tenu de la symétrie de révolution de la avitéet de elle du mirophone réepteur, le hamp de pression est lui-même indépendant de θ,et onséutivement la vitesse vR également. Cei est orroboré en alulant l'intégrale (ve,Rdésignant indi�éremment ve ou vR)
< ve,R|ψt

µν >e,r=

∫ ae,r

0

r0 dr0ve,R(r0)

∫ 2π

0

dθ0ψ
t
µν(r0, θ0) ; (4.36)d'après l'expression (4.27) des ψt

µν , l'intégrale sur θ0 est nulle pour µ 6= 0, et de surroît, elleest également nulle pour t = s, µ = 0 (annexe I, � I.5).Ainsi la solution (4.34) devient
p(r, z) =

∑

ν

pc
0ν(z)ψ

c
0ν(r) . (4.37)De manière à aluler les pc

0ν(z) dont l'expression est donnée par l'équation (4.35), il estnéessaire d'exprimer la vitesse vR qui dépend elle même du hamp aoustique p(r, z). Poure faire, par extension de la relation SrvR = −Yrp(ℓ) reliant l'admittane Yr du mirophoneréepteur aux pressions et vitesses aoustiques lorsque le hamp aoustique est indépendant de
r, la pression est érite :

SrvR(r) = −Yr(r)p(r, ℓ) , (4.38)où l'admittane Yr(r), représentant l'admittane aoustique loalisée (fontion de r) du réep-teur, est érite dans la suite sous la forme suivante, en fontion de sa valeur moyenne sur lasurfae du réepteur < Yr >r,
Yr(r) =< Yr >r +δYr(r) , (4.39)

δYr(r) étant tel que < δYr >r= 0.Ainsi, le fateur dépendant de vR des relations (4.35) et (4.37) s'érit :
−Sr < vR|ψc

0ν >r=< Yrp(ℓ)|ψc
0ν >r (4.40)et, par report de l'expression (4.37) pour z = ℓ :

−Sr < vR|ψc
0ν >r=

∑

ν′

pc
0ν′(ℓ) < (< Yr >r +δYr)ψ

c
0ν′ |ψc

0ν >r , (4.41)soit, < Yr >r étant indépendant de r,
−Sr < vR|ψc

0ν >r=
∑

ν′

pc
0ν′(ℓ)

[

< Yr >r< ψc
0ν′ |ψc

0ν >r + < δYrψ
c
0ν′ |ψc

0ν >r

]

. (4.42)



76 4. Champ aoustique en avité ylindrique : modèle basé sur la formulationintégrale du problème aux limitesDu fait que < δYrψ
c
0ν′ |ψc

0ν >r peut être érit ii sensiblement égal à < δYrψ
c
00|ψc

00 >r (le termeomis donnant une ontribution supposée négligeable à p) et ψc
00 étant indépendant de r, il peutêtre remplaé par < δYr >r< ψc

00|ψc
00 >r= 0, d'où

−Sr < vR|ψc
0ν >r=

∑

ν′

pc
0ν′(ℓ) < Yr >r< ψc

0ν′ |ψc
0ν >r . (4.43)Le report de ette expression dans l'expression (4.37) de la pression, ompte tenu de la relation(4.35), onduit à (en érivant < Yr >r= Yr) :

p(r, z) =
j k0ρ0c0
1 −Kv

∑

ν

[

g0ν(z, 0) < ve|ψc
0ν >e

− Yr

Sr
g0ν(z, ℓ)

∑

ν′

pc
0ν′(ℓ) < ψc

0ν′ |ψc
0ν >r

]

ψc
0ν(r) , (4.44)où les termes < ψc

0ν′ |ψc
0ν >r désignent les intégrales sur la surfae Sr des produits ψc

0νψ
c
0ν′ ,données en annexe I par les expressions (I.11a,b). Les termes exprimant des ouplages entredi�érents modes (ν 6= ν ′) sont très petits devant les autres et peuvent don être négligés (lesordres de grandeur sont donnés dans le paragraphe I.2).La pression aoustique p(r, z) est don retenue sous la forme (en fatorisant l'inverse de lasurfae S = πa2) :

p(r, z) =
j k0

1 −Kv

ρ0c0
S

∑

ν

[g0ν(z, 0)S < ve|ψc
0ν >e −Yr0νg0ν(z, ℓ)p

c
0ν(ℓ)]ψ

c
0ν(r) , (4.45)où Yr0ν = Yr

a2

a2
r

< ψc
0ν |ψc

0ν >r.La omparaison des expressions (4.37 ompte tenu de 4.35) et (4.45) permet de déterminerles oe�ients pc
0ν(z) :

pc
0ν(z) =

j k0

1 −Kv

ρ0c0
S

[g0ν(z, 0)S < ve|ψc
0ν >e −Yr0νg0ν(z, ℓ)p

c
0ν(ℓ)] , (4.46)soit, pour z = ℓ,

pc
0ν(ℓ) =

j k0

1 −Kv

ρ0c0
S

g0ν(ℓ, 0)S < ve|ψc
0ν >e

1 +
j k0

1 −Kv

ρ0c0
S

Yr0νg0ν(ℓ, ℓ)

, (4.47)e qui donne pour l'expression de pc
0ν(z)

pc
0ν(z) =

j k0

1 −Kv

ρ0c0
S

[

g0ν(z, 0)S < ve|ψc
0ν >e

− Yr0νg0ν(z, ℓ)

j k0ρ0c0
1 −Kv

g0ν(ℓ, 0) < ve|ψc
0ν >e

1 +
j k0

1 −Kv

ρ0c0
S

Yr0νg0ν(ℓ, ℓ)

]

; (4.48)



4.5. Admittane aoustique de transfert 77le produit salaire < ve|ψc
0ν > est alulé dans l'annexe I, � I.5.La pression aoustique en tout point du ylindre étant ainsi entièrement dé�nie par leséquations (4.37) et (4.48), il reste alors à déterminer l'expression de l'admittane aoustique detransfert YT du sytème.4.5 Admittane aoustique de transfertLe hamp de pression et le hamp de vitesse n'étant pas uniformes dans la avité, l'admit-tane aoustique de transfert, rapport du débit de l'émetteur en ourt-iruit aoustique sur lapression en z = ℓ, est une fontion de r.L'admittane aoustique de transfert (norme CEI 61064-2 [22℄) est dé�nie ii en remplaçantles quantités qui dépendent de la variable r par leur valeur moyenne sur la surfae du trans-duteur impliqué (par extension de la relation 2.1), à savoir :
YT =

Se < ve(r) >e + < Ye(r)p(r, 0) >e

< p(r, ℓ) >r

, (4.49)
Ye étant l'admittane aoustique loalisée (fontion de r) de l'émetteur. En érivant

Ye(r) =< Ye >e +δYe(r) , (4.50)et
p(r, 0) =< p(0) >e +δp(r, 0) , (4.51)le seond terme du numérateur devient

< Ye(r)p(r, 0) >e = < (< Ye >e +δYe(r))(< p(0) >e +δp(r, 0)) >e

≈ < Ye >e< p(0) >e + < Ye >e< δp(0) >e + < p(0) >e< δYe >e ,soit
< Ye(r)p(r, 0) >e≈< Ye >e< p(0) >e . (4.52)Par suite, en posant
Ve =< ve >e=

2

a2
e

∫ ae

0

ve(r0)r0 dr0 , (4.53)et
Ye =< Ye >e=

2

a2
e

∫ ae

0

Ye(r0)r0 dr0 , (4.54)il vient
YT =

SeVe + Ye < p(0) >e

< p(ℓ) >r
, (4.55)soit, en reportant l'expression de la pression p(r, z) sous sa forme (4.37),

YT =

SeVe + Ye

∑

ν

pc
0ν(0) < ψc

0ν >e

∑

ν

pc
0ν(ℓ) < ψc

0ν >r

. (4.56)



78 4. Champ aoustique en avité ylindrique : modèle basé sur la formulationintégrale du problème aux limitesIl reste alors à expliiter les oe�ients pc
0ν(ℓ) et pc

0ν(0).Le oe�ient pc
0ν(ℓ) est donné par l'expression (4.47),

pc
0ν(ℓ) =

S < ve|ψc
0ν >e

1 −Kv

j k0

S

ρ0c0

1

g0ν(0, ℓ)
+ Yr0ν

g0ν(ℓ, ℓ)

g0ν(0, ℓ)

, (4.57)et le oe�ient pc
0ν(0) est donné en fontion de pc

0ν(ℓ) par la relation (4.46)
pc

0ν(0) =
j k0

1 −Kv

ρ0c0
S

g0ν(0, ℓ)

[

S < ve|ψc
0ν >e

g0ν(0, 0)

g0ν(0, ℓ)
− Yr0νp

c
0ν(ℓ)

]

. (4.58)Le détail du alul des oe�ients pc
0ν(ℓ) et pc

0ν(0) est donné dans l'annexe I, � I.6. Le résultatobtenu pour le oe�ient pc
0ν(ℓ) prend la forme (annexe I, relations I.29 et I.20)

pc
0ν(ℓ) =

SeVe
S

a0b0ν
V0ν

YT00ν + Yr0ν

[

Yp0ν

Yi0ν
j sin kz0νℓ+ cos kz0νℓ

] , (4.59)où V0ν est un oe�ient dépendant du pro�l de vitesse de l'émetteur, alulé dans l'annexe I,� I.5, relations (I.21a,b,), où l'admittane YT00ν (relation I.30) s'érit
YT00ν =

[

Yi0ν +
Y 2

p0ν

Yi0ν

]

j sin kz0νℓ+ 2Yp0ν cos kz0νℓ , (4.60)et où le fateur Yp0ν est donné par (I.28)
Yp0ν =

S

ρ0c0
ζz0ν et Yi0ν =

S

ρ0c0

kz0ν

k0
(1 −Kv) . (4.61)Par ailleurs, les oe�ients pc

0ν(0) s'érivent (annexe I, relation I.31)
pc

0ν(0) = pc
0ν(ℓ)

[

j sin kz0νℓ
Yr0ν + Yp0ν

Yi0ν
+ cos kz0νℓ

]

. (4.62)L'admittane aoustique de transfert s'érit don �nalement sous la forme
YT =

1 + Ye

∑

ν

SV0ν

a0b0ν
< ψc

0ν >e

cos kz0νℓ+
Yp0ν + Yr0ν

Yi0ν
j sin kz0νℓ

YT00ν + Yr0ν

(

Yp0ν

Yi0ν

j sin kz0νℓ+ cos kz0νℓ

)

∑

ν

SV0ν

a0b0ν

< ψc
0ν >r

1

YT00ν + Yr0ν

(

Yp0ν

Yi0ν
j sin kz0νℓ+ cos kz0νℓ

)

. (4.63)
Dans le as partiulier où les rayons ae, ar et a sont égaux, l'admittane �orrigée� Yr0ν(4.45) est égale à Yr.



4.6. Résultats théoriques 79Si de plus, il n'y a propagation que d'ondes planes dans la avité (ν = 0) et si les membranesdes mirophones ont un mouvement uniforme, alors < ψc
00 >e,r=

1

a0b00
et V00 = 1, e qui donnepour YT :

YT = j sin kz00ℓ

[

Yi00 +
(Ye + Yp00)(Yr + Yp00)

Yi00

]

+ cos kz00ℓ(Ye + Yr + 2Yp00) , (4.64)où le nombre d'onde kz00 est donné par la relation (I.4), ompte tenu des expressions (4.28),ave γ00 = 0, et (4.16) :
k2

z00 = k2 − k2
w00 = k2 = k2

0

[

1 +
1 − j√

2

1
√

k0

2

a
(
√

ℓ ′
v + (γ − 1)

√

ℓh )

]

, (4.65)l'admittane de paroi Yp00 par la relation (I.12) :
Yp00 =

S

ρ0c0
ζz00 =

S

ρ0c0

1 + j√
2

√

k0(γ − 1)
√

ℓh , (4.66)et l'admittane itérative Yi00 par (éq. 4.61) :
Yi00 =

S

ρ0c0

kz00

k0
(1 −Kv) ≈

S

ρ0c0

[

1 +
1 − j√

2

1

a
√

k0

(−
√

ℓ ′
v + (γ − 1)

√

ℓh )

]

. (4.67)On véri�e ainsi que l'expression (4.64) est identique à l'expression de l'admittane aoustiquede transfert YT du même système alulée en ne onsidérant que la propagation d'ondes planes(par exemple l'expression proposée par Ballagh [3℄).4.6 Résultats théoriquesA�n de mieux quanti�er l'in�uene de la propagation d'ondes radiales sur la valeur del'admittane aoustique de transfert, quelques résultats sont présentés dans e paragraphe.Seuls les modes (0,0) et (0,1,c) sont à prendre en ompte dans le alul. En e�et la ontribu-tion des modes supérieurs, à la valeur de l'admittane aoustique de transfert YT (éq. 4.63), estinférieure à 10−3dB, don négligeable ii (les termes exprimant des ouplages entre di�érentsmodes pouvant être négligés dans le alul, f. � I.2).Les �gures 4.2 et 4.3 représentent la di�érene des modules des admittanes aoustiquesde transfert YT alulées selon un modèle ne prenant en ompte que la propagation d'ondesplanes (éq. 4.64) et selon le modèle développé dans e hapitre (éq. 4.63) ave quatre avitésde longueurs di�érentes (les avités d'étalonnage disponibles au LNE), pour des mirophonesLS2P (les rayons des membranes ae et ar étant égaux et valant ae = ar = 0, 96 a). Dans la�gure 4.2, la membrane de l'émetteur est supposée avoir un mouvement non uniforme donnépar l'expression (I.13), et un mouvement dépendant du hamp de vitesse dans la avité (� I.4,éq. I.18) dans la �gure 4.3.En premier lieu, il apparaît que les deux formes hoisies pour le hamp de vitesse de l'émet-teur ve (éq.I.13 et I.18) donnent des résultats assez prohes ar les di�érenes entre les admit-tanes aoustiques de transfert illustrées par les ourbes de �gures 4.2 et 4.3 n'exèdent pas
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Fig. 4.2 � Di�érene entre les admittanes aoustiques de transfert alulées ave les expressions(4.63) et (4.64), ave ve(r) non uniforme (I.13), pour quatre longueurs de avité, mirophonesLS2P (1/2�).
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Fig. 4.3 � Di�érene entre les admittanes aoustiques de transfert alulées ave les expressions(4.63) et (4.64), ave ve(r) non uniforme, développé sur la base des fontions propres ψµν(r)(I.18), pour quatre longueurs de avité, mirophones LS2P (1/2�).



4.6. Résultats théoriques 810.02 dB, e qui est faible mais pas négligeable devant la reprodutibilité des mesures qui peutêtre atteinte atuellement pour les étalonnage de mirophones en pression (0,01�0,02 dB [24℄).Dans les deux as, l'in�uene des modes supérieurs sur la valeur de l'admittane aoustiquede transfert YT peut atteindre 0,08�0,1 dB. Cette in�uene n'est don pas négligeable devantla reprodutibilité. Cei renfore les onlusions de Rasmussen, à ei près que les résultatsobtenus ii di�èrent des siens de façon signi�ative, omme le montrent les ourbes représen-tées sur la �gure 4.4, qui sont déterminées par le même alul que elles de la �gure 4.3 pourdes mirophones LS1P et pour des longueurs de avité égales à elles hoisies par Rasmussen(�gure 4 de la référene [25℄) pour illustrer l'in�uene, sur l'admittane aoustique de transfert,de la �orretion d'ondes radiales� qu'il a déterminée.La façon dont la propagation d'ondes radiales est prise en ompte ii n'est visiblement pasla même que elle proposée par Rasmussen ar les résultats sont sensiblement di�érents : ene�et, la orretion alulée par Rasmussen atteint à 12,5 kHz près de 0,5 dB pour une avitéde 7,5 mm et 0,2 dB pour une avité de 9,5 mm [25, �g. 4℄, e qui reste très supérieur auxrésultats trouvés ii.
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Fig. 4.4 � Di�érene entre les admittanes aoustiques de transfert alulées ave les expressions(4.63) et (4.64), ave ve(r) dépendant du hamp de vitesse dans la avité (I.18), pour quatrelongueurs de avité, mirophones LS1P (1�).Dans le modèle proposé dans la référene [25℄, a�n de tenir ompte du fait que les mem-branes des deux mirophones n'ont pas un hamp de déplaement uniforme et a�n de onserverune symétrie dans la façon dont es mirophones sont pris en ompte dans le alul de YT ,Rasmussen introduit dans le alul de la pression moyenne < p(ℓ) >r sur le réepteur unepondération ur(r) de la même forme que le hamp de vitesse de l'émetteur [25, éq. 6℄. Lesrésultats trouvés en onsidérant un hamp de déplaement non uniforme pour l'émetteur (I.13)et en introduisant une pondération de même forme dans le alul de < p(ℓ) >r (� I.8, éq. I.36)pour des mirophones LS2P et LS1P sont illustrés par les �gures 4.5 et 4.6.La omparaison des ourbes de la �gure 4.6 ave elles de la �gure 4 de la référene [25℄(reproduite �gure 4.7) montre que, dans e as aussi, les résultats obtenus ave le modèledéveloppé dans e hapitre di�èrent de eux présentés par Rasmussen. Par ailleurs, il est visibleque l'introdution d'une pondération dans la valeur moyenne < p(ℓ) >r permet de rapproher
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Fig. 4.5 � Di�érene entre les admittanes aoustiques de transfert alulées ave les expressions(4.63) et (4.64), ave ve(r) non uniforme (I.13), en introduisant une pondération dans < p(ℓ) >r(éq. I.36), pour quatre longueurs de avité, mirophones LS2P (1/2�).
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Fig. 4.6 � Di�érene entre les admittanes aoustiques de transfert alulées ave les expressions(4.63) et (4.64), ave ve(r) non uniforme (I.13), en introduisant une pondération dans < p(ℓ) >r(éq. I.36), pour quatre longueurs de avité, mirophones LS1P (1�).



4.6. Résultats théoriques 83les résultats obtenus ave le modèle développé ii de eux obtenus par Rasmussen, 'est-à-dire qu'elle augmente fortement l'in�uene apparente des modes supérieurs dans le alul del'admittane aoustique de transfert, rendant ette in�uene non négligeable au regard desinertitudes sur l'étalonnage en pression.

Fig. 4.7 � Valeurs de la �orretion d'ondes radiales� alulée par Rasmussen pour quatrelongueurs de avité, mirophones LS1P (1�).A noter que l'emploi de ette pondération est disutable dans la mesure où elle sembletraduire l'e�et de la non uniformité du mouvement de la membrane du réepteur sur la trans-dution életroaoustique. Il serait, en e�et, plus approprié de prendre en ompte les e�ets surla transdution de la non uniformité du mouvement des membranes de mirophones dans lamodélisation même du mirophone életrostatique.En�n, le modèle présenté ii a un intérêt tout partiulier ar il permet de prendre en ompteà la fois les modes supérieurs et la dissipation dans les ouhes limites visothermiques. D'autrepart, il permet de bien rendre ompte de la symétrie des r�les entre l'émetteur et le réepteur(éq. 4.23), fait important ar 'est sur ette symétrie que repose le prinipe de la méthode deréiproité. Cependant, pour déduire de e modèle une expression de l'admittane aoustiquede transfert YT , il est néessaire de préiser la forme du mouvement des membranes des mi-rophones ainsi que les e�ets de la non uniformité de es mouvements de membrane sur latransdution életroaoustique. Ainsi, une étude plus approfondie de la modélisation du miro-phone életrostatique prenant en ompte le mouvement non uniforme de la membrane pourraitêtre menée a�n de préiser es points et en déduire une nouvelle dé�nition de l'e�aité dumirophone et don de l'admittane aoustique de transfert YT .





Chapitre 5Proédé de mesure de l'impédaneaoustique des éléments onstitutifs del'oreille arti�ielleLes audiomètres à sons purs, utilisés dans le dépistage des surdités doivent être alibrésà l'aide d'une oreille arti�ielle, transduteur ensé présenter, à un asque téléphonique, uneimpédane aoustique voisine de elle de l'oreille humaine moyenne. La norme CEI 318 [20℄préise la omposition (avités, tubes et fente), les aratéristiques (impédanes aoustiques) etles toléranes sur es aratéristiques, des di�érents éléments des oreilles arti�ielles à utiliser.A l'heure atuelle, il n'existe qu'un onstruteur d'oreilles arti�ielles satisfaisant à ettenorme, la soiété Brüel & Kjær qui assure la maintenane et le réglage de ses produits : elledélivre pour haque oreille une �he d'étalonnage où ne �gure auune référene à un étalon (f.� 5.1). Cette absene de référene dans la aratérisation des oreille arti�ielle est à l'origined'une dispersion importante dans les mesures audiométriques (supérieures à 15 dB lors de laomparaison de mesures e�etuées ave di�érents audiomètres).Etant donné que la norme �xe des toléranes sur les impédanes aoustiques des di�érentséléments devant onstituer une oreille arti�ielle, le LNE a herhé, à partir d'une méthodeinspirée de l'étalonnage des mirophones par réiproité, à déterminer es di�érentes impé-danes. Les mesures e�etuées, assoiées à la modélisation atuellement retenue pour ajusterles paramètres, ont onduit à des éarts supérieurs aux toléranes imposées par la norme etrévèlent des insu�sanes de la modélisation. Une rapide desription de l'oreille arti�ielle (� 5.1)et de ette première méthode de aratérisation de ses éléments onstitutifs mise en ÷uvre auLNE font l'objet du début de e hapitre � 5.1 et 5.2.Une modélisation plus omplète de l'oreille arti�ielle et de ses éléments onstitutifs a alorsété développée dans le adre du ontrat BNM n�01 3 010 par M. et A.-M. Bruneau [9, � 3 et 4℄.A�n de valider expérimentalement et séparément les modèles d'impédane d'entrée des élémentsonstitutifs de l'oreille arti�ielle, une méthode est proposée dans le paragraphe 5 de la référene[9℄. Le dispositif de mesure est très similaire à elui de l'étalonnage en pression de mirophonespar la méthode de réiproité, la avité de ouplage étant ii onstituée de deux portions deylindre entre lesquelles sont insérées les impédanes à aratériser. Ces impédanes peuventalors être déterminées en omparant les résultats de mesures d'une admittane életrique detransfert ave des résultats analytiques obtenus à partir d'un modèle physique du dispositif.Deux tels modèles sont proposés. Le premier [9, � 5-1℄ basé sur la propagation d'ondes planes85



86 5. Proédé de mesure de l'impédane aoustique des éléments onstitutifs del'oreille arti�ielledans la avité de ouplage est simple mais ne permet pas de prendre en ompte les modesradiaux ou hélioïdaux qui peuvent éventuellement ne pas être négligeables (e modèle est reprisii au paragraphe 5.3.2). Le seond [9, � 5-2℄ basé sur la formulation intégrale, ne présente paset inonvénient mais onduit à des résultats di�ilement exploitables du fait qu'il utilise unefontion de Green [9, � 5-2-3℄ qui satisfait à des onditions aux limites visothermiques à la foissur les parois latérales et frontales et qui est exprimée sous forme d'un développement suivantles trois dimensions spatiales. L'objet du paragraphe 5.3.3 de e mémoire est de présenterun modèle également basé sur la formulation intégrale mais en simpli�ant la formulation parl'introdution de la fontion de Green alulée au hapitre 4 (� 4.3).5.1 Desription de l'oreille arti�ielleUn shéma de l'oreille arti�ielle ommerialisée par la soiété Brüel & Kjær est traé surla �gure 5.1.

Cavité (V3)3 vis de réglage Mirophone 1/2�4 tubes (R3, L3)
Cavité (V2)Fente irulaire plate(R2, L2)Cavité (V1)

Fig. 5.1 � Oreille arti�ielle du type CEI 318 onstruite par la soiété Brüel & Kjær (oupe àune éhelle voisine de 2/1).Le volume frontal V1, qui est ensé simuler le pavillon de l'oreille humaine, assure le ouplageentre le asque de l'audiomètre et l'oreille arti�ielle. Les autres éléments de l'oreille arti�ielleont pour but de reproduire l'impédane aoustique d'entrée du onduit auditif et sont ensésse omporter omme des impédanes aoustiques loalisées dans le plan de la membrane dumirophone. Ces impédanes sont réalisées à l'aide de onduits étroits en ommuniation avedes avités dé�nies par leur volume. Les valeurs de es impédanes loalisées et elles desvolumes des di�érentes avités (données par la norme [20℄), ainsi que leur mode de réalisationpar le onstruteur, sont préisés dans le tableau 5.1.La norme préise aussi les toléranes attahées à es éléments : 1% pour les volumes et 5%pour les résistanes et indutanes Ri, Li.L'oreille arti�ielle peut être dérite par un réseau életrique à onstantes loalisées équiv-alent. Dans ette équivalene (�gure 5.2), un ohm életrique orrespond à 105 N s m−5 et



5.2. Méthode de test mise en ÷uvre au LNE 87Valeurs normalisées Mode de réalisation
V1 = 2500 mm3, volume inluant levolume équivalent du mirophone (laprésene d'une grille de protetion en-traîne une orretion orrespondante). Tron de �ne, diamètre 25 mm et 14,9mm, angle 33,52�.
L2 = 5.102 Pa s2 m−3, R2 = 6, 5.106 Pas m−3

Fente irulaire, épaisseur ≈ 0,1 mmajustable, rayon interne et externe7,436 et 8,759 mm.
V2=1800 mm3. Cavité axisymétrique.
L3 = 104 Pa s2 m−3, R3 = 2.107 Pa sm−3

4 tubes, diamètre 0,45 mm, longueur4.84 mm
V3=7500 mm3. Cavité axisymétrique.Tab. 5.1 � Caratéristiques des éléments onstitutifs de l'oreille arti�ielle Brüel & Kjær .les apaités sont déduites des raideurs aoustiques 1/Ci = γP0/Vi (P0 = 1013, 25.105 Pa,

γ=1,4024).
C1=1,76 µF R2=65 Ω

L2=5 mH
C2=1,27 µF

R3=200 Ω

L3=100 mH
C3=5,28 µFFig. 5.2 � Réseau életrique équivalent à l'oreille arti�ielle (analogie de type impédane) dansles onditions normales de pression et température.Atuellement, les �hes d'étalonnage délivrées par Brüel & Kjær pour haque oreille ar-ti�ielle donnent simplement une ourbe représentant la réponse en pression du mirophoneontenu dans l'oreille arti�ielle à un signal délivré par une �soure de grande impédane dontla membrane a un mouvement uniforme�, en fontion de la fréquene. A titre informatif, etteréponse en pression est omparée à la réponse théorique déterminée à partir du réseau éle-trique équivalent dérit dans la norme. En�n, les �hes d'étalonnage indiquent à l'utilisateur uneméthode rapide pour déduire de ette réponse en pression la valeur de l'impédane aoustiquede l'oreille arti�ielle. Ces �hes ne préisent pas les aratéristiques individuelles de haqueélément onstitutif des oreilles arti�ielles auxquelles elles se rapportent.5.2 Méthode de test mise en ÷uvre au LNELa norme préise les toléranes attahées aux sept prinipaux paramètres (volumes Vi, in-dutanes Li et résistanes Ri) permettant de dérire l'oreille (� 5.1). Ce sont es paramètres quele LNE a herhé à véri�er. Le volume frontal V1 peut être mesuré du fait qu'il est diretement



88 5. Proédé de mesure de l'impédane aoustique des éléments onstitutifs del'oreille arti�ielleaessible. Pour aéder à la mesure des six autres paramètres (qui aratérisent l'impédaneprésentée par l'oreille dans le plan du mirophone), le LNE a hoisi une méthode inspirée del'étalonnage en pression des mirophones par réiproité (� 1.2).Le dispositif expérimental est dérit dans la �gure 5.3. Une avité de ouplage, de volumeplus petit que V1 et fermée par un seond mirophone (fontionnant en émetteur), est plaéeà l'avant de l'oreille. Cette avité est un ylindre, de même diamètre que la avité frontale dumirophone émetteur (diamètre approximativement égal à elui de la membrane [4℄), prolongépar un tron de �ne, permettant un raordement adapté au mirophone réepteur.

Cavité (V3)3 vis de réglage 4 tubes (R3, L3)
Cavité (V2)

Fente irulaire plate(R2, L2)MirophoneémetteurCavité deouplageMirophoneréepteur
Fig. 5.3 � Dispositif de mesure mis en ÷uvre par le LNE.Comme dans le adre de l'étalonnage en pression de mirophones, la grandeur mesuréeest l'admittane életrique de transfert YE entre les deux mirophones, rapport du ouranttraversant le mirophone émetteur sur la tension à iruit ouvert aux bornes du mirophoneréepteur. La tension à iruit ouvert est mesurée en utilisant la tehnique de la tension insérée(� 1.1.5).La modélisation de ette admittane de transfert repose sur une desription simpli�ée dela avité de ouplage : la propagation dans ette avité est supposée être elle d'ondes planesdans un ylindre, délimité par le mirophone réepteur d'un �té et le mirophone émetteur del'autre.La mise en ÷uvre de ette méthode de test a onduit à des résultats médiores (ne sat-isfaisant pas aux toléranes presrites par la norme) pour les six paramètres à déterminer, àsavoir les deux volumes, les deux résistanes aoustiques et les deux indutanes aoustiquesreherhées. C'est pourquoi une modélisation plus omplète de l'oreille arti�ielle et de seséléments onstitutifs a été développée [9℄.



5.3. Proédé de mesure des impédanes aoustiques des éléments de l'oreille arti�ielle 895.3 Proédé de mesure des impédanes aoustiques des élé-ments de l'oreille arti�ielleDans le but de véri�er la validité des modèles d'impédane d'entrée des tubes et de la fente(hargés ou non par un volume) proposés dans la référene [9, � 3℄, une étude expérimentaleest menée au LNE ; la modélisation du système utilisé pour ette étude est présentée dans eparagraphe 5.3. Cette validation expérimentale est e�etuée selon une méthode similaire à laméthode de réiproité pour l'étalonnage en pression des mirophones.Cette méthode et le dispositif mis en ÷uvre au LNE pour mesurer es impédanes sontdérits dans le paragraphe 5.3.1. Les paragraphes suivants (5.3.2 et 5.3.3) présentent deuxmodèles physiques possibles pour e dispositif.5.3.1 Méthode de mesure des impédanes d'entrée des éléments del'oreille arti�ielleLe système étudié est dérit par le shéma de la �gure 5.4. Il est identique à elui utilisé dansle adre de l'étalonnage de mirophones par la méthode de réiproité : deux mirophones, unémetteur (e�aité Mpe, admittane aoustique Ye, vitesse de la membrane ve) et un réepteur(e�aité Mpr, admittane aoustique Yr, vitesse de membrane vR), sont ouplés aoustique-ment par une avité de ouplage. Cette avité est onstituée de deux portions de ylindrede même diamètre a. Les membranes des mirophones ont des rayons di�érents de elui duylindre.Les éléments à aratériser sont insérés à la séparation des ylindres. Ces éléments (qua-tre tubes d'admittane individuelle Yt ou une fente annulaire mine d'admittane Yf) sontreprésentés par l'admittane spéi�que y1 supposée loalisée sur la ironférene (r = a) dansle plans de séparation (z = ℓ1). Les expressions des admittanes Yt et Yf sont alulées dansles paragraphes 3-2 et 3-3 de la référene [9℄.
r

a
ae ar

ve vR

0 ℓℓ1
z

Mirophoneémetteur MirophoneréepteurAdmittane spéi�que y1en z = ℓ1 et r = a

Fig. 5.4 � Dispositif utilisé pour la mesure des impédanes d'entrée des éléments de l'oreillearti�ielle.Les tehniques de mesure sont les mêmes que elles utilisées pour l'étalonnage en pressionpar la méthode de réiproité (� 2.3). La quantité mesurée, l'admittane életrique de transfert
YE = 1/ZE du système, est omparée à des valeurs de YE déterminées d'après la relation (1.17),

YE =
1

MpeMpr
YT ,



90 5. Proédé de mesure de l'impédane aoustique des éléments onstitutifs del'oreille arti�ielleles e�aités des mirophones étant onnues et l'admittane aoustique de transfert YT étantdéterminée analytiquement d'après un modèle physique du système onstitué par les miro-phones, le oupleur et l'admittane y1.Deux modélisations de e système, reprenant en grande partie les modèles établis dans laréférene [9℄, sont présentées dans e paragraphe. La première modélisation suppose que lapropagation dans la avité est elle d'ondes planes dont l'amortissement dû aux e�ets visqueuxet thermiques est pris en ompte dans le nombre d'onde, dans l'impédane itérative et parl'introdution d'une impédane de paroi aux extrémités.La seonde modélisation introduit les modes radiaux (et éventuellement hélioïdaux) dansla avité de ouplage. Elle repose sur la formulation intégrale des problèmes aux limites, lese�ets de dissipation visqueux et thermiques étant pris en ompte dans le nombre d'onde en equi onerne eux sur les parois latérales (r = a) et par le hoix d'une fontion de Green quisatisfait sur les parois en z = 0 et ℓ à une ondition mixte dans laquelle la fontion et sa dérivéesont liées par l'impédane visothermique de paroi (fontion de Green alulée au paragraphe4.3).5.3.2 Modèle basé sur la propagation d'ondes planesa. Champ aoustique dans la avité de ouplageLes rayons des mirophones sont supposés ii égaux à elui de la avité. La propagation desondes (supposées planes) dans haun des ylindres est régie par l'équation (3.74)
(

∂ 2

∂z2 + k2
z

)

p(z) = 0 , 0 ≤ z ≤ ℓ (5.1)où le nombre d'onde kz qui prend en ompte l'in�uene des e�ets visqueux et thermiques dansles ouhes limites latérales est donné par l'équation (3.77)
k2

z = k2
0

1 + (γ − 1)Kh

1 −Kv

≈ k2
0

[

1 +
1 − j√

2

2

a
√

k0

(
√

ℓ ′
v + (γ − 1)

√

ℓh )

]

. (5.2)La solution pour la pression aoustique est érite
p(z) = A(e−jkzz +Bejkzz) , ∀z ∈ (0, ℓ1) , (5.3a)
p(z) = C(e−jkzz +Dejkzz) , ∀z ∈ (ℓ1, ℓ) , (5.3b)les onstantes A, B, C, D étant déterminées par les onditions à érire aux interfaes z = 0,

z = ℓ1 et z = ℓ. Les onditions aux frontières en z = 0 et z = ℓ sont les mêmes que dans leparagraphe 3.4.2.i. La ondition aux frontières en z = ℓ est donnée par l'équation (3.80)
1

Zv

∂

∂z
p = −(Yr + Yp) p , pour z = ℓ , (5.4)ave (éq. 3.72)

Zv =
1

S

j k0ρ0c0
1 −Kv

(5.5)



5.3. Proédé de mesure des impédanes aoustiques des éléments de l'oreille arti�ielle 91et (éq. 3.79)
Yp =

S

ρ0c0

1 + j√
2

√

k0(γ − 1)
√

ℓh , (5.6)e qui donne
D = e−2j kzℓYi − (Yr + Yp)

Yi + (Yr + Yp)
, (5.7)où l'admittane itérative Yi vaut (éq. 3.83 et 3.84)

Yi =
j kz

Zv
≈ S

ρ0c0

[

1 +
1 − j√

2

2

a
√

k0

(−
√

ℓ ′
v + (γ − 1)

√

ℓh )

]

. (5.8)ii. Dans le plan z = ℓ1, la ontinuité des pressions donne
C = A

e−j kzℓ1 +Bej kzℓ1

e−j kzℓ1 +Dej kzℓ1
. (5.9)Compte tenu du débit σ1

ρ0c0
y1p(ℓ1) entrant dans l'élément aoustique à aratériser, laontinuité des débits donne

− 1

Zv

A
∂

∂z
(e−j kzz +Bej kzz) = − 1

Zv

C
∂

∂z
(e−j kzz +Dej kzz) + Y1A(e−j kzz +Bej kzz) ,pour z = ℓ1 ,où Y1 =

σ1

ρ0c0
y1 est l'admittane aoustique de l'élément à aratériser. En faisant usagede la relation (5.9) entre les onstantes C et A, ette relation donne la onstante B enfontion de D onnu (éq. 5.7)

B = −e−2j kzℓ1
Y1 +De2j kzℓ1(Y1 − 2Yi)

(Y1 + 2Yi) +De2j kzℓ1Y1

. (5.10)iii. La ondition en frontières en z = 0, donnée par (éq. 3.78) :
− 1

Zv

∂ p

∂z
= Sve − Yp p , pour z = 0 , (5.11)permet d'exprimer le débit Sve :

Sve = A[Yi(1 − B) + Yp(1 +B)] . (5.12)Cette expression du débit Sve permet d'exprimer l'admittane aoustique de transfert YTdu système mirophones-oupleur, et don aussi son admittane életrique de transfert YEd'après la relation (1.17).



92 5. Proédé de mesure de l'impédane aoustique des éléments onstitutifs del'oreille arti�ielleb. Admittane életrique de transfertLa relation (1.17) donne l'expression du produit des e�aités des deux mirophones enfontion de l'admittane aoustique de transfert YT (alulée à partir du modèle physique hoisi)et de l'admittane életrique de transfert YE (mesurée) du système mirophones-oupleur :
MpeMpr =

YT

YE

.Les mirophones utilisés pour ette étude expérimentale sont étalonnés ; leurs e�aités
Mpe et Mpr sont don onnues. L'admittane életrique de transfert YE est don donnée par larelation (� 5.3.1) :

YE =
1

MpeMpr

YT =
1

MpeMpr

Sve + Yep(0)

p(ℓ)
. (5.13)En faisant usage dans ette expression des relations (5.12) et (5.9), il vient

YE =
1

MpeMpr

Yi(1 − B) + Yp(1 +B) + Ye(1 +B)

e−j kzℓ1 +Bej kzℓ1

e−j kzℓ1 +Dej kzℓ1

e−j kzℓ +Dej kzℓ
, (5.14)qui donne, ompte tenu des expressions (5.10) et (5.7),

YE =
1

MpeMpr

{

j sin kzℓ
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+
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+ cos kzℓ
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+
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1 − (Ye + Yp)(Yr + Yp)

Y 2
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)]}

. (5.15)Dans le as partiulier où ℓ1 = ℓ/2, ette expression devient
YE =

1

MpeMpr

{

j sin kzℓ
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(Ye + Yp)(Yr + Yp)
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]

+ cos kzℓ (Ye + Yr + 2Yp)

+
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1 − (Ye + Yp)(Yr + Yp)
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+ j sin kzℓ
Ye + Yr + 2Yp

Yi

+ cos kzℓ

(

1 +
(Ye + Yp)(Yr + Yp)

Y 2
i

)]}

. (5.16)A noter qu'en l'absene d'élément apillaire (Y1 = 0), l'expression (5.15) permet de retrouverl'expression (3.87) de l'admittane aoustique de transfert YT .5.3.3 Modèle basé sur la formulation intégrale du problème aux lim-itesLe modèle proposé dans le paragraphe préédent ne tient ompte que de la propagationd'ondes planes. Dans un tel système, des modes supérieurs (modes radiaux et éventuellementhélioïdaux) peuvent avoir une in�uene non négligeable sur la valeur de YE. Ces modes sont liés



5.3. Proédé de mesure des impédanes aoustiques des éléments de l'oreille arti�ielle 93aux pro�ls de vitesse non uniformes des membranes de mirophones, aux rayons des membranesqui sont di�érents de elui de la avité et à la présene des éléments à aratériser en paroi.Le modèle présenté dans e paragraphe propose de prendre en ompte les modes supérieursdans la avité et repose sur la formulation intégrale des problèmes aux limites. Il reprend engrande partie le modèle présenté dans le rapport du ontrat BNM n�01 3 010 [9, � 5-1℄ ainsique de nombreux éléments du modèle développé dans le hapitre 4.a. Champ aoustique dans une avité fermée, théorème de GreenLes hypothèses sur le hamp aoustique étant les mêmes ii que dans le paragraphe 4.1,les équations fondamentales s'expriment de la même façon, et par suite le hamp de pressionaoustique satisfait à l'équation de propagation (4.17) :
(∆ + k2)p(~r) = 0 , ∀~r ∈ D , (5.17)ave (éq. 4.16)

k2 = k2
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1 + (γ − 1)Kh

1 −Kv

≈ k2
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1 +
1 − j√
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a
√
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(
√
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v + (γ − 1)

√

ℓh )

]

. (5.18)A ette équation de propagation sont assoiées les onditions aux frontières suivantes (annexeH, éq. H.15) :
ρ0c0vz = ρ0c0ve − ζz0p , pour r ∈ (0, ae) , θ ∈ (0, 2π) , z = 0 , (5.19a)
ρ0c0vz = −ρ0c0vR + ζzℓp , pour r ∈ (0, ar) , θ ∈ (0, 2π) , z = ℓ , (5.19b)
ρ0c0vz = −ζz0p , pour r ∈ (ae, a) , θ ∈ (0, 2π) , z = 0 , (5.19)
ρ0c0vz = ζzℓp , pour r ∈ (ar, a) , θ ∈ (0, 2π) , z = ℓ , (5.19d)où ζz0 et ζzℓ sont les admittanes aoustiques spéi�ques des parois en z = 0 et z = ℓ traduisantles e�ets des ouhes limites thermovisqueuses sur le hamp aoustique dans la avité (annexeH, éq. H.16), et

vr =
y1

ρ0c0
p pour r = a , θ ∈ (0, 2π) , z = ℓ1 , (5.19e)

vr = 0 pour r = a , θ ∈ (0, 2π) , z ∈ (0, ℓ) , (5.19f)les e�ets des ouhes limites thermovisqueuses latérales étant déjà pris en ompte dans lenombre d'onde omplexe k. La surfae σ1 sur laquelle est loalisée l'admittane spéi�que y1 àaratériser étant très petite devant la surfae latérale de la avité, elle n'est pas �tée de elle-idans la ondition (5.19f).Les admittanes ζz0 et ζzℓ restant petites, ompte tenu des équations (4.8, 4.14), es ondi-tions aux frontières (5.19a-f) s'érivent,
∂ p

∂n
= −∂ p

∂z
=

j k0ρ0c0
1 −Kv

vz ≈
j k0ρ0c0
1 −Kv

ve − j k0ζz0 p (5.20a)pour r ∈ (0, ae), θ ∈ (0, 2π), z = 0,
∂ p

∂n
=
∂ p

∂z
= − j k0ρ0c0

1 −Kv
vz ≈

j k0ρ0c0
1 −Kv

vR − j k0ζzℓ p (5.20b)



94 5. Proédé de mesure de l'impédane aoustique des éléments onstitutifs del'oreille arti�iellepour r ∈ (0, ar), θ ∈ (0, 2π), z = ℓ,
∂ p

∂n
= −∂ p

∂z
= −j k0ζz0 p (5.20)pour r ∈ (ae, a), θ ∈ (0, 2π), z = 0,

∂ p

∂n
=
∂ p

∂z
= −j k0ζzℓ p , (5.20d)pour r ∈ (ar, a), θ ∈ (0, 2π), z = ℓ,

∂ p

∂n
=
∂ p

∂r
= −j k0y1p , (5.20e)pour r = a, θ ∈ (0, 2π), z = ℓ1,

∂ p

∂n
=
∂ p

∂r
= 0 , (5.20f)pour r = a, θ ∈ (0, 2π), z ∈ (0, ℓ).Comme déjà indiqué au hapitre 4 (éq. 4.20), pour une onde harmonique, le hamp depression aoustique p(~r) dans un domaine D limité par une surfae fermée S peut être éritsous la forme intégrale suivante [8, � 6.2.2℄ (le fateur ej ω t est omis et le veteur ~r est représentéii par les trois oordonnées r,θ et z) :

p(~r) =

∫∫∫

D
G(~r, ~r0)f(~r0) dD0 +

∫∫

S

[

G(~r, ~r0)
∂

∂n0

p(~r0) − p(~r0)
∂

∂n0

G(~r, ~r0)

]

dS0 . (5.21)La fontion f(~r0) représente l'ation des soures réparties à l'intérieur du domaine D : dansle as présent f(~r0) = 0.En faisant usage des onditions aux frontières (5.20a�f) pour le hamp de pression, le hoixd'une fontion de Green satisfaisant sur l'ensemble des parois de la avité aux onditions (esont les mêmes que elles retenues au hapitre 4, éq. 4.22)
∂

∂n
G(~r, ~r0) = −j k0ζz0G(~r, ~r0) , pour r ∈ (0, a) , θ ∈ (0, 2π) , z = 0 , (5.22a)

∂

∂n
G(~r, ~r0) = −j k0ζzℓG(~r, ~r0) , pour r ∈ (0, a) , θ ∈ (0, 2π) , z = ℓ , (5.22b)

∂

∂n
G(~r, ~r0) = 0 , pour r = a , θ ∈ (0, 2π) , z ∈ (0, ℓ) , (5.22)permet d'exprimer l'intégrale de surfae (apparaissant dans la relation 5.21), qui représente lapression aoustique en tout point de la avité, de la manière suivante :

p(~r) =
j k0ρ0c0
1 −Kv

[
∫∫

Se

ve(~r0)G(~r, ~r0) dS0 +

∫∫

Sr

vR(~r0)G(~r, ~r0) dS0

]

− j k0

∫∫

σ1

y1(~r0)p(~r0)G(~r, ~r0) dS0 , (5.23)
Se et Sr étant les surfaes respetives de la membrane de l'émetteur et du réepteur, les e�etsdes ouhes thermovisqueuses étant portés par le fateurKv (qui intervient dans l'impédane dumilieu) et par la fontion de Green elle-même (dans le nombre d'onde k pour les e�ets latérauxet dans les admittanes spéi�ques ζz0 et ζzℓ au niveau des membranes des mirophones et leurpériphérie). A noter la symétrie �émetteur - réepteur� dans l'expression du hamp de pressionaoustique (e hamp dépend de es vitesses quelqu'en soit leur ause).L'expression de la fontion de Green est donnée au paragraphe 4.3 (éq. 4.25, 4.31a et b).



5.3. Proédé de mesure des impédanes aoustiques des éléments de l'oreille arti�ielle 95b. Champ aoustique dans la avitéLe hamp de pression aoustique dans la avité est obtenu en reportant l'expression (4.25)de la fontion de Green, dans l'équation (5.23). Compte tenu de la forme de ette fontion deGreen, la pression p(r, θ, z) apparaît alors sous la forme d'un développement sur les fontionspropres ψt
µν(r, θ, z) :

p(r, θ, z) =
∑

µ,ν=0,1...
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µν >r

)

−j k0gµν(z, ℓ1)
∑

µ′,ν′,t′

pt′

µ′ν′(ℓ1) < y1ψ
t′

µ′ν′|ψt
µν >σ1

]

ψt
µν(r, θ) , (5.24)où la notation < ve|ψt

µν >e désigne l'intégrale sur Se du produit ve(r, θ)ψ
t
µν(r, θ), < vR|ψt

µν >rdésigne l'intégrale sur Sr du produit vR(r, θ)ψt
µν(r, θ) et < y1ψ

t′

µ′ν′ |ψt
µν >σ1

l'intégrale sur σ1 duproduit y1(θ)ψ
t′

µ′ν′(r, θ)ψt
µν(r, θ).La solution prend don la forme

p(r, θ, z) =
∑

µ,ν,t

pt
µν(z)ψ

t
µν(r, θ) , (5.25)ave

pt
µν(z) =

j k0ρ0c0
1 −Kv

[

gµν(z, 0) < ve|ψt
µν >e +gµν(z, ℓ) < vR|ψt

µν >r

]

− j k0gµν(z, ℓ1)
∑

µ′,ν′,t′

pt′

µ′ν′(ℓ1) < y1ψ
t′

µ′ν′|ψt
µν >σ1

. (5.26)Dans la suite de l'exposé, le hamp de vitesse ve (hamp vibratoire soure) est supposéindépendant de l'angle θ, et par suite, ompte tenu de la symétrie des r�les tenus par lesdeux mirophones, la vitesse vR également. Ainsi, le alul des intégrales suivantes donne (ve,Rdésignant indi�éremment ve ou vR)
< ve,R|ψt

µν >e,r=

∫ ae,r

0

r0 dr0ve,R(r0)

∫ 2π

0

dθ0ψ
t
µν(r0, θ0) ; (5.27)d'après les expressions (4.27a et b) des ψt

µν , l'intégrale sur θ0 est nulle pour µ 6= 0, et de surroît,elle est également nulle pour t = s, µ = 0 (annexe I, � I.5.1 et I.5.2).Pour exprimer la vitesse vR qui dépend elle même du hamp aoustique p(r, θ, z), par ex-tension de la relation SrvR = −Yrp(ℓ) reliant l'admittane Yr du mirophone réepteur auxpressions et vitesses aoustique lorsque le hamp aoustique est indépendant de r, la vitesse
vR(r) est érite (éq. 4.38) :

SrvR(r) = −Yr(r) < p(r, ℓ) >θ , (5.28)où Yr(r) est l'admittane aoustique à iruit ouvert du réepteur non-uniforme sur la surfaede la membrane (éq. 4.39). La pression moyenne sur l'angle θ < p(r, ℓ) >θ de la pression p(r, θ, ℓ)



96 5. Proédé de mesure de l'impédane aoustique des éléments onstitutifs del'oreille arti�iellesur le réepteur est donnée par
< p(r, ℓ) >θ=

1

2π

∫ 2π

0

p(r, θ0, ℓ) dθ0 =
∑

ν

pc
0ν(ℓ)ψ

c
0ν(r) , (5.29)l'intégrale sur θ0 des fontions propres ψt

µν étant nulles pour t = s et pour µ 6= 0 et les fontionspropres ψc
0ν étant indépendantes de l'angle θ.Ainsi, en suivant le même raisonnement que elui présenté dans le paragraphe 4.4, le produitsalaire < vR|ψc

0ν > est donné par
−Sr < vR|ψc

0ν >r=
∑

ν′

pc
0ν′(ℓ)Yr < ψc

0ν′ |ψc
0ν >r . (5.30)Le report de ette expression dans l'expression (5.24) de la pression onduit à :

p(r, θ, z) =
∑

µ,ν,t

[

j k0ρ0c0
1 −Kv

(g0ν(z, 0) < ve|ψc
0ν >e

−Yr

Sr

g0ν(z, ℓ)
∑

ν′

p0ν′(ℓ) < ψc
0ν′ |ψc

0ν >r

)

δtcδµ0

−j k0gµν(z, ℓ1)
∑

µ′,ν′,t′

pt′

µ′ν′(ℓ1) < y1ψ
t
µν |ψt′

µ′ν′ >σ1

]

ψt
µν(r, θ) , (5.31)où les termes < ψc

0ν |ψc
0ν′ >r désignent les intégrales sur la surfae Sr des produits ψc

0ν(r)ψ
c
0ν′(r),alulés dans l'annexe I, � I.2 (éq. I.11a,b).Les termes < ψc

0ν |ψc
0ν′ >r exprimant des ouplages entre di�érents modes (ν 6= ν ′) sont trèspetits devant les autres et peuvent don être négligés (les ordres de grandeur sont donnés dansle paragraphe I.2).La pression aoustique p(r, θ, z) est don retenue sous la forme (en fatorisant l'inverse dela surfae S = πa2) :

p(r, θ, z) =
∑

µ,ν,t

[

j k0

1 −Kv

ρ0c0
S

(g0ν(z, 0)S < ve|ψc
0ν >e −Yr0νg0ν(z, ℓ)p

c
0ν(ℓ)) δtcδµ0

−j k0gµν(z, ℓ1)
∑

µ′,ν′,t′

pt′

µ′ν′(ℓ1) < y1ψ
t
µν |ψt′

µ′ν′ >σ1

]

ψt
µν(r, θ) , (5.32)où Yr0ν = Yr

a2

a2
r

< ψc
0ν |ψc

0ν >r.. Admittane életrique de transfertDe même que dans le paragraphe 5.3.2.b, l'expression de l'admittane életrique de transfertdu système est érite
YE =

1

MpeMpr
YT .



5.3. Proédé de mesure des impédanes aoustiques des éléments de l'oreille arti�ielle 97Le hamp de pression et le hamp de vitesse n'étant pas uniformes dans la avité, l'admit-tane aoustique de transfert, rapport du débit de l'émetteur en ourt-iruit aoustique sur lapression en z = ℓ, est une fontion de r.De même que dans le paragraphe 4.5, l'admittane aoustique de transfert (norme CEI61064-2 [22℄) est dé�nie en remplaçant les quantités qui dépendent de la variable r par leurvaleur moyenne sur la surfae du transduteur impliqué (par extension de la relation 2.1), àsavoir :
YT =

Se < ve >e + < Ye(r)p(r, 0) >e

< p(r, ℓ) >r

, (5.33)où
Ye(r) =< Ye >e +δYe(r) et p(r, 0) =< p(0) >e +δp(r, 0) .Par suite, en adoptant la même démarhe que dans le paragraphe 4.5 et en posant

Ve =< ve >e=
2

a2
e

∫ ae

0

ve(r0)r0 dr0 , (5.34)et
Ye =< Ye >e=

2

a2
e

∫ ae

0

Ye(r0)r0 dr0 , (5.35)il vient
YT =

SeVe + Ye < p(0) >e

< p(ℓ) >r

. (5.36)Le alul de l'admittane aoustique de transfert néessite don de aluler les valeurs moyennesde la pression aoustique sur la membrane de l'émetteur (z = 0) et du réepteur (z = ℓ).A�n de aluler les valeurs moyennes < p(0) >e et < p(ℓ) >r, la valeur moyenne < p(z) >e,rde la pression p(r, θ, z) sur la setion de rayon ae,r (ae,r désignant ae ou ar) est érite
< p(z) >e,r =

∑

µ,ν,t

pt
µν(z) < ψt

µν >e,r

=
∑

µ,ν,t

pt
µν(z)

1

πa2
e,r

∫ ae,r

0

r0 dr0

∫ 2π

0

dθ0ψ
t
µν(r0, θ0) ; (5.37)d'après les expressions (4.27a et b) des ψt

µν , l'intégrale sur θ0 est nulle pour µ 6= 0 et pour t = s,
µ = 0. La valeur moyenne < p(z) >e,r devient alors

< p(z) >e,r=
∑

ν

pc
0ν(z) < ψc

0ν >e,r , (5.38)e qui donne alors pour < p(0) >e et < p(ℓ) >r

< p(0) >e=
∑

ν

pc
0ν(0) < ψc

0ν >e , (5.39)
< p(ℓ) >r=

∑

ν

pc
0ν(ℓ) < ψc

0ν >r . (5.40)



98 5. Proédé de mesure de l'impédane aoustique des éléments onstitutifs del'oreille arti�ielleLe report de es expressions dans l'expression de l'admittane aoustique de transfert YT donnealors
YT =

SeVe + Ye

∑

ν

pc
0ν(0) < ψc

0ν >e

∑

ν

pc
0ν(ℓ) < ψc

0ν >r

. (5.41)L'admittane életrique de transfert est alors donnée par
YE =

1

MpeMpr

SeVe + Ye

∑

ν

pc
0ν(0) < ψc

0ν >e

∑

ν

pc
0ν(ℓ) < ψc

0ν >r

. (5.42)Le alul de l'admittane életrique de transfert YE ne néessite de onnaître que les termespour lesquels t = c et µ = 0. Il reste don à expliiter les oe�ients pc
0ν(z) pour que l'admittane

YE soit entièrement déterminée.Le report de l'expression de la pression (5.32) dans l'expression (5.38) donne
pc

0ν(z) =
j k0

1 −Kv

ρ0c0
S

[g0ν(z, 0)S < ve|ψc
0ν >e −Yr0νg0ν(z, ℓ)p

c
0ν(ℓ)]

− j k0g0ν(z, ℓ1)
∑

µ′,ν′,t′

pt′

µ′ν′(ℓ1) < y1ψ
c
0ν |ψt′

µ′ν′ >σ1
, (5.43)qui devient, en faisant usage de l'expression (K.9),

pc
0ν(z) =

j k0

1 −Kv

ρ0c0
S

[g0ν(z, 0)S < ve|ψc
0ν >e −Yr0νg0ν(z, ℓ)p

c
0ν(ℓ)]

− j k0ρ0c0g0ν(z, ℓ1)Y1

∑

ν′

pc
0ν′(ℓ1)ψ

c
0ν(a)ψ

c
0ν′(a) , (5.44)où Y1 = σ1/(ρ0c0)y1 est l'admittane aoustique loalisée de l'élément à aratériser. Elle vaut

Yf si et élément est une fente annulaire et 4Yt si l'élément est un réseau de quatre tubesylindriques (annexe K et référene [9, � 3-2 et 3-3℄). Cette équation onduit, en posant sues-sivement z = ℓ et z = ℓ1, à deux relations indépendantes entre pc
0ν(ℓ) et pc

0ν(ℓ1). La résolutionde e système d'équations donne les oe�ients pc
0ν(ℓ) et pc

0ν(ℓ1), e qui permet d'en déduireles oe�ients pc
0ν(z) et don les oe�ients pc

0ν(0), néessaires ave les pc
0ν(ℓ) pour le alul del'admittane életrique de transfert YE.5.3.4 Résultats théoriques et premiers résultats expérimentauxLes résultats théoriques obtenus pour les deux modèles déterminés dans e hapitre (modèlebasé sur la propagation d'ondes planes éq. 5.15 et modèle basé sur la formulation intégrale éq.5.42) sont observés et omparés respetivement dans les paragraphes a et b. Ces résultatsthéoriques sont omparés à des premiers résultats expérimentaux dans le paragraphe .



5.3. Proédé de mesure des impédanes aoustiques des éléments de l'oreille arti�ielle 99a. Contribution individuelle des di�érents éléments aoustiques en paroi sur l'ad-mittane életrique de transfertLes résultats présentés dans e paragraphe sont exprimés sous la forme de volumes aous-tiques de transfert de la avité de ouplage (notés VT ) dé�nis omme suit :
VT =

γRPR

jω
YT ,où γR et PR sont respetivement le rapport des apaités alori�ques Cp et Cv (massiques) del'air et la pression statique dans les onditions standard de référene.Pour des ommodités d'exploitation des résultats, le volume de transfert VT est normalisépar sa valeur aux basses fréquenes en l'absene d'éléments aoustiques en parois et d'e�etsthermiques dé�ni par (� 3.5.2) :

VTbf0 = V + Vbfe + Vbfr .Les ourbes de la �gure 5.5 représentent les volumes normalisés VT/VTbf0 dans le as oùla avité ne omporte pas de petit élément aoustique en paroi. L'apparente augmentation devolume en basses fréquenes sur es ourbes est uniquement due au e�ets thermiques dans laavité de ouplage.
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Fig. 5.5 � Volume aoustique de transfert normalisé VT/VTbf0 en fontion de la fréquene, selondeux modèles physiques ave un oupleur sans élément aoustique en paroi.Les ourbes des �gures 5.6 à 5.9 représentent les volumes aoustiques de transfert normalisés
VT/VTbf0 dans la as où la avité de ouplage omporte en paroi un petit omposant aoustique.Dans le modèle basé sur la formulation intégrale (éq. 5.42), un seul mode supérieur est onsidéré.Le volume de transfert est alulé pour des mirophones LS2P (1/2�).Les petits éléments aoustiques onsidérés ii ont la même forme que les éléments onstitutifsde l'oreille arti�ielle (� 5.1). Les dimensions hoisies pour es éléments dans e alul sont ellesde oupleurs réalisés au LNE et intégrant en paroi les éléments aoustiques à aratériser. Cesoupleurs spéiaux sont dérits plus préisément ave leurs dimensions dans l'annexe L.



100 5. Proédé de mesure de l'impédane aoustique des éléments onstitutifs del'oreille arti�ielleLes deux types d'éléments aoustiques onsidérés, en paroi du oupleur, sont une fente an-nulaire et un réseau de quatre tubes ylindriques, débouhant sur un hamp libre (impédanequasi-nulle) ou sur une avité. Ces éléments qui onstituent l'oreille arti�ielle sont représentésdans la norme en vigueur [20℄ par le iruit életrique équivalent de la �gure 5.2, où les résis-tanes et indutanes aoustiques (R2, L2) et (R3, L3) représentent respetivement la fente et leréseau de quatre tubes, et les apaités aoustiques C2 et C3 représentent les avités à l'arrièredes petits éléments aoustiques.
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Fig. 5.6 � Volume aoustique de transfert normalisé VT/VTbf0 en fontion de la fréquene, selondeux modèles physiques ave un oupleur omportant en paroi une fente annulaire ouverte.
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Fig. 5.7 � Volume aoustique de transfert normalisé VT/VTbf0 en fontion de la fréquene, selondeux modèles physiques ave un oupleur omportant en paroi une fente annulaire hargée parun volume arrière.Sur haque �gure de 5.5 à 5.9, les résultats obtenus ave les deux modèles sont très prohes.Les éarts entre es résultats sont préisés dans le paragraphe b.
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Fig. 5.8 � Volume aoustique de transfert normalisé VT/VTbf0 en fontion de la fréquene,selon deux modèles physiques ave un oupleur omportant en paroi quatre tubes ylindriquesouverts.
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Fig. 5.9 � Volume aoustique de transfert normalisé VT/VTbf0 en fontion de la fréquene,selon deux modèles physiques ave un oupleur omportant en paroi quatre tubes ylindriqueshargés par un volume arrière.



102 5. Proédé de mesure de l'impédane aoustique des éléments onstitutifs del'oreille arti�ielleLa omparaison des ourbes de la �gure 5.5 ave elles des �gures 5.6 à 5.9, montre quedans la partie basse de la gamme de fréquenes, haque omposant aoustique en paroi in�uenefortement la valeur du volume normalisé VT/VTbf0. Un rapide alul du volume normalisé auxbasses fréquenes VTbf/VTbf0, permet de mieux omprendre ette in�uene. L'expression (5.15),en supposant kzℓ petit et ompte tenu de e que les admittanes des mirophones Ye, Yr etl'admittane de paroi Yp sont petites, onduit à érire l'admittane aoustique de transfert dusystème aux basses fréquenes sous la forme suivante :
YTbf ≈ j kzℓ Yi + 2Yp + Ye + Yr + Y1 ,qui orrespond à la somme de l'admittane aoustique de transfert YTbf0 =

jω VTbf0

γRPR
sansomposant aoustique sur les parois de la avité (éq. 3.88) et de l'admittane d'entrée Y1 despetits omposants en paroi. Le volume de transfert normalisé aux basses fréquenes VTbf/VTbf0peut alors s'érire

VTbf

VTbf0

≈ 1 +
γRPR

jω VTbf0

Y1 .Cette expression du volume de transfert normalisé permet de faire plusieurs remarques sur lesourbes des �gures 5.6 à 5.9 :� jusqu'à près de 1 kHz, la déroissane linéaire (en éhelle logarithmique) du volume detransfert imposée par la présene de la fente ouverte montrée par la �gure 5.6 orrespondbien, en éhelle logarithmique, au omportement résistif attendu de elle-i (Y1 réel),observation qui s'applique également dans le as où le omposant aoustique en paroi estun réseau de quatre tubes, mais jusqu'à quelques entaines de Hz seulement (�gure 5.8),� quand les petits éléments aoustiques débouhent sur une avité, en basses fréquenesl'e�et du volume de elle-i est prépondérant devant l'e�et résistif de la fente ou destubes, e qui est représenté sur les ourbes des �gures 5.7 et 5.9 par le fait que le volumede transfert normalisé tend, dans les basses fréquenes, vers une valeur onstante qui estégale au volume de ette avité.Par ailleurs, il est visible que l'in�uene de es éléments aoustiques en paroi sur la valeurdu volume de transfert VT/VTbf0, et don sur elle de l'admittane életrique de transfert YE =
YT/(MpeMpr), est importante ar elle peut dépasser 40 dB pour le type d'éléments aoustiquesétudiés ii.L'in�uene individuelle de haque élément aoustique en paroi étant nettement marquée,la mise en ÷uvre de la méthode proposée dans e hapitre pour aratériser individuellementles petits éléments aoustiques de l'oreille arti�ielle semble don tout à fait envisageable dansla pratique. Il reste toutefois à proposer un protoole pour mettre en pratique ette méthodeet le niveau de préision qu'elle pourrait permettre d'atteindre. Cette étude expérimentale n'apas pu être poursuivies pour aller jusqu'à la mesure proprement dite en raison de di�ultéstehniques.b. In�uene des modes supérieurs sur l'admittane életrique de transfertLes ourbes des �gures 5.6 à 5.9 montrent que les deux modèles présentés dans e hapitrepour la avité de ouplage (éq. 5.15 et 5.42) donnent des résultats très prohes. Les ourbesdes �gures 5.10 à 5.13, représentant la di�érene des admittanes aoustiques de transfert YTalulées selon es deux modèles, préisent que ette di�érene est très faible en regard de
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Fig. 5.10 � Di�érene des admittanes aoustiques de transfert alulées, en fontion de lafréquene, selon deux modèles ave un oupleur omportant en paroi une fente annulaire ou-verte.
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Fig. 5.11 � Di�érene des admittanes aoustiques de transfert alulées, en fontion de lafréquene, selon deux modèles ave un oupleur omportant en paroi une fente annulaire ou-verte.
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Fig. 5.12 � Di�érene des admittanes aoustiques de transfert alulées, en fontion de lafréquene, selon deux modèles ave un oupleur omportant en paroi quatre tubes ylindriquesouverts.
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Fig. 5.13 � Di�érene des admittanes aoustiques de transfert alulées, en fontion de lafréquene, selon deux modèles ave un oupleur omportant en paroi quatre tubes ylindriqueshargés par un volume arrière.



5.3. Proédé de mesure des impédanes aoustiques des éléments de l'oreille arti�ielle 105l'in�uene sur YT des éléments aoustiques en paroi (plusieurs dizaines de dB dans ertainsas), ar elle n'exède pas 0,02 dB (�gures 5.12 et 5.13).Cependant, il faut rappeler que le modèle tenant ompte des modes supérieurs dans la avitéde ouplage est sujet aux mêmes interrogations onernant la modélisation du mirophoneque elui présenté dans le hapitre 4. Ainsi, il n'est pas ertain que l'in�uene des modessupérieurs sur YT illustrée pour di�érents types d'éléments aoustiques en parois sur les �gures5.10 à 5.13 soit bien réaliste. Par ailleurs, la préision de la méthode de aratérisation despetits éléments aoustiques présentée ii n'étant pas déterminée, il n'est, pour le moment paspossible de onlure sur l'intérêt pratique de tenir ompte des modes supérieurs dans la avitéde ouplage dans le alul de l'admittane aoustique de transfert YT .. Comparaison de résultats théoriques et expérimentauxLes ourbes des �gures 5.14 à 5.18 permettent d'e�etuer une première véri�ation qualita-tive de la onordane entre les modèles établis pour les éléments aoustiques plaés en paroi dela avité de ouplage [9℄ ave la pratique. Sur es �gures, la ourbe verte représente le rapportdes valeurs de l'admittane életrique de transfert YE mesurées ave et sans élément aoustiqueen paroi, et la ourbe bleue représente le rapport des valeurs de l'admittane aoustique detransfert YT alulées (modèle basé sur la formulation intégrale éq. 5.41) ave et sans élémentaoustique en paroi. Ces deux rapports d'admittanes doivent êtres égaux si les modèles établispour les éléments en paroi orrespondent à la réalité. En e�et, l'admittane aoustique YT étantégale au produit de l'admittane életrique YE par le produit des e�aités des mirophones
MpeMpr (éq. 1.17), qui dépend uniquement des mirophones, un rapport de YT alulés dans eson�gurations de avités di�érentes doit être égal au rapport des YE mesurés dans es mêmeson�gurations.Par manque de ertains équipements, tout le soin néessaire n'a pas pu être apporté auxmesures des admittanes YE pour obtenir une grande préision. Les résultats présentés danse paragraphe permettent don seulement d'avoir une première idée de la onordane entreles modèles analytiques préédemment établis pour les éléments onstitutifs de l'oreille arti�-ielle [9℄ et la pratique, et de e qui pourrait être fait par la suite pour aratériser es petitsomposants aoustiques par la méthode proposée dans e hapitre.La �gure 5.14 montre que le modèle utilisé pour représenter la fente annulaire ouverte [9,� 3-2℄ semble bien orrespondre à la réalité ar les résultats théoriques présentent une bonneonordane ave les résultats expérimentaux. Il n'en est pas de même dans le as où la fente esthargée par un volume arrière, ar la di�érene entre les valeurs théoriques et expérimentalespeut, dans e as, dépasser 5 dB.Selon toutes vraisemblanes, ette di�érene serait plut�t due à des inexatitudes dans lesvaleurs des dimensions de la fente et de la avité sur laquelle elle débouhe utilisées dans lealul des YT . En e�et, le oupleur omportant en paroi une fente débouhant sur un volume,réalisé au LNE, présente ertaines imperfetions dans sa réalisation qui font que les épaisseursde la fente et du volume annulaire arrière sont très probablement plus élevées que elles qui sontutilisées dans le alul : dans la pratique, il est néessaire de beauoup forer pour emboîterles pièes du oupleur onstituant la fente et les avités annulaires, il n'est don pas impossiblequ'une fois assemblé l'ensemble n'ait pas les dimensions attendues (dimensions déterminéesd'après des mesures séparées des di�érentes pièes du oupleurs) et qu'il présente des défautsplus ou moins importants dans sa géométrie omme des défauts de parallélisme ou l'existene
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Fig. 5.14 � Valeurs (dB) du rapport des admittanes YE mesurées ave et sans fente ouverteen paroi et du rapport des admittanes YT alulées dans les mêmes onditions, en fontion dela fréquene.
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Fig. 5.15 � Valeurs (dB) du rapport des admittanes YE mesurées ave et sans fente hargéepar un volume arrière en paroi et du rapport des admittanes YT alulées dans les mêmesonditions, en fontion de la fréquene.



5.3. Proédé de mesure des impédanes aoustiques des éléments de l'oreille arti�ielle 107de fentes additionnelles internes (annexe L). Cei semble on�rmé par le fait que l'utilisationdans le alul de YT de valeurs pour la longueur du oupleur, l'épaisseur de la fente et elle dela avité annulaire augmentées de 0,031 mm par rapport aux dimensions initiales (annexe L,tableau L.1) permet d'obtenir des résultats théoriques qui onordent mieux ave l'expériene(�gure 5.16). Cependant, ette onordane n'est pas parfaite et il faudrait faire réaliser unnouveau oupleur aoustique ave en paroi une fente débouhant sur une avité annulaire dontla struture et les dimensions seraient plus �ables a�n de mieux évaluer la onordane entrethéorie et pratique.
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Fig. 5.16 � Valeurs (dB) du rapport des admittanes YE mesurées ave et sans fente hargéepar un volume arrière en paroi et du rapport des admittanes YT alulées dans les mêmesonditions ave des valeurs orrigées de l'épaisseur de la fente, de la avité et du oupleur, enfontion de la fréquene.Les ourbes des �gures 5.17 et 5.18 montrent un ertain déalage entre les résultats théoriqueset expérimentaux qui peut s'expliquer enore une fois par des impréisions dans les valeurs desdimensions des tubes ylindriques. En e�et, les diamètres de eux-i ne sont déterminés qu'aveune préision de 0,02 mm et leur longueur ave une préision de 0,05 mm (annexe L), equi semble insu�sant ompte tenu de la grande sensibilité de la valeur de l'admittane YT àdes variations, dans les aluls, des dimensions des petits éléments aoustiques en paroi. Parailleurs, es impréisions peuvent laisser supposer que les quatre tubes n'ont pas foremmentles mêmes dimensions, e qui n'est pas pris en ompte dans le alul. En�n, la réalisation mêmedu oupleur (en plastique) n'est pas très �propre� (bavures, rayures profondes...), e qui peutentraîner des perturbations dans la avité qui ne sont pas prises en ompte dans le alul de
YT . Tout ei onduit à penser que, dans e as aussi, la réalisation d'un oupleur aoustiqueplus �nement réalisé et aratérisé serait néessaire à la poursuite de l'étude.Les modèles analytiques de tubes, fente et volumes annulaires de l'oreille arti�ielle [9℄semblent don représenter es petits omposants aoustiques de façon assez réaliste. Une étudeexpérimentale et théorique plus approfondie de la sensibilité, selon la gamme de fréquenesutilisée, de la valeur de l'admittane életrique de transfert à des variations des dimensionsde es petits omposants permettrait de mettre au point une proédure permettant de lesaratériser �nement par la méthode dérite dans e hapitre et de déterminer la préision deette méthode.
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Fig. 5.17 � Valeurs (dB) du rapport des admittanes YE mesurées ave et sans quatre tubesouverts en paroi et du rapport des admittanes YT alulées dans les mêmes onditions, enfontion de la fréquene.
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Fig. 5.18 � Valeurs (dB) du rapport des admittanes YE mesurées ave et sans quatre tubeshargés par un volume arrière en paroi et du rapport des admittanes YT alulées dans lesmêmes onditions, en fontion de la fréquene.



ConlusionL'objetif prinipal du travail présenté dans e mémoire est de proposer des modélisationsanalytiques préises de la avité de ouplage dans le dispositif d'étalonnage de mirophones parla méthode de réiproité, ei dans le but d'améliorer la préision des étalonnages de miro-phones et d'étendre ette méthode à la mesure d'impédanes de petits omposants aoustiques.Les modèles atuellement en usage et retenus par la norme en vigueur reposent sur des basesthéoriques qui néessitent d'être révisées. Ainsi, dans le hapitre 3 sont proposés, en alternativeaux modèles en usage, des modèles reposant sur des théories déjà existantes et représentant defaçon plus rigoureuse et omplète les e�ets des ouhes limites visqueuses et thermiques dansla avité de ouplage. Les résultats obtenus dans e hapitre montrent, en outre, que les erreursengendrées par les modèles en usage sur la valeur de l'admittane aoustique de transfert etpar suite sur les résultats d'étalonnage des mirophones par la méthode de réiproité, ne sontpas négligeables en regard de la préision reherhée, e qui justi�erait pleinement une révisionde la norme onernant les modèles analytiques retenus pour représenter le hamp de pressiondans la avité de ouplage.Reste que les modèles établis dans le hapitre 3 admettent ertaines approximations, no-tamment onernant le pro�l de vitesse des membranes des mirophones (supposé uniforme),qui onduisent à admettre que dans la avité de ouplage ylindrique le hamp de pressionest indépendant des oordonnées (r, θ), e qui, dans le as présent où une grande préision estreherhée, peut se révéler réduteur et engendrer des erreurs signi�atives dans les étalonnagesde mirophones. Une modélisation plus �ne du hamp de pression dans la avité de ouplage,prenant en ompte les modes supérieurs (essentiellement radiaux) ainsi que les e�ets des ouhesvisqueuses et thermiques dans la avité de ouplage est don proposée dans le hapitre 4. Cetravail de modélisation a permis d'établir une représentation du hamp de pression dans la av-ité de ouplage qui repose sur la formulation intégrale du problème aux limites, tenant omptedes modes supérieurs dans la avité ainsi que des e�ets des ouhes limites visothermiquespar le hoix d'une fontion de Green adaptée. Une telle modélisation permet, de plus, d'ouvrirla voie à la modélisation d'un système pour la mesure d'impédanes de petits omposants,mesure qui repose sur le même prinipe que elui de la méthode de réiproité. Ce modèle, parailleurs, rend parfaitement ompte de la symétrie des r�les tenus par les deux mirophones dansla avité de ouplage, e qui est important ar 'est sur ette symétrie que repose la méthodede réiproité elle-même. Les résultats exposés à la �n du hapitre 4 montrent que les modessupérieurs peuvent avoir une in�uene non négligeable sur les résultats d'étalonnage.Pour autant, es résultats doivent être interprétés ave préaution ar e modèle soulèveun problème fondamental qui est la modélisation du mirophone életrostatique. En e�et, lemodèle établi dans le hapitre 4 repose sur l'hypothèse que les membranes des mirophones ontun mouvement non uniforme et suppose onnue la forme de leur pro�l de vitesse. En pratique, lesdéformées des membranes de mirophones utilisés dans une avité ylindrique ne sont onnues109



110 Conlusionqu'ave une préision toute relative qui n'est sans doute pas su�sante dans le as présent oùune grande préision est reherhée. De plus, l'inidene de ette non-uniformité des déforméesde membranes sur la transdution, et don sur la notion même d'admittane aoustique detransfert et d'e�aité, est à l'heure atuelle inonnue. L'in�uene des modes supérieurs dansla avité, telle qu'illustrée à la �n du hapitre 4, n'est alors peut-être pas très représentative dela réalité. Ainsi, une étude plus approfondie de la modélisation du mirophone életrostatiqueprenant en ompte le mouvement non-uniforme de la membrane devrait-il permettre de préisere point en terme de dé�nition de l'e�aité du mirophone et don d'admittane aoustiquede transfert.Conernant l'extension de la méthode de réiproité à une méthode de mesure �ne des ara-téristiques d'entrée de petits omposants aoustiques, les deux modèles mentionnés préédem-ment pour la avité de ouplage ave, en parois, les impédanes à aratériser, sont établis dansle hapitre 5. Une modélisation suppose la propagation d'ondes planes uniquement, l'autre tiensompte des modes supérieurs engendrés par le pro�l de vitesse non-uniforme des membranes demirophones (omportant don les mêmes interrogations que elles soulevées dans le hapitre4) et par la présene des petits omposants aoustiques sur les parois de la avité. Les premiersrésultats présentés dans e hapitre semblent montrer que l'in�uene des modes supérieurs estassez faible ompte tenu des perturbations engendrées par la présene d'éléments aoustiquessur les parois de la avité de ouplage. Cependant, de même que pour le modèle développé dansle hapitre 4, un modèle plus préis des mirophones devrait permettre de mieux aratériserl'in�uene des modes supérieurs dans la avité. Par ailleurs, les premiers résultats expérimen-taux présentés dans e hapitre présentent une bonne onordane ave les résultats théoriques,e qui indique que les modèles des éléments aoustiques plaés en paroi de la avité semblentreprésenter le omportement aoustique de es éléments de façon réaliste. Cette omparaisonentre théorie et pratique a permis en outre de montrer que l'admittane életrique de transfertentre les deux mirophones mesurée sur e dispositif est très sensible à des petites variationsdans les dimensions des éléments aoustiques en paroi, e qui laisse présager que la mise en plaepratique d'une méthode de mesure �ne de es éléments aoustiques est tout à fait envisageable.Les perspetives d'appliations des résultats obtenus dans e travail de thèse, qui doiventdans un premier temps onduire à la révision des normes atuellement en vigueur sur l'étalon-nage des mirophones par la méthode de réiproité, ne se réduisent pas don à e seul domaine.Ces résultats portent l'espoir de mener à une méthode de mesure �ne des aratéristiques d'en-trée des petits omposants aoustiques qui fait défaut à l'heure atuelle et de mener à termeà des ouvertures sur la métrologie des miro-omposants aoustiques (attendus dans le adrede la miniaturisation des apteurs). Par ailleurs, omme le souhaitait le LNE en initiant etteétude, es résultats devraient permettre de aratériser �nement les éléments onstitutifs del'oreille arti�ielle, e qui devrait onduire à mettre au point une méthode d'étalonnage de edispositif et onstituerait ainsi une avanée importante dans le domaine de l'audiométrie.En�n, des développements futurs portant sur de nouvelles modélisations de apteurs mi-rophoniques, qui prendraient en ompte les e�ets de déformées réalistes des membranes etorrélativement la répartition spatiale des mouvements aoustiques dans les miro-avités etmiro-onduits qui onstituent es apteurs, permettront aux modèles proposés de donner leur�pleine mesure� en terme de �nesse de mesure et de aratérisations de apteurs et mini-omposants aoustiques.



Annexe ADimensions normalisées pour lesoupleurs aoustiquesLes �gures et tableaux présentés dans ette annexe sont extraits de la norme CEI 61094-2sur l'étalonnage en pression des mirophones étalons de laboratoire [22℄.

Fig. A.1 � Con�guration méanique des oupleurs �en ondes planes�.Dimensions (mm) Types de mirophones étalonsSymbole LS1P LS2aP LS2bPøA 23,77 13,2 12,15øB 18,6 9,3 9,8øC 18,6 9,3 9,8D 1,95 0,5 0,7E 3,5�9,5 3�7 3,5 � 6Tab. A.1 � Dimensions nominales pour les oupleurs �en ondes planes�.
111



112 A. Dimensions normalisées pour les oupleurs aoustiques

Fig. A.2 � Con�guration méanique des oupleurs �de grands volumes�.

Dimensions (mm) Types de mirophones étalonsSymbole LS1P LS2aP LS2bPøA 23,77 13,2 12,15øB 18,6 9,3 9,8øC 42,88 ± 0,03 18,30 ± 0,03 18,30 ± 0,03D 1,95 0,5 0,7E 12,55 ± 0,03 3,50 ± 0,03 3,50 ± 0,03F 0,80 ± 0,03 0,40 ± 0,03 0,40 ± 0,03Tab. A.2 � Dimensions nominales pour les oupleurs �de grands volumes�.



Annexe BFihe synoptique de l'appareil deréiproitéLa �he synoptique de l'appareil de réiproité Brüel & Kjær type 5998 est extraite de ladoumentation tehnique de et équipement [7℄.

113



114 B. Fihe synoptique de l'appareil de réiproité

Fig. B.1 � Fontionnement de l'appareil de réiproité Brüel & Kjær 5998 .



Annexe CComparaison entre les solutions de Gerberave elle établie pour la �petite� avitéLes deux problèmes posés dans les paragraphes 3.2 et 3.3 pour les hamps thermique etaoustique ouplés en avité traités dans le hapitre 3 sont présentés de manières di�érentessuivant que le modèle repose sur eux en usage dans le domaine de l'aoustique ou sur elui deGerber [12℄ issu de la thermique. Le propos de ette annexe est de montrer que es problèmeset leurs solutions sont bien équivalents en érivant es solutions sous forme d'un développementsur une même base de fontions propres.C.1 Problèmes traitésDans le paragraphe 3.3, la solution proposée est issue de la résolution de l'équation dedi�usion de la haleur (3.3), le proessus de di�usion trouvant son origine dans le hamp depression aoustique p, le hamp de température τ1 devant de surroît satisfaire à des onditionsaux limites de Dirihlet homogènes et des onditions initiales nulles :
(

1

c0ℓh

∂

∂t
− ∆

)

τ1 =
γ − 1

β̂γ

1

c0ℓh

∂

∂t
p pour ~r ∈ D , t > 0 , (C.1a)

τ1 = 0 pour ~r ∈ S , t > 0 , (C.1b)
τ1 = 0 pour ~r ∈ D , t = 0 , (C.1)où S et D représentent respetivement la surfae et le volume de la avité onsidérée.La résolution que propose Gerber dans son artile [12℄ revient à érire la solution pour lehamp de température notée ii τ2(~r, t) sous la forme du produit de onvolution sur la variable

t du hamp de pression ave une fontion g(~r, t) :
τ2 = g ∗t

(

γ − 1

β̂γ

∂

∂t
p

)

,où la fontion g(~r, t) doit satisfaire au problème (3.8) :
(

1

c0ℓh

∂

∂t
− ∆

)

g = 0 pour ~r ∈ D , t > 0 , (C.2a)115



116C. Comparaison entre les solutions de Gerber ave elle établie pour la �petite�avité
g = 0 pour ~r ∈ S , t > 0 , (C.2b)
g = 1 pour ~r ∈ D , t = 0 . (C.2)Pour véri�er l'équivalene de es deux présentations, il su�t de remarquer qu'elles sont l'uneet l'autre des as partiuliers d'un même problème général, es solutions partiulières assoiéesétant les mêmes. Le problème général onsidéré est donné par :

(

1

c0ℓh

∂

∂t
− ∆

)

τg(~r, t) = f(~r, t) pour ~r ∈ D , t > 0 , (C.3a)
τg(~r, t) = 0 pour ~r ∈ S , t > 0 , (C.3b)
τg(~r, t) = τi(~r) pour ~r ∈ D , t = 0 . (C.3)Le problème aux valeurs propres assoié est de la forme

(∆ + k2
m)ψm(~r) = 0 pour ~r ∈ D , (C.4a)

ψm(~r) = 0 pour ~r ∈ S . (C.4b)La fontion τg(~r, t) peut alors être déomposée de la façon suivante
τg(~r, t) =

∑

m

< ψm|τg > ψm(~r) , (C.5)où < ψm|τg > est la projetion de τg sur le veteur propre ψm :
< ψm|τg >=

∫∫∫

D
ψm(~r)τg(~r, t) d~r .C.2 Solution du problème généralLa projetion de l'équation (C.3a) sur la base des veteurs propres donne

1

c0ℓh

∂

∂t
< ψm|τg > − < ψm|∆τg >=< ψm|f > ,où, en faisant usage du théorème de Green et ompte tenu des onditions aux frontières (C.4b,C.3b) satisfaites par ψm et τg (onditions de Dirihlet homogènes),

< ψm|∆τg >=< ∆ψm|τg >= −k2
m < ψm|τg > ,e qui donne alors le problème projeté

(

1

c0ℓh

∂

∂t
+ k2

m

)

< ψm|τg >=< ψm|f > pour t > 0 , (C.6a)
< ψm|τg >=< ψm|τi > pour t = 0 , (C.6b)dont la solution s'érit

< ψm|τg >= e−c0ℓh k2
mt

[

< ψm|τi > +

∫ t

0

c0ℓh ec0ℓh k2
mt0 < ψm|f > dt0

]

, (C.7)



C.3. Equivalene des solutions 117e qui donne l'expression de la fontion τg(~r, t) :
τg(~r, t) =

∑

m

e−c0ℓh k2
mt

[

< ψm|τi > +

∫ t

0

c0ℓh ec0ℓh k2
mt0 < ψm|f > dt0

]

ψm(~r) . (C.8)A noter que ette expression générale permet de retrouver la fontion de Green G(~r, ~r0; t)du problème (C.1) en posant
f(~r, t) = δ(~r − ~r0)δ(t) et τi(~r) = 0 ,e qui donne
G(~r, ~r0; t) =

∑

m

c0ℓh e−c0ℓh k2
mtψm(~r0)ψm(~r) . (C.9)C.3 Equivalene des solutionsLa solution τ1 du problème (C.1) est déduite de la solution générale τg (C.8) en posant

f(~r, t) =
γ − 1

β̂γ

1

c0ℓh

∂

∂t
p(t) et τi(~r) = 0 ,e qui donne, du fait que le hamp de pression est uniforme dans la avité,

τ1 =
∑

m

e−c0ℓh k2
mtψm(~r) < ψm >

γ − 1

β̂γ

∫ t

0

ec0ℓh k2
mt0

∂

∂t0
p(t0) dt0 , (C.10)où < ψm >=

∫∫∫

D
ψm(~r) d~r.La solution g(~r, t) du problème (C.2) résolu par Gerber est déduite de la solution générale

τg (C.8) en posant
f(~r, t) = 0 et τi(~r) = 1 ,e qui donne

g(~r, t) =
∑

m

e−c0ℓh k2
mtψm(~r) < ψm > . (C.11)La solution pour le hamp de température instantanée τ2 est alors érite

τ2(~r, t) = g ∗t

(

γ − 1

β̂γ

∂

∂t
p

)

=
γ − 1

β̂γ

∫ t

0

g(~r, t− t0)
∂

∂t0
p(t0) dt0

=
∑

m

e−c0ℓh k2
mtψm(~r) < ψm >

γ − 1

β̂γ

∫ t

0

ec0ℓh k2
mt0

∂

∂t0
p dt0 . (C.12)Les solutions τ1 et τ2 des deux problèmes admettent la même déomposition sur la base desveteurs propres ψm : elles sont don identiques.Ainsi, les solutions alulées par Gerber dans le paragraphe 3.2 sont aussi solutions du prob-lème résolu dans le paragraphe 3.3 (�petite� avité).



118C. Comparaison entre les solutions de Gerber ave elle établie pour la �petite�avitéRemarque.� La solution (C.11) du problème (C.2) représente très bien une fontion deGreen. Elle est en e�et également solution du problème
(

1

c0ℓh

∂

∂t
− ∆

)

g(~r, t) =
1

c0ℓh
δ(t) pour ~r ∈ D , t > 0 , (C.13a)

g(~r, t) = 0 pour ~r ∈ S , t > 0 , (C.13b)omme il est faile de le véri�er en érivant, dans la solution générale (C.8), τi = 0 et f =
1

c0ℓh
δ(t).



Annexe DCorretions thermiques pour di�érentesformes de avités (Gerber)Cette annexe présente les solutions trouvées par Gerber au problème (3.8) pour di�érentesformes de avité. Les solutions sont données pour haque as sous la forme d'un développementmodal et sous une forme �exate�. L'ensemble de es solutions est réapitulé dans le tableauD.1.D.1 SphèreLe domaine D est une sphère de rayon a aux parois rigides. En admettant une symétriesphérique, le problème (3.8) s'érit en oordonnées sphériques :
(

∂ 2

∂r2 +
2

r

∂

∂r
− 1

σ

∂

∂t

)

g = 0 pour r ∈ (0, a) , t > 0 , (D.1a)
g = 0 pour r = a , t > 0 , (D.1b)
g = 1 pour r ∈ (0, a) , t = 0 . (D.1)D.1.1 Développement modalLa solution du problème (D.1) s'érit sous la forme

g(r, t) =
1

r

+∞
∑

n=1

(

Anej nπra +Bne−j nπra
)

exp
−σn2π2t

a2 ,qui donne, ompte tenu de e que g reste �ni en r = 0 (An = −Bn)
g(r, t) =

1

r

+∞
∑

n=1

an sin
nπr

a
exp

−σn2π2t

a2 . (D.2)La solution doit satisfaire à la ondition initiale (D.1)
g(r, 0) =

1

r

+∞
∑

n=1

an sin
nπr

a
= 1 ,119



120 D. Corretions thermiques pour di�érentes formes de avités (Gerber)qui donne, ompte tenu de l'othogonalité des fontions sin
nπr

a
,

an = − 2a

nπ
(−1)n . (D.3)La fontion g(r, t) s'érit don

g(r, t) = −2a

πr

+∞
∑

n=1

(−1)n

n
sin

nπr

a
e
−σn2π2t

a2
, (D.4)e qui donne pour τ (3.23),

τ(~r, t) = g ∗t
∂ θg

∂t
, (D.5)où θg =

γ − 1

β̂γ
pg (3.9). La valeur moyenne de τ sur le domaine D s'érit, ompte tenu de eque θg(t) est uniforme dans D,

< τ >=< g > ∗t
∂ θg

∂t
,soit, dans le domaine de Fourier,

< τ >= jω < g(ω) > θg(ω) = jω
γ − 1

β̂γ
pg < g > .La moyenne spatiale sur le volume V de la réponse impulsionnelle < g > dans le domainede Fourier donne, d'après (D.4),

< g >=
6

π2

+∞
∑

n=1

1

n2

1

jω +
n2π2

9

A2

V 2 σ

,où le rapport surfae / volume vaut A/V = 3/a. La moyenne < τ > de τ sur le volume Vs'érit alors, dans le domaine de Fourier,
< τ >=

γ − 1

β̂γ
pg

+∞
∑

n=1

6

π2

1

n2

1

1 +
n2π2

9
X2

, (D.6)où X est donné par (σ = c0ℓh )
X2 =

A2

V 2

c0ℓh
jω

.D.1.2 Solution à ourt terme par transformée de LaplaeSoit gL = 1 − g, le problème (D.1) donne alors :
(

∂ 2

∂r2 +
2

r

∂

∂r
− 1

σ

∂

∂t

)

gL = 0 pour r ∈ (0, a) , t > 0 , (D.7a)
gL = 1 pour r = a , t > 0 , (D.7b)
gL = 0 pour r ∈ (0, a) , t = 0 , (D.7)



D.1. Sphère 121soit, dans le domaine de Laplae
(

∂ 2

∂r2 +
2

r

∂

∂r
− q2

)

TL = 0 pour r ∈ (0, a) , (D.8a)
TL =

1

s
pour r = a , (D.8b)où GL(r, s) est la transformée de Laplae de gL(r, t), s est la variable de Laplae et q2 = s/σ.La solution de e problème s'érit

GL =
1

s

a

r

sinh qr

sinh qa
. (D.9)La valeur moyenne < GL > de GL sur le volume V s'érit

< GL >=
3

sqa

[

cosh qa

sinh qa
− 1

qa

]

.Cette expression peut être développée de la façon suivante
< GL >≈

3

sqa

[

1 − 2
+∞
∑

n=1

(−1)ne−nqa

]

− 3

sq2a2 , (D.10)si qa n'est pas petit.En appliquant les transformées de Laplae inverses (29.3.85) et (29.3.5) de la référene [1℄rappelées dans l'annexe E, la valeur moyenne < gL > de gL sur le volume V donne
< gL >≈

3

a
(σt)1/2

[

2√
π

− 4
+∞
∑

n=1

(−1)nierfc
na

2
√
σt

]

− 3

a2 σt+ O
(

(σt)2
)

, (D.11)où ierf désigne l'intégrale de la fontion d'erreur dé�nie par
ierfc x =

∫ ∞

x

erfc t dt , ave erfc x =
2√
π

∫ ∞

x

e−t2 dt .La solution < g > du problème (D.1) est déduite de elle du problème (D.8) par la relation
g = 1 − gL, en négligeant les termes en ierf,

< g >≈ 1 − 2√
π

(σt)1/2A

V
+

1

3
σt
A2

V 2 + O
(

(σt)2
)

. (D.12)L'expression de la valeur moyenne < τ > de τ sur la volume V
< τ >=< g > ∗t

∂ θg

∂t
,donne, dans le domaine de Fourier,

< τ >= jω < g(ω) > θg(ω) = jω
γ − 1

β̂γ
pg < g(ω) > .La valeur moyenne < τ > s'érit alors, dans le domaine de Fourier,

< τ >≈ γ − 1

β̂γ
pg

[

1 −X +
3

4

1

3
X2 + O

(

X4
)

]

. (D.13)



122 D. Corretions thermiques pour di�érentes formes de avités (Gerber)D.2 Boîte �in�nie�Le domaine d'étude est ii l'espae ontenu entre deux plans parallèles situés en z = 0 et
z = ℓ. La di�usion étant uniquement longitudinale, le problème (3.8) s'érit en oordonnéesartésiennes :

(

∂ 2

∂z2 − 1

σ

∂

∂t

)

g = 0 pour z ∈ (0, ℓ) , t > 0 , (D.14a)
g = 0 pour z = 0 ou ℓ , t > 0 , (D.14b)
g = 1 pour z ∈ (0, ℓ) , t = 0 . (D.14)Les solutions de e problème sont données par

g(z, t) = ψ(z, t) ,la fontion ψ(z, t) étant dé�nie dans le paragraphe 3.2.3 omme la solution du problème (3.16).La moyenne sur le volume V de la fontion g s'érit don, d'après (3.21),
< g >=

2

π2

+∞
∑

n=0

1

(n+ 1/2)2 exp−(n + 1/2)2π2A
2

V 2 σt , (D.15)où le rapport A/V vaut 2/ℓ, soit dans le domaine de Fourier,
< g >=

2

π2

+∞
∑

n=0

1

(n+ 1/2)2

1

jω + (n+ 1/2)2π2A
2

V 2 σ

, (D.16)e qui donne pour la l'éart instantané de température τ ,
< τ > = jω

γ − 1

β̂γ
pg < g >

=
2

π2

+∞
∑

n=0

1

(n + 1/2)2

1

1 + (n+ 1/2)2π2X2 , (D.17)où X est donné par (σ = c0ℓh )
X2 =

A2

V 2

c0ℓh
jω

.La solution à ourt terme par transformée de Laplae de la valeur moyenne < g > est donnéd'après l'expression (3.37),
< g >= 1 − 2

ℓ
(σt)1/2

[

2√
π

+ 4

+∞
∑

n=1

(−1)nierfc n
ℓ

2

1

(σt)1/2

]

, (D.18)e qui permet de déduire < τ >, en négligeant le terme en ierf,
< τ >≈ γ − 1

β̂γ
pg(1 −X) . (D.19)



D.3. Cylindre semi-in�ni 123D.3 Cylindre semi-in�niLe domaine d'étude est un ylindre in�ni de rayon a. Compte tenu de la symétrie ylindriquedu domaine d'étude, le problème (3.8) s'érit en oordonnées ylindriques :
(

∂ 2

∂r2 +
1

r

∂

∂r
− 1

σ

∂

∂t

)

g = 0 pour r ∈ (0, a) , t > 0 , (D.20a)
g = 0 pour r = a , t > 0 , (D.20b)
g = 1 pour r ∈ (0, a) , t = 0 , (D.20)De même que préédemment, les solutions de e problème sont données par

g(r, t) = ϕ(r, t) ,la fontion ϕ(r, t) étant dé�nie dans le paragraphe 3.2.3 omme la solution du problème (3.15).La moyenne sur le volume V de la fontion g s'érit don, d'après (3.20),
< g >=

+∞
∑

n=1

4

λ2
n

exp
−λ2

n

a2

A2

V 2 σt , (D.21)où le rapport A/V vaut 2/a, soit dans le domaine de Fourier,
< g >=

+∞
∑

n=1

4

λ2
n

1

jω +
λ2

n

a2

A2

V 2 σ

, (D.22)e qui donne pour la l'éart instantané de température τ ,
< τ > = jω

γ − 1

β̂γ
pg < g >

=
+∞
∑

n=1

4

λ2
n

1

1 +
λ2

n

a2 X
2

, (D.23)où X est donné par (σ = c0ℓh )
X2 =

A2

V 2

c0ℓh
jω

.La solution à ourt terme par transformée de Laplae de la valeur moyenne < g > est donnéd'après l'expression (3.31),
< g >≈ 1 − 2√

π

A

V
(σt)1/2 +

1

4

A2

V 2 σt+
1

24
√
π

A3

V 3 (σt)3/2 , (D.24)e qui permet de déduire la valeur moyenne < τ >

< τ >≈ γ − 1

β̂γ
pg

[

1 −X +
1

4
X2 +

3

4

√
π

1

24
√
π
X3

]

. (D.25)



124 D. Corretions thermiques pour di�érentes formes de avités (Gerber)D.4 ParallélépipèdeLe domaine d'étude D est un parallélépipède de dimensions ℓx, ℓy, ℓz. Le rapport volume /surfae vaut
V

A
=

2

1/ℓx + 1/ℓy + 1/ℓz
,et les rapports R1 et R2 sont dé�nis par

R1 =
ℓx
ℓy

et R2 =
ℓx
ℓz
.Le problème (3.8) en oordonnées artésiennes s'érit

(

∂ 2

∂x2 +
∂ 2

∂y2 +
∂ 2

∂z2 − 1

σ

∂

∂t

)

g = 0 (D.26a)pour x ∈ (0, ℓx), y ∈ (0, ℓy), z ∈ (0, ℓz) et t > 0,
g = 0 pour x = 0 ou ℓx , y = 0 ou ℓy , z = 0 ou ℓz , t > 0 , (D.26b)
g = 1 pour x ∈ (0, ℓx) , y ∈ (0, ℓy) , z ∈ (0, ℓz) , t = 0 . (D.26)La solution g est herhée sous la forme d'une fontion à variables séparées :

g(x, y, z, t) = ψx(x, t)ψx(y, t)ψx(z, t) ,où ψx(x, t), ψy(y, t) et ψz(z, t) sont des solutions du problème (3.16) pour lesquelles l'axe dedi�usion est respetivement x, y et z.D.4.1 Développement modalLa valeur moyenne sur le volume V des fontions ψx, ψy et ψz sont données par le développe-ment modale (3.21) :
< ψx,y,z >=

2

π2

+∞
∑

n=0

1

(n+ 1/2)2 exp−(n + 1/2)2π2 4

ℓ2x,y,z

σt . (D.27)Le produit des ψx,y,z donne alors l'expression de g. La valeur moyenne sur le volume V de
g s'érit alors, tous aluls faits,

< g >=
8

π6

+∞
∑

m=0

+∞
∑

n=0

+∞
∑

p=0

1

(m+ 1/2)2(n + 1/2)2(p+ 1/2)2 e
−π2A2

V 2 σt

exp
(m+ 1/2)2 + (n+ 1/2)2R2

1 + (p+ 1/2)2R2
2

(1 +R1 +R2)2
, (D.28)soit dans le domaine de Fourier,
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< g > =

8

π6

+∞
∑

m=0

+∞
∑

n=0

+∞
∑

p=0

1

(m+ 1/2)2(n + 1/2)2(p+ 1/2)2

1

jω + π2A
2

V 2

(m+ 1/2)2 + (n+ 1/2)2R2
1 + (p+ 1/2)2R2

2

(1 +R1 +R2)
2 σ

, (D.29)e qui donne pour < τ >

< τ > =
γ − 1

β̂γ
pg

8

π6

+∞
∑

m=0

+∞
∑

n=0

+∞
∑

p=0

1

(m+ 1/2)2(n + 1/2)2(p + 1/2)2

1

1 + π2 (m+ 1/2)2 + (n+ 1/2)2R2
1 + (p+ 1/2)2R2

2

(1 +R1 +R2)
2 X2

. (D.30)D.4.2 Solution à ourt terme par transformée de LaplaeDe même que pour la solution modale, la solution à ourt terme par transformée de Laplaeest déduite du développement (3.37). Les valeurs moyennes < ψx,y,z > s'érivent
< ψx,y,z >≈ 1 − 2√

π

2

ℓx,y,z
(σt)1/2 . (D.31)Le produit des ψx,y,z donne alors la valeur moyenne de < g > :

< g > ≈ 1 − 2√
π

(σt)1/2A

V
+

4(R1 +R2 +R1R2)

π(1 +R1 +R2)
2 σt

A2

V 2

+
−8R1R2

π3/2(1 +R1 +R2)
3

(σt)3/2A
3

V 3 , (D.32)e qui donne pour la valeur moyenne < τ >,
< τ >≈ γ − 1

β̂γ
pg

[

1 −X +
4(R1 +R2 +R1R2)

π(1 +R1 +R2)
2 X2 +

−8R1R2

π3/2(1 +R1 +R2)
3
X3

]

. (D.33)D.5 Solution générale pour la températureL'expression de la valeur moyenne < τ > peut être érite, dans le domaine de Fourier, sousla forme générale (� 3.2.3) :
< τ >= θg(ω)EP , (D.34)où Ep vaut
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EP =

+∞
∑

n=n0

DNn

MnX
2 , (D.35)ou bien

EP = 1 −X +G1X
2 +

3

4

√
πG2X

3 , (D.36)où les termes D, n0, Nn, Mn, G1 et G2 dépendent de la géométrie du domaine. L'indie n peutreprésenter plusieurs indies.Le tableau D.1 donne les valeurs de es di�érentes variables pour plusieurs géométries dudomaine d'étude.Géométrie D n0 Nn Mn G1 G2Sphère 6/π2 1 1

n2

n2π2

9

1

3
...Boîte in�nie 2/π2 0 1

(n + 1/2)2
(n + 1/2)2π2 ... ...Tube in�ni 4 1 1

λ2

n

λ2
n

4

1

4

1

24
√

πTube fermé 8/π2 (0,1) 1

λ2

n(m + 1/2)2
(m + 1/2)2π2 + λ2

nR

(2R + 1)2
8R + πR2

π(2R + 1)2
R3 − 6R2

3
√

π(2R + 1)3Parallélépipède 8/π6 (0,0,0) Nmnp* Mmnp** 4(R1 + R2 + R1R2)

π(1 + R1 + R2)2
−8R1R2

π3/2(1 + R1 + R2)3* Nmnp =
1

(m + 1/2)2(n + 1/2)2(p + 1/2)2
** Mmnp = π2

(m + 1/2)2 + (n + 1/2)2R2

1
+ (p + 1/2)2R2

2

(1 + R1 + R2)2Tab. D.1 � Valeurs de di�érentes onstantes selon la géométrie du domaine d'étude.



Annexe EPropriétés utiles des fontions de BesselLes fontions de Bessel utilisées ii sont les fontions de Bessel et fontions de Bessel mod-i�ées ylindriques de première espèe.E.1 Dé�nitionsLa fontion Jν(z), ave z ∈ C, est la fontion de Bessel ylindique de première espée d'ordre
ν, solution de l'équation

∂ 2f

∂z2 +
1

z

∂ f

∂z
+

(

1 − ν2

z2

)

f = 0 . (E.1)La fontion Iν(z), ave z ∈ C, désigne la fontion de Bessel ylindrique modi�ée de premièreespèe d'ordre ν solution de l'équation
∂ 2f

∂z2 +
1

z

∂ f

∂z
−
(

1 +
ν2

z2

)

f = 0 . (E.2)E.2 Relations de dérivation et d'intégrationSoit deux fontions de Bessel quelonques Zν(z) et Bν(z) d'ordre ν, es fontion possèdentles propriétés d'intégration suivantes [13, 5.52.1, 5.54.1 et 2℄
∫

zν+1Zν(z) dz = zν+1Zν+1(z) , (E.3)
∫

zZν(az)Bν(bz) dz =
bzZν(az)Bν−1(bz) − azZν−1(az)Bν(bz)

a2 − b2
, (E.4)

∫

z [Zν(az)]
2 dz =

z2

2

[

[Zν(az)]
2 − Zν−1(az)Zν+1(az)

]

. (E.5)La fontion de Bessel Zν(z) possède en outre la propriété suivante [13, 8.471.3℄
∂ n

∂z
(zνZν(x)) = zνZν−n(z) . (E.6)127



128 E. Propriétés utiles des fontions de BesselE.3 Développements asymptotiquesLe développement asymptotique de la fontion de Bessel modi�ée Iν(z) s'érit [2, � 7.5.27℄
Iν(z) =

ez

√
2πz

[

1 − 4ν2 − 12

1!8z
+

(4ν2 − 12)(4ν2 − 32)

2!(8z)2 − ...

]

+
e−z±j π(ν+1/2)

√
2πz

[

1 +
4ν2 − 12

1!8z
+

(4ν2 − 12)(4ν2 − 32)

2!(8z)2 + ...

]

. (E.7)D'autre part, le développement asymptotique de la fontion de Bessel Jν(z) s'érit [2,� 7.5.16℄
Jν(z) =

√

2

πz
[Pν(z) cosϕ−Qν(z) sinϕ] , (E.8)ave

Pν(z) ≈ 1 − (4ν2 − 12)(4ν2 − 32)

2!(8z)2 +
(4ν2 − 12)(4ν2 − 32)(4ν2 − 52)(4ν2 − 72)

4!(8z)4 − ... , (E.9a)
Qν(z) ≈

4ν2 − 12

1!8z
− (4ν2 − 12)(4ν2 − 32)(4ν2 − 52)

3!(8z)3 + ... , (E.9b)
ϕ = z − (ν + 1/2)π/2 . (E.9)Le développement (E.8) peut aussi s'érire

Jν(z) =
1√
2πz

[

ej ϕ[Pν(z) + jQν(z)] + e−j ϕ[Pν(z) − jQν(z)]
]

,soit
Jν(z) =

1√
2πz

[

ej ze
−j (ν+1/2)π

2 Aν(z) + e−j ze
j (ν+1/2)π

2 Bν(z)

]

, (E.10)où
Aν(z) = Pν(z) + jQν(z) et Bν(z) = Pν(z) − jQν(z) .E.4 Développement asymptotique de Kh dans le as d'untube �large�Soit un tube de rayon a, le terme Kh s'érit (2.18)

Kh =
2

kha

J1(kha)

J0(kha)
, (E.11)où

kha =
1 − j√

2

√

k0/ℓh a .



E.4. Développement asymptotique de Kh dans le as d'un tube �large� 129Soit z = kha, z peut alors être érit sous la forme z = (1− j )α et l'expression (E.10) donnedon
Jν(z) =

1√
2πz

[

eαej αe
−j (ν+1/2)π

2 An(z) + e−αe−j αe
j (ν+1/2)π

2 Bn(z)

]

. (E.12)Comme α est grand, l'exponentielle e−α est petite et l'expression (E.12) devient
Jν(z) =

1√
2πz

eαej αe
−j (ν+1/2)π

2 [Pν(z) + jQν(z)] ,soit, à l'ordre 5/2
Jν(z) =

ej z

√
2πz

e
−j (ν+1/2)π

2

[

1 − 4ν2 − 12

1!8j z
+

(4ν2 − 12)(4ν2 − 32)

2!(8j z)2

]

. (E.13)Ainsi les fontions de Bessel J0(z) et J1(z) s'érivent
J0(z) =

ej z

√
2πz

e
−j π

4

[

1 +
1

8j z
+

9

128(j z)2

]

, (E.14)et
J1(z) = −j

ej z

√
2πz

e
−j π

4

[

1 − 3

8j z
− 15

128(j z)2

]

. (E.15)En reportant es développements, où z = khR, dans l'expression de Kh, il vient
Kh =

2

j khR

(

1 − 1

2j khR
− 1

8(j khR)2

)

. (E.16)L'expression de Kv est la même que elle de Kh en remplaçant kh par kv.
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Annexe GPropagation d'ondes quasi-planesCette annexe est un omplément du paragraphe 3.4 sur la propagation d'ondes planes. Laomposante radiale de l'onde y est onservée, la propagation est supposée être elle d'ondesquasi-planes. Les résultats trouvés ii sont les mêmes que eux trouvés dans le paragraphe 3.4,e qui permet de justi�er les approximations qui y ont été faites.Dans un premier temps, les équations de propagation de l'aoustique linéaire sont éritesdans un domaine D quelonque (� G.1). Elles sont ensuite résolues dans le as d'un ylindrefermé à ses extrémités par deux mirophones d'admittanes respetives Ye et Yr, l'un des mi-rophones étant animé d'un mouvement de vitesse ve (� G.3), ei dans le but de déterminerl'admittane aoustique de transfert du système (� G.4).G.1 Equations de propagation de l'aoustique linéaireLes équations linéaires homogènes gouvernant le mouvement du �uide sont elles donnéesdans le paragraphe 3.1 :
1

c0

∂ ~v

∂t
+

1

ρ0c0
~grad p = ℓv ~grad div ~v − ℓ ′

v
~rot ~rot ~v ,

ρ0c0 div ~v +
γ

c0

∂

∂t
(p− β̂τ) = 0 ,et

(

1

c0

∂

∂t
− ℓh ∆

)

τ =
γ − 1

β̂γ

1

c0

∂ p

∂t
.Le hamp de vitesse partiulaire ~v est érit omme la superposition d'un hamp de vitessetourbillonnaire ~vv et d'un hamp de vitesse laminaire ~vℓ :

~v = ~vv + ~vℓ , ~rot ~vℓ = ~0 et div ~vℓ 6= 0 , div ~vv = 0 et ~rot ~vv 6= ~0 . (G.1)Si le ouplage des mouvements laminaires et tourbillonnaires est négligé, l'équation deNavier-Stokes (3.1) peut être séparée en deux équations (G.4 et G.5 i-dessous) de telle sorteque le système de 3 équations (3.1, 3.2 et 3.3) devient :
1

c0

∂ τ

∂t
− ρ0c0

γβ̂
div ~vℓ =

1

β̂

1

c0

∂ p

∂t
, (G.2)135
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(

1

c0

∂

∂t
− ℓh ∆

)

τ =
γ − 1

β̂γ

1

c0

∂ p

∂t
, (G.3)

(

1

c0

∂

∂t
− ℓv ∆

)

~vℓ = − 1

ρ0c0
~grad p , (G.4)

(

1

c0

∂

∂t
− ℓ ′

v ∆

)

~vv = ~0 , (G.5)ave ~rot ~vℓ = ~0 et div ~vv = 0.Ce système de 4 équations permet de trouver les équations de propagation pour les variables
p, τ , ~vℓ et ~vv. Le alul pour la variable τ est e�etué dans la référene [8, �2.5.1℄.L'éart instantané de température τ peut alors être exprimé sous la forme de la sommed'une température aoustique τa et d'une température entropique τh qui sont respetivementsolutions des équations homogènes

[

1

c20

∂ 2

∂t2
−
(

1 + ℓvh
1

c0

∂

∂t

)

∆

]

τa = 0 , (G.6)où ℓvh = ℓv + (γ − 1)ℓh ,
[

1

c0

∂

∂t
− ℓh

(

1 + (γ − 1)(ℓv − ℓh )
1

c0

∂

∂t

)

∆

]

τh = 0 ,soit
[

1

c0

∂

∂t
− ℓh ∆

]

τh ≈ 0 . (G.7)L'éart instantané total de pression p = pa+ph et la vitesse partiulaire laminaire ~vℓ = ~va+~vhsatisfont aux mêmes équations (G.6) et (G.7) que l'éart instantané de température.G.2 Reherhe de solutionsLa reherhe de solutions pour les variables p = pa + ph, ~vℓ = ~va + ~vh, τ = τa + τh et ~vv seramène alors à la résolution d'équations de propagation et de di�usion lassiques. Néanmoins,onernant les variables aoustiques et entropiques (p, ~vℓ, τ), la solution pour deux d'entre ellespeut être déduite diretement de la solution de la troisième. En e�et, le report de la solution
τ = τa + τh dans l'équation (G.3), ompte tenu des équations (G.6) et (G.7), onduit à

p = pa + ph , (G.8)ave
pa ≈ γβ̂

γ − 1

(

1 − ℓh
1

c0

∂

∂t

)

τa ≈ γβ̂

γ − 1
τa , (G.9a)

ph ≈ γβ̂(ℓv − ℓh )
1

c0

∂

∂t
τh << pa . (G.9b)



G.2. Reherhe de solutions 137Le report de es résultats (G.9a,b) dans l'équation (G.4), ompte tenu des équations (G.6)et (G.7), véri�ées pour les vitesses partiulaires ~va et ~vh, donne :
~vℓ = ~va + ~vh , (G.10)ave

~va ≈ − 1

ρ0c0

γβ̂

γ − 1

[

(

1

c0

∂

∂t

)−1

+ (ℓv − ℓh )

]

~grad τa

≈ − 1

ρ0c0

γβ̂

γ − 1

(

1

c0

∂

∂t

)−1

~grad τa , (G.11a)
~vh ≈ γβ̂

γ − 1
ℓh ~grad τh . (G.11b)Ainsi, dans le domaine fréquentiel, pour une onde harmonique en ej ω t (où ω représente lapulsation de l'onde) se propageant dans le domaine D, les équations (G.1) à (G.11b) donnent :

(∆ + k2
a) τa(~r, t) = 0 ∀~r ∈ D , ∀t , (G.12)

(∆ + k2
h) τh(~r, t) = 0 ∀~r ∈ D , ∀t , (G.13)ave τ = τa + τh , et

k2
a ≈ k2

0

1 + j k0ℓvh

≈ k2
0[1 − j k0ℓvh ] , (G.14)

k2
h ≈ − j k0

ℓh
[1 − j k0(γ − 1)(ℓv − ℓh )] ≈ − j k0

ℓh
, (G.15)

p = pa + ph ,ave
pa ≈ γβ̂

γ − 1
(1 − j k0ℓh )τa ≈ γβ̂

γ − 1
τa , (G.16a)

ph ≈ j k0γβ̂(ℓv − ℓh )τh << pa , (G.16b)
~vℓ = ~va + ~vh ,ave

~va ≈ j

k0ρ0c0

γβ̂

γ − 1
[1 + j k0(ℓv − ℓh )] ~grad τa ≈ j

k0ρ0c0

γβ̂

γ − 1
~grad τa , (G.17a)

~vh ≈ γβ̂

ρ0c0
ℓh ~grad τh , (G.17b)

(∆ + k2
v)~vv(~r, t) = ~0 ∀~r ∈ D , ∀t , (G.18)ave

k2
v = − j k0

ℓ ′
v
, (G.19)et

div ~vv = 0 . (G.20)



138 G. Propagation d'ondes quasi-planesG.3 Solution dans le as d'un ylindre fermé par deux mi-rophonesL'onde harmonique se propage selon les z roissants dans un �uide dissipatif (�uide thermo-visqueux) ontenu dans un tube ylindrique aux parois latérales rigides, d'axe z, de longueur
ℓ et de rayon a. Le tube est fermé à ses extrémités z = 0 et z = ℓ par deux mirophones. Lemirophone situé en z = 0 fontionne en émetteur et elui en z = ℓ fontionne en réepteur(�gure 3.1). Le mirophone émetteur impose en z = 0 une vitesse ~ve dont la omposante radialeest supposée négligeable.Le rayon du tube est très supérieur à l'épaisseur des ouhes limites visqueuses et thermiques,de telle sorte que l'onde de pression peut être onsidérée omme quasi plane : elle est quasiuniforme dans haque setion du tube ('est-à-dire très lentement variable en fontion de laoordonnée radiale r), indépendante de la oordonnée azimutale θ par raison de symétrie, etpropagative suivant l'axe z du tube.L'e�et des ouhes limites thermiques au voisinage des parois en z = 0 et z = ℓ est pris enompte par l'introdution d'un admittane de paroi Yp donnée par

Yp =
S

ρ0c0

1 + j√
2

√

k0(γ − 1)
√

lh , (G.21)(l'onde aoustique étant en inidene normale sur es parois, les e�ets de visosité sont nuls auniveau des extrémités en z = 0 et z = ℓ).Ainsi, aux équations (G.12, G.13 et G.18), sont assoiées les onditions aux frontières suiv-antes :
τa + τh = 0 , vaz + vhz + vvz = 0 , var + vhr + vvr = 0 , pour r = a , ∀z ∈ (0, ℓ) , (G.22)et

S < vz(0) >S +Yp < p(0) >S= Sve , pour z = 0 , (G.23a)
S < vz(ℓ) >S −(Yr + Yp) < p(ℓ) >S= 0 , pour z = ℓ . (G.23b)D'autre part, les nombres d'onde ka, kh et kv peuvent être érits sous la forme

k2
a = k2

ar + k2
z , (G.24)

k2
h = k2

hr + k2
z , (G.25)

k2
v = k2

vr + k2
z . (G.26)La solution de l'équation (G.12) en oordonnées ylindriques, ompte tenu des hypothèsesretenues, est de la forme

τa = Aa
J0(karr)

J0(kara)
(e−j kzz +Bej kzz) , (G.27)la onstante B étant déterminée par la ondition aux frontières (G.23b) en z = ℓ. Cette solutionpour τa permet de déduire pa et ~va, ompte tenu des relations (G.16a) et (G.17a) :
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pa ≈ Aa

γβ̂

γ − 1

J0(karr)

J0(kara)
(e−j kzz +Bej kzz) , (G.28)

vaz ≈ Aa
kz

k0ρ0c0

γβ̂

γ − 1

J0(karr)

J0(kara)
(e−j kzz −Bej kzz) , (G.29)

var ≈ Aa
kar

j k0ρ0c0

γβ̂

γ − 1

J1(karr)

J0(kara)
(e−j kzz +Bej kzz) . (G.30)La solution de l'équation (G.13), ompte tenu de la première ondition aux frontières (G.22),s'érit

τh ≈ −Aa
J0(khrr)

J0(khra)
(e−j kzz +Bej kzz) . (G.31)Les relations (G.16b) et (G.17b) permettent alors d'en déduire les expressions de ph et ~vh :

ph ≈ −Aaj k0γβ̂(ℓv − ℓh )
J0(khrr)

J0(khra)
(e−j kzz +Bej kzz) ≈ 0 , (G.32)

vhz ≈ Aaj kz
γβ̂ℓh
ρ0c0

J0(khrr)

J0(khra)
(e−j kzz − Bej kzz) , (G.33)

vhr ≈ Aakhr
γβ̂ℓh
ρ0c0

J1(khrr)

J0(khra)
(e−j kzz +Bej kzz) . (G.34)L'équation (G.18), en oordonnées ylindriques, ompte tenu de la relation (G.20) div ~vv = 0et de e que vvθ = 0, donne (le symbole ∆ représente ii le laplaien appliqué à une fontionsalaire)

(∆ + k2
v)vvz = 0 et (∆ − 1

r2 + k2
v)vvr = 0 ∀r ∈ (0, a) ∀z ∈ (0, ℓ) .La solution de l'équation (G.18) pour la omposante vvz , est don de la forme

vvz = Av
J0(kvrr)

J0(kvra)
(e−j kzz − Bej kzz) , (G.35)où Av est déterminé par la deuxième ondition aux frontières (G.22) :

Av = Aa
−kz

k0ρ0c0

γβ̂

γ − 1
. (G.36)La relation (G.20) div ~vv = 0 donne pour vvr :

vvr = Av
j kz

kvr

J1(kvrr)

J0(kvra)
(e−j kzz +Bej kzz) . (G.37)En�n, le report des solutions (G.30, G.34, G.37) dans la troisième ondition aux frontières(G.22) permet de déterminer kz :
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k2

z

1

kvr

J1(kvra)

J0(kvra)
− kar

J1(kara)

J0(kara)
− j k0ℓh (γ − 1)khr

J1(khra)

J0(khra)
= 0 . (G.38)Si kara est petit, le rapport des fontions de Bessel en kar peut être développé en J1(kara)

J0(kara)
≈

kara

2
. Compte tenu de e que k2

a = k2
ar + k2

z et k2
h = k2

hr + k2
z , la relation préédente donne alors

k2
z [1 +Kv + j k0ℓh (γ − 1)Kh] − j k0ℓh k

2
h(γ − 1)Kh = k2

a , (G.39)où les termes Kv et Kh sont donnés par
Kv,h =

2

kv,hra

J1(kv,hra)

J0(kv,hra)
. (G.40)Dans les onditions standard de référene, les longueurs aratéristiques ℓh et ℓv valentapproximativement ℓh = 6.10−8m et ℓv = 4.10−8m. Le tableau G.1 donne les valeurs destermes k2

a/k
2
0 et k0ℓh (γ − 1) aux fréquenes extrêmes 10 Hz et 31,6 kHz.Fréquene 10 Hz 31,6 kHz

k2
a/k

2
0 1 - j 1,2.10−8 1 - j 3,7.10−5

(γ − 1)k0ℓh 4,4.10−10 1,4.10−5Tab. G.1 � Valeurs de termes appaissant dans la relation (G.39).Les valeurs données dans e tableau permettent alors de justi�er les approximations suiv-antes :
k2

a ≈ k2
0 , k2

h ≈ −j
k0

ℓh
, 1 ± j (γ − 1)k0ℓh ≈ 1 , (G.41)la relation (G.39) devient don

k2
z

(

1 +
2

kvra

J1(kvra)

J0(kvra)

)

= k2
0

[

1 + (γ − 1)
2

khra

J1(khra)

J0(khra)

]

, (G.42)Dans la mesure où le rayon a du tube et la gamme de fréquene exploitée (inférieure àla première fréquene de oupure du tube) sont tels que la dissipation au sein du �uide restenégligeable en regard de elle liée aux phénomènes qui se développent dans les ouhes limites,alors
|kz| << |kh| , d'où k2

hr ≈ k2
h , |kz| << |kv| , d'où k2

vr ≈ k2
v .L'expression (G.42) de kz donne don

k2
z = k2

0

1 + (γ − 1)Kh

1 −Kv
, (G.43)où

Kv,h =
2

kv,ha

J1(kv,ha)

J0(kv,ha)
, (G.44)soit, à l'ordre 1/2 des longueurs aratéristiques
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k2

z ≈ k2
0

[

1 +
1 − j√

2

2

a
√

k0

(
√

ℓ ′
v + (γ − 1)

√

ℓh )

]

. (G.45)G.4 Admittane aoustique de transfertL'admittane aoustique de transfert du système est le rapport du débit de la membrane
Sve (orientation �gure 3.1) sur l'éart instantané de pression moyen sur une setion droite à lasortie < p(ℓ) >S ; elle s'érit

YT =
Sve + Ye < p(0) >S

< p(ℓ) >S

, (G.46)où la valeur moyenne de p s'érit
< p(z) >S=

2

a2

∫ a

0

p(r, z)r dr ≈ 2

a2

∫ a

0

pa(r, z)r dr .Compte tenu des approximations retenues dans le paragraphe préédent (expressions G.41)et d'après l'expression de l'éart de pression entropique ph (G.32), il apparaît que et éartde pression tend vers 0. L'expression de l'éart instantané de pression total p peut don êtreramené à pa donné par (G.28). La moyenne de p s'érit alors
< p(z) >S≈ Aa

γβ̂

γ − 1
(1 − j k0ℓh )

2

kara

J1(kara)

J0(kara)
(e−j kzz +Bej kzz) ,qui donne, en développant le rapport des fontions de Bessel J1(kara)

J0(kara)
≈ kara

2
(kara < 1),

< p(z) >S≈ Aa
γβ̂

γ − 1
(e−j kzz +Bej kzz) . (G.47)La vitesse ve de la membrane, supposée uniforme sur une setion et orientée suivant l'axe

z, est déterminée par la ondition aux frontières (G.23) en z = 0 :
Sve = S < vz(0) >S +Yp < p(0) >S ,où la valeur moyenne de la vitesse longitudinale vz s'érit

< vz(z) >S=
2

a2

∫ a

0

vz(r, z)r dr =
2

a2

∫ a

0

[vaz(r, z) + vhz(r, z) + vvz(r, z)]r dr .Les expressions respetives des vitesses vaz , vhz et vvz , (éq. G.29), (éq. G.33) et (éq. G.35,G.36), ompte tenu de e que (γ − 1)k0ℓh est très petit devant 1 (éq. G.41), onduisent àonsidérer que la vitesse entropique longitudinale vhz est très petite devant vaz et vvz , e quipermet de la négliger dans le alul de l'intégrale préédente. L'expression de la vitesse moyenne
< vz(z) >S est alors donnée par

< vz(z) >S≈ Aa
kz

k0ρ0c0

γβ̂

γ − 1
(1 −Kv)(e

−j kzz −Bej kzz) . (G.48)



142 G. Propagation d'ondes quasi-planesL'admittane itérative Yi du ylindre est donnée par
Yi =

S

ρ0c0

kz

k0
(1 −Kv) =

S

ρ0c0

√

[1 + (γ − 1)Kh](1 −Kv) , (G.49)soit, à l'ordre 1/2 des longueurs aratéristiques
Yi ≈

S

ρ0c0

[

1 +
1 − j√

2

2

a
√

k0

(
√

ℓ ′
v − (γ − 1)

√

ℓh )

]

. (G.50)La onstante B peut alors être déterminée d'après la ondition aux frontière (G.23) en z = ℓ :
B = e−2j kzℓYi − (Yr + Yp)

Yi + (Yr + Yp)
. (G.51)Ainsi, ompte tenu des expressions (G.50) et (G.51), l'admittane aoustique de transfert

YT s'érit
YT = j sin j kzℓ

[

Yi +
(Ye + Yp)(Yr + Yp)

Yi

]

+ cos j kzℓ (2Yp + Ye + Yr) . (G.52)Cette expression de l'admittane aoustique de transfert est identique à l'expression établiedans le as d'ondes planes (3.87). Le modèle d'ondes planes est don su�sant pour le alulde l'admittane aoustique de transfert du système mirophones - oupleur dans le as où lemouvement des membranes des mirophones est assimilé à elui d'un piston plan.



Annexe HRé�exion d'une onde aoustique planeharmonique sur un plan rigide animéd'une vitesseLorsqu'une onde aoustique en �uide dissipatif se ré�éhie sur une paroi rigide, les e�ets desouhes limites visothermiques peuvent être traduits par un onept d'admittane spéi�quefontion du oe�ient de visosité de isaillement et du oe�ient de ondution thermique,dé�nie de façon telle que la ré�exion de l'onde aoustique sur un plan rigide en �uide visother-mique possède les mêmes aratéristiques que la ré�exion sur un plan d'admittane spéi�que ζen �uide non dissipatif [17, pp. 259�262℄. L'objet de ette annexe, qui reprend en grande partiele paragraphe � 3.2.1 de la référene [8℄, est de préiser ette notion d'admittane spéi�que deparoi qui entre en ompte dans l'ériture des onditions aux frontières sur une paroi animéed'une vitesse non nulle, limitant un milieu �uide dissipatif.Le �uide est dans un espae semi-in�ni limité par un plan in�ni parfaitement rigide en y = 0animé d'une vitesse uniforme ~V0 normale à e plan (�gure H.1).
0 x

Onde inidente Onde ré�éhie
~V0

y

Fig. H.1 � Onde aoustique plane inidente se ré�éhissant sur un plan rigide.Le plan dé�ni par la diretion d'une onde aoustique plane harmonique inidente et l'axe
Oy normal au plan est onfondu, par onvention, ave le plan xOy. De la sorte, le problème deré�exion spéulaire posé est indépendant de la troisième oordonnée de l'espae z.Le problème posé est dé�ni par les équations di�érentielles et relations (G.8) à (G.20) (f.� G.2), auxquelles sont assoiées les onditions aux frontières

τ = τa + τh = 0 , ~v = ~vℓ + ~vv = ~V0 , y = 0 , ∀x , (H.1)143



144H. Ré�exion d'une onde aoustique plane harmonique sur un plan rigide animéd'une vitesseet des onditions d'annulation à l'in�ni.L'éart instantané de température τ peut être érit omme la superposition d'une ondeplane inidente τ+ et ré�éhie τ− (le fateur ej ω t est omis) :
τ = τ+ + τ− = (τ+

a + τ+
h ) + (τ−a + τ−h ) . (H.2)La ondition τa = −τh devant être satisfaite en y = 0 et pour tout x, les termes τ+ et τ− sontérits

τ+ =
[

ej kayy + A+
h ej khyy

]

e−j kxx ≈ ej kayye−j kxx , (H.3a)
τ− =

[

Rae
−j kayy + A−

h e−j khyy
]

e−j kxx , (H.3b)où l'amplitude de l'onde inidente τ+
a est hoisie égale à l'unité, où l'amplitude A+

h de l'ondethermique inidente est négligée devant elle de l'onde aoustique et où Ra désigne le oe�ientde ré�exion de l'onde aoustique (|Ra| inférieur à l'unité mais voisin de elle-i). Les nombresd'onde satisfont aux relations suivantes :
k2

a = k2
x + k2

ay , k2
h = k2

x + k2
hy , (H.4)où les quantités portant les indies x et y représentent les omposantes suivant x et y, ka et khétant donnés respetivement par les expressions (G.14) et (G.15).Les solutions du problème pour le vitesse partiulaire laminaire, superposition d'ondes in-idente (+) et ré�éhie (-),

~vℓ = (~v+
ℓa + ~v+

ℓh) + (~v−ℓa + ~v−ℓh) (H.5)sont données par (éq. G.17a et b)
v±ℓx = −j kx

[

j

k0ρ0c0

γβ̂

γ − 1
τ±a +

γβ̂

ρ0c0
ℓh τ

±
h

]

, (H.6a)
v±ℓy = ±

[

j kay
j

k0ρ0c0

γβ̂

γ − 1
τ±a + j khy

γβ̂

ρ0c0
ℓh τ

±
h

]

, (H.6b)et pour la vitesse tourbillonnaire ~vv = ~v+
v + ~v−v par (éq. G.18 à G.20)

v±vx = ±A±
v

kvy

kx
e±j kvyye−j kxx , (H.7a)

v±vy = A±
v e±j kvyye−j kxx , (H.7b)ave
k2

v = k2
x + k2

vy , (H.8)et où, à l'instar de la vitesse entropique inidente, la vitesse tourbillonnaire inidente ~v+
v est,dans la suite, négligée en regard de la vitesse aoustique inidente.Les onditions à la frontière y = 0 pour l'éart de température τ , et pour les omposantesparallèles et normale au plan y = 0 de la vitesse partiulaire ~v, s'érivent respetivement :

1 +Ra + A−
h = 0 (H.9)

(1 +Ra)
kx

k0

1

ρ0c0

γβ̂

γ − 1
− jA−

h

γβ̂

ρ0c0
kxℓh − A−

v

kvy

kx
= 0 (H.10)

−kay

k0

1

ρ0c0

γβ̂

γ − 1
(1 −Ra) − jA−

h

γβ̂

ρ0c0
khyℓh + A−

v = V0 . (H.11)



145Ces trois dernières relations onduivent, par élimination des paramètres A−
h et A−

v , à la relationsuivante :
j (γ − 1)k0ℓh (1 +Ra)(k

2
x + khykvy) + (k2

x − kaykvy) +Ra(k
2
x + kaykvy)

= kvyk0ρ0c0
γ − 1

γβ̂
V0 , (H.12)soit, ompte tenu des relations (H.4) et (H.8), ave kx << khy et kx << kvy,

khy =

√

−j k0

ℓh
− k2

x ≈
√

−j k0

ℓh
et kvy =

√

−j k0

ℓ ′
v

− k2
x ≈

√

−j k0

ℓ ′
v

, (H.13)
kay

1 − Ra

1 +Ra
=

1 + j√
2

√

k0k0

[(

1 −
k2

ay

k2
a

)

√

ℓ ′
v + (γ − 1)

√

ℓh

]

+
k0ρ0c0
1 +Ra

γ − 1

γβ̂
V0 . (H.14)La paroi en y = 0, animée d'une vitesse V0, est alors aratérisée par son admittanespéi�que [8, � 1.3.4℄

ζ = ρ0c0
V0 − vay(0)

pa(0)
, (H.15)où (éq. G.16a, G.17a)

pa(0) ≈ γβ̂

γ − 1
(1 +Ra)e

−j kxx ,

vay(0) ≈ − 1

ρ0c0

γβ̂

γ − 1

kay

k0
(1 −Ra)e

−j kxx ,e qui, ompte tenu de la relation (H.14), onduit à [8, éq. 3.10℄
ζ ≈ 1 + j√

2

√

k0

[(

1 −
k2

ay

k2
a

)

√

ℓ ′
v + (γ − 1)

√

ℓh

]

. (H.16)





Annexe ICaluls intermédiaires sur la propagationd'ondes radialesCette annexe regroupe quelques aluls dont les résultats sont utilisés dans le hapitre 4mais qui n'y sont pas développés a�n de ne pas en alourdir le propos.I.1 Calul des oe�ients gµν(z, z0)Le report de la forme de solution (4.25) dans l'équation de propagation du problème deGreen (4.24) donne :
∑

µ,ν

ψµν(r0, θ0)

[

∆~w +
∂ 2

∂z2 + k2

]

ψµν(r, θ)gµν(z, z0) = −δ(~w − ~w0)δ(z − z0) . (I.1)Le produit salaire de ette équation par ψµ′ν′(~w), onduit, ompte tenu de la relation d'orthog-onalité des fontions propres,
∫ a

0

∫ 2π

0

ψµν(r, θ)ψµ′ν′(r, θ) dθ dr = δµµ′δνν′ (I.2)et de l'équation de propagation (4.26a) du problème aux valeurs propres, à l'équation suivantepour les oe�ients gµν du développement :
[

∂ 2

∂z2 + k2
zµν

]

gµν(z, z0) = −δ(z − z0) , ∀z ∈ (0, ℓ) , (I.3)ave
k2

zµν = k2 − k2
wµν . (I.4)A ette équation (I.3), il onvient d'assoier les onditions en frontières ontenues dans leproblème (4.24) :

(

∂

∂z
− j k0ζz0µν

)

gµν(z, z0) = 0 , pour z = 0 , (I.5a)
(

∂

∂z
+ j k0ζzℓµν

)

gµν(z, z0) = 0 , pour z = ℓ . (I.5b)147



148 I. Caluls intermédiaires sur la propagation d'ondes radialesCe système d'équations (I.3, I.5) est elui auquel satisfait une fontion de Green en espae�ni à une dimension dans le domaine de Fourier [8, � 6.1.4 b℄.La solution de e système peut être déterminée en trouvant deux solutions indépendantes
g1(z) et g2(z) de l'équation homogène assoiée à l'équation (I.3), à wronskien Wg = g1g

′
2 − g′1g2(indépendant de z) non nul, et satisfaisant haune à une ondition aux frontières (I.5a,b). Lafontion gµν(z, z0) solution du problème (I.3, I.5) s'érit alors

gµν(z, z0) = −g2(z)

∫ z

0

g1(x)δ(x− z0)

Wg
dx− g1(z)

∫ ℓ

z

g2(x)δ(x− z0)

Wg
dx . (I.6)Les solutions g1 et g2 de l'équation homogène, satisfaisant respetivement aux onditions enfrontières (I.5a,b), peuvent être érites sous la forme suivante

g1(z) = cos(kzµνz + ϕ0µν) et g2(z) = cos(kzµν(z − ℓ) − ϕℓµν) ,où ϕ0m, ϕℓm sont donnés par les onditions aux frontières (I.5a,b) :
tanϕ0,ℓµν = − j k0ζz0,ℓµν

kzµν
. (I.7)Le wronskien Wg vaut alors

Wg = kzµν sin(kzµνℓ+ ϕ0µν + ϕℓµν) ,En�n, d'après l'expression (I.6) de gµν(z, z0), si z < z0, alors z0 /∈ (0, z) et l'intégrale
∫ z

0

g1(x)δ(x−z0) dx est toujours nulle. De même, si z > z0, alors l'intégrale ∫ ℓ

z

g2(x)δ(x−z0) dxest toujours nulle.Ainsi, la fontion gµν(z, z0) est donnée par
gµν(z, z0) = −cos(kzµνz + ϕ0µν) cos(kzµν(z0 − ℓ) − ϕℓµν)

kzµν sin(kzµνℓ+ ϕ0µν + ϕℓµν)
, (I.8a)si z < z0, et par

gµν(z, z0) = −cos(kzµνz0 + ϕ0µν) cos(kzµν(z − ℓ) − ϕℓµν)

kzµν sin(kzµνℓ+ ϕ0µν + ϕℓµν)
, (I.8b)si z > z0.I.2 Calul des produits salaires de fontions propresLes expressions (4.27a et b) des fontions propres permettent d'érire les expressions desproduits salaires de fontions propres < ψt

µν |ψt′

µ′ν′ >r sous les formes suivantes :
< ψc

µν |ψc
µ′ν′ >r =< ψs

µν |ψs
µ′ν′ >r=

δµµ′

bµνbµν′

∫ ar

0

Jµ(kwµνr0)Jµ(kwµν′r0)r0 dr0 (I.9)
< ψs

µν |ψc
µ′ν′ >r =< ψc

µν |ψs
µ′ν′ >r= 0 , (I.10)



I.3. Admittanes spéi�ques de parois 149soit
< ψc

µν |ψc
µν >r=

1

b2µν

a2
r

2

[

J2
µ(γµνar/a) − Jµ−1(γµνar/a)Jµ+1(γµνar/a)

]

, (I.11a)et
< ψc

µν |ψc
µν′ >r=

1

bµνbµν′

aar

γ2
µν − γ2

µν′

[γµν′Jµ(γµνar/a)Jµ−1(γµν′ar/a)

−γµνJµ−1(γµνar/a)Jµ(γµν′ar/a)] , (I.11b)si ν 6= ν ′.Pour une rapport ar/a = 0, 96, les produits salaires pour lesquels ν = ν ′ valent environ0,92. Les produits exprimant des ouplages intermodaux sont alternés et de l'ordre de 0, 075,onsidérés séparément, ils ne sont don pas négligeables. Cependant, la ontribution de estermes dans le alul l'admittane aoustique de transfert est inférieure à 5.10−3 dB, les pro-duits salaires (I.11b) exprimant des ouplages entre di�érents modes sont don négligés auparagraphe 4.4 (relation 4.45).I.3 Admittanes spéi�ques de paroisL'expression (I.4),
k2

zµν = k2 −
γ2

µν

a2 ,peut onduire à une valeur imaginaire pour kzµν (si γ2
µν/a

2 > Re(k2)), e qui orrespond à desondes évanesentes suivant z.L'admittane ζzµν = ζz0µν = ζzℓµν sur les parois situées en z = 0 et z = ℓ est alors érite
ζzµν ≈ 1 + j√

2

√

k0

[

γ2
µν/a

2

k2
0

√

ℓ ′
v + (γ − 1)

√

ℓh

] pour Re(k2) ≥
γ2

µν

a2

ζzµν ≈ 1 + j√
2

√

k0

[

√

ℓ ′
v + (γ − 1)

√

ℓh

] pour Re(k2) ≤
γ2

µν

a2 .

(I.12)
I.4 Champ de vitesse de l'émetteurPlusieurs formes peuvent être envisagées pour le hamp de vitesse de l'émetteur ve :� une vitesse uniforme ve = Ve,� une vitesse non uniforme, imposée par les aratéristiques méaniques de la membrane,

ve(r) = Ve
J0(ker) − J0(keae)

J2(keae)
, (I.13)dont la valeur moyenne est Ve et où ke = ω

√

MS/T (MS étant la masse surfaique et Tla tension de la membrane du mirophone émetteur).� une vitesse non uniforme, érite sous la forme d'un développement sur la base des fontionspropres ψc
0ν(r), les modes supérieurs à 1 étant négligés,

ve(r) = Aψc
00 +Bψc

01(r) ,



150 I. Caluls intermédiaires sur la propagation d'ondes radialessoit
ve(r) =

A

a0b00
+

B

a0b01
J0(kw01r) , (I.14)les onstantes A et B étant déterminées pour satisfaire les onditions suivantes :

ve(ae) = 0 et < ve >e= Ve . (I.15)Ces deux onditions (I.15) permettent d'érire
A

B
= −b00

b01
J0(kw01ae) et Ve =

A

a0b00
+

B

a0b01

2

γ01

a

ae

J1(kw01ae) ,e qui donne
A =

Ve

1 − α
a0b00 et B = − Ve

1 − α

a0b01
J0(kw01ae)

, (I.16)ave
α =

2

γ01

a

ae

J1(kw01ae)

J0(kw01ae)
. (I.17)L'expression du hamp de vitesse ve de l'émetteur est don donnée par

ve(r) =
Ve

1 − α

[

1 − J0(kw01r)

J0(kw01ae)

]

. (I.18)A noter que es trois expressions proposées pour le hamp de vitesse ve ne peuvent pas êtreonsidérées omme �exates�. En e�et, la membrane étant �xe sur les bords, son mouvementne peut être elui d'un piston plan (première expression). D'autre part, le hamp de vitesse dela membrane doit à la fois dépendre des aratéristiques méaniques de elle-i et des hampsaoustiques sur ses deux faes.I.5 Calul des produits salaires de fontions propres et devitesse de l'émetteurLes produits salaires < ve|ψt
µν >e dépendant de la vitesse ve sont donnés par

< ve|ψt
µν >e=

∫ 2π

0

∫ ae

0

ve(r0, θ0)ψ
t
µν(r0, θ0)r0 dr0 dθ0 .La vitesse ve est supposée indépendante de l'angle θ, si bien que seul les termes orrespondantà µ = 0 sont non nuls (éq. 4.27a et b) ; il vient :

< ve|ψc
µν >e =

2πδµ0

a0b0ν

∫ ae

0

ve(r0)J0(kw0νr0)r0 dr0 (I.19a)
< ve|ψs

µν >e = 0 . (I.19b)Trois expressions envisageables pour la vitesse ve sont données dans le paragraphe préédent,les expressions des produits salaires < ve|ψc
0ν >e pour haque forme de ve sont données dansles paragraphes suivants.



I.5. Calul des produits salaires de fontions propres et de vitesse de l'émetteur 151I.5.1 Champ de vitesse uniformeLa vitesse de l'émetteur est supposée uniforme ve = Ve. L'expression (I.19a) du produitsalaire < ve|ψc
0ν >e donne alors

< ve|ψc
0ν >e=

2π

a0b0ν
Ve

∫ ae

0

J0(kw0νr0)r0 dr0 ,soit
< ve|ψc

0ν >e=
1

a0b0ν
SeVeV0ν , (I.20)où V0ν est un fateur sans dimensions qui vaut

V0ν =







1 si ν = 0
a

ae

2

γ0ν
J1(kw0νae) si ν 6= 0 .

(I.21a)I.5.2 Champ de vitesse non uniforme, imposé par les aratéristiquesméaniques de la membraneLa vitesse de l'émetteur est supposée non uniforme et prend la forme (éq. I.13)
ve(r) = Ve

J0(ker) − J0(keae)

J2(keae)
.En faisant usage des relations [5.52.1℄, [8.441.2℄, [5.54.1℄ et [8.404.2℄ de la référene [13℄ et del'équation (4.28), l'expression (I.19a) du produit salaire < ve|ψc

0ν >e est érite sous la mêmeforme que l'expression (I.20) :
< ve|ψc

0ν >e=
1

a0b0ν

SeVeV0ν ,ave
V0ν =







1 si ν = 0
a

ae

2

γ0ν

ke

k2
e − k2

w0ν

kw0νJ1(keae)J0(kw0νae) − keJ0(keae)J1(kw0νae)

J2(keae)
si ν 6= 0 .

(I.21b)I.5.3 Champ de vitesse développé sur les modes propres de la avitéLe hamp de vitesse ve de l'émetteur est développé sur les modes propres de la avité etprend la forme (éq. I.18)
ve(r) =

Ve

1 − α

[

1 − J0(kw01r)

J0(kw01ae)

]

.Les modes supérieurs à 1 étant négligés dans ette expression, les produits salaires ne sontalulés que pour les modes (0,0) et (0,1,).En faisant usage des relations [5.52.1℄, [5.54.1℄ et [8.404.2℄ de la référene [13℄ et des équations(4.27a et4.28), l'expression (I.19a) du produit salaire < ve|ψc
0ν >e est érite sous la même formeque l'expression (I.20) :

< ve|ψc
0ν >e=

1

a0b0ν
SeVeV0ν ,



152 I. Caluls intermédiaires sur la propagation d'ondes radialesave
V0ν =











1 si ν = 0

−J0(kw01ae)

[

1 +
1

1 − α

[

J1(kw01ae)

J0(kw01ae)

]2
] si ν = 1 .

(I.21)I.6 Calul des oe�ients pc0ν(ℓ) et pc0ν(0)Le oe�ient pc
0ν(ℓ) est donné par (4.57)

pc
0ν(ℓ) =

S < ve|ψc
0ν >e

1 −Kv

j k0

S

ρ0c0

1

g0ν(0, ℓ)
+ Yr0ν

g0ν(ℓ, ℓ)

g0ν(0, ℓ)

. (I.22)L'expression de la fontion g0ν(z, z0) est donnée par les relations (I.8a,b). Compte tenu del'égalité des admittanes ζz0µν et ζzℓµν les quantités ϕ0µν et ϕℓµν sont égales et g0ν(0, ℓ) et
g0ν(ℓ, ℓ) s'érivent :

g0ν(ℓ, 0) = g0ν(0, ℓ)

= − cos2 ϕ0ν

kz0ν sin(kz0νℓ+ 2ϕ0ν)
, (I.23)

g0ν(ℓ, ℓ) = g0ν(0, 0)

= − cosϕ0ν

kz0ν sin(kz0νℓ+ 2ϕ0ν)
cos(kz0νℓ+ ϕ0ν) , (I.24)ave ϕµν = ϕ0µν = ϕℓµν donné par (éq. I.7) ; ainsi en partiulier

1

g0ν(ℓ, 0)
= −kz0ν

[

(1 − tan2 ϕ0ν) sin kz0νℓ+ 2 tanϕ0ν cos kz0νℓ
]

=

[

j kz0ν + j
k2

0

kz0ν
ζ2
z0ν

]

j sin kz0νℓ+ 2j k0ζz0ν cos kz0νℓ , (I.25)et
g0ν(ℓ, ℓ)

g0ν(ℓ, 0)
= cos kz0νℓ− tanϕ0ν sin kz0νℓ

= cos kz0νℓ+
k0

kz0ν
ζz0νj sin kz0νℓ , (I.26)soit

1 −Kv

j k0

S

ρ0c0

1

g0ν(ℓ, 0)
=

[

Yi0ν +
Y 2

p0ν

Yi0ν

]

j sin kz0νℓ + 2Yp0ν cos kz0νℓ , (I.27)et
g0ν(ℓ, ℓ)

g0ν(ℓ, 0)
= cos kz0νℓ+

Yp0ν

Yi0ν

j sin kz0νℓ , (I.28)où
Yp0ν =

S

ρ0c0
ζz0ν et Yi0ν =

S

ρ0c0

kz0ν

k0

(1 −Kv) .



I.7. Calul des < ψc
0ν >e,r 153En faisant usage de es deux dernières relations dans l'expression (I.22) de pc

0ν(ℓ), il vient
pc

0ν(ℓ) =
S < ve|ψc

0ν >e

YT00ν + Yr0ν

[

Yp0ν

Yi0ν

j sin kz0νℓ+ cos kz0νℓ

] , (I.29)où
YT00ν =

[

Yi0ν +
Y 2

p0ν

Yi0ν

]

j sin kz0νℓ + 2Yp0ν cos kz0νℓ . (I.30)L'expression de pc
0ν(0) est déduite de (4.58) :

pc
0ν(0) =

j k0

1 −Kv

ρ0c0
S

g0ν(0, ℓ)

[

S < ve|ψc
0ν >e

g0ν(0, 0)

g0ν(0, ℓ)
− Yr0νp

c
0ν(ℓ)

]

,qui donne, en faisant usage de (I.22),
pc

0ν(0) = pc
0ν(ℓ)

[

g0ν(0, 0)

g0ν(ℓ, 0)
+ Yr0ν

j k0

1 −Kv

ρ0c0
S

g2
0ν(ℓ, ℓ) − g2

0ν(ℓ, 0)

g0ν(ℓ, 0)

]

. (I.31)Les expressions (I.23) et (I.24) des fontions g0ν(ℓ, 0) et g0ν(ℓ, ℓ) permettent d'érire la relationsuivante
g2
0ν(ℓ, ℓ) − g2

0ν(ℓ, 0)

g0ν(ℓ, 0)
=

sin kz0νℓ

kz0ν
. (I.32)En faisant usage de ette dernière relation ainsi que de la relation (I.28) dans l'expression de

pc
0ν(0), il vient

pc
0ν(0) = pc

0ν(ℓ)

[

Yr0ν + Yp0ν

Yi0ν

j sin kz0νℓ + cos kz0νℓ

]

. (I.33)I.7 Calul des < ψc0ν >e,rLes fontions propres ψc
µν sont déterminées dans le paragraphe 4.3 (éq. 4.27). Les valeursmoyennes < ψc

0ν >e,r sont alors données par
< ψc

0ν >e,r=
2

a2
e,r

∫ ae,r

0

1

a0b0ν
J0(kw0νr)r dr ,soit

< ψc
0ν >e,r=











1

a0b00
si ν = 0

1

a0b0ν

a

ae,r

2

γ0ν
J1(kw0νae,r) si ν 6= 0 .

(I.34)I.8 Calul de la pression moyenne < p(ℓ) >r en tenantompte d'une pondération [25℄A�n de tenir ompte du mouvement non uniforme de la membrane du réepteur et de sonin�uene sur la sensibilité du mirophone dans son modèle de hamp aoustique, Rasmussen



154 I. Caluls intermédiaires sur la propagation d'ondes radialesintroduit dans le alul de la pression moyenne < p(ℓ) >r sur le réepteur une pondération
ur(r) de la forme suivante :

ur(r) =
J0(krr) − J0(krar)

J2(krar)
, (I.35)où kr est dé�ni pour le réepteur de la même façon que ke pour l'émetteur (éq. I.13).La moyenne pondérée < p(ℓ) >r est alors érite :

< p(ℓ) >r =
1

Sr

∫

Sr

ur(r0)p(r0, ℓ) dS0

=
2

a2
r

∑

ν

pc
0ν(ℓ)

∫ ar

0

ur(r0)ψ
c
0ν(r0)r0 dr0 ,e qui donne, ompte tenu des expressions (I.35) et (4.27) de ur et des ψ0ν , et en faisant usagedes relations [5.52.1℄, [8.441.2℄, [5.54.1℄ et [8.404.2℄ de la référene [13℄ et de l'équation (4.28),

< p(ℓ) >r=
∑

ν

1

a0b0ν

pc
0ν(ℓ)U0ν , (I.36)ave

U0ν =







1 si ν = 0
a

ar

2

γ0ν

kr

k2
r − k2

w0ν

kw0νJ1(krar)J0(kw0νar) − krJ0(krar)J1(kw0νar)

J2(krar)
si ν 6= 0 .

(I.37)



Annexe JInertitudes relatives aux tehniques demesuresL'objet de ette annexe est de présenter brièvement le alul des inertitudes sur les résultatsd'étalonnage. Après quelques rappels et dé�nitions sur les aluls d'inertitudes, une appliationaux résultats d'étalonnages obtenus par réiproité est présentée. Les inertitudes ainsi obtenuesau LNE sont ensuite détaillées et analysées.J.1 Rappels sur le alul d'inertitudes [18℄L'inertitude-type est l'inertitude d'une mesure exprimée sous la forme d'un éart-type.L'inertitude-type de l'estimation y d'une grandeur Y , notée u(y) est la raine arrée de lavariane de y, notée V (y).L'inertitude-type omposée est l'inertitude-type du résultat d'une mesure lorsque e ré-sultat est obtenu à partir des valeurs d'autres grandeurs. Elle est égale à la raine arrée dela somme des varianes ou ovarianes de es autres grandeurs, pondérées par la variation durésultat de mesure en fontion de elle de es grandeurs.Ainsi, soit une grandeur Y déterminée à partir de n autres grandeurs X1, X2, ..., Xn par lafontion f telle que
Y = f(X1, X2, ..., Xn) ,soit y et xi des estimations respetivement de Y et Xi, l'inertitude-type omposée uc(y) estdonnée par

V (y) = u2
c(y) =

n
∑

i=1

(

∂ f

∂xi

)2

u2(xi) , (J.1)où les u(xi) sont les inertitudes-type des évaluations xi des Xi.L'inertitude élargie est une grandeur dé�nissant un intervalle autour du résultat d'unemesure dans lequel doit se trouver une partie �xée (f. infra) des valeurs qui peuvent êtretrouvées pour la grandeur mesurée. L'inertitude élargie U de l'estimation y de la grandeur Yest déduite de l'inertitude-type u(y) par la relation
U = ku(y) , (J.2)où k est appelé fateur d'élargissement. 155



156 J. Inertitudes relatives aux tehniques de mesuresAinsi, onsidérant y omme la meilleur estimation de la valeur de Y , l'intervalle [y−U, y+U ]doit ontenir une grande fration p des valeurs qui peuvent être trouvées pour Y . La grandeur
p est le niveau de on�ane de l'intervalle [y − U, y + U ].Pour obtenir un fateur d'élargissement k orrespondant au niveau de on�ane p, il fautonnaître la loi de probabilité de Y aratérisée par le résultat de mesure et l'éart-type omposé.Cette loi est souvent une loi normale (tableau J.1) mais une loi retangulaire peut aussi êtrehoisie. Niveau de on�ane p Fateur d'élargissement k(pourentage)68,27 190 1,64595 1,96095,45 299 2,57699,73 3Tab. J.1 � Valeurs de l'élargissement k qui donne un intervalle orrespondant au niveau deon�ane p, en supposant une loi normale.Dans le as d'une loi de probabilité retangulaire, le niveau de on�ane p est de 100% pourun fateur d'élargissement k ≥

√
3.Le projet de réforme de la norme CEI 61094-2 [14℄ propose une liste des paramètres àprendre en ompte dans le alul des inertitudes.Le alul de l'inertitude sur l'e�aité est e�etué en deux parties :� évaluation de l'in�uene des paramètres entrant diretement en ompte dans le alul duproduit des e�aités (� J.2),� in�uene des paramètres qui ne rentrent pas diretement dans la formulation du aluldu produit des e�aités (� J.3).J.2 Inertitudes sur les paramètres entrant diretementdans le alul du produit des e�aitésL'e�aité Mp d'un mirophone n'est aessible que par le biais des trois produits d'e�a-ités déterminés par la méthode de réiproité.Soit un triplet de mirophones d'e�aitésMp1,Mp2,Mp3 et dont les produits des e�aitéssont notés M12, M13, M23, l'e�aité Mp1, déterminée par la méthode de réiproité, s'érit

Mp1 =

√

M12M13

M23

. (J.3)D'après les relations (1.17) et (2.38)
MpeMpr = ZEYT , ave ZE =

−1

jωCref

uA

uB

u′B
u′A

,



J.2. Inertitudes sur les paramètres entrant dans le alul du produit des e�aités 157et quel que soit le modèle physique hoisi pour aluler les admittanes aoustiques de transfert,es produits d'e�aités dépendent :1. de paramètres indépendants des mirophones utilisés et de la mesure réalisée (notés X,sans indie) :
Cref la apaité de mesure,
ℓc, a la longueur et le rayon du oupleur,
ℓt, at la longueur et le rayon des tubes apillaires,
f la fréquene,2. de paramètres liés uniquements aux mirophones (notés Xi, i = 1, 2, 3 étant l'indierepérant le mirophone) :
ℓi la profondeur du volume frontal,
ai le rayon de la partie vibrante de la membrane,
Vfi le volume frontal,
V +

i les volumes �ahés�,
A+

i les surfaes �ahées�,
Vbfi le volume équivalent aux basses fréquenes,
F0i la fréquene de résonnane,
Rai l'amortissement,
CPi le oe�ient de orretion de pression,
CT i le oe�ient de orretion de température,3. les paramètres liés aux mesures (notés Xij , les indies i = 1, 2, 3 et j = 1, 2, 3 repérantrespetivement l'émetteur et le réepteur) :
(ur/ue)ij le rapport des tensions de sortie et d'entrée du système onstitué des miro-phones réepteur et émetteur i et j,
Pij la pression ambiante relevée durant la mesure de (ur/ue)ij ,
Tij la température ambiante relevée durant la mesure de (ur/ue)ij,
Hij le taux d'humidité relative relevé durant la mesure de (ur/ue)ij.D'après les relations (J.1) et (1.17), la ontribution des paramètres X, Xi et Xij dansl'inertitude-type de l'e�aité Mp1, est donnée par
u2

c(Mp1) =
∑

[

(

∂ Mp1

∂x

)2

V (x) +

(

∂ Mp1

∂xi

)2

V (xi) +

(

∂Mp1

∂xij

)2

V (xij)

]

. (J.4)L'inertitude-type omposée u2
c(Mp1) peut don être exprimée en fontion des dérivées par-tielles des produits d'e�aités. Cette inertitude-type est la somme des ontributions de haqueparamètre d'in�uene, alulées selon les formules données dans les paragraphes suivants.



158 J. Inertitudes relatives aux tehniques de mesuresJ.2.1 Contribution des paramètres indépendants des mirophones etde la mesure à l'inertitude sur l'e�aité Mp1Soit X un paramètre entrant en ompte dans le alul des produits des e�aités, indépen-dant des mirophones utilisés et de la mesure e�etuée. La ontribution de X dans l'inertitudeomposée u2
c(Mp1) s'érit simplement sous la forme

(

∂Mp1

∂x

)2

V (x) . (J.5)J.2.2 Contribution des paramètres liés uniquement aux mirophonesà l'inertitude sur l'e�aité Mp1A part les oe�ients de orretion de pression et de température, les paramètres liés unique-ment aux mirophones sont tous ompris entièrement dans l'expression de l'admittane aous-tique des mirophones (éq. 2.26, 2.28) ainsi que dans l'expression du volume et de la longueurtotale de la avité formée par les mirophones et le oupleur.Il reste à savoir si la valeur de l'e�aité d'un mirophone, déterminée par la méthode deréiproité, est in�uenée par les paramètres des deux autres mirophones (e qui ne devraitpas être le as a priori). L'étude qualitative rapide qui suit de l'e�aitéMp1, exprimée selon unmodèle physique simpli�é, ainsi que des appliations numériques simples permettent de donnerdes éléments de réponse.L'e�aité Mp1 du mirophone 1 est donnée par l'expression (J.3), ompte tenu de (1.17),soit
Mp1 =

√

M12M13

M23
=

√

ZE12ZE13

M23

√

YT12YT13 ,où les admittanes aoustiques de transfert YT ij sont érites d'après l'expression (2.12)
YT ij = jω

Vij

γijPij

CTHij + Yi + Yj , (J.6)où Vij = V + Vfi + Vfj + V +
i + V +

j et CTHij dépend des onditions ambiantes, du volume Vij etde la surfae totale Aij .i. Admittanes des mirophonesLa dérivée partielle de Mp1 par rapport à l'admittane Y1 donne alors
∂Mp1

∂Y1
=

√

ZE12ZE13

M23

1

2

[

√

YT12

YT13

∂ YT13

∂Y1
+

√

YT13

YT12

∂ YT12

∂Y1

]

,ave ∂ YT12

∂Y1

=
∂ YT13

∂Y1

= 1, e qui onduit à
∂Mp1

∂Y1
=

1

2
Mp1

(

1

YT12
+

1

YT13

)

. (J.7)De la même façon, la dérivée partielle de Mp1 par rapport aux admittanes Y2 et Y3 s'érit
∂Mp1

∂Y2

=
1

2
Mp1

(

1

YT12

− 1

YT23

) et ∂ Mp1

∂Y3

=
1

2
Mp1

(

1

YT13

− 1

YT23

)

. (J.8)



J.2. Inertitudes sur les paramètres entrant dans le alul du produit des e�aités 159Les admittanes aoustiques de transfert YT ij dépendent à la fois des paramètres des mi-rophones et des onditions ambiantes pendant haque mesure. Les mirophones ont desaratéristiques peu di�érentes et les équipements utilisés pour les étalonnages permettentde faire en sorte que les onditions ambiantes varient peu d'une mesure à l'autre (mesures àpression ontr�lée, loal limatisé). Ainsi, les admittanes aoustiques de transfert YT ij sontsupposées peu di�érentes entre elles. Les deux dernières dérivées partielles sont don quasi-nulles et l'e�aité Mp1 du mirophone 1 peut don être onsidérée omme indépendantedes admittanes des mirophones 2 et 3.Une appliation numérique montre que les dérivées partielles ∂ Mp1

∂Y2
et ∂ Mp1

∂Y3
atteignentau maximum 10−3∂ Mp1

∂Y1
pour des di�érenes �extrêmes� entre les admittanes Y1, Y2 et

Y3. La partiipation de es termes dans l'inertitude omposée uc(Mp1) peut don êtrenégligée.ii. Caratéristiques géométriques des mirophonesLes aratéristiques géométriques des mirophones n'ont qu'une partiipation réduite dansles résultats d'étalonnage. La profondeur et le volume frontal et ne présentent que peude variations d'un mirophone à l'autre. Un simple alul permet de s'assurer que lesaratéristiques géométriques des mirophones 2 et 3 ont une ontribution négligeable dansl'inertitude omposée uc(Mp1).Soit X1, X2, X3 es paramètres géométriques, les dérivées partielles de Mp1 par rapportaux estimations x1, x2, x3 des X1, X2, X3 s'érivent
∂ Mp1

∂x1
=

1

2
Mp1

[

1

M12

∂M12

∂x1
+

1

M13

∂M13

∂x1

]

, (J.9a)
∂ Mp1

∂x2
=

1

2
Mp1

[

1

M12

∂M12

∂x2
− 1

M23

∂ M23

∂x2

]

, (J.9b)
∂ Mp1

∂x3

=
1

2
Mp1

[

1

M13

∂M13

∂x3

− 1

M23

∂ M23

∂x3

]

. (J.9)Les paramètres géométriques Xi étant supposés avoir une in�uene équivalente sur lesproduitsMij, les di�érentes dérivées partielles ∂ Mij

∂xi

sont onsidérées omme équivalentes.Les dérivées partielles par rapport aux paramètres des mirophones 2 et 3 peuvent donêtre négligées dans le alul de l'inertitude omposée uc(Mp1).iii. Coe�ients de orretion de pression et de températureChaque produit d'e�aitésMij déterminé dans les onditions ambiantes (Pij, Tij) doit êtreramené aux mêmes onditions standard (P , T ) a�n de déterminer les e�aités individuellesdes mirophones. Chaque produit Mij est ramené aux onditions standard à l'aide desoe�ients de orretion de pression et de température CPi, CPj et CT i, CTj (� 2.2.5).De même que pour les aratéristiques géométriques des mirophones, la dérivée partiellede l'e�aité Mp1 par rapport aux oe�ients de orretion de pression et de températurepropres aux mirophones 2 et 3 est quasi-nulle.Finalement, l'e�aité individuelle d'un mirophone, déterminée par la méthode de réipro-ité, peut être onsidérée omme indépendante des paramètres des autres mirophones.



160 J. Inertitudes relatives aux tehniques de mesuresLa ontribution des paramètres de type Xi dans l'inertitude omposée u2
c(Mp1) (J.4) seréduit au seul terme

(

∂Mp1

∂x1

)2

V (x1) . (J.10)J.2.3 Contribution des paramètres liés uniquement à la mesure à l'in-ertitude sur l'e�aité Mp1i. Paramètres liés aux onditions ambiantesLa pression Pij , la température Tij et le taux d'humidité dans l'air Hij dérivent les ondi-tions ambiantes pendant la mesure du rapport de la tension de sortie du mirophone i surla tension d'entrée et du mirophone j (ur/ue)ij = (uA/uB)ij(u
′
B/u

′
A)ij . Ils peuvent êtrearbitrairement déomposés de la façon suivante :

Pij = P0 + ∆Pij , Tij = T0 + ∆Tij , Hij = H0 + ∆Hij ,'est-à-dire omme la somme d'un terme onstant (indie 0) et d'un terme petit (∆Xij)exprimant des �utuations aléatoires des onditions ambiantes autour de la valeur onstanteportant l'indie 0.La ontribution des termes d'indie 0 dans l'inertitude omposée uc(Mp1) représente alorsla ontribution de l'erreur systématique due aux appareils de mesure. Cette erreur étantindépendante de la mesure e�etuée, la ontribution des termes P0, T0 et H0 dans l'iner-titude omposée uc(Mp1) est de la même forme que les paramètres de type X (J.5).La ontribution des termes de type ∆X12, ∆X13, ∆X23 dans l'inertitude omposée uc(Mp1)représente la ontribution de l'erreur due aux �utuations aléatoires des onditions am-biantes d'une mesure à l'autre. Les termes ∆X12, ∆X13, ∆X23 dépendent respetivementdes mesures 12, 13 et 23 uniquement. Les varianes V (∆Xij) de es termes sont égalespour haune de es mesures. La ontribution totale des termes ∆X12, ∆X13, ∆X23 dansl'inertitude omposée uc(Mp1) s'érit alors
[

(

∂ Mp1

∂∆X12

)2

+

(

∂Mp1

∂∆X13

)2

+

(

∂ Mp1

∂∆X23

)2
]

V (∆Xij) . (J.11)ii. Rapport des tensions de l'émetteur et du réepteurLes varianes des rapports de tensions (ur/ue)ij = (uA/uB)ij(uB′/uA′)ij étants égales, laontribution des (ur/ue)ij dans l'inertitude-type omposée est de la même forme que elledes termes ∆Xij donnée plus haut (J.11).J.3 Inertitudes sur les paramètres n'entrant pas en omp-te dans le alul du produit des e�aitésIl existe d'autres paramètres qui ne font pas partie du alul de l'e�aité mais qui in�u-enent néanmoins le résultat de l'étalonnage.



J.4. Inertitudes obtenues au LNE 161L'e�aité Mp1 est proportionelle à la tension de polarisation U0 (éq. 1.8). La dérivée par-tielle de Mp1 par rapport à U0 donne don
∂ M1

∂U0

=
Mp1

U0

,e qui donne une ontribution de Upol dans l'inertitude de Mp1 de
(

∂ Mp1

∂U0

)2

V (U0) =
M2

p1

U2
0

V (U0) , (J.12)
V (U0) étant la variane de U0.D'autre part, des phénomènes parasites d'origine életrique ou aoustique intervenant durantla mesure partiipent à l'inertitude sur les résultats d'étalonnage. Ces phénomènes sont le bruitambiant, les fuites aoustiques, la distorsion, la diaphonie, les e�ets életriques dans la gardedes mirophones.En�n, doivent être omptabilisés, dans le alul des inertitudes, les erreurs d'arrondis, larépétabilité et les erreurs dues au modèle théorique utilisé pour représenter le système (erreursur la prise en ompte des e�ets thermiques et visqueux et des ondes radiales).Les inertitudes sur es paramètres sont seulement évalués de manière intuitive.J.4 Inertitudes obtenues au LNELe graphique de la �gure J.1 représente, en fontion de la fréquene, l'inertitude élargie,ave un fateur d'élargissement 2 (éq. J.2), sur le module (dB) de l'e�aité d'un mirophoneLS2P obtenues au LNE. Cette inertitude peut être omparée à elle obtenue au DPLA (tab.J.2). En basses fréquenes et jusqu'à environ 5 kHz, l'inertitude du LNE orrespond à elledu DPLA. Dans les hautes fréquenes, l'inertitude donnée par le LNE est supérieure de plusd'un dixième de dB à elle du DPLA à 25 kHz.
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Fig. J.1 � Inertitude élargie sur le module de l'e�aité d'un mirophone LS2P.



162 J. Inertitudes relatives aux tehniques de mesuresGammes de fréquenes (Hz) Inertitudes élargies (dB)50�99 0,04100�10k 0,0310,1k�12,6k 0,0412,7k�16k 0,0516,1k�20k 0,0820,1k�25,2k 0,14Tab. J.2 � Inertitudes élargies annonées par le DPLA pour des mirophones LS2P.Une analyse de la part relative oupée par les di�érents paramètres d'in�uene dans etteinertitude élargie, aux basses et aux hautes fréquenes, est illustrée par les graphiques des�gures J.2 et J.3. Ces graphiques permettent de déterminer les paramètres pour la mesuredesquels un soin partiulier doit être mis.
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Fig. J.2 � Partiipation des paramètres d'in�uene dans l'inertitude élargie U(Mp) à 1000 Hz.En basses fréquenes, la part la plus importante dans l'inertitude élargie est oupée parles paramètres géométriques, plus partiulièrement le volume frontal du mirophone. En e�et,le volume frontal d'un mirophone est très déliat à déterminer, le diamètre interne n'étant pasmesurable ave préision (� 2.3.1).Pour des fréquenes plus élevées, les inertitudes sur les phénomènes de distorsion et surtoutde diaphonie prennent des proportions très élevées dans l'inertitude élargie. La diaphonie est,en e�et un phénomène déliat à aratériser ar il peut avoir di�érentes origines (apaitéparasite entre les mirophones et entre les âbles). La part importante prise par es e�etsparasites montre qu'une étude expérimentale plus approfondie visant à mieux les aratériserest néessaire.En�n, il apparaît que l'in�uene de l'impédane du mirophone sur l'e�aité vaut surtout
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Fig. J.3 � Partiipation des paramètres d'in�uene dans l'inertitude élargie U(Mp) à 10000Hz.par le volume aux basses fréquenes. La fréquene de résonane et l'amortissement n'ont qu'unetrès petite part dans l'inertitude élargie. Une onnaissane très préise de es paramètres n'estdon pas néessaire et les méthode atuellement en usage, bien qu'imparfaites semblent alorssu�santes ii.A noter que ette étude des inertitudes a été e�etuée avant que ne soient remis en auseles expressions normalisées pour l'admittane aoustique de transfert YT et les modèles surlesquels elles reposent. Depuis, il est apparu que les e�ets thermiques sont pris en ompte defaçon inexate et que les e�ets visqueux ne doivent pas être négligés (� 3). Les inertitudessur la prise en ompte de es deux e�ets est don nettement sous-évaluée dans ette étude desinertitudes sur les étalonnages en pression de mirophones par la méthode de réiproité. Parexemple, l'erreur ommise sur l'expression de la orretion thermique CTH est ii évaluée à 1%de sa valeur (soit environ 0.0067 dB à 20 Hz pour un mirophone LS2P), e qui est très endessous de l'erreur ommise en réalité (plus de 0.05 dB sur la valeur des e�aités obtenueslors d'un étalonnage par réiproité, f. � 3.5).





Annexe KCaluls intermédiaires sur le modèledéveloppé pour mesurer l'impédanes deséléments de l'oreille arti�ielleCette annexe développe un alul de produit salaire dont le résultat est utilisé dans lehapitre 5 (� 5.3.3) mais qui n'y est pas développé a�n de ne pas en alourdir le propos.Le produit salaire < y1ψ
t′

µ′ν′ |ψc
0ν >σ1

, dans l'expression (5.43) des oe�ients pc
0ν(z), estdonné par :

< y1ψ
t′

µ′ν′ |ψc
0ν >σ1

=

∫∫

σ1

y1(θ0)ψ
c
0ν(a)ψ

t′

µ′ν′(a, θ0) dS0 ,où l'admittane spéi�que y1 de l'élément à aratériser (fente ou tubes) est fontion de l'angleuniquement et les fontions propres ψc
0ν sont indépendantes de l'angle (éq. 4.27a et b).Pour dérire la surfae σ1, θ0 varie de 0 à 2π et z0 de ℓ1 à ℓ1 + δz, δz étant très petit devant

ℓ1, e qui donne
< y1ψ

c
µ′ν′|ψc

0ν >σ1
= a δz ψc

0ν(a)

∫ 2π

0

y1(θ0)ψ
t′

µ′ν′(a, θ0) dθ0 . (K.1)Les paragraphes K.1 et K.2 détaillent le alul de e produit salaire dans le as où l'ad-mittane à aratériser est respetivement une fente annulaire d'admittane d'entrée Yf ou unréseau de quatre tubes ylindriques d'admittane d'entrée individuelle Yt.K.1 Fente annulaireDans le as où l'élément à aratérisé est une fente annulaire d'admittane Yf , répartieuniformément sur la surfae σ1 = 2πa δz, l'admittane spéi�que y1 est indépendante de l'angle
θ et elle est érite

y1 =
ρ0c0
σ1

Yf =
ρ0c0

2πaδz
Yf .L'expression (K.1) donne alors

< y1ψ
t′

µ′ν′ |ψc
0ν >σ1

= ρ0c0Yfψ
c
0ν(a)

∫ 2π

0

ψt′

µ′ν′(a, θ0) dθ0 ; (K.2)165



166K. Caluls intermédiaires sur le modèle développé pour mesurer l'impédanes deséléments de l'oreille arti�ielled'après les expressions (éq. 4.27a et b) des fontions propres, l'intégrale sur θ0 est nulle pour
µ 6= 0 et pour t′ = s, µ′ = 0, e qui donne alors pour le produit salaire

< y1ψ
t′

µ′ν′|ψc
0ν >σ1

= ρ0c0Yfψ
c
0ν(a)ψ

c
0ν′(a)δt′cδµ′0 . (K.3)K.2 Réseau de quatre tubes ylindriquesDans le as où l'élément à aratériser est un réseau de quatre tubes d'admittane individu-elle Yt, régulièrement répartis en θn = nπ/2 (n=0 à 3), sur quatre surfaes égales haune à

a δθδz, l'admittane spéi�que y1 est érite
y1 =

ρ0c0
a δθδz

Yt si θ = θn et y1 = 0 si θ 6= θn ,et la surfae σ1 vaut 4δθa δz.L'expression (K.1) donne alors
< y1ψ

t′

µ′ν′|ψc
0ν >σ1

= ρ0c0Ytψ
c
0ν(a)

3
∑

n=0

ψt′

µ′ν′(a, θn) , (K.4)soit
< y1ψ

t′

µ′ν′|ψc
0ν >σ1

= ρ0c0Ytψ
c
0ν(a)

Jµ′(γµ′ν′)

aµ′bµ′ν′

3
∑

n=0

{

cosµ′θn si t′ = c

sinµ′θn si t′ = s .
(K.5)Compte tenu des relations suivantes

3
∑

n=0

cosµ′θn =
(

1 + (−1)µ′

)(

1 + cosµ′π

2

)

=

{

4 si µ′ = 0 modulo 4

0 sinon , (K.6)et
3
∑

n=0

sinµ′θn =
(

1 + (−1)µ′

)

sinµ′π

2
= 0 , (K.7)et du fait que seuls les modes pour lesquels µ < 3 sont pris en ompte (les autres étant supposésavoir une ontribution négligeable), l'expression (K.5) devient
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0ν′(a)δt′cδµ′0 , (K.9)où Y1 vaut Yf si l'élément à aratériser est une fente annulaire d'admittane aoustique Yfet 4Yt si et élément est un réseau de quatre tubes ylindriques d'admittanes aoustiquesindividuelles Yt.



Annexe LDesription des oupleurs ylindriquesomportant un petit omposantaoustique en paroiDans ette annexe sont présentés des shémas simpli�és ainsi que les prinipales aratéris-tiques géométriques de deux oupleurs aoustiques, réalisés au LNE, qui omportent haunun petit omposant aoustique di�érent sur ses parois latérales. Les oupleurs sont réalisés detelle manière que es petits omposants (fente annulaire ou quatre tubes ylindriques) peuventêtre hargés ou non par une avité.L'intérêt de es oupleurs spéiaux est de reproduire individuellement des omposants aous-tiques ayant la même forme que les éléments onstitutifs de l'oreille arti�ielle (� 5.1). Cesoupleurs sont don destinés à la validation expérimentale des modèles physiques pour les élé-ments onstitutifs de l'oreille arti�ielle préédemment établis [9℄ par la méthode dérite dansle paragraphe 5.3.L.1 Coupleur ave une fente annulaire en paroiCe oupleur (�gure L.1) est omposé de deux pièes prinipales (notées A sur la �gureL.2) à symétrie ylindrique, maintenues ensemble par six entretoises. Le tout est �xé à l'aidede vis (non représentées) qui ne sont pas représentées sur le shéma a�n de ne pas l'alourdirinutilement. La fente annulaire ainsi formée, à mi-longueur du oupleur, débouhe sur uneimpédane quasi nulle (hamp libre).La fente peut également être hargée par une avité annulaire, pour ela il su�t de remplaerles entretoises par un anneau de même hauteur et de rayon a3 (pièe B, �gure L.3). L'étanhéitéà l'interfae entre les pièes A et la pièe B est assurée par des joints toriques en aouthouplaés dans des reux de la pièe B prévus à et e�et (non représentés sur la �gure L.3). Lespièes sont �xées entre elles à l'aide de vis (non représentées sur la �gure L.3).Les valeurs des rayons a1, a2, a3 et des épaisseurs e et h sont données dans le tableau L.1.A noter que l'épaisseur e est di�érente pour haque on�guration du oupleur. Cei est dû àune di�érene entre la hauteur des entretoises et de la pièe B.A auses d'imperfetions dans la réalisation de la pièe B, les deux pièes A ne s'emboîtentpas bien dans elle-i, e qui augmente les épaisseurs e et h et entraîne probablement un défautde parallélisme entre les deux faes de la fente et de la avité arrière et peut-être aussi l'existane167



168 L. Desription des oupleurs ylindriques omportant un petit omposantaoustique en paroi

Fig. L.1 � Coupleur ave une fente annulaire en paroi.

A
A

Fente annulaire d'épaisseur e

a1

a2 Entretoise

Emplaements pour les mirophones

Fig. L.2 � Con�guration méanique simpli�ée du oupleur ave une fente annulaire ouverte enparoi.
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A
A B

a3

Cavité annulaire d'épaisseur h

Fig. L.3 � Con�guration méanique simpli�ée du oupleur ave une fente annulaire en paroidébouhant sur une avité annulaire.de fentes à l'arrière de la avité annulaire. Ainsi, les valeurs données dans le tableau L.1 pourla on�guration représentée dans la �gure L.3 sont très probablement inexates, e qui entraînedes di�érenes importantes entre les résultats expérimentaux et des résultats théoriques obtenusen supposant es valeurs exates. Une augmentation de 0,031 mm dans les valeurs de e et hqui orrespondent la on�guration de la �gure L.3 permet de réduire l'éart entre les résultatsthéoriques et expérimentaux (� 5.3.4). Tout ei n'a pu apparaître lors des mesures �nes desdimensions du oupleur, ar elles-i ont été e�etuées individuellement sur haque pièe leonstituant ; les valeurs de e et h ont ensuite été déduites de es mesures et ne tiennent donpas ompte des inexatitudes dues au montage des pièes entre elles.
a1 4,6504
a2 8,4833
a3 17,8831
e 0,0712 (�gure L.2)0,0511 (�gure L.3)
h 2,2059Tab. L.1 � Dimensions (mm) du oupleur ave une fente annulaire en paroi.L.2 Coupleur ave quatre tubes ylindriques en paroiCe oupleur (�gure L.4) est omposé de deux parties prinipales (pièes A et B, �gure L.5),�xées par des vis (non représentées). L'étanhéité à l'interfae entre es deux pièes est assuréepar des joints toriques (non représentés).La partie A est perée à mi-longueur de quatre tubes ylindriques identiques disposés tousles 90�. Dans la on�guration représentée sur la �gure L.5, les tubes débouhent sur une avité



170 L. Desription des oupleurs ylindriques omportant un petit omposantaoustique en paroi

Fig. L.4 � Coupleur ave quatre tubes ylindriques en paroi.formée par la pièe B. Cette pièe peut être enlevée a�n que les tubes débouhent sur uneimpédane quasi nulle.Les dimensions de e oupleur utilisées pour les aluls (� 5.3.4) sont données dans le tableauL.2. L'inertitude sur le diamètre dt est due au fait que elui-i n'est pas aessible à la mesure,et don la valeur donnée dans le tableau L.2 est elle fournie par le fabriquant. Par ailleurs, lestubes sont perés dans des ylindres métalliques insérés dans le oupleur en plastique en forçant,évitant ainsi les fuites aoustiques due à de mauvais ontats (�gure L.4). Ainsi, l'intérieur duoupleur présente des disontinuités aux endroits où sont insérés les tubes et la longueur ℓt deeux-i n'est pas aessible à la mesure sans les retirer du oupleur, e qui explique que pourla valeur de ℓt aussi, e sont les données du fabriquant, sur lesquelles il y a enore une forteinertitude, qui sont données dans le tableau L.2.
a1 4.6585
a4 8.4464
a5 20,5255
a6 24,0675
h1 4,0818
h2 7,1499
dt 0,45 ± 0,02
ℓt 3,8 ± 0,05Tab. L.2 � Dimensions (mm) du oupleur ave quatre tubes ylindriques en paroi.
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A
BTube ylindriquediamètre dt, longueur ℓt

a1

a4

a5 a6

Cavité Emplaements pour les mirophones
h1

h2

Fig. L.5 � Con�guration méanique simpli�ée du oupleur ave quatre tubes ylindriques enparoi.





Annexe MCompléments sur les tehniques demesures en usage au LNELe travail présenté dans e mémoire est essentiellement analytique, ependant une partienon négligeable du travail e�etué dans le adre de ette thèse (ontrat CIFRE) a porté sur leperfetionnement du ban d'étalonnage du LNE et à la mise au point du proessus de mesure dehaute préision par la réalisation d'un grand nombre d'étalonnages de mirophones, ei dansle adre de la partiipation du LNE à une interomparaison internationale sur l'étalonnagedes mirophones par la méthode de réiproité (ourant 2003). L'objet de ette annexe est deprésenter e travail expérimental.Les paramètres et phénomènes perturbateurs qui doivent faire l'objet d'un soin partiulierdans leur aratérisation, ainsi que les moyens utilisés pour e faire sont présentés dans leparagraphe M.1. Le paragraphe M.2 expose rapidement le déroulement pratique de l'interom-paraison internationale à laquelle le LNE a partiipé et les résultats obtenus.M.1 Paramètres à ontr�ler durant les mesuresLa préision reherhée sur les étalonnages des mirophones étant très importante, il estnéessaire d'apporter un grand soin aux mesures. Ainsi, tous les paramètres et perturbationspouvant avoir une in�uene sur les résultats de mesures doivent-ils être aratérisés ave pré-ision et, si possible, ontr�lés. Cei a pour but de tenir ompte au mieux de eux-i dans lealul des inertitudes (annexe J), e qui onduit à mieux erner l'in�uene de haun sur lesrésultats de mesures, et à en limiter les e�ets.M.1.1 Fuites aoustiquesLa avité formée par les mirophones et le oupleur ne peut être en pratique parfaitementlose ; di�érentes imperfetions méaniques sont en e�et à l'origine de fuites aoustiques. Pouromprendre l'origine de es fuites et trouver omment mieux les maîtriser, il est néessaired'étudier ave préision la on�guration méanique de la avité de ouplage formée par lesmirophones emboîtés de part et d'autre du oupleur aoustique.Tout d'abord, le oupleur lui-même (�gure M.1) n'est pas onstitué d'un seul blo : il est enréalité un assemblage de plusieurs pièes en métal et en plastique, la pièe assurant le ouplage173



174 M. Compléments sur les tehniques de mesures en usage au LNE

Fig. M.1 � Coupleur aoustique Brüel & Kjær .aoustique entre les mirophones étant un anneau en saphir de diamètre intérieur égal à eluides mirophones (�gure M.2).

Tube ylindrique (métal) Anneau (saphir)

Eléments en plastique Emplaements pourles mirophones Eléments en métal

Fig. M.2 � Con�guration méanique simpli�ée d'un oupleur Brüel & Kjær pour l'étalonnagede mirophones.A l'intérieur de l'assemblage, l'étanhéité entre les di�érentes pièes est assuée par des jointstoriques en aouthou insérés à di�érents endroits (non représentés sur le shéma de la �gureM.2).Le tube ylindrique métallique représenté sur le shéma de la �gure M.2 est inséré dansun trou pratiqué dans l'anneau en saphir. Ce tube permet d'éviter que la pression n'augmentetrop brusquement et fortement dans la avité au moment où les mirophones y sont emboîtés,e qui risquerait de les endommager. Ce tube doit ensuite être bouhé durant les mesures parune aiguille métallique de même diamètre prévue à et e�et. Comme il peut y avoir un peu dejeu entre le tube et l'aiguille, elle-i peut éventuellement être enduite d'une très �ne ouhede graisse a�n d'assurer l'étanhéité entre elle et le tube.Le tube est, en prinipe, inséré en fore dans l'anneau, l'interfae entre le saphir et le tube



M.1. Paramètres à ontr�ler durant les mesures 175ne devrait don pas oasionner de fuites. Cependant, sur ertains oupleurs, il est apparu qu'ily avait du jeu entre le tube et l'anneau, e qui provoquait des fuites aoustiques importanteset di�ilement maîtrisables. Pour remédier à ela, les tubes de tous les oupleurs prévus pourl'étalonnage des mirophones en avité ont été démontés puis ollés.Des fuites peuvent également être dues à un mauvais ontat entre le oupleur (anneau ensaphir) et les mirophones. En e�et, la fae avant de la bague des mirophones (partie doréedes mirophones sur la photographie de la �gure M.3) présente souvent des rayures, des défautsde planéite et des bavures sur les angles plus ou moins importants, e qui dégrade fortementla qualité du ontat entre le oupleur et les mirophones, et don l'étanhéité de la avité deouplage. Par le passé, de la graisse était utilisée pour améliorer e ontat, mais e proédé aété abandonné ar la ouhe de graisse peut augmenter légèrement la longueur de la avité etsurtout ela salit beauoup les mirophones et le oupleur, et par suite, néessite des nettoyagesplus fréquents de l'ensemble, e qui n'est jamais souhaitable, e matériel devant être manipuléle moins possible. Ainsi, la solution retenue ii est de asser l'angle extérieur de la bague desmirophones en y pratiquant un petit hanfrein et d'e�etuer un léger et �n polissage de la faeavant de ette bague.

Fig. M.3 � Mirophones étalons de laboratoire (à l'avant Brüel & Kjær 4180, à l'arrière Brüel& Kjær 4160).M.1.2 Conditions ambiantesLes mesures sont sensibles aux onditions ambiantes dans lesquelles elles sont réalisées, 'est-à-dire à la pression statique P , la température statique T et le taux d'humidité dans l'air H ,e dernier paramètre ayant une in�uene moindre sur les mesures que les deux autres (� 2.2.5).Rasmussen propose, dans les référenes [27℄ et [29℄, des termes orretifs visant à tenir omptedans les aluls de l'in�uene de P et T sur les résultats d'étalonnage. Cependant, pour appliquerorretement es termes orretifs, il est néessaire de mesurer ave une grande préision lavaleur de P et T . Dans e but, la pression statique P est mesurée à 1 Pa près, la températurestatique T à 0,1 �C près et le taux d'humiditéH à 1 % près. La pression P et le taux d'humidité
H sont mesurés dans le loal de mesures, la température T est mesurée à l'intérieur de l'eneintelose dans laquelle sont plaés les mirophones et le oupleur durant les mesures, en e�et, elle-i est légèrement plus élevée à l'intérieur de l'eneinte ar les préampli�ateurs des mirophoneshau�ent pendant les mesures.



176 M. Compléments sur les tehniques de mesures en usage au LNEDe plus, les termes orretifs proposés par Rasmussen étant en grande partie établis em-piriquement de façon approximative, il est préférable de les appliquer uniquement pour tenirompte de variations de P et T petites. Les mesures doivent don être réalisées dans des on-ditions ambiantes les plus stables possibles. Pour ette raison, les mesures sont e�etuées dansun loal limatisé et elles sont automatisées, e qui évite d'avoir de trop forte variations de Pet T durant les mesures.En�n, dans le but d'éviter d'être tributaire des �utuations de la pression statique ambiantedurant les mesures, le ban d'étalonnage est onçu pour permettre d'imposer la pression statiqueà l'intérieur d'une eneinte lose dans laquelle sont enfermés les mirophones et le oupleurdurant les mesures. Cei devrait être mis en ÷uvre à l'avenir en utilisant une pompe et unvolume variable pour augmenter ou diminuer la pression dans l'eneinte, selon les besoins.M.1.3 Diverses soures de perturbation des mesuresDi�érents types de perturbations peuvent avoir des réperussions importantes sur les mesures,e paragraphe reense les prinipales auses de perturbations ainsi que les moyens mis en ÷uvreà l'heure atuelle pour y remédier.

Fig. M.4 � Ban d'étalonnage en usage au LNE (de gauhe à droite : l'analyseur vetoriel,l'appareil de réiproité, l'a�heur de la sonde de température, l'eneinte lose ontenant lesmirophones).Tout d'abord, le bruit ambiant et éventuellement les vibrations peuvent perturber lesmesures. Pour ette raison, les mirophones sont plaés durant les mesures dans une eneintelose reposant sur des patins en aouthou (�gure M.4) et le laboratoire où sont faites lesmesures doit être alme. Le bruit dans e loal, faible et en grande partie dû aux appareils demesure et à la limatisation, est de surroît mesuré à l'aide d'un sonomètre a�n de déterminerson in�uene sur les résultats d'étalonnage et ainsi d'en tenir ompte au mieux dans le aluldes inertitudes (annexe J).L'analyseur vetoriel présente une ertaine distorsion qui ne peut être éliminée des résultatsde mesures mais qui est aratérisée ave préision a�n d'en tenir ompte également dans lealul des inertitudes.En�n, le ban d'étalonnage est sujet à de la diaphonie entre les mirophones et surtoutà l'intérieur de l'appareil de réiproité lui-même. Cet appareil n'o�re que peu de moyens



M.2. Partiipation du LNE à une interomparaison internationale 177d'investigation (non démontable et peu de sorties, f. annexe B), e qui rend la diaphonie dueà et appareil di�ile à aratériser.M.2 Partiipation du LNE à une interomparaison inter-nationaleL'interomparaison lé CCAUV.A-K3, organisée par le CCAUV1 ave le CENAM2 ommelaboratoire pilote et ave l'assistane tehnique du DPLA. Elle onerne l'étalonnage en pressiondes mirophones étalons de laboratoires type LS2P.L'objetif de e genre d'interomparaison est de omparer la préision des tehniques demesures pour l'étalonnage des mirophones en avité de di�érents laboratoires de métrologiedans le monde. Dans la pratique, il s'agit de faire iruler dans les di�érents laboratories marti-ipants plusieurs paires de mirophones LS2P où ils sont laissés durant un mois. Les laboratoiresdoivent alors étalonner les deux mirophones en suivant les reommandations de la norme CEI61094-2 [22℄. Pour e faire, les laboratoires doivent également déterminer les aratéristiquesgéométriques et aoustiques de es mirophones par les méthodes et tehniques de leur hoix.A l'issue des mesures qui y ont été e�etuées, le laboratoire doit être en mesure de ommuni-quer les valeurs des aratéristiques géométriques et aoustiques des mirophones, l'e�aitéde eux-i et les inertitudes sur es résultats d'étalonnage.M.2.1 Protoole suivi au LNE pour l'interomparaisonDeux mirophones Brüel & Kjær modèle 4180 (1/2�) ont été envoyés le 24/04/2003 au LNEpar le DPLA pour l'interomparaison, leur numéro de série étant : 1395456 et 1627783. Cesmirophones ont été retournés au DPLA le 20/05/2003. A es mirophones a été ajouté unmirophone du LNE du même modèle pour former le triplet néessaire à la mise en ÷uvre dela méthode de réiproité pour l'étalonnage des mirophones.Les profondeurs frontales des mirophones ont été mesurées à l'aide d'un mirosope ensuivant la méthode dérite dans le paragraphe 2.3.1.Les aratéristiques aoustiques des mirophones (volume aux basses fréquenes Vbf , fréquenede résonane F0 et fateur de qualité Q 3) ont été déterminés en suivant la méthode itérativedérite dans le paragraphe 2.3.2.. Cependant, le LNE ne disposait à l'époque que de deuxoupleurs aoustiques de longueurs di�érentes (dimensions données dans le tableau M.1) aulieu des trois préonisés par ette méthode.Les valeurs des oe�ients de orretion de pression et de température à 250 Hz CP et CT(� 2.2.5) utilisés pour ette interomparaison sont des valeurs �typiques� pour e modèle demirophone, données dans la référene [29℄.Les mesures des impédanes életriques de transfert pour l'étalonnage des mirophonesportent sur toutes les fréquenes de 1/3 d'otave dans la gamme de fréquene 31,5 Hz � 31,5kHz. Elles ont été répétées inq fois sur haque ouple de mirophone. Le oupleur utilisé pour1Comite Consultatif de l'Aoustique, des Ultrasons et des Vibrations2Centro Naional de Metrologia (Mexique)3Les laboratoires de métrologie préfèrent en général manipuler la notion de fateur de qualité Q (ou defateur de pertes d = 1/Q) à elle d'amortissement Ra. Ces deux grandeurs sont simplement liées par la relation
Q = RaCa/ω0 = Ra

√

Ca/Ma (� 2.3.2)



178 M. Compléments sur les tehniques de mesures en usage au LNEType UA 1430 UA 1414Diamètre (mm) 9,3190 9,3158Longueur (mm) 4,6980 9,3949Tab. M.1 � Dimensions des oupleurs Brüel & Kjær utilisés.es mesures est le oupleur Brüel & Kjær UA 1430 dont les dimensions sont données dans letableau M.1.Les inq valeurs de l'e�aité obtenues sont �ramenées�, à l'aide des oe�ients de orre-tion de pression et de température, aux onditions ambiantes moyennes données dans le tableauM.2. Ainsi, les e�aités des deux mirophones à étalonner ommuniquées par le LNE sont desmoyennes sur inq valeurs de es e�aités, es moyennes étant elles-même �ramenées� auxonditions standard de référene :� Pr = 1013,25 hPa ,� Tr = 23�C ,� Hr = 50 % ,par le biais des oe�ients de pression et de température CP et CT .Numéro de série 1627783 1395456Pression moyenne (kPa) 100,27 99,17Température moyenne (�C) 23,3 23,5Humidité relative moyenne (%) 38 30Tab. M.2 � Conditions ambiantes moyennes des étalonnages.M.2.2 Résultats du LNELes résultats obtenus pour les aratéristiques aoustiques des mirophones sont donnésdans le tableau M.3.Numéro de série 1627783 1395456Profondeur (mm) 0,490 0,490Volume basses fréquenes (mm3) 7,6 11,1Fréquene de résonane (Hz) 22500 21200Fateur de qualité (dB) -0,2 -0,2Coe�ient de pression (dB/kPa) -0,005382 -0,005547Coe�ient de température (dB/kPa) -0,002 -0,002Tab. M.3 � Résultats pour les paramètres des mirophones.Le tableau M.4 présente les valeurs pour l'e�aité des mirophones ommuniquées par leLNE pour ette interomparaison, ainsi que les valeurs du terme orretif ajouté à es résultatsa�n de les ramener aux onditions standard de référene.



M.2. Partiipation du LNE à une interomparaison internationale 179Fréquene Niveau d'e�aité Déviation des onditionsexate (dB ref 1V/Pa) de référene (dB)(Hz) 1627783 1395456 1627783 139545631,6 -38,709 -38,365 0,006 0,01663,1 -38,725 -38,387 0,004 0,009125,9 -38,738 -38,413 0,004 0,005251,2 -38,750 -38,436 0,004 0,004501,1 -38,760 -38,456 0,004 0,0041000 -38,762 -38,468 0,004 0,0041995 -38,740 -38,449 0,004 0,0033981 -38,636 -38,323 0,004 0,0036309 -38,433 -38,068 0,005 0,0097943 -38,269 -37,840 0,004 0,0029999 -38,068 -37,549 0,004 0,00312588 -37,925 -37,309 0,004 0,00615847 -38,173 -37,534 0,005 0,00919951 -39,427 -38,991 0,009 0,01625116 -41,870 -41,618 0,017 0,01631620 -45,294 -47,089 0,086 0,077Tab. M.4 � Résultats d'étalonnage et déviation des onditions standards de référene.Les inertitudes ommuniquées par le LNE dans le adre de ette interomparaison et laméthode suivie pour les déterminer sont elles données dans l'annexe J.Les résultats des di�érents laboratoires pour ette interomparaison ne sont pas enore o�-iellement publiés, ependant, il ressort d'éhanges ave le DPLA que les résultats d'étalonnageobtenus au LNE, et la préision ave laquelle ils sont établis, sont tout à fait omparables àeux du DPLA. Celui-i étant un laboratoire très expérimenté dans e domaine, ei est trèsenourageant pour le LNE qui, à l'époque venait tout juste de mettre en plae son atuelban d'étalonnage. Cependant, il reste de nombreuses impréisions dans les tehniques util-isées au LNE, notamment onernant la détermination des aratéristiques aoustiques desmirophones.Cei s'explique tout d'abord par le fait que les tehniques de mesures de es paramètresn'étaient pas au point à l'époque de l'interomparaison, en partiulier il aurait fallu que le LNEdispose d'au moins un oupleur aoustique supplémentaire, de longueur di�érente de elles desdeux autres.Par ailleurs, les paramètres dérivant l'admittane aoustique des mirophones sont issusd'une approximation aux basses fréquenes dans la modélisation du mirophone életrostatiquedont la validité peut être disutée dans la partie haute de la gamme de fréquenes (jusqu'à 30kHz). De plus, la méthode hoisie ii pour déterminer es paramètres (Vbf , F0, Ra) donne desrésultats qui sont fortement dépendants du modèle hoisi pour représenter la avité de ouplageaoustique, il onvient don que elui-i soit hoisi ave soin a�n de prendre en ompte aumieux des e�ets présents dans la avité. Ainsi, les modèles atuels, pour la avité de ouplagemais aussi pour les mirophones, ne sont peut-être pas su�sants pour ette appliation, quinéessite une grande préision sur toute la gamme de fréquenes (30 Hz � 30 kHz). Les suites



180 M. Compléments sur les tehniques de mesures en usage au LNEenvisagées de l'étude présentée dans le hapitre 4 (modélisation du mirophone életrostatiqueprenant en ompte une déformée de membrane non uniforme) devraient permettre d'apporterde nombreuses préisions tant pratiques que théoriques sur e point.
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La avité de ouplage aoustique dans la méthode de réiproité :modèles analytiques pour l'étalonnage des mirophoneset la mesure d'impédanes de petits omposantsLes laboratoires de métrologie aoustique utilisent en général des mirophones de haute qualité omme étalon de référene pourleurs appareils de mesures aoustiques. Ces mirophones, appelés étalons de laboratoire, doivent eux-mêmes être étalonnés aveune grande préision. Depuis plusieurs déennies, la méthode usuelle (normalisée) pour étalonner es mirophones, 'est-à-dire pourdéterminer leur e�aité en pression, est la méthode de réiproité. Cette méthode néessite l'usage de deux mirophones oupléspar une avité aoustique lose généralement de forme ylindrique, fermée latéralement par des parois rigides et aux extrémités parles membranes des mirophones, l'un étant utilisé en émetteur, l'autre en réepteur. Le produit des e�aités des mirophones estdéduit de mesures életriques et du alul analytique de l'admittane aoustique de transfert du système.Les équipements et les tehniques de mesures atuels permettent d'atteindre une préision dans les mesures életriques de l'ordredu entième de déibel. Une préision du même ordre de grandeur est alors reherhée dans le alul de l'admittane aoustiquede transfert, qui repose sur la modélisation du hamp aoustique dans la avité de ouplage. Il est don néessaire que ettemodélisation soit aussi omplète et préise que possible. Les modèles atuellement en usage ne paraissent pas aujourd'hui, de epoint de vue, présenter toutes les �garanties� néessaires pour aéder à un étalonnage dont la préision est ompatible ave lapréision de la mesure életrique. Ainsi, l'objet de ette étude est d'établir des modèles analytiques plus omplets pour le hampde pression dans la avité de ouplage, prenant en ompte les e�ets de ouhes limites visqueuses et thermiques et la struture �nede la répartition spatiale du hamp aoustique.Au-delà des résultats qui doivent onduire à la révision des normes atuellement en vigueur, les résultats obtenus portent l'espoirde mener à une méthode de mesure �ne des aratéristiques d'entrée des petits omposants aoustiques qui fait défaut à l'heureatuelle et de mener à terme à des ouvertures sur la métrologie des miro-omposants aoustiques (attendues dans le adre de laaratérisation des oreilles arti�ielles et de la miniaturisation des apteurs).En�n, des développements futurs portant sur de nouvelles modélisations de apteurs mirophoniques, qui prendraient en ompteles e�ets de déformées réalistes des membranes et orrélativement la répartition spatiale des mouvements aoustiques dans lesmiro-avités et miro-onduits qui onstituent es apteurs, permettront aux modèles proposés de donner leur �pleine mesure� enterme de �nesse de mesure et de aratérisations de apteurs et mini-omposants aoustiques.Mots lefs : Aoustique, mirophones, étalonnage, réiproité, avité aoustique, mesure d'impédane
Closed aousti oupler for the reiproity method : analytialmodels for mirophones alibration and measurement of smallomponents impedanesAousti metrology laboratories generally use high quality mirophones as a referene for their aousti measurement devies.Then, these mirophones, alled Laboratory Standard Mirophones, have to be alibrated with a great auray. During the lastdeades, the usual standardized method for alibrating these mirophones, that is for determining their pressure sensitivity, is thereiproity method. This method uses two mirophones aoustially onneted by a oupler whih is an aousti avity, generallyylinder shaped, losed by lateral rigid walls and at its ends by the diaphragms of the mirophones, one being used as a transmitterand the other one as a reeiver. The produt of the mirophone's sensitivities is determined from eletrial measurements and fromthe analytial alulation of the aousti transfer admittane of the system.Atual equipments and measurement tehnis permit to reah the order of 0.01 dB for the eletrial measurements auray.The same preision is then requiered for the alulation of the aousti transfer admittane whih lies on the modelling of thesound pressure in the oupling avity. Consequently, this modelling has to be as omplete and aurate as possible. The modelurrently in use seems not to be su�iently reliable to allow alibration with an auray that is ompatible with the one of theeletrial measurements. Thus, this is the aim of this study to build more omplete analytial models for the sound pressure in theavity, taking into aount the visothermal boundary layers e�ets and the preise dependeny of the aousti �eld on the spaeoordinates.The results should lead to revise the standards urrently in use, and moreover the obtained results ould lead to a deep measurementmethod for the input harateristis of small aousti omponents, that is atually missing, and that in the future they ould leadto openings in the metrology of aousti miro-elements (useful for haraterization of the arti�ial hear and for the miniaturizationof sensors).Finally, future developments about new modelling of mirophones, that would take into aount the e�ets of realisti diaphragmmovements and then the spatial distribution of the aousti movements in miro-avities and miro-duts that ompose thesesensors, will allow the models presented here to be of high interest onerning deep measurements and haraterization of sensorsand aousti miro-omponents.Keywords : Aoustis, mirophones, alibration, reiproity, aoustial avity, impedane measurement


