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RESUME

Le sujet de cette these se situe dans le cadre de ’étude des équations intégrodifféren-
tielles déterministes et stochastiques. Les équations intégrodifférentielles apparaissent
dans de nombreuses applications telles que la physique, la finance mathématique, la
biologie, la telecommunication, etc. Ici, le cas aléatoire sera schématisé soit par un
processus de Wiener, soit par un mouvement Brownien fractionnaire. Un mouvement
Brownien est tel que ses petits accroissements modélisent bien le bruit blanc.
L’objectif est d’étudier les aspects quantitatifs et qualitatifs des équations intégrodiffé-
rentielles déterministes et stochastiques, plus précisément, il s’agirait d’établir sous des
conditions bien définies les résultats d’existence, d’unicité, de stabilité et d’attractivité
des classes d’équations intégrodifférentielles.

La principale méthode utilisée pour la résolution des équations est la théorie de 'opéra-
teur résolvant au sens de Grimmer [50]. Cette théorie sert de formulation abstraite aux
équations intégrodifférentielles. D’autres outils, comme la théorie du point fixe et les
théories d’analyses fonctionnelles et stochastiques, ont aussi servi a I’analyse de chaque
classe d’équations considérée. Ces outils sont plus efficaces pour 'étude des équations
intégrodifférentielles.

Cette these est composée de cing (05) chapitres. Le premier introduit les outils né-
cessaires a la bonne compréhension de tous les autres chapitres. Le second chapitre
est dédié a ’étude d’'une classe d’équations intégrodifférentielles déterministes. Cette
classe d’équations a été étudiée en utilisant la théorie de la mesure de non-compacité
et la théorie du point fixe. Le troisieme chapitre est consacré a I’étude d’une classe
d’équations intégrodifférentielles stochastiques a condition non-locale. L’avant-dernier
chapitre établit les conditions d’existence et d’unicité de solution faible du systeme
stochastique , avant d’établir les conditions de la stabilité exponentielle. Le dernier
traite les équations intégrodifférentielles stochastiques impulsives a retard fini. Plus
précisément, il établit les ensembles attractifs et quai-invariants et étudie la stabilité
exponentielle du systeme stochastique (5.1)). Dans 'optique de prouver ’applicabilité

de nos différents résultats abstraits, nous avons, pour chaque classe d’équations étudiée,
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présenté un exemple illustratif pour soutenir la faisabilité de nos résultats abstraits

trouvés.

Mots clés

Equation intégrodifférentielle stochastique, Equation différentielle impulsive, Equa-
tion différentielle non-locale, Equation différentielle stochastique & retard de type
neutre, Cy-semi-groupe, opérateur résolvant, théorie du point fixe, processus de Wiener,

mouvement Brownien fractionnaire, solution faible, stabilité exponentielle, ensemble

globalement attractif, ensemble quasi invariant.
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Abstract

The subject of this thesis is within the framework of the study of deterministic and
stochastic integrodifferential equations. Differential equations are found in numerous
application such as physics, mathematical finance, biology etc. In this thesis, we will
mathematically shematize chance by either a wiener process or a fractional Brownian
motion. The latter is such that its small increments models white noise accurately.
The aim in this work is to study the qualitative and quantitative aspects of deterministic
and stochastic integrodifferential equations and more precisely, we will establish the exis-
tence, uniqueness and stability of mild solutions and the attractive and quasi-invariant
sets of these systems. The main method used for the equations resolution is the operator
resolvent theory introduced by Grimer [50]. This is used as a abstract formulation of
integrodifferential equations. The theory of the fixed point and theories of stochastic
and functional analysis are also used in the analysis of each class of considered equations.
These tools are more efficient for the study of integrodifferential equations. This thesis
is divided into five chapters.

The first chapter introduce the necessary elements for a good understanding of other
chapters. The second study the impulsive stochastic integrodifferential equation. Haus-
dorff’s compactness measure and the fixed point are used to study this class of equations.
A class of stochastic integrodifferential equations with non local condition is studied in
third chapter. The next to last chapter establish the sufficient conditions of existence
and stability exponential of mild solutions. The last chapter concerns the study of
impulsive stochastic integrodifferential equations and more precisely studied the ex-
ponential stability of the mild solution after estabilshing its global attractiveness and
quasi-invariant sets.

In order to prove the feasibility of results obtained, we have given, for each class of

equations studied, an illustrative.
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Notations générales

Liste des abréviations

cadlag :  Continu a droite et admettant une limite a gauche.
iid: Identiquement et indépendamment distribué.

EDO : Equation différentielle ordinaire.

EDI : Equation différentielle impulsive

EDR : Equation différentielle & retard.

EDS : Equation différentielle stochastique.

EIS : Equation intégrodifférentielle stochastique

EDRN : Equation différentielle & retard de type neutre.

Liste des notations

N : L’ensemble des entiers naturels.
N* : L’ensemble des entiers naturels non nuls.

R : L’ensemble des réels et R =R x ... xR .
—_———

d fois
%" . L’ensemble des fonctions k fois dérivables et dont toutes les dérivées sont continues.

¢ (E,F) : L'espace des fonctions continues de E dans F'

14 : L’indicatrice de ’ensemble A.

P (A) : La probabilité de I’événement A.

X espace de Banach de norme || - ||.

Z(E,X) Espace des opérateurs linéaires bornés de E dans X.
L?(-) : espace de fonctions de carré intégrable.

) : I'univers des réalisations.
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E(X): L’espérance mathématique de la variable aléatoire X.
— t — 0 t convergence vers 0

N\ t \( 0 veut dire ¢ décroit vers 0.

tr(-) : La trace.

A Opérateur linéaire fermé & domaine dense.

D(A) : Domaine de A

I'(t) - Opérateur linéaire fermé.

A Delta

tAs: le minimum entre s et ¢

Y : La donnée initiale dans ’espace de phase.

h : La fonction non locale

t: La variable temps

T La variable d’espace et x; La fonction historique de z

{S(t)}+>0 : Le cp-semi-groupe sur X

{Z(t)}+>0 : L’opérateur résolvant sur X
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Introduction

Introduction générale

La connaissance parfaite des phénomeénes d’un écosysteme est un enjeu majeur pour la
gestion des ressources et de ’environnement. Pour avoir cette connaissance, on passe tres
souvent soit par une observation directe, soit par une expérimentation in vitro ou in situ
(observation des phénomenes au laboratoire ou sur place), ou soit encore par une modélisation
mathématique et informatique. La modélisation mathématique consiste & définir un (ou
plusieurs) modele(s), de nature mathématique, permettant de rendre compte, d’une maniére
suffisamment générale, un phénomene donné, qu’il soit physique, biologique, économique ou
autre. Elle nécessite, dans cet objectif, un ensemble de techniques permettant de disposer
d’une représentation mathématique du systeme étudié. Pour cela, elle exige une connaissance
précise des phénomenes intervenants dans le systéeme et une aptitude a les représenter par des
équations mathématiques. Les équations différentielles formulées, pour la premiere fois, sous
la plume de Leibniz[ﬂ en 1686, décrivent 1’évolution d’'un phénomene en mettant en relation

une fonction et ses dérivées. Ces équations se présentent sous forme générale suivante :
a'(t) = F(t,x(t))

ou z est la fonction d’état a déterminer et F' une fonction continue satisfaisant un certain
nombre de conditions données, sont apparues en mathématiques par le biais des problemes
d’origine mécanique ou géométrique, par exemple :
e Mouvement du pendule circulaire,
e Probleme du mouvement de deux corps qui s’attirent mutuellement suivant la loi de la
gravitation Newtonienne,
e Probleme de I’étude de mouvements de corps "élastiques" (tiges, ressorts, cordes vi-
brantes).
e Probleme de I’équation de la courbe (appelée chainette) décrivant la forme prise par
une corde, suspendue aux deux extrémités et soumise a son propre poids.
Pendant des décennies, les chercheurs ont utilisé les équations différentielles ordinaires ou les

équations différentielles partielles pour décrire les systémes dont I’état du futur est déterminé

1. Philosophe et scientifique allemand, 1646-1716
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par I’état présent en négligeant la présence des retards. Or, la présence des retards peut
influencer la performance et la stabilité du systeme, et donc, il est trés important d’introduire
les retards dans la modélisation. Les équations différentielles a retards (héréditaire) définies
comme des équations différentielles faisant intervenir des arguments de temps différents,
servent a modéliser un grand nombre de phénomenes. Les systémes a retards forment une
classe de systemes de dimension infinie largement utilisés pour modéliser et analyser les
phénomenes de la vie réelle. Nous pouvons citer, en guise d’exemple, I'intervention du retard

dans les domaines suivants :

e La biologie : Hutchinson [67] a modélisé 1’évolution d’une population d’individus d’une
seule espece par une équation faisant intervenir un retard. Volterra [I32], pour la méme
étude, a intégré 'effet de pollution de ’environnement par les individus. Cette pollution
ayant des effets toxiques s’accumulant (d’ou lintroduction de retards distribués), et
provoquant éventuellement la mort avec un certain retard. Des retards apparaissent
également dans ces modeles d’évolution des populations lorsqu’on prend en compte le
temps de maturation d’un individu. De plus, les périodes de procréation n’apparaissant
qu’a certaines saisons, différents types de retards peuvent intervenir. Une étude de ces
modeles a été réalisée par Gopalsamy [47].

e La mécanique : Des retards distribués apparaissent dans les équations de mouvement
des systemes viscoélastiques soumis & des contraintes (bois, polymeres, plastique, glace...
) [46], 18]. Certains modeles de moteurs pneumatiques font aussi intervenir des retards
ponctuels.

Les phénomenes de transport (tuyauteries, tapis roulant, ... ) se traduisent bien str
également en terme de retards.

e La physique : Certains mouvements, méme trés rapides, ne peuvent pas toujours
étre considérés comme instantanés (propagation des champs électromagnétiques, de la
chaleur, des électrons dans un oscillateur, d’une information pour la commande d’un
satellite depuis la terre). De plus, la durée d’un traitement numérique des informations
n’est pas toujours négligeable [48].

e La médecine : Les réponses a des événements particuliers ou les actions de certains
médicaments ne sont pas instantanées (processus de sécrétion de 'insuline, délai entre
le début de la stimulation des lymphocytes et le début de la production d’anticorps )

e [L’économie : Il faut prendre en compte les temps de réaction & un éveénement, comme
par exemple le retard entre une décision et la délivrance des biens sur le marché [52].

Durant ces dernieres années, cette théorie a été développée intensivement, et occupe une part
importante dans le vocabulaire des chercheurs, compte tenu de ses nombreuses applications

dans divers domaines tels que viscoélasticité, mécanique, réacteur nucléaire, télécommuni-
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cation, microbiologie, épidémiologie, physiologie et tant d’autre domaines. D’un point de
vue pragmatique, tous les processus physiques comportent des retards, méme s’ils peuvent
éventuellement étre négligés face aux autres dynamiques du processus. Ces retards inter-
viennent dés que le procédé comporte des phénomenes de transport (mélanges chimiques,
tapis roulants---), des phénomenes de transmission d’informations, des acquisitions de mesures,
etc. Elles expriment une relation entre une fonction et ses dérivées pour des valeurs présentes

et passées. Ces équations se présentent généralement sous la forme contractée suivante :
/
o' (t) = F(t, z1)

ou z est la fonction inconnue, z; est appelé la fonction historique définie z;(w) = x(t + w)
avec w € [—r, 0] pour tout r > 0.

La présence des équations différentielles et des équations intégrales est courante dans de
nombreux domaines des sciences et de l'ingénierie. Cependant, les travaux de recherche dans
ce domaine aboutissent & un nouveau sujet spécifique, dans lequel les opérateurs différentiels
et les opérateurs intégraux apparaissent ensemble dans la méme équation. Ces types d’équa-
tions sont connus sous le nom d’équation intégrodifférentielle. Le type général de I’équation

intégrodifférentielle est présenté sous la forme suivante :

b
z(t) = f(t) + /\/ K(t,s)x(s)ds,

ou a et b sont des bords de l'intégrale, A une constante, = est la fonction inconnue, K est
le noyau de l'intégrale. f et K sont données d’avance mais les bords de l'intégrale a et/ou
b peuvent étre fixes. Ces équations ressemblent aux équations différentielles ordinaires par
leurs méthodes de résolutions. Elles présentent plus d’avantage pour modéliser beaucoup de
problémes d’évolutions comme les problémes liés a la biologie, a la chimie, a la physique, a la
télécommunication etc.

Dans de nombreux processus d’évolution, on constate un changement instantané dans le
comportement du systéme. Ces processus subissent des perturbations négligeables par rapport
a la durée du processus. Lors de la modélisation de ces problémes qui sont caractérisés par le
fait qu’a un certain moment, ils subissent un changement brusque, il est naturel de supposer
que ces perturbations agissent sous forme d’impulsion. La théorie des équations différentielles
impulsives développée, pour la premiere fois, par Mil’'man et Myshkis, fournit les outils
mathématiques pour décrire les phénomeénes qui sont assujettis a ces perturbations. Cette
théorie a été utilisée pour étudier de nombreux phénomenes comme l'effet de la vaccination ou
tout facteur de stress sur une population cellulaire [I35, [81], les systémes de proies-prédateurs
[91], ©2], les impacts du changement climatique sur la dynamique [129] etc. Une équation

impulsive est définie par une équation différentielle qui caractérise I’évolution d’un systeme
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entre deux impulsions, un critére d’impulsion qui détermine le moment ot les impulsions se
produisent et un ensemble de fonctions d’impulsion qui définissent l'effet des impulsions sur le
systeme. Ces équations sont généralement présentées sous la forme :

2/ (t) = F(t,z¢), pour t # 13

Az = Iy(z) pour t = 7y,
ol Az =zt — 9y, t € R, les temps d’impulsions 7, supposés croissants et I est la taille
du saut. Ici, 2 représente la valeur qui suit immédiatement le changement brusque et en
général differe de x. Le développement de cette théorie était relativement lent a cause de la
difficulté de manipulation de telles équations. Apres, beaucoup de chercheurs ont participé a
I’enrichissement de cette théorie ou ils lancerent différentes études sur ce sujet et beaucoup de
résultats ont été obtenus des lors. Pour plus de détails concernant la théorie des équations
impulsives voir [8, [, [I0] et les références qui y figurent.
La résolution d’un probléeme passe par la connaissance, au préalable, de certaines informations
sur le domaine ou la frontiere. En général, dans les modeles mathématiques, des informations
supplémentaires sur la frontiere du domaine (en fonction du temps ou de la dimension spatiale)
sont fournies. La condition initiale classique reconnue aussi sous le nom de la condition
initiale de Cauchy est donnée par x(0) = xg, ol z( est 1’état initial du systéme au temps
t = 0. Cependant, dans le monde réel tel qu’en informatique, en science environnementale, en
démographie, etc; cette condition ne prend pas en compte certaines mesures du probleme.
Le concept de la "condition non locale" introduit par Byszewski [23] vient pallier quelques
insuffisances dues aux conditions traditionnelles du probleme de Cauchy lors de la modélisation.
Cette condition explicitée souvent sous la forme x(0) = xg + h(z) ( avec h une fonction
satisfaisant certaines contraintes ) explique mieux les problémes en tant que systéme dynamique
étudié dans [145], [120]. Cette condition a un effet sur la solution et donne une meilleure précision
de la mesure physique que la condition classique. Vu I'importance de cette condition, de
nombreux chercheurs se sont investis sur ces travaux, en guise d’exemple on peut citer les
travaux de S. Berman [16], I7], des travaux de J.H. Liu et al. [87], des travaux de Liang and
Xiao [88] et de Ibrahim [I33].
Les effets aléatoires constituent une autre source de perturbations ou d’incertitudes dans les
systeémes réels. De nombreux systemes dynamiques ont des structures variables sujettes a de
brusques changements aléatoires pouvant résulter sur des phénomenes tels que des défaillances
et des réparations des composantes, des modifications dans les interconnexions des sous-
systemes ou des changements soudains d’environnement. Par conséquent, les perturbations
stochastiques doivent étre prises en compte lors de la modélisation. La théorie des processus
stochastiques est I'une des branches de mathématiques qui est utilisée pour traiter des

phénomeénes qui varient d’'une fagon irréguliere dans le temps et dans l'espace [103]. En
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d’autres termes, tout processus dont I’évolution peut étre analysée en termes de probabilité
est un processus stochastique. Ayant fait son essor dans les années 1950, elle permet de
modéliser les phénomeénes de la vie courante sous la forme des équations différentielles
stochastiques (EDS). Ces équations différentielles stochastiques sont une généralisation des
équations différentielles ordinaires (EDO) auxquelles on rajoute un terme de bruit blanc.
Elles décrivent, en général, I’évolution dans le temps d’un systéme physique, par exemple,
la position a linstant ¢ d’un satellite ou la température d’une matiere en agitation. Le
terme aléatoire (bruit) qui apparait dans I’équation différentielle stochastique est représenté,
mathématiquement, par un mouvement Brownien. Le mouvement Brownien est le nom du
phénomene correspondant au mouvement aléatoire de particules dans un fluide. Le premier
a l'avoir mis en évidence est le botaniste Robert Brown en 1827. Ce mouvement Brownien
a ensuite été défini rigoureusement par Louis Bachelier en 1900. De grands scientifiques ont
travaillé la-dessus au 20e siécle, comme Paley, Zygmund, Wiener ou encore Einstein. Il possede
de nombreuses propriétés intéressantes, et sert notamment & poser et a résoudre des EDS,
qui sont importantes dans de nombreux domaines : physique, biologie, écologie, finance....
Cependant, la plupart des phénomeénes d’évolution présente une dépendance a court ou a
long terme. Le terme aléatoire le plus populaire utilisé en mathématique pour modéliser ces
phénomenes est le mouvement Brownien fractionnaire. Ce mouvement Brownien fractionnaire
(mBf en abrégé), également appelé mouvement brownien fractal, est une généralisation du
mouvement Brownien.

Le mouvement Brownien fractionnaire est comparable a une marche aléatoire continue. Bien
que, contrairement au mouvement brownien régulier, le mBf ait des incréments dépendants,

qui signifient que I’"état" actuel d’'un mBf dépend des "états précédents ". Cette dépendance
est mesurée sur une échelle de zéro a un. Cette mesure s’appelle l'indice de Hurst, H € (0, 1),
du nom de I'hydrologue Harold Edwin Hurst pour ses travaux dans le domaine de I’hydrologie.
Dans ses travaux, Hurst a étudié la variance annuelle des niveaux du Nil, et ’a appliquée a la
statistique dite R/S, ou R correspond a la plage des sommes partielles des données et S a

1/2 sous les hypotheses

I'écart type de I’échantillon. La statistique R/.S devrait croitre jusqu’a n
normales d’observations indépendantes et distribuées de maniére identique et de variance finie,
ou n est la taille de I’échantillon. Fait intéressant, les données du Nil ont indiqué une croissance

1/2 ot la

de nfl, ot H € (1/2,1). La marche aléatoire donne généralement une croissance de n
limite d’échelle de la marche aléatoire en dimension un est le mouvement brownien. Il faut
donc que la croissance n'’, avec H € (1/2,1) corresponde & autre chose [I30]. Mandelbrot a
remarqué que, bien que le mouvement brownien ait un écart-type t1/2, le mouvement brownien

fractionnaire a un écart-type de t¥, ot 0 < H < 1, et donc mBf pourrait étre plus approprié

pour ce comportement [97].
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L’indice Hurst décrit I'irrégularité du chemin du mBf auquel il est associé, ol une valeur de
1/2 correspond a des incréments non corrélés. Une valeur supérieure a 1/2 correspond & une
corrélation positive. Heuristiquement, si un processus correspondant a une valeur de H qui
se situe dans cette plage monte pendant un intervalle, il continuera probablement a monter
pendant le prochain intervalle. En revanche, les valeurs inférieures & 1/2 correspondent a une
corrélation négative. En outre, si un processus dont les incréments sont corrélés positivement
présente une croissance a la hausse dans un intervalle, il sera probablement réduit dans
Pintervalle suivant. Une application utile de mBf pour les valeurs de H € (1/2,1) consiste
a décrire le comportement des prix des actifs et la volatilité des marchés boursiers [114].
Le mouvement brownien fractionnaire, écrit B (t), est une généralisation du mouvement
brownien, qui est un mBf avec 'indice de Hurst H = 1/2. 1l s’avére que les mouvements
browniens fractionnaires se divisent en ces trois cas trés différents, correspondant a l'intervalle
auquel H est associé.

En 1940, c’est Andrei Kolmogorov, alors qu’il étudiait les courbes en spirale dans ’espace de
Hilbert, qui introduisait pour la premiere fois le mouvement brownien fractionnaire. Cependant,
ce n’est que lorsque Mandelbrot a reconnu 'importance de mBf qu’il a tiré, avec Van Ness,
bon nombre de ses propriétés importantes dans leur célebre article [98] en 1968. C’est dans cet
article que le mouvement brownien fractionnel tire son nom, ce qui vient de sa représentation
sous la forme d’une intégrale stochastique fractionnaire par rapport au mouvement brownien.
Une intégrale est appelée stochastique lorsque 'intégrateur, l'intégrale ou les deux sont des

processus stochastiques, ce qui en fait un processus aléatoire.

Objectif

L’étude de lexistence, de I'unicité, de la stabilité de solution des équations intégrodifféren-
tielles déterministes et stochastiques est un sujet trés important a exploiter grace a sa facilité
d’interpréter les phénomenes de la vie réelle. Dans cette theése, notre objectif est d’étudier
avec des outils mathématiques les aspects quantitatifs et qualitatifs des équations intégrodiffé-
rentielles déterministes et stochastiques. Nous espérons étudier la stabilité, ’attractivité et la

quasi invariance une fois que I'on établisse I’existence de solutions faibles.

Organisation des chapitres

Pour répondre aux objectifs de ce présent travail de recherche, nous organisons ce docu-
ment en cing (05) chapitres qui traitent des différentes classes d’équation intégrodifférentielle

déterministes et stochastiques. Nous présentons ici quelques points de chacun de ces chapitres :
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Dans le chapitre [1, nous avons présenté une collection des résultats existants sur les espaces
de Hilbert, la mesure de non compacité, la théorie des Cy-semi-groupes, le calcul stochastique,
les équations intégrodifférentielles et quelques Lemmes qui lui sont utiles pour les chapitres
qui suivent.

Le chapitre [2| présente I’étude d’existence de solution d’une classe d’équation intégrodifféren-
tielle impulsive & condition non locale. En utilisant la théorie des opérateurs résolvant et la
mesure de non compacité de Hausdorff, nous pourrons établir que le systeme admette
au moins une solution.

Dans le chapitre |3 on étudie 'existence et 1'unicité de solution d’une classe d’équations
intégrodifférentielles stochastiques dirigées par un mouvement brownien fractionnaire. En se
basant sur les inégalités élémentaires et la théorie de 'operateur résolvant, on établit des
nouveaux résultats sur la solution faible de 1’équation ([3.1)).

L’objectif du chapitre [] est d’étudier I’existence et la stabilité exponentielle d’une classe
d’équation intégrodifférentielle stochastique dirigée par un mouvement Brownien dans un
espace de Hilbert. En utilisant la théorie de 'opérateur résolvant [50], la mesure de non
compacité, le théoréme du point fixe de Monch, nous montrerons que la solution faible du
systéme existe et est exponentiellement stable en moyenne quadratique.

Le chapitre 5| s’appuie sur la théorie des opérateurs résolvants et les intégrales-impulsives,
pour quelques aspects qualitatifs et quantitatifs d’une classe d’équations intégrodifférentielles
stochastiques a retard de type neutre impulsive dirigée par un mBf. Nous étudions, tout
d’abord, les ensembles attractifs et invariants de la solution de 1’équation stochastique, apres
avoir discuté de l'existence de solution. Ensuite on étudiera la stabilité exponentielle de
la solution. Pour prouver ’applicabilité de nos résultats abstraits, on donnera un exemple
illustratif.

La conclusion rappellera les différentes contributions apportées par cette these, puis dégagera
plusieurs axes de recherche pouvant contribuer & compléter ’ensemble des travaux présentés

ici.
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Préliminaires

Dans ce chapitre, nous donnons quelques définitions, notions et résultats d’analyse fonc-
tionnelle (espaces, opérateurs, ...), d’analyse stochastique, de la théorie de la famille des
opérateurs résolvants et quelques théoremes du point fixe qui nous seront utiles aux chapitres

suivants.

1.1 Notions sur les opérateurs

Définition 1.1.1 (Espace de Banach). On appelle espace de Banach tout espace vectoriel

normé complet sur le corps C ou R.

Exemple 1.1.1. Soit J un intervalle compact de R. Les espaces :

€ (J,R), des fonctions continues sur J et a valeurs dans R,

LY(J,R) , des fonctions intégrables, définies sur J et d valeurs dans R,

PB(J,R) des fonctions bornées, définies sur J et a valeurs dans R,

B (J,R) , des fonctions mesurables et bornées, définies sur J et d valeurs dans R,

munies respectivement des normes suivantes :

1
|zlle = max|z(t)], |z]en = / [z(t)dt, |z|lz = |z|z.0 = sup |(t)]
teJ 0 ted

sont des espaces de Banach sur R

Définition 1.1.2 (Opérateur continu). Un opérateur T défini d’un espace de Banach X dans
lui-méme est dit continu si pour toute suite (xy)nen dans X qui converge vers x € X, la suite

(Txp)nen converge vers Tx.

Définition 1.1.3. Soient X et Y deuz espaces normés, un opérateur T défini sur X dans Y
est dit linéaire s’il vérifie les conditions suivantes :

— Pour tout x, y € X on a T(x +y) =T(x) +T(y)

— Pour tout x € X et VA € K= (R ou C), on a T(Ax) = \T(x).

On désigne Z(X,Y) ensemble des opérateurs linéaires de X dans X.

Définition 1.1.4. Un opérateur linéaire T défini sur X dans X est dit borné s’il existe une

constante positive C, telle que :

IT(@)l|x < Cllzllx,  VoeX
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Définition 1.1.5. Un opérateur intégral linéaire T est un opérateur linéaire qui admet une

formulation de la forme suivante :

Tola) = | K)ol
la fonction K est appelée noyau de 'opérateur T .

Définition 1.1.6. Soit un opérateur T : X — X. x € X est appelé un point fixe de T si
T(x) =x.

Soit €(J, X) I'espace des fonctions continues d’un intervalle compact J de R dans 'espace

de Banach X et soit M un sous ensemble de €(J, X).
Définition 1.1.7 (Ensemble équicontinu). M est dit équicontinu si
Ve>0, 36 >0 :Vty, ta € J||t1 —to|| <0 — ||f(t1) — f(t2)|| < e Vfe M.
Définition 1.1.8 (Ensemble uniformément borné). M est dit uniformément borné si :
Je>0:||ft)|| <cVieJetVfe M.

Définition 1.1.9 (Les ensembles compacts ). On dit qu’un ensemble A de X est compact si

de toute suite d’éléments de A, on peut extraire une sous-suite converge vers un élément de A.

Définition 1.1.10 (Ensemble relativement compact). M est dit relativement compact si M

(adhérence de M ) est compact.

Définition 1.1.11. Soit X un espace de Banach et T un élément de £ (X). On dit que T
est compact s’il transforme tout sous-ensemble borné G de X en un ensemble relativement
compact. En d’autres termes, T est un opérateur compact si, pour toute suite bornée (x,,) dans

X, la suite (Txy,) contient une sous-suite convergente.
On désignera par # (X) I'ensemble des opérateurs compacts de X dans lui-méme.

Théoréme 1.1.1. Tout opérateur compact est borné, c’est-a-dire que l'on a l'inclusion

H(X) C L(X).

En général, la réciproque de ce théoreéme n’est évidemment pas vraie. Les opérateurs
compacts sont tres particuliers; par exemple si X est de dimension infinie, I'identité n’est
, . N 1 , . . y
pas un opérateur compact, puisque cela entrainerait ’existence d’un voisinage de 1’origine
relativement compacte dans X et par suite X serait de dimension finie.
En revanche, si X est de dimension finie, tout opérateur linéaire dans X est compact,
puisque si Y est un sous-ensemble borné de X , son image T(Y) est bornée et donc son

adhérence T'(Y) est compacte.
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Théoréme 1.1.2. (Arzela-Ascoli)
Soit (X, d) un espace métrique compact, (Y,d) un espace métrique complet.
Une partie A de € (X,Y) est relativement compacte si et seulement si :

o A est équicontinue, c’est-a-dire :
Vo € X,Ve>0,3n>0/Vf € A, vy € X, (d(z,y) <n) = (6(f(z),f(y)) <¢)
o Pour tout x € X, 'ensemble A(x) = {f(x), f € A} est relativement compact.

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, les parties compactes sont exactement
les parties fermées et bornées. Dans un espace vectoriel topologique séparé, les parties

relativement compactes restent bornées, mais la réciproque est fausse.

Définition 1.1.12. Un sous-ensemble A d’un espace vectoriel normé E est dit

1. Affine si et seulement si :
Vz,ye A, et VAER, ;(1 - Nz + Ay € A.
2. Convexe si et seulement si :
Ve, ye A, et VA€0,1], ;(1 —Nx+ Ay € A.

Autrement dit, un ensemble est affine (resp. conveze) s’il contient une droite (resp. tout

segment) passant par deux de ses points.

Définition 1.1.13. Soit A C X. L’intersection de tous les convexes contenant A est un
conveze et c’est le plus petit convexe contenant A. On lappelle l’enveloppe conveze de A et
on le note convA. On dit que [’enveloppe conveze et fermée de I’ensemble 2 est le plus petit

conveze et fermé contenant ) i.e.

ConvA = {xEX: x:Z)\iai, neN,a; € A, \; € RT tel que Z)‘izl}
i=1 i=1

Définition 1.1.14. On dit qu’une fonction f : X — X est Lipschitzienne, s’il existe une

constante k < 0 telle que
1f(z) = fFW)Il < Ellz =yl

pour tout x, y € X.

— La plus petite valeur k satisfaisant cette propriété pour la fonction f est appelée la
constante de Lipschitz.
— Si k > 1, la fonction f est dite non-expansive.

— Si k < 1, la fonction est dite contraction.
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Proposition 1.1.1. Toute fonction Lipschitzienne est continue

Remarque 1.1.1.

— Une application non-expansive n’admet pas nécessairement un point fize, par exemple,
lopérateur de translation dans un espace de Banach x — x+v pour v non identiquement
nulle.

— Le point fize d’une application non-expansive n'est pas nécessairement unique (exemple

lidentité).

Théoréme 1.1.3 (Convergence dominée de Lebesgue [80]).
Soit X un espace de Banach. Soit (fn)nen une suite d’opérateurs de X dans lui-méme, telle

que, pour tout n € N, f, € L'(X,X) et soit f : X — X. On suppose que :
1. La suite (fn(z))n converge vers f(x) pour presque tout x € X

2. 1l existe une fonction g € L*(X,R) telle que : Vn € N, ||fu(2)|] < g(x), pour presque

tout x € X.

Alors

fe LY X X) et lim |[fy— fllgr = 0.
n—oo

Définition 1.1.15 (Applications compactes). Soient X un espace de Banach et Q C X,
f X —= X une application.
~ On dit que f est compacte si f(§) est compact
— L’application f est dite totalement bornée si f(A) est relativement compacte pour tout
sous ensemble borné A de X

— L’application f est dite complétement continue si f est continue et totalement bornée.

Remarque 1.1.2. Toute application continue et compacte est complétement continue. La

réciproque est vraie si elle est bornée.

Définition 1.1.16 (Fonction de Carathéodory). Soit X un espace de Banach. Une fonction
f I x X — X est dite de Carathéodory si :

1. La fonction t — f(t,x) est mesurable sur I, Vx € X

2. La fonction x +— f(t,x) est continue pour presque tout t € I

Si de plus la fonction f vérifie la condition suivante :

3. ¥Yr>0,3h e LYI,R) tel que |f(t,x)| < h(t), ppt €l etVa : |x| <r, f est dite
L1-Carathéodory.
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1.2 Rappels sur les espaces de Hilbert

Soit Y un espace vectoriel sur le corps des réels (en abrégé, un R-espace vectoriel). Un

produit scalaire sur Y est une application

() :YxY—=R
(z,y) — (2, y)

telle que
(S1) Pour tout y € Y fixé, (-, y) est linéaire;
(S2) Pour tous z, y €Y, (y,x) = (z,y);

(S3) Pour tout x €Y, (z,z) <0 et (z,x) = 0 si et seulement si z = 0.

La paire (Y, (-,-) ) est appelée espace préhilbertien réel.
Définition 1.2.1. Un espace de Hilbert est un espace pré-hilbertien complet.

On peut citer, en guise d’exemple, quelques espaces de Hilbert :
1. R™ muni du produit scalaire euclidien est un espace de Hilbert réel;
2. C™ muni du produit hermitien usuel est un espace de Hilbert complexe ;

3. I(R)?, Iespace des suites réelles de carré sommable, muni du produit scalaire (z,y) :=

ZJEN* x;1;, est un espace de Hilbert réel;

4. 1(C)?%, l'espace des suites complexes de carré sommable, muni du produit hermitien

(z,y) == > en= TjYj, est un espace de Hilbert complexe.

1.2.1 Bases hilbertiennes, séparabilité

La notion de base orthonormale est familiere lorsque 'on parle des espaces R™ et C™
(munis de leurs produits scalaire et hermitien usuels). Nous allons étendre cette notion aux
espaces de Hilbert généraux. Soit (Y, (-,)) un espace préhilbertien quelconque. Une famille
(ej)jen= C Y est dite orthogonale lorsque toute sous famille finie de (e;) est orthogonale.

De méme, (e;) est dite orthonormale lorsque toute sous-famille finie de (e;) est orthonormale.

Définition 1.2.2. [22] Une suite orthonormée (e;)jen= dans un espace de Hilbert Y est appelée

une base hilbertienne, ou encore une suite totale, si

o 1sii=y
- Vi, j, (eiej) =
0 sinon

— Le sous espace engendré par la famille (e;)jen+ est dense dans Y.
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Proposition 1.2.1. [22] Si (e;)jen+ est une base hilbertienne de Y, alors tout x € Y s’écrit
de maniére unique sous la forme x = 322, wje; avec v; = (ej, ), v; € C. De plus, ||z]|? =

Z;’il ||z;]|* (formule de Parseval)
On a les résultats suivants sur 'existence d’une base hilbertienne.

Définition 1.2.3. Un e.v.n. X est dit séparable s’il admet un sous-ensemble dénombrable

dense, c’est-a-dire un sous-ensemble de la forme
S :={zr /k € Nx}
tel que tout x € X est la limite (en norme) d’une suite d’éléments de S.
Théoréme 1.2.1. [2]] Tout espace de Hilbert séparable posséde une base hilbertienne.

Définition 1.2.4. Dans un e.v.n. X, une famille (e;)jen+ est dite totale lorsque le sous-espace

vectoriel qu’elle engendre est dense dans X.

Théoréme 1.2.2. (Théoréme de représentation de Riesz) Soit | une forme linéaire continue
sur un espace de Hilbert H. Alors, il existe un (unique) vecteur yy € H tel que, pour tout

reH

l(z) = (2, 9) 2.

Théoréme 1.2.3. Soit H un espace de Hilbert et By sa boule-unité. Alors By est compacte

si et seulement si H est de dimension finie.

Théoréme 1.2.4. Dans un e.v.n. X, une famille (e;)jen est dite totale lorsque le sous-espace

vectoriel qu’elle engendre est dense dans X
Nous allons définir les opérateurs auto-adjoints dans un espace de Hilbert.
Définition 1.2.5. Soit T € Z(Y). On appelle adjoint de T, lopérateur T*, c¢’est a dire
(Tu,v) = (u, T*v) pour wu,veEY.

Rappelons un théoreme de décomposition spectrale des opérateurs compacts auto-adjoints

dans un espace de Hilbert.

Théoréme 1.2.5. [22] Si Y est séparable et T' un opérateur compact auto-adjoint sur Y, alors

Y admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de T.
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1.2.2 Opérateurs de Hilbert-Schmidt et opérateurs nucléaires

Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Soit X et Y deux espaces de Banach,

Définition 1.2.6. [22] Soit T € £(Y). On dit que T est de Hilbert-Schmdt, s’il existe une

base hilbertienne (e;);i>0 de Y telle que

oo
Z | Te;||? < oo.
i=1

La somme précédente est indépendante de la base choisie. Tout opérateur de Hilbert-

Schmdt est compact. L’ensemble de tous les opérateurs de Hilbért-Schmdt muni de la norme

2

ws =D _lITell (1.1)

i>1

1T

est un espace de Hilbert.

Proposition 1.2.2. Soit T' € Z(Y) est de Hilbert-Schmdt, alors son adjoint T est aussi un

opérateur de Hilbert-Schmidt.

En effet, on a

dolITeil§ = IIT"el 7,

i>1 i>1

ce qui montre que ||T||zs = ||T*|| #s-

Théoréme 1.2.6. (de diagonalisation) Soit T € £(Y) un opérateur de Hilbert-Schmdt auto-
adjoint. Alors, il existe une famille orthonormale finie ou infinie dénombrable (¢;);cp composée

de valeurs propres de T' telles que \; est la valeur propre associée a ¢;, et on a

Tx = Z iz, di) ¢i  pour tout x €Y
€D

(série convergente dans Y si 9 = N* et somme ordinaire si 9 est fini). De plus, si l'ensemble

{Ni,i € D} estinfini, on a Y ;e A < 0o

Exemple 1.2.1. 1. (Opérateurs diagonauz) : Soit (en)nen+ une base hilbertienne de H
et (An)nen+ une suite fizée de nombres complezes tels que %5 |An|? < 00. Pour tout

x € H, posons

“+00
Ty = Z An (T, en)en.
n=1
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Alors T est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H et pour tout n > 1, Te, = A,
i.e. Ap est une valeur propre de T et e, un vecteur propre associé. Autrement dit la
matrice de T dans la base hilbertienne (ey) est diagonale et sa diagonale est composée
des coefficients \y,.

2. (Opérateurs a noyau) : Soit k : [a,b] X [a,b] = C(a < b) une fonction continue.

Pour tout f € L*([a,b]), on considére la fonction K f définie pour t € [a,b] par :

b
Kf :/ K(t,s)f(s)ds.

Alors K est un opérateur de Hilbert-Schmidt de ’espace de Hilbert L?([a,b]) sur lui-

méme.

Lemme 1.2.1. (compacité d’un opérateur de Hilbert-Schmidt) : SiT € £ (H) est un opérateur
de Hilbert-Schmidt et (2(™),en une suite bornée de vecteurs de H, alors la suite (Tx™),en

admet toujours une sous-suite convergente.

Opérateurs nucléaires

Soient X et Y deux espaces de Banach et soit .Z(X,Y) l'espace vectoriel de tous les opéra-

teurs linéaires bornés de X dans Y. On note X* et Y*, les espaces dual de X et Y respectivement.

Définition 1.2.7. Un élément T € ZL(X,Y) est dit un opérateur a trace ou nucléaire s’il

existe deuz suites (yn)n C Y et (¢n)n C X* telles que

[ee)
T(x) = Zyngbn(:n) pour tout x €, X,
n=1

et
[o.¢]
> Hynllvl[@nllxe < oo. (1.2)
n=1

On note 71 (X, Y) lespace de tous les opérateurs nucléaires de X dans Y, muni de la norme

Tl (x,y) = inf {Z lgnll¥ll@nllxe = T(@) = yntn(z), © € X} ;
n=1 n=1

est un espace de Banach. Soit Z un autre espace de Banach, il est clair que si T' € £ (X,Y)
et S € A(Y,Z) alors T'S € Z1(X,Z) et [|TS||.2,x,vy < IS (v,z)- Soit H un espace de
Hilbert séparable et soit {e,} un systéme orthonormal complet dans H. Si T' € £ (H) alors

nous définissons

oo
T = Z<T€i’ €;)
i=1
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Proposition 1.2.3. Si T € £ (H) alors TrT est un nombre bien défini indépendant du choix

de base orthonormale {ey}.

Preuve. Soit {a;} C H et {¢;} C H" deux suites telles que
Th=> yndn(h), heH.
et satisfaisant la relation (|1.2]). Soit b; € H tel que ¢;j(h) = (h, b;). Alors

o
(Tey, ek) § ek, aj){ek, bj).
j=1

De plus,
o0 o0 o0
S (Ter, er)) < D lews aj)(er, byl
k=1 =1 k=1
oo 3 oo %
< 3 (Steart) (St
=1 \k=1 k=1
o0
< > ayllb] < oo
j=1
Puisque

D (Tew, ex) =D > er, aj)ler, bj) = Y (aj, bj),
k=1

j=1k=1 j=1

la définition de TrT est indépendante de la base {ej}

On note aussi que

BT < T2 () (1.3)

Proposition 1.2.4. Un opérateur non négatif T € £ (H) est a trace si et seulement si pour

une base orthonormale {er} sur H, on a

[e.9]

Z(Tei,eZ) < 0.

=1

De plus dans ce cas | TrT'| = [|T'|| & (n)-

1.3 Mesure de non compacité

Le degré de non compacité d'un ensemble est mesuré a ’aide de fonctions appelées mesures
de non compacité. La mesure de non compacité est un outil tres utile dans les espaces
de Banach. Elle a été introduite pour la premiere fois par Kuratowski [82] en 1930 et est
devenue tres utile dans la théorie du point fixe, dans ’étude des équations différentielles et

fonctionnelles, les équations intégrales et intégrodifférentielles, ’optimisation, etc. Il existe
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plusieurs notions de mesure de non compacité mais dans cette section, nous donnons une
notion générale sur la mesure de non compacité avant de s’intéresser a la mesure de non
compacité de Hausdorff, celle qui nous a servira a étudier les systémes des chapitres [2] et [4

Considérons X est un espace de Banach muni de la norme || - ||. On note par o/ la famille de
tous les sous-ensembles bornés non vides de X et par A% sa sous-famille constituée de tous les

ensembles relativement compacts.

1.3.1 Notion générale sur la mesure de non compacité

Définition 1.3.1. Soit l'application p : o/ — [0,4+00[. On dit que p est une mesure de
non compacité (MNC' en abrégé ) dans l’espace de Banach X, si elle satisfait les conditions

suivantes :
(i) La famille Kerp(A) ={A € o telle un(A) = 0} est non vide et ker(u) C A ;

(i) A C B = p(A) < u(B) pour tout A, B € o ;

(iii) p(A) = p(A) = p(ConvA), VA e o ;
(iv) p((1=NA+AB) < (1 —=Nu(A) + A\u(B), pour tout A € [0,1] et A, B € < ;
(v) Si{An},cn est une suite d’ensembles de o telle que Ayq C Ap, Ay = Ap(n=1,2---)

et lim, 00 (Ay) = 0 alors Ao = U A, £ 0D et A € Ker(p)

n=1
La famille kerp décrite dans la condition (i) est appelée le noyau de la mesure de la non
compacité . De la condition (v), on déduit que p(As) < u(Ay) pour tout n=1,2,---, ce

qui implique que p(As) = 0. Donc pu(As) appartient au noyau décrit dans la condition (4).
Exemple 1.3.1. La fonction ¢ : o/ — [0,+o0] telle que

0, si A est relativement compact
P(A) =

1, sinon

est une mesure de non compacité. En effet, les deux premiers points sont évidents. Pour le
(iii) on a (A1 U Ag) est compact si et seulement si Ay et Ay sont relativement compacts, donc

dans tous les cas on a ¢p(A; U Az) = max{p(A41), #(A2)}
Exemple 1.3.2. La fonction ¢ : o/ — [0,400[ telle que

inf |z|, si A est borné
B(A) = § =<

oo, st A n’est pas borné

n’est pas une mesure de non compacité. En effet, soient Ay et Ay deux ensembles bornés de R

avec A1 C Aa. D’une part on a

(A1 U Az) = ¢(Asz).
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D’autre part, on a A1 C Ay = inj lz| < inj |z|. Par suite max{¢(A1),d(A2)} = ¢(A41)
TEA2 TEAL

donc la troisieme propriété n’est pas vérifiée.

On distingue quelques classes importantes de la mesure de non compacité [13].
Définition 1.3.2. Soit u une mesure de non compacité dans un espace de Banach X. On dit
que [ est :

(vi) homogéne si uW(AA) = |A|u(A) pour tout A € R
(vii) sous-additive si p(A+ B) < u(A) + p(B)

(viii) sous-linéaire si elle est da la fois homogéne et sous-additive

Définition 1.3.3. On dit que p admet la propriété de mazximum si

(ix) (AU B) = max{u(A), u(B)}

1.3.2 Mesure de non compacité de Hausdorff

Elle est tres utilisée dans la théorie des points fixes, donnant des résultats d’existence ou

de stabilité des équations différentielles.

Définition 1.3.4. Soit (X,d) un espace métrique, et Q@ un sous ensemble borné de X. La
mesure de non compacité de Hausdorff de Q noté par x(Q), est la borne inférieure de l’ensemble
de tous les nombres € > 0 tels que 'ensemble (Q admet un recouvrement fini par des boules de

rayon r < € i.€.
xX(Q) = inf{e>0:QCcU’,B(xi,ri), v; € X;ri<e(i=1,---,n);neN}
= inf{e >0 :Q admet un recouvrement fini par des boules de rayon < €}

La fonction x est appelée la mesure de non compacité de Hausdorff.

Remarque 1.3.1. Dans le cas ou @ est un sous-ensemble non vide et non borné, alors

X(Q) = oo.

La mesure de Hausdorff ainsi définie satisfait les propriétés données par le lemme suivant :

Lemme 1.3.1. soient Q, Q1 et Q2 des sous-ensembles bornés d’un espace métrique (X, d) .

Alors
1. x(Q) =0 si et seulement si Q est compact (régularité )
2. x(Q) = x(Q) (Invariance au passage de la fermeture )
3. Q1 C Q2 = x(Q1) < (Q2) (monotonie)

4. x(Q1UQ2) = max{x(Q1), x(Q2)} (propriété mazimum)
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5 x(Q1+ Q2) < x(Q1) + x(Q2) (sous-additivité )

6. x(Q+x) <x(Q), Vr € X (invariance par translation )

7. x(AQ) < |Ax(Q), VA € R (semi-homogénéité )

8. Si f:D(f) CY — Z est k-Lipschitz continu, alors xz(fU) < kxz(U) pour tout sous

ensemble borné U C D(f) ;

9. x(Q) = x(conv(Q)), Y € X (invariance par passage d’enveloppe convexe )

Définition 1.3.5. Une application f: Q CY — Y est une xy-contraction s’il existe une
constante 0 < k < 1 telle que xy(f(U)) < kxy(U) pour tout sous ensemble fermé U C @, ot

Y est un espace de Banach.

Lemme 1.3.2. [20] Si Q est borné, alors pour tout € > 0, il existe une suite {x,}2°, C Q

telle que x(Q) < 2x({zn}ply) + €.

1.4 Rappels sur quelques équations fonctionnelles

Une équation fonctionnelle est une équation dont l'inconnue est une fonction. Dans
cette section, nous rappelons les éléments de bases sur les différents types d’équations qui
apparaissent dans cette these. Il s’agira d’équations différentielles ordinaires (EDO), d’équation
intégrodifférentielles, d’équations différentielles impulsives, d’équations différentielles a retard

et d’ équations différentielles non locales.

1.4.1 Définitions et généralités

Soit J un intervalle d’intérieur non vide de R, 2 un ouvert de R™ avec n > 1. Si z est une
fonction d’une variable réelle positive ¢ & valeurs dans R™ dérivable, nous noterons par x'(t) sa
dérivée par rapport a t. Dans notre travail, nous nous intéresserons seulement aux équations

différentielles du ler ordre.

Définition 1.4.1 (Equation différentielle). Soit F' : .J x Q — R™ une fonction.

On appelle équation différentielle du premier ordre associée a F' ’équation suivante :
2'(t) = F(t, z(t)). (1.4)

L’inconnue de cette équation est une fonction d’une seule variable et I’équation traduit une

relation entre linconnue (notée ici x ), sa variable (notée icit ) et sa dérivée premiére (z').

Lorsque la fonction F' ne dépend pas explicitement de ¢ i.e. si F' est défini sur ) a valeurs

dans R™, on dit que 1’équation (1.4) est autonome, dans le cas contraire, on dit qu’il est
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non autonome. De plus, si F' est affine, i.e. F(t,z) = A(t)x + B(t), avec A(t) € M,(R) et

B(t) € R™ pour tout t € J, on dit que c¢’est une équation différentielle linéaire.

Définition 1.4.2 (Solution locale). Une solution locale de (1.4]) est la donnée d’un couple
(J,x) ou J est un intervalle d’intérieur non vide de R et x est une fonction de J d valeur
dans R™ dérivable sur J et vérifiant les conditions suivantes :

(i) (t,x(t)) € J x Q pour tout t € J

(i) ' = F(t,z(t)) pour tout t € J

Définition 1.4.3 (Prolongement de solutions).
Soient (J1,x1) et (Jo,xe) deux solutions de (1.4). (Jo,x2) est un prolongement de (J1,x1) si
J1 C Jy et pour tout t € Jy, xa(t) = x1(t).

Définition 1.4.4 (Solution maximale). Une solution (J,z) de (L.4) est maximale si elle

n‘admet aucun prolongement (Jo, xo) avec J inclus strictement dans Jy.

Définition 1.4.5. Soit F: J x Q — R™ verifiant 2’ = F(-,x). (J,z) est solution globale de

(1.4) si c’est une solution définie sur J tout entier.

Dans les problemes concrets faisant intervenir des équations différentielles, comme en
dynamique de population, on connait I’état du systéme initialement, et on veut montrer que
la solution de I’équation différentielle vérifie cette condition initiale. Ces types de problemes

sont appelés probleme de Cauchy, et sont définis de la maniere suivante :

Définition 1.4.6 (Probleme de Cauchy). Etant donné un point (to,z0) € J x Q, le probléme
de Cauchy consiste a trouver une solution (J,x) de (1.4) telle que to € J et x(ty) = xo.

Résoudre un probléme de Cauchy, revient donc a chercher toutes les fonctions définies sur

un intervalle J C R, qui satisfont I’équation et qui vérifient la condition initiale.

1.4.2 Introduction aux équations différentielles a retard

Les équations a retard sont souvent plus réalistes pour décrire des phénomenes naturels
comparés a eux-mémes sans le retard. Nous présentons quelques informations utiles a ce sujet.

Pour plus de détails, on renvoie le lecteur aux monographes [128§]

Historique des équations différentielles a retard

Apreés la Premiere Guerre mondiale, 'utilisation de systémes de contrdle a conduit a
étudier une classe completement différente de celle des équations différentielles ordinaires ;

ces équations sont appelées équations différentielles a retard (EDR). Ces équations décrivent
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I’évolution (z') d’un phénomene en fonction de son état dans le passé z:(t — r), (r un nombre
réel strictement positif que l'on appelle le retard). Les équations a retard ont été introduites
pour modéliser des phénomeénes dans lesquels il y a un décalage temporel entre 'action sur le
systeme et la réponse du systéme a cette action. Le retard est rencontré naturellement en
biologie, physiologie, économie, dynamique des populations, chimie, etc.

Les équations a retard interviennent dans de nombreux domaines d’applications des mathé-

matiques et en particulier en biologie.

Définitions et classifications des équations différentielles a retard

L’ensemble de solutions d’une équation différentielle linéaire a retard sont de dimension
infinie contrairement aux équations différentielles ordinaires sans retard. La condition initiale
d’une équation a retard est définie sur un intervalle de longueur dépendant du retard.

Soit 7 > 0, un réel donné, ¢ty € R. On note par C := C([to — r,t9],R) I'espace de Banach des
fonctions continues définies sur l'intervalle [tg — r,%o] & valeurs dans R, muni de la norme de

la convergence uniforme || - ||, tp € R.

Définition 1.4.7. On appelle équation différentielle a retard, une équation de la forme
J"/(t) = f(t,ﬂ?(t),ﬂ?t), t> tO’ (15)

ot f : R® = R une fonction continue, x4(s) = x(t+s), s € [to — 1, to]. Le nombre 7 est appelé

le retard ; le cas r = 0 correspond au cas des équations différentielles ordinaires.

Définition 1.4.8. Une condition initiale pour l’équation est donnée par la fonction :
z(t) = (1), t € [to — 7, to]

ou ¢ € C.

Définition 1.4.9. On dit que x est une solution de l’équation (1.5)) s’il existe o > 0 tel que
— x définie et continue sur [to — 7, to + o,

— x dérivable sur [to,to + af et satisfait I"équation (1.5)) sur [to,to + a].

Les équations fonctionnelles & retard peuvent étre classées comme linéaires ou non linéaires,
autonomes ou non autonomes, périodiques ou non, ou encore selon les types de retards. Dans ce
paragraphe, on s’intéresse a donner une classification des EDR selon les types de retards cités
dans la littérature ot on distingue deux classes principales. La premiere est dite «d’équations

différentielles retardées» et la seconde « d’équations différentielles de type neutre» .

1. Equations différentielles retardées

Dans cette premiere classe, on trouve les sous catégories suivantes :
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e Equations différentielles & retard constant sous leur forme la plus simple, les équations

différentielles a retard constant, discret ou ponctuel s’écrivent comme suit :

o'(t) = f(t,2(t), x(t — 7)),

ou f est donnée et 7 est une constante positive. A titre d’exemple, nous trouvons ce
type d’équations dans le modele des mouches de Nicholson [110]

e Equations différentielles & retard variable : Le retard dans ce cas varie dans la
variable temporelle ou bien dépendant de I'état. A titre d’exemples, on trouve les
équations différentielles a retard dépendant du temps dans les modeles de transport
et celles qui dépendent de 1’état dans le modele décrivant ’évolution d’une population
de poissons dont les larves consomment une nourriture [6] ou le probleme de deux
corps en électrodynamique classique[39) 38, [40]

2. Equations & retard variant dans le temps

Elles se mettent sous la forme simplifiée suivante :

a'(t) = f(t,x(t),z(t — 7(1))),
ou f est donnée.

3. Equations i retard variable dépendant de ’état Sous leur forme la plus simple,

ces équations s’écrivent comme suit :

.’Ifl(t) = f(t,x(t),x(t - T(‘:C(t))))7
ou f est donnée.

Selon le probleme a modéliser, on peut rencontrer d’autres types d’équations a retard.
— Equations & retard variable arbitraire : le retard et sa dérivée ne sont pas limités

— Equations a retard majoré : cette sous-catégorie suppose la connaissance d’une
q J g pp

valeur maximale sur le retard telle que :
0 <7 < Tmax-

Si 7(t) = 7 est constant, il reste en pratique incertain, et la contrainte ci-dessus assure

un intervalle borné. Ce type de retard a été tres largement abordé dans la littérature.
— Equations différentielles & retard de type neutre (EDN)

Ces Equations notées en abrégé EDN, se différencient des EDR par le fait que la dérivée

de I’état au temps actuel dépend non seulement des valeurs de 1’état passé, mais aussi de

la dérivée d’ordre le plus élevé intervenant dans I’équation du temps passé. En écriture

simplifiée, ces équations sont sous la forme :

di[px(t — ()] = f(t,2(t), 2(t — T(t))),

T
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ou f est donnée et Z est un opérateur.

— Equations différentielles & retard distribué : Ce type d’équations a été traité dans
la littérature pour la conception d’observateurs pour des systémes non linéaires; pour
prouver la stabilité des systemes linéaires de type neutre ; la stabilisation robuste des
systemes neutres incertains et la commande robuste. Sous leur forme la plus simple, ces

équations s’écrivent comme suit :

2'(t) = —az(t) — / 2(t — a)dn,

Par exemple, la chauve souris, a la chasse, étant aveugle, elle émet des sons, pour utiliser
les parois des grottes, afin de localiser sa proie. L’écho obtenu par le rebondissement
de ces cris représente le retard qui dépend de I’état, qui est le prédateur. On trouve
ce type d’équations aussi dans le modele de sida [109] ou le modeéle de dynamique des
populations présenté par Volterra en 1934 ou il a utilisé un terme de retard distribué

pour examiner un effet cumulatif sur le taux de mortalité d’une espece.

Concept de solution

Il existe une nette différence entre les solutions d’une EDO et d’'une EDR. Par exemple,
I’EDR suivante :
u(t) = gu(t —r), pour r>0 (1.6)

est une EDO si r = 0. Pour déterminer une solution explicite sur un intervalle [0, f], il suffit
dans ce cas de donner une condition initiale au point ¢ = 0. Supposons a présent que r > 0.
On aimerait donner une notion de solution pour cette équation sur l'intervalle [0, 5], ou 8 > 7.
Pour déterminer une solution au temps antérieur a ¢t = 0, nous avons besoin de donner une
valeur au temps —r. Mais, nous pouvons constater qu’il n’est pas suffisant de donner une
valeur au point —r, puisque pour r = 1, I’équation admet comme solutions les fonctions

1 1
t— sin[g(t + 5)] et t— cos[g(t + 5)]

qui coincident au temps ¢t = 0. Cette condition n’est donc pas suffisante pour déterminer
complétement la solution. D’autre part, pour 0 <t < r, nous avons t — r < 0 et ainsi la partie
de droite de cette équation n’est pas définie. Cette difficulté peut étre contournée de deux

manieéres :

1. On considére comme solution, une fonction qui satisfait (|1.6)) pour ¢ € [0, §]. Et pour
t —r < 0, on assume que s(t —r) = @(t — r) ou ¢ est une fonction donnée définie sur

[—7,0].
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2. On interprete une solution de (|1.6]) sur [0, 5] comme une fonction définie sur cet intervalle,

mais qui satisfait (1.6 seulement pour r <t < .

Bien entendu, dans ces deux approches, nous devons aussi indiquer, comme dans le cas
des EDO, la classe des fonctions pour laquelle une solution est choisie et dans quel sens
I’équation est satisfaite : partout, presque-partout, etc. En substance, ces deux approches sont
équivalentes. Le passage de la premiere a la seconde est fait par extension de la solution u par
la fonction initiale . Inversement, pour une solution « : [0, 5] — R dans le sens de la deuxiéme
définition, la restriction de u sur [r, 3] est une solution dans le premier sens pour une fonction
initiale ¢ qui est égale a la restriction de w sur [0, +7]. Ainsi, le choix de I'une des approches
au détriment de I'autre est lié considérablement au point de vue particulier : soit la fonction
initiale est un objet indépendant ou alors une partie de la solution. A cause des limitations
sur les systemes physiques (par exemple les processus de controle), les fonctions initiales
ne peuvent pas étre quelconques, car étant soumises généralement a un certain nombre de
contraintes. Nous considérons ici la premiere approche. Autrement dit, nous choisissons une
fonction comme condition initiale sur un intervalle de longueur, le retard. Sauf pour quelques
considérations techniques, les notions de solutions pour une équation a retard de type neutre

sont les mémes que celles des systemes a retard.

Axiomes sur ’espace de phase

L’objectif principal de cette partie est de traiter les équations différentielles fonctionnelles
a retard infini sur un espace abstrait caractérisé par plusieurs axiomes qui sont satisfaits par
différentes sortes d’espaces de fonctions.
Historique
La premiere approche d’axiomatisation pour les équations a retard infini a été donnée par
Colleman et Mizel [31) [32]. La norme typique que les auteurs avaient utilisée n’assumait
pas la continuité de la partie de droite. Pour remédier a ce probleme, Hale [53] a introduit
quelques nouveaux axiomes. Des contributions a ces axiomes ont été apportées par Hino
[60, [61] et Natio [L07, [108]. De plus Hale et Kato [57] et Schumacher [124] 125] ont donné
plus de développement systématique a ce sujet. Indépendamment, d’autres papiers sur
le sujet ont été publiés par plusieurs auteurs dont Hale [55, 56], Hino et Murakami
[62], Hino et Yoshizawa [64], Kaminogo [71], Kappel et Schappacher [72], Kato [73]-[74],
Mukarami [104) [105], Mukarami et Natio [106], Sawono[122], Kolmanovskki et Myshikis
[75], H. O. Peitgen et H. O. Walther [116].
Axiomes

Soient 0 < r < oo une constante donnée, A > 0 et u: [0 —r,0 + A[— R™ une fonction
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donnée et u; : [—r,0] — R™ définie par w(c) = u(t + o) pour tout ¢t € [o,0 + A
et —r < o < 0. Considérons la forme générale d’une équation différentielle & retard
suivante :

u(t) = F(t,u;) pour t>0, (1.7)

ou F(t,¢) est définie pour tout ¢ > 0 et ¢ dans un espace de fonctions définies de
[—7, 0] & valeurs dans un espace de Banach X. Cet espace est appelé espace des données
initiales, espace des états, ou encore espace de phase. Supposons que pour tout ¢t € R™
et  pris dans un espace de phase, le probleme admet une solution bien définie
notée u(t,p, f), t > o —r, u(@+ o) =¢(0), 0 € [—r,0] et u; un élément de l'espace de
phase. Alors, puisque la dynamique du systéme est régie par le terme u;, le probleme
basique est de discuter des propriétés de la fonction ¢ — uy.

Dans le cas de retard fini (r < c0), la plupart des propriétés de la fonction ¢ — u; ne
sont pas aussi sensibles & ’espace de phase si on définit une solution de passant
par (o, ) de maniére naturelle comme une extension continue a droite de cet espace au
point t = ¢ par la relation . Apres un retard d’intervalle r, u; reste dans 'espace €
des fonctions continues de [—r,0] — X pris comme espace de phase qu’on munit de la
norme de la convergence uniforme :

—r<6<0

1% l(0)] pour ¢ €.

Ainsi, il est suffisant, dans la plupart des problémes, de considérer 1’équation (1.7)) sur
I’espace de phase & des fonctions continues. On admet également souvent les espaces
LP(X),1 <p < o0.

Mais, lorsque le retard est infini (r = o0), le comportement qualitatif de l'opérateur
solution ¢ — u(0) = u(t +60) pour — oo <@ <0, dépendra toujours de I’espace des
données initiales. Il devient ainsi important de comprendre, d’une maniére abstraite,
les propriétés de l'espace de phase qui permettront le développement de la théorie
fondamentale d’existence, d’unicité, de dépendance continue, de régularité, etc. Le choix
de I'espace de phase devient donc crucial pour I’étude du comportement de la solution
du systeme . Une large variété d’espaces de phase est utilisée dans la théorie des
équations différentielles fonctionnelles avec retard infini [54) [63]. Le choix usuel est un
espace normé satisfaisant une suite d’axiomes qui a été introduit pour la premiere fois
en 1978 par Hale et Kato [57] et largement discutée par Hino et al.[63]. Dans cette
these, nous utilisons la théorie de Hale et Kato [57] pour les équations différentielles
fonctionnelles basées sur un espace de données initiales qui satisfait quelques axiomes
trés raisonnables.

Spécialement, Z sera un espace linéaire de fonctions définies de [—o0, 0] & valeurs dans
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I'espace de Hilbert X muni de la norme || - || qui sera spécifié au chapitre {4} Il satisfait

les axiomes suivants, qui sont établis pour des fonctions mesurables :

(ai) si z :] — oo,a[— X,a > 0, est continue sur [0,a[ et o sur A, alors pour tout

t € [0,a[ on a les conditions suivantes :
(a) x¢ € A,
(b) [z < Lzt 2,

(©) I

[, N : [0, +oo[— [0, +oo[, I est continue, N est localement bornée, et L,I"; N sont

2 < T(®)sup{lle(s)]| : 0 < s < £} + N(t)]2

%, ou L > 0 est une constante;

indépendants de x(-).

(aii) pour la fonction z(-) dans (ai), ; est une fonction définie de [0, a[ dans A.
(aiii) l'espace A est complet.

La fonction = dans (ai) est parfois appelée une fonction admissible de % dans [0, a.

1.4.3 Equations différentielles fonctionnelles Impulsives

Pour mieux comprendre leffet des impulsions dans cette thése, nous survolons, (sans rentrer
dans les détails) dans cette sous section les notions de base sur les équations différentielles
impulsives.

Une équation impulsive est définie par une équation différentielle, qui caractérise ’évolution
d’un systéme entre deux impulsions, un critére d’impulsion, qui détermine le moment ou
les impulsions se produisent, et un ensemble de fonctions d’impulsions, qui définit I'effet
des impulsions sur le systeme. On définit ces équations a partir des équations différentielles
ordinaires auxquelles on ajoute une condition d’impulsion. Elles se présentent donc sous la

forme
2! (t) = F(t,x(t)), pour t # 1

Az = Ii(x) pour t = 73,
ot Az = 27 —y, t € R, les temps d’impulsions 73, supposés croissants et I, est la taille du saut.
Ici, 2 représente la valeur qui suit immédiatement aprés le changement brusque et en général
différent de x. La théorie des équations différentielles est une nouvelle théorie qui intervient
dans plusieurs domaines incluant mécaniques, ingénierie, biotechnologie etc. Pour plus de
détails concernant la théorie des équations intégrodifférentielles impulsive voir [10} 8, 9] et les

références qui y figurent.

Classification des équations impulsives

On distingue trois types d’équations différentielles impulsives.
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Classe 1 : Equations dont le moment d’impulsion est fixe

fli—gt” = F(t,x(t)), pour t # 7% (18)

Az = Iy(z) pour t = 7y
Dans ces équations, les impulsions sont fixées en définissant la suite 7 : 7 < 711
(ke K CZ).

Pour t €]7, 741], la solution z(t) de I’équation (1.8]) (si elle existe ) satisfait la relation

dx

4t — f(t,x), et pour t = 7, satisfait la relation z(7;") = a(7;,) + I(z(1;))

Classe 2 : Equations dont le moment d’impulsion dépend de x

9t — F(t,x(t)), pour t # 7, (1.9)

Az = Ii(z) pour t = ¢ (x)
ount :Q—=Retrp <7y (k€ K CZ, xe€ Q). L’impulsion se produit lorsque le point

(t,z) de la courbe rencontre une hypersurface o de 1'équation t = 74 (x)
Classe 3 : Equations impulsives autonomes

Cé—gt” = F(xz(t)), pour z € o

(1.10)
Az = Iy(z) pour z € o

ol o est une variété de dimension (n — 1) contenue dans un espace de phase 2 € R™.

L’impulsion intervient lorsque la solution z(t) croise la variété o

L’espace des fonctions continues par morceaux

Les solutions d’une équation différentielle impulsive sont en général des fonctions continues
par morceaux. Alors, ’espace fonctionnel approprié pour de telles solutions est 1’espace des

fonctions continues par morceaux.

Définition 1.4.10. Soit 0 = (0k)ren une suite de nombres réels strictement croissante sur

J =]to, +oo|, telle que

|0x| — o0 quand k — oo, k€N

On dit que la fonction f : J — R appartient a Uespace € (J,R) si
e f est continue sur chaque intervalle |0y, Op11].
o [ posséde une limite a droite f(0)) = hmt—w,j f(t) et la limite a gauche f(0,) =
limtae; f(t) existe telle que f(0, ) = f(O).
De méme, f est dite dans Uespace P€*(J,R) si f et f' appartiennent & P€(J,R)
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1.4.4 Concept des équations intégrodifférentielles

Les équations intégrodifférentielles sont utilisées pour modéliser de nombreux phénomeénes
dans plusieurs domaines, notamment en biologie, informatique, physique, mécanique etc..
Les équations intégrodifférentielles sont des équations qui comportent a la fois I'opérateur
d’intégration et de dérivation. La forme générale des équations intégrodifférentielles de premier

ordre est :

dx h(t)
g —(t) = f(t) + )\/g(t) K(t, s)x(s)ds,

ou g(t) et h sont des bords de I'intégrale, A une constante, x est la fonction inconnue, K (¢, s))
est le noyau de l'intégrale. f et K sont données d’avance, mais I'un ou/et les deux bords
de l'intégrale g(t) et h(t) peuvent étre fixés. La fonction z(t) & déterminer, apparait sous le
signe de l'intégrale et est en relation avec sa dérivée. Ces équations ressemblent aux équations
différentielles ordinaires par leurs méthodes de résolutions. Selon la nature des bords, on

distingue différents types d’équations intégrodifférentielles.

Equation intégrodifférentielle de Fredholm

Les équations intégrodifférentielles de Fredholm interviennent lorsqu’on veut convertir les
équations différentielles aux équations intégrales (les équations dans lesquelles la fonction a
déterminer apparait sous le signe d’intégration). Dans ce cas, les limites d’intégrations sont
fixées, et donc ne dépendent pas de t. La forme générale de premier ordre est

dx
A K(t, s)ds,
dt( )+ / s)x

ol a et b sont des constantes.

Equation intégrodifférentielle de Volterra

Les équations différentielles de type Volterra sont apparues lorsqu’on cherche & convertir
les problemes de valeurs initiales aux équations intégrales. Dans ces types d’équations, au
moins, un des bords d’intégration est une fonction du temps. La donnée d’une condition
initiale est primordiale pour déterminer la solution particuliere. La forme générale est

dx
A K(t,
dt( )+ / s)

ou a est une constante.

Remarque 1.4.1. Dans cette these, les équations que nous allons utiliser seront de type

Volterra
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1.5 Théorie des semi-groupes et d’opérateur résol-

vant

1.5.1 C-Semi-groupe

Soit X un espace de Banach et .Z(X) ’ensemble des opérateurs linéaires et bornés de X.

Z(X) muni de la norme || - ||x définie par

[1S]Ix = sup [IS(@)Il;
|lf]<1

pour tout S € Z(X) est un espace de Banach.

Définition 1.5.1. Une famille d’opérateurs linéaires bornés (S(t))i>o0 sur X est un semigroupe

sur X si les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) S(0)=1;

(ii) S(t+s)= S(t)S(s), pour toust >0 et s > 0 (Propriété Semi-groupe) ;
Si de plus, la condition

}%S(t) =1,

dans la topologie uniforme, alors le semigroupe est dit semigroupe uniformément continue.

Lemme 1.5.1. Soit X un espace de Banach et soit A un opérateur linéaire borné sur X. Alors,
la famille (S(t))i>0 d’opérateurs linéaires bornés sur X définie par S(t) = e!A(t > 0) satisfait

la propriété algébrique et est uniformément continue.

Preuve.

n
1. S(t) = et = :i% (t’:!) est un opérateur borné car c’est une limite d’une suite de

k
Cauchy U, = > }_, % dans l'espace des opérateurs linéaires bornés £ (X). En effet,

soit € > 0 donné et soient m,n € N avec m > n. Alors, on a

m m m
(tA)" t*]|A]] 1A
ow -l =11 Y Sl 3 S e S I
k=n+1 k=n+1 k=n+1
car ||AF]] < [|A[F.
k k

D’autre part, la série > ;* 41 % converge dans R et sa limite est le nombre réel
positif e!ll4ll le critere de convergence de Cauchy pour les séries convergentes montre

en fait qu’il existe ng(e) un entier tel que pour tout m,n > ng, (n < m) on a :

7[@! <€

k=n+1
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et par suite

[|Upm — Uynl| < € pour m,n > ng(n < m).

Et comme Z(X) est un espace de Banach, alors e!4 € X pour tout ¢ € [0, +oo[.

2. (Les conditions de semi-groupe ), on a par définition et = :i% (t’:!)n = Idx +
te (t‘;‘!)n, ceci donne S(0) = IdX. D’autre part, Vi1, ta € [0, +00], on a
S(tl + tQ) = €(t1+t2)A = etlA . €t2A = S(tl) . S(tg)
et par suite la propriété algébrique est satisfaite.
Maintenant, on a
+00 +oo
(tA)" | A[" A
150 — Taxl| = 13- ) < 30 HE = e,
n=1 ’ n=1 ’
et par suite par passage a la limite, on aura
0 < lim|[S(t) — Idx|| < lim(e!4l — 1) = 0.
< lim [15(1) — Tdx|| < im(e/I41 — 1)
Ceci donne que
li t) — Idx|| =
lim [|S(1) — Zdx| = 0
ce qui prouve le résultat.
O

Définition 1.5.2 ( Cyp-semi-groupe). Un semi-groupe d’opérateurs linéaires {S(t);t > 0} est

dit fortement continu ( ou Cp-semi-groupe ou encore semi-groupe) si pour tout
z € X, lim S(t)z = =.
t\0

Remarque 1.5.1. On remarque que tout semi-groupe uniformément continu est fortement
continu, mais la réciproque n’est pas nécessairement vraie comme on peut le voir dans l’exemple

ci-dessous.

Exemple 1.5.1. Soit X = €,,(R+) espace de toutes les fonctions bornées et uniformément

continues et bornées Ry dans R, muni de la norme || - ||oc €t {S(t), t > 0} défini par

[S(#)f1(s) = F(t +9),

pour tout f € X et t,s € R. En effet, il est trivial de montrer que {S(t); t > 0} vérifie
les conditions (i) et (ii) de la Définition[1.5.1] et donc, c’est un semi-groupe des opérateurs
linéaires. Mieuz, de plus, {S(t), t > 0} est Cy semi-groupe mais pas uniformément continu,
car s’il était uniformément continu alors, la boule unité serait équicontinue dans X, ce qui

n’est pas vrai. Donc {S(t), t > 0} n’est pas uniformément continu.
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Théoréme 1.5.1. Soit (S(t))t>0 un semi-groupe fortement continu sur X. Alors, il existe des

constantes v > 0 et M > 1 telles que :
ISH)|| < Me™  pour tout t > 0.

Preuve. Montrons qu'’il existe n > 0 tel que ||S(¢)|| est borné pour tout 0 < ¢ < .
Supposons qu’il existe une suite (t,), C RT telle que lim, o0 t, = 0 et ||S(t,)|| > n. Du
Théoréme de Banach-Steinhaus, «Uniform Boundedness Principle», on déduit qu’il existe
z € X tel que ||S(t,)z|| est non borné. Ce qui contredit la condition de la définition Par

conséquent, il existe n > 0 et M > 0 tels que :
IS()|| < M pour tout 0<t<mn.
Etant donné que S(0) = I, ona M > 1.

In(M)
7

On pose v = > 0. Soit t > 0, et soient n € Net 0 < § < 7 tels que t = nn + 4.

Utilisant les propriétés de semi-groupe, nous avons

IS < [SEG)ISm)"[| < M™' < MM = Me.

e Si M =1, alorsS(t) est appelé un semigroupe de pseudo-contraction.
e Si v = 0, alors S(t) est appelé uniformément borné, et si v = 0 et M = 1 (i.e,

[|S(t)]] < 1), alors S(t) est appelé un semigroupe de contractions.

Si pour tout = € X, application ¢t — S(t)z est différentiable pour ¢ > 0, alors S(t) est

appelé un semigroupe différentiable.

Un semigroupe d’opérateurs linéaires {S(¢)}+>0 est appelé compact si les opérateurs

(S(t))¢>0 sont compacts.

Corollary 1.5.2. Si (S(t))i>0 est un semi-groupe fortement continu sur X alors, pour tout

x € X, Uapplication t — S(t)x est continue de [0, +oo[ dans X.

Preuve.

(i) Soient ¢,h > 0, nous avons
IS(t+ h)z — S(t)zll < [SOIIS(h)z — 2|l < Me||S(h)z — =|].

On a donc

li h)z — z|| = 0.
Jim, [S(h)x —z| =0
(ii) Soient ¢ > 0 et ¢ > h > 0, nous avons
1S(t — h)x — S(t)z|| < MY M|z — S(h)z|.

On conclut avec le résultat montré en (i).
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O

Proposition 1.5.1. Si (S(t))i>0 est un semi-groupe uniformément continu d’opérateur li-

néaire, alors S(t) est inversible.

Preuve. Par hypothese, on a :

limS(t) —I=0

t—0

donc, il existe 6 > 0 tel que :
[[S(t) = Il zx) < 1

pour tout ¢t €]0,d]. Alors, pour tout ¢ €]0,4], S(t) est inversible. Soit ¢t > 4. Alors, il existe
n € N* et n €0, 9] tels que t = nd + n. Par conséquent, S(t) = S(§)"S(n) et donc S(t) est

inversible. Ce qui compléte la preuve.

1.5.2 Générateur infinitésimal

Un générateur infinitésimal ou générateur d’un semi-groupe d’opérateurs linéaires (S(t))>0

est un opérateur A : D(A) C X — X défini par

t —
D(A) = {x € X |la limite  Tim ST =T existe} ,
t\O t

et

Mg — Jig 2T~

tim ; pour tout z € D(A).

On dira tout simplement A génere (S(¢))¢>o0.
Exemple 1.5.2. Le générateur du semi groupe de I’Exemple est
1
D(A) = X/ 3 lim—(f(t+)—f)=f
()= {7 ex/ 3 tim 37+ - 1) = 1|

et
Af = f" pour tout f € D(A).

1l est important de rappeler que ce semi-groupe n’est pas uniformément continu puisque,

Uopérateur A n’est pas borné.
Remarque 1.5.2. Le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe est un opérateur linéaire.

Théoréme 1.5.3. Soit (S(t))i>0 un semi-groupe fortement continu sur X et (A, D(A)) son

générateur infinitésimal. Les propriétés suivantes sont vérifiées.
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(i) Pour tout x € X, on a

1 t+h
lim — -
tl\{‘r(l)h/lt S(s)xds = S(t)x

(i) Pour tout x € X et tout t > 0, fot S(s)xds appartient a D(A) et

A (/Ot S(s)m) = S(t)z — .

(iii) Six € D(A) alors S(t)x € D(A) et

d
£S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

(iv) Sixz € D(A) alors

St)yr — S(s)z = /t S(r)Azxdr = /t AS(1)xdr (1.11)

s

Preuve.

(i)

(i)

(iii)

Soit z € X. Le résultat (i) découle de la continuité de RT dans X de I'application
t— S(t)x.
Utilisant les propriétés de semi-groupe, et le fait que S(h) € £ (X) pour h > 0, nous

pouvons écrire

S(hh)_l/o S(s)xds = ]11/0 (S(s+ h)x — S(s)x)ds

t+h 1 t 1 t+h 1 h
= }l/ S(s)xds — / S(s)xds = / S(s)xds — / S(s)xds.

En passant a la limite quand h tend vers zéro, nous obtenons

(1.12)

A/o S(s)xds = S(t)x — x.

Soit « € D(A) et h >0, on a :

En passant a la limite quand h tend vers zéro, nous obtenons :

d+
AS(t)xr = S(t)Ax = ES’(t)m.

Calculons CiT_

7S(t)x — S(t)Az. Nous avons :

L(St)x — S(t — h)z) — S(t) Az = S(t — h)2DI=T _ (1) A

= S(t— ) (S — Ax) + (S(t - h) - S(1)) Aw. (13)

Nous pouvons facilement établir que :

li St—h)=S®)| =0 tout ¢t>0
lim [[S(t =) = S()] =0 pour tout ¢ >0,
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et [|[S(t — h)|| est uniformément borné pour h € [0,t]. Par passage a la limite dans

I’égalité précédente, nous obtenons :

o1
}111{(1% 7 (S(t)xr — S(t—h)x) — S(t)Az =0,

ie. %S(t)x —S(t)Az = 0.

(iv) Le résultat s’obtient en intégrant 'identité (ii7) entre s et t.
t

Corollary 1.5.4. Si (A,D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe S(t))i>0
fortement continu sur X alors
— D(A) est dense dans X, et

— A est fermé.

Preuve. )

— Soit z € X. Pour tout nN*, posons x,, = 1/71 S(s)xds d’apres l'assertion (ii) du
Théoréme on a x, € D(A) pour tout nn I\(I)* et, par l'assertion (i) du Théoréme
[I.53 on a

1

. 1 fn
lim x, = lim + S(s)xds =x

Ainsi, D(A) = X.

— Soit z,, une suite d’éléments de D(A) telle que z,, — = et Az, n =0 y. Montrons que
x € D(A) et que Az = y.
Puisque pour tout n N*, z,, € D(A), alors d’apres la formule , on a

t
S(t)ry, —xp = / S(s)Axnds, VYneN, t>0. (1.14)
0

Soit t > 0. Alors pour tout s € [0, t] et pour tout n € N on a

15 () (Azn = y)|
1S () [[Azn — yl]
Me|| Az, — |

15(s) Az — S(s)yl|

IA

IN

Donc (S(s)Azy,)n>0 converge quand n — +oo vers S(s)y uniformément en s sur [0, ¢].

Il vient alors de I’égalité et du théoréme d’interversion de la limite et I'intégrale

que :
t
St)r —x = / S(s)yds.
0
Donc
tx — L[
lim SWz-2 = lim — [ S(s)yds=1y
t—0+ t t—0t+ t Jg

Ainsi x € D(A) et Az =y.

O
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1.5.3 Semi-groupes sur un espace de Hilbert
Dans cette section, nous supposerons que X est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.5.5. Soit (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe S(t))¢>0
fortement continu sur X. St lopérateur A est auto—adjointﬂ alors, pour tout xo € X, z(t) =

S(t)xo est l'unique solution du probléme
z € C([0,00); X) N C((0,00); D(A)) N C'((0,0); X),
2'(t) = Az(t)  pour tout t >0, x(0)=xo.

De plus, pour toutt >0, on a

sl < —=llsoll et~ (Ae(0)a(0) < 5ol

/2 2t
et
| Az(8)]? < —%(Ax(t),x(t)) si w0 € D(A).

Théoréme 1.5.6. Soit (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t))t>0
fortement continu sur X. Si Uopérateur A est anti-adjoint, alors, le semi-groupe (S(t))t>0

s’étend a un groupe (S(t))ter tel que :

Vg € X,S(’)SEQ S C(R;X),
Vg € X,Vt € R, ||S(-)zol| = ||zol], (1.15)
Vi € R,¥Vs € R,S(s+1t) = S(s)S(t),

et pour tout xg € D(A), xz(t) = S(t)xo vérifie

r € C(R; D(A)) N CY(R; X),
' (t) = Ax(t)  pour tout te€ R, x(0) = xo.

(1.16)

1.5.4 Théorie de 'opérateur résolvant

Dans cette section, nous introduisons la théorie de I'opérateur résolvant introduite par
Grimmer [50]. Cette théorie fournit l’existence et 'unicité de 'opérateur résolvant pour une
équation intégrodifférentielle. Dans la résolution des équations intégrodifférentielle, I'opérateur
résolvant joue le réle du semi-groupe mais ne respecte pas la loi de semi-groupe. Soient X
et Y deux espaces de Banach; A et I'(¢) des opérateurs linéaires fermés de domaine D(A).

Munissons 'espace X de la norme du graphe suivante :

[|2[llx == [[Az|| + [[z]], pour z € X.

1. Un opérateur A € Z(X) est dit auto-adjoint (ou parfois hermitien) s’il est égal & son adjoint,

c’est-é-dire si, quels que soient z et y dans X , (Azx,y) = (x, Ay)
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Considérons ’équation intégrodifférentielle suivante :

Z(t) = Az(t) —|—/0 ['(t — s)xz(s)ds, pour t >0, (1.17)

x(O) = xg €X.

La définition suivante nous donne l'opérateur résolvant introduit par R. Grimmer.

Définition 1.5.3. [50] On appelle opérateur résolvant associé a l’équation (1.17)), tout opéra-

teur linéaire Z(t) € £ (X) pour t > 0, satisfaisant les propriétés suivantes :
(1) 2(0) =T et ||Z(t)|| < ve pour tout v >0 et § des constantes de R.
(13) Pour tout x € X, Z(t)x est fortement continu pour tout t > 0.

(iii) Z(t) € L (X) pourt > 0. Pour x € X, %Z(.)r € CLRT; X) C(RT;X) et

X' (t)x = AR(t)x + /t I'(t — )% (s)xds
0

t
= Z(t)Ax +/ At — s)T'(s)xds  pour t > 0.
0

Remarque 1.5.3. Il y a lieu de remarquer que lorsqu’on est dans un intervalle borné t € [0, b]

pour tout b > 0, alors il existerait une certaine constante M > 0 telle que
|| Z(t)|| < M. (1.18)

Exemple 1.5.3. Soient X =R, Ax = 2z, et I'(t)x = —2x dans ’équation (1.17)). Alors, dans

ce cas, on a

R(t)xo = el (sin(t) + cos(t))zo et S(t)xo = e*lxp.
Dans 'exemple ci-dessus, il est important de souligner le fait que
(% (t + 5) — Z(t)%(s)] = e'T*[~2sin(t) sin(s)] pour tout ¢, s € RT,

ce qui montre que lopérateur résolvant Z(t) défini par la relation (1.17)) ne vérifie pas la loi
de semi groupe, c’est-a-dire,

Rt + 5) £ RER(3).

Maintenant nous énumérons les hypotheses suivantes :
(H1) L’opérateur A est un générateur d'un Cp-semi-groupe (S(t))¢>0 on X.
(H2) Pour tout ¢ > 0, I'(f) et un opérateur linéaire fermé de D(A) dans X et I'(t) €
Z(Y,X). Pour tout = € X, l'application t — I'(¢)z est bornée, différentiable et de dérivé
t — T’(t)x bornée et uniformément continue sur R™.
En ce qui concerne 'existence de I'opérateur résolvant de I’équation , le résultat suivant

nous donne une réponse satisfaisante.
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Théoréme 1.5.7. [50] Si nous admettons que les hypothéses (H1) — (H2) sont vérifiées,
alors il existe un unique opérateur résolvant associé au probleme intégrodifférentiel .
Lemme 1.5.2. [35] On suppose que (H1)-(H2) sont vérifiés. L opérateur résolvant (Z(t))t>o0
est compact pour t > 0 si et seulement si le semi-groupe (S(t))i>0 est compact pour t > 0.
Lemme 1.5.3. [87] Sous les hypothéses (H1) — (H2), et si l'opérateur résolvant (Z(t))i>0 est

compact pour tout t > 0, alors sa norme est continue (ou continue dans la topologie uniforme

des opérateurs) pour tout t > 0.

Lemme 1.5.4. [/5] Soit A un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (S(t))i>0, et soit
(T(t))e> satisfaisant (H2). Alors, lopérateur résolvant (Z(t))i>o de léquation (1.17) est un
opérateur continu en norme pour tout t > 0 si et seulement si (S(t))i>0 est opérateur continu

en norme pour t > 0.
Lemme 1.5.5. [87] Pour tout b > 0, il existe une constante L = L(b) telle que
[ Z(t + €) — Z(e)Z(t)||Lx) < Le pour 0 <e <t <b.

L’opérateur résolvant donne un certain résultat sur ’existence de solution de ’équation

intégrodifférentielle suivante :

2(t) = Ax(t)+/0 Lt = s)x(s)ds +u(t)  pour ¢ >0 (1.19)
.Z'(O) = x9 € X,

ol i : RT™ — X est une fonction continue.
Définition 1.5.4. [50/ Une fonction x : Rt — X est solution stricte de l'équation (1.19)) si
z € C'(RT,X)[|C(R",X)

et z satisfait I’équation (1.19)).
Théoréme 1.5.8. [50] Supposons que (H1) — (H2) sont satisfait. Si x est solution stricte
de Uéquation (1.19), alors
t
x(t) = Z(t)zo +/ Z(t — s)u(s)ds  pour t > 0.
0

1.6 Théoremes du point fixe

Il existe plusieurs méthodes de résolutions des équations différentielles, mais la théorie du
point fixe demeure 'une des meilleures méthodes. Cette théorie introduite par S. Banach [12]
est devenue un vaste champ de recherches pour plusieurs auteurs qui cherchent & résoudre
plusieurs problémes de la vie. Dans notre travail, la théorie du point fixe joue un role capital.
Il existe plusieurs théoremes de points fixes, mais dans cette section, nous n’allons annoncer

que les théoremes de points fixes qui nous seront utiles lors de nos démonstration des résultats.
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1.6.1 Théoréme du point fixe de Banach(1922) [12]

Ce théoreme est dit principe de I'application contractante, il est la base de la théorie
du point fixe. Ce principe garantit I’existence d’un unique point fixe pour toute application

contractante d’'un espace métrique complet dans lui-méme.

Lemme 1.6.1. Soient (X,d) un espace métrique complet et f : X — X une application

contractante de constante de contraction k. Alors,

Jlx € X tel que Tx = .

1.6.2 Théoreme du point fixe de Krasnoselskii

Nous donnons un théoreme d’existence du point fixe concernant les applications F' = F;+Fq

ou F; est continu et compact et Fo une contraction

Lemme 1.6.2. ([1/06], Théoréme du point fixe de Krasnoselskii) Soit X un espace de Banach
et V. .C X un sous ensemble non vide fermé, borné et convexe de X. Soient F1, Fo: V — X
deux applications de V telles que

(i) Fix+Foy e V, Vx,y e V;

(ii) Fy est une contraction ;

(iii) Fq est complétement continue (continue et compacte).

Alors, I’équation F1x + Fox = x admet une solution sur V.

1.6.3 Théoreme du point fixe de Monch

En 1980, Moénch a généralisé les théoremes du point fixe de Schauder, de Darbo et de

Sadowski dans le théoréme suivant :

Lemme 1.6.3. [2] Soit D un sous ensemble fermé, borné et convexe d’un espace de Banach
X tel que 0 € D. 851 ® : D — X une application continue et de type Monch, c’es-d-dire vérifie

la propriété suivante :
M C D, M est denombrable, M C co ({0} U CID(M)) = M est compact.

Alors, Uapplication ® a un point fize dans D.

1.6.4 Théoreme du point fixe de Darbo généralisé

Il y a environ 50 ans, le mathématicien italien Gabriele Darbo a publié un théoréme du

point fixe [25], qui assure existence d’un point fixe pour les opérateurs dits condenseurs,
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et généralise le principe classique du point fixe de Schauder et (une variante spéciale) la
cartographie de contraction du principe de Banach. Le théoréme de Darbo n’a pas seulement
un intérét théorique, il a également trouvé de nombreuses applications en analyse linéaire et
non linéaire. De maniere typique, de telles applications se caractérisent par une certaine «perte
de compacité» de nombreux domaines : imbriquant des théoremes entre espaces de Sobolev
avec exposant critique, imbriquement sur des domaines a frontiere irréguliére, opérateurs de
composition linéaire sur le disque unitaire complexe, équations intégrales avec noyaux forte-
ment singuliers, équations différentielles sur les domaines non bornés, équations différentielles
fonctionnelles de type neutre ou avec argument divergeant, opérateurs différentiels linéaires a
spectre essentiel non vide, opérateurs de superposition non linéaires entre les divers espaces

de fonctions, les problemes de valeurs initiales dans les espaces de Banach et bien plus encore.

Définition 1.6.1. Supposons que D est un sous ensemble non vide d’un espace de Banach
Xet f :D— X est un opérateur continu. On dit que f satisfait la condition Darbo (avec
une constante k > 0) par rapport a une mesure de non compacité si, pour tout sous ensemble

borné V de D, l'inégalité suivante est vraie :

x(f(V)) < rx(V).
Le Lemme suivant généralise en 1955, le théoréme du point fixe Darbo.

Lemme 1.6.4. ([90]/) Soit D est un sous ensemble borné, convexe et fermé d’espace de
Banach X, soit f : D — D un opérateur continu tel que f(D) soit borné. Pour tout sous

ensemble V' C D, posons
fLV)=F(V), f1(V) = F(eo(f"7'(V))), n=23,-

Sl existe une constante 0 < k < 1 et un entier naturel non nul ng tels que pour tout ensemble

borné V.C D, x(f"(V)) < kx(V), alors f a un point fize dans D .

1.7 Rappel sur quelques outils stochastiques

Cette section consiste en des rappels de calcul stochastique. Nous présentons le minimum
suffisant des outils stochastiques utilisés tout au long du document. Pour plus de détails, nous
nous référons [99]. 2 est 'ensemble de tous les événements élémentaires et () désigne la

famille des parties A de €. Pour tout A € £(Q), on écrira A° := Q\ A.

Définition 1.7.1. Une tribu (c-algebra en anglais) sur Q est une famille de partie de Q

vérifiant les propriétés suivantes :
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-PeZ.
- St Ae Z, alors A° € F.
o0
- 51 A, € F pour tout n, alors U A, e 7.

n=0

Un espace mesurable est un espace muni d’une tribu.
Proposition 1.7.1. Une intersection de tribus est une tribu.

Soit .# une tribu. Une sous-tribu de .# est une tribu ¢ telle que ¥ C &, soit A € &
implique A € .%. La plus petite tribu contenant une famille d’ensembles est 'intersection de
toutes les tribus qui contiennent cette famille. Elle est en général difficile (voire impossible) &

décrire plus précisément.

Définition 1.7.2. La tribu engendrée par une famille d’ensembles A est la plus petite tribu

contenant cette famille, on la note o(A). Elle est l'intersection de toutes les tribus contenant

A.

Si % et F, sont deux tribus, on note %1 V 3 la tribu engendrée par .71 |J %2. Cest la

plus petite tribu contenant les deux tribus %7 et Z7.
Exemple 1.7.1. Soient (X,.%#) et (Y,¥) deuz espaces mesurables, et
XxY:={(z,y):xeXyeY}

leur produit cartésien. On peut définir une tribu naturelle sur X x Y en considérant la famille
des rectangles R = {Ax B:Ae F,Be9}. Alors, F @9 := o(R) est la tribu produit.

L’espace mesurable (X XY, F @%9) est l’espace produit.

Définition 1.7.3. Soient (X, %) et (Y,¥) deuz espaces mesurables. Une application f : X =Y
est dite (% ,9)-mesurable (ou plus simplement mesurable) si la préimage d’un ensemble

mesurable est un mesurable, c’est-a-dire si B € 4 implique f~*(B) € .Z.

La facon dont on définit la mesurabilité d’une application rappelle la continuité en
topologie : si (X,.%),(Y,¥) sont deux espaces topologiques (X et Ysont les ouverts de X |
respectivement Y), une fonction f : X — Y est dite continue si la préimage d’un ouvert de Y est
un ouvert de X . On rappelle que la composition de deux fonctions mesurables est mesurable.

Pour vérifier qu'une fonction est mesurable, on utilisera souvent le résultat suivant :

Lemme 1.7.1. Soient (X,.%),(Y,¥) deuz espaces mesurables, et soit f : X — Y. Si une
famille € € P2(Y) est telle que o(€) = 9, et telle que f~1(C) € .F pour tout C € €, alors f
est (F,9)-mesurable.
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En particulier, une application continue entre deux espaces topologiques (X, Ox), (Y, Oy),

est (B(0x), #B(0y))-mesurable.

Définition 1.7.4. Soit (2, F) un espace mesurable. Une variable aléatoire réelle (v.a.r.) X

est une application mesurable de (2,.7) dans R (donc telle que X 1 (A) € F, VA€ %R )

Définition 1.7.5. La tribu engendrée par une variable aléatoire x définie sur (2, F) est

’ensemble des parties de 2 qui s’écrivent x=1(A) ou A € Br. On note cette tribu o(x).

La tribu o(z) est contenue dans .#. C’est la plus petite tribu sur €2 rendant = mesurable.

Une v.a.r. x est ¥-mesurable si o(x) C 9.

Définition 1.7.6. Soit (X,.#) un espace mesurable. Une fonction (application) d’ensemble
p: F — [0, +00] est une mesure si elle satisfait les conditions suivantes :
a M(Q) = 0;

— u est o-additive : si A, est une suite d’ensembles mesurables deuz a deux disjoints alors

H© (U An) = Zﬂ(An) (1'20)
n=1 n=1

Le triplet (X,.Z, 1) est appelé espace mesuré.

En particulier, (1.20) implique que u est additive : si A, B € % sont disjoints, alors
w(AlUB) = pu(A) + u(B). En général, la construction d’un espace mesuré non-trivial est une

tache délicate.

Exemple 1.7.2. . Sur X muni d’une tribu quelconque, firons x € X et définissons, pour tout

A€ Z, 6,(A) =1la(x). Alors, §, est une mesure appelée masse de Dirac en x.

Exemple 1.7.3. Soit (X, %, u) un espace mesuré, (Y,9) un espace mesurable. Une application
mesurable f : X — Y permet de transporter u de X sur Y. En effet, v := po f~ définit une
mesure sur (Y,9), appelée transport de u par f .

On verra que certaines propriétés d’un espace mesurable (X,.%#,u) peuvent dépendre
fortement de la masse que la mesure associe a l’espace tout entier. La mesure est finie si
p(X) < 0o, et o-finie 8'il existe une suite X, € Z, u(X,) < oo, telle que X = [J;~; Xp,. Une
mesure est une probabilité si u(X) = 1; dans ce cas, (X, .Z#, u) est appelé espace de probabilité
ou espace probabilisé. Par exemple, ([0,1],%2([0,1]),\) est un espace de probabilité, qui
modélise I'expérience qui consiste & tirer un nombre z € [0, 1] au hasard (uniformément).

Un fait inévitable, en théorie de la mesure, est la présence d’ensembles non-vides mais

invisibles du point de vue de la mesure : on définit les ensembles de mesure nulle par :

M ={N e F:puN)=0}.
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Ainsi que les ensembles négligeables (par rapport a ) par :
Nt :={Be P(X):3IN e A/',N D> B}.

Les ensembles négligeables ne peuvent étre ignorés ; ils joueront un réle central dans toute la
théorie de l'intégration et surtout des processus stochastiques. Leur propriété fondamentale,

facile & vérifier, est la suivante.

Lemme 1.7.2. Les unions dénombrables d’ensembles négligeables (ou de mesure nulle) sont

négligeables.

Dans la définition donnée ci-dessus, les ensembles négligeables ne sont pas nécessairement
mesurables. On le verra plus tard, il est souvent nécessaire de travailler avec un espace mesuré
dans lequel tous les ensembles négligeables sont mesurables. Dans ce cas, on dira que (X,.Z, u)
est complet. Cependant, tout espace mesurable peut étre complété, comme le montre la

proposition suivante.

Proposition 1.7.2. Soit (X,.#, 1) un espace mesuré. La tribu F,, = o (F|JAN") est la

tribu complétée par rapport ¢ p. On a :
Fu={Ae P(X):3B,B' € F:BCACB,uB'\B)=0}. (1.21)

Soit A € #,. Si B, B' sont comme dans ([1.21), on définit i(A) := u(B) = u(B'). Alors,
définit une mesure sur (X,J?ﬂ). L’espace mesuré (X,JTM, ﬁ) est complet, appelé le complété de

(X, Z, ). De plus, Ti est Uunique mesure sur (X,.Z,) qui coincide avec y sur F .

Au vu du résultat précédent, on pourra toujours supposer que les espaces mesurables

considérés sont complets.

1.7.1 Processus stochastiques

Définition 1.7.7. [69] Un processus stochastique indexé par I a valeurs dans X est une famille
de variables aléatoires v = {xi}re1 définies sur un méme espace de probabilité (Q, F,P) a

valeurs dans un espace mesurable (X, &) appelé espace d’état du processus.

Soit & = {x;}+er un processus aléatoire indexé par I.

— SiI=Nou Z, on dit que z est une suite aléatoire (et dans ce cas ¢ est le plus souvent
noté par n ou k) ou processus en temps discret ;

— SiI=1[0,7],T € R", ou I = Ry, z est une fonction aléatoire ou processus en temps
continu ;

— Si I=N%ouR? z est appelé champ aléatoire.
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— SiI={1,---,n} est fini alors z = (z1,--- ,x,) est également appelé vecteur aléatoire
ou champ aléatoire.
Sauf mention contraire, nous supposons que I = [0,4o00[. L’idée du concept de processus

stochastique est d’observer I’évolution d’une variable aléatoire au cours du temps.

Définition 1.7.8. Etant donné un processus stochastique x = (x4)t>0, les lois finies-dimensionnelles
de x sont les lois de tous les vecteurs (xy,, - ,xy,), t1,- -+ ,tn € I, n € N. L’ensemble des

lois fini-dimensionnelles caractérise la loi P, du processus x.

On appelle trajectoire du processus z, 'application t — x4(w) pour w € Q fixé.
Un processus est a trajectoires continues (resp. continues & droite, continues a gauche) si
t — x(w) est continue (respectivement continue a droite, continue & gauche) pour presque

tout w € Q.

Définition 1.7.9. [69] Un processus stochastique x est dit mesurable si l’application (t,w) —

zt(w) de RT x Q dans & est mesurable par rapport aux tribus B(RT) x F et &.

Définition 1.7.10 (Egalité entre deux processus [69]).

— Soient x ety deux processus stochastiques. x est une modification de x si
Vit Z 0, P(.’L‘t = yt) =1.

c’est-a-dire Yt > 0, il existe N; négligeable tel que Yw ¢ A on ait x(w) = y(w)

— Deux processus stochastiques x et y sont dits indistinguables si
P($t = Yt Vi > 0) =1.
c’est-a-dire Yt > 0, il existe N négligeable tel que Yw ¢ AN on ait x¢(w) = ye(w).

Dans la suite, quand nous écrirons x = y égalité en loi de deux processus, nous signifierons

I’égalité de toutes les lois fini-dimensionnelles de x et de y.
Z
(xtp T axtn) = (yt17 T aytn)v
pour tout ty,--- ,t, €1

Remarque 1.7.1. Si x et y sont indistinguables, alors x est une modification de y mais la

réciproque est fausse.

Définition 1.7.11. Un processus y = (y¢)teg est un processus gaussien si toutes ses lois de

dimension finie sont gaussiennes i.e.

Vn>1,Vty <ta<---<tn€J, (Ytys Yo, ,Yt,) €St un vecteur gaussien.
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Définition 1.7.12. Un processus est dit :

1. A accroissements indépendants si pour tous 0 < t; < --- < t,,, les variables aléatoires

Yt1r Yta — Yt1s " > Yt — Yt Sont indépendantes.

2. A accroissements stationnaires si la loi des accroissements ypyn — yr ne dépend pas de

h > 0.

Définition 1.7.13. On dit qu’un processus (y)i>o0 est a variation finie sur [0,T] si :
SUPZ Y1 — Yt | < 0.
i)
Et d variation quadratique finie sur [0,T] si :
SHPZ Yt 41 — yti|2 < 0.
i)
La borne supérieure est prise sur la famille de subdivisions tg =0 < t1 < --- < t, =T de

[0, 77].

Les tribus jouent un réle tres important dans 1’étude des processus stochastiques, car
elles représentent 'information disponible et permettent de traduire les notions du passé, du

présent et du futur.

Définition 1.7.14 ( Filtration.). Soit (Q,.7#,P) un espace de probabilité et {F}i>0 une
famille de sous-tribus de F. On dit que {Fi}i>0 est une filtration si c’est une famille
croissante, au sens ou Fs C Fy pour tout 0 < s <t < oo.

On définit alors F = 0(UpFy) et pour tout t, F+ = U Fpye.

Définition 1.7.15. [69] On dit qu’une filtration {F}i>0 est :
— Compléte si Fy contient tous les ensembles P-négligeables de F que nous notons A i.e
Tt = Nest Fs-
— Continue a droite si ¥ = F+ pour tout t.

— Satisfait les conditions habituelles si elle est continue a droite et compléte.

Si I'on se donne un processus y, on introduit la filtration % = o(ys;s < t), appelée
filtration naturelle de y. Mais %, ne contient pas nécessairement 4. C’est pour cela que 'on
introduise souvent la filtration naturelle augmentée de y définie par #Y = (AN U%,).
Dans la suite, lorsque nous parlerons de filtration naturelle, il s’agira toujours de filtration
naturelle augmentée. Un processus est toujours adapté a sa filtration naturelle. Si {.%; }+>0
est une filtration sur un espace de probabilité (£2,.%#,P), on dit que (2,.%,{.%: }+>0, P) est un

espace de probabilité filtré.

Définition 1.7.16. [69/
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1. Un processus stochastique y = (yt)1>0 est adapté a la filtration {F}i>0 si, pour tout

t >0, y; est Fy-mesurable.

2. Un processus stochastique y = (y¢)e>0 est dit progressivement mesurable par rapport d
la filtration {F}i>0 si Uapplication (s,w) — ys(w) de [0,t] x Q dans X est mesurable

par rapport a HB([0,t]) X F et &.

Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté. On peut également
noter que si x est un processus stochastique mesurable et adapté, on peut alors en déduire

qu’il posséde une modification progressivement mesurable. On a également le résultat suivant.

Proposition 1.7.3. [69] Si y = (y1)i>0 est un processus stochastique dont les trajectoires
sont continues a droite (ou continues a gauche), alors y est mesurable et y est progressivement

mesurable s’il est en plus adapté.

Définition 1.7.17. Soit © = (x¢)ter un processus stochastique indexé par I =1[0,T] (avec T
un réel positif firé) d valeurs dans (X, &).
1. x est continu en probabilité sur I siVt € I, e > 0, limg_yy P(d(x¢, z5) > €) = 0.
2. x est continu en moyenne d’ordre p > 1 siVt € I, E[|ay|P] est fini et application t — x;
est continue de I dans l’espace normé L?(Q, .F,P) i.e. limg_,; E[|zy — 24[P] = 0.
3. x est presque sirement d trajectoires continues s’il existe A négligeable tel que Vw ¢ N
Uapplication t — x4 est continue .

4. x est dit continu a droite et limité a gauche (cadldag) s’il existe N négligeable tel que

Yw ¢ A Dapplication t — xy soit continue a droite et limitée a gauche, c’est-a-dire
lim X(w) = Xi(w), et lim X (w) existe et est fini
s\t st

Théoréeme 1.7.1. Si x et y sont cadlag et x est une modification de y alors x et y sont

indistinguables.

Preuve. Soient .4, 'ensemble des w tels que x.(w) ne soit pas continu a droite et .4
I'ensemble des w tels que y.(w) ne soit pas continu & droite.
Soit A = {w € Q2 : g € Q tel que z4(w) # yg(w)} = Uyeq{w € 2 1 zg(w) # yg(w)}-
On pose A = A, |J A, A, c’est un négligeable. Soient ¢t > 0 et w ¢ A alors z,(w) = yr(w)
pour tout r € Q faisant tendre r € Q tel que ( r>t) vers t et par la continuité a droite

xt(w) = y(w), d’olt x et y sont indistinguables.
U

Définition 1.7.18. z; et y; deux processus définis sur le méme espace de probabilité (2, F,P)
sont dits indépendants si les sous tribus F, = o{xy, t € I} et F#y = o{y:, t € I} engendrées

par les xy, respectivement les yy, sont indépendantes relativement a P.

Contribution a 1’étude d’équations intégrodifférentielles Louk-Man ISSAKA ©UFR-UGB 2020
stochastiques dirigées par un mouvement Brownien fractionnaire



47

Définition 1.7.19 (Martingale). Soit © = (x¢)t>0 un processus adapté et intégrable, on dit

que T est
1. Une martingale si ¥V 0 < s <t, E[x;/.F5] = x5
2. Une surmartingale si ¥ 0 < s <t, Elz;/Fs| < x4

3. Une sousmartingale si ¥V 0 < s <t, E[x;/.F5] > x5

Lemme 1.7.3. Soit x une martingale et ¢ une fonction convexe telle que pour tout t,
o(z¢) € LY, alors p(x) est une sous-martingale ; si ¢ est concave, alors p(x) est une sur-

martingale.

Définition 1.7.20. On dit que la martingale x est fermée par Y € LY (Q, o7, P), si xy = E(Y/

F).
Proposition 1.7.4. [118] Toute martingale admet une modification cddlag .

Théoréme 1.7.2 (de convergence des martingales). Soit © une sur (ou sous)-martingale
cad telle que sup, E[|x¢|]] < oo. Alors, limy_, x; existe presque strement et appartient d

LY(Q, o, P).
Si x est fermée par Z, elle l'est aussi par limy_,o ¢ notée o qui vaut E[Z/ Vi> F.

Définition 1.7.21. Le processus croissant (M) est défini au temps t par :

(M); = lim P (Z(Mti — Mtil)2>

|m|—0 ten
ou m sont les partitions de [0,t].

Remarque 1.7.2. Les martingales de carré intégrable admettent un crochet.

Proposition 1.7.5. (M), est l'unique processus continu croissant adapté tel que M7 — (M),

est une martingale.

1.7.2 Mouvement brownien ou processus de Wiener

Définition et Propriétés

Soit (2,.7,{.Z:}+>0,P) un espace de probabilité filtré complet vérifiant les conditions
<.

habituelles, (X, (-)x, |- |x) et (Y, (-)y,| - |v) deux espaces de Hilbert séparables .

Définition 1.7.22 (Mouvement brownien standard). Le mouvement brownien standard est

un processus stochastique réel B = (B)¢>0 vérifiant

1. By =0, P-p.s. (B est issu de 0)
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2. Pour tout 0 < s < t, B, — By est une variable gaussienne A4 (0,t — s) indépendante de

la tribu F4 engendrée par {By,u < s}.

Il est intéressant de noter qu'une combinaison linéaire de mouvements browniens standards

indépendants avec coeflicients non tous nuls est, & une constante pres, un mouvement brownien.
Proposition 1.7.6. B; est un processus gaussien dont la fonction de covariance est :
R(t,s) = Cov(B, Bs) = s At

Preuve.

R(s,t) = Cov(By, Bs) = E(B; By) — E(B,)E(Bs).

Comme B; suit une loi gaussienne centrée (E(B;) = 0) donc :
R(s, t) = E(B: By + B{ — BY) = E(B{) + E(By(B: — By)).
Pour s < t, on utilise I'indépendance, et By ~ .4°(0, s). Nous obtenons la valeur
R(s,t) = E(B%) + E(B,)E(B; — Bs) = E(B?) = s.
O

Soit @ € L(X) un opérateur symétrique positif tel que Tr(Q) < co. Alors, il existe un systéme

orthonormal {ej}r>1 dans X, et une suite (A,),>1 C RT tels que
Qek:)\kelm k:1727

Définition 1.7.23. [I17] Un processus stochastique {B(t)}+>0 d valeurs dans X adapté a la
filtration {F: }1>0 est un Q-processus de Wiener si

i) B(0)=0, Pp.s.

i1) Les trajectoires de B sont continues presque sirement.

iii) Les incréments de B sont indépendantsﬂ et stationnaireslﬂ.

iv) E(Bt) =0, Cov[Bt, Bs] = (t — 5)Q, pour tout 0 < s <t

v) B est adaptée a la filtration (%), c¢’est-a-dire pour tout t > 0, By est Fy-mesurable.
Si le processus B vérifie ces trois propriétés sur [0,T], on dit aussi que B est un Q-processus

de Wiener sur [0,T].

Nous rappelons que la condition (iv) ci-dessus signifie que pour tout h € X et 0 < s <,

la variable aléatoire & valeurs réelles (B; — Bs, h)x est gaussienne de moyenne nulle et de

2. o(B(t) — B(s)) est indépendant de .Z; pour t > s > 0.
3. Loi de probabilité de B(t) — B(s) est la loi normale centrée d’opérateur de variance-covariance

(t — s)Q pour tout t > s >0
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variance (t — s){(Qh, h)y. En particulier, nous remarquons que E(||B||?)y = tTrQ qui est I'une
des raisons pour lesquelles I’hypothese T'r@Q < oo est essentielle.

D’apres ce qui nous précede, le processus de Wiener est gaussien et pour tout (e;) C X un
ensemble orthonormé de vecteurs propres de @ a valeurs propres correspondantes ;i € N*

tels que Tr@Q = 372, \; alors

B(t) =Y Bi(t)e;,
=1

ou Bi(t) = (B(t),e;), i =1,2,--- sont des familles de mouvements browniens mutuellement

indépendants sur (Q2,.7,P).

Proposition 1.7.7. Pour tout opérateur Q) positif symétrique d trace sur un espace séparable

de Hilbert X, il existe un Q-processus Wiener (B(t))i>0.
Nous donnons les propriétés suivantes d’'un @-processus de Wiener.

Proposition 1.7.8. [117] Soit B(t) un Q-processus de Wiener tel que tr(Q) < co. Alors,
i) E(B(t) = /QB(t)(w)dP(dw) =0 et Cou(B(t)) = [B(t) — E(B())|®[B(t) —E(B(#))] =
tQ

[e.¢]
i1) Pour tout t > 0 B admet écriture suivante B(t) = Z V AkBr(t)er ot Bi(t) sont une
k=1
suite de mouvements browniens standards sur (2, #,P) mutuellement indépendantes.
Exemple 1.7.4. Tout mouvement Brownien B = (By, t > 0) est un processus de Lévy. On a
E[ei(u,Bt)] _ eti(b,u)—%(u,Au).
Définition 1.7.24. Soit Q un opérateur linéaire borné symétrique (auto-adjoint) et positif

sur X. Une famille de variables aléatoires W = {Wy(h), t > 0, h € X} est un processus de

Wiener cylindrigue sur X si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. Pour tout h € X, W = {Wy(h), t > 0} définit un mouvement brownien avec variance
t{Qh, h) ;

2. Pour tout s, t € RT et h, g € X,
E(W,(h)Wi(g)) = (s A t)(Qh, g)

Si Q = Idx est Uopérateur identité de X, Alors, W sera appelé un processus de Wiener

cylindrique standard. Et Q est un opérateur de covariance de W .

1.7.3 Mouvement Brownien fractionnaire (mBf)

Le mouvement brownien fractionnaire a été introduit par Kolmogorov en 1940. Son étude

a été reprise et approfondie par Mandelbrot et Van Ness en 1968. Dans ce paragraphe, on va
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introduire le mouvement Brownien fractionnaire (mBf) et, on va donner quelques propriétés

qui attirent des chercheurs a s’intéresser a celui-ci.

Définition et propriétés

Définition 1.7.25. Un mouvement Brownien fractionnaire (mBf en abrégé) de paramétre de
Hurst H € (0,1) est un processus gaussien continu centré, noté {B}! :t € R} défini sur un
espace probabilisé (Q, .7 ,P) et vérifiant :

(i) B =0

(ii) El[BI)] = [t vt € R

(iii) BY a des accroissements stationnaires.

On peut aussi donner une définition équivalente qui laisse apparaitre les propriétés du

mouvement Brownien fractionnaire.

Définition 1.7.26. Le mouvement Brownien fractionnaire {Bf :t € R} d’indice de Hurst

H € (0,1) est le seul processus a vérifier :
1. Auto-similarité : Va > 0, (a_HBat)tzo a la méme loi que (Bt)i>0;
2. Accroissements stationnaires : Yh,> 0, (Bitp — Bp)t>0 @ la méme loi que (Bt)i>0
3. Gaussien avec E(By) =0 et E(B?) = 1.

Sa fonction de covariance est

1
Rp(t,s) = 5(\8\2H+ [t — |t — s*) (1.22)

Nous remarquons que le mBf d’indice de H = 1 est donné par B} = Gt avec G une
variable normale centrée réduite. Donc, ce cas est peu intéressant. Si H = % alors la fonction
de covariance est Ry (t,s) = min(¢, s) et donc, on retrouve le mouvement brownien standard
a accroissement indépendant. Dans le cas ou H # %, le mBf n’est ni une semi-martingale, ni

un processus de Markov.

Théoréme 1.7.3 (Continuité Holderienne). Tout mouvement Brownien Fractionnaire admet
une modification dont les trajectoires ont une continuité de Hoder d’ordre v < H sur tout

intervalle [0, p] avec p > 0.

Preuve. Il suffit de montrer que, pour tout o > 0, il existe une constante C,, telle que,
pour tout (s,t) € [0, p]? :

E[|Bf — BE|*] < Cu|t — 5| (1.23)

En effet, la condition (1.23]) assure, par le théoreme de régularité de Kolmogorov (voir [119]

Théoréme 2.1 page 25) que {Bf : t € [0,p]} admet une modification dont les trajectoires
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sont Hoder continues d’ordre v € [0, %[ pour tout a > 0, ce qui montre le résultat. La

condition (1.23)) découle de la stationnarité des accroissements et de 'auto-similarité :
E[|B — BI|*] = E[|B{L|] = |t — s|*"E[| B{'|*].

D’ou le résultat avec C,, = E[|BH %] < +o0.

Proposition 1.7.9. Soit H €]0,1[ et BY un mBf d’indice H. Alors :
— B est une semimartingale si et seulement si H = %
— BH est un processus de Markov si et seulement si H = %

Théoréme 1.7.4 (Non différentiabilité). Les trajectoires du mouvement Brownien fraction-

naire sont P — p.s. non différentiable en tg.

Propriété 1.7.1. Les accroissements de B sont a dépendance d long terme si et seulement
. 1

si H> 5.

Propriété 1.7.2. Les accroissements du mouvement Brownien fractionnaires sont positive-
ment corrélés si % < H < 1, négativement corrélés st 0 < H < % (on parle d’anti-persistance)

.. . 1
et indépendants si H = 3.

Représentations intégrales du mouvement Brownien fractionnaire

1. Représentation en moyenne mobile : Mandelbrot et Van Ness [98] ont défini le mbf de

la maniere suivante :

ou

H_1 112 oo 1 112 1
A e A e s
R B 2H

ry = max(z,0) et W est un mouvement brownien standard. En effet il est facile de

voir que B est bien défini et pour t < s, on a

E[(B, — By = Cl%,{/R[(t—x)f_;—(s—x)f_;rdm

Donc, B est gaussien, centré et a pour fonction de covariance la fonction Ry donnée

par (1:22).
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Les propriétés trajectorielles du mBf sont plus facilement étudiables avec ce type de

représentation intégrale.

2. La représentation harmonisable : Soit 0 < H < 1. Le mouvement Brownien fractionnaire

a la représentation

1 e’ —1 1y s
BH — —(H=3)qw,
=g fy

NI

ot W, est un mouvement Brownien & valeur complexe, C'(H) = (W)

3. Représentation de Levy-Hida : On peut aussi représenter le mouvement Brownien
fractionnaire comme une intégrale de Wiener sur un intervalle fini [0, 7. Soient w; un

processus de Wiener et Ky (¢, s) le noyau défini par :
Kyt s)=dy(t—s)772 + s 2F(2) (1.24)
ol dy est une constante et

z—1
Fi(2) = dy (; - H> /0 gti—3 (1 0+ 1)H—%) 49, 2> 1.

Le noyau ainsi défini satisfait la relation
1, s,1_ _3
Kun(s 1) = dug(H ~ )3 (¢~ 5)/"3
Si H e]%, 1] : Le noyau a la simple expression suivante :

t
Kg(t,s) = cHséH/ lu — s]H*%uH*%du, t>s,
S

N _( H(2H-1) )
OWCH = \Be—2ma-1) )

la représentation de Levy-Hida du mouvement Brownien fractionnaire est la suivante :

t
Bf:/ Ky(t, s)dws, 0<s<t<oo.
0

Intégration par rapport au mBf

Notre objectif est de donner un sens a l'intégrale de Wiener respectant un mouvement
Brownien fractionnaire. Pour plus de détails, consulter [41], 49]

Soit T' > 0, notons par A I'ensemble des fonctions étagées sur [0, 7] dans R, c¢’est-a-dire
n—1
A= {¢ Do) =) wilp (), 0=t <ty<-<t,=T
i=1
et x; €R, i1={1,2--- ,n—l}}

Pour ¢ € A, on définit I'intégrale de Wiener par rapport & BY comme suit :

T n—1
/0 o(s) dB™(s) = S i (B (ti11) — B (1:)).
=1
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La moyenne de cette variable aléatoire est zéro et le moment d’ordre deux (2) vaut :

H/ W) dB" (s / / ((s), H(2H — 1)|s — t|*""*dsdt.

Soit S V’espace de Hilbert défini comme étant la fermeture de A pour le produit scalaire

(1jo,> 10,80 2 = Ru(t, s),

avec Ry défini par (1.22). On a vu que Bff = fg Ky (t,s)Ws avec W un mouvement brownien

standard et Ky le noyau de Volterra défini par ((1.24]). Définissons l'opérateur linéaire suivant :

K} : A — L*([0,T]) donné par :

T
(Kip)o) = [ o) (1, s)ar

s

on a alors

(K" 10,0, K 1o, 2 = (K (¢, )10, K (5, ) 1j0,9)
tAs
= Ky(t,u)Kg(s,u)du
0

= RH(t, 8)
= (Ljo,4» Ljo,s)) 7

Donc K7j; se prolonge en une isométrie de /¢ sur un sous-espace fermé de L2[0,T] et on a
A = (K3)~H(L?[0,T)).
Considérons W = {W(t),t € [O,T]} défini par

W(t) = B"((K5) ™" Ljog),

il vient que W est un processus de Wiener et Bf a la représentation suivante :
BH(t) = /Ot Kult,s) d(s).

En effet, pour tout s, t € [0,7], on a

EWW(s)) = EBT((Ky) ™ 1pg)BY((Kf) ™ 1j.4)
= ((Ki) ™" Log), (Ki) ™" Ljog))oe
(1

1 OS])—S/\t.

De plus, pour tout ¢ € A,

T T
/ o(s)dBY (s) = / (Kje)(t) dW (1)
0 0

si et seulement si K} € L%([0,T)).
En notant

13,((0.7)) = {90 €A Kjpe L?([O,TD},
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1
pour H > 3 nous avons,

L ([0,T]) € L¥(0,T)), (1.25)

De plus, nous avons le résultat suivant :

Lemme 1.7.4. (Nualart [I15]) pour ¢ € L%([O,T]),

T T
H(2H -1 r w)||r — | 2drdu < C 2 .
er =1 [ [Tlewletlr - <Cullel 4 1y

Mouvement Brownien fractionnaire dans un espace de Hilbert

Nous nous intéressons maintenant au mB f a valeur dans un espace de Hilbert en donnant

la définition de I'intégrale stochastique correspondante.

Soient (£2,.#, P) un espace probabilisé, X = (X, || -||x, (., .)x un espace séparable de Hilbert
et un parametre de Hurst H € (%, 1). Soit @ un opérateur auto-adjoint positif sur X. La
définiton suivante est analogue a la définition d’un mouvement brownien infini-dimensionnel

indexé par le parametre de Hurst H.

Définition 1.7.27. Un processus Gaussien da valeurs dans X, (Bg(t), t > 0) sur un espace
probabilisé (Q,.7 ,P) est appelé un mouvement Brownien fractionnaire de type Q-covariance
de paramétre H (ou tout simplement un mouvement Q-Brownien fractionnaire de paramétre

H ) si ce processus satisfait
(i) E[Bg(t)] =0 pour toutt >0
(i7) C’ov(Bg(t), Bg(s)) = L [t* + 2 — |t — s]*7]| Q pour tout s, t € RT

(ii7) (Bg(t), t > 0) est a trajectoire continue presque surement.

L’existence d’'un mouvement ()-Brownien fractionnaire est donnée par la proposition

suivante :

Proposition 1.7.10. Soient H €]1/2,1[ et Q un opérateur linéaire tels que Q = Q* et

Q € Z(X), alors il existe un Q-mouvement Brownien fractionnaire de paramétre H.

On peut aussi définir un mouvement Brownien fractionnaire de type covariance directement
par la relation (?7) comme défini dans [49]. Dans ce cas, on utilise le mouvement Brownien
fractionnaire cylindrique standard par analogie du processus de Wiener cylindrique. Le

mouvement Brownien fractionnaire standard cylindrique dans X est défini par la série

00
B®)Y Bl (t)en , t>0 (1.26)

n=1
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ot {en}nen une base orthonormale compléte dans X, (BX, n € N, t > 0) est une suite de
mouvement Brownien fractionnaire indépendant de parametre H € (1/2,1). On sait que la
série (T.26)) ne converge pas nécessairement dans I'espace L?(£2, X). Donc B (t) n’est pas bien
défini comme une variable aléatoire dans X. Considérons, & présent, un processus a valeurs

dans X défini par :
Bt =Y BEt)Q2en, t>0. (1.27)

n=1

Si @ est un opérateur auto-adjoint & trace positif, la série ((1.27]) converge dans 'espace X, cela
revient a dire que Bg (t) € L?(Q,Y). Alors, nous dirons que Bg (t) est un mouvement Brownien
fractionnaire ()-cylindrique a valeur dans X d’opérateur de covariance (). Par exemple, si

{on}nen est une suite de nombres réels positifs tels que Qe, = ope,, en supposant que @
[o¢]

est un opérateur nucléaire dans Y (c’est-a-dire g on < 00). alors le processus

n=1

BE(t) =Y Bl () Q"%e, = on Bl (t)en, t >0,
n=1 n=1

est bien défini comme un mouvement Brownien fractionnaire cylindrique & valeurs dans Y.

Soit ¢ : [0,T] — Z2(Y,X) telle que :

Y KR (9Q Y en)|| 220,11 < 00 (1.28)

n=1

Nous avons la définition suivante :

Définition 1.7.28. Etant donné H €]0,1] et soit ¢ : [0,T] — L(Y,X) satisfaisant .
Alors, Uintégrale stochastique par rapport un mouvement Brownien fractionnaire est définie,

pour tout t >0, comme suit :

t o0 t
S HS = S 1/26 HS
/OdeQ() ;/Osomc) » dBH(s)

=17 (1.29)
= 3 [ i@ e aw o)
n=1

Notons que si

1/2
ZHSOQ enHL%([O,T}X) < 00,

n=1

alors, nous avons ((1.28)), et on retrouve immédiatement ([1.25)). Maintenant, nous terminons
cette sous section en énongant le résultat suivant qui est fondamental pour prouver notre

résultat.

Lemme 1.7.5. [Z1] Si +:[0,T] — LYY, X) satisfait /t HlﬁH?%o ds < o0,

alors la somme dans est bien définie comme une vam'(c)tble aléatoire a valeurs dans X
et nous avons :

i

t 2 t
/ b(s) dB(s)|| < 2HEH / 1(s) |10 ds.
0 0 2
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mmmmmmm  Chapitre Deux —m——

Existence et unicité de solutions
faibles pour une classe d’équations
intégrodifférentielles impulsives a
condition non locale via la mesure

de non compacité

Résumé

L’objectif principal de ce chapitre est d’étudier I’existence de solutions faibles d’une classe
d’équations intégrodifférentielles impulsives a condition non locale via la mesure de non
compacité. Nous utiliserons la théorie de 'opérateur résolvant introduite par Grimmer [50]
et certains théoremes du point fixe pour établir le résultat d’existence. Les résultats de ce

chapitre ont fait ’objet d’une soumission[] dans Le mathematich.

2.1 Introduction

Considérons le systéme impulsif non local suivant :

W= Ax(t)+ F(t2(t), Ga(t) + /0 D(t — s)a(s)ds, ¢ € [0,a], ¢ # £,
Az(t;) = Lz(t)  i=1,2,--,p, (2.1)
z(0) = zo+h(z),

ou A: D(A) C X — X est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu
{S(t), t > 0} dans un espace de Hilbert X, I'(¢) est un opérateur linéaire sur X de domaine
D) D D(A) et indépendant de ¢t. F' : [0,a] x X x X — X, Gz(t) = f(fg(t,s)m(s)ds,

1. Louk-Man Issaka; Mariam B Traoré; Hasna Hmoyed and Mamadou Abdoul Diop; Nonlocal
Integro-differential equations via Hausdorff measure of noncompactness, Le mathematich, soumis en

2020
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g€ C[J,RT], J={(t,s) €R? : 0<s<t<a},0<t1<ta<---<tp,<aavecty =a,h:
X = X, et Az(t;) = z(t}) — x(t; ) avec x(t]), x(t; ) représentant respectivement la limite
a droite et a gauche de x au temps t;. Ici, PC([0,a],X) = { z : X — X est continu & ¢ # t;,
continu & gauche au point ¢ = ¢;, et admettant une limite & droite x(¢;) pour i = 1,2,--- ,p }.
Notons que I'ensemble PC([0, a], X) muni de la norme ||z|| = sup{||z(t)|| : t € [0,a]} est un
espace de Banach.

L’équation présente deux grands axes d’étude intensive ces derniéres années. Le premier
axe concerne les équations différentielles a condition non locale, c’est-a-dire les problémes non
locaux. Ces types de problémes ont vu le jour dans les années 1990 par 'intermédiaire des
travaux de Byszewski et Lakshmikantham [24]. Ils ont étudié I’existence et I'unicité de solutions
faibles des équations différentielles non locales. Comme nous ’avons dit plus haut, les problemes
non locaux modélisent mieux les problemes de la vie réelle que les problémes classiques et, c’est
la raison pour laquelle dans la littérature, il existe plusieurs papiers qui étudient les équations
différentielles a conditions non locales. En guise d’exemples de travaux sur la condition non
locale, nous renvoyons le lecteur aux travaux [24), 86, 93], 112, 113]. Le deuxiéme axe est
dédié aux équations différentielles impulsives. Ces derniéres années, la théorie des équations
différentielles impulsives est devenue un domaine de recherche treés importante, en raison de
son utilité, pour décrire les systemes dont 1’état change rapidement a certains moments, et qu’il
est impossible de traiter avec les équations différentielles habituelles. Les systémes impulsifs
sont des systéemes constitués d’une partie continue et d’une partie discrete représentant les
impulsions. Compte tenu de leur importance, de nombreux auteurs se sont intensivement
investis dans la résolution des équations intégrodifférentielles impulsives et leurs applications
dans les espaces de Banach ( pour plus de détails, voir [5, 37, 0] 15 51, [89L 58|, 100, 121] et

les références qui y figurent).

2.2 Préliminaires
Soit D un sous-ensemble non vide d’un espace de Banach X. Pour le reste de ce chapitre,
les lemmes suivants nous seront d’une grande utilité.

Lemme 2.2.1. [13] Si D C PC([0,a],X) est borné, alors x(D(t)) < x(D) pour tout t € [0,al,
ot Q(t) ={z(t) : v € Q} C X. De plus, si on suppose que D est équicontinu sur [0,al, alors
X(D(t)) est continu sur [0,al], et x(D) =sup{x(D(t)) : t € [0,a]}.

Lemme 2.2.2. [102] Si{x,}°, C L'([0,a], X) est uniformément intégrable, alors x({zn(t)}2;)

X ({/Ot xn(S)ds}:O:1> < Z/Ot n()} ds.
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Lemme 2.2.3. [145/ Nous supposons que 0 < e <1, h > 0 et nous posons que

h? h”
S="+ O h+ G+ eN
Alors S = o(1/n®)(n — +00), ot s > 0 est un réel arbitraire et CL, C2, -.. sont les

coefficients binomiaux [96]

Définition 2.2.1. Une fonction x € PC([0,a] : X) est solution faible du systéme impulsif

(2.1) si x satisfait I’équation suivante :

R(t)[xo — )] + fo (t — s)F(s,x(s), Gz(s))ds, t € [0,1];
o(t) = Z(t—t1)(x ( )+11 +ft (t — s)F(s,2(s),Gx(s))ds, t € [t1,ta];
Rt —tp)(x(t, ) + Iy( )+ ft (t — s)F(s,x(s),Gx(s))ds, t € [tp,al.

2.3 Résultats d’existence et d’unicité de solutions

faibles

Dans cette section, nous allons énoncer nos résultats d’existence et d’unicité de solutions
faibles du systéme (2.1)) et nous utiliserons la mesure de non compacité et le Lemme [1.6.4]
pour montrer nos principaux résultats.

Pour des constantes v et A, nous définissons
D =A{z e PC([0,a],X), |[x(®)]| <, |Gz(t)[| < A, VE €[0,a]}. (2.2)

Dans la suite de ce chapitre, les hypotheses suivantes nous seront nécessaires.

(H1.1) L’opérateur résolvant Z(t) est équicontinu et, il existe une constante M telle que

M = sup{Z(t),t € [0,a]}

(H12) Il existe deux constantes positives ¢ et § telles que, la fonction h : X — X satisfait

Ih(@)]| < ellx][ +6,  Va e PC([0,a], X)

(H13) La fonction F' : [0,a] x X x X — X satisfait les conditions de Carathebdory, c’est-a-dire,

F(-,z,(Gx)) est mesurable pour tout z € X, et F(t,-,-) continue pour tout t € [0, a];

(Hy4) 11 existe une fonction L € L!([0,a], RT) et une fonction continue et croissante v :
RT — Rt telle que ||F (¢, z, (Gx))|| < L(t)v(||z||,||Gz||) pour z € X, t € [0,a] presque

partout ;
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(Hy5) N existe K, K1 € L'([0,a], RT) telle que pour tout ensemble borné By, By C X
X (F(t, B1, B2)) < K(t)x(B1) + K1 (t)x(B2)

pour tout ¢t € [0,al;

(Hyi6) Les fonctions I; : X = X, j =1,2,--- ,p, sont completement continues et uniformément

bornées, et 1§kr£2>§eD [Tk ()| = <;

(H;.7)) Il existe une constante positive r telle que
a
M [[|zo|| + (v + ) + <] + Mv(r, )\)/ L(s)ds <,
0

ou M, ¢, 0, ,v sont donnés par les hypotheéses (H; 1) — (Hj2).

I1 est important de remarquer que si ||F(t, z1,z2) — F(t,u1,u2)|| < L||x1 — up|| + L1||z2 —
uz||, t € [0,al, x1,z2,ui,us € X, alors x(f(t, B1,B2)) < K(t)x(B) + K1(t)x(B2) pour tout

ensemble borné By, By C X et t € [0, a]

Théoréme 2.3.1. Supposons que les conditions (H1)—(H2) et (Hy1)—(Hy.7) sont satisfaites.
Alors, le systéme (2.1) a au moins une solution faible.

Preuve. Considérons l'opérateur ¢ : PC([0,al], X) — PC([0,a], X) défini par
R(t)[xo — h(x)] —1—/0 H(t — s)F(s,x(s), Gz(s))ds,t € [0,11];
yalt) = Rt —t1)(x(ty) + Li(u(ty)) + tt%(t — 8)F(s,x(s), Gx(s))ds, t € [t1,ta];

R(t—tp)(x(t,) + Ly(z(ty)) + | Z(t—s)F(s,2(s),Gx(s))ds,t € [ty,a].

” (2.3)

pour tout x € PC([0,al, X). Il s’agit de montrer que l'opérateur v satisfait les hypotheéses du

Lemme De ce fait, nous subdivisons cette démonstration en plusieurs étapes.

Etape 1 Tout d’abord, nous allons montrer que l'opérateur 1 est continu et (D) est
borné. Pour cela, nous considérons une suite (z,) C PC([0, a], X) telle que =, — x dans
PC([0,a], X). Alors, d’apres (Hj 3), il résulte que F'(s, (), Gzp(s)) — F(s,z(s), Gz(s))

quand n — +oo. Et donc, pour tout € > 0 suffisamment petit et n — oo, on a

[ (t) — ()] < M/OlIF(SaSUn(S),Gﬂcn(S))—F(Sw(S)aGw(S))IdS

(2.4)
< €M, vt € [0, 1],
[Yan(t) =)l < N [lleat;) — 2| + [ Li(za(t;)) — Lizt;)]]] (2.5)
+6M7 vt € (ti7ti+1]7
Contribution a 1’étude d’équations intégrodifférentielles Louk-Man ISSAKA ©UFR-UGB 2020

stochastiques dirigées par un mouvement Brownien fractionnaire



60

pour tout ¢ = 1,2, -, p. Il suffit d’utiliser 'hypothese (H; 3) et les équations ([2.4)-(12.5))

pour conclure que
S [z, —daf[pe = 0. (2.6)

Considérons, & présent, 'ensemble D défini par (2.2). Cet ensemble D C PC([0,al, X)

est borné et convexe. Et pour tout x € D,t € [0,t], on a

()@ < [|2(1) [xo—g(x)]HJr/otlH«%’(t—S)F(S,x(S)va(S))Hds

t1
< M{llzol| + (cllz|] + )] +MV(%>\)/ L(s)ds (2.7)
0
t1
< M faoll + (e +8)] + Ml ) [ Lis)ds.
0
De la méme maniére, pour tout z € D et 1 =1,2,--- ,p, on obtient

t1
(@) ()] < M [[|lzo|| + (ev +6) + <] + Mv(y, A)/O L(s)ds  te€ [titipa]. (28)
Donc, des équations (2.7)), (2.8) et des hypotheses (H; 3) et (Hj 7), on tire que :
t1
(@) (@)[| < M [[|lzo|| + (¢ +6) + <] + Mv(, )\)/ L(s)ds<r  te [0,a]
0

Ce qui implique que ¢ : D — D est borné.

Etape 2 Ensuite nous montrons que (D) est équicontinu ot D est I’ensemble défini par

(2.2). Pour tout z1, 29 € [0,11] tels que z; < zg et pour tout » € D(z) on a

() (22) = () ()l < [[%(22) = Z(21)]] ||z — h(2)]]

22

+|| / H(z9 — s)F(s,x(s), Gx(s))ds

9
_/0 R(z2 — 8)f(s,2(s), Gx(s))ds||

< 1) — @) lzo = h(a)|
+ [ =) = B =GN (20)
+ [ = L. N

< () - A ool] - (o7 + )

+/ 1H%(ZQ—s)—%(zl—s)HL(s),/(%/\)ds
0

+ /021 | % (22 — s)||L(s)v (v, N)ds.

Par le méme calcul que précédent, on obtient pour tout z1, zo €]t;, tir1], et 21 < 22,

[Wa)(e) — W) ell < (1) — e [laoll + (e -+ 8) + 4]
ﬁAH%@—@—%%—@W$WWM% (2.10)

+/Z1 || % (22 — s) — Z(z1 — s)||L(s)v(y, N)ds.
0
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Ainsi, de (2.9) et de (2.10]), on obtient :

lim [|(¢z)(22) = (¢z)(z1)]| = 0.

2122

Autrement dit ¥ (D), est équicontinu.
Soit Vo = co(¢)(D)). Pour tout V' C Vg et € > 0, grace aux Lemme et Lemme

il existe une suite {z,}22; C V telle que

NGV =
< ZX(/«%’t—S s o135 (Glan () ) s+
<4 / (B(t = 5)F (s, () 125 (GLan(s)1E25)))ds + ¢
< 4M/ $)X{xn(8) 1125 + kK1 () x{wn(8)},29)ds + €
< v (el [ Koo [ Kals)ds) +o
<

4M <XPC /OtK(S) + rxpc(V) /Ot Kl(S)dS> +e€

< 4AMxpo(V) / (K(s)+ nEKi(s)ds  te0,t],

ou le Lemme [2.2.2] a été utilisé. D’une maniére similaire, on a :

XV (1)) < AMxpc(V) /t(K(s)+/<aK1)ds+p1ch+e tE€lty, tiyn] i=1,2,---,p.

’ (2.11)
Comme D([0,a], R") est dense dans L'([0,a], RT), il existe donc une fonction continue
¢ :[0,a] = RT avec max{|¢(t)| : t € [0,a]} = N satisfaisant la relation /a |K(s) +
kK1 (s) — ¢(s)|ds < n pour tout n > 0 (n < 4;), donc, prend la forme ’

x(WV () < 4M </0 |K(s) + kKi(s) — p(s)|ds +/0 |¢(5)|d5> xpc(V)
+pixpc +¢€
< (o +bt)xpc(V)+ prxre + ¢,

olt 0 = 4Mn, b=4MN et py =2M Y ¥ | ;. Encore une fois, d’apres le Lemme m

pour tout € > 0, il existe une suite {2, }> C co(Q'B) telle que :
XW?V(t) = x((co(®'V (1))

2 (/ Bt = (s (o615 (Gl ) s+
[ X6 (o (o o) 25+
4M/ $)X{zn(8) 1125 + kK1 (8)x{2n(s)} 29 )ds + €

4M/ §) + kK1 () (01 V (s))ds + €

IA

IN

IN

IN

IN

4M/ (K (s) + KE1(5) — ()] + o(s)]} [(@ + bs) + prlxpe(V)ds + €.
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Par la méme maniére, pour tout ¢ €|t;,t;41]i=1,2,--- ,p, on a

XV (t) < 4M/0 {IK(s) + rK1(s) = ¢(s)| + ()]} [(0 + bs) + prlxpc(V)ds

+paxpc(V) + €

< 4AM /Ot |K (s) + kK1(s) — ¢(s)|ds[(o + bt) + Ai]xpc(V)ds
+4Afj€[PJKU*bs)*ﬂﬂdﬂX}m%VU¥P2XPC(V7+€
< <02 + 20bt + (”5?2) xpc(V) + [(o +bt)p1]lxpc(V) + p2xpc(V) + €.

Donc, par induction mathématique, pour tout entier n et pour tout ¢ € [0,al, on a
2 n
Xpc(W"V () < (a” + Lo (bt) + C2on 20y 07 ) xpc(V)+
2 n—1
+ <a”_1 + C}_1o" 2 (bt) + C2_ 10" ? (b;) i %) pn—1xpc(V)

+anPC(V)-

En appliquant le Lemme [2.2.1] on peut obtenir :

2 n
YWV (1) < (0” +CLom 1 (b) + C20m 27 g %) xpe(V)+
2 n—1
+ (O.n—l + Crllflo'n_Q(b) + 0721710.11—3% 404 %) pn_1XPC(V)
+anPC(V>'

Et d’apres le Lemme [2.2.3] il existe un entier naturel ng tel que :

n 1 _no—1 2 _no—2 (b>2 (b)no
O'0+Cnoo-0 (b)+CnJO 7_‘_‘1‘ no!

=R <1,

b 2 b no—1
102 (b) + 020_10”0‘3Q 4t MUK L,

no—1 Cl
T 21 (no — 1)!

n

Pno—1 = l et Pnog = G-

Donc

xpc(¥"V) < Rxpc(V)xpc + Tlxpe + axpc(V) < (R+ Tl + q)xpc.

Ce qui implique d’apres le Lemme que 1 admet au moins un point fixe dans Vy,
ce qui veut dire que, le systéme (2.1)) a au moins une solution faible dans Vj. Ce qui

complete la preuve.
O

Théoréme 2.3.2. Sous les hypothéses (H1) — (H2) et (Hy1.1) — (Hi), il eviste au moins
une solution faible du systéme (2.1) pourvu que

¢ . T — Mf|[zo|| + (T + ) + 4]
/0 L(s)ds < fim Mu(T, \) '

Preuve. La démonstration de cette preuve est similaire a celle du Théoreme [2.3.1
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Pour le reste de ce chapitre, nous aurons besoin de condition suivante :
(Hy o) Soit h : PC([0,a], X) — X une fonction continue et compacte. Alors, il existe une

constante positive 7 > 0 telle que ||h(x)|| < 7 pour tout = € PC(]0, a], X).

Théoréme 2.3.3. Supposons les conditions (H1) — (H2), (Hy.1),(Hyo) et (Hi3) — (Hi7).
Alors, il existe au moins une solution faible pour le systéme (2.1)), pourvu qu’il existe une

constante r telle que :
a
Milfaoll + 7+ + Myl ) [ L(s)ds <
0

Preuve. Cette preuve utilise également les mémes arguments que la preuve du Théoréme

2311

2.4 Exemple

Dans section nous donnons un exemple illustratif de nos résultats abstrait. Pour cela nous

considérons le systéeme intégrodifférentiel non local suivant :

G = gt w) + / b(t — s)q(x)z(t, w)ds + sin® z(t, w)
“ z(sow)

+ —ds, t€[0,a],t#t, 0<w<1
0 VI1+1t)(2+s)3 0.4]

z(t,0) = 2(t,1) =0 pour t € [0, a],
z(0,w) = =z —I—/ V34 s2log(2+ |z(s,w)|)ds, t € [0,a],t #t;, 0 <w <1

0
@ (1% Jcos? (s, w)])
Az(t,w :/ . ds, 1 > 1,
(&) 0o VEP4s24T

(2.12)
N0<t <tg<- - <t,<aet0<s <sy<--+<s;<a. Soit X = L2(]0,1],C) I'espace
des fonctions carrées intégrables sur [0, 1] et supposons que :
1. b: Ry — Ry est une fonction de classe C'! avec b’ sa fonction dérivée vérifiant |b' ()| <
b(t) pour tout ¢t > 0.
2. ¢: R C est une fonction continue satisfaisant sup,¢(o 1) Re(q(s)) < oo et q([0,1)) N

{A € C: ReX > £} borné pour tout & € R.

Afin de représenter le systéme non local (2.12]) sous la forme du systéme abstrait (2.1]), nous
définissons sur X 'opérateur multiplicatif A comme suit :
{D(A):{NEX:Q.NEX}

AN =q.N.
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D’apres [[43], p. 121], on sait que A génére un semi-groupe multiplicatif continu en norme
(Sy(t))i>0 sur X donné par Sy(t)N =e'”N pour t>0 et N €X.

Posons z(t) = z(t,w) pour tout ¢ > 0 et w € [0, 1] et définissons 'opérateur I'(¢) : Y — X
comme suit : ['(¢)N = b(t)AN pourt >0 et N € D(I'). Ainsi, on peut donc réécrire le
systéme non local (2.12)) sous la forme abstraite suivante :

W= Aw(t)+F(t,:r(t),G:c(t))+/O [(t — s)z(s)ds, t € [0,a], t # t;,
Azx(t;) = L(z(t) i=1,2,--,p, (2.13)
z(0) = x0+ h(x).

Il est évident que :

L)zl < bt)|xl,

‘%F(t)x‘ < c(t)|x]y,
pur tout x € Y et t € RT. Ce qui nous permet de conclure que les hypotheses (H1) et (H2)
sont vérifiées. Par conséquent, d’apres le Lemme le systéme non local admet un
opérateur résolvant (Z(t)):>0 dans X qui est continu en norme pour tout ¢ > 0. On peut
facilement montrer aussi que toutes les hypotheses du Théoreme sont vérifiées pour tout

positif assez grand r. Par conséquent, on peut appliquer la conclusion du Théoréme [2.3.1| au

probleme ([2.12]).
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mmssw  Chapitre Trois =

Résultats sur les équations
intégrodifférentielles stochastiques
non locale dirigées par un

mouvement Brownien fractionnaire

Résumé

Ce chapitre est dédié a I’étude de I'existence de solutions faibles d’une classe d’équations
intégrodifférentielles stochastiques a condition non locale dirigées par un mouvement Brownien
fractionnaire indexé par H € (1/2,1) dans un espace séparable de Hilbert. En se basant sur
la théorie des opérateurs résolvants introduite par Grimmer [50], des résultats de ’analyse
stochastique et des criteres du point fixe, nous obtenons des résultats sur I’existence et 'unicité
de solutions faibles du systéeme stochastique . A la fin de ce chapitre, nous donnerons un
exemple qui illustre 'applicabilité des résultats abstraits obtenus. Les résultats de ce chapitre

ont été d’une publicationm dans Open Mathematics.

3.1 Introduction

Une équation différentielle stochastique (EDS) est une généralisation de la notion d’équation
différentielle ordinaire (EDO) a laquelle 'on rajoute un terme aléatoire (bruit blanc). Les
EDS permettent de modéliser des trajectoires aléatoires, telles que des cours de bourse ou des
mouvements de particules soumises a des phénomenes de diffusion. Elles permettent aussi de
traiter théoriquement ou numériquement des problemes issus de la théorie des équations aux
dérivées partielles. Les domaines d’application des EDS sont vastes. Il existe plusieurs termes

aléatoires qu’on ajoute aux EDO pour obtenir des EDS, mais le terme le plus populaire qui

1. Louk-Man Issaka, Mamadou Abdoul Diop and Hasna Hmoyed Nonlocal stochastic integrodiffe-
rential equation driven by fractional Brownian motions, Open Mathematics, 18 (2020), 1-16, DOLI :
10.1515/math-2020-0063
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prend en compte la dépendance d’'un phénomene a court ou a long terme est le mouvement
Brownien fractionnaire.

Le mouvement Brownien fractionnaire (fBm) est I'une des généralisations naturelles du
mouvement brownien. C’est une famille de processus gaussiens centrés et continus indexés
par le parameétre de Hurst H € (0,1). Lorsque H = %, il est réduit au mouvement brownien
standard, sinon, il n’est ni un processus de Markov, ni une martingale et donc il n’est donc
pas possible d’utiliser I'analyse stochastique classique. Le mouvement Brownien fractionnaire
a été introduit par Kolmogorov [79] en 1940 et posséde des propriétés trés importantes telles
que l'auto-similarité et la non-stationnarité. Mandelbrot et Van Ness [98] 'ont rendu célebre
en l'introduisant dans des modeles financiers et en étudiant ses propriétés. Ces propriétés
permettent a fBm d’étre utilisé dans plusieurs domaines tels que la télécommunication, la
biologie, la finance, 'ingénierie, etc. Pour cela, il est avantageux et important d’investir dans
le calcul stochastique dirigé par fBm. Cette raison a permis & un bon nombre de chercheurs
(voir [3| [19] B30} 65, 101]) d’effectuer des travaux de recherches approfondies sur les équations
différentielles stochastiques dirigées par le mouvement brownien fractionnaire (fBm). Ils ont
développé plusieurs méthodes d’étude. Pour plus de détails sur le mouvement brownien
fractionnaire, voir [7, 21} 28], B3], [42] et les références qu’ils contiennent.

Inspiré par la discussion précédente, notre étude, dans ce chapitre, portera sur I'existence de
solution faible d’une classe d’équations intégrodifférentielles stochastiques non locale de la

forme suivante :

dx(t) = (Ax(t) + F(t,z(t)) + /OtF(t — s)x(s)ds) dt +o(t)dBH(t), t € J :=[0,b],
(3.1)

zo(t) = z(0)+ h(z),

ou A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu {S(t),t > 0} dans
un espace de Hilbert X; T' : D(T') — X est un opérateur linéaire fermé de D(I') D D(A), qui
est indépendant de t. BY = {BH(t),t € J} est un mouvement Brownien fractionnaire de
parametre de Hurst H E]%, 1] sur un espace séparable de Hilbert V. Soit (£2,.%}, P) un espace
probabilisé avec {F};c(op) la filtration normale. Le processus {z(t) }4c[o,5 est a valeurs dans
un espace réel séparable de Hilbert X. F', o, h sont des fonctions appropriées qui satisferont
des hypothéses qui nous préciserons plus tard. zy est une variable aléatoire .%p-mesurable
indépendante de B de moment d’ordre deux (2) fini.

Nous savons que de nombreux résultats d’existence d’équations différentielles stochastiques
avec des conditions non locales exigent la compacité des termes locaux. Dans ce chapitre, nous

nous intéressons a l'affaiblissement de ces hypothéses concernant les termes non locaux.
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3.2 Définition et Rappels

On considére V et X deux espaces réels séparables de Hilbert et (2, .%,, P) un espace de
probabilité complet muni de sa filtration normale F;c[gy. On désigne par #;, un o-algebre
prévisible sur € := [0,b] x Q. L’espace X sera muni des boréliens #(X).

On définit les espaces de Banach suivants :

L(V,X) :={f:V — X/ un opérateur linéaire et borné },
L3(Q, Fp, X) := {f : Q@ — X/f est F, — une variable aléatoire de carrée intégrable},

C(J,L*(Q, Fy, X)) := {x:J — L*(Q, %, X)/x est continu de J
dans L*(Q, %, X) telle que sup,¢; E||z(t)|]> < oo}

C:={z:Jx Q= Xz e C(J,L*(Q, F, X)) est un processus stochastique .%; — adapté}.

Pour z € C, on définit la norme ||z||% = (sup;ey E||z(t)[[*). Il est clair que (C, || - ||c) est un
espace de Banach.

La définition suivante nous donne la notion de solution faible du systéme stochastique (3.1])

Définition 3.2.1. On appelle solution faible du systéme stochastique (3.1), tout processus

stochastique x € C a valeur dans X qui satisfait les conditions suivantes :
1. z(0) + h(z) =20 ;

2. pour tout t € J, on a l’équation intégrale suivante :
z(t) = Z(t)[xo—h / RH(t—s)F(s,z( ds—l—/ R(t—s)o(s)dBH (s), P—a.s.
Définissons 'opérateur F sur C défini par :

F(t) = Z(t)[xo—h /% —5)F(s,z( d5+/ R(t—s)o(s)dBH (s), P—p.s. (3.2)

3.3 Résultat d’existence et d’unicité de solutions
faibles du systéme stochastique

Avant de donner les résultats d’existences et d’unicité des solutions faibles pour le probléme
, nous introduisons les hypothéeses suivantes :

(Ho.1) La fonction F' : J x Q x X — X est mesurable de (€2, x X, &, x #) dans (X, Z(X)).

De plus, il est a croissance linéaire par rapport a la variable x c¢’est-a-dire, il existe une

constante positive ¢; > 0 telle que :

[|F(t,w,2)|| <eci(1+]]z|]), VYaeX,VteJ, presque partout w € €.
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(Ha.2) Il existe une constante L; > 0 telle que :
||F(t,w,z) — F(t,w,y)|| < Li|lx —y|| Va,y € X,¥t € J, presque partout w € €.

(Ha3) La fonction o : J — L%(V, X) est mesurable et il existe une constante positive

ca > 0 telle que

(i) OSHP llo(s )HLO (V,X) < cg,

(ii) Z”UQQ nHLF ([0,8],X <OO’

(iii) Z HO’Q§€nHX est uniformément convergent pour ¢ € [0, b].
n=1

(Ho.4) 1l existe une constante Ly > 0 telle que h : C — X satisfait
|h(21) = h(w2)|]* < Lo||lz1 — a[&.
(Hg5) Il existe une constante cz > 0 telle que :
[|h(x)]| < c3(1+||z|]), Vo € C, presque partout w € €.

Lemme 3.3.1. Supposons que les hypothéses (Ha.1), (Ha3) et (Has) sont satisfaites. Alors,

pour tout x € C, lapplication t — (Fx)(t) est continue sur intervalle [0,b] dans L*.

Démonstration. Considérons 'opérateur F sur C défini par :

(Fo)(t) = 2(1)[wo — h( /,%’t—s (s, 2( ds—i—/%’t—s (5)dBH(s) P —p.s.
Soit 0 < t1 < tg < b. Alors, pour tout z € C, on a

El[(Fz)(t2) — (F2)(01)II? < 3E[[(Z(t2) — Z(t1))[z0 — h(2)][]”

to t1 2
+3E‘ ’ / Bty — $)F(5,2(s))d — / Bty — $)F (5, 2(s))ds
0 0
to t1
+3E‘ Bty — 5)o(s)dB (s) — / Bty — 5)o(s)dB (s) ‘
0 0
= L1+ L+ 13,

avec

L = 3E||[(%(t2) — Z(t1))[zo — h(@)]||? (3.3)

to t1 2
I, = SE' H(to — s)F(s,x(s))ds — X (t1 — s)F(s,x(s))ds (3.4)
0 0
to t1
Is = 3E' R(ty — s)o(s)dB(s) — R(t1 — s)o(s)dBH(s)||. (3.5)
0 0
Il suffira maintenant de montrer que chaque I; tend vers 0 quand to — t1, i =1,2,3.
On sait, d’apres la Définition que Z(t) est fortement continu, donc on a :
lim (Z(t2) — Z(t1))[xo — h(x)] = 0.
to—t1
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Or, d’apres 'hypothese (Ha5) et la Définition on a la majoration suivante :

[(Z(t2) — 2(t1))[xo — h(z)]]]

IN

2M ([[o| + ||h()I1)
2M (||zol| + e3(1 + [|2[])) € L*(€).

IN

D’apres ces deux résultats, on peut donc appliquer le théoreme de la convergence dominée de
Lebesgue pour conclure que

lim Il =0.

to—t1

Par un calcul direct, on obtient

L < 6E’ /0 " Blts — ) — (11 — ) F (s, x(s)ds|| + 6E' :2 Blts — $)F(s,2(s))ds||
= Iy + I
It = GE‘ /0 " Bt — 5) — B(ts — 5)F(s,a())ds||
et
Iy = GE‘ : Bty — 5)F(s,a(s)ds||

Pour Is;, on a

Iy < GE/O (ks — 5) — RBlts — $))F(s, 2(5))|2ds.

En exploitant les conditions (i) et (i) de la Définition pour tout s, t1, ta € [0, b], on

lim (Z(ta —s) — Z(t1 — s))F(s,x(s)) =0

to—t1

et d’apres les inégalités élémentaires et la condition (Hs 1), on a

|%(t2 — 5) = Z(t1 — 5))F (s, 2(s))|]”

IN

2M2||F (s, 2(5))|?
< 2MPcR(1 4 ||z]])?
< AMZe (LA ||=]?).

N

D’apres le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, on conclut que

lim Is; = 0.
to—t1

L’utilisation de (Ha.1), de la Définition et de I'inégalité de Holder pour Iy, nous

donne
to to
Iy < M?c3(ty — tl)/ E(1 + ||z(s)||)%ds < 2M>c3(ty — tl)/ (1+E||z(s)]]*)ds,
t1 t1
et on conclut que
tilg%l I = 0.
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A la lumiere des deux derniéres limites, on a lim¢, ¢, Io = 0.

Pour le terme I3, nous avons

to 2

t1 2
Is < 6E’ /0 (%(ty — ) — R(t; — s))o(s)dB(s) +6E‘ R(ty — s)o(s)dBH (s)

< 131+ I3g,

t1

ou
2

Iyt = GE‘ /0 Y Bt — 5) — Rty — 8))o(s)dBY (s)

et

to 2

R(ty — s)o(s)dBH (s)|| .

I3o = 6E’

t1

En utilisant le Lemme [2.2.1] on obtient
2H—1 h ) — Rt — 2
I3 < Cyty [|(Z(ta — s) (t1 s))a(s)||L%(V,X)ds.
0

Puisque (Z(t))>0 est fortement continue, en se servant de (Hz3), on obtient

lim (Z(ty — s) — Z(t1 — s))o(s) =0,

to—t1
et
1(Z(t2 — s) = Z(tr — 5))a(s)[]> < 2N?c5(e'2" + ),

donc, d’apres le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on a

lim 131 =0.
to—t1

En appliquant une fois encore le Lemme [2.2.1] on obtient
to
132 S CH(tg — tl)/ Hz@(tg — 8)0(5)”%%(V,x)d5
ty
< Ch(ty —t1)M?c3,
donc

lim Ig =0.

to—t1
Tous ces résultats montrent que limy, ., E||(Fz)(t2) — (F)z(¢1)||> = 0. Ainsi, on conclut que

la fonction t + (Fz)(t) est continue sur [0, 5] dans le sens de L2, O

Lemme 3.3.2. On suppose que (Ha1), (Ha3) et (Has) sont satisfaites. Alors, l'opérateur F
est défini de C dans C.

Démonstration. Pour tout x € C, on a

t 2
EIFON < IR0~ h@II? + 38| [ A 5)Fs,a(s)s
to 0 2
—|—3E‘ Z(t — s)o(s)dB (s)
0
= P+ P+ Ps.
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Pour calculer Pj, on utilise (Ha3) et on a
Py < 6MPE([[zol|* + [|h(2)]|*) < 6MP[E|[zol[> + 2¢5(1 + [[][&)]-

D’apres (Hz2), la Définition et I'inégalité de Holder, on obtient

¢ 2
P, < 3M2E </0 |F(s,x(s))|\ds>
< %AMH%E<A(1+HM@IV®>
< 6(Mc1)?b(1+ |[z][2).

En combinant (Ha3) et le Lemme nous avons
t
2H— 2 2;2H
Py < 30201 /0 180t = $) ()3 s < 3CH M e,
Lorsqu’on regroupe toutes ces estimations, on obtient donc que
IFz(|g = ig;EII(FfL’)(t)II2 < 00,

D’apres le Lemme [3.3.1] (Fz)(t) est continu sur [0,b] et alors F est défini de C dans C. Ce

qui met fin a la preuve. O

Théoréme 3.3.1. Sous les hypothéses (H1)—(H2) et (Ha1)— (Has), le systéme stochastique
(13.1) a une unique solution faible dans C, si la condition

OM*(L3 + L3b?) < 1 (3.6)
est satisfaite.

Démonstration. La preuve de ce théoreme utilise le principe de contraction. Pour cela, on
commence par montrer que ’opérateur F est une contraction. Pour tout =1, o € C, d’apres

les hypotheéses (Ha3) et (Ha.4) et la Définition on a
E[|(F21)(t) — (Fz)(®)][* < 2B||R(t)[h(a1) — h(22)]|]?

t 2
/O R(t — 8)[F(s,21) — F(s,25)]ds

+2E‘

t 2
< 2MPE[|h(21) — h(22)|]? + 2M7E (/ 1F(s, 1) — F(Sa@)HdS)
0
t 2
< 2MPLy|zy — x2l|g + MPV’E (/ 1F (s, 21) — F(Sv@)HdS)
0
< (Lo + Li0*)2MP |21 — 22[

Alors,
[[(Fa1) () — (Fa2) (D)I8 < 2M3(La + L3%)||21 — s

Ce qui implique de I’équation (3.6)), que F est une contraction. Selon le prince de contraction,

on sait donc que l'opérateur F admet un unique point fixe x dans C, qui est la solution faible

du systéeme ({3.1). La preuve est donc compléte. O
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Dans la suite de ce chapitre, nous allons utiliser le théoréme du point fixe de Krasnoselskii
pour établir les résultats pour le systéme stochastique (3.1)). A cette fin, nous introduisons
I’hypothese supplémentaire suivante :

(Ha6) Vopérateur résolvant Z(t) est compact pour ¢t > 0.

Théoréme 3.3.2. Si les hypothéses (H1) — (H2) et (Ha3) — (Hag) sont satisfaites, alors le

systéme stochastique (3.1)) a une solution faible dans C, pourvu que la condition
M?Ly +12M?c3 + 6 M?c3b* < 1, (3.7)
soit vérifiée.

Démonstration. Sans perte de généralité, choisissons r > 0 de sorte que

6M2E\|xo\| + 12M2¢2 + 3M2Cyb?H =13 + 6M3c3b
1 - 12M2c2 — 6M2c2b2 '

(3.8)

Considérons Dy = {z € C: ||z||c < r}. Alors D, C C est un sous ensemble borné, convexe
et fermé de C.

Définissons deux opérateurs F; et F5 sur D, comme suit :

(F12)(t) = Z(t)[z0 — h(z)] +/0 Z(t — s)o(s)dB" (s), te€0,0],

(F5z)(t /%t—s (s,z(s))ds, te]0,b].

On se donne la tache de montrer que les opérateurs Fy et F satisfont les conditions du Lemme
Pour atteindre notre objectif, nous subdivisons cette preuve en plusieurs étapes.

Etape 1. Pour tout z,y € D,, montrons que Fiy + Fiz € Dy,.
. 2
Ell(Fiy)(t) + (F32)()I> < 3E[|R(t)[yo — h(y)]lI* + 35"/0 R(t — s)o(s)dB" (s)
2

+3E /0 Rt — 5)F(s, o(s))ds

< 6M>(E|lyol|* + [|h(w)]I*)
t
—|-3C'Ht2H_1/ I|R(t — s)a(s)||*ds
t 0 2
+3M2E (/ HF(s,x(s))Hds)
0
< 6M>(Ellyol| +2¢3(1 + 7))
F3M2CHD 12 + 6M2A2b2(1 + r2),
alors
[(Fiy) () + (Fsz) ()& < 6M2E|jyo|| + 12M2c3 + 3M2Cpb?H~1c3 + 6M2c2b?
< (12M263 + 6M2c2b?)r? < 2.
Donc, F1y + F3z € D,.
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Etape 2. Cette étape consiste & montrer que F; est une contraction.

Pour tout z1, x2 € C et grace a 'hypothese (Hg2), on a
E[[(Frz1)(t) — (Fiz2)(0)|* = Ell2(1)[A(x1) — h(a2)]|| < M2 Lo |21 — a2|[

Alors,
[(Fiz1)(t) — (Fia2)(t)|[e < M2 Lal|zy — x2][&.

Ce qui implique, d’apres 1’équation , que F1 est une contraction sur D,
Etape 3. Le but de cette étape est de montrer que Fy est complétement continu. Pour
des raisons de clarté, nous morcelons cette démonstration en plusieurs sous-étapes.
Sous-étape 1. {Fiz/x € D;} est uniformément borné.

Pour tout x € Dy, en appliquant (Ha2), (3.7) et de I'inégalité de Holder, on peut avoir
2

t
sup E||(F32) (1)||* < M2C?SUPE</ (1+Hw(8)\|)d8>
teJ teJ 0

QMQC%bQ(l + r2) <r?

IN

ce qui implique que {F3x|z € D,} est uniformément borné.
Sous-étape 2. {Fjz|x € D,} est un ensemble équicontinu.

Soient £ € Dy et 0 <t1 <ty <b,on a

E[|(F52)(t2) — (F32)(t)|* = E /01E[«@(tz—b‘)—%(tl—S)]F(S,x(S))dS

+/t 1 (% (t2 — 8) — Z(t1 — 8)|F(s,2(s))ds

1—€

ta 2
+ H(ta — s)F(s,x(s))ds
h t1—e 2
< 3E / [Z(ta — s) — Z(t1 — s)|F(s,z(s))ds
" 2
+3E /tl [Z(ta — s) — Z(t1 — $)|F(s,x(s))ds
ta 2
+3E X(to — s)F(s,x(s))ds
< a0 [ ) A0 - O+ s
0

t1
+3b/ 12 (ts — 5) — B(tr — 5)|ox C2(1 + 7)%ds
t

1—€
+3b/2 12t — )| C2(1 + r)2ds.
. (3.9)
En utilisant (Hs ), on déduit que le membre du droit de I'inégalité précédente, indé-
pendant de x € D, tend vers zéro quand to — t; et € est suffisamment petit. Donc,
I'ensemble {Fjz|z € Dy} est équicontinu.
On note qu’ici, on a considéré le cas 0 < t1 < to < b, car les autres cas t1 < to <0 et

t1 <0 <ty < b sont simples.
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Sous-étape 3. Pour tout ¢ € [0,0], I'ensemble V (t) = {(F5z)|x € D} est relativement
compact.
Lorsque ¢t = 0, c’est trivial de montrer que V(0) est relativement compact. A présent,
considérons le cas t €]0,b]. Soient 0 < ¢t < b fixé et € un nombre réel tel que € €]0,t[. Pour
tout z € Dy, on définit les opérateurs
t—e
(F5fx)(t) = Z(e) ; H(t —s—e)F(s,x(s))ds
et
t—c

(Fsa)(t) = A= 9)F (s, x(s))ds

D’apres le Lemme et d’apres le fait que 'opérateur Z(€) est compact, alors I’ensemble
Fi(t) = {(F5z)(t) : € Dy} est relativement compact dans X, pour tout 0 < e < ¢. De plus,

d’apres le Lemme [1.5.5} et I'inégalité de Holder, pour tout = € D;, nous avons :

ElFED0 - EOF = |0 [ @5 Pl
t—e 2
—/O H(t — s)F(s,z(s))ds
< b/o_611%(6)9?@—8—6)—%(t—sﬂ@m
< F(s.0() P
< b(Le)2/0 E||F (s, 2(s))[[ds
< b(Le)2(t — )[E(1 +1)?]
< b(Le)*(t — )3 (2 + 2r)]

Donc, Pensemble F(t) = {(F5z)(t) : = € D} est précompact dans X d’apres le critére des
ensembles totalement bornés.

En répétant la méme idée, on a

E||(F5z)(t) — (I~:§x)(t)||2 = E‘ /Ot%(t — 8)F(s,x(s))ds — Ot—e Z(t — s)F(s,z(s))ds :
< [ 1= PG o)) Ps
< a2 [ EIFG. () s
< M2AE(1+r2)2 %0

et, il existe des ensembles précompacts Fc(t) = {(Fsz)(t) : = € D;} arbitraire qui recouvre
{(F52)(t) : « € Dy}. Ainsi, 'ensemble {(F5z)(t) : « € D;} est précompact dans X.

En regroupant toutes ces sous-étapes et d’apres le théoréeme de Arzola-Ascoli, on conclut
que F3 est completement continu. Grace au Lemme F1 + F5 admet un point fixe dans
D,. Par conséquent, le systeme stochastique a une solution faible. Ce qui complete la

preuve. ]
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3.4 Exemple

Dans cette partie du chapitre, on présente une application de notre résultat abstrait obtenu

dans la section précédente. Pour cela nous considérons le probléme suivant :

K g 45 ()
ot oy? dt

t€[0,1],y € [0, 7]

u(t,y) + F(t, X (t,2)) + /0lt b(t — s)u(s,y)ds + o(t)

(3.10)
u(t,0) = u(t,m) =0, t € [0,1],

u(0,y) + 3532 ai(y)ulti,y) = uo(y), y € [0, 7,

ot 0 <t; <ty <--- <t <b=1, BH(t) représente un mouvement Brownien fractionnaire
cylindrique, défini sur un espace de probabilité complet (Q,.%,P,{F}), a; € L*([0,7]) et b :
RT — R est une fonction continue. Afin de réécrire I’équation intégrodifférentielle stochastique
sous la forme abstraite (3.1)), on pose H = X =V = L?([0,7]) muni de la norme || - ||. On

définit Vopérateur A par Au(z) = % de domaine
D(A) = {u € H,u,u" sont absolument continus, u” € H et u(0) = u(n) = 0}.

Notons qu'il existe une base orthonormale compléte {e, }n,en de valeurs propres de A avec
en(z) = \/gsin(nz), n=0,1,---, et A géneére un semi-groupe fortement continu {S(¢),t > 0}
compact [146, 145]. Donc, les hypothéses (H1) et (Hg ) sont satisfaites. Dans le but de définir
l'opérateur @ : v — v, on choisit une suite {ay,}nen € RT, et on pose Qe, = ape, et, on

suppose que

Définissons le processus B (t) par
- 1
BH(t) = Z vanﬁf(t)em t>0, H 6]57 1[
n=1

ot {1, cn est une suite de mouvements Browniens fractionnaires unidimensionnels mutuel-
lement indépendants.
Soit I' : D(A) C X — X un opérateur définit par I'(t)(fy) = b(t)Ay pour t > 0, y € D(A) et

on pose
u(t)(z) = ult,z), Ft,ut))(z)=F(tut 2)), hu)=>3" a(y)ulti,y),
hi = supyejon llai(W)|[* o =1.

Le systéme (3.10]) peut étre récrit sous la forme abstraite suivante

t
dx(t) = (Ax(t)+ F(t,z(t)) + / D(t — s)x(s)ds)dt + o(t)dB (1), teJ:=10,0b],
0
xo(t) = z(0)+ h(z).
(3.11)
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Soit b : Rt — R un borné et une fonction de classe C! telle b’ est borné et uniformément

continu, alors (H2) est satisfait et donc, d’apres le Théoréme [L.5.71’équation (1 a un

opérateur résolvant (Z(t)),so sur £ (X).
Si on définit

Bt u(t))(2) =

e "u(t, 2)|

on voit facilement que F satisfait (Hg 1). De plus,

e '|u(t,z)|

(1+et)(1+ |u(t,2)])’

e tu(t,2)]

[[E (¢, u(t)) = F(t,0(0))]]

ety —

||utz

(1+et)(1+\v(t 2)|) H

A+ o(t,2)])—[v(t,2)|— IutZ)Hv(tz \H

e

(1I+]u(t,2)]) (1+]v(t,2)

e Hu(t,z)|—|v(t,2)]|

IN

IN

—t
ﬁhj’(tvz
slu(t,z) —v

(I+e") (A fu(t,2) ) (1+v(E,2)])

u(t, 2)|

Alors, (Hg.2) est satisfaite. Il est facile de montrer que les hypotheses (Ha3), (H2.4), (Ha5) et
(3.6]) sont satisfaites d’apres le Théoreme le systéme ([3.1]) a une solution faible sur [0, b].
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mmmmmm Chapitre Quatre

Existence et stabilité d’une classe
d’équations intégrodifférentielles

stochastiques mixtes

Résumé

L’objectif de ce chapitre est d’étudier la stabilité d’une classe d’équations intégrodiffé-
rentielles stochastiques impulsives dirigées par un processus de Wiener et un mouvement
Brownien fractionnaire en utilisant la mesure de non compacité de Hausdorff et le théoréeme
du point fixe de Monch. Les conditions suffisantes d’existence de solutions faibles ont été
obtenues. Entre autres, nous avons établi de nouvelles inégalités intégrales-impulsives pour
discuter de la stabilité exponentielle de solution faible. Pour finir, nous avons aussi donné, un
exemple pour montrer I’applicabilité de nos résultats abstraits. Les résultats de ce chapitre

ont fait 'objet d’une publication[ﬂ

4.1 Introduction

L’étude des aspects qualitatifs et quantitatifs des systémes est un domaine qui attire
I’attention des chercheurs depuis des années. Un des aspects qualitatifs les plus abordés
des systémes dynamiques est la propriété asymptotique des solutions ou des trajectoires,
c’est-a-dire le comportement des solutions lorsque le temps devient grand. Il est naturel
de se demander si un petit changement dans ’état initial du systeme va le conduire a un
comportement similaire. Cette question trouve sa réponse dans la théorie de la stabilité
étudiée pour la premiere fois au début du XIX€ siecle par Lyapounov. Cette théorie traite la
stabilité des solutions d’équations différentielles et des trajectoires des systemes dynamiques

sous des petites perturbations des conditions initiales. Les premiers résultats sur la stabilité

1. Mamadou Abdoul Diop, Khalil Ezzinbi, Louk-Man Issaka and Kasinathan Ramkumar, Stability
for some impulsive neutral stochastic functional integro-differential equations driven by fBm, Cogent

Mathematics & Statistics,7(1) (2020), 1782120, DOI : 10.1080/25742558.2020.1782120.
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viennent de la mécanique lors de ’étude de la stabilité des corps rigides sous 'effet des forces
gravitationnelles (voir les travaux de E. Torriecelli en 1644 [131]). L’'importance de la notion
de stabilité réside dans le fait qu’elle est commune & plusieurs domaines, d’une part, et d’un
point de vue technique, elle est nécessaire au fonctionnement des engins. La formalisation de
I'étude de la stabilité des systeémes a commencé dans les années 60 avec Krasovskii (1963), qui
a étendu la méthode directe de Lyapunov. Cependant, des études moins formalisées avaient été
réalisées auparavant, notamment par Volterra, qui, dans les années 30, avait étudié la stabilité
d’un systéme en utilisant une fonctionnelle. Les méthodes alors proposées étaient généralement
trés complexes, la détermination d’'une fonctionnelle ou d’une fonction de Lyapunov étant
encore moins aisée que dans le cas des équations différentielles ordinaires.

Ces dernieres années, les recherches dans ce domaine se sont développées, fournissant des
méthodes relativement simples et de plus en plus précises pour I’étude des systemes détermi-
nistes et stochastiques (voir [58], [76, [77, [78]). L’un des critéres de stabilité qu’on rencontre
dans la littérature est la stabilité exponentielle. Ce critére traduit la décroissance du systeme
lorsque le temple tend vers I'infini. Ce principe a été introduit par Malkine en 1935, ensuite
sa généralisation au systeme complexe a été réalisée par Jack K. Hale et LaSalle en 1967.
Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur l'existence et la stabilité exponentielle d'une classe
d’équations intégrodifférentielles stochastiques impulsives de type neutre dirigées par un

processus de Wiener et un mouvement Brownien fractionnaire de la forme suivante :
t
dlz(t) — G(t.z)] = Alat) - G(t,xt)} dt + / T(t — s)[a(s) — G(s, )] dsdt
0
+f(t,ze)dt + q(t, 2)dw(t) + o (t)dBg (t), t € I = [0,T],t # ty,

(4.1)
Aac(tk) ZIk(tk),kZLQ,--' ,m,

xo(t) = p(t) € L*(Q,%B,), pour P —p.s.t €] — 00,0l

\

ou A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t))i>0 fortement continu d’un
opérateur linéaire dans un espace de Hilbert Y ; Bg est un mouvement Brownien fractionnaire
de parametre de Hurst H €]1/2,1[ et {w(t) : t € [0,T]} un processus de Wiener standard
dans un espace réel et séparable de Hilbert Y. De plus, on suppose aussi que w et Bg sont
indépendants; f, G : [0,T] x B, =Y, q: [0,T] x B, — LY(X,Y),0 : [0,T] — L} (X,Y) sont
des fonctions spécifiques qu’on précisera plus tard ; les impulsions Iy, : By — Y(k =1,2,--- ;m)
sont des fonctions bornées et les temps t;, satisfont 0 = tg < t1 < -+ <t < -+ <ty < T,
z(t]) et z(t; ) désigne la limite & droite et a gauche de (t) aux temps t. Az (ty) = z(t)—z(t;)
représente le saut de ’état x au temps tg, ou I détermine la taille du saut ; la fonction histoire
xy : 0 — B, est définie par x4(0) = x(t + ) pour ¢t > 0 appartenant a l’espace de phase
%A, qu’on précisera plus tard, la donnée initiale ¢ = {¢(t) : —oo < ¢t < 0} est un processus

stochastique .#p-mesurable, #,-valeur indépendant du processus de Wiener w et mBf Bg du
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moment d’ordre deux fini.

Rappelons que les équations a retard ont été introduites pour modéliser des phénomenes dans
lesquels il y’a un décalage temporel entre ’action sur le systéme et la réponse du systeme a
cette action : par exemple, dans les processus de naissance des populations biologiques (cellules,
bactéries,...), ou des processus qui nécessitent qu'un certain seuil soit atteint avant que le
systéme ne soit activé . Durant ces derniéres années, la théorie des équations différentielles a
retard est devenue un domaine de recherche trés actif en raison de son application dans de
nombreux phénomenes physiques, mécaniques, biologiques et autres. Pour plus de détails voir

[18, 46, 47, 48, 8, 67, [70, 132].

4.2 Préliminaires

Tout au long de ce chapitre, ’espace des données initiales sera considéré comme un sous-
espace %, de l'espace axiomatisé défini dans la sous section Soit p :] — 00, 0] —]0, 00|
une fonction continue telle que [ = ff)oo p(t)dt < oo. Pour tout 7 > 0, on définit 'espace de

Banach (%, ||, par

By ={1:] —00,0] > Y : (E||1(6)]|?)'/? est une fonction bornée et mesurable sur [—7,0] et

2o pls) (Ellv(0)I*)"/?ds < OO} ,

sup
$<6<0

munie de la norme

0
\\w\l,%p—/ p(s) (E||v(6)]%)"/?ds.

sup
—o0 $<6<0

Considérons 'espace

By, ={x ] —00,T) = Y; 2, € C(It,Y), k=0,1,--- ,m, et il existe z(t]) et z(t;) avec
z(ty) =z(t;), k=1, ,m,vo=¢ € L*(Q, B,) sur | —o0,0]}.

Soit H||%Tp la norme sur Ar, définie par

]| 7, = llzoll 8, + Slé?(EHﬂU(S)HQ)l/Q, T € Pr,.
S
Lemme 4.2.1. ([146]) Supposons x € PBr,, alors pour tout t € I,x; € $B,. De plus
LE2())? < [tz < Hﬂ?0||«%p+lSléII)(EHx(S)HQ)l/2
S

oul = ffoo p(s)ds < .

Le lemme suivant nous sera utile pour prouver nos résultats.
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Lemme 4.2.2. i G C C([0,T); LY(X,Y)), B un processus de Wiener, alors

o tG(s)dB<s>) < VTX(G(s))

. /otG(s)dB(S) = {/otu(S)dB(S) + forallue Gt e [O’T]} |

Preuve. Soit u, v € G. Nous définissons les processus stochastiques suivant :

Dy = /0 4(s)dB(s) Ds— /O V(s)dB(s).

Alors Dy, Dy € L%(Q,Y). Soit d(D1, D3) la distance entre D; et Dy dans L?(X,Y), d’aprés la

définition de la norme dans L2(X,Y), on peut obtenir que :

dQ(Dl,Dg) = E(Z)l—l)g)2 ,
_ E< /0 tu(s)dB(s)— /0 u(s)dB(s)>
< Et( [t - vtoras)
< /0 E ((s) — v(s))? ds.
Par conséquent, on conclut que :
d(Dy, Dy) < VTd(u,v). (4.2)

Grace au théoreme de recouvrement fini et de la mesure de non compacité de Hausdorff
d’ensembles non vide G, on sait pour tout € > 0 arbitraire, il existe une suite {u;} C G(i =
1,2,---,n) et une constante positive m, tels que
n
G C | B(ui(s),& +m), (4.3)
i=1
ou B(u;(s),e + m) représente la boule ouverte de rayon r = ¢ + m et de centre w;(i =
t
1,2,---,n). D’apres (4.2)) et (4.3)) il est facile de vérifier que / G(s)dB(s) peut étre recouvert
0

par

n t
U B </ ui(s)dw(s),e + ﬁm) .
i=1 0
Comme ¢ est arbitraire, ceci implique que x ( fg’ G(s)dB (s)) < x (G(s)). La preuve est achevée.
O

Définition 4.2.1. Un processus stochastique {x(t),t €] — 00, T} d valeur dans Y est dit
solution faible du systéme (4.1)), si

(1) x(t) est mesurable, F-adapté, et est cadlig sur 0 <t < T presque partout ;

(2) Pourt €] —00,0], z(t) = ¢(t);
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(8) Pour tout 0 <t < T, satisfait I’équation intégrale suivante :

2(t) = 2() [6(0) — G(0,6(0)| + G(t, 1)
/%t—s)f(s T ds—i—/z%t—s) (s,25)dw(s) (4.4)
+ Z (t — ti) I (k) /f@t—s dBQ()

O<trp<t

4.3 Résultat d’existence de solution faible du sys-
teme stochastique a retard

Dans cette section, nous allons énonce et prouver le théoreme qui assure ’existence de

solution faible du systéme (4.1). Nous imposons les conditions techniques suivantes :
(Hs.1) Le semi-groupe (S(t))¢>0 est continue en norme.
(Hs2) La fonction o : [ — LOQ(X, Y) satisfait

t
i) / lo(s) 3y ds < oo, Vi I,
0

(i) Y _lloQ"%enll 120,11, 1)< o0,

n=1
)

(7i7) ZHa(t)QI/2en\|y est uniformément convergent pour tout ¢ € 1.

n=1

(H33) La fonction G : I x B, — Y satisfait
i) G est une fonction continue et il existe une constante x5 > , telle que la fonction ¢
) G f 1 a >0, tell la f G
est a valeur dans Y et satisfait pour tout z,y € %, et t € I,
A A 2 2
1G(t,x) = G(t,y)|I"< rallz —yl,,
A 2 2
Gt 2)[7< we (1 + [2]5%,)-
(i) Il existe une fonction positive Iz € LY(I,R™), telle que pour tout sous-ensemble borné

©1 C B, satisfait

X(G(t,él)) <la(t) sup x(61(0), O =supla(t).

0€]—o0,0] tel

(H34) La fonction f: I x B, — Y satisfait

(i) pour tout z € A,, f(-,x) : I — Y est mesurable et pour tout ¢t € I, f(t,-) : B, = Y
est continu.
(44) il existe une fonction continue ¢ : I — RT et une fonction continue et croissante

Iy : RT —]0, 00] telles que

1F(t 2)P< Cr (0T (1|]1%,).
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(4ii) il existe une fonction positive Iy € L' (I, RT) telle que, pour tout sous-ensemble borné

@QC%[;

X (f(t,02)) < If(t) ee]silp ) X(6O2(0)).

(H35) La fonction g : I x 8, — L3(X, Y) satisfait

(¢) pour x € By, q(-,x) : I — LY(X,Y) est mesurable et pour tout t € I,q(t,-) : B, —
LY(X, Y) est continu;
(i) il existe une fonction continue ¢, : I — R et une fonction continue et croissante

I, : RT —]0, oo telles que

la(t, 2)I*< C(t) (I3,

(431) il existe une fonction positive I, € L?(I,RT) telle que, pour tout sous ensemble borné

@3C<@p
¥ (Gta)) <iglt) sup x(Os(0)).

0€]—00,0]

(H36) La fonction continue Ij, : B, — Y satisfait

(i) il existe Ly > 0,k = 1,2,--- ,m, telles que pour tout =, y € B, et Yo L < o0
1k (2) — (W) *< Lillz = y|l%, and I(0) =0,
(ii) il existe Iy > 0,k =1,2,---,m, telles que pour tout sous-ensemble borné @, C %,

o(I(04)) <l sup x(O4(0)).

0€]—00,0]
(Hs.7)
24 (kg + M*m Y 0" Li) 12 4+ 6T M? fo Cs(s)dslimsup f(g)
{—00
+6TM? fo (q(s)dslimsup H‘M) < 1.
£—00

Théoréme 4.3.1. Supposons que les hypothéses (H1)-(H2) et (Hs1)-(Hs7) sont vérifiées,

alors le systéeme (4.1)) a au moins une solution faible sur | — oo, T] pourvu que

O + MT gl 1.0y M gl 2oy +M Y I < 1. (4.5)

n=1

Preuve. Considérons l'opérateur A : #r, — HBr, défini par

o(t), t €] —00,0],
2(1) [9(0) - G(0,0(0)] + G(t,)
Ax(t)) = / Bt — ) (5, 35)ds +/ Bt — 5)q(s, 25)dw(s) (4.6)
+ Z t—tklkmk /%t—s dBQ() tE[O,T}.
0<trp<t
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Nous allons prouver que 'opérateur A admet un point fixe qui est solution du systéeme (4.1
Pour ¢ € #,, on définit :

Alors ¢(t) € HBr,. Posons z(t) = y(t) + ¢(t),t €] — oo, T|. 1l est évident que z satisfait le
systéme si et seulement si ygp = 0 pour ¢ €] — 00, b] et
y(t) = R(t) [-G(0,000))] + Gty + @)
t t B
b [ @9 st pds+ [ A= G0+ g
0 0

+ Z %(ttk)lk(ytk+gbtk)+/o %(tfs)a(s)ng(s). tel.

O<tp<t

Définissons ’ensemble ,93%) = {y € $r,,y0 = 0} tel que pour tout y € %’%}, on a
lyllz9. = llyllz, +sup(Elly(s)|*)"/* = sup(E[|y(s)[|*)"/*.
p sel sel

Alors, (%%p, H||gg}p) est un espace de Banach. Pour tout r > 0, posons B, = {y € @%ﬁ :

||y||2%,T < r}, alors B, C %’%p est un sous ensemble borné, fermé et convexe et pour tout
P,

y € B,, du Lemme on a

lye + 2l%, < 2lluellZ, +208l1%,

< 4l supE|ly(s)|1*+4llyol%, +41° supl|p(s) > +4[ 2%,
sel sel
< AP (r + M2|p(0)]) + 4ll¢)1%, = 7, (4.7)

Définissons I’ opérateur 7" : ;%’%) — 93%} par :

0, t €] — o0, 0],

A(t) |=G(0,0(0)] + Gty + 20)

Ty(t) = ! . ! < .
—|—/ At —s)f(s,ys + Ps)ds + / At — )G (s,ys + ¢s)dw(s)
0 0 ¢
S B )l + Bu) + / Rt — s)o(s)dBH (s), el
0<tr<t 0
(4.8)
Nous subdivisons la preuve en plusieurs étapes.
Etape 1. Il existe un nombre positif 7 tel que ¥(B,) C B,.
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Supposons que 1 (B,) ¢ B, alors pour tout nombre positif r, il existe une fonction y" € B,

mais 7 (y") ¢ B,, implique que pour un certain t = ¢(r) € I,E||Y(y")(t)||*> 7. De ce fait, on a

~ 2 ~ 2
ro< EIT)I < 6E | 2(1) [#(0) = GO.0(0)] |+ 6B |Gt + 2
2—i—6E

2

t
6E | - 96,51+ pduts
0

2

t
A%wﬁﬁ@%+@m

2
+6E | > Rt —tr)Iu(ys, + ¢1,)| +C6E
0<tp<t

6
Zpi. (4.9)

En utilisant le Lemme et les conditions : (Hs1)-(Hsg), nous avons

/0 Rt — s)a(s)ng(s)

po= 6|2 [-G.e)]| <6E |0 e

< 6M%ag(1+ [ell%,). (4.10)
= e 12 T a2
= GE||G(ty; +¢0)| < 6rg(l+ ) +@ilk,)
< Bra(l+1), (4.11)
¢ 2
p3 = E /%(t—s)f(s,yg-i-@s)ds
0
t
g6ﬂﬁAQ@HN%+M@M§
t
< 6TM?> / Cr(s) I ¢ (r')ds, (4.12)
0
R 2
ps = G6E (t = 8)G(s,ys + ¢s)dw(s)
S6Mﬁ/< eIy + ¢ell%, )ds (4.13)
< 6TM2/ Ca(s) g (r")ds,
2
ps = 6E|[ Y Z(t—te)l(ye, + &)
0<tp<t (4.14)
m
< 6MPmy | Lyt
k=1
2
b6 — GE /%’t—s $)dBH (s)
< 6eM?H(2H — )T sup [|o(s)]%.- (4.15)
0<s<T Q@
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Ainsi, des équations (4.10))-(4.15]) on obtient que

6
r<d P < 6M%g(1+ ¢l +6rg(1+1)
=1

t
+6TM? /0 Cr(s)p(r)ds

t m
+6TM? / Ca(s)Ta(r")ds + GMQmZ Ly’
0

k=1
+6cM2H(2H — )T?H sup |lo(s)]|?
= )T sup |lo(s) I, w1
m
< 6 né—i-MQmZLk] r!
k=1

+6M%r(1+ [lell%,) + 6k

+6cM2H(2H — 1)T*H sup |o(s)||%
0<s<T Q

t t
+ [6TM2/ Qf(s)ﬂf(r/)ds—i—GTMQ/ Cé(s)Hé(rl)ds} .
0 0
En divisant I’expression (4.16)) par r et en faisant tendre rvers l'infini, nous obtenons.

o AP+ M2 p(0))?) + 41217
lim — = lim P
rT—00 T T—>00 T

= 4]?.

I1 nous suffira d’utiliser le point (i7) de ’hypothése (Hsz4) et de (i7) de 'hypothese (Hs )
pour avoir

m t 11+ (¢
24 (né—FMQmZLk) 12 —|—6TM2/0 Cf(s)dslimsupz()

1 l—00

(0 )
ez

¢
+6T M?> / (g (s)ds lim sup
0

{—00

Ce qui contredit ’hypothese (Hs 7). De ce fait, il existe une constante r positive telle que
Y(B,) C B,.

Etape 2. L’opérateur 1" est continu dans B,.

Soit une {y™(t)}o2, C ﬂop, telle que y” — y(n — ) € @%ﬁ. Alors il existe un nombre réel
r > 0 tel que ||y"(t)]|>< r pour tout n et pour tout t € I, y" € B, et y € B,. D’apres ([{.7),

on a |y + @tH?%—)p< r’,t € I. D’aprés les hypothéses (Hs 3)-(Hs6), on obtient :
(i) Gty + @) = G(t,ye + ¢1), n— o0,
(i) f(t,y8 +@¢) = f(tye +Pe), n— o0,
(i) q(t, yi' + &) = q(t, ye + @), n— oo,
(iv) Elk(t,yf + @0) — Te(t, yey, + 66)IP— 0, n— 00, k=1,2,-- ,m.

Comme || f(t, 5} + ¢1) — f (£ ye + @o)IP< Cp (O ("),
la(t, gt + @e) — alt, ye + @) 2 < C () Iy (),
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par application du théoréme de la convergence dominée, nous avons pour tout ¢t € I
ElITy"(t) = Ty()* < 4E[G(ty + @) — Glt,ye + @012
¢
TN [ B0l + 60— fssa+ 60|
0
t
L [ Elg(o.} + 00) ~ s, o+ 40)|Pds
0
m
+AM2m Y E|Le(t ypk + @n,) — Te(t un, + @) 1P 0, p.s.n— oo.
i=1
Ainsi,
E|Ty™(t) — Ty(t)]|%,— 0, as n — oo,
Ceci implique que 7 est continu dans B,.
Etape 3. L’opérateur Y(B,) est équicontinu sur I.

Soient t1, ta €]0,T[ tels t; <ty et y € B,, on a :
EllTy(t2) — Ty(t)|> < 6(0%)?|[[#Z(t2) — Z(t1)] ||?
+6E (|Gt vty + 1) — Glt1, 96, + $oy)|I?

t1
(ta —s) — Z(t1 — 5)]f(s,ys + @s)ds
2

+12E

o\

to
+12E Kty — s)f(s,ys + s)ds

1 2

+12E R(ta —s) — Z(t1 — 9)]q(s,ys + Ps)dw(s)

2

o\“

1)
+12E K(ta — s)q(s,ys + ¢s)dw(s)
t1

m 2
+6E Z to —t) — Z(tr — ti) Ik (Y, + ¢1,,)

b=l 2
+12E R(ty —ty) — Z(ty — t1,)]o(s)dBS (s)
+12E Rty — s)o )ng(s)

< 120 ()P (#(02) — (1) P
126,01, /O [1%(ts — 5) — B(t1 — 5)] |1 (s)ds

1)
+12M2Hf(7“ )(tg — tl) Cf(s)ds
t1

1211,07)TH(Q) / |19 (ts — ) — Z(t1 — 5)] [P¢y(s)ds
A2 ,0THQ) [ Cy(s)ds

+6(> 5y L) [[2(ts — ti) — Z(t1 — ti)] |2
12eM2H(2H — 1)t2H/ |98(t2 — ) — (11 — 5)]IPllo(s) 3 ds

+12cM2H(2H—1)t2HM2/ lo(s)]70 ds
t1 Q

Le terme de droit tend vers zéro quand to — ¢; comme Z(t) est continu en norme. Ce qui

prouve I’équicontinuité. Dans cette démonstration, on a considéré le cas 0 < t1 < to < T,
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lautre cas t1 < to < 0 se traite de la méme maniere.
Etape 4. Nous vérifions que les conditions de Ménch sont satisfaites.

Supposons qu’il existe un sous-ensemble non vide, borné arbitraire W* C 93%) et y1,ys € W*.
On peut donc avoir d(Yyy(t), Yya(t)) = d(Ty1(t), Tya(t)). Ce qui est similaire & la preuve du
Lemme on a donc
X(Ty(t)) = x(Ty(1)), on
Ty(t) = [RO-G0,0(0)] + Gty + 20)]
t t
+| / A= 9) (st p)ds + [ A= s, -+ bu)du(s)
0
O<tp<t

= T+ Ty + 73

Soit D C B, un ensemble dénombrable tel que D C ¢o({0} U Y (D)). Notre objectif est de
démontrer que x(D) = 0. Sans perte de généralité, nous supposons que D = {y”} . D’apres
I’Etape 3, il est facile de vérifier que éo({0} U Y (D)) est équicontinu sur 1.

D’apres les hypotheses (Hs 1) et (i) de (Hs.3), nous avons :

(" e, < o _£g13<0x({y?(9)+¢t(9) o)

< o (4.17)
En combinant le Lemme et (i7i) de (Hsz4), (4i7) de (Hs5), nous avons :

t
(T (0)32) < MT /0 (s) sup X((02(6) + pul0)}32)ds
—oo<i<
MYl eare s x(EO) + G O)F)
—00<0<0
< (MT|lfl| g rey+ Mgl 2rre)) sup x({y™(6).
0<o<T

D’apres (Hs 1) et (i) de (Hsg), on a

X{ Ty (D)}ozy) < lek sup  x({7'(0) + 2:(0)}52y)

n—1 —00<0<0
< M) I sup x(1y
; S x({y" (O}

Des inégalités ci-dessus et du Lemme [I.3.1], on obtient que

XUy (OF2) = xUTy"(O)}2)

< x({Ty"(t)}2y)
x({Tay" (O }21) + x({Tay™(D)}o2)
< (0" + MT|g rzrey Mg L2 me) M 0 I
x({y"(H)}t1)
= M*x({y"() 1),
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ou

m
MY = O+ MT”lf”Ll(I,R*)“‘MHl@”L%I,R*)"‘MZlk <1

n=1

En utilisant le Lemme on obtient que :
X(D) < x(co({0} UT(D))) = x(T(D)) < M"x(D).

Ce qui implique que x(D) = 0, D est un ensemble relativement compact. D’apres le Lemme

[1.6.3] on sait que T a un point fixe dans D. Ce qui acheve la preuve.
U

Remarque 4.3.1. Il convient de noter que la fonction o est indépendante de y(t),t €] — oo, T).

t
Done, nous avons x (/ R(t — s)a(s)ng(s)> = 0.
0

4.4 Stabilité exponentielle en moyenne quadratique

La stabilité est une notion vaste dans le monde des mathématiques, dans cette section, nous
allons nous focaliser sur la stabilité exponentielle. Cette dernieére nous permet de connaitre le
comportement asymptotique de la solution lorsque le temps devient grand, plus précisément,
elle permet d’évaluer la vitesse de décroissance de la solution du systeme quand le temps ¢
tend vers infini. Pour cette étude, nous avons besoin des hypotheses suivantes :

(H3g) 1l existe des constantes positives M > 0 et A > 0 telles que ||Z(t)||< Me™ Vvt > 0.
(Hs9) Il existe des nombres réels positifs K, Ky, K3 et certaines fonctions continues ¢; :
0, 00— RT,i=1,2,3, tels que pour tout = € A,
IG(t,2)|*< Killz]*+ei(t),
£t 2)|2< Ko lz]>+ea (),
la(t, 2)|*< Ksllz|?+es(t).
(Hs.10) Il existe des nombres réels positifs q1, g2, g3 tes que
gi(t) < gie ™, vt >0,i=1,2,3,
(Hs.11) La fonction o : [ — LOQ(X, Y) satisfait la condition (Hs2) et

Ji X llo(5) 2 ds < .

Lemme 4.4.1. Supposons la fonction z : R — [0, 00[ et qu’il existe des constantes positives

v, (i =1,2,3) et Bp(k =1,2,--- ,m) telles que

(

are ", t €] — o0, 0],
—t t+0)+as [fet=9 (t+6)d
<Jae " +ay sup z(t+0)+asz e sup z s
(1) < I 0 e o (4.18)
+ Z Bre YE=t) sup z(ti + 6), t>0,
to<t —r<0<0
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Siag+ %+ 3700 Br <1, alors z(t) < Me 7t > —7), oty > 0 est une racine positive de

Déquation algébrique : aoe?™ + ,yai” T4+ Y e’ =1, et M = max{ay, L2 } > 0.

a eWT
Preuve. Soit F(u) = age!™ + 23 el + Sopey Bret™ — 1, on a F(0)F(y~) < 1. D’apres le
théoréme d’existence de racine, il existe une constante positive A € (0,~y)telle que F(y) = 0,
Pour tout € > 0, nous posons

C. = max{(oy +¢), 20Ny 5 .

azelT

Dans le souci de démontrer ce Lemme, nous admettons que I’équation (4.18)) implique
2(t) < Cee™, t € [—7,00). (4.19)

Pour tout t € [—7,00), (4.19) est satisfait. Par contradiction, supposons qu’il existe ¢; > 0 tel

que

2(t) < Cee™ te[—mt1) et z(t) < Coe™ M, (4.20)

combiner avec (4.18) implique (on note que 0 < A < =)

t1
2(t1) < ae” "™ 4+ anC. suep z(t1 +0) + ongE/ e~ 1(t=s) suga e A0 g
—r<6<0 0 —r<6<0

+C. Z Bre —y(t1—tg) sup e~ (tk+9)

tety —r<6<0
< e 4 apCe M) 4 s / Yt=s) = A=) g
+C: Z Bre M=)
tp<ty
< e - ai;yCEe):\T e 4 (age +a3 + Z Bw”) e M1 (4.21)
tp<t1

D’apres la définition de A et C., on a :

AT as AT AT
B = 1
age” 4 - /\e + E Bre

tL<t1
et
AT by
—yt1 _ a3Cce —t1 -yt _ aze”” =t (ca+e)(v=N)
age iy e < aje ,yi)\ ase < 0.

Ainsi, d’aprés ([.21]), on obtient que z(t;) < Cee ™1, qui contredit (4.20). Par conséquent
Péquation (4.19) est satisfaite. Comme e est arbitraire, donc on a (4.18)). La preuve est

complete.
O

Théoréme 4.4.1. Supposons U’hypothése (i) de (Hsg) et les hypothéses (Hsg) — (Hsz11)

satisfaites et que :

S{IM? Ky /N + [M?K3/A| + [M>m 373 L]}
(1-k)?

<1 (4.22)
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ou k = /K. Alors la solution faible du systéme (4.1]) est exponentiellement stable en moyenne

quadratique.

Preuve. De l'inégalité (4.22)), on peut trouver un réel petit € > 0 tel que n = X — € satisfait

I’inégalité suivante :

5M2mZLk
5M?Ko 5M?Ks =1
k+ + + <1
AMA=—e)(1—k) (A—¢)(1—k) 1—-k
D’apres (4.4]), on a :
Ellz(t)]> < *EHG(t )| +7E{H=%’( )[p(0) — G(0, 0(0))]]>
2
/ Rt — 5)f(s5,,)ds / Rt — 5)a(s, z3)du(s)
0
2
| 2 - tr)Ik(zy,) (t — s)o(s)dBE (s)
0<tp<t
5
= Y _F (4.23)
i=1
En utilisant les hypotheses (Hzg) — (Hs.10), on a :
1 ~ 1
Bo= CE|G( ) [?< E{KIEH%W"‘&@)}
< KE|z¢|*+Ee™, (4.24)
avec By = 4L
5 ~
B = o EIT()p(0) ~ GO, p(0)]|?
10M? 10M? _
< e ME[p(0)|? T % e MK )P e ()}
1-k %
< Epe ™ (4.25)
avec By = M2 [E|o(0)][2-+222 |2{ K1 |l o ]| >+q1 }]-
En combinant (Hg.g) — (Hs.10) et l'inégalité de Holder, on obtient
2
Fy = SkE’/ At —s)f(s,xs)ds
< 5,9/ Alt= S>ds/0 —SE|| (s, x5)||?ds (4.26)
= ,\(1 IZ)/ e MIE |z | *ds + Ese ™™,
5M?
avec E3 = mqun
Et
t 2
Fy, = ﬁ—kE /0 X (t — s)q(s,xs)dw(s)
i
< 3 [P g, s (427
t
2 _ —s —
< s e AE=9E ||z, ||2ds + Ege ™™,
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avec

Ey =

En utilisant le point (i) de (Hsg) et (Hsg), on a :

2
5
0<tp<t
SM? & 2A(1—s)
< T mZLe El|a, ||
k=1
5M? = N
< 7 Lye M—3)E 2, 4.2
< A(l_k)m; ke (e (4.28)

En appliquant une fois encore le Lemme et (Hsg), (Hs11), on a

2
B = /.@t—s $)dBE (s)
6M2cH 2H — 1)121-1 21— 9
< 2 /0 IE]o(s) 2, ds
M2 H(2H — 1 752H—1 —et t
< ot 8M cH ( : k) ¢ /e)‘SEHo(s)HQL%ds. (4.29)
- 0

Par conséquent, 'hypothese (Hs 11) assure donc qu’il existe une constante positive Fs, pour

tout t > 0 telle que

6M2cH(2H — 1)~ 1emet ft
el |l ds < B

Alors,

F@ < E‘5€_’qLL

Des équations (4.24) — (4.29)), on obtient donc que

Elz(t)|? < KkE|z|*+E1e™™ + Eye™™

M2K, [t
L oMTRe / e MIE ||, || ?ds + Eze™™
0

M1 —Fk)
SMPKs " _\u—s) 2
—_— AR ds + Eqe™ ™
+)‘(1_k)/06 lxs||“ds + E4e
5M* - Alt—s) 2
+>\(1_k)m;Lke El|z¢, ||*+Ese
< EBe ™4k sup E|z(t+0)|>
—r<6<0
t
—l—k:/ n=s) sup  El|z(s + 0)|%ds
0 —r<60<0
+Z(5ke n(t=tr) sup EHx(tk + )| ds.
k=1 —r=0
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Et

Ello(t)[2< Be™, pour ¢ €] — 00,0],

ou

5 9 ) ,

m 5M -~ BM*Ky 5M?Kj

E = max (ZEZ sup_ EHSO( )||2> » 8= pmle k= Sa—n T
i=1 —OO

Comme k + % + >, 0k < 1, combiné avec le Lemme [4.4.1) nous ameénent & dire qu'’il existe

des constantes positives K et 0 telles que E|z(t)[|?< Ke™®, ¢ > —7. Ce qui implique que la

solution faible du systéme (4.1)) est exponentiellement stable en moment quadratique.

4.5 Exemple

Dans cette section, nous exposons un exemple pour illustrer les résultats abstraits obtenus
ci-dessus. Considérons I’équation intégrodifférentielle partielle stochastique impulsive de type

neutre dirigée par un processus de Wiener et un mBf de la forme suivante :

Szt 0) — G(t, tx( r,@))] = q(@)[x(t, ) — G(t, 2(t — 7, ))]
+ [ 0= 9a@alt.p) - Gltat = rog)lds
F(tx(t —12,0)) + alt, 2(t — 5,0))dB(t) + o(t)BE(1),0 < o < 1,t € I, # ty,
Az(ty, o) = I(x(te — r,9)), t=tp,k=1,2,---,m,
(t,0) — G(t,z(t —1,0)) = 0, t €[0,T]
z(t,1) — G(t,z(t —r,1)) =0, t e [0,T]
(0,9) = 20(8,9), 6€]—o0,0]et 0<p<1,

(4.30)

ol B(t) est un mouvement Brownien standard, B (t) un mouvement Brownien fractionnaire
de parametre de Hurst H E]% 1] qui est indépendant de B(t), défini sur un espace de
probabilité (2, Z#,P).

Soit X = L%(]0,1],C) I'espace de toutes les fonctions complexe de carrées intégrables sur [0, 1].

On suppose que :
1. z¢ € ,@p

2. b: R4 — Ry est une fonction de classe C! avec la fonction dérivée b’ vérifiant [b/(t)| <

b(t) pour tout t > 0.

3. ¢ : R Cest une fonction continue satisfaisant sup,¢( 1) Re(q(s)) < oo.

Contribution a 1’étude d’équations intégrodifférentielles Louk-Man ISSAKA ©UFR-UGB 2020
stochastiques dirigées par un mouvement Brownien fractionnaire



93

On définit 'opérateur multiplicatif A sur X comme suit :
{D(A)z{NGX:q.NEX}
AN =q.N

D’apres [[43], p. 121], on sait que A génére un semi-groupe de multiplication continue en

norme
(Sy(t))i>0 sur X donnée par S,(t)N = €N pour t>0 et N €X.

Définissons l'opérateur I'(¢) : Y — X comme suit : ['(¢)N = b(t)AN pour t >0 et N €
D(A).

0

1
Soit p(s) = e, s< 0. Alors | = / p(s)ds = 3 Soit

— 00

0
0o~ [ ols) sup Elw(O)]) s

sup
—o 5<6<0

Par conséquent, pour (t,v) € Ix%,, ot ¥(0)(¢) =v(0,¢), (0,¢) €]—00,0]x][0,1], posons
v(t)(0) = z(t,¢) et définissons les fonctions h, f, : I x B, —X, q¢: IxB, — LX)

pour un temps infini comme suit :

0
Wt 6) () = / 104 (0) () db,
B fl(t,(p,e)fg(lb(e)((p)de,

0

F(t0)(p) = /
OOO

a(t,0)(p) = / 01t .0)g2((8) (),

—00

0
Li(t, ) () = / di(0)0(6) (2)do),

—0oQ
De plus, supposons que :

0
(Al) di :R—R, k=1,2,--- ,m, sont continues avec Lj = / di(@)d@ < 0.

o0

(A2) fi(t,¢,0) > 0 est continu dans [0,7] x [0, 1]x] — 00,0] et

[N

0 1
/_ fi(t,,0)d0 = Pi(t,p) < 0o et & = (/ P2(t, gp))

< 00.
0
(A3) fa(-) est continu,
0
0< f2(L(0, ) < ‘I’f(/ || L(s, )| 2ds) pour (6, ¢) €] — o0,0] x [0, 1],
—0oQ
o Py(-) : [0,00[—]0,00[ est continu et croissant.
(A4) qi(t,p,0) > 0 est continu dans [0,7] x [0,1]x] — o0, 0] et
0 1 1
| a0 =Pt <o et 2= (| Ptg)t <.
oo 0
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(A5) g2f.) est continu,

0
0 < ga(L(0, ¢)) < ‘I)q(/ e**||L(s, )|l z2ds) pour (6, ¢) €] — 00,0] x [0,1],

ou P4(.) : [0,00[—]0,00[ est continu et croissant.

(A6) h:Ri xR — R est continu dans le sens ou pour tout x1,z2 € R,

lim |h(t, 21) — h(s,22)|* = 0,

t—s

(A7) 1l existe des nombres positifs K;, Ky, K3 et des fonction continues (1(+), (2(-), (3(+) :

[0, +00[— Ry telles que :

\h(t, 9> < Ki|g|* +¢i(t), pour t > 0,7 €R, (4.31)
FED)P < Kalgf + G(t), pour t>0,7€R, (4.32)
lg(t,9)* < Kslg]* + (s(t), pour t>0,7€R, (4.33)

ot les (1, (2, (3 satisfont |¢;(¢)| < S;e™#, pour chaque S; > 0 trés petit et (j =1,2,3).
Sous les conditions ci-dessus, I’équation (4.30) prend la forme suivante :

dlv(t) — G(t,v)] = Afv(t) — G(t,vy)]dt + f(f D(t — s)[v(s) — G(s, vs)]dsdt

+f(t,v)dt + q(t, v)dw(t) + o (t)dBE (), t € T =[0,T],t # ty,

(4.34)
Av(tr) = Ii(ty), k= 1,2,---,m,
vo(t) = p(t) € L*(Q,%B,), pour p.s.t €] — 0,0,
Comme,
T @ylx < b(E)lyl
GEO0] < el

pour tout y € Y et ¢ € RT. Donc les hypotheses (H1) et (H2) sont satisfaites. Par
conséquent, d’apres le Théoreme m et Théoréme on conclut que équation ,
admet un opérateur résolvant (Z(t)):>o sur X qui est continu en norme pour t > 0.

En observant les définitions des fonctions h, f,q, on peut facilement vérifier que les

hypotheses (Hs2) — (Hs5) sont toutes remplies avec

170

o = ( 01P3<t, oe) 0= ([ 1 PRt o))
0

5 d2(0), Iy = (/O: di(@)) " do.

Contribution a 1’étude d’équations intégrodifférentielles Louk-Man ISSAKA ©UFR-UGB 2020
stochastiques dirigées par un mouvement Brownien fractionnaire

1 1
ke = 1, laaea(t) = b, ¢(t) = /O P2(t, 0)di, (1) = / P2(t, o)de,
1
2

Ly,




95

En supposant que (Hs 1) et (H3g) sont satisfaites et

h* + MTHlf||L1(I,R+)+M||lqHLQ(I,R+)+MZZk < 1. (4.35)

n=1
Alors toutes les hypotheses données au Théoreme[d.3.1] sont satisfaites et on conclut que
I'équation a au moins une solution faible sur [0, 7.
Supposons de plus qu’il existe f1 > a > 1 et b(t) < %6*5” pour tout £ > 0. D’apres le Lemme
5.2 dans [36], on a Pestimation suivante [|Z(t)[|< e ott A = (1 — ). Ce qui implique que
les hypothéses du Théoréme sont vérifiées. Ensuite, le systéme a retard possede

une unique solution faible qui est exponentiellement stable pourvu que

S{[M?Ky/N?] + [M? K3 /A + [M*m 37", L]}

<1 4.36
e , (4:36)
avec k = VKj.
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s Chapitre Cing =

Attractivité et p-stabilité

exponentielle d’une classe
d’équations intégrodifférentielles
stochastiques neutres impulsives

mixtes

Résumé

Dans ce chapitre, nous étudions ’attractivité et la stabilité p-exponentielle de la solution
faible d’une classe d’équations intégrodifférentielles stochastiques neutre impulsives dirigées
par un processus de Wiener et un mouvement Brownien fractionnaire (mBf). En utilisant les
inégalités intégrales-impulsives et la théorie des opérateurs résolvants, nous allons montrer
la stabilité p-exponentielle avant de faire 'analyse de ’attractivité. Pour clore ce chapitre,
nous donnerons un exemple illustratif pour soutenir la faisabilité de nos résultats abstraits.

Ce chapitre fait I'objet d’une publicationﬂ

5.1 Introduction

Pendant des années, I’analyse des systemes dynamiques n’a été réservée qu’a la détermina-
tion de la stabilité, du comportement asymptotique ou du point d’équilibre du systéme et, dans
ce cas, plusieurs résultats ont été obtenus [26], 27, 44, [127), 136]. Cependant, dans beaucoup

de problemes, spécialement dans les problemes non linéaires et les probléemes stochastiques,

1. Mahamat Hassan Mahamat Hamit, Fulbert Kuessi Allognissode, Mohamed Salem Moha-
med, Louk-Man Issaka, Mamadou Abdoul Diop, Attractiveness and exponential p-stability of neu-
tral stochastic functional integrodifferential equations driven by Wiener process and fBm with im-
pulses effects, Discontinuity, Nonlinearity, and Complexity, 9(3) (2020) 351-366, DOI :
10.5890/DNC.2020.09.002
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le point d’équilibre n’existe pas, et donc, déterminer des sous-ensembles qui attirent toutes
les solutions lorsque le temps croit vers infini, ou des sous-ensembles qui assurent que le
systéme, que l'on traite, reste dans une certaine zone, ou encore les incertitudes sur les états
du systeme ou des forces extérieures qui agissent sur le systéme et que ’on néglige dans le
modele, n’affecteront pas le comportement asymptotique de ce dernier. Il existe une littéra-
ture abondante qui parle des équations différentielles ordinaires, des équations différentielles
partielles, des équations différentielles impulsives, des équations différentielles stochastiques et
autres [37, (68, [84] [123], 1206, 1306, 137, 139, 140} [144]. 11 existe, particulierement, deux méthodes
souvent utilisées pour déterminer ces sous-ensembles. Il s’agit de la méthode de Lyaponov et
celle basée sur les inégalités intégrales ou les inégalités différentielles.

On note que la méthode la plus connue dans ’étude du comportement asymptotique et de la
propriété de stabilité est la construction d’une suite de fonctions de Lyapunov. Cependant, cette
méthode s’avere tres difficile lorsqu’on étudie la stabilité exponentielle des systémes impulsifs.
Néanmoins, ces derniéres années, beaucoup d’auteurs (voir [29] 83] 95] [134] ) ont proposé une
méthode pour contourner cette difficulté en établissant les inégalités intégrales-impulsives.
Motivés par ces travaux précédents, nous allons étudier les ensembles quasi-invariants, globale-
ment attractifs, et la stabilité exponentielle de solution faible du systéme en utilisant les
inégalités intégrales-impulsives et la théorie des opérateurs résolvants introduits par Grimmer
[50].

Dans ce chapitre, notre objectif est d’établir de nouvelles inégalités intégrales-impulsives pour
déterminer les ensembles attractifs et les ensembles quasi-invariants d’une classe d’équations

intégrodifférentielles stochastiques impulsives, a retard de type neutre de la forme suivante :

dlz(t) + G(t, z)]=| Alz(t) + G(t, z:)] + f(t, ) +/0 D(t — s)[x(s) + G(s, z5)]ds| dt
+q(t,ze)dw(t) + o(t)dBE (1), t>0, t#ty,

Ax(ty)=z(t]) —z(t;) = I(z(tx), t=1tx, k=1,2,---,

2(t)=p(t) € PCE (| = 7,0], X), t € [-7,0],
(5.1)

ou A: D(A) CY — Y est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu
{S(t),t > 0} défini sur Y; I'(¢) un opérateur fermé sur Y de domaine D(A) C D(I') qui est
indépendant de ¢, t > 0; Bg désigne un mouvement Brownien fractionnaire de parameétre
de Hurst H et w un processus de Wiener standard sur un espace réel et séparable de
Hilbert Y. En outre, on suppose que w et Bg sont indépendants; f,é : [0,00[xPC — Y
et g : [0,00[xPC — L(X,Y) et o : [0,+oo[— £ (X,Y) sont des fonctions continues. La

valeur initiale ¢ = {¢(t) : —7 <t < 0} appartient & ’espace PC'EO;O (] = 7,0]; X) qu’on définira
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plus tard. La fonction histoire z; : [—7,0] — Y est définie z(f) = x(t + ) pour ¢t > 0 et
appartient a I’espace de phase PC'; les t; satisfont 0 = tp < t] < to < ... <ty < ..., €t
limy_o0 t, = 003 z(t)) et x(t; ) représentent la limite a droite et & gauche de z(t) au temps
tx; & chaque point ¢ la fonction z(t) est continue, et Ax(ty) = z(t;) — z(t; ) désigne le saut
de I'état = au temps t;, ou I détermine 'amplitude du saut.

Certains phénomenes de la vie courante sont régis par un changement d’état. Selon la
complexité de ces phénomenes, ils peuvent étre modélisés en mathématique par les équations
différentielles impulsives ou par les équations intégrodifférentielles impulsives qui ont beaucoup
d’applications en mécanique, en économie, en médecine, en biologie et en télécommunication
[T, 4, [10} 14}, 47, 111]. Vu l'importance de ces équations, plusieurs auteurs se sont investis et
ont trouvé d’excellents résultats. En guise d’exemple, on peut citer les travaux de M. Dieye
et al. [36] et H. Yang et F. Jiang [142] qui ont étudié 'existence, I'unicité et la stabilité
exponentielle de solution faible. On cite aussi les travaux de Balasubramaniam et al. [11],
qui ont donné des conditions garantissant l’existence d'un contré approché d’une classe
d’équations différentielles stochastiques de type neutre et les travaux [34) [I38] qui ont étudié
les ensembles attractifs et invariants. De plus, les systémes impulsifs représentent un domaine
en évolution rapide tant en théorie qu’en application. Ces systémes ont aidé beaucoup de
chercheurs a étudier de nombreuses propriétés du systeme dynamique qui intervient dans
plusieurs domaines. Spécifiquement, nous citons les travaux [59] 66, 94} 134], 141] qui ont fait
I’analyse des ensembles invariants, attractifs, globalement attractifs d’équations différentielles
fonctionnelles stochastiques de type neutre.

Dans ce chapitre, nous adopterons le plan suivant. Dans la Section [5.2] nous donnons quelques
concepts et définitions de base. Dans la section nous allons énoncer et prouver nos résultats.

La Section [5.5] est consacrée a ’applicabilité des résultats abstraits trouvés.

5.2 Préliminaires

Définition de la solution faible ; I’ensemble attractif et quasi-invariant.

Définition 5.2.1. Un processus stochastique {z(t), t € [-7,T]}0 < T < o0) est appelé
solution faible de l'équation[5.1) si pour t € [—7,0] z(t) = p(t), et si les conditions suivantes

vérifiées :

(1) x(t) est mesurable, Fi-adapté, et est cidliag surt > 0 presque partout
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(ii) Pour toutt > 0, x(t) satisfait ’équation intégrale suivante :
z(t) = Zt)[p(0) + G(0,20)] — G(t, z) / R(t—s)f(s,xs)ds

/%t—s) (s, zs)dw(s) /%t—s dBQ() (5.2)
+ Y Rt te) (z(ty)).

0<trp<t
Définition 5.2.2. Une solution faible du systéme est p-exponentiellement (p > 2) stable,
s’il existe des constantes positives A > 0 et My > 1, telles que pour toute valeur initiale

RS PCgO(] —7,0], Y), on a
Ellz(t)|[P < Millel|f,e, t>0. (5.3)

Définition 5.2.3. L’ensemble = C cho (] —7,0], Y) est appelé quasi-invariant de , s’il
existe des constantes positives 1) et 0 telles que pour toute valeur initiale p € =, la solution

nxt(0,) +0 €=, t>0.

Définition 5.2.4. L’ensemble E C PC%O([—T, 0],Y) est un ensemble globalement attractif
pour ’équation , st pour toute valeur initiale ¢ € PC}O([—T, 01,Y), la solution x4(0,p)
converge dans E quand t — +oo, c’est-a-dire, dist(x(0,¢),Z) — 0 lorsque t — o0, ou

dist(x, =) = infye=z E||lz — y|.

Lemme 5.2.1. ([117)], Inégalité intégrale) Pour tout v > 1 et pour tout processus £y -prévisible

©(.), nous avons l’inégalité suivante.

sup E w)dw(u)

s€[0,¢]

ot Cp = (r(2r —1))".

2r t L r
<o ([ @owiEtas) e (5.4
0

Lemme 5.2.2. (Long al. [120]) Soit y(t) : RT — R™ Borel mesurable. Siy est une solution

de linégalité intégrale

t
el tW+mmum+@Ae”WWW@mw

y(t) <<+ ) ee TRyt + 1t > o, (5.5)
0<tp<t

gO(t)’ t e [tO -7, tO]a
ou o(t) € PC([to — 7,t0],RT), 7 >0, by,bo, cp(k =1,2,--+) et | sont des constantes positives.

Si ||pllr < K pour une certaine constante K > 0

b o0
A::bl+72+zck<1. (5.6)
k=1

Alors, il eziste des constantes A € (0,7) et N > K telles que

l

< —)\(t—to)

Vit > to (5.7)
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ou A et N satisfont

(5.8)

0
Ay =D + bpe’™ +> <l et N> ,
r—A P —1-A,

ou by #0 et

(r—\) |K — 2
A<l et N> [ g A)]

> b (5.9)

Lemme 5.2.3. (Z. Li [85]) Soit y : Rt — RT mesurable. Si y(t) est solution de l’inégalité

intégrale suivante :

t
y(t) < ballyell + b / Tyl ds
0 (5.10)
+ Z cke_T(t_tk)y(t,;)%—l, t>0
O<tp<t

our >0, by,ba,cx(k =1,2...) et sont des constantes positives. Si A := b1+b72 +> e <1,

et

yit) < ——, te[-7,0], (5.11)

alors,

y(t) < ——, t>0. (5.12)

5.3 Ensembles globalement attractifs et quasi-invariants

Un ensembles attractifs est une zone (ou un ensemble ) qui attire toutes les trajectoires
d’espace de phase, c’est-a-dire un ensembles vers lequel évolue un systéme quelque soit son
état initial. L’étude de cet ensemble permet de voir le comportement d’un systeme sans avoir
a le résoudre. Dans cette section, notre but est d’étudier les ensembles globalement attractifs

et quasi-invariants du systéme ((5.1)). Pour se faire, nous imposons les hypotheses suivantes.

(Hy1) II existe des constantes Ky > 0, K, > 0, by > 0, et by > 0 telles que pour tout

x1, 12 € Co et t >0,

1f @t w2) = [t 2|l < Kgllez —2alle,  [IF(20)[] < by, (5.13)

lq(t, z2) — q(t, 21)|[ g < Kqllwa — z1lle, [lq(t, 0)]] < by (5.14)
(Hy2) Il existe Lg > 0 telle que la fonction G satisfait pour tous x1,x2 € PC et t >0,
|G(t,22) = G(t,21)]| < Lgllez — @ille, G(t,0) = 0. (5.15)
(Hy.3) 1l existe des constantes positives dj, telles que pour tous z1,z2 € Y et Z;ZOOI dj, < 00,

HIk(CEQ(tk)) — Ik('fvl(tk))H § dkHJZ‘Q — .T1H et Ik(()) = 0, k= 1,2,

Contribution a 1’étude d’équations intégrodifférentielles Louk-Man ISSAKA ©UFR-UGB 2020
stochastiques dirigées par un mouvement Brownien fractionnaire



101

(H4.4) L’opérateur résolvant est exponentiellement stable, c¢’est-a-dire, il existe v > 0, M > 1
telles que

12 (t)|| < Me™", Vit >0.

(Hys) La fonction o : [0, 00— Z(X, Y) satisfait les conditions suivantes : pour toute base

orthonormale complete {e, }nen dans X, on a

(A1) 3 [0 %,
n=1

(A.2) f: Han/Qen

n=1

L2([0,7],Y)

est uniformément convergeant pour ¢ € [0, 7.

Remarque 5.3.1. Sous les hypothéses (H1) — (H2) et (Hy1)-(Hys), (Hys), on montre
clairement, en utilisant la méthode itérative de Picard, qu’il existe une unique solution faible

du systéme stochastique a retard (5.1)) .

Lemme 5.3.1. Pour tout o : [0,00) — LOQ(X,Y) vérifiant (Hyas) et sup;>q Ha(t)HL% < 00, et
pour tout p > 2, t > 0,

p

(t—s)a(s)dB5(s)|| < Csupllo(t)|[?
>0

HL%’

ot C > 0 est une constante dépendant uniquement de H, M,p et .

Preuve. D’apres 'inégalité de Kahane-Khintchine, il existe une constante C), telle que

EH/%’t—s s)dBY (s) <C(H/%t—s s)dBY (s H)

Par Définition [1.7.28] on a

2

)

ZEH/%"t—S endBH()‘

EH/ At — 5)o(s)dBY (s

ol {en, ne N} est une base orthonormale complete dans X et {Bf (s), ne N} est une suite
indépendante de mouvement Brownien fractionnaire standard de méme indice H € (1/2,1).

Dong, par utilisation de 'isométrie de It6 et Définition [1.7.28] on peut récrire

e t rt

= —s)o(s)e — 1Yo (T)en)|s — 7|21 2dsdr
—;/OOW o()en B(t — 7)o (P)en) s — T~ 2dsdr,
<aer -0y [ 1a@a- 0@l ([ 1200l - P12 ) ar

t
< a2 -2 [ ol ([ NNl s - 7 2ds)
0 0
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Alors, on peut conclure que

EH/%‘S ()BE()| < H@H ~ 1)M? (suppsg (1)1, )

t t
X / e AE=T) (/ e_/\(t_s)|s - T|2H_2d8) dr.

En faisant le changement de variable : v =t —7u=1¢— 5, on a
2
EH/ Rt~ 5)o(s)dBE (s)|

2 poo
< H(2H — 1)M? (Sup 1o ()10 ) / (/ My vy2H—2du) dv
t>0 0

OO

= H(2H — 1)M? <sup |lo(t HLo
>0

+ /0 T < /0 ' e M (u — v)2H—2du> dv>

2
= H(2H — 1) M? (Sup ||a(t)\|%> (A1 + A).
t>0

e_’\“(u - v)QH_zdu> dv

Si on pose w = u — v, alors on obtient

oo [e.e] 1
Al = / e 2w </ eAww2H2dw> dv = 5)\72HF(2H - 1),
0 0

avec I'(.) la fonction Gamma standard et une majoration sur le second terme Ay de la fagon

Ay < / e N (/ (v— u)zH_Qdu> dv
0 0

suivante :

= f e
= A 2AT(2H —1).
Et on conclut donc que
p 1 1 —om 2\
EH ()0BE ()| < €, (HEH 1) (3 + ) TRH - DA M2)
xsup [[o(t)[17
0 Q

La preuve est complete.

O

Théoréme 5.3.1. Supposons que les conditions (H1)—(H2), (Hy1)—(Has) et jg}g HO’(t)HLOQ <
0o sont vérifiées. Alors, Uensemble == {x € Y : ||zs|[P < (1 — A)~11} est un ensemble globa-
lement attractif de la solution faible du systéme (5.1)) et l'ensemble Z3 = {p € Y : ||p||P <
v,v > 0} est un ensemble quasi-invariant de la solution faible du systéme st les relations
suivantes

A = P7ULE 120 MPrPLE 4 6P M (3 dy)

¢ - (5.16)
+1207 (p(p — 1)/2)P2(2r(p — 1)/ (p — 2)) P2 MP LY /r < 1
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et

[ = 12p_1Mpr_pbfc+6p—1CSUPt20HU(t)HIZOQ

+120 7L (p(p — 1)/2)P2(2r(p — 1)/ (p — 2))3P)/2MPYY /r,

Sont satisfaites, avec 1/p+1/q = 1.

Preuve. Soit z(t), la solution faible du systéme (5.1)), donc on a

Ellz@)IP = E\I%’(t)[ (0) + G(0,0)] = G(t, a2) + /095’(75—8)]0(8 s)ds

%’t—s) (s,xs)dw(s) /%’t—s) (s, :Es)dBQ()
n Z (t - ) Iu(alt)IP

0<tp<t
< "E[|[Z2(t)[p(0) + G(0, )7 +§pflEHé(t7$t)Hp
+6P~1E /0 Rt —s)f(s,xs)ds|| +6PIE Hfg%"(t — s)q(s, xs)dw(s)Hp
+6P~LE /t%’(t — s)o(s)dB§ (s) ’ + 6P LE Z Rt — tp) e (x(ty))
0

0<tp<t

6
= > H(t)
=1

En utilisant (Hy2) et (Hy44), on obtient les estimations suivantes

Hi(t) = 6" 'E[|2(t)[(0) + G (0, 0)]|P

6" E[[|Z2(1)|[Pll(0) + G(0, ) — G(0,0)[]7

6P~ MPe P[] |0(0)]] + Lol c]? (5.17)
6P LMP(1+ Le)Pll| (e

6P [l [ e,

ININ A

IN

ot M* = MP(1+ Lg)P > 1 est une constance appropriée.

De (Hy.9), il résulte que

Hy(t) = 6"7'E[|G(t,a)|]P
< 6p_1E||é(t7xt) - é(t,O)Hp (518)
< o LLE ol
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Par application de I'inégalité de Holder, de (Hy41), et de (Hy4), il en découle que

Hj(t)

IN

IN

IN

IN

IN

IN

IN

6P—1E Hfg%(t — s)f(s,acs)dsHp

: p
8 ([ 27T )~ 105,00+ 75,00

0

t p

61 ( [ e e + Hf(s,O)H)ds>
P

6p—1E </t Mefr(tfs)(KfosHC —+ bf)ds)

p
12°~1E </ Me™ (= SKfochds) +12P71E (/ Me™"(= S)bfds)

—r(t—s)(p—1) r(i s)
12°-1E (Kf/ Me » e ||x3|cds>

t p
+12P7 1 MPY, < / e (t_s)ds>
? .
1271 P LY < / e—’“(t—8>ds>
0 t

1207t Mpptr L] / e " E| || [ ds + 1207 MPrPY.
0

Lot
/ e_r(t_s)EHxSH%ds—i—12p_1Mpr_pb?
0

En se servant du Lemme des hypotheses (Hy1) et (Hy4), et de I'inégalité de Holder, on

obtient

Hy(t)

IN

IN

IN

IN

IN

6P~ 'E

t 2/p
p—117p —rp(t—s) P
G ([ (e R late. ) ds)

t —2r(t—s)(p—1) —2r(t—s) 2/ p/2
6P~ 1MPC, </ e y e » (EHq(s,:cs)Hig) pds)
0

t _or(t—s)(p—1) £-1 t
6-LMPC, ( / e d5> < / e_r(t_s)EHq(s,xs)Hiods)
0 2 (5.19)

6 (p(p — 1)/2P(2r(p — 1) (p — 2) )2

t
x MP (/ “Tt=S)E||q(s, xs)ugods)
0 2

122" (p(p — 1)/2)P2(2r(p — 1)/ (p — 2))* 7P/

p

/0 At — s)q(s,xs)dw(s)

p/2

t
x MPLEY (

h

—S>E|\xs\|%ds)

12 (plp — 1)/2)7/2(2r(p — 1)/ (p — 2) P2 MP .

D’apres le Lemme [5.3.1} on a

Hs(t) = 6""'E

t p
/ Rt — 5)o(s)dBY(s)| < 67 Csup |lo(t)|[2,
0 t>0 Q@

En utilisant (Hy 3) et inégalité de Holder, on a

oo p/a
p—17rp . —rp(t—t =\[|P
Ho(t) < 607 [Sd; | > due W Elfaey)|
] O<tp<t
oo p/a
p—1arp . —r(t—t =\ ||P
< 67 MP ) d > dre T ()] (5.20)
= 0<trp<t
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Des inégalités ((5.17))-(5.20)), il découle que
Ellz@)IP < 6”*1M*H<PHZ£p€*”ij*lLTéEHth%
+ 1207 tymrplor Lk / e "UVE| |2y |Bds
0

+ 1227 (p(p — 1)/2)P2(2r(p — 1)/ (p — 2)) > P)/2

¢ (5.21)
xMPLE ( / e_r(t_s)EHZEst()jds)
0
too p/q
+ o6t [ > 7 dpe I Ela ()P + L
j=1 0<t)<t
Posons
a:=6""'M*,
b . @p—1lrp
b1 :=6 Lé’
by := 127" MPr P LR 1277 (p(p — 1)/2)P%(2r(p — 1)/ (p — 2))* P2 M7 LR,
+00 p/q
O := 6P~ P <Z dk) dy,.
k=1
A~ ~ +OO
De I’équation (/5.10)), on sait que A := ble)‘T—l—bz/r—i—Z(Sk < 1. Comme ¢ € cho((—T, 0];Y),
k=1
alors il existe K >0, N >0, €]0, r| telles que
N = (r—A) [K - T(fﬂm} )
- P o T -
allelly, < K, Ay :=bre +r—>\+;6k§1 et e <N.
Il résulte du Lemme que
El|lz(t)||P < Ne™™ + (1 — A)~L. (5.22)

Donc, d’apres la Définition = est un ensemble globalement attractif de la solution faible

du systéme (j5.1)).

SipeEi={pc PCgO(] —7,0];Y) : H(pHip < 7,7 > 0}, donc on peut réécrire la relation
(5.21)) sous la forme suivante :

Elle@®)|F < 6" My + 6" LLE||z[¢

t
L1yl /0 e T E 2| s

+120 (p(p — 1) /202 (2r (p — 1)/ (p — 2)* P2 (5.23)
t
x MPLP ( /0 e“H)EHxsugds)
oo p/q
+6P~ P Zaj Z dke_r(t_tk)EHx(t,;)Hp + 1.
J=1 0<trp<t
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Donc, du Lemme et (5.12), on a
Ellz(t)|[P < (1 — A)"HP My +1) = (1 — A)7L6P My + (1 — A) 7L
On conclut alors que Z; est un ensemble quasi-invariant de la solution faible du systéme ([5.1).

0

5.4 Stabilité p-exponentielle

Le théoréme suivant montre que la solution faible du systéme stochastique & retard (5.1)

est exponentiellement stable en moyenne d’ordre p > 2.

Théoréme 5.4.1. Supposons (H1)-(H2), (Hy1) - (Hys) avec by = by =0 et
/ ¢l (s)] 20 ds < oo (5.24)
0 Q
satisfaites, et que l’inégalité suivante :
A= PTNLE 4120 M TP LE 4127 (p(p — 1) /2)P2 (2r(p — 1)/ (p — 2)) 7P

“+oo p/q+1

X MPLP /v + 67~ ' MP (Z dk> <1 (5.25)
k=1

aussi est satisfaite. Alors, la solution faible du systéme stochastique a retard (5.1) est p-

exponentiellement stable pour tout (p > 2).

Preuve. De I’équation (j5.2)), on obtient

t

Ellzt)[[? = EllZ2(1)p(0) + G(0,9)] - G(t,¢) /%’(t—S)f(syxs)dS

/%’t—s) (s, z5)dw(s /%t—s dBQ()
£ Y B - et

0<trp<t

< 6P E||Z2(1)[p(0) + G0, )| + 6P E||G(t, ) ||P
t p
+6P~1E / RH(t—3)f(s,zs)ds
(5.26)
+6P~LE / R(t — s)q(s, zs)dw(s)
+6P~1E /%’t—s s)dB§ (s)
p
+6P~1E Z %(t—tk)fk(w(tk))
0<trp<t
6
= 6771) I
i=1
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t
Comme pour tout ¢ > 0, / Kt — s)a(s)ng (s) est une variable aléatoire gaussienne centrée
0

et en utilisant I'inégalité de Kahane-Khintchine, il existe une constante C), telle que

ol )

Choisissons un € > 0 suffisamment petit tel que (r —€)p > 2r et posons § := r —e > 0, d’apres

/%t—s s)dBY (s)

I'hypothese (Hy5) et du Lemme 2 de [28], nous déduisons que

2 o
EH fg%(t—s)a(s)ng(s)H < M2cy(2H — 1)2H-1 /0 e 2o (s)| |3, ds
< MZ2cy(2H —1)2H-1 / e*’“@*s)Ha(s)Hions
0

oo
< e M?cy(2H — 1)t2H—1e_rt/ eTSHU(s)HQLO ds
0 Q

(5.27)
Ainsi, I’équation (5.24) nous assure l'existence d’une constante positive K telle que
oo
M?cy(2H — 1)t2Hle”/ e”\|a(s)|\%%ds <K pourtout ¢>0.
0
Donc,
5 < C,KP/ 2. (5.28)

Notons que by = 0, by = 0. En remplacant les équations (5.17) — (5.21)) et (5.28) dans

I’équation ([5.26]), on a

Ellz@)|lP < 67 (M*|[glf}, + CpKP/?)e™" + 67~ LLE| |||
t
+120 7 Mt oP R /0 e TUIE| |2y B ds

+1207 (p(p — 1)/2)P/%(2r(p — 1)/ (p — 2))*7P)/2

¢ (5.29)
x MPLE ( / e’““s)EHxSH%ds)
0
oo p/q
6P IMP S a | Y dee TERE ()P
j=1 0<t) <t
Posons
a = 6" (M*[||[}, + CLKP?),
b @p—lrp
by = 6"""L,
by := 127" MPr P LR 4127 (p(p — 1)/2)P%(2r(p — 1) /(p — 2))* PP M LR,
+oo p/a
5k = 6p71Mp (Z dk) dk'
k=1
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+00
De 'équation ([5.10)), on sait que, A := 616)‘7+62/T+Z(§]€ < 1. Comme ¢ € PC’;O(] -7,0];Y),
k=1
il existe K >0, N >0, A €]0, r| telles que
A p % A7 /\T AT |: ] ~
angHLPSK, Ay = bie 7’— +Z(5k<1 et l;e)”' < N.

En combinant (5.25)), (5.29) avec le Lemme on voit alors, par la Définition [5.2.2] qu’il

existe des constantes positives N et A telles que
Ellz(t)|]P < Ne ™™, t > 0.

Ce qui complete la preuve.

5.5 Exemple

Dans cette partie du chapitre, nous donnons un exemple qui illustre nos résultats théoriques
trouvés dans la section précédente. Pour cela, nous considérons I’équation intégrodifférentielle

stochastique de type neutre a retard fini, r1, 79, et r3(r > r; > 0, i = 1,2,3) suivant :

0 2 0
d [z(t,f) +a3/ 2(t + u, §)du} = (;92 [z(t £) —i—ag/ z(t—i—u,f)du] dt
+[/tb(t— )_53 / o, &)duld :3 Dt e)dut }dt
; )5, 51 (s 4+ u,&)dulds + o le u, &)du + vy

+(agz(t — 19, &) + va)dw(t) + o(t +u, £)dBS (1), 0 <z <m,t>0,t # 1y,
Ax(ty) = In(z(ty,) = Ba(ty), t=ti k=12,

z(t) = p(t) € PCE@0 (] — ,0]; L%[0, 71]), z(t,0) = z(t,m) = 0,7 <0,

(5.30)
ouv; >0,i=1,2,3 sont des constantes et b: RT — R.
Posons Y = L?[0, 7] muni de la norme |.| et e,(z) := \/2/7sin(nz),n = 1,2,... les éléments
d’une base orthonormale complete dans Y.
Soit X =R, @ =1, A1 =1, \, =0, n > 1et (2 .%,P,{%}i>0), un espace probabilisé
filtré complet dans lequel est défini le mouvement Brownien fractionnaire et posons pour
t e [-r0], F = F.
Définissons A : D(A) CY — Y par A = 9%/02?%, de domaine D(A) = H?[0,7] N H}[0, 7).
Alors,

oo
Av = —ZnQ < v, en >en, vE DA,

n=1

oue, n=1223---,sont des vecteurs propres de A.

I1 est bien connu que A est un générateur infinitésimal d’un cg- semi-groupe {S(¢),t > 0}
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dans Y.
Soit I": D(A) C Y — Y un opérateur défini par I'(t)v = b(t) Av pour tout t > 0 et v € D(A).

Si on pose
x(t) =z(t,.), t>0 (5.31)
o(t) = zo(t,.) t € [—r0],
alors, de I’équation , on a
0
d [az(t)(ﬁ) + as / z(t + u)(f)du] = 2 [x(t)(g) +ag [° 2t +u)(€)dul dt

o / 0 2 (t + u)(€)du]ds
ton / 0 2t +u)(€)du + vl] dt
(a2 (t — r2)(§) + v2)dw(?)
+o(t+u)(§)dBg (t).

Ce qui implique que

d[:c(t)+a3/0 x(tJru)du] - A[x(t)+a3/0 x(t+u)du] dt

-3 -3

+ [/t Y(t —s)[z(t) + as /0 x(t + w)dulds
0 —r3

+ o ffn x(t +u)du + vl} dt

+(agx(t — 7o) + vo)dw(t) + o(t + u)ng(t)
Donc, I’équation (5.30)) prend la forme abstraite de 1’équation .
Supposons que b est borné et uniformément continu sur R*. De plus, si b est borné et de
classe C'! telle que la fonction ¥’ est uniformément continue et bornée, alors les conditions
(H1) et (H2) sont satisfaites, et donc d’apreés le Théoréme [1.5.7] le systéme stochastique &
retard admet un opérateur résolvant (Z(t)):>o dans Y.
En utilisant le Lemme 5.2 [36], soit > ¢ > 1 et b(t) < éexp (—p), pour tout ¢t > 0, donc,
I'opérateur résolvant décroit exponentiellement vers zéro. Spécifiquement ||Z(t)|| < exp(—at)
ona=1-1/6.
Maintenant, définissons

0 0
é’(t,xt):ag/ z(t + u)du, f(t,mt):oq/ x(t +u)du + vy,

-3 -1

et

q(t,xy) = aox(t — rg) + va.

Par suite, on a :

0
1G(t,20) — Gty < as / Iz — ylledu < asrsl|z — yll

—7r3
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avec
Lé — Q3rs3.
et
0 0
£ 20) — F(t )l = al/ 7 — ylledu| < al/ zallodu < o]z — yllo
- —r1
avec
Kf = 11 et bf > V1,
la(t, ze) — q(t, ye)ll g < aollr —yllo
avec

Ky=ay et bg>wvs.

Donc, on peut avoir :

Posons p = 2, alors, on a :

+00 2
A = Mé+mM%4@+lmﬁﬁﬁ+Mﬁ<zﬁa <1
k=1
12a%r%4_12o§ +_6U§W4
4 2 36
1207 1203
4 w2

= [\07

IN

604%7’32, +

o~

+6C sup||a(®)||% .
uplo()7

Par conséquent, d’apres le Théoréme Pensemble = = {p € PCZ (] —7,0], Y)/[|¢l[}, <
(1- A)*lf} est globalement attractif pour la solution faible du systéeme (5.30) pourvu que
[\0 < 1.

De plus, si v1 = v9 = 0 et Ay < 1, alors d’apres le Théoréme la solution faible du

systeme ((5.30)) est exponentiellement stable en moyenne quadratique.
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Conclusion et Perspectives

Ce chapitre conclut la these en donnant un bilan du travail effectué et les perspectives
envisageables au terme de cette recherche. Nous rappelons, tout d’abord, les principaux
modeles étudiés et les différents résultats obtenus. Ces modeles sont plus réalistes compte
tenue du fait qu’ils prennent en compte les aléas de la vie courante. Les outils utilisés (la
théorie du point fixe et la théorie de 'opérateur résolvant) permettent d’affaiblir la plupart

des conditions qui existaient.

Conclusion

Tout au long de ce travail, nous n’avons étudié les aspects qualitatifs et quantitatifs
des équations intégrodifférentielles déterministes et stochastiques. Dans le cas déterministe,
nous avons, en utilisant la mesure de non compacité, établi un certains nombres de résultats
d’existences de solutions faibles d’une classe d’équations intégrodifférentielles impulsive &
condition non locale.

Dans le cas stochastique, nous n’avons étudié trois (03) différentes classes d’équations. La
premiere classe concerne I’équations intégrodifférentielles stochastiques avec condition non
locale. Pour ce systéme, un avons établi un certain nombre de résultats d’existence, d’unicité
de solutions faibles. Les deux derniéres classes ont traité les équations intégrodifférentielles
stochastique impulsives de type neutre a retard fini I'un et a retard infini I’autre. Pour ces
classes d’équations nous avons étudié ’existence, 'unicité d’une part et 'attractivité, la
quasi-invariance d’autre. part. Nous avons aussi établi les inégalités intégrales-impulsives pour
établir les résultats de stabilité pour ces deux classes d’équations.

Pour parvenir ces résultats, nous avons principalement utilisé la théorie de I'opérateur résolvant
au sens de Grimmer [50]. Cette théorie joue, pour les équations intégrodifférentielles, le rdle de
Cp-semi-groupe pour les équations différentielles. Nous avons aussi utilisé les théories d’analyse
fonctionnelle, d’analyse stochastique, de la mesure de non compacité, du théoréme du point
fixe, etc.

Pour chaque classe d’équations étudiées, nous avons fourni un exemple illustratif. Ces travaux

généralisent les travaux existants sur les équations différentielles tout en affaiblissant les
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conditions sur l'existence, 'unicité, la stabilité, etc.

Perspectives

Les themes traités dans cette these sont d’une tres grande utilité, notamment 1’existence et
I'unicité de solutions faibles, la stabilité exponentielle des systemes impulsifs et stochastiques,
la notion d’ensemble globalement attractif et quasi-invariant des solutions, la notion de
condition non locale, les équations intégrodifférentielles a retard. Compte tenu des applications
dans divers domaines tels que la physique, mathématiques financieres, mécaniques, etc., le
domaine des équations différentielles stochastiques est en plein essor, et 'amélioration des
nouvelles méthodes de calculs stochastiques pour ’analyse d’un processus l’est tout autant. En
perspective, dans le court terme, nous comptons améliorer nos résultats de la fagon suivante :

e Tout au long du chapitre [2, nous n’avons traité qu’une classe d’équations intégrodifféren-
tielles déterministes. Nous pensons étendre notre étude au cas ou le systeme considéré
serait perturbé par une fonction aléatoire.

e Dans le chapitre |3, pour prouver I'existence et 'unicité des solutions faibles, nous avons
supposé que les conditions et sont satisfaites respectivement. Ces conditions
sont un peu fortes, et les travaux futurs consisteraient a affaiblir ces conditions. Une
autre tache importante pour ce chapitre consistera a ajouter les impulsions, le retard,
et formuler une technique pour étudier 'existence de cette nouvelle classe d’équations.

e Dans I'étude du chapitre [ et [5] nous avons considéré une équation intégrodifférentielle
impulsive a retard constant fini et infini respectivement, nous pensons étudier les
aspects qualitatifs et quantitatifs des équations intégrodifférentielles a retard variant et
dépendant de I’état du systeme.

Dans tous les chapitres, nous avons supposé que 'opérateur A est indépendant du temps, ce
qui nous a permis de faire appel a la famille des opérateurs résolvants introduits par Grimmer
[50]. Dans les travaux a venir, nous pensons supposer que A dépend du temps t et utiliser
les propriétés des opérateurs d’évolution pour étudier les aspects qualitatifs et quantitatifs
dans son ensemble. Tout au long de cette these, les parties stochastiques sont dirigées par le
mBf et/ ou le processus de Wiener et, par conséquent, nous pensons aussi utiliser d’autres
processus comme le processus de Rosenblatt, le processus de Levy, le processus de Poissons
etc.

Les problémes qui nous intéressent et que nous pensons aborder a l’avenir, sont les
probléemes d’inclusions intégrodifférentielles. Les inclusions différentielles représentent une
généralisation des équations différentielles ot ’'on remplace le champ de vecteurs par une

application multivaluée, c’est-a-dire une application dont les valeurs sont des sous-ensembles.
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La solution donnée par les inclusions différentielles est le «domaine atteignable» au lieu d’une
seule trajectoire. L’existence de solution dépend, comme pour les EDO, de la régularité de
la fonction multivaluée, mais aussi des propriétés de ses valeurs (compacité, convexité). Une

inclusion intégrodifférentielle se présente sous la forme suivante :
t
dx € Axdt —l—/ I(t —s)x(s)ds + C(t,z)dt, t € J,
0

ou C est une application multivoque appropriée I' un opérateur linéaire fermé.
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