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Résumé

Les pavages du plan discret expriment les conséquences de contraintes géomé-
triques simples. Ils sont définis par les agencements de couleurs qu’il est possible de
former localement. Les pavages forment ainsi des coloriages du plan discret respec-
tant un ensemble fini de contraintes locales. Malgré la simplicité de cette définition, les
objets obtenus peuvent étre complexes : ’existence méme de pavages sous un jeu de
contraintes donné est indécidable.

Dans cette theése nous nous intéressons a I’ensemble des pavages valides pour des
contraintes données ; nous étudions la structure de cet ensemble tout autant que celle
des pavages eux-mémes. Nous prouvons que les ensembles de pavages ne peuvent
avoir que trois types de cardinalité : finie, dénombrable ou la cardinalité du continu. En
étudiant différentes facons de structurer un ensemble de pavages, nous caractérisons
chacune des trois cardinalités possibles par la structure des pavages obtenus. Les plus
simples sont les ensembles de pavages finis : nous prouvons que ce sont ceux qui ne
contiennent que des pavages périodiques. Les ensembles de pavages dénombrables,
grice a leur cardinalité intermédiaire, ont de nombreuses propriétés : nous les utilisons
pour en exhiber les pavages typiques. Enfin, nous caractérisons les facons d’obtenir un
nombre indénombrable de pavages.

Par la suite, nous étendons cette étude au cas ou les contraintes ne sont plus vé-
rifiées partout : nous considérons des pavages ol nous autorisons, en une faible pro-
portion de points, a ne pas respecter les contraintes. Nous montrons que, en présence
d’erreurs, certains types de contraintes n’autorisent que des objets proches de pavages
sans erreur, exhibant ainsi une certaine forme de stabilité. En revanche, d’autres types
de contraintes, pour lesquelles nous avons exhibé certains pavages ayant une structure
particuliere, peuvent faire apparaitre des objets plus éloignés lorsque nous introduisons
des erreurs.

Enfin, nous faisons un retour sur les aspects logiques des pavages, vus comme des
modeles de théories logiques. En codant les contraintes de pavages par des formules
du premier ordre nous obtenons des correspondances entre la structure des pavages et
des propriétés de la théorie. Cette approche nous ouvre de nouveaux horizons : 1’axio-
matisation du plan discret repose sur une présentation du groupe qui le caractérise.
Nous étudions donc les généralisations possibles de nos résultats structurels au cas des
pavages sur des groupes de présentation finie.
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Introduction

Les pavages sont un moyen simple et visuel d’exprimer des contraintes géomé-
triques. Les regles se rapprochent tres fortement de celles d’un jeu que nous connais-
sons tous : un puzzle. Les pieces d’un puzzle sont des pieces carrées avec des excrois-
sances et des creux sur leurs bords ; la forme des bords impose la facon d’agencer les
pieces les unes a coté des autres. Les pieces d’un puzzle ont, de plus, un motif sur une
des faces pour qu’une fois le puzzle complété, c’est-a-dire lorsque nous avons agencé
correctement toutes les pieces, on obtienne un dessin. Cette vision naive des pavages
comme de simples puzzles peut nous amener a penser que le sujet ne va pas étre bien
difficile : il est courant de trouver dans le commerce des puzzles avec quelques milliers
de pieces et pourtant ils ne sont pas difficiles a résoudre. En réalité, le motif dessiné sur
chacune des pieces d’un puzzle aide grandement a sa résolution : le jeu devient beau-
coup plus difficile lorsque I’on tente de le résoudre en regardant les pieces seulement
sur la face non dessinée. Le cas général peut €tre encore plus complexe : un exemple qui
illustre bien cette complexité est Eternity Il [Ete]. La société éditant Eternity II offre
deux millions de dollars au premier qui résoudra ce puzzle de seulement 256 pieces !

Historiquement, les pavages ont été formalisés par Hao Wang [Wan60, Wan61]
dans le but d’étudier la décidabilité de certaines classes de formules logiques. Le mo-
dele de Wang s’exprime de maniere simple : on considere des pavés carrés, tous de
méme taille, avec des bords colorés appelés tuiles de Wang. Nous considérons un
nombre fini de carrés de ce type, que nous appelons jeu de tuiles. Deux tuiles de Wang
peuvent étre mises cote a cote si les couleurs sur leurs cotés adjacents correspondent.
Nous avons une infinité de tuiles de chaque type. Nous n’avons pas le droit de faire de
symétrie ni de rotation sur les tuiles : les contraintes d’adjacence étant symétriques et
puisque nous avons une infinité de tuiles de chaque type, il est aisé de construire un
motif que I’on peut répéter périodiquement en considérant des rotations et symétries
de ces tuiles.

Le modele des tuiles de Wang se rapproche beaucoup des puzzles : les excroissances
et les creux sur les bords des picces d’un puzzle correspondent aux couleurs sur les
coOtés des tuiles de Wang. En général nous n’effectuons pas de symétrie sur les pieces
d’un puzzle : ceci reviendrait a poser une piece face cachée. Nous pouvons facilement
empécher les rotations : si I’on ne met que des excroissances sur les faces du haut
et de droite et que des creux sur les faces du bas et de gauche, il devient impossible
d’assembler les pieces en faisant des rotations. La différence majeure entre une tuile de
Wang et une piece de puzzle est que nous avons autant de tuiles de Wang d’un certain
type que nous le désirons.

vii



viii

Bien que le modele soit 1égerement différent, nous pouvons étre convaincus que
résoudre Eternity II n’est pas aussi simple que cela en a I’air en étudiant les pa-
vages finis par des tuiles de Wang. Les pavages finis ont suscité un grand intérét en
théorie de la complexité : Leonid A. Levin s’en sert pour exhiber un probleme NP-
complet en moyenne [Lev86], Peter van Emde Boas 1’utilise comme probleme NP-
complet de base [VEB97], ou encore récemment dans le but d’obtenir des fonctions
one-way [KNOS].

Le passage a I’infini entraine un saut de complexité. Wang conjecturait [Wan61]
dans les années soixante qu’il était possible de trouver un algorithme qui, a partir d’un
jeu de tuiles, décide s’il est possible de trouver un agencement correct de ces tuiles
remplissant le plan discret. Ce probleme de décision est appelé dans la littérature le
domino problem. Ce probleme provenait du monde de la logique : I’'indécidabilité du
domino problem entraine I’'indécidabilité de la satisfiabilité d’une certaine classe de for-
mules logiques [Wan61, BGG97]. La décidabilité de cette classe de formules était un
probleme ouvert a I’époque. Pendant que R. Berger, un étudiant de Wang, s’attelait au
domino problem en général, Kahr, Moore et Wang montraient, en 1962, I’'indécidabilité
d’une version plus faible du domino problem qui suffisait pour obtenir 1’indécidabilité
de la classe de formules voulue [KMW62]. Quelques années plus tard, Berger mon-
trait I’indécidabilité du domino problem [Ber66, Ber64]. Berger avait construit un jeu
de tuiles apériodique (c’est-a-dire qui pave le plan mais pour lequel il n’existe pas de
pavage périodique) et encodait le diagramme espace-temps d’une machine de Turing
a I'intérieur de tout pavage. Par la suite, de nombreuses améliorations et simplifica-
tions plus ou moins proches de cette construction ont été apportées [Rob71, O1108].
Des constructions rajoutent des contraintes au jeu de tuiles, restreignant ainsi le do-
mino problem a une classe moins large de jeux de tuiles; ces constructions permettent
d’obtenir des résultats d’indécidabilité pour les automates cellulaires [MR98, Kar92].
D’autres constructions, modifiant légeérement la construction de Berger, améliorent la
réduction pour obtenir des résultats d’inséparabilité récursive pour certaines classes
de jeux de tuiles [GK72] que I’on peut transférer a 1’étude de classes de formules lo-
giques [BGGY7]. Encore d’autres constructions permettent d’obtenir des pavages com-
plexes [DLSO1, DLSO8] ou avec peu de régularité [CD04]. Enfin, des constructions
bien plus éloignées de celle de Berger permettent d’obtenir des résultats d’indécidabi-
lité pour des structures autres que 72 [CK97, Cul96, Kar96, Kar08] ou de continuer le
travail original de Wang sur certaines classes de formules [AL74].

Méme si 1’étude des pavages finis ou infinis ont a priori des applications et des
problématiques dans des domaines différents (théorie de la complexité pour les pre-
miers contre théorie de la calculabilité pour les seconds), ils sont pourtant tres liés via
un théoréme de compacité sur lequel nous revenons formellement au Chapitre 3. Si
I’on peut construire des pavages finis arbitrairement grands respectant les contraintes
imposées par un jeu de tuiles alors il existe un agencement de ces tuiles remplissant le
plan entier tout en respectant ces contraintes. C’est ce résultat qui motiva la conjecture
que le domino problem était décidable [Wan61] : si I’on ne pave pas le plan alors il
existe une partie finie impossible a paver. L’algorithme de décision proposé, basé sur
la conjecture fausse que tout jeu de tuiles pavant le plan peut le paver périodiquement
est le suivant : on cherche a paver des carrés finis de plus en plus grands jusqu’a, soit
ne plus pouvoir paver et dans ce cas le jeu de tuiles ne pave pas le plan, soit pouvoir
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répéter périodiquement le pavage fini obtenu. Dans sa preuve d’indécidabilité, Berger
commence par construire un jeu de tuiles n’admettant aucun pavage périodique.

De nos jours, nous connaissons de nombreuses méthodes pour construire des jeux
de tuiles apériodiques [DLS05, O1108, Rob71, CK97, GS86, Knu97]. L’existence de
jeux de tuiles apériodiques signifie que le pavage le plus régulier d’un jeu de tuiles
qui pave le plan ne sera pas forcément périodique : la périodicité n’est pas la propriété
de régularité intrinséque a un jeu de tuiles qui pave le plan. En revanche, a la fin des
années quatre-vingt dix Bruno Durand montra que tout jeu de tuiles qui pave le plan
admet un pavage quasi-périodique [Dur99]. Cette notion de quasi-périodicité peut étre
définie de plusieurs facons différentes que nous verrons au cours de ce manuscrit, la
plus visuelle étant celle-ci : un pavage est quasi-périodique si tout motif apparaissant
dans ce pavage peut étre trouvé dans n’importe quelle partie suffisamment grande de ce
pavage (Section 1.6). La taille de la fenétre a regarder pour trouver un motif peut étre
vue comme une mesure du degré de quasi-périodicité d’un pavage et par conséquent
une mesure de sa régularité (ou inversement de sa complexité). Malgré la simplicité des
contraintes imposées par les pavages, il est possible de construire des jeux de tuiles pour
lesquels tous les pavages quasi-périodiques ont une telle mesure non récursive [CD04].
En d’autres termes, méme si tout jeu de tuiles pavant le plan admet un pavage avec une
certaine régularité, cette régularité n’est pas récursivement observable.

Nous pouvons définir d’autres mesures de complexité pour les pavages. Une me-
sure tres grossiere consiste a regarder la cardinalité de 1’ensemble de tous les pavages
possibles. Nous étudions en détails les différentes cardinalités possibles d’un ensemble
de pavages au Chapitre 4 : cette partition simple induit des propriétés sur la structure
possible des pavages. Un peu plus finement, en dynamique symbolique on aime bien
regarder la proportion de motifs apparaissant dans des pavages par rapport au nombre
total de motifs possibles, ce qui permet de définir une notion d’entropie [LM95]. Ré-
cemment, M. Hochman et T. Meyerovitch ont méme réussi a caractériser 1’entropie des
ensembles de pavages : cette entropie est celle des réels récursivement approximables
par le haut [HM10]. Enfin, une notion tres forte de complexité consiste a considérer la
complexité de Kolmogorov des motifs apparaissant dans un pavage : un pavage com-
plexe dans ce sens ne peut pas étre décrit de maniere simple. Encore une fois, il est
possible de construire des jeux de tuiles dont tous les motifs apparaissant dans un pa-
vage ont une complexité de Kolmogorov maximale [DLSO1].

La Partie I de ce manuscrit est tres largement dédiée a 1’étude de la complexité
des pavages. Pour ce faire nous utilisons des méthodes topologiques tirées du monde
de la dynamique symbolique et décrites au Chapitre 3 ainsi que des méthodes plus
combinatoires, définies au Chapitre 2, qui consistent a étudier les motifs apparaissant
dans un pavage. Le couplage de ces deux points de vue, dont nous verrons qu’ils ne sont
pas si éloignés, nous permet au Chapitre 4 de caractériser la cardinalité de I’ensemble
des pavages valides d’un jeu de tuiles par I’existence de certains types de pavages.

Les liens entre les pavages du plan (ou une définition plus générale : les sous-shifts,
voir Section 3.2), qui sont des objets statiques, avec le monde de la dynamique symbo-
lique peuvent sembler un peu flous pour I’instant. L’idée générale est qu’on étudie la
dynamique du décalage (ce qui revient a translater toutes les tuiles d’un pavage) dans
un ensemble de pavages. On peut se convaincre que la dynamique du décalage permet
de capturer celle de certains systemes dynamiques par un exemple simple : considérons



le systeme dynamique x — 2z mod 1; si ’on consideére un mot infini étant I’écriture
binaire d’un réel, 1’application de cette fonction revient a effacer le premier bit et a
décaler les autres bits vers la gauche. La dynamique du décalage sur I’ensemble des
mots binaires infinis capture ainsi celle de ce systeme dynamique réel. En regle géné-
rale le domaine de la dynamique symbolique s’intéresse a des mots infinis, c’est-a-dire
des pavages d’une demi-droite discrete [Hed69, GHS5, LM95]. Cependant, ce forma-
lisme et les résultats de ce domaine peuvent étre facilement étendus au cas du plan
discret [Lin04]. L’étude faite au Chapitre 3 des pavages sous un point de vue topolo-
gique est tres fortement inspirée des méthodes de dynamique symbolique.

Nous avons déja évoqué le fait que les pavages du plan ont été introduits dans le
but de modéliser certaines classes de formules logiques [Wan61]. Nous faisons un re-
tour sur les aspects logiques des pavages a la Partie II de ce manuscrit. Nous montrons
comment coder et axiomatiser les pavages du plan en logique du premier ordre. Ce
codage nous permet de caractériser des propriétés structurelles des jeux de tuiles et des
pavages par des propriétés de la théorie que nous obtenons apres ce codage. Deux pa-
vages contiennent les mémes motifs si et seulement si leur théorie du premier ordre est
égale. Un jeu de tuiles admet un pavage périodique si et seulement si il existe un modele
fini de son axiomatisation. La théorie d’un jeu de tuiles est complete si et seulement si
le sous-shift qu’il définit est minimal. Dans la plupart des cas, ces équivalences néces-
sitent des résultats structurels sur les pavages que nous montrons a la Partie I. Un point
remarquable dans la facon dont nous axiomatisons les pavages du plan est que nous
avons seulement besoin d’axiomatiser une présentation du groupe Z?2 : c’est de cette
facon dont B. Poizat codait les pavages du plan en logique du premier ordre [Poi82].
Nous pouvons ainsi nous demander quels sont les résultats structurels qui se généra-
lisent au cas des groupes de présentation finie, i.e., lorsque nous n’essayons plus de
paver le plan discret mais le graphe de Cayley d’un tel groupe. Nous faisons une telle
étude au Chapitre 5; les résultats topologiques se généralisent facilement, d’autres ré-
sultats qui font intervenir la structure de Z? peuvent aussi étre généralisés en adaptant
la démonstration et enfin certains résultats ne peuvent pas étre généralisés et doivent
étre reformulés pour étre valides dans le cas de groupes quelconques. Des avancées
récentes exhibant de forts liens entre la décidabilité de la théorie monadique du second
ordre du graphe de Cayley d’un groupe et la structure du groupe [KL05, MS83] (voir
la Section 7.3) ainsi que des liens entre la théorie monadique du second ordre d’un
jeu de tuiles et la structure du sous-shift qu’il définit [JTO9] nous permettent d’espérer
pouvoir un jour caractériser efficacement les classes de groupes pour lesquels le do-
mino problem est décidable. Nous rappelons que, sur Z ce probléme est décidable (ceci
revient  trouver un cycle dans un graphe) alors que sur Z2 il ne I’est pas [Ber66].

En informatique théorique, les pavages sont un outil puissant depuis que Berger a
montré que 1’on pouvait encoder du calcul dans des pavages [Ber66]. Dans d’autres
domaines les pavages servent plus de modele que d’objet d’étude. Un de ces domaines
est bien sir la cristallographie : jusqu’a la découverte des quasi-cristaux au début des
années quatre-vingt [SBGC84, INF85], on ne connaissait que des cristaux ayant une
structure périodique ; les quasi-cristaux ne sont pas périodiques mais quasi-périodiques
et I’existence de pavages apériodiques constitue une explication de ce phénomene.
Charles Radin propose un modele cristallographique par des pavages ou il est possible
de ne pas respecter les contraintes imposées par le jeu de tuiles. Intuitivement, on as-
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socie aux contraintes une notion d’énergie (une contrainte non respectée nécessite plus
d’énergie qu’une contrainte respectée) et on considere les structures minimisant I’éner-
gie [Rad85, Rad92]. La partie III de ce manuscrit est dédiée a 1’étude de pavages dans
lesquels nous autorisons certaines contraintes a ne pas €tre respectées. Nous proposons
un modele formel, différent de celui de C. Radin, de ce qu’est un pavage avec erreurs.
Nous montrons que dans le cas ou il n’existe que des pavages périodiques, tout pavage
dont les erreurs sont distribuées avec une faible probabilité est proche d’un pavage sans
erreur. De plus, nous proposons un procédé local permettant de se ramener a un pavage
sans erreur. Pour le cas ou il n’existe qu’une infinité dénombrable de pavages, nous
montrons que certaines erreurs ont des conséquences sur une infinité de points et donc
qu’aucun procédé local ne peut corriger ces erreurs. Enfin, nous montrons qu’il ne peut
pas exister d’algorithme décidant si, pour un jeu de tuiles, les pavages avec erreurs
seront proches de pavages sans erreurs.

La Partie I de ce manuscrit décrit les pavages et présente les résultats que nous
avons obtenus. Nous présentons les différents modeles et résultats classiques au Cha-
pitre 1, nous introduisons un pré-ordre sur les pavages et étudions ses propriétés au
Chapitre 2, nous définissons et étudions la topologie des ensembles de pavages au
Chapitre 3. Au Chapitre 4, nous combinons les méthodes développées aux chapitres 2
et 3 pour étudier de maniere fine la structure des pavages obtenus pour les différentes
cardinalités possibles d’un ensemble de pavages. Enfin, le Chapitre 5 constitue une gé-
néralisation de nos résultats au cas des pavages sur des groupes finiment engendrés. La
Partie II fait un retour sur les propriétés logiques des pavages : nous expliquons com-
ment coder un jeu de tuiles en une théorie logique au Chapitre 6. Grace aux résultats
obtenus a la Partie I, nous transférons des propriétés du jeu de tuiles a la théorie le
codant au Chapitre 7. La Partie III de ce manuscrit est consacrée a 1’étude des pavages
dans le cas ol nous autorisons une faible proportion d’erreurs. Les résultats de la Par-
tie I nous permettent d’étudier ce cas : les ensembles de pavages finis sont toujours
robustes a une faible proportion d’erreurs alors que les ensembles de pavages infinis
dénombrables contiennent des pavages qui ne peuvent pas étre corrigés localement
lorsque nous autorisons des erreurs.
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Chapitre 1

Définitions et résultats
classiques

La premiere formalisation des pavages tels que nous les connaissons aujourd’hui
est due a Hao Wang [Wan61]. Ce formalisme reste encore aujourd’hui le plus utilisé
dans la littérature. Nous le présentons a la Section 1.3. D’autres formalismes, moins
connus ou provenant d’autres domaines tels que la dynamique symbolique, existent et
sont présentés dans ce chapitre aux Sections 1.4 et 1.5. Ils seront souvent plus faciles a
manipuler dans notre cadre.

Tous ces formalismes peuvent étre regroupés sous la méme idée : on colorie le plan
discret Z?2 par des couleurs prises dans un ensemble fini ; nous appelons ces coloriages
de Z2 des configurations. La Section 1.1 décrit et fixe les notations communes. Ensuite
nous imposons des contraintes sur la facon d’agencer ces couleurs. Les Sections 1.3,
1.4 et 1.5 présentent les différentes facons d’exprimer ces contraintes. Nous montrons
aussi les équivalences entre ces différents modeles. De fagon générale, nous appelons
pavage un agencement des couleurs respectant des contraintes données.

L’idée essentielle des pavages est que ces contraintes peuvent étre décrites de ma-
niere finie. La définition que nous utiliserons le plus souvent est celle qui interdit a
certains motifs d’apparaitre dans une configuration (Section 1.4). Un motif peut étre
vu comme un coloriage d’une partie finie de Z2, ce qui les rend faciles a décrire. A la
Section 1.2 nous définissons formellement ce que sont les motifs ainsi que les opéra-
tions utilisées au cours de ce manuscrit.

Parmi tous les agencements de couleurs possibles sur le plan, certains sont plus
structurés que d’autres. Dans ce chapitre nous présentons deux types de structure pour
les configurations : la périodicité et la quasi-périodicité (Section 1.6). Une question im-
portante sera de déterminer si des configurations avec de telles propriétés structurelles
existent.

Nous pouvons ensuite nous poser la question de 1’existence de pavages avec de
telles régularités. Nous montrons a la Section 1.7 qu’il n’existe pas forcément de pa-
vage périodique respectant un ensemble de contraintes alors qu’il existe des pavages va-
lides pour ces mé€mes contraintes. Certains de ces jeux de tuiles constituent les briques
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de base a la preuve d’indécidabilité du domino problem : déterminer algorithmique-
ment s’il existe un agencement des couleurs respectant un ensemble de contraintes.

1.1 Les configurations

Bien que I’on puisse trouver dans la littérature différentes fagons de formaliser les
pavages, les différences entre ces modeles sont dans la facon d’exprimer les contraintes.
Ces formalisations peuvent ainsi toutes étre regroupées dans un cadre unifié a partir
duquel nous rajouterons des contraintes pour obtenir les divers modeles. Dans cette
section, nous présentons les définitions et notations communes a tous les modeles pré-
sentés et étudiés au cours de ce manuscrit.

Nous cherchons a paver le plan Z?2 par un ensemble fini de couleurs Q : on consi-
dere chaque cellule du plan comme une case a colorier tel que représenté sur la Fi-
gure 1.1.

Définition 1.1 (Configurations). Une configuration est une application de 7.2 dans un

ensemble fini Q, i.e., un élément de QZ2.

FIGURE 1.1 — Exemple de configuration

Comme nous voulons modéliser des contraintes géométriques locales, la position
relative des cellules (comme par exemple, une cellule bleue est toujours a coté d’une
cellule rouge) est plus importante que leur position absolue (par exemple, la cellule
en (0,0) est bleue). Naturellement interviennent les décalages (shifts en anglais) ou
translations :

Définition 1.2 (Translation). Pour z € Z2 et une configuration c € QZ2, on définit le
translaté par z de ¢ : 0,(c) : © — c(x — 2).

Intuitivement, appliquer o, a une configuration c revient a déplacer 1’origine du
plan en v. On remarque que nous n’avons pas représenté la position de 1’origine sur
la Figure 1.1 : cette omission est volontaire. En effet, toutes les propriétés que nous
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étudions ne prétent pas d’importance a la position de 1’origine. Méme si deux confi-
gurations égales modulo un décalage peuvent étre différentes, elles seront, informelle-
ment, les mémes. Il devient alors naturel de définir et de s’intéresser essentiellement
aux ensembles invariants par translation :

2 oys . . 2 ..
Définition 1.3 (Invariance par translation). Un sous-ensemble S de Q% est dit in-
variant par translation si, pour tout v € 72, I'application de o, le laisse invariant,
c’est-a-dire : pour tout élément c de S et pour tout v € 72, o,(c) est aussi dans S.

Pour pouvoir nous repérer plus facilement dans le plan, nous pouvons définir une
norme sur Z?2 qui correspond 2 la norme 1, ou norme de Manhattan, héritée de R? vu
comme R—espace vectoriel : ||(z,y)||zz = |z| + |y|. Pour simplifier les notations,
nous noterons ||.||z= comme ||.||. Etant donné que pour des R—espaces vectoriels de
dimension finie toutes les normes sont équivalentes, la norme choisie n’a que peu d’im-
portance. Le choix de la norme influence essentiellement les représentations, ainsi nous
la fixons ici une fois pour toutes pour le reste du manuscrit tout en gardant a 1’esprit
que les résultats ne dépendent pas de la norme choisie.

Cette norme induit une distance et permet de définir la notion de boule sur Z2. Pour
un point & de Z2, 1a boule de centre x et de rayon r est I’ensemble des points 2 distance
inférieure a r de w, i.e., B(z,7) = {y € Z2,||z — y|| < r}. Pour un sous-ensemble
E de Z2, nous notons B(E,r) 'union des boules de rayon r centrées en un point de
E, i.e., I’ensemble | J, g B(z, 7). Un exemple de cette norme et des boules engendrées
est donné sur la Figure 1.2.

B(A,2)
A
3700
1
A
6 \
I
|4~ B|| =13
Bl =7

FIGURE 1.2 — Norme et boules sur Z2
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1.2 Motifs et relations entre motifs

Une notion qui est fondamentale tout au long de ce manuscrit est celle de motif;
les configurations ne peuvent pas forcément étre décrites de maniere simple car ce sont
des objets infinis. Les motifs, que nous voyons comme des coloriages de parties finies
de Z2 tels que représentés sur la Figure 1.3, sont les objets de base qui nous servent 2
exprimer des contraintes géométriques :

Définition 1.4 (Motif). Un motif P est une application d’un sous-ensemble fini de 7.2
dans Q. Nous noterons Dp son domaine de définition.

FIGURE 1.3 — Exemple de motifs sur Z?2

La notion d’apparition d’un motif dans une configuration est tout aussi fondamen-
tale; tout comme les configurations, les motifs ne sont pas définis a décalage pres.
Puisque notre étude se porte essentiellement sur les ensembles invariants par transla-
tion, il devient alors naturel de considérer 1’apparition d’un motif dans une configura-
tion sans se soucier de sa position. On dit que la configuration c contient le motif P (ou
que P apparait dans c) s’il existe un élément v € Z? tel que P apparaisse  la position
v dans ¢, i.e., 0,(c)|pp, = P. Nous dirons que le motif P est omis ou absent de c s’il
n’apparait pas dans c.

En tant qu’applications a support fini, les motifs se prétent bien a des opérations
algébriques telles que I’union ou ’intersection. Bien entendu, ces opérations ne sont
pas toujours bien définies. Il nous faut tout d’abord nous assurer que deux motifs ne
définissent pas deux couleurs différentes pour le méme point avant d’aller plus loin :

Définition 1.5 (Compatibilité de motifs). On dit que deux motifs My et Mg sont com-
patibles lorsqu’ils coincident sur leur ensemble de définition, i.e. :

M, Dy, NPy — M | D, "Dy

Lorsque cette condition de compatibilité est vérifiée nous pouvons définir 1’inter-
section de deux motifs qui donne un troisieme motif défini sur le domaine commun aux
deux premiers et définissant les mémes couleurs tel que représenté sur la Figure 1.4.

Définition 1.6 (Intersection de motifs). Soient M et Mo deux motifs compatibles, on
note My N Mz le motif défini sur Dy, "D, par M| py, AD, (=M, D, Dy ).
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FIGURE 1.4 — Exemple d’intersection de deux motifs.

De méme que pour I’intersection, nous pouvons recoller deux motifs compatibles
en considérant I’'union des points définis par chacun des deux premiers tel que repré-
senté sur la Figure 1.5 :

Définition 1.7 (Union de motifs). Soient My et Mo deux motifs compatibles. On note
M; U Mz, le motif :

M (z) siz € Dmy
x'_}{ Ma(z) siz € Duy

FIGURE 1.5 — Exemple d’union de deux motifs.

On remarque que ces opérations d’union et d’intersection de motifs dépendent de
la position de 1’origine : elles ne sont pas définies a décalage pres.

Une relation naturelle entre les motifs est celle de sous-motif : un motif est sous-
motif d’un autre s’il définit moins de points. Cette notion est considérée a décalage pres
tel que représenté sur la Figure 1.6.

Définition 1.8 (Sous-motif). On dit qu’un motif M est un sous-motif d’un motif N,
noté M C N si M apparait dans N, i.e. :

3 € Z2,0,(N)jpy, =M

Cette notion de sous-motif est naturelle dans notre cadre dans le sens ou, si une
configuration contient un motif alors elle contient aussi tous ses sous-motifs. Lorsque
nous construisons des motifs de plus en plus grands pour la relation de sous-motif,
la limite de ces motifs, si nous pouvons lui donner un sens, ne définit pas forcément
une configuration. Pour pallier a ce probléme nous avons besoin de définir la notion
d’extension omnidirectionnelle :

Définition 1.9 (Extension omnidirectionelle). On dit qu’un motif N est une extension
omnidirectionnelle d’un motif M, noté M < N, lorsqu’il existe v € 7.2 tel que :

UU(N)|DM =M et B(DM, 1) - DO'U(N)
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M

FIGURE 1.6 — Exemple d’un motif qui est sous-motif d’un autre

L’idée derriere cette notion d’extension omnidirectionnelle est simple : si I’on a
une suite de motifs (M;);en avec M < M; 1, alors il existe une suite v = (v;)ien
d’éléments de Z2 telle que o, , (Mi11) = 0y, (Mj) et B(D,, (nr,), 1) soit
contenue dans Dy, (n;,,)- On peut définir une configuration M = Uien 0, (M),
Puisque chaque motif est centré comme il se doit, de sorte a étre compatible avec
les motifs précédents, chaque point est défini au plus une fois. Comme 1’'union des
ensembles de définition de tous les IM; recouvre le plan, tout point du plan est bien
défini. Un exemple de deux motifs dont I’'un est une extension omnidirectionnelle de
I’autre est représenté sur la Figure 1.7.

Do, (vy)

<

FIGURE 1.7 — Exemple d’un motif qui est extension omnidirectionnelle d’un autre
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1.3 Tuiles de Wang

La premiere formalisation des pavages faite par Hao Wang [Wan61] était faite avec
ce que nous appelons aujourd’hui des tuiles de Wang. Bien que ce formalisme ne soit
pas forcément adapté a 1’étude faite dans ce manuscrit, il reste de loin le plus utilisé
dans la littérature. Nous n’utilisons que tres rarement ce formalisme mais montrons
que les autres formalismes peuvent se ramener facilement aux tuiles de Wang. Ces
équivalences nous permettent d’utiliser dans notre cadre des résultats classiques qui
ont été initialement formalisés avec des tuiles de Wang.

Une tuile de Wang est une tuile carrée sur laquelle chaque bord a une couleur tel
que représenté sur la Figure 1.8. Dans un pavage nous n’avons le droit de poser cote
a cdte deux tuiles que si les couleurs sur leurs cotés adjacents sont identiques. Tel
que représenté sur la Figure 1.9, I’ensemble des tuiles de Wang définissant un jeu de
tuiles est vu comme 1’ensemble Q, que nous avons appelé couleurs auparavant. Cet
ensemble est fini par définition et ainsi un pavage du plan par cet ensemble de tuiles est
un agencement des tuiles tel que les c6tés adjacents aient la méme couleur.

Les tuiles de Wang présentées sur la Figure 1.8 sont celles inventées et décrites par
J. Kari et K. Culik II. dans [CK97, Cul96, Kar96].

RIFFAIXFEAEEEEERE

FIGURE 1.8 — Exemple d’un jeu de tuiles de Wang

GO G0 G0 G0 G0 FHOFH ) ) O 4

V0 666 66 06 - 666 64
OO0V OPOFVOPVPVOOF

0o 666666060606 - 06666664
00V 00000000¢

POOOOOO0OO000O

4

1 806 606666
POV OOP L 4 4

0000600000600

VS ee 666 066 666 ¢
POV OGPV PVOOPVOOP

0 6066666066060660606066666.¢
P O000000000000000000(

FIGURE 1.9 — Exemple d’un carré pavé par les tuiles de Wang de la Figure 1.8



10 CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET RESULTATS CLASSIQUES

1.4 Motifs interdits

Dans ce manuscrit, nous utiliserons souvent une autre fagcon de définir les pavages :
nous considérons des ensembles de motifs interdits.

Définition 1.10. Un ensemble de motifs interdits F est un ensemble de motifs, une
configuration est valide pour F si elle ne contient aucun des motifs de F.

Nous notons T x ’ensemble des configurations valides pour F.

Un ensemble de configurations est appelé un espace de pavages généralisé lorsqu’il
existe un ensemble de motifs interdits (non nécessairement fini) le définissant.

Définition 1.11 (Espace de pavages). Si F est un ensemble fini de motifs, T r est aussi
appelé un espace de pavages par F.

Par exemple, pour I’ensemble fini de motifs interdits représenté sur la Figure 1.10,
son espace de pavages associé est celui représenté sur la Figure 1.11.

EpENgS BETpENEN B Sn By N

EEES e ENE

FIGURE 1.10 — Exemple de motifs interdits

FIGURE 1.11 — Exemple d’un ensemble de pavages par les motifs interdits représentés
sur la Figure 1.10

Les espaces de pavages généralisés sont strictement plus expressifs que les es-
paces de pavages. On peut trouver des ensembles infinis de motifs définissant un es-
pace de pavages généralisé qui ne soit pas un espace de pavages. Prenons par exemple
Q = {O,@} et F égal a tous les motifs contenant au moins deux points H. L’espace
de pavages généralisé défini par cet ensemble de motifs interdits, représenté sur la Fi-
gure 1.12, est ’ensemble des configurations contenant au plus un point . Un ensemble
de motifs interdits définissant le méme ensemble de configurations ne peut pas contenir
de motif constitué uniquement de points O. Si I’on suppose cet ensemble fini alors il
existe un motif contenant deux points E qui est autorisé (car il existe une infinité de tels
motifs) et par conséquent I’espace de pavages qu’il définit contient une configuration
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FIGURE 1.12 — Exemple d’un espace de pavages généralisé qui n’est pas un espace de
pavages

contenant deux points . En conclusion, il existe des espaces de pavages généralisés
qui ne sont pas des espaces de pavages.

Il est aisé d’encoder les tuiles de Wang dans ce modele. L’ensemble des motifs
interdits est ’ensemble des couples de tuiles de Wang mises cote a cote et dont les cotés
adjacents n’ont pas la méme couleur. Cet ensemble de motifs interdits ainsi défini est
fini car il n’y a qu’un nombre fini de tuiles de Wang; 1’espace de pavages qu’il définit
est égal a I’ensemble des pavages possibles par les tuiles de Wang originales.

Le codage inverse est, lui aussi, possible mais n’est pas aussi direct : le formalisme
des tuiles de Wang ne permet d’exprimer que des contraintes sur des motifs constitués
de deux cellules mises cote a cdte. En revanche, puisque nous considérons un ensemble
fini de motifs interdits, ils sont de taille bornée, mettons par n X n,n > 2. Sans perte
de généralité, nous pouvons supposer que tous les motifs interdits de F sont définis sur
n X n et nous pouvons considérer Q' = Q"*™ \ F; la couleur du haut d’une tuile de
Wang ¢t € Q' est définie par les n — 1 lignes du haut, celle de gauche par les n — 1
colonnes de gauche, celle du bas par les n — 1 lignes du bas et enfin celle de droite par
les n — 1 colonnes de droite. Cette transformation d’un motif autorisé en tuile de Wang
est représentée sur la Figure 1.13.

Maintenant pour une configuration de tuiles de Wang ¢’ € (Q’ )Z2, nous lui asso-
cions une configuration ¢ € QZZ en projetant chaque point de ¢’ selon son coin infé-
rieur gauche, ¢’est-a-dire, pour x € Z2, ¢/(z) € Q' C Q™" et ¢(x) = /()(0,0).
Pour un pavage ¢’ par les tuiles de Wang ainsi décrites, son projeté c est une configu-
ration de QZ2. ¢’ est un pavage valide pour les tuiles de Wang si et seulement si ¢ ne
contient aucun motif de F.

o

o
s

FIGURE 1.13 — Exemple transformation d’un motif autorisé en tuile de Wang
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1.5 Contraintes locales et automates cellulaires

Une derniere facon de définir les pavages que nous présentons ici est celle par
contraintes locales [CD04]. Ce formalisme a un point de vue plus axé vers la vérifica-
tion des contraintes : on vérifie localement, en chaque point, que les contraintes sont
valides. La vérification est faite de facon uniforme sur tout le plan.

Définition 1.12 (Contraintes locales). Une contrainte locale est une paire T = (V, ),
o'V est un sous-ensemble fini de 7.2 appelé le voisinage. § est la fonction de contrainte
de QV dans {0, 1}.

L’idée de cette définition est simple : on fixe une taille de motifs et on associe
a chaque motif défini sur ce domaine fixé une valeur dans {0, 1} qui représente le
fait que le motif soit, respectivement, autorisé ou interdit d’apparaitre dans un pavage.
La contrainte locale 7 = (V, §) s’étend naturellement en une fonction de contraintes

globale : A, : Q%" — {0, 1}Z2 en I’appliquant en chaque point du plan : A, (c)(z) =
d((c+x)pv).

Définition 1.13 (Pavages par contraintes locales). Une configuration ¢ € QZ2 est
valide pour la contrainte locale 7 = (V, 0) lorsqu’elle satisfait la contrainte locale en
tout point. Nous dirons qu’une telle configuration est un pavage par .

On note T I’ensemble des configurations valides pour la contrainte locale T . On

T-=A7 ' (0)
avec 0 représentant la configuration (uniforme) ayant pour valeur 0 en tout point.

On s’apercoit que c’est vraiment la méme chose que la définition par motifs inter-
dits : on obtient une fonction qui associe a des motifs une valeur 0 ou 1 par la fonction
de contrainte, ainsi les motifs a valeur 1 sont interdits. Réciproquement, pour un en-
semble fini de motifs interdits, qui sont donc de taille bornée, il suffit de considérer
un voisinage englobant tous les domaines de définition de ces motifs et d’associer une
valeur 0 si un tel motif ne contient pas de motif interdit, 1 sinon.

La fonction A, est une fonction par blocs (voir [LM95, Chapitre 1, Paragraphe 5]),
c’est-a-dire un automate cellulaire mais dont I’espace d’arrivée n’est pas le méme que

I’espace de départ) de QZz dans {0, 1}22. Par exemple cette vision des pavages per-
met de déduire 1’indécidabilité de la réversibilité d’un automate cellulaire sur Z?2 de
I’indécidabilité de la pavabilité du plan [Kar90].

De ce point de vue nous pouvons aussi déduire une équivalence avec le monde
des automates cellulaires : les espaces de pavages correspondent aux points fixes des
automates cellulaires. En effet, I’ensemble des points fixes est facilement codé par une
telle contrainte locale : considérer le méme voisinage et les points tels que §(V (z)) = x
s’envoient sur 0, les autres sur 1. Une contrainte locale est tout aussi facilement codée
en automate cellulaire : si la contrainte n’est pas vérifiée alors on change d’état.
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1.6 Régularité

Nous en avons désormais fini avec les diverses facons possibles de formaliser les
contraintes géométriques servant a définir les pavages, et pouvons maintenant étudier
les propriétés des pavages eux-mémes.

Les configurations les plus régulieres sont les configurations monochromes, ou
constantes, mais ne sont guere intéressantes. Une autre notion de forte régularité d’une
configuration est la périodicité : toutes les couleurs sont répétées périodiquement selon
le méme vecteur.

Définition 1.14 (Périodicité selon un vecteur). On dit qu’une configuration c est pé-
riodique selon le vecteur v si 0, (¢) = c.

On remarque que le vecteur nul (0, 0) est toujours une période par définition. Nous
dirons qu’une configuration a une direction de périodicité s’il existe un vecteur non nul
tel qu’elle soit périodique selon ce vecteur.

11 est naturel de considérer I’ensemble des vecteurs selon lesquels une configuration
est périodique. Pour une configuration c nous appelons [’ensemble de périodes de c le
sous-ensemble de Z2, noté P, constitué des vecteurs selon lesquels c est périodique.

On remarque que P.. est un sous-groupe de Z2 car o définit une action de Z2 sur
QZ2 D Optw = Oy O Oy. Les sous-groupes de 72 sont des sous-réseaux et de trois
types :

— Réduits au sous-groupe trivial, P, = {(0,0)}, lorsque ¢ n’admet aucun vecteur

de périodicité

— Engendrés par un seul élément, P, = vZ, lorsque ¢ n’admet qu’une seule di-

rection de périodicité

— P = vZ ®wZ = {(iv, jw)l|i,j € Z}, lorsque ¢ admet deux directions de

périodicité non colinéaires.

La plus forte notion de périodicité est donc lorsqu’une configuration admet deux
vecteurs de périodicité libres :

Définition 1.15 (Bipériodicité). On dit qu’une configuration est bipériodique ou tota-
lement périodique si elle est constituée d’un motif carré répété périodiquement.

Plus formellement : c est bipériodique s’il existe un entier non nul i tel que pour
tout v € 72 on ait : ¢(x + (i,0)) = c(z + (0,4)) = c(z).

Dans ce cas on dit que x est bipériodique de bipériode <.

Un exemple de configuration bipériodique est représenté sur la Figure 1.14. 1l est
aisé de prouver que cette définition est équivalente au fait d’avoir deux directions de
périodicité non colinéaires.

Un résultat datant du début de 1’étude formelle des pavages nous permet de déduire
I’existence de pavages périodiques a partir d’un pavage admettant une direction de
périodicité :

Lemme 1.16 (Folklore). Si un ensemble de pavages T r contient une configuration
avec une direction de périodicité alors 'T x contient une configuration bipériodique.
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FIGURE 1.14 — Exemple de configuration bipériodique avec son motif répété périodi-
quement

Démonstration. L'ensemble F des motifs interdits étant fini, nous pouvons les suppo-
ser tous définis sur le méme ensemble de définition : » X n, pour un certain entier n.

Soit ¢ une configuration de T+ ayant v = (x,y) comme vecteur de périodicité;
sans perte de généralité, quitte a prendre 2nv comme vecteur de périodicité pour ¢, on
peut supposer que x et y sont des multiples de 2n. Posons Q' = Q**Y.

Considérons maintenant la configuration ¢’ de Q’ 2 qui a (i,j) € Z2 associe le
motif de taille x X y situé a la position (iz, iy + jy) dans c. Ainsi, ¢’ admet le vecteur
(1,0) comme vecteur de périodicité. Intuitivement, cette configuration ¢’ est une rota-
tion et un groupage des cellules de ¢ de sorte que toutes les lignes horizontales soient
les mémes et que ¢’ ait des contraintes de tuiles de Wang. Ainsi, nous ne considérons
maintenant qu’une ligne horizontale de ¢’.

La suite (¢/(0, 7)), en est & valeurs dans un ensemble fini (Q' = Q**¥) et contient
donc deux éléments qui se répetent. Par invariance par décalage, nous pouvons suppo-
ser sans perte de généralité que ¢’(0,0) = ¢/(0,b), avec b > 0.

z

FIGURE 1.15 - ¢ : "projeté" de c et deux cellules qui se répetent; ¢’ : répétition de
d(0,a)...c(0,b—1)

On remarque que la configuration d constituée du motif ¢’(0,0)...¢(0,b — 1)
répété périodiquement est une configuration valide. Ainsi, nous définissons la confi-
guration d’ comme étant la configuration définie sur QZ2 obtenue a partir de d par la
transformation inverse de c vers ¢’ (i.e., une configuration de Q%" qui a (i,7) € 72
associe ¢(0, 54 mod b)(i mod z, (i — j) mod y)). On vérifie aisément que d’ est
une configuration bipériodique. De plus, d’ est bien dans T # car sinon ¢ contiendrait
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un motif de F. O

Attention, lorsque I’on n’impose pas a F d’étre fini, le Lemme 1.16 n’est plus
forcément vrai : il existe des espaces de pavages généralisés avec des configurations
admettant un vecteur de périodicité mais ne contenant aucune configuration bipério-
dique. L’idée est simple : il faut construire un ensemble de motifs interdits sur Z pour
lesquels il existe des pavages valides mais aucun périodique. Une fois ces pavages uni-
dimensionnels obtenus, il suffit de les répéter périodiquement pour obtenir le contre-
exemple voulu. I existe de tels ensembles de motifs interdits sur Z : par exemple, pour
Q = {a, b}, prenons F comme I’ensemble de tous les cubes sur Q* (les mots de la
forme www). Puisque la suite de Thue-Morse est un mot infini a deux lettres ne conte-
nant aucun cube (voir par exemple [Lot83]), il existe des pavages valides pour F et il
est clair qu’aucun d’entre eux n’est périodique puisqu’aucun ne contient de cube. En
forcant une direction de périodicité verticale et en gardant ces contraintes horizontales,
i.e., en remontant en dimension 2, on obtient le contre-exemple voulu.

Comme nous ’avons fait pour démontrer le Lemme 1.16, il sera parfois utile de
descendre en dimension 1 pour représenter les configurations admettant une direction
de périodicité. Nous définissons pour cela la notion de projection perpendiculairement
a un vecteur (de périodicité). Pour une configuration ¢ qui n’a qu’une seule direction
de périodicité, ceci correspond a quotienter Z2 par P,, a considérer la configuration ¢/
définie sur Z2 /P, et si f est I'injection canonique de Z2 /P, dans Z2, alors ¢/(a) =
¢(f(a)). I ne reste plus qu’a appliquer la rotation et le groupage nécessaires pour
définir ¢’ sur Z au lieu de Z2 /P, :

Définition 1.17. Soit ¢ une configuration de sz périodique selon le vecteur v =
(z,y) # (0,0). Le projeté perpendiculairement & v de ¢ est la configuration ¢’ de
(Q¥=*29)Z définie par :

7 — Q2:v><2y

¢ ooy, (0522 —1] x [0;2y — 1] Q
a — d(a): : g b : cla(y, —z) +b)

Un exemple d’une telle projection est représenté sur la Figure 1.16.

FIGURE 1.16 — Exemple de projection perpendiculairement a un vecteur de périodicité
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Une autre notion de régularité pour les configurations est celle de quasi-périodicité.
Elle est (strictement) plus faible que la bipériodicité et I’englobe. On retrouve des équi-
valents de cette notion dans divers domaines : pavage quasi-périodique en informa-
tique fondamentale [Dur99], configuration uniformément récurrentes ou presque pé-
riodiques en dynamique symbolique et théorie des langages [GH55, Hed69], et quasi-
cristaux en physique [LS84].

Définition 1.18 (Quasi-périodicité). Une configuration c est quasi-périodique si fout
motif apparaissant dans c apparait dans toute zone suffisamment grande.

Plus précisément, si un motif M apparait dans c alors il existe un domaine fini D
de 7.2 tel que tout motif défini sur D qui apparait dans c contient M.

Il est clair que les configurations bipériodiques sont quasi-périodiques : pour un
motif M de taille n x n dans une configuration de bipériode p, tout motif de taille
(n+p) x (n+p) contient M. Le motif, extrait d’un pavage, représenté sur la Figure 1.9
est un exemple d’une configuration quasi-périodique mais pas bipériodique.

1.7 Apériodicité et indécidabilité

Lors de I’introduction nous avons défini le domino problem : le probleme de décider
algorithmiquement si un jeu de tuiles admet un pavage du plan Z2. Un résultat (de type
compacité, voir la Section 3.1) dit que si I’on est capable de paver des zones arbitraire-
ment grandes de Z? alors on est capable de paver le plan tout entier (voir par exemple
le Lemme 3.5). En contraposant, si un jeu de tuiles ne pave pas le plan alors il existe
une zone finie de Z2 qu’il est impossible de paver. Une conjecture de Wang [Wan61]
était que tout jeu de tuiles pavant le plan peut le paver de fagon bipériodique ; ainsi un
possible algorithme de décision pour le domino problem est d’essayer de paver tous les
carrés de taille n x n, et ce en recollant les bords périodiquement. La conjecture de
Wang entraine la terminaison de cet algorithme. Soit le jeu de tuiles admet un pavage
bipériodique et dans ce cas on trouve une période par cet algorithme, soit il ne pave pas
le plan et donc on n’arrivera plus a paver un carré n X n pour n suffisamment grand.

Il existe des jeux de tuiles apériodiques [CK97] (qui peuvent paver le plan mais ja-
mais de facon périodique). De tels jeux de tuiles apériodiques sont des contre-exemples
ala conjecture de Wang. En fait, le domino problem est indécidable. L’ indécidabilité du
domino problem entraine automatiquement I’existence de jeux de tuiles apériodiques.
Nous le prouvons ici en deux étapes : en construisant un jeu de tuiles apériodique puis
en codant un probléme indécidable dans ce jeu de tuiles. On peut trouver de nom-
breuses constructions de jeux de tuiles apériodiques plus ou moins complexes dans la
littérature [Ber66, Rob71, CK97, Cul96, Kar96, DLS05, DRS08, Kar08, O1108].

Puisqu’une telle construction sera utilisée et nécessaire a plusieurs reprises dans
ce manuscrit, nous présentons dans cette section la construction due a Nicolas Ollin-
ger [O1108], basée sur des systemes de substitutions 2 X 2, qui nous servira de réfé-
rence dans le reste du manuscrit. Cette construction explicite des idées combinatoires
que I’on retrouve de plus en plus développées depuis Berger [Ber64] jusqu’a Durand-
Levin-Shen [DLS05].
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1.7.1 Substitutions

Définition 1.19 (Substitution 2 X 2). Une substitution 2 x 2 est une application de Q
dans Q{O’l}z.

Pour une substitution, nous noterons s; pour ¢ € {0, 1}2 sa projection sur la ¢¢ com-
posante. Une substitution 2 x 2 avec ses projections est représentée sur la Figure 1.17.

Une substitution s s’étend naturellement en une application S' de QZ2 dans sz telle
que, pour z € Z2 et z € {0,1}” on ait :

5(0)(2z + x) = s2(c(2))

Un exemple de 1’application d’une substitution a un motif est représenté sur la Fi-
gure 1.18. On remarque que S commute faiblement avec les translations : S(o,(c)) =

o2,(S(c)).

Q Qfo1y”

5(0,0)(9”) 8(1,0)@)

FIGURE 1.17 — Exemple de substitution

FIGURE 1.18 — Exemple de substitution appliquée a un bout de configuration
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Nous pouvons construire le plus grand sous-ensemble de QZ2 stable par S en ité-
. . N . 2
rant la substitution 2 partir de Q7" :

Définition 1.20 (Ensemble limite d’une substitution). Nous itérons la substitution a
partir de toutes les configurations :

— Ao =Q7

— M= U 0a(S(An))

z€{0,1}2
T, = ﬂ A,
neN

C’est cet ensemble T'; que nous allons chercher a coder par un jeu de tuiles. Sous
certaines conditions sur la substitution s, Ts ne contient aucune configuration pério-
dique. Nous ne pouvons pas réellement coder T'; mais ce que nous allons faire c’est
construire un jeu de tuiles défini par un ensemble fini de motifs interdits F tel que
() # T# C T,. Cette condition est suffisante pour nous assurer que le jeu de tuiles co-
dant s est apériodique dans le cas ou T ne contient aucune configuration périodique.
Nous y reviendrons au moment opportun mais il sera facile de vérifier cette condition
sur T~ : si I’'image par la substitution de tout motif apparaissant dans un pavage de
T # est un motif valide pour F alors S(Tx) C Tx et donc Tz C Ty de plus, en
partant d’un motif réduit & une seule tuile nous pouvons construire un pavage du plan
valide pour F, ce qui montre T z # (.

Pour obtenir le résultat voulu, nous cherchons donc a construire :

— Une substitution s telle que T's soit apériodique

— Un ensemble fini de motifs interdits F tel que I'image par S de tout motif

apparaissant dans un pavage de T r soit valide pour F.

Concentrons-nous d’abord sur le premier point en montrant une condition suffisante
sur la substitution s pour que T soit apériodique. Une substitution s est dite non-
ambigué si pour toute configuration ¢ de T il existe une unique configuration ¢’ de
Q7 et un unique vecteur = € {0, 1} tels que ¢ = 0, (5(c')).

Lemme 1.21 ([O1I08]). Si s est une substitution non-ambigué alors T s ne contient
aucune configuration périodique.

Démonstration. Par1’absurde, soit ¢ une configuration périodique de T, de vecteur de
périodicité v, que 1’on peut supposer de norme minimale. Comme s est non-ambigué,
il existe une unique configuration ¢’ et un unique élément x de {0, 1}2 tels que ¢ =
0, (S(c")). Par construction, o,,1,(S(¢")) = 0,(S(c¢')). Le vecteur v + x peut s’écrire
20+ avec v’ € Z2 etz’ € {0,1}” en faisant la division euclidienne par 2 des compo-
santes de v + . Puisque s commute faiblement avec les translations, 02,1,/ (S(¢')) =
02 (S(0y (")) = c. Par non-ambiguité de S, o,/ (¢') = ¢. Comme c est dans tous les
An, ¢, qui est I'unique antécédent de c par S, est dans tous les A,,_1, donc ¢’ € Ts.
Par conséquent, v" est un vecteur de périodicité strictement plus petit que v pour
une configuration de T';, une contradiction avec le choix de v. O

Le Lemme 1.21 nous assure 1’apériodicité de 1’ensemble limite d’une substitution
mais la non-ambiguité n’est pas une condition que nous pouvons vérifier facilement.
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Lemme 1.22 ([DLSO05]). Si une substitution s est injective et ses projections (les fonc-
tions s, pour x € {0, 1}2) ont des images deux a deux disjointe, alors elle est non-
ambigué.

Démonstration. Soit ¢ une configuration de T';. Comme c est dans A4, il existe a €
Q% etz € {0,1}? tels que ¢ = 0,(S5(a)). Soit a’ une configuration et 2’ un vecteur
de {0,1}” tels que ¢ = 0,/ (S(a’)). Nous avons a fortiori s,(a(0,0)) = s (a’(0,0));
comme les projections de s ont des images disjointes deux a deux, nous avons for-
cément x = z’. Ainsi, S(a) = S(a’). Puisque s est injective, S 1’est aussi et nous
obtenons a = a’ ce qui prouve la non-ambiguité de s. O

Nous allons coder une substitution vérifiant ces conditions.

1.7.2 Codage de substitutions

Nous cherchons a construire une substitution s et un ensemble fini de motifs F tels
que :

1. Les fonctions s, pour z € {0, 1}2 ont une image disjointe
2. s estinjective
3. L’image par s de tout motif valide pour F est valide pour F.

Nous allons construire un jeu de tuiles en trois niveaux : chacun des niveaux nous
assure une de ces trois conditions. Le jeu de tuiles final est un sous-ensemble du produit
de ces trois niveaux.

Définition 1.23 (Premier niveau). Le premier niveau L; est un ensemble de quatre cou-
leurs représenté sur la Figure 1.19 sur lequel nous rajoutons une structure de groupe
pour simplifier les notations :

L, = (2/27)?

o [0 8-

(z/2z)*  (0,0) (1,0) (0,1) (1,1)

FIGURE 1.19 — Premier niveau

Définition 1.24 (s1). La substitution s; ' associée & L, représentée sur la Figure 1.20,
est la substitution constante définie formellement comme suit :

1)
0)

(0,1) ],
si(z) = (0,0) | (1,
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FIGURE 1.20 — Substitution associée au premier niveau

11 est clair que les projections des images de s; sont disjointes : la projection selon
la composante x a pour valeur 2. Lorsque 1’on iteére la substitution s, a partir de (0, 0)
(ou, graphiquement, [J) nous obtenons une configuration périodique dont une itération
est représentée sur la Figure 1.21.

L’ensemble des motifs interdits F; associé a s; est simple : une tuile x € (Z/27)?
peut avoir une tuile y € (Z/27)% a la position u € (Z/27)? relativement a x si et
seulement si x + u = y. C’est-a-dire :

[T, I, I, 0, [, O, [, [, (0, O, I, I,
Fi= HEMEEEEEH8EEN
Sl = N ™ = = o

On remarque que ce procédé peut étre rendu plus générique : soit ¢ une configura-
tion bipériodique, constituée d’un motif M répété périodiquement. Si M ne contient
pas deux fois la méme couleur alors la substitution qui a = associe M a pour ensemble
limite I’ensemble des décalés de c et a la propriété que ses images partielles sont deux
a deux disjointes.

[
B

Définition 1.25 (Deuxiéme niveau). Le deuxiéme niveau £, est constitué de trois types
de tuiles : X, H etV représentées sur la Figure 1.22.

£, ={X(a),a € L1} U{H(a,b),a,b € L1} U{V(a,b),a,b € L}

Chacune des tuiles X, H etV est constituée de quatre fils.

Les tuiles H et V ont deux fils horizontaux et deux fils verticaux. Les fils verticaux
(respectivement horizontaux) sont contraints entre eux : si x est la couleur du fil de
gauche (respectivement du bas) alors le fil de droite (respectivement du haut) a pour
couleur z + (1,0) (respectivement x + (0, 1)). Ainsi, les tuiles H et V sont uniquement
déterminées par la couleur de leurs fils vertical de gauche et horizontal du bas.

Les tuiles X sont des tuiles d’angle : les fils restent et tournent dans chacun des
quatre quarts de la tuile. Ces quatre quarts doivent respecter les contraintes du premier
niveau, ainsi, si x est la couleur du fil dans le quart inférieur gauche, x + (1,0) est
celle du quart inférieur droit, x + (0, 1) celle du quart supérieur gauche et x + (1,1)

1. Attention : mé&me si la notation sz est déja prise pour la projection sur la composante x, ici s1 ne
représente que le nom de la substitution. Nous avons fait ce choix pour ne pas alourdir les notations.
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FIGURE 1.21 - S7(0,0)

celle du quart supérieur droit. Ainsi, les tuiles X sont uniquement déterminées par la
couleur du fil sur leur quart inférieur gauche.

La représentation de ces trois types de tuiles sur la Figure 1.22 nous permet d’ex-
primer les contraintes d’adjacence pour ces tuiles : elles peuvent étre mises cote a cote
seulement si les fils qui se touchent sur leur bord adjacent ont la méme couleur.

Les fils, c’est-a-dire, les différentes couleurs apparaissant sur ce deuxieme niveau
£,, servent ainsi a propager les couleurs.

Définition 1.26 (Tuiles de Ly). L’ensemble de tuiles Lo est un sous-ensemble du pro-
duit du premier niveau L1 et du deuxiéme niveau £,.
Lo est représenté sur la Figure 1.23 et défini formellement comme suit :

{(O7O)a(171)} X {X(a)|a € Ll}
Ly = {(0,0),(1,00} x {H(a,b)la,be L1}
LY = {0.0,0,0} x {V(ablabe L}

h
N
I
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X (l:l) s #
H@Om —— i

vVom —— “

FIGURE 1.22 — Le deuxiéme niveau

Ly=LyuLfuLy

(Z.)27)? (0,0),(1,1) (1,0),(0,0) (0,1),(0,0)

Premier niveau . -
Deuxiéme niveau # * t

FIGURE 1.23 — Les deux premiers niveaux

Définition 1.27 (s3). La substitution so associée au deuxiéme niveau est représentée
sur la Figure 1.24 et définie formellement comme suit :

Lix €, — (L xg,)%/2?

C [(ODVmrons ] (LX)
sa(@ X(m)) = (0,0, Xm) | (1,0), H,m + (L))

[0 Vma) [ (LD, X&)
sa(@ Hm.0)) = I1(55) H(m, o)) [ (1,0), H(x,0))

(O Vi) | (L1, XE)
s2(2.V(m.0)) = 7(0.0) V(m,0)) [ (1,0), H{x,0))
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FIGURE 1.24 — Substitution associée au deuxiéme niveau

Lorsque nous itérons sg a partir de ((0,0), X ((0,0))) (ou graphiquement a partir
de ) nous obtenons des configurations telles que celle représentée sur la Figure 1.25.
Les tuiles de L, sont exactement toutes les tuiles présentes sur la Figure 1.25.

La substitution s» est injective car toutes ses images sont du type :

_ ((1,1), X(x))
((0,0), K)

et une telle image ne peut avoir qu’un unique antécédent par ss : (z, K).

Outre les contraintes imposées indépendamment par les deux niveaux et décrites
auparavant, la fagon dont nous couplons ces deux niveaux impose des contraintes sup-
plémentaires, par exemple, les tuiles de type X sont forcément adjacentes a des tuiles
de type H ou V.

Ces contraintes ne sont malheureusement pas encore suffisantes : il existe des mo-
tifs 2 x 2 de Lo valides pour ces contraintes mais n’ayant pas d’antécédent par s5. La
tuile ((1,1), H(m, 0)) estdans L1 x £, mais pas dans Lo. Lorsque on lui applique s2
nous obtenons un motif 2 x 2 de tuiles de Lo respectant les contraintes d’adjacence
comme représenté sur la Figure 1.26.

Pour résoudre ce probleme nous avons besoin d’un troisieéme niveau : un bit d’in-
formation codant ou se trouve le coin (une tuile de type X) le plus proche. Ce troisieme
niveau est représenté sur la Figure 1.27 et est couplé a L,. Une tuile de type X a tou-
jours son troisieme niveau de type x (nous sommes sur le coin le plus proche), une
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= e |

='_=_L=_|'_=_L“ '_i anam
il il :}: i

r:l =

o |

n—l I —

rl

FIGURE 1.25 — S3((0,0), X ((0,0)))

tuile de type H a un troisieéme niveau de type g ou d (selon si le coin est a gauche ou a
droite), une tuile de type V' a un troisieéme niveau de type h ou b (selon si le coin est en
haut ou en bas).

Nous pouvons associer une substitution s3 a ce troisieéme niveau : celle représentée
sur la Figure 1.28 et dont une itération a partir de = est représentée sur la Figure 1.29.

Les contraintes d’adjacence pour le troisieme niveau sont simples : les tuiles hori-
zontales (respectivement verticales) adjacentes horizontalement (respectivement verti-
calement) doivent étre en accord sur la direction ou trouver le coin le plus proche; a
gauche (respectivement a droite) d’une tuile verticale ne peut se trouver qu’une tuile x
ou g (respectivement x ou d); en haut (respectivement en bas) d’une tuile horizontale
ne peut se trouver qu’une tuile x ou h (respectivement x ou b).

¢ Lo c LgZ/zz)r-’

g

FIGURE 1.26 — Exemple de motif 2 x 2 n’ayant pas d’antécédent par so
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X K DI WM
T h b

g d

FIGURE 1.27 — Troisiéme niveau L3

bx

X —

Xg

hx
g —

gg

hx
dd

d——

hx
hd

h——

DI M A X

N b

FIGURE 1.28 — Substitution sz associée au troisi¢me niveau

Un tel troisieme niveau semble ne pas apporter de contrainte supplémentaire et
I’exemple de la Figure 1.26 est toujours valide mais nous pouvons prendre un sous-
ensemble de Lo X L3 ayant la propriété voulue : lorsque les fils orthogonaux aux fils
propageant les couleurs sur des tuiles H ou V contiennent une couleur (1, 1) alors le
troisiéme niveau pointe dans la direction de cette couleur.

Définition 1.28 (S). La substitution finale S est définie comme suit :

g, { Ly x £, xLs — (L x £, x L3)%/20)*
' (a,b,¢) = {x = (s2(a,0)(x)1,52(a, 0)(x)2, 53(c)(x))

L’intuition derriere la définition du jeu de tuiles final 7 est que 1’on va itérer S a
partir de ((0,0), X (0,0), z) un certain nombre de fois et prendre comme tuiles toutes
les tuiles apparaissant dans le motif obtenu. Le nombre d’itérations est ici 5, comme
on le montrera au Lemme 1.33. L’idée est d’obtenir un ensemble de tuiles stable par S
mais surtout dont tous les motifs apparaissant dans un pavage du plan sont obtenus par
application de S.
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FIGURE 1.29 — S3(x)

Définition 1.29 (Jeu de tuiles).

{(a, X (b), 2)|(a, X (b)) € Lo}
U

)(a, H(b,c)) € Lo,z € {g,d}}
U

)|(a,V(b,c)) € L,z € {h,b}}

T = {(a,H(b,c),x
{(a,V(b,c),x

AN GV 1)), (L V(L (1,0)),0))
VACH(D,).d). CH(0,1).).9))

Les contraintes d’adjacentes pour T sont celles imposées par les niveaux le consti-
tuant : deux tuiles de T peuvent étre mises cote a cote seulement si leurs composantes

T=T

sur L1, £, et L3 peuvent étre mises cote a cote.
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Le jeu de tuiles 7 est représenté sur la Figure 1.30, une itération de la substitution
finale S & partir de ((0,0), X (0,0), z) est représentée sur la Figure 1.31.

K PR K M KO
i s I el sl o

FIGURE 1.30 — 104 tuiles

Nous avons maintenant construit un jeu de tuiles qui est censé coder la substitution
S'; il ne nous reste plus qu’a démontrer que la construction est valide, c’est-a-dire que
tous les pavages par 7 sont bien dans T';.

Lemme 1.30. Un motif M est pavé correctement par 7 si et seulement si S(M) I’est.

Démonstration. Pour un motif constitué d’une seule tuile, nous n’avons qu’a vérifier
que I’image par s respecte bien les contraintes de 7. Pour des motifs plus grands nous
ne traitons que le cas ol les contraintes horizontales ne sont pas respectées ; le cas des
contraintes verticales étant symétrique.

=>: Sur le troisieéme niveau, les seuls cas possibles sont : gg, dd, zg, dx, hd, bd, gh,
gb, hx et bzx. Leurs images par s3 sont, respectivement :

On vérifie que les contraintes sont bien respectées dans tous les cas.

Les contraintes horizontales sur le deuxiéme niveau sont propagées par s. Il reste
maintenant a vérifier que les nouvelles couleurs introduites par s, qui ne dépendent
que du premier niveau, sont bien compatibles. Le premier niveau est forcément du type
z;x + (1,0) et donc I’image par s est du type :

X(z) | V(Lx+(1,0) | X(z+(1,0))

Et ainsi les contraintes de 7 sont toujours respectées.

<«: De la méme facon, pour deux tuiles a et b de 7, si s(a); s(b) est valide alors
le premier niveau de a;b est valide. Si les couleurs propagées horizontalement et le
troisieéme niveau dans s(a); s(b) sont valides alors il en est de méme pour a; b car s est
égal a I’identité en (0, 0) sur les deuxiemes et troisiémes niveaux. O
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FIGURE 1.31 - 5°((0,0), X(0,0), z)

Lemme 1.31. Un motif M’ de taille 4 x 4 pavé correctement par T et dont la couleur
en (1,1) est (0,0) contient en position (1,1) un motif M de taille 2 x 2 égal a S(x)
pour un certain x € T.

Démonstration. Par définition des régles sur le premier niveau, M est de la forme :

((0’1)70,t3) ((1,1),X(p),x)
((0,0),m,t1) | ((1,0),n,t2)

Nous savons que S(p,m,t;) = M; il nous reste donc & montrer que (p, m, t1) est
bien dans 7.

Premierement, (p, m) est dans Lo : les cas génants sont ((1,1), H), ((1,1),V),
((0,1), H) et ((1,0), V). Nous n’allons traiter que les cas avec H, ceux avec V étant
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symétriques. Sip = (1,1) et m = H(a,b), alors M est :

((0,1), V(a, (1, 1)) | ((
((0,0), H(a,b)) | ((1,

et le troisiéme niveau ne peut étre que de la forme ¥ mais les contraintes sur le
troisieme niveau interdisent ce cas.
De méme pour p = (0, 1) et m = H(a, b), nous obtenons un motif M de la forme :

((0,1),V(a, (0,1))) | ((1,1),X((0,1)))
((0,0), H(a,b)) | ((1,0), H((0,1),b))

et donc un troisieme niveau de la forme B8 donc t1 = d et M est de la forme :

-

maintenant, si I’on regarde les tuiles que I’on peut poser autour de M, on obtient :

e

et ainsi les contraintes sur le troisieme niveau ne sont plus respectées : la tuile en
(—1,0) doit avoir son troisieme niveau pointant vers la droite mais a une tuile cou-
leur (1,1) & gauche sur la ligne verticale ; par conséquent ce cas est impossible donc
(p,m) € Lo et (p,m,t1) € 7.

Ainsi, (p,m,t1) € 7 sinon ((0,0),m,?;) ne serait pas dans 7 non plus. O

Corollaire 1.32. Tout motif de taille 2(n + 1) x 2(n + 1) correctement pavé par T
contient en son centre un motif M de taille 2n x 2n tel qu’il existe un motif M’ de
taille n X n pavé correctement par 7 tel que S(M') = M.

Démonstration. Appliquer le Lemme 1.31 sur tous les motifs 4 x 4 intérieurs; la vali-
dité pour 7 de I’antécédent obtenu est assurée par le Lemme 1.30. [

Lemme 1.33. Toute tuile de T apparait dans S°((1,1), X (0,0), z).

Démonstration. On peut vérifier que 1’on observe bien toutes les 104 tuiles de 7 sur la
Figure 1.31. O

Corollaire 1.34. Pour tout motif M apparaissant dans un pavage par 7 il existe n € N
tel que M C S™((1,1),X(0,0), z).

Démonstration. Prendre un motif suffisamment grand dans un pavage ou apparait M
de sorte a pouvoir appliquer successivement le Lemme 1.31 pour obtenir m € N
etz € 7tel que M C S™(z) puis appliquer le Lemme 1.33 pour trouver z dans
Sk((1,1),X(0,0),z) et donc n = m + k convient. O

Théoreme 1.35. Tous les pavages par T contiennent les mémes motifs.
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Démonstration. Premierement, il est clair que 7 ne pave pas le plan si I’on enleve la
tuile ((1,1), X ((0,0)), x) : toutes les tuiles aux positions (2¢ + 1,2j + 1) contiennent
une tuile du type ((1,1), X, x) et la propagation verticale et horizontale des couleurs
fait que tous les ((1,1), X (x),x) apparaissent aux positions (1,1), (3,1), (1,3) et
(3,3). Par conséquent tout pavage du plan par 7 contient cette tuile.

Soient a et b deux pavages par 7 et M un motif apparaissant dans a. D’apres le
Corollaire 1.34, il existe n € N tel que M soit sous-motif de S™((1,1), X(0,0), z).
En appliquant n fois le Lemme 1.30 sur des motifs suffisamment grands de b on trouve
un pavage par 7 : b’ tel que S™(b’) = b. Puisque ((1,1), X((0,0)), z) apparait dans V',
S™((1,1), X(0,0), x) apparait dans b et donc M apparait dans b.

Nous concluons que tout motif apparaissant dans a apparait aussi dans b, ce qui
prouve le résultat car a et b sont quelconques. O

Théoreme 1.36 ([O1108]). Le jeu de tuiles T est apériodique : il pave le plan et n’admet
aucun pavage périodique.

Démonstration. T pave le plan : la suite (S™((0,0), X (0,0),z))pen est une suite de
motifs pavés correctement par 7 (Lemme 1.30) et de taille strictement croissante ; de
plus le Lemme 1.30 nous assure que I’image par S de tout pavage par 7 est un pavage
par 7. Par conséquent, ) # T, C T,.

Comme s est injective et les images de ses projections sont deux a deux disjointes,
elle est non-ambigué, et ainsi T's ne contient aucune configuration périodique, et donc
T non plus. O

1.7.3 Codage du calcul

Nous avons désormais construit un jeu de tuiles apériodique. Ce n’est que la pre-
miere étape de notre preuve d’indécidabilité du domino problem. La seconde consiste
a encoder une machine de Turing dans ce jeu de tuiles apériodique et ceci se fait, en-
core une fois, grice a des substitutions car le jeu de tuiles 7 permet de coder n’importe
quelle substitution en le modifiant 1égerement.

Soit s” une substitution 2 x 2 sur I’alphabet X. L’idée est d’utiliser les carrés dont les
contours sont (1, 1) pour propager I’historique de la substitution s’. Ces carrés (1,1)
sont représentés sur la Figure 1.32.

Le jeu de tuiles 7(s") codant s’ est obtenu a partir de 7 en remplagant (Z/27)?
par (Z/27)% x ¥ sur les deux premiers niveaux. Les régles de pavage sont étendues a
(Z)27)% x 3.

Les lettres de X doivent étre égales sur le premier niveau entre les cellules (0, 0),
(1,0), (0,1) et (1,1), c’est-a-dire un premier niveau ayant sa premiére composante a
valeur O impose sa deuxieéme composante aux cellules a sa droite, en haut, et en haut a
droite.

Les tuiles de type X et V sont de plus contraintes par s’. Pour une tuile X, soit a
la lettre de X sur le fil de couleur (1,1) du deuxiéme niveau et b la lettre de X sur son
premier niveau. La contrainte est : b = s’(a)(u) ot u représente la position du fil (1,1)
((0, 0) pour en haut a droite, (1,0) pour en bas a droite, (0, 1) pour en haut & gauche et
(1,1) pour en bas & gauche). Pour les tuiles V' ayant deux fils de couleur (1, 1) sur leur
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FIGURE 1.32 — Les carrés (1, 1) utilisés pour forcer les substitutions

deuxieéme niveau, soit a la lettre de X sur le fil vertical et b celle sur le fil horizontal ; la

d de la position des fils (z = 0 pour

épen

2

(z,y) d
le fil droit, z = 1 pour le fil gauche, y = 0 pour le fil du bas et y = 1 pour le fil du

haut). Soit 7 la projection de 7(s") vers X : w((u, a), _, ) = s'(a)(u).

contrainte est : b = s'(a)(u) olt u

1.37 ([O1108]). 7(s") code la substitution s’ via la projection T :

éoreme

Th

=T,

7r(r:[‘ﬂ—(s’))
Démonstration. Les tuiles de type V permettent de synchroniser les carrés (1,1) de

différentes tailles entre eux tel que représenté sur la Figure 1.33. Puisque le Corol-

laire 1.34 nous assure que tous les motifs de T, sont de cette forme, nous obtenons :

S(W(TT(S/))) - Tr(TT(S/)) donc 7-l-(r:["r(s’)) CTy.

Un historique pour une configuration ¢ de T est une suite (C;, v;);en (ol C; €
QZ2 etv; € {0, 1}2) telle que ¢ = Cy et C; = 04,(S’(Ci+1))). Les éléments ¢ de T/
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|
I
%
[
.
|
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FIGURE 1.33 — Les carrés (1, 1) utilisés pour forcer les substitutions

admettent tous un historique [01108] 2. En codant C; sur les carrés (1,1) de taille 2041
nous obtenons T'sr C 7(Tr(41y). O

Considérons maintenant la substitution s sur ¥ = {¢, h,v, T, H, V'} suivante :

t t h h v
T—>tt H—>hh V—>UU
R yo, TV L, TV

H T H H v H V

Si I’on représente la lettre T par £, la lettre V' par Il et la lettre H par & nous
obtenons apres quelques itérations de s des configurations telles que celle représentée
sur la Figure 1.34. On encode cette substitution en 7(s) avec la contrainte additionnelle
que seules les lettres H, T" et V' peuvent apparaitre sur le premier niveau (ce qui revient
a coder s2 qui est une substitution 4 x 4 mais le Théoréme 1.37 n’est énoncé que pour
les substitutions 2 x 2). En projetant par s un pavage par un tel 7(s) les seuls pavages
obtenus sont de la forme de ceux représentés sur la Figure 1.34.

Nous pouvons décrire plus précisément les pavages de 7;(Ts) : ils contiennent
des carrés arbitrairement grands constitués de tuiles 7' reliées horizontalement par
des tuiles H et verticalement par des tuiles V. Ces carrés sont représentés sur la Fi-
gure 1.35. Nous pouvons coder un autre jeu de tuiles de Wang dans ces carrés. En effet,
les tuiles T' (E) peuvent contenir des tuiles de Wang en imposant des contraintes de
couleurs sur leurs bords. Les tuiles H (B) et V' (I0) servent A propager les couleurs :
les couleurs sur les bords gauche et droite (respectivement haut et bas) des tuiles H
(respectivement V') sont toujours identiques. Ces carrés contiennent n X n tuiles 7" qui
codent le jeu de tuiles initial pour des n aussi grands qu’on veut. Par conséquent, si le
jeu de tuiles codé pave le plan, il existe des carrés n X n pavés par le jeu de tuiles initial
pour des n aussi grands qu’on veut. Réciproquement, si 1’on sait paver des carrés n x n

2. Par définition de T/, nous avons des suites finies de tels historiques de longueur arbitrairement
grande. L’existence d’un historique infini est obtenue par compacité.
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FIGURE 1.34 —55(T)

par le jeu de tuiles initial, pour des n arbitrairement grands, le jeu de tuiles codé pave
le plan.

De plus, nous pouvons repérer la tuile 7" située dans le coin inférieur gauche : c’est
la seule tuile 7" reliée a gauche a une tuile V' par des tuiles H et en bas a une tuile H par
des tuiles V' (les autres tuiles 7" dans un tel carré ont au moins une de ces deux tuiles
qui est une tuile 77). Ceci nous permet d’imposer la tuile dans le coin inférieur gauche
de ces carrés. Ce codage se résume par la proposition suivante :

Proposition 1.38. Nous pouvons coder (récursivement) tout jeu de tuiles F par un jeu
de tuiles s(F) tel que s(F) pave le plan si et seulement si on peut paver le quart de
plan N? par F avec une tuile fixée en (0,0) 7.

3. En réalité nous avons seulement montré que nous pouvons paver des carrés arbitrairement grands
avec JF et une tuile fixée dans le coin inférieur gauche, le passage a I'infini (N2) nécessite un argument de
compacité que nous verrons au Chapitre 3. Bien que nous puissions continuer a travailler avec de tels motifs
carrés arbitrairement grands, il est plus compréhensible d’exprimer la proposition en termes de pavages de
N2,
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La partie rouge constitue ce que nous appelons des carrés 2 x 2.

FIGURE 1.35 — Les carrés de s

Nous nous plagons désormais dans ce contexte : nous ne considérons plus le jeu
de tuiles servant a coder T; mais seulement un codage d’un jeu de tuiles ayant les
propriétés de la Proposition 1.38. Nous allons maintenant décrire seulement le jeu de
tuiles a coder; la Proposition 1.38 nous assure que le jeu de tuiles initial pave le quart
de plan N? en imposant la tuile en (0, 0) si et seulement si le jeu de tuiles codé pave le
plan.

Nous codons une machine de Turing dans un jeu de tuiles pour lequel nous pouvons
imposer la tuile en (0, 0). Chaque tuile contient la valeur du ruban, deux bits indiquant
la position de la téte de la machine de Turing par rapport a la tuile (a gauche, a droite ou
ici) et I’état de la machine. Pour une machine fixée, nous avons ainsi un nombre fini de
tuiles. Les bits codant la position de la téte par rapport a une tuile nous assurent qu’iln’y
a qu’une seule téte par ligne horizontale. En (0, 0) nous mettons la tuile représentant
Iétat initial de la machine de Turing et sa téte sur un ruban vide. A droite de I’état
initial il n’y a que des tuiles représentant le ruban vide. La premiere ligne d’un pavage
de N? par un tel jeu de tuiles représente ainsi I’état initial de la machine de Turing et
de son ruban. A chaque étape du calcul, la téte de la machine de Turing effectue trois
actions : elle écrit sur le ruban, elle change son état et elle se déplace a gauche, a droite
ou sur la méme position. Nous pouvons ainsi forcer, de maniere locale, que la n° ligne
d’un pavage de N? par ce jeu de tuiles représente 1’état de la machine de Turing et de
son ruban aprés n étapes de calcul .

On remplace 1’état d’arrét de la machine par une tuile incompatible avec toutes les
autres et ainsi, ce jeu de tuiles pave N? avec la tuile en (0, 0) fixée si et seulement si la
machine codée ne s’arréte pas.

Ceci nous donne, enfin, le théoreme voulu :

Théoreme 1.39 ([Ber66]). Le domino problem est indécidable.

4. Nous invitons le lecteur qui n’en est pas convaincu a se référer aux nombreuses descriptions détaillées
de cette méthode, par exemple [LP81].
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1.7.4 Extensions de I’indécidabilité

Nous pouvons utiliser cette construction pour obtenir différents résultats d’indéci-
dabilité en plus du domino problem. Une des premieres constructions dans ce sens fut
faite pour montrer que trois classes de jeux de tuiles (ceux pavant le plan mais seule-
ment périodiquement, ceux pavant seulement apériodiquement et ceux ne pavant pas)
sont récursivement inséparables [GK72]. Nous avons légerement modifié la construc-
tion originale [BGG97, Annexe A] pour obtenir des résultats d’inséparabilité que nous
allons réutiliser plus tard.

Proposition 1.40. II existe une fonction récursive qui a une machine de Turing M
associe un jeu de tuiles 7(M) tel que :
— si M s’arréte dans I'état 1 alors (M) n’admet que des pavages périodiques ;
— si M s’arréte dans I’état 2 alors (M ) admet un nombre infini dénombrable de
pavages valides ;
— si M ne s’arréte pas alors I’ensemble des pavages par (M) peut s’écrire
comme [’union disjointe d’un espace de pavages apériodique et d’un espace de
pavages fini.

Démonstration. Pour une machine de Turing )M, nous avons seulement besoin d’ajus-
ter la fagcon dont nous gérons I’état d’arrét. Plutot que de ’enlever, ce qui revient a
empécher de paver si la machine ne s’arréte pas, nous forgons les tuiles de sorte a ob-
tenir le résultat voulu. Nous avons besoin de revenir au codage de s par le jeu de tuiles
T puisque ce sont les pavages finaux qui nous intéressent.

Les deux états d’arrét sont propagés verticalement par les tuiles V' de s a la diffé-
rence que nous interdisons qu’une tuile V' propageant les états 1 ou 2 de la machine de
Turing rencontre une tuile H juste au-dessus, au lieu de cela nous rajoutons des nou-
velles tuiles H (x)T, H(2)*, V(z)™, V(2)<, T(z)”", T(z)>, T(z)< et T(z)" pour
x € {1,2}. Les contraintes sur les niveaux de codage de s sont inchangées pour ces
nouvelles tuiles et elles respectent les mémes contraintes que leurs homologues non
marquées dans la direction opposée a la fleche mais elles ont les contraintes supplé-
mentaires suivantes :

— au-dessus d’une tuile H(z)" ne peut apparaitre qu’une tuile H (z)*;

— 2 gauche d’une tuile H(z)" (respectivement H (x)¥) ne peut apparaitre qu’une

tuile H(x)" ou une tuile T'(z)™ (respectivement H (z)* ou T'(x)<);

— & droite d’une tuile H(z)" (respectivement H (z)%) ne peut apparaitre qu’une

tuile H ()" ou une tuile T'(x)~" (respectivement H (x)* ou T(x)™);

— au-dessus d’une tuile 7'(x)™ (respectivement T'()") ne peut apparaitre qu’une

tuile 7'(x)<" (respectivement T'(x)™);

— 2 gauche d’une tuile 7'(1)™ (respectivement 7'(1)<”) ne peut apparaitre qu’une

tuile 7'(1)” (respectivement T'(1)>);

— & gauche d’une tuile V' (1)* ne peut apparaitre qu’une tuile V/(1)7;

— agauche de tuiles V(2), T(2)™ et T'(2)<" ne peut apparaitre qu’une nouvelle

tuile G;

— adroite de tuiles V(2)7, T'(2)”" et T(2) " ne peut apparaitre qu’une nouvelle

tuile D ;
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— les tuiles G et D ne peuvent avoir que les tuiles sus-citées et elles mémes autour

d’elles.

Lorsque la machine M s’arréte dans 1’état 1, si le pavage contient une tuile G ou
D alors il est monochromatique. Sinon, la construction du jeu de tuiles 7 sous-jacent
force tout motif a étre de la bonne forme d’apres le Corollaire 1.32 : il est constitué de
carrés de taille croissante jusqu’a ce que 1’état d’arrét 1 de la machine apparaisse, dans
ce cas le carré dans lequel s’est arrété le calcul est entouré de tuiles H (1), V(1) et T(1)
et la seule facon de compléter est de répéter ce carré périodiquement. Dans tous les cas,
lorsque la machine s’arréte dans I’état 1, il n’existe que des pavages périodiques.

Lorsque la machine M s’arréte dans 1’état 2, les pavages monochromatiques G ou
D sont valides mais si une autre tuile apparait alors le calcul de M commence pour
s’arréter dans 1’état 2 et former un carré entouré par des tuiles H(2), V(2) et T'(2).
La seule fagon de compléter ce carré pour obtenir un pavage valide est de le répéter
périodiquement verticalement et de placer un demi-plan de G a sa gauche et un demi-
plan de D a sa droite. Lorsque la machine M s’arréte dans I’état 2 il existe ainsi un
nombre infini dénombrable de pavages.

Lorsque la machine M ne s’arréte pas, 1’espace de pavages fini est constitué des
pavages monochromatiques G et D. Si on ne considere pas ces pavages monochroma-
tiques alors nous avons un jeu de tuiles pavant le plan mais n’admettant aucun pavage
périodique (Théoreme 1.36). U

Corollaire 1.41. Les trois classes de jeux de tuiles suivantes sont récursivement insé-
parables :
— les jeux de tuiles n’admettant que des pavages périodiques ;
— les jeux de tuiles admettant un nombre infini dénombrable de pavages;
— les jeux de tuiles dont I’ensemble des pavages peut s’écrire comme ['union
disjointe d’un espace de pavages fini et d’un espace de pavages apériodique.

Démonstration. Les classes de machines de Turing codées par la Proposition 1.40 sont
récursivement inséparables. O



Chapitre 2

Le pré-ordre <

Apres les définitions du Chapitre 1, nous avons le sentiment que les motifs jouent
un role important dans I’étude des pavages. Dans ce chapitre nous définissons un pré-
ordre basé sur les motifs apparaissant dans les configurations ; ce pré-ordre a été intro-
duit pour I’étude des pavages par Bruno Durand [Dur99]. Cependant, on peut trouver
des références plus anciennes : par exemple, Bruno Poizat disait qu’un pavage s’abrite
dans un autre [Poi82]. De par la définition de ce pré-ordre, nous sommes ensuite ame-
nés a caractériser les langages de configurations, c’est-a-dire I’ensemble des motifs
apparaissant dans une configuration (Section 2.2), pour enfin étudier la structure de ce
pré-ordre sur QZ2 aux Sections 2.3 et 2.4.

2.1 Définitions et propriétés générales

Définition 2.1 (Le préordre <). Soient x et y deux configurations de QZ2, on note
x =X y si tout motif qui apparait dans x apparait aussi dans y.

On dit que deux configurations x et y sont localement isomorphes si x < y et
y = z. On note cette relation par ~. Un exemple de deux configurations comparables
pour =< qui ne sont pas localement isomorphes est représenté sur la Figure 2.1. Par
définition, = est une relation symétrique, ce qui en fait une relation d’équivalence. La
classe d’équivalence de x pour = est notée (z). Onnote ainsi z < ysiz X yetx % y.
On note I" (¢) I’ensemble {x € Q% |z = ¢}. On remarque que I' (¢) est un espace de
pavages généralisé : il est défini par I’ensemble de motifs interdits F €gal a I’ensemble
des motifs n’apparaissant pas dans c.

Ce pré-ordre se préte naturellement a 1’étude des espaces de pavages généralisés
définis par un ensemble de motifs interdits F : T r est clos vers le bas pour <. Si c est
un élément de T  alors I" (¢) est un sous-ensemble de T x.

Proposition 2.2. Pour deux configurations x et y les points suivants sont équivalents :
—z =Xy
— zeT(y)
— I'(z) ST (y).

37
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FIGURE 2.1 — Exemple de deux configurations comparables pour =< mais pas locale-
ment isomorphes

Pour un ensemble de configurations donné, nous pouvons représenter ce pré-ordre
sous forme de diagramme de Hasse ; un exemple d’un tel diagramme pour les pavages
obtenus a partir des motifs interdits présentées sur la Figure 1.10 est représenté sur la
Figure 2.2.

FIGURE 2.2 — Exemple d’un diagramme de Hasse pour < pour I’ensemble de pavages
obtenus a partir du jeu de tuile de la Figure 1.10. Une aréte entre deux configurations
a et b, si a est au dessous de b, signifie a < b. Nous ne représentons pas les relations
obtenues par transitivité.

2.2 Langages de configurations

La définition de ’ordre < ne fait intervenir que les motifs finis apparaissant dans
une configuration ; nous sommes ainsi tentés de redéfinir cet ordre en termes d’inclu-
sion de langages :

Définition 2.3 (Langage d’une configuration). Pour une configuration c on note L(c)
l’ensemble des motifs apparaissant dans c.



2.2. LANGAGES DE CONFIGURATIONS 39

On remarque que = = y si et seulement si £(z) C L(y). De plus nous pouvons
caractériser les ensembles de motifs correspondant au langage d’une configuration :

Théoreme 2.4 (Caractérisation des langages de configurations). Pour un ensemble
non-vide de motifs L, il existe une configuration c telle que L soit le langage de c
(L = L(c)) si et seulement si L vérifie les 3 points suivants :

1. Pour chaque motif M dans L, tout sous-motif de M est aussi dans L

2. Pour chaque motif M dans L, il existe une extension omnidirectionnelle de M
dans L

3. Pour tous motifs M et Mo dans L, il existe un motif M dans L contenant les
deux (M1 C M, M, C M).

Démonstration. 1l est clair que, pour une configuration donnée ¢, L£(c) vérifie les 3
conditions.

Supposons maintenant que £ vérifie les 3 conditions et construisons une configu-
ration c telle que £ = L£(c). Comme I’ensemble des motifs est dénombrable, £ 1’est
aussi et ’on peut ainsi écrire : £ = {P; };en.

On pose My = Pg. Nous définissons IM; a partir de M;_;. La propriété 3 nous
assure qu’il existe un motif dans £ dont M;_; et P; sont tous deux sous-motifs : soit
N; ce motif. De plus la propriété 2 nous assure qu’il existe une extension omnidirec-
tionnelle de ce motif INj, que nous définissons comme M;.

Ainsi nous avons construit une suite de motifs (M;);en qui croit vers une configu-
ration ¢ de Q% telle que £ C L(c).

Pour I'inclusion réciproque, un motif de c est sous-motif d’un certain M; par
construction et est ainsi dans £ car il est stable par sous-motif d’apres la propriété 1.

Nous avons ainsi construit une configuration c telle que £ = £(c). O

Cette caractérisation des langages de configurations et du pré-ordre < en fonction
de ces langages nous permettent de construire des ensembles de configurations ayant
certaines propriétés : il suffit de construire des langages vérifiant les conditions du
Théoréme 2.4.

Théoréme 2.5. L’ordre (P(N), C) s’injecte dans ({0,1}”, <).

On remarque que le Théoréme 2.5 ne traite que de {0, I}Z au lieu de QZ2. Lorsque
Q a au moins deux éléments, il est facile d’injecter ({0,1}”, <) dans (QZ, <) puis
dans (QZz, =) et ceci ne fait que rendre le résultat plus fort.

Démonstration. Pour un sous-ensemble F de N, on cherche a lui associer un langage
de configuration Lg tel que £ C E’ si et seulement si Lg C L.

Soit n un entier, on I’encode par un motif My, de taille 2(n + 1) de la forme 01270.
On définit L comme I’ensemble de tous les motifs n’ayant pas M, comme sous-
motif pour n ¢ FE. Puisque tous les M, sont incomparables pour I’ordre C, on a :
ECFE & Lg CLg.

On va maintenant vérifier que £ g vérifie les conditions du Théoréme 2.4 pour nous
assurer qu’il existe une configuration de {0, l}Z ayant £ comme langage.
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— L estclos par sous-motif par définition : si un motif de £ n’a pas de M, pour
n ¢ E comme sous-motif alors il en va de mé€me pour tous ses sous-motifs.

— Si ’on a un motif P commencant par un nombre pair de 1, on rajoute 1 a sa
gauche, sinon on rajoute seulement 0, de sorte a ne pas créer de motif M, ; on
fait de méme a sa droite et nous avons ainsi construit une extension omnidirec-
tionnelle de P qui est aussi dans Lg

— Lorsque I’on a deux motifs P; et Py de L, on les étend tous les deux comme
précédemment avec 1 ou 0 a gauche et a droite puis on les étend une fois de
plus en rajoutant un 0 a gauche et a droite. Une fois cette extension effectuée,
on les met bout a bout, de sorte a obtenir un motif P avec P T PetP, C P;
de plus P ne contient pas plus de motif M,, que ceux qui étaient déja dans P4
ou P, et est ainsi aussi dans Lg.

Par conséquent, L vérifie les conditions du Théoreme 2.4 et il existe une configu-

ration cg de {0, 1}Z telle que L(cg) = Lg. Ainsiona: cg < cpr & E C E’, ce qui
termine la preuve. O

Corollaire 2.6. Quand Q a au moins deux éléments, il existe des chaines infinies crois-
A . . . . . A . . 2
santes, des chaines infinies décroissantes et des antichaines infinies dans (Q%", <).

Apres avoir considéré de maniere générale le langage d’une configuration nous
pouvons nous intéresser au nombre d’occurrences de certains motifs. Une simple re-
marque permet de distinguer deux types de configurations en fonction de 1’occurrence
de certains motifs :

Remarque 2.7. Soit une configuration contient un motif qui n’apparait qu’une seule
fois soit tous ses motifs apparaissent une infinité de fois.

Démonstration. Si un motif apparait un nombre fini de fois, le motif qui les contient
tous n’apparait qu une seule fois. O

De plus, la relation < permet de déduire le nombre d’occurrences de certains motifs
dans des configurations :

. 2
Lemme 2.8. Pour deux configurations x et y de Q7 telles que x < vy alors tous les
motifs de x apparaissent une infinité de fois dans y.

Démonstration. Les motifs de x apparaissant une infinité de fois apparaissent aussi
une infinité de fois dans y : pour un motif N apparaissant une infinité de fois dans z, il
suffit de considérer, pour tout entier n, un motif IM,, contenant n fois le motif IN ; tous
les motifs M, apparaissent dans y et ainsi N apparait une infinité de fois dans y.

Soit P un motif n’apparaissant qu’un nombre fini de fois dans z et supposons,
par I’absurde, que P n’apparaisse qu’un nombre fini de fois dans y. Soit (Py)nen la
suite des motifs de taille n x n apparaissant au centre de x; a partir d’un certain n,
tous les P,, contiennent P. Comme tous les P,, apparaissent dans y et y ne contient
qu’un nombre fini d’occurrences du motif P, a partir d’un certain n, il n’y a plus qu’un
nombre fini de positions possibles ou trouver P, dans y. Par conséquent, une infinité
de P, apparaissent au méme endroit, donc ils apparaissent tous a la mé&me position
dans y.
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A 1a limite, le domaine des P,, recouvre tout le plan et donc y est un translaté de z,
donc y et x contiennent exactement les méme motifs ce qui contredit le fait que nous
avons supposé r < y. O

2.2.1 Liens entre les langages de configurations et les pavages

Nous avons vu, a la Section 1.4, que I’on pouvait définir des pavages par un en-
semble F de motifs interdits ; cette définition a d’autant plus de sens lorsque I’on s’in-
z . 2
téresse aux langages des configurations de Q% :

Remarque 2.9. Soit T r [’ensemble des configurations valides pour I’ensemble de
. . . . 2
motifs interdits F, alors, pour une configuration c € Q%" , ona :

ceTr& LeNF =0

Cette simple reformulation de la définition en termes de langages de configurations
est tres utile : elle permet de faire hériter des propriétés de stabilité par intersection,
union, etc. des langages de configurations sur QZ2 a n’importe quel espace de pavages.

Nous avons déja remarqué que T, c = T'(c). Pour obtenir des unions finies,
nous pouvons nous contenter de travailler sur les langages : pour deux configurations
a et b, si 'on prend I’ensemble de motifs F = L(a)’ N L(b)C = (L(a) U L(b))¢
alors T est égal a T' (a) U T (b). En effet, il est clair d’apres la Remarque 2.9 que
I'(a) UT (b) C T£. Soit ¢ une configuration de Tz, on a L(c) C L(a) U L(b) et si
PonaM; € L(a) \ L(b) et My € L(b) \ L(a) alorsona M € L(a) U L(b) tel que
M; C Met M2 C M, ce qui est impossible. Donc I' (a) UT' (b) = T x. En revanche
tout ensemble de configurations défini par des motifs interdits n’est pas forcément égal
a un certain I (¢) : il suffit de prendre deux configurations minimales sur la Figure 2.2
pour s’en convaincre.

Malgré cela, nous pouvons tout de méme caractériser les langages des espaces de
pavages généralisés en relachant la condition 3 du Théoreme 2.4 :

Théoreme 2.10. Pour un ensemble de motifs L, il existe un ensemble de motifs interdits
F tel que L soit le langage de T x (L = L(T z)) si et seulement si L vérifie les 2 points
suivants :

1. Pour chaque motif M dans L, tout sous-motif de M est aussi dans L

2. Pour chaque motif M dans L, il existe une extension omnidirectionnelle de M
dans L

De plus, T r est non vide si et seulement si L est non vide.

Démonstration. = 1l est clair que, pour un F donné, L(T z) vérifie les 2 conditions.

<:On pose F = L, I’ensemble des motifs n’étant pas dans £. Comme £(T )N
LE = () d’apres la Remarque 2.9, on a que £(T#) C L. Si £ est vide nous n’avons
plus rien a prouver. Soit M un motif de £, on peut trouver une suite d’extensions
omnidirectionnelles de M d’apres le point 2 et cette suite définit une configuration c a
la limite. Comme £ est stable par sous-motif, £(c) C £, donc L(c) N LY = () et ainsi
¢ € T (donc T £ est non vide) et donc M € £L(Tx), ce qui termine la preuve. O]
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2.2.2 Stabilité des langages de configurations

Apres les résultats de la section précédente il est clair que les langages de configu-
rations ne sont stables ni par intersection ni par union. Il suffit de considérer I’ensemble
de couleurs Q = {0, @, W}, et les configurations c; et ¢, contenant toutes deux un point
O et tous les autres points sont de couleur, respectivement, @ et B. L(c;) N L(c2) ne
contient que le motif O et est ainsi fini et donc ne peut pas étre un langage de configu-
ration; £(c1) U L(c2) ne contient pas de motif contenant a la fois I et Ol donc ne
peut pas non plus étre un langage de configuration.

En revanche, la caractérisation de ces langages du Théoreme 2.4 nous permet d’ob-
tenir des résultats de stabilité par union croissante et intersection décroissante :

Lemme 2.11 (Stabilité par union croissante). Si (L£(c;))ien est une chaine croissante
pour Uinclusion alors il existe une configuration c telle que :

£() = | £(e)

ieN

Démonstration. Nous allons utiliser la caractérisation du Théoréme 2.4. Notons £
’union de tous les £(c;).

Pour la propriété de stabilité par sous-motif (point 1) : un motif de £ apparait dans
un certain £(c;) donc tous ses sous-motifs aussi, ainsi £ est stable par sous-motif. Il
existe une extension omnidirectionnelle de ce motif dans £(c;) qui est donc aussi dans
L; L vérifie ainsi le point 2 du Théoréme 2.4.

Pour le point 3, soient M et N deux motifs de £; comme (L(c;));en est une chaine
croissante pour I’inclusion, ces motifs apparaissent tous deux dans le méme £(c;). Il
existe donc un motif M contenant les deux dans £(¢;) qui est donc aussi dans L.

Ainsi £ vérifie les 3 conditions du Théoréme 2.4 ce qui nous assure de 1’existence
d’une configuration c telle que £(c) = ;o £(ci)- O

On remarque que ni la preuve du Lemme 2.11 ni celle du Théoréme 2.4 ne font
intervenir le fait que Q est fini, ainsi, bien que cela sorte du cadre de notre étude, le
résultat précédent reste vrai sans cette restriction sur Q.

Lemme 2.12 (Sous-stabilité par intersection décroissante). Pour une chaine décrois-
sante pour Uinclusion (L(¢;));en, il existe une configuration c telle que :

L(c) C m L(c;)

€N

Démonstration. Notons L = [;. £(c;); dans un premier temps nous utilisons la
caractérisation du Théoreme 2.10 pour montrer qu’il existe un espace de pavages gé-
néralisé T r tel que L(Tz) = L.

Soit M € L : tous ses sous-motifs sont aussi dans £ car ils sont dans tous les £(c;)
d’apres le point 1 du Théoréme 2.4 ; donc L vérifie le point 1 du Théoréme 2.10. Soit D
un domaine nous assurant que tout motif défini sur D qui contient M en son centre soit
une extension omnidirectionnelle de M : D = B(Dy, 1). Il n’existe qu’un nombre fini
de motifs définis sur D et tous les £(c;) contiennent une extension omnidirectionnelle
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de M définie sur D, par conséquent, il existe un motif N défini sur D qui soit une
extension omnidirectionnelle de M dans une infinité de £(c;). Comme les £(c;) sont
décroissants pour I’inclusion, ce motif N appartient a tous les £(c¢;) et donc a L, ce qui
montre que L vérifie le point 2 du Théoréme 2.10.

L’ensemble des motifs de taille 1 x 1 est fini et tous les £(c;) en contiennent au
moins un; par conséquent il existe un de ces motifs qui appartient a tous les £(c;) et
donc a L. L est donc non vide.

11 existe donc un espace de pavages généralisé non vide Tz tel que L(Tx) = L.
Pour un certain ¢ € Tz, par définition, £(c) C (¢ £(cs)- O

La preuve du Théoreme 2.12 fait intervenir des arguments du type "il n’y a qu’un
nombre fini d’objets possibles et un nombre infini de tiroirs, donc un objet est dans une
infinité de tiroirs" ; caché derriere ces arguments simples se trouve de la compacité, sur
laquelle nous revenons au Chapitre 3.

Nous avons appelé le Lemme 2.12 un lemme de sous-stabilité par intersection dé-
croissante car, contrairement au Lemme 2.11, nous n’avons pas 1’égalité. En effet, il
existe des suites décroissantes de langages de configurations dont 1’intersection n’est
pas égale a un langage de configurations. Soit Q = {@,, W} et L, 'ensemble des
motifs ne contenant pas deux points B a distance inférieure a n. Il est aisé de vérifier
que L,, respecte bien les conditions du Théoréme 2.4 et que L£,,1 C L,,. Le langage
L = ,en Ln est constitué de tous les motifs contenant au plus un point M et contient
ainsi les motifs @M et Ol mais on ne peut pas trouver de motif contenant ces deux
derniers puisqu’il devrait contenir deux points B et ne peut donc pas étre un langage de
configuration d’apres le Théoreme 2.4.

De plus, contrairement au Lemme 2.11 pour ’'union croissante de langages de
configurations, la preuve du Lemme 2.12 utilise le fait que Q est fini, on peut construire
un contre-exemple a ce lemme avec Q = N : £,, est ’ensemble des motifs ne conte-
nant aucun point a valeur ¢ pour 7 < n; on obtient (), .y £, = 0 méme si les £,
vérifient les conditions du Théoreme 2.4.

2.3 Extrema pour =

L’étude des langages de configurations faite a la Section 2.2, et notamment les
résultats de stabilité de la Section 2.2.2 permettent d’obtenir des résultats sur les en-
sembles de pavages : I’existence de bornes pour les chaines croissantes ou décroissantes
pour = de configurations et par conséquent I’existence d’éléments minimaux et maxi-
maux pour <. Dans cette section nous utilisons le lemme de Zorn que nous rappelons
ici :

Lemme 2.13 (Zorn). Tout ensemble inductif (ordonné et tel que toute chaine admet un
majorant) admet au moins un élément maximal.

La méthodologie pour montrer I’existence d’extrema pour < est maintenant claire :
il suffit de montrer que toute chaine croissante (respectivement décroissante) admet un
majorant (respectivement minorant) pour obtenir 1’existence de maximaux (respective-
ment minimaux).
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Proposition 2.14. Toute chaine infinie de configurations décroissante pour =< admet
un minorant.

Démonstration. C’est une simple reformulation du Lemme 2.12 puisque pour deux
configurations x et y, x =< y si et seulement si £L(x) C L(y). O

Nous avons déja évoqué la conjecture de Wang [Wan61] : tout espace de pavages
non vide contient une configuration périodique. Nous avons montré au Chapitre 1 que
cette conjecture était fausse. Grace au formalisme apporté par le pré-ordre <, nous
pouvons désormais montrer une version plus faible d’un tel résultat d’existence :

Théoreme 2.15 ([Dur99]). Tout espace de pavages généralisé non vide contient un
élément minimal pour <.

Démonstration. L'existence d’un pavage minimal est assurée par le lemme de Zorn
puisque toute chaine infinie décroissante de configurations admet un minorant d’apres
la Proposition 2.14. Ce pavage minimal obtenu reste dans 1’ensemble de pavages initial
d’apres la Proposition 2.2. O

En vérité, nous n’avons pas réellement besoin du lemme de Zorn ici, si ce n’est
pour avoir une preuve concise; la preuve originale par B. Durand [Dur99] n’en faisait
pas usage :

Démonstration alternative. Soit F un ensemble de motifs interdits et T » 1’espace de
pavages associé. Considérons le langage L(T z) = {M;, ¢ € N} et posons Fy = F; si
T r,um;) est vide alors posons F; 1 = F; sinon Fy 1 = FiU{M; }. Par construction,
les (£L(Tx,)):en forment une suite d’ensembles non vides décroissante pour I’inclu-
sion. £ = [,y £L(T,) est stable par sous-motif et est non vide car tous les £(Tx,)
contiennent le motif vide. £ est de plus stable par extension omnidirectionnelle : soit
M un motif de £ et D = B(Dug, 1). Les motifs définis sur D contenant M sont des
extensions omnidirectionnelles de M. Il n’existe qu’un nombre fini de tels motifs et
chaque £('Tx,) en contient un. Par conséquent, il en existe un qui est dans une infinité
de L(T£,) et donc dans tous les £(Tx,) car ils forment une suite décroissante pour
I’inclusion.

Soit T = I’espace de pavages généralisé tel que L(Tx) = L, qui existe d’apres le
Théoréme 2.10, et ¢ une configuration de Tx. On a £(c) C L(T ). Supposons qu’il
existe un motif M qui soit dans £(T 7) mais pas dans £(c). Puisque T r_nr,} est
non vide (il contient ¢), T Fiu{M;} est aussi non vide. Ainsi, par construction, M; n’est
pas dans £(T 7, , ) et n’est donc pas dans £ ; contradiction.

Nous avons donc : £(c¢) = L(T z). Puisque les espaces de pavages sont stables par
=, c est minimale pour <. O

La conjecture de Wang mettait en avant une configuration avec une structure régu-
liere : une configuration périodique. Bien que moins réguliers, nous pouvons caractéri-
ser la structure des minimaux pour < :

Proposition 2.16 ([Dur99]). Une configuration c est minimale pour =< si et seulement
si ¢ est quasi-périodique.
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Démonstration. <=: Soit z une configuration telle que £L(x) C L(c). Soit M un motif
qui est dans £(c) mais pas dans £(x). Par définition de la quasi-périodicité, tout motif
suffisamment grand de £(c) contient M et donc tous les motifs de £(x) sont de taille
bornée, une contradiction.

=-: Par I’absurde, soit M un motif de ¢ n’apparaissant pas dans des motifs arbi-
trairement grands. Comme les motifs ne contenant pas M sont en nombre infini, nous
pouvons trouver une suite de motifs (IM;);cny ol M1 1 est une extension omnidirec-
tionnelle de M; : les extensions omnidirectionnelles de M; définies sur B(Dyy,, 1) et
ne contenant pas M sont en nombre fini et il existe une infinité de motifs arbitraire-
ment grands ne contenant pas M ; on construit la suite (M;);cn en prenant Mg égal
au motif vide et en préservant I’invariant qu’il existe une infinité d’extensions omni-
directionnelles de M; ne contenant pas M. L’ensemble des sous-motifs de ces M; est
un langage de configuration ne contenant pas M et donc la configuration réalisant ce
langage est strictement inférieure a ¢ pour =<, ce qui contredit I’hypothese que c est
minimale pour <. O

Puisque ~ est une relation d’équivalence, il parait naturel de s’intéresser aux classes
d’équivalence d’un ensemble T r de configurations valides pour . Nous pouvons
d’ores et déja obtenir des résultats sur la nature des configurations présentes dans T r
lorsqu’il n’y a qu’une seule classe d’équivalence pour ~ :

Lemme 2.17. Pour un espace de pavages généralisé T x, si tous les pavages de T
sont localement isomorphes (contiennent les mémes motifs) alors tous les pavages de
T £ sont minimaux pour =< et, a fortiori, tous les motifs qui apparaissent dans un pa-
vage apparaissent une infinité de fois.

Démonstration. Les espaces de pavages généralisés sont stables par =< donc T x ne
contient que des minimaux pour <. D’apres la Proposition 2.16, tous les pavages de
T £ sont quasi-périodiques. Ainsi tout motif apparaissant dans un pavage apparait une
infinité de fois dans celui-ci par définition de la quasi-périodicité. O

Maintenant, si I’on s’intéresse aux chaines croissantes de configurations alors la
reformulation du Lemme 2.11 nous donne le résultat suivant :

Proposition 2.18. Toute chaine de configurations croissante pour =< a une borne su-
périeure.

Théoreme 2.19 ([BDJO8]). Tout espace de pavages généralisé non vide contient un
élément maximal pour <.

Démonstration. D’apres la Proposition 2.18, toute chaine croissante (¢;);c; a une
borne supérieure, notée c. D’apres le Lemme 2.11, £(c) = J;c; £(c;). 1l reste a prou-
ver que c est bien dans T £ : si elle ne 1’était pas alors un motif interdit apparait dans
¢, donc dans un L(c;) et ainsi dans un élément de cette chaine croissante, ce qui est
faux car nous avons supposé tous les éléments de la chaine dans T . L’existence d’un
élément maximal vient ensuite par application du lemme de Zorn. [

Malheureusement, par opposition aux minimaux, nous n’avons pas de caractérisa-
tion des maximaux.
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2.4 Les niveaux pour =

Une partie importante de cette these est 1’étude de la structure discrete qu’induit <
sur les ensembles de pavages. Le Théoréme 2.15 nous assure 1’existence de minimaux
pour = dans tout espace de pavages généralisé ; nous disons que les minimaux sont au
niveau 0.

e . 2 . . . . .
Proposition 2.20. Pour toute configuration c de Q" il existe une configuration mini-
male ¢ telle que ¢’ < c.

Démonstration. T (c) est un espace de pavages généralisé sur lequel nous appliquons
le Théoreme 2.15. O

Définition 2.21 (Niveaux pour <). Une configuration ¢ dans un espace de pavages
généralisé S est au niveau n si n est la longueur de la plus longue chaine strictement
décroissante partant de c.

S’il existe de telles suites arbitrairement grandes, nous dirons que c a un niveau
infini.

La Proposition 2.20 nous assure qu’une chaine strictement décroissante de longueur
finie maximale termine au niveau 0. Un exemple du diagramme de Hasse pour < pour
I’ensemble de contraintes de la Figure 1.10 est représenté sur la Figure 2.3 avec la
notion de niveaux.

= #\ Niveau 2
e ~_ |

Niveau 1
\ |

Niveau 0

FIGURE 2.3 — Exemple d’un diagramme de Hasse et des niveaux associés pour I’espace
de pavages obtenus a partir du jeu de tuile de la Figure 1.10.

Bien entendu cette notion de niveaux peut étre mal définie : il se peut tres bien qu’il
y ait des configurations de niveau infini sans pour autant qu’il existe un niveau 1, efc.
Pour I’instant nous avons seulement prouvé I’existence du niveau O et une partie de
notre travail consiste a prouver 1’existence de certains niveaux.



Chapitre 3
Topologie des pavages

Au chapitre précédent nous avons défini et commencé a étudier la structure du
pré-odre =< sur les espaces de pavages. Un moyen beaucoup plus classique [Mo0z88]
d’étudier les espaces de pavages est de procéder a une étude topologique de ces es-
paces. Ces méthodes sont tres fortement inspirées du monde de la dynamique symbo-
lique [MH38, Hed69]. Les objets étudiés dans ce domaine sont un espace topologique
et une application continue sur cet espace. Bien que nous ne nous placions pas dans le
cadre le plus général en étudiant les espaces de pavages, les propriétés topologiques de
ces espaces permettent souvent d’obtenir des démonstrations courtes et élégantes.

Nous définissons dans ce chapitre la topologie usuelle utilisée sur les espaces de pa-
vages (Section 3.1). En premier lieu, cette topologie nous permet de caractériser les es-
paces de pavages par des propriétés topologiques (Section 3.2). Ensuite, nous pouvons
appliquer des méthodes classiques (par exemple la dérivation de Cantor-Bendixson)
aux espaces de pavages (Section 3.4). Ces méthodes nous permettent de déduire des
implications entre I’existence de certaines configurations et la cardinalité de I’espace
de pavages considéré. Ce chapitre constitue ainsi les fondations de I’étude des espaces
de pavages selon leur cardinalité faite au Chapitre 4.

3.1 Topologie

Dans cette section nous définissons une topologie sur I’ensemble des configura-
tions. Ceci nous permettra d’étudier plus en détails les propriétés des espaces de pa-
vages en utilisant la topologie induite. La topologie est définie de la facon suivante :
nous munissons Q de sa topologie discréte et considérons sz muni de la topologie
produit.

Cette topologie sur QZ2 est tres liée aux motifs que nous avons définis dans le
Chapitre 1. Les ensembles Ong = {c € QZ2 1Oy = M} forment une base de cette
topologie. Ces ensembles Oy sont parfois appelés cylindres dans la littérature. On
remarque que ces O sont aussi fermés car Q est discret. Les Ong forment ainsi une
base d’ouverts-fermés de la topologie de QZz.

47



48 CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES PAVAGES

De plus, cet espace produit est métrisable, comme tout produit dénombrable d’es-
paces métriques, par la distance suivante :

d(z, y) = 2~ minlllillaG)£u()

Cette métrique nous éclaire un peu plus sur la notion de convergence d’une suite
de configurations : la suite (¢;);en converge vers une configuration c si et seulement si
les ¢; coincident avec c sur des zones de plus en plus grandes au centre.

Une des propriétés topologiques les plus connues et utilisées de QZ2 est sa compa-
cité, obtenue grace au théoréme de Tychonoff :

Théoreme 3.1. QZ2 muni de la topologie produit est compact.

Nous n’avons pas réellement besoin du théoreme de Tychonoff, qui fait intervenir
I’axiome du choix, pour obtenir la compacité de QZ2 ; nous avons déja utilisé cette
propriété a la Section 2.2.2 que nous avons montrée grace a une variante du lemme de
Koenig. Soit (¢;);en une suite de configurations de QZ2 ; nous construisons un arbre
de la facon suivante : on I’enracine par le motif vide, les noeuds a profondeur n sont
les motifs centrés définis sur [—2n — 1;2n + 1]2 pris dans un ¢; pour ¢ > n, une aréte
est présente entre un motif M a profondeur n et un motif N a profondeur n + 1 si N
est une extension omnidirectionnelle de M. Nous avons ainsi construit un arbre infini a
branchement fini : il n’y a qu’un nombre fini de noeuds a une profondeur donnée. Par le
lemme de Koenig, cet arbre contient un chemin infini. Le chemin infini ainsi obtenu est
étiqueté par des motifs centrés qui forment une suite d’extensions omnidirectionnelles
successives. A la limite, ce chemin définit une configuration qui est valeur d’adhérence
de la suite (¢;);en-

oy . . 77 2. 2
Proposition 3.2. Lorsque Q contient au moins deux éléments, Q%" est un espace sans
point isolé (parfait).

. 2 b
Démonstration. La métrique sur Q% nous assure que 1’on peut trouver des configu-
. . . 2 . .
rations arbitrairement proches de toute configuration de Q%" en modifiant un point
suffisamment loin de I’origine de Z2. O

3.2 Sous-shifts

Le terme de sous-shift provient du monde de la dynamique symbolique [LM95,
MH238]. En général le terme de sous-shift est utilisé en dimension 1; ici nous utilisons
la version multidimensionnelle [Lin04]. Les sous-shifts constituent une caractérisation
élégante des espaces de pavages généralisés et permettent d’utiliser des outils topolo-
giques pour 1’étude des pavages.

7 oy . 2 . z
Définition 3.3. Un sous-shift est un sous-ensemble de Q%" qui est fermé pour la topo-
logie produit et invariant par translation.

’ N 2 . . .
Théoréme 3.4. Un sous-ensemble S de Q% est un sous-shift si et seulement si S est
un espace de pavages généralisé T r.
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Démonstration. <: Par définition, T x est invariant par translation. Comme QZ2 est
métrique, pour montrer que T r est fermé, il nous suffit de montrer que toute suite
convergente (¢, )nen d’éléments de Tx a sa limite dans T £. Soit ¢ cette limite; si ¢
contient un motif de F alors par définition de la métrique de QZ2, il existe V € N tel
que ¢y contient aussi ce motif, ce qui est impossible et ainsi ¢ € T x et T £ est donc
fermé.

=-: Soit F I’ensemble des motifs n’apparaissant dans aucun élément de S; par
définition S C T £ car aucun élément de S ne contient un motif de . Soit ¢ € T et
M, le motif carré de taille n xn centré en (0, 0) dans ¢. Ce motif M, apparait dans une
configuration de S et méme aussi centré en (0, 0) par c—invariance dans un ¢,, € S.

Par construction, lim ¢, = c et comme S est fermé, c € S. D’ou T+ C S. O
n—0o0

Lorsque cet ensemble de motifs interdit est fini on dit que c’est un sous-shift de type
fini (ou SFT pour subshift of finite type) et cela correspond a un espace de pavages.

Puisque Q7" est compact, les espaces de pavages généralisés le sont eux aussi
en tant que sous-ensembles fermés de QZ2. Il est de plus possible de traduire cette
propriété de compacité en termes de motifs pour obtenir un résultat plus combinatoire :

Lemme 3.5. Pour un espace de pavages généralisé T r et pour chaque sous-ensemble
fini D de 72 il existe Cp, une extension finie de D telle que si P est un motif défini sur
Cp qui ne contient aucun motif de F alors P|\p apparait dans une configuration de S.

Cela signifie que si 1’on peut trouver des motifs suffisamment grands pavés cor-
rectement alors nous sommes certains qu’une petite sous-partie de ces motifs apparait
dans un pavage valide de tout le plan. La fonction qui, étant donné un jeu de tuiles, ren-
voie I’ensemble Cp, méme a D = {(0,0)} fixé, n’est pas calculable puisque cela nous
permettrait de décider de la pavabilité du plan. Méme a jeu de tuiles fixé, on ne peut pas
calculer Cp : il existe des jeux de tuiles pour lesquels chaque motif de taille n x n qui
apparait dans un pavage a une complexité de Kolmogorov 2(n) [DLS01, DLS08]. La
fonction qui, avec un tel jeu de tuiles fixé, calcule Cp en fonction de D = {0, .. ., n}2
peut ne pas €tre calculable. Par conséquent, les arguments de compacité utilisés sur les
espaces de pavages sont bien souvent non constructifs et il y a peu d’espoir d’arriver a
en tirer un algorithme.

Démonstration. Par définition de la distance d sur QZZ, il existe ep tel que si x et y
sont deux configurations telles que d(z,y) < ep alors z)p = y|p. Toutes les configu-
rations de B(T x,ep) sont donc égales a un élément de T x sur D.

Soit C,, I’ensemble (fermé dans QZZ) des configurations de QZ2 dont le motif de
taille n x n en leur centre ne contient aucun motif de 7. Ona: (), .yCn = Tz,
Comme (,,cn(Cn \ B(TF#,ep)) = 0., par compacité il existe N € N tel que C, C
B(T]:, ED).

Ceci signifie que toutes les configurations de QZ2 qui contiennent un motif valide
en leur centre de taille N x N sont a distance inférieure a ep d’une configuration
de T £, ainsi le motif défini sur D en leur centre apparait dans un élément de T r.
L’ensemble Cp = N x N convient pour le résultat voulu. O

De plus, nous pouvons caractériser les espaces de pavages :
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Proposition 3.6 (Folklore, [Sch02]). Un sous-shift S est de type fini si et seulement
si pour toute chaine de sous-shifts décroissante pour 'inclusion (S;);en telle que
NienSi = S alors il existe N € N tel que Sy = S.

Démonstration. =-: Par définition, S est caractérisé par un ensemble fini F de motifs
interdits. Soit F; 1’ensemble des motifs n’apparaissant dans aucun élément de S;, i.e.,
F; = L(S;)¢ ; par hypothese les F; forment une suite croissante pour I’inclusion. De
plus F C J;en Fi @ il existe un motif de F apparaissant dans une configuration
¢; € S;i pour chaque entier ¢ alors, en centrant les ¢; sur ce motif et en prenant une
valeur d’adhérence de cette suite par compacité, on pourrait trouver une configuration
de S contenant ce motif. Comme F est fini, il existe un entier NV tel que F C Fy et
ainsi Sy C S et donc Sy = S car NenS; = S.

<«: Soit F,, ’ensemble de tous les motifs de taille n X n n’apparaissant pas dans
une configuration de S. On a: N,enT £, = S, ainsi, par hypothese, il existe IV tel que
Tr, = S donc S est de type fini. O

Cette proposition permet d’obtenir un résultat de type compacité pour les motifs
interdits définissant un espace de pavage :

Proposition 3.7. Soit F un ensemble de motifs, si T r est un espace de pavages alors
il existe un sous-ensemble fini F' de F tel que T = T 5.

Démonstration. F = {M;,i € N}. 1l suffit de prendre F,, = {Mj,i < n} pour ob-
tenir Tz = [,y T, et d’appliquer la Proposition 3.6 pour obtenir Fy, un sous-
ensemble fini de F, telque Txr = T £, . O

De plus, la compacité des sous-shifts nous permet d’obtenir une condition suffi-
sante, qui sera utilisée par la suite, pour qu’un sous-shift soit de type fini :

Proposition 3.8. Si un sous-shift S est fini alors il est de type fini.

Démonstration. Comme S est fini, il est discret, ¢’est-a-dire qu’il existe un réel stricte-
ment positif ¢ tel que, Vz,y € S,d(x,y) < e = x = y. Ceci implique que pour toute
configuration z de QZ°, il existe au plus un point y dans S tel que d(z,y) < e/3.En
particulier, si u < €/3, pour tout point & de B(S, i), si y est une configuration de S
telle que d(x,y) < /3 alors d(z,y) < p.

Soit maintenant ;» = min(0.5,£/6). Soit (Sp)nen une suite de sous-shifts décrois-
sante pour I’inclusion telle que [, .y Sn = S. Comme B(S, 1) est un ouvert, pour tout
n, Sn \ B(S, 11) est un fermé et donc (), (Sn \ B(S, 1)) est une intersection vide de

fermés. Par conséquent, la compacité de QZ2 nous assure qu’il existe IV, € N tel que
Sn, € B(S, u).

Soit maintenant 2 un élément de Sn,. Il existe 25 dans S tel que d(z,zs) < p.
De plus, d(U(Oﬁl)(.’E), 0'(0,1)(.%'5)) < 2p < £/3. Donc d(U(O,l)(x)7 0(071)(£U5)) < pu.
Il en va de méme pour (1 g)(z) et o1 0)(xs) et on en déduit ainsi, pour tout vecteur
veZ2 d(oy(z),0,(xs)) < p < 1.Doncx = xg.

Par conséquent Sny, = S. On en conclut que S est de type fini par la Proposi-
tion 3.6. O



3.3. STABILITE DES ESPACES DE PAVAGES 51

Théoreme 3.9. Soit (S;);en une suite de sous-shifts de type fini non vides et deux a
deux disjoints, alors ’ensemble | J,_y Si n’est pas fermé.

Démonstration. Par 1’absurde, supposons que S = [ J,; .y S; soit fermé (et donc un
sous-shift car il est invariant par translation). Pour chaque entier i, soit ; une confi-
guration de S;. Par compacité de S, il existe une configuration = qui est point d’accu-
mulation de la suite (z;);en. Sans perte de généralité nous pouvons supposer que  est
dans Sy.

Comme aucun des z;, ¢ > 2, n’est dans Sy, il existe un motif dans x; qui est interdit
dans S;. Soit v; le point le plus proche de 1’origine (pour la norme ||.||) ol apparait
ce motif dans x;. Comme S, est de type fini, ce motif est de taille bornée. Puisque =
est un point d’accumulation de la suite (2;);en, v; tend vers I'infini quand ¢ tend vers
I’infini.

Soity; = oy, (x;). Nous pouvons supposer sans perte de généralité, quitte a prendre
une extraction, que la suite (y;);cn converge vers y € S. Comme les motifs sur les-
quels nous nous sommes centrés pour obtenir les y; sont de taille bornée, y contient un
motif interdit pour S; : & partir d’un certain rang, y; coincide avec y sur un domaine
contenant un motif interdit dans S;. De plus, y; contient, en son centre, un motif dé-
fini sur [0; —v;/2]? n’étant pas interdit par S;. Nous pouvons supposer sans perdre de
généralité que v; appartient toujours au méme quart de plan de Z2. Ceci entraine que
y contient un quart de plan constitué de motifs qui ne sont pas interdits pour S; car v;
tend vers I’infini quand 7 tend vers 1’infini.

Comme les S; sont fermés et invariants par translation, une suite de décalés de y
dans ce quart de plan converge vers un élément de S; et comme les S; ont été supposés
disjoints, y est aussi dans Sy ce qui est impossible par construction. O

3.3 Stabilité des espaces de pavages

Comme les espaces de pavages sont des ensembles, nous sommes en droit de nous
poser la question de leur stabilité vis-a-vis des opérations ensemblistes classiques :
I’union et I’intersection, finie ou infinie.

La caractérisation des espaces de pavages généralisés par les sous-shifts (Théo-
reme 3.4) nous permet d’en déduire directement les propriétés de stabilité suivantes :

Théoreme 3.10 (Stabilité des espaces de pavages généralisés). Les espaces de pavages
généralisés sont stables par :

— Union finie

— Intersection quelconque.

Démonstration. L’invariance par translation est stable par union et intersection quel-
conque. Le fait d’étre topologiquement fermé est stable par union finie et intersection
quelconque. O

Les sous-shifts de type fini étant des cas particuliers des espaces de pavages gé-
néralisés, le Théoreme 3.9 montre que les espaces de pavages généralisés ne sont pas
stables par union quelconque, méme si 1’on suppose 1’union disjointe car il existe une
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infinité de sous-shifts de type fini disjoints : il suffit de considérer ceux contenant toutes
les configurations de bipériode p pour p premier. L’intersection d’espaces de pavages
généralisés peut aussi se faire au niveau des motifs interdits plutdt qu’au niveau topo-
logique via la remarque suivante :

Remarque 3.11. Pour une famille (F;);cr d’ensembles de motifs :

ﬂTE:TUE

i€l el

Les espaces de pavages ont aussi des propriétés de stabilité par ces opérations en-
semblistes, méme si elles sont plus faibles :

Théoreme 3.12 (Stabilité des espaces de pavages). Les espaces de pavages sont stables
par:

— Union disjointe finie

— Intersection finie.

Démonstration. L intersection finie est une conséquence directe de la Remarque 3.11.

Pour I'union disjointe finie, nous n’allons le prouver que pour deux espaces de
pavages disjoints, la généralisation a une union disjointe finie venant d’une induction
ad hoc.

Soient Sy et S deux sous-shifts de type fini disjoints. Sy et S5 étant deux compacts
disjoints, il existe un réel strictement positif ¢ tel que d(S1,S2) > €. Soit n un entier tel
que si deux configurations coincident en leur centre sur un motif de taille [—n; n)? alors
elles sont a distance inférieure & £ /2. Nous pouvons de plus supposer que les domaines
de définition des motifs interdits par S; et S sont inclus dans [—n;n]? cariln’y en a
qu’un nombre fini. Soit F 1’ensemble des motifs définis sur [—n;n]? qui n’apparaissent
dans aucune configuration de S; ni de Ss. Nous allons montrer : T = S; IT S,.

Il est clair que Sy IT S est un sous-ensemble de T r.

Par définition de n, les motifs de taille [—n; n]? apparaissant dans une configura-
tion de S et ceux apparaissant dans une configuration de S, forment des ensembles
disjoints. Soit ¢ une configuration de T z. Le motif de taille [—n;n]? au centre de ¢
apparait dans une configuration de S; ou une de S ; mettons que ce soit une configu-
ration z de Sy.

Puisque d(c,xz) < /2, pour un vecteur v € {(0,1),(1,0)}, nous obtenons :
d(oy(c),0,(x)) < e. Ainsi, le motif de taille [—n;n]? au centre de o,(c) ne peut
pas apparaitre dans une configuration de So, donc il apparait dans une configuration de
S1.D’ou d(o,(c),y) < /2 pour une configuration y de Sy.

En itérant cette méthode on obtient que pour tout vecteur v de Z2, le motif de taille
[—n;n)? au centre de o, (c) apparait dans une configuration de S;. En d’autres termes,
¢ ne contient aucun motif interdit par Sy, donc ¢ € S;. O

Les espaces de pavages ne sont pas stables par intersection quelconque pour la
simple et bonne raison que tout espace de pavages généralisé peut s’écrire comme
intersection dénombrable d’espaces de pavages et qu’il existe des espaces de pavages
généralisés qui ne sont pas des espaces de pavages (voir la Section 1.4 et la Figure 1.12).
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Le Théoreme 3.9 dit qu’une union disjointe infinie d’espaces de pavages n’est ja-
mais fermée, ainsi, a fortiori, une telle union disjointe n’est jamais un espace de pavage.
Une union non disjointe d’espaces de pavages peut ne pas étre un espace de pa-
2
vages. Considérons Q = {H, W, 0}, F; = {H} et 7, = {M}. Tz, est égal 2 {m,m}”
2
alors que T £, est égal a {0, D}Z . On obtient T 7, UT £, en interdisant tous les motifs
constitués de deux points : un @ et un . Si cette union était de type fini, il existerait un
sous-ensemble fini de ces motifs la définissant ; or un tel sous-ensemble fini autoriserait
une configuration constituée de points O partout sauf en deux points, un @ et un B qui
n’est pas dans T U T £,.

3.4 Cantor-Bendixson

Dans cette section nous définissons les notions de dérivée topologique et de rang
de Cantor-Bendixson [Kur66] que nous appliquerons aux pavages et sous-shifts.

Dans un espace topologique S, un élément c est isolé dans S s’il existe un ouvert O
tel que S N O = {c¢}. Dans notre cas, puisque les ensembles Oy forment une base de
la topologie, une configuration c est isolée dans un ensemble de configurations S si et
seulement si il existe un motif P (de domaine Dp) tel que c soit I’unique configuration
de S a contenir P en son centre (¢|p, = P). Autrement dit, c est I'unique configuration
a décalage pres a contenir le motif P. On dit que P isole ¢ dans S.

Définition 3.13 (Dérivée topologique). Pour un ensemble de configurations S, sa dé-
rivée topologique est constituée de ses éléments qui ne sont pas isolés dans S; on la
note S'.

On remarque que si notre ensemble S est un sous-shift et si P isole ¢ dans S alors
toute configuration de S qui contient P est isolée ; de plus, I’ensemble des points isolés
de S est un ouvert de S en tant qu’union de singletons ouverts, par conséquent, S’ est un
sous-shift. En revanche, la dérivation topologique ne préserve pas le fait d’étre de type
fini comme on peut le voir sur la suite de dérivations représentée sur la Figure 3.1 :
les configurations isolées sont celles sur la premiere ligne, si ’on veut interdire aux
configurations de cette ligne d’étre valides mais en autorisant toutes les autres par un
ensemble fini de motifs interdits alors nous autorisons forcément une configuration du
type de celle sur la premiere ligne a étre valide.

Définition 3.14 (Dérivation topologique). Nous définissons la dérivée topologique
pour tout ordinal \ par induction :

Y <{(0) iy

_ Slat1) — (S(a))'

— s — N S(a)
a<A

De méme que pour S, si S est un sous-shift alors pour tout ordinal A, S est un
sous-shift aussi d’apres le Théoreme 3.10.
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I

FIGURE 3.1 — Exemple d’une suite de dérivations topologiques pour 1’ensemble de
pavages obtenus a partir du jeu de tuile de la Figure 1.10. La premiere ligne représente
les configurations isolées, la deuxieme celles isolées une fois que la premiere a été
enlevée et ainsi de suite.

Définition 3.15. Un élément c de S est de rang (3 (dans S) si [5 est le plus petit ordinal
tel que ¢ ¢ SP).

S’il n’existe pas de tel B, alors nous disons que ¢ n’a pas de rang de Cantor-
Bendixson.

Lorsqu’il est bien défini, nous noterons ce rang p(c).

Par exemple, toutes les configurations quasi-périodiques n’admettant aucune direc-
tion de périodicité n’ont pas de rang de Cantor-Bendixson dans n’importe quel sous-
shift. Soit c une telle configuration. Un sous-shift contenant ¢ contient I" (¢). Tout motif
apparaissant dans c apparait une infinité de fois par définition de la quasi-périodicité.
¢ n’est pas isolée dans I (¢) : pour tout motif M apparaissant au centre de ¢, ce motif
apparait ailleurs dans c et ainsi au centre de o, (c) pour un certain v € Z2 et ¢ # o,(c)
sinon ¢ admettrait un vecteur de périodicité non trivial.

L’étude du rang de Cantor-Bendixson sur les sous-shifts amene d’intéressantes pro-
priétés. Pour un sous-shift S, il existe un ordinal dénombrable \ tel que S = SA+1),
En effet, a chaque étape de I’induction on interdit a des motifs d’apparaitre a une posi-
tion donnée et il n’y a qu’un nombre dénombrable de motifs. On appelle le plus petit
de ces ordinaux le rang de Cantor-Bendixson de S [Kur66, Paragraphe 24]. Par consé-
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quent, si le rang de Cantor-Bendixson est bien défini pour toutes les configurations
alors S est dénombrable en tant qu’union dénombrable d’ensembles dénombrables.
Lorsque ce n’est pas le cas, le rang de Cantor-Bendixson permet de mieux décrire ce
qu’il se passe :

Lemme 3.16. Un sous-shift S est soit dénombrable soit a un sous-ensemble parfait
non-vide.

Démonstration. Soit ) le rang de Cantor-Bendixson de S. SV = SA+1 est donc
un ensemble parfait : il ne contient aucun point isolé et est fermé. Par conséquent, si
SO est vide alors S est dénombrable car tous ses éléments ont un rang de Cantor-
Bendixson. O

De plus, les propriétés particulieres de la topologie utilisée sur sz permettent de
renforcer le Lemme 3.16. QZ2 étant un espace compact, parfait et 0—dimensionnel (il
admet une base d’ouverts-fermés), le résultat général suivant permet de régler le cas ou
S n’est pas dénombrable :

Proposition 3.17. Tout espace compact parfait non vide et 0—dimensionnel a au moins
la cardinalité du continu.

Démonstration. Pour cela nous allons montrer que tout ouvert-fermé peut étre coupé
en deux ouverts-fermés non vides. Le résultat sera ainsi obtenu en partant de I’espace
lui-méme qui est ouvert fermé en le coupant en deux, puis en réitérant sur ces deux
ouverts-fermés obtenus pour obtenir 2% suites décroissantes d’ouverts-fermés.

Soient C un ouvert-fermé et z,y € C, x # y. Comme notre espace est séparé, on a
un ouvert (que 1’on peut aussi supposer fermé car 1’espace est 0—dimensionnel) O tel
quez € Oety ¢ O. Ainsi C = OUC\ O, ot tous deux sont des ouverts-fermés non
vides.

Comme 1’espace est compact, une intersection infinie d’ouverts-fermés non-vides
et décroissants ne peut pas étre vide. Ainsi, chacune de ces 2%° suites définit au moins
un élément, ce qui montre que 1’espace a au moins la cardinalité du continu. O

Théoreme 3.18 ([BDJ08]). Un sous-shift S est dénombrable si et seulement si tous ses
éléments ont un rang de Cantor-Bendixson.

Démonstration. Nous avons déja remarqué qu’il existe un ordinal dénombrable A tel
que SV = SA+1) _§i S est dénombrable alors S() est vide d’aprés la Proposition 3.17
car c’est un ensemble parfait. Ainsi, tous ses éléments ont un rang de Cantor-Bendixson
bien défini.

La réciproque a été faite plus haut : il suffit de remarquer que la dérivation topolo-
gique donne une surjection de I’ensemble dénombrable des ouverts Oy dans S lorsque
SN =4. O

Théoreme 3.19 ([BDJOS8]). Un sous-shift est soit fini, soit infini dénombrable soit a la
cardinalité du continu.

Démonstration. Lemme 3.16 et Proposition 3.17. O
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Le Théoreme 3.19 est ce qui constitue le coeur de 1’organisation du Chapitre 4.
Bien que le Théoreme 3.18 constitue en lui-mé&me une caractérisation des sous-shifts
dénombrables, nous cherchons a obtenir des résultats plus forts. Exhiber des pavages
particuliers sous certaines conditions de cardinalité permet de travailler a partir de ces
configurations par la suite.

3.5 Liens et problemes ouverts

Alors qu’au Chapitre 2 nous avions défini et étudié un pré-ordre de nature com-
binatoire sur les pavages (=), dans ce chapitre nous nous sommes concentrés sur la
topologie des espaces de pavages (ou sous-shifts). Cette topologie nous a permis de
définir le rang de Cantor-Bendixson p sur ces espaces. Ces deux notions ne sont pas
completement disjointes et c’est ce qui va nous permettre d’aller plus loin :

Proposition 3.20 ([BDJO8]). Soient deux configurations x et y ayant un rang de
Cantor-Bendixson dans S telles que x < y. Alors p(x) > p(y).

Démonstration. Par définition de =<, tout motif qui apparait dans x apparait aussi dans
y. Par conséquent, si P isole z dans S, z est le seul pavage a contenir P dans S,
ainsi y ne peut pas étre dans SOV, O

Puisque d’apres le Théoreme 3.18, tous les éléments d’un sous-shift dénombrable
ont un rang de Cantor-Bendixson, la Proposition 3.20 indique qu’une chaine infinie
croissante pour < nous donnerait une chaine infinie décroissante d’ordinaux, ce qui est
impossible, nous obtenons le théoréme suivant :

Théoreme 3.21 ([BDJO8]). Si un sous-shift S est dénombrable, alors il n’existe pas de
chaine infinie croissante pour <.

Lemme 3.22. Soit x une configuration de Q%" et T () =T (2)\ (z) 'ensemble
{c € QZz ,€ = x} Alors T ()™ est un sous-shift si et seulement si x contient un motif

P n’apparaissant dans aucune configuration de T (x)~.

Démonstration. <: T (x) est un sous-shift, si de plus on interdit au motif P d’appa-
raitre, on obtient I' ()~ qui est donc aussi un sous-shift.

=: Par définition, I' (ar:)< est invariant par décalage. Par I’absurde, supposons que
tout motif de x apparait dans une configuration de T" (33)< Soit P, la suite de motifs
de taille [—n;n)? apparaissant au centre de z. Le motif P,, apparait au centre d’une
configuration z,, de T' (z)~. La suite (2, )nen converge vers . Comme nous avons
supposé que I ()~ était un sous-shift, et donc a fortiori fermé, z € T' (x)~ ce qui est
impossible. O

La Proposition 3.20 ainsi que le Lemme 3.22 nous assurent que si « est une confi-
guration telle que " (z) soit dénombrable, alors I' (z)~ = I" ()" est un sous-shift.

Pour un sous-shift dénombrable de rang de Cantor-Bendixson fini, noté n, la Pro-
position 3.20 montre qu’il n’existe pas de chaine strictement croissante pour < de lon-
gueur supérieure a n; ceci prouve que les niveaux pour < dans un tel sous-shift sont
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bien définis, discrets, et méme bornés par n. Ceci amene naturellement au probleme
ouvert suivant :

Probleéme ouvert 1. Est-ce que le rang de Cantor-Bendixson d’un sous-shift (de type
fini ?) dénombrable est forcément fini ?

Une réponse a cette question semble hors de portée pour 1’instant. Nous ne connais-
sons aucun exemple de sous-shift dénombrable de rang de Cantor-Bendixson infini.
Nous pouvons en construire de rang de Cantor-Bendixson arbitrairement grand, nous y
revenons au Chapitre 4.

Nous pouvons aussi construire un sous-espace dénombrable et compact du Cantor
{0, l}N. Cette construction est inspirée d’une méthode générale pour construire des
espaces de cardinalité o et de rang de Cantor-Bendixson « détaillée dans [Mil09].
Considérons les ensembles B, = {1*710(170)"1«}. Chaque point de B}, est point
d’accumulation de points de B,i“. Par conséquent, les ensembles A, = J, -, B U
{1} sont des ensembles dénombrables de rang de Cantor-Bendixson au moins k. De
plus les Ay sont fermés : si I’on fait grandir le nombre de uns dans une partie 110
d’un élément d’un Bj, alors on converge vers un élément de Bj avec j < 4, donc un
élément de A*. L’ensemble A = J; .y Ax est un ensemble dénombrable de rang de
Cantor-Bendixson infini. L’ensemble A est fermé : soit (a,, )N Une suite convergente
d’éléments de A. Si (a,)nen ne visite qu’un nombre fini de Ay, alors sa limite est dans
A. Sinon, nous pouvons supposer sans perte de généralité (quitte a extraire) que a,, est
dans A,, avec m > n. Ainsi, a,, commence par un mot de la forme 1™ . .. et converge
vers 1¢. L’ensemble A est ainsi un sous-espace compact et dénombrable du Cantor qui
est de rang de Cantor-Bendixson infini.

Nous pouvons étre amenés a penser que cet ensemble A permet de construire un
sous-shift qui infirmerait le Probléme ouvert 1 : pourquoi ne pas le compléter a gauche
par “2 et prendre la cloture topologique de I’ensemble de ses décalés ? Nous obtenons
ainsi un sous-shift S de {0, 1, 2}2. En revanche, nous ne pouvons pas éviter les configu-
rations du type : ... 1%-101%01%+10. .. ol a; est une suite indexée par Z et a valeurs
dans N*, ce qui rend le sous-shift obtenu non dénombrable.

Cependant, ce sous-shift est indénombrable et de rang de Cantor-Bendixson infini.
Un élément = de A est isolé dans A si et seulement si tous les décalés de “2z sont
isolés dans S : si w isole une configuration de A alors 2w isole une configuration de S.
Par conséquent, pour tout entier n, il existe des éléments isolés dans S(™), donc S est
un sous-shift indénombrable de rang de Cantor-Bendixson infini.
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Chapitre 4

Espaces de pavages et
cardinalité

Dans ce chapitre nous faisons une étude systématique des espaces de pavages (gé-
néralisés ou non) en fonction de leur cardinalité. Le Théoréme 3.19 montre qu’il n’y a
que trois cas possibles pour la cardinalité d’un espace de pavages : fini (Section 4.1), in-
fini dénombrable (Section 4.2) ou la cardinalité du continu (Section 4.3). Bien que nous
ayons déja obtenu des caractérisations des espaces de pavages de cardinalité dénom-
brable a la Section 3.4, notre travail va étre ici de caractériser ces espaces de pavages
par des propriétés géométriques, d’exhiber certaines configurations particulieres sous
certaines conditions de cardinalité, ou encore de déduire des propriétés structurelles
fortes sur les espaces de pavages d’une cardinalité donnée.

4.1 Espaces finis de pavages

Dans cette section nous étudions les espaces de pavages généralisés finis. Nous
pouvons d’ores et déja commencer par le théoreme fondamental pour cette section qui
caractérise de tels espaces de pavages :

Théoreme 4.1 ([BDJO08]). Un espace de pavages généralisé S est fini si et seulement
si il ne contient que des configurations bipériodiques.

On remarque qu’un simple argument de compacité ne suffit pas a prouver ce théo-
reme : il n’y a pas de raison pour qu’une suite convergente de pavages périodiques (de
période croissante) converge vers une configuration non périodique ; en effet il existe
de telles suites, telle celle représentée sur la Figure 4.1.

L’idée principale de la preuve est la suivante : méme si I’on ne peut pas conclure di-
rectement qu’une suite de configurations périodiques n’a pas de limite périodique, nous
pouvons prendre des décalés de ces configurations pour obtenir une suite ne conver-
geant pas vers une limite périodique tel que représenté sur la Figure 4.2. C’est ce que
nous avons fait pour démontrer le Théoréme 3.9, que nous réutilisons ici.
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= B E W
FIGURE 4.1 — Exemple de configurations périodiques ayant une limite périodique.

FIGURE 4.2 — Exemple de configurations périodiques ayant une limite non périodique.

Démonstration. Comme les espaces de pavages généralisés sont invariants par trans-
lation, les espaces de pavages généralisés finis ne contiennent que des configurations
bipériodiques.

Supposons que S soit infini mais ne contienne que des configurations bipériodiques.
Soit S, ’ensemble des configurations de S de bipériode exactement n (i.e., si ¢ < n,
les configurations de bipériode ¢ ne sont pas dans S,,).

Les Sy, sont finis car, a n fixé, il n’existe qu’un nombre fini de configurations de
bipériode n, de plus ils sont fermés et invariants par décalage; ce sont donc des sous-
shifts de type fini d’apres la Proposition 3.8.

Par définition, les S,, sont disjoints deux a deux. Si I’on suppose S infini alors il
existe une infinité de S,, non vides et, d’apres le Théoreme 3.9, S ne peut pas étre fermé
et n’est donc pas un sous-shift. U

Maintenant que nous savons caractériser les espaces de pavages généralisés finis, il
ne nous reste plus qu’a étudier plus en détails leur structure. Premi¢rement, un espace
de pavages généralisé T r fini est discret, c’est a dire qu’il existe € > 0 tel que, pour
deux configurations z et y de Tx, si d(z,y) < € alors © = y. Nous pouvons traduire
cette propriété en termes de motifs : un espace de pavages généralisé T r est fini si et
seulement si il existe un sous ensemble fini X» de Z?2 tel que si deux configurations
x et y de T coincident sur X'x alors elles sont égales partout. En effet, s’il existe un
tel domaine Xz, on peut mettre en bijection T £ et I’ensemble fini des motifs définis
sur X donc T £ est fini; pour la réciproque si T x est infini alors il existe un point
d’accumulation et par définition de la métrique sur QZz il ne peut pas exister de tel
domaine fini.

Définition 4.2. Pour un ensemble de pavages généralisé fini T r nous notons Xr et
I’appellerons le domaine critique de F, [’ensemble vérifiant :

VfC,y € T}-vl'\X}- =Y xr =T=Y
Le Lemme 3.5 nous assure que, lorsque nous avons un motif suffisamment grand

pavé correctement, alors une partie de ce motif apparait dans un pavage du plan. Cette
propriété permet de faire hériter aux motifs apparaissant dans une configuration d’un
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espace de pavages généralisé la notion d’union définie a la Section 1.2, sous certaines
conditions de taille :

Lemme 4.3 (Lemme de recollement). Pour un espace fini de pavages généralisé T r,
si A et B sont deux motifs compatibles qui apparaissent dans deux (possiblement dif-
férentes) configurations de T r et s’ils contiennent Xr dans leur domaine de définition
commun (Xr C Da NDy) alors A, B et A U B apparaissent dans la méme configu-
ration de T r.

Démonstration. Soit a un pavage contenant A et b un pavage contenant B ; comme
Xz C Da NDg, a et b sont égales sur X'~ donc égales partout. Ainsi, A, Bet AUB
apparaissent dans a (= b). O

Maintenant, par induction, si nous avons une suite de motifs (M, )o<n<n tels qu’il
existe v,, € Z? avec oy, (Xr) C Dm,, NDw,,,, et tous les M, apparaissent dans une
configuration de T 7 alors le motif |y, Mn apparait aussi dans un pavage du
plan.

4.2 Espaces dénombrables de pavages

Au Chapitre 3 nous avons démontré 1’équivalence entre la dénombrabilité d’un
espace de pavages et le fait que tous les pavages aient un rang de Cantor-Bendixson
bien défini (Théoreme 3.18). Ce résultat, bien que tres utile et utilisé dans cette section,
ne nous dit rien sur la forme des configurations d’un espace de pavages dénombrable
ni sur la structure d’un tel espace. Cette section est ainsi dédiée a 1’étude approfondie
de la structure de tels espaces.

En restreignant la cardinalité d’un espace de pavages au dénombrable, nous obte-
nons des contraintes fortes sur la forme des configurations qu’il contient. En premier
lieu, nous pouvons déduire 1’égalité des relations ~ (avoir les mémes motifs) et "étre
égal modulo une translation" dans de tels espaces de pavages a partir du lemme suivant :

Lemme 4.4. Si un espace de pavages généralisé S contient deux configurations x et y
telles que x =~ y et x n’est pas un translaté de y alors S a la cardinalité du continu.

Démonstration. Nous allons montrer que I' (x) est un espace parfait, i.e., fermé sans
point isolé; ainsi I' (z) a la cardinalité du continu d’aprés la Proposition 3.17 et il en
va de méme pour S car I () est un sous ensemble de S.

Par 1’absurde, supposons que I () contienne un point isolé z. Il existe un v € Z2
tel que z = o, (z) sinon z serait limite d’une suite non stationnaire de décalés de x et
ainsi non isolé. Soit P un motif isolant z dans S, i.e., tel que I (z) N Op = {z}. P
apparait aussi dans y, ainsi il existe w € Z? tel que 0, (y) € Op, donc 0, (y) = 2z =
o, () et ainsi z serait un décalé de y. O

Corollaire 4.5. Dans un espace dénombrable de pavages généralisé, si x et y sont
deux configurations telles que x =~ y alors x est un translaté de y.
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De plus, nous savons d’apres le Théoréme 2.15 que tout espace de pavages généra-
lisé contient un élément minimal pour <. La Proposition 2.16 caractérise ces minimaux
par les configurations quasi-périodiques mais si z est un élément minimal d’un espace
dénombrable de pavages alors le Lemme 4.4 nous assure que I' (x) ne contient que des
translatés de = et nous obtenons ainsi une nouvelle caractérisation des minimaux dans
les espaces dénombrables de pavages :

Corollaire 4.6 ([Dol95, BDJOS]). Tous les éléments minimaux pour =< d’un espace
dénombrable de pavages généralisé sont bipériodiques.

Le Corollaire 4.6 était un résultat déja connu [Dol95]. La preuve faisait intervenir
de nombreux arguments combinatoires qui mimaient le formalisme du rang de Cantor-
Bendixson.

Rappelons qu’un espace de pavages généralisé infini ne peut pas ne contenir que des
configurations bipériodiques d’apres le Théoreme 4.1. Ainsi, d’apres le Corollaire 4.6,
une telle configuration non bipériodique dans un espace de pavages généralisé dénom-
brable ne peut pas étre minimale pour <. Ceci signifie que, dans un espace de pavages
généralisé infini dénombrable, il existe des configurations qui ont un niveau non nul
pour <. Nous pouvons en dire un peu plus sur les niveaux des configurations dans les
espaces de pavages dénombrables :

Lemme 4.7. Dans un espace de pavages généralisé dénombrable il n’existe pas de
chaine infinie décroissante pour < jusqu’au niveau 0.

Démonstration. Par 1’absurde, soit (¢;);en une telle chaine infinie décroissante et S =
Mien T (ci). S est un espace de pavages généralisé qui ne contient que des configu-
rations bipériodiques; or le Théoreme 4.1 stipule que les espaces de pavages généra-
lisés ne contenant que des configurations bipériodiques sont finis. La Proposition 3.8
montre que tout espace de pavages généralisé fini est un espace de pavages. Ainsi la
chaine strictement décroissante d’espaces de pavages généralisés (I" (¢;));en est sta-
tionnaire d’apres la caractérisation des espaces de pavages par la Proposition 3.6, ce
qui est impossible. O

Par conséquent, le Lemme 4.7 nous assure que le niveau 1 est toujours bien défini
dans des espaces de pavages généralisés dénombrables :

Lemme 4.8 ((BDJO8]). Un espace de pavages généralisé dénombrable S contient une
configuration au niveau 1 pour <.

Démonstration. Considérons I’ensemble S’ des configurations non minimales dans S
et soit (¢;);er une chaine infinie décroissante dans S’. D’apres le Lemme 4.7, 1’en-
semble des configurations ¢ € S telles que Vi € I,c = ¢; ne peut pas étre constitué
seulement de configurations minimales, ainsi il existe ¢’ € S’ telle que Vi € I, ¢ < ¢;.
Par conséquent la chaine (¢;);c; a un minorant dans S’.

Par le lemme de Zorn, S’ admet un élément minimal pour <. Cet élément minimal
est tel que toutes les configurations lui étant strictement inférieures pour < sont mini-
males pour < dans S, ainsi, un élément minimal dans S’ est au niveau 1 dans S. O
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Maintenant que nous avons prouvé 1’existence du niveau 1 dans les espaces de
pavages généralisés dénombrables, nous pouvons essayer de caractériser les configura-
tions a ce niveau :

Théoreme 4.9. Dans un espace de pavages généralisé dénombrable S, une configura-
tion c au niveau 1 ne peut étre que d’un des deux types suivants :

1. c a tous ses motifs qui apparaissent une infinité de fois : dans ce cas c admet
une direction de périodicité (mais pas deux) et coincide sur deux demi-plans
avec une (pour chaque demi-plan) configuration x < c

2. c contient un motif n’apparaissant qu’une seule fois : dans ce cas c est égal a
une configuration bipériodique sauf sur un domaine fini.

Démonstration. D’apres la Remarque 2.7, ¢ contient un motif qui n’apparait qu’une
seule fois ou alors tous ses motifs apparaissent une infinité de fois.

Cas 1 : c a tous ses motifs qui apparaissent une infinité de fois. D’apres le Théo-
réme 3.18, il existe un ordinal A pour lequel ¢ est isolée dans S, Soit P un motif qui
isole ¢ dans S™) ; par hypothese, P apparait une infinité de fois dans c, ainsi il apparait
au méme endroit dans o, (¢) pour un certain (0,0) # v € Z2. Comme P isole ¢, nous
obtenons o, (c) = ¢ donc ¢ admet une direction de périodicité.

Maintenant, si ¢ admettait deux directions de périodicité, ¢ serait bipériodique et
donc au niveau 0.

L'ensemble T = SA1 AT (c) est un espace de pavages généralisé ne contenant
que des configurations z < ¢, donc que des configurations bipériodiques d’apres le
Corollaire 4.6. T est fini d’apres le Théoreme 4.1 et est donc un espace de pavages
d’apres la Proposition 3.8. Soit F I’ensemble fini de motifs tel que T = T . Soit
y une configuration de Tz (on a y < c et y minimale pour <). Puisque nous avons
déja montré que c admettait une direction de périodicité, il nous suffit de montrer que
c coincide sur un quart de plan avec y.

Pour un n donné, soit A,, le motif carré de taille n x n centré en (0,0) dans y. A,
apparait quelque part dans c car y < c. Soit Py, un motif carré de taille k,, x k,, de
c tel que, une fois A,, trouvé dans ¢, on étende au maximum la taille du domaine de
définition de ce motif jusqu’a ce que 1’on trouve un motif de F ; on remarque qu’un tel
motif maximal existe car sinon on aurait ¢ < y.

Ainsi, il existe un point au bord de P, ou apparait un motif de F; soit c,, le décalé
de c centré sur ce motif. Par compacité et quitte a prendre une extraction de la suite
(¢n)nen, On peut supposer cette suite convergente et on note sa limite z.

Nous pouvons aussi supposer que la position de P, dans ¢,, apparait toujours dans
le méme quart de plan, quitte a extraire encore une fois. Comme la taille de P, tend
vers I’infini quand n tend vers I’infini (par définition on a : k,, > n), z coincide sur un
quart de plan avec y. De plus, chaque ¢,, contient en (0, 0) un motif de F puisqu’ils sont
de taille bornée, il en va ainsi de méme pour leur limite z. Nous avons ainsi: y < 2 < ¢,
et comme nous avons supposé ¢ au niveau 1, z ~ c. D’apres le Corollaire 4.5, z est
un décalé de c et ainsi ¢ contient un quart de plan coincidant avec y. La direction de
périodicité de c nous permet d’étendre ce quart de plan a un demi-plan.

Sur I’autre demi-plan, nous pouvons extraire une suite de décalés de c convergeant
vers une configuration périodique (car la limite ne contient pas P). Par le méme rai-
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sonnement nous en déduisons que c coincide avec une configuration périodique sur un
demi-plan disjoint du premier.

Cas 2 : Il existe un motif M n’apparaissant qu’une seule fois dans c. Sans perte
de généralité, nous pouvons supposer S = I'(¢). Comme toutes les configurations
minimales ont tous leurs motifs qui apparaissent une infinité de fois, si 1’on interdit
dans I" (¢) le motif M (n’apparaissant qu’une seule fois dans c) on obtient un espace
de pavages généralisé S’ constitué des configurations strictement inférieures a ¢ pour
=. Ainsi S’ ne contient que des configurations périodiques et est donc fini d’apres le
Théoréme 4.1. S’ est donc un espace de pavages d’apres la Proposition 3.8. Soit F un
ensemble fini de motifs tel que S’ = T ~.

Considérons I’ensemble K C Z2 des points ol apparait un motif de 7 dans c. Si K
est infini, nous avons une suite de translatés de ¢ qui contiennent tous un motif interdit
dans S’ en leur centre. Quitte & extraire, nous pouvons supposer cette suite convergente
par compacité, de limite notée x. Par construction z n’est pas dans S’ car les motifs de
F sont de taille bornée et n’est donc pas minimale dans I' (¢); de plus = ne contient
pas le motif M et ainsi x < ¢, ce qui contredit le fait que c est au niveau 1.

Comme S’ est fini, soit X'z le domaine critique de F et soit D = B(Xx, 1). D’apres
le Lemme 3.5, il existe un domaine Cp tel que tout motif défini sur Cp ne contenant
aucun motif de F contienne en son centre un motif défini sur D présent dans une
configuration de S'.

Comme K et Cp sont finis, I’ensemble P des points de Z2 ol apparait un motif
défini sur Cp contenant un motif de F est fini.

Grice 2 la structure de Z?2 et quitte A enlever un nombre fini de points 2 P, nous
pouvons le supposer connexe. Par définition du domaine critique X' nous pouvons
appliquer le Lemme 4.3 sur les points de P et ainsi c est égal a une configuration de
S’, i.e., une configuration bipériodique, sauf sur un domaine fini P. O

La caractérisation des configurations au niveau 1 dans un espace de pavages géné-
ralisé dénombrable faite au Théoreme 4.9 nous indique que les configurations ne sont
que deux types : ceux représentés sur la Figure 4.3. Le fait que les configurations au ni-
veau 1 coincident sur des demi-plans avec des configurations périodiques nous montre
qu’elles ne sont guere plus compliquées que celles représentées sur la Figure 4.3.

De plus, nous pouvons éliminer certains cas lorsque nous travaillons avec des es-
paces de pavages et non plus des espaces de pavages généralisés :

Lemme 4.10 ([BDJO08]). Tous les motifs d’une configuration au niveau 1 d’un espace
de pavages dénombrable apparaissent une infinité de fois.

Démonstration. Par 1’absurde, soit ¢ une configuration au niveau 1 dans un espace de
pavages dénombrable S contenant un motif P qui n’apparait qu’une seule fois. D’apres
le Théoreme 4.9, c est bipériodique partout sauf sur un domaine fini.

Comme nous n’avons qu’un nombre fini de contraintes, nous pouvons remplacer
une partie finie de la partie bipériodique de c par un motif différent : P. Nous pouvons
faire cette manipulation a une infinité de positions différentes comme représenté sur la
Figure 4.4 et ainsi obtenir une infinité non dénombrable de pavages dans S. O

On remarque que le résultat du Lemme 4.10 nécessite que 1’ensemble des motifs
interdits considéré soit fini; en effet, le résultat devient faux pour certains espaces de
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Un vecteur de périodicité Périodique sauf sur un domaine fini

FIGURE 4.3 — Les deux types de configurations au niveau 1 dans un espace de pavages
généralisé

pavages généralisés. Soit Q = {O0,E}. L’ensemble des motifs interdits est I’ensemble
de tous les motifs contenant deux points E. Un diagramme de Hasse de 1’ordre =<, sur
lequel on peut voir que la configuration au niveau 1 a un motif apparaissant une seule
fois, est représenté sur la Figure 4.5.

L’existence du niveau 1, I’application du Théoréme 4.9 et 1’élimination d’un cas
grace au Lemme 4.10 nous permet d’établir un premier résultat d’existence d’un certain
type de configuration pour les espaces de pavages dénombrables :

Théoreme 4.11 ([BDJO8]). Un espace de pavages dénombrable contient une configu-
ration qui admet une direction de périodicité mais pas deux.

Encore une fois ce résultat nécessite que 1I’ensemble des motifs interdits soit fini.
L’espace de pavages représenté sur la Figure 4.5 constitue un espace de pavages généra-
lisé et il ne contient pas de configuration avec exactement une direction de périodicité.

Le Théoreme 4.9 décrit la forme des configurations au niveau 1 dans les espaces
de pavages généralisés; la nature du pré-ordre < nous permet de borner facilement le
nombre de configurations minimales qui leur sont inférieures :

Corollaire 4.12. Dans un espace de pavages généralisé dénombrable, les configura-
tions au niveau 1 ont au plus deux configurations (minimales) au-dessous d’elles pour
<.

Démonstration. D’apres le Théoreme 4.9, ces configurations contiennent un demi-plan
de chaque configuration au-dessous d’elles pour =< ; elles ne peuvent contenir que deux
demi-plans et par conséquent ne peuvent pas avoir plus de deux configurations au-
dessous d’elles pour <. O

Nous avons défini, a la Section 1.6, la notion de projection perpendiculairement
a un vecteur de périodicité d’une configuration en admettant un. Ceci permet de se
ramener en dimension 1 et de pouvoir décrire et travailler plus facilement avec ces
configurations. Ainsi, apres projection, une telle configuration devient un élément de
QZ, i.e., un mot bi-infini . ..a_qa0aq . . .. Pour simplifier les notations, nous noterons
“XYZ¥ le mot ... XXXXXXYZZZ777. ..
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(a) cest bipériodique partout sauf sur P (b) P peut apparaitre a beaucoup d’autres
endroits puisque ¢ a des motifs bipério-
diques

FIGURE 4.4 — Que se passe-t-il si ¢ a un motif qui n’apparait qu’une seule fois ?

Lemme 4.13. Dans un espace de pavages dénombrable, une configuration x au ni-
veau 1 (qui a donc une direction de périodicité v) est de la forme “ ABC® lorsque
projetée perpendiculairement a v.

On peut de plus supposer A, B et C de méme taille et A # C.

Démonstration. Soit c le mot bi-infini qui est la projection de x perpendiculairement
av. D’apres le Théoreme 4.9, = contient deux demi-plans périodiques, ainsi ¢ contient
deux demi-droites périodiques et est de la forme “ ABC>.

Pour obtenir A, B et C de la méme taille, il suffit de prendre des motifs ayant pour
taille un multiple des tailles des motifs que nous venons de construire.

Sil'ona A = C, on a forcément ABA # A3 et puisque I’on a une infinité de
positions oti on peut remplacer A3 par ABA dans A“ nous pouvons ainsi obtenir une
infinité non dénombrable de pavages valides. O

Théoreme 4.14. Dans un espace de pavages dénombrable, une configuration est au
niveau 1 si et seulement si elle admet exactement une direction de périodicité.

Démonstration. =: Le Lemme 4.10 nous dit qu’une configuration au niveau 1 a tous
ses motifs qui apparaissent une infinité de fois; ces configurations admettent exacte-
ment une direction de périodicité d’apres le Théoreme 4.9.

<«: Supposons qu’il existe une configuration ¢ avec exactement une direction de
périodicité (notée v # (0,0)) qui ne soit pas au niveau 1. Sans perte de généralité
nous allons travailler dans 1’espace de pavages généralisé I" (¢); cet espace de pavages
contient une configuration b au niveau 1 pour < d’apres le Lemme 4.8. Comme b < ¢,
b admet aussi v comme vecteur de périodicité ; ainsi b peut étre vu comme ¥ ABCY
d’apres le Lemme 4.13. Comme b < ¢, on peut trouver le motif ABC a deux po-
sitions différentes dans ¢ de sorte a trouver un motif ABCDABC dans c. Ainsi,
ce motif ABCDABC est valide pour notre ensemble de pavages initial et quitte a
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FIGURE 4.5 — Exemple d’un diagramme de Hasse d’un espace de pavages généralisé
dénombrable contredisant le Lemme 4.10.

prendre C suffisamment grand, on peut remplacer des motifs du type C”™ par des mo-
tifs CDABC™ dans b 4 une infinité de positions différentes. Ceci nous donnerait 2%°
pavages différents valides pour notre ensemble de pavages initial que 1’on a supposé
dénombrable. O

Comme toujours, I’hypothese que I’ensemble des motifs interdits soit fini est néces-
saire : I’espace de pavages généralisé présenté en Figure 4.5 ne vérifie pas les conclu-
sions du Théoreme 4.14. De plus, on ne peut pas espérer que la validité du Théo-
reme 4.14 soit équivalente au fait que I’espace de pavages généralisé soit un espace
de pavages, I’espace de pavages généralisé présenté en Figure 4.7 est défini par 1’en-
semble de contraintes représenté sur la Figure 4.6; on force la périodicité verticale et
on interdit simplement deux occurrences de @ sur la méme ligne horizontale.

E g Ea

FIGURE 4.6 — Exemple d’un ensemble de motifs interdits qui donne un espace de
pavages généralisé dénombrable, qui n’est pas un espace de pavages mais qui vérifie le
Théoreme 4.14.

Intuitivement, le Lemme 4.13 et le Théoreme 4.14 signifient que les configurations
au niveau 1 dans un espace de pavages dénombrable sont bien comprises : elles ne sont
jamais plus compliquées que celle représentée sur la Figure 4.8.

Corollaire 4.15. Pour toute configuration x au niveau 1 dans un espace de pavages
dénombrable, il existe exactement deux configurations minimales modulo translation
dans T ().

L’espace de pavages généralisé représenté sur la Figure 4.7 nous donne un exemple
d’une configuration au niveau 1 dont tous les motifs apparaissent une infinité de fois
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FIGURE 4.7 — Exemple d’un diagramme de Hasse pour un espace de pavages généra-
lisé dénombrable, qui n’est pas un espace de pavages mais qui vérifie le Théoreme 4.14.

FIGURE 4.8 — Une configuration au niveau 1 dans un espace de pavages dénombrable :
le cas le plus compliqué

mais avec une seule configuration au-dessous d’elle; ceci signifie que la condition
d’étre un espace de pavages dans 1’énoncé du Corollaire 4.15 est nécessaire.

Apres avoir prouvé I’existence et méme caractérisé le niveau 1 dans les espaces
de pavages dénombrables, nous allons montrer que le niveau 2 existe. Un tel résultat
d’existence est bien plus difficile a obtenir que pour le niveau 1 et nous ignorons s’il se
généralise aux espaces de pavages généralisés.

Théoreme 4.16. Dans un espace de pavages dénombrable, il n’existe pas de chaine
infinie décroissante pour < jusqu’au niveau 1.

Pour démontrer le Théoréeme 4.16 nous aurons besoin de lemmes intermédiaires.
Leur démonstration est a la suite de celle du théoréme pour ne pas I’alourdir encore
plus.

Démonstration. Par 1’absurde, soit (¢, )nen une telle suite décroissante. Soit S =
M,en T (cn) Pespace de pavages généralisé constitué des configurations inférieures
a tous les ¢,, pour <. Par hypothese, S ne contient que des configurations au niveau 0
ou 1, c’est-a-dire des configurations admettant au moins une direction de périodicité.
Soit a une configuration au niveau 1 dans S; a admet une direction de périodi-
cité, notée v # (0,0), et est de la forme “ ABC* perpendiculairement a v d’apres le
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Lemme 4.13. On peut supposer a centrée sur B et soit My le motif de taille £ x k au
centre de a.

Par hypothese, My peut étre retrouvé dans tous les ¢, car a < ¢,. De plus nous
pouvons en savoir un peu plus sur la facon dont les My, sont retrouvés dans les c,, grace
au lemme intermédiaire suivant :

Lemme 4.17. Pour chaque n, il existe N, tel que, a chaque fois que I’on retrouve M;,
1 > Ny, dans cy, le motif M ne peut pas étre étendu indéfiniment selon v et —v pour
former une bande infinie.

Nous pouvons supposer ce N,, minimal, c’est-a-dire tel que I’on puisse trouver une
bande infinie de M, 1 dans c,, répétés selon v et —v. Par la suite nous noterons une
bande infinie de M répétés selon v et —v par M ; nous dirons qu’une configuration
¢ contient MI¥ si une telle bande infinie apparait dans c.

On remarque aussi qu’il existe un [ suffisamment grand, qui ne dépend pas de n,
tel que c,, contienne au plus un M, : §’il en existait deux on aurait dans ¢y, un motif
du style A‘BC*DA/BCY et nous pourrions construire une infinité non dénombrable
de configurations valides a partir de a.

Lemme 4.18. [l existe un k tel que dans chaque c,, on puisse trouver des M; pour i
arbitrairement grand tel que le motif My au centre de M; ne puisse pas étre étendu en
une bande infinie M.

Soit maintenant k le & fixé par le Lemme 4.18. Soit Mj, 4 > n, un motif de ¢, tel
que le motif My en son centre ne puisse pas €tre étendu en un M, ™. Considérons la
configuration x,,, un décalé de c,, centré sur le point ot I’on ne peut pas étendre My a
partir de IM;.

En extrayant sur ces x,, comme k est fixé et comme les M; sont de taille stric-
tement croissante, nous obtenons une configuration = avec une bande semi-infinie de
A'BC! telle celle représentée sur la Figure 4.9 qui de plus admet un vecteur de pério-
dicité.

A'BC!

A'BC!

A'BC!

A'BC!

FIGURE 4.9 — Exemple de configuration extraite a partir des x,,.
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Ce vecteur de périodicité ne peut pas étre colinéaire a v sinon nous pourrions, par
périodicité, obtenir une contradiction avec le fait que nous avons extrait sur un motif
qui n’est pas périodique selon v.

Ainsi, quitte a prendre un multiple du vecteur de périodicité de x et a extraire nous
pouvons obtenir une configuration contenant un bande infinie du type C'DA™ . La
Figure 4.10 représente = avec un vecteur de périodicité w et la Figure 4.11 la configu-
ration que 1’on peut extraire a partir de z.

M

/L A'BC!

A'BC! i A'BC!
A'BC! A'BC!
A'BC! A'BC!
A'BC! A'BC!

FIGURE 4.10 — Exemple de = avec son vecteur de périodicité w.

A'BC! A'BC!
A'BC! A'BC!
A'BC! A'BC!
A'BC! A'BC!
A'BC! A'BC!
A'BC! A'BC!
A'BC! A'BC!

FIGURE 4.11 — Exemple de configuration que 1’on peut extraire a partir de x.

Si ce cas était possible, nous pourrions construire une infinité indénombrable de
configurations valides a partir de a.

En conclusion, dans un espace de pavages dénombrable, il n’existe pas de chaine
infinie décroissante pour < jusqu’au niveau 1. O
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Démonstration du Lemme 4.17. Par I’absurde, supposons le contraire : on peut trouver
des M; ™ pour ¢ arbitrairement grand dans c¢,,. Fixons un ¢ tel que M; apparaisse
dans ¢,, ; comme c,, est différente de a, il existe 5 > ¢ tel que Mf“’ apparaisse dans c,
ailleurs que la ou apparait Mii‘“.

Nous obtenons ainsi un motif du type A'BC'DA*BC* dans c,, (par exemple :
M; = A'BC, M; = A*BCFetDla séparation entre les deux). Ainsi C'DA*BC*
est un motif valide dans notre espace de pavages, et a contient C* donc nous avons une
infinité de positions ol remplacer un certain C"™ par C'DA*BCF pour obtenir une
configuration différente, ce qui nous permet d’obtenir 280 configurations différentes et
valides dans notre espace de pavages que nous avons supposé dénombrable. O

Démonstration du Lemme 4.18. Premierement, si la suite (N, ), cn est bornée, il suffit
de prendre k plus grand que tous les N, ; nous pouvons donc supposer (N, )nen non
bornée.

Prenons k tel qu’il existe au plus un occurrence de Mki‘“ dans tous les c,. Sup-
posons que 1’on puisse trouver des M; dans ¢, pour ¢ arbitrairement grand le long
M.

Cette bande de My est de largeur bornée d’apres le Lemme 4.17 et sans perte de
généralité nous pouvons supposer que la contradiction a 1’extension de cette bande se
trouve toujours du c6té de A dans My. Ainsi, si I’on prend ¢ plus grand que la borne
sur la taille de ces bandes de My (¢ > N,,) on obtient une configuration ol nous avons
un grand nombre de A répétés selon v avec un motif différent de A, noté D, au bout,
le tout adjacent a MNn_ﬁ“’ tel que représenté sur la Figure 4.12.

B i i

I i B B B B i B
I i B B B B B

FIGURE 4.12 — Exemple de c,, lorsque I’on peut trouver des IM; arbitrairement grands
le long d’une bande infinie de M.

Maintenant, comme nous pouvons faire ceci pour chaque c¢,, avec des M;j infini-
ment grands, et puisque N, tend vers I’infini, nous obtenons en extrayant sur D une
configuration du type de celle représentée sur la Figure 4.12 mais avec les motifs A
répétés a I’infini.
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Cette configuration admet une direction de périodicité car elle est extraite des ¢,
mais cette direction de périodicité nous imposerait D = A que nous avons supposés
différents. O

Théoreme 4.19. Un espace de pavages dénombrable contient des configurations sans
aucune direction de périodicité si et seulement si il contient une configuration au ni-
veau 2 pour <.

Démonstration. =: Le Lemme 4.14 montre que les configurations sans aucune di-
rection de périodicité sont de niveau strictement supérieur a 1 dans un tel espace de
pavages. Soit S I’ensemble des configurations de niveau strictement supérieur a 1 dans
I’espace de pavages considéré. Le Théoreme 4.16 nous assure qu’il n’y a pas de chaine
infinie décroissante jusqu’au niveau 1 et le Lemme 4.7 qu’il n’y en a pas jusqu’au ni-
veau 0. Ainsi, toute chaine décroissante de S admet un minorant. Par conséquent, par
le lemme de Zorn, il existe un minimal dans S : une configuration au niveau 2.

<«: Le Lemme 4.14 assure qu’une configuration au niveau 2 n’admet pas de direc-
tion de périodicité. O

Nous avons déja formulé le Probleme ouvert 1 dont une des conséquences est que,
pour un espace de pavages dénombrable, il n’existe pas de chaine infinie décroissante
pour <. C’est-a-dire que les niveaux des configurations dans de tels espaces sont tou-
jours bien définis. Qui plus est, nous savons qu’il n’existe pas de chaine infinie crois-
sante dans des espaces de pavages dénombrables (voir la Section 3.5). Tout ceci nous
amene naturellement au probléme suivant :

Probleme ouvert 2. Existe-t-il un espace de pavages (généralisé ?) qui soit dénom-
brable et contienne une chaine infinie décroissante pour < ?

Pour un entier n fixé, nous savons, cependant, construire des espaces de pavages dé-
nombrables avec des configurations au niveau n. L’idée est la suivante : on fixe une tuile
particuliere X a partir de laquelle partent deux signaux dans des directions différentes.
Ces signaux forment un cone. L’intérieur et I’extérieur du cone sont de deux couleurs
différentes. Ces deux signaux ne peuvent pas se croiser et on choisit leur direction de
sorte qu’au plus une tuile X puisse apparaitre. Ceci nous donne un espace de pavages
avec des configurations au niveau 2 : celles ou le cone et la tuile X apparaissent. Les
configurations au niveau 1 sont celles ol un seul des deux signaux apparait, coupant
ainsi le plan en deux parties de couleurs différentes. Les configurations monochromes
sont au niveau 0. Pour atteindre le niveau 3, on force un signal a partir de la tuile X
vers I'intérieur du cone. Ce signal rebondit entre les deux signaux délimitant le cone en
découpant I’intérieur du cone en deux zones de couleurs différentes. Cette construction
est représentée sur la Figure 4.13.

Pour atteindre les niveaux supérieurs, il suffit de faire partir un nouveau cdne a
I’intérieur du précédent a chaque fois que le signal rebondissant touche le bord du
cone. Ce cone imbriqué est délimité par des signaux paralleles au premier.

On remarque que cette construction augmente le nombre de couleurs a chaque fois
que I’on veut gagner en niveaux pour = et ne peut donc pas étre utilisée telle quelle pour
construire un espace de pavages dénombrable avec des chaines infinies décroissantes
pour =.
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FIGURE 4.13 — Diagramme de Hasse des niveaux pour = d’un espace de pavages
dénombrable avec une configuration au niveau 3.

4.3 Espaces indénombrables de pavages

Le Lemme 4.4 nous assure, via la Proposition 3.17, une condition suffisante pour
qu’un espace de pavages généralisé ait la cardinalité du continu. Malheureusement
cette condition suffisante n’est pas nécessaire mais nous pouvons tout de méme carac-
tériser les espaces de pavages généralisés non dénombrables méme si cette caractérisa-
tion est moins simple que celle des espaces dénombrables (Théoreme 3.18).

Définition 4.20. Pour un espace de pavages généralisé S et un arbre binaire orienté
infini T' dont chaque noeud est étiqueté par un motif, T est un arbre complet de motifs
pour S si pour chaque chemin infini (u;);en dans cet arbre il existe au moins une
configuration c dans S vérifiant les points suivants pour tout point u; du chemin :
— Si le chemin passe par le fils gauche de u; alors le motif étiqueté par u; apparait
dans c
— Si le chemin passe par le fils droit de u; alors le motif étiqueté par u; n’apparait
pas dans c.

L’existence d’un arbre complet de motifs pour un espace de pavages généralisé est
une condition suffisante pour qu’il soit indénombrable car cela nous donne une injec-
tion explicite de 2% dans S. Cependant, il existe des espaces de pavages n’admettant
aucun arbre complet de motifs comme par exemple le jeu de 104 tuiles 7 présenté a
la Section 1.7 : il pave le plan et n’admet aucun pavage périodique, par conséquent
T ne peut pas étre dénombrable mais le Théoreme 1.35 dit que tous les pavages par
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7 contiennent les mémes motifs et donc 7 ne peut, a fortiori, pas admettre d’arbre
complet de motifs.

En revanche, lorsque I’on met en conjonction I’existence d’un arbre complet de
motifs et le Lemme 4.4 nous obtenons une caractérisation des espaces de pavages gé-
néralisés indénombrables :

Théoreme 4.21. Un espace de pavages généralisé S est indénombrable si et seulement
si au moins une de ces conditions est vraie :

1. 1l contient deux configurations x et y telles que x =~ y et x n’est pas un décalé
de y.

2. Il existe un arbre complet de motifs pour S.

Démonstration. Le point 1 nous assure que I’espace de pavages généralisé a la car-
dinalité du continu via le Lemme 4.4 et la Proposition 3.17 alors que le point 2 nous
donne une injection explicite de 2%° dans notre espace.

Pour la réciproque, soit S un espace de pavages généralisé indénombrable ; pre-
mierement, d’apres le Lemme 3.16, S a un sous-ensemble parfait, nous pouvons donc
supposer S parfait sans perte de généralité.

Supposons que le point 1 ne soit pas vrai pour S ; ceci signifie que la relation d’équi-
valence == correspond a la relation "étre un translaté de" dans S. Pour une configuration
donnée, I’ensemble de ses translatés est au plus dénombrable donc les classes d’équi-
valence pour ~ dans S sont toutes dénombrables; de plus cela reste vrai pour tout
sous-ensemble de S.

Pour construire un arbre complet de motifs nous allons maintenant raisonner par in-
duction sur S que I’on considére comme un ensemble parfait et dont les classes d’équi-
valence pour ~ sont toutes dénombrables.

Considérons 1’ensemble U (possiblement vide) de configurations de S contenant
tous les motifs de £(S). Pour un motif P, soit S \ {P} I’ensemble des configurations
de S ne contenant pas le motif P. Par définition, on a :

s=uu (J s\{p}

PcL(S)

U est dénombrable car il correspond a une classe d’équivalence pour ~ et comme S
est supposé non dénombrable, il existe un motif P tel que S\ {P} soit indénombrable.

L’ensemble des configurations de S ne contenant pas P est ainsi un ensemble fermé
indénombrable qui contient donc un sous-ensemble parfait; nous pouvons continuer
notre induction avec cet ensemble pour le fils gauche du noeud que nous sommes en
train de construire.

L’ensemble des configurations de S contenant P contient 1’ouvert Op de S qui
est non vide car nous n’avons considéré que les motifs apparaissant dans au moins
une configuration. Comme Op est aussi fermé, S N Op est un ensemble parfait ne
contenant que des configurations ol P apparait. Nous pouvons continuer 1’induction
avec cet ensemble comme fils droit de notre noeud.

Maintenant que notre arbre est construit, chaque chemin infini définit au moins
une configuration car sinon nous obtiendrions une intersection vide de fermés qui, par
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compacité, serait en fait une intersection finie, i.e., un des ensembles parfaits construits
lors de notre induction serait vide, ce qui est impossible. O

La construction d’un espace de pavages indénombrable qui vérifie le point 2 mais
pas le point 1 est calquée sur la méthode pour dessiner des paraboles avec des automates
cellulaires. Une ligne verticale (orange sur la Figure 4.14) peut apparaitre et force le
lancement d’un signal (rouge foncé sur la Figure 4.14) qui va rebondir entre la ligne
verticale qui sert de repére et un autre signal qui va dessiner une parabole (vert sur la
Figure 4.14). Lorsque le signal rebondit sur la parabole, cette derniere se décale d’une
case; le signal se déplace a vitesse maximale ce qui nous assure que 1’on est bien en
train de décrire une parabole. De plus, au moment ol le signal rebondissant touche la
parabole cette derniere a deux tuiles possibles pour se décaler (les cellules jaunes sur
la Figure 4.14). Comme il y a une infinité de rebonds entre la parabole et le signal, ceci
nous laisse une infinité de choix possibles pour une telle configuration et ainsi nous
assure I’indénombrabilité du sous-shift.

Enfin, si I’on connait tous les motifs d’une configuration, comme le nombre de
cellules vertes au-dessus d’une jaune nous indique notre position dans la parabole,
on peut reconstruire entierement (modulo un shift) une configuration a partir de son
ensemble de motifs ; ainsi ce sous-shift ne vérifie pas le point 1 du Théoréme 4.21 mais
est bel et bien indénombrable.

FIGURE 4.14 — Exemple d’une configuration typique d’un espace de pavages vérifiant
le point 2 mais pas le point | du Théoréme 4.21.
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4.4 Décidabilité et indécidabilité des propriétés de car-
dinalité

A la Section 1.7, nous avons montré des résultats d’inséparabilité pour certaines
classes de jeux de tuiles. Les classes choisies correspondent, en fait, aux trois cardina-
lités possibles pour des espaces de pavages :

Théoreme 4.22. Les classes de jeux de tuiles suivantes sont deux a deux récursivement
inséparables :

T . les jeux de tuiles n’admettant qu’un nombre fini de pavages
X, - les jeux de tuiles admettant une infinité dénombrable de pavages

Tc ¢ les jeux de tuiles admettant un nombre indénombrable de pavages.

Démonstration. Les jeux de tuiles n’admettant qu’un nombre fini de pavages corres-
pondent aux jeux de tuiles n’admettant que des pavages bipériodiques (Théoreme 4.1).

Les jeux de tuiles dont I’ensemble des pavages valides peut s’écrire comme 1’union
disjointe d’un espace de pavages fini et d’un espace de pavages apériodique sont in-
dénombrables : un espace de pavages apériodique est indénombrable car il contient
une configuration quasi-périodique (Théoreme 2.15 et Proposition 2.16), et I’exis-
tence d’une telle configuration entraine que I’espace de pavages est indénombrable
(Lemme 4.4 et Proposition 3.17).

Nous concluons que ces trois classes de jeux de tuiles sont récursivement insépa-
rables via le Corollaire 1.41. O

Lemme 4.23. Dans un espace de pavages T r, si c est une configuration isolée de T x
alors la fonction de 72 dans Q, © — c(z) est calculable.

Démonstration. Soit P le motif isolant ¢ dans T z. Pour un point z € 72, on énumére,
pour chaque n € N, tous les motifs de taille n x n contenant P en leur centre et pa-
vés correctement. On arréte I’énumération lorsque tous les motifs définissent la méme
valeur au point z.

Ce procédé termine car c est la seule configuration de T z a contenir P en son
centre et le Lemme 3.5 nous assure que le point = sera celui d’un pavage du plan (qui
ne peut étre que c) pour n suffisament grand. O

4.5 Conclusions

Au chapitre précédent nous avions montré qu’il n’y a que trois cardinalités pos-
sibles pour les espaces de pavages : fini, dénombrable ou la cardinalité du continu.
Dans ce chapitre nous avons étudié plus finement ces trois cas.

Nous avons caractérisé les espaces de pavages finis : ce sont ceux dont toutes les
configurations sont totalement périodiques. Nous avons montré qu’il n’existait que
deux fagons de créer un nombre indénombrable de pavages : soit une configuration
a elle seule engendre un nombre de pavages indénombrable, soit il existe une fagcon de
proposer des motifs a un adversaire en lui laissant le choix d’avoir ou de ne pas avoir
ce motif de sorte que ce jeu dure une éternité.
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Nous avons poussé beaucoup plus loin I’étude des espaces de pavages dénom-
brables. Leur cardinalité intermédiaire permet d’espérer d’étre capable de les décrire
facilement tout en n’étant pas aussi simples que les espaces de pavages finis. Dans ce
cas, nous avons pu exhiber certains types de pavages qui apparaissent forcément. Ces
pavages particuliers vont nous étre utiles dans la suite de ce manuscrit. Malgré tous
les outils développés au cours de cette partie, certaines questions restent sans réponse
au sujet des espaces de pavages dénombrables : peut-on vraiment avoir de tels espaces
ayant des chaines infinies pour < ? Peut-on en avoir avec un rang de Cantor-Bendixson
infini ?
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Chapitre 5

Généralisations aux groupes
finiment engendrés

Dans ce chapitre nous nous concentrons sur la généralisation des résultats des pré-
cédents chapitres 2 des structures plus générales que Z2. Au Chapitre 3, nous avons
défini une topologie sur les pavages et caractérisé les espaces de pavages généralisés
par les sous-shifts : les ensembles fermés et invariants par translation. La notion d’inva-
riant par translation nécessite une action de Z?2 sur QZz ; de sorte a pouvoir bien définir
cette action en changeant la structure sous jacente du plan nous nous restreignons au
cas des groupes.

Des travaux sur I’étude des pavages dans le plan hyperbolique ont déja été effec-
tués, comme par exemple la généralisation a ce plan des résultats d’indécidabilité de
la pavabilité [Mar08, Kar08]. Malheureusement dans les deux cas le plan hyperbolique
considéré ne forme pas un groupe et ainsi nous ne pouvons pas utiliser nos résultats
dans ce cadre. En revanche, nous avons vu que les automates cellulaires étaient des ob-
jets tres liés aux pavages et certains théorémes combinatoires sur ces objets ont pu étre
généralisés au cas des groupes [MM93, CSMS99, Cap07]. Ces travaux, bien qu’axés
sur des objets différents, sont beaucoup plus proches de ceux présentés dans ce cha-
pitre.

Tout au long de ce manuscrit nous avons représenté sans le dire explicitement Z2
par le graphe de Cayley associé; nous faisons de méme dans le cas des groupes mais
pour que le graphe soit localement fini il nous faut rajouter la restriction que le groupe
soit finiment engendré. Nous verrons que cette restriction n’est pas seulement une ques-
tion de représentation et joue un rdle important dans les définitions et démonstrations.

5.1 Définitions

Nous noterons G un groupe finiment engendré quelconque et G un ensemble fini de
générateurs de G. Par la suite nous supposerons toujours que G est stable par inverse
et que G est infini. Par exemple, Z?2 peut étre vu comme un groupe engendré par deux
éléments a et b et de présentation (a,b | aba='b~1). Avec cette présentation de Z2

79
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nous pouvons interpréter a comme "aller a gauche", b comme "aller en bas", I’'unique
relation vérifiée signifie que "aller a gauche puis en bas" revient au méme que d’"aller
en bas puis a gauche". Cette intuition derriere les présentations de groupes reviendra a
la Partie II.

On rappelle que le graphe de Cayley d’un groupe G engendré par I’ensemble G
(stable par inverse) est le graphe dont les sommets sont les éléments de G et il y a une
aréte étiquetée par g € G entre x et y si xg = y. Le graphe de Cayley de Z2, vu
comme le groupe de présentation <a, b aba‘lb_1>, correspond a la grille dont nous
nous servons pour le représenter.

Nous pouvons représenter d’autres groupes sous cette forme : le groupe P.SL2(7Z)
admet pour présentation <S T S?, T3> (voir par exemple [Ale99]). Dans notre cadre,
seule la présentation du groupe importe et nous pouvons faire abstraction de la prove-
nance de ce groupe. Cette présentation nous permet de représenter le graphe de Cayley
de ce groupe sur la Figure 5.1.

T-1 STTLSTTS
TJ / [T
e S T ST & STS

TTS

FIGURE 5.1 — Une partie du graphe de Cayley du groupe de présentation
(S,T | 82,79

Tout comme précédemment, Q est un ensemble fini de couleurs et ainsi les confi-
gurations sont des applications de G dans Q, ou des éléments de QY.

De méme que nous avions une norme sur Z2, nous pouvons définir une norme qui
engendre une distance sur G :

Définition 5.1 (Norme sur G). On définit ||g||c pour g € G comme la longueur d’une
plus courte représentation de g sur I’alphabet G.

En reprenant I’exemple de Z? vu comme le groupe engendré par {a,b,a™!,b7'},

lanorme |[.||¢4,5,a~1,5-1} €st la méme que la norme ||.|| définie a la Section 1.1.
Puisque nous supposons G stable par inverse, nous avons ||z||¢ = ||z 7!||¢ et ainsi
cette norme ||.||c permet de définir une distance sur G : dg(x,y) = ||zy~!||c. La

distance dg/(., .) correspond a la distance sur le graphe de Cayley associé a (G, G).
Les résultats topologiques de la Section 3.1 restent ainsi toujours valides dans ce
contexte, la métrique est similaire :
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dg(z,y) =2~ min{||g||¢,z(g)#y(g)}

Comme G est fini, la convergence pour cette distance d’une suite de configurations
¢; vers une configuration c signifie que la norme minimale d’un point ol ¢; difféere de
c tend vers I’infini lorsque 7 tend vers I’infini. Autrement dit, ¢; coincide avec ¢ sur des
domaines de plus en plus grands au centre.

De méme que Z? agissait naturellement par décalage sur QZ2, G agit sur QY :

Définition 5.2 (Action (a gauche) de G par translation sur Q9). Soitc € QY et g € G,
on note o4(c) la configuration telle que, pour x € G, o4(c)(gz) = c(x).

Z2 étant un groupe commutatif, les actions 2 droite et 2 gauche sont identiques
dans ce cas; dans le cadre plus général d’un groupe finiment engendré ce n’est pas
forcément le cas, nous travaillons avec les actions a gauche mais les résultats présentés
sont aussi vrais si I’on utilise 1’action a droite quitte a faire les changements ad hoc
dans les preuves. Pour simplifier les notations nous ne préciserons plus que les actions
sont a gauche par la suite.

De méme qu’a la Section 1.6 nous avons défini la notion de périodicité, nous pou-
vons naturellement généraliser cette notion au cas des groupes :

Définition 5.3 (Périodique selon un sous-groupe). On dit qu’une configuration c est
périodique selon un sous groupe H de G si :

Yo e Hyo,(c) =c¢

Définition 5.4 (Orbite). Soit F un sous groupe de G et ¢ € QY, on note Op (¢) I’orbite
de c par I'action de F, i.e., 'ensemble {o,(c)|g € F} C QY.

Si une configuration c¢ est périodique selon H et que H est d’index fini dans G
alors on dit que c est totalement périodique et son orbite par 1’action de G est finie.
Cette définition est équivalente a celle de la bipériodicité donnée au Chapitre 1 lorsque
G = 72 (Définition 1.15). Quand H est d’index fini dans G, ’ensemble X des classes
a gauche de G par rapport a H est fini, ainsi il existe une application f de X dans Q
telle que, pour tout = dans X, ¢(zH) = f(x). Cette derniere reformulation est celle qui
correspond a I’intuition que 1’on a de la périodicité : un motif répété périodiquement.

De méme, si I’on considere (g) le sous groupe de G engendré par g et I’orbite d’une
configuration par I’action de (g), O(g)(c) est fini si et seulement si c est périodique
selon g (Définition 1.14), ou encore c est périodique selon un sous-groupe d’index fini
de (g).

5.2 Topologie et sous-shifts

Les motifs sont toujours définis comme des configurations a support fini ; de méme,
un motif P apparait dans une configuration ¢ s’il existe g € G tel que 04(c)p, = P.
On remarque que cette notion d’apparition d’un motif dans une configuration dépend,
a priori, de I’action considérée (a gauche ici). Nous pouvons munir Q¥ de la topologie
produit, les ensembles Op pour un motif P forment une base de la topologie de QY.
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Puisque G est finiment engendré, il est dénombrable : 1’ensemble des mots finis sur
G se surjecte sur G. De plus, comme nous avons supposé G infini, G et Z? ont la méme
cardinalité et ainsi QY et QZ2 ont la méme topologie. En particulier, QY est compact.

A la Section 3.2 nous avons montré le Théoreme 3.4 qui dit que définir un sous-
shift S (un fermé de QZz invariant par I’action de Z?2) revient & définir un ensemble F
de motifs interdits tels que S = T r. Ce résultat se généralise facilement en faisant les
modifications ad hoc dans la preuve du Théoréme 3.4 au cas de QY :

Théoréme 5.5. Un ensemble S est sous-shift (i.e., un fermé de QY invariant par I’ac-
tion (a gauche) de G) si et seulement si il existe un ensemble F de motifs tels que
S = Ty, i.e., S soit I'ensemble des configurations de QY ne contenant (selon I’action
a gauche) aucun des motifs de F.

Par conséquent la Proposition 3.6 caractérisant les espaces de pavages reste aussi
valide dans ce cadre :

Proposition 5.6. Un sous-shift S est de type fini si et seulement si pour toute chaine de
sous-shifts décroissante pour Uinclusion (S;);en telle que N;enSi = S alors il existe
N € Ntel que Sy = S.

De méme, les sous-shifts finis sont de type fini via la Proposition 3.8 :
Proposition 5.7. Si un sous-shift S est fini alors il est de type fini.

3 . . . . 2
Les résultats sur le rang de Cantor-Bendixson sont tout aussi vrais puisque Q%" et
QY ont la méme topologie et ainsi les sous-shifts de QY ne peuvent avoir que trois type
de cardinalité : fini, infini dénombrable ou la cardinalité du continu.

5.3 Généralisation des résultats

La section précédente est dédiée a la généralisation triviale des résultats topolo-
giques 2 QY. On remarque qu’un théoreme fondamental du Chapitre 4 est le fait que
si un sous-shift ne contient que des configurations périodiques alors il est fini (Théo-
reme 4.1 qui est une conséquence du Théoréme 3.9) : c’est d’une part lui qui permet de
caractériser les sous-shifts finis et d’autre part de montrer que le niveau 1 existe dans
les sous-shifts dénombrables de QZ2 (Lemme 4.8).

La démonstration de ce théoréme fait intervenir la structure de Z2 elle méme et ne
se généralise malheureusement pas aussi facilement. Nous généralisons ici ce résul-
tat au cas des sous-shifts sur des groupes finiment engendrés. La preuve est similaire
et nous tentons de mettre en valeur les ressemblances ainsi que les points clés de la
démonstration.

Théoréme 5.8. Pour un groupe finiment engendré G, tout sous-shift de Q9 ne conte-
nant que des configurations totalement périodiques est fini.

L’idée de la preuve est calquée sur celle du Théoreme 3.9. Par 1’absurde nous
commengons par considérer une suite de configurations différentes et totalement pé-
riodiques. Nous faisons converger cette suite vers une autre configuration totalement
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périodique. Les éléments de cette suite contiennent une partie M de leur limite qui est
de plus en plus grande lorsque la suite converge vers sa limite. Au bord de cette partie
M se trouve une partie N qui n’est pas dans sa limite. Intuitivement nous pouvons bor-
ner la taille de cette partie N car nous avons supposé la limite totalement périodique.
Nous nous centrons a la frontiere entre N et M pour obtenir une nouvelle suite qu’une
fois encore nous faisons converger par compacité. Cette limite contient une partie in-
finie qui coincide avec une configuration totalement périodique et une partie finie qui
est une contradiction avec une telle périodicité. La démonstration qui suit n’est que la
formalisation de cette intuition.

Démonstration. Par I’absurde, soit S un sous-shift infini ne contenant que des confi-
gurations totalement périodiques. Tous les points ne sont pas isolés donc il existe ainsi
une configuration ¢ € S qui est un point d’accumulation, limite de la suite (¢;);en
d’éléments de S. Pour tout 4, ¢; # ¢ donc il existe g; € G que I’on peut supposer de
longueur minimale tel que ¢;(g;) # ¢(g;). On remarque que 'lim llgillg = oo car G
est finiment engendré. I

Comme c est totalement périodique, 1’ orbite de ¢ par I’action de G est finie. Puisque
I’ensemble des Jgfl(c) est infini, la relation d’équivalence R définie par iRj <
041 () = Ty (é) admet donc une classe d’équivalence infinie par le lemme des
pigeons. Nous pouvons supposer sans perte de généralité, en ne prenant que les entiers
dans la méme classe d’équivalence infinie, que pour tout i et j, o, 1 (¢c)=0o o (¢).

On note y; = 09;1(@), c’est a dire, y;(z) = 0951(01)(9;19141:) = ¢;(g;x). Par
compacité, quitte a extraire, on peut supposer que y; converge vers y € S. Soit f;
un des plus petits points en longueur tel que y;(f;) # y(fi;). De méme que pour g;,
Jim || fille = oc. Soit k; = min({|g;l|c, | fille)-

On remarque que si a € G est tel que ||g;allc < ||gillc et ||allc < ||fillc, alors
c(gia) = ¢i(gia) = yi(a) = y(a). Ceci correspond a 'intersection des deux parties
hachurées de la Figure 5.2.

gifi

La partie hachurée verte correspond a la partie de ¢; qui coincide avec c. La partie
hachurée rouge est celle qui coincide avec y.

FIGURE 5.2 — Exemple de c;
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A i fixé, une représentation minimale de g; sur G s’écrit g; = b;c; avec ¢; de taille
|ki/3]. On pose a; = c; ' et on obtient :

— llaille <|lfille — ki/3 car [lallc = [ki/3] et || fillc = ki

— llgiaille = lbille < llgillc — ki/3.
Puisque la norme de g; tend vers 1’infini lorsque 7 tend vers I’infini, il existe une infinité
de tels ¢; et donc une infinité de tels a;. Ceci correspond au fait que I’intersection des
deux boules représentées sur la Figure 5.2 peut étre arbitrairement grande lorsque nous
prenons g; et f; suffisamment grands. De plus, on remarque que pour b € G tel que
e < ki/3ona l|giabllc < |lgiaillc + [bllc < llgillc — ki/3 + ki/3 = llgille:
de méme, [|a;bllc < [laille + [blle < IIfille — ki/3+ ki/3 = || fille.

c et y étant totalement périodiques, ils sont d’orbite finie. On peut ainsi supposer
que les a; et g;a; sont tels que : Vi,j € N7Jai_1(y) = aaj_l(y) et 0(g,a)-1(c) =

0(g;a;)-1(c) puisqu’il existe une infinité de a; et g;a; différents.

On fixe i en prenant ¢ suffisamment grand : y(0) = y;(0) est vrai dés que f; > O et
¢i(g;) # ¢(g;) par définition de g;. Ainsi, y(0) # ¢(g;) avec ce ¢ fixé. On prend j tel
que k;/3 > ||a; ! ||. Ainsi :

y(0) = y(aiafll)
= ylaja; ") car aa;l(y) = O'aj—l(y)
= yilaja; ) carllaja; e < llajllc + lla; e < K < |Ifjlle
= c¢j(gjaja;") par définition
= C(gjajai_ll) car |lg;aza; e < llgjaslle + lla; e < llgslle
= c(giaa; ) caro(gq,y-1(c) = a(gjaj)fl(c)
= clgi)
Contradiction. O

Le Théoreéme 5.8 nous permet de généraliser le Théoreme 4.1 2 QY. Les sous-
shifts finis de QY sont exactement ceux ne contenant que des configurations totalement
périodiques. Ceci nous permet de montrer que le niveau 1 existe dans les sous-shifts
dénombrables de QY. Le Lemme 4.8 n’a besoin que du fait qu’il n’existe pas de chaine
infinie décroissante pour =< allant jusqu’au niveau 0. Les minimaux des sous-shifts
dénombrables de QY sont aussi totalement périodiques et donc le sous-shift limite
défini par une telle chaine infinie serait fini et donc de type fini, ce qui est impossible.

Par conséquent le Théoreme 4.9 se généralise tout aussi bien et sa démonstration
est exactement la méme en remplacant Z2 par G et en remarquant que 1’ensemble des
points x de G tels que ||z||g < n est toujours fini quelque soit n car G est finiment
engendré :

Théoréme 5.9. Dans un sous-shift dénombrable S de QF, une configuration ¢ au
niveau 1 ne peut étre que d’un des deux types suivants :
1. c a tous ses motifs qui apparaissent une infinité de fois : dans ce cas ¢ admet
une direction de périodicité (et n’est pas totalement périodique)

2. ¢ contient un motif n’apparaissant qu’une seule fois : dans ce cas il existe un
sous ensemble K de G tel que c soit égale a une configuration totalement pé-
riodique sur chacune des composantes connexes de G \ K.
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5.4 Morphismes

Pour deux groupes G et H, une application de G dans H se releve en une applica-
tion de QH dans Q. Dans cette section nous définissons formellement ce relévement
et étudions les propriétés du releévement dans le cas ot I’application est un morphisme :

Définition 5.10. Soient G et H deux groupes et f un morphisme de G dans H. Ceci
nous définit une application canonique de QY dans Q :

F: Q8 —» Q¢
¢ — cof

Proposition 5.11. F est une application continue pour la topologie produit de QY
dans QC.

Proposition 5.12. L’image par F d’un sous-shift de Q™ est un sous-shift de Q.

Démonstration. Les sous-shifts sont des ensembles compacts car fermés dans un en-
semble compact et comme F’ est continue, I’'image d’un sous-shift est donc compacte.

Soit S un sous-shift de QH, ¢ € Set g € G. Il ne nous reste plus qu’a montrer que
04(F(c)) est dans F'(S) pour compléter la preuve :

o4(F(e))(z) = F(o)(g~'x)

Soit ¢’ = g4y (c) € S, ainsi F(c') = 04(F(c)) € F(S). O

Théoréme 5.13. Soit S un sous-shift de QC tel que tous les éléments de S soient
périodiques selon H. Si H est un sous-groupe finiment engendré de G alors il existe
un nombre fini de périodes possibles selon H.

Démonstration. Soit f I'injection canonique de H dans G, F(S) est un sous-shift
de QY d’apres la Proposition 5.12. De plus, H est finiment engendré, ainsi le Théo-
réme 5.8 nous assure que F'(S) est fini et alors il n’y a qu’un nombre fini de périodes
possibles selon H dans S. O

Tout ce formalisme peut étre retraduit en termes de sous-shifts sur Z?2 :

7, b . . 2 . . P
Théoréme 5.14. Si un sous-shift de Q* ne contient que des configurations pério-
diques selon la méme direction v (mais possiblement de période différente) alors il
n’existe qu’un nombre fini de périodes possibles selon v.

Démonstration. On considere le sous-groupe de Z?2 engendré par v et on applique le
Théoréme 5.13. O
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Deuxieme partie

Logique
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Un important probleme mathématique du début du siecle dernier fut le "Entschei-
dungsproblem" de Hilbert, qui s’énonce ainsi : existe-t-il un algorithme permettant de
décider de la validité d’une formule logique ?

Bien entendu, une réelle étude de ce probleme nécessite une formalisation précise
de ce que sont les formules logiques et les démonstrations : ¢’est ce qui donna naissance
a la logique formelle. Pour éviter de rentrer dans les détails, supposons simplement que
nous ayons un nombre fini d’axiomes et un nombre fini de régles de déduction. Sous de
telles hypotheses, nous pouvons étre facilement convaincus qu’il existe un algorithme
qui énumere toutes les conséquences des axiomes par les regles de déduction. Il est,
cependant, beaucoup moins clair de savoir si une formule n’est pas conséquence des
axiomes choisis. Rappelons qu’une théorie est compléte si toute formule ou sa négation
peut étre prouvée. En ce sens, la complétude d’une théorie est une condition suffisante
a I’existence d’un algorithme de décision des formules d’un systéme logique. Le pre-
mier théoreme d’incomplétude de Godel [G631] fit un premier pas vers une réponse
négative au probléme de Hilbert. Ce premier théoreme d’incomplétude peut s’énoncer
ainsi : tout systeme logique cohérent, dont les théorémes sont récursivement énumé-
rables, et qui permet de formaliser I’arithmétique de Peano contient une formule qui
ne peut ni étre prouvée ni réfutée par ce systeme. Alonzo Church [Chu36] et Alan Tu-
ring [Tur37] ont montré, indépendamment au milieu des années 30, qu’il n’existe pas
d’algorithme de décision pour la logique classique du premier ordre grice aux forma-
lismes, respectivement, des fonctions partielles récursives et des machines de Turing.

Cependant, alors que nous ne savions pas encore montrer I’indécidabilité de la
logique du premier ordre, certaines sous classes de cette logique furent montrées dé-
cidables. L’arithmétique de Presburger [Pre29] est un exemple d’une telle sous classe.
D’autres classes de formules furent montrées "aussi difficiles" que I’intégralité de la lo-
gique du premier ordre [L615, Her31]; par "aussi difficile" nous entendons qu’il existe
un procédé algorithmique transformant une formule quelconque en une formule de la
sous classe tout en préservant sa validité (ou non validité).

Par la suite, le "Entscheidungsproblem" de Hilbert devint donc plus un probléme
de classification des classes de logique qu’un probléme de décision. Quels sont les
fragments décidables de la logique du premier ordre ? Quels sont ceux qui sont aussi
difficiles que la logique toute entiere ? Puisque toute formule du premier ordre est équi-
valente (récursivement) a une formule prénexe (une formule de la forme {V,3}" ¢ ou
o est une formule sans quantificateur), la logique du premier ordre est naturellement
classifiée par les quantificateurs utilisés en forme prénexe. Ensuite nous pouvons res-
treindre le nombre de constantes, de prédicats et de relations autorisés pour obtenir
une classification plus fine. Le probleme de la décidabilité de beaucoup de ces classes
de formules ft réglé par des méthodes diverses et variées [BGG97]. Une classe qui
retient tout particulierement notre intérét, par les méthodes utilisées pour 1’étude de sa
décidabilité, est la classe communément appelée V3IV.

Hao Wang introduit et formalisa les problemes de pavages dans le but d’étudier ces
classes de formules [Wan60, Wan61]. Il montra que la décidabilité de la classe V3V
est équivalente a décider si un jeu de tuiles peut paver le plan [Wan61]. Par la suite,
Kahr, Moore et Wang montrérent qu’une version plus faible du domino problem se
réduisait a la décidabilité de la classe V3V et montrérent son indécidabilité [KMW62,
Wan63]. Ceci permit de clore le probleme de la décidabilité de la classe de Kahr-
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Moore-Wang [BGG97] alors que Berger montrait, quelques années plus tard, I’indéci-
dabilité du domino problem [Ber66]

Le formalisme utilisé par Wang est aujourd’hui appelé tuiles de Wang (Section 1.3).
Il coda ce formalisme par des formules de la classe V3V de sorte qu’une formule soit
démontrable si et seulement si il est possible de paver le plan par le jeu de tuiles codé.
Depuis, des codages similaires et des progres dans 1’étude des pavages ont donné lieu
a d’autres applications en logique. Par exemple, J.A. Makowsky se sert de ce codage
pour montrer 1’existence de théories particulieres [Poi82, Mak74], réfutant une possible
condition suffisante pour qu’une théorie soit finiment axiomatisable [Mak74]. Les pro-
priétés de la théorie obtenue sont des traductions en théorie des modeles de propriétés
des pavages.

Dans cette partie nous étudions en détails les liens étroits entre la logique et les
pavages d’une part en proposant un codage du formalisme des pavages en logique
(Chapitre 6) et d’autre part en transférant les propriétés des pavages définies lors de la
Partie I de ce manuscrit en propriétés des modeles des théories obtenues (Chapitre 7).



Chapitre 6

Des pavages aux formules

Nous avons vu au Chapitre 1 comment définir formellement les pavages. Ces défi-
nitions ont été faites en deux temps : nous n’avons défini dans un premier temps que
les configurations, ¢’est-a-dire des coloriages de Z? sans aucune contrainte puis avons
ensuite ajouté les contraintes formalisant un jeu de tuiles.

Cette démarche est d’autant plus naturelle dans ce chapitre oll nous cherchons a
encoder le formalisme des pavages en logique du premier ordre. Nous devons tout
d’abord fixer un langage sur lequel les configurations définies au Chapitre 1 sont vues
comme des structures pour ensuite pouvoir rajouter des axiomes de sorte qu’un modele
de la théorie codant un jeu de tuiles puisse étre vu comme un pavage par le jeu de tuiles
codé.

Nous ne nous rappelons les définitions et résultats classiques de théorie des modeles
que lorsque ceci est absolument nécessaire a la compréhension. Pour des explications
plus détaillées nous référons le lecteur aux ouvrages de référence dans le domaine : par
Bruno Poizat [Poi85], par David Marker [Mar02] ou par Wilfrid Hodges [Hod93].

6.1 Langages et structures

Dans cette section nous cherchons a définir un langage ' > oti les configurations
de sz peuvent étre vues comme des structures sur ce langage. En premier lieu nous
avons besoin de décrire Z2. Nous choisissons de représenter par des fonctions les dé-
placements dans Z2 :

Définition 6.1 (Déplacements dans Z2). Lz2 = {N,S,E,W} oi N, S, E et W sont
des symboles de fonctions unaires.

L’idée cachée derriere ce choix du langage L7z est que Z?2 peut étre vu comme
le groupe de présentation <N, S,E,W | NEN-'E~! NS, EW> En particulier, un
point de Z? peut étre représenté par un mot sur I’alphabet ¥ = {N, S, E, W }. Comme

1. Dans ce chapitre, le terme langage est utilisé avec un sens différent : nous adoptons le vocabulaire de
théorie des modeles.
2. Par convention, tous les langages que nous considérons contiennent la relation d’égalité =.
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nous le verrons tout au long de ce chapitre, la logique du premier ordre ne permet pas
de capturer completement le concept de présentation d’un groupe. Nous ne nous en
préoccupons pas pour I’instant car ce qui nous intéresse ici est que Z2 puisse étre vu
comme une structure sur Lzz. Pour simplifier les notations, pour x = (i,5) € Z2,
nous noterons S, la fonction E? o N7 ; avec comme convention que N7 = $7 et
E-i =W

Au Chapitre 1, nous définissions une configuration comme une application de Z2
dans un ensemble fini d’états Q. Comme les éléments d’une structure sont censés re-
présenter les points de Z2, pour coder qu’un point de Z?2 est d’une certaine couleur
nous associons a chaque élément ¢ de Q un prédicat unaire FP,. L’idée est ici qu’une
structure M sur Lz2 q est constituée d’éléments de Z? et un point z de M vérifie le
prédicat F; si et seulement si la cellule a la position x est de couleur g.

Définition 6.2 (Langage). L2 q = Lz2 U {P,|q € Q} ot les P, sont des prédicats
unaires.

o . 2 A
Proposition 6.3. Une configuration = de Q%" peut étre vue comme une structure X
sur Lz2 q.

Démonstration. Les points de Z?2 sont vus comme les éléments de la structure X', on
interpréte Nt (a) comme a + (0,1), E* (a) comme a + (1,0), etc. et enfin z(a) = q
si et seulement si X' |= P;"(a”) ce qui nous donne une interprétation des prédicats
unaires P,. O

Nous noterons X" une configuration z vue comme une structure sur Lzz q. Tout
comme pour les pavages, lorsque nous avions fixé I’ensemble des couleurs Q 1’espace
des configurations était fixé, une fois Q fixé, le langage L72  permettant de décrire
les configurations est aussi fixé.

6.2 Equivalences entre structures et configurations

Maintenant que nous sommes capables de voir une configurations de QZ2 comme
une structure sur le langage Lz2 g nous pouvons nous intéresser a ce que les propriétés
entre structures signifient pour les configurations et vice-versa. Au Chapitre 1 nous
avons défini un motif M comme une application d’un sous ensemble fini Dy de Z?2
dans Q. Nous savons donc exprimer les motifs par des formules : la formule pp () =
Aweny, PM(w)(Sw(®)) encode le fait que le motif M apparait au point x dans une
configuration vue comme une structure sur le langage L2 q.

6.2.1 Isomorphisme

La plus forte notion d’équivalence entre deux structures sur un méme langage est
I’isomorphisme : deux structures M et A/ sont isomorphes s’il existe une bijection f
entre M et A préservant les fonctions (e.g., f(N(z)) = N(f(z))) et les relations
(e.g., Py(x) & P,(f(x))) du langage.
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2 . 3 .
Lemme 6.4. Soient x et y deux configurations de Q% et X et Y leurs interprétations
respectives sur le langage Lz= . X et ) sont isomorphes si et seulement si x et y sont
égales modulo un décalage.

Démonstration. < : Soit v € Z2 tel que o,(z) = y. L’application qui & un élément
a”® de X associe SY(a”) € Y est un isomorphisme de X vers ) : par définition S
commute avec les fonctions de Lz2 q et les prédicats unaires sont préservés puisque
ou(x) = y.

= : Soit © un isomorphisme de X’ vers ). Soit (0,0)* € X Dinterprétation de
(0,0) € Z2 dans X et w € Z2, S;¥((0,0)?) vérifie les mémes formules dans X que
S8 (6((0,0)%)) dans Y et a fortiori les prédicats du type P, pour ¢ € Q. ©((0,0))
est I'interprétation d’un certain v € Z2 dans Y et ainsi z(w) = y(v + w), donc
y = o, (x). O

6.2.2 Equivalence élémentaire

Une autre équivalence fondamentale entre structures est celle d’équivalence élé-
mentaire. On rappelle que deux structures M et A/ sont élémentairement équivalentes
si elles vérifient les méme formules, i.e., pour toute formule p,ona M = ¢ & N E
®.

Il existe de nombreux moyens de caractériser 1’équivalence élémentaire entre deux
structures, celle qui va nous servir a plusieurs reprises est due a William Hanf [Han65] :

Lemme 6.5 (Lemme de localité de Hanf [Han65]). Deux structures M et N sur un
langage L ne contenant aucun symbole de fonction sont élémentairement équivalentes
si et seulement si pour chaque sphére relationnelle, soit elle apparait le méme nombre
fini de fois dans M et N soit elle apparait une infinité de fois dans M et N.

Démonstration. Nous devons tout d’abord définir ce qu’est une sphere relationnelle :
un point est a distance relationnelle 0 de lui méme, deux points x et y sont a distance
relationnelle au plus 1 s’il existe une relation R dans £ telle que R(...,z,...,y,...)
soit vraie dans la structure considérée, a distance au plus 2 s’il existe un point z a
distance au plus 1 de x et y tel que R(...,z,...,2,...) et R(...,z,...,y,...) soient
vraies dans la structure considérée, etc. La sphere relationnelle centrée en un point x
et de rayon n est ’ensemble des points a distance relationnelle au plus n de x. Deux
spheres sont égales si elles vérifient les mémes formules.

=-: Soit S une spheére n’apparaissant qu’un nombre fini k£ de fois dans M. La
formule exprimant qu’il existe exactement k de ces sphéres est aussi valide dans . Si
S apparait une infinité de fois dans M, les formules exprimant qu’il existe au moins
n de ces spheres sont toutes vraies dans A/. Ainsi S apparait aussi une infinité de fois
dans V.

<«: Nous disons que les points a1,...,a, et bi,...,b, sont k—isomorphes s’il
existe une bijection f entre les aq,...,a, etles by,...,b, qui soit un isomorphisme
entre les spheres relationnelles centrées en aq, . . . , a, de rayon 3" et celles centrées en
b1, ...,b, de méme rayon. C’est a dire, une bijection préservant les relations sur ces
spheres et telle que f(a;) = b;.
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A k > 0 fixé nous montrons par induction sur p que si ag,...,ap €t by,..., by
sont k—isomorphes alors pour tout b, il existe un a,;1 tel que ag,...,ap1 et
bi,...,by11 soient k — 1—isomorphes.

Pour p = 0, la sphére de rayon 3! centrée en b; apparait dans A et donc dans
M centrée en a; ; ay et by sont donc k — 1—isomorphes.
Supposons que le résultat soit vrai pour p et montrons le pour p 4+ 1; nous distin-
guons deux cas :
— Tlexiste un b; a distance relationnelle inférieure 2 2 x 3*~1 de b, ;. Dans ce cas,
la sphere de rayon 3%~ centrée en b, ; est incluse dans la sphere de rayon 3*

centrée sur ce b;. Par conséquent, si f est le k—isomorphisme entre a1,...,a,
et by,...,b, eten prenant ayr1 = f~'(bpt1), f est un k — 1 isomorphisme
entre ai,...,apy1 €tby,. .., bpp1.

— Tous les b; sont a distance relationnelle au moins 2 x 3¥~! de b,1. Dans ce
cas, toutes les spheres centrées sur un b; et de rayon 3*~! sont disjointes de la
sphere S centrée en b, et de méme rayon. Cette sphére apparait un certain
nombre de fois, noté a, centrée en un point a distance inférieure a 31 qQ’un
bi,...,by,. Elle apparait donc au moins « + 1 fois dans A et donc au moins
« + 1 fois dans M. Parmi ces « + 1 occurrences de S dans M, I’une d’entre
elles est centrée en un points a, a distance au moins 3*~1 d’un a1,...,a,
sinon ay,...,ay et by,...b, ne seraient pas k—isomorphes. Par conséquent,
ai,...,0p41 €t b1, ..., bpyq sont k — 1—isomorphes.

Soit ¢ une formule sous forme prénexe : ¢ = Q121,...,QnTn, d(x1,...,2,)
ot Q; € {V,3}. Pour ay,...,a, € M, il existe by,...,b, € N qui leur sont
0—isomorphes, par conséquent, si ¢(aq,...,a,) est vraie dans M, ¢(by,...,b,) est
vraie dans \V, donc, M = ¢ & N |= ¢ et M et  sont des structures élémentaire-
ment équivalentes. O

Ce lemme, qui s’applique a tous les langages sans symbole de fonctions, est re-
prouvé par Francis Oger [Oge04] pour I’appliquer dans un cadre plus général que le
cas des pavages du plan discret Z2, Emmanuel Jeandel et Guillaume Theyssier 1’ uti-
lisent aussi pour améliorer le résultat dans un contexte particulier [JT09].

7, b . . . 2
Théoréme 6.6 ([Poi82, Oge04]). Soient x et y deux configurations de Q%" et X et )
leurs interprétations respectives sur le langage Lg2 q. X et Y sont élémentairement
équivalentes si et seulement si x et y sont localement isomorphes (contiennent les méme
motifs).

Démonstration. = : Nous pouvons exprimer I’apparition d’un motif M par une for-
mule du premier ordre : Ja, oni(a). Ainsi, comme toute formule valide dans X’ 1’est
dans ) et vice-versa, tout motif qui apparait dans x apparait dans ¥y, ce qui montre
que si deux configurations sont élémentairement équivalentes en tant que structures sur
Lz2 q alors elles sont localement isomorphes en tant que configurations de QZz.

<« : Pour commencer, nous remplagons les fonctions unaires IV, S, E et W par
les relations fonctionnelles binaires équivalentes N', S, E' et W/ : N(z) = y &
N'(z,y).

Dans notre cas, les spheres représentent les motifs. Considérons un point a et tous
les points a distance relationnelle au plus n, comme notre langage ne contient que des
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prédicats fonctionnels binaires qui représentent les fonctions N, .S, E, W, la distance
relationnelle n’est rien d’autre que la distance d(., .) (ou distance de Manhattan) sur Z2
(que nous avons définie a la Section 1.1). Ainsi, la sphere au point a et de rayon n est
le motif défini sur B(a, n) de notre configuration.

Les deux configurations x et y ont les méme motifs. Un motif apparaissant un
nombre fini de fois dans = apparait le méme nombre fini de fois dans y sinon, en
prenant I’union de ces motifs on obtient un motif qui apparait dans une configuration et
pas dans I’autre. Par conséquent, le lemme de localité de Hanf (Lemme 6.5) s’applique
et puisque x et y contiennent les mémes motifs, leurs interprétations X’ et )’ sont
élémentairement équivalentes sur le langage relationnel considéré. Pour une formule
, en remplagant toutes les occurrences de N'(a,b) par N(a) = b et de méme pour S,
E et W, nous obtenons que X et ) sont élémentairement équivalentes sur ,szﬁQ. O

6.3 Axiomatisation

Maintenant que nous avons défini un langage L72 q dans lequel nous pouvons voir

des configurations de QZz en tant que structures sur ce langage, nous cherchons a
obtenir I’interprétation inverse : construire une théorie sur £z2 g dont nous pouvons
interpréter les modeles comme des configurations sur QZz. Nous pouvons déja savoir
que nous n’y arriverons pas grace au théoreme de compacité de théorie des modeles :
les formules exprimant qu’il existe deux points a distance au moins n sont finiment
satisfaites par toute interprétation d’une configuration, donc il existe un modele les
satisfaisant toutes. Ce modele contient deux points a distance infinie et ne peut ainsi
pas étre I'interprétation d’une configuration. Essayons tout de méme de voir ce que
nous arrivons a faire malgré cette limitation inévitable.

6.3.1 L’espace Z?

A la Section 6.1 nous interprétions les points de Z2 comme des éléments des struc-
tures correspondant aux configurations. Pour obtenir une configuration a partir d’un
modele il nous faut tout d’abord axiomatiser Z2 dans une théorie.

Nous avons déja remarqué que le plan Z2 peut étre vu comme un graphe de Cay-
ley du groupe de présentation <N7 S,E,W | NEN-'E~! NS, EW>, nous pouvons
donc axiomatiser (partiellement) la présentation de Z2 :

Définition 6.7. Nous notons Tzz la théorie sur Lz2 q contenant les axiomes suivants :
o Vz,N(S(x)) = S(N(z)) = E(W(x)) = W(E(z)) ==
o Va,N(E(x)) = E(N(z))

La Figure 6.1 représente ce que I’on voudrait obtenir comme modele de 772. Hélas,
une structure dans laquelle, par exemple, pour tout z, E¥(z) = z peut aussi étre un
modele de Tz=. Ces modeles exotiques sont des cylindres (représentant Z x Z/nZ ou
Z/nZ x Z) ou des tores qui correspondent aux modeles finis (représentant Z/pZ x
Z/qZ) ou enfin des unions de tels modeles comme représenté sur les Figures 6.2 et 6.3.

Nous pouvons cependant éviter ce genre de "problemes” en rajoutant des axiomes

ﬁ7—22:
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N(z)

FIGURE 6.1 — Exemple d’un modele idéal de T=.

L Z/nZ x T

FIGURE 6.2 — Un modele exotique de T2
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FIGURE 6.3 — Un modele non connexe de Z2

Définition 6.8 (Théorie évitant les cas "dégénérés").
Tzz = Tz2 U{V2,Su(r) # 2} 4y

En rajoutant ces axiomes nous perdons la propriété que 772 est finiment axioma-
tisable. Nous verrons que I’on peut s’affranchir de ces axiomes supplémentaires dans
certains cas et ainsi nous ne les utiliserons donc que lorsque cela sera strictement né-
cessaire. Plus génant, en revanche, si M et N sont des modeles de 772z alors M 1IN,
I’union disjointe de M et A/, est aussi un modele de 7zz. On peut voir ceci comme
deux copies indépendantes de Z2 mises cote a cote comme représenté sur la Figure 6.3.
Comme nous 1’avons déja remarqué, par un simple argument de compacité, nous ne
pouvons pas nous affranchir de ces modeles au premier ordre. Une solution possible
serait d’utiliser le théoréme d’omission des types [Mar02, Chapitre 4] pour ne consi-
dérer que les modeles omettant le type constitué des formules exprimant "il existe des
points a distance au moins n", pour tout 7.

6.3.2 Axiomatisation des couleurs

Maintenant que nous avons un moyen d’axiomatiser le plan, il ne nous reste plus
qu’a axiomatiser les couleurs pour obtenir les configurations. Une configuration est une
application (totale) de Z? dans Q, ainsi, chaque point d’une configuration a une et une
seule couleur associée. Ceci se traduit par les formules suivantes :

Aq Va:,\/quPq(x)
Bq : Vo, A\, seq(Py(z) = ~Fy(2))

Ou Aq représente le fait que chaque point a au moins une couleur et Bg au plus
une.

Définition 6.9.
7-22.,Q = 'TZz U {14Q7 BQ} .

, .. . . 2
Par définition des configurations, une configuration de QZ , vue en tant que struc-
ture sur Lz2 g, est un modele de 772 q. En revanche, un modele de 772 g n’est pas
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forcément une configuration a cause des modeles "dégénérés" ou non connexes dis-
cutés auparavant. Cependant on peut déplier un tel modele en une configuration de
la fagon suivante : soit M un modele de 772 g et a un élément de M. On définit la
configuration cuq 4 telle que : caq,q () soit égal a la couleur de S, (a), ie. :

cMa() = q € Q & Fy(Se(a))
Les axiomes Aq et Bq nous assurent que cette définition est valide et définit une
configuration de QZ2 puisqu’un modele vérifie, en un point donné, un et un seul F,.

6.3.3 Théorie d’un jeu de tuiles

Les axiomes 772 g nous permettent d’obtenir une configuration a partir d’'un mo-
dele de cette théorie. Nous avons vu au Chapitre 1 plusieurs fagons de définir des jeux
de tuiles. Etant donné que, pour un motif M, la formule ¢ng(z) exprime que le mo-
tif M apparait au point x, la définition la plus naturelle dans notre cadre est celle par
motifs interdits (voir la Section 1.4).

Pour un motif M d’un ensemble F de motifs interdits, une structure ne contient pas
ce motif si elle vérifie la formule Vz, ~¢n (). Ainsi, pour qu’aucun modéle de notre
théorie ne contienne de motif interdit il suffit de rajouter ces formules aux axiomes :

Définition 6.10 (Théorie d’un jeu de tuiles). Pour un ensemble de motifs interdits F,
on définit : Tz2.q 7 = Tz2,q U {Vz, ~om(z)M € F}.

Lorsque F est fini, c’est-a-dire lorsque nous encodons des espaces de pavages,
la théorie Tz2 g r est aussi finie. Notons que la théorie 772 g r est universelle. Par
exemple, sil’on considére I’ensemble de couleurs Q = {00, @} et I’ensemble de motifs

interdits F = {IZD, H,H}, nous obtenons la théorie suivante :

v, N(S(z)) = S(N(x)) = E( (z)) = W(E(z)) = =

Vw N(E(z)) = E(N(2)),Vz, Fa(z) V Fa(z)

Ton _ z, (Pa(r) = ~Fa(x ))/\(D( = ~Fy(2))
QF Vﬂ?,Pn( ) = ~Fa(E(z))
Va, Fa(z) = —Fa(N(2))

Vo, Fo(r) = ~Fa(N(z))

Proposition 6.11. Si x est un pavage valide pour F, alors X est un modeéle de Ty2 q r.
Pour un modele M de Tz2 g F et un point a de M, la configuration cpq,, est un
pavage valide pour F.

Démonstration. Premierement, puisque x est une configuration de QZz, X peut étre
vue comme une structure sur L£z2 q (Proposition 6.3) et caq,, €st bien une configura-
tion de Q%”.

Deuxieémement, chaque point de z a une et une seule couleur et donc X’ est un
modele de 772 q

Troisiemement, x ne contient aucun motif de F, donc pour un motif M de F, la
formule V, = () est vérifiée par X'. X' est bien un modele de 772 q, 7. Réciproque-
ment, comme M est un modele de 77z q, 7, le dépliage caq,, de M en a ne contient
aucun motif de F, donc cpy 4 est bien un pavage valide pour F. O



Chapitre 7

Traduction des propriétés

Au chapitre précédent nous avons étudié les relations entre les propriétés des confi-
gurations et leurs interprétations sur le langage L£72 q. De plus, nous avons proposé des
axiomes permettant de coder d’une part les configurations et d’autre part les contraintes
associées a un jeu de tuiles. Dans ce chapitre nous nous intéressons plus spécifiquement
aux liens entre les propriétés de la théorie d’un jeu de tuiles et celles du jeu de tuiles
lui-méme.

En premier lieu, une conséquence immédiate des résultats présentés au Chapitre 6
permet de lier la consistance de la théorie d’un jeu de tuiles et le fait que le jeu de tuiles
puisse paver le plan :

Lemme 7.1. T2 q r est consistante (a un modele) si et seulement si il existe un pavage
valide pour F.

Démonstration. D’apres la Proposition 6.11, un pavage peut étre interprété en un mo-
dele de Tz2 q,F et donc ’existence d’un pavage valide pour F implique la consistance

de 7—ZZ,Q,]-"
Toujours d’aprées la Proposition 6.11, un modele M de Tz2 g » se déplie en un
point a de M en un pavage valide pour F : c,q. O

On remarque que ce lemme implique que dés que 7z2 g, » admet un modele alors
elle admet un modele infini : un pavage valide pour . Cependant, nous pouvons tisser
des liens supplémentaires entre les modeles finis de 772 q, 7 et les pavages périodiques
valides pour le jeu de tuiles considéré :

Lemme 7.2. Tz2 q 5 a un modéle fini si et seulement si F admet un pavage bipério-
dique.

Démonstration. =>: Soit M un modele fini de Tz2 g, r et caq,q le pavage valide pour
JF obtenu a partir de M en le dépliant a partir de a € M. M étant fini, les ensembles
{Ni(a)|j € N} et {E(a)|i € N} sont tous deux finis; il existe donc des entiers iy,
i9, j1 et ja tels que £ (a) = E*(a) et N71(a) = N’2(a). Par conséquent, pour tout
x € 72, cpma(+(i1,0)) = e a(@+(i2,0)) et epra(@+(0, 51)) = cat.a(z+(0, j2))
donc ¢, est bipériodique.
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<: Soit  un pavage bipériodique, de bipériode n, valide pour F. Puisque Z/nZ x
Z/nZ est un modele de Tz2 et que pour tout a € X, N"(a), E™(a) et a vérifient
les mémes formules, en considérant I’interprétation X’ de z en tant que pavage de
Z/nZ x Z/nZ, X" est un modele fini de 772 q . O

Les Lemmes 7.1 et 7.2 suggerent qu’il y a peu de chances pour que 772 g r soit
une théorie complete ; en effet, un modele fini ne peut pas vérifier les méme formules
qu’un modele infini : les formules exprimant "il existe au moins n points" ne sont pas
toutes vraies dans le modele fini alors qu’elles le sont dans le modele infini.

En revanche, si nous avons un moyen de nous assurer que 7zz g » n’admet pas de
modele fini, que ce soit parce que F n’admet pas de pavage périodique ou en rajou-
tant des axiomes forcant tous les modeles a étre infini comme nous ’avons fait pour
construire 2020, qQ,r> hous obtenons I’équivalence de la complétude de la théorie consi-
dérée avec le fait que tous les pavages valides pour F contiennent les méme motifs :

Théoreme 7.3 ([Poi82, BJO8]). Un espace de pavages généralisé T ne contient
qu’une seule configuration modulo isomorphisme local si et seulement si ’TZ%O,Q, F est
complete.

Démonstration. =-: On prouve que tous les modeles de Q £ sont élémentairement
équivalents deux a deux. C’est déja le cas pour les modeles qui sont des configurations
(Théoréme 6.6) mais il nous reste a le prouver pour tous les modeles.

Soient A et 5 deux modeles de Z%"’Q’ £ : ce sont des copies de configurations. Tous
les motifs qui apparaissent dans une configuration apparaissent une infinité de fois dans
cette méme configuration d’apres le Lemme 2.17. Ainsi le lemme de localité de Hanf
(Lemme 6.5) s’applique et A= B.Donc 7,3 g 7 est complete.

<: 8173 q 5 estcomplete, pour tout motif M, la formule Jz, oM () est soit vraie
dans tout modele soit fausse dans tout modele ; par consequent deux pavages valides
pour F contiennent les méme motifs et ainsi T x ne contient qu’une seule configuration
modulo isomorphisme local. O

Ce théoreme nous permet d’obtenir un résultat de décidabilité dans le cas ol un
espace de pavages ne contient qu’une seule configuration modulo =, et ce, sans aucun
vocabulaire relatif a la logique :

Corollaire 7.4 ([BJO8]). Si un espace de pavages T r ne contient qu’un pavage modulo
isomorphisme local alors le probleme de savoir si un motif apparait est décidable.

Démonstration. Puisque F est fini, T2 q, 7 est finie et ainsi 7,3 o » est récursivement
énumérable. D’apres le Théoréme 7.3, si T x ne contient qu’un seul pavage modulo iso-
morphisme local alors Q -~ est une théorie complete. En énumérant récursivement
toutes les formules vahdes de 7-22, qQ,F On trouvera une preuve de Jz, om(z) ou de sa
négation VY, ~pon(z) car ;% g » est complete.

Par conséquent, cet algorithme permet de décider si un motif M apparait dans une
configuration de T £ (si la formule 3z, o () est vraie) ou s’il n’apparait dans aucune
configuration de T r (si la formule VY, ~opm () est vraie). O
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Bien que I’algorithme proposé pour décider de 1’apparition d’un motif lorsqu’un
espace de pavages ne contient qu’une seule configuration modulo ~ ne soit pas tres
efficace en termes de complexité, il permet d’obtenir des preuves simples que certains
jeux de tuiles n’ont pas cette propriété. Par exemple, le jeu de tuiles proposé par B.
Durand, L. Levin et A. Shen dont tous les motifs de taille n X n apparaissant dans un
pavage valide ont une complexité de Kolmogorov en ©(n) [DLS01, DLS08] ne peut
pas avoir la propriété que tous les pavages sont les mémes modulo ~.

7.1 Liens avec <

La Partie I de ce manuscrit a été largement consacrée a 1I’étude du pré-ordre =< sur
les espaces de pavages. Nous pouvons ainsi nous intéresser a ce que signifie cet ordre
pour les interprétations des configurations sur Lz2 q.

’ ~ . 2 . s .
Théoréme 7.5. Pour deux configurations x et y de Q% et leurs interprétations res-
pectives dans Lgz g, X etY, ona:

r<y=XUYEThY)=2 =<y

Démonstration. Pour la premiere implication, d’apres le Lemme 2.8, tous les motifs
de x apparaissent une infinité de fois dans y. Nous pouvons donc montrer que Y et
X II Y sont élémentairement équivalentes encore une fois grace au lemme de localité
de Hanf. Les motifs n’apparaissant qu’un nombre fini de fois dans y n’apparaissent pas
dans z ainsi les spheres relationnelles qui sont en nombre fini dans ) apparaissent le
méme nombre de fois dans X 11 ) et le lemme de Hanf nous permet de conclure que
Y et X 11 Y sont élémentairement équivalentes.

Pour la seconde, par I’absurde, soit P un motif apparaissant dans x et pas dans y.
La formule Vz, —¢p(x) est donc fausse dans X’ mais vraie dans ) et ainsi X IT ) ne
peut pas étre un modele de Th()). O

Corollaire 7.6. Pour deux configurations x et y, ona :
x <y XY E Th(Y) et Th(X) # Th(Y)]

Démonstration. D’apres le Théoréme 6.6, = ~ y si et seulement si Th(X) = Th(Y).
O

On constate que nous n’avons pas d’équivalence pour les implications du Théo-
reme 7.5. Pour la premiere, il suffit de considérer une configuration £ monochrome et
son interprétation X' sur Lz2 g;ona X II X = Th(X) et pourtant x ~ x. Pour la
seconde, il faut considérer une configuration ayant un motif P n’apparaissant qu’une
seule fois; on a x < x et pourtant, la formule exprimant que le motif P apparait deux
fois est vraie dans X II X mais pas dans X. Cependant, nous pouvons transformer ces
implications en équivalences en distinguant ces deux types de configurations :

Ve b . 2 . 7 .
Théoréme 7.7. Pour deux configurations de Q%" , x et v, et leurs interprétations res-
pectives dans Lgz q, X etY, ona:
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— Siy a tous ses motifs apparaissant une infinité de fois alors x < y < X11Y =
Th()

— Si y contient un motif qui n’apparait qu’une seule fois alors t < y < X1Y E
Th(Y)

Démonstration. Un sens de chaque équivalence est donné par le Théoreme 7.5.

Si y a tous ses motifs apparaissant une infinité de fois alors le nombre de spheres
relationnelles dans ) est toujours infini et le lemme de Hanf nous assure que z < y =
XTLY = Th(Y).

Si y a un motif P n’apparaissant qu’une seule fois, nous savons déja que XY 1Y =
Th()) implique = < y. Si x & y alors la formule exprimant que P apparait deux fois
est vraie dans X II Y mais pas dans ) ; donc = < y. O

Corollaire 7.8. Une configuration y a tous ses motifs apparaissant une infinité de fois
si et seulement si Y 11 Y = Th(Y).

Démonstration. =: Théoreme 7.7.

<«: Si y contient un motif n’apparaissant qu’une seule fois alors la formule expri-
mant que ce motif apparait deux fois est vraie dans ) IT ) mais pas dans Th(}). C’est
le seul cas possible d’apres la Remarque 2.7. U

Corollaire 7.9. Pour une configuration c et un nombre fini de configurations c; (et
leurs interprétations respectives, C et C;), on a :

CiI...IC, ETh(C) = [Vi,c; < cetTi,c; =]

Démonstration. La premiere moitié de I’implication (Vi, c; < c) est une conséquence
du Théoreme 7.5.

Pour la seconde moitié, par 1’absurde, supposons que, pour tout 7, ¢; < c. C’est-a-
dire, pour tout ¢, il existe un motif P; apparaissant dans ¢ mais pas dans c;. La formule
N; 3z, ¢p, (x) est vraie dans C mais dans aucune des C;, ainsi, C; I ... IT Cj, ne peut
pas étre un modele de Th(C). O

Lorsque nous considérons un nombre infini de configurations, nous avons toujours
que I1,C; |= Th(C) implique que, pour tout 4, ¢; < ¢ via le Théoréme 7.5 ; en revanche,
la deuxieéme moitié¢ de la conclusion n’est pas forcément vérifiée : il suffit de considérer
une configuration ¢ sur Q = {0, 1} contenant tous les motifs et les configurations ¢;
ou ¢; contient le motif P; entouré de 0; P; parcourant I’ensemble de tous les motifs.

7.2 Applications de ces résultats en théorie des modeles

Une théorie finiment axiomatisable, complete et superstable a été exhibée grice a
ces méthodes de traduction de jeux de tuiles en théories du premier ordre. Ceci a été
fait historiquement par J.A. Makowsky [Mak74] pour montrer que ces trois propriétés
ne sont pas incompatibles puis ensuite expliqué plus en détails par B. Poizat [Poi82].

Nous rappelons qu’une théorie dénombrable est dite superstable si elle n’est pas
w—stable mais est 280 —stable, ¢’est-2-dire qu’elle a un nombre non dénombrable de
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w—types complets non isomorphes mais la cardinalité du continu 2%° —types complets
non isomorphes. Dans notre cas, un k—type complet est la réunion disjointe d’au plus
K pavages.

L’idée est simple : prenons un ensemble fini de motifs F dont I’espace de pavages
associé T r ne contient aucune configuration périodique et qu’une seule configura-
tion modulo isomorphisme local. Le jeu de tuiles apériodique construit par N. Ollin-
ger [Ol108] a bien cette propriété comme nous le détaillons a la Section 1.7 : Théo-
remes 1.36 et 1.35.

Transformons un tel jeu de tuiles en une théorie du premier ordre comme expliqué
au Chapitre 6 pour obtenir une théorie finiment axiomatisée : 772 q . Comme le jeu
de tuiles considéré n’admet pas de pavage périodique, le Théoreme 7.3 est valide sans
nécessiter de rajouter les axiomes forgant tous les modeles a étre infinis. Cette théorie
est complete et finiment axiomatisable.

11 a été prouvé que ce jeu de tuiles admet 2™ pavages différents : Corollaire 4.6 et
Théoreéme 2.15 ou encore [Dur99, BDJO8]. Ainsi, Tz2 q » admet 2% modeles dénom-
brables qui sont des configurations vues comme des structures sur L7z q. Ces modeles
ne sont pas isomorphes car il n’y a un nombre dénombrable de décalages possibles
sur Z? et ainsi d’isomorphismes par le Lemme 6.4, donc Tz2 @, admet 280y —types
complets. De plus, il n’y a pas de modele dégénéré de sorte que tous les modeles de
cette théorie sont faciles a décrire : ils consistent de copies de certains de ces 2%°
pavages différents, c’est-a-dire que nous avons seulement a décrire combien de fois
apparait chaque pavage dans un modele. Ceci prouve que la théorie n’est pas w-stable
mais 2% —stable donc superstable.

7.3 Logique monadique du second ordre

Sans rentrer dans tous les détails, la logique monadique du second ordre est une
extension de celle du premier ordre traitée ici ol nous pouvons de plus quantifier sur
les prédicats unaires. Par conséquent, il existe une formule monadique du second ordre
sur le langage L72 exprimant le fait qu’un jeu de tuiles pave le plan :

3Py, 3PV, ( N\ —om(@) A Tz2.q)
MeF

La convention est de noter les quantifications du second ordre par des variables en
majuscules et celles du premier ordre par des minuscules. Ainsi, nous n’utilisons plus
les prédicats P, mais |Q| quantifications existentielles monadiques du second ordre. Si
de tels prédicats existent, ceci signifie qu’il existe une répartition des couleurs sur Z>2
ne faisant apparaitre aucun motif de F, i.e., un pavage du plan par F.

L’indécidabilité du probleme du pavage du plan montre que la restriction de la
logique monadique du second ordre aux quantifications existentielles du second ordre
et universelles du premier ordre avec seulement un nombre fini de fonctions unaires est
indécidable.

De plus, un résultat di a Dietrich Kuske et Markus Lohrey [KLO05] permet de ca-
ractériser les groupes ayant une théorie monadique du second ordre décidable :
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Théoreme 7.10 ([KLO05]). La logique monadique du second ordre d’un groupe G fini-
ment engendré par G est décidable si et seulement si le graphe de Cayley de (G, G) a
une largeur arborescente finie.

Pour éviter d’avoir a rentrer dans les définitions et les détails de la théorie de la
largeur arborescente nous allons utiliser une caractérisation des groupes de largeur ar-
borescente finie due a Muller et Schupp :

Théoreme 7.11 ([MS83]). Un groupe G finiment engendré par G admet un sous-
groupe libre d’index fini si et seulement si le graphe de Cayley de (G, G) a une largeur
arborescente finie.

On rappelle que H est un sous-groupe d’index fini de G si I’ensemble des classes a
gauche de G selon H sont finies, i.e., il n’y a qu’un nombre fini d’ensembles g pour
geaq.

Au Chapitre 5 nous avons défini la notion de pavages sur des groupes finiment
engendrés, dans ce contexte, les Théoremes 7.10 et 7.11 ont le corollaire suivant :

Corollaire 7.12. Le probleme de savoir si un jeu de tuiles pave un groupe finiment
engendré (G, G) est décidable lorsque G admet un sous-groupe libre d’index fini.

Puisque le Théoréme 7.10 est une équivalence nous pourrions espérer en obtenir
une pour la décidabilité du probleme du pavage du plan sur les groupes et ainsi carac-
tériser les structures pour lesquelles ce probleme est décidable. Mais le Théoreme 7.10
traite de toute la logique monadique du second ordre alors que le codage des jeux de
tuiles n’est que dans une sous classe (stricte dans le cas général) de cette logique. Ceci
nous donne le probléme suivant :

Probleme ouvert 3. Sous quelles conditions sur le groupe G les propriétés suivantes
sont équivalentes :

— Le probleme de la pavabilité de G est décidable

— G a un sous-groupe libre d’index fini

Une fois le Probleme 3 résolu il pourrait étre intéressant d’étudier le probleme
de la pavabilité pour des structures plus faibles que les groupes. En effet, la théorie
de la largeur arborescente étant une théorie sur les graphes, il n’y a aucune raison
d’imposer la régularité et la structure d’un graphe de Cayley au graphe étudié. De
plus, une équivalence entre la décidabilité de la pavabilité sur de telles structures plus
faibles que les groupes engloberait les résultats d’indécidabilité sur le plan hyperbo-
lique [Mar08, Kar08].

7.4 Conclusion

Nous avons vu tout au long de cette partie les liens étroits entre les pavages et
la logique du premier ordre et plus particulierement entre les propriétés de certains
espaces de pavages et celles de théorie des modeles de leur interprétation. Les pavages
se sont avérés étre des exemples intéressants de théories [Mak74, Poi82] ainsi qu’un
cadre adéquat pour étudier les propriétés de classes de formules [BGG97].
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Le principal probleme rencontré dans cette partie est le fait que 1’on ne puisse
pas s’affranchir facilement des modeles non connexes; ces modeles, ne représentant
pas des configurations, nous empéchent de transférer des résultats de théorie des mo-
deles sur I’existence de certains modeles en termes de pavages. Les configurations
peuvent étre vues comme des modeles engendrés par un élément. En ce sens, les mo-
deles connexes, i.e., les configurations, sont les modeles de notre théorie, sur le langage
L72.q U {0} qui omettent le type p(y) = {y # ¢(0), ¢ une formule de L2 q }. Ab-
derezak Ould Houcine utilise cette méthode ainsi que des procédés tres similaires au
rang de Cantor-Bendixson (tel que défini a la Section 3.4 dans le cadre des pavages)
pour étudier les propriétés des théories n’ayant qu’un nombre dénombrable de modeles
finiment engendrés [HouO8].
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Troisieme partie

Robustesse aux erreurs
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Chapitre 8

Robustesse aux erreurs

Tout au long de ce manuscrit nous n’avons considéré que les pavages respectant les
contraintes imposées en tout point. Dans ce chapitre nous étudions la robustesse aux
erreurs des jeux de tuiles ; la question fondamentale est la suivante : Etant donné un jeu
de tuiles, que se passe-t-il lorsque 1’on autorise une faible probabilité d’erreurs ? Est-ce
que les objets que nous obtenons sont proches d’un pavage du plan sans erreur ?

C’est un probleme bien connu en cristallographie ot les reégles de pavages locales
ne sont que celles qui sont le moins cofiteuses en énergie. Les erreurs de pavage ne
sont plus vues comme strictement interdites, tel que nous 1’avons fait tout au long de ce
manuscrit, mais seulement comme des possibilités beaucoup moins probables. On peut
alors voir un pavage comme un agencement de tuiles minimisant 1’énergie. Charles
Radin étudie un tel modele [Rad85, Rad92] en considérant les pavages tels que si ’on
modifie une partie finie d’un tel pavage alors 1’énergie nécessaire augmente.

Les erreurs d’agencement de tuiles jouent aussi un réle important dans 1I’étude des
pavages auto-assemblants. En effet, ces modeles sont utilisés pour modéliser la forma-
tion de molécules d’ADN et il s’avere que, en pratique, les contraintes imposées ne
sont pas toujours respectées. Dans ce domaine, une problématique importante a été de
transformer des jeux de tuiles de sorte a ce que, méme si I’on autorise quelques erreurs
d’agencement, la forme des pavages obtenus soit tres proche de celle que 1’on aurait
sans erreur [WBO03, RSY04].

Dans notre cadre, nous pouvons voir un pavage erroné comme un pavage classique
par tuiles de Wang (voir la Section 1.3) ol nous autorisons une faible proportion de
couleurs sur des cotés adjacents a ne pas correspondre. Nous donnons une définition
plus formelle de cette notion a la Section 8.1. De sorte a rester le plus général possible,
nous supposons que les erreurs sont tirées aléatoirement et indépendamment. Avec ce
modele, des constructions utilisant des méthodes de point fixe permettent d’obtenir des
jeux de tuiles robustes a une faible proportion d’erreurs [DRS08, DRS09]. Contraire-
ment aux travaux décrits précédemment qui s’intéressent a la construction de jeux de
tuiles robustes aux erreurs, notre but ici est de déterminer des propriétés générales qui
impliquent la robustesse aux erreurs ou la non robustesse de certaines classes de jeux
de tuiles.

Dans la Section 8.2 nous donnons une construction de “fonctions de nettoyage
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d’erreurs” pour les jeux de tuile qui n’admettent que des pavages périodiques. Nous
prouvons que, lorsque la probabilité d’erreurs est suffisamment faible, cette construc-
tion enleve effectivement les erreurs avec probabilité 1.

D’un autre c6té, nous prouvons que la famille des jeux de tuiles qui produisent un
nombre dénombrable de pavages ne sont pas localement robustes : nous montrons que
la correction d’un nombre fini d’erreurs dans ces pavages peut toujours nécessiter la
modification d’une infinité de tuiles, ce qui est incompatible avec la correction locale
d’erreurs et donc la robustesse.

Enfin, en utilisant des constructions les résultats d’inséparabilité présentés aux Sec-
tions 1.7 et 4.4), nous prouvons que ces deux classes de jeux de tuiles (ceux qui sont
robustes et ceux qui ne sont pas localement robustes) sont récursivement inséparables,
ce qui montre qu’il est impossible d’obtenir une caractérisation récursive de la robus-
tesse aux erreurs.

8.1 Définitions

Nous avons présenté au Chapitre 1 les notations et définitions de pavages ; contrai-
rement au reste du manuscrit, il est plus naturel ici de considérer la définition par
contraintes locales (Section 1.5).

De méme qu’au Chapitre 1 nous notons T'; I’ensemble des configurations qui sont
des pavages par une contrainte locale 7 = (V, ). Dans cette partie nous ne considérons
que les jeux de tuiles qui pavent le plan, ainsi T # () est une condition implicite de
tous les résultats.

L’intérét de la définition par contraintes locales est qu’elle s’étend de facon natu-
relle en une définition de pavages avec erreurs :

2
Définition 8.1 (Pavage avec erreur). Soit e un élément de {0, 1}Z et ¢ une configura-
. 2 . . .. N .
tion de Q%" on dit que c est un pavage par T avec la répartition d’erreur e si A, (c) = e.

Par exemple, si I’on considere Q = {I,8}, V = {(0,0)} et 6 qui associe 1 si la
cellule est 0, O si elle est @, on obtient un espace de pavages T, qui est réduit a un seul
point : la configuration monochrome M. Soit maintenant e une répartition d’erreurs ; un
pavage par 7 avec la répartition d’erreurs e est une configuration qui vaut B lorsque e
vaut 0 et @ lorsque e vaut 1. Un exemple d’une telle configuration avec une répartition
d’erreurs simplissime est représentée sur la Figure 8.1.

Q={m,0}
V={(0,0)}
s(@=1
5(@m)=0
e(0,0)=1
e(z)=0 sinon

FIGURE 8.1 — Exemple de pavage par 7 avec la répartition d’erreurs e.
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On remarque qu’avec cette définition de pavages avec erreurs, réparer une erreur
est différent de remplacer une tuile erronée par une autre correcte puisque les erreurs
peuvent avoir des conséquences qui nécessitent de remplacer d’autres tuiles, méme si
ces dernieres sont localement correctes. Nous observons et prouvons dans un premier
temps que les conséquences d’une telle correction ne sont pas problématiques dans le
cas ou le jeu de tuiles n’admet que des pavages périodiques (Section 8.2) mais peut
avoir des conséquences sur une infinité de tuiles dans le cas de jeux de tuiles qui ad-
mettent un nombre dénombrable de pavages (Section 8.3).

8.2 Robustesse

Dans cette section nous montrons, dans le cas de jeux de tuiles qui n’admettent
que des pavages périodiques, comment il est possible de reconstruire par modifications
locales un pavage valide a partir d’un avec une faible proportion d’erreurs. La méthode
utilisée ici est la méme que celle utilisée pour prouver la robustesse aux erreurs de jeux
de tuiles fortement apériodiques [DRS08, DRS09]; comme les ensembles de pavages
ne contenant que des périodiques ont une structure trés simple nous sommes capable
d’appliquer les mémes méthodes. Nous considérons une distribution d’erreurs e, telle
que chaque point de Z? ait une probabilité £ d’étre égal a 1 indépendamment des autres
points, i.e., une distribution de Bernoulli.

Dans un premier temps nous décrivons un procédé générique [DROS, DRSO08] qui
consiste a considérer les erreurs par “ilots” (et ainsi indépendamment de notre applica-
tion aux pavages), ¢’est-a-dire, étant donné une répartition d’erreurs prise a partir d’une
distribution de Bernoulli la transforme en une répartition sans erreur avec probabilité 1
selon la distribution de Bernoulli (Section 8.2.1). Ensuite nous utilisons les résultats
structurels des Chapitres 3 et 4 et plus particulierement la section dédiée aux jeux de
tuiles n’admettant que des pavages périodiques (Section 4.1) pour appliquer ce procédé
générique a ces jeux de tuiles (Section 8.2.2).

8.2.1 Procédé de nettoyage itératif

Lorsque ¢ est petit, I’intuition est que les points qui ont pour valeur 1 seront épar-
pillés, nous n’aurons pas de gros amas de 1; malheureusement les gros amas ont une
probabilité non nulle d’apparaitre et apparaissent ainsi presque sirement sur le plan
72. Nous regroupons tout de méme les 1 par paquets que nous appelons ilots :

2
Définition 8.2. Pour une répartition d’erreurs e € {0, I}Z et un point x € 7.2 tel que
e(x) = 1, x est dans un (i, j)—ilot de e s’il n’existe pas de point a distance comprise
entre i et j qui soit a 1 dans e, c’est-a-dire :

vy € Z%,e(y) = 1 = dgz(z,y) € [i; ]

On note par Z; j(e) le sous-ensemble de 72 des points de e qui sont dans des
(i, ) —1ilots.
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Cette notion d’ilot est représentée sur la Figure 8.2. L’idée pour se ramener a une
répartition sans erreur a partir d’une répartition d’erreurs tirée aléatoirement est d’ef-
facer certains lots. Pour I’instant nous faisons abstraction de ce que cela veut dire au
niveau des pavages et nous nous contentons de travailler sur les répartitions d’erreurs
pour définir une fonction d’effacage des ilots :

2
Définition 8.3. La fonction &; ; de {0, 1}Z dans lui-méme efface les (i, j)—ilots d’une
répartition d’erreurs :

2 2
{o." {0,1)*
0 siz e (e
e — c: c(z) = ; i.s(€)
e(x) sinon
Maintenant, si nous considérons des suites croissantes (v, )nen €t (5n)nen et que
nous appliquons successivement les fonctions &,,, g, a une répartition d’erreurs don-
née nous obtenons un procédé de nettoyage itératif [DR0O5, DRS08] qui effacera les
petits flots d’erreurs, puis les plus gros, puis ceux encore plus gros, etc.

Définition 8.4 (Procédé de nettoyage itératif). Pour une répartition d’erreurs e (i.e.,
2
un élément de {0,1}"") et deux suites d’entiers (atn )nen et (B )nen, nous définissons
2

le procédé de nettoyage itératif (e2F),c € {0,1}” de e selon avet 3 :
— ey =e
af )
— eni1 = a8, (en7)
Nous appelons “ilots de rang n” les points que nous avons corrigés a la n
itération, c’est-a-dire les (o, By,)—ilots de e,

eme

Cette opération est représentée sur la Figure 8.2 ol les points noirs sont les points
a valeur 1, ceux qui seront “nettoyés” a cette étape sont marqués par une Croix, et
nous pouvons voir qu’il y a une zone sans erreur entre «,, et [,. Cette zone sans
erreur, appelée ceinture de sécurité, sous certaines conditions, est ce qui nous permet
d’appliquer ce résultat générique aux pavages car la zone comprise entre a,, et 3,
est garantie étre sans erreur. Toutefois il faut d’abord nous assurer que ce procédé de
nettoyage itératif efface bel et bien toutes les erreurs, ou du moins presque toutes :

Théoreme 8.5 ([DRO5, DRS08)). Si les suites au, et 3, sont telles que :

— Vi,8(B1 + ... + Bi) < @it1 < Bina

— > logzﬂ <

Alors il existe € > 0 (suffisamment petit) tel que, presque sirement, pour tout
élément de {0, 1}Z2 pris avec la distribution de Bernoulli de probabilité €, ce procédé
de nettoyage itératif enléve tous les uns.

Nous donnons ici une démonstration du Théoreme 8.5 extrémement similaire a
I’originale [DRO5, DRS08] par souci de complétude :

Démonstration. Nous allons estimer la probabilité de I’évenement "apres la k¢ ité-
ration du procédé de nettoyage, le point x est toujours dans I’état 1". Ceci veut dire que
x = xg et xp étaient dans I'état 1 aprés k — 1 itérations du procédé, et d(xg,z1) €
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X

FIGURE 8.2 — Ilots de rang n

[, Bk]- On peut continuer comme ceci : zogg = o est dans I’état 1 aprés k — 1 opéra-
tions de nettoyage parce qu’il existait xo; qui était dans 1’état 1 apres k — 2 opérations
de nettoyage.

On peut ainsi construire pour chaque mot binaire v de longueur au plus k un point
2, dans Iétat 1 aprés ¢ = k — |u| étapes de nettoyage. De plus la distance entre
Zyo €t 1 est dans Dintervalle [«;, 8;]. Ainsi, pour un mot de la forme x,;,, on a
d(xy, Tu1v) < B1+ ...+ Bi, ce qui veut dire, avec la condition 8(81 +... 4+ 5;) < a1,
que tous les points de la forme z,,9,- sont distincts de ceux de la forme x,,;,. Ceci nous
donne ©(2%) points distincts.

Maintenant, comptons le nombre de possibilités que I’on a de choisir les points x,,
pour que le point x soit dans 1’état 1 aprés k opérations de nettoyage. Notons B([y)
le nombre de points y tels que d(z,y) < [x. Nous avons ainsi au plus B(f)) possi-
bilités pour trouver un point x;, B (Bk,l)Q possibilités pour x1; et zg;, etc. Ainsi, le
logarithme du nombre de possibilités n’excede pas :

log(B(Bk)) + 21og(B(Bk-1)) + 410g(B(Br—2)) + - ..

qui est borné par :

D x (log(Bk) + 21og(Br—1) + 4log(Br—2) + ...)

Ou D est une constante ne dépendant que de 1’espace considéré puisque B(7) est un

polyndme en i. Comme Y, log(B:)

> est une série convergente, le logarithme du nombre
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de possibilités est borné par ¢2* pour une constante ¢, car divisé par 2 il est une somme
partielle de cette série.
Nous pouvons maintenant borner la probabilité qu’un point x soit encore dans I’ état
1 apres k étapes de nettoyage. Elle n’excede pas le nombre de possibilités que 1’on a
pour choisir les x,, multipliée par la probabilité que tous ces points x,, soient dans 1’état
1, c’est-a-dire :
22" x 2 = (e29)%

Ainsi, pour ¢ suffisamment petit (¢ < 27°), cette probabilité tend vers 0 lorsque
k tend vers I’infini, donc la probabilité qu’un point reste dans 1’état 1 infiniment long-
temps est nulle pour cet €. O

Il est aisé de vérifier que les séquences suivantes vérifient les conditions du Théo-
reme 8.5 apres un certain rang :

2
an =27

Bn = naw,

De plus, ce qui va nous intéresser est le fait que lim f,, — «a,, = oo, ce qui signifie
n—oo

que nous pouvons avoir des ceintures de sécurité aussi grandes qu’on le désire.

8.2.2 Robustesse aux erreurs des jeux de tuiles périodiques

Dans la section précédente nous avons montré que nous pouvions “enlever” les
erreurs : nous avons un procédé itératif qui, a partir d’une répartition d’erreurs tirée
aléatoirement, la transforme en une répartition sans erreur avec probabilité 1 lorsque
la probabilité d’erreurs est suffisamment faible. Nous devons décomposer et itérer un
procédé de nettoyage sur les amas de taille «,, quand il n’y a pas d’erreur entre les
distances v, et 3,,. Il existe des suites vérifiant les conditions du Théoreme 8.5 telles
que a,, — B, puisse tre arbitrairement grand.

Le Lemme 3.5 nous assure que, lorsque «,, — 3, est suffisamment grand, nous
avons une zone au milieu de la ceinture «,, — 3,, qui apparait dans un pavage du plan.
Cette zone correspond 2 la zone bleue sur la Figure 8.3. A la Section 4.1 nous avons
montré que si un jeu de tuiles 7 n’admettait que des pavages périodiques alors, en
itérant le Lemme 4.3 sur des motifs apparaissant dans un pavage du plan et coincidant
sur le domaine critique de 7 nous obtenons un nouveau motif qui apparait aussi dans
un pavage du plan.

Nous pouvons ainsi choisir a,, — 3, suffisamment grand pour que la ceinture de
sécurité soit assez large et permette de combiner ces deux résultats. En recollant les
motifs de cette ceinture de sécurité nous obtenons un motif qui apparait dans un pavage
du plan. Ainsi, la zone bleue de la Figure 8.3 apparait dans un pavage du plan.

Pour conclure, il ne nous reste plus qu’a remplacer la partie au milieu de la ceinture
de sécurité de sorte qu’il n’y ait plus d’erreur, et ceci peut étre fait car cette ceinture
apparait dans un pavage complet du plan. Nous obtenons ainsi notre théoréme de ro-
bustesse aux erreurs pour les jeux de tuiles périodiques :
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: Localement correct.
B : Possiblement incorrect.
[ | : Localement correct et apparait dans un pavage du plan complet.

FIGURE 8.3 — Exemple de ce qu’il se passe lorsque la ceinture de sécurité est suffisam-
ment grande.

Théoreme 8.6. Si un jeu de tuiles n’admet que des pavages périodiques alors il est
robuste a une faible probabilité d’erreurs.

On remarque que cette méthode de reconstruction d’un pavage valide en entourant
les erreurs fonctionne bien évidemment avec un jeu de tuiles qui autorise toutes les
configurations (T, = QZZ); nous pouvons compliquer un peu ceci en considérant
Q = {0, 1,2} et les pavages qui peuvent contenir soit que des 1 et des 2 soit que des
0; la méthode de correction s’applique tout aussi bien et le jeu de tuiles n’autorise pas
toutes les configurations. De plus il est possible d’utiliser cette méthode pour obtenir
des jeux de tuiles apériodiques robustes aux erreurs [DRS08, DRS09]; cependant dans
la Section 8.3 nous donnons une condition suffisante pour que cela ne soit pas possible.
Nous ne savons pas caractériser les jeux de tuiles pour lesquels cette méthode peut
s’appliquer.

8.3 Non robustesse

Dans la Section 8.2 nous avons montré qu’il existe une méthode effective de cor-
rection des erreurs pour certains jeux de tuiles; cela n’aurait pas beaucoup de sens de
définir exactement ce que 1’on appelle un jeu de tuiles “robuste aux erreurs” puisqu’il
peut tres bien exister d’autres méthodes de correction des erreurs mais il semble na-
turel que toute méthode de correction se doit d’étre locale, d’ou notre définition de
robustesse locale :

Définition 8.7 (Locallement robuste). Nous disons qu’un jeu de tuiles est localement
robuste si pour toute répartition d’erreurs finie (i.e., qui ne contient qu’un nombre fini
de 1), tout pavage avec cette répartition d’erreur peut étre transformé en un pavage
sans erreur en ne modifiant qu’un nombre fini de tuiles.
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Cette définition peut étre reliée aux configurations ground state utilisées par C. Ra-
din pour modéliser 1’ordre cristallin [Rad91, Rad92]. On rappelle qu’une configuration
est dite ground state si, quelque soit la modification finie que nous lui apportons, nous
ne diminuons pas le nombre d’erreurs de pavages. En ce sens, les jeux de tuiles ro-
bustes aux erreurs correspondent aux jeux de tuiles pour lesquels les configurations
ground state sont soit des pavages sans aucune erreur soit ont une infinité d’erreurs de
pavage.

Les résultats structurels des sections 4.1 et 8.2 nous assurent que les jeux de tuiles
n’admettant que des pavages périodiques sont localement robustes : il suffit de consi-
dérer une ceinture de sécurité entourant la zone finie d’erreur et de remplacer la zone
erronée a ’intérieur de celle-ci.

Théoreme 8.8. Les jeux de tuiles admettant un nombre dénombrable de pavages ne
sont pas localement robustes.

L’idée principale de la preuve peut €tre comprise a partir de cette remarque simple :
considérons I’ensemble d’états Q = {O,E} et un ensemble de motifs interdits F =

{l:!,i E} L’ensemble T r des configurations valides pour F est simple a décrire :

elles sont soit monochromatiques @ ou M soit contiennent un demi plan @ a gauche
et un demi plan @ a droite. La Figure 8.4 représente un exemple d’un pavage par un
tel jeu de tuiles. La position de la ligne verticale de séparation entre ces deux demi
plans est ce qui permet d’avoir un nombre dénombrable de pavages. Intuitivement, le
Théoréme 4.11 et le Lemme 4.13 stipulent que cette situation est plus ou moins la seule
possible lorsque qu’un jeu de tuiles admet un nombre dénombrable de pavages.

Maintenant si nous cassons la ligne de séparation entre la partie bleue et la partie
verte en décalant un demi plan d’une cellule vers la droite comme représenté sur la
Figure 8.5, nous aurons besoin de modifier tout un demi plan (et ainsi un nombre infini
de tuiles) pour le redécaler dans le bon sens de sorte a obtenir un pavage valide; de
plus cette transformation respecte les conditions de pavage partout sauf en un nombre
fini de points.

Dans la preuve qui suit nous ne faisons que formaliser cette intuition de sorte a
généraliser le résultat aux jeux de tuiles qui admettent un nombre dénombrable de
pavages.

FIGURE 8.4 — Exemple d’un pavage pour I’'idée principale de non robustesse.

Démonstration. Soit T un jeu de tuiles qui n’admet qu'un nombre dénombrable de
pavages et ¢ un pavage par 7 avec exactement une direction de périodicité que 1’on
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FIGURE 8.5 — Exemple d’une configuration qui n’est pas correctible localement.

peut représenter en tant que “ABC* avec A # Cet |[A| = |B| = |C| = p lorsque
projeté perpendiculairement a sa direction de périodicité (d’apres le Théoreme 4.11 et
le Lemme 4.13).

Nous allons modifier ¢ en décalant un demi plan complet de 2p pour obtenir une
configuration comme représentée sur la Figure 8.6.

AlA|A[A|A A C|C|C
AlA|A[A|AA Cc|C|C
AA|AA|A A Cc|C|C
AlA|AA c|c|C|Cc|C
AlA|AA c|c|C|Cc|C
AlA|AA c|c|C|C|C

FIGURE 8.6 — Une petite modification de c.

Comme cette configuration ne respecte pas les conditions de pavage qu’en un
nombre fini de points, supposons que 1’on puisse la corriger en ne modifiant qu’un
nombre fini de tuiles ; nous obtiendrions un pavage tel celui représenté sur la Figure 8.7
ot il y a une ligne semi infinie de motifs B dans une direction et une ligne semi infinie
de B mais décalée de 2p dans 1’autre direction, séparées par un motif qui a corrigé
I’erreur introduite.

Nous avons obtenu une transformation de ¢ que nous pouvons répéter sur chaque
ligne verticale suffisamment grande de AABCC. De telles lignes apparaissent une
infinité de fois dans ¢, ainsi, comme nous sommes certains que cette transformation
donne un pavage différent a chaque fois (puisqu’elle remplace un motif A par un motif
C que nous avons supposés différents) nous obtenons 2% pavages différents pour 7

que nous avons supposé n’admettre qu’un nombre dénombrable de pavages.
O

Le Théoreme 8.8 démontre que les jeux de tuiles admettant un nombre dénom-
brable de pavages ne sont pas localement robustes alors que le Théoréme 8.6 démontre
que les jeux de tuiles qui n’admettent que des pavages périodiques sont robustes aux
erreurs. Par conséquent, comme nous avons montré que ces classes de jeux de tuiles
étaient récursivement inséparables (Théoreme 4.22) nous en déduisons le théoreme
suivant :
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AlAAA C|C|C|C
AlAAJA C|C|C|C
AlAAJA C|C|C|C
AlAAA C|C|C|C
AlAAA C|C|C|C
AlAAA C|C|C|C
AlAAJA Cc|C|C|C
AlAAJA C|C|C|C
AlAAJA C|C|C|C
AlAA A C|C|C|C
AlAAJA C|C|C|C

FIGURE 8.7 — Version corrigée d’une petite modification de c.

Théoreme 8.9. Les jeux de tuiles robustes et ceux qui ne sont pas localement robustes
sont récursivement inséparables.

8.4 Conclusions et problemes ouverts

Nous avons montré comment il est possible de réparer des erreurs de pavages (tel
que défini dans la Section 8.2) sur des jeux de tuile tres simples (les périodiques). Ce
procédé de correction utilise le fait que 1’on peut entourer les erreurs par des zones
correctes dont I’on est certain qu’elles apparaissent dans un pavage complet du plan;
bien que ce soit vrai pour les jeux de tuiles périodiques nous remarquons qu’il existe
d’autres classes de jeux de tuiles pour lesquels c’est tout aussi vrai, il serait intéressant
d’obtenir une caractérisation de ces jeux de tuiles (mé€me si nous n’imposons pas de
contrainte sur les o, et 3,,).

Nous avons aussi montré que les jeux de tuiles n’admettant qu’un nombre dénom-
brable de pavages ne sont pas localement robustes; étre localement robuste est une
condition nécessaire (mais pas suffisante) pour étre capable d’appliquer notre procédé
de correction itératif. Alors que ce procédé permet de corriger les erreurs dans les jeux
de tuiles périodiques et méme certains apériodiques [DRS08, DRS09] nous pensons
qu’il existe des jeux de tuiles qui sont localement robustes pour lesquels ce procédé ne
marcherait pas.

Cependant, la récursive d’inséparabilité des jeux de tuiles que nous sommes ca-
pables de réparer et ceux qui ne sont pas localement robustes montre qu’il n’y a pas de
caractérisation simple de la robustesse aux erreurs des jeux de tuiles.
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