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norme vectorielle ou norme subordonnée a une norme vectorielle
norme d’opérateur
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disque unité ouvert

disque unité fermé
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14



LISTE DES SYMBOLES

tAou AT

nombre de pdles (comptés avec multiplicité) de la fonction f dans ’ensemble A

symbole de Kronecker en zéro (vaut 1 si n =0 et 0 sinon)

le k-ieme vecteur de la base canonique de R pour un certain d
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PLAN DU MANUSCRIT

PLAN DU MANUSCRIT

Dans ce manuscrit, nous étudions la stabilité forte des schémas numériques explicites a un
pas a coefficients constants, posés sur le demi-espace N et possédant un bord a gauche. On
suppose que ces schémas sont consistants avec ’équation de transport scalaire en dimension 1
comportant une donnée de bord a gauche.

L’enjeu est de trouver des stratégies efficaces et robustes pour étudier la stabilité de ces
schémas, notamment au travers d’outils numériques et de la condition de Kreiss—Lopatinskii

uniforme représentée par le déterminant de Kreiss—Lopatinskii.

Le manuscrit est découpé en trois parties : la premiere fait office d’introduction du sujet,
mais elle fait aussi le lien entre différentes approches de la stabilité et présente la théorie GKS
sur laquelle s’appuie le reste du manuscrit, la deuxiéme donne le détail des articles soumis et
présente aussi des détails d’'implémentation numérique et la troisiéme regroupe plusieurs annexes

sur des notions qui servent tout au long du manuscrit.

La premiere partie comporte quatre chapitres :

» Chapitre 1 : Notions générales sur la stabilité
Ce chapitre introduit ’équation de transport dont on veut approcher les solutions et la
définition de schémas que ’on utilise. On y donne également les définitions de convergence,
consistance et des notions de stabilité mises en jeu. On présente ensuite une premiere
approche de la stabilité utilisant les notions de valeur propre et valeur propre généralisée
et on donne une premieére condition nécessaire et suffisante pour obtenir la stabilité. Enfin,
on conclut ce chapitre avec quelques compléments : une deuxiéme fagon de voir le schéma
déja introduit et une analyse de consistance pour les conditions de bord Lax-Wendroff

inverse et Lax-Wendroff inverse simplifiée.

» Chapitre 2 : Analyse spectrale de matrices Toeplitz
Ce chapitre est relativement indépendant de la suite du manuscrit, ¢’est un travail pros-
pectif effectué pendant la premiere année de la these sur une approche complémentaire
de la stabilité introduite dans le chapitre précédent. Celle-ci se base sur les notions de
matrices et opérateurs Toeplitz qui représentent des schémas numériques. On en étudie les
propriétés spectrales grace aux notions de spectre asymptotique, pseudospectre et grace
au Kreiss Matrix Theorem. On y recense plusieurs questions ouvertes dont les réponses
pourraient aider & trouver des outils numériques pour ’analyse de la stabilité, notamment

I'utilisation du pseudospectre et de ses propriétés géométriques.
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>

Chapitre 3 : Théorie de Gustafsson, Kreiss et Sundstrom

Dans ce chapitre, on présente la stratégie d’étude de stabilité forte que 'on utilise dans
toute la suite. En introduisant la transformée en Z, on définit la notion de déterminant
de Kreiss—Lopatinskii dont on aura besoin pour I’étude faite dans la deuxieme partie du
manuscrit. On présente ensuite une deuxieéme condition nécessaire et suffisante pour obtenir

la stabilité : la condition de Kreiss—Lopatinskii uniforme.
Chapitre 4 : Revue de la stabilité et présentation des contributions

Ce chapitre fait un bilan des discussions des trois premiers chapitres, introduit les contri-
butions de la theése qui sont détaillées dans la deuxieéme partie du manuscrit et explique

comment ces contributions s’introduisent dans la littérature.

La deuxieme partie comporte trois chapitres :

| 2

Chapitre 5 : Stability of one-step explicit totally upwind schemes

Ce chapitre est dédié a larticle [BLBS23a] écrit avec Benjamin Boutin et Nicolas Seguin :

On the stability of totally upwind schemes

for the hyperbolic initial boundary value problem

On y ajoute quelques compléments pour préciser ou pour généraliser certaines preuves.

Chapitre 6 : Stability of one-step explicit schemes
Ce chapitre est dédié a larticle [BLBS23b] écrit avec Benjamin Boutin et Nicolas Seguin :

Stability of finite difference schemes
for the hyperbolic initial boundary value problem

by winding number computations

On y ajoute quelques compléments pour préciser certaines preuves ou donner des preuves
alternatives. Enfin, on conclut ce chapitre en étudiant succinctement la généralisation aux
schémas multipas.

Chapitre 7 : Aspects d’implémentation numérique

Ce chapitre décrit I’aspect numérique de la stratégie décrite dans les deux chapitres précé-
dents, notamment on donne certains détails du code informatique utilisé. Enfin, on explique

les folioscopes présents en bas de page de ce manuscrit.

La troisiéme partie comporte cing chapitres :

Chapitre A : Quelques éléments d’analyse complexe
Chapitre B : Quelques éléments sur la transformée en Z
Chapitre C : Quelques éléments de théorie spectrale
Chapitre D : Quelques éléments sur le schéma leap-frog

Chapitre E : Quelques éléments sur un coefficient binomial modifié
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CHAPITRE 1

NOTIONS GENERALES SUR LA STABILITE

1.1 Cadre . . . . i i vt e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 21
1.1.1 Equation intérieure . . . . .. L L 22
1.1.2  Conditions de bords numériques . . . . . . . . . .. .. .. ... . ... 24

1.2 CONnvergencCe . . . . v v v v v v v v v v v v vttt et e e e e e e e e 26
1.2.1 Consistance . . . . . . . . .o 26
1.2.2 Stabilité . . . .. ..o 28

1.3 Définition de la stabilitée GKS . . ... ... ... ... 0000 29
1.3.1 Cauchy-stabilité . . . ... ... .. o L 30
1.3.2  Stabilité forte . . . . . ... 34
1.3.3 Stabilité¢ GKS . . . . .. . . 35

1.4 Etude des modes PrOPreS . « v v v v v v v v v ot e e et e e 35
1.4.1 Condition de Godunov—Ryabenkii . . . ... ... ... .. ... .... 35
1.4.2  Premiere version du théoreme de Kreiss . . . . . ... ... .. .. ... 36

1.5 Compléments . . . . . v v v i i i ittt e e e e e e e e e e e e e e e 37
1.5.1 Formulation alternative du schéma . . . . .. . .. .. ... ... .... 37
1.5.2 Méthode Lax-Wendroff inverse et Lax-Wendroff inverse simplifiée . . . . 39

Dans tout ce manuscrit, on va étudier la stabilité des schémas numériques explicites a un pas
a coefficients constants possédant des conditions de bord. Les solutions des schémas numériques
que ’on va considérer approchent les solutions de ’équation de transport scalaire 1D & vitesse
constante. L’équation de transport est un modeéle jouet pour notre étude, mais celle-ci peut se

généraliser a d’autres équations hyperboliques linéaires.

1.1 Cadre

On cherche a approcher la solution u : (¢, ) — u(t,z) € R de I’équation de transport

Ou+ad,u=0 z€l0,1],t >0,
u(t,0) =g(t) t>0, (1.1)
u(0,2) = f(z) = €]0,1].
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Chapitre 1 — Notions générales sur la stabilité

avec une vitesse du transport a supposée positive, f une donnée initiale et g une donnée de bord
a gauche. Puisque la vitesse a est supposée positive, le bord gauche en x = 0 est un bord entrant
et le bord droit en x = 1 est un bord sortant. Pour que la solution u soit réguliére, il faut que les

données f et g vérifient des conditions de compatibilité que ’on suppose vérifiées pour la suite.

Afin d’approcher les solutions de I’équation (1.1), on discrétise ’espace en J € N* intervalles
de la forme [jAz, (j +1)Az] pour j € [0: J —1] avec Az = L. On discrétise le temps par le pas

ooy def gAg
At > 0 de sorte que la quantité A = -

soit constante, celle-ci s’appelle le nombre de Courant
et a été introduite par Courant, Friedrichs et Lewy [CFL28] en 1928. Dans 1’étude que I'on fait
par la suite, on discute de la condition CFL (acronyme des noms Courant, Friedrichs et Lewy)
qui est un intervalle dans lequel doit étre pris le nombre de Courant A pour avoir des bonnes
propriétés de stabilité.

On va utiliser un schéma numérique dont la solution (U ]”) jn se veut proche de la solution
u(nAt, jAz) de I'équation de transport (1.1). Il y a de nombreuses fagons de définir un schéma
numérique, parmi les plus classiques, on trouve les schémas explicites et implicites avec un ou
plusieurs pas en temps avec coefficients constants ou variables. Dans ce manuscrit, on se focalise

principalement sur les schémas explicites a un pas a coeflicients constants. Les schémas multipas

sont abordés dans les Section 2.4.4 et Section 6.7, ainsi que dans I’Annexe D.

1.1.1 Equation intérieure

La forme générale des schémas numériques envisagés est explicite a un pas, c’est-a-dire :

p
Uttt = 3" aUp, jelo:J] n>0, (1.2a)
k=—r

ot et p sont des entiers fixés et (ax),__,. sont des constantes réelles. Les coefficients a_, et ay,

sont supposés non nuls. Les coefficients (a;)}__ . sont indépendants de j, le schéma est donc le

méme en tout point de la discrétisation. On représente 'interdépendance des valeurs (U. ]”) jm du

schéma (1.2a) dans la Figure 1.1.

FIGURE 1.1 — Discrétisation du schéma intérieur (1.2a).

Ezemple 1.1. Voici quelques exemples de schémas numériques explicites a un pas.
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1.1. Cadre

e le schéma décentré amont, dit upwind, est défini de la maniere suivante :

1
U;”r =AU + (1 = NUS" (Upw)
La constante r vaut 1 et la constante p VaBlt 0. Ce schéma vient du fait qu’on discrétise
la dérivée partielle temporelle d,u par jT;j et la dérivée partielle spatiale d,u par

Un—yr
— == Ainsi, la discrétisation de 1'équation de transport (1.1) donne

U;?“—U;L up-up,
At Az

qui est une autre écriture de (Upw) par définition de \. Le terme upwind vient du fait que
la vitesse a est positive, si la vitesse a était négative, le schéma upwind serait défini sur

les points j et 7 + 1.
o le schéma Beam-Warming, introduit par [WB76], est défini de la maniére suivante :

A1)

5 A=DA=2) (BW)

n+1l __
Uj - 9 J

Ui g+ A2 - NU; +
La constante r vaut 2 et la constante p vaut 0. Ce schéma peut étre vu comme un schéma
upwind du deuxieéme ordre. Les deux schémas upwind et Beam-Warming sont des schémas
totalement décentrés (p = 0) que l'on étudiera plus en détail dans le Chapitre 5. En
présence de bord, si la vitesse a de (1.1) était négative, le schéma de Beam-Warming serait

défini sur les points j, 7 + 1 et j + 2, on aurait alors r =0 et p = 2.

e le schéma O3 est défini de la maniére suivante :

)\3 A )\2 )\3
(7n+l lfn n
J (6_6> j2+<)\+2_2> i=1

A MY (AN N
+<12A2+2>Uj+<263> ". (03)

La constante r vaut 2 et la constante p vaut 1. Il s’appelle « O3 » car on verra dans la suite
que c’est un schéma consistant d’ordre 3. Par exemple, Dakin, Despres et Jaouen [DD.J18]

utilisent ce schéma pour leurs illustrations numériques.

e le schéma Laz- Wendroff 5 est défini de la maniere suivante :

Upt = AO=2ONONOE T AADOHOOA 4 AADO=HONO

120 24 12
AAE=3X3—5X2 415 +4 n ; AA=1)A=2)(A=3)(A+2) 1 rn. AA=1)(A=2)(A=3)(A+1) 71
_,_(1_ ( = )>Uj+( )( 2)4( )( )Uj+1_( )( 12)(() )( )j+2'
(LW5)

La constante r vaut 3 et la constante p vaut 2. Le schéma Lax-Wendroff usuel, introduit
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dans [LW60], s’écrit

yrtt —yr no—U", At
’ At ’ ta ]+2A33 ’ - 2A$2a2(U}Z+1 - 2UJn+U]n—1)7

ou de maniére équivalente,

n 2\77n )‘2 —A n
Uy + (L= U7 + 52U, (LW)

A2 4+
2

n+1 __

Lorcher et Munz [LMO06] déclinent ce schéma a différents ordres et donnent notamment le
schéma Lax-Wendroff 5 que I'on abrége par « LW5 ». Les schémas LW5 et O3 illustreront
le propos du Chapitre 6.

1.1.2 Conditions de bords numériques

Pour définir la mise a jour U ;’H dans (1.2a) pour j € [0 : J], il est nécessaire de donner
un sens aux valeurs U]’f;k pour j+ k < 0 et j+ k > J. On utilise alors pour cela des points
fantomes. Pour ceux de gauche, on pose les r équations suivantes :

m—1
U= bixUi +g7, je[-r:—1], n>0, (1.2b)
k=0
ot m est un entier fixé, (b;x) des constantes réelles et (g7 ) des données de bord numériques qui

peuvent, de surcroit, dépendre de la donnée de bord physique g.

FIGURE 1.2 — Discrétisation du bord gauche (1.2b).

De méme pour les points fantémes a droite, on pose les p équations suivantes :

m—1
Ur = c;xUf x 490, jelJ+1:T+p], n>0, (1.2¢)
k=0

ou (cjx) sont des constantes réelles et (¢7) des données de bord numérique. Etant donné qu’on
traite le bord droit, malgré leurs noms, les valeurs g ne font pas référence a la donnée de bord

a gauche g.
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1.1. Cadre

FIGURE 1.3 — Discrétisation du bord droite (1.2c).

Enfin, pour l'initialisation du schéma, on utilise la condition initiale f évaluée en tous les jAz

pour j € [0: J], on pose f; def f(jAx), ce qui donne
U)=f;, jelo:J]. (1.2d)

FExemple 1.2. Voici quelques exemples de conditions de bord :

e les conditions de bord de Dirichlet homogene :

Ur=0, Vje[-r:-1JU[J+1:J+p],neN (1.3)

e les conditions de bord de Dirichlet non homogene :

Ur=g?, Vjel[-r:-1JU[J+1:J+p],neN (1.4)

Par exemple, on pourrait vouloir utiliser la donnée de bord g dans le schéma en posant
g7 = g(nAt) pour tout j € [—r : —1] ou méme utiliser les dérivées (si elles existent) de la

donnée g.

e les conditions de Neumann en entrée et en sortie : elles sont étudiées par Kreiss [Kre66]
et par Goldberg [Gol77] et plus récemment par Coulombel et Lagoutiere [CL20]. Elles
consistent & utiliser des dérivées discretes pour définir les points fantémes. On peut donner

comme exemple U™y = Uf, Uy, | =2U7 —U}_,, ete.

e la méthode Lax-Wendroff inverse en entrée, introduite par [T'S10] et simplifiée par Vilar
et Shu [VS15] : elle consiste a utiliser I’équation aux dérivées partielles (ici I’équation
de transport (1.1)) pour transformer les dérivées spatiales en dérivées temporelles, afin
d’utiliser les dérivées de la condition de bord g pour définir les points fantémes. On explique
plus en détails cette méthode, ainsi que la méthode Lax-Wendroff inverse simplifiée, dans

les compléments de ce chapitre (Section 1.5.2, page 39).

e la méthode de reconstruction, utilisée dans l'article de Dakin, Després et Jaouen [DDJ18] :

elles vont étre décrites et étudiées dans la Section 6.4.3 (page 159) au Chapitre 6.

D’autres stratégies de bord existent dans la littérature (conditions de bord transparentes ...)

mais certaines n’entrent a priori pas directement dans le cadre de notre étude.
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Le schéma que I’on a construit est donc de la forme (1.2a)-(1.2b)-(1.2¢)-(1.2d) que 'on abrege
en (1.2), on a représenté sa discrétisation en Figure 1.5 (page 37). On définit d’une deuxiéme
maniére le schéma explicite & un pas dans les compléments de ce chapitre (Section 1.5.1, page 37).
On veut maintenant discuter de la convergence de la solution (U}');, de ce schéma vers la
solution u de (1.1).

1.2 Convergence

Définition 1.3 (Convergence). On dit qu’un schéma approchant (1.1) converge pour une cer-
taine norme || - || (qui peut dépendre du maillage (At, Ax)) si la solution (U}');, du schéma

converge vers la solution u de (1.1), autrement dit

n _ ] i
H(Uj u(nAt, jAT))jnllat,Ac m 0

Comme norme || - ||a¢,Az, On peut, par exemple, utiliser la norme 2 en espace et infinie en

temps, autrement dit :

J
U2 | acae = | sup 37 U7 2A.
n>0 52,
Cet exemple de norme est utilisé dans le livre de Strikwerda [Str04].

Comme le schéma (1.2) est un schéma dit linéaire, on peut utiliser le théoreme de Lax,
démontré par Lax et Richtmyer dans [LR56] en 1956. Le livre [Str04] donne davantage de détails
sur ce théoréme. Il utilise les propriétés de consistance et de stabilité que ’on va décrire dans les
deux sous-sections suivantes. Informellement, on dit qu’'un schéma est consistant si la solution
(u(nAt, jAx));, est solution du schéma & une petite erreur pres et on dit qu’un schéma est stable
si on peut controler la solution du schéma par les données initiales et de bord. Par linéarité,
cela permet alors de controler I'erreur de 1’étude de consistance par les erreurs d’approximation

commises sur les données initiales et de bord.

Théoréme 1.4 (Lax). Un schéma linéaire est convergent si, et seulement si, il est consistant

et stable.

Remarque 1.5. Pour démontrer ce théoréme, il faut introduire un terme source dans le
schéma (1.2) et en étudier la consistance et la stabilité, I'étude de la stabilité avec un terme

source est faite dans les travaux de Coulombel [Coul3].

Dans la suite, on définit rigoureusement la consistance et la stabilité du schéma (1.2). Ensuite,

on va supposer que le schéma (1.2) est consistant et on va en étudier la stabilité.

1.2.1 Consistance

Définition 1.6 (Consistance a 'intérieur). On dit que I'intérieur du schéma (1.2a) est consistant

d’ordre d; > 0 si toute solution u assez réguliere de (1.1) vérifie pour tout j € [r : J — p] pour
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1.2. Convergence

tout n € N,
p

u((n+ 1)At, jAz) — Z arpu(nAt, (j + k)Az) = AtO(Az™)
k=—r

avec d; maximal.

Le schéma upwind (Upw) défini a ’'Exemple 1.1 est consistant d’ordre 1, car

u((n 4+ 1At jAx) — Au(nAt, (j — 1)Az) — (1 — Nu(nAt, jAx)
= u(nAt, jAz) + Atdu(nAt, jAz) + O(At?)
— Mu(nAt, jAz) — Azdyu(nAt, jAz) + O(Az?)) — (1 — Nu(nAt, jAz)
= Atdsu(nAt, jAz) + aAtdyu(nAt, jAz) + O(Ax?)
= AtO(Ax)

en utilisant I’équation (1.1) et que AAz = aAt avec a et X fixés. On pourrait faire le méme type
de calcul en utilisant les développements de Taylor de u afin de trouver que le schéma de Beam-
Warming (BW) est d’ordre 2, le schéma O3 (03) est d’ordre 3 et le schéma Lax-Wendroff 5 (LW5)
est d’ordre 5.

Définition 1.7 (Consistance au bord gauche). On dit que le bord du schéma (1.2b) est consis-
tant d’ordre do > 0 si toute solution u assez réguliere de (1.1) vérifie, pour tout j € [—r : —1],

pour tout n € N

jAx el
g (nAt - ja) - kz: bjru(nAt, kAzx) — gi' = O(Az™)
=0

avec do maximal.

Comme on a rajouté des points fantémes a l'extérieur du domaine, la solution exacte u
de (1.1) posée sur le domaine [0, 1] ne suffit pas pour étudier la consistance de la condition de
bord. Cependant, la solution u est prolongeable de maniere réguliere au voisinage de 0, en effet,

en posant, pour tout x E] — 00, 1],

fua) = f(2) s% x € 10,1],
g(—x/a) siz <O,

la solution uy de I'équation dyu(t, z) + adyu(t,z) = 0 sur R* x] — 00, 1], munie de la condition
initiale u(0,-) = fi, coincide avec la solution u de I’équation (1.1) sur [0,1]. Dans la Défini-
tion 1.7, pour j € [—r: —1] et n € N, lexpression g(nAt — %) correspond a uy(nAt, jAzx) le
prolongement de la solution u sur les points fantémes de gauche.

En pratique, on étudie la consistance au bord avec des développements de Taylor, comme

on le voit pour la méthode Lax-Wendroff inverse et Lax-Wendroff inverse simplifiée dont la

27




Chapitre 1 — Notions générales sur la stabilité

consistance est détaillée dans les compléments de ce chapitre a la Section 1.5.2 (page 39).

De maniere similaire, on peut définir la consistance au bord droit.

Définition 1.8 (Consistance au bord droit). On dit que le bord du schéma (1.2¢) est consistant
d’ordre d3 > 0 si toute solution assez réguliere u de (1.1) vérifie, pour tout j € [J +1: J + p],
pour tout n € N tel que nAt > %,

g(nAt — %) - Z cjru(nlAt, kAz) — gi = O(Az®)
k=0

avec dz maximal.

Comme pour la consistance au bord gauche, la solution exacte u de (1.1) posée sur le domaine
[0, 1] ne suffit pas pour étudier la consistance de la condition de bord de droite. Donc on prolonge

la solution au voisinage de 1, en posant, pour tout = € [0, +o0],

fil@) = f(z) size]0,1],

0 sixz > 1,

la solution w, de 1’équation dyu(t,z) + adyu(t,z) = 0 sur RT x [0, +o0[, munie de la condition
initiale u(0,-) = f, et de la condition de bord g, coincide avec la solution u de 1’équation (1.1)
sur [0,1] et vaut, pour tout (t,z) € RT x [0, +o0,

0 sitgz=t

a

uy(t, ) = f(xz —at) site]%l,l]

a

gt —2%) sit> 2.

a

jAzx

~~) qui correspond &

C’est pourquoi dans la Définition 1.8, on utilise I'expression g(nAt —

u,(nAt, jAzx) pour le prolongement de la solution u sur les points fantémes de droite.

Définition 1.9 (Consistance). On dit que le schéma (1.2) est consistant d’ordre d si (1.2a)
est consistant d’ordre dp, (1.2b) est consistant d’ordre da, (1.2¢) est consistant d’ordre d3 et
d = min(dy, da, d3).

Dans toute la suite du manuscrit, on suppose que les coefficients ay, bj, ¢ et gj ont été
choisis de sorte que le schéma soit consistant a un certain ordre. Ce qui va nous intéresser, c’est
la notion de stabilité afin d’obtenir la convergence du schéma, puisque grace au théoreme de Lax

(Théoreme 1.4), un schéma linéaire consistant est convergent si, et seulement si, il est stable.

1.2.2 Stabilité

On va maintenant introduire la notion de stabilité qui va nous intéresser dans toute la suite

du manuscrit. Informellement, on veut controler la solution (U ]”) jmn du schéma par rapport a la
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donnée initiale (f;); et a la donnée de bord numérique (g3);n, c’est-a-dire une expression de la
forme

Ul < s+ gl »,

pour des normes || - || différentes que 'on va définir. Suite & la Remarque 1.5, afin de démontrer
la convergence du schéma, il faut aussi contrdler la solution du schéma par rapport au terme

source.

Une approche possible est d’utiliser une matrice pour représenter le schéma (comme on
le fait dans le Chapitre 2) et de borner ses puissances. Par exemple, c’est la stratégie utilisée
dans [DDJ18], présentée aussi dans [VS15]. Comme on le voit dans le chapitre suivant, la difficulté
vient du fait qu’il faut que les puissances soient bornées indépendamment de la taille de la
discrétisation J (qui est aussi la dimension de la matrice utilisée).

On va utiliser une approche alternative dans les Chapitres 3, 5 et 6 : celle de Gustafsson,
Kreiss et Sundstrom [GKS72] de 1972. On s’appuie sur la définition de stabilité donnée dans
[GKST72] et reprise par Beam, Warming et Yee [BWY82]. On explique cela dans la section

suivante.

1.3 Définition de la stabilité GKS

Avant d’introduire les définitions de stabilité que 'on va utiliser, on commence par discuter
informellement de la fagon de voir la stabilité pour le probléme (1.2) qui est défini sur [0 : J].

On va séparer ce probleme de stabilité en trois autres problémes de stabilité qui permettent
d’isoler équation intérieure (1.2a), I’équation du bord gauche (1.2b) et I’équation du bord
droit (1.2¢).

Le schéma lié a ’équation intérieure, posé sur Z, est le suivant :

p
Uttt =" aUfy;, j€Z, n=0
j— (1.5)

Uf:fj, j=0.

On va étudier la stabilité de (1.5) dans la Section 1.3.1 sur la Cauchy-stabilité.

Le deuxieme schéma que l'on introduit et qui est lié a I’équation de bord gauche est le

schéma, posé sur N, suivant :

p
U;H_l = Z akU£+j7 .] P 07 nz=0 (16&)
k=—r
m—1
0 =S bt g gelori il nzo (.6
k=0
UY =o, j=0. (1.6¢)
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On va étudier la stabilité de (1.6) dans la Section 1.3.2 qui introduit la notion de stabilité forte.
Le troisiéme schéma que ’on introduit et qui est lié a I’équation de bord droit est le schéma,

posé sur —N U [0 : J], suivant :

D
U]Ml = Z arUR, —00<j<J, n=0
k=—r
m—1 (1 7)
U]TL:ZC],]CU&?,]C“FQ;L, jE[[J—FlJ‘FP]],TL}O, '
k=0
UJQ:O, —oco<j<J

L’étude de la stabilité de (1.7) est similaire a celle du schéma (1.6), il suffit d’inverser le sens
du schéma en posant U ;LH = Z};Z_p a—rUpj, le bord droit devient alors un bord gauche et on
effectue exactement la méme analyse que pour le schéma (1.6) lié a I’équation de bord gauche.

Comme dans [BWY82], la stabilité du schéma borné en espace (1.2) va étre définie (voir
Définition 1.17) en disant que le schéma (1.5) est Cauchy-stable et les deux schémas (1.6)
et (1.7) sont fortement stables.

L’intérét de séparer le premier probleme en trois autres problemes est double. Premierement,
cela permet d’étudier séparément les deux bords, d’étudier séparément les bords et la condition
initiale et de traiter le schéma posé sur Z avec des outils d’analyse de Fourier. Deuxiémement,
le fait de poser les schémas (1.6) et (1.7) sur N et =N U [0 : J] permet d’étudier toutes les

discrétisations ([0 : J])jen+ & la fois.

1.3.1 Cauchy-stabilité

Afin que le schéma (1.2) avec bords soit stable, il est naturel de supposer que le schéma (1.5)
sans bord est stable. Pour étudier la stabilité du schéma (1.5), on utilise des outils d’analyse de
Fourier et la notion de symbole que I'on va introduire dans cette section puisque le schéma est
posé sur Z.

La transformée de Fourier en espace d'une solution (U') du schéma (1.5) est définie, pour

tout £ € R, de la maniére suivante :
(e ¥ ST i€
&) = Z ;€ .
JEZL

Quand on applique la transformée de Fourier a I’équation principale de (1.5), on obtient I’ex-

pression suivante :

VEeR, UML) = Y apetT(e). (1.8)
k=—r

La quantité }-P_ arpe’™ est le multiplicateur de Fourier du schéma, on parle de symbole du

schéma. Dans le livre de Strikwerda [Str04], il parle de facteur d’amplification.
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1.3. Définition de la stabilité GKS

Définition 1.10 (Symbole). Soit un schéma de la forme (1.5). Son symbole v est défini de la

maniére suivante

P
VEeER, ~(¢) def Z are'™s. (1.9)
k=—r

En itérant l’expression (1.8), on trouve l’expression suivante :
VEER, T =7(8)"U%). (1.10)

Pour définir la notion de Cauchy-stabilité, on introduit les normes suivantes :

n n - 1 2r
[U™5 =D |UFP et HU”||2L2=%/O U(&)[?de.

JEZ

Par I'égalité de Parseval, pour (U}'); associé a (671(5))5, on a

1Tl = 1U™[| 22 (1.11)
On veut que la solution (U}');, soit controlée par la condition initiale (U. JO) i =(fj);-

Définition 1.11 (Cauchy-stabilité). On dit qu'un schéma de la forme (1.5) est Cauchy-stable
s’il existe une constante C' > 0 telle que, pour toute condition initiale (f;); € ?2(N), pour toute

solution (U7');n du schéma (1.5), pour tout n € N*, on a
1U"[l2 < Clf]l2-

Proposition 1.12 (Condition nécessaire et suffisante pour la Cauchy-stabilité). Un schéma de

la forme (1.5) est Cauchy-stable si et seulement si son symbole vérifie
VEER, |y(€) <L

L’ingrédient principal de la preuve de ce résultat est I’égalité de Parseval (1.11) et l'utilisation

de lexpression (1.10).
Proposition 1.13. Le schéma upwind (Upw) est Cauchy-stable pour \ €]0,1].

La condition CFL du schéma upwind est ainsi U'intervalle ]0,1]. Par abus de langage, on

s’autorise a dire que la condition CFL du schéma upwind est 1.

Démonstration. Le symbole du schéma upwind est v(£) = Ae™® + 1 — \. Ainsi, en calculant le
carré de son module, on obtient |y(£)[?2 = 1 — 2\ + 2A? + 2(1 — A)Acos(§). Comme A > 0 par
%,

définition de A, en étudiant la fonction & — |v(£)|?, on trouve que pour avoir |y(£)|? < 1, il faut

avoir A < 1. O
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On peut observer la propriété de Cauchy-stabilité graphiquement en tracant la courbe du

symbole.

Définition 1.14 (Courbe du symbole). La courbe I' du symbole vy est la courbe complexe fermée

paramétrée suivante :
I = {£ e [0,27] (). (1.12)

On peut alors visualiser la propriété de Cauchy-stabilité en vérifiant la propriété I' C D ou
p & {z € C,|z| < 1} et donc D e {z € C,|z| < 1}. Dans la Figure 1.4, on représente la

courbe I' du symbole pour le schéma de Beam-Warming (BW) pour différents A.

Proposition 1.15. Le schéma de Beam-Warming (BW) est Cauchy-stable pour exactement
A €]0,2].

La condition CFL du schéma de Beam-Warming est ainsi U'intervalle ]0,2] et par abus de

langage, on dira que la condition CFL du schéma de Beam-Warming est 2.

Démonstration. On calcule le symbole pour tout £ € R,

7€) = w FA2 = NeTi€ we—%f
= (A(AQ_Uezf - 2(/\2_1)61'5 FA2-N) + MA;”;%)

= e (AA = 1)cosE + A2 = A) = (A= 1)e¢).
En prenant son module, on obtient
VP = (AN =1)cosE+ A2 —N) — (A —1)cos€)? + (A — 1)%sin® ¢
=((A=1)2%cosE+ A2 —-N)?+ (A —1)%sin?¢
=A=Drcos? e+ X22-2)2+ 202 - N (A—1)%cosé+ (A — 1)%(1 — cos?€).
On peut remarquer que
A=124+X2-N)2=1+20-2)0—-1% e A=D'=A=-1)2=XA-2)(A-1)2
Ainsi, on obtient finalement que
VP =1=A2=A)(A—1)*(1 —2cos€ +cos?€) =1 — A2 — A\)(A—1)*(1 — cos €)%

Pour que le schéma soit Cauchy-stable, on doit avoir |y(£)[? < 1. Ainsi, comme A > 0, la

condition nécessaire et suffisante devient 0 < \ < 2. O

Ainsi, la Figure 1.4 est bien cohérente avec la Proposition 1.15 puisqu’on observe que la
courbe I' du symbole est toujours dans le disque unité fermé D pour A < 2 et en sort pour
A=21.

Le schéma O3 (O3) et le schéma LW5 (LW5) sont Cauchy-stables pour A €]0, 1].
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- ——symbol
- - - unit circle

—— symbol
- - - unit circle

0.5 -
0 |
—0.5 -
—1 -
| | | | |
-1 -0.5 0 0.5 1
A=1.6
1- == --- unit circle
, —— symbol
05-
01
—05-
1. T e
| | | | |
-1 =05 0 0.5 1
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1= - - - unit circle —— symbol
— symbol 1- --- unit circle
0.5 -
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0 0 -
—0.5 -
—0.5 -
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_1 |
| | | | | | | | | | |
-1 =05 0 0.5 1 -1 -05 0 05 1 1.5

FIGURE 1.4 — Symbole du schéma Beam-Warming pour différentes valeurs de A.
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1.3.2 Stabilité forte

La stabilité forte est introduite par Gustafsson, Kreiss et Sundstrom [GKS72, Def. 3.3] en
1972. L’article [GKS72] propose différentes définitions possibles de stabilité pour le schéma (1.6)

et explique les liens entre chacune de ces définitions.

Avant d’introduire la définition de stabilité forte, on donne les différentes normes qui nous

seront utiles pour controler (UJ'); .

+oo +oo

def n def n
1U;11A: = ZAHU P et (UlApas = D > AtAz|UPP.
n=0 j=—r

On peut maintenant donner la définition de stabilité forte, introduite dans [GKS72] et reprise
comme base dans tous les articles qui étudient la stabilité des schémas avec bord posés sur N :
[Coul3], [Gus08], [GKO13], etc.

Définition 1.16 (Stabilité forte). Le schéma (1.6) est fortement stable s’il existe une

constante K telle que pour tout a > 0, pour tout (g}"‘)jm, pour tout Az, pour tout n et pour
At = ’\Az , on ait

-1
2 et Sl U < K]_ZT ey, (113)

Dans cette définition, on prend une condition initiale nulle et on veut controler la solution
(U;L)j,n par la condition de bord (g]”)jn Cette expression peut paraitre compliquée, mais en
comprenant qu’on veut majorer le terme de trace (premier terme du membre de gauche) et les
termes intérieurs (second terme du membre de gauche) avec un facteur d’échelle pour éviter

—anlt afin d’écraser la

que la norme explose et que dans toutes les normes on met un poids e
croissance exponentielle des solutions du probleme continu, cette expression est davantage lisible.
Cette inégalité est en fait tres proche de la version continue du caractere bien posé d’un probleme
IBVP (Initial Boundary Value Problem) sur le demi-espace, voir le livre de Benzoni-Gavage et
Serre [BGS06]. Le lien entre I'inégalité de stabilité du cas discret et le caractére bien posé du
cas continu est expliqué par Coulombel dans [Coul3]. De plus, dans I'inégalité de stabilité forte

présentée dans [GKS72] et dans [Coul3], il y a aussi un contrdle par le terme source.

Enfin, pour avoir une inégalité de convergence avec la condition initiale et la condition de
bord, on peut lire les travaux de Wu [Wu95] et de Coulombel [Coul3] qui passe des conditions
initiales nulles aux conditions initiales non nulles. Dans la majeure partie de ce manuscrit, on
cherche a obtenir la stabilité au sens de la Définition 1.16 avec condition initiale nulle.

Pour la définition de la stabilité forte pour le probleme (1.7), il suffit de prendre les indices
je[J+1:J+p]etnonje [-r:—1] et de changer la somme Zjﬁir en Zjifoo dans la

définition de || - || ar, Az
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1.3.3 Stabilité GKS

Maintenant que les notions de Cauchy-stabilité et de stabilité forte sont définies, on peut
donner la définition de stabilité GKS du schéma posé sur [0 : J].

Définition 1.17 (Stabilité GKS). Un schéma de la forme (1.2) est dit GKS-stable si :
o le schéma associé (1.5) est Cauchy-stable,
e le schéma associé (1.6) est fortement stable et

e le schéma associé (1.7) est fortement stable.

Dans toute la suite du manuscrit, on fait 'hypotheése que les schémas qu’on utilise sont
consistants et sont Cauchy-stables. Il ne manque donc plus que la stabilité forte pour pouvoir
conclure sur la convergence du schéma grace au Théoreme 1.4 (Lax).

Dans la suite de ce chapitre, on présente une premiere stratégie d’étude de la stabilité forte
et une premiere version du théoreme de Kreiss qui donne des conditions nécessaires et suffisantes

pour la stabilité forte.

1.4 Etude des modes propres

L’analyse de Von Neumann ou étude des modes propres consiste & injecter une solution de
la forme UJ' = 2"¢; dans le schéma (1.6) et d’étudier la stabilité de la solution en fonction de
la valeur complexe de z. Le vecteur (¢;); est alors vu comme un vecteur propre du schéma et z

comme une valeur propre du schéma (voir Définition 1.18).

1.4.1 Condition de Godunov—Ryabenkii

Dans l'article [Tre84], Trefethen étudie les différents modes d’instabilité d’un schéma en
fonction de z. Il mentionne notamment la condition de Godunov-Ryabenkii, introduite dans
l'article de Godunov et Ryabenkii [GR63], dont on donne un énoncé en Proposition 1.20. Cette
condition est une condition nécessaire a la stabilité du schéma mais n’est pas suffisante comme
on peut le voir au Théoreme 1.22.

Tout d’abord, on introduit la notion de wvaleur propre et vecteur propre d’un schéma. Pour
cela, on va noter U ’ensemble des complexes de module strictement supérieur a 1, autrement
dit u {z€C,|z| > 1}.

Définition 1.18 (Valeur propre). On dit que 2z € U est une valeur propre du schéma (1.6a)-
(1.6b) s'il existe un vecteur propre (¢;); € ¢*(N) non nul tel que Uj" = 2"¢; est solution
de (1.6a)-(1.6b) pour (g})jn =0 et (U7); = 0.

Remarque 1.19. Dans le Chapitre 2, on verra que la terminologie « valeur propre » est bien

choisie car on peut voir z comme une valeur propre (au sens usuel du terme), voir Remarque 2.11

(page 50).

35




Chapitre 1 — Notions générales sur la stabilité

Proposition 1.20 (Condition de Godunov—Ryabenkii). Sile schéma (1.6a)-(1.6b) est fortement
stable, alors il ne posséde pas de valeur propre z telle que |z| > 1.
Quand le schéma (1.6a)-(1.6b) ne posséde pas de valeur propre de module strictement plus

grand que 1, on dit que la condition de Godunov—Ryabenkii est satisfaite.

Une preuve détaillée de ce résultat peut étre trouvée dans [Coul3] et dans [GKS72]. Infor-
mellement, si le schéma posséde une valeur propre |z| > 1 alors on ne pourra pas controler en
norme l'itération en temps car (|z|™), ne sera pas bornée.

Comme on le discutera dans le Chapitre 5, notamment a la Section 5.2.4 (page 115), la
notion de valeur propre fluctue entre les différents articles selon notamment qu’elle comprend
ou non le cas |z| = 1. Par exemple, larticle de Wu [Wu95] n’autorise pas les valeurs propres a

étre sur le cercle unité contrairement a la Définition 1.18.

1.4.2 Premieére version du théoréme de Kreiss

Le théoréme de Kreiss, introduit dans l'article de Kreiss [Kre68] pour les schémas dissipa-
tifs et dans l'article de Gustafsson, Kreiss et Sundstrom [GKS72] pour le cas général, donne
des conditions nécessaires et suffisantes pour assurer la stabilité forte d’'un schéma. Comme la
condition de Godunov-Ryabenkii n’est pas suffisante, on introduit la notion de valeur propre
généralisée. Cette notion est couramment utilisée pour traiter la stabilité des probléemes avec
bord, notamment dans les travaux de Gustafsson, Kreiss et Sundstrom [GKS72] et repris dans
les ouvrages [Gus08] et [GKO13] ainsi que dans tous les articles qui s’appuient sur la théorie
développée par Gustafsson, Kreiss et Sundstréom, comme par exemple [Wu95], [Coul3], [VS15],
etc. Le Chapitre 3 est dédié a I’étude de cette théorie.

Définition 1.21 (Valeur propre généralisée). On dit que zy € S est une valeur propre généralisée
du schéma (1.6a)-(1.6b) s’il existe un vecteur propre généralisé (¢j(20)); ¢ £>(N) non nul tel que

¢i(z0) = Jim ¢;(2)

Z—20
|z|>1

ot (¢;(2)); € £2(N) pour |z > 1 et Uj' = 2"¢j(z) est solution de (1.6a).

Dans le Chapitre 5, notamment a la Section 5.2.4 (page 115), on donne une catégorisation
des valeurs propres et valeurs propres généralisées afin de faciliter la discussion autour de la
stabilité.

Dans le théoréeme suivant, on donne une premiere condition nécessaire et suffisante de la
stabilité forte. On en donnera une deuxiéme dans le Théoréme 3.23 (page 89) quand on aura

introduit la notion de condition de Kreiss—Lopatinskii uniforme (voir Définition 3.19, page 84).

Théoréme 1.22 (Kreiss 1). Le schéma (1.6) est fortement stable si, et seulement si, il ne

possede ni valeur propre, ni valeur propre généralisée.
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On cherche donc & étudier les propriétés spectrales des schémas afin de pouvoir conclure sur

la stabilité, c’est 'objet du chapitre suivant (Chapitre 2).

1.5 Compléments

Pour ne pas alourdir le début de la discussion autour du schéma en Section 1.1, on se permet
ici des précisions concernant la définition du schéma et on donne une deuxieme définition de
schéma équivalente & la premiere et qui nous sert dans la suite du manuscrit. De plus, on définit
les méthodes de Lax-Wendrof inverse et de Lax-Wendroff inverse simplifiée qui déterminent des
conditions de bord consistantes & un ordre d donné, on en fait d’ailleurs une étude rigoureuse

de consistance.

1.5.1 Formulation alternative du schéma

Le schéma (1.6), posé sur N, peut étre visualisé de la maniére suivante.

FIGURE 1.5 — Discrétisation du schéma (1.6).

Les points gris de la Figure 1.5 correspondent aux points calculés a 1’étape n. Ensuite pour
définir les points bleus de 1’étape n + 1, il faut définir les points fantomes (points rouges) en
extrapolant les données des m premiers points.

En posant les matrices

b—r,O oot b—r,m—l gﬁr

B=| : : EMpm(C) e G'=| : |, (1.14)

)

b-10 - 0 boime 9”4
les équations de bords (1.6b) peuvent se réécrire matriciellement de la maniére suivante
ur, Uy
- | =8B : +G".
ur, ur_,

Cette vision est particulierement utilisée dans le Chapitre 5, notamment & travers la définition

du déterminant de Kreiss—Lopatinskii a la Définition 5.11 (page 113).
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On peut vouloir intégrer les conditions de bord directement dans le schéma sans créer de
points fantémes a ’extérieur du domaine, dans ce cas, les r premiers points du domaine seront

affectés. Cela donne la définition de schéma suivante :

p
Urtt = 3" apUfy, ji=r, n>0, (1.15a)
k=—r
m—1
UMt =" BixUp + G}, jel0:r—1], n>0, (1.15b)
k=0
U = f;, j>0. (1.15¢)

ou (Bjk)jk sont des constantes réelles et (G7');, sont des données de bord numériques qui
sont fortement liées aux constantes (bjx);x et (g97);» du schéma (1.6), comme on va le voir a

Iéquation (1.17). On peut visualiser la définition du schéma (1.15) dans la figure suivante :

FIGURE 1.6 — Discrétisation du schéma (1.15).

La Figure 1.6 est a mettre en relation avec la Figure 1.5. De la méme maniére que pour la
Figure 1.5, les points gris représentent les points calculés a I’étape n. Ensuite, pour définir les
points a étape n + 1, on peut le faire avec I’équation intérieure pour les valeurs j > r (points
bleus) et on définit les r premiers points (points rouges) en utilisant les données des m premiers
points au temps n.

En posant les matrices

Bog -+ - Bom Gy
B = : : EMpm(C) et G'=1] 1 |,

Br—1o0 -+ - Br_1m-1 o1

les équations de bords (1.15b) peuvent se réécrire matriciellement de la maniére suivante

Ut Uy
=B ¢ | +g™ (1.16)
Ut i

Cette vision est particulierement utilisée dans le Chapitre 2 ou la matrice B intervient dans

la, définition de matrice Quasi-Toeplitz (voir Définition 2.8, page 48). Elle est aussi utilisée dans
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le Chapitre 6, notamment a travers la définition du déterminant de Kreiss—Lopatinskii & la
Définition 6.10 (page 151), cette vision du déterminant de Kreiss—Lopatinskii est différente de
l’approche faite dans le Chapitre 5, on discute de ces deux visions dans la Section 3.3.2 (page 80).

Soulignons que les deux schémas (1.6) et (1.15) sont équivalents au sens ou tout schéma écrit
sous la forme (1.6) peut se réécrire sous la forme (1.15) et vice-versa. En effet, on peut faire le

lien explicite entre les deux définitions de la maniere suivante :

G_p -+ a_q ag @y 0 e e o 0
B= LB e Men(C) (117
0 Gy a_pi1 o+ ag -+ ap 0 - 0
a_p a_1
et G"= RN Nl
0 a_y

Comme le coefficient a_, est non nul, les matrices carrées sont inversibles et donc on peut

exprimer B et G" en fonction B et G".

1.5.2 Meéthode Lax-Wendroff inverse et Lax-Wendroff inverse simplifiée

Dans cette section, on présente deux facons de définir les conditions de bords numériques :
la méthode Lax-Wendroff inverse (ILW) et la méthode Lax-Wendroff inverse simplifiée (SILW).

On veut créer des conditions de bord qui soient consistantes & un certain ordre et qui utilisent
la donnée de bord g, pour cela on utilise la méthode Laz- Wendroff inverse, introduite par Tan
et Shu [TS10] en 2010 et reprise dans plusieurs articles : [TWSN12], [T'S13], [VS15], [LSZ16],
[LSZ17], etc.

L’idée de cette méthode est d’utiliser I’équation aux dérivées partielles pour transformer
les dérivées spatiales en dérivées temporelles afin de pouvoir utiliser la donnée de bord et ses
dérivées, on suppose pour 'instant que la donnée de bord g est aussi réguliere que 'on veut.

Pour un ordre de consistance d donné, pour j € [—r : —1], on définit

ou (jAT)% 0%u

Uj' = u(nAt,O)+]Am8—x(nAt,0)+ 5 @(nAt,O)—I—---—i—

(jAm)d_l 991y
(d—1)! 9zd-1

(nAt,0). (1.18)

L’équation (1.18) est bien consistante d’ordre d puisque, par développement de Taylor,

d—1 /. k ak
Vje[-r:—1], u(nAt,jAz)—3 (Jif”) %(nAt,O) = O(Az?).
k=0 :

En dérivant, par rapport au temps et a ’espace, 1’équation de transport (1.1), on obtient

. 0Fu  (=1)FoFu
Vk € N¥, ook = ok gk
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En injectant (1.19) dans (1.18) et en utilisant la condition de bord g, on obtient la méthode
Lax-Wendroff inverse d’ordre d : pour tout j € [—r: —1],

2 : d—1
@) oy gBAe) T
e TP )]

U™ = g(nAt) — Jix ((nirt) + YBT) gD (nAt).  (ILW,)

J 2a2
La condition de bord Lax-Wendroff inverse d’ordre d sera notée ILW; ou ILWd. De plus, cette
condition est bien de la forme de (1.6b). En effet, en utilisant les notations de (1.6b), on a, pour
tout entier j € [—r : —1],
d—1 . k
(—jAz)
Vee[0:m—1], bjr=0 et VneN, g _kz:% o

g®) (nAt).

Cependant, on n’a pas toujours acces a toutes les dérivées de la donnée de bord g, notamment
lorsque la donnée de bord g est issue d’une simulation numérique, on n’a acces qu’a des valeurs
ponctuelles de la fonction g. Il est alors intéressant de coupler la méthode Lax-Wendroff inverse
avec de 'extrapolation des valeurs de (UJ') au bord du domaine. La méthode Lax-Wendroff
inverse simplifiée, introduite par Vilar et Shu [VS15] en 2015, permet d’utiliser cette idée tout
en conservant un ordre de consistance d donné. Pour cela, on tronque 1’équation (ILW,) a
un indice kg et pour les valeurs k € [kq : d — 1], on approche la dérivée spatiale d’ordre k

par extrapolation. La méthode Lax-Wendroff inverse simplifiée est alors définie de la maniére

suivante :
kqg—1 . k ( d—1 —
. " —jAx)* g nAt "
Vje[-r:—1], Up = Z ( x ) Z j ZpksU (Sk,ILW )
k=0 : k= k,‘d s=0
AzF OFy
ou Z pk .Usn approche —— o Ok (nAt,0) a lordre d, ce qui justifie la consistance de la méthode

s=0
Lax-Wendroff inverse simplifiée.

(d))

Pour trouver les coefficients (pj, ), on injecte la solution exacte et on regarde les conditions

d’annulation.

d—1 d—1 d—1 VAP
Zpl&d)u(nAt, sAx) = p,(cd) (sAz) %(nAt, 0) + O(Az?)
— " = 0 Oxt
s= s= =0
d—1 /d—1 ? ol
_ (@) o) (Bx) Ou d
= Zgo (S:Dpk’ss > TR (nAt,0) + O(Az?)
5(k—0)

ou d(n) est le symbole de Kronecker en 0.
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On cherche donc a résoudre les d équations suivantes :
Ve [0:d— 1], Zp,jgsf =5(k —0). (1.20)

On consideére le polynéme P, 4)(X) = def S o 0 k S . En utilisant ’Annexe E et notamment la

Proposition E.2 (page 218), on peut réécrire (1.20) de la maniére suivante :

1 0 0
0 _1} Piray(1)
R P(Ik,d)(l)
I I | I B
: 0
o[9[ )V
_1 2 d—1

oll e}, représente le k-iéme vecteur de la base canonique de R?. Ce qui revient & la résolution du

systéme suivant :

_ 0 1 2 d—1 d)
0 1} pkdo
K 2 6 12 i
d
1 ; o | =
: 0 : o2 :
) (d)
o |- 1} {d— 1} {d— 1} Dk.d—1
1 2 d—1
0 -+ cov eee oo 0 (d—1)!

(1.21)
ot le coefficient (c; j);; de la matrice centrale est le coefficient devant le mondme X7 dérivé i
fois.

On peut donc résoudre ces deux systemes triangulaires afin de trouver les coefficients p,(cd;
et définir explicitement la méthode de Lax-Wendroff inverse simplifiée, c’est ce qui est fait dans
I'implémentation numérique que 'on détaille & la Section 7.3 (page 188). La condition de bord

Lax-Wendroff inverse simplifiée d’ordre d et d’indice de troncature kg sera notée S, ILW, ou
SkqaILWd.

Dans toute la suite de ce manuscrit, on utilise régulierement ce type de condition de bord,

notamment ’exemple des conditions SoILW3 couplées avec le schéma de Beam-Warming.

Ezemple 1.23. Le schéma de Beam-Warming (BW) muni de la condition de bord S3ILW3 s’écrit
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alors de la maniére suivante :

U?H-l — A()‘ — 1)
J

Uy = g(nAt)
0 _

U =0,

a

Ul g+ A2 = MU +
Azg (nAt
| Azg'(nAt)

j—

42
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-1H(A=2)

2

1
+ §(U§l - 22U + Uy),

q
9Azd (nAt
4 2Azg(nat) | 2Uy — 20U + UP).

unr

J )

S
WV

S
WV
o o

(1.22)



CHAPITRE 2

ANALYSE SPECTRALE DE MATRICES
TOEPLITZ

2.1 Lien entre schémas numériques et opérateurs Toeplitz . . . ... .. 44
2.1.1 Opérateur Toeplitz sur Z . . . . . . . . . . v i it 44
2.1.2  Matrice Toeplitz . . . . . . . . . . 47
2.1.3 Matrice Quasi-Toeplitz . . . . . . .. ... L oo 48
2.1.4  Opérateur Toeplitzsur N . . . . . . ... ... .. ... ... ... 50

2.2 Spectre asymptotique . . . . . . .. Lo L e e e 50
2.2.1 Spectre asymptotique d’opérateurs Toeplitz sur Zet N. . . . .. .. .. 51
2.2.2  Spectre asymptotique de matrice Toeplitz . . . . . . . . ... ... ... 52
2.2.3 Spectre asymptotique de matrice Quasi-Toeplitz . . . . . .. ... ... 54

2.3 Pseudospectre . . . . . . . . i i i e e e e e e e e e e e e e e 57
2.3.1 Schéma totalement décentré sans bord . . . . . . ... ... ... ... . 58
2.3.2 Schéma sans bord . . . . ... oL L 60
2.3.3 Schéma avec bord . . . . . ... L 61

2.4 Kreiss Matrix Theorem . . . . . . . .. .0 v v i v it v v e 62
2.4.1 Kreiss Matrix Theorem . . . . . . ... ... oo 62
2.4.2 Bulbe du pseudospectre . . . . . ... Lo 65
2.4.3 Lien valeurs propres généralisées et bulbes . . . . . . . .. ... .. ... 66
2.4.4 Exemple de conditions de bord sur le schéma leap-frog . . . . . ... .. 66

Le but de ce chapitre est de décrire le lien entre les valeurs propres généralisées d’un schéma
(voir Définition 1.21) et les aspects géométriques du pseudospectre de la représentation de ce
schéma. Ce lien reste encore a préciser mais nous tentons ici d’établir des correspondances entre
ces deux points de vue. De plus, le livre de Trefethen et Embree [TE05] de 2005 encourage cette

recherche :

« In particular, there is no tradition of looking for GKS instabilities by plotting
pseudospectra. Part of the reason for this situation is undoubtedly that the rou-
tine computation of pseudospectra is a more recent development than GKS-stability
theory, popular among a younger generation of researchers. It will be interesting to
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see if the use of pseudospectra for analyzing boundary conditions catches on in the
future. »

[TE05, Chap.34]

La suite du manuscrit peut étre lue indépendamment de ce chapitre, mais celui-ci apporte
un point de vue différent qui peut étre mis en parallele avec la suite. En effet, dans les chapitres
suivants, on change d’approche en étudiant le déterminant de Kreiss—Lopatinskii et en utilisant
I’analyse complexe afin d’identifier les GKS-instabilités.

Dans ce chapitre, nous allons résumer certains résultats déja connus, les observations et
recherches que nous avons faites sur le sujet et les questions qui restent encore ouvertes. On
commence par faire le lien entre les matrices et opérateurs Toeplitz, introduits par Otto Toe-
plitz [Toell] et les schémas numériques dont on a parlé au chapitre précédent. Pour plus de
détails sur les matrices et opérateurs Toeplitz, le livre de Nikolski [Nik17] en fait une étude d’un

point de vue fonctionnel, on va se servir de certains résultats de ce livre dans la suite.

2.1 Lien entre schémas numériques et opérateurs Toeplitz

On rappelle ici les notions de matrices Toeplitz et ses variantes qui servent en algebre linéaire
mais aussi en analyse numérique pour représenter des schémas comme on va le voir par la suite.

On se fixe deux entiers naturels p € N et » € N, ainsi que r + p + 1 nombres complexes :
(ax)f__, € CPT™ L avec a_, # 0 et a, # 0.

2.1.1 Opérateur Toeplitz sur Z

Définition 2.1 (Opérateur Toeplitz sur Z). On définit I’opérateur Toeplitz sur Z, associé aux

(ak)h__,, de la maniére suivante :

2(7) — 2(7)

T%Z def P (21)
u=(u)jez = (Tpw)j)ier = | Do arujre

k=—r JEZ

On note A(Ty) le spectre de opérateur T7.

Remarque 2.2. Dans le livre [Nik17], les opérateurs Toeplitz sur Z sont appelés « opérateurs de
Laurent », il appelle « opérateurs Toeplitz » les opérateurs Toeplitz sur N que ’on va voir dans

la suite.

L’opérateur Toeplitz sur Z défini en (2.1) correspond au schéma numérique (1.5) posé sur Z

que 'on rappelle ici
P

Urtt= 3" aUfy, neNjeZ
k=—r

au sens ot U™t = TzU™ pour tout n € N en notant U" = (UF") jez.-
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Définition 2.3 (Matrice Toeplitz circulante). Soit J € N, on appelle matrice Toeplitz circulante,

associée aux (ay)i_ ., la matrice suivante :

ao DY ap 0 DY 0 a/f'r‘ DY afl
ao
. el
0 0
o def . . . . . . .
T3S | .. o eMuaR).
0 0
ap Ay
ao
al DY ap 0 DY 0 a_r DY ao

On note A(T5) le spectre de la matrice T75.

L’avantage de la définition des matrices Toeplitz circulantes est d’avoir un outil de dimension

finie qui approche 'opérateur Toeplitz sur Z, comme on peut le voir dans la proposition suivante.

Proposition 2.4. On a

ANTy) = {Jlggo pj pour pj € A(T)) avec jlim Jj= —|—oo}.

—00

Démonstration. Etape 1 : Calcul du spectre A(T$) de la matrice Toeplitz circulante T7.

On veut trouver le polynéme caractéristique de 7' donc on calcule le déterminant de la matrice :

X —ag ... —ap, 0 —a_, - —a_1
X —aop
—a_, —a_,
Xl —T5 = 0 0
—ap —ap
X - ap
—aq ... —-ap, 0 —a_, . X —ag

C’est le déterminant d’une matrice circulante, qui s’obtient comme

127

ot w=eJ+ et P(t) = X —ag — art — agt? — - — apt? —a_ It — e gt
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i2mjk

J p
Ainsi X9 (X) = H (X — Z aje TH ) Donc les valeurs propres de T'7 sont

k=0 j=-r

A(TS) = { zpj a;e T ke o J]]}. (2.2)

j=—r

Etape 2 : Calcul du spectre AN(Ty) de Uopérateur Ty, sur Z.

On utilise la transformée de Fourier sur ¢2(Z).

Vue 2(Z),VEeR, a(é) = ujet.

JEZL
On trouve alors, pour tout £ € R,
Tru(§) = Z Z apujppe’s
JEL k=—r
= Z ake_lkg Zujezjg
k=—r JEL
p .
= > are a6,

k=—r

P P
Donc pour pu = Z are” " Ty — 1 n'est pas injectif. Ainsi, Z ape ¢ est dans A(Tz). De
k=—r k=—r

P
plus, pour tout u # Z arpe”*€ par transformée de Fourier inverse, Ty — u est surjectif. Donc

k=—r
le spectre de Ty, est exactement

j=—r

ATy) = { zp: ;e ¢ €0, 27r]} . (2.3)

On conclut la preuve par double inclusion puisque chaque & € [0, 27| de (2.3) peut étre approchée

par une suite de 27TJL+1 pour k € [0 : J] avec J croissant (voir (2.2)). O

Ezemple 2.5. A la Figure 2.1, on trace le spectre de la matrice circulante (de taille J = 30) et

le spectre de 'opérateur Toeplitz sur Z pour le schéma jouet

1 1 1
UPHt = —2Ufy = SUF + Uy — U (2.4)

représenté par le vecteur (a_1,ag, a1, a) = (—g, —5,1, —%).
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o A(Ty)
— A(T7)

—15 7 | | |
-2 —1.5 —1 —0.5 0 0.5 1

FIGURE 2.1 — Spectres de la matrice Toeplitz circulante T3, et de I'opérateur Toeplitz Ty sur Z
liés a (2.4).

2.1.2 Matrice Toeplitz

Définition 2.6 (Matrice Toeplitz). Soit J € N, on appelle matrice Toeplitz, associée aux

(ak)h__,, la matrice suivante :

ap ay ... a 0 ... 0
a—1 ag
0
T, a, | € My (R). (2.5)
0
ag a1
0O ... 0 a-, ... a_1 ag

On note A(T) le spectre de la matrice 7.

Une matrice Toeplitz T’y (définie en (2.5)) représente le schéma numérique (1.2a) avec condi-
tion de Dirichlet homogene a droite et a gauche (voir (1.3), page 25) que 'on rappelle ici :
P

Urtt = > apUfy, neNjelo:J],
e —r (2.6)

Ur=0 neNje[-r:=1JU[J+1:J+p].

Le schéma (2.6) peut s’écrire U™t = T;U™ pour tout n € N, avec U" = Y(U},...,U?).
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Ezxemple 2.7. Le shift de taille J est défini par la matrice Toeplitz suivante :

(2.7)

et représente le schéma U ;"H =Ul,.
Le schéma de Beam-Warming (BW), défini dans 'Exemple 1.1 (page 22), est représenté par

la matrice Toeplitz suivante :

(S » . 0
M2—y) Qo)
Bw, | a0on gy Goea s (238)
| 0
0 0o y(g— ) DebO-

2.1.3 Matrice Quasi-Toeplitz

Le but est de pouvoir représenter matriciellement des schémas avec d’autres conditions de
bord. C’est pour cela que ’on va introduire la notion de matrice Quasi-Toeplitz, déja présente
dans l'article de Beam et Warming [BW93].

Définition 2.8 (Matrice Quasi-Toeplitz). Soit J € N, r+p < m < J + 1 et deux matrices
B € Mym(C) et C € My, (C). On appelle matrice Quasi-Toeplitz, associée aux (ax)h_ . et aux

=T

matrices B et C, la matrice de la forme suivante :

m
r B
a—y ag ap 0
T, < , . _ € M;j1(C) (2.9)
0 a_r ag ap
- )
m

On note A(T}) le spectre de la matrice T}.

Dans cette définition, les matrices B et C ont vocation a étre fixées tandis que la dimension

J + 1 de la matrice Ty va pouvoir varier et méme tendre vers l'infini.
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La matrice Quasi-Toeplitz définie en (2.9) représente le schéma numérique (2.10).

P
U;LH = Z arUl, neN,je[0:J],
k=—r

m—1
Ur=> bxUp neN,je[-r:—1], (2.10)
k=0

m—1
Ur=>3 cuU} ), meNjelJ+1:J+p],
k=0

ou B et C sont définis par les deux matrices suivantes :

ar o a1\ (boro o bopmet ag - apy 0 oo oo e D
B + :
0 a_, bo1o -+ bim-1 G py1 -+ ag -+ ap 0 - 0
ap - a1\ [Cripm1  Clipo 0 -~ 0 a., - ag - ap
¢t +
0 ap) \Cryim-1 -+ Cir10 0 o wor eer 0 a_, - ap

Cette reformulation d’un schéma est a mettre en relation avec la discussion de la Section 1.5.1
(page 37) puisque c’est la méme vision que le schéma (1.15a)-(1.15b) pour (g;);» = 0 mais au
lieu d’étre défini sur N, ici on est défini sur le segment [0 : J] avec une deuxiéme condition de

bord & droite.

Exemple 2.9. Pour poursuivre ’'Exemple 2.7, si on rajoute la condition de bord U";, = Uy a
gauche et la condition de bord de Dirichlet homogene & droite au shift S; défini en (2.7), on

obtient la matrice Quasi-Toeplitz suivante :

1 0

- 1 0

S, o . (2.11)
0 1 0

Si on ajoute la condition de bord SoILW3 (définie en (S;,ILW ) a la Section 1.5.2, page 39) a
gauche et la condition de bord de Dirichlet homogene a droite sur le schéma de Beam-Warming,

on obtient la matrice Quasi-Toeplitz suivante :

M-3R N A 0 0
—3)\2 A(A—1
o) 43/\ 1 ( - )
BW, S| A yp ) Ooh0-2) : . (2.12)
. . : 0
0 /\(AT—U A2 = A) W
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2.1.4 Opérateur Toeplitz sur N

On veut maintenant pouvoir représenter des schémas définis sur N comme ceux de la Sec-

tion 1.5.1.

Définition 2.10 (Opérateur Toeplitz sur N). On définit I’opérateur Toeplitz sur N de la manieére

suivante :
2(N — /2(N
Ti : &) ®) (2.13)
U = (un)nGN = ((TNU)n)nEN
P
Z AjUpyj Sin=r,
avec VYn € N,  (Tyu), o j:pfr On note A(Tk) le spectre de 'opérateur Ty.
Z AjUnyj Sin <.
j=-n

Un opérateur Toeplitz Ty (défini en (2.13)) représente un schéma numérique (2.14) posé sur

le demi-espace avec condition de Dirichlet homogene & gauche :

1 .
U;Hr = z:,rak ;L_Hga TLGN,]EN,

Upr=0 je€[-r:—1].

(2.14)

On peut définir de maniere analogue a la matrice Quasi-Toeplitz définie en Définition 2.8
I'opérateur Quasi-Toeplitz sur N, noté TK;, celui-ci représente exactement le schéma (1.15a)-
(1.15b) pour (g7)jn = 0. Le schéma posé sur N avec conditions de bord a gauche est le cadre

dans lequel on travaille dans ’étude faite a partir du Chapitre 3.

Remarque 2.11. Pour justifier la terminologie de « valeur propre » de la Définition 1.18 (page 35)
comme on le mentionne & la Remarque 1.19, il suffit de prendre une valeur propre z d’un
opérateur Quasi-Toeplitz Ty associée & un vecteur propre #(2) = (¢j(2));. En multipliant par 2"
Pexpression Tné(z) = z¢(z), on obtient exactement que U = 2"¢;(z) est solution de (1.6a)-
(1.6b) pour (g7);n = 0. De plus, ¢(z) est bien non nul car c’est un vecteur propre et dans 7%(N)
par définition de Ty. La seule différence est que, dans la Définition 1.18, on s’intéresse seulement
aux valeurs propres de module supérieur a 1, car les valeurs propres de modules strictement

inférieur a 1 ne représentent pas d’instabilité.

2.2 Spectre asymptotique

Pour étudier un schéma et notamment sa stabilité, on peut utiliser la matrice Quasi-Toeplitz
correspondante, c’est approche qui est choisie dans différents articles comme dans [DDJ18] par
exemple. La dimension J+ 1 de la matrice f] est directement liée a la discrétisation spatiale Az
du schéma numérique. Pour avoir une inégalité de stabilité avec une constante indépendante de

la discrétisation spatiale Az, il nous faut un contréle indépendant de J dans I’étude du spectre
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2.2. Spectre asymptotique

de la matrice Quasi-Toeplitz. En effet, en itérant la formule U™+ = T,U ™ on trouve 1’égalité
Ur=T1,"U°. (2.15)

On veut donc borner les puissances de la matrice f] indépendamment de J. Pour cela, on peut
regarder le spectre de la matrice f] Dans [DDJ18], on suppose que pour une dimension .J
relativement grande, le spectre est proche de celui de 'opérateur limite. On précisera cette idée

dans la suite de ce chapitre.

Définition 2.12 (Spectre asymptotique de la matrice Quasi-Toeplitz). On appelle spectre

asymptotique de la matrice Quasi-Toeplitz f] I’ensemble suivant :

lim A(T) of { lim f; pour p; € A(Ty) avec lim Jj = +oo} .
J—o00 Jj—oo ! J

—00

De la méme maniere, on peut définir le spectre asymptotique de la matrice Toeplitz T’y par :

lim A(T)) def { lim p; pour p; € A(Ty,) avec lim J; = +oo} .
J—00 Jj—o0 J j

— 00

De plus, comme on 'a déja vu a la Proposition 2.4, on a A(77) = Jlﬁ A(TS).
—00

On utilise la notation « lim » car c’est une limite & une sous-suite pres, contrairement a la
notation « lim », que I'on introduit en Notation 2.27 (page 58), ot ¢’est une limite classique sans
extraction de sous-suite, autrement dit, on a, pour (A,), € P(C)N,

nli:riloAn def {nh_{go zZp pour z, € Ay, avec nh_)rgo N, = +oo}
et nli_)IgOAn def {nh_)ngo Zp pour z, € An} .

L’article de Beam et Warming [BW93] est dédié a 1’étude du spectre asymptotique des ma-
trices Toeplitz et Quasi-Toeplitz et donne un algorithme pour le calculer. Il explique notamment
comment le spectre asymptotique d’'une matrice Quasi-Toeplitz est constitué de deux parties.
Cela s’appuie sur les résultats de Schmidt et Spitzer [SS60] qui donnent des propriétés sur les
spectres asymptotiques des matrices Toeplitz et les spectres des opérateurs Toeplitz sur Z et sur
N.

2.2.1 Spectre asymptotique d’opérateurs Toeplitz sur Z et N

On pose la fonction v : k +— Zg’:% ajk?, et on note ¥(S) la courbe {£ € R v(e®)}. La
fonction 7 est a relier avec la notion de symbole que 'on a définie dans la Section 1.3.1 (page 30),
mais au lieu de se restreindre au cercle unité pour la définition (comme a la Définition 1.10), on

étudie le symbole sur C tout entier. La courbe (S) correspond & la courbe I' définie en (1.12).
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Chapitre 2 — Analyse spectrale de matrices Toeplitz

Proposition 2.13. Les spectres des opérateurs Toeplitz sur 7 et sur N sont
ANTyz)=4{2€C,ze~(S)} et A(In)=ATz)U{z€ (C,Indv(g)(z) #0}.

La premiere égalité a été prouvée a ’étape 2 de la preuve de la Proposition 2.4 et on peut

trouver la preuve de la deuxieme égalité dans larticle [SS60].

Ezxemple 2.14. L’opérateur shift sur Z, resp. sur N, a pour spectre le cercle unité S, resp. le
disque unité fermé D, comme représenté en Figure 2.2. On a représenté aussi les spectres des

opérateurs Ty et Ty liés au schéma jouet (2.4).

1- A(TN) A(TN)
— A(Ty) 1- — A(17)
0.5
0- 0-
0.5 -
_1 |
_1 -
| | | | | | | | |
-1 —05 0 0.5 1 —2 -1 0 1

FIGURE 2.2 — Spectres des opérateurs Toeplitz sur Z et sur N pour le shift (a gauche) et pour
le schéma (2.4) (& droite).

2.2.2 Spectre asymptotique de matrice Toeplitz

Proposition 2.15. Le spectre asymptotique d’une matrice Toeplitz T; s’identifie a l’ensemble

sutvant :
Tim A(T) = {2 € C, |y (2)] = |4 (=)}

ot, pour tout z € C, la suite (/{j(z)););r; correspond auz racines rangées par ordre croissant de

module de I’équation (de paramétre z) suivante :

zK" = zp: a;k" 1. (2.16)
j=—r
La preuve de ce résultat est 'objet des Lemmes 5.5 et 6.1 de [SS60]. De plus, en étudiant
I'ensemble {z € C, |k, (2)| = |kr+1(2)|}, on peut voir qu’il est non vide et qu’il ne contient pas
de point isolé (Corollaire 3.2 et Lemme 3.3 de [SS60]).

Proposition 2.16. Le spectre asymptotique d’une matrice Toeplitz Ty est inclus dans A(Ty),

autrement dit : JHB ATy) € A(T).
o0
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2.2. Spectre asymptotique

Cela vient du lemme 2.2 de [SS60].

Ezemple 2.17. On représente en Figure 2.3 les différents spectres liés au shift défini dans

I'Exemple 2.7 et au schéma jouet (2.4) de 'Exemple 2.5.

1 _
A(Tk)
1 — A(Ty)
0.5 - ® A(Tigo)
0 - 0 -
—0.5 -
1
_1 _
| | | | | | | |
-1 —0.5 0 0.5 1 —2 -1 0

FIGURE 2.3 — Spectres de la matrice Toeplitz et des opérateurs Toeplitz sur Z et sur N pour le
shift (& gauche) et pour le schéma (2.4) (& droite).

A=0.5 A=1
1- 1-
0.5 - 0.5 -
0 - 0 -
—0.5 - —0.5 -
—1 - —1 -
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \
-1 =05 0 05 1 -1 =05 0 05 1
A=14 A=1.6
1- 1-
0.5 - 0.5 -
0 - 0 -
—0.5 - —0.5 -
-1 - -1 -
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \
-1 —-05 0 0.5 1 -1 —-05 0 0.5 1

FIGURE 2.4 — Spectres de la matrice Toeplitz et des opérateurs Toeplitz sur Z et sur N pour le
schéma de Beam-Warming BW; défini en (2.8) pour différents A (on a utilisé la méme légende
que la Figure 2.3 en ajoutant en noir le cercle unité).
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Chapitre 2 — Analyse spectrale de matrices Toeplitz

Remarque 2.18. On peut observer sur les Figures 2.3 et 2.4 que le spectre asymptotique de T’y
ne correspond pas au spectre de Ty, alors qu’on aurait pu espérer que la limite du spectre de

I'opérateur T’y soit le spectre de I'opérateur limite Tx.

Remarque 2.19. Dans 'article de Beam et Warming [BW93], un algorithme est donné pour
calculer le spectre asymptotique d’une matrice Toeplitz. Pour cela, ils s’affranchissent de 1’étude
d’un systeme de taille J + 1 ot J 4 1 est la dimension d’une matrice, ils résolvent seulement un
systeme de taille 7 + p 4+ 1 qui est la largeur de la bande Toeplitz de la matrice Toeplitz. Cette

taille est constante quand la dimension tend vers l'infini.

2.2.3 Spectre asymptotique de matrice Quasi-Toeplitz

Le spectre asymptotique d’une matrice Quasi-Toeplitz peut étre séparé en deux ensembles :
d’un coté, on trouve le spectre asymptotique de la matrice Toeplitz associée (sans la partie

Quasi-Toeplitz) et de l'autre, des points isolés liés & la perturbation que I'on a mise aux bords.

Proposition 2.20. Le spectre asymptotique d’une matrice Quasi-Toeplitz f] se décompose de
la maniére suivante :

lim A(T) = lim A(T;)UD

J—o00 J—o0

ot D est un ensemble de valeurs isolées défini dans [BWI3].
Dans l'article [BW93], ’ensemble D est défini par

{z € C Ik (2)] < ria(2)],
det(BK), () — 2K 1(2)) = 0 on det(CK{"), (2) — 2KY)_1(2)) = 0},

ou B et C sont les matrices présentes dans la définition des matrices Quasi-Toeplitz (Défini-

tion 2.8) et les matrices K(()?(z) et K(()Z)(z) sont définies de la maniére suivante :

1 1 1 1
),y def | H1(2) i (2) act | Fr+1(2) Fortp(2)
HOR I | et K ) =
ri(2)) e he(2)! Rrgr(2) o Rrgp(2)!

Ici, on a supposé que toutes les racines (k; (z))g;”f de (2.16) sont simples par soucis de lisibilité,
mais si les racines de (2.16) sont multiples, il faut utiliser des matrices de Vandermonde généra-
lisées (on discutera de cela dans la Section 3.2.3, page 78). La matrice Kérj) (z) correspond a la
matrice Ko ;(z) qui est introduite dans la Section 3.2.3 qui est utile dans la suite du manuscrit
quand on traite le cas avec un seul bord a gauche.

Evidemment, l’ensemble D ne dépend pas de la dimension J puisqu’on étudie le spectre

asymptotique et cela se voit bien dans cette définition puisqu’on n’utilise que les constantes r,
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2.2. Spectre asymptotique

les racines (kj(2))710 de (2.16) et les coefficients des

. . ya . p
p, m, les coefficients intérieurs (a;) ;

==
matrices de bords B et C.

L’ensemble D peut s’écrire D = Dy U Dy avec

Dy E {2 € C, [ (2)] < |ri1(2)], det(BE), 1 (2) — 2K{) () = 0}

0,m

m—1

ot Do € {2 € C, |k (2)] < |rps1 (2)], det(CEP),  (2) — 2K )1 (2)) = 0}.

Informellement, on peut y voir une ressemblance avec la Section 1.3 qui sépare le probleme
de stabilité du schéma borné en espace en trois probléemes de stabilité : le probléme posé sur Z,
le probleme posé sur N avec un bord a gauche et le probleme posé sur —N avec un bord a droite.
En effet, comme on I’a vu, le spectre asymptotique de la matrice Quasi-Toeplitz fj se sépare de

la maniére suivante :

e la partie }E A(Ty) qui correspond a la Cauchy-stabilité, puisque JITIH A(Ty) C A(Iw)
—00 00
(Proposition 2.16) dont le contour est A(7%7) = (S) la courbe du symbole.

e la partie D; correspond a la stabilité du probléeme avec un bord a gauche posé sur N.

e la partie Dy correspond a la stabilité du probléme avec un bord & droite posé sur —N.

Cependant le lien entre D1 et T& n’est pas forcément facile a établir rigoureusement. Comme
le montre la Figure 2.5, on peut remarquer que la Proposition 2.16 n’est plus vraie pour le
cas Quasi-Toeplitz, on peut avoir des valeurs propres du spectre asymptotique d’une matrice
Quasi-Toeplitz qui ne sont pas dans celle de 'opérateur Toeplitz sur N.

A notre connaissance, Panalyse spectrale des opérateurs Quasi-Toeplitz n’est pas étudiée
d’un point de vue numérique dans la littérature. Beam et Warming [BW93] étudient les matrices
Quasi-Toeplitz et Schmidt et Spitzer [SS60] les opérateurs Toeplitz sur Z et sur N. De la méme
maniere que pour le spectre des matrices Toeplitz et des matrices Quasi-Toeplitz, on peut se

poser la question suivante :

Question ouverte 2.21. Est-ce que le spectre d’un opérateur Quasi-Toeplitz ﬁ est 'union du

spectre de l'opérateur Toeplitz Ty associé et de l’ensemble Dy ?

Ezemple 2.22. On a représenté, dans la Figure 2.5, le spectre Quasi-Toeplitz du shift défini a

I'Exemple 2.9 ainsi que la matrice Quasi-Toeplitz liée & (2.4) muni des deux bords

B=(-27 56 —41 12) et C=(08 —29 24), (2.17)

ol B et C sont les notations utilisées dans la Définition 2.8. Dans la figure de droite de la
Figure 2.5, on a séparé le spectre de la matrice Quasi-Toeplitz en deux : le spectre de la matrice

Toeplitz et la partie liée au bord.
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] ® A(T)) ® A(T100) \ A(T100)
1 7.A(T100)
0.5 -
°
0 ® 0- o
°
—0.5 -
1 -
—1 -

\ \ \ \ \
-1 -05 0 0.5 1 -3 -2 -1

o —
—

FIGURE 2.5 — Spectres de la matrice Quasi-Toeplitz et des opérateurs Toeplitz sur Z et sur N
pour le shift (& gauche) et pour le schéma (2.4) muni des bords (2.17) (a droite) (on a utilisé la
méme légende que la Figure 2.3).

1- 1-
0.5 - 0.5 -
0- 0-
—0.5 - —0.5 -
-1 - _1-

\ \ \
—1 —0.5 . -1 =05 0 0.5 1

1- 17
0.5 -
0- 0-
—0.5 -
—1- 1
| | | | |
—1 O 1 -1 -05 0 05 1

FIGURE 2.6 — Spectres de la matrice Quasi-Toeplitz et des opérateurs Toeplitz sur Z et sur N
pour le schéma de Beam-Warming BW; défini en (2.12) pour différents A (on a utilisé la méme
légende que la Figure 2.5 en ajoutant en noir le cercle unité).

Dans toutes les figures, on se place pour J grand en supposant que le comportement de A(f])

est proche de Jlf1;1 A(Tv]) Comme il a été expliqué a la Remarque 2.19, pour plus de précisions,
—00
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[BW93] donne un algorithme qui calcule le spectre asymptotique.

2.3 Pseudospectre

Comme on ’a vu a la Remarque 2.18, la limite (quand J tend vers U'infini) du spectre A(Ty)
de la matrice Toeplitz T; n’est pas le spectre A(Ty) de 'opérateur limite Ty. Cependant, une
définition plus générale de la notion de spectre, celle de pseudospectre permet de corriger ce
« probléme » de limite.

Dans toute cette section, on se fixe une norme subordonnée || - || sur l'espace des matrices
associée a une norme || - || sur I'espace sous-jacent (que l'on notera de la méme maniere).

La majorité des résultats suivants peut étre trouvée dans le livre de Trefethen et Em-
bree [TE05].

Définition 2.23 (e-pseudospectre). Soient £ > 0 et A € My (C) une matrice de taille N € N*.
Le e-pseudospectre de A, noté A;(A), est 'union des spectres des matrices A+ E avec ||E]| < ¢,

autrement dit :

A(AE |J MA+E).

IEll<e
I1 faut bien comprendre que le pseudospectre dépend de la norme || - || que l'on utilise. Dans
toutes les figures, on représente le pseudospectre pour la norme || - ||2.

FIGURE 2.7 — Lignes de niveau du pseudospectre des matrices Quasi-Toeplitz (J = 100) du shift
(& gauche) et du schéma (2.4) muni des bords (2.17) (a droite).

Proposition 2.24 (Caractérisation du pseudospectre). Soiente > 0 et A € My (C) une matrice

de taille N € N*. Il y a équivalence entre les assertions suivantes :
(i) z € Ac(A).
(i) NIy — A7) > L.

(i) il existe v € C avec ||lv|| = 1 tel que ||(z — A)v| < e.

o7
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Chapitre 2 — Analyse spectrale de matrices Toeplitz

Cette proposition est démontrée dans [TE05, Th. 2.1].

Le pseudospectre possede les différentes propriétés suivantes.

Proposition 2.25. Soit A € My (C) une matrice de taille N € N*. On a
o sicy < ey, alors A (A) C A, (A).

o A(4) = Mg Ac(A).
Proposition 2.26. Soit ¢ > 0 et A € My(C) une matrice de taille N € N*. On a
A(A) + B(0,e) C A (A).
De plus, si A est normale et si || - || = - |2, alors
A(A) + B(0,e) = A (A).

Ces propositions sont démontrées dans [TE05].

On veut étudier les résultats de pseudospectre pour les matrices Toeplitz et Quasi-Toeplitz.

2.3.1 Schéma totalement décentré sans bord

On s’appuie sur l'article [RT92] qui donne des résultats liés au pseudospectre pour les ma-
trices Toeplitz.
Pour les schémas totalement décentrés (schéma (1.2a) avec p = 0 que l'on étudiera dans le

Chapitre 5 ou avec r = 0), on a une matrice de la forme

ao ap - ap (0)
(0)
(0)
(0) a_, -+ ap ag

On rappelle que v(k) = Z?Z_T ajmj avec 7 = 0 ou p = 0 dans ce cadre.

On a les résultats suivants :

o A(Tz) =~(S).
o A(Ti) = (D).
o A(Ty) =~({0}) ={ao}, pour tout J € N.

On peut visualiser ces résultats sur la figure de gauche de la Figure 2.3 et sur la Figure 2.4.
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Notation 2.27 (Limite d’ensembles). Soit (A,) € P(C)N une suite d’ensembles de complexes.
On note lirf A, 'ensemble des limites d’éléments des A,,, autrement dit,
n—-+0o0o

. def
lim A, = {z€C,z, — z avec z, € A, }.
n—-+4o0o n—-4o0o

Proposition 2.28. Pour (T;) des matrices Toeplitz triangulaires, pour tout € > 0, la limite du

e-pseudospectre de Ty quand J tend vers linfini est le e-pseudospectre de Ty, autrement dit,

Ve > 0, Jh—I};o AE(TJ) = AE(TN) = A(TN) + B(O,E) = ’)’(]D)) + B(O,é‘).

La preuve peut étre trouvée dans [RT92, Théoreme 2.3]. Il faut voir que la Proposition 2.28
caractérise A.(T), en effet le e-pseudospectre de Ty est simplement le spectre de Ty épaissi
de €.

La Proposition 2.28 et la Remarque 2.18 nous donne le diagramme non commutatif suivant :

ATy =5 ATy = {ao}

TR

As (TN ) E) A(TN )

On peut visualiser cela dans la Figure 2.8 qui donne les lignes de niveaux du pseudospectre de
BWjgo (défini en (2.8)) ainsi que le spectre de Tigp et le spectre de Tz. On peut aussi y lire
le spectre de Ty grace a la Proposition 2.13 qui montre que A(7) est I'union de A(T%) et des

points intérieurs (i.e. d’indice complexe non nul) de la courbe A(77%).

1- ® A(Thoo0)
- A(Ty)
—— unit circle
0.5 -
O |
—0.5 -
_]_ _|

FIGURE 2.8 — Pseudospectre de la matrice Toeplitz liée au schéma de Beam-Warming pour
A=1.6 et J=100.
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2.3.2 Schéma sans bord

L’article [RT92] traite aussi le cas général des matrices Toeplitz (pas seulement triangulaire
comme dans la section précédente). On obtient les mémes résultats de convergence, si ce n’est
que I'on n’a pas une description aussi précise de A;(7k) en fonction de A(Tl). Cela est expliqué
plus en détails dans [RT92].

Proposition 2.29. Pour (Tj) des matrices Toeplitz, pour tout € > 0, la limite du e-

pseudospectre de Ty quand J tend vers l'infini est le e-pseudospectre de Ty, autrement dit,
Ve > 0, lim Ae(TJ) = AE(TN)
J—o0

Dans [RT92], il est expliqué que la preuve de ce résultat découle, selon [Wid89], du corollaire
du Théoreme IT de [Wid89].

De nouveau, on a le diagramme non commutatif suivant :

A(Ty)  —  ATy) ——— lim A(Ty)

J—=o0o J—oo
o
T
I b

A(Tn) —= A(Iv)

e—0

On peut visualiser cela a la Figure 2.9 qui donne les lignes de niveaux du pseudospectre de Tigg,

le contour de A(T), ainsi que le spectre asymptotique de la matrice Ty pour le schéma (2.4).

e lim A(T))
1 a J—00
- A(f)
0 _
—1-
| | |
-2 1 2

FIGURE 2.9 — Pseudospectre de la matrice Toeplitz Thgp liée au schéma (2.4).

Question ouverte 2.30. Comment mieux caractériser le pseudospectre d’un opérateur Ty dé-
fini sur £2(N) 2 Peut-on trouver une procédure robuste pour tracer le pseudospectre d’un opéra-
teur Ty ?
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2.3.3 Schéma avec bord

On a vu que les schémas avec bord sont représentés par des matrices Quasi-Toeplitz (voir
Section 2.1.3). On ne peut pas espérer avoir convergence du spectre, mais il est naturel d’espérer

avoir la propriété sur les pseudospectres
Ve >0, lim A (T) = A(Ty)
J—00

puisque la Proposition 2.29 montre que cela est vrai pour les matrices Toeplitz.
Il est dur de raisonner numériquement, car on ne sait pas tracer Ag(ﬂ). En effet, il est
déja difficile de décrire A.(Ty) pour des matrices Toeplitz, donc travailler avec une matrice

Quasi-Toeplitz ne fera que compliquer la tache.
Question ouverte 2.31. Pour les matrices Quasi-Toeplitz, a-t-on
Ve >0, lim A(T)) = A(Ty) ?
J—o0

Une piste envisagée a été d’étudier les opérateurs Quasi-Toeplitz sur N comme des opérateurs
de théorie spectrale avec les notions d’opérateurs de Fredholm (voir Annexe C, page 205). Le
Théoreme C.12 (page 207) nous permet d’étudier le spectre de Tiy grice & la notion de spectre

essentiel, notée A.ss, voir Définition C.7 (page 206).
Proposition 2.32. Pour tout opérateur Toeplitz Ty sur N, on a A(Ty) = Aess(Tn).
Démonstration. En utilisant le Théoreme C.12, on a

z € A1) <= T — z n’est pas bijectif
<= Ty — z est Fredholm d’indice non nul ou n’est pas Fredholm
<= Ty — z n’est pas Fredholm d’indice nul

> 2z € Aess(In).

O]

Gréce a la Remarque C.15 et a la Proposition C.14, les opérateurs Quasi-Toeplitz TK; peuvent
étre vus comme la somme d’un opérateur compact (la partie liée au bord) et un opérateur

Toeplitz Ty. La proposition suivante nous permet donc de décrire aussi le spectre de T;v\y.

Proposition 2.33. Soit T&; un opérateur Quasi-Toeplitz sur N et son opérateur Toeplitz asso-
cié TN. On a Aess(TN> = Aess<TN)-

Démonstration. La Remarque C.15 permet d’écrire T&; — 2z = Iy — z + K pour un certain
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opérateur K compact. Ainsi, en utilisant la Proposition C.6, on a

2z & Aess(Ty) <= Ty — z est Fredholm d’indice nul
<= 1Ty + K — z est Fredholm d’indice nul
= ﬁ; — z est Fredholm d’indice nul

= 2 ¢ Aeys(T).
m

Ces propositions semblent proches de la vision du spectre asymptotique que ’on voit dans la
figure de droite de la Figure 2.5 et dans [BW93]. En effet, on rappelle que le spectre asymptotique
d’une matrice Quasi-Teoplitz est 'union entre le spectre asymptotique de la matrice Toeplitz
associée et de valeurs isolées (voir Proposition 2.20). Cependant le lien rigoureux entre les deux
visions ne semble pas évident & démontrer, car dans la vision du spectre asymptotique, on
travaille avec des matrices (donc de dimension finie) et 'on a vu a la Remarque 2.18 que le
spectre asymptotique et le spectre de 'opérateur limite (sur N) ne coincident pas.

Nous ne sommes pas allés plus loin dans cette direction. Nous avons préféré nous concentrer

sur les bulbes du pseudospectre dont nous allons parler a la Section 2.4.2.

2.4 Kreiss Matrix Theorem

Comme on I’a vu au début de la Section 2.2, pour obtenir la stabilité d’un schéma, on cherche
a borner les puissances de la matrice Ty associée au schéma. Pour cela, on va utiliser le Kreiss
Matrix Theorem, introduit par Kreiss dans [Kre62] en 1962.

Dans toute cette section, on utilise de nouveau la norme euclidienne || - || = || - [|2.

Notation 2.34. Soit N € N*. On utilise la notion de résolvante, notée R,(A), qui est définie,

pour A € My (C), de la maniere suivante :

Vze C\A(A), R.(A)Y (zry— AL

Pour tout z € A(A), on prendra comme convention que |R,(A)| = +oo.

Le point (ii) de la Proposition 2.24 peut donc se réécrire

Ae(4) = {z € C |R(4)| > 7}

2.4.1 Kreiss Matrix Theorem

On veut relier le caractere borné des puissances de la matrice 1T’y et un controle de la résolvante

grace au Kreiss Matriz Theorem démontré par Kreiss [Kre62].
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Théoréme 2.35 (Kreiss Matrix Theorem). Soit A € My(C) une matrice de taille N € N*.

Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe C(A) > 0 telle que, pour tout n € N,
[A™]] < C(A).

(i) il existe K(A) > 0 telle que, pour tout |z| > 1,

IR < 2

Derriére ce théoréme, on veut aussi pouvoir avoir un contréle sur les bornes en fonction de
la dimension N de la matrice. En effet, comme la matrice T); représente une discrétisation de
taille J d’un schéma numérique, on veut une borne uniforme en J.

La proposition suivante permet de comprendre comment sont liées les constantes

def n def
C(A) = sup A" et K(A) = sup(|z] - D[ R-(A)
neN |z|>1

du Théoreme 2.35.
Proposition 2.36. Soit A € My (C) une matrice de taille N € N*. On a
K(A) < C(A) <eNK(A).

La preuve de ce résultat est un travail de longue haleine débuté en 1962. En effet, dans le
travail de [Kre62], la borne devant K (A) était ¢V N ot ¢ est une constante, et a été raffiné au
fur et & mesure des années : ~ ¢V par [Kre62], ~ 6™ (N +4)>Y par [Mor64], ~ N par [MS66],
~ N par [Mil67], 32eN2/x par [Lap75], 32eN/m par [Tad81], 2eN par [LT84] et enfin eN
par [LS91]. De plus, Spijker, Tracogna et Welfert [STW02] démontrent en 2002 que eN est la
borne optimale de cette inégalité. La preuve de la Proposition 2.36 peut étre trouvée dans les
articles [Spi98], [TE05] et [STW02].

Si on veut une borne de la n'®™¢ puissance de la matrice A, on peut raffiner la Proposition 2.36
afin d’obtenir I'inégalité

|A™|| < emin(n + 1, N)K(A),

voir I'article de Spijker [Spi9g].
Dans le livre de Trefethen et Embree [TE05], on énonce une expression explicite de K (A)

mettant en jeu le rayon pseudospectral. On en donnera ici une preuve qui s’inspire de l'article
de Toh et Trefethen [TT99].
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Proposition 2.37. Soit A € My(C) une matrice de taille N € N* dont les puissances sont
bornées. On a alors
A)—1

de (5
K(A) def sup (|z| — 1)||R.(A)|| = sup P~ 2 (4) < 400
|z[>1 e>0 S

ot pe(A) e sup |z| est le rayon pseudospectral de A.
z€A(A)

Démonstration. Montrons dans un premier temps qu’il y a équivalence entre les deux assertions

suivantes :

C
2] =17
(ii) il existe C' > 0 tel que pour tout £ > 0, pour tout z € A.(A), max(0, |z| — 1) < Ce.

(i) il existe C' > 0 tel que pour tout |z| > 1, on a ||R,(A4)| <

(i) = (ii) | Comme les puissances de la matrice A sont bornées, on a A(A) C D. Si ¢ = 0,
pour tout z € Ag(A) = A(A), on a max(0,|z| —1) =0 < Ce. Si € > 0, pour tout z € A.(A), on
a||R,(A)|| > e Si|z] > 1, max(0,]z| — 1) = |z] =1 et |2] =1 < HRZC(’A)H < Ce. Sinon |z| < 1
et max(0, |z| — 1) =0 < Ce.

(i) = (i) |Soit |z] > 1. On pose ¢g = inf{e > 0,z € A.(4)}. Ona 0 < gy < +o0. Par inclusion

croissante des A;(A) par rapport a e, il existe € €]0, o[ tel que z ¢ Ag,—-(A) et z € Agy+e(A).
Ainsi, on a ||R,(A)|| < =2 et |z| — 1 < C(go + €). On obtient alors

g0—€

IR(A)|(2] - 1) < 2
Eo — €

En faisant tendre € vers 0, on obtient le résultat attendu.

On a vu que le C pour les deux assertions est le méme et par le Kreiss Matrix Theorem
(Théoreme 2.35), la quantité sup|,~q(|z| — 1)||R.(A)| est bornée. En passant au sup dans les
deux assertions, on obtient

max(0, |z] — 1
sup (|2 - DIR(A) =sup sup Z=BEZD o
|z|>1 e>0 zeA:(A) €

De plus, comme pour ¢ suffisamment large, il existe des z € A.(A) tels que |z| > 1, on peut
enlever le max car |z| > 1 prédominera. On a alors

max(0, 2] = 1) =1 puA) -1

sup sup ——————= =sSsup Ssup = sup 0
e>0 zeA(A) € e>0 2€A.(A) € e>0 €

Pour avoir la stabilité d’un schéma représenté par une matrice Toeplitz/Quasi-Toeplitz on
aimerait bien pouvoir controler les puissances de cette matrice T;/7Ty, mais indépendamment

de la dimension J de la matrice.

Question ouverte 2.38. Est-ce que la constante e(J + 1) de la Proposition 2.36 est optimale
pour le sous-ensemble des matrices Toeplitz/Quasi-Toeplitz ou méme pour le sous-sous-ensemble

des matrices Toeplitz/Quasi- Toeplitz résultant d’un schéma numérique consistant ?
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2.4.2 Bulbe du pseudospectre

On suppose que le spectre de T est inclus dans D car c’est une condition nécessaire pour
que les puissances de T; soient bornées, on peut relier cette hypothése avec la condition de
Godunov-Ryabenkii (Proposition 1.20, page 36) a J fixé. De plus, si le spectre de T est inclus
dans D, les puissances de Ty sont bornées, on cherche donc a étudier l'influence des valeurs
propres se trouvant sur le cercle unité.

Lorsque ’on trace le pseudospectre de matrices Toeplitz, on peut parfois observer 'apparition

d’excroissances au niveau de certaines valeurs du cercle unité que l'on appelera bulbe.

Ezemple 2.39. Dans la figure de gauche de la Figure 2.7 (page 57), pour la matrice Quasi-
Toeplitz du shift, on voit qu’il y a un bulbe autour de la valeur propre 1. En fait le bulbe est lié

au caractére non borné des puissances de Sy a cause de la valeur propre 1.

Définition 2.40 (Bulbe). Pour J € N* ou J = N. On dit que le pseudospectre de Ty possede
un bulbe au point zg € S si
sup (|z] = 1)[|[R.(T)| = +oc.
Z—r20
|z|>1
De part cette définition et I’énoncé de Kreiss Matrix Theorem (Théoréme 2.35), on voit que
I’apparition de bulbe est relié au caractere non borné des puissances de 7.
La Figure 2.10 du pseudospectre de la matrice Quasi-Toeplitz BW 199 (défini en (2.12)) pour

A =1 présente deux bulbes, en 7 et en —1.

e lim A(Ty)
J—o0

—— unit circle

FIGURE 2.10 — Pseudospectre de la matrice Quasi-Toeplitz liée au schéma de Beam-Warming
avec condition de bord S2ILW3 pour A =1 et J = 100.

La question ouverte suivante est primordiale, car elle relie la dimension fixée finie J et N, ce
que 'on ne peut pas faire facilement en étudiant le spectre usuel de Ty comme on I'a vu déja

vu a la Remarque 2.18.
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Question ouverte 2.41. Est-ce que 'apparition d’un bulbe est indépendante de la dimension

J St oui, apparait-il aussi dans le pseudospectre de Ty ?

2.4.3 Lien valeurs propres généralisées et bulbes

L’apparition de bulbes semble correspondre a ’existence de valeurs propres généralisées (voir
Définition 1.21, page 36) et donc a des instabilités. En effet, on peut citer le livre de Trefethen
et Embree [TE05],

« We know from the Kreiss Matrix Theorem that although a bulge in pseudospec-
tra guarantees instability, the lack of a bulge cannot guarantee stability under all
circumstances ; there is a gap between upper and lower bounds of a factor of either
n, the time step, or J, the matrix dimension. Thus a complete connection between

resolvent norms or pseudospectra and stability would necessarily be delicate. »
[TEO05, Chap.34]

Proposition 2.42. Si le pseudospectre de T posséde un bulbe, alors le schéma li¢ a Ty est

instable.

Démonstration. Par définition du bulbe (Définition 2.40), on sait que K(T'y) = +oo. Ainsi, par
la Proposition 2.36, on a

sup |77 = K(Ty) = 4oc.

neN

Le schéma est donc instable. O

Comme Trefethen et Embree le disent (dans la citation de [TE05] au dessus de la Proposi-
tion 2.42), la réciproque n’est pas claire. En effet, si le schéma est instable, on traduit cela par

SUp jen+ SUPpen ||T77]] = +00 mais la Proposition 2.36 nous donne seulement

+oo = sup C(Ty) < e(J+1)K(Ty).
JeN*

Or sup jens e(J + 1)K (Ty) = +oo n’implique ni que K (7y) est borné, ni qu’il n’est pas borné.
On suppose que le spectre de Ty est inclus dans D afin d’étre sfir que la condition de
Godunov—Ryabenkii est satisfaite. On voudrait pouvoir relier I’apparition de bulbe et la notion

de valeur propre généralisée définie pour un schéma lié a Ty.

uestion ouverte 2.43. Peut-on faire le lien entre valeur propre généralisée et l'apparition de
ti te 2.43. Peut ire le li t leur propre généralisée et l'apparition d

bulbe dans le pseudospectre ¢

Pour appréhender cette question, on a voulu représenter le pseudospectre de cas connus

possédant des valeurs propres généralisées.

2.4.4 Exemple de conditions de bord sur le schéma leap-frog

Dans [Tre84], Trefethen donne quatre conditions de bord différentes pour le schéma leap-

frog afin de classifier différents types d’instabilité. Le schéma leap-frog n’est pas un schéma a
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un pas en temps, il ne peut pas s’écrire directement sous la forme de (1.2a), c’est un schéma
multipas dont on donne plus de détails en Annexe D (page 209). On y décrit plus en détails, a
la Section D.2 (page 213), les quatre conditions de bord que I'on va étudier dans cette section.
Certaines de ces conditions de bord mettent en jeu des valeurs propres généralisées, on va tracer

le pseudospectre pour voir s’il y a apparition de bulbe au niveau des valeurs propres généralisées.
On rappelle que le schéma leap-frog peut s’écrire de la maniére suivante :
U;‘H :U}hl%—)\( = ULy, Jj=zlnz=l,
ou\= ‘Z—A; vérifie la condition CFL : 0 < A < 1 (voir Annexe D, page 209).

L’équation caractéristique associée a ce schéma est

2—1:)\(/-@—1>. (2.18)

z K

On va étudier la stabilité autour de certains modes propres (z,%(z)). A chaque z € U, on
associe deux solutions k_(z) € D et k4 (z) € U racines de 1’équation (2.18) comme représenté a
la Figure D.5 (page 212).

Les quatre conditions de bord de [Tre84] que 'on va considérer sont les suivantes :

a: UMt =Up. ()
B: Ugtt=up (8)
Ve R = S0+ TR, )
§: Uptt=uptth, (6)

La Figure 2.11 donne les pseudospectres du schéma leap-frog muni des différentes conditions
de bord («), (), (7), (§) pour J =50 et A = 0.5.

La condition de bord («) correspond & un schéma stable, toutes les valeurs propres sont
dans D et visuellement, on n’observe aucun bulbe. La condition de bord (/3) correspond & un
schéma instable, car z = +e*™/6 sont des valeurs propres généralisées (voir [Tre84] pour plus de
précisions). Cela n’est pas clair s’il y a un bulbe sur la Figure 2.11. Cela nous encourage a tracer
la Figure 2.12 qui étudie la quantité (|z| — 1)||R,(T)||. La condition de bord (v) correspond &
un schéma instable avec pour valeur propre généralisée z = 1. On observe en effet un bulbe en
z = 1. La condition de bord (¢) correspond aussi a un schéma instable avec pour valeur propre

généralisée z = —1 et on observe également un bulbe dans le pseudospectre.
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Condition () Condition (/3)

| |
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 =05 0 0.5 1
Condition () Condition (0)

FI1GURE 2.11 — Pseudospectre du schéma leap-frog avec différentes conditions de bord.

Dans la Figure 2.12, on trace la fonction z € [-2,2] — (|| —1)||Rz(Th00)|| pour les conditions
de bord (a), () et (0). Cette figure confirme les observations déja faites en Figure 2.11.

Dans la Figure 2.12, pour la condition de bord (/3), on trace la fonction
z € [=2,2] = ([z] = D[ Ryeim/s (Tro0) |

puisqu’il y a deux valeurs propres généralisées sur l'axe [—26”/ 6 geim/ 6]. La courbe ne semble
pas tendre vers l'infini au voisinage de +e'™/6 et donc il semblerait qu’il n’y ait pas de bulbe.
Cependant la Figure 2.12 est tracée pour J = 100 et le comportement pourrait étre différent
pour J — +4o0. S’il n’y a pas de bulbe, on serait exactement dans le cas ou le schéma est

instable sans apparition de bulbe (voir citation de [TE05] au dessus de la Proposition 2.42).
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™

Condition («) pour § =0 Condition () pour ¢ =

AR = -

0.5 -
0.5 -
—J=1 —J=1
O - | J | 00 | | | O - | J | 00 | | |
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
Condition (v) pour 8 =0 Condition (0) pour 6 =0
6 - ——J =100 60 - —J =100
4 - 40 -
2 = 20 ] J)
0 - | | | | | 0 - | | | | |
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

FIGURE 2.12 — Tracé de (Jz| — 1)||Ryei0 (Th00)|| pour z € [—2,2] ot Thgp est le schéma leap-frog
avec différentes conditions de bord pour A = 0.5.

Dans [Tre84], Trefethen explique que cas (/3) correspond & un mode propagatif croissant avec
vitesse de groupe nulle, il parle de « rightgoing steady state solution », contrairement aux cas (7)
et (0) qui correspondent & des modes propagatifs strictement croissant (« strictly rightgoing

steady state solution »).

Question ouverte 2.44. FEst-ce que les bulbes correspondent a des valeurs propres généralisées

avec vitesse de groupe non nulle ¢

La difficulté pour passer de la dimension finie J de T’y a la dimension infinie de Tiy, ainsi que
le manque d’information donnée par les bulbes des pseudospectres (et la difficulté a identifier les
bulbes) nous pousse a travailler davantage sur la résolution algébrique des équations du schéma
directement posé sur N. C’est notamment ’approche de toute la suite du manuscrit. Dans le
chapitre suivant, on précise davantage la vision des modes propres en utilisant la transformée
en Z. On donne alors une deuxieéme version du théoréme de Kreiss (Théoreme 1.22 pour la
premiére version et Théoreme 3.23, page 89, pour la deuxiéme) qui utilise la condition de Kreiss—

Lopatinskii uniforme et le déterminant de Kreiss—Lopatinskii.
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Ce chapitre présente la théorie GKS, du nom de Gustafsson, Kreiss et Sundstrém, introduite
en 1972 dans larticle [GKS72]. Elle permet d’étudier la stabilité forte et complete 1'étude des

modes propres présentée en Section 1.4 (page 35) grace a 'utilisation de la transformée en Z.
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On rappelle que 'on veut étudier la stabilité forte du schéma suivant :

P
U;H_l = Z akU£+j7 0 g] < 400, n P 07 (313‘)
k=—r
m—1
k=0
UJ‘.’ =0, 0<j<+o0. (3.1¢)
Dans toute la suite, on note ¢* pour l'espace £2([—r : —1] UN) et on suppose que le

schéma (3.1a) est Cauchy-stable (Définition 1.11, page 31).

3.1 Transformée en Z

3.1.1 Formulation du schéma

On utilise la transformée en Z décrite en Annexe B (page 203) sur le schéma (3.1). On

obtient alors la formulation suivante :

2Uj(z) = Y apUsss(2) 0<j<+oo, (3.2a)
k=—r
Vzelu, - m-l
© Uj(z) = Z bj7kUk(Z) +§j(z), jE [[—7’ : —1]], (3.2b)
k=0
(U;(2)); € £2. (3.2¢)

On rappelle que U est Vensemble ¢/ % {z € C,|z| > 1}.

3.1.2 Formulation résolvante de la stabilité forte

La définition de la stabilité forte (Définition 1.16, page 34) devient alors I'inégalité suivante,

dite formulation résolvante.

Définition 3.1 (Formulation résolvante de la stabilité forte). La formulation résolvante de

I'inégalité (1.13) de stabilité forte est la suivante :

+o00

-1
ERPILICIES IO (3.3)

Jj=-r jzfr

-1
~ zl—1
Vel s 1, Y TP+ 2

j=—r

La proposition suivante permet d’utiliser I'inégalité (3.3) pour obtenir la stabilité forte quand

on retransforme (Uj(z)) en (U}') grace a la tranformée en Z inverse (Proposition B.2, page 203).

Proposition 3.2. Une solution (Uj(z)) de (3.2) satisfait (3.3) si et seulement si la solution
associée (UT') satisfait Iinégalité (1.13) de stabilité forte.
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Démonstration. On procede par équivalence. Par I’égalité de Parseval pour la transformée en Z

(Proposition B.3, page 204), I'inégalité

1 -1
vaed, S |T;()P+ <K Y 1gi(2)f

j=—r j=—r j=—r

est équivalente a l’inégalité suivante :

-1 +o0 +o00 +o0 -1 +4oo
VR > 17 Z Z R 2n’Un’2 Z Z R 2”‘Un’2 K Z ZR—ZnLg;I‘Q
j=—rn=0 j=—rn=0 j=—rn=0

En posant R = e*?t pour a > 0 et en multipliant toute I'inégalité par At, on obtient
= Atrr. )12 et -1 1 At = At
> e Uj”At""WA le™ "2 U | Apne <K Y [le™ g4,

j:—T ]7—7‘

On utilise le fait qu’on a, pour tout y > 0, la suite d’inégalités suivante :

Y _
Y <e 1< 2y .
1+y ey 1+y

En I'appliquant avec y = aAt, on obtient

-1
—anA « —anA A
5 e T + o AL o <K S g

j=—r j=—r

alt
Enfin, comme \ = Ao est supposé constant, en modifiant la constante K, on obtient I'inégalité
x

de stabilité forte :

-1

—anA « —anA A
YO L o WP S S

j=—r j=—r

O]

Dans toute la suite, on va donc uniquement se concentrer sur la résolution de (3.2) et la mise

en place de l'inégalité (3.3).

3.2 Analyse de I’équation intérieure

Dans toute cette section, on veut étudier les solutions de ’équation intérieure (3.2a) qui sont

dans £2. On ne s’occupe de la condition de bord (3.2b) qu’a partir de la Section 3.3.
On cherche donc & trouver les solutions (U i(2)); dans £2 de (3.2a) qui est une suite récurrente

linéaire d’ordre p + 7.
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3.2.1 Equation caractéristique

Pour exprimer les solutions de la suite récurrente linéaire (3.2a), on veut résoudre 1’équation

caractéristique suivante :

P
2Kk = Z apk"F (3.4)
k=—r
ou k est I'inconnue et z est un parametre. Dans toute la suite, on note k1(2), ...,k (z) respec-
tivement de multiplicité S, ..., By les racines de (3.4) se trouvant dans le disque unité ouvert.

Parfois, on note aussi (kj(2))}._; les racines dans le disque unité ouvert avec redondance, enfin on

note (/{k(z))zgi les racines avec redondance. On omet parfois la dépendance en z pour faciliter
la lecture de certaines expressions.

Les solutions de (3.4) sont alors de la forme suivante :

Vj = -, ﬁj('z) = Z Pfi(j)’ij + Z Qm(j)’ij + Z Rn(j)’ij) (35)

k| <1 |k|=1 |k[>1

ou chaque polynéme Py, Q. et R, est de degré 5 — 1 pour x de multiplicité 8 dans (3.4).

L’équation caractéristique (5.11) possede p + r racines k (comptées avec multiplicité) donc

D> (degPo+1)+ ) (degQu+1)+ > (degRo+1)=p+r-

|k|<1 |k|=1 |k|>1

Pour faciliter la lecture, on n’a pas écrit la dépendance des x en z, mais il faut bien com-

prendre que chaque racine k de (3.4) dépend du parametre z.

Ezemple 3.3. Si I’équation caractéristique (3.4) posséde quatre racines k telles que k; est de
multiplicité 2 et est dans le disque unité ouvert D, ko est de multiplicité 1 et est dans le disque
unité ouvert D, k3 est de multiplicité 3 et est sur le cercle unité S et k4 est de multiplicité 1 et

est dans U, alors les solutions de (3.4) s’écrivent

Viz—r, Uj(z)= (o + jao)K) + skl + (o + jas + jPae)K) + arkd.

Avec les notations de (3.5), on a Py, (X) = a1 + a2 X, Pey(X) = a3, Qs (X) = ag+ a5 X + g X >
et R,M(X) = Q.
Afin de savoir si la solution (U;(2)); est dans £2, on veut localiser les racines (kk(2))p 8

de (3.4). C’est l'objet de la sous-section suivante.

3.2.2 Lemme de Hersh

Le lemme de Hersh est introduit par Hersh dans [Her63] pour le cas continu. Ce lemme

permet de localiser les racines de (3.4).

Lemme 3.4 (Hersh). Si le schéma (3.1a) est Cauchy-stable et si |z| > 1, alors l’équation

caractéristique (3.4) :
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e ne posséde pas de racine k sur le cercle unité S.

e posséde 1 racines (comptées avec multiplicité) dans le disque unité ouvert D et p racines

(comptées avec multiplicité) dans U.

Pour que la solution (ﬁj(z)) ; soit dans 2, il faut que les polynémes R, de I'équation (3.5)
soient tous nuls. De plus, par le Lemme 3.4 (Hersh), on sait que pour |z| > 1 la somme sur les

|k| =1 de I'équation (3.5) est vide. Ainsi, pour |z| > 1, les solutions (U;(z)); de (3.2a), qui sont

dans ¢2, sont de la forme suivante :

M
Vjz> -, (7]‘(2’) = Z Pmk(z)(j)’%k(z)j (36)
k=1

ott M est le nombre de racines distinctes de (3.4) dans D et P, ;) est de degré B — 1 ou By, est

M
la multiplicité de ki (z) dans (3.4). On a, par le Lemme 3.4 (Hersh), que Z B =r.
k=1

Démonstration du Lemme 3./. Pour le premier point, par 'absurde, si £ = €’ € S est racine
de (3.4) pour |z| > 1, on a alors

P
|z| = Z are’®t| < 1
k=—r

par Cauchy-stabilité du schéma, ce qui contredit le fait que |z| > 1.

Pour le deuxiéme point, il suffit de compter le nombre de racines dans le disque unité ouvert
afin d’en déduire le nombre de racines dans U grace au premier point.

Par continuité des racines d’'un polyndéme par rapport & ces coefficients et comme il n’y a
aucune racine sur le cercle unité, on sait que, pour tout z € U, il y a un nombre constant fixé
de racines dans le disque unité ouvert. Il suffit donc de compter le nombre de racines x dans
le disque unité ouvert pour un certain z qui vérifie |z| > 1 afin d’avoir le résultat sur tout le
domaine U.

On va utiliser le théoréeme de Rouché (Théoreme A.5, page 202) pour compter le nombre de
racines de (3.4) dans le disque unité ouvert D). Avec les notations du Théoréme A.5, on pose
B(a,r) =D, T :0 € [0,2n] > ¥,

FR) =K"= (asy b appnt b ap®T) et g(m) = AT~ o
Etape 1 : Montrons que, pour |z| suffisamment grand, on a |g(k)| > 3 surS.

Pour k € S, on a

la_| la—|

2|

Ainsi, pour |z| > 2|a_,|, on a l'inégalité souhaitée.

90| > |1 -

-

2]
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Etape 2 : Montrons que, pour |z| suffisamment grand, on a |f(x) — g(x)| < & surS.

Pour k € S, on a

1 1 1 &
76 = 900)] = | Hampiam - )| < llarallel +o -+ laplleP ) € 7 Y ol
Jj=—r+1

P
Ainsi, pour |z| > 2 Z laj|, on a 'inégalité souhaitée.
j=—r+1

Etape 3 : Comptons le nombre de zéros de g dans D pour |z| suffisamment grand.
Par le théoreme de D’Alembert—Gauss, on sait que le polynéme g possede r racines comptées

avec multiplicité. Soit x une racine de g, on a donc

K = —a_p.

p
Pour || >2 Y |aj|, on a
j=-r
1
|k|" = —la_y| < 1.
2|

p
Ainsi, k € D. Donc, pour |z| > 2 Z la;|, les r racines de g sont dans D.

j=-r

Etape 4 : Conclusion.

Pour |z| > 2YP__ laj|, grice aux étapes 1 et 2, on a

lf(k) —g(k)| < = <|g(k)|] pour k €S.

N |

Donc, par le Théoreme A.5 (Rouché), le nombre de zéros (compté avec multiplicité) de f dans
le disque unité ouvert est égal a r (grace a I’étape 3).

Ainsi, pour tout z € U, ’équation (3.4) posséde r racines D et donc p racines dans U. ]

Les hypotheses de ce lemme peuvent étre relaxées. En effet, on peut simplement supposer
que z est dans la composante connexe infinie de C\ I" ot I' est la courbe du symbole définie a

la Définition 1.14 (page 32). En effet, par ’absurde, on a alors

p
Zz = are
~— Z k ’

¢r k=—r
N —
el

ce qui est absurde. La preuve pour compter les racines dans D est la méme que celle ci-dessus.

La Cauchy-stabilité impose que la courbe I' du symbole soit dans D, ainsi, pour |z| > 1, on est

76



3.2. Analyse de I’équation intérieure

dans la composante connexe infinie de C \ I'. On présente cette version plus générale dans les
deux Lemmes 5.4 (page 109) et 6.3 (page 147).

Monde de z Monde des &
Z - - — - - - T T =< - .
K - ~. K| pracines
X, X
K N dans U
, K A
/ K X \\
/ X \ X
I’ - \ K
k|7 racines dans D ||
‘\ !
\ /{/ /
\\ % // K
N K / KX
x 7T Tl X% .
K ~ K| pracines
\
/ N dans U
// K/X \\
/ K \
I X \
! |
. 1
y r racines dans D |
VK ! X
X K ! K
\ /
\ x X 'K
N K X K
S ~ b - ><
T e o p racines
kK K s dans U
X X X \
/ Y venant
1] —_— \
I r racines dans D Kok deUd
\ venant de D T~
\\ﬁ //
Xe—" //
N X K
AN R .7 X K
~ o _ - X

FIGURE 3.1 — Illustration du Lemme 3.4 : cas |z| > 1 (premiere ligne), cas |z| = 1let z ¢ T
(deuxiéme ligne) et cas z € I' ou le Lemme 3.4 ne s’applique pas (troisiéme ligne).

Dans la Figure 3.1, la premiére ligne illustre le Lemme 3.4 (Hersh), la deuxiéme illustre la
relaxation d’hypothése que I'on vient de mentionner ci-dessus et la troisieme ligne illustre un
cas ou les hypotheses du Lemme 3.4 (Hersh) ne sont pas réunies et ou il y a potentiellement des

racines de (3.4) sur le cercle unité S.

Proposition 3.5. Sous hypothése de Cauchy-stabilité, si zg est une valeur propre généralisée,

alors zo € SNT.

Démonstration. Par définition d’une valeur propre généralisée (Définition 1.21, page 36), on a

zp € S.
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Par labsurde, si zg ¢ T', par Cauchy-stabilité et comme zp € S, on sait que 2y est dans
la composante connexe infinie de C \ T', donc le Lemme 3.4 (Hersh) s’applique et par I’expres-
sion (3.6) des solutions ((7] (20));,0on a (ﬁj(zo))j € (2, donc zy ne peut pas étre une valeur propre

généralisée. n

3.2.3 Espace vectoriel des solutions dans ¢?> de I’équation intérieure

Pour tout z € U, on a vu en (3.6) qu'on peut écrire les solutions de (3.2a), qui sont dans £

sous la forme :

M
Viz—r, Uj(2) =Y Py (G)rr(z) (3.7)
P

ot les (kx)M | sont les r racines (avec multiplicité) de I’équation caractéristique (3.4) dans D.
On introduit alors le sous-espace vectoriel £5(z) de £2 des solutions de (3.2a) qui sont dans £2.
La notation £%(z) est la méme que celle de Coulombel dans [Coul3]. Par le Lemme 3.4 (Hersh),
I'espace £°(z) est de dimension 7.
Pour écrire expression (3.7) de la solution (U;(2)); € £%(2), on a utilisé la base composée

des r vecteurs suivants.

Ky —rKy T2/€ET (—r)ﬁk_lﬁgr
S I e I (—1)% !
1 1 0 0
, : C k=1,...,M. (3.8)
Rk Rk RE Rk
/{% 2/-{% 4/@% 261@—1,{%
H% 3/&% 9/12 SB’“_IR%

Notation 3.6. Soit —r < ¢ < j < oco. On introduit la matrice K;;(z) € Mj_iy1,(C) qui

contient l'extraction des lignes i & j (comprises) des r vecteurs de la base (3.8).

Ezemple 3.7. Soient r = 2 et z € U. Si les deux racines présentes dans D de (3.4) sont distinctes

k1(z) # Ka(z), alors par exemple la matrice K_51(z) s’écrit de la maniere suivante :

Si les deux racines dans D de (3.4) sont en fait qu'une racine double k(z), alors par exemple
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la matrice Ko 3(z) s’écrit de la manieére suivante :

1 0
K(z)  k(z)
Koa(z) = k(2)? 2k(2)?
k(2)? 3k(2)3

On remarque, par ces deux derniers exemples, que la base (3.8) et les matrices K; j(z) ne
sont pas continues en z. On discute plus en détails de cela dans les Section 5.2.1 (page 109) et
Section 6.2.1 (page 147).

La représentation de £°(z) choisie avec la base (3.8) n’a pas de bonnes propriétés de régu-
larité, cependant I'espace £°(z) posséde de bonnes propriétés de régularité. En effet, Coulombel
démontre dans [Coul3, Th. 4.3] que £%(z) a une structure de fibré vectoriel holomorphe sur U.
La preuve s’inspire du cas continu étudié par Métivier et Zumbrun [Mét00, MZ04]. On peut
trouver des précisions sur la notion de fibré vectoriel holomorphe dans le livre de Lang [Lan95].

Dans la suite, on va avoir besoin d’obtenir des estimations sur I, pour cela, il va falloir
étendre l'espace £°(z) sur le cercle unité.

Par continuité des racines x(z) de (3.4) par rapport a z, on peut prolonger les racines
(kk(2))PE7 de (3.4) pour z € S. Cependant, pour prolonger la base (3.8) et la notation K ;(z),
il faut sélectionner les racines issues des r racines (ky(z));_; venant du disque unité ouvert
quand |z| > 1. En effet, comme le montre la troisieme ligne de la Figure 3.1, les racines k
de (3.4) peuvent étre sur le cercle S et il peut y avoir des racines multiples dont une partie de
la multiplicité vient de D et l'autre vient de U.

Dans les simulations numériques, on est obligé de sélectionner les racines venant de I, on
donne une stratégie numérique pour les sélectionner en Section 7.1.1 (page 177).

Dans [Coul3, Th. 4.3], Coulombel a justifié que 'on peut étendre I'espace £°(z) de maniere

continue sur S et cela de maniére unique. On résume cela dans I’énoncé suivant.

Théoréme 3.8 ([Coul3]). On suppose que le schéma est Cauchy-stable. L’espace E%(z) est un
fibré wvectoriel holomorphe sur U et peut étre étendu continiment sur U et cela d’une unique

maniere.

On prolonge alors la notation K ;(z) de la Notation 3.6 sur I tout entier.

3.3 Déterminant de Kreiss—Lopatinskii

3.3.1 Intégration des conditions de bord

En injectant les solutions (ﬁ](z))J de la forme (3.7) de I’équation intérieure (3.2a) dans

I’équation de bord (3.2b), on obtient alors un systéme linéaire de r équations a r inconnues. Ce
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systeme peut s’écrire sous la forme

r -B Kfr,mfl(z) = (39)

r m

ou B € M, ,,(R) est la matrice définie en (1.14) (page 37) et les r inconnues o (2),...,a,(2)

sont les coefficients de (Uj(z)); écrits dans la base (3.8) de £°(z).

Pour que ce systéme soit inversible, il faut vérifier que le déterminant du systéme (3.9)
ne s’annule pas sur tout U. En effet, comme on va le voir & la Section 3.3.4, on veut une
minoration uniforme du module du déterminant sur U, donc on a besoin de regarder ces points
d’annulation aussi sur S. Ce déterminant est appelé déterminant de Kreiss—Lopatinskii, il est
utilisé dans [GKS72] et plus récemment dans [Gus08] et [GKO13].

Définition 3.9 (Déterminant de Kreiss—Lopatinskii). Le déterminant de Kreiss—Lopatinskii,

noté Akr,, est une fonction & valeurs complexes définie, pour tout z € U, par

Akr(2) ¥ det(K_,_1(2) — BKom_1(2)). (3.10)

Pour obtenir I’équation (3.10), on a simplement effectué un produit par blocs dans 1’équa-
tion (3.9). Cette vision du déterminant est celle utilisée dans le Chapitre 5 dédié a l'ar-
ticle [BLBS23a).

Dans la Définition 3.9, on a choisi une base arbitraire de 'espace £%(z) a travers la nota-
tion K_, ;,—1(2). On peut en fait définir de maniere plus informelle un déterminant de Kreiss—

Lopatinskii de la maniere suivante :
A1 (z) = det(Beq(2), ..., Ber(2))

ou ‘B est un encodage de la condition de bord et e1(z),...,er(2) est une base de £°(z).

3.3.2 Formulation alternative du déterminant de Kreiss—Lopatinskii

Si, au lieu d’utiliser la formulation (3.1) pour le schéma, on utilise la formulation (1.15)

décrite dans la Section 1.5.1 (page 37), le bord est encodé par 1’expression (1.16).

En passant (1.16) & la transformée en Z, on obtient alors ’expression suivante :

Uo(2) Uo(2) Go(2)
A 0 =Bl o = | (3.11)
Ur-1(2) Un-1(2) Gr—1(2)
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Dans cette vision du schéma, on travaille dans #?(N) et non plus dans £2 def 2([-r : —1JUN),
il faut donc adapter les définitions en faisant partir les sommes & j = 0 et en translatant les
indices [—r: —1] a [0 : r —1].

En injectant les solutions (U;(z)); de (3.2a) qui sont de la forme (3.7) dans I’équation (3.11),

on obtient alors le systéme suivant :

a1(2) 50(2)
(ZKo,rfl(Z) — BK(mel(Z)) = . (3.12)

ar(2) g~r71(z)

De cette équation, on en déduit une autre formulation pour le déterminant de Kreiss—

Lopatinskii.

Définition 3.10. Une deuxiéme formulation du déterminant de Kreiss—Lopatinskii (3.10) est

définie, pour tout z € U, par

def

A (2) € det(2K0,-1(2) — BKom-1(2)). (3.13)

Cette formulation du déterminant est celle utilisée dans le Chapitre 6 dédié a lar-
ticle [BLBS23b]. On justifie dans la proposition suivante 'utilisation de manieére indifférente
de Akr(z) ou de A%)J(z)

Proposition 3.11. Pour tout z € U, on a
(2) _ T
AKL(Z) = CL?TAKL(Z). (3.14)

Comme par hypotheése du schéma, a_, est non nul et est fixé, Ay (z) et A%)J(z) ont les

mémes propriétés de régularité et d’annulation.

Démonstration. On rappelle ’équation (1.17) qui fait le lien entre B et B :

a_p -+ a_j ap - oap 0 - e - 0

0 a_T_ a—r-i—l o aO o e ap O e 0
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On remarque aussi que par 1’équation intérieure du schéma, pour tout z € U, on a

Uo(2) » Uk (2)
z =)
U12)) 77 \Omil)
U_r(2) ap ap 0 Uo(z)
=4 +
U_1(z) a1 o ag - ap) \Upip1(2)
U_.(2) Up(2)
=4 + A
U-1(2) Um-1(2)

Ainsi, en utilisant la notation Kj j(z), on obtient

AR (2) = det(2Ko,-1(2) — BKom-1(2))
= det(2Ko,_1(2) — (A1 B + A3) Ko m-1(2))
= det(A1 Ky _1(2) + AsKom_1(2) — (A1 B+ A2)Kom-1(2))
= det(Ay(K_,._1(2) — BKom-1(2)))
= det(A;) det(K_,._1(2) — BKom_1(2)) = a’, Axw(2).

3.3.3 Introduction du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii

On souhaite que le déterminant de Kreiss—Lopatinskii posséde les mémes propriétés de régu-
r+p
Jj=1
noéme a coefficients holomorphes (3.4), il y a peu de chance qu’elles soient holomorphes, comme

larité que 'espace £°(z). Cependant, comme les racines (k;(z)). ] sont des racines d’un poly-

en témoigne I'exemple du polyndome X2 — z. Ainsi, les coefficients des matrices K; j(z) ne sont
pas holomorphes. Néanmoins, on sait que les fonctions symétriques des racines (/ij(z));i’f sont
holomorphes grace aux relations coefficients/racines des polynémes. Dans I'écriture de K j(z),
on a imposé un ordre arbitraire. Ainsi, afin de rendre ’expression Ak, plus symétrique en les x,
on va diviser par la quantité det Ky ,_1(z) qui utilise la méme permutation des racines . Cette

quantité est non nulle car les colonnes de Ky ,_1(z) forment une base.

Définition 3.12 (Déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii). Le déterminant intrinséque

de Kreiss—Lopatinskii A est défini, pour tout z € U, par

def det(K—’r—l( ) BK, m—l(z))
detKOT 1( ) .

Az) =
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De la méme facon que pour le déterminant de Kreiss—Lopatinskii, on peut définir le déter-

minant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii dans la deuxiéme formulation (3.13).

Proposition 3.13 (Deuxiéme formulation du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii).
Le déterminant intrinséque de Kreiss—Lopatinskii peut aussi étre défini, a un facteur a’, pres,

par

_ det(zKo,—1(2) — BKo,m—l(Z))’

Vzel, A(z) det Ko r—1(2)

(3.15)

L’étude de ce déterminant, notamment ses propriétés de régularité, sera traitée dans les deux
Chapitres 5 et 6.

3.3.4 Propriétés du déterminant

Proposition 3.14. Les deux fonctions Ay, et A ont les mémes zéros.

AKL (Z) D

Démonstration. Cela vient du fait que A(z) = TR ()

Les deux théorémes suivants font partie des principaux résultats de [BLBS23b], on en fera

les preuves complétes dans le Chapitre 6 a la Section 6.3 (page 153).

Théoréme 3.15. L’application z — Ko,m,l(z)K(;Tl_l(z) est holomorphe sur U, continue sur U

et est bornée sur U.

Théoréme 3.16. L’application z — A(z) est holomorphe sur U, continue sur U. De plus, le

déterminant intrinséque de Kreiss—Lopatinskii vérifie :

A~ 2"

|z]—o0

La preuve de ce résultat vient du fait qu’on peut écrire le déterminant intrinseque de Kreiss—

Lopatinskii (3.15) de la maniére suivante :
_ 1 _
A(2) = det (21, — BKou-1(2)Kq ) 1(2)) = 2" det (Ir - ZBKO,ml(z)KO;_I(z)) |

Proposition 3.17. Soit R > 1. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Pour tout z € {1 < |z| < R}, on a |A(2)| # 0.

(ii) Il existe K > 0 tel que, pour tout z € {1 < |z] < R}, on a |A(2)| > K.

Démonstration. | (i) = (1) | L’application z € {1 < |2| < R} — |A(z)] €]0, +00] est continue
sur le compact {1 < |z| < R} par le Théoréme 3.16, donc atteint ses bornes ; sa borne inférieure
donne la constante K.

(19) = (4) | On sait que pour z € {1 < |z| < R}, on a |A(z)| # 0. Pour tout z tel que |z| =1,
il existe une suite z, — z avec z, € {1 < |z| < R} pour tout n € N et |A(z,)| > K pour tout

n € N. On a le résultat en passant a la limite. O
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Proposition 3.18. Si A(2) # 0 pour tout z € U, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que
Vzel, |A(z)]>=ec

Démonstration. Par le Théoreme 3.16, on a |A(z)] ﬁ +00. Ainsi, il existe R > 0 tel que
Z|—00

pour tout |z| > R, on a |A(z)| > 1. De plus, A(z) # 0 sur {1 < |z| < R}, donc, par la

Proposition 3.17, il existe K > 0 tel que |A(z)| > K pour tout z € {1 < |z| < R}. Ainsi, en

posant ¢ = min(K, 1) > 0, on a le résultat voulu. O

3.4 Condition de Kreiss—Lopatinskii uniforme

On veut montrer que la minoration du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii permet
d’obtenir la formulation résolvante (3.3) de la stabilité forte. Dans un premier temps, on va
introduire la condition de Kreiss—Lopatinskii uniforme. Cette condition tient son nom du cas
continu comme on peut le voir dans [BGS06]. Pour le cas discret, elle est étudiée dans les
livres [Gus08] et [GKO13].

3.4.1 Définition

Definition 3.19 (Condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme). Un schéma de la forme (3.2)
vérifie la condition de Kreiss—Lopatinskii uniforme s’il existe une constante K telle que pour

tout (g;j(z));, pour toute solution (U;(z)); de (3.2), on a

-1 -1
veel, UK Y G (3.16)

j=-r j=-r

3.4.2 Théoréme de la couronne uniforme

Le théoreme suivant permet de localiser I’étude de la condition de Kreiss—Lopatinskii uni-
forme au voisinage du cercle unité. En effet, on peut traduire le théoréme suivant par : pour un

certain rang Ry > 1, le déterminant de Kreiss—Lopatinskii ne s’annule pas sur {|z| > Ro}.

Théoréme 3.20. Il existe Ry > 1 tel qu’il existe une constante K vérifiant : pour tout (g;(z));,

pour toute solution (Uj(z)); de (3.2), on a

+oo -1
izl > Ro, D Ui(:)P <K Y 1g;(2). (3.17)

j:—fr j:77'

La preuve suivante s’inspire de [Coul3, Lem. 3.3].

Démonstration. On munit I'espace £2 dof 2([-r : —1] UN) de la norme ||W||? of ;r;“ir |W;|?
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et on pose les applications linéaires suivantes :

L(z) W el — L)W e et Lo:WEeELP— LW e

ol
SN
Wj= > ax-Weyj j20,
(L(z)W); = T
Wj — Z bj’ka JjE [[—T‘ : —1]],
k=0
et (LOOW)j = m—1
Wi = bjWi je[-r:—1].
k=0
On va utiliser la notation ||| - ||| pour les normes d’opérateurs. On remarque que l’applica-

tion L., est inversible car elle est linéaire, continue et bijective. Ainsi, on va pouvoir utiliser
-1
Lo I]-

Etape 1 : Controle de |||Loo — L(2)]|].

On observe que

0 jel-r:—1]
Ainsi,
2
) oo | P 400 » p )
|2((Loo = LE)M)IP =D 1 > Wiyl <D (p+7) max [ag| > Wiyl
7=0 |k=—7r 7=0 k=—r

+oo
< (p+r)° i fag| Y W52,

j=-r
On pose alors la constante C' &t (p+1)? in%x |ak|. On a donc
=—r
C
Lo = LI < Bk (3.18)
Etape 2 : Montrons que si |||H||| < 1, alors I — H est inversible.
400
L’ensemble £(£2) est un espace de Banach pour la norme ||| - |||. Ainsi, ’application Z H"
n=0
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est bien définie (car la série est normalement convergente). On a alors, pour tout N € N,

—
—0
N—+oo

N
(I-H)o) H"=1- "'
n=0

+oo
De méme pour I'inverse & gauche. Ainsi, I — H est inversible, d’inverse E "

n=0

Etape 3 : Montrons que, pour tout |z| > C|||L:||, L(z) est inversible.

On a
L) = oo = (Lo = L(z) = Lo (I = L (Low = L(2)))
inversible

Or, pour tout |z| > C|||L2|||, par (3.18), on a

<

11255 (Lo = LN < LI 1 Loo = L2 < IHL(ZJIIHZ|

< 1.

Donc, par I'étape 2, I'application I — L (Lo — L(z)) est inversible. L’étape 3 vient de montrer

que pour tout |z| > C|||L2]||, les équations (3.2) admettent une unique solution dans ¢2.

Etape 4 : Controle de la norme de linverse L(z) pour |z| > 2C|||LZ1||.
Pour |z| > 2C|||LZ}|||, on a

L) = 1 = L (Loo = L)) T LI < T = Lag (Lo — L(2))) ML
“+o00 —+00 n
<DL (Loo = L™ LT <Y (IHLQJHI [ Loo —L(Z)IH) L]
n=0 n=0
X -1 c\" -1 = -n -1 -1
<> IHLOOIHQ L < Do 27 LI < 2N LI
n=0 n=0

Etape 5 : Conclusion.

Ainsi, on pose Ry = 2C|||LZ!]||- Soit une solution (U;(z)); de (3.2), on a

- 0 j=0,

gi(z) jel-r:-1]

Donc, par étape 4, on a pour tout |z| > Ry, I'inégalité

+oo —1
D TP < 2L D2 1952

j=—r j=—r
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Remarque 3.21. La constante Ry du Théoréme 3.20 a la forme explicite suivante :

def
Ro = 2(p -+ r Pangxla (1 (m -+ 1maxlbyl ).
.j7
3.4.3 Lien avec le déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii
Le théoreme suivant permet de justifier que dans les Chapitres 5 et 6, on cherche a savoir
combien de fois le déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii s’annule sur i/, puisque cela

permet de vérifier si la condition de Kreiss—Lopatinskii uniforme est satisfaite.
Théoréme 3.22. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) le déterminant intrinséque de Kreiss—Lopatinskii A ne s’annule pas sur U.
(ii) la condition de Kreiss—Lopatinskii uniforme (3.16) est satisfaite.
Ce théoréme est présent dans les livres [Gus08] et [GKO13] mais démontré dans le cas semi-

discret. On en donne ici une preuve dans le cas discret utilisant les notations introduites dans

ce chapitre.

Démonstration. Dans cette preuve, on utilise la formulation (3.15) pour le déterminant intrin-
seque de Kreiss—Lopatinskii.

(1) = (i7) | On rappelle que

Uo(z) Uo(2) a_p - a1\ (Gor

On sait que

_ det(2Ko,—1(2) — BKom-1(2))
det KO,r—l(Z)

A(z) = det((2Kor—1(2) — Bngm_l(z))KO_ﬂLl(z)).

De plus, on a

aq Uo J—r aq
Kor1| ¢ | = et | 1 | =AT (2Ko,1(2) = BKom_1(2)) | ¢ |- (3.19)
Q. U1 Jg—1 ay
Ainsi, on a
9-r Uo
= A7 (2Kop-1(2) — BKom-1(2))Kq -1 (2)
g-1 Up_y
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En étudiant I'application ¢, : ([70, e ﬁr_l) — (g—ry.-.,g-1), On &

|[Com((2Kop,—1 — BKo,m—l)Ko_}q)H
|A(2)]

loz Il < [lAa

Or, par le Théoreéme 3.15, la fonction z — K()’m_lKO_;_l est continue sur {1 < |z|] < Ro}
ou Ry est la constante du Théoreme 3.20. Ainsi, les normes du numérateurs sont majorées sur
{1 < |z| < Ro} et par la Proposition 3.18, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout
2z €U, on a |A(2)| > c. Donc la quantité ||¢; 1| est majorée par une constante uniformément

sur {1 < |z| < Ro}. Appelons cette constante Kj. On a alors

r—1 —1
v:e (1<l <R} Y ITEP <K Y G (3.20)
=0 j=—r
Pour avoir un controle de (U j(z))j_:lfr, on veut étudier la matrice K, —1(z) K. 1 (2) puisque
U_(2) Uo(2)
— K ()KL (2)
U_1(z) Ur—1(2)

La preuve du Théoréme 3.15, qui donne un contrdle uniforme sur || Ko ;,—1(2) K, L (2)]], peut
étre adaptée pour étudier la quantité [[K_, —1(2) Ky, 1 (2)|| et en donner un contrdle uniforme

en z. Ainsi, il existe une constante Ks telle que

—1 r—1
vze 1<l <R}, Y TP < KoY (U0 (3.21)
j=—r j=0
En utilisant les deux inégalités (3.20) et (3.21) et le théoreme de la couronne uniforme (Théo-
reme 3.20), on obtient la condition de Kreiss—Lopatinskii uniforme (3.16).

(11) = (i) | Par contraposée, si A s’annule en un point z € U, alors Ak, s’annule aussi en z.
Ainsi, pour (gj); = 0, le systeme (3.9) possede une solution non nulle. II est alors impossible
d’obtenir I'inégalité (3.16) car le membre de gauche est non nul et le membre de droite est nul.
De plus, si A s’annule en un point z € S, le déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii ne
pourra pas étre minoré uniformément au voisinage de z, donc la constante K de la condition de

Kreiss—Lopatinskii uniforme ne pourra pas étre bornée uniformément en z. O

3.5 Deuxieme version du théoréme de Kreiss

3.5.1 Enoncé

On donne une deuxiéme version du théoreme de Kreiss (apres celle du Théoréeme 1.22,

page 36) qui présente une deuxieéme condition nécessaire et suffisante pour la stabilité forte,
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grace a 'utilisation de la Proposition 3.2 (page 72).

Théoréme 3.23 (Kreiss 2). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) le schéma (3.2) est stable au sens de la Définition 3.1.

(i) la condition de Kreiss—Lopatinskii uniforme (3.16) est satisfaite.

La preuve de ce théoreme utilise les symétriseurs de Kreiss, comme cela est présenté par
Coulombel [Coul3]. Dans la suite, on va en donner une preuve plus élémentaire dans le cas
particulier ott les racines (x;(2))j_; de (3.4) localisées dans le disque unité sont simples.

Le Théoreme 3.22 nous donne une troisieme condition nécessaire et suffisante pour avoir la

stabilité forte.

Corollaire 3.24. Le schéma (3.1) est fortement stable si et seulement si le déterminant intrin-

séque de Kreiss—Lopatinskii A ne s’annule pas sur U.

Ce corollaire est primordial dans I’étude faite dans les Chapitres 5 et 6 ou on va étudier les

zéros du déterminant intrinséque de Kreiss—Lopatinskii.

3.5.2 Démonstration du théoréme de Kreiss

Démonstration de| (i) = (ii)| du Théoréme 3.23. On peut remarquer que la condition de
Kreiss—Lopatinskii uniforme est incluse dans l'inégalité de stabilité (3.3), donc la condition de

Kreiss—Lopatinskii uniforme est immédiatement satisfaite. O

L’autre implication | (ii) = (i) | est plus technique et peut étre trouvée dans [Coul3], elle
utilise les symétriseurs de Kreiss étudiés (pour le cas continu) dans [Mét00, MZ04]. Dans [Coul3],
le cadre est plus général, Coulombel traite les schémas multipas pour des systémes de taille N.
Ici, on traite les schémas a un pas pour une équation scalaire. Dans toute la suite de cette
sous-section, on va faire une preuve plus élémentaire de cette implication dans le cas ou les
racines (r;)7_; de (3.4) localisées dans le disque unité sont simples, 4.e. les racines (x;)7_, sont
distinctes.

Le Théoreme 3.25 ne sera utilisé que dans le cas de racines simples mais on a préféré donner
une forme générale qui traite aussi le cas de multiplicité dans ’espoir de pouvoir traiter le cas

de racines multiples avec une preuve plus élémentaire.

Théoréme 3.25. Soit R > 1. Soit 0 < n < R. Soit zp € C tel que |z0| = 1 +n et Kko(z0) une

racine de (3.4) de multiplicité 3. On a alors

lk0(z0)] < 1 — Cn

p

p— du schéma.

avec C > 0 ne dépendant que de R, v, p et les coefficients (a;)
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Monde des z Monde des &

FIGURE 3.2 — Illustration de la preuve du Théoreme 3.25.

Démonstration. Préliminaires : on pose, pour tout 5 € [1: 7],

1
B
Cjs = min - (Hﬁfl),(ﬁ,_ L)' . . : 11 : (3.22)
j=1 |a,j| G—1)! -2i+8 +Zj:1 ‘%|W 2R5B

De plus, on pose la constante suivante :

T
C =minCpy (3.23)
B=1
p .
qui sera la constante de I’énoncé. On utilise le symbole v donné par v : k — Z a;K’.
j=-r

On rappelle la formule de Taylor-reste intégral :

7)!(5 _ 50)57(5)((1 — t)ko + tr)dt.

De plus, les dérivées successives de la fonction «y sont, pour tout g € [1 : 7], pour tout v € C,

@y N~, ypdtB=D L G
vy (I/)jzla_]( 1) G- Vj+’8+jzlaj(j_6+1)!yj .

Commencgons la preuve. Raisonnons par ’absurde. Soit une racine ko(zp) de (3.4) de multi-
1 1
plicité 3 telle que |ko(20)| €]1 — Cn?,1]. On note kg pour ko(zp) et 6 pour Cn? comme dans la
Figure 3.2.

On choisit un élément x € S N B(kg,d). On pose z = (k).
Montrons que z € B(zg,n). Pour cela, on va utiliser la formule de Taylor-reste intégral en se

souvenant que 7*) (k) = 0 pour tout k € [1 : g — 1] par définition de la multiplicité 5 de k.
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De plus, comme |rg| €]1 —6,1] et |k| =1, on a
Ve e [0,1], |(1—t)ro+ tr| €)1 —5,1]. (3.24)
D’ou

|z — 20| = |7(Kk) — (ko)

- /01 w(ﬂ — 10) YO = t)ko + tr)dt

(B—1)!
|k — kol? [ G+B-1 1 o 5!
(3§4> =) (Z‘ R —6)]'%*2’“”(1—/3“)!)
]—'_B ) J+8 a j'
(%22) (Z‘ —J’ ) 2 +JZ:1’J’( ,8+ ))

(323)

J+ﬁ G+B-1!_; J!
'(Z‘_J’ —1)! 2+MZ’G’J’( 5+1)><§ "

Jj=1 2)

Ainsi, on a
2| = [l20] = |z = 20|l = 1+ 71 = [z = 20[ > 1.
Par le Lemme 3.4 (Hersh), comme |z| > 1, aucune racine de (3.4) n’est sur le cercle unité. Cela

contredit le fait que x € S et y(k) = z. On a donc le résultat voulu. O

Théoréeme 3.26. Soit R > 1. Dans le cas ou les racines (/fj);»:l sont simples, il existe une

constante K telle que pour tout z € C vérifiant 1 < |z| < R, on a
+oo —1
(2l =D <K Y 1gi (=) (3.25)
7=0 j=—r

Démonstration. Soit z € U. Commes les racines (k;) de (3.4) localisées dans le disque unité sont

supposées simples, les solutions (UN'](Z)) j peuvent s’écrire
__ T
Viz—r, Uj(z) = Z ag(z)ky(2)

ot k1(2),...,kr(z) sont les racines de (3.4), toutes de multiplicité 1. Cette formule correspond
a la forme (3.7) des solutions (@;(z))]

L’équation (3.19) nous permet de majorer la somme des carrés des (ax(2))g :

> fax(a)P? < Al CnER 0 Bonu)l 5
& el

Z e

k=—r
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Comme les racines £ (z) sont supposées simples, la quantité Aky, est continue, puisque les racines

(kj(2)); le sont. La Proposition 3.18 s’applique alors aussi & Agy,. Ainsi, comme la fonction

2+ 2Ky y—1 — BKom-1 est continue sur le compact {1 < |z| < R}, on a une constante C’ telle
que

T -1

Yol <C Y |a(2)

k=1 k=—r

On a alors
2
Uj(2)|* = TSUP |57.(2)]” Z ok (2

—1
<O T @ st ()P
k=—r =

En utilisant le Théoréme 3.25, on a pour toute racine kg (z) I'inégalité suivante :
[kr(2)] < 1=C(l2] = 1)

avec C la constante venant du Théoréme 3.25. Ainsi, on obtient

oo —1 oo .
Il = D) ST R <rC S [Ge(=) P2 - 1) 301 = C(J2] - 1))
=0 k=—r j=0
/ - —~ 2 ’Z| -1
<r¢ 2 ey
; —1
< gk:z Ge(z)P
2| -1 _ 2| -1 B 1 1

O]

puisque

(-0~ DP G~ DR-C(:| - D] C+C0-C(-1) S

Remarque 3.27. Malheureusement, la preuve ne s’étend pas facilement au cas de racines mul-
tiples. En effet, si on essaye par exemple de faire le méme calcul mais avec une racine k qui
serait double. On a alors |k| < 1 — C(|z| — 1)'/2 par le Théoréme 3.25 et on veut controler la

quantité suivante :

+o00 )
(2l = 1) > 2 1sl¥.
j=0
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En posant n = |z| — 1, on obtient

—+o00 ) 400 ) “+o00 )
0> 2K =056 = DI +0d bkl
j=0 j=0 j=0
_ 2k n|[?
(1—1k2)3 " (1—1k2)?
2n(1 — Cnz ) N (1 — Cn3)?
B0 - ) (20 — Cp2 )2

et cette quantité tend vers I'infini quand 7 tend vers 0. Ce probléme s’empire quand la multiplicité

augmente.

On utilise maintenant le Théoréme 3.26 pour finir de démontrer le Théoreme 3.23 (Kreiss).

Démonstration de | (i1) = (i) | du Théoréme 3.23 de Kreiss dans le cas de racines distinctes.
Soit z € U. Soit Ry la constante du Théoréme 3.20 de la couronne uniforme.
Si |z| > Ry, le Théoreme 3.20 nous donne que
+oo N -1
DU <Ky ) gi(=)P.
j=0

j=—r

Ainsi, on a

-1
Ui (=) < K1) |gi(2)>
7=0 j=-r

Si 1< |z| < Ry, on utilise le Théoréme 3.26, afin d’obtenir,

‘Z|_1+oo/v +oo -1 N
P DTGP < (12l = 1) DU (2)P < Ko Y 1g5(2))3
j=0 3=0 j=-r

En prenant K = Ky + max(Kj, K3) ou Ky est la constante de la condition de Kreiss—

Lopatinskii uniforme (ii), on a alors I'inégalité de stabilité (3.3) souhaitée. O
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CHAPITRE 4

REVUE DE LA STABILITE ET
PRESENTATION DES CONTRIBUTIONS

Le but de la thése est d’étudier la stabilité des schémas d’ordres élévés, théoriquement et

numériquement.

4.1 Bilan de la discussion sur la stabilité

Dans le premier chapitre, on a présenté 'inégalité de la stabilité forte (Définition 1.16 a
la page 34) ainsi qu'une premiere condition nécessaire et suffisante pour obtenir cette stabilité
utilisant les notions de valeurs propres et valeurs propres généralisées qui ont été utiles dans le
Chapitre 2 et dans le Chapitre 3. Dans le Chapitre 2, on a voulu faire le lien entre ces valeurs
propres et valeurs propres généralisées avec les matrices Toeplitz et quasi-Toeplitz associées aux
schémas. Cela a permis d’identifier plusieurs questions ouvertes de la littérature. Les difficultés
a y répondre que 'on présente dans le Chapitre 2 nous ont menés vers I’étude de la théorie
GKS présentée dans le troisieme chapitre. On y introduit notamment une nouvelle notion :
le déterminant intrinséque de Kreiss—Lopatinskii qui s’appuie sur le déterminant de Kreiss—
Lopatinskii déja existant dans la littérature. On a donné une deuxiéme condition nécessaire et
suffisante pour obtenir la stabilité forte utilisant la condition de Kreiss—Lopatinskii uniforme
et, grace au Corollaire 3.24, on sait que le schéma est fortement stable si et seulement si le
déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii ne s’annule pas sur #. On veut donc étudier les
potentiels zéros de ce déterminant.

Une premiére stratégie numérique serait de tracer le module du déterminant et d’essayer de
voir ou celui-ci s’annule. On obtient alors la Figure 4.1.

Il y a plusieurs problemes avec la représentation de la Figure 4.1 :

e on ne peut pas représenter tout U, cependant en utilisant le Théoréme 3.20 (Couronne
uniforme), il suffit d’étudier les zéros du déterminant dans une couronne autour du cercle
unité.

e on ne peut pas dire avec précision si le déterminant s’annule ou non.

De plus, on va comprendre que le schéma de Beam-Warming avec S2ILW3 est instable pour

A = 1.4 et stable pour A = 1.6 (voir Figure 4.3), ce qui n’est pas flagrant sur la Figure 4.1.
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A=14 A=1.6
3 3
60
2 2
r'y
50
1 1
2 0
0 0
20
-1 -1
2
10
2 o 2
— -2 - 0 1 2 3 — -2 -1 0 1 2 3

FIGURE 4.1 — Module du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii pour le schéma Beam-
Warming (1.22) muni de S2ILW3.

]

Pour étudier les zéros du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii, on va d’abord en

étudier la régularité.

4.2 Holomorphie et continuité du déterminant intrinseque de

Kreiss—Lopatinskii

Dans le cas particulier des schémas totalement décentrés (i.e. lorsque p = 0), on a une

formule explicite du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii.

Théoréme 4.1 ([BLBS23a]). Sous de bonnes hypothéses, le déterminant intrinséque de Kreiss—

Lopatinskii A a la forme suivante :

Veell, Alz) = (—1)m) detC(z)( O ) )
ag — =

ot det C'(2) est un polynome en z constructible et dépendant uniquement des coefficients (aj)(])-:%

et de la matrice de bord B.

Ce résultat est démontré en Section 5.3 (page 116). Tout le Chapitre 5, dédié a Dar-
ticle [BLBS23a], se place dans le cadre des schémas totalement décentrés. Le Théoréme 4.1
permet de comprendre que A est holomorphe sur & et continu sur U, ce qui correspond aux
propriétés de £%(z) (voir Théoreme 3.8, page 79).

Dans le cas général, on a aussi un théoreme de régularité du déterminant intrinseque de

Kreiss—Lopatinskii.

Théoréme 4.2 ([BLBS23b]). Sous hypothése de Cauchy-stabilité, le déterminant intrinséque de

Kreiss—Lopatinskii A est holomorphe sur U et continu sur U.
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Ce résultat est démontré en Section 6.3 (page 153). Tout le Chapitre 6, dédié a l'ar-
ticle [BLBS23b], traite ce cas. Cette fois-ci, on n’a pas de formule explicite du déterminant
intrinseque de Kreiss—Lopatinskii mais on a une reformulation qui permet de pouvoir tracer nu-
mériquement le déterminant (voir (6.27), page 157). Cela est utile d’un point de vue numérique

pour pouvoir conclure sur la stabilité du schéma, comme on le voit dans la section suivante.

4.3 Stratégie numérique pour conclure sur la stabilité

Grace a la régularité du déterminant de Kreiss—Lopatinskii, on peut utiliser le théoreme
des résidus afin de compter le nombre de zéros d’une fonction (voir principe de I’argument en
Théoreme A.3, page 200).

On utilise la courbe A(S) définie par :

AS) & {0 € [0,27] = A(e?)}.
Théoréme 4.3 ([BLBS23a, BLBS23b]). Sous hypothése de Cauchy-stabilité, si 0 ¢ A(S), alors
léquation A(z) = 0 posséde m — Inds)(0) 2éros dans U.

11 faut donc tracer la courbe A(S) du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii pour
pouvoir vérifier que A ne s’annule pas sur S, puis compter le nombre de zéros de A dans U.
C’est l'objet des Méthode 5.19 et Méthode 6.15 (pages 116 et 153).

—A=14
A=1.6

(EREAN
L

0.5 -

oy

—0.5 -

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

FIGURE 4.2 — Courbe A(S) du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii pour le schéma
Beam-Warming (1.22) muni de S2ILW3.
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La Figure 4.2 permet de voir que le schéma de Beam-Warming muni de S2ILW3 n’est pas
fortement stable pour A = 1.4. En effet, la courbe A(S) ne fait aucun tour autour de l'origine,
donc Inda ) (0) = 0, ainsi par le Théoreme 4.3, le déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii
s’annule deux fois (puisque r = 2 pour le schéma de Beam-Warming). A contrario pour A = 1.6,
la courbe A(S) tourne deux fois autour de 'origine, donc le déterminant intrinseque de Kreiss—

Lopatinskii ne s’annule ni sur S ni dans /. Ainsi, le schéma est fortement stable pour A = 1.6.

Le Chapitre 7 donne des outils numériques pour automatiser I’étude de la courbe A(S),
notamment en utilisant un algorithme pour calculer 'indice complexe d’une courbe. Ainsi, on
peut calculer la quantité r —Inds)(0) en fonction de A, ce qui est représenté en Figure 4.3 pour

le schéma Beam-Warming muni de S2ILW3.

2,

1.5 -

1-

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

FIGURE 4.3 — Nombre de zéros de A dans U pour le schéma Beam-Warming (1.22) muni de
S2ILW3.
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Chapitre 5 — Stability of one-step explicit totally upwind schemes

Ce chapitre est dédié a larticle [BLBS23a] : On the stability of totally upwind schemes for
the hyperbolic initial boundary value problem écrit avec Benjamin BOUTIN et Nicolas SEGUIN
et accepté dans le journal IMA Journal of Numerical Analysis. On a mentionné dans la partie

précédente comment le contenu de ce chapitre s’insere dans la littérature.
RESUME.

Dans cet article, on présente une stratégie numérique permettant de conclure sur la stabilité forte
d’un schéma explicite a un pas totalement décentré avec conditions de bord numérique. Toute
I’étude est faite sur le modele jouet de I’équation de transport en dimension 1. La stabilité forte
est étudiée sous le prisme de la théorie GKS et du théoréeme de Kreiss. On introduit et on donne
une formule explicite d’un nouvel outil : le déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii qui
posséde de meilleures propriétés de régularité que le déterminant de Kreiss—Lopatinskii classique.
En utilisant des résultats standards d’analyse complexe et d’algebre linéaire, on peut relier le
caractere stable du schéma au calcul de I'indice complexe d’une courbe, ce qui est numériquement
robuste et peu cotiteux. Cette étude est illustrée par le schéma de Beam-Warming muni de bords
définis par une procédure Lax-Wendroff inverse simplifiée. Enfin, on traite le cas ou le maillage

ne coincide pas avec la condition de bord physique.

La Section 5.6 (page 135) fournit des preuves plus completes des résultats de l'article. No-
tamment, on mentionne les preuves du principe de I’argument utilisé dans la démonstration du
Corollaire 5.15 et du théoréme de Rouché utile pour la démonstration du Lemme 5.4 (Hersh). On
fait explicitement les démonstrations des deux Lemmes 5.25 et 5.26 et on donne une preuve plus
détaillée du Lemme 5.27. Pour conclure le chapitre, on donne une généralisation du Lemme 5.21
qui a, a la fois, motivé I’étude du cas particulier p = 0 (totalement décentré) et, a la fois, donné

une piste pour I’étude du cas général dans l'article [BLBS23b] qui fait I’objet du Chapitre 6.
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5.1. Introduction

ON THE STABILITY OF TOTALLY UPWIND SCHEMES FOR THE
HYPERBOLIC INITIAL BOUNDARY VALUE PROBLEM

ABSTRACT.

In this paper, we present a numerical strategy to check the strong stability
(or GKS-stability) of one-step explicit totally upwind schemes in 1D with numer-
ical boundary conditions. The underlying approximated continuous problem is the
one-dimensional advection equation. The strong stability is studied using the Kreiss—
Lopatinskii theory. We introduce a new tool, the intrinsic Kreiss—Lopatinskii determi-
nant, which possesses remarkable regularity properties. By applying standard results
of complex analysis, we are able to relate the strong stability of numerical schemes
to the computation of a winding number, which is robust and cheap. The study
is illustrated with the Beam-Warming scheme together with the simplified inverse
Lax-Wendroff procedure at the boundary.

5.1 Introduction

5.1.1 Motivations

The purpose of this work is to establish an efficient numerical strategy to determine whether a
given finite difference method on the half line is stable or not. More precisely, the study is focused
on a certain subclass of explicit one-step linear finite difference schemes, specified hereafter. We
restrict our attention to the approximation of a rightgoing linear advection equation set on the

positive real axis:

ou+ad,u=0, t=
u(t,0) = g(t), 130, (5.1)
u(0,2) = f(x), x>0,

where u(t,z) € R. The velocity is assumed to be positive a > 0 so that at the inflow boundary

located at the point x = 0, a physical boundary datum g is prescribed.

Let us first recall some general ideas and historical context. As a central idea in numerical
analysis, the Lax equivalence theorem [LR56] asserts that a consistent scheme is convergent if
and only if it is stable. Therefore, all along the paper only consistent numerical schemes are
considered, and the discussion concentrates only on their stability issues. While the Cauchy-
stability for the space-periodic problem is easily handled with the Fourier symbolic analysis and
the so-called Von-Neumann stability analysis, the case with boundaries is significantly trickier.
Indeed, the presence of (unphysical) numerical boundary conditions forms another kind of in-
stabilities. The normal mode analysis, directly related to the work by Godunov and Ryabenkii
[GR63], is the classic way to comprehend those kinds of instabilities. Deepening this analysis

with resolvent estimates and Laplace transform leads to the notion of GKS-stability [GKST72]

//,,
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Chapitre 5 — Stability of one-step explicit totally upwind schemes

(sometimes called strong stability, see Definition 5.2 hereafter). This notion is actually the most
robust one concerning the stability of initial boundary value numerical methods, since this sta-
bility property is stable by perturbations and makes use of the same norms for the solution
and for the data itself. These features make possible further extensions to more general cases
(e.g. nonlinearities), as it is done for the initial boundary value problem in the case of par-
tial differential equations [BGSO06]. In this setting, the Kreiss theorem (see Theorem 5.3 later)
expresses a necessary and sufficient condition for strong stability by the use of the so-called
Uniform Kreiss-Lopatinskii Condition. When this condition fails, the corresponding instabilities
may be interpreted as numerical wave packets with exponential growth in time and/or bad group
velocities (see Trefethen [Tre83, Tre84]). Some sketches of the strong stability theory will be un-
folded later on, but we refer the interested reader to the monograph [Gus08] by Gustafsson and
[GKO13] by Gustafsson, Kreiss and Oliger for a more complete overview of the GKS-stability
theory.

The GKS-stability theory is not used so often in the numerical analysis literature. The reason
is that the Uniform Kreiss-Lopatinskii Condition requires the search for the vanishing points of
the Kreiss-Lopatinskii determinant, which is a complex-valued function defined on {|z| > 1}.
Except for some particular numerical schemes and boundary conditions, this determinant is not
known explicitly. Indeed, the complexity of the underlying algebra rapidly increases as the size
of stencil increase. As an example, Thuné develop in [Thu86] a software system for investigating
the GKS-stability. Nevertheless, the method requires the numerical approximate computation
of the roots of some parameterized characteristic polynomial equation, and may be expensive in
terms of CPU time. In order to tackle the stability properties of the discrete initial boundary
value problem, some other strategies are available in the literature. Among them, the most
natural approach is based on the spectral properties of the operator corresponding to the time-
iteration in the numerical scheme. For a large but finite grid of size J, it is represented by
a matrix T of size J. It is a banded Toeplitz or a quasi-Toeplitz matrix depending on the
boundary conditions under consideration. Beam and Warming [BW93] study the asymptotic
spectra of such matrices in the limit of large J. Roughly speaking, the stability properties are
then related to the uniform boundedness of the powers of the matrix 7'y, known as the Kreiss
matrix Theorem [TE05, Chap 18]. Nevertheless, the main difficulty is to also guarantee another
uniform boundedness property, with respect to the dimension J. The uniform boundedness is not
easy to characterize by spectral properties. Some specialized tools exist to that aim: resolvent
estimates and e-pseudospectrum. For a wide overview of the Kreiss matrix Theorem and its
relationship with resolvent estimates and with the central notion of e-pseudospectrum [BS00,
STWO02], we refer the reader to the book by Trefethen and Embree [TE05]. Nonetheless, to
our knowledge, the link between GKS-instabilities and the pseudospectrum of the family of
quasi-Toeplitz matrices associated to a given scheme is still not completely understood. In the

numerical analysis literature, a first attempt thus consists in considering only grids with a large
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5.1. Introduction

but fixed size J. The postulate is that the asymptotic spectral properties are then already
available. This strategy has been used by Dakin, Despres and Jouen [DDJ18] for analyzing some

specific boundary conditions that we will again consider with our own method in the present

paper.

In the present work, the selected strategy is based on the Uniform Kreiss-Lopatinskii Condi-
tion and the search of the vanishing points of the corresponding Kreiss-Lopatinskii determinant,
that is a function of the complex parameter z defined for |z| > 1. Instead of using the Kreiss-
Lopatinskii determinant, we define the intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant that shares the
same zeros with the Kreiss-Lopatinskii determinant. The main result of the paper (Theorem 5.13)
yields an explicit formula for the intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant, showing that it is holo-
morphic on {|z| > 1}. Moreover, the formula does not require the numerical computation of the
roots of the associated characteristic equation. Thus, this new theoretical result is particularly
useful for numerical applications. Indeed, Corollary 5.15 presents a strategy to find the number
of zeros of the intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant on the domain {|z| > 1} using a numeri-
cal computation of winding numbers. Hence, this corollary enables the Method 5.19 to tackle the
stability of the scheme. The whole study in this paper is restricted to totally upwind schemes,
so the consistency order is limited to 2 (see Iserles [IS83]). As typical examples, we therefore
focus on the classic first-order upwind and Beam-Warming schemes, while the generality of the
study comes from the fact that we can take any extrapolation boundary condition using some
points of the domain (the precise form of the considered boundary conditions will be set later
at equation (5.5)). In the paper, the numerical examples deal with the inverse Lax-Wendroff
boundary condition, and the simplified variants of it, as introduced by Tan, Shu and Vilar in
[T'S10, VS15] and used by Li, Shu and Zhang in [LSZ16, LSZ17, LLS22] to solve advection and
diffusion equations. These authors consider a stability analysis based either on the Godunov-
Ryabenkii algebraic condition, or by the so-called eigenvalue spectrum visualization method.
This last method again requires the use of a finite grid and the computation of the eigenvalues

for a large banded matrix.

The outline of the paper is as follows. In the sequel of this introductive section, we describe
the main assumptions and the notion of stability into play. In Section 5.2, we set up the main
tool for our study that is the Kreiss-Lopatinskii determinant and the intrinsic Kreiss-Lopatinskii
determinant, then we state our main results. In Section 5.3, we prove these results relying on
linear algebra tools and complex analysis results. Section 5.4 gathers several examples and

numerical experiments for illustrating the efficiency of the proposed strategy.

5.1.2 Notations and assumptions

Throughout this paper we denote S = {z € C, |z| = 1} the unit circle, D = {z € C, |z| < 1}
the open unit disk, 4 = {z € C,|z| > 1} the exterior domain and U = {z € C,|z| > 1} its

/ 17
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Chapitre 5 — Stability of one-step explicit totally upwind schemes

closure. For n < m, the notation [n : m] is for the set {k € N,n <k < m}.

At the discrete level, we consider explicit one-step finite difference methods of the form
) P
Ut = 3" apUly, (5.2)
k=—r

with integers r,p > 0. Here, the unknown of the scheme U} is expected to approximate the
quantity u(nAt, jAx). The time step At > 0 and the space step Az > 0 are usually choosen
with respect to some CFL condition A = aAt/Ax < AcpL discussed later on.

The symbol associated to the scheme (5.2) is defined, for £ € R, by

Y€)= Y are™. (5.3)
k=—r

The common set of assumptions used hereafter is the following one.

Assumptions. The scheme (5.2) is
(HO) non-degenerate, in the sense that a_, # 0,
(H1) totally upwind, in the sense that p = 0,
(H2) Cauchy-stable, meaning that the symbol + satisfies |y(£)| < 1 for all £ € R.
(H3) consistent and at least first order, meaning that
p P
~(0) = Z ar =1and —iv'(0) = Z kap = —A\.
k=—r k=—r

When dealing with the discrete schemes set over the full line j € Z, the algebraic charac-
terization of the Cauchy-stability classically follows from the Fourier analysis and makes use of
the symbol . This method is known as the Von Neumann analysis (see [CFL28] and [CN47]).
In the scalar case, it reduces to a geometric property concerning the following closed complex

curve.
Definition 5.1. The symbol curve I is the closed complex parametrized curve
I'={0¢€[0,2n] — v(0)}.

This definition enables a geometric interpretation of the Cauchy-stability assumption (H2)
reformulated equivalently as the inclusion I' C D (see later Figure 5.2 for the Beam-Warming
scheme). In the same vein, the consistency assumption (H3) admits a geometric form through a

first order tangency property of I' to the vertical axis at the parameter point 8 = 0.
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The stability condition (H2) can be easily illustrated graphically in the complex plane. In
some sense, our goal is to extend this kind of graphical study when including the numerical

boundary conditions.

For solving the Initial Boundary Value Problem (IBVP) (5.1) with the discrete scheme (5.2),
r additional ghost points are needed to take into account the left boundary condition and to
fully define the discrete approximation. In the theoretical results of the paper, we assume that
the values at these ghost points are obtained from a linear combination of the first values of the

solution close to the boundary and at the same time step, as follows.

0
Urtt = 3" aUyy;,  JEN, neN, (5.4)
k=—r
m—1
Ur = Z biUR + 45, j€ [-r:—1], n €N, (5.5)
k=0
vl = f;, jeN, (5.6)

where m, r are integers, f; are approximations of the initial condition f(z;) and gj are numerical
data related to the boundary datum g. With the vector notation U = (U",---U"_;)" and

G = (g",---g™) ", the boundary equation (5.5) reads also equivalently as BU = G with the

following matrix

1 0 _b—'r,O o _b—r,m—l
B = . . ; E S M'/‘ﬂ"-}—m(c)' (5-7)
0 1 —b1o -+ —boima

This class of boundary conditions encompasses the Dirichlet and Neumann extrapoliation
procedures [Gol77], but also the more general simplified inverse Lax-Wendroff procedure (see
[VS15], [LSZ17], [DDJ18] and Section 5.4.3). We will focus on these boundary conditions in
our numerical examples. More specific treatments at the boundary exist, as for example ab-
sorbing boundary conditions [EM77] and [Ehr10], or transparent boundary conditions [AES03]

and [Coul9], however, in general, they do not enter the present framework.

5.1.3 Classic results about strong stability

The GKS-stability theory (see the seminal paper by Gustafsson, Kreiss and Sundstrom
[GKS72]) handles the discrete IBVP (5.4)-(5.5)-(5.6) with a zero initial data. We refer the reader
to the work by Wu [Wu95] and Coulombel [Coul3] for more recent development on semigroup
estimates. They extend a stability result for the discrete IBVP (5.4)-(5.5)-(5.6), available for

zero initial data, to the case of non-zero initial data. The corresponding notions of stability for
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Chapitre 5 — Stability of one-step explicit totally upwind schemes

the boundary problem makes use of the following discrete norms:

+o0 too too
U3 = S AUUIR and  (Udpac =3 > AtAz|Ur2.
n=0 n=0j=—r
The latter norm is associated with the space £2({—r,..., —1} UN), denoted shortly £2. We are

now in position to define the so-called strong stability, for zero initial data.

Definition 5.2 (Strong stability). The scheme (5.4)-(5.5)-(5.6) is strongly stable if, taking
(f;j) = 0, there exist C' > 0 and ay, such that for all a > ay, for all boundary data (g7), for all
Az >0, for all n € N, the approximate solution (U}') satisfies

-1 -1
—anA @~ Qo —anA —anA
S 1 U+ () e AU a <€ X I g R (53)
j:—r j=71”

We warn the reader that [e ®"A!U;||%, is an abuse of notation to describe
S Ate*2a”At\Uj”\2, and similarly for He*a"AtUHQAIAt.

The following Kreiss theorem provides two necessary and sufficient conditions for the strong
stability. We provide hereafter a condensed formulation of this theorem, obtained from [GKS72,
Thm 5.1] combined with [GKO13, Lem 13.1.4] or with [Gus08, Def 2.23]. It makes use of the
notions of eigenvalue and generalized eigenvalue that will be defined later in Definition 5.16 and
Definition 5.17.

Theorem 5.3 (Kreiss). The following statements are equivalent:
(i) The scheme (5.4)-(5.5)-(5.6) is strongly stable in the sense of Definition 5.2.
(ii) The scheme (5.4)-(5.5)-(5.6) has neither eigenvalue nor generalized eigenvalue.

(iii) The Uniform Kreiss-Lopatinskii Condition is satisfied.

The Uniform Kreiss-Lopatinskii Condition corresponds to the absence of zeros for the so-
called Kreiss-Lopatinskii determinant (see later Definition 5.11 and [GKO13]). These zeros are
identified to eigenvalues or to generalized eigenvalues in the sense of Definitions 5.16 and 5.17 and
correspond to modal instabilities. Our numerical analysis of the strong stability of the discrete

IBVP will be based on a geometrical study of the Kreiss-Lopatinskii determinant.

5.2 Kreiss-Lopatinskii determinants

In this section, we introduce the Kreiss-Lopatinskii determinant, define the intrinsic Kreiss-
Lopatinskii determinant and construct an algebraic reformulation of it (see Theorem 5.13 later).
This explicit formula shows that it is holomorphic on {|z| > 1} and is independent of the roots
of the associated characteristic equation. At last, by Corollary 5.15, a numerical procedure based

on the Theorem 5.3 (Kreiss) gives a strategy to tackle the stability of the scheme.
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5.2. Kreiss-Lopatinskii determinants

5.2.1 Stable subspace £°(z) and matrix representation
First, we assume (H1) and study the solutions to the interior equation:

0
Urtt =" apUfy;, j €N, neN. (5.9)
k=—r
To study this equation, the Z-transform (see [GW99, Lesson 40]) is applied. This transformation
is defined for (z)nen € £2(N) such that zo = 0 and 2z € U by Z(z) = 3,59 2~ "n. The previous

equation then becomes

0
2Uj(2) = Y apUji(2), jEN, z€U. (5.10)
k=—r
To solve the linear recurrence equation (5.10), let us introduce the following characteristic

equation where z plays the role of a parameter and x is the indeterminate:

0
ZK" = Z apk" . (5.11)
k=—r
This equation is nothing but the discrete dispersion relation of the finite difference scheme (5.9),
with frequency parameter x in space and z in time. It is formally obtained by looking for solutions

to the interior equation (5.9) having the form U} = 2"

In the spirit of a classic result by Hersh [Her63], the following lemma indicates a property of

separation for the roots with respect to the unit circle.

Lemma 5.4 (Hersh). Assume (HO) and (H1). For z in the unbounded connected component of
C\T, all the roots of the characteristic equation (5.11) are in D.

The proof of this result is omitted but may be found in [Her63].

Remark 5.5. Under the Cauchy-stability assumption (H2), the inclusion I' C D is known. From
there, it follows that the unbounded connected component of C \ T' contains the whole set U
so that a weaker form of the lemma is available for considering z € U only. If in addition, the

considered scheme is also dissipative, that is if its symbol v satisfies

|’7(§)| <1- 6’§|287 6 € [*77’71-]7
for some § > 0 and an integer s € N* independent of &, then the same separation result is

available for z € U \ {1}. The reason for this property is that one has SNT = {1}.

Lemma 5.4 (Hersh) is illustrated in Figure 5.1. The first two columns correspond to the
Hersh lemma and the third one describes the possible configuration for z € I' NS, typically not

meeting the assumptions. This case will be the object of a subsequent discussion.
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Where
z lives
S T T T T T T T T
- ‘\\ s \\ s K \\
// N // N // N
’ \\ / \\ / \\
/ / /
K \ K \ K \
// K X \\ // X XH \\ // X \\
! X ! !
Where ' \ ' r roots in D | ' roots in D KX
. ] . I
K lives K r roots in D | \ | \ 1" roots |
v X I v K / \ /
\ / /
\ K /, \\ X Q / \\ K /
\ X / \ X // X //
\\ K // \\ KR s \\ X ’
N ’ N e N K e

Figure 5.1 — Illustration of Lemma 5.4: case |z| > 1 (first column), case |z| = 1 and z ¢ T" (second
column) and case z € I" where Lemma 5.4 does not hold (third column).

Remark 5.6. Setting the assumption (H1) aside, meaning with a nonzero number p of right
points, the more general form of the Hersh lemma states that for any convenient value of z,
there are exactly r roots (with multiplicity) inside the open unit disk, exactly p roots (with
multiplicity) outside the unit disk and no root on the unit circle. The result can be proved by

using Rouché’s theorem.

For |z| > 1, we denote £%(z) the linear subspace of solutions to (5.10) living in ¢? (the ¢2
space with indices between —r and +00). By Lemma 5.4 (Hersh), the space £%(z) is generated

by the following r vectors:

AN e (=r)f T
A I I (1) te
1 0 0 .
, ey , 1=1,...,.M (5.12)
Kj Kq Rq
/i? 2&22 251'_1/122
K3 3K} 313

where k1, ..., Ky of multiplicity 51, ..., Bar are the solutions to (5.11), with S1+-- -+ 8y = r.
(We omit the z-dependence of k(z) for the sake of readability.)
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Notation. We denote Kj;;(2) € M;_i+1,(C) the matrix where we put in columns the

extraction of all the lines between i and j (included) of the previous vectors, where —r < i < j.

Remark 5.7. For r = 2, if the solutions to (5.11) are k1(z) # k2(z), then there are exactly two
roots with multiplicity 1. The solutions to (5.10) can be written ﬁj(z) = a1k1(2) + agka(2),

and we have

k1(2)72 Ka(z)72
k1(2)71 ka(2)7!
K_99(z) = 1 1
ri(z)  R2(2)
r1(2)? ka(2)?

Remark 5.8. Still for r = 2, if the solution to (5.11) now is k(z) with multiplicity 2, then the

solutions to (5.10) can be written U;(z) = (a1 4 aaj)k(2)7, and we have

1 0
k(z)  k(z)
Koa(z) = k(2)? 2k(2)?
k(2)? 3k(z)3

We raise awareness of the dependence on z and of the continuity issues because the map
z — K; j(z) is not continuous whereas the set of roots of (5.11) is a continuous mapping with
respect to z. Indeed, the root curves (k;(z)); can intersect, when a multiple root occurs. For
example, for r = 2, if there is (2, )neny C U with k1(2y) # K2(z,) which converge to 2o, € U such

that k1(200) = k2(200) @ double root, then we have, for j =1 and j = 2,

#j(2n) P 5 (Zo0)

but
1 1 1 0
Koa(z) — k1(zn) Ko(zn) Kos(z) = K1(%00)  K1(%00)
0,3(2n) 20 K) —= Ko3(20) 2(50) 262 (200)
H?(Zn) “%(Zn) “?(ZOO) 3"9?(200)

Consequently, the considered basis (5.12) of £%(z) does not generally define a continuous
mapping with respect to z. Nevertheless, £%(z) is a continuous and even holomorphic vector
bundle over U as it is discussed in [Coul3, Thm 4.3]. This author proves in addition that this
vector bundle £%(z) can even be continuously extended over U, thus considering z € S as well
(see also [MZ04] for a similar property for the hyperbolic-parabolic PDE case). The main point
therein is that for some zy € S, there may exist one (or several) root ko(zp) of (5.11) on S,
because Hersh lemma does not hold anymore. This situation is depicted on the third column of

Figure 5.1 and the different cases that may occur will be explained in Section 5.2.4.
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In the case of a totally upwind scheme, it is easy to extend the space £%(z) because it is the
linear space generated by the r roots of (5.11) with polynomial terms for multiplicity. Indeed,
#k(2) can be defined for all z € U by continuity of k(z) for 2 € U. The space £%(z) still is of
dimension r and we extend the notation K;;(z) for z on S. But the difficulty is to prove the
continuity of £%(z) after the extension, it follows from the existence of a K-symmetrizer and is
obtained e.g. in [Coul3, Thm 4.3]. As previously observed, K; j(z) is generally not continuous

with respect to z.

We can summarize the discussion in the following theorem.

Theorem 5.9 ([Coul3]). Under assumptions (H0), (H1) and (H2), the space £%(z) is a holo-
morphic vector bundle over U and can be extended in a unique way as a continuous vector bundle

over H

Moreover, in the more general case where there are p right points, the extension of £5(z) is
not so easy to define because the r roots that come from the inside of the unit open disk must
be selected. Indeed, if there is some ro(zp) on the unit circle, one has to know if the root comes
from the outside or the inside of the unit disk when z tends to zy from the outside. Worse, it is
possible to have a multiple root on the unit circle with some come from the inside of the unit

disk and others from the outside.

5.2.2 Intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant

Now, let us consider the Z-transformed version of the boundary condition (5.5), that is, for j

between —r and —1,

m—1
Uj(2) = 3 bjuli(z) +3(2). (5.13)
k=0

Injecting the fundamental solutions to £°(z) into (5.13), we obtain a system of r equations
with r scalar unknowns. They are the coefficients of the solution to (5.13) written in the ba-
sis (5.12) of £%(2).

Remark 5.10. For r = 2 and a given value of z (we skip for convenience the dependence in z
hereafter), if k1 # k2 so that the solution to (5.13) has the form a1 k] 4+ agk), then that solution

is constrained by the following two scalar equations:

2 ) -1 ~
k] -+ oKy T =300 b_27k(oz1/<’f + Oégl-ig) +g_o,

—1 -1 _ —1 k k ~
a1R] -+ aoky =Y 1 boy p(oa k) + agksy) + g-1.
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5.2. Kreiss-Lopatinskii determinants

The matricial form of that system reads

lifz /<;52
,%1_1 mz_l
1 1
1 0 —=bop -+ —b_om K1 Ko ar) g—2
01 —=b_10 -+ —b_1m 2 "2 o%) g-1
B )
K1 -1 Ko -1

The injectivity, whence invertibility, of the boundary condition is thus directly related to the
property det BK_,,,—1(2) # 0, where BK_5 p,—1(2) € M2 2(C).

Definition 5.11 (Kreiss-Lopatinskii determinant). The Kreiss-Lopatinskii determinant is the

complex-valued function defined for |z| > 1 by

Akr(2) ¥ det BK_p.pn_1(2).

Before giving the definition let us motivate the intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant A
by the following informal discussion. The above Kreiss-Lopatinskii determinant is actually not
well defined until we order in some way the roots (k;(z))j=1,.., of (5.11). There are two points to
notice. The first one is related to crossing roots, already discussed after Remark 5.8. The second
one is that, outside crossing cases, being given any choice for the ordering of the roots (and thus
of the vectors of the basis (5.12) for the vector bundle), there is in general no chance to obtain a
holomorphicity property for the components of the matrix K_,,,_1(2) over U. For example, even
the roots of X2 — z are not holomorphic w.r.t z because of the logarithm determination. On the
other side, any symmetric functions of the roots (x;(2));j=1,..» however are holomorphic because
they can be obtained directly in terms of the coefficients of the polynomial (5.11). Therefore,
except for crossing roots, the same holds for the quantity Akp,(z) since the matrix B is constant
and the determinant itself is a symmetric function.

It is now known that the space £°(z) is a holomorphic vector bundle over U, continuous
over U, and thus we should expect the same for Aky,. A very natural way to reach that property
and go beyond the last difficulties consists in dividing Ay, by the quantity det Ko ,—1(z). In
this manner, the same permutation or combination of the vectors of the basis (5.12) is involved

for both computations.

Definition 5.12 (Intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant). The intrinsic Kreiss-Lopatinskii

determinant is the complex-valued function defined for |z| > 1 by:

. AKL(Z)
A = Get Kora ()"
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To conclude with these definitions, let us state a little more about the Uniform Kreiss-
Lopatinskii Condition. With the above notations and additionally to the invertibility of
BK_;m-1(2), it corresponds to the existence of a constant C' > 0 such that for any 2 € U,

any U € £°(z) solution to (5.13) satisfies the uniform estimate
U1l < Cligl-

From the Parseval identity for the Z-transform, this inequality yields directly the first necessary
half-part of the strong stability estimate (5.8). We refer the reader to [GKO13] for a more

detailed presentation.

5.2.3 Main results

Theorem 5.13 is our main theoretical result. It yields an explicit formulation of the intrinsic
Kreiss-Lopatinskii determinant and therefore describes its properties. Namely, as a function of z,
this determinant A is holomorphic on U, is continuous on U and depends on £%(z) but not on

the choice of a basis (what justifies the intrinsic denomination of that quantity).

Theorem 5.13 (Explicit formula of the intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant). Assume (H0),
(H1), (H2) and (H3). The intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant is given, for z € U, by

A(2) = (—1)7"=) det O(2) ( Gor )m_r (5.15)

ayg — =

0

j=—y and

where det C(2) is a constructible polynomial of z depending only on the coefficients (a;)

on the components of B.

By "constructible polynomial", we mean here that we establish a computable algorithm to
get a matrix C(z) and then the polynomial det C'(z). This algorithm, based on a gaussian
elimination, is fully described in the proof of Lemma 5.21. In the proof of Theorem 5.13, we will
explicitly see the holomorphic property of A. Another property, important for the forthcoming
applications, lies in the next Corollary 5.15 and involves the following important geometrical

object:

Definition 5.14. The Kreiss-Lopatinskii curve A(S) is the closed complex parameterized curve
A(S) = {6 € [0,2n] — A(e?)}.

Corollary 5.15 (Number of zeros of the intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant). Assume
(HO), (H1), (H2) and (H3). If 0 & A(S) then the equation A(z) = 0 has ezactly r — Inds)(0)

zeros inlU.

Here above and in all the paper, Indg)(0) denotes the winding number of the origin with

respect to the closed oriented curve A(S) (see [Lan99] for a definition of the winding num-
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5.2. Kreiss-Lopatinskii determinants

ber). This previous corollary is the fundamental piece to the following numerical procedure to
tackle stability. Indeed, by the definition (5.14), the function A shares the same zeros with the
Kreiss-Lopatinskii determinant Akr,, which in turn characterizes the stability with Theorem 5.3
(Kreiss).

5.2.4 Numerical procedure

As already seen in the Theorem 5.3 (Kreiss), the strong stability can be characterized by
the notion of eigenvalue and generalized eigenvalue for the boundary problem. The definition of
generalized eigenvalue is not universal, the following one comes from [GKO13, Def.12.2.2] but
one can also find a slightly different one in [Gus08, Def 2.2]. The difference will be discussed

afterwards.

Definition 5.16 (Eigenvalue). Let z be a complex number. If |z| > 1, A(z) = 0 and the solution
(U;(2)); to (5.10) and (5.13) with (g;(z)) = 0 is in £ then z is called an eigenvalue.

Definition 5.17 (Generalized eigenvalue). Let zp be a complex number with |z9| = 1. If
A(zp) = 0 and the solution (U;(z0)); to (5.10) and (5.13) with (g;(20)) = Ois not in £2 then
zp is called a generalized eigenvalue.

If |z2| > 1 and A(z) = 0, it is not possible to have ([7](2)) ¢ /%, because by Lemma 5.4

(Hersh), the 7 roots of (5.11) that are used to construct (U;(z)) are in the open unit disk.
That’s why the definition of generalized eigenvalue concerns only complex values on the unit
circle.

Therefore, we can split all cases in four types:
(i) z such that A(z) =0 and |2| > 1.
(ii) z such that A(z) =0, |2/ =1and z ¢ T.
(iti) 2 such that A(z) =0, |z| =1, z € T and (U;(z)) € 2.
(iv) ®

The types (i), (ii) and (iii) describe all the eigenvalues. Indeed, for type (i) and (ii), by

z such that A(2) =0, |2| =1, z € T and (U;(2)) ¢ 2.

Lemma 5.4 (Hersh), we have (ﬁ](z)) € (2, because every root s of (5.11) is in the open unit
disk. Type (i) corresponds to the first column of Figure 5.1 and type (ii) corresponds to the
second column.

Moreover the non-existence of eigenvalue of type (i) is a necessary condition to have stability.
It is called the Godunov-Ryabenkii condition, introduced in [GR63] and described in [Tre84].

If z is of type (iii) or (iv), there exists a k(z) root of (5.11) on the unit circle because z € T.
This is the situation depicted on the third column of Figure 5.1. The distinction between (iii)
and (iv) is more subtle and comes from the expression of (U;(z)) in the basis of £(z), where

the coefficient(s) in front of the vector(s) related to ko(z) can be zero or not.
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Chapitre 5 — Stability of one-step explicit totally upwind schemes

By the way, let us mention that our definition of generalized eigenvalue, from [GKO13, Def
12.2.2], corresponds, as we already said, to type (iv) whereas the definition from [Gus08, Def
2.2] combines type (iii) and (iv).

Now, Corollary 5.15 can be reformulated as follows.

Corollary 5.18. Assume (H0), (H1), (H2) and (H3). If 0 ¢ A(S) then the scheme has r —
Indas)(0) eigenvalues in U (type (i)).

This corollary enables us to establish an efficient and practical method to study the stability
of a given IBVP through Theorem 5.3 (Kreiss). In particular, the low computational cost of the

following procedure is very appealing for the study of parameterised IBVP’s, see Section 5.4.

Method 5.19 (Uniform Kreiss-Lopatinskii Condition check). There are two different cases:

o if 0 ¢ A(S), there is neither generalized eigenvalue (type (iv)) nor eigenvalue on the unit
circle (type (ii) and (iii)) and there are r — Indas)(0) zeros of A in U by Theorem 5.15
(type (i)). It follows that if the scheme has no eigenvalue in U then the scheme is stable.

Otherwise there exists an eigenvalue and the scheme is unstable.
o if 0 € A(S), then there exists zo € S such that A(zp) = 0.

— If zo € T, then zy is a generalized eigenvalue (of type (iv)) or an eigenvalue of type
(iii).
— If z9 ¢ T, then there are two possibilities:

> first, zo is in the unbounded connected component of C\I'. By Lemma 5./ (Hersh),
there is no k on the unit circle, so zy is an eigenvalue on the unit circle (type
(ii))

> second, zy is in a bounded connected component of C\T'. Contradiction with the

Cauchy-stability because T C D and 2z € S.

This method does not distinguish between types (iii) and (iv). In fact, we only study the
presence or absence of instabilities, we do not attempt to determine which type of instability
mode is met (see Trefethen [Tre84]).

In summary, by Theorem 5.3 (Kreiss), if 0 € A(S) then the scheme is not stable, and if
0 ¢ A(S), Theorem 5.15 can be used to conclude that the scheme is stable or not, depending on

the value of r—Inda () (0). Some illustrations for the Beam-Warming scheme follow in Section 5.4.

5.3 Proof of Theorem 5.13 and Corollary 5.15

In order to use the residue theorem, the holomorphy of the Kreiss-Lopatinskii determinant
is needed. To this end, we want a nicer expression of det BK_, ,,,—1(z) the Kreiss-Lopatinskii

determinant. Clearly the multiplicativity of the determinant does not apply in the expression
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Akp(z) = det BK_; ;,—1(2) since B and K_, ,,_1(%) are non-square matrices. A first step con-
sists of reducing the problem to a linear algebra formulation with square matrices to use the
multiplicativity of the determinant. All along the current section, the assumptions (HO), (H1)
and (H2), required to define the matrices K;;, the vector bundle £° as well as its extension

over U, are supposed to be fulfilled.

5.3.1 Reduction to a square formulation

Let us fix z € Y. We recall that £5(z) denotes the space of solutions (Uj(z));>—r to

0

2Uj(2) = Z arUji(2),
k=—r

for all j > 0 and with a_, # 0.

Definition 5.20. Let E be a linear subspace of £2(N). Two matrices B, D € M, n(C) (with
N € N\ {0} be any nonzero integer) are said to be equivalent, which we denote B ~p D, if
and only if for all U € E, one has Br(U) = Dr(U), where r is the canonical projection from ¢2
onto CV, keeping the N first components of U.

To act conveniently with elementary Gaussian operations, we use some specific notations in
the following discussions. We denote MT[i : j,k : £] the matrix obtained by the extraction of
the lines between ¢ and j and the columns between k and ¢ of the matrix M (all indices are
included). Similarly, we denote more shortly Mk : ¢] for the entire columns between column k

and column ¢ and M[k] for the column k.

Lemma 5.21. Let N > r be an integer. Let B € M, n(C) be a constant complex matriz such
that B[1 : 7,1 : 7] € GL,(C). Assume moreover that |ag| < 1.

For any z € U, consider the associated linear subspace £°(z). There exists a unique square matrix
C(z) € M,.(C) such that

Moreover, the components of C(z) are polynomial functions of z and satisfy deg det C(z) = N—r.

Remark 5.22. Let us highlight our use of this lemma. Let £ > —r and z € U be fixed. From
the basis (5.12), the columns of the matrix K,y n_1(2) take the form 7(U) for some U € £°(z)

and 7 the canonical projection from ¢?(N) onto CV. Therefore, for any convenient matrices B
and D with B ~Es(2) D, one has then BKg’g_;,_N_l(Z) = DK@f_,_N_l(Z).
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Now for the boundary matrix B defined in (5.7) and the matrix D(z) = (0 | C(z)) obtained by

the lemma, the following computation by block is possible

det(BK_rm-1(2)) = det(OK—r,m—r—l( )+ C(2) K rm— 1(2))
= det(C'(2) Km—r,m—1(2))
= det C(z) det Kpy—pm—1(2).

In other words, the product BK_, ,,,—1(2) is written as the product of two square matrices, so

that the multiplicativity of the determinant can be applied.

Proof of Lemma 5.21.
Proof of existence: we proceed by induction for j going from 0 to N — r. At each step, we

construct a matrix BU) which satisfies the following induction hypotheses:
a) B ~gs(y) BY.

(
(b) the j first columns of BY) are zero.

)
)

(¢) every component of BY) is polynomial of z.

(d) every component of BY)[r +1 4 j : N] are independent of z.
)

(e) the degree of det BU[j +1:j + 7] is j.

Initialization: we define B© %' B which satisfies the five induction hypotheses. The induc-
tion hypotheses from (a) to (d) are trivially satisfied. The induction hypothesis (e) is satisfied
because, det B[1 : 7,1 : r] € C* which is a non zero constant polynomial.

Induction: we suppose true the induction hypotheses for some j € [0 : N —r — 1] and we
want to prove it for j + 1.

Let us define BGTD ¥ B(0) — BG) where

).

BG) ©f ; 0.--0 1 % w=z ) 0
2 Lo 0 g )
B{J])H ] r+1 N—(r+1)—j

By construction of BG. ), we have BOU =0 forall U € £%(z), because the product of the previous
row matrix and every vector U € £°(z) is equal to zero. Then, we have BU+1) ~Es(z) B and
by (a)j, we have (a);41. Moreover, by (b);, the first j columns of BU+1) are zero because those
columns in the construction of BUtY are unchanged and by construction of BUY | the (j+1)-th
column is vanished. Then we have (b);41. By construction, components of BY) are added and
multiplied by z or by real coefficients, then we have (c);y1. By (d);, the last N — (r +1) —

columns of BUH) are independent of z because we do not take into account those columns in

the construction of BUHD | then we have (d)jt1-
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Finally, we have to find the degree of det B (jH)[j +2: 7+ 14 r]. We use the multilinearity

and the alternating property of the determinant. We work on block matrices and find

apg — 2

det BUTV[j +2: j +1+7] = det <B<J'+1>[j+2:j+r] ‘B(j)[j—irl—irr] — B(j)[j+1]).

Since the matrix BYW[j + 1 + 7] is independent of z by hypothesis (d)j, the de-
gree of the polynomial == det (B(jH)U +2:5+7] | BO[ + 1]) is greater than the de-
gree of det (B(j“)[j +2:547]| BO[+1 +T]), then it is sufficient to find the degree of
O==det (B(j+1)[j +2:j47]| BO[j + 1]) Moreover, the k-th column of BUTD[j +2: j + 7]
for k € [1:r—1]is BO[j + 14 k] — == BO[j +1].

Then, by alternating property of the determinant, we have

- “Z_ = det (BUHD[j +2: 5+ ] | BO[j +1))
=— a[;— © det (B(j)[j +2:j471] | BO[j + 1])
— G[ZL_—Z(_l)r+1det (B(j)[]‘f'l j+7’]) .

By hypothesis (e);, we know that the polynomial det (B(j) [J+1:74+ r]) is of degree j, then
the polynomial —aao—;z(—l)rJrl det (B(j) [+1:5+ r]) is of degree j + 1 and (e);41 follows.

Conclusion: the matrix B&V-7)

gives the result, where
C(2) d:efB(N_r)[l :r,N—r+1:N]J.

Proof of uniqueness: assume that C' and C’ are satisfying the lemma. Then

0 --- 0 0 --- 0
Borgszy | o Cz) | e | S C(2)
0 --- 0 0 --- 0
=D =D’

On the one side, we have (D — D')m¢s(.) = 0 and on the other side, because the N — r first
columns are zero, we have (D — D')jyect(
of CN.

Let us introduce the linear subspace F 4t 1er A where

e1,en_,) = 0 where e1,... ey is the canonical basis

a—p ... (ag—2) 0
A= € Mn_rn(C).

0 a—y ... (ap—2)

We have F'N Vect(ey,...,en—r) = {0}. Indeed if x € F N Vect(ey,...,en—y), then Az =0
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and x = (r1,...,2N_,,0,...,0)". By solving the triangular system

a_px1 + a_py122+ -+ a1z, + (a0 — 2)Tp41 =0

a4 yTN—yp-1+a pp1ZN_ =0

a_rrN_r =0,
we find x = 0. Moreover, dim F' = r by rank-nullity theorem, then we have

Fo Vect(el, e ,GN,T) =N,

We want to show (D — D) = 0 and we know that (D — D’)mgs = 0. Let € F and extend
it to € £°. To that aim, it suffices to set recursively for all j > N,

1

ag — 2

T; = (—a_li]‘_l — = a_»,‘.fj_r).

It follows that (D — D')7(%) = 0 and (D — D')x = 0. Then, we have (D — D') =0on CV. O

Remark 5.23. The uniqueness result is actually not needed for the next results.

In Section 5.4.2 (resp. Section 5.4.5), we perform the explicit algorithmic computa-
tions described above for the classic first-order upwind scheme (5.21) (resp. Beam-Warming
scheme (5.25)).

5.3.2 Holomorphy

Lemma 5.24. Assume |ag| < 1. For all ¢ € N and for all z € U, we have

det K@,e-ﬁ-?‘—l('z) —(—1 ZT‘( a_, )@

1
det Ko r—1(2) ap — 2 (5.16)

Proof. Case with only one root x of multiplicity 5. By Lemma 5.4 (Hersh), we know that
B =r, but let keep 8 because it will be useful for the next step. We recall that

1 0 0
K K K
det Ko,y = | K° 2k 26-1k2 |, (5.17)
KL (r—1)k"t (r— 1)5_1/#’_1
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We want to work on

Kt Ikt B 1gt

P (€ + 1)k e (€4 1)~ 151
det Kppip1 =
KT (U4 = DR o (e — 1)
1 Y B—1
| ¥ L+ 1)k (04 1)1k
= K .

KL (+r—1Ds"1 o (47— 1)5_%’“_1

We do some operations on columns to recover (5.17). For n from 8 — 1 to 0, we replace the

column C,, by S7_o(—£)"* (3)Ck. After the transformation, the component in position (i,7),

withi € [0:r—1]and n € [0: 5 —1], is
k
_pn\n—k n k k—s; s .1
s (e

Z(_E)n—k (Z) <Z : ::) Ek_sis,:@i
)Z'Slﬁji Z(_E)nfk (k : S) ekfs

I
M=

S (- (Z) (0 +i)Fx!

k=0

i

Il
M=

>
I
o
V)
|
<)

I
M=

w»
Il
=)

Il
[~]=
R R
w3
~—
~.
W
=N
.
! 3
]
w
N
~
N—
3
|
w
|
B
VR
3
[N
wn
~—
(S
]
Il
~
3
E@

w
I
=)

:671,5

This is exactly the component in (i,n) of the matrix Ko ,—1(2).

General case. We can do the same operation on columns for each root. We take out

/@{Bl e ﬁfng, and for each root x; with j € [1 : M], we vary n,, from 8; — 1 to 0 and modify

columns linked to x;. We regain matrix Ko ,—1(2).
Conclusion.

We proved

det Kygyr—1 o
det K()J,_l 1 '

.K:M

Observe that ag — z # 0 because z € U and ag € D. Therefore, by Vieta’s formulas for the

polynomial (5.11), we finally have

,4131 ) ..,@@4 = (=1)"
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Lemma 5.24 implies the holomorphy on U and continuity on I of the function in (5.16).
For the sake of completeness in the forthcoming proofs, we state hereafter two elementary
lemmas. Both are easily deduced from classic properties of the winding number in complex
analysis (see [Lan99)).
Lemma 5.25. Let P and @ be two polynomials with deg P > deg(@. If the function z +—

P(2)Q(z)~! is holomorphic onU then z — P(1/2)Q(1/2)~! is meromorphic on D with only one
pole, at the origin of order deg P — deg ().

Lemma 5.26. Let f be a holomorphic function onU and continuous onU and g be the function
defined on D" by g : z — f(1/2). Then, one has Indg(s)(0) = —Ind s (0).

5.3.3 Explicit form of the intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant

In the previous Lemmas 5.21 and 5.24, the assumption |ag| < 1 is made. This is not a

restriction since this is a consequence of the supplemented consistency assumption.
Lemma 5.27. Let the scheme (5.4) be Cauchy-stable (H2) and consistent (H3), then |ag| < 1.

Proof. We have
1

:%0

2 P )
Z ape™de.

k=—r

ao

Integrating on the unit circle, by triangle inequality and Cauchy-stability, we have

1 2 p
< P
Ja| < 27r/0

Z age'™s
k=—r

<1

¢ < 1.

Let us assume now the identity |ag| = 1, so that the equality occurs within the previous triangle
inequality. Therefore there exists a real-valued function g and a complex « such that for all
¢ € R, we have }.¥_ ape*t = ag(€). Now at the point £ = 0, we obtain 1 = =
ag(0). Therefore « is real, as well as the symbol v(§). Using the complex conjugate we deduce

(- apeFs — Zzz_p a_pe®s = 0 and then by the injectivity of the Fourier coefficients, it
follows that p = r and ay = a_j for all £ € {1,...,r}. Finally, using now the consistency
assumption, one has:

0= zp: kap = =X # 0.
k=—r

By this contradiction, the proof is complete. O
Now every piece can be put together to prove Theorem 5.13.
Proof of Theorem 5.13. Let us recall the function

— det BK_;;m—1(2)

A Uu C.
Z€ ~ det K()J«_l(z) €
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By Lemma 5.27, we will be able to use Lemma 5.21 and Lemma 5.24. With Lemma 5.21 and

Remark 5.22, we express A as

~det C(z) det Kypy—rm—1(2)

A 1
(Z) det K[)m,l(z) (5 8)
where C(z) is polynomial with respect to z.
By Lemma 5.24, we have
det Kpp—rm—1(2) _ a_, \™"
norm = (—1)r(m=") (7’) : 5.19
det Ko r—1(2) (=1) ag— 2 ( )

By Lemma 5.27, ag cannot be a pole of A, then the function A can be written, for z € U, as

A(z) = (=17 det C(z) ( o )m_r , (5.20)

ag — z

where det C(z) is a polynomial of z and (ag — z) does not vanish because z € U« and ag € D. [

The proof of Theorem 5.15 relies on the residue theorem to count the zeros of a holomorphic

function.

Proof of Theorem 5.15. By Theorem 5.13, the function A is holomorphic on I/ and continuous
on U.
Let take the function
A:zeD*— A(l/z) eC.

The function A is meromorphic on D with a pole in 0 of order r.
By Lemma 5.21, we have degdet C(z) = m because the r first columns of B form the
identity matrix of size r which is invertible. By Lemma 5.25 with P = det C(z) and @ =
)™

(—1)”(m*7")(‘ma_nfi_rr, the only pole of A is in 0 and of order

b

degdetC(z) —(m—r)=m—(m—1r)=r.

Residue theorem on A The function A is continuous on U, then the function A is con-
tinuous on D, We can use the residue theorem on A with the unit circle S as loop around 0.

Then we have
Indz(g) (0) = #zerosx (D) — #fpolesx (D).

Conclusion We have #zerosa () = #zerosx (D) and, by Lemma 5.26, we have Indz(g)(O) =
—Indas)(0). It follows that

#zerosa (U) = #polesx (D) —Indas) (0).
—_———

T
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This concludes the proof. ]

5.4 Numerical results

In this section, we first explain the numerical computation of the winding number of the origin
in order to use Corollary 5.15 and Method 5.19. The simplest first order upwind scheme is then
quickly treated, but for a general three-points boundary condition. Next, a main class of high-
order boundary conditions, known as the simplified Lax-Wendroff procedure, is presented. They
will be used together with the Beam-Warming scheme. After introducing the Beam-Warming
scheme, we present computations of Kreiss-Lopatinskii determinant and numerical illustrations.
Finally, we study the stability of discretizations where the physical boundaries are not aligned
with the mesh.

5.4.1 Computation of the winding number

In the forthcoming numerical illustrations, the interest of Method 5.19 is showcased. Indeed,
Theorem 5.15 makes the link between the number of zeros of a holomorphic function and the
winding number of a curve which is easy to compute. In fact, as an integer is expected, the
approximation of the winding number is generally more reliable, contrary to a real or complex
computation because of machine precision.

When the origin is not on the curve, there are different ways to compute the winding num-
ber of the origin with respect to the curve. Either we can apply the definition and compute
approximately a complex integral, or we can count the number of paths around the origin by
using a polygonal approximation of the curve. The second approach is studied by Garcia-Zapata
and Martin [GZDM12, GZDM14] with a careful numerical treatment that consists in detecting
the possible proximity of the curve to the origin. To that aim, the discretization of the curve
is locally refined by an so-called "insertion procedure with control of singularity". Indeed, by
the explicit formula (5.15) of the intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant, the curve A(S) is
clearly parameterized by the lipschitz function A, thus satisfies the required assumptions from
the result in [GZDM12] and [GZDM14].

5.4.2 Upwind scheme

The easiest example of totally upwind scheme is the usual first-order upwind scheme defined,
for j € Nand n € N, by
UMt =AU + (1 - U} (5.21)

and supplemented at the boundary, for example, by
ur, = boUgL + 01U + boUy (5.22)
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with arbitrary coefficients by, b1 and bs. For that scheme, we have r = 1, m = 3 and the

characteristic equation (5.11) reads
2k(z) = A+ (1 = Nk(2). (5.23)

The scheme is Cauchy-stable for A €]0, 1] and one can check that for 0 < A < 1 and for |z| > 1,
the root k(z) of (5.23) is in D by Lemma 5.4 (Hersh).

Let us now execute the computation of the intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant, as pre-
sented in Lemma 5.21 (here N = 4):

(1 ~bo b1 —b)
(0 —bo— 1222 —by —by)
~B® = (00 —by+ (b + 1=2) 1= py)
(

00 0 —by+ (b — (b +1732) 1542 1=2=2)

It follows that det C(z) = —bo + (b1 — (bo + l_i_z) 1_:\\_2) l_i_z'

Hence, the explicit formula (5.15) reads as follows:

A(@::(—1V(mtcxz)<

a_yp )2__ b2)\2 bl)\ b 1—-A—2z
a—z2) '

1—A—22 "1-x—2z ° X

A similar computation can be achieved for boundary conditions with larger m and/or for

totally upwind schemes with a larger stencil (see below for the Beam-Warming scheme).

5.4.3 Simplified inverse Lax-Wendroff procedure

As explained in [TS10] and [VS15], the inverse Lax-Wendroff procedure is used to improve
the consistency at the boundary by using the PDE to transform space derivative into time
derivative. Namely, for the advection equation (5.1), the following relation holds, for k € N*,

OFu  (=1)k 9*u

ork ak Otk

By a Taylor expansion at order d to approximate u(nAt, jAz) for n € Nand j € [-r : —1], one
can then define the ghost points used in the boundary condition (5.5) by

d=1 (A Nk ok d=1 (A Nk (k)
n (jAz)" O%u (jJAx) 19\ (nAt)
U = L g (A0 = 2 S (P

However, many derivatives of the datum g are required to obtain a high order approximation and

the complexity then severely increases for multidimensional situations. As explained in [VS15],
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the simplified inverse Lax-Wendroff procedure of order d with simplified order k; that we call
“SkqILWd” may be used when derivatives of g are not known. Therefore, the first k; — 1 deriva-
tives of g are considered and then for the next terms between order kg and d, an extrapolation

procedure is used. Finally the general formula is, for j € [—r : —1], the following one

kqg—1 . k d—1 —
n (—jAzx)* g nAt ]

k=0

where Zd pk SU” is an approximation of Az* BZ}: (nAt,0) of order d.

5.4.4 Beam-Warming scheme

The Beam-Warming scheme with simplified inverse Lax-Wendroff of order 3 and simplified

order 2 reads

AN —1) A—1)(A—2)
n+1 __ n n n

Az (") 1
wgzgu%+gfiLl+fa@—2ww4w%

2A£%ﬂ)2 (5.25)
wgzgww+——%——+2w;—mw+Um,
0 _
U9 =o.

This scheme satisfies Assumptions (H1) and (H3). To have the Cauchy-stability assump-
tion (H2), we study the symbol with respect to the CFL condition A. From (5.25), the symbol
is

AA=1)

7@%=12e4%+xm—xk4ﬁ+0“4NA—%.

2
In the Figure 5.2, this symbol is represented for A = 1.8.

— unitcircle
—— symbol

1.00 -

0.75 4

0.50 4

0.25 4

0.00 4

-0.25 4

-0.50 1

-0.75 4

-1.00 4

T T T T T T T
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

Figure 5.2 — Symbol of Beam-Warming scheme for A = 1.8.
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Proposition 5.28. The Beam-Warming scheme is Cauchy-stable if and only if 0 < X < 2.

Even if it is a classic result, we recall the outline of the proof.

Proof. While computing the symbol, we have, for all £ € R,

A=1)(A=2)

v(€) = —+A(2—A)e—if+Me—%f = e (MA = DcosE + A2 = A) = (A= 1)e) .

2 2

Thus, the modulus of the symbol is after some easy computations
VP =1-A2~ XA~ 1)%(1 ~ cos§)”.

To be Cauchy-stable, we must have |y(£)|? < 1, so we want to have A(2 — A\)(A — 1)?(1 —
cos 5)2 > 0. Because A > 0, then the condition is A < 2. O

The non-degeneracy assumption (HO) is related to the value r = 2 for A €]0,2] \ {1} and to
the value r = 1 for A = 1. This example will be useful to illustrate the theory, especially in the

following subsection.

5.4.5 Kreiss-Lopatinskii determinant computation for Beam-Warming

scheme

First, we compute the Kreiss-Lopatinskii determinant Aky, from Definition 5.11 for the Beam-
Warming scheme with S2ILW3 boundary condition as in (5.25). Assuming that the the roots

of (5.11) are distinct for a given |z| > 1, we have

/{f2—2+4&1—2/{% m;2—2+4m2—2m%
AKL(Z> = det 1 1 /{% 1 1 n%
Kq _5—"/‘@1—7 Ko _§+K/2—7

If there is one single root with multiplicity 2, then we have

-2 2 -2 2
K, °—2+4Kk1 — 28 —2k7° +4Kk1 — 4k

Agu(z)=det [ 7T P b
K/l 754’/‘@1*71 7,{1 +K/17K/1

In the rest of this section, we continue the example of the Beam-Warming scheme (5.25) so
as to illustrate practically the algebraic transformation set up in Lemma 5.21.

For that scheme, the corresponding Z-transformed equation (5.10) is, for j € N,
zﬁj(z) = (172[7};2(2) + a,lﬁj,l(z) + aoﬁj(z),

involving the coefficients ag = w, a1 =A2-XA) and a_p = /\()\2_1)'
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Let us denote in the following lines def %;1 and (3 def % so that the linear recurrence

relation has now, for j € N, the form below:

Uj_Q(Z) = a(j'j_l(z) + ,8[7](2:) (5.26)

The considered boundary condition involves the following matrix:

10 -2 4 -2
B=1y 1 11 2
) 2

with dimensions r = 2 and N = 5. With the notations in the proof of Lemma 5.21, let us

now construct the matrix C(z) = B®)[1 : 2,4 : 5]. To that aim, we transform successively the
- . . . T

matrix B so as to keep unchanged the vector B(Uj_g(z)Uj_l(z)Uj(z)UjH(z)Uj+2(z)) thanks

to the recurrence relation (5.26). Hereafter are the steps:

1 0 -2 4 -2
0) _
b= 01 -1 1 _1)
2 2
D _ a =245 4 =2
b= 1 —1 1 -1
2 2
B2 — 0 —24+p+a®> 4+aB -2
0 —2+4+a 1+8 -}
wp® [0 0 0 d+aB+a(=2+8+0%) —2+5(-2+F+0?)
00 1+f+al-3+a)  —j+B(-+a)

From there, it follows that

Cz) = d+af+a(—2+B+a?) —2+B(-2+ B+ a?)
L+f+a(-3+a) ~1+B(-5+a) )’

and thus

det C(2) = (A +af +a(-2+ B+ a)) (4 + B(—3 +a))
—(1+B+a(-3+a)(=2+B(-2+B+a?))
= B+ 8%+ 28 — aB?/2 + 308 — o*B — 20% — a%)2.

The intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant explicit formula (5.20) (with here m = 3 and

r = 2) is the following:

-1

3 (=B° + B2 + 28— aB?/2 + 3aB — a®B — 2a% — ?/2).

A(z)
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--- A=07
— =1

—-A=14
ce A=165

-50 0 50 100 150 200 250 -1 0 1 2 3

Figure 5.3 — Kreiss-Lopatinskii Determinant A when z is on S for scheme (5.25) for A €
{0.7,1,1.4,1.65} (left) and the rescaled one a?,A (right).

On Figure 5.3, the curve A(S) is represented successively for different values of the CFL
parameter A. The goal is to compute the winding number of 0, concerned with Corollary 5.15
in order to tackle stability thanks to the Theorem 5.3 (Kreiss). A premultiplication of the
quantity A by a?, may reduce the order of magnitude of the curves, without changing the

winding number. The left and right figures correspond to the case with or without rescaling.

By Theorem 5.15, we have #zerosa = r — Indas)(0) but after dividing A by 2
Az Alz)/2",
we obtain #fzerosa = —Indy g (0), because IndA(S)(O) = Indag)(0) — 7, see Figure 5.4.

A particular situation occurs for A = 1, since a_s = 0 and assumption (HO) fails if we consider
r = 2. In that case, the equation (5.10) reads ﬁj_l(z) = zﬁ](z) which is the Beam-Warming
scheme for A = 1 after Z-transform. Finally, in that case, we find det C(z) = (3 +2(—1+2(3—2)))
that we must multiply by é = Z% to find the Kreiss-Lopatinskii determinant (because m = 3,
Tzl&ndﬁz%:z).

All these computations can be done for different boundary conditions and after drawing the
curves, the winding number can be computed, as explained in Section 5.4.1, to tackle stability

and that the purpose of the following subsection.

5.4.6 Numerical illustration

Figure 5.4 may help to tackle the stability of the scheme (5.25) as we said in Section 5.2.4,
indeed, as we said in Section 5.4.1, one can compute the winding number using a numerical
procedure [GZDM12] and draw the winding number with respect to A, as seen in Figure 5.5 for
the case S2ILW3. It simplifies the observation of the number of zeros of the Kreiss-Lopatinskii

determinant. Hence, the numerical experiments indicate that the scheme (5.25) is strongly stable
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-—- A=07
— =1
51 —- A=14
------ A=1.65
14
0]
—-14
-2
22 -1 0 1 2 3 2
. . C . . a?,A .
Figure 5.4 — Rescaled Kreiss-Lopatinskii determinant —3— for z in S.

for A €]0, 1] but also for A €]1.52, 1, 78] approximately, but is unstable outside these domains.

0 0.25 05 0.75 i 125 15 1.75 2

Figure 5.5 — Number of zeros of Kreiss-Lopatinskii determinant with respect to A for Beam-
Warming scheme (5.25) with S2ILW3 boundary condition.

Moreover, instead of taking the Y-axis to represent the number of zeros of the Kreiss-
Lopatinskii determinant and having a step function, one can draw areas and compute it for
other simplified inverse Lax-Wendroff boundary conditions (defined by the equation (5.24)) as
done in Figure 5.6. Note that the stability domain contains a full interval of the form |0, A.[

@_
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(except for the SIILW4 scheme), but also another disjoint interval included in |1, 2] (except for
the S2ILW4 scheme). This property may be used to increase the speed of the computations.

S1ILW?2 0 2 0
S1ILW3 0 2 Q 1
S2ILW3 0 2 0 1
S1ILW4 2 3
S2ILW4 0 2 3 1 2
S3ILW4 0 2 0 1 2

00 0.‘25 0.1‘30 0.'75 1.60 1.|25 1.50 1.‘75 2.0

A

Figure 5.6 — Number of zeros of Kreiss-Lopatinskii determinant for Beam-Warming scheme with
different simplified inverse Lax-Wendroff boundary with respect to A.

All the figures can be easily computed in Python with the common NumPy [HMvdW *20] li-
brary. The algorithm is really quick (less than one minute of computation achieved on a standard
laptop). Moreover, our procedure provides sharp results, directly available on ¢2. In particular,
contrary to numerical investigations of stability which are based on the computation of the

spectral radius, no arbitrary truncation of (quasi-)Toeplitz matrices is needed.

5.4.7 Misalignment between boundaries and grid points

Motivated for example by solving multidimensional problems discretized on a cartesian grids,
or of one-dimensional problems with moving boundaries as well, a usual idea consists in extrapo-
lating the physical boundary condition to the first boundary points. This idea may be combined
with the inverse Lax-Wendroff procedure in order to improve the accuracy at the boundary,
see [DDJ18], [VS15] and [LSZ16]. As an archetype for such a situation, we consider hereafter a
simple misalignment between the left physical boundary and the first numerical grid point. The
advection equation (5.1) is set on the space domain [z, 1]:

ou+ad,u=0, t>0,x¢€ [zy,1],
u(t,zy) =g(t), t=>0, (5.27)

uw(0,z) = f(x), =€ [z, 1].

The space discretization jAx for j € Z, does not take into account the point z,, so that one
11

—2 2l

The scheme (5.4)-(5.5)-(5.6) is then implemented for j > j, only, but with r ghost points at

may write z, = (j, +0)Az for some integer j, € Z and the gap (generally nonzero) o € |

Jo —1,...,jo —r. For simplicity in the presentation and by translational invariance, we assume

from now on that j, = 0. We obtain the discretization represented on Figure 5.7.
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¢ rY €T

ocAx Ax 2Ax

oO-—m > ~+
g(t)

Figure 5.7 — Representation of the mesh.

As explained above, because of the misalignment between the mesh and the boundary po-
sition, the simplified inverse Lax-Wendroff procedure (5.24) presented above has to be slightly

adapted (see [VS15]). The numerical boundary condition reads

ka—1 , /. E (k) d—1 /. Lk d—1
n (—=(j +0)Ax)" g'W(nAt) (j+o0) ()7
ur=3_ o D Dl TR Y

k,s~ s

je€-r:—1].
k=0 : k=kq © =0
We perform the stability analysis of the above scheme, according to the values of both the
CFL parameter A and the gap parameter o. For example, with the Beam-Warming scheme (5.25)
supplemented with the numerical boundary condition S2ILW3 at the point x,, the procedure
based on the Kreiss-Lopatinskii determinant counts the number of zeros of the Kreiss-Lopatinskii
determinant. The corresponding results are represented on Figure 5.8. Of course, on the line

o = 0, we recover the results obtained on Figure 5.5.

Figure 5.8 — Stability of the Beam-Warming (5.25) with S2ILW3 boundary condition (left) and
with SIILW3 boundary condition (right).

Let us now consider a very simple application of the above results, considering the advection
equation in 2D on a parallelogram domain (specified later) with a velocity field aligned with
the x axis. Using a cartesian grid in both directions x and y, the numerical boundary condition
will generally not coincide exactly at the grid points and the use of (S)ILW method may appear
useful to maintain the order of the scheme. However, it is then mandatory to retain a CFL
number for which any of the considered values for the parameter o along the boundary belong
to the stability condition. Following the same lines of discussion as for the one-dimensional case,

we consider hereafter the next problem where the direction y coincide (artificially) with the
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parameter o and where the first reference grid cell is again z, = 0 (j, = 0).

ou(t, z,y) + adyu(t,z,y) =0, t>0,y€[-1,1],z € [yAz, +o0],

u(t,y,y) = g(t,y) t>0,y€[-1,1],

u(0,z,y) =0 y € [—1,1],z € [yAz, +o0l.
In the simulations, the velocity is a = 1, the boundary condition is g(¢,y) = ¢ —200(¢-0.25)2
and the initial datum is f = 0. The numerical solution is computed at time 7" = 0.3 using the
Beam-Warming scheme with S2ILW3, and with N = 1000 grid points in the (truncated) z-
direction. The Figure 5.9 represents the amplitude of the numerical solution with respect to the
space variable x and to the gap ¢ = y, the discrete solution being truncated beyond the value 1
so that unstable boundary oscillations appear as white areas. The two black lines represents the
computational domain of Figure 5.8 to confront the left image of Figure 5.8 and the images of
Figure 5.9.We observe a good agreement between the corresponding stable/unstable values of o

in Figure 5.8 and Figure 5.9.

Figure 5.9 — Numerical simulation of Beam-Warming scheme with S2ILW3 for CFL number
A € {0.45,0.6,1.3,1.69}.

5.5 Future directions

The main drawback of the present theoretical and numerical results is the restriction to the
class of totally upwind schemes. This assumption enables a specific simple analysis of the Kreiss-

Lopatinskii determinant, using the explicit formula (5.20), and a numerical strategy to conclude
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to the existence of eigenvalue or generalized eigenvalue. In this way, it answers the stability issue.
This is only an initial effort on the method of designing efficient and automatic numerical tools
for stability analysis based on the Kreiss-Lopatinskii determinant. A first extension of the present
work is the extension to the case of one-time step explicit schemes without the totally upwind
assumption that limits the application of our approch to second-order schemes, see Iserles [[S83].
Such an extension is natural but not straightforward because of the loss of Lemma 5.21: the
intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant cannot be reduced easily into a formulation involving
square matrices. Another challenging issue is the treatment of multistep schemes and multistep
boundary conditions as well. In this direction, explicit schemes may be the most practicable
case because many theoretical tools remain available (Hersh, Kreiss...). The difference is the
dependence on z in the coefficients of the characteristic equation (5.11). Indeed, each coefficient
is a polynomial in z of degree s where s is the number of time steps. Hence, an explicit formula of
a Kreiss-Lopatinskii is more difficult to compute. In another direction, for implicit schemes or for
more general boundary conditions, such as absorbing boundary conditions [EM77] and [Ehr10]
or transparent boundary conditions [AES03] and [Coul9], it seems to be even more challenging

to have a such easy-to-use theory.
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5.6 Compléments

5.6.1 Preuve des résultats d’holomorphie

Dans la démonstration du Corollaire 5.15, on utilise le principe de I'argument énoncé et
démontré en Théoreme A.3 (page 200) avec les notations a =0, r =1, Q= B(0,1) =D, ' =S
et f=A.

La démonstration du Lemme 5.4 (Hersh) utilise le théoréme de Rouché que I'on rappelle
en Théoreme A.5 (page 202). Une version plus générale en est donnée en Lemme 3.4 et en
Lemme 6.3 (page 147) et il est démontré page 74.

Le Lemme 5.26 est démontré dans I’Annexe A au Lemme A.4 (page 201).

On donne ici une preuve du Lemme 5.25 de ’article que ’on traduit ici de la maniére suivante.
Lemme 5.29. Soient deux polynomes P et Q@ avec deg P > deg@. Si la fonction z — ggig

est holomorphe sur U alors z g%ﬁg est méromorphe sur D avec un seul pole en 0 d’ordre

deg P — deg Q.

n m
Démonstration. Soient P(X) = ZaiXi et Q(X) = ZbiXi avec n > m. Comme la fonction
i=0 i=0
zZ— 58 est holomorphe sur U/, alors la fonction z — 58?2 est holomorphe sur D*. Le seul podle
potentiel de la fonction z gﬁﬁ; est en 0.
On a
1 zﬂ: n—i zn: n—i
— ) a;z a;z
P(1/z) _ = I
Ql/z) 1 & L AT i
meZbiZm ' Zbizm !
=0 =0
Donc z7—™ Zﬁ; 2 m gTZ = 0, car les deux coefficients dominants de P et () sont non nuls
P(z)

par hypothese. Ainsi, la fonction z — 26 est méromorphe sur D avec un unique pole en 0

d’ordre n — m. O

5.6.2 Réflexion sur les coefficients du schéma

On a besoin de localiser le coefficient ap afin que la division par (a9 — z) dans lexpres-
sion (5.15) ne soit pas problématique. Pour cela, on va utiliser I’hypothése de consistance qui est
supposée dans le Théoreme 5.13. Pour commencer, on rappelle la propriété suivante des schémas

consistants.

Proposition 5.30. Si le schéma (1.2a) est consistant avec (1.1) d’ordre au moins 1, alors

p p
Zakzl et Zkak:—)\.

k=—r k=—r
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Démonstration. Soit u une solution réguliére de (1.1). On l'injecte dans le schéma :

P
u(nAt + At, jAzx) — Z aru(nAt, jAz + kAx)
k=—r

= u(nAt, jAz) + Atdu(nAt, jAz) + O(A?)

P
- Z ar (w(nAt, jAx) + kAxd,u(nAt, jAz) + o(Ax))

k=—r

= u(nAt, jAz) — aAtd,u(nAt, jAz) + O(At?)

p
= Y ak (ulnAt, jAT) + kAzOu(nAt, jAT) + O(Aa?))
k=—r

Comme le schéma est au moins d’ordre 1, Perreur de consistance est O(Az? + At?). On peut
donc identifier les termes constants et les termes devant dyu(nAt, jAz). On a alors
P P
1= Z ap, et —alAt= Z apkAzx.
k=—r k=—r

On conclut par définition de A. O

Remarque 5.31. En montant en ordre de consistance, on a les identités suivantes :
P P P p P
Sap=1, Y kap=-X D Ka=X, > Ka=-X, > kay=2\ etc
k=—r k=—r k=—r k=—r k=—r

Le lemme suivant donne une démonstration plus détaillée du Lemme 5.27.

Lemme 5.32. Si un schéma de la forme (1.2a) est Cauchy-stable et consistant au moins d

Vordre 1, on a |ag| < 1.

Démonstration. Etape 1 : Montrons que |ag| < 1.

On sait que
1 2r P e
ag = — ape™dE.
0=75_ /0 k;T ke~ dg

Par inégalité triangulaire et par Cauchy-stabilité, on en déduit

1

2n | P )
ol < 5 [ 2 ane|d < 1.
21 Jo o

<1

Etape 2 : Montrons que le cas d’égalité amene da une contradiction.
Pour avoir |ag| = 1, il faut avoir le cas d’égalité dans l'inégalité triangulaire complexe. Ainsi,

il faut que >7_ ape™t = ag(€) ott o € C et g est une fonction & valeurs réelles positives

N
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(Prop 7.4, [BP12, p.124]). En appliquant en £ = 0, on trouve

1= Z ar = ag(0).

k=—r

Cette égalité permet de montrer que le coefficient « est en fait réel. Cela veut dire que, pour
tout £ € R, 3P

conjugué). En faisant un changement d’indice, on a Y} F_ apets — Zzz_p a_pe’™ =0 et par

_, ape™™ est réel. Ainsi, on a 37_ are®t =3P ape™ (égalité avec son

unicité des coefficients de Fourier, on trouve p = r et ax = a_; pour tout k € [1 : r]. Cela

permet d’obtenir

p
> kap=0=-),
k=—r

ce qui mene a la contradiction puisque A # 0 par définition. Ainsi, le cas |ag| = 1 est impossible,

ce qui conclut la preuve de ce théoreme. ]

5.6.3 Généralisation du Lemme 5.21

Pour tout z € U, on considére P'espace vectoriel £(z) des solutions (ﬁj(z))j;_r qui sont
dans ¢2 & %([—r : —1] UN) de I’équation

P
2Uj(z) = Z apUjir(2), (5.28)
k=—r
pour tout j > 0 avec a_, #0 et a, #0 .
Ici, on considére un schéma avec potentiellement p # 0. On peut alors généraliser le

Lemme 5.21 de la maniere suivante.

Lemme 5.33. Soit B € M, n(C) une matrice vérifiant N > r+p. Il existe une unique matrice
C(z) € M;r45(C) telle que

Brgsiy | C) | |T
0 --- 0
N—(r+p) r+p

De plus, les coefficients de C(z) sont des polynomes en z.

Démonstration. C’est la méme preuve que celle du Lemme 5.21 mais sans '’hypothese de récur-
rence (e) (qui n’a plus de sens car la matrice n’est plus carrée). Dans le corps de la récurrence,
la matrice BUTY est définie par BUTY 2t BU) — BO) avec
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ngfl)
7]
BG) %t : (()...0 e - 0...0)_
. ~—— ~——
ﬁﬂj—l) i1 pHr+1 Nep_r—j
’ ]

Dans le cas ot p # 0, le Lemme 5.33 ne permet pas d’obtenir une matrice carrée. Cela a
motivé I’étude du cas particulier p = 0, car le fait d’avoir une matrice carrée permet d’utiliser
la propriété de multiplicativité du déterminant de Kreiss—Lopatinskii (voir Remarque 5.22). Le
probléme vient du fait qu’on utilise une suite récurrente linéaire (5.28) d’ordre p+r pour réduire
la matrice B initiale. Cependant, comme précisé en Remarque 5.22, les matrices résultant de ce
lemme sont toujours multipliées par des matrices K_, j(z) contenant uniquement les 7 racines
de I’équation caractéristique (3.4) appartenant au disque unité. Concrétement, les p racines
de (5.28) se trouvant dans U ne sont pas utiles. On voudrait donc séparer la suite récurrente
linéaire d’ordre p+ r en deux suites récurrentes linéaire : I'une d’ordre r et 'autre d’ordre p. On
se servirait uniquement de celle d’ordre r pour réduire la matrice B initiale. C’est la stratégie

mise en place dans le Lemme 6.16 (page 153).
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Chapitre 6 — Stability of one-step explicit schemes

Ce chapitre est dédié a l'article [BLBS23b] : Stability of finite difference schemes for the
hyperbolic initial boundary value problem by winding number computations écrit avec Benjamin

BOUTIN et Nicolas SEGUIN et soumis pour publication.
RESUME.

Dans cet article, on présente une stratégie numérique permettant de conclure sur la stabilité
forte d’un schéma explicite a un pas avec condition de bord numérique. Toute ’étude est faite
sur le modele jouet de I’équation de transport en dimension 1. La stabilité forte est étudiée
sous le prisme de la théorie GKS et du théoreme de Kreiss. On introduit un nouvel outil : le
déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii qui posseéde de meilleures propriétés de régularité
que le déterminant de Kreiss—Lopatinskii classique. En utilisant des résultats standards d’analyse
complexe et d’algebre linéaire, on peut relier le caractere stable du schéma au calcul de 'indice
complexe d'une courbe, ce qui est numériquement robuste et peu coliteux. Cette étude est
illustrée par le schéma O3 et le schéma de Lax-Wendroff a 'ordre 5 muni de bords définis par

une procédure de reconstruction expliquée dans [DDJ18].

La Section 6.6 (page 167) donne des preuves plus compléetes des résultats de 'article. No-
tamment, on mentionne les preuves du principe de 'argument qui sert dans la démonstration
du Corollaire 6.14 et du théoréme de Rouché utile pour la démonstration du Lemme 6.3 (Hersh)
et du Lemme 6.22. Afin de préciser la preuve de la Proposition 6.18 et la preuve de la Pro-
position 6.19, on justifie la régularité de I'intégrale & parametre dans le Lemme 6.23. De plus,
on ajoute & la preuve du Lemme 6.17 la justification rigoureuse du lien entre la matrice de
Hermite Ho ;(z) et la matrice Ky ;(2) a la Section 6.6.2. Pour conclure la section, on donne une
preuve algébrique de la Proposition 6.20 dans le cas ol la matrice Ko ;(z) est une matrice de
Vandermonde classique, autrement dit, dans le cas ot les racines (x; (z));’:l de I’équation carac-
téristique (3.4) appartenant au disque unité sont simples. De plus, le Lemme 6.22 est démontré
intégralement dans la Section 7.1.1 (page 177) du Chapitre 7 sur I'implémentation numérique
des schémas.

Pour conclure le chapitre, la Section 6.7 (page 172) donne une extension des résultats de

I’article dans le cas de schémas multipas et est illustrée par le schéma leap-frog.
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STABILITY OF FINITE DIFFERENCE SCHEMES FOR THE
HYPERBOLIC INITIAL BOUNDARY VALUE PROBLEM BY WINDING
NUMBER COMPUTATIONS

ABSTRACT.

In this paper, we present a numerical strategy to check the strong stability (or
GKS-stability) of one-step explicit finite difference schemes for the one-dimensional
advection equation with an inflow boundary condition. The strong stability is studied
using the Kreiss—Lopatinskii theory. We introduce a new tool, the intrinsic Kreiss—
Lopatinskii determinant, which possesses the same regularity as the vector bundle
of discrete stable solutions. By applying standard results of complex analysis to this
determinant, we are able to relate the strong stability of numerical schemes to the
computation of a winding number, which is robust and cheap. The study is illustrated
with the O3 scheme and the fifth-order Lax-Wendroff (LW5) scheme together with
a reconstruction procedure at the boundary.

6.1 Introduction

6.1.1 Motivations and assumptions

The purpose of this work is to establish an efficient numerical strategy to determine whether
a given finite difference method on the half line is stable or not. We work on an approximation

of the rightgoing linear transport equation set on the positive real axis:

ou+ad,u=0, t=
u(t70) = g(t)a t =0, (61)
u(0,2) = f(x), x>0,

where u(t,z) € R is the unknown, f an initial datum at time ¢ = 0, g is a prescribed physical
boundary datum at the point £ = 0 which corresponds to the inflow boundary because the

velocity a is assumed to be positive a > 0.
At the discrete level, we consider explicit one-step finite difference methods of the form

Uptt = zp: a, Ul s (6.2)
k=—r
with integers r,p > 1 and a,,a_, non zero. The case where p = 0 or r = 0 will be discussed
in Section 6.1.2. Here, the unknown of the scheme Uj” is expected to approximate the quan-
tity u(nAt, jAx). The time step At > 0 and the space step Ax > 0 are usually chosen with
respect to some CFL condition A = aAt/Ax < AcpL discussed later on.

141

— A=085




Chapitre 6 — Stability of one-step explicit schemes

Throughout this paper we denote S = {z € C, |z| = 1} the unit circle, D = {z € C, |z| < 1}
the open unit disk, i/ = {z € C,|z| > 1} the associated exterior domain and U = {z € C, |z| > 1}

its closure. For n < m, the notation [n : m] is for the set {k € N,n < k < m}.

As a central idea in numerical analysis, the Lax equivalence theorem [LR56] asserts that
a consistent scheme is convergent if and only if it is stable. Therefore, all along the paper
only consistent numerical schemes are considered and the discussion concentrates only on their
stability issues. The Cauchy-stability for the space-periodic problem is handled with the Fourier
symbolic analysis, the so-called Von-Neumann stability analysis (see [CFL28] and [CN47]) and
makes use of the symbol . The symbol associated with the scheme (6.2) is defined, for £ € R,
by
P "
&) = > are™. (6.3)
k=—r
Assumption (H1). The scheme (6.2) is Cauchy-stable, meaning that the symbol ~ satisfies
|v(€)] <1 for all £ € R.

When dealing with discrete schemes set over the full line j € Z, the algebraic characteriza-
tion of the Cauchy-stability follows classically from the Fourier analysis but in the scalar case,
it reduces to a geometric property concerning the symbol curve I' which is a closed complex
parametrized curve defined by

'={6€[0,27] — ~(0)}.

This curve enables a geometric interpretation of the Cauchy-stability assumption (H1) refor-
mulated equivalently using the inclusion I' C D. The stability condition (H1) can be easily
illustrated graphically in the complex plane. In some sense, our goal is to extend this kind of

graphical study when including the numerical boundary conditions.

For solving the Initial Boundary Value Problem (IBVP) (6.1) with the discrete scheme (6.2),
r additional ghost points are needed to take into account the left boundary condition and to
fully define the discrete approximation. We assume that the values at these ghost points are
obtained from a linear combination of the first values of the solution close to the boundary and

at the same time step. More clearly, the considered numerical schemes reads

p
UMttt = 3" auUfy;, jeEN, neN, (6.4)
k=—r
m—1
Ur =S bjuUp+g7, je[-r:-1], neN, (6.5)
k=0

where the integer m satisfies p + r < m, (f;); are approximations of the initial condition f and

(97 )n,j are numerical data related to the boundary datum g and possibly its derivatives (see for

N
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instance the example in Section 6.4.3). The assumption p + r < m is not restrictive since some
of the coefficients b;  are possibly zero.

In order to define the stability on ¢?(N) and for the sake of convenience in the Kreiss-
Lopatinskii determinant formulation (see Definition 6.10), the explicit use of the r ghost
points U}, for j € [—r: —1], can be avoided by substituting the r boundary condition (6.5) into
the recurrence formula (6.4) for j € [0 :  — 1]. After straightforward calculations, the boundary

part reads also under the form

Ut = BYn 4+ gn (6.7)
where we denote
gt up a_y -+ a1\ [(g",
ﬂ?+1 = ’ u?n: ) g" = EMT(C)'
Uﬁjll -1 0 a_p [

Here, the matrix B € M,.,,(C) encodes the boundary treatment in another way. It corresponds to
the boundary part of the quasi-Toeplitz matrix form of the scheme used by Beam and Warming
[BWO93]. In the detail, the explicit relationship between B and B is as follows:

AQ_p =+ A_1 ap ap 0 B
B= . | B+ S T i € My (C) (6.8)

)

0 a_p a_r+1 Seeoag ap O O

with the notation

boig - o bim

The relation (6.8) is inversible since the coefficient a_, is supposed to be non zero. For example,
. ur _+ur Ur4ym™
for the very naive scheme U]T““l = =i %

obtain B = (% %) and B = (% %)

and the boundary condition U"; = , wWe

This class of boundary conditions, (6.5) or (6.7), encompasses the Dirichlet and Neumann
extrapolation procedures, see, for example, the work of Goldberg [Gol77]. This class also takes
into account the more general simplified inverse Lax-Wendroff procedure analyzed by Vilar
and Shu [VS15] in the framework of central compact schemes, and Li, Shu and Zhang for the
advection equation [LSZ16] and for diffusion equations [L.SZ17]. We will focus on the so-called
reconstruction technique for the boundary condition, which enables to deal with a boundary
which is not superposed with a grid point (presented by Dakin, Després and Jaouen [DD.J18]
and also in Section 6.4.3) in our numerical examples. Other treatments at the boundary exist,
as for example absorbing boundary conditions [EM77] and [Ehrl0], or transparent boundary

conditions [AES03] and [Coul9], however, in general, they do not enter the present framework.

143

— A=089




Chapitre 6 — Stability of one-step explicit schemes

For finite difference schemes applied to discrete IBVP’s, the stability study is a principal
issue and is the subject of different approaches. For example, Beam and Warming [BW93] study
the spectral properties of the Toeplitz or quasi-Toeplitz representation of the scheme. In the
same spirit, the computation of the spectral radius of the truncated (i.e. finite dimensional)
quasi-Toeplitz matrix may provide significant information for the power boundedness of the
method. This is the method used for example by Dakin, Després and Jaouen [DDJ18]. This
strategy is sometimes called eigenvalue spectrum visualization method, especially by Li, Shu and
Zhang [LLS22, 1.S716, LSZ17]. In Section 6.4, we will compare this latter approach with our own
strategy presented hereafter for the O3 scheme in the case of reconstruction boundary conditions.
Our strategy is based on the so-called GKS-stability theory introduced by Gustafsson, Kreiss
and Sundstrom [GKS72] which handles the discrete IBVP (6.4)-(6.5)-(6.6) with a zero initial
data. The reader can refer to the work by Wu [Wu95] and Coulombel [Coul3] for more recent
developments on semigroup estimates in order to deduce the stability of the discrete IBVP (6.4)-
(6.5)-(6.6) with non zero initial data from the GKS-stability. The notion of GKS-stability (or

also called strong stability) for the boundary problem makes use of the following discrete norms:

+o00 400 +00
Ui lAe = D AtUF? and  |[Ul|Agae = Y_ D AtAz|UFJ*.

The so-called strong stability, or GKS-stability, is defined by:

Definition 6.1 (Strong stability). The scheme (6.4)-(6.5)-(6.6) is strongly stable if, for (f;) = 0,
there exist C' > 0 and «q, such that for all o > ag, for all boundary data (gjn), for all Az > 0,

for all n € N, the solution satisfies

-1 -1
—anA o — Qg —anA —anA
S 1 U + (S ) e U s <€ X e g R (69)
j=-r j=-r

We warn the reader that [e”®"A'U;||%, is here an abuse of mnotation to describe
120 Atem2enB 2|2 and similarly for [le=®" U3, A, This stability definition admits a sim-
ilar but continuous form for the solutions to continuous hyperbolic PDE’s [BGS06]. Namely, it

provides some a priori estimates that are useful for a general analysis of such problems.

The following Kreiss theorem [Kre68] expresses a necessary and sufficient condition for the
strong stability. We provide hereafter a condensed formulation of this theorem, obtained from
[GKS72, Thm 5.1] combined with [GKO13, Lem 13.1.4] or with [Gus08, Def 2.23].

Theorem 6.2 (Kreiss). The following statements are equivalent:
(i) The scheme (6.4)-(6.5)-(6.6) is strongly stable in the sense of Definition 0.1.

(ii) The Uniform Kreiss-Lopatinskii Condition is satisfied.

The Uniform Kreiss-Lopatinskii Condition corresponds to the absence of zeros for the so-
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called Kreiss-Lopatinskii determinant Agkr, that we present here by the informal definition:
Ak (z) = det(Bei(z),...,Be (z)) (6.10)

where (e1(2),...,e-(z)) is a explicit basis of the linear space of the £2(N)-stable solutions of
the Z-transform of the interior equation (6.4) and 8 is an encoding of the Z-transform of
the boundary equation (6.5). For a proper definition of this determinant, the reader can look
at Definition 6.10 or the book by Gustafsson, Kreiss and Oliger [GKO13]. Before going on, let

us provide some comments to a particular case we already studied.

6.1.2 The case of totally upwind schemes and summary of [BLBS23a]

The present article is a non trivial extension of our previous work [BLBS23a] that deals
with the restricted case of totally upwind schemes. Totally upwind schemes are schemes of the
form (6.2) with p =01if a > 0 or r = 0 if a < 0. Without loss of generality, we restrict here
the discussion to the case p = 0 since flipping the indices may turn a case to the other. In this
section, we summarize the result of [BLBS23a] and introduce the novelty of the present work.
The first step of the analysis conducted in [BL.LBS23a] is based on the introduction of the intrinsic

Kreiss-Lopatinskii determinant:

_det(Bei(2),...,Ber(2))
Alz) = det(ei(2),...,er(2))

(6.11)

using the same informal notation as in (6.10). Under appropriate assumptions, an explicit for-

mula for the intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant is obtained:

Wzl 21, Az) = (=1)7m) detC(z)< ar >m (6.12)

apg — 2

0

where det C'(z) is an computable polynomial in z depending only on the coefficients (a;);__,

and on B. Thanks to this result, we prove that A is holomorphic on /. Note that this property
may be wrong as long as the standard Kreiss-Lopatinskii determinant is concerned.

Applying the residue theorem to A, we developed a numerical strategy to count the number
of zeros of the Kreiss-Lopatinskii determinant in /. By Theorem 6.2 (Kreiss), we conclude
that if Inda(s)(0) < 7 then the scheme is not stable where Inds)(0) is the notation for the
winding number of 0 with respect to the Kreiss-Lopatinskii curve A(S). This result allows us
to establish an efficient and practical method (see Method 19 of [BLBS23a] or Method 6.15 of
the present paper) to study the stability of a scheme with boundary. It provides sharp results
for the solution (UJ')nen € ¢%(N) to the problem set on the half line N. In particular, contrary
to numerical investigations of stability which are based on the computation of the spectral
radius, no arbitrary truncation of (quasi-)Toeplitz matrices is needed. In return, a problem set

on a bounded space domain needs, for a whole convergence study, superposition techniques for
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truncated data, as used in [Coul9] and [BNS'21]. This feature restricts mainly the study to

explicit scheme.

In the present article, we extend to p > 1 the connection between the winding number of 0
and the stability of the scheme. Indeed, even if we do not have an explicit formula as (6.12),
the holomorphic property of the intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant is sufficient to have
the same efficient method to study the stability. This approach, using the winding number, is
robust since instead of finding zeros of an algebraic curve, it only requires the computation of a
winding number, which is an integer, to count the number of zeros. One can mention the work
of Thuné [Thu86] who develops a numerical method to check the GKS-stability. He looks for the
precise location of the zeros of the Kreiss-Lopatinskii determinant approximating the roots of
some parameterized characteristic polynomial equations which is significantly different with our
work. One can also cite the work of Tadmor and Goldberg [GT78, GT81] which gives a sufficient
condition to have the stability of a scheme with boundaries. One can see this condition as a
weaker version of the Kreiss-Lopatinskii determinant but it has the advantage of decorrelating
the study of the interior equation and the boundary equations. In our paper, the framework is
less restrictive since the scheme is not necessary dissipative and the boundary conditions is more

general.

6.1.3 Outline of the paper

After constructing the intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant in Section 6.2 and Section 6.3,
we see that, in such a general case, the lack of an explicit formula for A(z) does not preclude
holomorphic properties (see Theorem 6.12). From there, we obtain the following stability crite-
rion: if Inda () (0) < 7 then the scheme is not stable (see Corollary 6.14). We prove these results
by the use of Hermite interpolation and residue theorem. To compute the Kreiss-Lopatinskii
determinant numerically, in Section 6.4, we use a an easy-to-use formulation of it which is, in
some sense, close to the explicit formulation (6.12). Moreover, Section 6.4 gathers the numerical
procedure to draw the Kreiss-Lopatinskii curve, several examples and numerical experiments for

illustrating the efficiency of the proposed strategy.

6.2 Kreiss-Lopatinskii determinants

In this section, we introduce the Kreiss-Lopatinskii determinant, a usual tool to check the
Uniform Kreiss-Lopatinskii Condition. Then we define the intrinsic Kreiss-Lopatinskii determi-
nant, namely a reshaping of the previous one, which is more convenient in practice and has
better properties than the classical Kreiss-Lopatinskii determinant: holomorphicity, continuity,

independence on the basis. . .

N
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6.2.1 Stable subspace £°(z) and matrix representation

First, we study the solutions to the interior equation:

P
Urtt= > aUfy;, j €N, neN. (6.13)

k=—r
To study this equation, the Z-transform (see [GW99, Lesson 40]) is applied. This transformation
is defined for (z)nen € £2(N) such that zo = 0 and 2z € U by Z(z) = 3,59 2~ "n. The previous

equation then reads
P

2Uj(z) = Z arUx(2), jEN, z €U. (6.14)
k=—r

To solve the linear recurrence equation (6.14), let us introduce the following characteristic equa-

tion where z plays the role of a parameter and « is the indeterminate:
P
2K = Z apk" . (6.15)
k=—r

This equation is nothing but the discrete dispersion relation of the finite difference scheme (6.13),
with frequency parameter k in space and z in time. It is formally obtained by looking for solutions

to the interior equation (6.13) having the form U}' = 2"k

In the spirit of a classic result by Hersh [Her63], the following lemma provides a property of
separation for the roots with respect to the unit circle.
Lemma 6.3 (Hersh). Assume (H1). For z in the unbounded connected component of C\ T,

1. there is no root of the characteristic equation (6.15) on S,

2. there are r roots (with multiplicity) of the characteristic equation (6.15) in D and p roots

(with multiplicity) of the characteristic equation (6.15) in U.

Remark 6.4. Under the Cauchy-stability assumption (H1), the inclusion I' C D is known. From
there, it follows that the unbounded connected component of C \ T' contains the whole set U
so that a weaker form of the lemma is available for considering z € U only. If in addition, the

considered scheme is also dissipative, meaning that its symbol ~y satisfies

|’7(£)| <1- 5|£|28> f € [_77’71-]?

for some § > 0 and an integer s € N* independent of &, then the same separation result is
available for z € U \ {1}. The reason for that property is that in that case one has SNT = {1}.

Proof of Lemma 6.5.

1. Assume there exists a root x of (6.15) on the unit circle, then one can find € R such
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that x = . So we have

p p
z = Z ajk! = Z a;e? = ~(0).

j==r j==r

This is a contradiction because z € T' and by assumption z € C\T'. It concludes the proof.

. We denote C the unbounded connected component of C \ I'. The polynomial (6.15) has

p+r roots (with multiplicity). It is sufficient to count how many roots there are inside the
unit disk to deduce the number of roots outside. By continuity of the roots with respect
to coefficients and because there is no root on the unit circle for z € C, we know that there
is a constant number of roots inside the unit disk for all z € C. By Rouché’s theorem, one

1 1

can study the zeros of f.(k) = k" — Z(a—p +a_ry16+- -+ apeP*") and g.(k) = K" — 2a_,

in D for z sufficiently large to have the result.

O]

Lemma 6.3 (Hersh) above is illustrated in Figure 6.1. The first two lines correspond to the

Lemma 6.3 (Hersh) and the third one describes the possible configuration for z € I'NS, typically

not meeting the assumptions. This case will be the object of a subsequent discussion.

For |z| > 1, by Lemma 6.3 (Hersh), the linear subspace of solutions to (6.14) living in ¢?(N)

is generated by the following r vectors:

1 0 0 0
Re ke ke K
k2| | 2x2 | | 22K2 981,52
AN E AN T R T A (=1,....M (6.16)
Ry || 4Rp | | 4Pk 4015
where ki1,...,kp of multiplicity fi,...,08y are the solutions to (6.15) living in D, with

B1+ -+ By =1 (we omit the z-dependence of k(z) for the sake of readability).

Notation. We denote £%(z) the linear subspace of solutions to (6.14) living in ¢?(N) and

K;j(z) € Mj_it1,(C) the matrix where we put in columns the extraction of all the lines

between ¢ and j (included) of the r vectors of (6.16), where 0 < i < j.

Remark 6.5. For r = 2, if the solutions to (6.15) are k1(z) # k2(z), then there are exactly two

roots with multiplicity 1. The solutions to (6.14) can be written U;(z) = a1k (2)? + agra(z),

and we have

N

1 1
Koa(2) = | k1(2)  ka(2)
k1(2)?  Ka(2)?
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Where k lives

Where z lives

z - el
K . N K | proots
X, sooX .
K N in
, K A
/ K X \\
! X \ X
I’ \ K
VK r roots in D | |
\ X 1
\ !
\ /ﬁ: /
\ /
X
. K ! k"
x o “T~. %X | proots
K, S .
- . inlU
/ K \\
// X K \\
I X \
! |
\ r roots in D|
v K / X
VX 5 // K
\\ X X /K
\\ K /// X ><H
e e o p roots
K, K KN in U
X, X X AR .
/ . coming
! — \
/ r roots in D k' k| from U

.| coming from D

ST

/7
\
’
’
\
X&

Figure 6.1 — Illustration of Lemma 6.3: case |z| > 1 (first line), case |z| =1 and z ¢ I" (second
line) and case z € I" where Lemma 6.3 does not hold (third line).
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Remark 6.6. Still for » = 2, if the solution to (6.15) now is k(z) with multiplicity 2, then the

solutions to (6.14) can be written U;(z) = (a1 + a27)k(2)7, and we have

1 0

k(z)  K(z
Koa(z) = /{((z)2 2/{2,2;2
k(2)? 3k(2)3

We raise awareness of the dependence in z and of the continuity issues because the map
z — K j(z) is not continuous whereas the set of roots of (6.15) is a continuous mapping with
respect to z. Indeed, the root curves (k;(z)); can intersect, when a multiple root occurs. For
example, for r = 2, if there is (z,)neny C U with k1(2,) # k2(z,) which converge to zo, € U such

that k1(z00) = K2(200) @ double root, then we have

V] € {172}7 ’{]’(zn) m ’{j(zoo)

but
1 1 1 0
Koa(z) — k1(zn) Ko(zn) Kos(2a) = K1(%00)  K1(%00)
03(2n) K3 (2n) K3 (zn) — 03 (7oc) K1 (200) 267 (200)
’f%(zn) “%(Zn) “?(ZOO) 3"%(2/00)

Consequently, the considered basis (6.16) of £5(z) does not generally define a continuous mapping

with respect to z.

In spite of the difficulty enlightened above, it turns out that £%(z) is a continuous and even
holomorphic vector bundle over U as it is discussed in [Coul3, Thm 4.3]. It is also proved that
this vector bundle £%(z) can even be continuously extended over U, thus considering z € S as
well (see also [MZ04] for a similar property for the hyperbolic-parabolic PDE case). The main
point therein is that for some zg € S, there may exists one (or several) root ko (2p) of (6.15) on S.
At such points zp the Lemma 6.3 (Hersh) does not hold anymore. This situation is depicted on
the third line of Figure 6.1. For z on S, the space £%(z) still is of dimension r and we extend the

notation Kj j(z). We can summarize the above discussion in the following theorem.

Theorem 6.7 ([Coul3]). Under assumption (H1), the space £°(z) is a holomorphic vector

bundle over U and can be extended in a unique way to a continuous vector bundle over U.

Remark 6.8. For the extension, the first difficulty is to select the roots of (6.15) coming from the
inside, indeed, if there is a root on S, it can be coming from the inside of D, the outside or both
(in case of multiplicity). In Section 6.4.2, we will explain the numerical strategy to select the
good ones. The second difficulty is to prove the continuity of £9(z) after the extension, it follows
from the existence of a K-symmetrizer and is obtained e.g. in [Coul3, Thm 4.3]. As previously

observed, Kj j(z) is generally not continuous with respect to z.
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6.2. Kreiss-Lopatinskii determinants

6.2.2 Intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant

In this section, we define properly formulas (6.10) and (6.11). Let us consider the Z-

transformed version of the boundary condition (6.7), that is

Uo(z) Uo(z) a—y -+ a—1\ [(g—r(2)
z - B = . (6.17)

Injecting the solution (U;(2))jen € £°(2) to (6.14) into (6.17), we obtain a system of 7 equations

with r scalar unknowns: they are the coefficients of (U;(2))jen written in the basis (6.16) of £%(2).

Remark 6.9. For r = 2 and a given value of z (we skip for convenience the dependence in z
hereafter), if k1 # k2 so that the solution to (6.17) has the form am{ + Oégﬁ%, then that solution

is constrained by the system (6.17). The matricial form of that system reads

K1 K2
1 1 o a_1g—1 +a_og_
5 _B /4:% /@% 1) _ 19-1 i 29-2 ‘
K1 K2 . . a2 a—-29-1
m

The injectivity, whence invertibility, of the boundary condition is thus directly related to the
property det(zKo1 — BEKom—1(2)) # 0, where 2K¢1 — BKym—1(z) € Ma22(C).

Definition 6.10 (Kreiss-Lopatinskii determinant). The Kreiss-Lopatinskii determinant is the

complex-valued function defined for |z| > 1 by:
AKL(Z) = det(zKo’T,l(z) — BKQymfl(Z)).

Despite the fact that the space £%(z) is a holomorphic vector bundle over & and continu-
ous over U (Theorem 6.7), this determinant Ay, is not holomorphic on U. To retrieve those
properties, we define the intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant A that we can motivate by
the following informal discussion. The above Kreiss-Lopatinskii determinant is actually not well
defined until we order in some way the roots (k;(z));=1,. , of (6.15). There are two points to
emphasize. The first one is related to crossing roots and already discussed after Remark 6.6. The
second one is that, outside crossing cases, being given any choice for the ordering of the roots
(and thus of the vectors of the basis (6.16) for the vector bundle), there is in general no chance
to obtain a holomorphicity property for the components of the matrix Ko ,,—1(z) over U. For
example, even the roots of X2 — z are not holomorphic w.r.t z € U because of the logarithm
determination. On the other side, any symmetric functions of the roots (x;(2));=1,..» however

are holomorphic because they can be obtained directly in terms of the coefficients of the poly-
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nomial (6.15). So except for crossing roots, the same holds for the quantity Aky,(z) since the
matrices B and B are constants and the determinant itself is a symmetric function.

A very natural way to reach the holomorphic property and go beyond the last difficul-
ties consists in dividing Aky, by the quantity det Ko ,_1(z). Hence, the same permutation or
combination of the vectors of the basis (6.16) is involved in both computations. This intrinsic
Kreiss-Lopatinskii determinant has already been introduced and studied in a particular case
in [BLBS23a).

Definition 6.11 (Intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant). The intrinsic Kreiss-Lopatinskii

determinant is the complex-valued function defined for |z| > 1 by:

AKL(Z)
Alz) = —————. 6.18
( ) det KO,Tfl(Z) ( )
Let us note that the intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant can be rewritten

_ det(zKom,l(z) - BK(),m,l(Z))
det Kom_l(z)

BKom-1(2)Kor—1(2)7"

z

A(z)

= 2" det (I,, - ) . (6.19)
To conclude with these definitions, let us state a little more about the Uniform Kreiss-Lopatinksii
Condition. With the above notations and additionally to the invertibility of zKp,_1(2) —
BKym-1(2), it corresponds to the existence of a constant C' > 0 such that for any 2z € U,
any U € £%(z) solution to (6.17) satisfies the uniform estimate ||U|| < C||g||. From the Parseval
identity for the Z-transform, this inequality gives directly the first necessary half-part of the
strong stability estimate (6.9). We refer the reader to [GKO13] for a more detailed presentation.

6.2.3 Main results

Theorem 6.12 is our main theoretical result. It states that the intrinsic Kreiss-Lopatinskii

determinant has the same regularity properties as £°(z), see Theorem 6.7.

Theorem 6.12 (Smoothness of the intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant). Assume (H1).

The intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant A is holomorphic on U and continuous on U.

By equation (6.18), the function A shares the same zeros with the Kreiss-Lopatinskii determi-
nant Aky,, so that it can be used as an alternative in the Uniform Kreiss-Lopatinskii Condition,
see Theorem 6.2 (Kreiss). Another property, important for the forthcoming applications, lies in

the next Corollary 6.14 and involves the following important geometrical object:

Definition 6.13. The Kreiss-Lopatinskii curve A(S) is the closed complex parameterized curve
A(S) = {6 € [0,2n] — A(e?)}.

Using the residue theorem ! thanks to Theorem 6.12, we obtain the following result.

1. All the complex analysis results can be found in [Lan99].
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6.3. Proof of Theorem 6.12 and Corollary 6.1/

Corollary 6.14 (Number of zeros of the intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant). As-
sume (H1). If 0 ¢ A(S) then the equation A(z) = 0 has evactly r — Indas)(0) zeros in U.

Here above and in all the paper, Indas)(0) denotes the winding number of the origin with
respect to the closed oriented curve A(S) (see [Lan99] for a definition of the winding number).
This corollary helps us to establish an efficient and practical method to study the stability of
a given IBVP through Theorem 6.2 (Kreiss). In particular, the low computational cost of the

following procedure is very appealing for the study of parameterised IBVP’s, see Section 6.4.

Method 6.15 (Uniform Kreiss-Lopatinskii Condition check). There are two different cases:
e if 0 € A(S), then there exists zg € S such that A(zy) = 0.

e if0 ¢ A(S), A does not vanish on S and it has r —Inds)(0) zeros inU by Corollary 6.1/.
It follows that if Indas)(0) = 7 then the scheme is stable. Otherwise the scheme is unstable.

In summary, by Theorem 6.2 (Kreiss) and since Uniform Kreiss-Lopatinskii Condition is
fulfilled if and only if the Kreiss-Lopatinskii determinant has no zero in I, Method 6.15 can be
used to conclude that the scheme is stable or not. Some illustrations for the O3 scheme and the
fifth-order Lax-Wendroff scheme follow in Section 6.4.

6.3 Proof of Theorem 6.12 and Corollary 6.14

6.3.1 Constant-recursive sequence of order r

For each z € U, we denote P, the polynomial linked to the characteristic equation (6.15),

ie.
Py(k) = apk™ P + -+ ark" T 4 (ag — 2)K" + a1k 4 b a ik ay (6.20)

By Lemma 6.3 (Hersh), the polynomial P, (k) can be factorized into two polynomials: one with
the  roots in D, denoted R,(r) and one with the p roots in U, denoted Q. (x). We know that the
coefficients of P, are holomorphic in z. We already said that the basis (6.16) is not holomorphic
because the roots x are not. In the next result, we prove that the symmetric functions of the
r roots k living in D are indeed holomorphic in U, in other words, the coefficients of R, are

holomorphic in Y.

Lemma 6.16. For all z € U, the polynomial R.(X) = [[;_1(X — k;(2)) has holomorphic
coefficients in U, where (k;(2))j—; are the r roots (with multiplicity) in D of (6.15).

Proof. We use the Dunford-Taylor formula with C, the companion matrix of the polyno-

mial (6.15):
1

() = 5 [ oy = €27
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It is the projection along Es(2) = ker [, (C; — x;(2)) onto E,(z) = ker H;ifﬂ((?z — Kj(2))

r+p
Jj=r+1

(ﬁj(z));if 41 are not. The projector I1(z) is holomorphic on i since it is a holomorphic parameter

where (k;(2)) are the roots of (6.15) in U, because (k;(2))j—; are surrounded by S and

integral. We have C,oll(2)g,(») = 0 and C; oll(z)g,(z) = C-, then the characteristic polynomial
of C,oll(z) is XPR,(X) because C"t? = E4(2)BE,(z). The function z — C,oll(z) is holomorphic
on U, then the coefficients of its characteristic polynomial are too. It concludes the proof. [

6.3.2 Hermite interpolation

To prove the holomorphic properties of A, by (6.19), it is sufficient to study the function
z KO,m—l(Z)K()_;_l(Z)- To simplify this study, for z € U, we introduce on the linear map

Pz Q € Cna[X] = ¢:(Q) € Cra[X] (6.21)

where ¢, (Q) is the Hermite interpolation polynomial of degree less than r—1 defined by the value

(Q(k1(2)), ..., QP D (k1(2)), Q(k2(2)), ..., QP2 (ka(2)),...,QVPM=D(k,(2))), where the &’s
are the same as in (6.16). The link between the matrix Kg}m_l(z)KO_}_l(z) and ¢, is given by:

Lemma 6.17. For all = € U, the transpose of the matriz K(),m_l(z)KO_ﬂLl(z) is the represen-

tation in the canonical basis of ¢, defined in (6.21).

Proof. The Hermite interpolation make appear the following matrix

1 0 0 e 1 0 A | 0
K1 1 0 N 1 cee e KM 1
Ii% 2K 2 ,Lg% 2K K?\J 2601
Ho,j(z) = /ﬁfi’ 3:‘1% 6K1 e /1% 35% e e R%J 3’%%\4
st 4k 122 RS4R3 - o RKY 4RD,
L e L A WL LT
1 columns linked to 1 B2 columns linked to k2 Bps columns linked to ks

The representation of 2z — ¢, in the canonical basis is (Hom-1(2)H, 1 (2))". Besides, there
exists an invertible matrix M(z) € M, (C) such that Ko ;(z) = Ho;(2)M(z). Therefore, we
have Ko,m—l(Z)K(iq}_l(Z) = Hg7m_1(z)M(z)M(z)_lH&i_l(z) = Ho,m_l(z)H(i,}_l(z). The result
follows. O

Proposition 6.18. The function z — @, is holomorphic on U.

Proof. For all k € [0 : m — 1], we want every coefficient of the polynomial ¢,(X¥) to be
holomorphic on . Writing ¢, (X*)(z) = Z;;(l] ajk(2)x?, we know that

Vie[o:r—1], jlajr(z) = ¥ (X*)(@)0m0- (6.22)
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6.3. Proof of Theorem 6.12 and Corollary 6.1/

By the error of Hermite interpolation (see [Her77]), we have

1 R (z)
p2(XF) () — o = /S corno% (6.23)

where R, (X) is defined in Lemma 6.16. Differentiating equation (6.23) (with the Leibniz product

rule), one obtains

1 —s! Ckfsfl

Jlov (2 —k:'5j+z<>R(J$ Sir Js T RAC)

By Lemma 6.16 and the holomorphicity of parameter-dependent integrals, the function z

dc. (6.24)

a;x(z) is holomorphic on U for all j € [0 : 7 — 1] and k € [0 : m — 1]. The proof is now
complete. O

Proposition 6.19. The function z + @, is continuous on U.

Proof. Because Lemma 6.3 (Hersh) does not hold anymore for z € S, the roots x(z) of charac-
teristic equation (6.15) can be on the unit circle S. To prove the continuity of z — o ;(2), we
use equation (6.24) but replacing S by S, e {z € C,|z| = 1+¢} for ¢ > 0. Using the continuity
of parameter-dependent integrals and the continuity of the roots x(z) of characteristic equa-
tion (6.15), we obtain the continuity of the coefficients of R, and thus the function z — «; ;(2)
is continuous on U for all j € [0:r — 1] and k € [0 : m — 1]. The proof is now complete. O

Proposition 6.20. The function z — ¢, is bounded on U.

Proof. Equation (6.24) can give a bound of every components of Ko,m,l(z)KOj;_l(z). Indeed,
using Rouché’s theorem, as in the proof of Lemma 6.3 (Hersh), we can see that for |z| > R for
a certain R, all the roots (z) of the characteristic equation (6.15) satisfy [x(z)| < 3. Then, for

|z| > R, one can have

1 —s! Ckfsfl
% S RZ(C)

df < sl2".

d§| =

sl [2m if(k—s—1) sl 2 1
Sy e
2im Jo  I[j=1(e" — kj(2)) 27 11— 3|

By Gauss-Lucas theorem, the roots of all the derivatives of R, are in D for all |z| > 1, it follows
that RY ™ (0) is bounded independently of z. Then for |z| > R, the quantity Kg,m_l(z)K&&_l(z)
is bounded. Moreover, by Proposition 6.19, the quantity Kom-1(2)Kg. ! (2) is bounded on the
compact set {1 < |z| < R}. The proof is now complete. O

6.3.3 Conclusion

Proof of Theorem 6.12. By Lemma 6.17, the continuity and holomorphicity properties of z — ¢,
provided in Propositions 6.18 and 6.19 are shared by the function z Ko,m_l(z)KO_,,}_l(z). The

expression of the intrinsic determinant (6.19) concludes the proof. O
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The next proof is close to the proof of the Corollary 15 of [BLBS23a]. We reproduce it here

for completeness.
Proof of Corollary 6.1. Let us define the following function
A:zeD*— A(l/z) eC.

By Theorem 6.12, the function Ais meromorphic on I with one only pole in 0 and is continuous
on D\ {0}. By Proposition 6.20, the function z — K ;,,—1(1/2)Ko,—1(1/2)~! is bounded on D,
it follows that 0 is a pole of order r of the function A. The residue theorem applied on A with
the path S gives the following equality:

Indz(g) (0) = #zerosz (D) — #fpolesx (D).

It follows that
#zerosa (U) = r — Indas)(0).

6.4 Numerical results

The results presented below can be reproduced using the code available in the GitHub
repository [LLB23], it can be used as a Python library, following the link : https://doi.org/
10.5281/zenodo.7773742.

6.4.1 New formulation of A

In [BLBS23al, an explicit formula of the Kreiss-Lopatinskii determinant is given. Unfortu-
nately to reduce the boundary matrix B, the characteristic equation of degree r + p is used to
find a final matrix of size r x (r + p) and, since in the present analysis p # 0, the matrix is not
square. To skirt that problem we will use the polynomial R, defined in Lemma 6.16 instead of
using the complete characteristic equation (6.20). It reads also

T
R.(X) = H(X —kKj(2) = X"+ or_1() X" 4 4 01(2) X 4 00(2)
j=1
where (0;(2)); are the symmetric functions of (k;(z));.

Because Uj(z) is in £%(z) and can be expressed in the basis (6.16), we have, for all j € N,

Ujtr(2) + 0r-1(2)Ujir-1(2) + -+ + 01(2)Uj41(2) + 00(2)Uj(2) = 0. (6.25)
Notation. We note, for all j € N, £1;(z) the vector (Up(2)---U;(z))" of size j + 1.
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Proposition 6.21. Let B € M, ,,(C). There exists a function B:Cr — M, (C) constructible
such that, for all z € U, we have

Bm_1(2) = B(oo(2), ..., 0r—1(2))8h_1(2) (6.26)

where (Uj(2)); satisfies (6.25) for all j € N.

By "constructible function", we mean here that we establish a computable algorithm to get the
matrix B(og(2), . . .,0,_1(2)). This algorithm, based on a Gaussian elimination, is fully described

in the following proof.

Proof. For z € U and ¢y = 00(2),...,5-1 = 0,—1(2). By a descending induction on j between

m — 1 to r — 1, we construct a matrix B;(so,...,5—1) € My j1+1(C) such that

Bﬂm,l(z) = Bj(go, PPN §r,1)ﬂj (Z)

Initialization: if j = m — 1 then one can take B for the matrix B,,—1(<o, ..., 5—1).
Induction: we assume the induction hypotheses for some j € [m — 1 : r] and we want to prove

the result for j — 1. By equation (6.25), we have £;(z) = P;&l;_1(z) where

Pj = € Mj+1,j((c).
1

0) =< - =S

We define B;_1(so, ... ,5—1) = Bj(s0, - - -, $r—1)Pj € M, ;(C) then we have

Bj a8l _1(2) = BjP;il; 1(2) = Bjilj(2) = Bily1(2).
Conclusion: we define B by B,_1.

The function B is easily computable because (P;); are just matrices of Gaussian elimination. [
By (6.26), the intrinsic Kreiss-Lopatinskii determinant can be written

_ det(2Ko,—1(2) — BEKom-1(2)) _ det(zKo—1(2) — BKo,1(z))

Alz) det Ko,—1(2) - det Ko,—1(2)

= det(zI,—B). (6.27)

The matrix B from Proposition 6.21 depends on coefficients (c;(2));. By (6.26), we have

B(oog(z),...,00-1(2)) = BKO,mfl(Z)KO_;_l(Z)-
Using any computer algebra system, we can compute the matrix g(go, ...y6—1) from the ma-
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Where z lives Where x lives

Figure 6.2 — Illustration of Lemma 6.22

trix B and then we compute the coefficients (¢;(2)); and replace ¢; by o;(2) for all j € [0 : r—1].
It provides that the computation of g(go, ...,6r—1) can be done only once and then apply for
different z (and so different (0;(2));).

With (6.27), we find again the holomorphic property of A by Lemma 6.16 which states that
z + 0j(z) is holomorphic on U for all j € [0 :r — 1].

6.4.2 Computation of A(S)

Let us fix a zg € S. To compute (0;(20));, we need the r roots (x;(20)); that come from the
inside of the unit disk, see Remark 6.8. By the continuity of the roots of polynomial P, defined
in (6.20) with respect to the parameter z, for each xo(zp) of multiplicity S on the unit circle, for
a sufficiently small ¢ > 0, there exists n > 0 such that for all z € B(zg, ), the polynomial P, has
exactly f roots with multiplicity in B(ro(20),€). The explicit value of 7 is given in the following

statement.

Lemma 6.22. Let zy be on the unit circle. Let ko(z9) € S be a root of multiplicity 5 of the
polynomial P,, defined in (6.20). Let ¢ > 0 be such that ro(z9) is the only root of P,, in
B(ko(z0),¢€) and set

=(14+e)" min P, (k).
D= (e min P ()

Then for all z € B(z9,n), the polynomial P, has exactly B roots with multiplicity in B(ko(20),€).

The proof of Lemma 6.22 is a consequence of Rouché’s theorem, comparing the number
of zeros between P,, and P, for z close to z¢ in B(ko(20),¢), the details of the proof are not
given here, but we refer to [Lan99] for a proof of Rouché’s theorem. This lemma is illustrated
in Figure 6.2 where ko(zp) is of multiplicity 3. The black points are related to zp and (x;(20));,
and the gray point are related to z and (k;(z2));.

From the numerical point of view, for a multiple root ko(2p), one can take the smallest
distance between two roots of P, as ¢, take z = (1 + 3)z9 € U. The value of 7 is obtained

discretizing the circle of radius € centered in k¢ (2). By Lemma 6.3 (Hersh), there is no roots of P,
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on the unit circle, then one can count the roots in B(ko(20),¢) ND and B(ko(z0),&) NU to know
the number of roots linked to kg(z) that come from the inside and the outside of the unit disk.
After selecting the roots (x;(z)); that come from the inside of the unit disk, one may compute
their symmetric functions (o;(2));. By replacing the formal variables (¢;); of B(<, - .., 5—1) with
(0j(2));, one may compute A(z) with expression (6.27). Instead of computing (x;(2)); for each z
on the unit circle independently, one may use the continuity of (x;(z2)); with respect to z in order
to describe the movement of the roots (k;(z)); for z € S. After drawing the Kreiss-Lopatinskii
curve, the winding number has to be computed in order to use Method 6.15. To do so, we use the
geometric algorithm proposed by Garcia Zapata and Diaz Martin in [GZDM12] and [GZDM14].

6.4.3 Boundary condition: reconstruction procedure

To define the boundary condition, we use the reconstruction procedure explained in [DDJ18].
The framework is the advection equation with a misalignment between the space boundary and

the discrete grid points

Ou+adu=0, t
U(t, l‘g) = g(t)7 t
u(0,z) = f(z), x € [z, 1].

2 Oux e [x071]7
>0 (6.28)

9

Without loss of generality, we can assume that z, = oAz with o € [—1, 1[ (as it is explained
in [BLBS23a]). Let us introduce z; for jAxz and t" for nAt when j > —r and n > 0. Let n € N

be a fixed time. The solution u of (6.28) (assumed here to be smooth enough) satisfies

I T ety = = [T st e O L oanty (629)
_ u ,y)ay = —— U v Lo )7 a4y z ’
Az xj—% Az xj_% k=0 M

using a Taylor expansion of order d. Now, let us take a solution (U;‘)];o of a scheme of the

form (6.2) approximating u. Using (6.29), we want to define the r ghost points (U}') —r<j<—1-

The approximation of equation (6.29) reads, for j > —r,

d—1 Lkt 1 kL
ur zéaﬁu(tn,xg) (U (1:+1)3 _U (13+1)3 ) (6.30)

On the one hand, we use the PDE to convert space derivatives into time derivatives until an
index kg < d. The index k4 allows us to know only the first derivatives of the boundary datum g

and use extrapolation for the rest. For the advection equation, we have, for all k < kq,
Apu(t”, wy) = (—a) Fofu(t", z5) = (—a) Fg™ (1)
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Equation (6.30) becomes, for j > —r,

kq . 1 k+1 . 1 k+1
n o N gk gy (U2 =) (-5 -0)
UJ‘”,;( )kgk(”< CES CES]

d—1
+ Z 6§u(tn, To)

((j+%_0)k+1 (j_%_o.)k+1
k=kg+1

k+1)!  (k+1) ) (6:31)

On the other hand, we need to define (3’;u(t",xg))g;id+l, but using (6.31) for j € [0 :
d — kg — 2], we can deduce the unknowns (U}')_,<j<—1. Writing 4 = ur,.,...,.um)’,
Uy = (Ug, ..., Ug‘_kd_Q)T and ©" = (9katly(t" x,),..., 0% u(t", x,))T, we have a condensed

formulation of (6.31):

(6.32)
Uy = St+y.0om,
where S” € R", ST e Ri*a=1'y € M, 4 4,—1(R) and Y} € Mg_j,—1(R) with
kq ! k+1 | k+1
_ —i+35—0) (—i—5—o0) ,
)= (—a) kg n ity - 2 for i € [1
kaq ) 1 ) 1
n _ n (i—145—0o)kt? (i—1—5—0o)k+t? .
(81)i = (=) g ") ( ) I (e8] ) orteltid el
k=0
j+kq+1 j+kg+1
R e N T e for i € [1: 7],
(Y-)ij = (+ka+1)! - (+ka+1)! JEell d—ky—1]
(Z -1 + % _ O-)j+kd+1 (Z 1= % _ O.)j+kd+1 o
= — f l:d—kg—1
(V4)ij < G+ kat D) GAhat D) ord,j€l:d—ky—1]

Eliminating the space derivatives ©" in (6.32) gives the following boundary condition:
Yo=Y Yy + 8" -y Yyiist. (6.33)

Equation (6.33) is exactly the boundary equations (6.5) of the scheme which define the r ghost
points of the scheme. To write the boundary condition as equation (6.7) with expression (6.8),

we identify

9%,
BYy yltand | ¢ | Yy yitsn
9%
As in [DDJ18], R%*a denotes the reconstruction procedure where d is the order of consistency

of the method and k4 the index when we change from time derivatives to extrapolation. For
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example, the reconstruction procedure R3? for r = 2 and o = 0.4 leads to
_12 1753 _2 13 1371 526
_ 5 600 _ 5 600 _ |97 o7
Y-=1_7 e ]X*=| s | ®B={:m w
5 600 5 600 97 o7

6.4.4 Example of O3 scheme

—

As it is done in [DDJ18], we want to find the stability area for the O3 scheme defined, for
j € Nand n € N, by

A3 A A2 A3 A A3 A2 3 A
n+1 2 n n
Uj <6 >Un2—|—<)\—|—2 )U” 1—|—<1—2—)\ )U (2 _6_3> J+1

The O3 scheme is a scheme with » = 2 and p = 1 and is Cauchy-stable for A €]0,1]. The

reconstruction R*9 for the O3 scheme and ¢ = 0.4 leads to

1371 526 180,\2 277)\ 1202 + 23\ 0

B = 97 97 and B = 97 o7
554 143 263,\3 + 22 + 14\ 21723 A2 217TA 4 g PN + PP
97 97 582 291 291 291 6 2 3

Using the reformulation (6.27) of the Kreiss-Lopatinskii determinant, we have

1 0
B(so,c1)=B| 0 1
-0 —<1
180)\ + 277,\ +1 120)2 4+ 287
_ 97 o7
(26349750)\3 (1 §0) + (1449760) A (434497c1)A3  (24<1)A%  (217-97¢1)A +1 :
582 2 291 582 2 291

For example, for ¢ = 0.4, Figure 6.3 shows that the O3 scheme with R3? boundary is stable for
A = 0.4 (because 7 — Inds)(0) = 0) and is unstable for A = 0.9 (because r — Indag)(0) = 1).

We can draw the same figure as the Figure 4 of [DDJ18] but instead of using a computation
of the spectral radius of the truncated quasi-Toeplitz matrix, we use our strategy of counting the
number of instability modes, see Figure 6.4 which is much more reliable (since it is parameter
free) and efficient. In Figure 6.4, every area stamped with 0 is a domain where the O3 scheme
is stable. The odd pattern for very small A (approximatively between 0 and 0.01) of Figure 6.4
may be due to difficulties for computing the winding number. Indeed, for very small values of A,
the Kreiss-Lopatinskii determinant is really close to the origin and even with a refinement (see
the next example for more details on this procedure), the computation of the winding number
may become inaccurate, which is not a problem in practice since it would correspond to very

small, then unusable, time steps.

— A=128
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e A=04
~ e, —- A=09

15 ke ~.
1.0 h \

i. \

0.0

-2 -1 ] 1 2 3

Figure 6.3 — Curve A(S) for O3 scheme for 0 = 0.4, for A € {0.4,0.9} with reconstruction
boundary R3.

6.4.5 Example of Lax-Wendroff 5

The fifth-order Lax-Wendroff scheme, called LW5, which has been proposed in [LMO06], can
be written, for all n € N, for all j € N, as

U]n—',-l _ A=A (A2) Un, - AA=D(A=3) A+ (A+2) U, + AA=2)A=3) A+ 1) (A+2) 771

120 24 12 j—1
AAE=3X3—5X2 415 +4 n , AA=1)A=2)(A=3)(A+2) rrn AA=1)(A=2)(A=3)(A+1) 71
+(1_ ( 5 >)UjJr O-DO-JA-YMD pyn | AO-DA-JA-+D yn
(6.35)

This scheme LW5 is Cauchy-stable for A €]0,1].

Figure 6.5 illustrates the computation of the number of instabilities for LW5 for different
reconstruction boundaries where o = 0.4 with respect to A €]0,1]. As in the previous example, it
may happen that the Kreiss-Lopatinskii curve is too close to the origin, the winding number of
the origin cannot be computed correctly. Following the geometric algorithm proposed by Garcia
Zapata in [GZDM14], a refinement of the discretization then improves the effective computation
of the winding number. Figure 6.6 represents such refinement with close-up close to the origin.
However, even with this strategy, for very small values of A\, we cannot refine more than the
machine precision, that is why there is still some odd pattern for very small A in Figure 6.4,
Figure 6.5 and Figure 6.7. As we already discussed, such very small time step are however not
used in practice. The stability area with respect to both parameters A and ¢ are drawn in

Figure 6.7, considering again successively various reconstruction boundary conditions.

All the figures can be easily computed in Python with the common NumPy [HMvdW*20]
library and the SymPy [MSP*17] library for the computer algebra system. The algorithm is
really efficient. For each subfigure of Figure 6.4, the 1600 runs takes less than a couple of minutes

of computation achieved on a standard laptop. Moreover, our procedure provides sharp results. In
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R3:0 R31
o o
0.4 1 0.4 1
0.2 0.2
0.0 4 0 0.0 4 0
-0.2 -0.2
-0.4 -0.4
. . . . . . . .
0.2 0.4 0.6 0.8 A 0.2 0.4 0.6 0.8 A
R410 R4,1
o o
0.4 0.4
1
0.2 0.2
0.0 { 0 0.0 4 0
-0.2 -0.2
-0.4 -0.4
0.2 0.4 0.6 0.8 A 0.2 0.4 0.6 0.8 by

Figure 6.4 — Number of zeros of the Kreiss-Lopatinskii determinant of O3 scheme with different
reconstruction boundaries for A €0, 1] and o €] — 0.5,0.5].

r50 |O[L 0 1

=51 (0]l 0 1

=52 101 0 1

755 |0 |1| 0

6.0 |Oll 0 1

R62 |1 0 1

R6.3 1

T T T T
0.0 0.2 0.4 A 0.6 0.8 1.0

Figure 6.5 — Number of zeros of the Kreiss-Lopatinskii determinant of LW5 scheme with different
reconstruction boundaries for A €]0,1] and o = 0.4.
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1 — A=0.01
2
24
0

_2 H
—4
_6— T T T T T T T
=5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5
(a)
6 le—6
— A =0.01
4
2 4
o yd
N
_2 4
_4_
-6 T T T T T T T T
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
le-6
(c)

15 e-3
= A =0.01
10 A
05 4
00
~054
_10 -
-15 T T T T
—0.002 —0.001 0.000 0.001 0.002
(0)
6 le—6
— A=0.01
4
2
-24
_4 N
-6 T T T T
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
le-6
(d)

Figure 6.6 — (a) representation of A(S) for LW5 with the boundary condition R%!, for A = 0.01
and o = 0, zoom (b) without refinement (c¢) and with refinement (d).
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o o
0.4 - 0.4 - 1
1
0.2 -5 0.2 1l
0.0 0 0.0 0
-0.2 4 -0.2
-0.441 R570 -0.4 4 R571
0.2 0.4 0.6 0.8 by 0.2 0.4 0.6 0.8 by
o o
1
0.4 0.4
\
0.2 0.2
0.0 0.0 0
il
-0.2 4 -0.2 4
-0.4 4 R572 -0.4 4 R573
0.2 0.4 0.6 0.8 by 0.2 0.4 0.6 0.8 by
o fl o
0.4 0.4 1
D 1
0.2 0.2
il
0.0 1 0.0 4 0
4
Y
-0.2 4 -0.2 4
~0.4 4 R670 ~0.4 4 R671
0.2 0.4 0.6 0.8 A 0.2 0.4 0.6 0.8 A
o o
0.4 1 0.4 4
0.2 0.2
il
0.0 0.0
-0.2 -0.2 0
—0.4 1 R6:2 -0.4 4 R673
0.2 0.4 0.6 0.8 by 0.2 0.4 0.6 0.8 A

Figure 6.7 — Number of zeros of the Kreiss-Lopatinskii determinant of LW5 scheme with different

reconstruction boundaries for A €]0,1] and o €] — 0.5,0.5].

— A=136
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particular, contrary to numerical investigations of stability which are based on the computation

of the spectral radius, no arbitrary truncation of (quasi-)Toeplitz matrices is needed.

6.5 Future directions

The present theoretical and numerical results is restricted to the class of one-step schemes.
Actually, the multistep case presents similarities with the one-time step case thanks to the work
of Coulombel [Coul3]. Hence, Theorem 6.12 still holds and Corollary 6.14 has to be adapted:
the number of zeros in U of the equation A(z) = 0 is now r(s+1) —Indas)(0) where s +1 is the
number of time-steps of the scheme, this work is initiated in Section 6.7. In another direction,
for implicit schemes or for more general boundary conditions, such as absorbing boundary con-
ditions [EM77] and [Ehr10] or transparent boundary conditions [AES03] and [Coul9], it seems
to be more challenging to have a such easy-to-use theory. The work of Benoit [Ben22] may be a
source of inspiration to work on a bounded space domain. In that case, we have to modify the
stability estimates (6.9) to deal with the two boundaries and introduce two Kreiss-Lopatinskii

determinant, one for each side.
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6.6 Compléments

6.6.1 Preuve des résultats d’holomorphie

Dans la démonstration du Corollaire 6.14, on utilise le principe de 'argument énoncé et
démontré en Théoreme A.3 (page 200) avec les notations a =0, r =1, Q= B(0,1) =D, ' =S
et f=A.

La démonstration du Lemme 6.3 (Hersh) utilise le théoréme de Rouché que 1’on rappelle en
Théoreme A.5 (page 202) et il est démontré a la page 74.

Dans la preuve de la Proposition 6.18, on utilise ’holomorphie d’une intégrale a parametre,
et dans celle de la Proposition 6.19, on utilise la continuité d’une intégrale a parametre, on

justifie cela dans le résultat suivant.
.

Défini dans le Lemme 6.16, on rappelle que R,(X) = H(X — Kj(2)).
j=1

Lemme 6.23. Soit ¢ > 0. On pose S; i) {z € C,|z| =1+ ¢}. Pour tout k € Z, lapplication
Z fss %dc est holomorphe sur U et continue sur U.

Démonstration. On a

Ck . 2 (1 + €>ei(k+1)9
s ()T i, R((1+ ey ™

On utilise le théoreme d’holomorphie sous I'intégrale pour la fonction

B i(k+1)0
Fo(0.2) €0,20] x Ty ST

Comme pour tout z € U, on a |r;(z)| < 1ot j € [1:7] et que [(1+¢)e| > 1, la fonction z
f(0, 2) est bien continue sur U pour tout 6 € [0, 27] et holomorphe sur U grace au Lemme 6.16.

De plus, on a

(I1+¢) (I1+¢)
p— <
£(6.2)] = ‘ <&
[T +2)e” = k;(2))
j=1
qui est une fonction intégrable sur [0, 27| et indépendante de z. Ce qui conclut la preuve. ]

6.6.2 Lien entre H;(z) et K ()

La matrice de Hermite Hy j(z) définie dans la preuve de la Proposition 6.17 est construite
par blocs, pour chaque racine k;(z) de multiplicité /3;, on construit un bloc avec 3; colonnes et
j + 1 lignes, en commencant par la colonne (1 r;(2) k;(2)? ki(2)3 - ki(2)7), puis en dérivant

successivement les mondémes de la colonne précédente.

L’intérét de la matrice de Hermite est que si on prend un vecteur Q = “(qo q1 - - gm_1) qui

représente le polynéme ZZ:(} ¢ X* dans la base canonique, alors le produit 'Hom—1Q donne le
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vecteur d’évaluation en les k1, ..., ks avec les dérivées quand il y a de la multiplicité, autrement
dit :

"Hom—1Q = (Q(k1) Q' (k1) --- QP V(K1) Q) --- QU2 (k) --- QUMD (k) € C".

De plus, pour obtenir les coefficients du polynéme interpolateur de degré r — 1, il suffit de
multiplier par la matrice tH(i 7}_1. Ainsi, Papplication ¢, (définie en (6.21)) est représentée par
la matrice tHo_,q}q 'Hom-1 € My (C) dans les bases canoniques de C,,—1[X] et C,—1[X].

On veut maintenant expliciter le lien entre la matrice Hy ;(2) et Ko ;(2).

Supposons dans un premier temps que les matrices Hy ;(2) et Ko j(z) ne dépendent que d’une
seule racine x(z) de multiplicité /3, ce qui est représenté par les deux matrices de dimension

(j + 1) x 8 suivantes :

1 0 0 1 0 0 0
K 1 0 0 K K K K
K2 2K 0 k% 2k%  4K? 8k?
k3 3K? 6K 6 k3 3k 93 27kK3
Hog(z) =14 g3 1242 24k et Kos(2) =1t 4t 16t 6ant
k> Br? 20%3 60%2 k® BKD 25KD  125K°
P j&jfl jG — 1)53'72 . KJ j,ﬁj j2,£j j3,€j

On note (h;r) o<i<j les coefficients de la matrice Ho ;j(z) et (kij¢) o<i<; les coefficients de la
0<l<B-1 0<l<B-1
matrice Ko ;(z). On a alors, pour tout 0 << f—1et 0< i<y,

hig=i(i—1)...(i— £+ D& et kiyp=i'%"

On peut remarquer que 'on a h; p41 = %hil et ki1 = /ﬁ:%k‘i’g.

On va faire des opérations sur les colonnes afin d’exprimer les colonnes de Ky ;(z) en fonction

des colonnes de Hy j(z). On utilise pour cela les coefficients définis dans I’Annexe E (page 217).
On peut montrer par récurrence sur n que, pour tout n € [1: 5 — 1], on a

Vie[0:4], kin=
l

" Ky, (6.36)
|

La preuve de ce résultat est tres similaire a la preuve de la Proposition E.2 (page 218).

Soit P, g la matrice de changement de base telle que Hy ;(2)P, 3 = Ko ;(z). Grace a la for-
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mule (6.36), on a

1 0 0
0 Y& ﬂm o P Yk
1 1 1
20 2 [8—1] 2
Pip = 5| , [P e M;(C).
0 «or .. 0 B-11,.p-1
_571_

Il faut remarquer que la matrice P, g ne dépend pas de j (puisque P, g agit sur les colonnes).
Pour le cas général avec des racines x1(2), ..., ky(2) de multiplicités respectives (1, ..., By
(avec 1 +---+ By = 1), comme on ne fait que des opérations par colonnes, il suffit de poser la

matrice par blocs suivante :

0 Prri(2),8u
afin d’obtenir Hy j(2)P = Ko ().
En particulier, on a

Kom-1(2)Kq,_1(2) = Hom—1(2) P(Hor—1(2)P) ™" = Hom—1(2)Hg 1 (2)- (6.37)

)

Cela justifie la preuve du Lemme 6.17.

6.6.3 Preuve algébrique de la Proposition 6.20

On présente dans cette section une preuve alternative de la Proposition 6.20. Au lieu d’utiliser
Iinterpolation de Hermite qui permet de traiter les multiplicités aussi facilement que si les
racines (K,]’(Z))gzl étaient distinctes, on utilise une preuve algébrique en calculant explicitement
les coefficients de la matrice Ko ;—1(2) Ky, rlfl(z). Cette preuve alternative se place dans le cas
ou toutes les racines (r;(2))j-; sont distinctes, les matrices Kom-1(z) et Ko,—1(2) sont alors
des matrices de Vandermonde classiques dont une expression explicite de 'inverse est connue :
pour tout 4,5 € [1: 7],

Dh<is <oy y<r Kin (2) - Kin (2) [T kg (Ri(2) — Re(2))

- i 1l 7 ki i£s
K —1{2 1 s . = _1 J+i 11y ]751
(Fop1(2) iy = (—1) e

T

-1
j |

Proposition 6.24. Supposons les racines (kj(z))’—; distinctes, alors || Ko m—1(2)Kor—1(2)

est borné indépendamment de z € U.

Dans toute la démonstration suivante, on s’affranchit de la dépendance en z des racines
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(j(2))j=; afin de rendre la preuve plus lisible.

Démonstration. En utilisant la formule de la comatrice, pour tout i € [1: m] et j € [1: 7], on

peut effectuer le calcul suivant :

r

(Kom—1(2)Kor—1(2) 1) :Z(Ko,mfl(Z))i,s(KU,rfl(Z)_l)s,j

s=1
. Z{<i1<~--<l},]‘<r Kiy - Kip_y k>0 (Rl — Fe)
=Y k(=1 i yelir 75 k.t#s
s=1

:;>w(’iv — Ku)

On veut montrer que le coefficient en (, j) est un polynéme en k1, ..., K,. Pour cela on se place
dans 'anneau Q[ X1, ..., X,|. Tous les polynoémes (X, — X,,) sont premiers entre eux (pour tout

v > w). Donc il suffit de vérifier que la somme

T s s

QX1 X)) =Y X717 > Xy Xioy | T (Xe = Xo)
s=1 1<iy1 <<ty j <7 k>¢
il,..‘,ir_jgﬁs k‘,é;ﬁs

est divisible par X, — Xy, pour tout v > w pour que @ soit divisible par [],-,, (X, — X). Pour
cela, il faut et il suffit que Q(X1,..., Xy, ..., Xy, ..., X;) =0 ot X, est placé en v et en w.

Dans les termes de la somme sur s dans I'expression de (), seuls les termes s = v et s = w
nous intéressent car pour tout s # v, w le produit pour k > ¢ et k, ¢ # s contient (X, — X,,) et
donc annule les termes pour s # v, w.

D’ou

T T
- )
= | Xl (—1)itw > Xi X, | ] (Xk— X0)
1<y << <1 k>(
U1 yenyip— AW ktFw [ X=X,
+ | Xt (=1)7t > Xiy - Xi, | IT (X — X0)
1<iy << <1 k>{
i1 yeenlp—j 7V kt#v | Xw=Xy
. . r r
=X, (=1 > XX | I (X - Xo)
1< << <1 k>{
7;1,...7’ir7j7£’w k7e7éw
+ Xf;l(—l)ﬁrv Z Xi1 .. 'Xir—j H (Xk — Xg)
1<i1 <<t j <7 k>¢
il,...,ir_]qél) kt#v ‘Xw:Xv
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Lemme 6.25. On a

T T
0" I] Xe—Xo)=-(-D"[ J] (X% —X) (6.38)
k>0 k>0
ki w ki | X=X,
Démonstration. 1l suffit de faire le calcul suivant :
T
(=0 T Xk —Xo)
k>0
k,g#’l) |X'w:X'U
r w—1 v—1 r
=-1)" J] &x=Xo) | [] Xw—Xo) [ X —Xw) [](Xk— Xw)
k>0 (=1 k=w+1 vtl [ X=X
k‘,é;ﬁ’l} w w v
r — v—1 r
=(-1" J[ (Xx—Xp) H (Xo—Xo) [T X% —Xo) J] (X5 — Xo)
k>4 /=1 k=w+1 v+1
k#v,w
r w—1 v—1 r
=(-1)" I Xk —X0) [T (Xo =X (1) [T (X0 = Xo) [T(Xk — Xo)
k>/{ /=1 (=w+1 v+1
k£, w
I8
== I (X —Xo)
k>0
k#w
O
Lemme 6.26. On a
T T
> X X, > Xy X, (6.39)
1< <o <l j <T° 10 <<l j <
U1 eyl j W U1 eyl j 7V | X=X,
Démonstration. 1l suffit de faire le calcul suivant :
I8
> Xy X,
1< << j <1
Q1 eyl — j 7V | X=X,
T T
= Z Xi1 ... Xir—j + Z Xi1 .. 'Xir—j
1<y <<l j <T° 10 <<l j<T
A1 yenybp— A0, W i1yl — j £V
Sk,ik:w |X’w:X'U

171




Chapitre 6 — Stability of one-step explicit schemes

L’application o :

(i1, ..

. ,iT_j) — (il,. ..

y Wy oo 7ik71aik+17--

i = v et w est inséré au bon endroit (ordre strict) est une bijection entre les ensembles

{(ins ...

et {(’il,. o

Ainsi, on trouve

T

,ir_j)’1§i1 < - <ir_j§T,i1,..

,ir,j)]lgil < .- <Z'7«7j <71,

T

.,ir_j ;éw,ﬂk ik :U}

vir—j # v, 3k i = w}.

T

., ir—j) ot k est l'indice tel que

E Xi1 e Xir_]' = E Xi1 e Xir—j + E Xil e Xir—j
1< <<l j < 1<iy << j < It <<y
il:-nﬂr—j#” le:Xv ilrn:ir—j?évvw ilrjic:i?“—j#w
=0
r
= Y Xy X,
1<i1<-~~<ir_j<7”
Ul yeeslp— j W
O

Pour conclure la preuve de la Proposition 6.24, on utilise les équations (6.38) et (6.39), on
trouve donc bien Q(X1,..., Xy, ..., Xy, ..

Comme, pour tout k € [1

., X,) =0 pour X, placé en v et en w.

: 7] et pour tout |z| > 1, on a |kg(2)] < 1, cela prouve le
résultat. m

6.7 Extensions aux schémas multi-pas

On se fixe des entiers r, p, m et s. L’entier s correspond au nombre de pas en temps.

6.7.1 Résultats théoriques

On définit un schéma multipas de la maniére suivante :

s P
UPtt =33 ar Uy, nxs, j=r, (6.40a)
o=0/0=—r
s m—1
UJT”Fl = Z Z bﬁ)UZ"*U —{—g?“, n>=s, jefo:r—1], (6.40b)
o=0 ¢=0
ur = fr, n<s, j>0. (6.40¢)

Le nombre de pas en temps peut différer entre I’équation intérieure (6.40a) et la condition de
bord (6.40b), mais il suffit de prendre le nombre de pas le plus élevé et de mettre a zéros les

coefficients des indices rajoutés. On peut visualiser ce schéma (6.40) en Figure D.1 (page 209).
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En passant a la transformée en Z, ’équation (6.40a) devient :

S+1U Z (Z Qg s—c” ) ]—i—ﬁ( ) (641)

{=—r \o=0

L’équation caractéristique de (6.41) est alors

ep(2)XPTT 4+ ()X + e (2) =0 (6.42)

avec c¢gp(z Z ag,s— w2 pour tout £ # 0 et co(z Z ag,s— Rt — 25t Classiquement (voir
[GKST72] et [CoulB]) et afin que (6.42) soit une suite recurrente linéaire d’ordre exactement p+r,

on effectue I’hypothese suivante.

Hypothése 6.27 (Non dégénérescence). On suppose que c,(z) et c—.(z) sont non nuls pour

tout z € U.
De plus, la Cauchy-stabilité du schéma (6.40a) se traduit par I’hypothése suivante.

Hypothése 6.28 (Cauchy-stabilité). Le schéma (6.40a) est Cauchy-stable s’l existe une
constante C > 0 telle que
VneN, VECR, |#(6)" <C

ou
p . P
> aget - > ag e
l=—r b=—r
o (§) = 1 0 0 € M;s+1(C)
0 1 0

Sous 'Hypothese 6.28 (Cauchy-stabilité), le Lemme 3.4 (Hersh) est toujours valable dans
le cas multipas (voir [Coul3, Lem.3.7]). Pour z € U, on sélectionne donc les r racines (r;(z))
venant du disque unité. On utilise & nouveau la notation Ky ;(z) comme explicitée autour de
Iéquation (6.16).

Pour définir le déterminant de Kreiss-Lopatinskii, il faut injecter les solutions (U;(z)); dans

la version transformée en Z des équations du bord (6.40b), ce qui donne

zs+1i~lr,1(z) =(2°Bop+---+2Bs_1+ Bs)ﬁm,l(z)

ou N
Uo(2) by B
Vi>0, i(z)=| : et Voe[0:s], By=| :
[73(2) by)lo bga)lm 1
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Chapitre 6 — Stability of one-step explicit schemes

Le déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii se définit alors de la maniére suivante :

k=0
det K(),T_l (Z)

det (25+1K07r1(2) — <ZS: Bkzs_k> K07m1(2)>

Az) =

De la méme fagon qu’a 1’équation (6.19), on peut réécrire A(z) de la maniére suivante :

s 1 -
A(Z) = 27'(8+1) det (IT - ];)Bkzk‘HKo’ml(z)KO;_l(z)> . (643)
Gréce a 'Hypothese 6.27, pour tout £ € [—r : p—1], les fonctions z —;‘;Ez)) sont holomorphes

sur U, ainsi le Lemme 6.16 s’applique. La fonction z +— Ko ;—1(2) K, 1 | (2) est donc holomorphe
sur U et continue sur U par les mémes arguments que dans le Théoréme 6.12.

Grace a la formulation (6.43), comme dans la preuve du Corollaire 6.14, le pole en 0 de la
fonction z — A(1/z) est d’ordre 7(s+1). Ainsi le Corollaire 6.14 se traduit dans le cas multipas

de la maniére suivante.

Corollary 6.29 (Nombre de zéros du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii). Sous les
Hypothéses 6.27 et 6.28, si 0 ¢ A(S), alors l’équation A(z) =0 a exactement

r(s+1) — Indas)(0)

solutions dans U.

6.7.2 Résultats numériques

En pratique, on peut utiliser la méme technique que dans le Lemme 6.21. On part de la
matrice B = Y 5_q Brz* " qui est de taille r x m, on effectue les opérations du Lemme 6.21 afin
d’arriver a la matrice g(ag, ...,0r_1). Ensuite, pour chaque z € U, on calcule les coefficients
¢e(z) pour £ € [—r : p], on trouve numériquement les solutions de (6.42), on sélectionne les r
racines qui viennent de 'intérieur du disque unité avec le Lemme 6.22 (dont la preuve doit étre
adaptée par rapport a la preuve donnée en Section 7.1.1, page 177), on calcule les r fonctions
symétriques que ’on injecte dans la formulation é(o*o(z), ...,0,—1(2)). On a alors une expression
numérique du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii, comme a I’équation (6.27). En
calculant Iindice complexe (voir Section 7.2 pour plus de détails), on peut trouver s’il y a ou
non des instabilités.

Pour faire le lien avec 'article [BLBS23a], si le schéma multipas est totalement décentré (i.e.
p = 0), les coefficients og(z2),...,0,-1(2) sont alors tres facile & calculer car ils correspondent
aux coefficients de 1’équation caractéristique (6.42). On peut alors donner une expression du
déterminant de Kreiss—Lopatinskii sans avoir a calculer les racines de ’équation caractéristique,

comme dans le cas & un pas du Chapitre 5 dédié a l'article [BLBS23a].

174



6.7. Extensions aux schémas multi-pas

On trace maintenant les courbes du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii pour le

schéma leap-frog avec les conditions de bord de D'article [Tre84] que 'on rappelle ci-dessous :

a: UFtt=up (c)
g: Upt = (9)
i URH = S+ U) )
§: Uytt=uptt (6)

Pour plus de détails sur le schéma leap-frog et sur ces conditions de bord, on peut se référer a
I’Annexe D (page 209).

La Figure 6.8 est a mettre en paralléle avec les pseudospectres tracés dans la Section 2.4.4
(page 66).

Les conditions de bord (/3), () et (J) sont des cas instables car elles engendrent des valeurs
propres généralisées (voir Section D.2, page 213). On voit qu’en effet la courbe A(S) du déter-
minant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii passe par 'origine. Par exemple, pour le cas (4) ou la
valeur propre généralisée est en z = —1, le déterminant de Kreiss—Lopatinskii s’annule justement
pour cette valeur z = —1.

La condition de bord («) est un cas stable. Contrairement & ce que laisse penser la Figure 6.8,
la courbe fait deux tours autour de l'origine car quand z parcourt S, la courbe A(S) parcourt
deux fois la courbe de la Figure 6.8. On peut voir que la courbe du déterminant intrinseque de
Kreiss—Lopatinskii ne passe pas par ’origine, donc il n’y a pas de zéros de A sur S. Ensuite, on

peut appliquer le Corollaire 6.29 : le nombre de zéros de A sur U est
r(s+1)— IndA(g)(O) =1x(1+1)—2=0.

Cela confirme que le schéma dans le cas («) est stable.
Le folioscope de gauche entre les pages 199 et 230 montre que la courbe du déterminant

intrinseque de Kreiss—Lopatinskii pour le cas («) fait deux tours autour de l'origine.
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Chapitre 6 — Stability of one-step explicit schemes

Condition ( Condition (
0.8 - 0.8 -
0.6 - 0.6 -
0.4 - 0.4 -
0.2 - 0.2 -
—0.2 - —0.2 -
—0.4 - —0.4 -
—0.6 - —0.6 -
-0.8 - -0.8 -
-2 —15 —1 -0.5 . -2 —15—1 —05 0
Condition (v) Condition ()
—0.5 - @ —0.5 - @
\ \ —1.5- \ \
—2 —15 —1 —-05 0 . -2 —15 —1 -05 0

F1GURE 6.8 — Courbe du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii pour le schéma leap-frog
avec différentes conditions de bord.

176



CHAPITRE 7

ASPECTS D’IMPLEMENTATION
NUMERIQUE

7.1 Calcul du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii . ... .. 177
7.1.1 Sélection des racines stables . . . . . .. ... L oo 177
7.1.2  Calcul symbolique et algorithme de réduction de la matrice du bord . . 180

7.2 Calcul de ’indice complexe . . ... ...t ti it 181
7.2.1 Ligne polygonale . . . . . . . ... 181
7.2.2  Raffinement de la discrétisation de la courbe . . .. .. ... ... ... 183
7.2.3 Régularité du déterminant de Kreiss-Lopatinskii dans le casp=0 . . . 187

7.3 Classedubord . . ... ... i i i i ittt ittt e 188
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7.3.2 Bord DDJ . . . ... 191

7.4 Classe duschémacomplet . .. ... ... . ... ... 191

7.5 Explication des folioscopes . . . . . . . . o000t e e e e e e e e e 194

Dans ce chapitre, on va voir les détails de I'implémentation numérique de la stratégie (Mé-
thode 5.19, page 116, et Méthode 6.15, page 153) adoptée dans les Chapitres 5 et 6. On commence
par décrire comment calculer le déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii, notamment en
expliquant comment sélectionner les racines (r;)7_; de (3.4) issues du disque unité ouvert, qu’'on
appelle racines stables dans tout ce chapitre. Ensuite, on donne la stratégie numérique utilisée
pour calculer I'indice complexe, étape cruciale pour utiliser les Corollaire 5.15 (page 114) et Co-
rollaire 6.14 (page 153) et conclure sur la stabilité des schémas. Enfin, on décrit I'implémentation
en Python des schémas et des conditions de bord. Le but, a moyen terme, est de mettre le code

en libre-acces sur le dépot GitHub : https://github.com/PLeBarbenchon/boundaryscheme.

7.1 Calcul du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii

7.1.1 Sélection des racines stables

Cette section décrit 'utilisation du Lemme 6.22 (qui permet de compter la multiplicité des

racines se trouvant sur le cercle unité) et en donne une preuve rigoureuse.
— e
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Monde des z Monde des &

FI1GURE 7.1 — Hlustration de la Proposition 7.1.

Pour tracer le déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii en zg € S, il faut étre capable
de construire les fonctions symétriques des racines stables x(zp).

Quand |zp| > 1, on sait, par le Lemme 3.4 (Hersh), que les r racines x(zp) qui nous intéressent
sont & l'intérieur du disque unité ouvert D, il suffit d’ordonner les racines k(zp) par module
croissant et de prendre les r premieres.

Quand |zg| = 1, il faut sélectionner les k(zp) qui viennent de l'intérieur et non de l'extérieur
du disque unité. Pour une valeur ko(zp) € S, on va faire varier z légerement vers I'extérieur du
disque unité et on va compter combien il y a de racines ko(z) a l'intérieur et a l’extérieur, on
utilise la continuité des racines par rapport a z. Mais il faut faire attention a ne prendre que des
racines ko(z) issue de ko(zp) et non d’autres racines k(zg). Pour cela, on va se placer dans une
boule autour de ko(z9) de rayon ¢, ou ¢ est la plus petite distance entre les valeurs k(zp). En ce

placant sur un compact autour de zg, I'uniforme continuité nous donne
Ve >0, 3n >0, Vz € B(z0,7n), |k(2) — k(20)] < €.

On veut quantifier le module de continuité n autour de zp afin d’étre str que les racines xo(2)
seront bien issues de kg(zp). Pour cela, on va utiliser le théoréme de Rouché (voir Théoréme A.5,
page 202) qui permet de compter les racines a l'intérieur d’une courbe fermée.

On rappelle I’énoncé du Lemme 6.22.

Proposition 7.1. Soit ko(20) racine de module 1 et de multiplicité p du polynome Py, défini

par
ap+arn X4+ aa X 4 (a0 — 20) X+ a X 44 g, XPH

Soit € > 0 telle que ko(20) soit la seule racine de Py, dans B(ko(z0),e) On pose

=(14+e)" min P, (k).
=+ min (P )

Alors, pour tout z € B(zo,m), le polynome P, posséde exactement p racines comptées avec
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7.1. Calcul du déterminant intrinséque de Kreiss—Lopatinskii

multiplicité dans la boule B(ko(20),€).

Démonstration. Soit z € B(zp,n). On utilise le théoréeme de Rouché pour compter le nombre de

zéros de P, a lintérieur de B(ko(z0),¢). Pour tout k € 0B(ko(20),€), on a

|P:(k) = Poo(R)] <nle[" <n(l+e)" < min [Py (k)] < [Py (k)]
KEIB(ko(20),8)
Il y a, ainsi, autant de racines, comptées avec multiplicité, a l'intérieur de B(ko(z0),€) pour les

polyndmes P, et P,;,. Ce qui conclut la preuve. ]

Ainsi si numériquement on tombe sur une valeur de xo(2g) sur le cercle unité, il faut chercher
les racines k(z) dans B(ko(20),€) pour z = 2o + né—gl et pour ¢ la distance minimale entre deux
racines distinctes de P,,.

On donne ci-dessous des fragments de code qui permettent de sélectionner les racines stables k
de I’équation caractéristique (3.4) avec la multiplicité adéquate. On utilise le module Polynomial

de NumPy [HMvdW"20] pour approcher les racines d’un polynome.

def epsilon(L):
""" is a list of elements xi and return min [xi - xj| / 2 (when xi !'= xj)
W
assert len(L) > 1
diff = []
for i in range (len(L)):

for j in range (i + 1, len(L)):

if L[il !'= L[jl:
diff.append(abs(L[i] - L[j1))
mini = min(diff)

assert mini > 0

return mini / 2

Code Python 7.1 — Calcul de ¢ la distance minimale entre deux éléments d’une liste L.

def eta_func(eps, kappaO, N, polynom, r):
"""return min |polynom(K)|/(1l+eps)”r for K on the circle centered in kappaO
of radius eps where N is the number of discretization of the circle"""
theta = np.linspace(0, 2 * pi, N)
circle = np.cos(theta) + 1j * np.sin(theta)
kappas = kappaO + eps * circle
val_pol = np.abs(polynom(kappas))
mini = min(val_pol)
assert mini > O

return mini / ((1 + eps)x**r)

Code Python 7.2 — Calcul de i défini dans la Proposition 7.1.
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Chapitre 7 — Aspects d’implémentation numérique

def count_root(self,eta, eps, z0, kappa):
z = z0 + eta * z0 / (2xabs(z0))
NewRoots = self.roots(z)#return the p+r roots of the characteristic equation
selection = list(filter(lambda k : abs(k-kappa)<eps, NewRoots))
return len(list(filter (lambda k : abs(k)<1l, selection)))

def Kappa(self,z0):
""" selection of kappas that come from the inside of the unit disk
delta = 10*x*x(-10)

allRoots = self.roots(z0)#return the p+r roots of the characteristic

nun

equation
eps, RootsFromInside, stock = epsilon(allRoots), [1, []
for x in allRoots:
if abs(x)<l-delta:
RootsFromInside.append (x)
elif abs(x)<l+delta and x not in stock:
stock.append(x)
eta = eta_func(eps,x,1000,self.pol(z0),self.center)
#self .pol(z0) is the characteristic equation with parameter zO
n = self.count_root(eta, eps, z0, x)
for i in range (n):
RootsFromInside.append (x)
assert len(RootsFromInside) == self.center

return RootsFromInside

Code Python 7.3 — Sélection des racines stables avec la multiplicité adéquate.

La procédure self.roots(z) renvoie toutes les racines de I’équation caractéristique (3.4),

elle utilise les fonctions du module Polynomial de NumPy.

7.1.2 Calcul symbolique et algorithme de réduction de la matrice du bord

r
Jj=1

Maintenant que 'on a sélectionné les racines (k) il faut réduire la matrice ‘B liée au
bord pour pouvoir écrire le déterminant intrinséque de Kreiss—Lopatinskii comme dans 1’équa-
tion (6.27). Cela correspond au Lemme 5.21 (page 117) et a la Proposition 6.21 (page 157).

La notation %8 correspond a l’encodage de la condition de bord. Comme expliqué en
Section 3.3.2, le Chapitre 5 utilise la matrice B et la vision det(K_, _1(z) — BKom—1(%))
du déterminant de Kreiss—Lopatinskii et le Chapitre 6 utilise la matrice B et la vision
det(2Ko,r—1(2) —BKom—-1(z)) pour le déterminant de Kreiss-Lopatinskii. Dans le code, on utilise
cette deuxieme vision du déterminant de Kreiss—Lopatinskii.

Pour gagner en efficacité dans le calcul de la courbe du déterminant intrinseque de Kreiss—
Lopatinskii, on peut n’effectuer la réduction de la matrice B qu’une seule fois, en utilisant des

variables symboliques pour z et pour les fonctions symétriques oy, ..., 0,—1 des racines (k;);.
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7.2. Calcul de lindice complexe

def DKL (self):

nun

use the boundary part B of a quasi-Toeplitz matrix and return the formula of
the intrinsic Kreiss--Lopatinskii determinant with symbolic variables for
z0 and the r symmetric functions of the roots kappa (in the vector D)
W
z0 = sp.Symbol("z0", imaginary = True)
B = copy.deepcopy(self.boundary_quasi_toep)
B = sp.Matrix(B) - zO*sp.eye(self.r,self.m)
b = sp.ones(1l,self.r+1)
for i in range (self.r+1):

b[i] = sp.Symbol("b"+str(i), imaginary = True)
for j in range (self.m-self.r):

row = sp.zeros(l,self.m)

for k in range (self.r+1):

row[self .m-self.r-j+k-1] = b[k]

B =B - np.dot(B[:,self.m-1-j],row)
fdetKL = sp.lambdify([z0,b],sp.det(B[:self.r,:self.r]),"numpy")
return fdetKL

Code Python 7.4 — Calcul symbolique du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii.

Ensuite, pour chaque z € S, on sélectionne les (x;(2)); en utilisant les méthodes décrites a la
Section 7.1.1, on calcule les fonctions symétriques og(z),...,0,-1(2) des (k;j(z)); et on renvoie

le déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii.

DKL_formula = self.DKL()

def scalar_detKL (self,z,DKL_formula):
Rz = nppol.polyfromroots(self.Kappa(z))
#polyfromroots (L) returns the canonical coefficients of the polynomial whose
roots are the elements of the list L

return DKL_formula(z,Rz)

Code Python 7.5 — Calcul du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii.

7.2 Calcul de I’indice complexe

Maintenant que l'on peut tracer la courbe A(S) du déterminant intrinseque de Kreiss—
Lopatinskii, on veut calculer l'indice complexe de 'origine par rapport a A(S) pour pouvoir

utiliser les Corollaire 5.15 et Corollaire 6.14.

7.2.1 Ligne polygonale

La courbe A(S) est approchée par une ligne polygonale. Pour ce faire, on discrétise le cercle
unité S avec N points 6, 01,...,0n_1 € S. On trace ensuite les segments [A(e%), A(e?i+1)]
pour tout j € [0: N — 1], ott Oy %' 6.

— A=170
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Chapitre 7 — Aspects d’implémentation numérique

FIGURE 7.2 — Exemple de tracé de ligne polygonale.

Pour calculer 'indice complexe de cette ligne polygonale, il suffit de compter le nombre
de tours que la ligne polygonale fait autour de 'origine. Pour cela, on s’inspire de I'algorithme

présenté dans [O'R98] et complété dans [Sun21] et [Fra06]. On retranscrit ci-dessous ’algorithme

utilisé en pratique.

1 def is_left (PO, P1, P2):

2 """take three points PO, P1, and P2

3 return =0 if P2 is on the line through PO and P1

4 >0 if P2 is on the left of the line

5 <0 if P2 is on the right of the line"""

6 return (P1[0] - PO[0]) = (P2[1] - PO[1]) - (P2[0] - PO[O]) = (P1[1] - PO[1])
g8 def wn_PnPoly(P, V):

"""take a point P and a 1list V of vertex points of a polygon

return wn the winding number of P with respect to the curve V"""

wn = 0
V = tuple(V[:1) + (v[0l,)
for i in range(len(V)-1): # edge from V[i] to V[i+1]
if V[il[1] <= P[1]: # start y <= P[1]
if V[i+1]1[1] > P[1]: # an upward crossing
if is_left(V[i]l, V[i+1], P) > 0: # P left of edge
wn += 1 # have a valid up intersect
else: # start y > P[1] (no test needed)
if V[i+1][1] <= P[1]: # a downward crossing
if is_left(V[i], V[i+1], P) < O: # P right of edge
wn -= 1 # have a valid down intersect

return wn

Code Python 7.6 — Calcul de I'indice complexe de l'origine par rapport a une ligne polygonale.
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7.2. Calcul de lindice complexe

Le probleme d’une discrétisation uniforme du cercle unité est que si la courbe se rapproche

de Dorigine, le calcul d’indice complexe est rendu difficile, comme on le voit a la Figure 7.3.

1.2

14
0.8
0.6
0.4
0.2

0

—0.2
—0.4
—0.6
—0.8

—1 4

—1.2 T T T T T T T T T T
-1.2 -1 -0.8-0.6—-0.4-0.2 0 0.2 04 06 0.8 1 1.2

FIGURE 7.3 — Exemple de calcul incorrect de 'indice complexe.

La discrétisation, utilisée dans la Figure 7.3, ne permet pas de calculer correctement 'indice
complexe de la courbe. En effet, I'indice complexe de la courbe noire vaut 2 alors que 'indice

de la ligne polygonale bleue vaut 1.

Dans la section suivante, on va raffiner localement la discrétisation du cercle unité pour avoir

un calcul de I'indice plus robuste.

7.2.2 Raffinement de la discrétisation de la courbe

Quand la courbe A(S) est proche de l'origine, si la discrétisation n’est pas assez fine, l'indice
complexe ne sera pas calculé correctement. On peut alors utiliser la procédure décrite dans les
travaux de Garcia Zapata et Diaz Martin [GZDM12, GZDM14].

Le principe est de séparer le plan complexe C en les huit secteurs angulaires So,...,S7

présentés en Figure 7.4.
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FIGURE 7.4 — Huit secteurs angulaires de la procédure de [GZDM12].

Dés lors qu'un segment de la discrétisation de la courbe A(S) coupe deux frontieres de sec-
teurs angulaires, on discrétise plus finement la courbe A(S) afin que deux points soient toujours
dans des secteurs angulaires voisins (on parle de secteurs voisins quand ils partagent une demi-

droite du plan complexe). Grace a cela, la discrétisation est plus fine, localement au voisinage

de l'origine, les secteurs étant centrés en 'origine.

FIGURE 7.5 — Exemple de raffinement de la discrétisation.
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7.2. Calcul de lindice complexe

Dans la Figure 7.5, tous les segments de la discrétisation possedent leurs extrémités dans le
méme secteur ou dans deux secteurs voisins. De plus, 'indice de la courbe noire et I’indice de la

ligne polygonale bleue sont tous les deux égaux a 2.

Dans le Chapitre 6, la Figure 6.6 (page 164) montre 'efficacité du raffinement en comparaison
avec une discrétisation uniforme. Pour vérifier que les points de la discrétisation sont dans des
secteurs angulaires voisins, on utilise les fonctions auxiliaires suivantes pour savoir dans quel

secteur se trouve un point de la discrétisation.

def sector(z):
nmnn
return the sector of z, it is an integer "a" between 0 and 7 which
correspond to the angular sector [a*pi/4, (a+1)x*pi/4l[
Warning : the argument is between -pi and pi and here "a" is between O and 7
ph = phase(z) * 4 / pi
if ph < 0:
return int(ph) + 7
else:

return int (ph)

def neighboor (sectorl, z2):

W
sectorl is an integer between 0O and 7 and represent the angular sector [
sectorl*pi/4, (sectorl+1)x*pi/4l[

z2 is a complex number

return True iff the complex z2 is in a neighboring sector of [sectorlx*pi/4,

(sectorl+1)*pi/4[

return abs ((sector(z2) - sectorl) % 8) <=1

Code Python 7.7 — Calcul du secteur angulaire d’un complexe.

Ensuite, si un point de la discrétisation n’est pas dans un secteur angulaire voisin du point

précédent, on raffine davantage la discrétisation en utilisant la fonction du Code Python 7.8.
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Chapitre 7 — Aspects d’implémentation numérique

def parametrization(n_param, curve_formula):
W
n_param is an integer for the default discretization of [0,2pi]
curve_formula is a fonction : z in the unit circle mapsto a complex and
represent a curve
return the discretization of the curve refine if it is needed (as [
ZapataMartin2014] procedure).
W
dx = 2 * pi / n_param
current_dx = dx
current_param = 0
Param = [current_param]

curve = [curve_formula(1)]

current_sector = sector (curve_formula(np.exp(lj * Param[0])))#get the sector

of the first point

c =0
s =0
while Param[-1] < 2 * pi:
current_param = Param[-1] + current_dx
current_curve_point = curve_formula(np.exp(lj * current_param))

if neighboor (current_sector,current_curve_point):
Param.append (current_param)

curve.append(current_curve_point)

current_sector = sector (current_curve_point)
current_dx = dx
c =0
elif c<40:
current_dx = current_dx / 2
c += 1
else:
current_param = Param[-1] + dx

Param.append (current_param)

curve.append (curve_formula(np.exp(lj * current_param)))

current_sector = sector(curvel[-1])
current_dx = dx
c =0

s += 1

if Param[-1]>2*pi:
Param[-1] = 0
curve[-1] = curve_formula (1)

return np.array(Param), np.array(curve)

Code Python 7.8 — Raffinement de la discrétisation de la courbe.

Malgré ce raffinement de discrétisation, l’indice complexe de la courbe peut ne pas étre

calculé correctement, comme on le voit dans la Figure 7.6 suivante.
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—1.2 T T T T T

T T T
-12-1-0.8-0.6-04-02 0 02 04 06 08 1 1.2

FIGURE 7.6 — Exemple avec raffinement de calcul incorrect de I'indice complexe.

Dans la Figure 7.6, tous les segments de la discrétisation possedent leurs extrémités dans
le méme secteur ou dans deux secteurs voisins. Cependant, I'indice de la courbe noire est 2 et

I’indice de la ligne polygonale bleue est 1.

7.2.3 Régularité du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii pour un

schéma totalement décentré

Les articles [GZDM12, Lem.3] et [GZDM14, Fig.6] donnent un critére supplémentaire pour
étre stir d’obtenir un calcul exact de l'indice complexe. Pour cela, en supposant que la courbe
est Lipschitz de constante L, il suffit de vérifier que pour chaque segment de la discrétisation,

Aewj +A6i91+1
on a |8 — 0;4] < LAEDIHAE")

, sinon on raffine davantage la discrétisation.

Dans le cas d’un schéma totalement décentré (cadre du Chapitre 5), grace a la formule
explicite (5.15) du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii, on peut démontrer que la

courbe A(S) est lipschitzienne, autrement dit qu'il existe une constante L tel que
Vo1, 00 € [0,27], A1) — A(e'®2)] < L|6; — 65).
Démonstration. On rappelle la formule explicite (5.15) du déterminant intrinseque de Kreiss—
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Lopatinskii :
a_, m—r
VzeS, Az)=(=1)"™") det C(2) ( ) .
ayg — 2
. . P . .
Soit la fonction ¢ : 0 € [0,27] — & —ag)? ou P est un polynéme et o € N. La fonction
e — ap

0 — A(e?) peut s’écrire sous la méme forme que . Montrons le caractére lipschitzien de .

Pour tout 6 € [0, 27], on a

P/(eie)(eie _ CLO) _ aP(eie))'

- 10
oo e (
©'(0) = (eie — ag)a"‘l

Comme |e? —ag| = 1 —|ag| puisque |ag| < 1 sous de bonnes hypotheses (voir Lemme 5.27), on a
‘QO/(Q)‘ < |P,(eie)(ei9 - (10) B aP(€i9)|
h (1= lao)*!
N .
En écrivant le polynéme P comme Z a; X7, on a
j=0

(551 lagld) (1 + Jaol) + @370 lay]
(1 —|ag|)o*! ‘

L

¥'(0)] <

Ainsi, par inégalité des accroissements finis, on a
Vo102, |p(61) — @(02)] < L|61 — 0.

Donc A(S) est une courbe lipschitzienne. O

En pratique, dans les figures du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii, cette condi-

tion n’a pas été implémentée, mais cela serait faisable en calculant explicitement la constante L.

7.3 Classe du bord

On a choisi de représenter indépendamment les bords et les schémas intérieurs. On a ainsi
défini des classes Python liées aux conditions de bord. On représente dans la Figure 7.7 une
classe par un rectangle contenant trois lignes : une premiére ligne pour son nom, une deuxieme
ligne pour ses attributs (variables utilisées dans la classe) et une troisiéme ligne pour indiquer
ses méthodes (fonctions pour manipuler la classe). On représente par des fleches I'héritage des
classes, autrement dit, on fait pointer les sous-classes vers leur classe mere. On ne fait apparaitre
que les nouveaux attributs et les nouvelles méthodes dans les classes héritées. En Figure 7.7, on

représente les classes utilisées pour le bord.

(S
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7.3. Classe du bord

class Bord()

boundary, sigma

name, _call_(r)

'

class Dirichlet(Bord) class SILW (Bord)

kg, d

class DDJ(Bord)

d,kq

FIGURE 7.7 — Architecture des classes Python liées au traitement du bord numérique.

La méthode __call__(r) renvoie la matrice de bord B qui posséde m lignes et r colonnes.

L’entier r étant lié a ’équation intérieure et non au bord, r ne peut pas étre un attribut de la

classe Bord. En pratique, on utilise le code suivant pour obtenir la matrice B de bord.

d = 2

K o w

3
2

5 boundary = SILW(kd,d)

B = boundary(r)

Code Python 7.9 — Exemple d’exécution pour définir la matrice de bord S2ILW3.

7.3.1 Bord SILW

La classe de bord SILW permet d’implémenter les conditions de bord Lax-Wendroff inverse

simplifiée, étudiée en Section 1.5.2 (page 39). Pour SkyILWd, on doit construire la matrice de

bord
= (@) = k. (d)
Z (—r+ U)kpk,o e Z (=74 0) P a1
k=kq k=kq
B = :

d—1 W d—1 W
Z (—1+0)kpk,o Z (—1—#0)’“}%@71
k=kq k=kq

(d)

avec les coefficients p; ; définis par le systeme (1.21) de la page 41.

On commence par construire les matrices du systéme (1.21) qui utilisent les coefficients

introduits en Annexe E (page 217).
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1 def deriv(d):

2 M = np.zeros((d,d), dtype = int)

3 M[0,:] = np.ones(d)

4 for i in range (1,d):

5 for j in range (i,d+1):

6 M[i,j-11 = M[i-1,j-11*(j-1i)

7 return M

o def coeff(d):

10 M = np.zeros((d,d))

11 M[0,0] = 1

12 for n in range (1,d):

13 for 1 in range (1,n+1):

14 if 1 == 1 or 1 == n+1:

15 M[n,1] = 1

16 else:

17 M[n,1] = M[n-1,1-1] + 1 * M[n-1,1]

18 return M

Code Python 7.10 — Construction des matrices du systeme (1.21).

1 def __call__(self, r,**xkwargs):

2 sigma = kwargs.get("sigma",0)

3 B = np.zeros((r, self.d))

A for j in range(r):

5 vec_x = np.zeros(self.d)

6 vec_x[self.kd:] = (-(j+1)+sigma)**np.arange(self.kd,self.d)
7 coeff_d = coeff(self.d)

8 deriv_d = deriv(self.d)

9 coeff_pk = Upper(deriv_d,Lower (coeff_d,vec_x))
10 Blr-1-j,:] = coeff_pk

11 return B

Code Python 7.11 — Calcul de la matrice B défini par (7.1).
La ligne 2 du Code Python 7.11 permet de donner un argument optionnel ¢ et de mettre 0
si 0 n’est pas défini.
Ezemple 7.2. L’exécution du Code Python 7.9 donne la matrice suivante

2 -4 2
05 -1 0.5

Cette matrice correspond bien au bord décrit dans ’équation (5.25).

En remplacant la ligne 5x du Code Python 7.9 par boundary(r, sigma = 0.2), on obtient
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la matrice suivante
1.62 —-324 1.62

0.32 —-0.64 0.32

7.3.2 Bord DDJ

La classe de bord DDJ permet d’implémenter la méthode de reconstruction décrite en Sec-
tion 6.4.3 (page 159). Le nom DDJ vient de larticle Dakin, Després et Jaouen [DDJ18] qui
utilise aussi cette condition de bord.

L’implémentation Python construit les matrices J_ et V. de la Section 6.4.3 afin de calculer

la matrice B.

7.4 Classe du schéma complet

Maintenant, on définit les classes Python liées aux schémas intérieurs. De la méme facon que
pour les classes liées au bord, on utilise des rectangles et des fleches pour représenter les classes
et I'héritage entre les classes. En Figure 7.8, on représente les classes utilisées pour définir les
schémas.

On a défini une classe SchemeP0 pour traiter les schémas totalement décentrés comme celui
de Beam-Warming et upwind. Dans cette sous-classe, on a redéfini le déterminant de Kreiss—
Lopatinskii car il n’y a plus besoin de sélectionner les racines stables vu que toutes les racines
de I’équation caractéristique (3.4) sont stables.

Un schéma intérieur est représenté, a la fagon de Beam et Warming [BWO93], par les
deux attributs self.int et self.center. Le premier est une liste contenant les coefficients

Q_r,...,00,...,a, et le deuxiéme permet de définir ot est le coefficient ag.

Ezemple 7.3. Le schéma jouet, utilisé dans le Chapitre 2, défini par

1 1 1
+1 _
an ——gUﬁl—iUJn‘F jnJrl—g }12,

est représenté par

self.int = np.array([-1/3, -1/2, 1, -1/61)

self.center = 1

Les attributs boundary et boundary_quasitoep contiennent les matrices B et B qui repré-
sentent le bord.

La méthode toep(J) construit la matrice quasi-Toeplitz de taille J associée au schéma. La
méthode symbol(n) donne une discrétisation de la courbe du symbole du schéma contenant n
points, cela permet de tracer la Figure 1.4 (page 33). Les méthodes suivantes ont déja été
présentées en Section 7.1.

La classe LaxWendroff correspond au schéma (LW), défini & la page 24, la classe ThirdOrder

correspond au schéma (0O3), la classe LW correspond aux schémas Lax-Wendroff présentées
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class Scheme()

int, center, r, p, boundary, boundary_ quasitoep, m

toep(J), symbol(n), pol(z), roots(z), count_ roots(eta, eps, z0, kappa),
Kappa(z0), DKL(), detKL(nparam, DKLformula, parambool)

class SchemeP0(Scheme) class LW
lamb, order
detKL(nparam, DKLformula, parambool) CFL()
/ \ class ThirdOrder
class BeamWarming class Upwind
lamb
lamb lamb
am am CFL()
CFL() CFL()
class LaxWendroff class LaxFriedrichs
lamb lamb
CFL() CFL()

FIGURE 7.8 — Architecture des classes Python liées aux schémas.

dans [LMOG] et, par exemple, le schéma (LW5) est obtenu en prenant order = 5. La classe

LaxFriedrichs correspond au schéma de Lax-Friedrichs défini par

1— A 14 A
+1 _
Uit =~ S0k + — U

1 class LaxFriedrichs (Scheme):

2 def __init__(self,lamb, boundary = Dirichlet () ,**kwargs):

3 self.sigma = kwargs.get("sigma",0)

4 self.lamb = lamb

5 self.int = np.array ([(1+lamb)/2,0,(1-1lamb)/2])

6 self .center = 1

7 super () . __init__(int=self.int,center=self.center, boundary = boundary ,*%*
kwargs)

9 def CFL(self):

10 return 1

Code Python 7.12 — Définition de la classe du schéma Lax-Friedrichs
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On donne dans la suite des simulations numériques pour le schéma Beam-Warming avec des
conditions de bord S2ILW3, pour faire le lien entre le spectre de la matrice quasi-Toeplitz et la

courbe du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii.

1- —— unit circle
e 0.7
o1
0.5 - e 14
@ 16
® 195
0 - ®
—0.5 -
1 &

FIGURE 7.9 — Spectre de la matrice quasi-Toeplitz de taille J = 100 pour le schéma Beam-
Warming muni des conditions de bord S2ILW3 pour différents A.

—A=0.7
—A=1.0
1- —A=14
—A=16
—A=1.95
0
1 -
| | | | | | | | |
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

FI1GURE 7.10 — Courbes du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii pour le schéma Beam-
Warming muni des conditions de bord S2ILW3 pour différents A.

Les Figures 7.9 et 7.10 sont a lire en parallele. En effet, par exemple, en prenant \ = 1.4,
on voit qu’il y a des valeurs propres de la matrice quasi-Toeplitz qui sont a l'extérieur du
disque unité et on voit que la courbe du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii ne fait
aucun tour autour de l'origine, donc le déterminant s’annule deux fois dans U (en utilisant le

Corollaire 5.15). Alors que pour A = 1.6, toutes les valeurs propres sont a l'intérieur du disque
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unité et la courbe du déterminant fait deux tours autour de 'origine, donc le déterminant ne

s’annule pas ni dans U, si sur S (puisque la courbe ne passe pas par l'origine).

7.5 Explication des folioscopes

On présente ici les légendes et explications des folioscopes (ou flipbook en anglais) présents

en bas de page du manuscrit :

» Le folioscope de droite entre les pages 21 et 94 représente la courbe du symbole du schéma
Beam-Warming (BW) pour A variant entre 0 et 2 pour respecter la CFL de la Proposi-
tion 1.15. En noir est représenté le cercle unité et en bleu est représenté la courbe I' du

symbole.

» Le folioscope de gauche entre les pages 21 et 94 représente le spectre de la matrice quasi-
Toeplitz associée au schéma de I'Exemple 2.22, on fait varier la condition de bord entre

celle de T’y et celle de TT] pour les matrices suivantes :

-z 1 -3 0 27 56 —41 12 0
1 1 1
3o b 5 -3 1 =
- .‘...‘.1 W |
T S
1 1
. . 1 -3 T3 1
0 11 0 08 —29 24
3 2

On voit alors les valeurs propres isolées du spectre de T:; dont on parle a la Proposition 2.20
(page 54) sortir du spectre de la matrice 7). La légende de la figure est la méme que celle

de la Figure 2.5 (page 56).

» Le folioscope de droite entre les pages 101 et 196 représente la courbe A(S) du déterminant
intrinséque de Kreiss—Lopatinskii pour le schéma de Beam-Warming muni de S2ILW3

(défini en (1.22), page 42) en faisant évoluer A entre 0 et 2.

» Le folioscope de gauche entre les pages 101 et 196 représente le tracé de la courbe A(S) du
déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii pour le schéma de Beam-Warming muni de

S2ILW3 pour A = 1.6 (a gauche) tout en faisant parcourir a z le cercle unité S (a droite).

» Le folioscope de droite entre les pages 199 et 230 représente en haut la solution du schéma
de Beam-Warming muni de S2ILW3 apres 100 itérations temporelles avec les données
f(x) = 0 pour tout = € [0,1] et g(t) = t?e~* pour tout ¢ > 0. On représente en bas
le nombre de zéros du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii dans U en faisant
évoluer \ entre 0 et 2. La figure du bas est similaire aux Figure 4.3 et Figure 5.5 (page 98

et page 130). Les deux figures permettent de mettre en relation la stabilité du schéma et
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le nombre zéros du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii comme cela est fait au
Corollaire 3.24 et aux Corollaires 5.15 et 6.14.

Le folioscope de gauche entre les pages 199 et 230 représente le tracé de la courbe A(S)
du déterminant intrinseque de Kreiss—Lopatinskii pour le schéma leap-frog muni de la
condition de bord («) définie en Annexe D (a gauche) tout en faisant parcourir a z le
cercle unité S (a droite). On observe que la courbe de A(S) fait bien deux tours autour de

I'origine comme évoqué page 175.
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ANNEXE A

QUELQUES ELEMENTS D’ANALYSE
COMPLEXE

On donne dans ce chapitre quelques résultats d’analyse complexe. On rappelle quelques
résultats classiques que I'on ne démontrera pas (théoréme des résidus . ..), on peut par exemple
en trouver des preuves dans les livres [Lan99], [Rudll], etc. On donne des preuves lorsque
I’énoncé n’est pas usuel (théoreme des résidus adapté . ..) ou si le résultat est utilisé a plusieurs

reprises dans le manuscrit (principe de 'argument, théoréme de Rouché . ..).

A.1 Notations

On rappelle que l'indice d’un point w € C par rapport & une courbe fermée I', noté Indr(w),

Indr(w) = 1/ dz
r

2w Jrz—w

vaut

De plus, on rappelle que le résidu d’un point w € C par rapport a une fonction f holomorphe
sur 2\ {w} et méromorphe sur 2 ot 2 est un ouvert simplement connexe peut étre vu comme
le coefficient a_; de la série de Laurent de f en w, i.e.

“+oo

f(z) = Z an(z —w)"™, pour z suffisamment proche de w.
n=—N

A.2 Théoréme des résidus

Théoréme A.1 (des résidus). Soit un ouvert simplement connexe Q C C, soit wy, ..., w, € Q,
soit f une fonction holomophe sur Q\ {wy,...,w,} et méromorphe sur Q et soit T une courbe
fermée de Q\ {wi,...,w,}. On a alors
1 n
— z)dz = Indp(w;)Resr(w;).
o= 1) 3 tudr )Ry 1)

On admet ce résultat usuel.

Théoréme A.2 (des résidus adapté). Soit un ouvert simplement connexe Q C C, soit n € N,

s0it wy,...,w, € Q. Soita € C et r > 0 tels que B(a,r) C Q. Si f est une fonction holomophe
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sur Q\ {w1, ..., wy}, méromorphe sur Q et continue sur Q\ {wy,...,w,} et siT: 0 € [0,27] —
a+re? est un contour circulaire ne passant par aucun élément de {wy, ..., wy,}, alors
1

n
— z)dz = Indr(w;)Res f(w;).
o= 1) 3 I )Ry 1)
Démonstration. Sile contour I' est dans €2, on peut utiliser le Théoréme A.1 des résidus classique
car le contour est dans le domaine d’holomorphie. Sinon, on va utiliser un contour un peu plus
petit pour étre dans le domaine d’holomorphie et en passant & la limite, par le théoreme de
convergence dominée, on aura le résultat voulu.

n
Soit € € }0, mi? l|wj —a| — 7| {, la borne de droite étant non nulle car, pour tout j € [[1 : n],
]:

on a w; ¢ I', on introduit la courbe I'; : 6 — a + (r — £)e’?. On peut maintenant appliquer le

Théoreme A.1 des résidus classique car ' C €. On a donc

1 n
% . f(z)dz = jz::llndps(wj)ReSf(wj).

Le réel € a été choisi de sorte qu’il n’y a pas d’élément de {wy, ..., w,} dans B(a,r)\ B(a,r —¢),

ainsi, on a Indr_(w;) = Indr(wj;) pour tout j € [1 : n]. De plus, par convergence dominée, on a

2w 2w

f(z)dz = / i(a+ (r—e)e®)fla+ (r —e)e?)dd — i(a+1re) f(a+re?)dd = /f(z)dz
r. 0 e=0 Jo r

car |i(a + (r —e)e®) f(a + (r —e)e”)| < (la] + 7)||f]loo intégrable sur [0,27]. Ce qui donne le

résultat voulu. O

FIGURE A.1 — Illustration du Théoréme A .2

Théoréme A.3 (Principe de 'argument). Soit Q un ouvert simplement conneze de C, soit f
une fonction méromorphe sur ) et continue sur Q\ F ou F est I’ensemble des zéros et des poles

de f dans ) et est supposé fini. Soit a € C et r > 0 tels que B(a,r) C Q. On suppose que le

200




A.2. Théoréme des résidus

contour I : 6 € [0,27] — a + re' ne passe pas par des éléments de F. On a alors

Ind (1) (0) = #2érosp(B(a,r)) — #poles;(B(a,r)) (A.1)

comptés avec multiplicité, ou #zérosp(B(a,r)) est le nombre de zéros de [ dans B(a,r) et

#poles;(B(a,r)) son nombre de poles dans B(a,r).

Démonstration du Théoreme A.3. Par définition de 'indice complexe, on a

I d¢ 1 f(z)dz
Idyn O =57 i c=0 = 2ir b 1)

(A.2)

en intégrant suivant le contour f : T' — f(T).
On remarque que I'ensemble fini F' des zéros et des poles de f dans Q correspond & I’ensemble
des poles de fT/ dans Q . Par le Théoréme A.2 (des résidus) appliqué a la fonction fT/ qui est

holomorphe sur 2\ F et continue sur Q \ F, on a

1 [ fe)de = z Res ; (€). (A.3)

Zimle f2) epBany

En effet, comme I" est un lacet simple positivement orienté, on a Indp(¢) = 1 pour tout ¢ €
F N B(a,r) et Indr(¢) = 0 pour tout ¢ € F'\ B(a,r).

e Si ¢ est un zéro de f de multiplicité a¢. On a alors f(z) = (2 — ()% gc(z) ou g¢(z) est
holomorphe et ne s’annule pas en ¢. D’ou f'(2) = a¢(z — ()% lgc(2) + (2 — Q) ge(2).

Ainsi,

Donc Res (¢) = ac.
7

e Si ( est un pole de f de multiplicité S¢. On a alors f(z) = (QCS;C ol g¢(2) est holomorphe
o
/ _ \Be—1
et ne s’annule pas en ¢. D’ou f/(z) = (ngg)ﬁc — 94(2)37(;22 < Ainsi,

Donc Resy () = —f¢.
T

Ainsi, grace a (A.2) et (A.3), on obtient (A.1). O

Lemme A.4. Soit f une fonction holomorphe sur C\ D et continue sur C\ D. On pose la

Jonction g: z € D f(z71). On a alors Indys)(0) = —Ind (5 (0).
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Démonstration. 1l suffit de faire le calcul suivant :

2 5,10 (10 2 510 £t ,—i6
Ind, g (0) = — [ -1 ey’ (€) by 1 e fe™) 1
9(S) o(S) 0 0

" 2ir z 2w g(ei?) T 2w e2i0 f(e—10)
21 __;,—10 £1( ,—i0 —27 ;10 £1( 10
_%/W(Wf%_%/ €T F€7) 4y
2im Jo f(e=) 2im Jo f(e?)
1 0 ieief/(ew) 1 2 iei&f’(eie)
- _ — 7 ) = ——— ———~df# = —Ind .
2im J_or  f(e?) 2i7r/o f(e?) nds)(0)

O]

A.3 Théoréme de Rouché

Théoréme A.5 (Rouché). Soit Q un ouvert simplement connezxe de C. Soient deuz fonctions f
et g holomorphes sur Q et continues sur Q. On note F' C Q l’ensemble des zéros de f et de g
dans Q0 et on suppose que F est fini. Soit a € C et r > 0 tels que B(a,r) C Q. On suppose que
la courbe T : 6 € [0,27] — a + re'® ne passe pas par des éléments de F.

Si, pour tout kK € T', on a

[f(r) = g(&)] <lg(x)],

alors le nombre de zéros de f dans B(a,r) est égal au nombre de zéros de g dans B(a,r) (comptés

avec multiplicité).

Démonstration. On pose la fonction h = g qui est donc méromorphe sur €2 et continue sur Q\ F.
On a alors, pour tout k € T,
|h(k) — 1] < 1.

Autrement dit, h(I') C B(1,1) et donc pour tout ¢ ¢ B(1,1), on a Indy,r)(¢) = 0. En particulier,

on a Indyr) (0) = 0 et par le principe de I'argument (Théoréme A.3), on a
Indy,r)(0) = 0 = ##zérosy(B(a,r)) — ##podles, (B(a, 1)),

comptés avec multiplicités. Or, par définition de h, les zéros de h dans B(a,r) sont exactement
les zéros de f dans B(a,r) et les pdles de h dans B(a,r) sont exactement les zéros de g dans

B(a,r). Ce qui permet d’obtenir
#zérosy(B(a,r)) = #zérosy(B(a, 7)),

comptés avec multiplicités. O
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ANNEXE B

QUELQUES ELEMENTS SUR LA
TRANSFORMEE EN Z

On donne dans ce chapitre quelques résultats sur la transformée en Z. Cette transformée est

analogue a la transformée de Laplace :

L()(p) = /0 T eyt

Comme on va le voir, la transformée en Z est le cas discret de la tranformée de Laplace. En

effet, la fonction = devient une suite (x,), et on pose z = e P.

B.1 Définitions et formule d’inversion

Definition B.1 (Transformée en Z). Soit une suite (z,,), € ¢*(N,R). On définit la transformée
en Z de (xy,)n, notée T, par
Vzel, z(z)= Z Tpz "

Proposition B.2 (Transformée en Z inverse). Soit (x,), € (*(N). On définit la transformée
en Z inverse de la maniére suivante : pour R > 1, pour tout n € N,
1 1 2T

Ty = 2"1E(2)dz = —

n= = Z(Re"YR™ ™ dh.
2im Je(o,R) 2 Jo ( )

Démonstration. Fixons R > 1 et n € N. On parcourt la courbe fermée C(0, R) par le chemin
I': 0~ Re? avec I'(0) = Rie®. On a alors

1 1 gom . o
— / E(2)dz = — / R (=D (Re) Re' do
2im Je(o,R) 21 Jo

— i /271' Rneine —iio ka—ke—ikGdQ
om Jo '

k=0

Par inversion de la somme et de l'intégrale grace au théoreme de Fubini, on obtient alors

1 =

27 ) 1 +o0 o +00
o Z xk/ R keiln=k)lgg  — 7 Z xR F / =k qp = Z ka”_k(S(n — k).
T 0 T =0 /0 k=0
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Chapitre B — Quelques éléments sur la transformée en Z

On trouve donc bien z,, car le seul terme non nul de la somme est pour k& = n.

0

Justification de Fubini. 11 faut montrer que (k,6) — z,R" *e®(=F) est intégrable sur 'en-

semble N x [0, 27r] pour la mesure produit de la mesure de comptage et la mesure de Lebesgue.
Or

00 2 +o0 00
<Z :Uk\R"_k> < R Z EAR Z R < 400
k=0 k=0 k=0

car R > 1 et (z,), € £2(N). Comme cette quantité est bornée, on peut I'intégrer sur [0, 27r]. Donc

Fubini—Tonelli s’applique et on peut utiliser Fubini pour intervertir la somme et I'intégrale. [

B.2 Egalité de Parseval

Proposition B.3 (Egalité de Parseval). Soient (z,), € 2(N) et R > 1. On a
Conp 2 [P iy 2

S Rz, [? = 7/ F(Re™)[2d8.

>0 27 Jo

Démonstration. Soit R > 1. En utilisant un produit de Cauchy et le théoréme de Fubini, on a
L2702 L N e e iy
%/0 F(Re™)|2d0 — %/0 (3(re)) (F(Re™)) do
1 p2m [0 A Too A
= %/0 (Z:Oan_”e_”w) (Z ka_ke’kg) do
n= k=0

1 2 o0 1 . .

_ 7/ Z Z o T RF R (k) ¢ —ik0 i(n—k)0 g
2o =i
400 n

= Z Z TpTp_pR "0(n — 2k).

n=0 k=0

Ainsi, le symbole de Kronecker d(n — 2k) impose que n soit pair, on peut donc écrire n = 2/.

o 400 2/
% /O FRe)2d0 = 3 apmmpR26(20 — 2k)
/=0 k=0
+oo +o0
— Z ZEKTER_QZ — Z |x€|2R_2Z.
/=0 =0

Justification de Fubini. Méme justification que dans la preuve précédente. Comme les deux
séries 0 zpR e ™ et Z,’:ﬁ% Zr R *e™ sont absolument convergentes, leur produit de Cau-
chy lest aussi. Ainsi, comme il est borné, il est intégrable sur [0,27]. Le théoréme de Fubini

s’applique. ]
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ANNEXE C

QUELQUES ELEMENTS DE THEORIE
SPECTRALE

Les trois premieres sections (Sections C.1, C.2 et C.3) sont un condensé des définitions et
notations utiles pour comprendre les résultats de la Section C.4 et de la Section 2.3.3. Pour plus
de détails, on peut s’appuyer sur le livre de Cheverry et Raymond [CR21]. On se place dans le
cadre d’opérateurs bornés (car tous les opérateurs étudiés sont bornés, voir Proposition C.11),

mais la plupart des définitions demeurent valables pour des opérateurs non bornés.

C.1 Quelques notations

Soient F et F' deux espaces de Banach. Soit T": E — F' un opérateur linéaire borné.
e l'image de T est notée Ran(T') = {Tx € F,x € E} C F.

e le noyau de T est noté ker(T) = {z € E,Tx =0} C E.

e la dimension d’un espace vectoriel E est notée dim F.

e la codimension dans un espace vectoriel F d’un sous-espace vectoriel G est notée
codim g(G) def dim(E/G) ou codim (G) si l'espace vectoriel ambiant est clair. Si E est

de dimension finie, on a codim g(G) = dim £ — dim G.

e on dit que T est borné s’il existe M > 0 tel que, pour tout € F, on a

ITz|r < M|z

C.2 Opérateur compact et opérateur de Fredholm

Définition C.1 (Opérateur de Fredholm). Soient E et F' deux espaces de Banach. Un opérateur
T : E — F linéaire borné est dit de Fredholm si dimker(T) < oo et codim Ran(7T) < oo. De

plus, son indice de Fredholm est défini par
ind(T") = dim ker(7") — codim Ran(T").

Ezemple C.2. Un opérateur T : E — F linéaire borné bijectif est de Fredholm et est d’indice

nul. En effet, son noyau est réduit & {0} et son image vaut Ran(7") = F' donc de codimension
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Chapitre C — Quelques éléments de théorie spectrale

nulle.

Ezemple C.3. Si F et F sont de dimension finie, alors tout opérateur linéaire borné T : E — F
est de Fredholm et d’indice ind(7T") = dim F — dim F' (théoréme du rang).

Définition C.4 (Opérateur compact). Soient E et F' deux espaces de Banach. Un opérateur

T : E — F linéaire borné est dit compact si T(Bg(0,1)) est relativement compact dans F'.

On va voir dans les propositions suivantes le lien entre opérateur compact et opérateur de
Fredholm.

Proposition C.5. Soit E un espace de Banach. Si K : E — E est un opérateur compact, alors

Idg + K est un opérateur de Fredholm.
La preuve peut étre trouvée dans le livre [CR21].

Proposition C.6. Soient E et F' deuxr espaces de Banach. SiT : E — F est un opérateur de
Fredholm et si K : E — F est un opérateur compact, alors T + K est un opérateur de Fredholm
et ind(T' + K) = ind(T).

La preuve peut étre trouvée dans le livre [CR21].

C.3 Spectres

Soit E et F' deux espaces de Banach. Soit T': F — F un opérateur linéaire borné.

Definition C.7 (Spectres). Il existe plusieurs notions de spectre :

le spectre A(T) = {z € C, T — z n’est pas bijectif}.

le spectre ponctuel Ap(T') = {z € C, T — z n’est pas injectif}.

le spectre essentiel Aess(T) = {z € C, T — z n’est pas Fredholm d’indice 0}.

le spectre discret Agis(T) = {z € A(T), z est isolée dans le spectre, de multiplicité
algébrique finie et telle que Ran(T" — z) est fermé}.

Proposition C.8. On a les inclusions suivantes :
o A(T) C A(T).
o Aess(T) C A(T).
o Ayis(T) C Ap(T).

Théoréme C.9. On a A(T) = Aess(T) U AL (T).

Démonstration. car Aess(T) C A(T') et Ap(T) C A(T).

car, par contraposée, si z ¢ Aess(T) UAL(T), on a z ¢ Aegs(T) donc T — z est Fredholm
d’indice O et z ¢ Ap(T'), donc ker(T'—z) = {0}. Ainsi dimker(7'—z) = 0 et comme ind(T'—z) = 0,
on a codimRan(7T — z) = 0, d’ou T — z est bijectif, i.e. z ¢ A(T). O
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C.4. Régularité des opérateurs Toeplitz et Quasi-Toeplitz

C.4 Reégularité des opérateurs Toeplitz et Quasi-Toeplitz

Cette section donne des détails sur les pistes de réflexion envisagées dans la Section 2.3
(page 57) a propos du spectre des opérateurs Toeplitz Ty et Quasi-Toeplitz 77N.
On rappelle ici la Définition 2.10 d’un opérateur Toeplitz Ty.

Définition C.10 (Opérateur Toeplitz sur N). On définit 'opérateur Toeplitz sur N de la maniére

suivante :
2(N) — 2(N)
Iy : (C.1)
U= (un)nen + ((INU)n)nen,
p
Z ajunyj Sinz=r,
avec Vn € N, (Tyu), def j:p_T ot les coefficients (a)},__, sont fixés.
Z AUt Sin <7,
Jj=-n

Proposition C.11. L’opérateur Ty : (*(N) — (2(N), défini en Définition C.10, est linéaire et

borné.

Démonstration. En reprenant les notations de la Définition C.10. L’opérateur Ty est clairement

linéaire. De plus, on a

+oo| P 2 p 2
Z| TNu)n max]aj] Z Z Un4j| + Z Z Untj
I= n=r |j=—r n=0|j=—n
oo P
< miaxc[ag [ (r+p+1) | D0 37 funsy? +Z 5 finsl
= n=r j=—r n=0j=—n
p =
< max [aj|(r+p+ 1)) fug|?
J==r n=0
en faisant des changements d’indice. Ainsi Ty est un opérateur linéaire borné. O

On rappelle qu’on note I' la courbe du symbole - :
{f € [0,27] — (& Z ake’kg}
k=—r

Théoreme C.12. Soit Ty un opérateur de Toeplitz de symbole ~v. On a la disjonction de cas :
o 2 c I sietseulement si Ty — z nest pas de Fredholm.
e z € {Indp = 0} si et seulement si Ty — z est bijectif.

o 2 € {Indr # 0} si et seulement si Ty — z est de Fredholm et d’indice
ind(7Ty — z) = Indr(z) # 0.

207

. A=100



Chapitre C — Quelques éléments de théorie spectrale

Remarque C.13. Ici, la notation ind(7") désigne I'indice de Fredholm, défini par
ind(T") = dim ker(7") — codim Ran(7T),

et la notation Indr(z) désigne 'indice complexe de z par rapport a la courbe I, défini par

1
Indp(z) = %T/I“C

dg
_Z.

Démonstration.

e Siz el alors Ty — z est de symbole nul, donc Ty — 2z n’est pas Fredholm (voir (1) de III
1.6 de [Nik17]). Réciproquement, si Ty — z n’est pas Fredholm, alors Tiy — z est de symbole
nul, donc z € T'.

e Siz € {Indr = 0}, alors z ¢ A(Ty) (voir [SS60]), ainsi T'—N est bijectif. Réciproquement, si
Ty — z est bijectif, alors z ¢ I" par [SS60]. Ainsi, Ty — z est Fredholm (par le premier point)
avec pour indice ind(Ty—z) = 0 (car bijectif). Or 'affirmation (3) de III 1.6 de [Nik17] nous
dit qu’'un opérateur de Toeplitz, qui est de Fredholm, est d’indice ind(Ty—z) = Indr(z), ce
qui permet de dire que z € {Indp = 0}. (Attention, dans cet ouvrage leur indice complexe
wind est I'opposé de notre indice Ind, car leur symbole est défini dans ’autre sens que le

notre.)

e Siz € {Indr # 0}, Ty — z est Fredholm et il y a concordance entre l'indice de Fredholm et
I'indice complexe (voir (3) de III 1.6 de [Nik17]). Réciproquement, si Ty — z est Fredholm
d’indice non nul, on a z € {Indr # 0}.

O

Proposition C.14. Soient (k; ;) o<i<r—1 € C™™. L’opérateur K : £?(N) — (*(N) défini, pour
0<j<m—1

tout (uyp)n € F2(N), par (Ku), = Z;”;OI knju; sin <t et (Ku), =0 sin >r, est compact.
Démonstration. L'image de lopérateur K est de dimension finie car elle est dans
Vect({u(o), e u(r_l)}) ol, pour tout ¢ € N, pour tout n € N,

S0 — 1 sin =1,

n .
0 sinon.

De plus, K est clairement borné. Ainsi K est compact car K(B(0,1)) est borné et fermé dans

Pespace Vect({u(®, ... u("=D}) de dimension finie. O

Remarque C.15. La Proposition C.14 est treés importante car, combinée avec la Proposition C.6,
cela montre que les opérateurs Quasi-Toeplitz Tﬂ; sont des opérateurs de Fredholm de méme
indice que 'opérateur de Toeplitz Ty associé (sans bord). En effet, par définition de ZfN, on a

T&; = K + Iy avec K un opérateur rentrant dans le cadre des hypotheses de la Proposition C.14.
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ANNEXE D

QUELQUES ELEMENTS SUR LE SCHEMA
LEAP-FROG

On se fixe quatre entiers r, p, s et m. Pour définir les schémas multipas, on se donne la

convention d’écriture suivante :

s p

U}IH = Z Z ag,UU;l_QU, nx=s, j=r, (D.1a)
0=0/f=—r
-1

Ut = Z mz DU 4 gt s je[0ir—1] (D.1b)

i = 5.0 Yo 9; Z S, ) T ) .

o=0 ¢=0

U= fj, n<s, j=0. (D.1c)

On peut visualiser la discrétisation de ce schéma de la maniere suivante :

FIGURE D.1 — Discrétisation du schéma (D.1).

Comme dans la Section 6.7, pour faciliter I’écriture de la condition de bord (D.1b), on pose

les matrices suivantes :

o
Voelo:s], B, | : : . (D.2)

070 B
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Chapitre D — Quelques éléments sur le schéma leap-frog

D.1 Leap-frog

D.1.1 Définition

La schéma leap-frog est un schéma multipas avec deux pas de temps qui s’écrit

Urtt =t + MU - U ) (D.3)

Pour identifier le schéma (D.3) avec les notations de (D.la),ona s=1,r=1et p =1, avec
pour coefficients
a_10=—-X a0 =0 aip=

a_11= 0 ap,1 = 1 a1 = 0.

n4l-----mmmmm S R

Mo T S —

s B
j—1 7 j7+1

FIGURE D.2 — Discrétisation du schéma leap-frog (D.3).

D.1.2 Equation caractéristique

L’équation caractéristique d’inconnue & s’écrit, pour tout z € U,
1 1 2 2
z——)=A{k——] ou Azk“+(1—2")k—Az=0. (D.4)
z K

Le coefficient dominant et le coefficient constant sont bien non nuls pour tout z € U, donc
I"'Hypothese 6.27 (page 173) est bien satisfaite.

De plus, pour la condition CFL X €]0, 1], le schéma de leap-frog est Cauchy-stable au sens
de 'Hypothese 6.28 (page 173). En effet, pour tout { € R, la matrice <7 (), définie en Hypo-

these 6.28, est de la forme
2iAsiné 1
(&) = .
o e )

Les valeurs propres de .7 (£) sont £4/1 — A2sin?(£) +iAsin € qui sont de module 1 mais simples
tant que A €]0, 1]

On sait que si |z| > 1 alors |k(z)| # 1 (par le Lemme 3.4 (Hersh) généralisé aux schémas

multipas [Coul3, Lem.3.7]) et que k_(z)rk4(2) = —1, ainsi si |z] > 1, on peut ordonner les
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D.1. Leap-frog

Monde de z

FIGURE D.3 — Les éléments z solution de (D.4) en vert en fonction de s = €¥.

racines x de la maniere suivante :
ko ()] <1< Jrs(2)].

On présente cette situation en Figure D.4. De plus, on trace la trajectoire de x_(2) et k. (z)

quand z parcourt le cercle de centre 0 et de rayon 1.005 en Figure (a) de la Figure D.5.

Monde de z Monde de

*ky(2)

FIGURE D.4 — Le cas |z| > 1.
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4 - 4 -
|
|
3- 3- :
I
I
|
2 - 2 - l
I
|
|
1 | 1 , -
0- 0-

—1 - —1 - ~7
[
|
|

2 2 i
|
|
|

-3 - -3 - :
I
|

_47 | | | | | _4 L | | | | |

-1 —05 0 0.5 1 -1 05 0 0.5 1
(a) (b)

FIGURE D.5 — Trajectoire de x_(z) et ki(z) pour |z| = 1.005 (Figure (a)) et pour |z| = 1
(Figure (b)) pour une discrétization du cercle de 1000 points.
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D.2. Conditions de bord

Si z est de module 1, les racines x de ’équation (D.4) peuvent étre de module 1. En faisant
le calcul pour zp = 1, on trouve la Figure D.6. On trace la trajectoire de x_(z) et x4 (2) quand z
parcourt S en Figure (b) de la Figure D.5. En i et en —i, on devrait voir des angles droits pour les
valeurs z = ++v/1 — X2 £ i\ qui sont les points de rebroussement que 1’on observe en Figure D.3,
il faudrait augmenter le nombre de points de la discrétisation pour voir plus précisément les

angles droits.

Monde de z Monde des &

20

FIGURE D.6 — Le cas |z| = 1.

D.2 Conditions de bord

Trefethen [Tre84] présente quatre conditions de bords qui donnent différents types de stabilité
et d’instabilités. On les réécrit ici dans le formalisme de (D.1b). Ce sont les quatre conditions
de bord présentées dans les figures de pseudospectres & la Section 2.4.4 (page 66) et dans les

figures de courbes de déterminant de Kreiss—Lopatinskii de la Section 6.7.2 (page 174).

Comme dans [Tre84], on se place dans le cas ou A = 0.5.

D.2.1 Mode stable
La condition de bord « de [Tre84] s’écrit
uptt = up. ()
Pour identifier la condition de bord («) avec les notations de (D.2), on a m = 2, avec
Bo=(0 1) et Bi=(0 0).
Ce cas correspond a un schéma stable car il n’a ni valeur propre ni valeur propre généralisée.
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D.2.2 Mode instable croissant

La condition de bord § de [Tre84] s’écrit
Ugt = U (8)

Grace au schéma (D.3), on peut réécrire, U™ = UP — AN(Uy ™ — UF™Y), ainsi en identifiant la

condition de bord () avec les notations de (D.2), on a m = 3, avec
Bo=(0 1 0) e Bi=(x 0 -2).

Ce cas correspond & un schéma instable, car il possede des valeurs propres généralisées

+in/6

aux points z = +e associés aux valeurs K = =i avec une vitesse de groupe nulle, car

2 = +e*7/6 correspond A des points de rebroussement que l'on peut observer sur la Figure D.3.
Dans l'article [Tre84], il utilise le terme « rightgoing steady state solution » pour décrire ce

phénomene.

D.2.3 Mode instable strictement croissant

La condition de bord v de [Tre84] s’écrit
n+1 1 n n
Up "™ = §(Uo +U3). ()
En identifiant la condition de bord (7) avec les notations de (D.2), on a m = 3, avec
Bo=(4 0 1) et Bi=(0 0 0).

Ce cas correspond a un schéma instable, car il possede une valeur propre généralisée en z = 1
associée aux valeurs k = +1 avec une vitesse de groupe non nulle. Dans larticle [Tre84], il utilise

le terme « strictly rightgoing steady state solution » pour décrire ce phénomene.

D.2.4 Mode instable strictement croissant avec coefficient de réflexion infini

La condition de bord § de [Tre84] s’écrit
Upt = U )

Grace au schéma (D.3), on peut écrire U = U1 4 \(UF — UF) et ainsi, en identifiant la

condition de bord (9) avec les notations de (D.2), on a m = 3, avec
Bo=(-A 0 A) et Bi=(01 0).
Ce cas correspond a un schéma instable, car il posseéde une valeur propre généralisée en
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D.2. Conditions de bord

z = —1 associée aux valeurs k = %1 avec une vitesse de groupe non nulle. Dans l'article [Tre84],
il utilise le terme « strictly rightgoing steady state solution » pour décrire ce phénomeéne comme
dans le cas de la condition de bord (). La différence avec ce dernier est le coefficient de réflexion,

défini dans [Tre84], qui est infini dans le cas (0).

215 '
e A=136 /—'_‘



Chapitre D — Quelques éléments sur le schéma leap-frog

216




ANNEXE E

QUELQUES ELEMENTS SUR UN
COEFFICIENT BINOMIAL MODIFIE

E.1 Définition

On introduit la notation suivante.

n
Définition E.1. Soit n € N* et soit £ € [1 : n]. On définit le coefficient [4 par récurrence de

la maniere suivante :

1 sife{l,n+1},

= n
-1

Ce coeflicient ressemble au coefficient binomial, on peut en donner un triangle de Pascal

1
wnen, |"7T

n
+4 sile[2:n].

modifié.
¢
1 2 3 4 5 6 7T
1]1
211
301
4l1 6 1
501 15 25 10 1
6/1 31 9 65 15 1
711 63 301 350 140 21 1
81 127 966 1701 1050 266 28 1
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On pose alors la matrice suivante :

1 0 0
0 j
Pp=|: ﬂ H I € M4(C).
: 0
S S I

E.2 Propriété

La matrice Py est une matrice de changement de base entre la base canonique de Ry_1[X] et

la base des polynoémes (Hg;g‘)(X -7 ))g;é. On prouve cette assertion dans la proposition suivante.

Proposition E.2. Pour tout s € R, on a la relation

1 1

s(s—1) 52

Fa s(s—=1)(s—2) s
s(s=1)-+(s—(d—2)) sd=1

Démonstration. Soit s € R. Montrons par récurrence sur n que, pour tout n € [1:d — 1], on a

sn:ZH s(s—1)(s—2)---(s—£+1). (E.1)

(=1 l

1
s"=set llls:s.

Hérédité : Supposons que la formule (E.1) soit vraie au rang n € N*. Montrons-la au rang n + 1.
On a

Initialisation : Pour n=1. On a

n

X0 =D H ss=1(s=2) (s = L+ XX

(=1

par hypothése de récurrence au rang n. En dérivant par rapport a X l’expression précédente,
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on obtient
ST =30 Z s(s= 1) (s — £+ 1) (XX 4 (s — XX
(=1
n -n- n+1 n
= ls(s—1)- (s =L+ 1)X*71+ ) s(s—1)---(s—L+1)X*1
=k =2 |t~
— "] x| S---(s—n)Xsfl-i-Z N A so-(s—L+1)x57!
n+1 1 " [n41
| sX51 4 " s-~-(s—n)X371+Z n s (s—L+1)X*1
n+1 — | ¢
n+1
1
:Z nr s(s—1)---(s—L+1)X5L,
(=1 l

Ainsi, on a

n+1
+1
S =S " (s =) (s — 4 1),
(=1
Conclusion : Ainsi, la formule (E.1) est vraie pour tout n € N*. O
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Résumé : Dans ce manuscrit, nous étudions
la stabilité forte des schémas numériques ex-
plicites a un pas a coefficients constants,
posés sur le demi-espace et possédant un
bord a gauche. On suppose que ces sché-
mas sont consistants avec I'équation de trans-
port scalaire uni-dimensionnelle comportant
une donnée de bord a gauche. Gréace au théo-
reme de Kreiss et a la théorie développée
par Gustafsson, Kreiss et Sundstrém, la stabi-
lité forte est équivalente a I'absence de zéros
du déterminant de Kreiss—Lopatinskii a I'exté-
rieur du disque unité ouvert. On va alors dé-
crire une stratégie numérique permettant de
compter les zéros du déterminant de Kreiss—
Lopatinskii afin de pouvoir conclure sur la sta-
bilité forte du schéma.

La premiere partie de ce manuscrit dé-
crit plusieurs approches de la stabilité et in-
troduit les objets nécessaires a la compréhen-
sion des contributions, notamment la théorie
de Gustafsson, Kreiss et Sundstrom et le deé-
terminant de Kreiss—Lopatinskii. La deuxieme
partie est dédiée aux résultats théoriques et
aux stratégies numériques pour le cas particu-
lier des schémas totalement décentrés et pour
le cas général.

Lenjeu est de trouver des stratégies ef-
ficaces et robustes pour étudier la stabilité
de ces schémas, notamment au travers d’ou-
tils numériques et de la condition de Kreiss—
Lopatinskii uniforme représentée par le déter-
minant de Kreiss—Lopatinskii.

Title: Theoretical and numerical analysis of GKS-stability for high order finite difference
schemes with boundaries

Keywords: numerical scheme, boundary condition, strong stability, GKS theory, Kreiss—

Lopatinskii determinant

Abstract: We study the strong stability of one-
step explicit finite difference schemes set on
the half-space with a left boundary condition.
We work on schemes which are consistent
with the scalar advection equation. Thanks to
Kreiss theorem and GKS theory, the strong
stability is equivalent to the absence of zero of
the Kreiss—Lopatinskii determinant outside the
open unit disk. Then we describe a numerical
strategy to count the number of zeros of the
Kreiss—Lopatinskii determinant in this domain.

The first part deals with different ap-
proaches to work on stability and introduce
the tools needed to understand the contribu-
tions. The second part presents the details of
the theoritical results and the numerical strate-
gies for the particular case of totally upwind
scheme and for the general case.

The goal is to introduce and to study a ro-
bust and efficient numerical strategy to handle
strong stability, thanks to numerical tools and
the uniform Kreiss—Lopatinskii condition.
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