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Abbréviation Description
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CFL Courant–Friedrichs–Lewy
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PMPV Principe Multi-échelle des Puissances Virtuelles
RMSE Erreur moyenne en norme L2
RNA Réseau de Neurones Artificiel
RNC Réseau de Neurones à Convolution
RSP Récupération Superconvergente par Patchs
TFR Transformée de Fourier Rapide
VER Volume Élémentaire Représentatif
VMEBR Variationnelle Multi-Échelle Basée sur les Résidus



Introduction

Comme détaillé dans mon Curriculum Vitæ, je suis devenu jeune chercheur en 2013 avec le
démarrage de ma thèse de doctorat, et enseignant-chercheur en 2018 avec mon recrutement à
l’IMT Nord Europe.
Mes activités d’enseignement concernent principalement la mécanique et en particulier le calcul
de structures avec la méthode des éléments finis. Ces enseignements peuvent prendre la forme
de cours, de TPs ou de projets orientés recherche ou ingénierie.
Mes activités de recherche concernent la modélisation des phénomènes mécaniques non linéaires
dans les matériaux et domaines hétérogènes. Le point commun à tous mes travaux est le rapport
important entre la taille de la structure ou du domaine étudié et la taille caractéristique de l’hété-
rogénéité. Par exemple, une structure composite de plusieurs mètres comme une pâle d’éolienne
contient des fibres d’un diamètre de l’ordre du micromètre.
La vidéo de la Référence [1] illustre assez bien les différentes étapes de la fabrication d’une
structure composite. Un renfort composé de plusieurs plis en fibres longues qui peuvent être
tissées (Figure 1(a)) est placé dans un moule (Figure 1(b)). Une résine polymère est ensuite
injectée dans le moule (Figure 1(c,d)) pour former la structure composite finale (Figure 1(e)).
Si on veut optimiser les cadences de production tout en garantissant une bonne qualité, il est
essentiel de bien comprendre et contrôler l’imprégnation, c’est-à-dire le remplissage du moule
par la résine et ce malgré la résistance à l’écoulement due à la présence du renfort.

Comme montré dans la Figure 2(a), le renfort en fibres longues tissées est composé de mèches
dont le diamètre est de l’ordre de 100 µm, elles-mêmes composées de fibres dont le diamètre est
de l’ordre de 1 µm. L’écoulement de la résine se fait donc à la fois entre les mèches et entre les
fibres. Comme illustré dans la Figure 2(b-e), le front de propagation de la résine développe une
morphologie complexe, ce qui peut mener à la formation de bulles ou porosités à l’intérieur des
mèches ou entre les mèches. La taille de ces porosités peut aller de 1 µm à 100 µm.

Un exemple d’image acquise par tomographie d’une structure composite est montré dans
la Figure 3. On y voit clairement les porosités de différentes tailles à l’intérieur des mèches et
entre les mèches, ainsi que des porosités plus étirées qui peuvent se former entre les plis. Toutes
ces porosités jouent un rôle significatif en ce qui concerne la tenue en service des structures
composites. Elles affectent notamment les propriétés mécaniques comme la résistance à la rupture
et à la fatigue [3].

Ces structures composites fournissent une très bonne application pour mes travaux de
recherche. Des phénomènes mécaniques non linéaires jouent un rôle clé pendant leur fabrication
et leur tenue en service. Ces phénomènes sont fortement influencés par l’hétérogénéité due
aux fibres, aux mèches et aux porosités. Dans ce cadre, mes travaux de recherche se sont
progressivement élargis :

• Au développement de méthodes numériques avancées permettant de modéliser les inter-

7
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(a)

(b)

(c) (d)

(e)

Figure 1 – Fabrication d’une planche à roulettes en composite par infusion sous vide : (a)
préforme composée de plis en fibres de lin (marron) et de verre (blanc), (b) dépose de la préforme
dans le moule, (c,d) infusion de la résine sous vide, (e) structure composite finale. Image(s)
issue(s) de la Référence [1].
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(a)

(b) (c)

(d) (e)

Figure 2 – Composite textile (a) et formation de porosités pendant l’avancée de la résine :
(a) porosités inter-mèches avec écoulement le long des mèches, (b) porosités intra-mèches
avec écoulement le long des mèches, (c) porosités inter-mèches avec écoulement à travers les
mèches, (d) porosités intra-mèches avec écoulement à travers les mèches. Image(s) issue(s) de la
Référence [2].



10

(a) (b)

Figure 3 – Images acquises par tomographie d’un composite textile : (a) vue le long à la direction
d’empilement (a) vue transverse à la direction d’empilement. Image(s) issue(s) de la Référence
[4].

faces dues à l’hétérogénéité. Mes premiers travaux dans ce domaine concernent la méthode
des éléments finis avec une modélisation des interfaces par génération et adaptation du
maillage, et utilisation de fonctions de distance signée. L’objectif pour ces premiers travaux
était de modéliser les écoulements biphasés avec des obstacles.

• À la modélisation de la rupture par une approche champ de phase implémentée avec la
méthode numérique basée sur la transformée de Fourier rapide.

• À l’accélération de ces calculs de mécanique des fluides ou des matériaux avec des
approches basées sur les données et la réduction de modèle. Mes travaux dans ce domaine
explorent notamment les méthodes de partitionnement des données et l’apprentissage
profond avec les réseaux de neurones à convolution.

• À la modélisation des phénomènes d’écoulement et de rupture pour de grandes struc-
tures, et ce avec des approches multi-échelles. Dans ce cadre, la réduction de modèle est
particulièrement pertinente puisqu’elle permet d’exploiter la redondance des calculs.
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Formation après baccalauréat

Centre de Mise en Forme des matériaux (CEMEF) – Mines
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Doctorat en Mécanique Numérique & Science des Matériaux Sophia-Antipolis, France

• Thèse sur la modélisation numérique tridimensionnelle des mécanismes de la rupture
ductile à l’échelle microscopique

• Financement par l’Institut CARNOT M.I.N.E.S et l’Agence Nationale de la Recherche
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(Examinateurs)
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Diplôme d’Ingénieur Mathématiques et Informatique Cergy, France
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• Projet de fin d’études sur la simulation du trafic routier avec des méthodes de Galerkin
discontinues d’ordre élevé et de discrétisations Runge-Kutta sur GPU

• Stage de M2 sur la modélisation des écoulements biphasés en milieux poreux à l’Institut
Français du Pétrole et des Énergies nouvelles (IFPEn), Rueil-Malmaison, France

• Stage de M1 sur le calcul d’inter-visibilité entre radars et objets volants, et la visualisation
et le calcul de trajectoires d’objets volants en trois dimensions à MBDA Missile Systems,
Le Plessis-Robinson, France

• Direction en option par Dr. Fikri Hafid

L’EISTI a fusionné avec l’Université de Cergy-Pontoise début 2019 pour former CY Cergy
Paris Université, qui comporte l’école CY Tech.

Université de Cergy-Pontoise 2008–2013
Cursus Licence-Master Sciences, Technologies, Santé Cergy-Pontoise, France

• Master Mathématiques, Physique et Applications, Spécialité mathématiques, Mention bien

• Licence Mathématiques, Mention très bien

• Licence Informatique, Mention très bien

L’EISTI a fusionné avec l’Université de Cergy-Pontoise début 2019 pour former CY Cergy
Paris Université, qui comporte l’école CY Tech.
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Activités d’enseignement

L’essentiel de mes activités d’enseignement se sont déroulées dans le cadre de mon poste
actuel à l’IMT Nord Europe. En avant-propos de cette partie, il convient d’expliquer le fonction-
nement des cursus de l’école.
L’école suit le cadre Licence-Master-Doctorat, mais étant donné qu’il s’agit d’une école d’ingé-
nieur généraliste, la logique est découpée en trois morceaux : L1-L2, L3, et M1-M2.
Il est possible d’intégrer l’IMT Nord Europe en L1 juste après le baccalauréat ou en L3 par le
Concours Mines-Télécom après deux années de classes préparatoires aux grandes écoles. Ainsi,
en L3, la moitié des étudiants provient du cycle L1-L2 intégré à l’école, et l’autre moitié est
admise à travers le Concours Mines-Télécom. Il y a en plus des admissions parallèles mais qui
restent marginales.
La quasi-totalité des enseignements de L1, L2 et L3 relèvent du tronc commun. Il y a quelques
modules électifs qui permettent aux étudiants de découvrir les domaines de formation de l’école.
Ceux-ci correspondent aux différents centres de recherche de l’école. C’est en M1-M2 que les
étudiants peuvent vraiment plonger dans les domaines de formation. Ils doivent choisir une unité
d’enseignement pour chaque période de quatre semaines de l’année scolaire. Cela fait six unités
à suivre en M1 et cinq en M2. Une de ces unités doit nécessairement être dévouée à un projet de
recherche ou d’ingénierie en groupe.
Par ailleurs, les étudiants doivent effectuer un stage de découverte de l’entreprise en L3, un stage
d’ingénieur-adjoint en M1 et un stage d’ingénieur en M2.
Dans ce cadre, mes activités d’enseignement ont consisté principalement en :

• Responsabilité d’unités d’enseignement : 2 par an

• Jury de stage : 22 en Licence 3, 12 en Master 1 et 17 en Master 2 au total

• Enseignement au niveau Master 2 / Doctorat : 6h Cours et 6h TP par an

• Enseignement au niveau Master 2 : 18h Cours et 34h TP par an

• Enseignement au niveau Master 1 : 10h Cours, 30h TP et 12h Projet par an

• Enseignement au niveau Licence 2 : 5h Projet par an

En complément de ces activités d’enseignement classiques, j’ai pu participer à d’autres
activités liées à l’enseignement. J’ai ainsi été membre d’un groupe de travail dédié à la refonte
du domaine de formation de mon centre de recherche en 2021, et j’ai également participé à des
activités collectives comme l’accueil des étudiants et parents pour la rentrée L1 en 2021.

Responsabilité

À l’IMT Nord Europe, le responsable d’unité d’enseignement est en charge d’à peu près
tout. Il définit les objectifs pédagogiques, les compétences à développer et le contenu. Il choisit
et interagit avec les intervenants internes et externes pour établir l’emploi du temps et garantir
la bonne tenue des enseignements. Il s’assure que les évaluations se déroulent dans les bonnes
conditions et collecte les notes finales.

Modélisation des matériaux pour l’industrie et le génie civil 2021–Présent
Unité d’enseignement de Master 2 IMT Nord Europe

• Cette unité orientée recherche concentre tous les enseignement en modélisation du com-
portement non linéaire des matériaux (hyper-élasticité, plasticité, endommagement, etc.).
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• L’objectif est de faire découvrir ces différentes lois de comportement et les matériaux et
situations auxquelles elles s’appliquent. Des essais expérimentaux mettant en évidence
chaque comportement sont réalisés devant les étudiants. L’implémentation numérique des
lois et leur utilisation dans des logiciel commerciaux sont abordées.

• Presque la moitié du volume horaire est consacré à un projet électif encadré par différents
intervenants que j’organise en tant que responsable de l’unité.

• J’enseigne le cours de plasticité.

Conception numérique avancée 2020–2021
Unité d’enseignement de Master 2 IMT Nord Europe

• Cette unité était orientée ingénierie et dédiée à la conception numérique avec un logiciel
de calcul éléments finis.

• Elle intégrait notamment des enseignement sur les structures fines (plaques et coques) et la
modélisation de phénomènes non linéaires comme les grandes déformations et le contact
avec un logiciel éléments finis commercial.

• J’y enseignais le cours sur les éléments finis non linéaires.

• Cette unité a été fusionnée avec une autre en 2021.

Sensibilisation aux matériaux 2020–Présent
Unité d’enseignement de Licence 2 IMT Nord Europe

• Cette unité est élective et permet aux étudiants de L2 de découvrir le domaine de formation
de mon centre de recherche.

• L’objectif est de leur donner une idée des différentes catégories de matériaux et de leurs
caractéristiques, et de faire le lien avec la conception de structures. Des thématiques
attractives et récemment popularisées comme les matériaux bio-sourcés ou le recyclage et
la valorisation sont également abordées.

• J’encadre un projet d’introduction à la conception.

Jury

Jury de 17 stages de Master 2 2018–Présent
Abdeladime B (2018), Peng Q (2019), Vincent S-L (2019), Ar-
naud F (2019), Badr G (2019), Léon S (2020), Souhail A (2020),
Khalil J (2020), Younes B (2020), Ayoub K (2020), Julien D
(2020), Thierry P (2020), Nice T (2021), Agathe K (2021), Cora-
lien P (2021), Dorian M (2022), Mathis P (2022)

IMT Nord Europe

Jury de 12 stages de Master 1 2018–Présent
Mathieu C (2018), Badr G (2018), Kevin L (2018), Peng Q (2018),
Youssef I B (2018), Emma F (2019), Souhail A (2019), Thierry
P (2019), Laurent S (2019), Thomas B (2021), Ronan D (2022),
Fares S (2022)

IMT Nord Europe
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Jury de 22 stages de Licence 3 2018–Présent
Clément M (2019), Romain S (2019), Reda A (2019), Daryl L
(2019), Hamidou D (2019), Auguste B (2020), Nadège F (2020),
Leila F (2020), Mathis J (2020), Ellen O (2021), Eloi G (2021),
Lucie D (2021), Hélène B (2021), Guerric C (2021), Bertan O
(2022), Didier T (2022), Clément B (2022), Ninon P-S (2022), Sa-
cha R (2022), Maxence B (2022), Angélique M (2022), Nolwenn
R (2022)

IMT Nord Europe

Jury aux oraux du Concours Mines-Télécom 2019,2021
Épreuve d’entretien IMT Nord Europe

Enseignement de Master 2 / Doctorat
Les enseignements dans cette partie visaient/visent des étudiants de Master 2 ou Mastère

Spécialisé et étaient/sont également ouverts à des doctorants.

Introduction à la méthode Level-Set 2018–2019 et 2020–2021
Volume annuel : 3h Cours et 3h TP Mines ParisTech

• L’objectif de cet enseignement est d’aborder une méthode numérique avancée, en l’occur-
rence la méthode des fonctions de niveau (Level-Set en anglais), et ce de la théorie à la
mise en œuvre dans un code de calcul.

• Le cours introduit la méthode, décrit les principes fondamentaux et les algorithmes qu’elle
implique et mentionne quelques applications. Cela démarre par une classe inversée où les
étudiants doivent chacun se plonger dans un article scientifique différent.

• Le TP consiste à implémenter numériquement la méthode dans un code Python et à
conduire quelques expériences numériques.

• Il est délivré en anglais.

Introduction aux méthodes basées sur la transformée de Fourier
rapide 2020–2021

Volume annuel : 3h Cours et 3h TP Mines ParisTech

• L’objectif de cet enseignement est d’aborder une méthode numérique avancée, en l’occur-
rence la méthode numérique basée sur la transformée de Fourier rapide, et ce de la théorie
à la mise en œuvre dans un code de calcul.

• Le cours introduit la méthode, décrit les principes fondamentaux et les algorithmes qu’elle
implique et mentionne quelques applications. Cela démarre par une classe inversée où les
étudiants doivent chacun se plonger dans un article scientifique différent.

• Le TP consiste à implémenter numériquement la méthode dans un code Python et à
conduire quelques expériences numériques.

• Il est délivré en anglais.
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Associations originales des éléments finis avec la science des
matériaux et la science des données 2017–2018

8h Cours Northwestern University

• L’objectif de cet enseignement était de faire découvrir des applications de la science des
données à la mécanique pour des étudiants plutôt orientés calcul de structures. L’association
de certaines méthodes comme l’analyse en composantes principales ou les réseaux de
neurones avec les éléments finis était au centre de ce cours.

• Le cours était complété par un projet où les étudiants devaient mettre en œuvre une
méthode d’apprentissage pour modéliser des données que j’avais générées avec un code
de calcul éléments finis.

Introduction au formalisme arbitraire Lagrangien Eulérien 2016–2017
1h20 Cours Northwestern University

• Ce cours introductif avait pour objectif de présenter le formalisme arbitraire Lagrangien
Eulérien, ses applications, et les algorithmes qu’il implique.

Mécanique de l’endommagement 2014–2015
6h Cours Mines ParisTech

• Ce cours avait pour objectif de présenter l’endommagement ductile, sa modélisation et les
problématiques qu’il implique, notamment pour des applications à la mise en forme des
métaux.

• Plusieurs modèles d’endommagement étaient présentés. Le cours allait jusqu’à la pro-
blématique de la dépendance au maillage et sa résolution avec une régularisation non
locale.

Méthodes de génération de maillage 2014–2015
3h Cours et 6h TP Mines ParisTech

• L’objectif de cet enseignement était d’aborder la notion de génération de maillages élé-
ments finis, avec les problématiques de respect de la géométrie et de critères de taille et de
qualité.

• Le cours présentait les méthodes brièvement, à l’exception de la triangulation de Delaunay
qui était présentée plus en détail. Le TP se concentrait sur cette dernière, et consistait à
l’implémenter dans un code Python, Matlab ou Scilab et à conduire quelques expériences
numériques.

Programmation C/C++ 2014–2015
4h Cours et 5h TP Mines ParisTech

• Cet enseignement visait à préparer des étudiants à la programmation C/C++ dans l’objectif
de leur permettre d’ajouter des fonctionnalités à un code de calcul éléments finis.

• Le cours se restreignait aux paradigmes C++ utilisés dans le code de calcul éléments finis
du laboratoire. Le TP consistait à développer différentes fonctionnalités au sein de ce code.



INTRODUCTION 17

Enseignement de Master 2

Plasticité 2019–Présent
Volume annuel : 8h Cours et 8h TP IMT Nord Europe

• L’objectif de cet enseignement est de présenter la plasticité du point de vue matériau,
expérimental et modélisation. La plasticité étant un phénomène survenant en général pour
de grandes déformations, la problématique de l’objectivité est également traitée, ainsi que
les lois d’hypoélasto-plasticité.

• Le cours décrit complètement le critère de plasticité de von Mises ainsi que l’écrouissage
isotrope et cinématique. L’implémentation numérique de cette loi matériau dans un code
Python est abordée en TP, ainsi que l’identification des types d’écrouissage et des princi-
pales propriétés matériaux à partir de courbes expérimentales. Le TP finit par l’utilisation
d’un modèle de plasticité dans un logiciel éléments finis commercial.

Éléments finis non linéaires 2018–Présent
Volume annuel : 10h Cours et 26h TP IMT Nord Europe

• L’objectif de cet enseignement est d’aller au delà de la méthode des éléments finis linéaires
et d’aborder deux notions essentielles pour l’ingénieur calcul : la modélisation du contact
et des phénomènes dynamiques.

• La partie cours sur le contact concerne les détails mathématiques en petite ou en grande dé-
formation et en Lagrangien réactualisé ou total. Pour la dynamique, les schémas implicites
et explicites sont tous deux abordés.

• Les TPs reposent essentiellement sur un logiciel commercial de calcul de structures avec
la méthode des éléments finis, bien que l’implémentation dans un code Python d’un
algorithme de contact soit également abordée.

• Ce cours intègre un questionnaire à choix multiple où certaines réponses sont à trouver
dans la documentation du logiciel commercial, et d’autres sont à déterminer par des calculs
éléments finis.

Programmation C/C++ 2012–2013
5h Cours et 10h TP EISTI

• Cet enseignement visait à introduire des bases de programmation C/C++ à des étudiants
orientés vers l’ingénierie financière.

Enseignement de Master 1

Conception mécanique sur ordinateur 2018–Présent
Volume annuel : 10h TP et 12h Projet IMT Nord Europe

• Cet enseignement est le volet pratique de l’enseignement sur les éléments finis linéaires.
Il s’agit de former les étudiants à résoudre des problèmes d’ingénierie et à concevoir des
structures avec un logiciel éléments finis commercial.

• Après une formation à l’utilisation du logiciel, les étudiants sont lancés sur un projet de
conception. Une grille de critères d’évaluation leur est fournie dès le départ pour les guider.
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Éléments finis linéaires 2018–Présent
Volume annuel : 10h Cours et 20h TP IMT Nord Europe

• L’objectif de cet enseignement est d’aborder la méthode des éléments finis linéaires pour
le calcul de structures tant du point de vue théorique qu’en ce qui concerne la mise en
œuvre.

• Le cours se veut volontairement très mathématique plutôt que mécanique, car il s’agit d’un
point fort des étudiants dû au recrutement par la voie des classes préparatoires.

• Un code de calcul de structures 2D est développé en Python afin que les étudiants aient
une idée de ce qui se cache derrière les logiciels commerciaux.

• Les TPs s’appuient sur une plateforme en ligne d’auto-évaluation permettant aux étudiants
de tester leurs codes et me permettant à moi de suivre leur avancement.

Enseignement de Licence 2

Sensibilisation aux matériaux 2019–Présent
Volume annuel : 5h Projet IMT Nord Europe

• Mon intervention dans cet enseignement concerne un projet d’introduction à la conception
de structures.

• Un calepin Jupyter interactif est proposé aux étudiants afin de découvrir des éléments de
mécanique des milieux continus et les propriétés matériau.

• L’objectif du projet est de dimensionner une poutre, d’abord par une approche analytique,
puis par une approche éléments finis. Cela amène les étudiants à développer une petite
partie du code de calcul.
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Activités de recherche
Mes activités de recherche ont consisté principalement en :

• Implication dans des projets de recherche collaboratifs : 5 dont 1 en tant que coordinateur

• Encadrement de post-doctorant : 3 dont 2 en cours

• Encadrement de doctorant : 5 dont 4 en cours

• Encadrement de stage de recherche de Mastère Spécialisé : 1

• Encadrement de stage de recherche de Master 2 : 7

• Encadrement de projet de recherche de Master 2 : 4

• Encadrement de projet de recherche de Master 1 : 2

• Encadrement de projet d’ingénierie de Master 1 : 6

• Encadrement de projet de recherche de Bachelor : 1

• Jury de thèse de Doctorat : 2

• Comité de suivi de thèse de Doctorat : 2

• Évaluation de propositions de projets pour des agences de financement : 3

• Évaluation d’articles pour des revenues internationales à comité de lecture : 22

• Co-organisation de sessions à des conférences internationales : 1

Implication dans des projets de recherche collaboratifs

Modélisation et apprentissage des interfaces dans les écoule-
ments à deux phases (MISSA) 2023–2026

Projet Jeune Chercheur ou Jeune Chercheuse (JCJC) de
l’Agence Nationale de la Recherche (ANR) Coordinateur

Conception orientée cycle de vie & approche systémique pour
l’efficacité énergétique du stockage de systèmes de chauffage
(CORENSTOCK)

2021–2024

Projet Chaire Industrielle (CHIND) de l’Agence Nationale de la
Recherche (ANR) Contributeur

• Coordinatrice : Mylène LAGARDÈRE (IMT Nord Europe)

Jumeau numérique d’un appareil à pression : évaluation de la
tenue mécanique et maintenance prédictive (JUNAP) 2021–2023

Projet Industrie du Futur de la Région Hauts-de-France Contributeur

• Coordinateur : Mohammed BENNEBACH (CETIM)

• Coordinateur local : Salim CHAKI (IMT Nord Europe)

Reduced order modeling for advanced nonlinear multi-scale
numerical methods of composites (OCTET) 2019–2020

Bourse de mobilité courte transfrontalière de l’I-SITE Univer-
sité Lille Nord-Europe (I-SITE ULNE) Contributeur

• Coordinateur : Dmytro VASIUKOV (IMT Nord Europe)
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Renforcement de préformes pour applications composites
épaisses de forme complexe (COMP3DRE) 2018–2020

Projet Recherche Collaborative Entreprise (PRCE) de l’Agence
Nationale de la Recherche (ANR) Contributeur

• Coordinateur : Damien SOULAT (ENSAIT)

• Coordinateur local : Chung-Hae PARK (IMT Nord Europe)

Activités d’encadrement

Post-doctorat

Conception et dimensionnement d’un élément de stockage d’eau
chaude intelligent 2022–2023

Ahmed AMMAR IMT Nord Europe
• Directeur : Salim CHAKI

• Encadrants : Modesar SHAKOOR, Dmytro VASIUKOV

• Projet CORENSTOCK

Développement d’un jumeau numérique d’un appareil à pres-
sion : hybridation de modèles physique et machine learning 2022–2023

Fatma ABID IMT Nord Europe
• Directeur : Salim CHAKI

• Encadrants : Modesar SHAKOOR, Dmytro VASIUKOV

• Projet JUNAP

Apprentissage profond pour le comportement mécanique non
linéaire 2021–2022

Krushna SHINDE IMT Nord Europe

• Directeur : Modesar SHAKOOR
• Encadrants : Vincent ITIER, José MENNESSON, Dmytro VASIUKOV

Doctorat

Modélisation éléments finis multi-échelle des écoulements bi-
phasés 2023–2025

Sarabilou KPEREGUENI IMT Nord Europe
• Directeur : Chung-Hae PARK

• Encadrant : Modesar SHAKOOR
• Projet MISSA

Modélisation de l’endommagement en fatigue d’un équipement
sous pression métallique de stockage d’hydrogène par méthode
numérique de champ de phase

2022–2025

Shaymaa MERHEB IMT Nord Europe
• Directeur : Salim CHAKI
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• Co-directeur : Samir ASSAF

• Encadrants : Modesar SHAKOOR, Dmytro VASIUKOV

• Thèse financée partiellement par la Région Hauts-de-France et le CETIM

Modélisation du comportement mécanique d’un équipement
en service sous endommagements progressifs : vers un jumeau
numérique d’appareil à pression

2022–2025

Izat KHALED IMT Nord Europe

• Directeur : Salim CHAKI

• Encadrants : Mohamed BENNEBACH, Modesar SHAKOOR, Dmytro VASIUKOV

• Thèse financée partiellement par l’ANRT (CIFRE) et le CETIM

Optimisation de la fabrication des réservoirs de stockage d’H2
en composite et étude de leur comportement et de leur endom-
magement sous hautes pressions

2022–2025

Hervé DEMOUVEAU IMT Nord Europe

• Directeur : Salim CHAKI

• Co-directeur : Chung-Hae PARK

• Encadrants : Modesar SHAKOOR, Dmytro VASIUKOV

Modélisation de l’élasticité et de l’endommagement des maté-
riaux hétérogènes basée sur la transformée de Fourier rapide 2019–2022

Xiao MA IMT Nord Europe

• Directeur : Chung-Hae PARK

• Co-directeur : Stepan LOMOV

• Encadrants : Modesar SHAKOOR, Dmytro VASIUKOV

Stage de recherche de Mastère Spécialisé

Génération et homogénéisation de VERs pour un polymère
composite à renforcements discontinus 2016

Ivan COPPO Mines ParisTech

Stage de recherche de Master 2

Amélioration d’un algorithme d’optimisation du placement de
capteurs 2022

Daniel D IMT Nord Europe

Placement intelligent de capteurs pour suivre l’état de santé
d’un équipement sous pression 2021

Koceila K IMT Nord Europe

• Financement obtenu auprès du CETIM dans le cadre d’un projet coordonné par Salim
CHAKI (IMT Nord Europe)
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Génération de microstructures virtuelles pour des composites à
fibres naturelles 2021

Amira D IMT Nord Europe

• Demi-financement obtenu auprès de la Fédération Mécanique de Lille (FML)

• Collaboration avec Toufik KANIT (Université de Lille)

Résolution parallèle du transfert radiatif 2021
Venkata Mukund KASHYAP YEDUNUTHALA IMT Nord Europe

• Financement obtenu auprès du Partnership for Advanced Computing in Europe (PRACE)
dans le cadre du programme Summer of HPC (SoHPC)

• Collaboration avec Daniel PINO MUÑOZ (Mines ParisTech)

Méthodes de réduction de modèle pour prédire l’endommage-
ment de matériaux 2020

Konan A IMT Nord Europe

Parallélisation d’un algorithme de génération et d’adaptation
de maillage éléments finis sur GPU 2019

Lambert D IMT Nord Europe

Modélisation numérique de tôles organiques basée sur une géo-
métrie réaliste sans interpénétration 2019

Shahul Hameed N H IMT Nord Europe

Projet de recherche de Master 2

Génération de microstructures virtuelles par réseaux adverses
génératifs 2021–2022

Zakaria B Université de Lille

La mécanique en images 2021–2022
Younes B, Maxence H & Couganadane V IMT Nord Europe

Modélisation numérique multi-échelle de la rupture ductile de
microstructures réelles de superalliages 2017–2018

Stuti K Northwestern University

Modélisation numérique multi-échelle de polymères compo-
sites et de l’assemblage de tôles métalliques par rivetage auto-
poinçonneur

2017–2018

Andrew F Northwestern University

Projet de recherche de Master 1

Génération de microstructures virtuelles par autoencodeurs
variationnels 2021–2022

Lloyd M Université de Lille
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Écoulements turbulents 2018–2019
Emma F & Nice T IMT Nord Europe

Projet d’ingénierie de Master 1

Conception d’une petite éolienne 2021–2022
Laïla M & Meriem M IMT Nord Europe

Conception d’un prototype de véhicule pour le Shell marathon 2021–2022
Benjamin F, Baptiste J, Maïlliss M, Quentin P & Nicolas L R IMT Nord Europe

Conception d’un prototype de véhicule pour le Shell marathon 2021–2022
Kaoutar E M IMT Nord Europe

Conception et fabrication d’une voiture de course dans le cadre
du projet course en cours 2020–2021

Chaimae B & Augustin M IMT Nord Europe

Conception d’un prototype de véhicule pour le Shell marathon 2019–2020
Noamane C, Brahim E M & Hafsa C IMT Nord Europe

Conception d’un prototype de véhicule pour le Shell marathon 2019–2020
Auxence C, Colin F & Robin J IMT Nord Europe

Projet de recherche de Bachelor

Synthèse des travaux expérimentaux et de modélisation multi-
échelle d’un polymère composite à fibres longues dans le cadre
d’un projet avec Ford Motor Company

2017–2018

Gino D Northwestern University

Autres activités

Jury de thèse de Doctorat

Modélisation de l’élasticité et de l’endommagement des maté-
riaux hétérogènes basée sur la transformée de Fourier rapide 2022

Xiao MA IMT Nord Europe

• Soutenue le 25 janvier 2022

• Directeur : Chung-Hae PARK

• Co-directeur : Stepan LOMOV

• Encadrants : Modesar SHAKOOR, Dmytro VASIUKOV

• Rapporteurs : Lionel GELEBART, Thierry MASSART

• Examinateurs : Emmanuelle ABISSET-CHAVANNE, Emmanuelle VIDAL-SALLE
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Avancées concernant la modélisation de problèmes massivement
multi-domaines avec applications aux évolutions de microstruc-
tures

2020

Sebastian FLOREZ Mines ParisTech

• Soutenue le 30 novembre 2020

• Directeur : Marc BERNACKI

• Rapporteurs : Julien BRUCHON, Jean-François REMACLE

• Examinateurs : Luis BARRALES-MORA, Hugues DIGONNET, Modesar SHAKOOR,
Joëlle DEMURGER

• Invités : Pascal DE MICHELI, Thomas TOULORGE

Comité de suivi de thèse de Doctorat

Simulation multi-échelle des phénomènes de consolida-
tion/déconsolidation dans les composites thermoplastiques 2020,2021

Lorys LE GOHEBEL Centrale Nantes

• Directrice : Luisa SILVA

• Co-directeur : Steven LE CORRE

• Encadrant : Hugues DIGONNET

• Examinateurs : Christophe BINETRUY, Modesar SHAKOOR

Évaluation de propositions de projets pour des agences de financement

• 1 proposition évaluée pour l’Agence Nationale de la Recherche (ANR) en 2020

• 2 propositions évaluées pour la Research Grants Council (RGC) de Hong Kong en 2018

Implication dans des revues internationales à comité de lecture

• Éditeur de Sujet pour Materials, MDPI depuis 2020

• Évaluateur de 1 article pour Computational Materials Science, Elsevier B.V. depuis 2022

• Évaluateur de 18 articles pour Computational Mechanics, Springer Berlin Heidelberg
depuis 2016

• Évaluateur de 1 article pour Mathematics, MDPI depuis 2021

• Évaluateur de 1 article pour Metals, MDPI depuis 2022

• Évaluateur de 1 article pour Frontiers in Materials, Frontiers depuis 2022

Implication dans des conférences internationales

• Co-organisateur et Animateur en 2022 de la session «Multiphase flows with surface tension
and capillarity» lors du European Congress on Computational Methods in Applied Sciences
and Engineering

• Animateur en 2018 de la session «Multiscale Computational Homogenization for Bridging
Scales in the Mechanics and Physics of Complex Materials» lors du World Congress on
Computational Mechanics
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Autres activités
Suite à la création du CERI MP début 2019, un nouveau fonctionnement a progressivement

été mis en place. Ainsi, à partir de la rentrée 2020, un comité de pilotage élargi composé de
membres nommés et de membres élus a été instauré, avec des réunions bi-mensuelles. J’ai été le
représentant élu des Maîtres-Assistants à ce comité de pilotage élargi pendant l’année scolaire
2021–2022.
Je représente également l’IMT Nord Europe au Club d’Intérêt “Internet des objets pour la
maintenance” du pôle de compétitivité i-Trans qui se réunit au moins deux fois par an depuis
2020, et au comité de la Thématique Phare “Procédés avancés” de l’IMT depuis 2022.
Je m’étais déjà investi dans les activités collectives pendant ma thèse de doctorat, puisque j’avais
animé en 2015 les réunions hebdomadaires des développeurs du code de calcul éléments finis de
mon centre de recherche.
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Production scientifique

J’ai été récompensé par 4 prix et distinctions scientifiques. L’ensemble de mes travaux de
recherche a mené à 20 publications dans des revues internationales à comité de lecture, 3 numéros
spéciaux dans des revues internationales à comité de lecture et 7 publications dans des actes de
conférences internationales. J’ai été cité 356 fois d’après Web of Science (indice h : 12) et 627
fois d’après Google Scholar (indice h : 14). J’ai été invité pour 4 communications orales. Il y a
aussi eu 37 communications orales à des conférences internationales, 21 communications orales
à des conférences nationales et 3 communications par affiche à des conférences internationales.

Prix et distinctions scientifiques

• Lauréat en 2019 d’une subvention pour participation de jeunes chercheurs à des congrès
internationaux de l’Association Française de Mécanique (AFM) et du Comité National
Français de Mécanique (CNFM)

• Finaliste en 2017 des PhD Olympiads de la European Community on Computational
Methods in Applied Sciences (ECCOMAS)

• Finaliste en 2016 du Prix de Thèse de la European Community on Computational Methods
in Applied Sciences (ECCOMAS)

• Lauréat en 2016 du Prix de Thèse de la Computational Structural Mechanics Associations
(CSMA)

Publications dans des revues internationales à comité de lecture

Préparées après la thèse de doctorat (*auteur correspondant) : 13

• E Syerko*, T. Schmidt, D. May, C. Binetruy, S. G. Advani, S. Lomov, L. Silva, S. Abaimov,
N. Aissa, I. Akhatov, M. Ali, N. Asiaban, G. Broggi, J. Bruchon, B. Caglar, H. Digonnet,
J. Dittmann, S. Drapier, A. Endruweit, A. Guilloux, R. Kandinskii, A. Leygue, B.
Mahato, P. Martinez, M. Matveev, V. Michaud, P. Middendorf, N. Moulin, L. Orgéas,
C. H. Park, S. Rief, M. Rouhi, I. Sergeichev, M. Shakoor, O. Shishkina, Y. Swolfs,
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Chapitre 1

Modélisation des écoulements biphasés par
fonction de niveau et éléments finis
adaptatifs

Dans les entreprises où l’on risque
tout, un moment arrive, d’ordinaire,
où celui qui mène la partie sent que
le destin se fixe. Par un étrange
concours, les mille épreuves où il se
débat semblent s’épanouir soudain
en un épisode décisif. Que celui-ci
soit heureux et la fortune va se
livrer.

Charles de Gaulle
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Introduction
Les matériaux auxquels je m’intéresse sont caractérisés par une structure hétérogène à une pe-

tite échelle, qui peut être celle du millimètre voire du micromètre. La modélisation numérique de
ces matériaux pose nécessairement la question de la discrétisation des interfaces. De nombreuses
méthodes numériques ont été proposées dans la littérature pour traiter cette problématique,
mais sans qu’une approche unique et universelle n’ait émergé. Selon la quantité d’interfaces, la
complexité de leur morphologie et la nature de leur évolution pendant la simulation, différentes
méthodes peuvent être considérées comme plus appropriées.
Pendant ma thèse de doctorat, mes travaux de recherche se concentraient exclusivement sur
la modélisation de la rupture ductile dans les métaux. Depuis, j’ai pu travailler sur d’autres
matériaux et phénomènes et je me concentre depuis mon arrivée à l’IMT Nord Europe sur les
matériaux composites à matrice polymère et à fibres longues unidirectionnelles ou tissées. Je suis
amené à m’intéresser à différentes méthodes numériques selon les caractéristiques du matériau
et le phénomène que je souhaite modéliser (qui correspond à une étape du cycle de vie).
L’objectif final dans ce chapitre est de modéliser des écoulements biphasés dans un domaine
contenant des obstacles, bien que la plupart des notions abordées dans ce chapitre ne se limitent
pas à cette application. Ce problème est inspiré des procédés de mise en œuvre des matériaux
composites comme le moulage par transfert de résine, où la résine s’écoule à travers le moule, et
est freinée dans sa progression par le renfort. La modélisation de l’interaction entre le front de ré-
sine et l’obstacle formé par le renfort est essentielle afin de prédire le piégeage de bulles pendant
la fabrication. Ces bulles ne sont autres que des porosités qui peuvent détériorer gravement les
propriétés finales des structures composites [2, 3].

Les méthodes numériques pour modéliser les écoulements biphasés dans un domaine conte-
nant des obstacles se basent sur plusieurs outils :

• Une discrétisation du domaine de calcul, qui peut éventuellement être adaptative.

• Une méthode d’approximation et de résolution des équations d’écoulement.

• Une modélisation des obstacles.

• Une modélisation de l’interface entre les deux fluides, de son évolution et de la tension de
surface.

Le choix de la discrétisation du domaine de calcul est lié à la méthode d’approximation et
de résolution des équations d’écoulement. Il y a la méthode des volumes finis, et la méthode
des Éléments Finis (EFs), qui sont les deux méthodes les plus utilisées dans la mécanique des
fluides numérique, et ce sous différentes variantes. Selon la méthode choisie, le maillage et en
particulier le type d’élément utilisé ne sera pas le même.
Le problème considéré étant non stationnaire, de nombreuses approches adaptatives basées
sur les volumes finis ou les EFs ont été proposées dans la littérature [28, 29]. Ces approches
consistent à adapter dynamiquement le maillage tout au long de la simulation pour réduire le coût
de calcul en grossissant les éléments là où l’erreur d’approximation est petite, et pour améliorer
la précision en raffinant les éléments là où l’erreur est grande.
Parmi ces approches, les méthodes d’adaptation de maillage EFs basées sur les métriques sont
attractives car elles permettent de séparer le problème en deux parties : un estimateur d’erreur
dont le rôle est de définir une métrique de remaillage prescrivant la taille et l’orientation lo-
cales des éléments, et un algorithme de remaillage dont le rôle est de modifier le maillage. La
littérature sur les méthodes d’adaptation de maillage EFs basées sur les métriques est consé-
quente mais elle se concentre essentiellement sur une interpolation EF linéaire [30, 31, 32,
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33]. Bien que les estimateurs d’erreur pour l’interpolation d’ordre supérieur soient bien établis,
la formulation de métriques de remaillage se basant sur ces estimateurs a peu été abordée [34, 35].

La modélisation des obstacles, dans le cas où ceux-ci sont indéformables, est un problème
d’interaction fluide-structure très largement traité dans la littérature [36, 37]. Dans le cas spéci-
fique de l’application à la mise en œuvre des composites, la difficulté provient de la géométrie. En
effet, les composites à fibres longues tissées ont une mésostructure assez complexe qui amène des
problèmes d’inter-pénétration et de vides artificiels lors de la discrétisation [38]. Ces problèmes
sont d’autant plus difficiles à traiter lorsque la géométrie est fournie sous la forme d’une image
3D acquise par tomographie. La robustesse des outils de génération de maillage existants est
encore assez limitée pour ces composites textiles [38]. Cela pousse souvent à se restreindre à des
maillages voxélisés, comme présenté au Chapitre 2.

L’interface liquide/gaz est sans aucun doute l’aspect le plus important du problème. Le suivi
de l’interface avec une discrétisation explicite dans le cas où celle-ci subit des déformations voire
des changements topologiques majeurs requière des techniques avancées [18]. C’est pourquoi les
deux approches les plus répandues pour la modélisation d’une interface liquide/gaz reposent sur
une représentation implicite. L’interface est ainsi représentée à travers une fraction volumique
locale dans la méthode volume de fluide [39] et à travers une fonction de distance signée dans la
méthode des Fonctions De Niveau (FDNs) [40]. L’utilisation d’une fonction de distance signée
est particulièrement intéressante pour la modélisation de la tension de surface [41], car elle
donne directement accès à des propriétés géométriques comme le vecteur normal ou la courbure
moyenne [40, 42].
La méthode des FDNs pour la simulation des écoulements biphasés comporte deux inconvénients
majeurs qui sont la présence de courants parasites et une mauvaise conservation de la masse
[43, 44]. Les courants parasites peuvent notamment être causés par un mauvais équilibre entre
la discrétisation utilisée pour la FDN et celle utilisée pour le champ de pression [45], et par un
calcul imprécis de la courbure moyenne [44, 45]. Le développement d’approches EFs équilibrées
et avec interpolation d’ordre supérieur pour la FDN n’a pas encore été abordé dans la littérature.
L’élévation de l’ordre de l’interpolation utilisée pour le champ de pression pose en effet le
problème de la condition inf-sup. La question du couplage entre vitesse, pression et FDN dans
une telle approche est également à étudier.
En outre, les méthodes adaptatives trouvent leur place car elles permettent d’éviter un raffinement
uniforme de tout le domaine de calcul lorsqu’il s’agit seulement de maintenir une discrétisation
assez fine à l’interface [28, 29, 46]. Par ailleurs, l’utilisation d’une représentation implicite de
l’interface ne signifie pas nécessairement que le maillage doit être Eulérien. Ainsi, selon le pas
de temps utilisé et la vitesse de l’écoulement, des approches Lagrangiennes ou Lagrangiennes-
Eulériennes Arbitraires ont aussi été développées dans la littérature [47, 48]. L’intérêt d’une
approche Lagrangienne réside dans la conservation améliorée qu’elle procure [48]. Le dévelop-
pement d’approches Lagrangiennes ou Lagrangiennes-Eulériennes Arbitraires avec interpolation
quadratique pour les écoulements biphasés pourrait donc être particulièrement intéressant.

Mes travaux de recherche sur l’adaptation de maillage, notamment avec une interpolation
quadratique et sur la génération de maillage avec discrétisation explicite des interfaces sont
présentés en Section 1.1. Quelques applications allant au-delà des écoulements biphasés sont
également abordées.
Mes contributions à la modélisation numérique des écoulements biphasées sont présentées en
Section 1.2. Ces travaux s’appuient sur une méthode des FDNs avec interpolation quadratique et
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adaptation de maillage. L’approche développée est flexible et permet un maillage Eulérien ou
Lagrangien, et un couplage fort ou faible entre le système vitesse-pression et la FDN.
Mes travaux de recherche m’amènent naturellement à envisager des méthodes numériques allant
au-delà de ce que les codes de calculs existants permettent d’implémenter. Ce chapitre est
directement lié au développement des premières briques qui ont fini par former un code de calcul
EFs d’ampleur conséquente. La gestion de ce code est une partie intégrante de mes travaux de
recherche, de même que sa parallélisation. Cette partie de mon travail est résumée en Section
1.3.
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1.1 Génération et adaptation de maillage

Cette Section repose essentiellement sur des travaux publiés dans la Référence [11].

Une des toutes premières étapes dans toute démarche de modélisation numérique est la
discrétisation. Pour les matériaux hétérogènes, il s’agit de discrétiser des géométries qui peuvent
provenir de deux sources. Des images expérimentales 2D ou 3D peuvent être acquises par
microscopie optique ou électronique, ou par tomographie. Des géométries virtuelles peuvent
également être générées à partir de statistiques. Dans ma thèse de doctorat, j’avais développé une
approche originale basée sur des fonctions de distance signée. J’ai repris ces travaux dès mon
arrivée à IMT Nord Europe dans l’objectif de générer des maillages EFs de composites à fibres
longues. Ces travaux proviennent essentiellement de la Référence [11]. Il s’agit des premières
briques qui ont fini par constituer le logiciel libre FEMS [49].
L’approche développée s’appuie sur une étape préliminaire présentée en Sous-section 1.1.1, qui
est l’adaptation du maillage. La génération de maillage en elle-même est présentée en Sous-
section 1.1.2. Son application à des composites à fibres longues est présentée en Sous-section
1.1.3, avec des résultats de calculs de propriétés mécaniques à partir de ces maillages.

1.1.1 Méthode d’adaptation de maillage

Quel que soit le problème à résoudre par la méthode des EFs, il est aisé de définir une variable
d’intérêt s, qui peut même être un vecteur regroupant plusieurs grandeurs d’intérêt. Par exemple,
dans bien des problèmes de calcul de structure s = u, où u est le champ de déplacement et dans
des problèmes d’écoulements incompressibles s = v, où v est le champ de vitesse.

Étant donnée une approximation EF sh sur un maillage existant, deux objectifs alternatifs
peuvent être traités par adaptation de maillage non structuré. Le maillage existant peut être
modifié pour minimiser la complexité de calcul tout en respectant une limite de tolérance sur
l’erreur d’approximation. Alternativement, il est possible de choisir de minimiser l’erreur d’ap-
proximation tout en fixant la complexité de calcul. La complexité de calcul telle que mentionnée
dans ce travail doit être comprise comme directement proportionnelle au nombre de nœuds et
d’éléments dans le maillage EF.
Les modifications sur le maillage peuvent inclure la suppression, l’insertion et le déplacement
de nœuds, et aussi la suppression et l’insertion d’éléments. Les critères pour déterminer les
modifications à faire sur le maillage existant sont définis à travers des métriques de remaillage,
qui elles-mêmes sont basées sur des estimateur d’erreurs. Les opérations de modification en
elles-mêmes sont effectuées par un algorithme de remaillage. Ces modifications ne sont pas aisées
à implémenter pour tout type d’éléments, c’est pourquoi ces travaux se limitent à l’adaptation
de maillages contenant exclusivement des simplexes, i.e., des triangles linéaires en 2D et des
tétrahèdres linéaires en 3D.

Le domaine de calcul est noté dans la suite Ω ⊂ Rd, avec d = 2 ou 3 la dimension de l’espace.
L’ensemble des nœuds du maillage EFs est noté N . Un unique numéro global n ∈ N identifie
chaque nœud, et les coordonnées de ce nœud sont données par An ∈ Ω. L’ensemble des éléments
du maillage est noté T , et un élément K est défini par l’ensemble de ses nœuds N(K). Un
numéro local nK ∈ N(K) identifie chacun des nœuds d’un élément. L’opérateur de connectivité
ΠK est défini pour associer chaque numéro local au numéro global correspondant. Par exemple
n = ΠK(nK) est le numéro global du nœud qui a pour numéro local nK au sein de l’élément K.
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1.1.1.1 Estimateurs d’erreurs et métriques de remaillage

L’adaptation de maillage peut être vue comme un procédé d’optimisation multi-objectif ci-
blant les qualités des éléments et les longueurs des arêtes du maillage. Dans le cas de l’adaptation
isotrope, un champ de taille de maille scalaire doit être défini sur le maillage EF existant afin de
déterminer la longueur d’arête souhaitée localement. Un simplexe optimal a un volume aussi
large que possible avec des arêtes de longueurs aussi proches que possible de l’objectif prescrit.
Cette injonction contradictoire nécessite la formulation d’un compromis. Celui-ci sera formulé
dans l’algorithme de remaillage par la suite.
Dans le cas de l’adaptation anisotrope, une métrique de remaillage M doit être définie sur le
maillage EF existant. Ce champ tensoriel du deuxième ordre défini localement d directions
orthogonales et d tailles de maille scalaires indépendantes dans ces directions [50]. Le procédé
d’optimisation demeure identique au cas isotrope, mais une distorsion de la métrique Euclidienne
est introduite dans la définition du volume des éléments ∀K ∈ T ,

|K|M =

∫
K

√
det (M(x))dx, (1.1)

et celle de la longueur des arêtes ∀mK , nK ∈ N(K),mK , nK ,m = ΠK(mK), n = ΠK(nK),

||AmAn||M =

∫
AmAn

√
M(x). (Am − An) . (Am − An)dx. (1.2)

Comme suggéré implicitement dans l’Équation (1.1) et l’Équation (1.2), un tenseur de
métrique valide M(x), x ∈ Ω est une matrice symétrique définie positive. Elle peut donc être
diagonalisée, par exemple pour d = 3 :

M(x) = R(x)



1
h2

1(x)
0 0

0
1

h2
2(x)

0

0 0
1

h2
3(x)


R(x)T (1.3)

où chaque colonne i = 1 . . . d de la matrice R(x) est un vecteur indiquant une direction le long de
laquelle la taille de maille hi(x) est prescrite. Comme montré dans la Figure 1.1, le tenseur de
métrique donne un contrôle direct sur la forme des éléments. Il est déterminé par un estimateur
d’erreur. Les deux estimateurs utilisés dans ce chapitre sont présentés dans la suite.

Premièrement, l’adaptation de maillage pilotée par une métrique peut être utilisée pour
adapter le maillage à une géométrie et obtenir des maillages raffinés près des interfaces internes,
et ce en fonction de la courbure principale maximale locale. Cela est particulièrement intéressant
lorsque l’interface interne Γ1,2 est définie à travers une fonction de distance signée, ou FDN, φ :

φ(x, t) =


+dist(x,Γ1,2(t)), x ∈ Ω1(t),
−dist(x,Γ1,2(t)), x ∈ Ω2(t),
0, x ∈ Γ1,2(t),

(1.4)

où il est supposé qu’à un instant t le domaine Ω(t) est décomposé en deux parties Ω1(t) et Ω2(t)
qui sont séparées par l’interface Γ1,2(t). Une telle fonction peut être calculée pour des entités
géométriques simples et même pour des géométries segmentées à partir d’images 2D ou 3D. La
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Figure 1.1 – Influence de la métrique de remaillage sur la forme finale d’un triangle dans le cas
isotrope à gauche, et dans le cas anisotrope à droite, en supposant que le premier vecteur de
direction est vertical et le second horizontal. Image(s) issue(s) de la Référence [11].

variable d’intérêt peut alors être définie comme s = φ.
Bien qu’une métrique de remaillage anisotrope basée sur les courbures principales puisse être
implémentée assez aisément dans FEMS à partir de la littérature [30, 31], un critère isotrope
[16] est préféré dans l’objectif de générer un maillage. En effet, les maillages anisotropes étirés
se prêtent peu à la procédure de génération de maillage décrite dans la Sous-section 1.1.2. La
matrice R(x), x ∈ Ω est donc la matrice identité, tandis que

∀i = 1 . . . d, hi(x) = max
(
hmin,min

(
hmax, h̃(x)

))
, (1.5)

h̃(x) =
hc

λs(x)
+

(
hmax −

hc

λs(x)

)
min

(
|s(x)|
hmax

, 1
)
, (1.6)

où λs(x) est la valeur propre maximale de la matrice Hessienne ∇∇s(x) de s = φ au point x.
Puisque les valeurs propres de cette matrice Hessienne contiennent les courbures principales de
Γ1,2, il apparaît qu’à l’interface, où φ(x) ≈ 0, la taille de maille est prescrite comme inversement
proportionnelle à la courbure, avec hc comme paramètre de contrôle. Une taille de maille très
petite est donc prescrite aux singularités de l’interface (λs(x) → ∞), et très grande dans les
parties plates de l’interface (λs(x) → 0). À une distance supérieure à hmax de Γ1,2, une taille
de maillage de hmax est prescrite, avec une transition linéaire de φ(x) ≈ 0 vers φ(x) ≈ hmax.
Systématiquement, la taille de maille prescrite est bornée par hmin et hmax.
En outre, la métrique de remaillage est définie aux nœuds du maillage car elle est destinée à être
interpolée pour évaluer l’Équation (1.1) et l’Équation (1.2). Dans l’Équation (1.5), la variable
d’intérêt s peut être remplacée par son approximation nodale sh = φh, mais pas λs, qui dépend
des dérivées secondes de s. Ces dernières ne sont pas accessibles aux nœuds du maillage pour
des EFs de Lagrange. Elles sont récupérées dans FEMS par une opération de Récupération
Superconvergente par Patchs (RSP). La RSP consiste à récupérer une approximation d’ordre
et de régularité supérieurs de s à chaque nœud [51]. Afin de récupérer une matrice Hessienne
régulière, cette approximation est élevée au troisième ordre dans FEMS, comme suggéré dans
la littérature [52]. Pour chaque nœud, cette approximation récupérée est calibrée au sens des
moindres carrés aux valeurs de s aux noeuds voisins. L’ensemble des nœuds voisins considérés
pour la calibration forme ledit patch.

Deuxièmement, pour l’adaptation à une variable d’intérêt qui peut évoluer vers un champ
très hétérogène pendant la simulation, il est préférable d’utiliser la complexité de calcul comme
paramètre de contrôle. En effet, cela évite de voir le coût de calcul exploser pendant la simulation,
par exemple lors de changements topologiques complexes ou lors de phénomènes très locali-
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sés. L’objectif est donc d’estimer l’erreur d’approximation sur s, et de prescrire une métrique
permettant de distribuer cette erreur uniformément dans le domaine de simulation, et ce pour
une complexité de calcul constante. Il ne sera alors possible de capturer qu’un certain niveau de
détail dans la simulation, et ce en fonction de la complexité de calcul qu’il est possible de gérer.
La théorie du maillage continu pour l’adaptation de maillage pilotée par une métrique peut être
utilisée pour atteindre cet objectif pour des maillages EFs de simplexes de Lagrange de n’importe
quel ordre [9, 35, 53, 54]. La métrique de remaillage est définie en deux étapes. Une opération de
mélange géométrique est d’abord utilisée pour définir un unique champ d’erreur directionnelle Q
pour toutes les composantes de s. Pour des EFs linéaires (P1), cette opération est définie ∀x ∈ Ω

par

Q(x) =

exp

 1
dim (s)

dim (s)∑
i=1

log
(
(∇∇si(x))−

1
2
)

−2

. (1.7)

Les détails de cette opération de mélange géométrique peuvent être trouvés dans la littérature
[50, 55]. L’extension de cette opération pour des EFs de Lagrange quadratiques (P2) est donnée
par [9]

Q(x) =

exp

 1
dim (s)d

dim (s)∑
i=1

d∑
j=1

log

(∇∇ ∂si

∂x j
(x)

)− 1
2



−2

. (1.8)

Cette première étape inclut une opération de post-traitement permettant de contrôler l’étirage des
éléments et les variations de la taille de maille induits par le champ tensoriel d’erreur Q. Cette
opération consiste à calculer la valeur propre médiane Qmed de Q sur tout le maillage, et ensuite
à borner ses valeurs propres de sorte qu’aucune d’entre elles ne soit supérieure à Qmedhmax, et
qu’aucune ne soit inférieure à Qmed/hmax , où hmax est un ratio à prescrire.
La deuxième étape consiste à convertir Q en une métrique de remaillage M minimisant l’erreur
totale tout en distribuant les erreurs locales de manière uniforme et en contrôlant la complexité
de calcul. La solution de ce problème d’optimisation sous contrainte est [34]

M(x) = N
2
d

c

(∫
Ω

(det(Q(x))
k+1

2(k+1)+d dx
)− 2

d

(det(Q(x)))−
1

2(k+1)+d Q(x), (1.9)

où Nc est le nombre de nœuds P1 prescrit (dans le cas P2, cela exclut les nœuds aux milieux des
arêtes), et k est l’ordre la méthode EF (1 en P1 et 2 en P2).
Il est à noter que l’Équation (1.7) implique une récupération des dérivées secondes de s dans le
cas P1, et que l’Équation (1.8) implique une récupération des dérivées troisièmes dans le cas P2.
La RSP peut être utilisée dans les deux cas [9, 21, 34].

1.1.1.2 Algorithme de remaillage

Une fois que la métrique de remaillage M est définie et calculée aux nœuds, des modifica-
tions peuvent être opérées sur le maillage dans l’objectif de satisfaire les tailles de maille et les
orientations prescrites par cette métrique. Comme mentionné précédemment, cela requière de
définir un compromis entre l’objectif de maximiser les volumes des éléments et celui de ramener
les longueurs des arêtes aussi proche que possible de 1. Il est rappelé que le volume d’un élément
est donné par l’Équation (1.1) et la longueur d’une arête par l’Équation (1.2). Deux stratégies
sont disponibles dans FEMS pour combiner ces objectifs.

Dans la première stratégie [56], le critère de longueur d’arête est d’abord appliqué lors d’un
parcours de toutes les arêtes, où celles qui ont une longueur supérieure à

√
2 sont brisées, et
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celles qui ont une longueur inférieure à
√

2−1 sont repliées sur elles-mêmes. Ces opérations sont
effectuées avec un noyau de Delaunay afin d’assurer la validité du maillage EFs. Deuxièmement,
un critère de qualité d’élément est appliqué lors d’un parcours de tous les éléments, où des
modifications locales du maillage sont effectuées lorsqu’elles permettent d’améliorer la qualité
d’élément. Ces modifications incluent la bascule d’arête, le déplacement de nœud et d’autres
opérations plus complexes notamment en 3D, comme illustré dans la Fig. 3 de la Référence [32].
La qualité d’un élément est définie dans cette stratégie par

QM(K) = αd
hM(K)
|K|M

, (1.10)

hM(K) =

 ∑
mK ,nK∈N(K),mK<nK

||AΠK (mK )AΠK (nK )||
2
M


d

, (1.11)

où αd est un coefficient de normalisation permettant d’obtenir QM(K) = 1 pour un simplexe
régulier. La qualité d’élément QM(K) doit être minimisée avec cette définition. Avec le critère
en
√

2 sur la longueur d’arête, les auteurs de la Référence [56] indiquent que les arêtes et les
éléments peuvent être successivement parcourus et modifiés jusqu’à ce qu’aucune amélioration
ne soit trouvée par l’algorithme, et ce sans risque de boucle infinie. Néanmoins, pour des raisons
d’efficacité, ils recommandent de limiter le nombre d’itérations.

Dans la deuxième stratégie [18, 57], le critère de qualité d’élément et celui de longueur
d’arête sont combinés dans un unique critère de qualité d’élément qui est défini par

QM(K) = min
(

d!
√

d + 1
2

d
2
|K|M

hM(K)
, hM(K),

1
hM(K)

)
, (1.12)

hM(K) =

 2
d(d + 1)

∑
mK ,nK∈N(K),mK<nK

||AΠK (mK )AΠK (nK )||
2
M


d
2

, (1.13)

de telle sorte que QM(K) = 0 pour un simplexe dégénéré et 1 pour un simplexe régulier. La
qualité d’élément QM(K) doit être maximisée avec ce critère. Cette unique critère de qualité
d’élément est appliqué en parcourant des patchs d’éléments au voisinage de chaque nœud et arête
du maillage. Des modifications locales du maillage comme la bascule d’arête, le déplacement
de nœud, la suppression de nœud et l’insertion de nœud sont opérées lorsqu’elles permettent
d’améliorer la qualité d’élément. Des exemples de modifications sont montrés dans la Figure
1.2. Bien d’autres modifications sont explorées dans cette stratégie, qui considère de manière
générale plus d’opérations locales que la première stratégie, même en 2D. Cela est illustré dans
les Figures 1 et 2 de la Référence [18]. Les arêtes et les nœuds du maillage sont parcourus
jusqu’à ce qu’aucune amélioration ne puisse être trouvée par l’algorithme. Il est indiqué dans la
Référence [18] qu’en pratique cet algorithme converge toujours.

De par leur nature très générale, les modifications de maillage opérées par les deux algo-
rithmes résultent dans des maillages non structurés, et ce même si le maillage initial est structuré.
En outre, les deux algorithmes ne peuvent traiter que des simplexes linéaires en 2D et en 3D,
mais sont totalement compatibles l’un comme l’autre avec des métriques de remaillage isotropes
comme anisotrope.
Lorsque l’algorithme d’adaptation du maillage termine, les variables physiques ainsi que la va-
riable d’intérêt doivent être transférées du maillage initial vers le maillage adapté. Premièrement,
une technique de partitionnement de l’espace est utilisée pour pouvoir localiser efficacement
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(a) (b) (c)

Figure 1.2 – Exemples de modifications du maillage en 2D : (a) patch d’éléments initial, (b)
déplacement de nœud, (c) bascule d’arête. Image(s) issue(s) de la Référence [11].

l’élément du maillage initial contenant chaque nœud du nouveau maillage. Les valeurs des
variables sont alors calculées à chaque nœud du nouveau maillage par interpolation EF depuis
l’élément du maillage initial contenant ledit nœud.
Pour des maillages EF P2, c’est-à-dire quadratiques (avec des nœuds aux milieux des arêtes), la
procédure est plus avancée car les algorithmes de remaillage ne sont compatibles qu’avec des
simplexes linéaires. Les noeuds aux milieux des arêtes sont ainsi supprimés pour être rajoutés une
fois le maillage optimisé. Cela préserve l’avantage de l’interpolation EF P2 pour l’interpolation
du maillage initial vers le nouveau, mais empêche l’utilisation d’éléments iso-paramétriques qui
pourraient être intéressants pour mailler expliciter les interfaces curvilignes.
Pour les variables définies aux points de quadrature, la technique de partitionnement de l’espace
localise l’élément du maillage initial contenant chaque point de quadrature du nouveau maillage.
Les valeurs des variables sont alors directement copiées depuis le point de quadrature le plus
proche à l’intérieur de cet élément du maillage initial vers le point de quadrature du nouveau
maillage, et ce sans interpolation ou lissage.

En conclusion, l’adaptation d’un maillage ne transparait pas comme une tâche aisée car
elle nécessite la compréhension et l’implémentation de différentes théories mathématiques. Un
estimateur d’erreur est indispensable pour définir un objectif de taille de maille à chaque point
du domaine, objectif qui dans le cas de FEMS peut être défini par une métrique de remaillage
anisotrope. Ensuite, ce champ tensoriel est fourni à un algorithme de remaillage qui opère des
modifications locales sur la topologie du maillage et la position des nœuds afin d’optimiser un
certain critère de qualité, qui dépend justement de cette métrique. Finalement, un algorithme
de transfert des variables est nécessaire pour transférer chaque variable définie sur le maillage
initial vers le maillage adapté.
Une fonctionnalité intéressante de FEMS est la possibilité d’utiliser une FDN comme variable
d’intérêt afin d’adapter le maillage à une géométrie représentée implicitement. Cette représenta-
tion peut automatiquement être rendue explicite, comme présenté dans la suite.

1.1.2 Méthode de génération de maillage

L’idée de générer des maillages pour des géométries représentées implicitement à travers des
FDNs a été proposée par divers auteurs [21, 32]. Cette idée est intéressante lorsqu’une fonction
de distance signée peut-être définie analytiquement. C’est le cas pour les entités géométriques
simples comme les cercles, les cylindres, les ellipsoïdes, les plans, les carrés et les combinaisons
(unions, intersections, compléments). Les FDNs se prêtent particulièrement bien aux géométries
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segmentées depuis des images 2D ou 3D acquises par microscopie optique ou électronique, ou
par tomographie [17, 33].
Comme dans la Référence [17], la méthodologie implémentée dans FEMS requière une FDN
en entrée. Celle-ci peut être définie analytiquement, par exemple à partir des coordonnées du
centre d’une sphère et de son rayon. Pour une image 2D ou 3D déjà segmentée, la FDN peut être
obtenue numériquement pour un coût de calcul linéaire par rapport au nombre de voxels [58].
Un coût aussi optimal ne peut être atteint pour des maillages non structurés [19, 33, 59].
Cette FDN est utilisée comme variable d’intérêt pour adapter le maillage, et ce à travers la
métrique de remaillage isotrope basée sur les courbures principales définie dans les Équations
(1.3) et (1.5). Selon le maillage initial, qui peut être n’importe quel maillage du domaine
indépendamment de la FDN, cette adaptation du maillage doit généralement procéder en plusieurs
itérations. La FDN, en effet, ainsi que l’estimateur d’erreur pourraient ne pas être bien représentés
sur le maillage initial, et il faut donc améliorer cette discrétisation jusqu’à convergence (en 5 à 7
itérations en général [17]).
Après convergence, si la simulation requière un maillage EF explicite aux interfaces, le maillage
surfacique de l’iso-contour zéro de la FDN peut être reconstruit soit avec une stratégie dite de
marching [32], soit par une stratégie purement topologique [21]. La première parcourt chaque
triangle ou tétrahèdre et le sous-divise selon l’intersection entre cet élément et l’iso-contour zéro
de la FDN. La seconde parcourt chaque arête du maillage et la brise si les valeurs de la FDN à
ses extrémités ont des signes opposés, et ce en insérant un nouveau nœud à l’intersection entre
l’arête et l’iso-contour zéro de la FDN. Les deux stratégies ont une complexité de calcul linéaire
relativement au nombre de nœuds du maillage, mais la seconde a l’intérêt d’être plus simple à
implémenter puisqu’elle ne requière que le calcul d’intersections avec des arêtes.
Une fois le maillage EF explicite construit, la FDN n’est plus nécessaire, si ce n’est pour une
dernière étape d’adaptation du maillage. En effet, la qualité du maillage telle que définie par
les Équations (1.12) ou (1.10) a de grandes chances d’être détériorée pendant la reconstruction
du maillage surfacique de l’iso-contour zéro. Elle doit être restaurée en recourant une fois de
plus à l’adaptation de maillage, ce qui nécessite un algorithme de remaillage préservant le
maillage explicite d’interfaces internes. C’est le cas pour les deux algorithmes présentés dans le
Paragraphe 1.1.1.2 (voir les Références [18, 32]).

1.1.3 Applications
J’ai pu explorer diverses applications exigeantes en termes de génération de maillage dans le

cadre de mes travaux de recherche. Je reprends dans un premier temps un exemple démonstratif
publié dans la Référence [11], puis des applications issues de projets collaboratifs visant à
calculer des propriétés linéaires pour du calcul de structures ou d’écoulements. Je ne reprends
volontairement pas dans cette partie des applications mêlant génération et adaptation de maillage
pendant une simulation. Celles-ci sont détaillées dans la Section 1.2.

1.1.3.1 Exemple démonstratif

Ce premier cas d’application vise à montrer le principe de l’approche de génération de
maillage. La géométrie pour ces simulations est basée sur l’image 2D montrée dans la Figure
1.3(a). La FDN représentant la surface des lettres est calculée en utilisant le logiciel Fiji [60] et
est montrée dans la Figure 1.3(b,c).
Comme décrit dans la Sous-section 1.1.2, la métrique de remaillage utilisée pour la génération du
maillage est celle des Équations (1.3) et (1.5), avec trois paramètres de remaillage hc, hmin et hmax

à prescrire. Dans la suite, des maillages EF avec interfaces explicites sont générés en projetant
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la FDN basée sur l’image montrée dans la Figure 1.3(b,c) sur un maillage initial du domaine
de calcul. Les paramètres hmin et hmax sont réglés respectivement à 4 µm et 32 µm, tandis que le
paramètre de contrôle hc est varié afin de montrer son influence.
L’algorithme de remaillage de la première stratégie décrite dans le Paragraphe 1.1.1.2 est utilisé
pour ces simulations. Afin de générer le maillage explicite aux interfaces, la stratégie basée sur
le marching [32] est utilisée.

Comme décrit dans la Sous-section 1.1.2, la FDN basée sur l’image montrée dans la Figure
1.3(b,c) est d’abord interpolée vers un maillage EF structuré du domaine. Le résultat est montré
dans la Figure 1.4(a,b). Une fois que la FDN est accessible aux noeuds de ce maillage EF, la
métrique de remaillage peut être calculée et l’adaptation de maillage peut démarrer. Le résultat
est présenté dans la Figure 1.4(c,d) pour hc = 0.128.
La FDN est alors ré-interpolée puisqu’il est probable qu’elle soit mieux capturée et représentée
sur le maillage adapté, et la métrique de remaillage est aussi re-calculée afin de ré-adapter le
maillage. Le résultat après 8 cycles est présenté dans la Figure 1.5(a,b). Ces figures montrent
comment le maillage est automatiquement raffiné dans les régions avec de grandes courbures
principales maximales locales, notamment celles correspondant aux coins des lettres.
Finalement, ce maillage adapté est modifié avec le marching et ré-adapté afin de produire le
maillage présenté dans la Figure 1.5(c,d). Ce maillage explicite final capture de manière précise
toutes les spécificités de la géométrie, et en particulier la lettre M qui a trois régions avec des
angles très nets.

La précision est bien sûr guidée par le choix des paramètres hmin et hmax, qui déterminent
les bornes sur la taille de maille prescrite. Néanmoins, le paramètre de contrôle hc a aussi une
influence majeure sur la relation entre la courbure principale maximale locale et la taille de maille
prescrite. Ceci est démontré dans la Figure 1.6(a,b) où ce paramètre a été réglé à hc = 0.256, et
dans la Figure 1.6(c,d) où il a été réglé à hc = 0.512.
D’une part, lorsque hc est trop grand, les courbures principales locales perdent leur influence et
une taille de maille uniforme hmax est prescrite partout dans le domaine. D’autre part, lorsque
hc est trop petit, la taille hmin est prescrite partout. Il est donc important de choisir une valeur
intermédiaire afin que les aspérités de la géométrie avec une forte courbure principale maximale
soient bien capturées mais qu’une taille de maille plus large soit prescrite pour les régions avec
une faible courbure principale maximale.

1.1.3.2 Calcul de propriétés élastiques

Dans le cadre du stage de fin d’études de Shahul Hameed N H en 2019, nous avons généré
des maillages de composites textiles afin d’ensuite calculer des propriétés élastiques. Ce projet
coordonné par Dmytro VASIUKOV du CERI MP était une collaboration avec Siemens Industry
Software NV (Leuven, Belgique). L’objectif général du projet de stage était d’essayer différentes
solutions de génération de géométries et de maillages EFs pour ces composites textiles.
Ces matériaux sont composés d’un renfort et d’une matrice polymère. Le renfort est lui-même
constitué d’une architecture de mèches de fibres longues. Ces fibres sont généralement en carbone
ou en verre. Des exemples de structures en composite tissé sont montrés dans la Figure 1.7.
Comme observé dans cette figure, bien que l’architecture textile soit en général constituée de
mèches se rencontrant dans des directions orthogonales, la mise en forme de structures non-planes
engendre des régions avec des mèches se rencontrant dans des directions non-orthogonales. Pour
calculer les propriétés du matériau dans ces régions, il est nécessaire d’effectuer des calculs sur
des Volumes Élémentaires Représentatifs (VERs) contenant des angles variés, comme illustré
dans la Figure 1.8.
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(a)

(b)

(c)

Figure 1.3 – Image FEMS utilisée pour les simulations de génération de maillage : (a) image
de 1999 × 679 pixels, (b) FDN calculée sur l’image avec les distances exprimées en pixels, (c)
zoom sur la FDN. Image(s) issue(s) de la Référence [11].
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figure 1.4 – Premières étapes de la génération de maillage pour l’image FEMS avec hc = 0.128 :
(a,b) interpolation de la FDN de l’image vers un maillage structuré, (c,d) premier maillage adapté
avec la métrique de remaillage isotrope basée sur les courbures principales. Image(s) issue(s) de
la Référence [11].
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figure 1.5 – Dernières étapes de la génération de maillage pour l’image FEMS avec hc = 0.128 :
(a,b) maillage adapté huit fois avec la métrique de remaillage isotrope basée sur les courbures
principales, (c,d) maillage final avec interfaces explicites. Image(s) issue(s) de la Référence [11].
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figure 1.6 – Maillage finaux pour l’image FEMS avec : (a,b) hc = 0.256, (c,d) hc = 0.512.
Image(s) issue(s) de la Référence [11].
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Figure 1.7 – Exemples de structures en composite à renforts de fibres longues tissés
avec localement des angles non-orthogonaux entre les mèches. Sources : www.frptitan.com,
www.ptonline.com, www.compose-tools.com.

Le logiciel EFs Siemens PLM Software était utilisé pour le calcul des propriétés élastiques,
et en particulier le VMC Toolkit de Simcenter 3D. Les alternatives qui ont été considérées pour
générer les maillages EFs étaient :

• génération de la géométrie et d’un maillage EFs adapté aux interfaces avec le logiciel
VTMS,

• génération de la géométrie et d’un maillage EFs adapté aux interfaces ou d’une image 3D
avec le logiciel WiseTex,

• génération de la géométrie et d’un maillage EFs adapté aux interfaces ou d’une image 3D
avec le logiciel TexGen,

• génération de la géométrie et d’une image 3D avec TexGen, puis génération d’un maillage
EFs adapté aux interfaces avec FEMS,

• acquisition de la géométrie par tomographie sous forme d’une image 3D,

• acquisition de la géométrie par tomographie sous forme d’une image 3D, puis génération
d’un maillage EFs adapté aux interfaces avec FEMS.
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Figure 1.8 – Images acquises par tomographie de composites à renforts de fibres longues tissés
avec différents angles entre les mèches.

Le calcul des propriétés élastiques fait intervenir un tenseur des rigidité anisotrope pour les
mèches qui dépend des orientations locales des fibres. Il faut veiller à transférer ces orientations
depuis le logiciel de génération ou l’image acquise par tomographie vers Siemens PLM Software.
Le travail du stagiaire pour arriver à faire fonctionner tous les logiciels avec leurs formats d’entrée
et de sortie bien spécifiques a donc été conséquent.

La plupart des combinaisons allant vers un maillage EFs conforme posent des problèmes de
robustesse car il peut y avoir des inter-pénétrations ou des éléments de mauvaise qualité. Les
combinaisons s’arrêtant à une image 3D et donc un maillage EFs voxélisé sont plus robustes
de ce point de vue, mais elles impliquent des zones de concentration de contrainte artificielles
purement dues à la discrétisation en zig-zag des interfaces.
La combinaison TexGen+FEMS est particulièrement intéressante, car elle permet d’augmenter
arbitrairement la résolution de l’image 3D générée par TexGen pour décrire la géométrie plus
finement. Comme montré dans la Figure 1.9, il est aussi possible de produire une image 3D
déjà segmentée avec TexGen, où une couleur distincte est associée aux mèches dites warp et
weft, voire même à chaque mèche. Cela permet ensuite de pouvoir identifier chaque mèche
individuellement dans le maillage EFs avec interfaces explicites produit par FEMS. Cela évite
les problèmes d’inter-pénétration puisque chaque élément du maillage est bien associé à une
unique mèche ou à la matrice.

Figure 1.9 – Génération d’un maillage EFs conforme avec FEMS à partir d’une image 3D
générée par TexGen : (a) géométrie générée par TexGen, (b) image 3D générée par TexGen, (c)
image 3D pour une mèche, (d) FDN sur l’image 3D pour une mèche, (e) maillage EFs conforme
généré par FEMS.

Un résultat de calcul avec un maillage généré par la combinaison TexGen+FEMS est montré
dans la Figure 1.10, en comparaison avec un maillage TexGen purement voxélisé. L’effet de la
voxélisation est clair dans la vue du dessus présentée dans cette figure. Il y a un effet marches
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d’escalier dans le maillage voxélisé. La discrétisation des mèches est bien plus lisse dans le
maillage généré par FEMS. Dans cette vue du dessus, il est par ailleurs aisé de voir que la
discrétisation par FEMS permet de mieux distinguer les mèches et donc que les problèmes
d’inter-pénétration sont correctement gérés.

Figure 1.10 – Zones de concentration de la contrainte σxx lors d’une tension uniaxiale dans la
direction horizontale avec des mèches orthogonales : (a) maillage voxélisé TexGen, (b) maillage
adapté aux interfaces TexGen+FEMS. Seules les mèches warp sont montrées.

Des zones de concentration de contrainte artificielles sont observées dans le calcul avec le
maillage voxélisé. Le même phénomène est visible pour un calcul avec mèches non-orthogonales
comme montré dans la Figure 1.11. Ces zones artificielles dues à la discrétisation en zig-zag des
interfaces ne sont pas présentes dans le maillage généré par FEMS.

Figure 1.11 – Zones de concentration de la contrainte σxx lors d’une tension uniaxiale dans
la direction horizontale avec des mèches non-orthogonales : (a) maillage voxélisé TexGen, (b)
maillage adapté aux interfaces TexGen+FEMS. Seules les mèches warp sont montrées.

Dans le cas où l’image 3D est acquise par tomographie, nous n’avons pas pu dans ce travail
aller jusqu’à distinguer chaque mèche, mais nous avons tout de même pu distinguer les mèches
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Figure 1.12 – Génération d’un maillage EFs conforme avec FEMS à partir d’une image 3D
acquise par tomographie : (a) image 3D segmentée, (b) FDN sur l’image 3D pour l’une des deux
catégories de mèches, (c,d) maillage EFs conforme généré par FEMS.

entre warp et weft. Cela est illustré dans la Figure 1.12.

Ces différents calculs avec différentes combinaisons de logiciels, différents types de maillages
et différents angles entre les mèches ont montré que la solution avec FEMS est intéressante du
point de vue de la robustesse et des champs de contraintes locaux. Néanmoins, cette solution
sous-estime systématiquement la rigidité du matériau par rapport aux autres méthodes et aux
mesures expérimentales. Cette différence légère (< 10%) a été attribuée à une perte de volume
de fibres dans cette méthode. Cela est dû notamment à l’étape de transfert entre l’image 3D et le
maillage EFs, et aux diverses étapes de remaillage.

1.1.3.3 Calcul de perméabilité

Le premier cas d’application qui a motivé ces développements sur la génération de maillage
EFs à partir d’images est issu du projet ANR/COMP3DRE auquel j’ai participé entre 2018 et
2021. Ce projet concernait le développement de composites textiles avec piquage et l’objectif de
mes travaux était de calculer numériquement la perméabilité de ces composites à partir d’images
3D acquises par tomographie. Des images de composites textiles avec et sans piquage m’ont été
fournies par Masoud BODAGHI, alors en post-doctorat. Il a également mesuré expérimentale-
ment la perméabilité de ces composites [61].
Le pas de piquage était assez grand, ce qui rendait difficile de scanner par tomographie un volume
assez grand pour y trouver plusieurs piquages et assez petit pour avoir une bonne résolution. Par
conséquent, la segmentation était d’assez mauvaise qualité (il y avait par exemple des voxels
non-mèche à l’intérieur des mèches dans les images segmentées). Il était par ailleurs impossible
pour le post-doctorant de segmenter le fil de piquage à part, ou même de distinguer warp et weft
correctement. La génération de maillages EFs avec des interfaces explicites et des éléments de
bonne qualité était ainsi particulièrement difficile pour ces images.
Les maillages générés pour ce projet sont montrés dans la Figure 1.13. Les maillages (a,b)
correspondent à de petits volumes où une taille de maille hmin = 1 µm peut être utilisée et les
maillages (c,d) à de plus grands volumes où hmin = 2 µm. Il y a environ 500,000 éléments pour
(a,b), et 1,000,000 pour (c,d).
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 1.13 – Maillages utilisés dans le projet ANR/COMP3DRE : (a) petit domaine sans
piquage, (b) petit domaine avec piquage, (c) grand domaine sans piquage, (d) grand domaine
avec piquage. La hauteur du VER (direction z) est d’environ 1 mm pour chaque domaine.

Pour ce projet, mon travail consistait non seulement à générer les maillages EFs, mais aussi à
calculer les perméabilités. Pour cela, j’ai développé une méthode de résolution de type Stokes-
Brinkman dans FEMS. Il eût été assez simple de supprimer les mèches du domaine et d’effectuer
une résolution de type Stokes en imposant une vitesse nulle aux bords des mèches. En pratique,
ce genre de résolution ne convergeait pas. J’ai donc introduit le terme de Brinkman afin de
régulariser la transition entre les mèches, considérées imperméables, et le reste du domaine. Les
conditions aux limites utilisées pour ces calculs sont issues de l’approche multi-échelle avec
multiplicateurs de Lagrange présentée dans la Section 4.2. Les éléments finis utilisés sont de type
Taylor-Hood P2/P1, c’est-à-dire avec une interpolation quadratique pour la vitesse et linéaire
pour la pression.
Étant donné la taille conséquente des maillages utilisés, ces calculs n’ont été rendus possibles
que par la parallélisation de FEMS en mémoire distribuée, qui est abordée dans la Section 1.3.
Ce projet a donc pu bénéficier de plusieurs de mes travaux de recherche, et aussi leur apporter
une motivation supplémentaire.

Une équipe internationale de chercheurs travaillant sur les procédés de mise en œuvre des
composites à fibres longues a récemment mis en place un exercice d’évaluation des méthodes
de caractérisation de la perméabilité. Suite à un volet expérimental réalisé avec succès par cette
équipe [62], j’ai été invité à participer au volet numérique. Comme détaillé dans les Refs. [5,
63], il s’agit de calculer numériquement la perméabilité d’un matériau à partir d’une image 3D
acquise par tomographie, et fournie déjà segmentée.
L’objectif est d’évaluer l’influence des conditions aux limites, du type de résolution (Stokes,
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Navier-Stokes, Stokes-Brinkman, etc.) et de la méthode numérique (volumes finis, EFs, etc.).
L’image est aussi fournie sous forme non-segmentée afin d’évaluer l’influence de la méthode de
segmentation. J’ai pour l’instant pu participer à une première étape, qui concerne un composite à
fibres longues unidirectionnelles, pour lequel j’ai choisi d’effectuer les calculs en 2D en choisis-
sant 10 sections le long des fibres.
Les résultats pour une section sont montrés dans la Figure 1.14(a). Le zoom présenté dans la
Figure 1.14(c) montre que la forme circulaire des fibres n’est pas bien décrite. Cela ne provient
pas de la méthode de génération de maillage mais de la pauvre résolution de l’image segmentée
fournie par les organisateurs. Les méthodes de segmentation utilisées pour les composites à fibres
longues unidirectionnelles sont en réalité bien particulières puisqu’il est possible de s’appuyer
sur le fait que la forme des fibres est connue, notamment lorsque leur section est circulaire.
C’est le cas pour la méthode utilisée par les organisateurs, et aussi pour la méthode développée
par Keerthi Krishna PARVATHANENI [64], un doctorant du CERI MP. Les organisateurs ont
néanmoins choisi de re-projeter ces formes circulaires sur une image 3D. Avec Keerthi Krishna
PARVATHANENI, nous avons choisi de segmenter les images brutes fournies par les organi-
sateurs et d’exploiter directement les résultats sous forme paramétrique (centres et rayons des
cercles pour chaque section). Cela m’a permis de générer des maillages de bien meilleure qualité,
notamment aux bords des fibres, comme montré dans la Figure 1.14(b,d). Cela permet d’illustrer
un autre avantage de la méthode de génération de maillage développée : la géométrie peut être
fournie sous diverses formes (image, paramétrisation, etc.) tant qu’une FDN peut être obtenue.

En complément des travaux présentés au Paragraphe 1.1.3.2, ces études sur la perméabi-
lité ont permis de montrer que mes travaux de recherche sur la génération de maillage sont
concluants. Les maillages générés en 2D comme en 3D sont en effet utilisables pour calculer des
propriétés linéaires pour des problèmes de calcul de structures tout comme pour des problèmes
d’écoulement.
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(a)

(b)

(c) (d)

Figure 1.14 – Écoulement avec la vitesse (mm s−1) dans la direction horizontale pour une section
de l’image d’exercice de calcul de perméabilité : (a) à partir de l’image déjà segmentée, (b) à
partir de l’image segmentée par nos moyens, (c) zoom sur (a) montrant le maillage autour des
fibres, (d) zoom sur (b) montrant le maillage autour des fibres. La hauteur du VER (direction y)
est d’environ 50 µm et le gradient de pression est appliqué dans la direction x.
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1.2 Simulation des écoulements biphasés
Cette Section repose essentiellement sur des travaux publiés dans la Référence [9].

Le calcul de perméabilité présenté dans le Paragraphe 1.1.3.3 est une première étape incon-
tournable pour la simulation de la mise en œuvre des composites à matrice polymère, notamment
pour les procédés de moulage par transfert de résine. Dans ces procédés, la résine avance pro-
gressivement à travers le moule et est freinée dans sa progression par la présence du renfort.
Une mauvaise imprégnation peut mener à la formation de bulles qui peuvent rester piégées et
détériorer fortement les propriétés finales des structures composites [2, 3, 65].
Pour prédire la formation des bulles et modéliser leur effet sur les propriétés finales, la simulation
de l’interaction du front de résine avec la mésostructure et la microstructure des renforts est
indispensable. Pour cela, la seconde étape est le développement d’une approche numérique
permettant de modéliser des écoulements biphasés en présence d’obstacles.
Les équations modélisant ces écoulements sont rappelées en Sous-section 1.2.1. La méthode nu-
mérique que j’ai développée est détaillée en Sous-section 1.2.2. Quelques résultats sont présentés
en Sous-section 1.2.3.

1.2.1 Modèle

Le domaine de calcul Ω ⊂ Rd, d = 2, 3 est dans cette partie séparé en deux sous-domaines
Ω1 et Ω2, avec Ω1 ∪ Ω2 = Ω et Ω1 ∩ Ω2 = Γ1,2. Ces deux sous-domaines et l’interface Γ1,2 les
séparant évoluent dans le temps : Ω1 = Ω1(t), Ω2 = Ω2(t) et Γ1,2 = Γ1,2(t). Une FDN φ est définie
d’après l’Équation (1.4) pour représenter implicitement l’interface. Son évolution est décrite par
l’équation d’advection

∂φ

∂t
+ v.∇φ = 0 (1.14)

où v est le vecteur vitesse d’écoulement. Cette vitesse est obtenue en résolvant les équations de
Navier-Stokes modélisant l’écoulement incompressible et isotherme de deux fluides Newtoniens
avec tension de surface : ρ

(
∂v
∂t

+ v.∇v
)
− ∇.σ(v, p) − fg + fs = 0,

∇.v = 0.
(1.15)

Ces équations sont accompagnées par des conditions aux limites qui dépendent du problème à
résoudre. Dans ces équations p est la pression, ρ la masse volumique et µ la viscosité dynamique.
Le tenseur des contraintes de Cauchy σ est défini par

σ(v, p) = µ(∇v + ∇T v) − pI, (1.16)

où I est la matrice identité. La force fg = −ρgey est la force de gravité, avec g l’accélération
gravitationnelle. La force fs est la force de tension de surface et est modélisée comme une force
de surface continue [41] :

fs = σsκs∇H, (1.17)

avec σs le coefficient de tension de surface, κs la courbure moyenne de l’interface et H la fonction
de Heaviside donnée par

H(φ) =


1, φ > 0,
1
2
, φ = 0,

0, φ < 0.

(1.18)
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Comme proposé dans la Référence [66], cette fonction de Heaviside est aussi utilisée pour
déterminer les propriétés d’écoulement dans l’Équation (1.15) :

ρ(x, t) = ρ(φ(x, t)) = H(φ(x, t))ρ1 + (1 − H(φ(x, t)))ρ2

µ(x, t) = µ(φ(x, t)) = H(φ(x, t))µ1 + (1 − H(φ(x, t)))µ2
(1.19)

où ρ1, ρ2 et µ1, µ2 sont les masses volumiques et les viscosités de chaque fluide, respectivement.
Les propriétés géométriques comme le vecteur normal à l’interface ou la courbure moyenne sont
calculées directement depuis la FDN en utilisant les formules

ns = ns(φ) =
∇φ

|∇φ|
, κs = κs(φ) = −∇.ns(φ) =

∇φ.∇∇φ.∇φ − |∇φ|2tr(∇∇φ)
|∇φ|3

, (1.20)

où ∇∇φ est la matrice Hessienne de φ et |.| est la norme Euclidienne. En raison de la convention
de signe choisie pour φ dans l’Équation (1.4), le vecteur normal est dirigé vers le fluide 1, ce qui
signifie que celui-ci est liquide et que le fluide 2 est gazeux.
En outre, ce problème couplé vitesse-pression-FDN est non linéaire à cause de l’auto-advection,
de la tension de surface et de la fonction de Heaviside qui intervient dans la définition des
propriétés d’écoulement. Cela rajoute à la complexité de la méthode numérique utilisée pour
résoudre ces équations.

1.2.2 Méthode numérique
La première étape dans l’implémentation numérique des équations de la Sous-section 1.2.1

concerne la fonction Heaviside de l’Équation (1.18). Celle-ci est discontinue. Il est possible
d’enrichir la méthode EFs afin de gérer cette discontinuité [67]. L’approche alternative proposée
dans la littérature consiste à régulariser cette discontinuité et à compenser la perte de précision
corollaire en raffinant le maillage à l’interface. Cela permet d’éviter toute modification des
fonctions de forme EFs. La fonction de Heaviside régularisée est donnée par

Hε(φ) =


1, φ > ε,
1
2

(
1 +

φ

ε
+

1
π

sin
(
πφ

ε

))
, |φ| ≤ ε,

0, φ < −ε.

(1.21)

Puisque la fonction de Heaviside intervient dans le calcul des propriétés d’écoulement (Équation
(1.19)), le paramètre ε définit la demi-épaisseur de la couche de transition entre les deux fluides.
Cette couche doit être aussi fine que possible pour se rapprocher d’une transition discontinue,
mais une approximation précise de la fonction de Heaviside régularisée n’est possible que si cette
couche est assez large par rapport à la taille de maille h. Il est ainsi nécessaire de se restreindre à

ε > h pour des EFs linéaires (P1) et ε >
h
2

pour des EFs quadratiques (P2) [68].

La deuxième étape est le choix de l’interpolation EF en vue d’approximer la force de ten-
sion de surface définie par l’Équation (1.17). Une interpolation quadratique pour la FDN φ est
particulièrement intéressante pour le calcul de la courbure moyenne dans l’Équation (1.17), qui
nécessite les dérivées secondes de la FDN. Cela permet également d’améliorer la conservation
de la masse et de l’énergie [68].
Un tel choix pose néanmoins une restriction non négligeable sur l’interpolation utilisée pour
le champ de pression p. En effet, il est essentiel que la discrétisation de la force de tension de
surface soit équilibrée par rapport à celle utilisée pour la pression [45]. Ainsi, la discrétisation
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utilisée pour le terme ∇Hε dans l’Équation (1.17) doit être la même que celle utilisée pour le
terme ∇p dans l’Équation (1.15). La solution la plus simple si une interpolation P2 est utilisée
pour la FDN est d’utiliser la même interpolation pour la pression.
Là aussi, ce choix n’est pas sans conséquences. De fait, la condition inf-sup impose que l’ordre
de l’interpolation utilisée pour le champ de vitesse soit strictement supérieur à celui de l’interpo-
lation utilisée pour le champ de pression. Cette restriction peut être allégée par une stabilisation
adéquate. Une même interpolation quadratique peut être utilisée pour les trois champs en se
reposant sur une stabilisation Variationnelle Multi-Échelle Basée sur les Résidus (VMEBR) [69].
Les détails de la formulation VMEBR du problème d’écoulement biphasé avec les termes de sta-
bilisation peuvent être trouvés dans la Référence [9]. Cette formulation est résolue simultanément
pour les trois champs vitesse-pression-FDN avec un schéma temporel de type Euler implicite et
donc un couplage fort entre les Équations (1.14) et (1.15). Un algorithme de Newton-Raphson
avec différentiation automatique est utilisé pour résoudre les termes non linéaires, et le pas de
temps est automatiquement réduit lorsque la résolution non linéaire peine à converger [9].

Comme mentionné précédemment, le lissage de la transition des propriétés entre les deux
fluides et de la force de tension de surface implique une discrétisation assez fine près de
l’interface. Pour satisfaire cet objectif tout en maintenant un coût de calcul raisonnable pendant la
simulation, la métrique de remaillage de l’Équation (1.9) est utilisée avec une variable d’interêt
sh = (Hε(φn

h),Hε(2φn
h − φ

n−1
h )), où φn

h est la FDN au début d’un incrément de temps (avant la
résolution par l’algorithme de Newton-Raphson) et 2φn

h − φ
n−1
h est une extrapolation de φn+1

h .
Cette adaptation de maillage est déclenchée à chaque début d’incrément.
La métrique de remaillage ainsi que la définition de la fonction de Heaviside régularisée dans
l’Équation (1.21) et celle de la force de tension de surface dans l’Équation (1.17) dépendent
d’une propriété essentielle de la FDN, qui est celle de distance. Pendant l’advection de la FDN,
cette propriété est généralement perdue et il faut donc la restaurer. Cela se fait par une opération
dite de ré-initialisation ou re-distanciation de la FDN. Une approche directe ou géométrique
consistant à projeter chaque nœud du maillage EF vers une reconstruction de l’interface sous
forme de maillage surfacique a été implémentée dans ce travail [9, 68]. Cette opération est
déclenchée à chaque incrément de temps, juste après l’adaptation de maillage.

1.2.3 Résultats

Un exemple de simulation statique permettant de vérifier l’équilibre de la discrétisation
de la force de tension de surface par rapport au champ de pression peut être trouvé dans la
Référence [9]. La précision de la solution obtenue est du même ordre que la tolérance utilisée
pour l’algorithme de Newton-Raphson lorsque la courbure moyenne est calculée analytiquement.
Cela montre l’intérêt de l’interpolation quadratique équilibrée avec stabilisation VMEBR.
Les résultats inclus dans cette partie correspondent à des simulations dynamiques où toutes
les composantes de la méthode numérique sont éprouvées. Les premiers exemples présentés
dans le Paragraphe 1.2.3.1 sont basés sur un exercice d’évaluation des méthodes numériques
de modélisation des écoulements biphasés avec tension de surface et permettent de situer la
méthode proposée par rapport à la littérature [48]. L’application de cette méthode aux procédés
de moulage par transfert de résine a soulevé une problématique spécifique aux écoulements à
faible nombre capillaire. Cette problématique a été étudiée avec une approche alternative basée
sur un maillage Lagrangien. Les résultats de cette étude sont présentés dans le Paragraphe 1.2.3.2.
Un exemple de simulation faisant intervenir la génération d’un maillage à partir d’une image et
un écoulement biphasé avec obstacle est finalement présenté dans le Paragraphe 1.2.3.3.
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1.2.3.1 Montée de bulle

L’exercice d’évaluation conduit dans la Référence [48] repose sur la simulation de la montée
d’une bulle dans un domaine 2D, comme illustré dans la Figure 1.15.
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Figure 1.15 – Domaine et conditions aux limites pour les simulations de montée de bulle.
Image(s) issue(s) de la Référence [9].

Deux cas correspondant à deux jeux de propriétés d’écoulement adimensionnelles sont
définis :

• Dans le cas 1, ρ1 = 1000, ρ2 = 100, µ1 = 10, µ2 = 1, g = 0.98 et σs = 24.5.

• Dans le cas 2, ρ1 = 1000, ρ2 = 1, µ1 = 10, µ2 = 0.1, g = 0.98 et σs = 1.96.

Dans les deux cas, le nombre de Reynolds est de Re=35. Le nombre de Eötvös est de Eo=10
dans le cas 1 et de Eo=125 dans le cas 2. Les définitions de ces nombres caractéristiques pour
ces simulations peuvent être trouvées dans la Référence [48].
Des simulations avec ou sans adaptation de maillage et avec différentes discrétisations sont
conduites. Les maillages non-adaptatifs sont des triangulations uniformes et isotropes. Le nombre
de degrés de libertés vitesse-pression-FDN à résoudre est noté NDOF, le nombre d’éléments
du maillage EFs est noté NEL et le nombre d’incréments de temps est noté NTS. Pour les
simulations avec maillage adaptatif, des valeurs moyennes sont calculées pour NEL et NDOF.
Étant donné qu’un maillage plus fin permet d’utiliser une demi-épaisseur ε plus petite pour la
couche de transition, la valeur de ε est variée en fonction de NDOF.
Pour chaque simulation, les quantités calculées et surveillées sont la surface de la bulle Vb, la
hauteur de son centre de gravité yb et sa vitesse de montée vb. Ces quantités peuvent être calculées
à l’aide de la fonction de Heaviside avec les formules suivantes :

Vb(t) =

∫
Ω

H(−φ(x, t))dΩ,
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yb(t) =

∫
Ω

H(−φ(x, t))xdΩ

Vb(t)
.ey,

vb(t) =

∫
Ω

H(−φ(x, t))v(t)dΩ

Vb(t)
.ey.

Il est ensuite possible de calculer l’erreur relative en norme L2 intégrée sur toute la durée de la
simulation :

Erreur(q) =

√√√√∫ T

0
(q(t) − qre f (t))2dt∫ T

0
(qre f (t))2dt

,

où T = 3 et q = Vb, yb, ou vb. La solution de référence qre f est πR2 en ce qui concerne la surface
de la bulle (l’écoulement est incompressible) et correspond à une solution numérique de référence
pour les deux autres quantités. Cette référence est systématiquement la simulation donnant le
résultat le plus précis quant à la surface de la bulle.

Un exemple de résultat avec adaptation de maillage anisotrope est montré dans la Figure
1.16. La bulle devient presque elliptique dans ce cas, avec un côté inférieur plutôt plat. La Figure
1.16 montre bien l’intérêt de l’adaptation de maillage anisotrope, qui permet d’aplatir et d’étirer
les éléments lorsque les dérivées troisièmes de la FDN sont proches de zéro afin de privilégier
les zones où ces dérivées sont plus intenses.

(a) (b) (c)

Figure 1.16 – Champ de vitesse de montée v.ey pour les simulations de montée de bulle du cas 1
avec un maillage adaptatif, NDOF ≈ 11500 et NTS = 407 à : (a) t = 0, (b) t = 1.5, (c) t = 3.0.
Image(s) issue(s) de la Référence [9].

Les erreurs pour le cas 1 sont rapportées dans la Table 1.1. Le nombre d’incréments de temps
est bien plus grand que celui prévu initialement pour certaines simulations. Cela s’explique par la
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difficulté de convergence de l’algorithme de Newton-Raphson pour ces simulations et donc une
réduction automatique du pas de temps pour l’amener à converger. Le résultat avec le maillage
80 × 160 et un NTS prescrit à 100 n’est notamment pas rapporté dans la Table 1.1 car le NTS
réel s’approchait plutôt de 200.
Une très bonne conservation de la surface de la bulle est observée dans toutes les simulations
grâce à l’interpolation quadratique utilisée pour la FDN. Cette conservation est encore meilleure
avec un maillage adaptatif. Par exemple, la simulation avec NDOF ≈ 6000 et NTS = 400 mène à
de meilleurs résultats que toutes les simulations avec maillage non-adaptatif pour le même NTS.
Le facteur de réduction en termes de NDOF est d’environ 35.
L’ensemble de ces résultats pour le cas 1 correspond bien avec ceux présentés dans la Référence
[48], notamment en ce qui concerne l’évolution de yb et vb, et la forme finale de la bulle [9].

Maillage 20 × 40 40 × 80 80 × 160 Adaptatif Adaptatif Adaptatif
ε 0.1 0.05 0.025 0.05 0.025 0.0125

NEL 1,600 6,400 25,600 ≈ 740 ≈ 1,400 ≈ 2,800
NDOF 12,962 51,522 205,442 ≈ 6,000 ≈ 11,500 ≈ 23,000

NTS 102 100 100 104 165
Erreur(Vb) 5.45 × 10−2 4.79 × 10−2 4.89 × 10−2 4.68 × 10−2 4.32 × 10−2

Erreur(yb) 4.45 × 10−3 2.46 × 10−3 2.13 × 10−3 1.81 × 10−3 3.41 × 10−3

Erreur(vb) 8.05 × 10−2 3.01 × 10−2 2.74 × 10−2 1.74 × 10−2 1.62 × 10−2

NTS 207 200 200 200 204 261
Erreur(Vb) 3.30 × 10−2 2.40 × 10−2 2.33 × 10−2 2.05 × 10−2 2.13 × 10−2 2.14 × 10−2

Erreur(yb) 4.89 × 10−3 2.51 × 10−3 1.95 × 10−3 2.99 × 10−3 7.48 × 10−4 1.32 × 10−3

Erreur(vb) 7.64 × 10−2 2.44 × 10−2 1.37 × 10−2 2.38 × 10−2 9.25 × 10−3 9.59 × 10−3

NTS 406 400 400 400 407 463
Erreur(Vb) 2.71 × 10−2 1.06 × 10−2 1.10 × 10−2 2.25 × 10−3 6.18 × 10−3 8.22 × 10−3

Erreur(yb) 7.45 × 10−3 2.24 × 10−3 1.85 × 10−3 1.52 × 10−3 4.51 × 10−4 1.86 × 10−3

Erreur(vb) 8.39 × 10−2 2.12 × 10−2 1.05 × 10−2 1.60 × 10−2 5.07 × 10−3 8.04 × 10−3

NTS 802 800 800 800 804 880
Erreur(Vb) 3.10 × 10−2 1.99 × 10−3 3.92 × 10−3 2.11 × 10−2 7.17 × 10−3 1.67 × 10−3

Erreur(yb) 1.03 × 10−2 9.72 × 10−4 2.05 × 10−3 1.49 × 10−3 9.10 × 10−4

Erreur(vb) 7.80 × 10−2 1.71 × 10−2 9.20 × 10−3 1.48 × 10−2 7.09 × 10−3

Table 1.1 – Erreurs relatives en norme L2 pour les simulations de montée de bulle du cas 1 avec
différentes discrétisations temporelles et spatiales, et avec ou sans adaptation de maillage.

Un exemple de résultat pour le cas 2 est montré dans la Figure 1.17. Cette fois-ci de fins
filaments de gaz se forment aux extrémités latérales de la bulle et s’étirent progressivement tandis
que la forme du corps principal de la bulle reste la même que dans le cas 1. Comme détaillé dans
la Référence [9], les simulations avec un maillage plus fin et donc une valeur de ε prédisent des
filaments plus fins, mais sans rupture. Les différentes méthodes numériques évaluées dans la
Référence [48] n’ont pas toutes mené au même résultat pour le cas 2. Certaines prédisaient une
rupture des filaments et d’autres non. Les résultats obtenus dans ce travail se rapprochent de
ceux obtenus avec les méthodes les plus performantes en termes de conservation de la masse.

Une étude des temps de calcul s’avère intéressante pour ces simulations du cas 2. Comme
détaillé dans la Référence [9], la résolution de la formulation VMEBR avec couplage fort occupe
la grande majorité du temps de calcul. L’adaptation de maillage vient en deuxième position, avec
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figure 1.17 – Champ de vitesse de montée v.ey pour les simulations de montée de bulle du
cas 2 avec un maillage adaptatif, NDOF ≈ 23000 et NTS = 530 à : (a) t = 0, (b) t = 1.5, (c)
t = 3.0. Zoom sur le maillage adapté à : (d) t = 0, (e) t = 1.5, (f) t = 3.0. Image(s) issue(s) de la
Référence [9].
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un temps de calcul cumulant l’estimation de l’erreur, la RSP, le calcul de la métrique, l’adaptation
du maillage et le transfert des variables qui varie entre 1 et 15% du temps de calcul total. Ce sur-
coût de l’adaptation de maillage est faible par rapport au gain en termes de précision, notamment
en ce qui concerne la conservation de masse. L’utilisation d’une interpolation quadratique pour
la FDN contribue pour beaucoup à ce résultat car elle permet de minimiser la diffusion pendant
le transfert des variables à chaque adaptation du maillage.

1.2.3.2 Montée de bulle en Lagrangien

Comme démontré précédemment, la méthode numérique développée dans ce travail présente
bien des avantages grâce à l’interpolation quadratique, l’adaptation de maillage anisotrope et le
couplage fort entre la vitesse, la pression et la FDN. Cela se manifeste notamment par une très
bonne conservation de la masse et la possibilité d’utiliser de grands pas de temps. Les premières
tentatives d’application de cette méthode à la simulation du moulage par transfert de résine à
l’échelle microscopique n’ont toutefois pas été concluantes. Cela a suscité l’intérêt de développer
une approche alternative reposant sur un maillage adaptatif Lagrangien et un couplage faible
[24].
Dans cette approche alternative, chaque nœud du maillage est déplacé au début de chaque
incrément de temps en fonction de la vitesse de l’écoulement. Un algorithme d’essai-correction
itératif est utilisé pour réaliser ce mouvement tout en déclenchant des opérations de remaillage
pour éviter que des éléments n’aient un volume nul ou négatif [18].
Une métrique de remaillage isotrope est préférée afin d’inciter l’algorithme de remaillage à
produire des éléments réguliers facilitant ce mouvement du maillage. Cette métrique est la même
que dans l’approche Eulérienne, mais une opération supplémentaire est rajoutée après l’Équation
(1.8) afin d’obtenir une erreur scalaire. Celle-ci est égale à la valeur propre maximale de la
matrice d’erreur calculée par l’Équation (1.8).
Le mouvement du maillage implique également le transport de la FDN, ce qui rend superflue
la résolution de l’Équation (1.14). Le terme d’auto-advection est également supprimé dans
l’Équation (1.15). Cela est avantageux du point de vue du coût de la résolution de ces équations,
mais implique une condition Courant–Friedrichs–Lewy (CFL) sur le pas de temps.
Pour résumer :
• Le maillage est fixe par rapport à l’écoulement dans l’approche Eulérienne, alors qu’il suit

l’écoulement dans l’approche Lagrangienne. Ce mouvement du maillage a lieu au début
de l’incrément de temps et peut nécessiter plusieurs opérations de remaillage.
• Les deux approches permettent des maillages adaptatifs, mais les maillages anisotropes

sont difficilement exploitables dans l’approche Lagrangienne. Cette adaptation du maillage
a lieu au début de l’incrément de temps.
• Il y a un terme d’auto-advection et une équation d’advection en plus dans l’approche

Eulérienne.
• L’approche Eulérienne permet un couplage fort entre le système vitesse-pression et le

transport de la FDN, ce qui n’est pas possible dans l’approche Lagrangienne. Ceci implique
une condition CFL pour l’approche Lagrangienne et donc des pas de temps possiblement
plus grands pour l’approche Eulérienne. Le pas de temps est automatiquement réduit
lorsque la condition CFL est violée dans l’approche Lagrangienne, et de même dans
l’approche Eulérienne lorsque l’algorithme de Newton-Raphson ne converge pas.

Dans une étude récente [44], un lien a été établi entre les courants parasites dans les modèles
de tension de surface et le type de couplage utilisé. Cette étude conclut notamment que la modéli-
sation de la tension de surface implique une condition de stabilité sur le pas de temps qui ne peut
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être levée, même avec un couplage fort. Cette condition dépend en outre du nombre capillaire.
Cela amène à s’intéresser à l’approche Lagrangienne pour de faibles nombres capillaires.
Pour rappel, le nombre capillaire est défini par Ca =

µvc

σs
, où vc est une vitesse caractéristique

de l’écoulement. Les nombres capillaires observés dans les procédés de mise en œuvre des
matériaux composites à matrice polymère sont généralement inférieurs à 10−2, et ils sont mêmes
inférieurs à 10−5 dans les applications liées à l’ingénierie des réservoirs (industrie pétrolière et
gazière notamment).
Des simulations de montée de bulle en 3D avec deux jeux de propriétés correspondant respecti-
vement à un nombre capillaire de Ca = 1.5 et Ca = 0.015 sont conduites en utilisant les deux
approches. Les conditions aux limites pour cette extension en 3D sont inspirées de la Référence
[70] et consistent à imposer une vitesse nulle sur tout le bord du domaine.

Pour un nombre capillaire de Ca = 1.5, dans un premier temps, des simulations utilisant
différentes discrétisations spatiales sont conduites avec un même pas de temps prescrit pour les
deux approches. Dans un second temps, afin de permettre la comparaison en termes de précision,
des simulations Eulériennes supplémentaires sont réalisées avec le même NTS que celui obtenu
pour chaque simulation Lagrangienne.
Un exemple de résultat avec les deux approches pour un NTS équivalent et un nombre capillaire
de Ca = 1.5 est présenté dans la Figure 1.18. Les deux approches semblent mener à un résultat
équivalent qualitativement. La forme finale de la bulle se rapproche de celle du cas 2 vu en
2D. Malgré un nombre de degrés de libertés supérieur pour l’approche Eulérienne, ces deux
simulations sont bien équivalentes en termes de discrétisation spatiale. En effet, l’approche
Eulérienne implique la résolution de l’équation d’advection pour la FDN et donc un nombre de
degrés de libertés plus grand pour un même nombre d’éléments.

La Figure 1.19 montre l’évolution du volume de gaz pour différentes discrétisations. Celui-ci
est sensé rester constant car l’écoulement est incompressible. Une augmentation du volume est
constatée, ce qui montre que pour ces simulations c’est l’erreur due à la discrétisation en temps
qui est dominante par rapport à celle due à la discrétisation en espace. Cela est vrai pour les deux
approches.
Par ailleurs, l’approche Eulérienne peut être conduite avec un nombre d’incréments de temps
proche de 100 quelle que soit la discrétisation en espace, alors que la condition CFL empêche
cela même pour le maillage le plus grossier dans le cas Lagrangien. Cela permet de conclure qu’à
condition d’intégrer un schéma temporel plus précis que celui utilisé dans ce travail, l’approche
Eulérienne est plus intéressante que l’approche Lagrangienne pour ce nombre capillaire. En
effet, elle permet d’utiliser des pas de temps plus grands et évite toutes les difficultés liées au
mouvement de maillage.

Les résultats avec un nombre capillaire de Ca = 0.015 sont présentés dans la Figure 1.20. La
bulle maintient sa forme sphérique dans cette configuration, en raison d’une tension de surface
bien plus importante. La bulle monte par ailleurs plus rapidement par rapport au cas où Ca = 1.5.
L’approche Eulérienne prédit une montée plus rapide par rapport à l’approche Lagrangienne,
mais cela peut être expliqué par le nombre d’incréments de temps plus important.
Pour ce nombre capillaire faible, en effet, l’algorithme de Newton-Raphson de l’approche Eu-
lérienne éprouve beaucoup de difficultés à converger, ce qui a pour conséquence d’augmenter
significativement le nombre d’incréments de temps. Le nombre final correspond à plus de cinq
fois ce qui était prescrit pour l’approche Eulérienne. Pour l’approche Lagrangienne, au contraire,
il n’y a pas de problème de convergence et la condition CFL peut même être satisfaite en utilisant
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figure 1.18 – Coupe du domaine montrant le champ de vitesse de montée v.ey pour les simula-
tions de montée de bulle avec Ca = 1.5. Simulation Eulérienne avec NDOF ≈ 205000 et NTS
= 328 à : (a) t = 0, (b) t = 1.5, (c) t = 3.0. Simulation Lagrangienne avec NDOF ≈ 166000 et
NTS = 325 à : (d) t = 0, (e) t = 1.5, (f) t = 3.0.
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Figure 1.19 – Évolution du volume de gaz en fonction du temps pour les différentes simulations
Lagrangiennes (LAG) et Eulériennes (EUL).

un nombre d’incréments de temps inférieur à celui utilisé pour le cas où Ca = 1.5.

En conclusion, bien que l’approche Eulérienne avec couplage fort développée dans ce travail
puisse sembler très prometteuse et avantageuse avec un nombre capillaire élevé, son intérêt peut
être questionné pour un nombre capillaire faible. Les développements numériques effectués dans
ce travail autour de l’adaptation de maillage avec interpolation quadratique pour la FDN et de la
formulation VMEBR équilibrée trouvent tout de même leur place, pourvu qu’ils soient complétés
par un algorithme de mouvement de maillage permettant d’obtenir une approche Lagrangienne
robuste. Il apparaît de manière générale que pour un nombre capillaire faible les difficultés de
convergence ainsi que la condition CFL amènent à utiliser un pas de temps si faible qu’il devient
intéressant d’envisager un couplage faible avec un maillage Lagrangien.
D’autres exemples exploitant l’approche Lagrangienne pour des applications liées à la mécanique
des matériaux avec un comportement non linéaire de type hyperélastique ou élasto-plastique en
grandes déformations peuvent être trouvées dans la Référence [11].

1.2.3.3 Cas avec obstacles

Pour finir, un exemple d’écoulement biphasé avec un domaine contenant des obstacles est
considéré. Le domaine et les conditions aux limites sont présentés dans la Figure 1.21(a). Une
goutte de liquide est placée dans la partie supérieure du domaine, tandis que la partie inférieure
contient des obstacles.
La première étape est de générer un maillage EFs avec une discrétisation explicite des obstacles.
La procédure est celle décrite en Section 1.1 et la géométrie des obstacles correspond à celle
considérée dans le Paragraphe 1.1.3.1. Les paramètres hmin = 8 µm, hmax = 32 µm et hc = 0.128
sont utilisés pour la métrique de remaillage basée sur la courbure principale maximale et le
maillage obtenu est présenté dans la Figure 1.21(b) après 8 cycles d’adaptation.
La deuxième étape est d’introduire la FDN de l’interface liquide/gaz dans ce maillage EFs avec
discrétisation explicite des obstacles. Pour cela, la métrique de remaillage est changée pour
passer à celle définie dans l’Équation (1.9) avec une variable d’intérêt s = Hε(φ0) où φ0 est
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figure 1.20 – Coupe du domaine montrant le champ de vitesse de montée v.ey pour les simula-
tions de montée de bulle avec Ca = 0.015. Simulation Eulérienne avec NDOF ≈ 199000 et NTS
= 530 à : (a) t = 0, (b) t = 0.75, (c) t = 1.5. Simulation Lagrangienne avec NDOF ≈ 160000 et
NTS = 218 à : (d) t = 0, (e) t = 0.75, (f) t = 1.5.
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la FDN de l’interface liquide/gaz dans la configuration initiale. Les paramètres hmax = 1000,
Nc = 4096 et ε = 8 µm sont utilisés pour arriver au maillage présenté dans la Figure 1.21(c)
après 5 nouveaux cycles d’adaptation. Pendant ces nouveaux cycles et aussi pendant tout le reste
de la simulation, le maillage à l’intérieur des obstacles est gelé. La Figure 1.21(d) montre bien
comment la discrétisation est explicite pour les obstacles et implicite pour l’interface liquide/gaz,
avec un maillage adapté dans les deux cas.

Enfin, la simulation de l’écoulement biphasé peut être conduite. Une vitesse nulle est imposée
à l’intérieur et au bord des obstacles, de sorte que ceux-ci auraient pu être éliminés du maillage
EFs. Le liquide est de masse volumique 1 kg mm−3 et de viscosité dynamique 10 MPa ms. Le
coefficient de tension de surface est de 1.96 g ms−2. Le gaz est de masse volumique 1 g mm−3 et
de viscosité dynamique 0.1 MPa ms. L’accélération gravitationnelle est fixée à 0.98 mm ms−2.
La méthode numérique utilisée est l’approche Eulérienne avec couplage fort décrite dans la
Sous-section 1.2.2, avec la légère différence que l’adaptation de maillage n’est déclenchée que si
la qualité d’au moins un élément du maillage telle que définie dans l’Équation (1.12) tombe en
dessous de 0.33. Le pas de temps prescrit est de 0.1 ms. La simulation termine à T = 10 ms en
750 incréments de temps, dont 454 incluent une adaptation du maillage suite à une chute de la
qualité. L’interface liquide/gaz ainsi que les maillages EFs adaptés sont montrés dans la Figure
1.22 à différents instants de la simulation.

La goutte entre en contact avec les obstacles dans la Figure 1.22(a). Elle s’étale ensuite
à cause de l’inertie dans la Figure 1.22(b), avant de s’écouler vers le bas entre les obstacles
jusqu’à l’état final montré dans la Figure 1.22(c). Le zoom sur le maillage adapté de la Figure
1.22(d) peut être comparé à celui de la Figure 1.21(d). Le fait de fixer la complexité de calcul
avec le paramètre Nc oblige visiblement à une gestion pragmatique de la discrétisation. La
morphologie de l’interface devient ainsi bien plus complexe qu’elle ne l’était initialement dans
cette simulation. L’étirement des éléments là où l’interface s’aplatit permet de maintenir un bon
niveau de raffinement là où l’interface se courbe, et ce pour un coût constant.

Cette simulation avec des obstacles montre bien l’intérêt de la méthode numérique développée
dans ces travaux. La méthode des FDNs avec interpolation quadratique et adaptation de maillage
permet d’assurer une très bonne conservation de la masse. Elle peut être complétée par une
formulation VMEBR équilibrée avec couplage fort ou faible selon le nombre capillaire.
Ces développements numériques ont pu être exploités pour l’étude de la migration des bulles à
l’échelle microscopique dans des composites à fibres longues [26, 27].
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Figure 1.21 – (a) Conditions aux limites pour le problème d’écoulement biphasé avec obstacles.
Les longueurs sont en millimètres et les vitesses en mètres par seconde. (b) Maillage EFs
généré avec discrétisation explicite des obstacles. (c) Maillage EFs avec obstacles discrétisés
explicitement et adapté à l’interface liquide/gaz qui est représentée implicitement à travers une
FDN. (d) Zoom sur le maillage adapté. Image(s) issue(s) de la Référence [11].
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 1.22 – Résultats pour le problème d’écoulement biphasé avec obstacles à : (a) t = 0.5 ms,
(b) t = 1 ms, (c) 10 ms. (d) Zoom sur le maillage adapté à t = 10 ms. Image(s) issue(s) de la
Référence [11].
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1.3 Génie logiciel et calcul parallèle
La gestion du code de calcul FEMS dans lequel ont été intégrés tous les développements de

ce chapitre s’est très vite posée au vu des projets et stages de recherche dans lesquels ce code
allait jouer un rôle. L’objectif était multiple :

• Certains collaborateurs non initiés à la programmation étaient amenés à utiliser le code.

• Certains collaborateurs étaient amenés à y contribuer, sans avoir d’expérience significative
en calcul scientifique.

• Je devais pouvoir maintenir le code et y assurer une certaine homogénéité.

• Le code devait être assez efficient et exploiter au mieux les capacités du supercalculateur
de l’IMT Nord Europe, tout en restant accessible pour des novices en calcul scientifique.

Dans la première version de FEMS, détaillée dans la Référence [11], le code a été divisé en trois
blocs. Les utilisateurs peuvent utiliser le code sans y programmer quoique ce soit grâce à des
fichiers d’entrée au format Extensible Markup Language, et des maillages au format MSH. Des
maillages avec ce format peuvent être créés avec le logiciel Gmsh [71]. Ces fichiers d’entrée
correspondent au premier bloc.
Le second bloc est constitué de toute une partie du code qui ne requière par de gestion du paral-
lélisme. Cela permet de programmer des opérations locales à un nœud, un point d’intégration ou
un élément du maillage sans nécessiter d’attention particulière liée à la parallélisation.
Enfin, les opérations du troisième bloc sont toutes celles qui nécessitent une connaissance en
calcul parallèle. Cela concerne notamment le remaillage ainsi que la RSP et la ré-initialisation.
Cette première version de FEMS s’appuyait sur une parallélisation en mémoire partagée et sur
différentes librairies séquentielles d’algèbre linéaire existantes. Elle a été publiée sous la forme
d’un logiciel libre [49] accompagné d’une documentation technique rédigée avec l’outil Doxygen
et de tutoriels complets publiés dans la Référence [11].

Les travaux sur les écoulements biphasés ont été l’occasion d’expérimenter la parallélisation
sur carte graphique. Ces cartes sont en effet dotées de multi-processeurs particuliers qui pos-
sèdent un grand nombre d’unités de calcul. Ces unités sont taillées pour permettre d’effectuer
une même opération en parallèle pour un très grand nombre d’entrées différentes. L’opération de
ré-initialisation de la FDN se prêtait particulièrement à ce type de parallélisation. Les travaux
publiés dans la Référence [9] montrent bien que malgré l’utilisation d’un algorithme de force
brute consistant à projeter chaque nœud du maillage EF sur chaque segment ou triangle d’un
maillage surfacique reconstruit de l’iso-contour zéro de la FDN, le temps de calcul passé à
ré-initialiser est négligeable.
Suite à ces résultats remarquables, la possibilité d’exploiter la même technologie pour l’algo-
rithme de remaillage a été explorée dans un stage de recherche de Master [23]. Cette étude n’a
pas été concluante mais a permis d’identifier les limites de la parallélisation sur carte graphique.
Bien que le remaillage consiste effectivement à réaliser la même opération pour un très grand
nombre d’entrées différentes, cette opération requière un grand nombre d’informations sur la
topologie des éléments. Le stage de recherche a permis de comprendre cette limite de la mémoire
de la carte graphique [23].

Enfin, en préparation d’un stage de recherche dans le cadre du PRACE Summer of HPC
2021 [72], j’ai revu complètement la parallélisation de FEMS pour arriver à une nouvelle version
parallélisée en mémoire distribuée. Cette nouvelle version a joué un rôle clé pour le travail
de recherche sur la modélisation multi-échelle présenté au Chapitre 4. La parallélisation en
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mémoire distribuée est en effet essentielle non seulement pour exploiter la puissance de calcul
du supercalculateur de l’IMT Nord Europe et ses dizaines de nœuds de calcul, mais aussi pour
répartir le volume de données entre les différents nœuds.

Ces efforts concernant la gestion du logiciel libre FEMS et sa parallélisation ne constituent
pas le cœur de mes travaux de recherche mais ils y contribuent pourtant pour beaucoup. Il me
semblait donc judicieux de les résumer dans ce chapitre.
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Conclusion
Au-delà de l’objectif de modéliser des écoulements biphasés dans des domaines hétérogènes,

les travaux de recherche présentés dans ce chapitre comportent de multiples contributions scien-
tifiques.

Le domaine de calcul étant hétérogène, il est primordial de modéliser la présence d’obstacles
dont la géométrie peut être fournie sous une forme paramétrique ou sous la forme d’une image 3D
acquise par tomographie. Une méthodologie de génération de maillage basée sur les FDNs a été
développée. Les FDNs peuvent en effet être calculées à partir d’une représentation paramétrique
mais aussi directement sur une image. La robustesse de cette méthodologie de génération de
maillage avec discrétisation explicite des obstacles a été démontrée pour diverses applications
incluant notamment le calcul de propriétés élastiques et de perméabilité pour des composites à
fibres longues tissées.

En ce qui concerne les écoulements biphasés, la méthode des FDNs avec interpolation
EFs quadratique développée dans ces travaux permet de représenter implicitement l’interface
liquide/gaz avec un réel gain en termes de précision. Cela permet de combler en grande par-
tie les déficiences de la méthode des FDNs en termes de conservation de masse. L’approche
d’adaptation de maillage revisitée avec une métrique de remaillage étendue à cette interpolation
quadratique permet d’améliorer encore les gains à la fois en termes de précision et de temps de
calcul.
Le modèle de tension de surface proposé est équilibré. L’originalité de cette approche réside
dans l’équilibre intrinsèque entre la discrétisation utilisée pour le champ de pression et celle
utilisée pour la FDN. La stabilisation VMEBR joue un rôle clé dans cet équilibre car elle rend
possible l’utilisation d’une interpolation de même ordre pour la vitesse, la pression et la FDN.
La méthode numérique développée dans ce travail est flexible et permet à la fois un couplage fort
avec une résolution simultanée du système vitesse-pression et de la FDN, ou un couplage faible
où ces équations sont résolues séparément. Dans le deuxième cas, une approche Lagrangienne
avec un algorithme de mouvement de maillage prometteuse est proposée, notamment pour les
problèmes où le nombre capillaire est très faible.

Tous ces développements numériques autour de la méthode des EFs ont été intégrés dans un
logiciel libre. La gestion et la parallélisation de ce logiciel a constitué une part complémentaire
non négligeable de ces travaux de recherche. Cet effort supplémentaire a permis de faciliter la
génération des données utilisées dans le Chapitre 3, et de permettre l’exécution de calculs d’une
complexité conséquente dans le Chapitre 4.
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Introduction
Les méthodes de génération de maillage telles que celles présentées dans la Section 1.1 sont

d’un intérêt indéniable. Toutefois, leur mise en œuvre amène certaines difficultés qui poussent à
envisager des voies alternatives :

• Les maillages produits peuvent comporter certains éléments de mauvaise qualité qui vont
perturber localement la solution numérique, voire empêcher toute résolution numérique.

• La génération du maillage est une étape supplémentaire qui s’insère entre la construction de
la géométrie ou la segmentation de l’image 3D (si la géométrie provient d’une acquisition
par tomographie) et le calcul en lui-même.

• L’implémentation efficace et notamment la parallélisation de ces algorithmes n’est pas
évidente (voir Section 1.3).

La méthode numérique basée sur la Transformée de Fourier Rapide (TFR) a connu une popula-
rité croissante depuis son invention en 1994 [73]. Cette méthode se base sur deux ingrédients
fondamentaux : les fonctions de Green et la TFR. Elle repose sur un maillage voxélisé, évitant
ainsi toute étape de génération ou d’adaptation de maillage. Cela constitue à la fois un avantage et
un inconvénient, comme précisé dans la suite. De plus, cette méthode de résolution ne nécessite
pas d’assembler une matrice globale comme dans la méthode des Éléments Finis (EFs). Toutes
les opérations sont locales à un voxel, à part la TFR. Cela est d’autant plus avantageux pour la
parallélisation, car il existe des librairies libres très efficaces permettant d’effectuer une TFR en
parallèle sur un multi-processeur, une carte graphique ou un supercalculateur [74].
J’ai pu m’intéresser à la méthode numérique basée sur la TFR pendant mon post-doctorat à la
Northwestern University. Des travaux avait également été entrepris à l’IMT Nord Europe, de
sorte qu’une thèse de doctorat sur cette méthode a pu démarrer peu après mon arrivée. Cette
thèse s’est intégrée parfaitement dans mes travaux de recherche sur la modélisation numérique
des phénomènes mécaniques fortement non linéaires dans les matériaux hétérogènes, puisqu’il
s’agissait de modéliser l’endommagement et la rupture pour ces matériaux avec la méthode
numérique basée sur la TFR.
L’objectif final de ce chapitre est ainsi de modéliser la rupture de matériaux fragiles ou quasi-
fragiles comme les composites à matrice polymère. Ce chapitre est la suite logique du Chapitre
1. En effet, en admettant qu’il soit possible de prédire la morphologie et la distribution de la
porosité dans ces matériaux composites suite à leur mise en œuvre, la problématique suivante est
la prédiction des propriétés finales des structures en fonction de cette porosité.

La méthode numérique basée sur la TFR est choisie pour atteindre cet objectif, et ce en
raison des avantages cités précédemment. Cette méthode charrie toutefois un certain nombre
d’inconvénients, parmi lesquels figure la présence d’oscillations parasites dans les champs
mécaniques calculés. Diverses explications peuvent être trouvées dans la littérature quant aux
sources de ces oscillations :

• Dans la Référence [75], il est suggéré que l’approximation de la transformée de Fourier
par une transformée discrète amène une erreur de troncature significative qui se manifeste
sous forme d’oscillations. Le théorème de Shannon requière que le nombre de points de
discrétisation par unité de longueur soit supérieur au double du gradient maximal des
champs mécaniques représentés. S’il s’agit d’étudier les champs de déformations ou de
contraintes dans un domaine composé de plusieurs matériaux, ce gradient maximal est
infini aux interfaces entres les différents matériaux et il est donc impossible de satisfaire le
théorème de Shannon. L’erreur de troncature est en effet significative.
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• Dans la Référence [76], le phénomène de Gibbs est mentionné comme explication possible.
Ce phénomène est caractérisé par l’apparition d’oscillations dans un champ discret au
voisinage des discontinuités.
• Il est bien connu dans le cas des EFs qu’une discrétisation en hexaèdres avec un seul point

d’intégration par élément mène à des modes de déformation parasites dits modes de sablier.
La méthode numérique basée sur la TFR repose sur une discrétisation avec des voxels, qui
sont des hexaèdres, et un champ de déformation constant par voxel. Des modes de sablier
ont été observés dans la littérature avec cette méthode [77].
• La discrétisation des interfaces avec un maillage voxélisé est bien entendu une source

d’oscillations qui a été identifiée dans la littérature [78].
Face à tant d’explications possibles et le grand nombre de solutions proposées pour les atténuer,
un travail d’analyse et de hiérarchisation semble nécessaire.

La modélisation numérique de l’endommagement et de la rupture est un champ de recherche
très large en soit [14]. La modélisation par champ de phase est une piste particulièrement intéres-
sante et popularisée assez récemment [79, 80, 81]. Elle s’inspire des modèles d’endommagement
continu, qui évitent à la fois les difficultés numériques liées à la représentation explicite d’une
discontinuité évolutive dans une discrétisation, et celles liées à la prédiction des phénomènes
d’initiation et de branchement [14]. En effet, dans ces modèles les fissures sont représentées
implicitement par une variable d’endommagement continue, qui permet également de modéliser
la formation et la croissance de micro-fissures et de micro-porosités en plus des (macro-)fissures
[82]. Ces modèles ont une déficience bien connue qui est la dépendance des prédictions vis-à-vis
de la discrétisation [83, 84]. Cette dépendance peut être levée grâce à une régularisation consis-
tant à introduire une variable d’endommagement non locale obtenue par une opération de lissage
local ou par la résolution d’une équation de réaction-diffusion [83, 84].
Les modèles de champ de phase peuvent être vus comme une approche variationnelle aux
modèles d’endommagement non locaux. Ces modèles sont basés sur une formulation unifiée où
il n’y a qu’une seule variable d’endommagement avec une régularisation complètement intégrée
[80, 81].
Ces modèles de champ de phase sont particulièrement intéressants pour une résolution par la mé-
thode numérique basée sur la TFR, car il semble difficile de représenter explicitement une fissure
dans un maillage voxélisé. L’implémentation d’un modèle de champ de phase avec la méthode
numérique basée sur la TFR a néanmoins peu été abordée dans la littérature, à l’exception de
travaux conduits à l’IMT Nord Europe avant mon arrivée [85].
Ces travaux se basent sur une simplification de l’équation de réaction-diffusion pour le champ
de phase. L’influence potentielle de cette simplification sur les résultats a été signalée dans la
littérature [86], mais n’a pas été évaluée numériquement.
Le modèle de champ de phase utilisé dans la Référence [85] repose par ailleurs sur l’introduction
d’une longueur de régularisation. Cette longueur constitue une propriété matériau additionnelle
à définir. Bien que la définition de cette longueur de régularisation à l’échelle d’une structure ait
été assez largement discutée dans la littérature [83], son utilisation à l’échelle mésoscopique ou
microscopique est moins bien comprise [14].

La méthode numérique basée sur la TFR et un exemple démonstratif issu de mes travaux de
post-doctorat sont présentés en Section 2.1.
Une analyse des causes des oscillations parasites dans les solutions calculées par cette méthode
et des solutions pour les réduire est résumée en Section 2.2. Un travail plus spécifique sur
les oscillations liées à la discrétisation irrégulière des interfaces par un maillage voxélisé est
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également présenté.
L’extension de la méthode à la modélisation de la rupture par champ de phase est présentée dans
la Section 2.3. Cette extension est revisitée pour un modèle de champ de phase assez novateur
s’affranchissant de la définition de la longueur de régularisation en tant que propriété matériau,
et donc particulièrement intéressant pour les matériaux hétérogènes.
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2.1 Principe de la méthode

La méthode numérique basée sur la TFR est présentée dans la Sous-section 2.1.1. Une
application démontrant clairement l’intérêt de cette approche est présentée dans la Sous-section
2.1.2.

2.1.1 Méthode

Le domaine de calcul est le pavé Ω = [0, L1] × [0, L2] × [0, L3], avec (L1, L2, L3) ∈ R3+∗. Il
s’agit de résoudre le problème d’équilibre en petites déformations

−∇.σ(x) = 0,x ∈ Ω,

σ(x) = C(x) : ε(x), ε(x) = ∇symu(x) =
1
2

(
∇u(x) + ∇Tu(x)

)
,

u(x) = εM.x + u#(x),

u#

 0
x2

x3

 = u#

 L1

x2

x3

 ,u#

 x1

0
x3

 = u#

 x1

L2

x3

 ,u#

 x1

x2

0

 = u#

 x1

x2

L3

 .
(2.1)

L’inconnue à trouver est le vecteur de déplacement u. Ce problème fait intervenir le champ de
déformation ε, le champ de contraintes de Cauchy σ et le tenseur de rigidité C. Le vecteur de
déplacement se décompose en une partie linéaire et une partie périodique. La partie linéaire est
fonction d’une déformation macroscopique εM qui est une donnée du problème, tout comme le
tenseur de rigidité. Par soucis de simplicité, la loi de Hooke est utilisée dans cette partie, ce qui
correspond à un matériau au comportement élastique linéaire. De nombreuses études démontrant
l’applicabilité de cette méthode à des lois de comportement non linéaires en petites et grandes
déformations peuvent être trouvées dans la littérature [87].
Le problème d’équilibre de l’Équation (2.1) est en réalité un problème d’homogénéisation,
comme détaillé dans le Chapitre 4. Cette partie concerne sa résolution par la méthode numérique
basée sur la TFR. Il s’agit d’un problème linéaire avec coefficients hétérogènes car le tenseur de
rigidité C est fonction de x. Autrement dit, le domaine est composé de différents matériaux.
La première étape consiste à introduire un tenseur de rigidité C0 correspondant à un matériau de
référence purement fictif :

−∇.σ(x) = 0 ⇔ −∇. (C(x) : ε(x)) = 0,
⇔ −∇.

(
(C(x) − C0) : ε(x)

)
= ∇.

(
C0 : ε(x)

)
,

⇔ ∇.
(
C0 : ε(x)

)
= −∇.

(
(C(x) − C0) : ε(x)

)
.

Si le champ de polarisation τ est introduit, un problème linéaire avec coefficients homogènes et
un second membre est obtenu :

∇.
(
C0 : ε(x)

)
= −∇.τ(x),x ∈ Ω,

τ(x) = (C(x) − C0) : ε(x), ε(x) = ∇symu(x),
u(x) = εM.x + u#(x),

u#

 0
x2
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x3
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0
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 x1

x2

0
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L3

 .
(2.2)
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La résolution par une fonction de Green repose sur le problème simplifié :
∇.

(
C0 : G0(x)

)
=

 1
1
1

 δ(x),x ∈ Ω,∫
Ω

G0dΩ = 0,

(2.3)

avec δ(x) =

{
1,x = 0,
0,x , 0, la fonction δ de Dirac. Il est aisé de démontrer que siG0 est solution

du problème (2.3), alors la solution du problème (2.2) peut s’écrire

ε(x) = εM −
(
G0 ∗ ∇.τ

)
(x), (2.4)

avec ∗ l’opérateur de convolution. Il est opportun de rappeler qu’un opérateur différentiel à
coefficients homogènes peut être rentré dans une convolution et transféré indifféremment sur
l’un ou l’autre des opérandes, et que la fonction δ de Dirac est l’élément neutre de la convolution.
Cela permet ainsi de vérifier que

∇.
(
C0 : ε(x)

)
= ∇.

(
C0 :

(
εM −

(
G0 ∗ ∇.τ

)
(x)

))
= −

(
∇.

(
C0 : G0

)
∗ ∇.τ

)
(x)

= −


 1

1
1

 δ(x) ∗ ∇.τ

 (x)

= −∇.τ (x).

Ce résultat démontre que la formule de l’Équation (2.4) est bien solution du problème (2.2). Pour
utiliser cette formule, il faut disposer d’une solution au problème (2.3). Cette solution G0 est
la fonction de Green associée au problème (2.2). Elle est calculable aisément en appliquant la
transformée de Fourier F :

F
(
∇.

(
C0 : G0

))
(ξ) = Jξ.F

(
C0 : G0

)
= Jξ.

(
C0 : F

(
G0

))
,

= Jξ.
(
C0 : Ĝ0

)
,

F


 1

1
1

 δ
 (ξ) =

 1
1
1

 ,
avec J =

√
−1 et Ĝ0 = F

(
G0

)
. Le problème (2.3) est donc équivalent dans l’espace de Fourier

à 
Jξ.

(
C0 : Ĝ0

)
=

 1
1
1

 , ξ2 , 0,

Ĝ0 = 0, ξ2 = 0.

Ce problème peut sembler difficile à inverser mais en faisant un choix intelligent pour le matériau
de référence, cela devient aisé. Par exemple, pour C0

i jkl = δikδ jl le résultat est

Ĝ0
i j =

 −
ξ jJ
ξ2 , ξ

2 , 0,

0, ξ2 = 0.
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Il est assez pratique de réécrire la solution (2.4) sous la forme

ε(x) = εM −
(
G0 ∗ ∇.τ

)
(x) = εM −

(
∇.G0 ∗ τ

)
(x) = εM −

(
Γ0 ∗ τ

)
(x), (2.5)

où Γ̂0 = I ⊗ Jξ.Ĝ0 est appelé opérateur de Green, avec I la matrice identité. Dans la Référence
[73], le matériau de référence est choisit sous la forme C0

i jkl = µ0(δikδ jl + δilδ jk) + λ0δi jδkl, ce qui
mène à l’opérateur de Green

Γ̂0
i jkl =

(δkiξlξ j + δliξkξ j + δk jξlξi + δl jξkξi)
4µ0ξ2 −

λ0 + µ0

µ0(λ0 + 2µ0)
ξiξ jξkξl

ξ4 . (2.6)

Cette approche basée sur une fonction ou un opérateur de Green nécessite un artifice initial qui
est l’introduction du champ de polarisation τ comme second membre, alors que celui-ci dépend
en réalité de la solution. Le prix à payer pour cet artifice est la nécessité d’utiliser un algorithme
itératif pour résoudre le problème initial (2.1).
Différents algorithmes ont été proposés dans la littérature pour cette résolution, dont les méthodes
Newton-Krylov [87] qui sont particulièrement intéressantes pour les problèmes où le comporte-
ment du matériau est non linéaire (i.e., C dépend de ε). Dans la Référence [73], l’algorithme de
point fixe suivant est proposé :

Initialisation :

(a0) ε1(x) = εM

(b0) σ1(x) = C(x) : ε1(x)

Itération (i + 1) : εi et σi connus

(a) τ i(x) = σi(x) − C0 : εi(x)

(b) τ̂ i = F (τ i)

(c) ε̂i+1(ξ) =

 −Γ̂0(ξ) : τ̂ i(ξ), ξ2 , 0,

εM, ξ2 = 0,

(d) εi+1 = Re{F −1(ε̂i+1)}

(e) σi+1(x) = C(x) : εi+1(x)

(f) Test de convergence

(2.7)

Cet algorithme repose sur une transformée de Fourier et une transformée de Fourier inverse
(dont seule la partie réelle est gardée). L’objectif est de convertir la convolution en simple
produit et de pouvoir utiliser la formule de l’Équation (2.6) qui nous fournit l’opérateur de Green
directement dans l’espace de Fourier. Cette transformation n’a d’intérêt que si elle peut être
calculée rapidement. Pour cela, la TFR est utilisée, ce qui nous restreint à des grilles de calcul
régulières, c’est-à-dire des maillages voxélisés.
Il est important de noter que la seule opération globale est la TFR, toutes les autres opérations
étant locales à un voxel. Par ailleurs, la résolution numérique se fait directement sur le champ de
déformation, et satisfait naturellement les conditions aux limites périodiques.

2.1.2 Exemple démonstratif
La méthode numérique basée sur la TFR constitue la sous-couche fondamentale de l’APA

sur laquelle j’ai travaillée pendant mon post-doctorat et qui est abordée au Chapitre 3. J’ai



86 2.1. PRINCIPE DE LA MÉTHODE

donc découvert et étudié en profondeur la méthode numérique basée sur la TFR pendant mon
post-doctorat à la Northwestern University, ce qui m’a été fort utile pour le co-encadrement de la
thèse de doctorat de Xiao MA [88]. J’ai notamment intégré à cette méthode une loi modélisant le
comportement élasto-plastique avec endommagement des résines époxy [12]. J’ai aussi travaillé
sur l’extension de cette méthode aux déformations finies et en particulier avec un modèle de
plasticité de von Mises multiplicatif afin de modéliser la plasticité pendant la mise en forme de
métaux [15].
Je me restreint à présenter dans cette partie certains travaux issus de la Référence [13] et réalisés
dans le cadre d’une collaboration avec Bridgestone Corporation. La méthode numérique basée
sur la TFR a été utilisée pour calculer la rigidité du nano-composite présenté dans la Figure 2.1.
Ce nano-composite est composé d’une matrice en caoutchouc et de particules de Silice.

Figure 2.1 – Image du nano-composite acquise par micro-tomographie 3D haute résolution à
transmission d’électron. Image(s) issue(s) de la Référence [13].
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Le comportement des particules de Silice peut être modélisé simplement par une loi de
comportement élastique linéaire isotrope. Le caoutchouc est quant à lui un matériau dont le
comportement est visco-élastique pour de petites déformations, ce qui signifie que sa réponse
mécanique dépend de la fréquence à laquelle il est sollicité. Cette réponse peut être caractérisée
par une Analyse Mécanique Dynamique (AMD). Cela consiste à appliquer une contrainte sinusoï-
dale à une certaine fréquence. La déformation résultante est déphasée en raison du comportement
visco-élastique du matériau. L’angle de phase δ caractérise ce déphasage et est généralement
présenté sous la forme d’une courbe montrant l’évolution de tan(δ) en fonction de la fréquence.
À partir de cette courbe, les propriétés élastiques du matériau peuvent être obtenues pour chaque
fréquence.
Pour nos calculs, à défaut d’utiliser une loi de comportement visco-élastique, nous avons simple-
ment utilisé une loi de comportement élastique linéaire isotrope pour la matrice caoutchouc et
les particules de Silice, et fait un calcul par fréquence. Nous avons ainsi pu utiliser la méthode
numérique basée sur la TFR avec l’Algorithme 2.7.
Nous avons supposé pour les particules un module de Young très élevé de 300 MPa et un coeffi-
cient de Poisson de 0.19. Pour la matrice caoutchouc, le coefficient de Poisson a été fixé à 0.499
pour obtenir un comportement incompressible et la rigidité a été directement fournie par une
AMD effectuée sur des éprouvettes composées de caoutchouc pur, i.e., sans particules.
Nous nous sommes restreint à un volume de calcul de 513× 513× 75 voxels, ce qui correspond à
un huitième du volume présenté dans la Figure 2.1. Les voxels sont de côté 1.62 nm. Nous avons
réalisé les calculs pour 17 fréquences différentes.
La courbe de tan(δ) calculée par la méthode numérique basée sur la TFR est comparée aux
données expérimentales mesurées par une AMD sur des éprouvettes de nano-composite dans
la Figure 2.2. Une légère différence est observable entre la courbe expérimentale et la courbe
calculée. L’explication la plus largement répandue dans la littérature est la présence d’une couche
composée d’un troisième matériau autour des particules, et dont le comportement ne correspond
ni à la matrice ni aux particules. Dans la Référence [13], nous avons proposé une démarche
numérique permettant d’identifier par analyse inverse les propriétés élastiques de ce matériau dit
d’interphase pour chaque fréquence.
L’intérêt de la méthode numérique basée sur la TFR au sein d’une telle démarche est le temps
de calcul. En effet, les calculs avec cette méthode nous ont pris entre 100 h et 200 h pour une
fréquence, là où un calcul par éléments finis avec un logiciel commercial sur le même maillage
voxélisé aurait pris au moins 1000 fois plus de temps d’après nos collaborateurs de Bridgestone
Corporation.

Cet exemple d’application démontre assez bien les avantages de la méthode numérique basée
sur la TFR :

• une fois segmentée, une image 3D acquise par tomographie peut aisément servir de grille
de calcul, sans nécessité de générer ou adapter un maillage,

• il est facile de faire des coupes dans l’image initiale pour effectuer des calculs sur un
sous-volume,

• la méthode peut être implémentée aisément dans n’importe quel langage de programmation
en s’appuyant sur une librairie existante pour le calcul de la TFR,

• les temps de calcul sont raisonnables, mêmes pour des volumes conséquents.
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Figure 2.2 – Évolution de tan(δ) en fonction de la fréquence pour le nano-composite. La courbe
bleue représente les données expérimentales mesurées par AMD. La courbe verte représente les
résultats de calcul par la méthode numérique basée sur la TFR. Image(s) issue(s) de la Référence
[13].
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2.2 Causes des oscillations parasites et solutions

Cette Section repose essentiellement sur des travaux publiés dans la Référence [10].

Un des principaux inconvénients de la méthode numérique basée sur la TFR est la présence
d’oscillations parasites dans les solutions, comme illustré dans la Figure 2.3. Cet inconvénient
est problématique pour l’objectif visé dans ce chapitre car les critères de rupture dépendent des
champs locaux et sont donc particulièrement sensibles aux oscillations.

Figure 2.3 – Exemple d’oscillations parasites pour un champ de contraintes de cisaillement
calculé avec la méthode numérique basée sur la TFR en utilisant différentes résolutions de grilles :
512 × 512, 1024 × 1024 et 2048 × 2048. Image(s) issue(s) de la Référence [89].

Dans la thèse de Xiao MA [88], nous avons conduit une investigation approfondie afin
d’analyser les sources de ces oscillations. Pour cela, nous avons créé les trois modèles présentés
dans la Figure 2.4, où le module de Young et le coefficient de Poisson correspondent à des fibres
de verre dans la partie rouge et une matrice époxy dans la partie bleue.
Le chargement appliqué est une tension uni-axiale dans la direction x montrée dans la Figure 2.4.
Cela signifie que seule la composante εM

xx de la déformation macroscopique est imposée, tandis
que pour les autres composantes c’est la contrainte macroscopique σ qui est imposée, et ce à
une valeur nulle. Cela requière une légère modification de l’Algorithme 2.7. Les détails de cette
modification peuvent être trouvés dans la littérature [75, 90].
Le modèle A étant uni-dimensionnel, il devrait mener à un champ de contrainte homogène
mais un champ de déformation discontinu. Dans le modèle B, quatre zones de concentration
des contraintes sont rajoutées. Dans le modèle C, la discrétisation en zig-zag de l’interface est
rajoutée en raison du maillage voxélisé.

L’analyse des oscillations parasites sur les trois modèles et pour différentes variantes de
la méthode numérique basée sur la TFR est présentée dans la Sous-section 2.2.1. Un travail
spécifique aux oscillations liées à la discrétisation irrégulière des interfaces est présenté dans la
Sous-section 2.2.2.
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Figure 2.4 – Illustration des trois modèles utilisés pour l’analyse des oscillations parasites :
(a) modèle A, (b) modèle B et (c) modèle C. Les trois modèles sont discrétisés avec différents
maillages voxélisés utilisant une résolution identique dans la direction x et y, et un seul voxel
dans la direction z. Image(s) issue(s) de la Référence [10].

2.2.1 Analyse et solutions générales
Nous avons conduit notre analyse avec la méthode numérique basée sur la TFR originale

telle que présentée dans la Sous-section 2.1.1, mais aussi avec deux variantes proposées dans
la littérature. La première variante, appelée méthode de Willot, s’inspire de la méthode des
différences finies et notamment d’un schéma dit tourné [89]. La discrétisation des opérateurs
divergence et gradient est modifiée, ce qui a pour conséquence de mener à un opérateur de Green
différent. De manière similaire, la seconde variante, appelée méthode de Schneider, consiste
à s’inspirer de la méthode des EFs et mène à un opérateur de Green différent selon qu’une
intégration réduite (un point d’intégration par voxel) soit utilisée ou une intégration complète
(huit points d’intégration par voxel) [89].
Dans le cas réduit, les deux variantes sont équivalentes et mènent au même résultat, qui doit
théoriquement correspondre avec un calcul par la méthode des EFs avec intégration réduite. Dans
le cas complet, la méthode de Schneider nécessite de modifier l’Algorithme 2.7 afin d’effectuer
les calculs huit fois par voxel. L’opérateur de Green est lui aussi modifié et discrétisé en huit
points d’intégration par voxel. Cette méthode doit théoriquement mener au même résultat qu’un
calcul par la méthode des EFs avec intégration complète. Nous avons implémenté toutes ces
variantes dans un code Python.

Comme métrique pour évaluer la précision de ces différentes variantes, nous avons analysé le
saut D j = ε j+1 − ε j de la première composante du champ de déformation le long d’une ligne dé-
terminée. Nous avons ensuite calculé pour chaque variante α l’erreur absolue MD j = |Dα

j −DREF
j |

par rapport à une solution de référence REF calculée par la méthode des EFs sur le même
maillage voxélisé. Enfin, nous avons calculé une erreur absolue moyenne MD en moyennant
MD sur toute une ligne.
Pour les modèles A et B, la solution de référence a été obtenue par la méthode des EFs avec
intégration complète. Pour le modèle C, la solution de référence a été obtenue par la méthode des
EFs avec intégration réduite mais un maillage non voxélisé adapté à la géométrie et de résolution
équivalente.

Nous observons dans la Figure 2.5 que la méthode numérique basée sur la TFR mène systé-
matiquement à un résultat exact à la précision machine près pour le modèle A, et ce quelle que
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soit la variante. Le champ de contraintes obtenu est bien homogène, et le champ de déformation
est bien discontinu. Par conséquent, ce modèle nous a permis d’éliminer les explications basées
sur le théorème de Shannon ou le phénomène de Gibbs.

Figure 2.5 – Erreur absolue moyenne MD le long d’une ligne horizontale pour le modèle A en
utilisant différentes résolutions. Les variantes sont notées M-S pour la méthode originale basée
sur l’Équation (2.6), W-S pour la méthode de Willot et SF pour la méthode de Schneider avec
intégration complète. La solution obtenue par la méthode des EFs avec intégration réduite est
notée FEMR. Image(s) issue(s) de la Référence [10].

En ce qui concerne le modèle B, les résultats sont présentés dans la Figure 2.6. Nous ob-
servons que la méthode de Willot correspond bien avec la méthode des EFs avec intégration
réduite, et mène à de meilleurs résultats que la méthode originale. Les modes de déformations
parasites ont un rôle non négligeable dans ce modèle, puisque la méthode de Schneider mène à
de meilleurs résultats que la méthode des EFs avec intégration réduite. Cela nous a permis de
confirmer la présence des modes de sablier dans la méthode numérique basée sur la TFR.

Figure 2.6 – Erreur absolue moyenne MD pour le modèle B en utilisant différentes résolutions :
(a) le long d’une ligne horizontale et (b) le long d’une ligne verticale. Les variantes sont notées
M-S pour la méthode originale basée sur l’Équation (2.6), W-S pour la méthode de Willot et SF
pour la méthode de Schneider avec intégration complète. La solution obtenue par la méthode des
EFs avec intégration réduite est notée FEMR. Image(s) issue(s) de la Référence [10].

Les résultats pour le modèle C sont présentés dans la Figure 2.7. La correspondance entre
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la méthode de Willot et la méthode des EFs avec intégration réduite est retrouvée, ainsi que la
correspondance entre la méthode de Schneider et la méthode des EFs avec intégration complète.
De manière surprenante, c’est la méthode originale qui semble conduire à de meilleurs résultats.
Cela est dû au fait que pour le modèle C c’est la discrétisation en zig-zag de l’interface qui est la
cause dominante des oscillations, et qu’aucune des variantes considérées n’a été créée pour gérer
cet aspect du problème.
En outre, en comparant les échelles entre la Figure 2.6 et la Figure 2.7, il apparaît que la discréti-
sation irrégulière de l’interface mène à des erreurs plus grandes que les modes de sablier.

Figure 2.7 – Erreur absolue moyenne MD le long de l’interface pour le modèle C en utilisant
différentes résolutions : (a) composante radiale du champ de déformation et (b) composante
tangentielle du champ de déformation. Les variantes sont notées M-S pour la méthode originale
basée sur l’Équation (2.6), W-S pour la méthode de Willot et SF pour la méthode de Schneider
avec intégration complète. Les solutions obtenues par la méthode des EFs sont notées FEMR
pour l’intégration réduite et FEMF pour l’intégration complète. Image(s) issue(s) de la Référence
[10].

Pour résumer, cette analyse sur trois modèles nous a permis de confirmer la présence d’oscil-
lations parasites dans les solutions calculées par la méthode numérique basée sur la TFR. Les
deux causes que nous avons pu confirmer sont l’utilisation d’une intégration réduite et d’une
discrétisation voxélisée de l’interface. La méthode de Schneider peut sembler plus intéressante
car elle élimine totalement les modes de sablier dûs à l’intégration réduite, mais le surcout lié
aux huit points d’intégration par voxel ne nous a pas semblé justifier son utilisation. En effet, les
oscillations dues à l’intégration réduite sont d’une amplitude bien inférieure à celles dues à la
discrétisation irrégulière de l’interface.
En ce qui concerne la comparaison entre la méthode originale et celle de Willot, les analyses
présentées dans cette partie semblent montrer que la méthode de Willot a peu d’intérêt, notam-
ment sur le modèle C. Nous avons conduit des analyses complémentaires dans la Référence [10]
qui nous ont révélé que les erreurs à l’interface peuvent effectivement être parfois supérieures
avec la méthode de Willot par rapport à la méthode originale, mais sur l’ensemble du domaine la
méthode de Willot est globalement plus précise.
Étant donné qu’aucune des méthodes envisagées dans cette partie ne traite réellement le problème
lié à la discrétisation en zig-zag de l’interface, nous nous sommes intéressé dans un second temps
aux méthodes traitant spécifiquement ce problème.



CHAPITRE 2. MODÉLISATION DE LA RUPTURE PAR CHAMP DE PHASE ET
TRANSFORMÉE DE FOURIER RAPIDE 93

2.2.2 Solutions pour les interfaces
Afin de réduire les oscillations dues à la discrétisation irrégulière de l’interface, la méthode

des voxels composites a été proposée dans la littérature [91]. Dans le modèle C, la discrétisation
en zig-zag est causée par la nécessité d’attribuer un matériau (fibre ou matrice) unique à chaque
voxel. La méthode des voxels composites consiste à autoriser la présence de deux matériaux à
l’intérieur d’un voxel. La fraction volumique occupée localement par chaque matériau à l’inté-
rieur du voxel est utilisée pour calculer une réponse mécanique homogénéisée localement. Il est
possible pour cela d’utiliser la loi des mélanges ou tout autre approche analytique permettant de
calculer la réponse mécanique du matériau dans ce voxel composite.
Les auteurs de la Référence [91] ont obtenu leurs meilleurs résultats avec une approche basée
sur la théorie classique des laminés. Cette approche n’est pas détaillée dans cette partie, mais il
est important de mentionner qu’elle nécessite de connaitre non seulement la fraction volumique
mais aussi le vecteur normal à l’interface dans chaque voxel.
Pour calculer ces deux informations locales, les auteurs de la Référence [91] ont proposé de
sous-diviser chaque voxel traversé par l’interface en sous-voxels. Un matériau (fibre ou matrice)
est alors attribué à chaque sous-voxel et différentes moyennes sont calculées pour obtenir la
fraction volumique et le vecteur normal pour le voxel. Cette approche est assez simple à mettre
en œuvre lorsque l’interface est fournie sous forme paramétrique. Par exemple, pour le modèle
C, le centre et le rayon du cercle sont connus, ce qui permet facilement d’attribuer un matériau à
chaque sous-voxel. Dans le cas général, si la géométrie est fournie sous la forme d’une image
acquise par tomographie, cela peut être plus ardu.

Dans la thèse de Xiao MA [88], nous avons proposé une approche alternative s’appuyant
sur les Fonctions De Niveau (FDNs, Équation (1.4)) et les fonctions de Heaviside régularisées
(Équation (1.21)). Nous utilisons directement la valeur de la fonction de Heaviside régularisée
dans chaque voxel comme fraction volumique locale, et le gradient de la fonction de Heaviside
régularisée comme vecteur normal local.
Comme mentionné dans la Sous-section 1.1.2, l’intérêt des FDNs est qu’elles peuvent facilement
être calculées pour toute géométrie, que celle-ci soit représentée paramétriquement ou sous la
forme d’une image. Le calcul de fonctions de Heaviside régularisées ne pose pas non plus de
grande difficulté, si ce n’est la définition de l’épaisseur de la couche de transition où des voxels
composites vont être introduits. Nous avons choisi une épaisseur de deux voxels afin d’avoir
systématiquement au moins un voxel composite à l’interface, et au maximum un voxel côté
matrice et un voxel côté fibre. Cette approche diffère avec la méthode des voxels composites
originale, qui se restreint seulement aux voxels traversés par l’interface.
Un exemple de résultat pour le modèle C est présenté dans la Figure 2.8. Cette figure montre
bien l’intensité des oscillations et leur réduction avec les voxels composites.

Nous avons conduit des analyses plus poussées dans la Référence [10] afin de vérifier
que notre approche basée sur les FDNs donne des résultats comparables à l’approche voxels
composites originale de la Référence [91]. Cela nous a permis de conclure que la combinaison
de la méthode de Willot avec la méthode des voxels composites basée sur une FDN est une
combinaison intéressante en termes de précision, de simplicité de mise en œuvre et de temps de
calcul.
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Figure 2.8 – Champ de déformation le long de l’interface pour le modèle C en utilisant une
résolution de 375 × 375 × 1 voxels : (a) composante radiale du champ de déformation et (b)
composante tangentielle du champ de déformation. La méthode de Willot est systématiquement
utilisée pour l’opérateur de Green. Les variantes sont notées W-S pour la méthode sans voxels
composites, W-S+TCV pour la méthode des voxels composites originale et W-S+OCV pour la
méthode des voxels composites que nous avons proposée. La solution Conformal FEM est celle
obtenue par la méthode des EFs avec intégration réduite et un maillage adapté à l’interface et de
résolution équivalente. Image(s) issue(s) de la Référence [10].
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2.3 Approche champ de phase pour la rupture
L’Algorithme 2.7 suppose un comportement linéaire du matériau. Cet algorithme s’applique

néanmoins sans grande difficulté aux comportements non linéaires, bien que cela puisse augmen-
ter significativement le nombre d’itérations de point fixe. La modélisation par champ de phase
introduit une variable supplémentaire, le champ de phase d, et une équation supplémentaire à
résoudre pour cette variable. La résolution de cette équation par la méthode numérique basée sur
la TFR n’est pas triviale mais a déjà été traitée dans des travaux à l’IMT Nord Europe antérieurs
à mon arrivée et à la thèse de doctorat de Xiao MA [85].
La méthode de résolution était basée sur une version simplifiée de l’équation d’évolution du
champ de phase. Cette simplification a été levée dans la thèse de doctorat de Xiao MA [88] et son
influence sur les résultats a été évaluée. L’algorithme de résolution avec et sans simplification est
présenté dans la Sous-section 2.3.1.
Les premières tentatives d’application de ce modèle de champ de phase sur des matériaux
hétérogènes et en particulier des composites a très vite montré des limites. Celles-ci étaient dues
à la dépendance des résultats vis-à-vis de la longueur de régularisation introduite par le modèle.
Cela nous a amené à nous intéresser à un autre modèle de champ de phase où cette longueur de
régularisation joue le rôle de paramètre numérique et non matériau. Ces travaux sont résumés
dans la Sous-section 2.3.2.

2.3.1 Modèle de Miehe
Cette Sous-section repose essentiellement sur des travaux publiés dans la Référence [6].

Le modèle implémenté dans la Référence [85] est le modèle de Miehe [80, 81]. Ce modèle
est brièvement présenté dans le Paragraphe 2.3.1.1. Les détails de l’approche variationnelle
permettant de le construire peuvent être trouvés dans la littérature Référence [80, 81].
La méthode numérique basée sur la TFR pour résoudre les équations de ce modèle est présentée
dans le Paragraphe 2.3.1.1. La simplification utilisée dans la Référence [85] implique notamment
une légère modification de l’algorithme.
Des résultats de simulation montrant l’intérêt de l’implémentation du modèle complet, sans
simplification, sont présentés dans le Paragraphe 2.3.1.3.

2.3.1.1 Modèle

Le modèle de Miehe repose sur une décomposition additive en partie tension et compression
du champ de déformation :

ε =

3∑
n=1

εnpn ⊗ pn = ε+ + ε−,

où εn et pn désignent respectivement les valeurs propres et les vecteurs propres du tenseur de
déformation. Les parties tension ε+ et compression ε− peuvent être obtenues par les relations

ε+ =

3∑
n=1

〈εn〉
+pn ⊗ pn, et ε− =

3∑
n=1

〈εn〉
−pn ⊗ pn,

où 〈w〉+ =
w + |w|

2
est l’opérateur partie positive et 〈w〉− =

w − |w|
2

l’opérateur partie négative.
Cette décomposition additive du tenseur de déformation permet de n’atténuer la rigidité du
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matériau que dans les points du domaine où le chargement est dominé par la tension, de sorte
que la présence d’une fissure n’affecte pas la rigidité du matériau en compression. Le tenseur des
contraintes de Cauchy est ainsi donné par

σ(x, t) = g(d(x, t))
(
λ(x)〈tr(ε(x, t))〉+I + 2µ(x)ε+(x, t)

)
+
(
λ(x)〈tr(ε(x, t))〉−I + 2µ(x)ε−(x, t)

)
,

(2.8)
où g est la fonction de dégradation énergétique donnée par g(d) = (1 − d)2, avec d le champ
de phase. Les paramètres de Lamé λ et µ varient spatialement en raison de l’hétérogénéité du
matériau.
La décomposition additive intervient aussi dans l’expression de l’énergie de déformation initiale

φ+
0 (x, t) =

1
2
λ(x)

(
〈tr(ε(x, t))〉+

)2
+ µ(x)ε+(x, t) : ε+(x, t),

qui permet de définir la variable d’histoire du modèle de champ de phase

H(x, t) = max
s≤t

φ+
0 (x, s).

L’utilisation de cette variable d’histoire permet de garantir l’irréversibilité de l’endommagement
ḋ ≥ 0 et de restreindre les valeurs de d dans l’intervalle [0, 1]. Cette variable intervient dans la
loi d’évolution du champ de phase

g′(d(x, t))H(x, t) +
Gc(x)
lc(x)

d(x, t) − ∇. (Gc(x)lc(x)∇d(x, t)) = 0,x ∈ Ω. (2.9)

Cette loi fait intervenir le taux de dissipation d’énergie critique de Griffith Gc et la longueur de
régularisation lc, qui sont toutes deux des propriétés du matériau. Elles varient spatialement en
raison de l’hétérogénéité du matériau.
Par rapport aux modèles d’endommagement continu, le modèle de champ de phase a l’intérêt de
rassembler plusieurs opérations dans une seule équation : l’évolution de la variable d’endom-
magement d, sa régularisation avec le terme de diffusion et son irréversibilité avec la variable
d’histoireH .
Dans la Référence [85], l’Équation (2.9) a été simplifiée sous la forme

g′(d(x, t))H(x, t) +
Gc(x)
lc(x)

d(x, t) −Gc(x)lc(x)∆d(x, t) = 0,x ∈ Ω, (2.10)

ce qui revient à négliger le terme ∇ (Gc(x)lc(x)) .∇d(x, t). Ce terme est nul dans le cas d’un
matériau homogène mais il peut avoir une influence non négligeable dans le cas d’un matériau
hétérogène.

2.3.1.2 Méthode numérique

Bien que ce travail se restreigne à des analyses en statique, les simulations sont conduites
sur plusieurs incréments de temps correspondants en réalité à des incréments de chargement
(le temps est purement fictif). Il est visible dans l’Équation (2.8) que le problème d’équilibre à
résoudre pour ε dépend de d à travers la fonction de dégradation g. De même, dans l’Équation
(2.9), l’équation à résoudre pour d dépend de ε à travers la variable d’histoireH . Pour résoudre
ce problème, un couplage faible est adopté dans cette section, ce qui implique l’utilisation
d’un pas de temps assez petit. Le problème d’équilibre est d’abord résolu avec le champ de
phase calculé au pas de temps précédent, puis la déformation obtenue est utilisée pour résoudre
l’équation d’évolution du champ de phase.
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Avec ce couplage faible, l’Algorithme 2.7 peut être utilisé pour résoudre le problème d’équilibre.
La seule modification à faire est le calcul de la contrainte, qui doit reposer sur l’Équation (2.8).
Celle-ci ne pose pas de difficulté malgré la non linéarité de l’Équation (2.8) causée par la sépa-
ration entre tension et compression. Afin de réduire le nombre d’itérations, le schéma de point
fixe est accéléré avec l’algorithme d’Anderson. Celui-ci est déjà implémenté dans le logiciel
AMITEX, qui a été utilisé dans les développements précédents [85]. L’opérateur de Green de
l’Équation (2.6) est utilisé dans cette section.

Le seul verrou à lever est donc la résolution numérique de l’Équation (2.9). Pour cela,
l’approche basée sur les fonctions de Green et la TFR présentée dans la Section 2.1 peut servir
d’inspiration. Pour cela, il s’agit de remplacer dans un premier temps g′(d) = −2(1 − d) par son
expression dans l’Équation (2.9) pour obtenir

(
2H(x, t) +

Gc(x)
lc(x)

)
d(x, t) − ∇. (Gc(x)lc(x)∇d(x, t)) = 2H(x, t).

Deux opérateurs peuvent être identifiés dans le membre gauche de cette équation. Ils corres-
pondent aux parties réaction et diffusion, et comportent tous deux des coefficients hétérogènes.

Pour les éliminer du membre gauche les fonctions A(x) = 2H(x, t)+
Gc(x)
lc(x)

et Q(x) = Gc(x)lc(x)

et les constantes de référence

A0 =
maxx∈Ω A(x) + minx∈Ω A(x)

2
et Q0 =

maxx∈Ω Q(x) + minx∈Ω Q(x)
2

sont introduites. Ensuite les opérateurs avec coefficients homogènes dans le membre gauche sont
insérés pour obtenir

A0d(x, t) − Q0∆d(x, t) = 2H(x, t) −
(
A(x) − A0

)
d(x, t) + ∇.

((
Q(x) − Q0

)
∇d(x, t)

)
.

Cela permet d’identifier le champ de polarisation

η(x) = 2H(x, t) −
(
A(x) − A0

)
d(x, t) + ∇.

((
Q(x) − Q0

)
∇d(x, t)

)
.

Dans l’espace de Fourier, la solution

d̂ =
η̂

A0 + Q0ξ2

est ainsi obtenue. De même que dans la Section 2.1, la dépendance du champ de polarisation
vis-à-vis de la solution nous amène à utiliser un algorithme de point fixe :
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Initialisation :

(a0) d1(x) = 0

(b0) A(x) = 2H(x, t) +
Gc(x)
lc(x)

et Q(x) = Gc(x)lc(x)

(c0) A0 =
maxx∈Ω A(x) + minx∈Ω A(x)

2
et Q0 =

maxx∈Ω Q(x) + minx∈Ω Q(x)
2

Itération (i + 1) : di connu

(a) ηi(x) = 2H(x, t) −
(
A(x) − A0

)
di(x, t) + ∇.

((
Q(x) − Q0

)
∇di(x, t)

)
(b) η̂i = F (ηi)

(c) d̂i+1 =
η̂i

A0 + Q0ξ2

(d) di+1 = Re{F −1}(d̂i+1)

(e) Test de convergence
(2.11)

La simplification entre l’Équation (2.9) et l’Équation (2.10) n’a aucune influence visible sur l’al-
gorithme car le membre gauche provient des termes de référence qui reposent systématiquement
sur des coefficients constants. C’est dans le calcul du champ de polarisation que cette simplifi-
cation influe. Avec la simplification, en effet, nous obtenons dans l’étape (a) de l’Algorithme
2.11

ηi = 2H −
(
A − A0

)
di +

(
Q − Q0

)
∆di

= 2H −
(
A − A0

)
di −

(
Q − Q0

)
F −1

(
ξ2F

(
di
))
,

tandis que sans simplification nous avons

ηi = 2H −
(
A − A0

)
di + ∇.

((
Q − Q0

)
∇di

)
= 2H −

(
A − A0

)
di + F −1

(
Jξ.F

((
Q − Q0

)
F −1

(
JξF

(
di
))))

.

Ce calcul implique un aller-retour supplémentaire vers l’espace de Fourier dans le cas sans
simplification.

2.3.1.3 Résultats

Les simulations présentées dans cette partie sont basées sur un cas test avec deux moitiés de
fibres plus ou moins proches l’une de l’autre. L’étude de l’influence de la distance entre les fibres
sur la réponse mécanique de ce matériau a été fondamentale pour comprendre les limites de la
méthode simplifiée. L’étude du rôle de cette distance par rapport à la longueur de régularisation
du modèle de Miehe a également été d’une importance capitale puisqu’elle a motivé le travail
sur le modèle de Wu qui est présenté dans la Sous-section 2.3.2.
Le modèle avec les deux moitiés de fibres écartées de 3.29 µm est montré dans la Figure 2.9. Ce
modèle est discrétisé avec une grille de 225 × 225 × 1 voxels, ce qui correspond à une taille de
voxel de 88.9 nm. Des fibres de verre avec un module de Young de 74 GPa, un coefficient de
Poisson de 0.2 et un taux de dissipation d’énergie critique de 60 N mm−1 sont considérées, ainsi
qu’une matrice époxy avec un module de Young de 4650 MPa, un coefficient de Poisson de 0.35
et un taux de dissipation d’énergie critique de 0.96 N m−1.
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La longueur lc est supposée homogène et différentes simulations avec des valeurs allant de
0.54 µm à 3.30 µm sont conduites. Dans tous les cas, la valeur de lc satisfait le critère de Miehe,
qui impose que lc soit supérieure à deux fois la taille de voxel.
Le chargement appliqué est une tension uni-axiale dans la direction x montrée dans la Figure 2.9,
avec un pas de chargement de 5 × 10−7.

Figure 2.9 – Modèle utilisé pour étudier l’influence de la simplification de la loi d’évolution du
champ de phase. Les fibres sont en bleu et la matrice en rouge. Image(s) issue(s) de la Référence
[6].

Avec les valeurs de Gc utilisées pour la matrice et les fibres, la fissuration des fibres est
quasi-impossible dans ce cas test, et ce quelle que soit la valeur de lc. Avec la méthode simplifiée,
pourtant, un endommagement des fibres est observable, avec une valeur maximale du champ de
phase d dans les fibres non nulle et même croissante avec une longueur lc plus grande. Cela est
démontré par la Table 2.1.

lc 0.54 µm 0.81 µm 1.30 µm 2.20 µm 3.30 µm
max
x∈fibres

d(x) 0.15 0.24 0.38 0.56 0.68

Table 2.1 – Champ de phase maximal calculé à l’intérieur des fibres à l’état final (i.e., après
rupture) avec la méthode simplifiée pour différentes valeurs de la longueur de régularisation.

La Figure 2.10 montre bien qu’avec une valeur de lc de plus en plus grande, il y a clairement
un endommagement des fibres. Il semble même que le champ de phase soit uni-dimensionnel,
avec une évolution dans la direction x et aucun changement visible dans la direction y, et ce
malgré la présence des fibres.

L’endommagement des fibres est d’autant plus clair dans la Figure 2.11, qui montre l’évolu-
tion du champ de phase le long d’une ligne horizontale. Clairement, un endommagement des
fibres est observable, même avec la valeur de lc la plus petite. Cet endommagement des fibres
est plus intense avec une valeur de lc plus grande. Ce phénomène semble s’apparenter à de la
diffusion.
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Figure 2.10 – Champ de phase à l’état final (i.e., après rupture) pour les différentes simulations
avec la méthode simplifiée et une longueur lc de : (a) 0.54 µm, (b) 0.81 µm, (c) 1.30 µm, (d)
2.20 µm et (e) 3.30 µm. L’interface fibres/matrice est délimitée en pointillés. Image(s) issue(s)
de la Référence [6].

Figure 2.11 – Évolution du champ de phase le long d’une ligne horizontale à l’état final (i.e., après
rupture) pour les différentes simulations avec la méthode simplifiée. L’interface fibres/matrice
est délimitée en pointillés. Image(s) issue(s) de la Référence [6].



CHAPITRE 2. MODÉLISATION DE LA RUPTURE PAR CHAMP DE PHASE ET
TRANSFORMÉE DE FOURIER RAPIDE 101

Pour vérifier cette hypothèse, des valeurs de Gc encore plus grandes sont utilisées pour
les fibres. Les résultats sont présentés dans la Figure 2.12. Clairement, une diffusion de l’en-
dommagement de la matrice vers les fibres est observable, et ce même en utilisant une valeur
absurdement grande pour le taux de dissipation d’énergie critique des fibres. De fait, cette pro-
priété ne semble pas influencer les résultats, ce qui indique que la valeur de 60 N mm−1 utilisée
dans les premières simulations était déjà assez grande.

Figure 2.12 – Évolution du champ de phase le long d’une ligne horizontale à l’état final (i.e.,
après rupture) pour les simulations avec la méthode simplifiée, un taux de dissipation d’énergie
critique des fibres encore plus grand et une valeur de lc de : (a) 1.30 µm et (b) 3.30 µm. L’interface
fibres/matrice est délimitée en pointillés. Image(s) issue(s) de la Référence [6].

L’intérêt est porté dans les simulations suivantes vers la formulation complète. Le premier
résultat est que la valeur maximale du champ de phase d dans les fibres reste nulle quelle que
soit la valeur de lc, et ce à la précision machine près.
Les champs de phase après rupture pour la méthode complète sont montrés dans la Figure
2.13. La comparaison avec la Figure 2.10 montre bien l’influence de la simplification. Avec la
méthode complète, le champ de phase varie dans les deux directions. En effet, les fibres semblent
constituer un goulot d’étranglement restreignant l’endommagement dans la direction horizontale
au centre du domaine.

La Figure 2.14 démontre clairement que la méthode complète permet d’obtenir une transition
nette entre le champ de phase dans la matrice et celui dans les fibres. L’influence de lc sur cette
transition est complètement éliminée.

Il convient aussi de s’intéresser à la réponse macroscopique calculée avec ces simulations à
l’échelle des fibres. Les courbes contrainte-déformation pour les deux méthodes et les différentes
valeurs de lc sont présentés dans la Figure 2.15. Ces courbes démontrent l’influence non négli-
geable de la diffusion de l’endommagement à travers les interfaces dans la méthode simplifiée
sur la réponse mécanique macroscopique. La méthode complète semble donc essentielle pour la
modélisation numérique de la rupture dans les matériaux hétérogènes, et ce à un niveau local
comme global. D’autres exemples et analyses peuvent être trouvés dans la Référence [6].
Au-delà de cette influence de la simplification de la loi d’évolution du champ de phase, la Figure
2.15 révèle aussi une limite du modèle de Miehe. En effet, la résistance à la rupture prédite
par les simulations dépend de la valeur de lc. Ainsi, une résistance au-dessus de 30 MPa pour
lc = 0.54 µm et 3.30 µm est observable, et une résistance en-dessous de 30 MPa pour les autres
valeurs de lc. Cette influence de lc sur les résultats est bien connue pour le modèle de Miehe, et a
suscité un intérêt pour des modèles s’affranchissant de cette limite dans la littérature récente.
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Figure 2.13 – Champ de phase à l’état final (i.e., après rupture) pour les différentes simulations
avec la méthode complète et une longueur lc de : (a) 0.54 µm, (b) 0.81 µm, (c) 1.30 µm, (d)
2.20 µm et (e) 3.30 µm. L’interface fibres/matrice est délimitée en pointillés. Image(s) issue(s)
de la Référence [6].

Figure 2.14 – Évolution du champ de phase le long d’une ligne horizontale à l’état final (i.e., après
rupture) pour les différentes simulations avec la méthode complète. L’interface fibres/matrice est
délimitée en pointillés. Image(s) issue(s) de la Référence [6].
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Figure 2.15 – Courbes contrainte-déformation pour les différentes simulations avec les deux
méthodes et une longueur lc de : (a) 0.54 µm, (b) 0.81 µm, (c) 1.30 µm, (d) 2.20 µm et (e) 3.30 µm.
Image(s) issue(s) de la Référence [6].
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2.3.2 Modèle de Wu
Cette Sous-section repose essentiellement sur des travaux publiés dans la Référence [88].

Suite à l’analyse de la Sous-section 2.3.1, dans cette partie le modèle de Wu complet [92] est
considéré, sans simplification. Ce modèle a attiré notre attention pendant la thèse de Xiao MA
[88] pour plusieurs de ses propriétés prometteuses :

• La longueur de régularisation lc y joue le simple rôle de paramètre numérique, et a une
influence négligeable sur les résultats tant au niveau local que global à condition qu’elle
soit assez petite.

• Il intègre la résistance à la rupture du matériau σc.

• Il est construit sur la base d’une loi cohésive. Même dans le cas simple d’une loi bilinéaire,
le champ de phase reste nul tant que la résistance à la rupture n’a été atteinte nulle part
dans le domaine. Par conséquent, la réponse du matériau reste purement élastique avant
l’initiation de la fissure. Cela n’est pas le cas dans le modèle de Miehe.

Pour pouvoir comparer nos résultats avec ceux de la Référence [92], nous avons utilisé une
formulation hybride où il y a une séparation entre tension et compression dans la définition de
l’énergie de déformation initiale mais pas dans celle du tenseur des contraintes de Cauchy. Nous
avons aussi opté pour la loi cohésive bilinéaire.
Ce modèle est brièvement présenté dans le Paragraphe 2.3.2.1. Sa résolution numérique avec la
méthode basée sur la TFR est détaillée dans le Paragraphe 2.3.2.2, et des résultats démontrant
ses propriétés intéressantes sont présentés dans le Paragraphe 2.3.2.3.

2.3.2.1 Modèle

Sans séparation entre tension et compression, nous avons pour le tenseur des contraintes de
Cauchy

σ(x, t) = g(d(x, t)) (λ(x)tr(ε(x, t))I + 2µ(x)ε(x, t)) , (2.12)

où la fonction de dégradation énergétique est donnée par

g(d(x, t)) =
(1 − d(x, t))2

(1 − d(x, t))2 + a1(x)d(x, t)(1 − 1
2d(x, t))

, a1(x) =
4

πlc(x)
E(x)Gc(x)
σc(x)

.

L’énergie de déformation initiale est définie par

φ+
0 (x, t) =

(〈σ1(x, t)〉+)2

2E(x)
,

où σ1 est la contrainte principale maximale et E le module de Young. Cette formule correspond
à un critère de rupture de Rankine avec séparation entre tension et compression. La variable
d’histoire du modèle Wu est dans ce cas

H(x, t) = max
(
(σc(x))2

2E(x)
,max

s≤t
φ+

0 (x, s)
)
,

et l’équation d’évolution du champ de phase est

g′(d(x, t))H(x, t) +
2
π

Gc(x)
lc(x)

(1 − d(x, t)) − ∇.
(
2
π

Gc(x)lc(x)∇d(x, t)
)

= 0,x ∈ Ω. (2.13)
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2.3.2.2 Méthode numérique

L’implémentation de ce modèle avec la méthode numérique basée sur la TFR n’a pas été
abordée dans la littérature et a donc constitué une contribution importante de la thèse de Xiao
MA [88]. La difficulté provient du fait que même avec un couplage faible, l’Équation (2.13) qui
définit l’évolution du champ de phase de Wu est non linéaire en raison de la non linéarité de la
fonction de dégradation g et de sa dérivée g′.
Nous avons trouvé que l’Algorithme 2.11 ne peut être adapté à ce modèle. Un contre-exemple en
1D est proposé dans la Référence [88] pour démontrer qu’un algorithme de point fixe ne peut
résoudre l’Équation (2.13). Après diverses tentatives infructueuses avec différentes approches,
nous avons opté pour une résolution avec un algorithme de type Newton-Krylov [87]. Pour éviter
que le doctorant soit confronté à des difficultés insurmontables en essayant d’implémenter cet
algorithme dans le logiciel AMITEX, nous avons développé un code Python pour le modèle de
Wu. Cela nous a aussi permis d’envisager un couplage fort avec un schéma de minimisation
alternée [79].
Ce schéma repose sur le même mécanisme de séparation entre la résolution du problème
d’équilibre et celle de l’équation d’évolution du champ de phase. Nous résolvons ainsi d’abord
le problème d’équilibre avec un champ de phase gelé, puis nous résolvons l’équation d’évolution
avec un champ de déformation gelé. Le changement par rapport au couplage faible, c’est qu’au
lieu de passer à l’incrément de temps suivant, nous recommençons la procédure, et ce jusqu’à
vérifier un certain critère de convergence. Contrairement au couplage faible, cette procédure
permet de s’assurer que le système est à l’équilibre à la fin d’un incrément de temps [79]. En
outre, la fissure peut se propager en un seul incrément de temps bien au-delà de ce qui est
possible avec un couplage faible, ce qui permet d’utiliser un pas de temps plus grand [79].
L’algorithme de Newton-Krylov pour la résolution de l’Équation (2.13) à chaque itération du
schéma de minimisation alternée consiste en deux boucles imbriquées. La première est celle de
l’algorithme de Newton-Raphson qui repose sur une linéarisation de l’équation sous la forme

R′(di)δdi+1 = −R(di), δdi+1 = di+1 − di,

R(di) = g′(di)H +
2
π

Gc

lc

(
1 − di

)
− ∇.

(
2
π

Gclc∇di

)
,

R′(d)δdi+1 = g′′(di)Hδdi+1 −
2
π

Gc

lc
δdi+1 − ∇.

(
2
π

Gclc∇δdi+1
)
.

Ce problème linéaire est résolu par un schéma de gradient conjugué. Celui-ci requière pour le
calcul de R(di) et de R′(d)δdi+1 deux allers-retours vers l’espace de Fourier à l’aide de la TFR.
La procédure pour ce calcul est la même que celle décrite dans le Paragraphe 2.3.1.2 pour le
modèle de Miehe sans simplification.
Pour résumer, nous avons développé une résolution numérique du modèle de Wu avec la méthode
basée sur la TFR qui pour un incrément de temps prend la forme de trois boucles imbriquées :

• En une itération du schéma de minimisation alternée, le problème d’équilibre est d’abord
résolu pour trouver un nouveau champ de déformation avec un champ de phase gelé, puis
l’équation d’évolution du champ de phase est résolue avec un champ de déformation gelé.

• L’équation d’évolution du champ de phase est résolue avec un algorithme de type Newton-
Krylov où à chaque itération de Newton-Raphson, un problème linéaire est résolu par un
schéma de gradient conjugué.

• Chaque itération du schéma de gradient conjugué repose sur des TFR et des TFR inverses
pour calculer le terme de diffusion.
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Une présentation plus détaillée de ces algorithmes peut être trouvée dans la Référence [88]. Le
modèle de Wu a également été implémenté dans le logiciel FEMS afin de fournir des données
de comparaison avec une approche EFs se rapprochant de celle proposée dans la Référence
[92]. Cette implémentation repose elle aussi sur un schéma de minimisation alternée avec un
algorithme de Newton-Raphson pour la résolution de l’équation d’évolution du champ de phase.

2.3.2.3 Résultats

Les simulations présentées dans la suite se basent sur un domaine contenant deux fibres
similaire à celui utilisé dans le Paragraphe 2.3.1.3. Ce domaine est montré dans la Figure 2.9.
La discrétisation est la même que dans le Paragraphe 2.3.1.3, bien que la géométrie ne soit pas
exactement la même. Les propriétés matériaux sont les mêmes que dans le Paragraphe 2.3.1.3, à
l’exception du taux de dissipation d’énergie critique pour la matrice qui est fixé à 3 N m−1.

Figure 2.16 – Modèle utilisé pour étudier le modèle de Wu. Les fibres sont en bleu et la matrice
en rouge. Image(s) issue(s) de la Référence [88].

Les courbes contrainte-déformation pour ce modèle avec le champ de phase de Wu résolu
par la méthode numérique basée sur la TFR sont présentées dans la Figure 2.17. Nous observons
que la dépendance des résultats globaux vis-à-vis de la longueur de régularisation est éliminée
avec le modèle de Wu, notamment en ce qui concerne la résistance à la rupture.

Nous nous intéressons également au comportement du modèle et de son implémentation
lorsque la distance l f entre les fibres varie. Les courbes contrainte-déformation avec différentes
distances l f mais une longueur fixe lc = 0.5 µm sont présentées dans la Figure 2.18. Deux
tendances contradictoires sont observables.

Pour des ratios
l f

lc
entre 3.74 et 3.06, la rupture survient plus tôt lorsque la distance entre les fibres

diminue. Cela s’explique par le fait que la concentration des contraintes devient plus intense
dans la région entre les fibres.

Pour des ratios
l f

lc
inférieurs à 3.06, toutefois, la tendance inverse est observée puisque la

rupture survient plus tard lorsque la distance diminue. Cela s’explique par la comparaison entre
la distance entre les fibres et la largeur de bande de régularisation de la fissure dans le modèle de
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Figure 2.17 – Courbes contrainte-déformation pour les simulations avec le modèle de Wu et
différentes longueurs lc. Image(s) issue(s) de la Référence [88].

Figure 2.18 – Courbes contrainte-déformation pour les simulations avec le modèle de Wu et
différentes distances l f . Image(s) issue(s) de la Référence [88].
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Wu, qui est égale à πlc [92]. Ainsi, lorsque
l f

lc
< π ≈ 3.14, la bande de régularisation de la fissure

inclut une partie des fibres, comme montré dans la Figure 2.19. L’endommagement des fibres est
quasi-impossible en raison de propriétés mécaniques différentes.

Figure 2.19 – Champ de phase à l’état final (i.e., après rupture) pour les simulations avec le
modèle de Wu et différentes distances l f . Image(s) issue(s) de la Référence [88].

L’intérêt du modèle de Wu par rapport à celui de Miehe est que le cas l f < πlc peut être
évité en utilisant une valeur de lc plus petite. Cette longueur joue en effet le simple rôle de
paramètre numérique et n’a pas d’influence sur les résultats tant qu’elle est assez petite. Garantir
la condition l f < πlc tout en assurant une taille de voxel assez petite par rapport à lc, comme c’est
requis dans le modèle de Wu [92], a néanmoins la conséquence d’augmenter significativement le
coût des calculs.

En conclusion, ces travaux sur la modélisation de la rupture par champ de phase avec
la méthode numérique basée sur la TFR nous a permis de revisiter à la fois les modèles et
leurs implémentations. Nous avons ainsi amélioré l’implémentation précédente en levant une
simplification qui avait une influence non négligeable sur les résultats, tant au niveau local que
global.
Nous nous sommes aussi intéressés à un modèle de champ de phase où la résistance à la rupture
fait partie des propriétés matériau et où la longueur de régularisation devient un paramètre
numérique. L’implémentation numérique de ce modèle avec la méthode basée sur la TFR a
nécessité un changement complet de schéma, puisque ce modèle introduit une loi d’évolution
du champ de phase non linéaire qui ne se prête pas à une résolution par point fixe. Notre
implémentation avec un schéma de minimisation alternée et un algorithme de type Newton-
Krylov nous a permis d’obtenir des résultats démontrant l’intérêt de ce modèle pour les matériaux
hétérogènes. Il apparaît en effet que la réponse mécanique tant au niveau global que local ne
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dépend pas de la valeur de lc tant que celle-ci est choisie assez petite, notamment par rapport à la
distance entre les fibres.



110 CONCLUSION

Conclusion
La méthode numérique basée sur la TFR a été abordée dans ce chapitre en vue de modéliser

des mécanismes de rupture dans des matériaux hétérogènes fragiles ou quasi-fragiles comme
les composites à matrice polymère. Certaines propriétés intrinsèques à cette méthode ont pu
être exploitées. D’une part, l’algorithme de résolution qui a été développé ne repose que sur la
TFR et des opérations locales à un voxel, et ne nécessite pas l’assemblage d’une matrice globale.
D’autre part, une simulation sur une image 3D acquise par tomographie a été conduite, et ce sans
aucune opération de génération ou d’adaptation du maillage voxélisé.

Certains inconvénients problématiques de la méthode numérique basée sur la TFR ont été
abordés, et notamment les oscillations parasites présentes dans les solutions. Celles-ci peuvent
en effet être particulièrement gênantes pour des applications à la mécanique de la rupture. Une
analyse basée sur trois modèles bien choisis a permis d’évaluer les causes des oscillations et de
les hiérarchiser en termes d’importance. La cause majeure qui a été identifiée est la discrétisation
irrégulière des interfaces en raison du maillage voxélisé.
La méthode des voxels composites a été abordée pour atténuer ces oscillations, et son efficacité a
été démontrée sur les trois modèles. Une méthode des voxels composites alternative basée sur
les FDNs a été proposée. Cette approche originale fourni des résultats comparables à l’approche
initiale, et ce pour une mise en œuvre facilitée grâce aux FDNs. L’application de cette méthode
améliorée à des représentations non paramétriques de la géométrie comme les images 3D ac-
quises par tomographie est notamment simplifiée.

Pour modéliser les mécanismes de rupture, une approche par champ de phase déjà implé-
mentée avec la méthode numérique basée sur la TFR dans des travaux antérieurs a été présentée.
Ces travaux précédents ont été revisités, avec une attention particulière quant à la résolution
numérique de l’équation d’évolution du champ de phase. L’influence d’une simplification opérée
dans les travaux précédents a en effet été évaluée et une implémentation complète (i.e., sans
simplification) a été développée. Les résultats démontrent que la simplification mène à une
diffusion anormale de l’endommagement entre les composantes du matériau et justifient donc
l’intérêt de l’implémentation complète.
En outre, le modèle de champ de phase développé dans les travaux antérieurs reposait sur
l’introduction d’une longueur de régularisation comme propriété matériau supplémentaire. La
définition de cette longueur pour des matériaux hétérogènes et la dépendance des résultats tant au
niveau local que global vis-à-vis de celle-ci était problématique. Un modèle de champ de phase
alternatif a été étudié et implémenté avec la méthode numérique basée sur la TFR. Ce modèle
étant basé sur une équation d’évolution non linéaire pour le champ de phase, l’algorithme de
résolution de cette équation a été complètement revu. L’application de ce modèle à des matériaux
hétérogènes démontre qu’il permet effectivement de s’affranchir de la dépendance des résultats
locaux et globaux vis-à-vis de la longueur de régularisation.
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Introduction

Comme démontré dans les chapitres 1 et 2, la modélisation numérique des phénomènes
mécaniques fortement non linéaires dans des milieux hétérogènes implique un coût de calcul
conséquent. Cela est problématique lorsque ces calculs doivent être répétés plusieurs fois,
notamment dans le cadre d’une analyse de sensibilité, une démarche d’optimisation, une analyse
des incertitudes ou encore une simulation multi-échelle (voir Chapitre 4). La parallélisation telle
que présentée dans la Section 1.3 n’est alors plus suffisante et il convient d’envisager des voies
alternatives permettant de réduire les coûts de calculs. Le point clé des méthodes de réduction de
modèle abordées dans ce chapitre est l’exploitation de la redondance partielle des calculs.
Les approches qui nous intéressent dans ce chapitre sont celles qui consistent à :

• Générer des données avec une approche conventionnelle comme la méthode des Éléments
Finis (EFs) ou la méthode numérique basée sur la Transformée de Fourier Rapide (TFR).
Dans ce cadre, l’approche conventionnelle est dite Modèle d’Ordre Complet (MOC). Les
données générées peuvent notamment consister en une large collection de champs de
déplacement, de vitesse ou de contraintes obtenus pour différentes conditions aux limites.

• Compresser les données avec des approches issues de la science des données et plus
largement de l’intelligence artificielle.

• Remplacer le MOC par un Modèle d’Ordre Réduit (MOR) où le nombre d’inconnues
à résoudre pour calculer un résultat est fortement réduit grâce à la compression. Les
prédictions peuvent être calculées par un MOR purement basé sur l’intelligence artificielle,
comme par exemple un réseau de neurones profond, ou par un MOR hybride intégrant des
principes fondamentaux de la mécanique.

Je me suis intéressé à ces MORs à partir de mon post-doctorat à la Northwestern University.
Cette thématique à l’interface entre l’intelligence artificielle et la mécanique avait un intérêt fort
pour l’IMT Nord Europe, de sorte qu’un post-doctorant a pu être recruté en 2021 pour explorer
certaines pistes.
L’objectif final de ce chapitre est de mettre en œuvre une approche de réduction de modèle en
trois étapes (génération, compression, prédiction). Les MOCs visés peuvent s’appuyer sur la
méthode des EFs ou la méthode numérique basée sur la TFR. Le point commun est la forte non
linéarité des phénomènes mécaniques à prédire.

La génération de la base de données peut être réalisée par échantillonnage aléatoire [93],
processus Gaussien [93], séquence de Sobel [94] ou d’autres méthodes d’échantillonnage. Le
nombre d’échantillons nécessaire avec ces méthodes pour couvrir suffisamment l’espace étant
assez grand, des méthodes déterministes ont aussi été considérées par divers auteurs [95, 96]. Par
exemple, au lieu d’utiliser un grand nombre de conditions de chargement aléatoires et arbitraires
pour générer la base de données, il a été démontré dans la Référence [96] que des résultats assez
fiables peuvent être obtenus pour une analyse élasto-plastique en petites déformations en utilisant
seulement six chargements orthogonaux et de faible amplitude.

Parmi les méthodes de compression, la Décomposition Orthogonale aux valeurs Propres
(DOP) a été très utilisée en mécanique numérique, et ce parfois sous le nom d’analyse en com-
posantes principales, de décomposition en valeurs singulières ou encore de décomposition de
Karhunen-Loève [97]. Cette méthode de compression consiste à remplacer chaque champ de
la base de données par une combinaison linéaire des vecteurs propres. Les données sont ainsi
projetées sur un espace réduit formé par les coefficients de cette combinaison linéaire. En outre,
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les vecteurs propres sont des champs globaux, contrairement aux fonctions de forme EFs qui
sont locales. Il est aussi possible de projeter tous les systèmes linéaires à résoudre pendant la
simulation EFs sur l’espace réduit [95, 98, 99]. Si l’erreur de compression peut être minimisée
de manière satisfaisante avec un faible nombre de vecteurs propres, alors un MOR permettant de
réduire les temps de calcul de manière significative est obtenu.
La DOP comporte deux faiblesses majeures. Premièrement, c’est une méthode de compression
linéaire qui se généralise assez mal aux problèmes non linéaires. La solution d’un problème
de mécanique de la rupture peut par exemple difficilement s’écrire comme une combinaison
linéaire de vecteur propres obtenus à partir de solutions correspondant à d’autres conditions
de sollicitation. C’est pourquoi des approches d’actualisation automatique ont été proposées
afin de mettre à jour les vecteurs propres pendant la simulation [99]. Deuxièmement, lorsque
la DOP est couplée à la méthode des EFs, seule la taille des problèmes linéaires à résoudre est
réduite. Il faut rajouter un autre ingrédient au MOR s’il s’agit aussi de réduire le coût de calcul de
l’intégration et de l’assemblage des systèmes linéaires. C’est pourquoi de nombreux chercheurs
se sont intéressés à l’hyper-réduction [99] et à la méthode d’interpolation empirique discrète
[100].
D’autres méthodes de compression linéaires ont aussi été essayées dans la littérature. Parmi les
plus répandues en mécanique numérique il y a la décomposition canonique polyadique, aussi
connue sous le nom de décomposition propre généralisée ou décomposition en valeurs singu-
lières d’ordre supérieur [101]. Cette méthode est assez similaire à la DOP et peut se coupler à la
méthode des EFs. La différence principale est que chaque dimension du problème est séparée de
manière multiplicative. Cela se révèle assez utile pour l’introduction de paramètres additionnels
dans le MOR, comme des variables de contrôle ou d’optimisation [102]. La décomposition
propre généralisée partage toutefois les mêmes faibles faiblesses que la DOP en ce qui concerne
la généralisation aux problèmes fortement non linéaires et à la nécessité d’une hyper-réduction.
Il est important de mentionner que le couplage des différentes méthodes de compression avec
d’autres méthodes conventionnelles que la méthode des EFs a aussi été étudié dans la littérature.
L’analyse par champs de transformation non uniformes couple ainsi la méthode numérique basée
sur la TFR avec la DOP [103]. Bien que cela ne supprime pas les faiblesses mentionnées pour un
couplage avec la méthode des EFs, un lien intéressant entre les modèles à champ moyen et la
compression est établit avec l’analyse par champs de transformation non uniformes.
Ce lien est exploité par l’Analyse Partitionnée Auto-cohérente (APA), où la DOP est remplacée
par un partitionnement par k-moyennes [96]. Cette approche repose sur un maillage voxélisé, où
chaque voxel est associé à une partition. Comme dans la méthode numérique basée sur la TFR,
le champ de déformation est la variable à résoudre, mais il est discrétisé au niveau des partitions
au lieu des voxels. Ainsi, la déformation est supposée uniforme au sein d’une partition, ce qui
réduit à la fois le nombre d’inconnues à résoudre et le coût de calcul de l’intégration dans le MOR.

Les méthodes de compression non linéaires basées sur des Réseaux de Neurones Artificiels
(RNAs) profonds connaissent une popularité croissante en mécanique numérique. Parmi ces
RNAs, les autoencodeurs sont particulièrement intéressants car ils permettent de reprendre le
même fonctionnement en trois étapes que les approches basées sur la DOP [104, 105]. Un
autoencodeur est un réseau de neurones à propagation avant qui associe un code d’une faible
dimension à une entrée donnée et reconstruit ensuite la donnée à partir du code. Il est en outre
possible de voir les autoencodeurs comme une généralisation de la DOP, puisqu’un autoencodeur
avec une seule couche cachée et avec des fonctions d’activation linéaires est équivalent à une
DOP [106]. Les autoencodeurs deviennent intéressants lorsqu’ils sont profonds et utilisent des
fonctions d’activation non linéaires, car ils constituent alors une méthode de compression non
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linéaire.
Les autoencodeurs ont récemment été utilisés en mécanique non linéaire, essentiellement en
mécanique des fluides [107, 108]. Ces travaux se concentrent principalement sur la compression
de données d’écoulements complexes. En outre, des MORs s’appuyant sur des autoencodeurs
ont été développés pour prédire des écoulements non-stationnaires [109]. Le RNA est entrainé
de sorte à prendre en entrée les solutions concaténées de n incréments de temps de la simulation,
et à prédire en sortie la solution à l’incrément de temps n + 1. Afin de prédire la solution à
l’incrément n + 2, il est nécessaire d’ajouter aux données d’entrée le résultat au temps n + 1.
Dans ces approches, le MOR n’imite pas la procédure itérative du MOC. En effet, les approches
conventionnelles de la mécanique des fluides numérique reposent en général sur les équations
de Navier-Stokes. Selon l’ordre du schéma de discrétisation en temps, ces approches calculent
la solution à l’incrément n + 1 à partir d’un faible nombre de solutions calculées aux instants
précédents (n, n − 1, etc.).
Une approche similaire s’appuyant sur un couplage entre la DOP et un autoencodeur a aussi été
développée pour modéliser les écoulements turbulents [110]. Ce MOR n’imite pas lui non plus la
procédure itérative du MOC. Cet aspect est pourtant essentiel pour le remplacement des MOCs
par des MORs s’appuyant sur l’apprentissage profond dans le milieu de l’ingénierie. De plus, ces
travaux récents sur les autoencodeurs se concentrent principalement sur la mécanique des fluides,
et des problèmes de mécanique fortement non linéaire comme les problèmes de mécanique de la
rupture n’ont pas encore été abordés.

L’APA et mes contributions autour de cette méthode sont présentées en Section 3.1. Ayant
identifié les limites du partitionnement en k-moyennes, qui est une méthode de compression
linéaire, je me suis ensuite intéressé aux autoencodeurs. Un travail sur un problème de mécanique
de la rupture est présenté dans la Section 3.2.
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3.1 Analyse partitionnée auto-cohérente
Cette Section repose essentiellement sur des travaux publiés dans la Référence [15].

L’APA a été proposée initialement dans la Référence [96] sous l’hypothèse de petites dé-
formations et pour des comportements élastiques ou élasto-plastiques. Mes travaux autour de
cette méthode ont principalement concerné son extension aux grandes déformations avec une
localisation plastique importante et à l’endommagement ductile. L’intégration de cette méthode
dans un modèle multi-échelle a aussi fait partie de mes travaux, mais cela fait l’objet du Chapitre
4.
La version grandes déformations de l’APA est présentée dans la Sous-section 3.1.1, et quelques
résultats sont présentés dans la Sous-section 3.1.2.

3.1.1 Méthode
L’APA est une méthode de réduction de modèle qui repose sur une méthode conventionnelle

de fond qui est la méthode numérique basée sur la TFR [96]. Ainsi, certains éléments de la
Section 2.1 peuvent être repris, et notamment le problème à résoudre qui est l’extension aux
grandes déformations de l’Équation (2.1) en Lagrangien total :

−∇X .P(X) = 0,X ∈ Ω0,
P(X) = P(F(X)),F(X) = I + ∇Xu(X),

u(X) =
(
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)
.X + u#(X),
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(3.1)

Il est rappelé que F(X) est le gradient de déformation, P(X) est le premier tenseur des contraintes
de Piola-Kirchhoff, Ω0 est le domaine dans la configuration initiale (i.e., non déformée), et ∇X

désigne un gradient par rapport aux coordonnées de la configuration initiale.
L’APA repose sur deux différences majeures avec la méthode numérique basée sur la TFR, et qui
sont l’utilisation d’un partitionnement et d’un schéma auto-cohérent.

3.1.1.1 Partitionnement

La première jambe de l’APA est le partitionnement. Celui-ci doit être bien pensé car tous
les champs mécaniques (déformations et contraintes) seront discrétisés de sorte à être constants
par partition. Il convient donc de mettre dans la même partition des voxels qui auront des
déformations et des contraintes assez similaires quelles que soient les conditions de sollicitations.
C’est pourquoi la base de données utilisée pour le partitionnement doit être assez représentative
en termes de distribution des déformations et des contraintes.
Il s’agit d’un problème d’apprentissage non supervisé, et où l’objectif est de minimiser la
similarité des champs mécaniques de la base de données au sein d’une même partition, ou
de manière équivalente de maximiser la différence entre deux partitions distinctes. Cela peut
s’effectuer avec diverses méthodes. De bons résultats ont été obtenus avec la méthode de
partitionnement par K-moyennes [15, 96].
Des exemples de partitionnements sont présentés dans la Figure 3.1. Une remarque par rapport
à cette illustration est que pour des domaines composés de différents constituants (matrice,
inclusion, porosité, etc.), il est préférable de partitionner chaque constituant indépendant. Cela
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évite de recourir à des lois de mélange à l’intérieur des partitions. Il est notable également que
les partitions ne sont pas nécessairement connexes, ce qui ne pose pas de problème lors de la
prédiction avec le schéma auto-cohérent.

(a) (b) (c)

Figure 3.1 – Exemples de domaines de calculs discrétisés par des maillages pixélisés ou voxélisés
puis partitionnés par K-moyennes : (a) exemple 2D avec 8 partitions, (b) exemple 2D avec 65
partitions, (c) exemple 3D avec 217 partitions où ne sont montrées que 2 partitions en bleu pour
la matrice, 1 partition en rouge pour l’inclusion et 1 partition en gris pour la porosité. Image(s)
issue(s) de la Référence [15].

3.1.1.2 Schéma auto-cohérent

Le partitionnement des voxels et la discrétisation avec un gradient de déformation constant
par partition sont introduits :

F(X) ≈
K∑

k=1

Fkχk(X),X ∈ Ω0,

où K est le nombre de partitions, Fk est la valeur du gradient déformation au sein de la partition
k et χk est la fonction caractéristique de cette partition :

χk(X) =

{
1, X ∈ Ωk

0,

0, X < Ωk
0,

avec Ωk
0 la partie du domaine Ω0 occupée par les voxels de la partition k. Avec le partitionnement,

le champ de polarisation devient τ k
0 = Pk − C

0 : Fk. En effet, la déformation étant constante par
partition, la contrainte l’est également, ce qui démontre clairement que l’APA réduit simultané-
ment le nombre d’inconnues et le coût de l’intégration.
Par ailleurs, le matériau de référence est légèrement modifié afin de supprimer la symétrie,
comme proposé dans la Référence [87]. L’opérateur de Green utilisé dans la suite est donc
légèrement différent par rapport à celui de l’Équation (2.6). Les détails peuvent encore une fois
être trouvés dans la Référence [87].
En passant en grandes déformations et en ajoutant le partitionnement, l’Équation (2.5) devient

F(X) = FM −
(
Γ0 ∗ τ

)
(X),X ∈ Ω0,

⇔ F(X) = FM −

∫
Ω0

Γ0(X ,X ′) : τ (X ′)dX ′,X ∈ Ω0,
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⇔ F(X) = FM −
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La multiplication par χk avec une moyenne sur Ω0 permet d’arriver à
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où D0 est appelé tenseur d’interaction. Il est calculé avec la TFR :

D0 =

(
1
|Ωk

0|

∫
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χk(X)F −1
(
Γ̂0F (χk′)

)
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)
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,

ce qui a un coût conséquent en termes de temps de calcul et de consommation mémoire, puisqu’il
s’agit d’un tenseur dense. Il peut néanmoins être pré-calculé et la consommation mémoire peut
être minimisée si le nombre de partitions est faible.
Il est notable que si le nombre de partitions K est égal au nombre de voxels, l’Équation (3.2) est
celle de la méthode numérique basée sur la TFR pour les grandes déformations [87, 90]. Il s’agit
en fait d’une version alternative de la méthode où une matrice (i.e., le tenseur d’interaction) est
assemblée en pré-calculant toutes les TFRs au lieu d’appliquer les TFRs à chaque itération de
point fixe.
En pratique, le nombre de partitions étant réduit, l’Équation (3.2) mène à un problème sur-
contraint. Il n’est pas possible de satisfaire à la fois la compatibilité, les conditions aux limites
et l’équilibre. Il est rappelé que d’après l’Équation (3.1) la compatibilité impose que le champ
de gradient de déformation dérive d’un champ de déplacement continu, que les conditions aux
limites imposent que ce champ de déplacement soit composé d’une partie linéaire et d’une
partie périodique, et que la partie linéaire soit déterminée par FM. Il est possible de réécrire cette
dernière condition sous la forme

1
|Ω0|

K∑
k=1

|Ωk
0|F

k = FM.

Cette condition peut être introduite sous forme de contrainte avec un multiplicateur de Lagrange
F0 de manière à transformer l’Équation (3.2) en
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où le champ de polarisation a été remplacé par son expression. Ce système non linéaire peut être
résolu avec un algorithme de Newton-Raphson [15].
Il est montré dans la Référence [96] que l’utilisation d’un schéma auto-cohérent permet d’appro-
cher au mieux les conditions aux limites et l’équilibre, en sacrifiant partiellement la condition de
compatibilité (le déplacement n’est pas continu aux frontières entre les partitions). Ce schéma
auto-cohérent consiste à mettre à jour les paramètres de Lamé du matériau de référence λ0 et µ0

pendant la résolution. Cela ne nécessite pas de reconstruire complètement le tenseur d’interaction.
Il est possible en effet de le décomposer sous la forme D0 = f 1(λ0, µ0)D1 + f 2(λ0, µ0)D2, où
seules les fonctions non linéaires f 1(λ0, µ0) et f 2(λ0, µ0) doivent être recalculées à chaque mise à
jour du matériau de référence, et où les tenseurs D1 et D2 peuvent être pré-calculés avec la TFR.
Les détails sur cette décomposition peuvent être trouvés dans la Référence [15], où l’algorithme
de l’APA pour les grandes déformations a été proposé :

Initialisation :

(a0) Calculer D1 et D2

(b0) Initialiser λ0 et µ0

Itération (i + 1) :

(a) D0 = f 1(λ0, µ0)D1 + f 2(λ0, µ0)D2

(b) Résoudre par un algorithme de Newton-Raphson :
Fk +

K∑
k′=1

D0
kk′ :

(
P(Fk′) − C0 : Fk′

)
− F0 = 0, k = 1 . . .K,

1
|Ω0|

K∑
k=1

|Ωk
0|F

k = FM,

(d) PM =
1
|Ω0|

K∑
k=1

|Ωk
0|P

k

(e) (λ0, µ0) = arg min
(λ∗,µ∗)

||PM − C
∗ : (F0 − I)||2

(f) Test de convergence

(3.3)

Trois boucles sont imbriquées. Chaque itération du schéma auto-cohérent requière la résolution
d’un problème non linéaire avec un algorithme de Newton-Raphson, et chaque itération de
Newton-Raphson nécessite la résolution d’un système linéaire. Cette complexité de calcul
conséquente est compensée par la faible valeur de K par rapport au nombre de voxels initial, et
également par le pré-calcul des TFRs.
L’étape (e) est le point clé du schéma auto-cohérent, et consiste à trouver le matériau de référence
optimal par rapport au comportement macroscopique calculé. Cette étape n’est pas évidente
car le matériau de référence est supposé élastique linéaire isotrope. Cela constitue un point
d’amélioration potentiel de la méthode. Il est notable toutefois que l’utilisation d’un matériau de
référence élastique linéaire isotrope simplifie la mise à jour du tenseur d’interaction à chaque
itération du schéma auto-cohérent.
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3.1.2 Résultats
Dans l’Algorithme 3.3, il est possible d’utiliser tout type de loi de comportement pour la

relation Pk = P(Fk) au sein d’une partition k. Comme expliqué dans le Paragraphe 3.1.1.1,
si le domaine est composé de plusieurs matériaux aux comportements différents, la partie du
domaine occupée par une partition ne peut être composée que d’un seul matériau. Cela facilite
l’implémentation et l’utilisation de lois matériaux. J’ai ainsi intégré dans l’APA diverses lois
hyperélastiques et également un modèle de plasticité de von Mises multiplicatif et un critère de
rupture pour modéliser l’endommagement ductile. Les résultats présentés dans la suite concernent
principalement l’endommagement ductile.

3.1.2.1 Plasticité

Dans cette partie, un domaine composé d’une matrice et d’inclusions est considéré. Un
modèle de plasticité de von Mises multiplicatif [111] avec écrouissage isotrope linéaire est
utilisé pour la matrice. Les inclusions sont supposées fragiles, bien que leur rupture ne soit pas
modélisée. La géométrie du domaine avec les inclusions est présentée dans la Figure 3.2(a)
tandis que les propriétés matériaux sont indiquées dans la Table 3.1. La Figure 3.2(a) montre
bien la taille conséquente du maillage de 100 × 100 × 100 voxels qu’il faut utiliser pour obtenir
des résultats assez précis pour ce modèle avec la méthode numérique basée sur la TFR.

Table 3.1 – Propriétés matériaux pour les simulations avec comportement élasto-plastique

Propriété Matrice Inclusions Porosités Unité
Module de Young 70.0 400.0 70.0e-3 GPa
Coefficient de Poisson 0.33 0.2 0.0 —
Seuil de plasticité 400 — — MPa
Module d’écrouissage 1333 — — MPa

Les résultats de référence sont obtenus pour un chargement en tension unidirectionnelle
jusqu’à 25% de déformation logarithmique avec des incréments de déformation de 0.001. La base
de données pour le partitionnement par K-moyennes est simplement formée par le tenseur de
gradient de déformation calculé pour le tout premier incrément de chargement de cette simulation.
Pour un chargement aussi faible, la réponse du matériau est élastique linéaire. En outre, le temps
de calcul consacré à la génération de la base de données et au partitionnement est négligeable.
Le nombres de partitions est varié entre k1 = 1, 4, 16, 64, 256 dans la matrice et k2 = 1, 1, 4, 13, 26
dans les inclusions. Les courbes contrainte-déformation calculées par la méthode numérique
basée sur la TFR et par l’APA avec les différents nombres de partitions sont présentées dans les
Figures 3.2(b,c). Avec au moins 16 partitions dans la matrice, les résultats obtenus avec l’APA
sont assez proches de la solution de référence.
L’influence du nombre de partitions sur le temps de calcul pour la partie prédiction avec l’Algo-
rithme 3.3 est analysée dans la Figure 3.2(d). Il est concevable à partir de cette courbe qu’avec
seulement quelques milliers de partitions, l’APA deviendrait plus coûteuse que la méthode
numérique basée sur la TFR. Cela provient du fait que le tenseur d’interaction est une matrice
dense où les TFRs sont pré-calculées, contrairement à la méthode numérique basée sur la TFR
qui n’assemble pas de matrice. Cela n’est pas problématique puisqu’avec seulement 16 partitions
dans la matrice, les prédictions sont déjà assez fiables, et ce pour un temps de calcul environ
1000 fois inférieur par rapport à la méthode numérique basée sur la TFR.
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Figure 3.2 – Simulations avec inclusions : (a) Géométrie du domaine avec une fraction volumique
d’inclusions de 20%; (b) Courbes contrainte-déformation calculées par l’APA (SCA) avec
différents nombres de partitions dans la matrice (k1) et par la méthode numérique basée sur la
TFR (FFT) avec un maillage de 100 × 100 × 100 voxels ; (c) Zoom sur la zone rectangulaire
marquée par des tirets dans (b) ; (d) Temps de calcul pour les différents résultats présentés dans
(b). Image(s) issue(s) de la Référence [15].



CHAPITRE 3. RÉDUCTION DE MODÈLE BASÉE SUR LES DONNÉES 121

Un deuxième jeu de simulations où les inclusions sont remplacées par des porosités est consi-
déré. De même que la méthode numérique basée sur la TFR, l’APA nécessite la discrétisation des
porosités afin de maintenir un maillage voxélisé (i.e., sans trous). Le comportement des porosités
doit donc être modélisé. Le même modèle hyperélastique que pour les inclusions y est utilisé
mais avec une rigidité 1000 fois inférieure à celle de la matrice.
Le chargement est également modifié pour passer en tension uniaxiale et maintenir un état de
contraintes constant pendant la simulation. Cela a nécessité une légère modification de l’Algo-
rithme 3.3 afin de pouvoir imposer une déformation macroscopique pour la composante FM

11, et
une contrainte macroscopique nulle pour les composantes restantes. Cette modification ne pose
pas de difficulté particulière et est détaillée dans la Référence [15].
La comparaison entre la courbe contrainte-déformation de référence et celles calculées avec
l’APA est présentée dans les Figures 3.3(a,b). Une convergence plus lente est observée en aug-
mentant le nombre de partitions. Cela peut être expliqué par des déformations plastiques plus
intenses localement par rapport au cas avec les inclusions.
Comme montré dans la Figure 3.3(c), malgré cette légère imprécision de l’APA, les temps de
calcul restent très avantageux par rapport à la méthode numérique basée sur la TFR.

Ces premières simulations avec l’APA en grandes déformations et avec un modèle de
plasticité multiplicatif démontrent bien le potentiel de l’APA pour réduire les temps de calcul.
La base de données utilisée pour ces simulations est de taille assez faible, puisqu’elle ne contient
qu’un seul champ de gradient de déformation. Ces simulations montrent néanmoins certaines
limites, notamment en ce qui concerne la généralisation à différents types de sollicitations. Il est
tout à fait imaginable d’utiliser une base de données plus grande et des approches d’actualisation
automatique pour mettre à jour le partitionnement pendant la simulation, de manière similaire à
ce qui a pu être développé pour la DOP [99].

3.1.2.2 Endommagement ductile

Les simulations réalisées dans cette partie sont liées à des projets de recherche et d’innovation
à la Northwestern University autour de prothèses et de valves artificielles. Ces structures sont
fabriquées à partir de tubes en Nickel-Titanium formés avec différents procédés et traitements
thermo-mécaniques. L’intérêt est porté dans cette partie vers la mise en forme par tréfilage à
froid et vers l’influence de ce procédé sur la microstructure des tubes et sur la durée de vie.
Un chargement de compression biaxiale est appliqué à une microstructure composée d’une inclu-
sion déjà détachée de la matrice à l’état initial. Afin de prédire l’évolution de cette microstructure
pendant la mise en forme, un critère de fragmentation d’inclusion est intégré dans l’APA. La
microstructure après mise en forme prédite par l’APA est ensuite extraite à différentes étapes du
tréfilage et est utilisée comme entrée pour un modèle de prédiction de la durée de vie [20]. Les
détails et les résultats concernant la prédiction de la durée de vie ne sont pas repris dans la suite
car mes contributions dans ce domaine étaient très modestes. Ils peuvent être trouvés dans la
Référence [15].
Les propriétés matériaux restent les mêmes que dans la Table 3.1. Concernant l’inclusion, un
critère de rupture de Tresca régularisé est introduit et couplé à un critère de taille pour modéliser
sa rupture en fragments. Le critère de Tresca définit la contrainte de cisaillement σTresca comme

σTresca =
1
2

max |σ1 − σ2|, |σ2 − σ3|, |σ3 − σ1|

où σ1, σ2, σ3 sont les contraintes principales calculées au sein de chaque partition composant
l’inclusion. La contrainte de cisaillement σTresca est ensuite moyennée au niveau de l’inclusion,
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Figure 3.3 – Simulations avec porosités : (a) Courbes contrainte-déformation calculées par l’APA
(SCA) avec différents nombres de partitions dans la matrice (k1) et par la méthode numérique
basée sur la TFR (FFT) avec un maillage de 100 × 100 × 100 voxels ; (b) Zoom sur la zone
rectangulaire marquée par des tirets dans (a) ; (c) Temps de calcul pour les différents résultats
présentés dans (a). Image(s) issue(s) de la Référence [15].
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ou du fragment d’inclusion s’il y a déjà eu rupture, et cette valeur moyennée σTresca est comparée
avec la résistance à la rupture σc

Tresca.
Le rayon équivalent de cette inclusion ou de ce fragment d’inclusion r est aussi comparé à une
taille critique rc. Si la résistance à la rupture a été atteinte et r ≥ rc, alors la partition contenant le
barycentre pondéré par σTresca de cette inclusion ou de ce fragment est changé en porosité. Les
propriétés des critères de rupture sont données dans la Table 3.2.

Table 3.2 – Propriétés des critères de rupture pour la modélisation du tréfilage à froid

Propriété Valeur Unité
Résistance à la rupture 3000 MPa
Taille critique 0.17 mm

Le changement en porosité est illustré dans la Figure 3.4. En pratique, ce changement consiste
à diminuer d’un facteur 1000 le module de Young dans cette partition, et ce sur plusieurs in-
créments de chargement. Cette procédure a lieu à la fin de chaque incrément de chargement
après la prédiction avec l’APA des champs mécaniques. Comme montré dans la Figure 3.4,
l’orientation de la fissure de fragmentation est prédéfinie et est orthogonale à la direction de
tréfilage dans la configuration initiale. Cela nécessite de contraindre le partitionnement dans
l’inclusion. L’algorithme de partitionnement par K-moyennes est ainsi utilisé dans la matrice
et les porosités, tandis que l’inclusion est partitionnée dans la direction horizontale en disques
d’une épaisseur de 3 voxels comme montré dans la Figure 3.4.

(a) (b)

Figure 3.4 – Partitions (teintes de rouge) dans l’inclusion déjà détachée de la matrice : (a) avant
fragmentation, (b) après fragmentation avec une partition changée en porosité. La direction de
tréfilage est horizontale. Image(s) issue(s) de la Référence [15].

Un exemple de résultat est présenté dans la Figure 3.5. L’inclusion initialement ellipsoïdale a
été fragmentée en deux après 45% de compression dans les directions orthogonales à la direction
de tréfilage. Une localisation plastique dans la matrice autour de l’inclusion est également consta-
tée. D’autres résultats avec différents niveaux de compression et différentes formes d’inclusion
peuvent être trouvés dans la Référence [15], où des prédictions de la durée de vie sont également
proposées.

Ces exemples démontrent l’applicabilité de l’APA à des problématiques réelles. Des ques-
tions demeurent néanmoins en ce qui concerne la construction de la base de données et la capacité
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(a) (b)

Figure 3.5 – Résultat d’une simulation de tréfilage à 45% de compression montrant les fragments
d’inclusion en rouge, les porosités en gris, et la déformation plastique équivalente dans la matrice :
(a) dans la configuration initiale, (b) dans la configuration déformée. Image(s) issue(s) de la
Référence [15].

de la méthode à se généraliser à différents types de sollicitations pour de grandes déformations
impliquant des phénomènes de localisation plastique ou de rupture. La précision des champs est
également limitée, puisqu’ils sont considérés constants par partition. Le modèle de fragmentation
repose par ailleurs sur un partitionnement qui impose d’emblée la forme de la fissure.
D’après mon expérience avec l’APA, cette méthode se prête surtout à la prédiction de quantités
globales, comme les courbes contrainte-déformation ou la réponse macroscopique d’un matériau.
La précision des champs au niveau local est limitée et ne permet pas de modéliser des phéno-
mènes localisés de manière fiable. Le partitionnement qui réduit à la fois le nombre d’inconnues
et le coût de l’intégration, contrairement aux approches basées sur la DOP qui nécessitent une
hyper-réduction, constitue donc à la fois une force et une faiblesse de l’APA.
L’APA peut être placée dans la catégorie des approches champ moyen, catégorie au sein de
laquelle elle s’illustre par l’exploitation d’un partitionnement reposant sur une base de données.
Il est ainsi possible de modéliser des phénomènes assez complexes tant que seule la réponse
macroscopique est d’intérêt, comme présenté dans la Section 4.1 [12]. Des réponses macrosco-
piques calculées par l’APA ont aussi été exploitées dans le cadre d’une analyse inverse reprenant
les travaux de la Sous-section 2.1.2 [13]. L’APA permet alors de réduire grandement les temps
de calcul par rapport à la méthode numérique basée sur la TFR.
Suite à ces travaux sur l’APA, je me suis intéressé à l’analyse par champs de transformation non
uniformes [103] dans le cadre du stage de Konan ALLALY. Ces travaux ont révélé les limites
de la DOP pour les phénomènes mécaniques non linéaires. Cela m’a poussé à m’intéresser à
l’apprentissage profond pour la compression non linéaire.



CHAPITRE 3. RÉDUCTION DE MODÈLE BASÉE SUR LES DONNÉES 125

3.2 Apprentissage profond

Cette Section repose essentiellement sur des travaux publiés dans la Référence [8].

De mes travaux sur l’APA, il est possible de tirer comme enseignement qu’une méthode
reposant sur un partitionnement ne peut prédire précisément les champs complets et leurs
variations dans le domaine. De la littérature assez large sur la DOP et d’autres méthodes de
compression linéaires, il est possible d’identifier un certain nombre de difficultés de généralisation
aux problèmes fortement non linéaires.
Cela m’a poussé à m’intéresser aux méthodes de compression non linéaires basées sur les RNAs
profonds et en particulier les autoencodeurs. Les travaux détaillés dans cette partie sont issus
d’une collaboration interne avec des chercheurs du CERI Systèmes Numériques de l’IMT Nord
Europe. La première forme de cette collaboration a été un projet de recherche de Master 2, et
ensuite le post-doctorat de Krushna SHINDE qui a mené à une publication [8].
Le principe de fonctionnement d’un autoencodeur est présenté dans la Sous-section 3.2.1. La
Sous-section 3.2.2 décrit le MOR non linéaire développé pour résoudre des problèmes de rupture
fragile fortement non linéaires. Dans la Sous-section 3.2.3, l’efficacité de l’autoencodeur pour
la compression et du MOR pour la prédiction sont analysées pour des applications liées à la
mécanique de la rupture.

3.2.1 Compression
Dans cette partie, les autoencodeurs sont présentés, et en particulier les autoencodeurs à

convolution qui sont très intéressants pour la compression non linéaire. Un critère quantitatif est
finalement proposé pour évaluer l’erreur de compression.

3.2.1.1 Autoencodeurs

Nous considérons M données X1, X2, . . . , XM ∈ R
N et une matrice de données X de telle sorte

que les X1, X2, . . . , XM soient les lignes de cette matrice. Nous supposons que cette matrice est
normalisée, i.e., la moyenne sur chaque colonne est nulle et l’écart-type correspondant est égal à
un.

L’autoencodeur le plus simple que nous pouvons concevoir est un réseau de neurones à
propagation avant qui encode une donnée d’entrée Xm ∈ R

N (où N est le nombre de neurones
d’entrée) en une représentation cachée Hm par l’opération

Hm = g(XmW + b), n = 1 . . .N, (3.4)

où Hm ∈ R
K , avec K le nombre de neurones dans la couche cachée. Dans le cas d’un autoencodeur,

K est la dimension d’encodage. En ce qui concerne la matrice de poids W ∈ RN×K , la fonction
d’activation g et le vecteur de biais b ∈ RK , il s’agit de notions communes à tous les RNAs.
Comme illustré dans la Figure 3.6, la couche cachée représente la donnée d’entrée compressée.
Elle est aussi appelée donnée encodée et l’espace associé est appelé espace latent ou espace réduit.

L’autoencodeur décode une reconstruction X̃m depuis la représentation dans la couche cachée
par l’opération

X̃m = f (HmV + c), (3.5)
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Figure 3.6 – Exemple d’autoencodeur simple avec une seule couche cachée. Image(s) issue(s)
de la Référence [8].

où V ∈ RK×N est une autre matrice de poids, f est une autre fonction d’activation, et c ∈ RN est
un autre vecteur de biais. L’autoencodeur est entrainé dans l’objectif de minimiser une fonction
de perte comme l’erreur carrée moyenne :

min
W,V,b,c

1
M

M∑
m=1

N∑
n=1

(X̃mn − Xmn)2, (3.6)

qui assure que X̃m soit proche de Xm, m = 1 . . . M. Cet autoencodeur est entrainable comme tout
réseau de neurones à propagation avant en utilisant la rétropropagation du gradient. Comme
montré dans la Figure 3.6, un autoencodeur peut être décomposé en deux parties : l’encodeur,
qui associe à l’entrée Xm ∈ R

N sa représentation réduite Hm ∈ R
K ,K � N, et le décodeur, qui

associe à la représentation réduite la reconstruction X̃m.

3.2.1.2 Autoencodeurs à convolution profonds

Dans le réseau de neurones montré dans la Figure 3.6, chaque neurone de la couche L est
connecté à tous les neurones de la couche L − 1. Ce type de couche est appelé couche totalement
connectée ou couche dense. Un Réseau de Neurones à Convolution (RNC) contient des couches
où les connexions sont plus efficaces pour des données d’entrée structurées comme les séries
temporelles, les images 2D, les vidéos, etc. Pour ce type de données, les couches de convolution
ont l’intérêt de réduire le coût en mémoire et en temps de calcul par rapport aux couches denses,
ce qui devient d’autant plus avantageux pour la conception de réseaux de neurones profonds, i.e.,
avec de nombreuses couches cachées.
D’une part, chaque neurone d’une couche de convolution L dépend d’un sous-ensembles des neu-
rones de la couche L − 1. D’autre part, la notion de noyau ou filtre est essentielle pour les RNCs.
En effet, pour chaque neurone de la couche L, le même filtre est appliqué au sous-ensemble
de neurones correspondant dans la couche L − 1. Les RNCs bénéficient donc d’une interaction
limitée entre les couches et d’un partage de paramètres entre les neurones des couches cachées,
ce qui les rend attrayant pour les données de grandes dimensions. Les couches de convolution
ont bien des avantages lorsque les données à traiter sont distribuées spatialement et représentées
sous la forme d’images.
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Dans la suite, un autoencodeur à convolution d’une forme semblable à celle montrée dans la
Figure 3.7 est utilisé pour compresser des données. Les couches de convolution sont utilisées
pour extraire des caractéristiques non linéaires des données de manière efficace, et ce dans
l’objectif de trouver un espace réduit minimisant l’erreur de reconstruction. Ces couches sont
utilisées à la fois dans l’encodeur et le décodeur, ce qui n’empêche pas d’exploiter également
des couches denses là où cela est plus avisé.
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Figure 3.7 – Exemple d’autoencodeur à convolution. Image(s) issue(s) de la Référence [8].

Dans la Figure 3.7, l’encodeur prend comme entrée des tenseurs qui sont des images à
plusieurs canaux de la forme (hauteur) × (largeur) × (nombre de canaux). Ensuite, il y a une
couche de convolution avec un filtre de forme (hauteur du filtre) × (largeur du filtre) × (nombre de
canaux du filtre) auquel est adossée une fonction d’activation afin de capturer les caractéristiques
locales de l’image d’entrée. Les fonctions d’activation les plus utilisées dans les couches de
convolution sont les fonctions sigmoid, tanh, relu, et elu.
La couche de convolution dans la Figure 3.7 est suivie d’une couche de mise en commun (Max-
Pooling) afin de réduire la résolution de l’image et ainsi diminuer le nombre de poids. La sortie
de la couche de mise en commun est linéarisée (Flatten) afin d’employer une couche dense qui
calcule la représentation réduite.
Le décodeur part de la donnée compressée (i.e., la sortie de l’encodeur) dont la forme est
définie par la dimension de l’espace latent. Une première couche dense décompresse cette
donnée compressée vers une taille plus large qui peut ensuite être mise sous la forme d’une
image (Reshape). Elle est suivie d’une couche de convolution et d’une couche de séparation
(Unpooling). Ces deux couches peuvent être fusionnées en une seule couche de convolution
transposée (Conv2DTranspose) selon les implémentations.
L’encodeur et le décodeur permettent ainsi de compresser et décompresser une image.

3.2.1.3 Erreur de compression

Les autoencodeurs peuvent réduire la dimension des données et ensuite les reconstruire
avec une certaine erreur de compression. Dans la suite, une analyse de la performance de cette
méthode en termes de réduction de la dimension et de la reconstruction de données non linéaires
est conduite. Cette analyse repose sur une séparation entre un jeu de données d’entrainement qui
sert à trouver les poids et les biais du réseau de neurones, et un jeu de données de test qui est
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totalement inconnu du réseau de neurones. Trois critères sont évalués dans l’analyse.
Le premier concerne la dimension de l’espace réduit. Le second concerne l’erreur de recons-
truction pour les données du jeu de test. Pour mesurer celle-ci, l’erreur moyenne en norme L2
(RMSE) est utilisée :

RMSE =

√√
1
N

N∑
n=1

(Xmn − X̃mn)2 (3.7)

où Xm ∈ R
N est une donnée normalisée et X̃m ∈ R

N est la reconstruction, elle aussi normalisée.
En raison de la normalisation, cette RMSE est un nombre sans dimension. Dernièrement, les
temps de calcul requis pour l’entrainement des modèles et la reconstruction de données de test
inédites sont mesurés.

3.2.2 Prédiction
Cette partie décrit le MOR, qui est une approche de prédiction originale basée sur l’ap-

prentissage profond pour les problèmes fortement non linéaires de mécanique de la rupture
fragile. L’initiation et la propagation de fissures dans une plaque 2D Ω ⊂ R2 est considérée. Une
hétérogénéité y est introduite afin d’influencer la propagation de la fissure. Par exemple, la plaque
peut être entaillée comme dans la Figure 3.8(a) et la fissure peut se propager différemment selon
les conditions de chargement, comme montré dans la Figure 3.8(b).

y

Displacements field:

u1(x,y,t)

u2(x,y,t)

Phase-field:

φ(x,y,t)

x

Initial crack

(a)

y

x

Crack propagation path

(b)

Figure 3.8 – Exemple représentatif de problème de rupture fragile : éprouvette avec une entaille.
Image(s) issue(s) de la Référence [8].

Afin de varier les conditions de chargement aisément les déplacements u sont imposés sur
tout le bord du domaine : [

u1(x, y, t)
u2(x, y, t)

]
= G(t)

[
x
y

]
, (x, y) ∈ ∂Ω (3.8)

où

G(t) =

[
Gxx(t) Gxy(t)
Gyx(t) Gyy(t)

]
(3.9)

avec t ∈ [0,T ], T > 0. Le cas particulier où G est fonction linéaire du temps correspond aux
trajets de chargement proportionnels, tandis que les autres cas correspondent aux trajets non-
proportionnels.
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Le MOC utilisé pour générer les données et qui sert de fondement au MOR à développer
est celui présenté dans la Sous-section 2.3.2. Il s’agit de l’implémentation EF dans FEMS du
modèle de champ de phase de Wu [92]. Ce MOC repose sur une procédure itérative où chaque
incrément de temps est résolu l’un après l’autre. Pour passer de l’instant tn à l’instant tn+1,
il faut prédire en chaque point du domaine Ω les déplacements u1(x, y, tn+1) et u2(x, y, tn+1), et
le champ de phase ϕ(x, y, tn+1). Un bref résumé de ce MOC est proposé dans le Paragraphe 3.2.2.1.

Le MOC est utilisé pour construire une base de données pour un jeu de trajets de chargement
généré aléatoirement. Pour chaque trajet et chaque incrément de temps tn, le jeu de données
contient la matrice de chargement G(tn) ainsi que les champs u1(x, y, tn), u2(x, y, tn) et ϕ(x, y, tn)
qui sont moyennés sur chaque élément du maillage EFs. Puisque nous nous restreignons à
des grilles Cartésiennes, ces moyennes résultent en une image 2D à trois canaux pour chaque
incrément de temps. Ce jeu de données est présenté en détails dans le Paragraphe 3.2.2.2.

L’objectif est d’utiliser le MOC seulement pour générer des données pour un nombre limité
de trajets de chargement, et ensuite de s’appuyer sur l’apprentissage profond pour faire des
prédictions pour un nombre bien supérieur de trajets de chargement inédits. Cette approche ne
peut être intéressante que si l’apprentissage profond est moins gourmand en ressources de calcul
que le MOC pour les prédictions, et s’il calcule des prédictions au moins aussi fiables que celles
du MOC. Comme mentionné précédemment, la stratégie proposée consiste à réduire d’abord la
dimension du problème afin de n’avoir que quelques inconnues à prédire au lieu d’images 2D à
trois canaux. La dépendance à l’histoire du modèle de champ de phase introduit une complexité
additionnelle qui peut aussi être traitée par l’apprentissage profond. Le MOR non linéaire basé
sur l’apprentissage profond est présenté dans le Paragraphe 3.2.2.3.

3.2.2.1 Modèle d’ordre complet

Le MOC utilisé dans ce travail sur l’apprentissage profond est celui présenté dans la Sous-
section 2.3.2. Le problème d’équilibre est le même que celui de l’Équation (2.1), à l’exception des
conditions aux limites qui ne reposent pas sur la décomposition du champ de déplacement en une
partie linéaire et une partie périodique. Cette décomposition est remplacée par les conditions aux
limites de l’Équation (3.8). Le tenseur des contraintes de Cauchy avec la fonction de dégradation
non linéaire et l’équation d’évolution du champ de phase avec la variable d’histoire sont ceux
décrits dans la Sous-section 2.3.2.
La seule différence est dans la méthode numérique, puisque nous nous appuyons sur une
résolution par la méthode des EFs implémentée dans FEMS. Nous choisissons également une
discrétisation en temps différente avec un couplage faible entre le champ de déplacement et
le champ de phase. Dans un incrément de temps tn+1, nous résolvons d’abord les équations
d’équilibre en utilisant g(ϕ(x, y, tn)) pour trouver u(x, y, tn+1), et nous mettons ensuite à jour la
variable d’histoireH(σ(u(x, y, tn+1))) afin de résoudre l’équation d’évolution du champ de phase
et calculer ϕ(x, y, tn+1). Cette stratégie restreint le pas de temps à de petites valeurs s’il s’agit
d’obtenir des résultats précis.

3.2.2.2 Base de données

Le MOC basé sur un modèle de champ de phase résolu par la méthode des EFs va servir à
générer des données pour l’apprentissage. Ces données sont des champs de déplacement et des
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champs de phase. Le jeu de données est défini comme un tenseur :

X =
(
um

1 (xi, y j, tn), um
2 (xi, y j, tn), ϕm(xi, y j, tn)

)
m=1...NL,n=1...NT ,i=1...Nx, j=1...Ny

, (3.10)

avec NL le nombre de trajets de chargement, NT le nombre de pas de temps, et Nx ×Ny le nombre
de pixels. Le jeu de données X correspond à différents trajets de chargement qui sont portés par
le jeu de données

S =
(
Gm

xx(tn),Gm
xy(tn),Gm

yx(tn),Gm
yy(tn)

)
m=1...NL,n=1...NT

. (3.11)

Pour une condition de chargement S mn ∈ R
4 à l’instant tn, le champ de déplacement u1 ∈

RNx×Ny , u2 ∈ R
Nx×Ny , et le champ de phase ϕ ∈ RNx×Ny forment une donnée Xmn ∈ R

Nx×Ny×3 qui est
une image 2D à trois canaux. Comme décrit dans le Paragraphe 3.2.2.1, le MOC prédit Xmn+1

à partir de S mn+1 et d’une variable d’histoire qui dépend de
(
Xmp

)
p≤n

, et ce à partir d’équations
aux dérivées partielles basées sur la physique. Le MOR non linéaire basé sur les données et
l’apprentissage profond présenté dans la Paragraphe 3.2.2.3 est conçu pour fonctionner de la
même manière que le MOC.

3.2.2.3 Modèle d’ordre réduit basé sur les données

Afin de construire le MOR non linéaire basé sur les données, nous réduisons d’abord la
dimension des images à trois canaux Xmn ∈ R

Nx×Ny×3 en utilisant la partie encodeur de l’au-
toencodeur décrit dans la Sous-section 3.2.1. Le résultat est formé de représentations réduites
Hmn ∈ R

K ,K � Nx × Ny × 3. Pour faire cela, il faut au préalable entrainer l’autoencodeur sur le
jeu de données d’entrainement.
L’étape suivante est de concevoir et entrainer un RNA pour lequel les entrées sont les conditions
de chargement (S mn)n=2...NT

∈ R(NT−1)×4, et les sorties les représentations réduites (Hmn)n=2...NT
∈

R(NT−1)×K . La représentation réduite de l’état initial Hm1 peut aussi être fournie en entrée, à moins
qu’elle soit identique pour tous les trajets de chargement comme dans le cas présent.
Comme montré dans la Figure 3.9, l’approche d’apprentissage profond proposée fonctionne de
manière récurrente. Un RNA prédit Hm2 à partir d’une combinaison de Hm1 et S m2. Le même
RNA avec exactement les mêmes poids et biais prédit Hm3 à partir d’une combinaison de Hm2

et S m3, et ainsi de suite pour chaque incrément de temps. Par conséquent, la couche d’entrée
du RNA a K + 4 neurones et la couche de sortie K neurones. Ce RNA peut ainsi calculer les
représentations réduites pour des trajets de chargement inédits progressivement, instant après
instant.
Les champs de déplacement et les champs de phase complets peuvent être reconstruits avec
la partie décodeur de l’autoencodeur. La combinaison de la procédure itérative avec le RNA
reposant sur l’espace réduit et du décodeur forme le MOR non linéaire basé sur les données et
imite le fonctionnement du MOC basé sur la méthode des EFs.

3.2.3 Résultats
Dans cette partie, l’autoencodeur et le MOR sont déployés pour la modélisation d’un pro-

blème de rupture. Les deux réseaux de neurones ont été implémentés avec Keras [112], qui est
l’interface de haut niveau de TensorFlow 2 [113]. Les calculs ont été réalisés sur une machine
avec un processeur Intel(R) Xenon(R) E5-2630 V4 avec 10 CPUs (20 cœurs) et une carte gra-
phique Nvidia Tesla K80 (2496 cœurs). L’acquisition et la configuration de stations de calcul
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Figure 3.9 – MOR non linéaire basé sur les données reposant sur le même RNA à chaque
incrément de temps pour modéliser la rupture. Image(s) issue(s) de la Référence [8].

équipées de cartes graphiques et de gros volumes d’espace mémoire et de stockage est un travail
complémentaire indispensable à la recherche sur l’apprentissage profond.
Le problème considéré et les jeux de données sont présentés dans le Paragraphe 3.2.3.1. L’ar-
chitecture de l’autoencodeur est détaillée dans le Paragraphe 3.2.3.2 et celle du MOR dans le
Paragraphe 3.2.3.3. Les résultats sont ensuite présentés et analysés dans le Paragraphe 3.2.3.4
pour la partie compression prise à part, et dans le Paragraphe 3.2.3.5 en rajoutant la partie
prédiction.

3.2.3.1 Jeux de données

La géométrie du problème est une plaque 2D carrée Ω = [0, 1] × [0, 1]mm2 contenant une
entaille et illustrée dans la Figure 3.10. Selon les conditions de chargement, la fissure peut se
propager dans une infinité de directions. Pour des trajets de chargement non-proportionnels, la
direction peut même varier pendant le chargement.

Le domaine est constitué d’un matériau fragile dont les propriétés élastiques sont E =

210 GPa et ν = 0.3, et les propriétés de rupture sont σc = 2445.42 MPa et Gc = 2.7 N mm−1. La
longueur de régularisation du modèle de champ de phase est fixée à lc = 0.04 mm et la taille des
éléments est de ≈ 0.016 mm, ce qui permet d’obtenir un maillage EFs quadrangulaire et structuré
de 62 × 62 éléments. Une intégration complète avec quatre points d’intégration par élément est
utilisée. L’entaille est introduite en dupliquant les nœuds. Cela change le nombre de nœuds du
maillage EFs mais pas le nombre d’éléments et ne pose donc pas de problème pour le formatage
des données sous forme d’images 62 × 62.
La taille de maille et la longueur de régularisation sont choisies volontairement assez grandes
pour obtenir des images d’une résolution raisonnable et limiter la taille de la base de données.
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Figure 3.10 – Géométrie de la plaque entaillée. Les bords où les déplacements sont imposés
d’après l’Équation (3.8) sont surlignés en rouge. Image(s) issue(s) de la Référence [8].

Pour la même raison, le nombre de pas de temps est de NT = 201 (incluant l’état initial), avec le
temps final T = 0.02 s. L’objectif principal est de montrer que l’autoencodeur et le MOR peuvent
produire des résultats comparables à ceux du MOC. C’est pourquoi le fait que le MOC pourrait
être plus précis avec un maillage et un pas de temps plus fins n’est pas problématique.

Nous construisons d’abord une base de données contenant les résultats calculés par le MOC
pour 1024 trajets de chargement proportionnels générés aléatoirement, avec ||Gm(T )||22 = T,m =

1 . . .NL. Nous incluons manuellement dans cette base de données huit trajets de chargement
particuliers correspondant à

G1(T ) =

(
T 0
0 0

)
,G2(T ) =

(
0 T
0 0

)
,G3(T ) =

(
0 0
T 0

)
,

G4(T ) =

(
0 0
0 T

)
,G5(T ) =

(
−T 0
0 0

)
,G6(T ) =

(
0 −T
0 0

)
,

G7(T ) =

(
0 0
−T 0

)
,G8(T ) =

(
0 0
0 −T

)
.

(3.12)

Cette base de données contient ainsi 205824 images (correspondant aux 1024 trajets de char-
gement avec 201 pas de temps) avec trois canaux de telle sorte que chaque image a une taille
de 62 × 62, i.e., (1024,201,62,62,3). Cette base de données de presque 18 GB est divisée par
rapport aux trajets de chargement en un jeu d’entrainement (157584 images correspondant à
784 trajets de chargement), un jeu de données de validation (17487 images correspondant à
87 trajets de chargement), et un jeu de données de test (30753 images correspondant à 153
trajets de chargement). Les huit trajets de chargement particuliers sont inclus dans le jeu de
données d’entrainement. Toutes les images sont normalisées en soustrayant l’image moyenne et
en divisant par l’image écart-type calculée sur le jeu de données d’entrainement.
Nous construisons ensuite une seconde base de données pour une évaluation plus approfondie
des réseaux de neurones sur des données de test inédites. Cette base de données correspond à 100
trajets de chargement non-proportionnels générés aléatoirement. La procédure pour obtenir un
trajet de chargement non-proportionnel consiste à : générer une courbe continue de sept segments

de ligne d’une longueur égale à
T
7

dans l’espace (Gxx,Gxy,Gyx,Gyy), et orientés aléatoirement ;
calculer une B-spline cubique passant par les extrémités de ces segments ; interpoler les matrices
Gm(tn), n = 1 . . . 201 à partir de la spline. Cela rajoute 20100 images utilisables comme jeu de
données de test supplémentaire.
Les trajets de chargement proportionnels générés sont montrés dans les Figures 3.11(a) et 3.11(b),
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et les trajets non-proportionnels dans les Figures 3.11(c) et 3.11(d).

Nous pouvons clairement voir qu’une grande variété de directions est considérée pour les
trajets proportionnels, mais que la longueur des segments est toujours identique. Dans le cas
non-proportionnel, la visualisation est plus difficile car les courbes sont emmêlées, mais leur
longueur est également toujours à peu près identique.

3.2.3.2 Autoencodeur

L’autoencodeur utilisé pour la compression est présenté dans la Figure 3.12(a) pour la partie
encodeur et la Figure 3.12(b) pour la partie décodeur.

La partie encodeur prend une entrée au format (62,62,3). Elle démarre avec deux couches
de convolution, chacune suivie par une couche de mise en commun, et elle finit par une couche
de linéarisation et une couche dense. L’encodeur montré dans la Figure 3.12(a) repose sur un
espace latent de dimension 5.
La partie décodeur part d’une représentation réduite au format (5). Elle démarre par une couche
dense et une couche de conversion au format image, et elle finit par deux couches de convolution
transposée (Conv2DTranspose) et une couche de convolution reconvertissant l’image dans son
format original (62,62,3).
Une fonction d’activation linéaire est utilisée dans la dernière couche dense de l’encodeur et la
dernière couche de convolution du décodeur. Une fonction d’activation ELU est utilisée pour
toutes les couches de convolution de l’encodeur, et toutes les couches de déconvolution du
décodeur. La fonction de perte pour entrainer l’autoencodeur est l’erreur carrée moyenne.

Selon les applications (principalement en mécanique des fluides), différentes architectures
d’autoencodeur ont été proposées dans la littérature [109]. L’architecture de la Figure 3.12 est
assez similaire à celle proposée dans la Référence [114] pour des applications biomédicales.
Nous avons optimisé note architecture par rapport au format de nos images et aux types de
données que nous avions.

3.2.3.3 Modèle d’ordre réduit basé sur les données

Comme expliqué dans le Paragraphe 3.2.2.3, le MOR est en réalité un réseau récurrent
intégrant un RNA qui prédit les sorties progressivement, instant après instant. L’architecture de
ce RNA consiste en des couches denses. Il prend une entrée au format (K +4). Ce format d’entrée
résulte d’une combinaison de la dimension de l’espace latent K et du nombre de composantes de
G (4). La couche d’entrée est suivie par trois couches denses cachées et une couche dense de
sortie. Les trois couches cachées ont respectivement 216, 324, et 540 neurones, et utilisent une
fonction d’activation ELU. La couche de sortie utilise une fonction d’activation linéaire pour
calculer une sortie au format (K).
L’entrainement du MOR consiste en réalité à entrainer le RNA qu’il intègre, comme montré
dans la Figure 3.9. La fonction de perte pour cet entrainement est l’erreur carrée moyenne. Afin
d’éviter le décodage répétitif des représentations réduites pendant l’entrainement, cette fonction
de perte est calculée directement sur les représentations réduites, qui sont pré-calculées pour les
jeux de données d’entrainement et de validation.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.11 – Trajets de chargement générés : (a,b) 1024 trajets proportionnels, (c,d) 100 trajets
non-proportionnels. Image(s) issue(s) de la Référence [8].
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Figure 3.12 – Architecture de l’autoencodeur à convolution : (a) encodeur, (b) décodeur. Image(s)
issue(s) de la Référence [8].
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3.2.3.4 Reconstruction des fissures pour des trajets de chargement inédits

Dans cette partie, l’efficacité de l’autoencodeur est évaluée pour la compression de données
non linéaires. Cette évaluation est réalisée pour différents niveaux de compression correspondant
à différentes dimensions de l’espace latent. L’erreur de reconstruction et les temps de calcul sont
tous deux analysés.

Nous obtenons une RMSE moyenne sur les 153 trajets de chargement proportionnels inédits
du jeu de données de test de 0.0331 en utilisant un espace latent de dimension 5, 0.0234 avec une
dimension de 10 et 0.0119 avec une dimension de 50. Il est rappelé que la RMSE est calculée
sur les données normalisées. L’erreur très faible obtenue avec un espace latent de dimension 5
est donc un résultat assez prometteur.
L’erreur moyenne peut néanmoins dissimuler de fortes erreurs sur certaines images. La RMSE de
chaque image est montrée dans la Figure 3.13. Nous pouvons observer la présence de plusieurs
images ayant une RMSE supérieure à 0.05, et même de certaines images avec une RMSE supé-
rieure à 0.5. Nous obtenons toutefois une diminution systématique de la RMSE avec un espace
latent plus grand. Il est en fait possible de réduire la RMSE pour presque toutes les images en
dessous de 0.2 en utilisant une dimension d’encodage de 50.

Il est intéressant d’analyser le pire résultat, qui est l’image associée au plus haut pic au milieu
de la Figure 3.13. Cette image correspond au dernier pas de temps d’un trajet de chargement. Tous
les champs non-normalisés pour cette image sont montrés dans la Figure 3.14. La propagation de
la fissure en diagonal révèle que les conditions aux limites pour cette image sont dominées par
du cisaillement. L’excès de contraintes en raison des conditions aux limites particulières utilisées
pour générer le jeu de données mène à l’initiation et à la propagation de fissures supplémentaires
le long du bord de la plaque.

L’autoencodeur a clairement des difficultés à apprendre la complexité du chemin de fissura-
tion, notamment en ce qui concerne le champ de phase. Il est plus aisé d’analyser cela à partir de
la Figure 3.15, qui montre le résultat obtenu par le MOC, et les champs d’erreur absolue sur les
données non-normalisées par rapport au résultat obtenu par le MOC pour différentes dimensions
d’espace latent.
La difficulté provient du champ de phase et de la propagation de la fissure le long du bord de
la plaque. Avec un espace latent de dimension 5, l’autoencodeur sur-estime la rupture, comme
le prouve la perte de deux régions sans fissure le long du bord après reconstruction. Ces deux
régions sont retrouvées avec une dimension d’espace latent de 10 ou 50.
Étant donné que la présence d’une fissure le long du bord de la plaque a peu d’effet sur le champ
de déplacement, ce dernier est reconstruit assez précisément par l’autoencodeur quelle que soit
la dimension de l’espace latent. Les seules erreurs restantes et qui peuvent être réduites avec une
représentation réduite plus riche sont dues au saut de déplacement le long de la fissure.

En ce qui concerne le temps de calcul, il est principalement dû à l’entrainement de l’autoenco-
deur. D’une part, ce temps d’entrainement est proche de 50 h avec une dimension de 5 et de 60 h
avec 50. D’autre part, les simulations avec le MOC pour les 1024 trajets proportionnels prend
environ 16 h (55 s par trajet) sur une station de calcul avec un processeur Intel Xeon(R) W-2175
ayant 14 CPUs (28 cœurs). La génération des données et l’entrainement de l’autoencodeur
prend donc plusieurs jours pour ce problème, avec une influence assez faible de la dimension de
l’espace latent.
L’autoencodeur est relativement rapide une fois entrainé, puisque l’encodage et le décodage de



136 3.2. APPRENTISSAGE PROFOND

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
Test sample

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8
RM
SE

RMSE bet een reconstructed and test sample
CNN-5
CNN-10
CNN-50

Figure 3.13 – RMSE entre chaque image reconstruite (CNN) et l’original (HFM) correspondant
issu du jeu de test proportionnel pour différentes dimensions d’espace latent. Image(s) issue(s)
de la Référence [8].
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Figure 3.14 – Comparaison entre chaque image reconstruite (CNN) et l’original (HFM) corres-
pondant issu du jeu de test proportionnel pour différentes dimensions d’espace latent. Chaque
ligne correspond à un champ différent et chaque colonne à un résultat différent. Les déplacements
sont en millimètres. Image(s) issue(s) de la Référence [8].
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Figure 3.15 – Original (HFM) issu du jeu de test proportionnel et erreur absolue entre cet original
et la reconstruction (CNN) obtenue pour différentes dimensions d’espace latent. Chaque ligne
correspond à un champ différent et chaque colonne à un résultat différent. Les déplacements sont
en millimètres. Image(s) issue(s) de la Référence [8].

201 images pour un trajet de chargement complet prend environ 1.3 s (6.5 ms par image). Ce
temps de reconstruction varie peu en changeant la dimension de l’espace latent.

Pour résumer, bien que la RMSE moyenne soit déjà assez faible en utilisant un espace latent
de dimension 5, des erreurs assez grandes sont obtenues sur certaines images. Ces erreurs peuvent
être réduites en utilisant une dimension plus grande, et ce sans augmentation significative du
temps d’entrainement ou de reconstruction. Afin de construire le MOR, nous choisissons donc
une dimension d’espace latent de 50.

3.2.3.5 Prédiction des fissures pour des trajets de chargement inédits

Dans la suite, le MOR décrit dans la Figure 3.9 est déployé avec une dimension d’encodage
de 50 pour l’espace réduit, et ce en s’appuyant sur l’autoencodeur déjà entrainé. De même que
pour l’autoencodeur, afin d’entrainer le RNA intégré dans le MOR, nous utilisons seulement le
jeu de données d’entrainement lié à des trajets de chargement proportionnels. Nous employons
ensuite ce MOR entrainé pour calculer des prédictions pour des trajets de chargement inédits et
proportionnels ou non-proportionnels.

Nous obtenons une RMSE moyenne pour les 153 trajets de chargement du jeu de test de
0.0559, ce qui est du même ordre que l’erreur de reconstruction avec la même dimension d’en-
codage (0.0119). Dans ce travail, même si l’autoencodeur mets plus de temps à entrainer, sa
première vocation est de produire un espace réduit servant de base pour le MOR. Ces résultats
confirment que l’autoencodeur parvient avec succès à faciliter le calcul des prédictions.
La distribution de la RMSE sur tout le jeu de test est montrée dans la Figure 3.16. Nous ob-
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servons que le MOR mène à des erreurs systématiquement plus grandes en comparaison de
l’autoencodeur. Cela n’est pas surprenant puisque le calcul d’une prédiction requière de traverser
le RNA et ensuite le décodeur.
Il y a plus de cas pour lesquels la RMSE est supérieure à 0.5, et nous trouvons même certains
cas pour lesquels elle est supérieure à 1. Cela montre que l’autoencodeur est un outil prometteur
pour la compression de données issues de la mécanique non linéaire, mais il y a encore un travail
de recherche à faire en ce qui concerne le MOR.

Il est intéressant de regarder encore une fois le même résultat montré précédemment dans la
Figure 3.15. Nous trouvons en effet que l’erreur de prédiction est deux fois supérieure à l’erreur
de reconstruction pour ce résultat, qui correspond par ailleurs au second pic le plus haut au milieu
de la Figure 3.16. Les erreurs absolues en utilisant le MOR pour ce résultat sont montrées dans
la Figure 3.17.
Contrairement à ce que les erreurs assez larges suggèrent, le MOR prédit assez précisément la
propagation de la fissure en diagonal causée par le cisaillement. Les erreurs sont localisées le
long du bord de la plaque pour le champ de phase, et sont relativement faibles pour le champ de
déplacement.

Les capacités de l’autoencodeur et du MOR à prédire des chemins de fissuration complexes
sont aussi évaluées pour 100 trajets de chargement non-proportionnels inédits. Nous trouvons
une RMSE moyenne de 0.0124 pour la reconstruction et de 0.0887 pour la prédiction. Cette
augmentation des erreurs s’explique par le fait que l’autoencodeur et le MOR ont tous deux
été entrainés seulement sur des données issues de trajets de chargement proportionnels. Cette
augmentation des erreurs n’est néanmoins pas significative, et démontre la robustesse et la bonne
capacité de généralisation de l’approche proposée.
Les distributions d’erreur sont montrées dans la Figure 3.18. Pour ces trajets de chargement
non-proportionnels, nous trouvons beaucoup de cas pour lesquels il n’y a pas d’initiation de
fissure et donc une erreur proche de zéro à la fois pour l’autoencodeur et le MOR. Pour les cas
restants, nous trouvons des erreurs qui sont du même ordre que celles trouvées pour des trajets
de chargement proportionnels dans la Figure 3.16.

Nous choisissons encore une fois d’analyser le résultat avec la plus grande erreur de recons-
truction. Les erreurs absolues pour ce résultat sont montrées dans la Figure 3.19. D’une part, cet
example confirme que l’autoencodeur compresse très précisément les images, même pour des
trajets de chargement non-proportionnels inédits. Il est effectivement important de rappeler qu’il
n’y a aucun résultat avec une fissure courbe dans le jeu de données d’entrainement.
D’autre part, le MOR prédit une fissure droite dans une direction incorrecte, ce qui mène à des
erreurs très grandes. L’amélioration de l’intégration de l’historique de chargement dans le MOR
semble nécessaire afin d’améliorer les résultats. Cela pourrait être réalisé avec le développement
d’un autoencodeur pour la variable d’histoire du modèle de champ de phase et l’introduction de
cette variable compressée dans le MOR. Cela sera considéré dans des travaux futurs.

Pour finir, en ce qui concerne les temps de calcul, nous avons un temps d’entrainement du
MOR qui est négligeable, puisqu’il est de seulement 40 min. Une fois l’entrainement terminé, le
temps passé à prédire des représentations réduites et à les décoder est très limité, puisqu’il est
proche de 0.22 s par trajet de chargement. Le MOR proposé est donc bien moins coûteux que le
MOC, avec une réduction du temps de calcul d’un facteur d’au moins 250.
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Figure 3.16 – RMSE entre chaque image reconstruite/prédite (CNN/Predictor) et l’original
(HFM) correspondant issu du jeu de test proportionnel. Image(s) issue(s) de la Référence [8].
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Figure 3.17 – Original (HFM) issu du jeu de test proportionnel et erreur absolue entre cet original
et la reconstruction (CNN) et la prédiction (Predictor) obtenues. Chaque ligne correspond à un
champ différent et chaque colonne à un résultat différent. Les déplacements sont en millimètres.
Image(s) issue(s) de la Référence [8].



140 3.2. APPRENTISSAGE PROFOND

0 2500 5000 7500 10000 12500 15000 17500 20000
Test sample

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

1.25

1.50

1.75

2.00

RM
SE

RMSE between reconstructed and test sample
Predictor
CNN

Figure 3.18 – RMSE entre chaque image reconstruite/prédite (CNN/Predictor) et l’original
(HFM) correspondant issu du jeu de test non-proportionnel. Image(s) issue(s) de la Référence
[8].
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Figure 3.19 – Original (HFM) issu du jeu de test non-proportionnel et erreur absolue entre
cet original et la reconstruction (CNN) et la prédiction (Predictor) obtenues. Chaque ligne
correspond à un champ différent et chaque colonne à un résultat différent. Les déplacements sont
en millimètres. Image(s) issue(s) de la Référence [8].
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Conclusion
Deux méthodes de réduction de modèle ont été présentées dans ce chapitre. Les deux mé-

thodes reposent sur un fonctionnement en trois étapes. La première étape est de générer des
données avec un MOC basé sur une approche conventionnelle comme la méthode numérique
basée sur la TFR ou la méthode des EFs. La seconde étape consiste à compresser les données.
Finalement, des prédictions sont réalisées dans la troisième étape avec un MOR où le nombre
d’inconnues à prédire et donc le temps de calcul est fortement réduit.

La première méthode abordée dans le chapitre est l’APA. Dans cette méthode, la compression
est réalisée avec un partitionnement par K-moyennes et les prédictions avec une approche de
champ moyen où les inconnues sont considérées constantes par partition. L’avantage de l’APA
par rapport aux approches basées sur la DOP est la réduction simultanée du nombre d’inconnues
à calculer et du nombre de points d’intégration. Elle ne nécessite donc pas d’hyper-réduction.
Cet avantage est aussi une faiblesse, puisqu’il limite grandement la précision des prédictions du
MOR au niveau local.
Mes contributions autour de l’APA ont concerné son extension à divers types de comportements,
et notamment aux déformations finies afin de modéliser l’endommagement ductile. Bien qu’il y
ait des applications où l’intérêt de cette approche est avéré, le manque de précision au niveau
local est assez limitant. L’APA peut donc être considérée comme une méthode à champ moyen
basée sur les données et assez fiable, mais seulement au niveau macroscopique.

Pour obtenir des prédictions fiables au niveau local, une deuxième approche reposant sur une
méthode de compression non linéaire a été présentée. Cette méthode repose sur deux réseaux de
neurones profonds : un autoencodeur pour la compression et un MOR intégrant un RNA pour la
prédiction. Cette approche a été développée pour des problèmes d’initiation et de propagation
de fissures avec des trajets de chargement proportionnels et non-proportionnels. Les résultats
montrent que l’autoencodeur compresse les données efficacement vers un espace réduit de taille
assez faible et qu’il se généralise assez bien. Le MOR, toutefois, ne tient pas suffisamment
compte de l’historique de chargement malgré sa structure récurrente et ne permet donc pas de
traiter des trajets de chargement complexes.
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Introduction

Les chapitres 1 et 2 ont traité la modélisation numérique de phénomènes physiques fortement
non linéaires et localisés. Malgré le travail conséquent autour de l’efficacité des méthodes numé-
riques, avec notamment la parallélisation, les résultats présentés ont exclusivement concerné de
petits domaines de calculs contenant une hétérogénéité. Dans le Chapitre 3, il a été démontré
que pour de grandes campagnes de calculs avec une certaine redondance une accélération par
plusieurs ordres de grandeur est possible à l’aide de méthodes de compression et de réduction
de modèle, notamment lorsque seules les conditions aux limites changent entre deux calculs.
Ce chapitre porte l’intérêt vers le déploiement de modèles fortement non linéaires comme ceux
développés aux chapitres 1 et 2 à l’échelle de structures de plus ou moins grandes tailles comme
les éprouvettes de laboratoire, les tableaux de bord des automobiles, les réservoirs d’hydrogènes,
les pales d’éoliennes, etc.
L’objectif est de développer des méthodes multi-échelles permettant de séparer la discrétisation
du domaine de calcul de celle de l’hétérogénéité. L’hypothèse sous-jacente est que l’échelle ca-
ractéristique de l’hétérogénéité est petite par rapport à celle du domaine de calcul, cette dernière
étant appelée dans la suite grande échelle. Les deux principales difficultés sont le développement
du modèle multi-échelle reliant les deux échelles, et son implémentation robuste et efficace. Pour
ce deuxième objectif, les Modèles d’Ordre Réduit (MORs) développés dans le Chapitre 3 ont
leur rôle à jouer.

La thématique de la modélisation multi-échelle a longuement été étudiée en mécanique
des matériaux afin de produire des lois de comportement plus prédictives en s’inspirant de la
microstructure [115, 116]. La théorie de l’homogénéisation permet par exemple de trouver la
relation contrainte-déformation d’un matériau à partir d’un développement limité du champ de
déplacement et d’un principe de conservation de l’énergie mécanique qui est appelé lemme de
Hill-Mandel [115]. Avec cette théorie, il est même possible de faire des hypothèses simplifica-
trices à l’échelle microscopique afin de permettre une résolution analytique et obtenir un modèle
de comportement destiné à être utilisé à l’échelle macroscopique. C’est le cas par exemple pour
les modèles de Mori-Tanaka [117] ou de Gurson [118]. Pour des modèles plus complexes et plus
proches de la réalité, il apparaît nécessaire de se tourner vers l’homogénéisation numérique avec
la méthode des Éléments Finis (EFs), la méthode numérique basée sur la Transformée de Fourier
Rapide (TFR) ou d’autres méthodes [116].
Pour des phénomènes transitoires et non linéaires, l’homogénéisation concurrente avec un
schéma de type EF×EF (EF2) est particulièrement intéressante [119]. Cette méthode consiste
à discrétiser le domaine sans tenir compte de l’hétérogénéité, et à ne discrétiser celle-ci qu’à
l’échelle de Volumes Élémentaires Représentatifs (VERs). Ces VERs sont de petits domaines de
calcul discrétisés séparément et attachés à chaque point d’intégration du modèle EF du grand
domaine. À chaque incrément de temps, il convient de résoudre simultanément un problème à la
grande échelle et un problème supplémentaire pour chaque VER. Cette approche est d’un grand
intérêt pour l’industrie puisqu’elle tire sa fiabilité et son caractère prédictif de la modélisation
des phénomènes physiques directement à l’échelle de la microstructure, et qu’elle permet égale-
ment de visualiser et d’expliquer ces phénomènes à différentes échelles. Son application à des
problématiques industrielles concrètes est néanmoins limitée, notamment en raison des coûts de
calcul non négligeables qu’elle engendre.

Bien qu’elles aient été très largement étudiées et exploitées en calcul de structures, les mé-
thodes multi-échelles et notamment les approches de type EF2 ont très peu été abordées pour la
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mécanique des fluides. La seule exception, non négligeable, est la modélisation des écoulements
dans les milieux dits poreux ou perméables. Dans ces écoulements, l’hétérogénéité est due à la
présence d’obstacles dont la taille caractéristique est petite par rapport à la taille du domaine.
Ces écoulements sont bien compris et peuvent être modélisés avec précision même lorsque les
obstacles sont très petits et ont une distribution et une morphologie complexes tant qu’ils sont
stationnaires et laminaires [120].
En effet, pour des écoulements visqueux les équations gouvernant la petite échelle sont les
équations de Stokes. De nombreuses théories ont été proposées pour relier les champs de vitesse
et de pression entre les deux échelles, avec des choix variés pour les conditions aux limites
à employer à la petite échelle. Ces théories montrent que les équations gouvernant la grande
échelle impliquent la loi de Darcy [120]. Cette dernière repose sur la définition d’un tenseur de
perméabilité qui peut être calculé analytiquement ou numériquement selon la complexité de la
distribution et de la morphologie de l’hétérogénéité à la petite échelle.
Il n’est généralement pas possible d’utiliser la loi de Darcy pour des écoulements inertiels. Des
extensions comme la loi de Forchheimer ont été proposées mais elles ne s’appuient pas sur
la théorie de l’homogénéisation [121, 122]. Récemment, un cadre théorique appelé Principe
Multi-échelle des Puissances Virtuelles (PMPV) a été proposé pour les écoulements stationnaires
avec obstacles et inertie [123]. Les équations gouvernantes à la petite échelle étaient les équations
de Navier-Stokes à l’état stationnaire mais avec le terme d’auto-advection. Par conséquent, il
était nécessaire de résoudre un problème non linéaire à la petite échelle, et de même pour la
grande échelle. Néanmoins, une implémentation concurrente avec couplage complet entre les
deux échelles n’a pas été développée. Cette simplification n’était possible qu’en raison de la
stationnarité des écoulements modélisés.

Un travail en lien avec l’industrie autour de la simulation concurrente de la rupture de
structures composites est présenté en Section 4.1. Une approche EF×MOR est notamment
développée afin d’accélérer les simulations multi-échelles. Une attention particulière est accordée
à la validation du modèle en s’appuyant sur des essais expérimentaux.
Des contributions plus fondamentales autour de la modélisation multi-échelle des écoulements
non stationnaires dans des domaines contenant de petits obstacles sont présentées en Section
4.2. L’implémentation EF2 avec couplage complet est présentée et comparée avec une approche
directe où l’hétérogénéité est directement discrétisée à l’échelle du domaine.
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4.1 Rupture
Cette Section repose essentiellement sur des travaux publiés dans la Référence [12].

Comme présenté dans la Section 3.1, l’Analyse Partitionnée Auto-cohérente (APA) a été
proposée en 2016 [96] et a très vite fait l’objet de nombreux développements. Parmi ceux-ci, il y
a l’extension aux déformations finies, aux déformations plastiques localisées et à la modélisation
de l’endommagement ductile. Un autre axe de recherche important a été l’intégration de l’APA
dans une approche d’homogénéisation concurrente [124], et en particulier dans le cadre d’une
collaboration avec la Ford Motor Company.
Dans ce projet, divers matériaux polymères composites ont été évalués dans l’objectif de rem-
placer une pièce d’automobile structurelle auparavant en acier. Il s’agissait de caractériser et de
modéliser. La caractérisation concernait à la fois les constituants (fibres en carbone et matrice
époxy) et les composites qui pouvaient être à fibres courtes, à fibres longues unidirectionnelles
stratifiées, ou encore à fibres longues tissées. Les travaux présentés dans la suite concernent le
composite à matrice époxy et à fibres longues unidirectionnelles stratifiées, et ont été publiés
dans la Référence [12]. La méthodologie est la suivante :

• Le comportement et les propriétés mécaniques de la matrice ont été caractérisés avec des
essais utilisant des éprouvettes purement constituées d’époxy. Pour les fibres, nous nous
basons sur les données fournies par le fabricant.

• La microstructure du composite est analysée afin de générer un VER.

• La méthode des EFs est utilisée pour générer des données en appliquant six chargements
orthogonaux d’amplitude assez faible pour rester dans le régime élastique.

• Les données générées sont utilisées pour mettre en œuvre l’APA.

• L’APA est intégrée dans une approche d’homogénéisation concurrente. Elle fournit la
réponse macroscopique du matériau à chaque point d’intégration d’un maillage EFs d’une
structure.

L’objectif est d’évaluer la fiabilité de cette méthodologie en comparaison avec des essais expéri-
mentaux inédits, i.e., non utilisés pour établir le modèle multi-échelle.

Le matériau et le modèle utilisé pour le VER sont brièvement présentés dans la Sous-section
4.1.1, ainsi que la méthode multi-échelle intégrant l’APA. Un des résultats obtenus est présenté
dans la Sous-section 4.1.2.

4.1.1 Méthode
Le modèle multi-échelle est décrit dans la suite pour l’exemple de la Figure 4.1, qui est une

éprouvette de tension avec toutes les fibres orientées à 10° par rapport à la direction de tension.

La structure de la Figure 4.1 est composée de couches de composite unidirectionnel. Il est
tout à fait possible de faire varier l’orientation des fibres dans l’épaisseur. Chaque couche est
discrétisée avec des éléments coque épais 3D permettant d’étirer les éléments jusqu’à un ratio
d’aspect de dix sans détériorer significativement les prédictions. Il n’y a qu’un élément dans
l’épaisseur pour chaque couche. Une intégration réduite est utilisée pour ces éléments, avec
seulement deux points d’intégration dans l’épaisseur. À chaque point d’intégration est attaché
un VER 3D qui contient 93 fibres discrétisées avec 600 × 600 × 100 voxels. Ce VER a une
dimension assez faible dans la direction des fibres car il y a des conditions de périodicité et les
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Figure 4.1 – Illustration des différentes échelles du modèle. De gauche à droite, la structure
est composée de 12 couches d’une épaisseur d’environ 0.2 mm, chacune étant composée d’une
matrice et de fibres de section circulaire d’un diamètre de 7 µm. Image(s) issue(s) de la Référence
[12].
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fibres sont supposées droites. La fraction volumique de fibre est proche de 50%.

L’algorithme de simulation concurrente EF×APA est fondé sur un échange d’informations
entre la grande échelle de la structure et la petite échelle du VER. Pour ce dernier, le problème
à résoudre n’est autre que le problème d’équilibre introduit dans la Section 2.1. Il est résolu
avec l’APA en suivant la procédure détaillée dans la Section 3.1, à la différence près que nous
nous plaçons dans cette partie sous l’hypothèse de petites déformations. Le comportement des
fibres est supposé élastique linéaire transversalement isotrope, avec une rupture fragile dans la
direction longitudinale basée sur une résistance à la compression différente de la résistance à la
tension. Le comportement de la matrice est modélisé avec une loi élasto-plastique intégrant un
modèle d’endommagement et un critère de plasticité où la courbe d’écrouissage est différente
en tension et en compression [125]. Les détails sur les lois de comportement et les propriétés
matériaux peuvent être trouvés dans la Référence [12].

Dans une phase de préparation, nous lançons six simulations avec la méthode des EFs
au niveau du VER où nous résolvons le problème d’équilibre de l’Équation (2.1) mais avec
des amplitudes de déformation appliquée assez faibles pour rester dans le domaine élastique.
Nous utilisons les résultats de ces simulations pour le partitionnement par K-moyennes et nous
pré-calculons les deux parties du tenseur d’interaction pour l’Algorithme 3.3. Nous préparons
également le modèle EF de la structure avec les éléments coques épais 3D.

Dans la phase de prédiction, bien que le problème soit statique, nous utilisons un schéma
explicite pour la grande échelle, avec une augmentation artificielle et automatique de la masse
afin de limiter le nombre de pas de temps. Cela nécessite par ailleurs de contrôler pour tous les
résultats que l’énergie cinétique reste négligeable.
À chaque incrément de temps de la résolution explicite, il faut calculer la contrainte macrosco-
pique σM(x) à chaque point d’intégration x de chaque élément coque de la structure, et ce à
partir d’une déformation macroscopique εM(x) qui est connue. L’avantage du schéma explicite,
c’est que le calcul de la matrice tangente n’est pas nécessaire au niveau macroscopique. Pour le
calcul de la contrainte macroscopique σM(x), nous utilisons la version petites déformations de
l’Algorithme 3.3, où sont intégrés le critère de rupture des fibres et la loi d’élasto-plasticité avec
endommagement de la matrice.
L’endommagement n’est pas modélisé à l’échelle microscopique au niveau des partitions à
l’intérieur des VERs, mais plutôt à l’échelle macroscopique. Une variable d’endommagement
macroscopique est introduite pour adoucir la réponse mécanique calculée pour chaque VER, et
est régularisée avec un modèle d’endommagement non-local intégral. Cela a l’avantage d’éviter
à la fois la dépendance vis-à-vis de la discrétisation à l’intérieur du VER, et au niveau de la
structure. L’inconvénient est que les phénomènes locaux comme la décohésion ou l’initiation
et la propagation de fissures à l’intérieur du VER ne sont pas réellement modélisés et nous ne
pouvons donc pas avoir de prédiction de l’évolution de la microstructure. Les détails sur cette
modélisation régularisée de l’endommagement peuvent être trouvés dans la Référence [124].
Une première analyse à l’échelle du VER nous a permis de conclure que seulement 2 partitions
dans les fibres et 8 dans la matrice suffisent à prédire la réponse macroscopique de manière assez
fiable [12], et ce pour des déformations macroscopiques allant jusqu’à 2%. Ce partitionnement
est montré dans la Figure 4.2.
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Figure 4.2 – Partitionnement par K-moyennes du VER à partir des données calculées pour six
chargements orthogonaux. Image(s) issue(s) de la Référence [12].

4.1.2 Résultats
Dans cette partie, l’approche EF×APA est validée par rapport à un essai expérimental de

tension avec les fibres orientées à 10° par rapport à la direction de tension. Les détails sur cet
essai et la fabrication du coupon peuvent être trouvés dans la Référence [12]. La comparaison
en termes de réponse contrainte-déformation est présentée dans la Figure 4.3. Nous observons
une légère sous-estimation de la rigidité du matériau dans la partie élastique, qui peut être due à
l’absence d’interphase dans le modèle de VER. L’approche concurrente donne néanmoins des
résultats très précis avec une erreur de 2.32% pour la contrainte maximale.

Figure 4.3 – Courbe contrainte-déformation expérimentale (Coupon Test) et numérique (Coupon
Concurrent) pour l’essai de tension avec les fibres orientées à 10°. Image(s) issue(s) de la
Référence [12].

Pour cet essai, nous disposons aussi de mesures des champs de déplacement et de déformation
par corrélation d’images. La comparaison entre simulation et expérience pour ces champs est
présentée dans la Figure 4.4. Nous observons une bande de cisaillement le long de la direction
des fibres. L’approche EF×APA prédit assez bien la largeur de la bande, avec une erreur de
3.95%, mais il y a un décalage qui peut être dû à une variation de la microstructure dans la
réalité.



150 4.1. RUPTURE

Figure 4.4 – Champs de (a) déplacement et (b) déformation dans la direction verticale avec
comparaison entre la mesure expérimentale par corrélation d’images (DIC) et la simulation
numérique (Concurrent). Image(s) issue(s) de la Référence [12].

Cette variation de la microstructure pourrait également expliquer la différence dans la position
de la fissure macroscopique finale, qui est montrée dans la Figure 4.5. La direction de la fissure
est toutefois correctement prédite par la simulation. Cela montre que l’échange d’informations
entre la structure modélisée par la méthode des EFs et les VERs modélisés par l’APA permet de
prédire de manière assez fiable l’influence de la microstructure sur la réponse macroscopique.

Pour finir, cette simulation a pris 540 h avec l’approche EF×APA. Nous estimons en nous
basant sur les calculs de VERs effectués avec la méthode des EFs dans la phase de génération de
données pour l’APA que le même calcul aurait pris plus de 5000 fois plus de temps avec une
approche EF2.

Des résultats pour un essai dynamique de flexion à trois points avec comparaison avec
l’expérimental peuvent être trouvés dans la Référence [12]. D’autres essais ont aussi été simulés
dans le cadre du projet avec la Ford Motor Company, de même que d’autres matériaux comme
les composites tissés à fibres longues.
L’application aux étapes de fabrication a également été considérée, notamment en ce qui concerne
la découpe de structures composites [22]. Des simulations d’endommagement ductile avec crois-
sance de porosités ont aussi été conduites [25].
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Figure 4.5 – Fissure macroscopique finale pour (a) la simulation et (b) l’expérience. Image(s)
issue(s) de la Référence [12].

Ces différentes applications de l’approche EF×APA ont montré qu’elle permet de réduire les
temps de calcul par plusieurs ordres de grandeurs par rapport à une approche EF2. L’APA ex-
ploite intelligemment la redondance des calculs qui reposent en effet tous sur la même géométrie
soumise localement à différentes conditions de chargement. L’intégration intrinsèque des condi-
tions aux limites périodiques dans l’APA est également un avantage pour l’homogénéisation
concurrente. Les limites de l’APA en ce qui concerne les champs locaux peuvent toutefois
être problématiques pour les applications aux procédés de fabrication. En effet, il faut pour ces
applications prédire l’état final du matériau et des phénomènes locaux par nature comme la
formation de porosités.



152 4.2. ÉCOULEMENTS

4.2 Écoulements

Cette Section repose essentiellement sur des travaux publiés dans la Référence [7].

Cette partie présente mes premiers travaux autour de l’homogénéisation pour la mécanique
des fluides. La première étape est d’étendre la méthodologie présentée dans la Référence [123]
aux écoulements non-stationnaires, et ce afin de modéliser des écoulements dans des domaines
contenant un grand nombre de petits obstacles. Ce problème étant non linéaire à cause du terme
d’auto-advection des équations de Navier-Stokes, l’approche développée est de type EF2 et
couple complètement le problème de la grande échelle aux problèmes de la petite échelle pendant
toute la simulation. Autrement dit, il n’est pas possible de pré-calculer un tenseur de perméabilité
ou toute autre quantité qui permettrait d’éviter la résolution systématique des problèmes à la
petite échelle.

Le modèle multi-échelle est présenté dans la Sous-section 4.2.1 et son implémentation
numérique dans la Sous-section 4.2.2. Un exemple de résultat est présenté dans la Sous-section
4.2.3. Ces travaux ont été publiés dans la Référence [7].

4.2.1 Modèle multi-échelle

Le domaine de calcul est noté ΩM ⊂ Rd, avec des conditions aux limites de Dirichlet vM
D

sur ΓM
D et des conditions aux limites de Neumann tM

N sur ΓM
N . Concernant le temps, il est défini

comme t ∈ [0,T ], avec T ∈ R+∗. Le problème variationnel à résoudre pour la grande échelle est
de trouver vM(., t) ∈ VM(t), pM ∈ L2(ΩM), tels que∫

ΩM

(
fM(x, t).δvM(x) + σM,dev(x, t) : ∇xδv

M(x)
)

dx∫
ΩM

(
−pM(x)∇x.δv

M(x) − δpM(x)∇x.v
M(x)

)
dx

=

∫
ΓM

N

tM
N (x, t).δvM(x)dx, (4.1)

∀δvM ∈ VM(t),
∀δpM ∈ L2(ΩM),

avec les espaces fonctionnels

VM(t) =

{
w ∈

(
H1(ΩM)

)d
,w(x) = vM

D (x, t),∀(x, t) ∈ ΓM
D × [0,T ]

}
,

H1(ΩM) =

{
w ∈ L2(ΩM),∇xw ∈

(
L2(ΩM)

)d
}
,

L2(ΩM) =

{
w : ΩM 7→ R,

∫
ΩM

w(x)2dx < +∞

}
.

Cette formulation est classique et assez simple à comprendre s’il s’agit de modéliser l’écoulement
incompressible et Newtonien directement à la grande échelle. Les équations de Navier-Stokes
donnent alors fM(x, t) = ρM(x)

(
∂vM

∂t
(x, t) + vM(x, t).∇xv

M(x, t)
)
,

σM,dev(x, t) = 2µM(x)∇S ,dev
x vM(x, t),

∀x ∈ ΩM,∀t ∈ [0,T ],
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où le déviateur est
∇S ,devvM = ∇SvM −

1
d

tr
(
∇SvM

)
I ,

et la partie symétrique

∇SvM =
1
2

(
∇vM + ∇TvM

)
.

Le problème avec cette approche directe est que le coût de calcul devient immense s’il y a des
obstacles d’une petite taille par rapport à ΩM car la taille d’élément doit être inférieure à la taille
des obstacles. L’alternative proposée est une approche multi-échelle, où fM(x, t) et σM,dev(x, t)
sont des fonctions inconnues de vM(x, t) et ∇xv

M(x, t), tandis que pM reste un multiplicateur de
Lagrange.

Par conséquent, un domaine de petite échelle Ωm = Ωm(x) ⊂ Rd est introduit à chaque point
x du grand domaine. Les petits obstacles sont représentés dans ces petits domaines au lieu du
grand domaine. Le bord des obstacles est noté Γm

O = Γm
O(x) ⊂ ∂Ωm(x), et les conditions aux

limites de Dirichlet 0 sont imposées sur Γm
O. L’approche multi-échelle proposée est cinématique,

ce qui veut dire que des contraintes de transition d’échelle sont imposées sur le champ de vitesse,
tandis que les expressions de fM(x, t) et σM,dev(x, t) sont dérivées à partir d’un PMPV [126].

Après différentes étapes détaillées dans la Référence [7], il est possible de démontrer que le
problème à résoudre pour chaque domaine de la petite échelle est de trouver (vm(., t), pm,α,β) ∈
Vm × L2(Ωm) × Rd × Rd×d, avec

(
vM(., t), pM

)
∈ VM(t) × L2(ΩM) tels que

1
|Ωm|

∫
Ωm


ρm(y)

(
∂vm

∂t
(y, t) + vm(y, t).∇yv

m(y, t)
)
.δvm(y)

+2µm(y)∇S ,dev
y vm(y, t) : ∇yδv

m(y)
−pm(y)∇y.δv

m(y) − δpm(y)∇y.v
m(y, t)

 dy

−δα.

(
1
|Ωm|

∫
Ωm
vm(y, t)dy − vM(x, t)

)
−δβ :

(
1
|Ωm|

∫
Ωm
∇yv

m(y, t)dy − ∇xv
M(x, t)

)
−α.

(
1
|Ωm|

∫
Ωm
δvm(y)dy

)
−β :

(
1
|Ωm|

∫
Ωm
∇yδv

m(y)dy
)

= 0,

∀ (δvm, δpm) ∈ Vm × L2(Ωm),
∀ (δα, δβ) ∈ Rd × Rd×d,

(4.2)

avecVm =

{
w ∈

(
H1(Ωm)

)d
,w(y) = 0,∀y ∈ Γm

O

}
. Cette forme variationnelle se prête directe-

ment à la résolution par la méthode des EFs. Un premier bloc qui correspond aux équations
de Navier-Stokes écrites à la petite échelle avec la condition d’incompressibilité sur le champ
de vitesse et sa variation est reconnaissable. Il y a ensuite des contraintes reliant le champ de
vitesse et son gradient entre les deux échelles, et de même pour les variations. Ces contraintes
sont appliquées avec des multiplicateurs de Lagrange α et β pour lesquels il est possible de
démontrer que fM = α et σM,dev = β + pMI . En outre, la définition de l’espace fonctionnel pour
le champ de vitesse à la petite échelle inclut les conditions aux limites aux bords des obstacles.

Pour résumer :
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• Le problème de la grande échelle de l’Équation (4.1) est similaire aux équations de
Navier-Stokes pour les écoulements non-stationnaires, incompressibles et Newtoniens,
à l’exception qu’il inclut une force volumique et un déviateur des contraintes qui sont
inconnus.

• Les petits obstacles ne sont pas représentés directement à la grande échelle. Ils sont intégrés
dans des domaines de petite échelle qui sont attachés à chaque point du grand domaine.

• Pour chaque petit domaine, le problème de l’Équation (4.2) doit être résolu. Les conditions
aux limites pour ce problème proviennent de contraintes reliant le champ de vitesse de la
petite échelle et son gradient aux contre-parties de la grande échelle.

• La force volumique et le déviateur des contraintes pour la grande échelle sont calculés à
partir de la solution du problème de petite échelle.

4.2.2 Méthode numérique
Le maillage EFs utilisé pour la grande échelle comme la petite est basé sur l’élément P2/P1

de Taylor-Hood. La formulation variationnelle étant mixte, cet élément rajoute l’ingrédient
nécessaire pour obtenir des espaces de discrétisation compatibles avec la condition d’incompres-
sibilité. L’utilisation d’une interpolation quadratique pour la vitesse et linéaire pour la pression
génère toutefois un surcout non négligeable pour l’intégration numérique, puisqu’il y a six points
d’intégration par triangle en 2D, et 16 par tétrahèdre en 3D. Cet aspect est d’autant plus important
que cela signifie qu’il y a six domaines de petite échelle par élément en 2D, et 16 en 3D, comme
illustré dans la Figure 4.6.

coarse scale velocity nodes
coarse scale pressure nodes
coarse scale integration points

fine scale velocity nodes
fine scale pressure nodes
fine scale integration points

Figure 4.6 – Discrétisation EF2 utilisant l’élément P2/P1 de Taylor-Hood avec une illustration du
maillage de la grande échelle, d’un maillage de la petite échelle et d’un des éléments du maillage
de la petite échelle. Dans cet exemple, il y a 2, 048 éléments pour la grande échelle, 2, 048 × 6 =

12, 288 points d’intégration pour la grande échelle et donc autant de maillages de petit échelle,
12, 288 × 1, 524 = 18, 726, 912 éléments de petite échelle et 12, 288 × 3, 172 × 2 = 77, 955, 072
de degrés de libertés en vitesse pour la petite échelle.

Afin d’éviter d’augmenter la complexité de la méthode, aucune stabilisation et aucun modèle
de turbulence n’est utilisé. L’algorithme de couplage dans les deux sens pour résoudre simulta-
nément le problème de grande échelle et les problèmes de petite échelle est effectivement déjà
assez complexe. À l’instant tn+1 cet algorithme consiste à :
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1. Initialiser vM
0 , pM

0 pour la première itération de l’algorithme de Newton-Raphson de la
grande échelle à partir des dernières solutions calculées

2. Pour chaque itération de Newton-Raphson de la grande échelle i→ i + 1

(a) Pour chaque domaine de la petite échelle

i. Initialiser vm
0 , pm

0 ,α0,β0 pour la première itération de l’algorithme de Newton-
Raphson de la petite échelle à partir des dernières solutions calculées

ii. Pour chaque itération de Newton-Raphson de la petite échelle j→ j + 1

A. Linéariser le problème de la petite échelle et assembler et résoudre le système
linéaire associé pour l’itération j

B. Vérifier la convergence et retourner à 2(a)ii si nécessaire

iii. Récupérer la solution α = fM(x, tn+1) et βdev = σM,dev(x, tn+1) − pM(x)I

(b) Assembler et résoudre le système linéaire associé à l’itération i de la grande échelle

(c) Vérifier la convergence et retourner à 2 si nécessaire

(d) Récupérer la solution vitesse-pression pour la grande échelle

En pratique, des procédures avancées de type recherche linéaire ou sous-itération sont souvent
nécessaires afin d’améliorer la convergence de cette algorithme, notamment à la petite échelle.
Cet algorithme a été implémenté dans FEMS avec une parallélisation en mémoire distribuée.
Cela ne requière pas de paralléliser la résolution à la petite échelle, puisque les problèmes de
la petite échelle sont automatiquement distribués à partir du moment où le maillage EFs de la
grande échelle l’est.

4.2.3 Résultats
Cette approche multi-échelle a été comparée pour deux exemples à une approche mono-

échelle où l’hétérogénéité est directement discrétisée dans le même maillage EFs que le domaine
dans la Référence [7]. La méthode proposée apparaît plus précise quand le nombre de Reynolds
et/ou la taille des obstacles diminuent. Cela est intéressant car cette approche EF2 devient plus
intéressante d’un point de vue coût de calcul quand la taille des obstacles diminue.
L’exemple montré dans la suite concerne un domaine en L. Il s’agit d’un carré de 1 × 1 m2

composé d’une phase claire et d’une phase sombre comme illustré dans la Figure 4.7(a). Il est
défini une taille du domaine de petite échelle l = 1 mm et un rayon d’obstacle R = 0.15 mm dans
la phase claire et l = 1 mm et R = 0.39 mm dans la phase sombre. Par conséquent, la fraction
surfacique d’obstacle est de 7.1% dans la phase claire et 48% dans la phase sombre. Le domaine
de petite échelle est systématiquement discrétisé avec une taille d’élément de 0.04 mm.

Le maillage adapté de la Figure 4.7(a) contient 3, 081 éléments dans la phase sombre et 3, 149
dans la phase claire. Pour la phase sombre, cela signifie 3, 081 × 6 = 18, 486 points d’intégration
pour la grande échelle et donc autant de maillages de petite échelle, 18, 486× 844 = 15, 602, 184
éléments de maillage de petite échelle et 18, 486 × 1, 852 × 2 = 68, 472, 144 degrés de libertés
en vitesse à la petite échelle. Pour la phase claire, il y a 3, 149 × 6 = 18, 894 points d’intégra-
tion pour la grande échelle et donc autant de maillages de petite échelle, 18, 894 × 1, 524 =

28, 794, 456 éléments de maillage de petite échelle et 18, 894 × 3, 712 × 2 = 119, 863, 536
degrés de libertés en vitesse à la petite échelle. Le total est donc pour la petite échelle de
44, 396, 640 éléments de maillage et de 188, 335, 680 degrés de libertés en vitesse. Il est es-
timé que pour ce problème le nombre d’éléments dans un modèle mono-échelle avoisinerait
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 =
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Figure 4.7 – Domaine, conditions aux limites et maillages pour le problème d’écoulement avec
obstacles : (a) domaine de grande échelle, (b) domaine de petite échelle avec un obstacle. Les
longueurs sont en mètres, les vitesses en mètres par seconde et les pressions en Pa.

844 × 1 + 1, 524 × 3
4

× 1, 000 × 1, 000 ≈ 109 et que le nombre de degrés de libertés en vitesse
serait du même ordre. Il y a donc une réduction par un facteur d’au moins 10 de la complexité de
calcul avec la méthode multi-échelle.
Le vecteur de traction est défini comme tM

N (x, t) = (sin(2πt), 0) afin d’obtenir une pression
fluctuante au bord gauche, tandis que les bords haut et bas sont définis comme des murs impé-
nétrables. La masse volumique du fluide est de 1 kg m−3, la gravité est négligée et la viscosité
dynamique du fluide est de 1 µPa s. Le problème est résolu avec un pas de temps de ∆t = 0.03 s
pour 100 incréments de temps.

Les résultats sont montrés dans la Figure 4.8 pour le champ de vitesse dans la direction
horizontale. Une transition très prononcée est observable entre les deux phases à la grande échelle.

Des résultats à différentes positions pour la petite échelle à t = 2.40 s sont montrés dans
la Figure 4.9. La comparaison avec la Figure 4.8(d) montre que les différentes orientations de
l’écoulement sont correctement transférées de la grande échelle vers la petite. Comme montré
dans la Figure 4.9(c), dans la couche limite du côté de la phase claire, de très grandes vitesses
sont observables aux deux échelles. Cela démontre les capacités de la méthode multi-échelle à
prédire l’écoulement simultanément aux deux échelles.
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Figure 4.8 – Évolution du champ de vitesse vx (m s−1) à : (a) t = 2.10 s, (b) t = 2.25 s, (c)
t = 2.40 s, (d) t = 2.55 s, (e) t = 2.70 s.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.9 – Champ de vitesse vx (m s−1) à t = 2.40 s pour le domaine de petite échelle situé
à : (a) x = 0.45 m, y = 0.45 m, (b) x = 0.55 m, y = 0.45 m, (c) x = 0.45 m, y = 0.55 m, (d)
x = 0.55 m, y = 0.55 m.



CHAPITRE 4. MODÉLISATION MULTI-ÉCHELLE 159

Conclusion
Des contributions à la modélisation multi-échelle ont été présentées dans ce chapitre pour les

problèmes liés aux écoulements avec obstacles et à la mécanique de la rupture des chapitres 1 et 2.
Dans les deux cas, le phénomène physique étudié étant fortement non linéaire et transitoire, une
approche d’homogénéisation concurrente de type EF2 a été développée. L’échelle du domaine
de calcul est ainsi séparée de l’échelle de l’hétérogénéité, ce qui permet de discrétiser l’hétéro-
généité dans un domaine fictif. La discrétisation de l’hétérogénéité directement à l’échelle du
domaine s’avère, en effet, impensable par exemple pour des structures composites ou des moules
d’injection contenant des millions de fibres.

Pour la mécanique de la rupture, l’approche proposée est l’EF×APA. Elle intègre en ef-
fet l’APA présentée dans la Section 3.1. Cette méthode a été étendue à la modélisation du
comportement d’un matériau composite à fibres longues unidirectionnelles stratifiées avec une
matrice élasto-plastique et des critères d’endommagement dans la matrice et dans les fibres.
Cet endommagement est régularisé à la petite échelle comme à la grande échelle pour éviter
la dépendance au maillage. La comparaison avec des résultats expérimentaux démontre les
capacités prédictives de la méthode à l’échelle macroscopique, tant au niveau global que local. À
l’échelle microscopique, l’APA a l’inconvénient de ne pas permettre de prédire la microstructure
finale du matériau. Elle reste toutefois très avantageuse en ce qui concerne la complexité de
calcul, avec un facteur de réduction estimé à plus de 5000 par rapport à une approche EF2.

Pour la mécanique des fluides, le cas non linéaire et non-stationnaire a très peu été étudié
dans la littérature, notamment en ce qui concerne les approches de type EF2. La première étape a
donc été de développer un PMPV permettant de relier la grande échelle du domaine à la petite
échelle des obstacles. L’implémentation EF2 avec des espaces de discrétisation compatibles avec
la condition d’incompressibilité a ensuite été décrite. La robustesse de cette implémentation a été
démontrée pour des domaines contenant 1,000,000 d’obstacles. Il est estimé que la complexité
de calcul par rapport à une approche mono-échelle est réduite d’un facteur d’au moins 10. Ce
facteur augmente d’autant plus que la taille des obstacles diminue.





Conclusions et perspectives

En quatre chapitres, j’ai résumé dans ce manuscrit mes activités de recherche autour de
la modélisation numérique des phénomènes mécaniques non linéaires dans les matériaux et
domaines hétérogènes. L’application qui est revenue plusieurs fois est la fabrication et la tenue
en service de structures composites à fibres longues qui peuvent faire plusieurs mètres tout
en contenant des fibres d’un diamètre de quelques micromètres. L’ambition et l’objectif de
mes travaux de recherche est d’aller vers des modèles plus prédictifs prenant en compte des
phénomènes fortement non linéaires et des échelles très fines.
Jusque là, je me suis intéressé en ce qui concerne la fabrication aux écoulements monophasés
comme biphasés et stationnaires comme non stationnaires. Pour la tenue en service, j’ai travaillé
principalement sur la rupture en statique.
Pour les divers phénomènes modélisés, mes contributions se concentrent principalement sur les
méthodes numériques. Ainsi, les interfaces ont été discrétisées et modélisées avec des méthodes
numériques avancées, et ce qu’il s’agisse d’une interface liquide/gaz dans un écoulement ou
d’une fissure. Ces méthodes ont pu reposer sur une génération et adaptation du maillage Éléments
Finis (EFs), des Fonctions De Niveau (FDNs) ou un champ de phase. La méthode numérique
basée sur la Transformée de Fourier Rapide (TFR) a également été abordée afin d’éliminer la
problématique du maillage.
L’accélération des calculs s’est avérée incontournable, d’abord par la parallélisation puis par la
réduction de modèle. Mes travaux sur les Modèles d’Ordre Réduit (MORs) montrent notamment
qu’il est possible d’exploiter la redondance partielle de certaines simulations afin de réduire leur
coût par plusieurs ordres de grandeur. Cela est d’autant plus intéressant dans une méthodologie
multi-échelle de type EF2.

Les principales contributions qui ont été résumées dans ce manuscrit sont :

• Une méthode permettant de générer un maillage EFs avec une discrétisation explicite des
interfaces directement à partir de FDNs, et donc également à partir d’images.

• Une méthode des FDNs avec interpolation EFs quadratique et adaptation de maillage
anisotrope afin de modéliser des écoulements biphasés. Un modèle de tension de surface
équilibré grâce à une stabilisation Variationnelle Multi-Échelle Basée sur les Résidus
(VMEBR). Une étude sur le choix entre couplage fort et faible et approche Eulérienne
ou Lagrangienne pour la modélisation des écoulements biphasés en fonction du nombre
capillaire.

• Une analyse des oscillations parasites présentes dans les solutions calculées par la méthode
numérique basée sur la TFR, ainsi que de leurs causes. Une méthode des voxels composites
alternative basée sur les FDNs afin de faciliter la mise en œuvre pour des géométries issues
d’images.

• La mise en évidence d’une diffusion anormale du champ de phase dans des matériaux
hétérogènes dans une implémentation avec la méthode numérique basée sur la TFR issue de
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travaux antérieurs, et l’élimination de cette diffusion avec une approche revisitée. L’étude
et l’implémentation d’un modèle de champ de phase alternatif avec la méthode numérique
basée sur la TFR afin d’éliminer la dépendance des prédictions vis-à-vis de la longueur de
régularisation.

• L’extension d’une approche de réduction de modèle, l’Analyse Partitionnée Auto-cohérente
(APA) à divers types de comportements et notamment aux déformations finies.

• Le développement d’un MOR reposant sur un autoencodeur pour une compression non
linéaire et un Réseau de Neurones Artificiel (RNA) pour le calcul de prédictions.

• Le déploiement d’une approche multi-échelle de type EFxMOR reposant sur l’APA pour
modéliser la rupture d’une structure composite, et la comparaison des prédictions avec des
résultats expérimentaux.

• Le développement d’une méthode multi-échelle pour modéliser des écoulements inertiels
dans des milieux hétérogènes contenant par exemple un grand nombre de petits obstacles.
La validation de cette méthode et de son implémentation EF2 en s’appuyant sur des
résultats obtenus avec une méthode mono-échelle.

Ce manuscrit, je l’espère, synthétise assez fidèlement mes travaux de recherche et permet
probablement aussi de deviner les pistes que je vais explorer à l’avenir. Pour mieux comprendre
mon projet de recherche, il faut se concentrer sur mes résultats les plus récents, qui sont la
modélisation haute-fidélité des écoulements biphasés et de la rupture, la modélisation multi-
échelle des écoulements monophasés et la réduction de modèle pour la rupture. Ces travaux sont
représentés dans la partie supérieure de la Figure 4.10. Ce schéma permet de bien identifier les
verrous à lever. Ceux-ci sont développés dans la suite selon trois axes :

• Le premier concerne la modélisation des écoulements en vue d’une application aux
procédés de mise en œuvre des composites.

• Le second concerne la modélisation de la rupture des structures composites.

• Le troisième axe, non présenté dans ce manuscrit, concerne le jumeau numérique et s’est
développé en lien avec mes activités sur l’apprentissage profond.
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Figure 4.10 – Schéma résumant mon projet de recherche.



164 ÉCOULEMENTS

Écoulements
Dans les années à venir, mon activité de recherche va certainement être majoritairement

consacrée au projet ANR JCJC MISSA, puisqu’il s’agit d’un projet de jeune chercheur dont je
suis le coordinateur. Il va démarrer début 2023 avec une thèse de doctorat autour de la modélisa-
tion multi-échelle des écoulements biphasés. Dans la continuation directe des travaux présentés
dans la Section 4.2, l’objectif de la thèse sera d’insérer une variable supplémentaire au Principe
Multi-échelle des Puissances Virtuelles (PMPV) afin de représenter l’interface liquide/gaz et de
prédire son évolution simultanément aux deux échelles. L’ambition est de prédire la formation
de porosités de petite taille dans des procédés de fabrication comme le moulage par transfert de
résine ou la fabrication additive.

Pour satisfaire cette ambition, le projet inclut le recrutement d’un post-doctorant pour tra-
vailler sur le développement d’un MOR. La technologie des autoencodeurs sera exploitée de
nouveau. Les défauts constatés au regard de la prise en compte de l’historique dans le MOR
devront être corrigés dans ce post-doctorat. Ce post-doctorant sera co-encadré avec les mêmes
collègues du CERI Systèmes Numériques de l’IMT Nord Europe que le post-doctorant précédent,
ce qui me permettra de faire progresser cette thématique de recherche à l’interface entre les deux
CERIs.

Le MOR sera ensuite intégré dans le modèle multi-échelle afin de réduire les temps de calcul
et pouvoir simuler des cas aussi proches que possible des procédés industriels. Les procédés
comme le moulage par transfert de résine seront traités en collaboration avec Chung-Hae PARK
du CERI MP, tandis qu’une collaboration avec Wentao YAN de la National University of Singa-
pore est prévue dans le cadre du projet MISSA afin de traiter des exemples représentatifs de la
fabrication additive.

Ces travaux autour d’une approche EF×MOR pour les écoulements biphasés dans le cadre du
projet MISSA sont représentés dans la partie intermédiaire du premier axe de la Figure 4.10. À
long terme, comme montré dans la partie inférieure du premier axe de la Figure 4.10, j’envisage
de poursuivre cette thématique de recherche en lien avec des partenaires industriels afin de traiter
de vrais procédés. Cela pourra aussi être l’occasion d’étendre l’approche à d’autres phénomènes
physiques. Pour compléter mes compétences sur les méthodes numériques et la modélisation
multi-échelle, je continuerai à m’appuyer sur Chung-Hae PARK en interne et sur des partenaires
externes comme Wentao YAN.



CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES 165

Rupture
Les travaux sur la modélisation de la rupture par champ de phase vont être poursuivis dans

le cadre d’une thèse de doctorat que je vais co-encadrer. Celle-ci concerne la modélisation de
l’endommagement en fatigue d’un équipement sous pression de stockage d’hydrogène. Le verrou
scientifique principal concerne la fragilisation par hydrogène. Bien que ce sujet ait été assez
largement traité dans la littérature, la modélisation de ce phénomène par une approche champ
de phase a peu été abordée. L’objectif de la thèse sera de développer une telle approche et de la
valider expérimentalement.
Cette thèse de doctorat s’intègre dans mon projet de recherche car elle vise à compléter la
modélisation de la rupture avec un autre phénomène physique, et aussi de traiter une application
industrielle. Elle s’inscrit dans le cadre du Laboratoire des technologies des équipements sous
pression (LATEP) qui est un laboratoire commun entre l’IMT Nord Europe et le CETIM au sein
duquel j’interviens avec Salim CHAKI et Dmytro VASIUKOV du CERI MP.
En outre, cette thèse offre une opportunité de s’intéresser au stockage et au transport d’hydrogène,
qui fait déjà l’objet d’un grand intérêt au niveau national et européen. Les résultats obtenus
serviront de base pour répondre à des appels à projets.

Des applications de l’approche champ de phase aux composites sont envisagées en collabo-
ration avec Chung-Hae PARK et Dmytro VASIUKOV du CERI MP. Des projets sont en cours
de montage avec des partenaires belges comme Cenaero pour l’industrialisation des méthodes
numériques ou l’Université de Gand pour leur validation. Ces partenaires montrent par ailleurs
un grand intérêt pour mes développements autour de la réduction de modèle pour le calcul de
structures. Sur cette thématique, ma contribution se concentre sur les méthodes numériques,
tandis que mes collaborateurs apportent des compétences complémentaires sur les modèles, les
matériaux et les applications.

En comparant les deux premiers axes de la Figure 4.10, on peut voir que je vise également à
développer une approche EF×MOR pour la rupture. Pour le deuxième axe, ce qui manque, c’est
surtout la modélisation multi-échelle. Le cadre théorique d’homogénéisation est le même que
celui développé dans la Section 4.2. La difficulté provient de la présence d’un champ supplé-
mentaire à homogénéiser qui est le champ de phase, et au couplage de l’équation d’évolution du
champ de phase entre deux échelles. De premiers travaux peuvent être trouvés dans la littérature
[127], mais il y a encore beaucoup de pistes à étudier, notamment par comparaison avec des
simulations reposant sur une approche mono-échelle.

Mes travaux autour d’approches EF×MOR pour les écoulements et la rupture pourraient
être envisagés conjointement sous la forme d’un projet de recherche fondamentale, par exemple
de type ERC Consolidator Grant. En effet, une piste intéressante est le couplage de plusieurs
phénomènes physiques dans une approche multi-échelle. Par exemple, les procédés de moulage
par transfert de résine avec compression mettent en jeu à la fois une avancée de la résine freinée
par le renfort, et une déformation non-négligeable du renfort. La thermique joue par ailleurs un
rôle déterminant dans un grand nombre de procédés. Les travaux prévus à moyen terme autour
de la modélisation multi-échelle et la réduction de modèle permettront de faire murir cette idée
de projet combinant les deux premiers axes de la Figure 4.10.
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Jumeau numérique
Comme montré dans la Section 3.2, les autoencodeurs sont une technologie prometteuse

pour la compression non linéaire dans l’objectif d’accélérer les calculs. J’ai aussi exploité des
méthodes issues de l’intelligence artificielle pour viser d’autres objectifs.

D’une part, des autoencodeurs variationnels ont été développés pour générer des Volumes
Élémentaires Représentatifs (VERs). Ces travaux ont été initiés avec le stage d’Amira D, puis
poursuivis dans les projets de recherche de Lloyd M et Zakaria B. Ces études exploratoires n’ont
pour l’instant pas mené à des résultats concluants mais l’intérêt est majeur et m’incite donc à
persévérer.
En effet, la plupart des méthodes de génération de VERs sont spécifiques à une morphologie.
Ainsi, certaines méthodes ne s’appliquent qu’aux polycristaux, d’autres qu’aux matériaux à
particules sphériques, etc. Le passage à un nouveau matériau ou l’intégration de composantes
supplémentaires (e.g., porosités) exige un effort conséquent. Les autoencodeurs variationnels
pourraient permettre de générer des VERs directement à partir d’images acquises par microscopie
ou par tomographie et ce pour tout type de matériau.

D’autre part, dans le stage de Koceila K, des travaux sur le placement de capteurs pour
surveiller l’état de santé de structures ont été initiés. Ces travaux ont été poursuivis dans le
stage de Daniel D, où des algorithmes s’appuyant sur des RNAs et des autoencodeurs ont été
développés pour reconstruire des champs mécaniques complets à partir de données ponctuelles
mesurées par des capteurs.
Ces travaux s(er)ont exploités à court terme dans le cadre des projets JUNAP (qui s’inscrit dans
le LATEP mais fait aussi intervenir des collègues du CERI Systèmes Numériques) et COREN-
STOCK, qui concernent tous deux la surveillance et la maintenance prédictive d’équipements
sous pression. Je participe(rai) autour de cette thématique à l’encadrement de deux doctorants
ainsi que de deux post-doctorants. Cela me permet(tra) d’acquérir une expérience conséquente
en apprentissage profond pour des applications diverses.
L’objectif à court terme est de valider les développements numériques pour un équipement phy-
sique. Sur le plus long terme, l’approche devra être généralisée notamment pour les matériaux
et procédés intelligents et les mesures multi-physiques. La possibilité d’intégrer cette approche
dans un jumeau numérique et de redéployer les capteurs selon les dérives observées pendant la
vie des équipements est également envisagée.
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Résumé 
Dans le but d’obtenir mon habilitation à diriger des recherches, je résume  

brièvement mon parcours et mes activités d’enseignement et de recherche,  

ainsi que mon investissement dans les activités collectives. Je présente ensuite  

mes activités de recherche plus en détails. Celles-ci se focalisent sur la modélisation  

numérique de phénomènes mécaniques non linéaires pour des matériaux hétérogènes. 

Les deux phénomènes étudiés sont les écoulements monophasés ou biphasés où 

l’hétérogénéité est due à des obstacles d’une taille très petite par rapport à celle du domaine de 

calcul, et l’endommagement et la rupture de structures où c’est la mésostructure et/ou la 

microstructure du matériau qui est hétérogène. Dans les deux cas, la modélisation numérique 

repose sur une représentation de l’hétérogénéité et d’une interface supplémentaire, celle entre 

les deux phases dans le cas d’écoulements biphasés, et la fissure dans le cas de la rupture. 

Ces calculs sont extrêmement coûteux en raison de la non-linéarité des phénomènes modélisés 

et de la présence d’interfaces à une échelle très fine. C’est pourquoi il convient d’accélérer ces 

calculs par la réduction de modèle et aussi par la modélisation multi-échelle. 

L’originalité de mes travaux de recherche réside essentiellement dans le développement de 

méthodes numériques avancées. La discrétisation de l’hétérogénéité est réalisée soit par la 

génération et l’adaptation de maillages éléments finis, soit par l’utilisation de maillages voxélisés 

et de la méthode numérique basée sur la transformée de Fourier rapide. La modélisation des 

interfaces dans les écoulements est traitée avec les fonctions de niveau et une interpolation 

éléments finis quadratique, tandis que la modélisation des fissures est traitée par une approche 

champ de phase. Celle-ci est revisitée afin d’être appliquée à des matériaux hétérogènes, 

notamment en ce qui concerne la longueur caractéristique. Les méthodes de réduction de 

modèle développées s’appuient sur des concepts issus de la science des données et 

l’apprentissage profond, mais aussi sur des principes fondamentaux de la mécanique. 

Différentes contributions à la modélisation multi-échelle permettent de s’attaquer à des 

problèmes d’écoulement et de rupture peu traités dans la littérature. 

Mots Clés 

Modélisation numérique ; mécanique ; hétérogène ; éléments finis ; fonctions de niveau ; 

transformée de Fourier rapide ; champ de phase ; multi-échelle ; homogénéisation numérique ; 

réduction de modèle ; autoencodeurs 

 


	Introduction
	Curriculum Vitæ
	Activités d'enseignement
	Activités de recherche
	Autres activités
	Production scientifique

	Modélisation des écoulements biphasés par fonction de niveau et éléments finis adaptatifs
	Introduction
	Génération et adaptation de maillage
	Méthode d'adaptation de maillage
	Méthode de génération de maillage
	Applications

	Simulation des écoulements biphasés
	Modèle
	Méthode numérique
	Résultats

	Génie logiciel et calcul parallèle
	Conclusion

	Modélisation de la rupture par champ de phase et transformée de Fourier rapide
	Introduction
	Principe de la méthode
	Méthode
	Exemple démonstratif

	Causes des oscillations parasites et solutions
	Analyse et solutions générales
	Solutions pour les interfaces

	Approche champ de phase pour la rupture
	Modèle de Miehe
	Modèle de Wu

	Conclusion

	Réduction de modèle basée sur les données
	Introduction
	Analyse partitionnée auto-cohérente
	Méthode
	Résultats

	Apprentissage profond
	Compression
	Prédiction
	Résultats

	Conclusion

	Modélisation multi-échelle
	Introduction
	Rupture
	Méthode
	Résultats

	Écoulements
	Modèle multi-échelle
	Méthode numérique
	Résultats

	Conclusion

	Conclusions et perspectives
	Écoulements
	Rupture
	Jumeau numérique

	Bibliographie

