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configuration, ensemble des configurations
taille du systeme

taille d'un voisinage

sites

contenu du site ¢

voisinage, taille effective du voisinage du site ¢
aimantation et champ effectifs du site ¢
tolérance

densité

parité

nombre de paires dirigées hétérogenes d’agents
nombre total de paires dirigées d’agents

densité d’interface, incrément de la densité d’interface

matrice de transition de la chaine de Markov
état de la chaine de Markov sous-jacente
taille de 'espace des états {C, }.

entropie
température inverse

température

noyau homogene
taille d'un noyau homogene
interface interne d’un noyau homogene

interface externe d’un noyau homogene
marche aléatoire (= (Xt)i>0)

symbole de Kronecker

indicatrice de F
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I Introduction

A ségrégation sociospatiale est le constat d’une répartition spatiale in-
homogene des groupes sociaux, et d’inégalité d’acces aux infrastruc-
tures, aux biens matériels et symboliques [75]. Ce phénomene, observé et
documenté dans les milieux urbains, constitue un enjeu de politique pu-
blique depuis plusieurs décennies [8, 106, 108, 130, 141]. Plus récemment,
son apparition au sein des réseaux sociaux et informationnels (phénomeénes
de chambres d’écho [5, 18, 68]) confirme la nécessité de 'appréhender scien-
tifiquement, par sa détection, sa mesure et sa quantification, mais aussi en
cherchant a comprendre son émergence par la construction et I’étude de mo-
deles. Nous aborderons ces deux aspects dans cette these, en commencant
par le second.

La ségrégation sociospatiale a été modélisée de diverses maniéres [150,
151], mais le modele incontournable est celui de T. Schelling, proposé et
développé autour du début des années 1970 [152, 153]. Son modele est par-
ticulierement intéressant car il met en avant le caractere compleze, au sens
des systemes complexes, du phénomene. Le titre de son livre Micromotives,
macrobehaviors [154] décrit en particulier 'auto-organisation d'un systéme
d’agents et 1’émergence en son sein de propriétés collectives surprenantes,
inattendues, voire paradoxales au vu des propriétés individuelles. Nous pro-
posons d’éclairer sous un jour nouveau certaines de ces propriétés, avec pour
enjeu le calcul analytique de valeurs critiques caractérisant les transitions

entre les différents comportements macroscopiques du systeme.

Apres avoir étudié le comportement de ce modele, nous changerons de
point de vue et prendrons en quelque sorte le probleme par 1’autre bord,
celui des données et d’une approche statistique, pour détecter des structures
plus fines du phénomene de ségrégation a ’aide de données en acces libre,
dans une perspective complémentaire aux travaux des sciences humaines et
sociales. En particulier, nous proposerons un null model qui pourra servir
de référence dans 'optique d’effectuer des mesures comparables entre elles.
Nous verrons alors en quoi sa mise en application pose des problemes non

triviaux.
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1 | Schelling

Revue d’'une littérature multidisciplinaire

A littérature traitant du modele de Schelling et de ses variantes est im-
mense. L’accroissement exponentiel [158] du nombre de publications
de sciences sociales [28, 36, 37, 94, 104, 157, 178-180] qui y sont liées ne
suffit pas a rendre compte de la diversité des approches existantes, en par-
ticulier dans d’autres disciplines telles que la théorie des jeux [2, 56], la
physique statistique et 'algorithmique théorique [20, 90]. Ces travaux sont
majoritairement empiriques ou n’exposent que quelques résultats de simu-
lations numériques. Pour cette raison, ils ne seront que peu présentés dans
ce chapitre.

Comparativement, le nombre de publications qui explorent systémati-
quement ’espace des phases du modele et de ses variantes est étonnamment
réduit. Chaque année depuis plus de vingt ans, la littérature théorique s’est
enrichie d'un a cinq articles proposant une solution analytique ou un en-
semble rigoureux, a défaut de pouvoir étre exhaustif, de simulations d’une

variante du modele de Schelling.

H.P. Young [176] est le premier a décrire I’émergence de la ségrégation
dans un systéme unidimensionnel suivant les regles originelles d’évolution
avec le formalisme de la théorie des jeux et des chaines de Markov. Mais
c’est sous la forme d’un systeme de spins que M. Pollicott et H. Weiss [13§]
décident d’étudier analytiquement la dynamique de ce modele, avec les outils
de la physique statistique, suivis par L. Gauvin et al. [70, 71] puis N. Goles
Domic et al. [74]. Il ressort de ces travaux la présence d'une transition entre
deux phases, 'une dont 1’état final est ségrégé et 'autre a 1’état final dit
intégre.

De plus, I'é¢tude de la phase ségrégée semble indiquer 'existence d’une
seconde transition, moins marquée mais correspondant a celle repérée par
Schelling, vers un état final intégré pour des agents tres tolérants, appor-
tant ainsi un résultat proche de l'intuition. Entre ces deux transitions, des
systemes d’agents tolérants finissent donc dans des configurations ségrégées.
Le “paradoxe” de Schelling peut alors s’énoncer de la facon suivante : une
forte intolérance n’est pas une condition nécessaire a l’émergence de la sé-

grégation.
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CHAPITRE 1

Une autre branche de la littérature [14-17, 26, 88, 123-125, 127] se
consacre a la démonstration de l'existence de cette transition ainsi qu’a
la détermination analytique de sa valeur critique. Faisant intervenir des ré-
seaux dont le nombre de sites et le degré moyen tendent vers l'infini tout
en maintenant une faible densité de liens, ces travaux exploitent certaines
propriétés limites des distributions initiales d’agents afin d’étudier la for-
mation de noyaux homogenes de taille conséquente. Ces méthodes seront

présentées succinctement dans le chapitre 3.

Ces multiples travaux conservent une cohérence d’ensemble grace a la
robustesse remarquable du modele de Schelling aux variantes. Modification
de la structure du réseau [9, 12, 22, 77-80, 86, 101, 172], de la répartition
initiale des agents [47, 70, 74, 157], jusqu’au détail des régles d’évolution [83,
133, 171, 172], les simulations de ces variations du modele originel donnent
sensiblement les mémes résultats, ce qui permet a la littérature analytique
de s’affranchir de contraintes inutiles ou inversement d’introduire des lois

de conservation.

Au regard de cette observation, une exception est a noter. Il s’agit de la
catégorie des “jeux de Schelling”, dans la continuité des travaux de Young
en théorie des jeux. Récemment, plusieurs articles [2, 34, 55, 56, 95] ont mis
en ¢évidence que la convergence de modeles a deux groupes d’agents ou plus
vers un état ségrégé ou intégré n’était pas garantie sur tout type de réseau,
et qu’il existe une gamme de parametres faisant émerger des cycles limites.

Ce chapitre vise a familiariser le lecteur avec le modele originel de Schel-
ling, en présentant ses objets et quantités d’intérét ainsi que sa robustesse.

Le formalisme dans lequel ces articles seront présentés sera celui dans
lequel les résultats de cette these seront développés ultérieurement. Ceci
devrait permettre, autant que possible, d’avoir une vision d’ensemble des

chemins explorés depuis 1971.
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1.1 Le modéle originel

1.1 | Le modele originel

1.1.1 Premiéres observations

Dans son modele bidimensionnel originel, T. Schelling [153, 154] dispose
aléatoirement des agents sur une grille carrée, de telle sorte qu’un tiers des
sites contienne un agent de type @, un tiers un agent de type © et que le
tiers restant soit vide.

Schelling identifie alors I’ensemble des agents insatisfaits, c’est-a-dire
ceux dont plus de la moitié des huit voisins appartient a ’autre groupe, et
les déplace 1'un apres l'autre (dans un ordre quelconque, par exemple d’en
haut & gauche & en bas a droite, ou en partant du centre) sur un des sites
vides dont le voisinage est satisfaisant, ou, s’il n’en reste plus, sur un site
vide quelconque (Schelling précise que cela arrive rarement).

Tous les agents insatisfaits dans la configuration initiale ayant été dé-
placés, il suffit de recommencer l'opération jusqu’a satisfaction générale,
ou jusqu’a ce qu’aucun mouvement ne soit possible. On atteint alors une
configuration stationnaire!, pour laquelle Schelling observe une ségrégation
importante. Ce constat repose en partie sur une simple observation de 1’état
final, en tracant les contours des noyaux homogenes pour les faire apparaitre
plus clairement, et en partie sur la mesure du ratio moyen d’agents voisins
d’un groupe par rapport a l'autre. Le choix des observables sera un point
développé dans la section 1.1.3, mais dans son article de 1971 déja, Schelling

précise que

Bien sur, ces mesures quantitatives n’ont de sens que sur une
grille artificielle et il est peu probable qu’elles refletent une réalité

similairement quantifiable.?

ce qui sera discuté dans le chapitre 4.

L’intérét du travail de Schelling est ainsi de montrer que dans un cadre
théorique tres simple, la ségrégation émerge en dépit d’une tolérance rela-
tivement grande d’un groupe d’agents pour I'autre. Son intensité dépend
évidemment du seuil de tolérance : Schelling note ainsi que lorsqu'un agent

tolere une mixité de 2/3, la ségrégation observée est modérée, se rapprochant

LCette notion et celle d’équilibre seront amplement discutées dans la suite.

2 Quantitative measures, of course, refer exclusively to an artificial checkerboard and
are unlikely to have any quantitative analogue in the living world. [153], p.158 [traduction
libre].
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CHAPITRE 1

de l'intuition qu'un systéme tolérant devrait étre plus intégré, alors qu’elle
est frappante lorsque la tolérance descend a 1/2. Il ne procede toutefois
pas a une étude systématique pour toutes les valeurs que peut prendre ce
parametre, il faudra attendre pour cela les travaux de Laurie et Jaggi [101]
puis de Gauvin, Vannimenus et Nadal [70, 71]. Qualitativement enfin, il est
observé que la baisse de la tolérance tend a accroitre le nombre d’agents in-
satisfaits dans I’état initial, et, plus tard dans la dynamique, a contraindre

un nombre plus importants d’agents initialement satisfaits a se déplacer.

Ayant introduit beaucoup de parametres arbitraires, tant sur la configu-
ration initiale du systeme que sur ses regles de mises a jour, Schelling revient
plus en détail sur certains d’entre eux, dont trois principaux, correspondant

aux différentes variantes développées ultérieurement, seront retenus ici :

— la taille du voisinage considéré par un agent qui évalue sa satisfaction

en un site donné;

— la distribution initiale des agents, et notamment ce qu’il se produit

lorsque 1'une des deux populations est majoritaire ;

— le choix de la condition de satisfaction, et notamment ce qu’il se

produit lorsque 'une des deux populations est moins tolérante que l'autre.

Ses constats sont les suivants. Agrandir le voisinage, ou le champ de vi-
sion, des agents semble atténuer le phénomeéne de ségrégation, pour des
valeurs de tolérance et de parité modérées. Une population minoritaire
aura tendance a se rassembler, formant quelques ilots homogenes et lais-
sant 'autre groupe occuper tout ’espace autour. Enfin, une différence de
tolérance entre les populations n’aura pas vraiment d’effet, ce qui illustre
le fait que la ségrégation est un phénomene intrinsequement réciproque. La
seule observation notable dans ce dernier cas est une densification de la
population la moins tolérante (I’autre restera au contact des sites vides du
systeme).

En conclusion, cette premiere version du modele ouvre la voie a une
multitude d’études et de variantes. Chacun des choix faits par Schelling peut
en effet étre remis en question, pour comparer les résultats aux originaux et
tester ainsi la robustesse de son modele. C’est ce qui a été fait depuis plus
de vingt ans maintenant et ce qui est présenté dans la suite de ce chapitre,
avant une redéfinition de chaque élément du modele initial pour n’en garder

que le squelette et étudier ses propriétés.
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1.1 Le modéle originel

1.1.2 Etude systématique, diagrammes de phase

Avant d’explorer variantes et propositions de résolution, voici une présen-
tation des résultats d’analyses plus poussées du modeéle, notamment sur
I’évolution de I'impact de la tolérance T" des agents sur I'état final du sys-
teme au regard de deux autres parameétres importants : la densité d et la
parité p. Formellement définies dans la section 1.2.1, ces deux quantités me-
surent respectivement le ratio de sites occupés dans le systéme (inversement
la densité de sites vides p = 1 — d mesure le ratio de sites vides), et le ratio
de sites contenant un agent d’un des deux groupes parmi les sites occupés :
une parité différente de 1/2 implique que 'une des deux populations est
majoritaire.

densité d

A

0.80+

0.60

0.40+

| | | » tolérance T

FIGURE 1.1 Représentation schématique du diagramme de phase (d,T") du mo-
dele de Schelling établi par L. Gauvin et al. [70]. Les courbes représentées corres-
pondent aux discontinuités d’observables physiques (énergie, chaleur spécifique,

suspectibilité).

Les travaux de L. Gauvin et al. [70] ont permis d’établir le diagramme
de phase (d, T') du systeme, ceux de N. Goles Domic et al. [74] le diagramme
de phase (p,T'), bien que celui-ci soit plus schématique du fait du peu de
valeurs distinctes que peut prendre la tolérance dans un systéme sans site

vide. On trouve ces diagrammes en figures 1.1 et 1.2 respectivement.
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CHAPITRE 1

parité p

A

0.50+

T

0.254

0.121

T

| . u > tolérance T’
0.25 0.50 0.75
FIGURE 1.2 Représentation schématique du diagramme de phase (p,7") du mo-
dele de Schelling établi par N. Goles Domic et al [74]. Les courbes représentées
sont placées plus ou moins arbitrairement pour séparer les phases observées, 1’ar-
ticle s’intéressant a I’évolution temporelle du systeme plus qu’a ses états station-

naires.

Selon [70], le diagramme de phase (d,T) peut étre divisé en quatre fa-
milles d’états stationnaires : des états ségrégés au centre, des états gelés
a forte densité et faible tolérance, des états mixtes lorsque la tolérance et
la densité prennent des valeurs “proches” de 1, et une derniere catégorie,
celle des états ségrégés “dilués”. Dans cette derniere famille, les configura-
tions stationnaires sont “visiblement” ségrégées a 1’échelle du systeme mais
I’observable utilisée, la taille des noyaux homogenes, n’est plus une bonne
mesure de cette ségrégation car les sites vides sont majoritaires et séparent
des petits noyaux homogenes de la méme couleur. Il faut donc renormaliser
la grille (par une procédure qu’on ne détaillera pas ici consistant a exclure
une partie des sites vides entre noyaux de méme couleur) pour mesurer la
transition entre les phases diluées ségrégée d’une part et mixte de l'autre.

Du point de vue de la modélisation d’une ville, on travaillera principa-
lement avec des densités supérieures a 50%, on peut donc laisser de coté
cette derniere distinction pour considérer, a densité d constante, trois états
stationnaires : un état gelé pour T' < T, un état ségrégé pour Ty <T < T,

et un état mixte pour 7' > T..
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1.1 Le modéle originel

Ce méme constat est établi dans [74] a l'aide du diagramme (p,T) :
dans une population relativement équilibrée (p > 10%), on observe égale-
ment deux seuils de tolérance séparant des états nettement ségrégés d’états
mixtes. On ne sait pas ici si ces derniers correspondent a un état gelé dans
sa configuration initiale ou a un état en constante évolution a 1’échelle locale
mais globalement stationnaire.

Cette distinction microscopique dépend, on le verra, du modele considéré
et de ses regles d’évolution (déplacement vers des sites vides, échange ou
inversion d’agents...), mais elle ne conditionne pas I’émergence ou non de
la ségrégation, qui est un phénomene macroscopique. Cette robustesse aux
variantes est une caractéristique notable, déja mentionnée plus haut, du

modele de Schelling.
1.1.3 Universalité

Dans un article visant a unifier ces variantes dans un formalisme permettant
une résolution analytique, T. Rogers et A. McKane [146] identifient quatre
choix auxquels toutes les variantes étudiées dans la littérature doivent procé-
der : celui de la géométrie du systeme, celui des conditions initiales, celui de
la mesure de la satisfaction des agents et celui des probabilités de transition
d’une configuration a I'autre.

Afin d’intégrer les travaux réalisés dans la décennie qui sépare cette
these de leur article de 2011, on explorera la littérature récente pour voir
comment ont été traités ces quatre choix, auquel on ajoutera celui de I'ob-
servable permettant de quantifier la ségrégation du systeme a un instant
donné. Les auteurs montrent ensuite que la tendance du systéme a évoluer
vers des états ségrégés dans la gamme adéquate de parametres est robuste
malgré les variantes. Ils proposent alors une réécriture stoechiométrique du
modele permettant sa résolution analytique, cohérente avec les résultats
des simulations. Cette méthode constitue le point de départ des travaux

présentés au chapitre 2 et y sera détaillée.

Géométrie du systéeme Le modele de Schelling a été étudié sur de nom-
breux types de réseaux. A. Banos [12] a ainsi étudié I'influence des cliques sur
I’émergence de la ségrégation. A cet effet, il a comparé 'état stationnaire
atteint sur une grille classique avec ceux qui se dégagent sur des réseaux
aléatoires, scale-free ou fractals. Définissant un état d’équilibre par la satis-

faction totale des agents du réseau, il constate 1’existence de trois phases :
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CHAPITRE 1

un équilibre intégré pour T' > 0.7, un équilibre ségrégé pour 0.3 < T < 0.7,
et enfin 'apparition de motifs stationnaires hors-équilibre, proches de 1’état
mixte initial lorsque 7" < 0.3. Ce constat est commun aux quatre géomé-
tries, mais la ségrégation est renforcée dans celles dont le coefficient de
clustering [173] est le plus élevé.

C’est aussi un des premiers articles du corpus qui propose un graphe de
la densité d’interface dans I’état stationnaire final, c’est a dire la proportion
de paires hétérogenes d’agents voisins, en fonction de la tolérance. Ce graphe

est reproduit en figure 1.3.
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FIGURE 1.3 Densité d’interface (x) (moyennée sur 1000 simulations dans 1’état
stationnaire) en fonction de la tolérance T pour les quatre géométries considérées

A k= 10 (grille W, aléatoire 4, scale-free **, fractale A)3.

A.D. Henri et al. [86], V. Avetisov et al. [9] ainsi que C. Blex et T. Yas-
seri [22] s’éloignent encore plus du modele original puisque les agents ne se
déplacent plus : c’est le réseau qui se reconfigure en fonction de la satisfac-
tion des agents présents sur les sites observés a chaque étape. Ainsi I'objectif
vise plutot a étudier 'auto-organisation de communauté que I’émergence de
la ségrégation dans un réseau fixe.

Ces quelques travaux permettent d’explorer la dynamique du modele de
Schelling dans des géométries inhabituelles. En comparaison, les suivants ne

s’'intéressent qu’au cas d’une grille, mais en font varier le voisinage .

3Ce graphe est obtenu & partir de la figure 2 de 'article [12]. Dans un souci de clarté,

seuls les écarts-types associés a la géométrie en grille sont représentés.
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FIGURE 1.4 Densité d’interface (x) (moyenne réalisée dans 1’état stationnaire) en
fonction de la tolérance T pour des voisinages de rayon r = 2 (W), 3 (%), 4 (*),
5(A), 6 (V)et7 (o)t

L’influence de la taille du voisinage est au cceur de 'article de A. Laurie
et N. Jaggi [101] qui & cette variation pres effectuent les mémes simualtions
que dans larticle de L. Gauvin et al. [70]. Un agent sondant son voisi-
nage pour déterminer sa satisfaction, il est naturel de penser qu’étendre son
“champ de vision” pourrait jouer un role dans la dynamique du systeme.
Les auteurs étudient le cas T" > 1/2, dans 'esprit de Schelling, en considé-
rant que les agents du systeme tolerent un voisinage mixte. On n’observe
alors que la seconde transition, repérée par la valeur 7,. Cette démarcation
en terme de densité d’interface semble se préciser au fur et a mesure de
I’accroissement de la taille du voisinage. D'une part, la ségrégation est plus
importante lorsque r (et donc k) augmente : les valeurs de la densité d’in-
terface avant la transition sont plus proches de 0. D’autre part, le passage a
la phase mixte est plus abrupt, comme on peut le voir en figures 1.4 et 1.5.
Il semblerait que la valeur de T, soit légerement décroissante en fonction de
K, mais cette hypothese est a considérer avec précaution au vu de la faible

quantité de points de données et de 'amplitude des incertitudes.

4Ce graphe est obtenu & partir de la figure 7 de l'article [101]. La densité d’interface
n’est mesurée que pour des valeurs de T de la forme n/20 avec n un entier entre 10 et 16,
quelle que soit la taille £ du voisinage, c’est pourquoi les incertitudes sont tres grandes.
La décroissance de la fonction x +— T.(k) est donc discutable et pourrait demander une

nouvelle étude plus précise, avec T de la forme n/k par exemple.
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FIGURE 1.5 Evolution de la tolérance critique 7. en fonction de la taille du

voisinage k = 2r(r + 1), a partir de la figure 1.4.

Le cas limite du voisinage infini, ou continu, est étudié par D. Vinkovié¢
et A. Kirman [172], sans toutefois mesurer la densité d’interface ou une
observable plus ou moins équivalente, ni explorer toutes les valeurs de T

pour repérer d’éventuelles transitions.

Enfin, S. Grauwin et al. [77-80] considérent des voisinages dits “bornés”.
Non-centré sur l'agent considéré, un voisinage borné permet de modéliser
une ville découpée en quartiers par des frontieres naturelles (rivieres...) ou
artificielles (routes, voies ferrées, parcs...). Ces frontieres sont poreuses en
terme de déplacement des agents mais contraignent la mesure de la satisfac-
tion aux individus du quartier, et non aux plus proches voisins. Il n’est pas
possible de comparer les résultats de ces travaux avec les précédents pour
plusieurs raisons : la tolérance n’y a pas d’équivalent, 'utilité est piquée
au lieu d’étre en échelon (ce point sera discuté dans la suite d'un des pa-
ragraphes suivants), et les échanges sont moins contraints par 'ajout d’une
“température” dans le systeme (ce point est traité en section 3.2). On peut
cependant constater que quand il y a ségrégation, celle-ci se fait par bloc,
transformant la ville en un ensemble de noyaux homogenes délimités par

ces frontieres arbitraires.
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1.1 Le modéle originel

Conditions initiales Dans le modele de Schelling originel [153], la ville
est parsemée de sites vides, permettant le déplacement d’agents insatisfaits
par leur voisinage. Comme montré dans la section précédente, les agents
étant de deux types, on peut alors construire deux grandeurs, la densité d
et la parité p, permettant de rendre compte macroscopiquement de cette
configuration initiale. Les diagrammes de phase établis par L. Gauvin et
al. [70] et N. Goles Domic et al. [74] représentés en figures 1.1 et 1.2 res-
pectivement rendent compte des variations de comportement du systéme
relativement aux conditions initiales.

L’article de N. Goles Domic et al. [74] s’affranchit totalement des sites
vides, en laissant les agents échanger leur position dans le systéme. C’est
principalement ce cas qui sera étudié dans cette these. En effet, I'inexistence
de sites vides pourrait étre considérée comme une meilleure approximation
de la réalité des villes modernes, on peut prendre ’exemple de Paris dans
laquelle les logements vacants constituent entre 5 et 10 % du parc immobi-
lier, dont & peine 1.3 % sur une durée supérieure a deux ans [7]. De plus, le
traitement mathématique est facilité par ce raccourci qui consiste a négliger

la durée de vacance du logement.
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FIGURE 1.6 Densité d’interface (x) (moyennée sur 30000 pas de temps apres
I'obtention de ’état d’équilibre) en fonction de la tolérance T pour d = 0.98 (H)
et d = 0.88 (o) pour x = 8.5,

5Ce graphe est obtenu & partir des données de la figure 7 de Particle [70].
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CHAPITRE 1

Il convient de noter cependant que la limite d — 1 de la variante étudiée
par L. Gauvin et al. [69-71] ne correspondra pas au cas sans site vide, comme
on peut le constater sur la figure 1.6. En effet, bien que le comportement
général de la densité d’interface en fonction de la tolérance soit similaire, les
valeurs prises par T et T; sont légerement différentes de celles prises dans
les autres travaux, ce qui sera expliqué en section 2.3.2. Par ailleurs on peut
remarquer que les deux transitions sont bien plus marquées. Il ne s’agit pas
d’une caractéristique liée a cette variante a proprement parler, mais d'une

conséquence du processus de renormalisation utilisé par les auteur-rice-s.

Utilité : mesurer la satisfaction On emprunte a 1’économie la notion
d’utilité, fonction quantifiant le “bien-étre” ou la satisfaction d’'un agent
donné en fonction des parametres du systeme et de I'influence de ses voi-
sins. Sans unité et restreinte a U'intervalle [0, 1], elle dépendra dans toutes
les variantes du modele de Schelling du nombre ou du ratio de voisins si-
milaires. Ainsi, l'utilité de Schelling est une fonction échelon : un agent est
insatisfait tant que le ratio de voisins similaires dans son voisinage est infé-
rieur strictement & (1—T") (ce qui revient bien & la définition de la tolérance :
le ratio maximal toléré d’agents de l'autre groupe est T').

On peut résumer les utilités couramment en usage parmi les variantes
présentées ici par le schéma suivant, ou la satisfaction est affine par mor-
ceaux :

utilité
A

a__

0 | . proportion de
T T T v . . . . .
7o Ta Th voisins similaires

FIGURE 1.7 Schéma de 'utilité “généralisée” utilisée dans le cadre des variantes

du modele de Schelling.

Le modele de Schelling correspond ainsi a 79 = 7, = 7, = 1 — T et

a = b = 1, mais on peut imaginer des situations ou la mixité est préfé-
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1.1 Le modéle originel

rée localement a un voisinage parfaitement homogene (a > b), voire une
utilité piquée, ou 79 = 7, = T, et a > b = 0, ou la mixité est préférée a
toute autre configuration. Enfin, on peut imaginer une utilité strictement
croissante [138], oun 1o =0et 7, =7, = 1.

La robustesse du modele de Schelling s’illustre ici par le fait que 'utilité,
quelle que soit sa forme, permet toujours d’obtenir des états ségrégés pour
une certaine gamme de ses parametres, comme ’ont montré par des simu-
lations R. Pancs et N.J. Vriend [133] ainsi que S. Grauwin et al. [77-80] et
J. Zhang [179, 180], du moins lorsque qu'une certaine agitation thermicque®
est introduite dans le systéme.

Dans un article récent, A.P. Vieira et al. [171] expérimentent des utilités
plus originales pour tester les limites de cette robustesse. Ici, seuls certains
types de voisinages sont satisfaisants (par exemple, avoir 1, 3 ou 4 voisins si-
milaires parmi 4). Et en effet, bien que la ségrégation soit constatée dans cet
exemple particulier, d’autres comportements émergent, qualifiés d’éponge
(2 ou 3 similaires), d’échiquier (0, 1 ou 3 similaires) voire de chaotique (2
similaires uniquement — on retrouve ici le cas piqué avec 7 = 1/2.).

Comme pour l'introduction de sites vides, on peut se demander quelle
réalité cette utilité permet de modéliser, et plus précisément quelle forme
d’utilité serait le meilleur compromis entre réalisme sociologique et simpli-
cité mathématique, avec la perspective d’en tirer une solution analytique.
La comparaison avec des données réelles recueillies par W. Clark et M. Fos-
sett [37] est menée en introduction du dernier chapitre, en page 113, mais on
peut d’ores et déja identifier deux formes répondant au critere susmentionné.
L’utilité linéaire, pour laquelle une solution analytique existe [138], présente
I'inconvénient de supprimer la tolérance comme parametre pertinent, et em-
péche donc d’étudier les transitions associées. L’utilité en échelon, introduite
par Schelling, et qui semble de fait pouvoir modéliser les préférences réelles
des agents : ceux-ci sont aussi satisfaits de vivre dans un voisinage parfaite-
ment homogene que dans un voisinage mixte, jusqu’au seuil repéré par cette
valeur de tolérance. L’équivalence entre utilité et “bien-étre” ou “bonheur”
est donc discutable, puisque comme on le verra, les données empiriques
indiquent plutdt une préférence pour la mixité, par rapport a l'isolement
de fagon marquée, mais aussi par rapport a ce qui serait du regroupement

communautaire exclusif.

6Se référer a la section 3.2.
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Inertie et non-localité Quelle que soit la forme choisie pour 1'utilité,
dans I'esprit du modele de Schelling, un agent ne se déplace qu’a condition
que son utilité augmente. Dans le cas d’une utilité en échelon, un agent
insatisfait devient alors nécessairement satisfait. Ce n’est pas le cas pour
certaines autres formes, qui demandent alors de considérer si la variation
d’utilité doit étre strictement positive ou si un déplacement peut avoir lieu
en conservant 'utilité de I’agent concerné (mais avec 'avantage potentiel
d’augmenter celle d’un agent voisin, ou de libérer un site satisfaisant pour un
autre agent du systeme). Cette formulation permet de comprendre pourquoi
la premiere dynamique, qui impose la stricte croissance de 'utilité de ’agent
considéré, est parfois appelée “myope”. De meilleures configurations sont
accessibles, mais elles ne sont pas atteintes faute d’opportunités, qui seraient
ouvertes par ces mouvements a utilité constante. On parle alors d’un systéme
a forte inertie. L’évolution est lente et le systeme peut atteindre un état
stationnaire, ot tout mouvement est impossible mais dans lequel la plupart
des agents demeurent insatisfaits. En théorie des jeux, un tel état est appelé
myopic Nash equilibrium (équilibre de Nash “myope”) [133]. En physique,
I’évolution d’un systéme a forte inertie est comparable a celle d’un solide ou
d’un verre, tandis qu’'un systéme autorisant des échanges triviaux (& utilité

constante) est comparable & un liquide [172].

Une part notable de la littérature [20, 47, 54, 90, 114, 149, 159, 178-180]
envisage méme d’autoriser une petite proportion de déplacements a utilité
décroissante. Ce choix peut paraitre anodin voire souhaitable pour étudier
un systéme ayant une propension a atteindre des états stationnaires loin
d’un éventuel équilibre “non-myope” : introduire cette agitation thermique
fluidifierait le systeme, comme le font déja les échanges triviaux. Pourtant,
comme on le verra suite aux résultats du chapitre 2, et plus technique-
ment dans le chapitre 3, cette variante perturbative du modele de Schelling
n’a, a priori, aucune raison de décrire le comportement du modele “non-
perturbé”; au sens d’une éventuelle “continuité” lorsque la température tend
vers zéro. La nuance est soulignée par H.P. Young [176] qui distingue ainsi
les états absorbants (au sens des chaines de Markov) des états stochastique-

ment stables”.

Une caractéristique remarquable des systemes dynamiques sto-

chastiques est que leur comportement aux temps longs (asymp-

"Se référer & I'annexe A pour une définition plus précise.
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1.1 Le modéle originel

totique) peut étre extrémement différent de celui du processus
déterministe correspondant, et ce qu’importe 'amplitude de

la perturbation.®

Au cours d’une dynamique non-perturbée, le systeme peut terminer son
évolution dans un état absorbant. Cet état stationnaire ne sera pas né-
cessairement optimal, au sens d’'une mesure, appelons-la énergie, effectuée
sur le systeme. Ainsi, I’évolution d’une copie du systéme pourrait lui faire
atteindre un autre état absorbant de moindre énergie, de méme pour un sys-
teme analogue mais préparé dans des conditions initiales différentes. Le ou
les états stochastiquement stables sont en revanche ceux correspondant aux
plus basses valeurs du potentiel”. Plus physiquement, on peut considérer
que les états absorbants du processus non-perturbé sont des équilibres mé-
tastables de la variante perturbative, des minima locaux de 1’énergie, tandis
que les états stochastiquement stables représenteraient les équilibres stables
de ce méme processus, les minima globaux de son énergie. N'étudier que les
états d’équilibre de cette variante peut alors conduire a négliger une grande
partie des équilibres stationnaires de la dynamique originelle.

L’inertie du systeme peut également étre causée par ce que D. Vinkovié
et A. Kirman [172] appellent son taux de diffusion : si la recherche d’'un site
satisfaisant se fait par proximité, en sélectionnant en priorité les sites voisins,
le systeme est faiblement diffusif, si la recherche a lieu dans le systeme entier
sans considération de distance, alors il est fortement diffusif. Un systeme
fortement diffusif comporte alors de nombreux couplages a longue portée,

ce qui entraine sa non-localité.

La dynamique [de Schelling] est non-locale, au sens ou un auto-

mate cellulaire est régi par des regles locales. On peut considérer

un tel modéle comme un automate cellulaire avec migration.*°

8 A remarkable feature of stochastic dynamical systems is that their long-run (asympto-
tic) behavior can differ radically from the corresponding deterministic process no matter
how small the noise term is. [176], p.47 [traduction libre].

9La définition de Young du potentiel stochastique ne correspond pas & celle de ce
méme terme en physique : il caractérise la “résistance” des transitions du processus non-
perturbé, c’est-a-dire le taux auquel les mémes transitions dans la variante perturbative
convergent vers ces dernieres.

10(...)The dynamics is not local, in the sense that a cellular automata is determined
by local rules. In fact, these models can be thought of as cellular automata with migra-
tion. [138], p.18 [traduction libre].
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FIGURE 1.8 Schéma du paysage énergétique. Dans le modeéle non-perturbé, les
transitions autorisées font nécessairement décroitre I’énergie (—). Dans ce cas,
selon I’état initial, 1’état d’équilibre du systéme sera n ou n’ : ces états sont
des attracteurs locaux de la chaine de Markov. Dans la variante perturbative,
d’autres transitions sont autorisées (). On peut alors distinguer les équilibres

précédents : I'état n est dit métastable et I'état n’ est stable stochastiquement.

En plus du lien avec les automates cellulaires [35, 115] établi par M.
Pollicott et H. Weiss [138], divers domaines de recherche explorent des sys-
temes et des dynamiques qui s’apparentent au modele de Schelling, on peut
ainsi citer 1’étude de la tension de surface, dans le cadre des phénomenes
de nucléation [21, 31] ou des instabilités hydrodynamiques!!, ou encore la
morphogénése en biologie [117, 162, 168] et plus généralement les systemes
de réaction-diffusion [170]. Dans la plupart des cas cependant, ces phéno-
menes font intervenir des interactions a courte portée, et les motifs obte-
nus résultent de ces interactions locales et/ou des conditions aux limites. 11
convient alors d’étre attentif a la non-localité de la dynamique de Schelling
lors de I’établissement de ces liens, en particulier pour utiliser des résultats

de cette littérature.

Pour contourner cette difficulté, plusieurs auteurs [14, 15, 88, 123-125,
127] suppriment simplement le déplacement de leur étude. Au lieu de se
rendre sur un site inoccupé, un agent insatisfait change simplement de
groupe, ce qui ne le rend pas nécessairement satisfait pour autant. En phy-
sique statistique, cette dynamique est dite de Glauber [72], par opposition

a une dynamique de Kawasaki [96]. On verra en section 3.3 en quoi les ré-

HParmi les instabilités hydrodynamiques faisant intervenir la tension superficielle, on

peut citer celles de Rayleigh-Taylor [87] et de Bénard-Marangoni [116].
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sultats analytiques établis dans ces travaux offrent une solution pertinente

a I’étude des transitions entre états ségrégés et états intégrés.

Observables : mesurer la ségrégation La notion d’observable vient de
la mécanique quantique, elle a été introduire en 1985 par W. Heisenberg [85]
pour désigner toute fonction définie sur I’ensemble des états possibles du
systeme et mesurant une quantité physique.

L’une d’entre elles a déja été mentionnée pour le modele de Schelling, il
s’agit de la densité d’'interface x, dénombrant le ratio de paires hétérogenes
non-dirigées de voisins sur toutes les paires non-dirigées de voisins du sys-
téme!?. C’est elle que 1'on retrouve en ordonnées des figures 1.3, 1.4 et 1.6,
bien que tous les travaux présentés [12, 70, 101], mais également d’autres
tels que [40, 47, 74, 83, 138], ne 'aient pas nécessairement utilisée sous cette
forme. Elle est en effet liée a I'insatisfaction moyenne des agents du systéme
renormalisée. Cette insatisfaction présente des similarités avec I’énergie d’un
modele de spins d’Ising, elle est donc parfois appelée énergie du systeme.
Il se trouve également qu’elle est reliée, pour des petites valeurs de k, a la
longueur totale de l'interface séparant les noyaux homogenes [138]. Malgré
ces “variantes”, fonctions affines de la densité d’interface, c’est celle-ci que
I’on a choisi pour deux raisons qui seront développées dans la section 1.2.3 :
sa normalisation et son réle de parametre d’ordre de la transition de phase.

Pour autant, ce n’est pas la seule facon de mesurer la ségrégation. Plu-
sieurs de ses indicateurs seront présentés dans le chapitre 4. Certains d’entre
eux sont utilisés pour le modele de Schelling, comme les indices de Duncan et
de Freeman [41] ou plus simplement la distribution des tailles'® des noyaux
homogenes, ou clusters, que ce soit par le biais de simulations [70, 133] ou
analytiquement [14-17, 26, 88, 123-125, 127].

Comme pour l'utilité, ce choix arbitraire ne semble pas modifier qualita-
tivement les résultats, bien que certaines observables permettent une démar-
cation plus nette entre les phases du systéme . De nouveau, un compromis
est a trouver entre l'aisance mathématique et le colit computationnel ainsi

que la qualité des simulations.

D’un point de vue analytique, les analogies qui existent entre certaines

12Pour une définition formelle, se référer & la section 1.2.3.
13]ci, la taille d’un noyau ne fait pas référence & une longueur ou une surface mais au
nombre d’agents le constituant.

14Voir & ce sujet la renormalisation proposée par L. Gauvin et al. [70], p. 296.
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observables et d’autres grandeurs physiques, comme 1’énergie d’un systéme
de spins en physique statistique, permettent de réutiliser techniques et ré-
sultats issus des domaines concernés. Il faut toutefois garder a I'esprit que,
la parenté qui peut étre établie entre le modele de Schelling et des mo-
deles, comme celui d’Ising, issus de la physique n’est pas une correspondance

stricte. Ces notions seront abordées dans le chapitre 3.
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1.2 Lexique et outils d’analyse

1.2 | Lexique et outils d’analyse

E SYSTEME est régi par un nombre fini et restreint de parameétres.
A Dlinstant initial, les agents'® sont répartis aléatoirement en deux
groupes, appelés @ et ©, sur un réseau de N sites, formant la configuration

oo = (s1,82,...,8n), ous; € {—1,0,1}.
1.2.1 Un systéme a deux échelles

Une grande partie de la littérature travaillant sur une grille carrée, voici une
présentation des voisinages caractéristiques que 1’on y retrouve. Lorsque l'on
considere les quatre voisins a proximité immédiate, on parle de description
de von Neumann [115]. En économie, la description de Moore [113] est
plus souvent utilisée [133], out 'on compte également les voisins diagonaux,
portant x a huit. Il s’agit des deux types de voisinages les plus courants
pour étudier le modele de Schelling, ce dernier, économiste, I’ayant d’ailleurs
construit avec le formalisme de Moore. On peut généraliser ces définitions :

le voisinage de von Neumann étendu du site ¢ est
disr)={jeG|1<|x—x, <r} (1.1)

faisant intervenir la norme de Manhattan ||-||;. Il contient K = 2r(r 4+ 1)

sites et le voisinage de von Neumann usuel correspond au cas r = 1.

Similairement, le voisinage de Moore étendu du site ¢ est
dio(w)={jeCG|1<x;—xill, <w} (1.2)

faisant intervenir la norme de Tchebychev ||-||- Il contient £ = 4w(w + 1)
sites et le voisinage de Moore usuel correspond au cas w = 1.

Il existe des versions unidimensionnelles'® [14, 16, 17, 26, 47, 176] du
modele de ségrégation de Schelling. Les définitions des deux voisinages ci-
dessus sont alors confondues, et on a alors simplement x = 2r.

De maniere générale, on notera 0i I’ensemble des voisins du site i, de
cardinal quelconque k.

La structure en grille du réseau, introduite par Schelling, n’est pas es-
sentielle a ’analyse théorique qui suit. Le modele de Schelling peut en effet

étre étudié sur tout graphe GG connexe non-pondéré et non-orienté. Lorsque

5 Qui sont plutdt appelés “particules” ou “spins” dans la littérature de physique.
16La premiere a d’ailleurs été proposée par Schelling antérieurement & la version étudiée

ici.
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k=4 k=28 0is(3) : k=24 Dio(4) : k=280

FIGURE 1.9 Voisinages usuels de von Neumann, de Moore et deux exemples de

voisinages étendus, utilisés par exemple dans [101] et [15] respectivement.

chaque sommet du graphe a le méme degré k, on appelle G un graphe
r-régulier ; on dit de facon équivalente que chaque agent est muni d’un voi-
sinage de taille .

Dans un graphe régulier, N et k suffisent a décrire les deux échelles
caractéristiques auxquelles sont soumis les agents du systeme. Pourtant,
la complexité de la répartition des populations dans le tissu urbain et sa
perception sont plutét multiscalaires. C’est une des limites du modele de
Schelling et de nombreux indices de mesure, qui sera explorée dans le cha-

pitre 4.
1.2.2 Quantités locales et satisfaction

A Déchelle du voisinage, on définit deux quantités, empruntées a [70], que
I'on appellera le voisinage effectif local x; et 'aimantation locale m,. Si le
nom de la premiere renvoie directement a I’étude du réseau, celui de la
seconde provient de la littérature des verres de spins et est relié au champ
généré par le voisinage de I'agent s;.

La ou 0i recense les liens entre les sites du réseau, le degré effectif local
k; compte les liens entre agents du systeme en considérant les sites vides
comme contenant des agents de spin s; = 0. Il est donc défini par le nombre

de sites voisins occupés :

Ki =57 > s? (1.3)

et prend par construction des valeurs dans [0, k]. Il est a noter que la forme
quadratique des spins qui apparait est parfois remplacée par une valeur ab-

solue ou une fonction signe, ce qui revient au méme lorsque s; € {—1,0,1}.
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L’aimantation locale m; est analogue a l’interaction ferromagnétique
d’un modele d’Ising [89]. Cela signifie que les interactions entre agents du
méme groupe sont comptées positivement, et les autres négativement : 1'in-
fluence du voisinage entier est donc la somme des interactions individuelles
avec l'agent i. L’aimantation est une grandeur reliée au champ local h;, et

ces deux quantités sont définies par

m; = S; Z S5 = Sihi (]_4)

j€di
Evoluant dans l'intervalle [—&;, £;], ’aimantation sera positive si une ma-
jorité d’agents voisins de ¢ appartiennent au méme groupe, négative sinon.
On peut définir ces deux quantités m,; et x; de facon moins formelle en
fonction des nombres d’agents similaires ng (du méme groupe) et différents

ng (de lautre groupe) dans le voisinage : on a alors simplement

Ki="Ns; +Na; et m;=ng; —ng; (1.5)

)

ce qui est équivalent a

I€i+mi K; — 1

et ng; = 5 (1.6)

Nsi = 9

Dans la premiere version du modele, Schelling mesure la satisfaction
d’un agent ¢ a ’aide du ratio d’agents du groupe opposé parmi les x; agents
présents dans son voisinage. Si ce ratio excede 1/2; alors I'agent sera insa-
tisfait.

La notion d’utilité introduite dans la section précédente va permettre
de formaliser la satisfaction des agents au regard de leur voisinage. Cette
fonction, normalisée sur [0, 1] ott 0 correspond a 'insatisfaction maximale et
1 a la satisfaction maximale, est déterminée a partir des grandeurs locales

définies précédemment par
Ui(0) = L{(1-27), ) (1) (1.7)

On peut vérifier sans peine grace a l'expression (1.6) que comme attendu,
I'agent ¢ est satisfait (u;(o) = 1) lorsque 0 < ng;/k; <T.

Ces quantités locales sont définies pour tout agent sur tout type de
graphe et ce sont elles qui vont permettre de déterminer si un agent peut se
déplacer ou non dans le cadre de la dynamique de Schelling. Elles sont ame-
nées a évoluer a tout instant. Ce n’est pas le cas, suivant les variantes consi-

dérées, des deux quantités globales déja rencontrées dans les diagrammes
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de phase 1.1 et 1.2 : la densité d et la parité p, qui jouent ici le rdle de
parametres de controle pour I’étude des éventuelles transitions de phase du

systeme.
1.2.3 Parametres de contréle, paramétre d’ordre

A un instant donné, une fraction d € [0, 1] des sites est occupée par un agent
de 'un ou de l'autre type et parmi ces Nd agents, une fraction p € [0, 1]

est de type é. On peut calculer ces deux quantités a partir de o :

1 X, 1 & )
d:NZSi : p:ﬁZ(Si—Fsi) (1.8)
i=1 i=1

Dans un systeme dit fermé, ces deux quantités sont des constantes : les
agents ne font que se déplacer de site en site, sans qu’il y ait de perte ou
de création. On pourra alors utiliser les équations (1.8) comme des lois de
conservation, avec d et p définis a partir de la configuration initiale 9. On
parle dans ce cas de parametres de controle.

Dans un systeme ouvert en revanche, des agents peuvent entrer ou sortir
du systeme a chaque pas de temps, rien ne garantit alors la conservation de
la densité d et de la parité p. Une partie de la littérature choisit cependant
de se priver d’au moins une de ces lois de conservation pour contourner une
caractéristique essentielle du modele de Schelling : sa non-localité'”. Plutot
que d’étudier un systeme multiscalaire, pour lequel les distances d’échanges
entre sites sont comprises dans un immense intervalle allant de 1’échelle
du voisinage k et celle du systeme entier N, dans ces travaux, les agents
changent de groupe. On peut envisager cette modification comme un dé-
placement de I'agent hors de la ville et un remplacement immédiat par un
agent extérieur, comme si le systeme était en interaction avec un “réser-
voir” d’agents de chacun des groupes. Les deux seules échelles pertinentes
a ’étude redeviennent le voisinage d’une part et le systeme entier d’autre
part. Par analogie avec 1’étude des systemes de spin, on parle dans ce cas de
variante de Glauber [72], par opposition a des modeles d’échanges d’agents
au sein du systéme, qui se rapprochent des travaux de Kawasaki'® [96, 97],

ou a des déplacement vers des sites vides, qui, méme s’ils sont tres similaires

17Se référer au paragraphe Inertie et non-localité en section 1.1.3.
18 la différence notable que les échanges dans la dynamique de Kawasaki impliquent
généralement des sites voisins. On parlera ici de dynamique de Kawasaki méme si la

portée de I’échange est supérieur a la taille Kk du voisinage.
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a la variante précédente!®, s’approchent peut-étre davantage des modeles de
diffusion de lacunes dans un gaz sur réseau [65, 99].

D’un point de vue analytique, cette derniere option (qui correspond
pourtant au modele originel de Schelling) est plus difficile & mettre en ceuvre.
Déplacer un agent vers un site vide satisfaisant impose de pouvoir dresser
des listes des sites vides satisfaisants du point de vue de chacun des deux
groupes d’agents, et a fortiori de pouvoir évaluer leur taille. Par ailleurs,
il n’est pas garanti, surtout pour des densités proches de 1, que ces listes
soient non-vides, ce qui aurait pour effet de bloquer la dynamique bien avant

d’atteindre un éventuel équilibre.

A partir des quantités locales, il est donc possible de définir des obser-
vables qui jouent le role de parametres de contrdle déterminés par I'expé-
rimentateur, en 'occurence ici par la préparation de la configuration ini-
tiale g¢. Il est aussi possible de construire des observables qui permettent
au contraire de suivre ’évolution du systeme. Une telle fonction est appelée
parameétre d’ordre lorsque, par convention, elle s’annule dans la phase “or-
donnée” (ici, la phase ségrégée) alors qu’elle prend des valeurs quelconques
dans la phase “désordonnée” (ici, I’état intégré).

Dans la dynamique de Schelling, lorsqu’il y a ségrégation, le systéme
se structure en formant des noyaux homogenes, c’est-a-dire contenant des
agents d’un seul des deux groupes. Le ratio d’agent du méme groupe qu'un
agent donné au sein de son voisinage tend alors vers 1, et inversement le taux
de contact avec I'autre groupe vers 0. La densité d’interface x, qui est définie
comme la proportion de paires dirigées hétérogénes d’agents voisins ne o
parmi toutes les n, paires dirigées d’agents voisins présentes dans le systéme,
peut alors étre considérée comme un parametre d’ordre de cette transition

de phase. La relation (1.6) permet alors d’établir les identités suivantes :

Neo Zind,i 1 Zimi

T = =—|1

e D ik 2 D ik

(1.9)

Cette quantité n’est pas exactement similaire a la densité de contact pro-

posée par A. Hazan et J. Randon-Furling [83], définie par la moyenne sur

9Par équivalence entre un déplacement vers un site vide et un échange avec un agent

d’un troisieme groupe “neutre” qui remplirait les sites vides.
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tous les sites du rapport ng;/k; :

xHRFZNZnizﬁ(l—NZm) (1.10)

R Ri

Les deux expressions sont confondues lorsque d = 1 car le dénominateur est
constant. La premiere présente I’avantage de pouvoir étre reliée a une quan-
tité “physique”, I'énergie, qui sera définie dans la section suivante. Une in-
terprétation géométrique de la densité d’interface est esquissée par N. Goles
Domic, E. Goles et S. Rica [74]. Pour un voisinage de von Neumann, la den-
sité d’interface est en réalité une mesure du périmetre normalisé de I'inter-
face entre les noyaux homogenes. Pour un voisinage de Moore, le périmetre
intervient également mais il faut retrancher les liaisons “en coin”. Le schéma

suivant permet de mieux appréhender ces correspondances :

© o o o
® &0 © O
@ &0 O O

FIGURE 1.10 Schéma de I'interface entre deux noyaux homogenes avec distinction
entre les paires hétérogenes d’agents voisins pour le calcul de la densité d’interface

en fonction du voisinage.

La densité d’interface correspond, dans ce cas particulier d = 1, a

Neo 3Neo — Ne..o
= — g = — 1.11
oN T ° IN (1.11)

Lo

pour les voisinages de von Neumann et Moore respectivement.
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1.3 | La ségrégation : un état d’équilibre ?

CHELLING dans son modele introduit un systéeme complexe constitué
d’un grand nombre d’agents dont les interactions locales ont des consé-
quences globales : “d’intentions microscopiques [naissent| des comporte-

20 pouvant parfois sembler paradoxaux. Il entre alors

ments macroscopiques
tout naturellement dans le domaine de la physique statistique qui fournit un
grand nombre d’outils pour en décrire les propriétés, et notamment via une
approche énergétique. L’évolution temporelle des domaines magnétiques du
modele d’Ising et de ses nombreuses variantes se préte en effet a une analogie
immédiate avec les caractéristiques du modele. Ce rapprochement permet
d’introduire des quantités mesurables dont la dérivation ne découle pas spé-
cialement des sciences sociales (énergie, susceptibilité...). En revanche, il
faut étre conscient de ses limites, notamment ’absence d’équivalent, dans
les systemes magnétiques, a des restrictions spécifiques sur le déplacement
des agents. Comme mentionné précédemment, une partie de la littérature
sur le modele contourne ce probleme en introduisant une part d’aléatoire
dans le déplacement des agents, plagant ainsi leur analyse dans le cadre
du formalisme canonique?!. La conclusion de ces articles étudie alors gé-
néralement la limite nulle de cette température extérieure, et en tire des
conclusions sur le modele de Schelling. Cette approche pourrait s’avérer
étre la bonne, mais en I’état, rien ne justifie que cette limite corresponde au
probleme initial, du moins pas pour toutes les valeurs de tolérance. C’est
pourquoi, pour clore le premier chapitre, ne seront présentés que les travaux
proposant une résolution analytique de variantes du modele de Schelling aux
regles déterministes et dont seul le choix des agents subissant ’échange sera

aléatoire.

Le cas unidimensionnel Dans son livre Individual Strategy and Social
Structure publié en 1998, H.P. Young est le premier a en proposer un résultat

analytique, pour une variante unidimensionnelle du modéle.

Théoréme [176, 177] Soit deux groupes distincts d’agents @ et & répartis
sur les N sites d’un anneau unidimensionnel. Chaque agent est muni d’un

voisinage de taille k = 2 et est considéré insatisfait si et seulement s’il n’est

20 Micromotives and macrobehavior, T. Schelling, 1978 [154].

21Ge référer au chapitre 3, section 3.2.
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entouré que d’agents de ['autre groupe :

Un tel agent peut alors échanger sa position avec un autre agent, insatisfait

ou non*?. A Uéquilibre, aucun agent n’est insatisfait.

Cette affirmation permet d’identifier les états absorbants de la chaine de
Markov associée a la dynamique de Schelling : dans ces états stationnaires,
aucun agent n’est isolé (et inversement, une configuration ot un agent est
isolé ne peut étre un état stationnaire). Sans démontrer 1’émergence d’'une
ségrégation a grande échelle (on peut imaginer la configuration représentée
en figure 1.11 pour s’en convaincre), Young prépare tout de méme le cadre

pour I'étude du modele de Schelling a 1’aide des chaines de Markov.

FIGURE 1.11 Un état d’équilibre non-ségrégé (z = 1/2) du modele unidimen-
sionnel non-perturbé (a4 gauche) et un état d’équilibre stable stochastiquement

ségrégé (x = 1/10) du modele unidimensionnel perturbé.

Dans ses autres contributions [176, 177], Young introduit des pertur-
bations aléatoires a cette chaine pour déterminer I'équilibre stable stochas-
tiquement®. Cet état d’équilibre, au sens thermodynamique, est ségrégé,
c’est-a-dire que les agents de chaque groupe forment un noyau homogene
continu. Toutefois, rien ne permet d’affirmer a priori qu’il est atteint par un
systeme non-perturbé tel que celui de Schelling. De fait, les résultats démon-
trés par les auteurs et autrices suivant-e-s portent principalement sur des
fonctions caractérisant la dynamique du modele et non sur I’état d’équilibre

atteint.

22Young imagine une forme de compensation versée a cet autre agent si celui-ci est
amené a se déplacer d’un site satisfaisant vers un nouveau site satisfaisant.

23Ge référer au paragraphe Inertie et non-localité en section 1.1.3.
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Un probléme d’optimisation Dans un article publié en 2001, M. Pol-
licott et H. Weiss développent un modele simplifiant le modele de Schelling
en introduisant plusieurs variantes. Ils introduisent un indice de ségrégation,
I'insatisfaction moyenne des agents, a savoir la moyenne du ratio d’agents
voisins de la couleur opposée a celle de 'agent central et du nombre total de
voisins, et se placent dans le cadre d'un systeéme sans site vide. La tolérance
est elle aussi revisitée : un agent se déplace a condition que sa satisfaction

augmente.

Théoreme [138] Soit deux groupes distincts d’agents & et © répartis sur les
N sites d’un tore bidimensionnel. Chaque agent est muni du voisinage de

von Neumann et sa satisfaction est égale da l'aimantation normalisée m;/k.

Deux agents peuvent échanger leurs positions si leur satisfaction augmente

suite a cet échange. Alors

L= —Zmi (1.14)

est une fonction de Lyapunov du systéme et posséde une dépendance affine

en le périmetre de linterface.

M. Pollicott et H. Weiss sont les premiers a montrer un résultat ana-
lytique dans une variante bidimensionnelle du modele de Schelling : sans
tolérance, avec une utilité linéaire, les agents se déplacent jusqu’a atteindre
un minimum local de I'insatisfaction moyenne £/N. Si le déplacement cotite
a 'un des deux agents de I’échange, celui-ci n’a pas lieu. Le systéme n’at-
teint donc pas forcément un minimum global de £, mais a ’aide d’un certain
nombre de réalisations, il est possible de s’en approcher, sauf a étre absorbé
par un état métastable, a partir duquel il est impossible d’explorer d’autres
régions du paysage énergétique.

Le fait que l'insatisfaction moyenne soit liée a la longueur de I'interface
entre noyaux homogenes ouvre la voie a une analogie entre cette variante
de Schelling et la théorie de la nucléation [21, 31]. En effet, il est possible de
reformuler ce probléme en minimisation d’une surface d’échange (au sens
général, ici U'interface est linéique) entre deux phases représentée par les
deux groupes d’agents présents. Cette piste sera explorée dans la derniere

section du chapitre 3.

La limite de cette approche est la suppression de la notion de tolérance,

cruciale dans le modele de Schelling, et qui est un des parametres permettant
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notamment la distinction d’avec les modeles de spins de type Ising. Elle
permet tout de méme d’ouvrir la voie a l'exploration de cette approche

énergétique.

Quelques modeles de spins En physique de la matiere condensée, les
modeles de spins constituent un socle théorique pour 1’'étude des milieux
magnétiques et de leurs transitions de phase puis pour I'étude des tran-
sitions de phase de maniere générale. Le reste de ce court paragraphe de
présentation vise a présenter les modeles inspirés de celui d’Ising [89], qui
présente l'intérét de correspondre a la description qui a été faite du modele
de Schelling (modele sur réseau, dont le contenu des sites est divisé en deux
groupes...). Il en existe cependant une grande diversité, on peut citer le
modele de Potts [139] qui permet d’élargir le précédent a n groupes, le mo-
dele XY qui est la limite continue du modele de Potts, le modele classique

d’Heisenberg [84] que I'on peut envisager comme une version non-planaire
du modele XY24...

Un des enjeux principaux de ces modeles de spins est de déterminer
I’état d’équilibre thermodynamique du systéme, généralement appelé état
fondamental, dans une géométrie donnée. Cet état est défini comme ’état de
plus basse énergie?®, cette énergie étant issue des interactions entre les spins
qui constituent le systeme ainsi que de contraintes imposées par certains
parametres de controle, externes (température ©, champ magnétique H)

ou internes (champ cristallin A). On I'exprime a partir du Hamiltonien

H=—JY sis;— K> sis;—HY s;—AY s; (1.15)
(4,9 (4,9 i i

ou J et K décrivent les interactions d’échange bipolaires et quadrupolaires.
Cet Hamiltonien correspond au modele de Blume-Emery-Griffiths [24], les
modeles antérieurs d’Ising [89] et de Blume-Capel [23, 32] correspondant
respectivement aux cas K = A = 0 et K = 0. Ils permettent d’établir
des diagrammes de phase de la transition ferromagnétique/paramagnétique
mais peuvent également modéliser la transition de phase liquide/superfluide
d’un mélange binaire d’isotopes 3 et 4 de I'hélium.

On peut enfin noter que les deux derniers termes du Hamiltonien fa-

vorisent respectivement une orientation des spins (un des deux groupes

24Cette présentation par généralisations successives est en grande partie anachronique.
251%état de plus basse énergie est ’état le plus probable dans le formalisme canonique,

se référer au chapitre 3, section 3.2.
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d’agents) par rapport a 'autre et une prééminence des sites vides par rap-
port aux sites occupés. Dans le cas d’un systeéme fermé, ces deux quantités
n’ont pas d’équivalent direct dans le modele de Schelling, on considére donc

pour la suite le cas H = A = 0.

Premiers diagrammes de phase du modele de Schelling Introduit
par L. Gauvin, J.-P. Nadal et J. Vannimenus [70, 71] dans la littérature
du modele de Schelling, le modele de Blume-Emery-Griffiths permet de
construire une observable physique?®, qu’on appellera énergie du systéme,
en remarquant, a partir des regles dynamiques du modele, que pour des
valeurs bien choisies de J et K, le Hamiltonien (1.15) est une fonction

décroissante du temps.

Théoréme [70, 71] Soit dN agents séparés en deux groupes distincts @ et
© répartis sur les N sites d’une grille carrée. Chaque agent est muni du
voisinage de Moore et est considéré satisfait lorsque son aimantation m;
est supérieure d (1 — 2T )k;, ou k; est le nombre de sites occupés dans son

voisinage.

Ui(0) = Lia—ar) ] (M) (1.16)

Un agent insatisfait peut se déplacer vers un site vide s’il devient satisfait

suite a cet échange. Alors
Es=->m— (2T —1)) & (1.17)

est une fonction de Lyapunov du systeme.

Le reste de l'article [70] présente des résultats de simulations numériques
et I'établissement du premier diagramme de phase (d,T) en figure 1.1 qui
met en évidence les transitions détaillées au début de ce chapitre. Compa-
raison est également faite avec le diagramme de phase (A, ©) du modele de
Blume-Capel mentionné dans le paragraphe précédent, toutefois il est noté
par les auteurs que, d'une part, les quantités considérées ne sont pas ana-

logues d’un modele a I'autre®” et, d’autre part, que I'ordre des transitions de

26Cette construction physique est complémentaire & celle de la densité d’interface dont
I’interprétation géométrique lorsque k = 4 devient difficile a généraliser pour des voisi-
nages plus grands.

2"Le champ cristallin A est une variable conjuguée de la densité d de sites occupés
tandis que la température © une forme de mesure de la capacité des agents a se déplacer,

ces déplacements étant autorisés en fonction de la tolérance T
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phase (c’est-a-dire la continuité ou non de la grandeur mesurée au voisinage
de la transition) est inversé.

Dans un article publié un an plus tard, N. Goles-Domic, E. Goles et
S. Rica [74] regroupent des configurations stationnaires dans ce qui peut
s’apparenter au diagramme de phase (p,T') représenté en figure 1.2 d’une
variante du modele de Schelling pour laquelle tous les sites sont occupés
(d = 1). La dynamique a donc lieu par échanges d’agents plutdt que par
déplacement vers un site inoccupé. Dans ce cadre, le second terme du Ha-
miltonien (1.17) est constant : 'énergie Eg s’écrit alors exactement comme
I'insatisfaction £ de M. Pollicott et H. Weiss.

Théoreme [74] Soit deux groupes distincts d’agents @ et © répartis sur
les N sites d’un graphe mon-orienté quelconque. Chaque agent est muni
d’un wvoisinage de taille k; (qui dépend de la géométrie du réseau) et est
considéré satisfait lorsque son indice d’homogénéité locale m; est supérieur
a (1 —2T)k;.

u,(a) = :H_[(l_QT)Hi7Hi} (mz) (1.18)

Un agent insatisfait peut alors échanger sa position avec un autre agent

insatisfait. Alors E = —3%, m; est :

— une fonction de Lyapunov du systéme si et seulement si T > 1/2;

— une fonction de Lyapunov p.s. lorsque T =1/2 et max(r;) < N.

Dans les autres cas, la variation d’énergie causée par un échange est bornée

mais peut étre positive.

Ces deux résultats permettent d’affirmer que la méthode perturbative
n’est pertinente ni dans le modele original (déplacement vers un site vide
satisfaisant) exploré par L. Gauvin et al. ni dans la variante par échanges de
N. Goles-Domic et al. lorsque T > 1/2. En effet, introduire des perturbations
reviendrait a autoriser certaines variations positives de I’énergie, entrainant
la possibilité, a partir d'une configuration initiale g donnée, d’explorer des
états d’équilibre plus stables que les éventuels états absorbants rencontrés
au cours de la méme dynamique non-perturbée. Ici, rien n’indique en théo-
rie que ces états absorbants sont ségrégés. L’approche perturbative n’est
vraisemblablement pas a méme de rendre compte des diagrammes de phase
obtenus par simulations numériques. Nous nous tournons donc vers le for-

malisme markovien.
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9 | Schelling

Classification des états de la chaine de Markov

ANS ce chapitre nous présentons une réécriture markovienne du mo-

dele de Schelling, en construisant la matrice de transition du proces-

sus, a partir d’un exemple simple que nous généralisons par la suite. Apres
le calcul des probabilités de transition, qui occupe la deuxiéme section, nous
déterminons une condition sur la tolérance pour que la chaine de Markov
soit irréductible, sépar ant ainsi les équilibres stationnaires du systeme en
deux catégories : la ségrégation compléte et une intégration relative. Les
distributions invariantes obtenues sont enfin comparées aux simulations du

chapitre précédents.

2.1 | Démarche et définitions

2.1.1 Formalisme markovien

L’ensemble ¥ des configurations d’un systéme de N sites dont une certaine
fraction est occupée par des agents séparés en deux groupes est fini et dé-
nombrable. On peut lui adjoindre une tribu A et une mesure de probabilité
P pour définir un espace de probabilité.

Une suite de variables aléatoires (X;);>0, définies sur £ a valeurs dans un
ensemble dénombrable F, est une chaine de Markov de distribution initiale

Ao si et seulement si, pour tout ¢t > 0, ng,...ny_1,n,n’ € B

]P(Xt+1 = n/ ‘ XO = ng, ... thl = nt,l,Xt = TL) = P(XtJrl = n/ ‘ Xt = n)
(2.1)
avec la condition initiale P(Xy = ng) = Ag(ng). Elle est dite homogene si la

probabilité de transition
Tnn! — [P(Xt+1 = TL/ | Xt = TL) (22)

est indépendante de t. T = (T )nwer est la matrice de transition de cette
chaine de Markov. C’est & partir de ses puissances w! = (7?7(12/)”771/6 £ que 'on
peut décrire la structure de E. Voici donc quelques définitions permettant

de construire deux théoremes qui seront utiles dans la suite.
On dit que les états n et n’ communiquent s’il existe ¢, > 0 tels que

70 et Wflt,z >0 (2.3)

nn
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CHAPITRE 2

autrement dit, s’il existe un chemin de I’état n vers I’état n’ et inversement.

On dit qu'un état n est apériodique s’il existe T" > 0 tel que pour ¢t > T,
>0 (2.4)

Un état n est enfin soit récurrent soit transitoire, selon que la série 3~ )
diverge ou non. La probabilité que cet état sera visité une infinité de fois au
cours de I’évolution du systeme est alors 1 ou 0, respectivement.

Si tous les états de ' communiquent, on dit que la chaine est irréductible.
Sinon, on peut partitionner E en classes communicantes.

L’apériodicité, la récurrence et la transience sont des propriétés de classe,
c’est-a-dire que tous les états d'une classe seront apériodiques, récurrents
ou transitoires si I'un d’entre eux l'est. On dit alors généralement que la
classe elle-méme est apériodique, récurrente ou transitoire.

On dit également qu'une classe C' est fermée si a partir d’un état n € C
on ne peut accéder qu’a des états également dans C'.

Théoréme [118] Toute classe fermée et finie est récurrente.

Une distribution X est dite invariante si elle vérifie la relation :
AT =)\ (2.5)

On l'appelle parfois distribution stationnaire, ou distribution a 1’équilibre.

Théoreme [118] Si m est la matrice de transition d’une chaine de Markov
homogéne irréductible et apériodique et admet la distribution invariante X,
alors pour tout n,n' € £

" = Ay (2.6)

lim 7,

t—o00

A partir de la loi des probabilités totales, pour tout n’ € E,

P(Xp1=n) =) P(Xpp1 =n' | Xy =n)P(X; = n) (2.7)

nek

on peut construire I’équation maitresse suivante :

P(Xip =)~ P(X, =n) = 3 (P(Xt )W —P(X, = n’)wn/n> (2.8)

nekl

Une condition suffisante pour qu’il existe une distribution d’équilibre
possible A = (P(Xeq = n)) p oSt celle dite du “bilan détaillé” :

V,n €E, P(Xeg=n)Tw =P(Xeg =n")mpm (2.9)
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2.1 Démarche et définitions

mais elle impose des contraintes plus fortes que celles nécessaires a la re-
cherche d'une solution stationnaire®®. En particulier, si la chaine de Markov
est irréductible (7, ou m,,, = 0 pour un ou plusieurs couples (n,n’) € E?),
elle devient méme inutile.

Par ailleurs, lorsque les conditions du théoréeme précédent ne sont pas
vérifiées, en particulier 'irréductibilité, d’autres formes d’équilibre existent,
que l'on peut classifier a ’aide de diverses notions caractéristant leur stabi-
lité.

Définition [176] Un état n est dit stable au sens de Lyapunov si pour tout
voisinage ouvert V(n) de n dans l’espace des états, il existe un autre voisi-

nage ouvert Vo(n) C V(n) de n tel que
E'to, Xto € VQ(?”L) = Vt> to, X, € V(Tl)

Définition [176] Un état n est dit stable asymptotiquement s’il est stable au

sens de Lyapunov et que
dto, Xto S Vg(n) = tli)m Xi=n

Une autre facon de déterminer la distribution A a I’équilibre est d’utiliser
le théoreme de stabilité stochastique [176]. Cette méthode est développée

dans 'annexe A.
2.1.2 Description naive

On considere pour 'exemple un systeme tres petit, contenant neuf sites tous
remplis a l'exception d'un. Le systéme est fermé, fini, la densité d = 8/9
et la parité p = 1/2 sont donc constantes. La seconde partie de ce chapitre
traitera de la variante par échange d’agents mais on considere ici le cas, plus
simple pour la démonstration, du déplacement d’un agent insatisfait vers
I'unique site vacant. La configuration initiale A est représentée a gauche sur

le schéma 2.1.

Construire la matrice de transition Lorsque 7' = 1/2, la condition
de satisfaction m; > (1 — 27T')k; devient m; > 0 : chaque agent tolére un
champ local positif ou nul. Les agents insatisfaits sont représentés en noir
sur la figure 2.2 (la croix représente alors la position du site vacant). Dans la

configuration initiale, c’est alors les agents bleus qui sont insatisfaits et qui

280n reviendra sur ces conditions et leurs conséquences dans la section 3.2.
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CHAPITRE 2

sont donc autorisés a se déplacer. En considérant l'invariance du systeme
par rotations de 90°, une seule configuration B est accessible a partir de A.
On a alors mag = 1, et ma,y = 0 pour tout n’ # B.

Dans la configuration B, on constate que six agents sont insatisfaits. Cela
semble contredire les observations d'une augmentation de la satisfaction
au cours du processus de Schelling, puisque le systéme est apparemment
passé de quatre agents insatisfaits a six. Cette mesure binaire est cependant
incomplete, et la figure 2.3 résout cette apparente contradiction en montrant

que la densité d’interface a bien diminué au cours de cette transition A — B.

Le calcul de mga, mgg et mgc consiste simplement en un dénombrement
des agents dont le déplacement ameénerait le systéeme aux configurations
accessibles A, B et C respectivement, ramené au nombre total d’agents in-
satisfaits (ici six). L’invariance par rotation permet ici une transition B — B
consistant a déplacer un des trois agents bleus aux coins du systeme :
g = 1/2. Le calcul des m,, suit alors toujours, dans cet exemple simple,
la méme logique, et le processus se poursuit jusqu’a la configuration | qui
est stationnaire, au sens ou plus aucun agent n’y est insatisfait. On peut

alors écrire la matrice de transition du processus entier :

o 1 0 0 0 0 0 0 0
1/6 1/2 1/3 0 0 0 0 0 0
o 0 1/31/3 0 0 1/3 0 0
O 0 0 0 1/2 0 1/2 0 0
Tie=[0 0 0 1/3 0 2/3 0 0 0 (2.10)
O 0 0 0 0 1/2 0 0 1/2
O 0 0 1/3 0 0 0 2/3 0
O 0 0 0 0 0 0 1/2 1/2
0 0 0 0 0 0 0 0 1]

En général, du fait des contraintes de déplacement des agents dans le
modele de Schelling, la matrice de transition w d’un tel systeme sera creuse.
En particulier, 'existence d’une transition d’une configuration de départ o
a une configuration d’arrivée ¢’ dépend de leur proximité dans I'espace des

configurations. On peut ainsi écrire [73, 76, 164]

r(o0) =Y ( II 582,%)559,31_582753.%(0) (2.11)
i<j N kiyj
ou p;;(0) est la probabilité que les sites ¢ et j de la configuration & échangent

leurs contenus. La configuration d’arrivée, que ’on note o5, est identique, a
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2.1 Démarche et définitions

0 o HIHE—
f_E—E () o |

FIGURE 2.1 Représentation schématique de la chaine de Markov associée a la

dynamique de Schelling & partir de la configuration initiale A pour une tolérance
T =1/2 et un voisinage de Moore.

9

II/\*XC). O/<.§>C.E.—>.IX
JURN lg\*XE%?—)X

FIGURE 2.2 Recensement des agents insatisfaits (en noir).

[ ><
m L X
210123 G H |
Configuration A B C D E F G H I
DM -8 —6 -2 0 2 6 2 4 8
Densité d’interface z | 0.6 | 0.575 | 0.525 | 0.5 | 0.475 | 0.425 | 0.475 | 0.45 | 0.4

FIGURE 2.3 Représentation des aimantations individuelles.
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CHAPITRE 2

I’échange pres, a la configuration de départ : si ¢ = {s1,...,S;, ..., Sj, ..., SN }
alors 0;; = {51, ..., S, ..., Si, ..., sn }. L’espace d’états de cette chaine de Mar-
kov est alors simplement I’ensemble des configurations X.

En physique statistique, cette description est celle d’un processus de
Kawasaki [96, 97], & ceci prés que la somme dans 1’équation précédente
devrait porter sur des paires de voisins uniquement, afin de modéliser des
processus diffusifs, de proche en proche. Ce n’est pas le cas du modele de
Schelling qui permet au contraire la mobilité des agents sans contrainte de

distance.

Un autre processus qui lui est souvent associé, ou opposé, dans la littéra-
ture des systemes de spins est le processus de Glauber [72]. Au lieu d’échan-
ger le contenu de deux sites, un unique site occupé est choisi aléatoirement
et agent qu’il contient change de groupe, ce qui peut modéliser I'influence
du voisinage dans un systeme magnétique, ou bien un agent quittant la ville

et étant immédiatement remplacé par un agent entrant de ’autre groupe.

On a alors

7(0.0) =3 (T 04, ) sii(@) (2.12)

% j#i

ou p;(o) est la probabilité que l'agent se situant sur le site i change de
groupe. La configuration d’arrivée est alors o_; = {sy, ..., —s;, ..., sy }. Choi-
sir 'un ou l'autre de ces processus a des implications thermodynamiques
qui seront développées dans le chapitre 3.

Il est également a noter que ces modeles dynamiques sont construits afin
qu’une solution stationnaire soit celle correspondant a 1’équilibre thermique,
les expressions de p;;(0) ou p;(o) sont donc conditionnées par cet équilibre.
Au contraire, dans le cadre du modele de Schelling, c¢’est le choix de p;;(a) ou
pi(0) qui va déterminer 1’équilibre, s’il existe, du systéme. Ces quantités sont
simplement liées a la satisfaction des agents impliqués. Dans le formalisme

de Kawasaki :
pii(0) =K' (1= ui(0)) (1 - u;(0)) (2.13)

ou K, est une constante de normalisation.

La transition est possible a condition que les deux agents soient insatis-

faits dans la configuration de départ.

Dans 'exemple présenté plus haut, aucune contrainte n’était imposée

au site vacant : ug(o) = 0, ou O désigne l'indice du site en question. On
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2.1 Démarche et définitions

obtient alors

1 sim; < (1—27)k;

2.14
0 sinon ( )

pin(o) = a;l(l — ui(a)) =K' x {
= K;l]l[_,%(l_gT),ﬂ[(mi) (215)

Il est possible de restreindre le déplacement d’un agent au site inoccupé si

ce dernier est “satisfaisant” uniquement [70], dans ce cas

Pin(0) = K, L, (1—21), [ (M) L1 =27 g eg] () (2.16)

Dans le cas d’échanges entre agents, qui est celui qui sera développé dans

la suite de ce chapitre,

pii(0) = K s — 2y (M) Lo, (127 (M25) (2.17)

Enfin, dans une dynamique de type Glauber,
pi(o) = Fc:lﬂ[—ni,(l—ZT)ni[(mi) (2.18)

ou ['y est une constante de normalisation. Il est ici aussi possible de res-
treindre cet échange aux cas ou ’agent devient satisfait aprés le changement,

cette probabilité de transition devient alors

pi(o) = Fgll[—ni,(l—QT)m[(mi) X 1[(1—2T)ni,ni](_mi>

7l { 1[—m,(172T)ni[(mi) siT <1/2

7 , (2.19)
Lo 27—ty () 81T > 1/2

On démontre ici, en formalisant I’expression des probabilités de transition,
la quasi-symétrie? autour de T = 1/2 constatée empiriquement dans les
travaux de G. Barmapalias et al. [15] et de H. Omidvar et M. Frances-
chetti [124, 125, 127].

Revenons a la matrice m définie par (2.10). Sa distribution invariante A
est le vecteur unitaire associé a la configuration | : ¢y = (0,0,0,0,0,0,0,0,1) :
| est bien une configuration récurrente de la chaine de Markov. Cette confi-
guration est ségrégée, visiblement. Sa densité d’interface est de 0.4, ce qui
reste proche de la valeur de départ, mais c’est une conséquence de la taille

finie et du remplissage du systeme. Cette observable voit tout de méme sa

La symétrie se rompt exactement en T = 1/2, ot m; = 0 est une valeur permettant

I’échange, mais pas m; — 0.
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CHAPITRE 2

valeur diminuer au cours de 1’évolution, conformément aux observations de
Schelling.

Il est & noter que certaines transitions (B - A, E — D et G — D)
peuvent augmenter la valeur de la densité d’interface. En effet, cette ob-
servable n’est pas strictement une fonction de Lyapunov : il a ainsi été
démontré [74] dans le cas d’échange entre agents que de tels déplacements
entre sites adjacents peuvent occasionnellement augmenter 'insatisfaction
générale, il en va de méme pour le déplacement vers un site vacant. De fait,
il s’agit d’un artefact de la taille finie du systeme : la probabilité que deux
sites adjacents soient choisis pour échanger leur contenu est d’ordre x/N

lorsque ce tirage est uniforme.

Pour une valeur de tolérance de T' = 2/3, avec les mémes regles de
déplacement et de construction des m,,, la matrice de transition devient

simplement (sa chaine est représentée en figure 2.4) :

= |o ] 220

Sa distribution invariante est le vecteur eg = (0,1), qui correspond a
la configuration B qui est donc récurrente pour cette valeur 7' = 2/3. Plus
aucun agent n’étant insatisfait, le processus prend fin, et la densité d’inter-
face ne descend pas sous 1/2, le systéme est bien intégré, conformément aux

observations de Schelling.

A B

FIGURE 2.4 Représentation schématique de la chaine de Markov associée a la
dynamique de Schelling & partir de la configuration initiale A pour une tolérance

T = 2/3 et un voisinage de Moore.

Contraintes géométriques On peut utiliser cet exemple pour interroger
plusieurs choix qui ont été faits, en particulier celui du voisinage utilisé et
des conditions aux limites.

Ainsi, pour un voisinage de von Neumann, en revenant a une tolé-
rance T = 1/2, le processus est beaucoup plus long et donne acces a
cing configurations récurrentes supplémentaires, dénommées F (qui devient

stable lorsque le voisinage est restreint), F* (qui est le “négatif” de F, on
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2.1 Démarche et définitions

les groupes d’agents ont été inversés), J, K et K* (idem). La distribution
invariante est alors une superposition de ces six configurations. La chaine
est représentée de fagon simplifiée en figure 2.5 ; le nombre de configurations
éclipsées n’est qu’indicatif, il peut s’y trouver quelques redondances, ce qui
compte pour la suite est son ordre de grandeur : environ 90 états, soit une

matrice de transition de taille 90x90, pour un systeme ridiculement petit.

O HEE EER
|| H BN
|| N [ [ |
[ — 63 configurations —» | F F*
/7 mmm EE EE
B H BN

mam oo H N
J K K*
(O
A
\\\* E N o EE EEE
— 15 configurations —» N N
[ ] O
B’ | F

FIGURE 2.5 Représentation schématique de la chaine de Markov associée a la
dynamique de Schelling & partir de la configuration initiale A pour une tolérance

T = 1/2 et un voisinage de von Neumann.

Un autre aspect géométrique particulierement important dans ce sys-
teme est l'effet des conditions aux limites. Il est ainsi courant de raisonner
sur un tore plan (parfois dénommé “systeme avec conditions aux limites
périodiques”), ce qui a I'avantage de fixer la taille du voisinage x pour tous
les agents (alors qu’ici, lorsque T' # 1/2, la satisfaction des agents doit étre
déterminée au cas par cas pour les agents au bord du systéme). Ces incon-
vénients disparaissent relativement rapidement lorsque le systéme grandit.
Cette derniere variante n’est pas illustrée ici, mais on peut démontrer dans
le cas d'un voisinage de Moore, qu’un agent ne pourra jamais changer sa sa-
tisfaction : chacun d’entre eux étant virtuellement voisin de tout le systeme,

cette somme reste constante au cours de ’évolution.

Agrégation de la chaine de Markov Enfin, le dernier point que cet
exemple simple va permettre de discuter avant de développer la méthode
générale de détermination de m,, et aboutir a une détermination analy-
tique de la matrice de transition et de sa distribution invariante, concerne

I’agrégabilité de la chaine de Markov.

Cette notion, appelée lumpability en anglais, ne sera pas développée dans
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CHAPITRE 2

cette these mais son traitement dans les modeles multi-agents a fait 1’'objet
de la theése de S. Banisch [11] avec application a un modele plus simple
de transmission d’opinion (voter model). Elle mérite tout de méme d’étre
abordée au moins succinctement ici, d’autant qu’on 'a déja utilisée plus

haut sans le faire remarquer.

Théoréme [11] Une chaine de Markov est dite agrégable selon une par-
tition € ={&,...,&.} de E si et seulement si, pour toute paire &, &; de
sous-ensembles de £, pour tout n,n’ € &

D Mum = D Mum

meé‘j mESj

Dans la figure 2.4, un argument d’invariance par rotation est utilisé
pour représenter les quatre configurations qui constituent 1’état B par 'une
d’entre elle. Vérifier 'agrégabilité a cette étape consiste a ne plus considérer
A et B comme des configurations mais comme des états regroupant plusieurs
configurations : A = {A} et B = {By, By, B3, B4}. On calcule alors, pour tout
Ac A,

3" Mot = TaAB, + TAB, + TAB, + AR, = 4 X 1/4 =1
o'eB

et pour tout B; € B,

ZWBia:WBiAzl/& )
occA

Cette chaine est donc bien agrégable : I'argument d’invariance par rota-
tion permet de regrouper des configurations similaires au sein d’états d’une
chaine de Markov sans avoir a préciser toutes ces configurations. L’agré-
gation par similitude qui semblait intuitive précédemment est donc bien
justifiée.

Cette démonstration s’applique a la chaine 2.1 en entier : il s’agit d’une
chaine extrémement simplifiée. Au moment de la brisure de symétrie B — C,
il existe en fait plusieurs sous-chaines paralléles et contenant des configura-
tions semblables a une symétrie ou une rotation pres a celles représentées.
Il est alors plus juste de considérer que la matrice w contient les probabilités
de transitions entre les états C & Z, et non entre les configurations C a |.

Il peut étre plus difficile, voire impossible, de justifier une autre forme
d’agrégation dans le modele de Schelling que 'on va pourtant mettre en
ceuvre dans la seconde partie de ce chapitre, considérant donc une variante
du modele présenté. Agréger par densité d’interface (ou autre observable

pertinente) s’avere en effet discutable. C’est méme faux dans 'exemple 2.1.
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Regrouper les configurations par densité d’interface revient a partitionner
I'espace d’états selon {{A}, {B},{C},{D},{E,G}, {F},{H}, {l}}. On note
alors immédiatement que mgg # TGE Ou encore que Tgy # TGH, deux égalités

qui seraient nécessaires pour établir I'agrégabilité de la chaine.

Cependant, comme 'ont démontré T. Rogers et A. McKane [146], le
traitement analytique d’un modele proche de celui de Schelling, bien que
ne pouvant en étre directement tiré sans introduire cette variante, permet
d’aboutir a une résolution pertinente a l’explication de l’émergence de la
ségrégation dans un tel systeme. Il n’est donc pas question de balayer la
problématique de la potentielle non-agrégabilité de la chaine de Markov
selon une partition définie par la densité d’interface, mais au contraire de
poursuivre ce travail en ayant conscience des limites de ’approche employée
et de la force de cette hypothése au moment d’en présenter les résultats :
la chaine de Markov étudiée dans la section suivante n’est pas une chaine
extraite du systeéme original. C’est un autre processus discret, dont I’espace
d’états est une partition de ’espace des configurations, et que ’on suppose

markovien en premiere approximation.
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2.2 | Evolution de la densité d’interface

2.2.1 Espace d’états

La densité d’'interface x, ou densité de contact, est une observable du sys-
teme. Elle compare le nombre n,, de paires dirigées de sites voisins hétéro-
genes, au sens ou l'un des sites contient un agent d’un groupe et le second
un agent de 'autre groupe, et le nombre total n, de paires dirigées de sites

voisins du systeme. Spécifiquement, elle s’écrit

1 N
5> (5757 — i) ' > m;
x(a) _ Neo _ (2,3) L (2'21>

=1

Les quantités k; et m; présentes dans la derniere expression ont déja été
définies, il s’agit respectivement du nombre de sites occupés dans le voisi-
nage d’'un agent se trouvant sur le site ¢ (si aucun agent ne s’y trouve alors
s; = 0 donc k; = 0, les sites vacants n’interviennent pas dans les sommes),
et du champ ou de 'aimantation locale ressentie par ce méme agent, qui
prend des valeurs entre —k; et ;. Par la suite, on utilisera brievement les
champs locaux effectifs h; définies par m; = s;h;, qui simplifieront quelques
expressions bien que n’ayant pas d’analogue physique dans le contexte des

verres de spins, contrairement aux deux autres quantités locales.

Par construction, la densité de contact x prend un nombre fini N de

valeurs X, € [0,1]. La valeur 0 est associée a ’égalité

qui signifie que toutes les paires d’agents sont homogenes : le systéme est
parfaitement ségrégé et les noyaux homogenes s’y trouvant doivent étre
séparés, une frontiere entre deux noyaux faisant diminuer la valeur de la
premiere somme. Au contraire, la valeur 1 correspond a des configurations

vérifiant

qui n’est pas possible dans toutes les géométries, mais qu’on peut trouver
dans une grille carrée avec voisinage de von Neumann par exemple, sous la
Y

forme de configurations en échiquier : chaque agent est entouré de quatre

58
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agents de l'autre groupe qui sont ses seuls voisins. Cet exemple permet de
justifier le facteur 1/2 apparaissant dans l'expression de la densité d’in-
terface. Dans une géométrie de Moore, il est vrai qu’elle ne dépassera que
rarement 1/2 (et lorsque c’est le cas, il s’agit généralement d’effets de bords),

ce qui peut sembler non-optimal.

Cette discrétisation de la densité d’interface entraine 'existence d’une

partition {Cy }nejong de I'ensemble ¥ des configurations, telle que
Ch={0c€eX|z(o)=X,} (2.24)

A des fins de désambiguisation, un ensemble de configurations de densité
d’interface x sera simplement appelée C,, la nature discrete de x devenant
implicite. La partition {C,} définit alors I'espace d’états d'une chaine de
Markov (X;);>0 s’appuyant sur le processus de Schelling sous-jacent.
L’objectif de cette section est de déterminer les probabilités de transition
d’un état C, a l'autre a partir des propriétés des transitions élémentaires
entre configurations o. Plus spécifiquement, on s’intéressera a la probabilité

qu’une telle transition résulte en un incrément Az de la densité d’interface.

Le nombre N d’états de cet espace, ou d’éléments dans la partition,
n’est pas trivial pour un couple (d,p) donné. Cependant, il sera possible

d’en déterminer une borne supérieure dans la suite.

L’espace d’états étant défini, il faut a présent calculer sa matrice de
transition . Pour cela, la méthode détaillée dans la section précédente peut

étre appliquée.
2.2.2 Incréments de la densité d’interface

Par définition, la densité d’interface X; = x du systéme a l'instant ¢t dans
une configuration o appartenant a la classe C, vérifie I’équation

N

> (mi+ (20— 1)r;) =0 (2.25)

i=1
Apres I’échange des contenus des sites a et b, le systéme se trouve dans
la configuration appelée o', et sa densité d’interface X;,; = 2’ vérifie une

équation similaire
N

> (i + (20 = Dii) =0 (2.26)

i=1
ou m; et K; sont respectivement définis comme ’aimantation locale et le

degré effectif de chaque agent dans la configuration ¢’. Les deux configura-
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tions ne different que du contenu de deux sites, elles sont donc tres similaires,
c’est-a-dire proches dans 'espace X. Ceci implique que les classes auxquelles
elles appartiennent sont soit identiques (C,» = C,), soit proches dans la par-
tition. Les quantités m;, m; et k;, k; partagent donc des valeurs communes

pour la majorité des sites. En particulier,

sphy i=a sid, i=a
Sahp i=0b s2d,, i=0b
m; =14 m;+si(sp—54) 1€0a et K= k;+s2(si—s2) i€da
m; + 8i(sq — sp) @ € 0D ki +s3(s2 —si) 1€0b
m; sinon K; sinon
(2.27)

avec m; = sih; et k; = s}d;, ol d; est la densité locale d; = 3 ;cp; 57. On

peut alors réécrire I'équation (2.26) de la maniere suivante® :

N
Zmi — 2(mg + my) + 2(sahp + spha)
i=1

+ (22" — 1) (i Ki — 2(Kq + Kp) + 2(s2dy — sgda)> =0 (2.28)

i=1
et traiter des cas.

Trivialement, si les deux sites tirés sont vacants, s, = $p, le systeme reste
inchangé.

Si les agents se déplacent dans le systéme, au sens ot seul un site occupé
peut transférer son contenu vers un site vacant, alors s, = 0 ou s, = s = +1

(ou inversement, sans perte de généralité). On obtient, a 'aide de (2.25)

/ xZiﬁi—S(ha—hb)+52(da—db)
= 2.2
* Zz K; + 282(da — db) ( 9>

Si deux agents échangent leurs positions, alors s, = +1 et s, = +1.
Si s, = sp, de nouveau, ’échange laisse le systéme inchangé. En revanche

dans le cas ou s, = —s;, on obtient

2(mg + my)
> Ki

Dans la limite d = 1, ce dernier cas est le seul pouvant se produire. On

r=x+

(2.30)

peut alors montrer que la somme des deux aimantations est paire a 'aide
de la définition (1.5) :

m=mns—ng=(k—ng) —ng=K—2ng (2.31)

308e référer a annexe B.
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2.2 Evolution de la densité d’interface

d’ou
Me + My = 2(k — Nga + Nap) = 2k, avec k € [—k, K] (2.32)

Cela permet de réduire, lorsque d = 1 pour un graphe sous-jacent s-régulier,

les valeurs prises par l'incrément Ax = 2/ — x a 'ensemble
4k
— /_ - J—
Axr =z xe{nN‘ke[[ K,,K,]]} (2.33)

La partition de I’ensemble des configurations peut alors s’écrire, dans ce

cas particulier d = 1,

{Co, Cajuns Cojuns s Ci} (2.34)
Elle contient N classes avec
N
N = % +1 (2.35)

Dans le cas général, il est plus difficile de déterminer cette quantité, car
I’évolution de I'incrément est gouvernée par I’équation (2.29). On peut tou-
tefois en déterminer une borne supérieure en dénombrant les ratios ne./n,
de paires hétérogenes accessibles.

Dans une configuration ou tous les sites vacants sont dispersés (scatte-
red), le nombre ng. = min(n,) de paires dirigées d’agents est le nombre de
paires dirigées du graphe desquelles on retranche les liens rompus par la

présence des sites vacants :
Nse = kN —2kN(1 —d) = kN(2d — 1) (2.36)

On peut noter que ces configurations “dispersées” ne sont accessibles que
pour d > 1/2, faute de quoi cette borne inférieure s’annule. D’autre part,
par définition,
N
n. =y sis;<rky s;=rNd (2.37)
(i) =1

N

A partir de 'encadrement ny. < n, < skNd, il reste a déterminer les
valeurs que peut prendre le nombre de paires dirigées hétérogenes n, . Par
construction, il s’agit d’un multiple de quatre (le nombre de paires de voisins
impactées par un échange est pair, et on double cette quantité pour obtenir
les paires dirigées) et peut prendre, au plus, lorsque p = 1/2, des valeurs
dans [0,n,]. Lorsque p = 1/2 et d = 1, on peut donc retrouver, puisque
n, = kNN, que

N="Z11 (2.38)
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Dans le cas général, une borne supérieure de N peut étre déterminée3! par

N < (3d—1)(1 - d) (”‘g)Q 7 _85an +1 (2.39)

Cette inégalité est relativement imprécise a cause des possibles redondances
dans les ratios calculés, il est stirement possible de l'affiner en utilisant
I'indicatrice d’Euler par exemple, mais ce n’est pas le propos ici. On peut

remarquer que lorsque d = 1, on retrouve N = kN/4 + 1

U

1/3 +0(3) 2/3 +0(3) 1

FIGURE 2.6 Un majorant N*(d) de la taille de espace des états de la chaine de

Markov sous-jacente au processus de Schelling

Utiliser cette chalne de Markov sous-jacente a donc permis de réduire la
taille des états de la chaine de Markov étudiée de ‘2’, d’ordre 4%/ VN, a
un nombre d’ordre au plus N2, et en particulier lorsque d = 1, d’ordre N.
Rappelons ici que N est la taille du systeme, qui modélise une ville. On
constate bien la I'intérét de ne considérer que le processus extrait.

Parmi les N classes de l'espace d’états de la chaine de Markov, seule
une poignée, caractérisée par I’équation (2.33), est accessible a partir d’une
configuration donnée appartenant a C,. On s’intéresse a présent a la distri-

bution de probabilité associé a ses classes d’arrivées C,iaz-

31Se référer a ’annexe C.
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2.2 Evolution de la densité d’interface

2.2.3 Distribution des aimantations

On cherche a présent a déterminer la distribution de la somme m, + my

(2.32). Dans un premier temps, on peut établir que, lorsque s; = +1,

K—m

P(mizm):; S ((1—d)N><de><d(1—np)N> 2.10)

n—max(0,—m) \fi — M~ 2n/\m+n

et lorsque s; = —1

Pl = m) = Z1 z’:" <K(1—d)N ) (de> (d(l— p)N> (2.41)

nemiee(0,—m) —m—2n n m-+n

ou Z et Z' sont des constantes de normalisation, égales a la somme de ces
expressions sur U'intervalle m € [—k, &].

En toute rigueur, les bornes des sommes (2.40) et (2.41) doivent étre
corrigées lorsque d, p et N prennent des valeurs extrémes : on suppose ici
que le systeme que 'on cherche a modéliser n’appartient pas a ces cas de
figure, il doit étre suffisamment grand (N > k) et majoritairement occupé
par les deux populations (d > k/N et k/N < p < 1 — r/N). De plus, on
peut remarquer a l'aide de (2.31) que la borne supérieure des deux sommes,

bien qu’apparemment fractionnaire, correspond a 'entier ng.

Dans le cas d = 1, les seuls termes non-nuls sont justement ceux d’in-
dice n = ny. Par simplicité d’écriture, on peut alors poser le changement de

variable m = k — 2n, qui permet de déterminer ’expression
p(pN \((L=pN) 1—p(pN\/(1-p)N
(m; = r = 2n) Z(m—n)( n + Z! n K—n
(2.42)
pour laquelle on peut expliciter les constantes de normalisation a l’aide de
I'identité de Vandermonde :

e E(RN)E) e

o \k—n n K

On obtient alors une distribution correspondant a la somme pondérée
de deux distributions hypergéométriques symétriques 1'une par rapport a
lautre, qui devient elle-méme hypergéométrique dans le cas p = 1/2. Enfin,
la limite thermodynamique N > k explicitée plus haut permet d’utiliser la

convergence de cette loi vers la loi binomiale. On trouve donc :

P(m; = —2n) = <Nn/2> <KN_/QH> “ @ -3 ( y ) (2.44)

N N>>n? n
K
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Ces résultat simples étaient attendus : au vu des diverses approximations
effectuées, obtenir une valeur donnée m; = m consiste simplement en un
double tirage d’agents de chaque groupe pour peupler le voisinage de taille

K, on retrouve bien une loi hypergéométrique de parametres (k,p = 1/2).

La convergence vers une distribution binomiale s’explique également par
dénombrement : au lieu d’effectuer le tirage des deux groupes d’agents, leur
disponibilité devenant illimitée, il suffit pour trouver m; = m de tirer le
bon nombre d’agents du groupe que l'on recherche parmi les x nécessaires
pour peupler le voisinage. On utilisera enfin les propriétés de symétrie du
coefficient binomial pour écrire

Plm;=m) ~ ; (%) (2.45)

Cette derniere approximation permet de conclure quant a la probabilité
d’obtenir un incrément donné lors de ’échange du contenu de deux sites :
en considérant les variables m, et m; indépendantes®? et identiquement
distribuées, la loi suivie par la somme de variables de lois binomiales de
parametres r, et r, est simplement une loi binomiale de parametre r, + ry.
On peut donc a présent écrire

Plma+my = 2k) ~ — ( 2n ) (2.46)

N>k 48\ g+ k
et de maniere générale

1 VK

P(;mi - y) o 2<2+y> (2.47)

On utilisera par la suite la notation
Pu(y) = 7’( > mi= y) dott P(ma +my = 2k) = Poy(2k)  (2.48)
i=1

L’approximation de P(m,+m; = 2k) semble raisonnable pour les valeurs
de x habituellement choisies dans le cadre de I’étude du modele de Schelling,
on peut en effet montrer lorsque Kk = 4 et 8 que le produit des fonctions

génératrices des probabilités des variables indépendantes m, et m, vérifie

t+1

! )% LO(/N)  (2.49)

Consimy(1) = G (DG (1) =

32Cette hypothese d’indépendance est démontrée formellement en section 2.2.4 et s’ap-
puie sur la probabilité, proche de 1, de ne pas trouver les deux agents a et b dans le

voisinage 'un de 'autre.
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2.2 Evolution de la densité d’interface

ce qui correspond, a l'ordre 0, a la fonction génératrice des probabilités
d’une variable aléatoire de loi hypergéométrique de parametre 2x. Encore
une fois, ce résultat est attendu, I'ordre 0 revenant a la fonction génératrice
de probabilités d’une variable de loi binomiale.

L’approximation de 73( Tam; = y) est plus grossiere que la précé-

dente. Toutefois, si I’on considere la moyenne empirique
=S =Y (2.50)
vt '

qui en découle, la condition imposée pour pouvoir assimiler la loi hypergéo-
métrique a une loi binomiale, |m| < N, devient |y| < vN. Si cette condition
n’est pas respectée, I'indépendance des variables aléatoires {m;}; doit étre
remise en cause : de nombreuses paires de sites voisins seront comptabilisées

plusieurs fois, créant de fait des corrélations.
2.2.4 Conditionnement de la marche aléatoire

Le calcul de P(m, + my = 2k) dans le cas ou m, et m; sont des variables
indépendantes donne la probabilité d’un incrément Ax = 4k/kN de la den-
sité d’interface lors de ’échange du contenu des sites a et b aux voisinages
disjoints.

Il faut a présent déterminer la probabilité de ce méme incrément lors
d’une étape quelconque de la marche aléatoire, lorsque le choix des sites est
uniforme.

P(Xy1 =2+ Az) =Y P(mg + my = 2k)P(a,b) (2.51)
a,b
ou P(a,b) est la probabilité de sélectionner les sites a et b parmi les N que
compte le systeme.
Cette somme peut étre séparée entre les paires {a, b} de sites voisins et

les autres, ce qui donne

= P)(2k) > P(a,b) + Y P(mg +my = 2k)P(a,b)

agdb a€db
< Pra)(2k) Y Pla,b) + ) Pla,b)
agdb acdb
= Poy(2k) (1 - NQ':” ) + szj : (2.52)
et finalement
P(Xpp1 =2+ Az) ~ Puoy(2k) ~ 1( 2n ) (2.53)
N>k N>k 45\ kK — k
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Bien que pour la plupart des valeurs de la densité d’interface, la probabi-
lité de ne pas pouvoir sélectionner des sites avec des aimantations données
soit négligeable, se rapprocher d’états totalement séparés ou totalement
mixtes augmente fortement la probabilité de certaines valeurs de m; par
rapport a d’autres. Intuitivement, dans un systeme ou x peut étre arbitrai-
rement proche de 0, la probabilité de choisir un voisinage m; = 0 parfaite-
ment mélangé est nulle. Il faut donc calculer la probabilité que ’on cherche
conditionnellement a la valeur de la densité d’interface a I'instant précédent.

On recherche donc, d’apres la définition (2.21),

P(Xp1 =2+ Az | X, =) = P(mq +my, =2k | Y mi = kN(1 - 2z))
(2.54)
On peut exprimer cette probabilité conditionnelle comme le quotient
Pea)(2k) Pv—2) (5N (1 — 2x) — 2k)
Py (N (1 = 2u))

On peut vérifier que les parametres utilisés pour écrire les différentes pro-
babilités de la forme P, (y) appartiennent bien a la gamme dans laquelle les

approximations effectuées plus haut sont valides :

|[kN(1 —2z) —2k|  kN|1—2x| 12|
< +

N 2.56
N —2 N —2 N—2<< ( )
N|1 -2

Enfin,

P(Xppy =2+ Az | X, =2) = <’f”2fk> <“N(1;]i)_2?“ il k)> (2.57)
(o)

que l'on peut réorganiser bien plus commodément en

</€N(1 —x)) </€Nx>
P(Xpn=2+Az | X, =2) = ’fH(“HN ok (2.58)
2&)

L’interprétation de ce résultat est facilitée en introduisant les quantités
Noo = KN(1 — ) et nes = KNz qui dénombrent respectivement les paires

dirigées homogenes et hétérogenes du systeme.
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2.2 Evolution de la densité d’interface

La conséquence de toutes les hypotheses effectuées est la réduction de
cette dynamique d’échanges a un nouveau double tirage sans remise, cette
fois de k+ k paires homogenes et de k — k paires hétérogenes, dont I’échange
induit une variation Az de la densité d’interface. Le modele réduit a cette
opération perd donc toute géométrie, toute notion d’espace et de proximité
ou non des sites avec les autres. Dans la lignée des travaux de T. Rogers
et A. McKane [146], le modele de Schelling est ainsi réduit & un probleme
de stoechiométrie. On peut d’ailleurs comparer ’équation (2.58) avec l'ex-
pression des coefficients de la matrice de transition du modele présenté dans

leur article, bien plus simple :

P(X;y1=2—4/N| X;=2) = a(l—x)?

P(Xyy1=xz+4/N | Xy =2) = pPz(x—2/N)

P(Xiy1 =z | Xy =1) = 1—a(l —2)*— Bz(xr —2/N)

(2.59)

avec 0 < a < 8 < 1/2 des constantes liées a l'utilité des agents®® et qui
jouent ici le role de probabilités de transitions entre deux couples de paires
d’agents. Dans le cadre présenté dans le premier chapitre, ou la satisfaction
est nulle en présence d’un voisinage trop diférent et égale a 1 pour un agent
entouré de voisins du méme groupe, ces constantes devraient prendre les
valeurs @« = 0 et § = 1/2, ce qui ameéne, dans la limite thermodynamique
N — oo a I’équation différentielle ordinaire 2/(t) + 2z%(¢) = 0, soit
Zo

o) =590 (2.60)

On obtient, dans ce cas de figure, une évolution strictement décroissante
de la densité d’interface a partir de sa valeur initiale x(0) = zy jusqu’a
prendre des valeurs infinitésimales. L’état “final” d’'un tel systeme est donc
toujours la ségrégation.

Par ailleurs, dans le modele présenté dans ce chapitre, le voisinage d’un
agent n’est pas simplement réduit a un autre représentant le groupe locale-
ment majoritaire. Il est redéfini aléatoirement a chaque étape, parmi toutes
les paires de voisins disponibles. Lorsque x > 1, on peut donc étudier 'effet
de la tolérance sur cette dynamique d’échanges, contrairement a l’article de
T. Rogers et A. McKane, qui ne fait pas état des transitions observées dans

les simulations.

33Ces constantes sont en fait fonction des niveaux de satisfaction liés au fait d’appar-

tenir & une paire hétérogene ou homogene.

67



CHAPITRE 2

LO“””””HHHHMHHMD
*e.
*e

o
o)

o
o

e
»

o
N

°

l o®
0.0Lhﬁﬁl’b’ﬂﬁci"u‘.:f‘ ) l oo l L °
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
interface density x

transition probabilities from x to x'

0.6 T T T

Interface Density

FIGURE 2.7 Probabilités de transition du modele de Rogers-McKane [146] pour
a = 0et 8 = 1/2 (en haut). Chacune des courbes juxtaposées représente la
probabilité, a partir d’une valeur initiale x, d’effectuer un pas vers la gauche, de
ne pas se déplacer (valeur centrale), ou d’effectuer un pas vers la droite. Tous
les points de départ ne sont pas représentés dans un souci de clarté. En bas,
une reproduction de la figure 3 de l'article présentant ce modele avec, en trait
plein, I’évolution temporelle pour un couple («, 3) de parametres d’ajustement
(non précisés dans l'article) a I’évolution simulée de cinq variantes (symboles).
Cette figure est complétée (en trait pointillé) par I’évolution temporelle décrite

par I’équation (2.60) correspondant a («, 8) = (0,1/2).
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2.3 | Irréversibilité et invariance

2.3.1 Tolérance, échanges autorisés

Pour introduire la tolérance T' dans les expressions précédentes, il suffit de
considérer Pay(2k) = P(mq + myp = 2k) non plus comme la probabilité que
I'interversion du contenu des sites a et b entraine une variation 4k/xN de la
densité d’interface, mais comme la probabilité qu’un tel échange soit auto-
risé. Par définition de la tolérance, il faut donc que les agents initialement

présents dans les sites a et b soient insatisfaits, c¢’est-a-dire que
me et my < (1 =27k (2.61)

Les aimantations locales ne pouvant accéder qu’aux valeurs comprises dans

I'intervalle [—k, k], on peut alors écrire

Pr(2k) = P (mq +my = 2k, ma,my < (1—20)x)
=Y P(mg = 2(k — £))P(my, = 2¢) (2.62)
¢

ou
max(—r,2k + (2T — 1)k + 1) <20 <min((1 = 2T7)k — 1,2k + k) (2.63)

On peut enfin obtenir, en utilisant les résultats précédents,

KN(1—x)\ [ kNzx
Pr(2k) ( K+ k ></{—k:>

4k

g ( =T kN ‘ ! x) P2y(2k) 8 kN

2K
(2.64)

lorsque k # 0 et
4k
PT(Xt+1:ZL"Xt:ZL‘):1—ZPT Xt+1:$+N‘Xt:l’ (265)
k0 K

En effet, le fait de refuser un échange ameéne le systeme a demeurer dans
son état précédent, donc a conserver sa densité d’interface.

Avant d’étudier I’évolution de ces probabilités en fonction de x et de T,

on peut commenter le cas particulier x = 1/2, représenté en figure 2.8.

On observe que selon la tolérance T', certaines densités d’interface x’
sont inaccessibles a partir de x = 1/2. Plus précisément, on peut remarquer

que, 'absence d’incrément (k = 0, toujours possible) mise a part,
kE<kr=(01-2T)k—2 (2.66)
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FIGURE 2.8 Evaluation numérique des probabilités de transition Pp(z’ |z = 1/2)
pour les valeurs de tolérance T' pertinentes.
Parameétres : N = 1600, k =8,d =1, p=1/2.
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FIGURE 2.9 Probabilités de transition Pr(z’|x) & T = 1/2 pour une sélection de
valeurs de la densité d’interface x. Les courbes juxtaposées sont équivalentes a

celle de la figure ci-dessus pour différentes valeurs de x.
Parameétres : N =400, k =8,d=1,p=1/2.
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Cette borne ne découle pas immédiatement des contraintes sur les valeurs

de m, et m;, qui entrainent que

—k<k<(1-2T)k (2.67)

mais plutot des conditions sur les bornes de la somme (2.62). En effet,

lorsque k = (1 — 2T")k — 1, on peut vérifier que la condition (2.63) devient
20 =(1-2T)k— 1 (2.68)

ce qui n’est satisfait par aucune valeur entiere de ¢.

On peut en déduire que la matrice de transition w7 est une matrice

bande. Spécifiquement,
o = 0 lorsque n' & [n—k,n+ rkr] U {n} (2.69)

Pour d’autres densités d’interface, la distribution de probabilité perd
sa relative symétrie (voir figure 2.10), mais les incréments accessibles res-
tent les mémes. Lorsque = se rapproche de 0 ou 1, les effets réfléchissants
des bords du domaine deviennent plus forts et la probabilité des valeurs

respectivement négatives ou positives de I'incrément tend vers 0.

Pour une valeur donnée de la tolérance, on peut représenter ces dis-
tributions de probabilités Pr(z’|z) bout a bout comme en figure 2.9. On
constate alors que pour T' = 1/2, quelle que soit la valeur de z, tous les
incréments sont négatifs ou nuls. C’est aussi vrai pour 7' = 3/4, mais pas
pour 7' = 1/4 (en figure 2.11).

Pour trouver la valeur critique de la tolérance T' séparant ces comporte-
ments, il suffit d’inverser la relation (2.66) : on cherche k1 > 0, c’est-a-dire
K —2

2K

T <Ty= (2.70)

2.3.2 Distribution invariante, comparaison avec les simulations

Pour T' < T%, chaque état C, peut étre atteint quelle que soit la valeur
initiale z( (et donc I'état de départ associé C,,). La chaine est irréductible
et son espace d’états, fini, est récurrent. Une distribution invariante existe
et reste a déterminer. En revanche, les états a T' > Ty ne communiquent pas
entre eux : les incréments sont uniquement négatifs. Chacun est sa propre
classe individuelle. Dans ce cas, I'état Cy, correspondant a la valeur x = 0,

est absorbant. La dynamique est finie (bien que longue au vu des ordres de
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FIGURE 2.10 Evaluation numérique des probabilités de transition Pr(z’ | z) pour
les valeurs de tolérance T pertinentes avec (@) x = 1/4, (b) z = 1/2 et (€) x = 3/4
Paramétres : N = 1600, k =8,d =1, p=1/2.
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CHAPITRE 2

grandeur des probabilités de transition) : I’état final est ségrégé, toutes les
paires sont homogenes.

Ces propriétés permettent donc d’envisager 1’évolution suivante de la
distribution invariante A en fonction de 7" . Lorsque T' < T, le systéme se
trouve dans 1’état C, avec probabilité \,. On peut extraire de cette distri-

bution 'espérance
Too(T < Ty) =z, €(0,1] (2.71)

qui caractérise la densité d’interface “finale” moyenne dun tel systeme.
Lorsque T' > T, comme expliqué plus haut, I’état Cy est absorbant, la

densité d’interface “finale” est donc nulle :
2oo(T > T)) =0 (2.72)

En pratique, on ne peut pas obtenir une expression analytique pour A
en fonction de 7', N, k, ... mais il est possible de déterminer une moyenne
empirique (z) & partir de simulations de cette chaine de Markov. C’est
cette quantité que I'on va comparer avec les moyennes empiriques présentées
dans le chapitre précédent (paragraphe 1.1.3). Elle caractérise en effet 1’état
final de nombreuses simulations du modele de Schelling et de ses variantes.
L’analyse des trois graphes de la figure 2.12 illustre la validité de ce modele
et apporte un éclairage sur certaines variantes.

Dans un premier temps, en comparant simplement les résultats du mo-
dele étudié dans ce chapitre (W) pour différentes valeurs de k, on remarque
que le seuil de tolérance Ty = (k — 2)/2k est parfaitement respecté. Il sé-
pare d’une part les états intégrés a la densité d’interface fluctuant autour de
son espérance T, € (0,1] et, d’autre part, des états ségrégés pour lesquels
Too = 0.

On note cependant que la transition est brusque entre des valeurs de
densité d’interface proche de o, = 0.5 pour T' < T} et 2o, > 0, en par-
ticulier par comparaison avec les simulations réalisées par A. Banos et al.
(graphe (b)). Ici, la rupture est moins marquée, l'espérance de la densité
d’interface chute prématurément vers des valeurs intermédiaires. Cela ne
rentre pas en contradiction avec le modele puisque x., dépend de la distri-
bution invariante, trop complexe a déterminer analytiquement mais n’étant

a priori pas contrainte & demeurer proche de la valeur 1/2.
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CHAPITRE 2

Avant de discuter de I'autre transition, revenons sur les courbes obtenues
par L. Gauvin et al. et leur comparaison avec les valeurs théoriques en
figure 2.13. Lorsque d est proche de 1, on remarque que le seuil de tolérance
est bien plus élevé pour ce modele (ou un agent insatisfait se déplace vers un
site vacant) que pour la variante simplifiée. Cependant, lorsque d = 0.88, on
retrouve le seuil prévu pour la dynamique par échanges (de type Kawasaki).
Ce qui suit n’est qu’'une conjecture, toutefois on peut penser que cette valeur
de d ~ 7/8 signifie qu’en moyenne, il existe un site vacant dans le voisinage
(de Moore) de chaque site du systéeme!. Ainsi, il est possible pour tout
agent a de se déplacer dans le voisinage d'un autre agent b, qui pourra a
son tour prendre la place de a, a défaut de pouvoir échanger leur place
directement. On retrouverait donc une dynamique suffisamment proche de
celle par échanges pour que le résultat théorique soit robuste a cette variante,

et ce spécifiquement lorsque d ~ 7/8.
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FIGURE 2.13 Comparaison de la moyenne empirique () (M) en fonction de T’
avec les densités d’interface “finales” déterminées dans I’article [70] pour d = 0.98
(%) et d =0.88 (o)

Revenons a la figure 2.12 : suite a cette transition brusque a 7' = Ty,
force est de constater que pour les valeurs de T' > T%, la convergence vers
Too = 0 est extrémement lente, a fortiori en s’approchant de 7" = 1. Ceci
s’explique sans mal au vu des ordres de grandeur des probabilités de saut
présentées en figures 2.10 et 2.11. Ce systeme sans contrainte géométrique
peine a converger vers un état de ségrégation totale, et ce de fagon sensi-

blement similaire aux simulations du vrai modele de Schelling sur une grille

34Ge référer a 'annexe D.
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2.8 Irréversibilité et invariance

carrée (4,4 #), ou la géométrie contraint le systeme dans une configuration
pour laquelle toute transition vers un état de moindre mixité est interdite.
Ce n’est pas nécessairement la seule explication : on pourrait argumenter
que lorsque les agents sont treés tolérants, ’état initial est globalement sa-
tisfaisant, et apres quelques échanges marginaux, 1’évolution de la densité
d’interface devrait s’arréter a une valeur raisonnablement proche de celle de
départ. On peut remarquer que pour les simulations de L. Gauvin et al.,
en figure 2.13, cette remontée est plus brutale, mais c¢’est une conséquence
de la procédure de renormalisation appliquée par les auteurs, les variations

sont simplement accentuées.

On semble avoir atteint les limites de I'approche “cinétique” par une
chaine de Markov extraite de la chaine du modele complet, qui permet de
comprendre la premiere transition de phase autour de Ty ~ 1/2, mais pas
la suivante, observée numériquement autour de 7, ~ 3/4. On verra dans
les deuxieme et troisieme sections du chapitre suivant ce que l'approche
thermodynamique, rejetée a priori pour les questions de métastabilité men-
tionnées dans le chapitre précédent, peut néanmoins apporter a la résolution

du probléme.
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3. | Schelling

Un systeme hors équilibre ?

ANS ce chapitre nous discutons certaines réécritures thermodynamiques
du modele de Schelling. Apres une rapide présentation d’outils et de
concepts issus de la littérature de thermodynamique et de physique statis-
tique, nous détaillons deux manieres bien distinctes d’introduire une tempé-
rature dans un systéme régi par une dynamique de Schelling ainsi que leur
influence sur les états stationnaires. Nous présentons ensuite des travaux
réalisés sur une variante en systéeme ouvert et a grand voisinage du modele
de Schelling, qui permet de déterminer un second seuil de tolérance proche
de celui constaté dans les chapitres précédents. Enfin, nous proposons une
méthode originale qui permet de déterminer d’une autre maniere ce seuil de
tolérance en étudiant la stabilité d’un noyau homogene dans la dynamique

originelle de Schelling.

3.1 | Thermodynamique statistique

La thermodynamique est la science des systémes macroscopiques [49], c¢’est-
a-dire constitués d’un grand nombre de particules microscopiques. La phy-
sique statistique a pour but d’expliquer le comportement des systemes ma-
croscopiques @ partir de leurs caractéristiques microscopiques [48]. Histo-
riquement, la thermodynamique a été développée avant la physique sta-
tistique, au cours du XVIII® siecle et au début du XIXe¢, sur la base de
postulats et de principes justifiés par 'expérience plutdt que par une com-
préhension des mécanismes sous-jacents. La physique statistique, issue de la
théorie cinétique des gaz de Maxwell et Boltzmann dans la seconde moitié
du XIXe siecle et de la modélisation du mouvement brownien par Bachelier
et Einstein au début du XX¢, retrouve et généralise ces principes et leurs
résultats ex post facto et devient par la méme un des piliers de la physique
moderne.

On considére un systeme macroscopique. Les particules identiques qui
le composent possedent des caractéristiques mécaniques mesurables indi-
viduellement (position, vitesse...) et leur évolution est régie par la méca-
nique classique (voire la mécanique quantique). Leur nombre est cependant

si phénoménal qu’il serait impossible en pratique de réaliser un tel suivi,
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sans méme se préoccuper des interactions pouvant exister entre elles. On
effectue la mesure répétée d’une de ces caractéristiques, appelée X, et on
suppose que les quantités obtenues X ... Xy sont des variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées, en faisant I’hypothese, raison-
nable dans un contexte mécanique, que 'espérance et la variance de cette
distribution commune existent. Si on définit la moyenne X de X comme la
somme pondérée des quantités X; ... Xy, le théoreme central limite permet

de déterminer la variance de X, est de la forme
_ 1
V[X] = 0 () (3.1)

Un systeme thermodynamique, ou un systeme dans la limite thermody-
namique est un systéeme macroscopique pour lequel on choisit de négliger
ces fluctuations statistiques. La variable aléatoire X devient alors une fonc-
tion X au lieu d’étre distribuée selon une loi normale (X, V[X]).. A titre
d’exemples, 1'énergie® et la pression sont généralement définies par rapport
a la vitesse quadratique moyenne des particules du systeme :

E,. = ;va? o p=——? (3.2)
Lorsque ces grandeurs sont définies a partir de la configuration du systéme,
on les appelle variables internes ou observables. Toutefois, certaines gran-
deurs peuvent étre imposées a un systeme thermodynamique, on les appelle
alors paramétres extérieurs®. Elles contraignent le comportement des par-
ticules du systeme, et ainsi I’ensemble des valeurs que peuvent prendre les
observables. Dans le modele de Schelling, le “volume” disponible est donné
par la taille de la grille et est une quantité fixe : il s’agit d’un parametre
extérieur.

Le systeme peut également étre soumis a des lois de conservation, gou-
vernant 1’évolution des observables en fonction des divers flux entrant et
sortant du systeme, ou, si celui-ci est fermé ou isolé, transformant ces ob-
servables en parametres extérieurs®”. Dans le modele de Schelling, le nombre

d’agents n’est jamais amené a changer : il s’agit d’un parametre extérieur.

350n considére ici I’énergie interne U d’un gaz parfait, c’est-a-dire d’un systéme de
N particules de masse m ponctuelles sans interaction, occupant un volume V. Dans le
cas général, il faut ajouter une énergie potentielle a ce terme issu des énergies cinétiques
individuelles. Par ailleurs, E et U sont confondues uniquement dans le référentiel dans
lequel le systéme macroscopique est au repos.

36Le volume d’un contenant, le champ magnétique ambiant, la pression dans une en-
ceinte en équilibre mécanique avec ’atmosphere...

37Le nombre de molécules d’eau dans une section de conduite dépend du flux entrant en
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3.1 Thermodynamique statistique

Lorsqu’un systéme est soumis a un ensemble donné de contraintes, il est
possible de trouver de nombreuses configurations microscopiques, qu’on ap-
pellera micro-états, pour lesquelles une ou plusieurs observables présentent
des valeurs identiques®®. Ces configurations sont alors regroupées dans un
ensemble statistique appelé macro-état. On considére souvent que 1’étude
d’un systeme macroscopique consiste en réalité en 1’'étude d’une collection
de répliques de ce systeme subissant la méme évolution. On peut alors
construire une distribution de probabilités {F,}, des micro-états, vérifiant

les deux contraintes

¢

La probabilité P, de trouver le systéme dans le micro-état ¢ est alors équi-
valente a la probabilité de sélectionner une copie du systeme dans 1’état £.
Cette deuxieme approche permet alors d’utiliser les outils classiques en pro-
babilités, en considérant non plus un systéme unique dans une sorte d’évo-
lution temporelle fluctuante, mais bien un ensemble duquel on peut extraire
des propriétés. C’est le principe ergodique, qui postule I’équivalence entre
moyenne temporelle et moyenne d’ensemble, ou espérance, sur la distribu-
tion de probabilités {FP,},.

Pour calculer ces probabilités, on peut considérer qu’il existe deux ap-
proches complémentaires, illustrées en quelque sorte par ce chapitre et le
précédent.

L’approche cinétique consiste a établir I’équation maitresse de 1'évolu-
tion temporelle du systeme, en explicitant la matrice de transition, dans
I’espoir, comme dans le chapitre 2, de pouvoir déterminer sa distribution
invariante. Cette approche demande de pouvoir construire les probabilités
de transition a partir des interactions microscopiques ce qui, comme expli-
qué au début de cette introduction a la thermodynamique et a la physique
statistique, est justement impossible pour des systeémes physiques réels, pos-

sédant bien trop de degrés de liberté.

amont et sortant en aval, celui dans une cuve hermétique est constant. Dans les deux cas,
il y a conservation de la matiere : la variation du nombre de molécules entre un instant
t et t + dt est directement proportionnelle a la différence des flux entrant et sortant a
Iinstant ¢, autrement dit égale a 0 dans le cas fermé.

380u, dans le cas d’une variable continue, appartenant a un méme intervalle de type
[Xo, Xo + 0X] avec 60X/ X < 1.
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L’approche thermodynamique consiste a déterminer 1'équilibre thermo-
dynamique du systeme, plus ou moins équivalent a la distribution inva-
riante®” directement & partir d’un postulat, appelé le postulat fondamental

de la physique statistique et énoncé comme suitC :

A Uéquilibre thermodynamique, la distribution de probabilités des
micro-états accessibles d’un systeme est, parmi toutes celles vé-
rifiant les contraintes extérieures imposées a ce systeme, celle

qui mazximise [’entropie.

L’entropie est une fonction définie a partir de la distribution de proba-

bilité introduite précédemment :

S=—-kY PInP, X>0 (3.4)
l

Il s’agit d'une des fonctions satisfaisant de nombreux critéres™ (positivité,
additivité, continuité...) et on peut montrer sa pertinence pour quantifier le
“manque d’information” a 'aide de quelques exemples simples.

Sil’état du systeéme est parfaitement déterminé (il se trouve par exemple
dans V'état ¢/ : Y P, = dy), alors on peut vérifier S = 0 : le manque

d’information est nul.

39La définition de 1’ équilibre thermodynamique met en évidence la capacité de la ther-
modynamique a construire une théorie aux résultats tout a fait satisfaisants sur une
fondation de “bon sens” & la définition imprécise. La définition de ’équilibre dépend en
effet de 'observateur et plus précisément, de la durée d’observation. Est ainsi considéré
comme & ’équilibre un systéme isolé invariant sur une durée largement supérieure a la
durée d’observation. Cette notion de durée d’observation permet d’effectuer une classi-
fication des états d’équilibre. Ainsi, le diamant n’est pas un état d’équilibre du carbone
sous forme solide aux temps longs (trés longs), contrairement au graphite.

40Ce n’est pas la forme sous laquelle ce postulat est généralement présenté, a savoir :

La distribution de probabilités des micro-états accessibles d’un systéme isolé

a Déquilibre thermodynamique est uniforme.

qui nécessite d'une part de connaitre la définition d’un systéme isolé, que ’on abordera
plus loin, et d’autre part, lorsque cette condition n’est pas imposée par les parametres
extérieurs, de construire des systémes isolés fictifs englobant ’objet de ’étude (se réfé-
rer & [48], chapitre 3). Cette reformulation est empruntée au précieux cours de physique
statistique de B. Diu et al. [48], duquel est par ailleurs tirée une grande partie de 'intro-
duction de ce chapitre. Dans certains cas, il apparait toutefois indispensable de revenir
a la premiere formulation, plus rigoureuse physiquement.
41Voir (48], complément .G, p. 98.
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3.1 Thermodynamique statistique

Si a présent on introduit de I'indétermination, en supposant que le sys-
teme peut se trouver dans un état parmi deux accessibles que 'on sup-
pose équiprobables, I’entropie est S = k1n 2. En théorie de 'information, la
constante multiplicative est alors fixée a k = 1/1In2, ce qui fait de S =1 le
nombre de questions a poser sur le systeme pour en connaitre I’état. Dans
ce cas binaire, une seule question suffit (“le systeme est-il dans 1'état A ?”) :
le manque d’information est de 1 bit.

Généralisons ce dernier exemple a W états équiprobables. On retrouve
ici la formule de Boltzmann (1877)

S =klnW (3.5)

avec k = kg ol kp est la constante de Boltzmann*?. Ce choix de k permet
la correspondance de cette définition statistique de l’entropie avec celle,
thermodynamique, de Clausius (1865). On considérera par la suite k = 1 par
simplicité d’écriture, sans que cela change quoi que ce soit aux conclusions
tirées.

Le postulat fondamental de la physique statistique ramené a un pro-
bleme d’optimisation sous contraintes, on peut a présent examiner le cas
du modele de Schelling, de son étude perturbative et des variantes de Glau-
ber. En particulier, on peut définir les trois ensembles thermodynamiques

correspondant aux contraintes imposées :

— ensemble microcanonique : les échanges de particules et d’énergie avec

I'extérieur sont impossibles, le systeme est isolé.

— ensemble canonique : les échanges de particules avec l'extérieur sont

impossibles, le systeme est fermé.

— ensemble grand-canonique : le systeme est ouvert, au contact d’un ther-
mostat permettant les échanges thermiques et d'un réservoir de particules

permettant les échanges de particules.

Dans chacun de ces trois cas, on pourra donc calculer les probabilités P,

associées aux micro-états du systeme a [’équilibre thermodynamique.

2Dont la valeur a été fixée & 1.380649 x 1023 J. K~ lors de la derniére révision du

Systéme international d’unités en 2019.
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3.2 | Un systeme isolé?

Le choix d’appliquer des principes de la thermodynamique et de la physique
statistique au modele de Schelling est pertinent au vu des définitions qui
ont été données de ces disciplines. Schelling voulait présenter I'impact des
décisions individuelles des agents sur le comportement collectif du systeme.
De plus, sa sensibilité aux conditions initiales ne fait que renforcer I'attrait
pour une approche probabiliste : a défaut de décrire la dynamique d’un
systeme donné, on peut exhiber des caractéristiques communes a 1’évolution
d’une collection de systemes macroscopiquement équivalents.

Il ’est moins lorsque I’on considére qu'un systeme physique, tangible, est
soumis a des perturbations extérieures incontrolables pouvant modifier ’état
macroscopique en une durée tres courte sans pour autant affecter son énergie
totale de maniere appréciable. De telles perturbations sont généralement
modélisées par un bruit aléatoire tel que 'agitation thermique, qu’il ne faut
pas confondre avec les fluctuations statistiques, qui caractérisent la volatilité

des grandeurs physiques au sein d’un macro-état donné.

Le modele de Schelling n’est pas un modele de particules en interac-
tion, soumises a de l'agitation thermique jusqu’a atteindre son équilibre
thermodynamique. Il n’est pas une simulation Metropolis évoluant dans un
paysage énergétique donné, de facon globalement décroissante mais s’au-
torisant ponctuellement des sauts permettant de franchir les barrieres de
potentiels jusqu’a atteindre 1’équilibre le plus stable.

On peut tout de méme définir une énergie associée au systeme étudié qui
décroit au cours de son évolution. Mais cette derniere est gouvernée par des
mécanismes locaux et ponctuels bien plus proches de ceux que 1'on trouve
dans les modeles contraints cinétiquement [57, 66, 67] ou KCM (kinetically
constrained models), sur lesquels on reviendra dans la section 3.2.2, que par

des perturbations aléatoires.

3.2.1 Température et réversibilité

Distribution de Boltzmann Revenons au postulat fondamental de la
physique statistique dans le cadre canonique. Le systéme est considéré comme
étant en contact avec un thermostat, c’est-a-dire un réservoir d’énergie avec
lequel les échanges sont possibles. A 1’équilibre thermodynamique, qui sup-

pose la fin des échanges entre le systeme et le thermostat (ou a défaut
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3.2 Un systéme isolé ?

I’annulation de la résultante des échanges), 1’énergie moyenne du systéme
est alors imposée par ce contact.

La maximisation de ’entropie doit donc se faire sous deux contraintes :
la condition de normalisation des probabilités et la conservation de I’énergie

moyenne

L L

On peut alors écrire le lagrangien suivant en introduisant les multiplica-

teurs de Lagrange « et
,C:—Zpgh’lpg—a(ng)—ﬁ(ZEng—E) (37)
¢ ¢ ¢

et dont les états stationnaires sont de la forme
—BE;,
e

Vi, P =

avec Z =Y e PP (3.8)
¢

Ces probabilités, par construction, sont positives, et on peut montrer qu’elles
maximisent bien I’entropie. On peut également montrer que les parametres (3
et Z, completement déterminés par les contraintes (3.6), s’ils existent, sont
uniques. Cette distribution est appelée la distribution de Boltzmann, il s’agit
d’une forme discréte et restreinte a lintervalle [min(Ey), max(E,)]** d’'une
distribution exponentielle.

L’entropie peut alors étre définie comme une fonction du multiplica-
teur [ :

S:—ZPgIHszan—FﬂE (39)
¢
ou encore par rapport a la fonction de partition Z
0
Szan—ﬂa—ﬁan (3.10)

Reste a définir physiquement cette grandeur 5. L’équation (3.9) permet
d’établir que S et 37! sont des variables conjuguées pour 1'énergie, autre-
ment dit un couple de variables thermodynamiques dont le produit est de la
dimension d’une énergie. Pour cela, I'une doit étre intensive et I’autre exten-
sive. L’entropie étant une grandeur extensive**, 37! est donc une grandeur

intensive®.

43Et donc normalisée sur ce méme intervalle, contrairement & la distribution exponen-
tielle classique.

441 ’entropie de I'union de deux systémes est égale & la somme des entropies de chacun
des systémes : S(AUB) = S(A)+S(B). Cette propriété se confond avec 'additivité dans
la limite thermodynamique.

45(’est-a-dire non-extensive : la propriété ci-dessus n’est pas vérifiée.
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On a vu plus haut dans un cas particulier que ’entropie en physique
pouvait s’écrire S = kg In W, autrement dit, la dimension de S est celle de

kg, ce qui fait de 371 une grandeur en Kelvin, c¢’est-a-dire une température.

Température La température © est une notion qui semble intuitive (le
“chaud”, le “froid”) mais qui posséde de nombreuses définitions, certaines
empiriques, d’autres tres techniques, caractérisant toutes une propriété de
I’équilibre d’un systéeme. En thermométrie, la loi dite des gaz parfaits est

observée

pV = NkgO© (3.11)

rendant constant le produit de la pression et du volume d’un gaz isolé (dans
une enceinte fermée calorifugée par exemple), lorsque la pression est suf-
fisamment faible. On peut réécrire cette relation pour mettre en évidence
la température comme égale, a une constante multiplicative pres, au rap-
port N/pV, ou N/V est la densité particulaire du gaz. En physique statis-
tique, a 'aide de 1'énergie et de la pression (3.2) d’un systéme thermodyna-

mique définies en début de chapitre, on peut alors montrer que

3 1 —
5]{/‘3@ = §m/U2 = Ec (312)

reliant ainsi température et énergie cinétique et justifiant enfin I'appellation

“agitation thermique” : la température d'un systeéme est directement liée aux

fluctuations des vitesses de déplacement des particules qui le composent.
Mais c’est une troisieme définition que 1'on va utiliser*®, qui découle de

I'identité thermodynamique de Gibbs

1 s
5=3% (3.13)

ce qui permet de vérifier, a I'aide de 1'équation (3.9), que f~! = ©. Cette
température, appelée température thermodynamique, caractérise I’équilibre.
En l'occurrence, dans le cadre canonique, 1’équilibre entre le systeme étudié
et le thermostat qui lui impose cette énergie moyenne E. Cette définition
reste vraie dans les autres cadres, on 'utilisera pour déterminer la tempé-

rature du modele de Schelling “non-perturbé” en section 3.2.2.

46]] en existe beaucoup d’autres, se référer a I'excellent article de revue de Casas-
Viasquez et Jou [33].
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Variantes perturbatives La variante perturbative du modele de Schel-
ling se place, comme on va le voir, dans I’ensemble canonique. Lorsque
sa distribution de probabilités caractéristique (3.8) n’y figure pas directe-
ment [20, 47], la régle dynamique couramment employée [77, 78, 80, 90, 111,
159, 178-180] est la suivante?”

Wy (0) = Hel[m@ ~ ) (3.14)

ou Au,, est la variation d’utilité des agents impliqués dans 1’échange du
contenu des sites n et n’ a partir de la configuration initiale . Ce choix de
probabilité de transition semble impliquer une décision prise a 1’échelle du
systeme tout entier, et non a I’échelle du voisinage des agents insatisfaits.
D’ou vient cette expression et en quoi un systeme 1'utilisant évolue-t-il dans

le cadre canonique ?

Wy (0)

Aunn’

FIGURE 3.1 Reégle dynamique (probabilité de transition) couramment utilisée

dans la variante perturbative du modele de Schelling.

Tout d’abord, on peut noter la présence de 3, c’est-a-dire d’une tem-
pérature. Mais la derniere définition de cette grandeur est valide dans les
autres ensembles thermodynamiques. On peut alors s’interroger sur la forme
de cette probabilité de transition et sa signification. La condition entre pa-
rentheses mise a part, il s’agit d'une sigmoide, ce qui signifie que w,,,s est
non-nul pour toute valeur de Au,,,, il est donc possible d’effectuer tous
les échanges imaginables, y compris ceux diminuant I'utilité des agents du
systeme. Dans la limite © — 0, ou § — oo, la probabilité d'un échange
diminuant 1'utilité globale tend vers 0, tandis que la probabilité d’effectuer
un échange souhaité tend vers 1, autrement dit

lim Wy (0) = (1 — 58715”,)11}0#00[(&%,) (3.15)

B—00

47 A une constante de normalisation z(¢) pres. On peut considérer que wy,,, = Wn, 2(0),

ou Wy, est la probabilité de transition effective.
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Si on note 6,,  la configuration apres échange, alors la variation d’utilité

est
2 my,my < (1=2T)kK
Aty = w(Ony) —u(0) =< =2 my,,my > (1 -2T)k (3.16)
0 sinon
d’ou

lim Wnp! (0') = (1 - 5snsn/) 1]0,+oo[(Aunn’)

B—00
= (1 — 5snsn,> L (1—2m)m[ (M) L= (127 (101 (3.17)

ce qui correspond exactement a 'expression (2.17) utilisée pour décrire le

modele non-perturbé de Schelling avec échanges d’agents.

Pour autant, on peut se demander dans quelle mesure la distribution
invariante du processus limite lorsque © — 0 correspond a celle du modele
originel. Pour cela, il faut comprendre la dérivation de 'expression (3.14).
Une facon classique de I'obtenir a partir des grandeurs locales est présentée
ici, afin de pouvoir discuter de la validité de certaines de ses étapes. Cette
méthode provient de la littérature de physique statistique portant sur les
verres de spins [100]. Pour calculer les probabilités de transition, plutdt
que de considérer 1'utilité des agents, ce sont les énergies d’interaction qui

interviennent directement, autrement dit, la somme des aimantations®®.

Ey == m; (3.18)
Apres échange, cette énergie devient

E,  =— Zmi + 2<mn + mn/) (3.19)

nn/

Les probabilités de transition devant favoriser les échanges diminuant 1’éner-

gie du systeme, il est alors conventionnel [100] de choisir
Wy (0) = a(l —y(m, + mn/)) (1 — 5Snsn,) (3.20)

Pour déterminer le parametre v dans I’ensemble canonique, il suffit de consi-

dérer le cas particulier de 1’équilibre thermodynamique pour lequel le sys-

téme peut vérifier le bilan détaillé suivant® :

Pawnn’ (0) = Pann/wnn’ (Unn’) (321>

480n considere ici un hamiltonien de type Ising plutot que Blume-Emery-Griffiths (uti-
lisé dans [70]) car dans un systéme fermé sans site vide, tous les termes supplémentaires
sont constants, on peut alors redéfinir ’origine de ’énergie sans perte de généralité.

498e référer a la section 2.1.1, en particulier a la dérivation de (2.9).
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3.2 Un systéme isolé ?

Or, a I’équilibre thermodynamique, pour une température imposée © non-
nulle, les configurations (ou micro-états) o sont distribuées selon
e PEe

P, = 22
. (3:22)

Le bilan détaillé permet donc d’écrire

Wy (0) — o B(Fe,  —Eo)
Wnn! (Unn/)
1-— ’y(mn + mn’) — 672ﬁ(mn+mn/) (323)
soit
~v(m,, + my) = tanh (6(mn + mn/)> (3.24)
et donc
1
W (0) = T gt (1= 04ps,0) (3.25)

On voit donc apparaitre ici une expression fortement similaire a ’expression
recherchée (3.14), dans laquelle on reconnait un facteur caractérisant non

pas la variation d’utilité du systeme mais bien la variation d’énergie
AByy = Es , — Eg = 2(my + my) (3.26)

Qu’a-t-elle de commun avec la variation d’utilité ? Si I’on choisit, comme M.
Pollicott et H. Weiss [138], une utilité linéaire par rapport a 'aimantation

locale u(m,,) = m,, on obtient bien
Aty = —2(my, + ) = —AEpy (3.27)

et ainsi ’expression de la probabilité de transition w,,, choisie comme un

postulat dans cette variante.

Une majorité des transitions permettant de faire décroitre I'énergie du
systeme est acceptée, mais pas toutes, tandis qu'une part de celles faisant
augmenter cette énergie est tolérée. Cette chaine de Markov est intrinse-
quement réversible, c’est le principe méme permettant d’écrire le bilan dé-
taillé (3.21). Or on a montré dans le chapitre 2 que la chaine extraite est
irréversible pour certaines valeurs de la tolérance. Par ailleurs, lorsqu’elle
est effectivement réversible, on pourrait questionner la “continuité” de I'ap-
proche perturbative quand on constate I'origine de 1'expression (forme de
la probabilité de transition choisie par convention avec ’exemple ferroma-

gnétique, changement de définition de l'utilité...).
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Dans le cadre de simulations numériques [149], on peut trouver d’autres
formes de contraintes, comme celle de Métropolis acceptant toutes les transi-

tions faisant décroitre ’énergie du systéme et certaines la faisant augmenter
Wy (0) = min (1, e_ﬁAEn"’) (3.28)

Cette chaine reste réversible et s’expose aux mémes critiques que la précé-

dente.

Wnn! (0‘ )

_AEm‘L’

FIGURE 3.2 Regle dynamique (probabilité de transition) de Métropolis.

Enfin, dans certains travaux [114, 119, 159, 160, 163], le modéle de Schel-
ling est traité comme un modele d’Ising-Glauber pour lequel la tolérance
joue le role de la température, ce qui correspond en réalité a une toute autre
classe de modeles : le role de seuil de la tolérance disparait, et avec lui les

valeurs critiques T et T..

3.2.2 Entropie microcanonique et température négative

Dans le modele de Schelling, du fait des contraintes sur le déplacement
des agents du systeme, le cadre est nécessairement microcanonique. Il reste
possible d’y définir une température, mais elle n’a ici pas le sens dune
mesure de l'agitation aléatoire des agents, simplement celui découlant de sa
définition (3.13) a partir de I’entropie.

Dans le formalisme microcanonique, le postulat fondamental de la phy-
sique statistique se réduit a un probleme d’optimisation de ’entropie sous

I'unique contrainte
Y P=1 (3.29)
¢

Comme précédemment, on peut écrire le lagrangien

L=-YPlP-a(} P-1) (3.30)
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Ses états stationnaires sont de la forme

Vi, P, = I;/ (3.31)

ou W est le nombre de micro-états accessibles au systeme. On retrouve
I’autre formulation du postulat : les micro-états d’un systeme isolé a 1’équi-
libre thermodynamique sont équiprobables. On s’est ramené au systeme qui

permettait de démontrer la formule de Boltzmann
S=InW (3.32)

Dans le formalisme microcanonique, ’entropie est donc simplement une me-
sure du nombre d’états accessibles au systeme. Le suivi de I'entropie d’'un
systeme subissant la dynamique de Schelling va donc nécessiter de connaitre,
pour toute énergie, le nombre de configurations accessibles W(E). On en

déduit alors S(E), et ainsi, une expression de la température O(F).

L’entropie associée au macro-état d’énergie E fait intervenir le cardi-
nal W(E) de 'ensemble des micro-états le constituant®®. L’énergie associée
au modele de Schelling s’écrit [70, 71, 74] :

Es(o) ==Y m; — (2T = 1)} i (3.33)

tandis que la densité d’interface est définie par

1 > My
= (1-= 3.34
o) =3 (1- 2) (334
Dans un systeme sans site vide et paritaire, avec (d,p) = (1,1/2), a

tolérance fixée®!, le second terme de 1'énergie (et le dénominateur de la
densité d’interface) est constant. On peut donc se contenter du premier, et

on considere pour la suite
E(o) = — Zmi (3.35)
ou, de fagon équivalente,

E(o) = (2z(0) — 1)kN (3.36)

50Formellement, cet ensemble est celui des micro-états dont 1’énergie est comprise entre
FE et E+ §F mais dans ce cadre discret, on pourra simplement considérer § E négligeable
devant min { E(¢’) — E(0) | 0,6" € £}.

11a tolérance est fixée avant I'instant initial. Se référer a [131] pour une variante du

modele de Schelling ot la tolérance varie au cours de la dynamique.
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Plutét que de considérer 'entropie et la température comme des fonc-
tions de I’énergie, on prend alors le parti de les exprimer en fonction de
I’observable principale de cette these, la densité d’interface :

. _ dE (dS\ ™
ﬂ@sz@zM@Wﬂ@Det@zdx&u> (3.37)

La probabilité de trouver une configuration dont la densité d’interface
est z a été donnée dans le chapitre précédent par 'équation (2.47), mais
elle peut aussi s’écrire, par définition,

W (x)
Wo

ou Wy dénombre 'ensemble de toutes les configurations du systeme parta-

P(Zml =(1- QSC)FLN) = (3.38)

geant les valeurs des parametres extérieurs d et p fixées par la configuration
initiale 0.

Ainsi, lorsque d = 1 et p = 1/2, on trouve®?,

W@»:(&%>xzﬂNQ§£> (3.39)

et I'entropie du macro-état de densité d’interface x peut alors s’écrire

S(z) = ¢un —In ((HN(l - a:))') —1In ((/@Nx)!) (3.40)
ou ¢, n est une constante ne dépendant que des parametres géométriques
ket N.

La température microcanonique est donc donnée par ’expression sui-

vante
2

H/{N(l*iv) - HKN$
ou H, est le n-ieme nombre harmonique. Dans la limite thermodynamique,

O(x) =

(3.41)

on peut alors montrer que

mmwzh(

La température © présente des propriétés intrigantes a premiere vue :

11—z

. )] 1 lorsque 1<K zN < N (3.42)
elle n’est pas définie en x = 1/2, est négative sur tout le domaine |1/2,1]...
Il s’agit d'un exemple de systéeme semblable au cristal paramagnétique par-
fait>3. Les valeurs négatives prises par la température caractérisent simple-
ment la décroissance de ’entropie en tant que fonction de la densité d’in-
terface, et donc de ’énergie. Sa dérivée, la température inverse, est alors

nécessairement négative.

52Ge référer a 'annexe E.
3Ge référer A [48], complément I1.B, pp. 180-189.
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FIGURE 3.3 Nombre de micro-états W (x) (en noir) et entropie S(z) (en gris)
en fonction de la densité d’interface z pour k = 8, N = 10%2. On constate que
le maximum de l'entropie correspond aux états de densité d’interface x = 1/2.
D’apres le principe de maximisation de I’entropie, I’équilibre thermodynamique

devrait donc correspondre & ce macro-état.
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FIGURE 3.4 Température microcanonique ©(z) du modele de Schelling pour
k = 8, N = 102. L’entropie est une fonction strictement décroissante de = sur

I'intervalle |1/2, 1], ce qui y entraine O(z) < 0.
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Cette température étant directement issue des caractéristiques de la dy-
namique du systeme, elle ne peut étre utilisée comme un équivalent a la
température canonique, imposée par l'extérieur. La validité de "approche
canonique est donc hautement discutable, et ’analogie entre le modele de
Schelling et des modeles de spins doit étre traitée avec prudence, du moins
tant qu’il est question d’étudier la dynamique réelle, contrainte a visiter des
états d’équilibres métastables, et non un équilibre théorique inatteignable
par le systeme du fait des contraintes cinétiques qui pesent sur lui. De ce
point de vue, on peut rapprocher ce modele de ceux décrits dans [57], en
particulier celui de G. Fredrickson et H. Andersen [66, 67], qui visent & re-
trouver la transition vitreuse observée expérimentalement dans des modeles
de spins simples comme celui d’Ising a partir de contraintes cinétiques ajou-
tées a ces modeles. La réductibilité de la chaine de Markov y est discutée,
certains modeles étant robustes a des variantes canoniques mais pas tous. Le
modele de Schelling, ot le seuil de la tolérance introduit une discontinuité

de T'utilité, semble se trouver dans cette seconde catégorie.
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3.3 | Un systeme fermé ?

Un des enjeux de cette these est de calculer de maniere analytique les valeurs
critiques de la tolérance pour lesquelles on observe une transition de la
densité d’interface des états stationnaires du modele de Schelling. Dans
le chapitre 2, on a ainsi formalisé a l'aide du formalisme markovien une
définition de la tolérance Ty séparant des états intégrés et des états ségrégés.
Cette méthode, qui s’affranchit de la géométrie du systéme, n’explique pas

la seconde transition observée a T..

Dans cette section, on commence par présenter les résultats de travaux
de plusieurs groupes de recherche s’intéressant tous a I’étude de systemes
a grand voisinage. La plupart des résultats nécessite en effet que s soit
“grand”, ce terme étant a définir au cas par cas, parfois supérieur a quelques
unités, parfois & une fonction de la tolérance, parfois d’ordre log(NV)... On
s'intéresse dans un premier temps a la variante unidimensionnelle puis a
son extension, qui semble nécessiter de se placer dans un nouvel ensemble

statistique.

3.3.1 Grands voisinages unidimensionnels

Soit deux groupes distincts d’agents @ et & équitablement répartis sur les
N sites d’'un anneau unidimensionnel. Chaque agent est muni d’un voisi-
nage OJi(w) de rayon w et contenant donc k = 2w agents. Un agent est
considéré satisfait lorsque son indice d’homogénéité locale m; est supérieur
a (1 — 27)k. Son utilité peut donc s’écrire u;(0) = Ljq—o7)ux(m;) et dans
le cadre d’'une dynamique de type Kawasaki, a chaque instant, un agent
insatisfait échange, s’il le peut, sa position avec un autre agent insatisfait.

Pour une configuration donnée du systeme, on peut considérer les paires
homogenes de voisins comme reliées par une aréte, tandis que les paires
hétérogenes sont déconnectées. On obtient alors un sous-graphe séparé en
composantes connexes qu’on appellera noyauz homogénes, notés €2 et dont
la taille €2 peut varier, dans le cadre d'une dynamique par échanges, entre
1 et N/2.

On note Pr [Q = 4 la probabilité que dans I’état final d’'une dynamique
de Schelling de tolérance T', un agent quelconque, sélectionné uniformément,

appartienne a un noyau homogene Q de longueur /.
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FIGURE 3.5 Représentation du voisinage de 'agent i (a gauche) et du noyau

homogene €2 contenant I’agent ¢ (& droite) dans le cas unidimensionnel.

Théoreme [26] Lorsque T = 1/2, pour tout w et N > w, le systéme atteint
un équilibre ne permettant plus aucun échange. Dans cette configuration
finale,

E1j2|Q] = O(w?) (3.43)

De plus, il existe n > 0 tel que pour tout £ > 0,

Py [Q > 4 < e n/w? (3.44)

Ce premier théoreme indique que lorsque 7' = 1/2, les noyaux a ’équi-
libre sont quadratiques en la taille du voisinage w = k/2, et plus générale-
ment que la distribution des tailles de noyaux est majorée par la distribu-
tion exponentielle de parametre n/w?. La ségrégation compléte a 1'échelle
du systeéme n’est pas atteinte, au sens ou on n’observe pas deux noyaux
bien séparés de taille N/2, mais on constate tout de méme ’émergence de
“bulles” homogenes. Le théoreme suivant complete le résultat et introduit la
premiere tolérance critique 7, dont la valeur numérique peut correspondre
a la deuxieme transition observée dans le diagramme de phase du modele
de Schelling.

Théoréme [16] Soit T, ~ 0.647 ['unique solution de 2(2T—1)*T~1 = (27)?T.
(1) T <1/2. Pour tout w > wr =T/(1 —2T),
lim Py Q=nN/2] =1 (3.45)

Siw < wr, le théoreme précédent s applique.

(17) 1/2 < T < T.. Soit € > 0. Pour tout w et N > w, il existe n. > 0
tel que
PrlQ=e""]>1-¢ (3.46)
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(1ii) T > T,. Soit e > 0. Pour tout w, il existe £- > 0 tel que

PrlQ="(]<e (3.47)

On peut alors représenter les équilibres atteints dans 'espace (k,T), en
figure 3.6 pour un anneau unidimensionnel. Pour des valeurs croissantes
de T a partir de T' = 1/2, I’équilibre du systéme est donc un état de sé-
grégation en noyaux de taille exponentielle puis un état intégré, semblable
a la configuration initiale, apres la transition 7" = T.. Selon la valeur de k,
lorsque T < 1/2, le systéme peut présenter un état de ségrégation totale ou

une agrégation locale en noyaux de taille polynomiale.

K A
T~
I S
| AN :
77N < J
§ A 1
---------- & O ;
....... \ %/ :
| S e | > T
0.4 0.5 0.6 0.7

FIGURE 3.6 Diagramme de phase (k,7) pour un anneau unidimensionnel, ou
sont représentés les états d’équilibre obtenus par simulation de G. Barmpalias et
al. [16]. Le trait plein vertical a T = 1/2 sépare les ségrégations polynomiale et
exponentielle, le trait pointillé vertical & T = T, la ségrégation exponentielle et
I'intégration, et la courbe pointillée distingue ségrégation polynomiale et ségré-

gation totale.

Lorsque l'une des deux populations est minoritaire (p < 1/2), tolérance
et parité influent conjointement sur 1’équilibre. D’apres le théoréme suivant,
certains couples (p,T') produisent presque stirement des équilibres comple-
tement ségrégés (deux noyaux homogenes correspondant aux deux popu-
lations). Pour d’autres couples, le systeme est quasi-statique un agent tiré
aléatoirement n’a presque stirement participé a aucun échange : le systéme

est donc toujours dans sa configuration aléatoire initiale.

Théoréme [17] On note Qi et Qg les tailles de noyaux homogénes du

groupe minoritaire et majoritaire, respectivement.
(i) T <1/2. Soit e > 0, pour tout N > w > 1/e,
Pr|Qmin = pN| = Pr[Qpey = (1 = p)N| > 1—¢ (3.48)
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(1) T > 1/2. Le systéme est quasi-statique lorsque N — 0o si

T+1T,

_— Tl 3.49
P=on1,—1) (349)
p A
05 T "o
0.4 +
0.3 +
0.2 +
| | | | > T
0.4 0.5 0.6 0.7

FIGURE 3.7 Diagramme de phase (p, T') pour un anneau unidimensionnel. Le trait
plein vertical & T' = 1/2 marque la limite supérieure de la ségrégation totale, le
trait pointillé la limite inférieure de 'intégration. S’ils existent, les équilibres dans

la partie intermédiaire sont inconnus.

Enfin, un résultat similaire est donné pour une autre dynamique ap-
pelée dynamique de Glauber, dans laquelle un agent insatisfait change de
groupe a condition que la substitution le satisfasse. Comme on 'a déja
mentionné®, pour cette dynamique, le probléme est quasi-symétrique par
rapport & T = 1/2 dans le cas d'un processus sélectif. Tous les résultats
suivants sont restreints & 7' > 1/2 qui est le domaine que I'on cherche a

étudier.

Théoréme [14] On définit T, de la méme maniére que précédemment.

(1) 1/2 < T < Te.. Soit € > 0. Pour tout N > w > 1/e, la probabilité
qu’un agent tiré aléatoirement dans le systéeme a [’état final appar-

tienne a la population initialement majoritaire est

Prli € Quy| >1-¢ (3.50)

(17) T > T.. Le systéme est quasi statique lorsque N — oc.

54Ge référer au paragraphe Construire la matrice de transition en section 2.1.2.
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Cette variante de Glauber appelle un commentaire quant a ’ensemble
thermodynamique dans lequel cette étude est menée. En effet, le fait qu'un
agent change de groupe est équivalent a sa sortie du systeme et a son rem-
placement instantané par un agent de 'autre groupe extérieur au systéme.
Cette reformulation place alors I’étude dans ’ensemble grand-canonique :
le systeme est ouvert. Cette discussion est 1’objet de la premiere partie de

la section suivante.
3.3.2 Extension a deux dimensions

Les résultats obtenus par C. Brandt et al. [26] et G. Barmpalias et al.[16, 17]
dans le cadre d’une dynamique par échanges (de Kawasaki) dans un systéme

unidimensionnel a grand voisinage n’ont pas d’équivalent bidimensionnel.

En effet, il semblerait que les contraintes exercées par des échanges pou-
vant avoir lieu a toute échelle, entre proches voisins ou d’un bout a 'autre
de I'anneau représentant la ville, se traduisent mal sur une grille plane. Les
nombreuses corrélations engendrées, la nécessité de prendre en compte une
multitude de “fronts” homogenes a entrainé plusieurs groupes de chercheurs

et chercheuses a se concentrer sur la variante de Glauber présentée ci-dessus.

Pourtant, la dynamique de Kawasaki permet d’établir des lois de conser-
vation du systeme : la parité et la densité sont constantes. Le systeme est
fermé en termes de particules, ce qui est a rapprocher de la discussion sur
la température (systéme isolé ou non). A Tinverse, un systéme dans une
dynamique de Glauber n’est plus fermé en parité, le nombre total de parti-
cules est constant mais leur répartition varie, ce qui le place dans un autre
ensemble thermodynamique : I'ensemble grand-canonique®®. En reprenant
la conclusion de la section précédente, une telle modification des regles du
systeme pourrait avoir pour conséquence d’en modifier les résultats. Une ré-
solution dans cette variante ne décrirait donc pas nécessairement un systéme

de Schelling “classique”.

Pourtant, par comparaison avec I'introduction d'une agitation thermique,
on pourrait argumenter en faveur de cette modification pour les raisons sui-
vantes. D’une part, changer la composition du systeme n’influe pas sur I'in-
flexibilité du seuil de tolérance. Les échanges ont toujours lieu dans le sens

d’une hausse de l'utilité : selon la valeur de T', cela entrainera ou non une di-

55Formellement, il faudrait le définir comme un ensemble “pseudo-grand-canonique”.
En physique, aucun transfert de particule ne peut se faire sans transfert d’énergie, au

moins cinétique : un systeme ouvert ne peut pas étre isolé.
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mension de la densité d’interface, il y a conservation de la réductibilité (ou
de l'irréductibilité, le cas échéant) de la chaine de Markov. D’autre part,
on peut imaginer que le systéme possede une copie en négatif. Un agent
insatisfait échangerait alors sa place avec son équivalent de ’autre groupe
dans 'autre systeme, lui aussi insatisfait par symétrie. Un état de ségréga-
tion devient alors un état ou le systeme est presque entierement rempli des
agents d’un groupe, tandis que sa copie inversée contient tous les autres.
La réunion de ces deux versions est alors fermée, on se retrouve dans 1’en-
semble microcanonique, et on s’évite ainsi ’étude des corrélations internes
au systeme.

Une derniere critique plus générale de ces travaux est celle de la perti-
nence de considérer des voisinages “infinis”. Du point de vue de la modéli-
sation des mobilités dans la ville, il semble en effet assez peu raisonnable de
consulter ses log N plus proches voisins avant de décider de déménager. La

question est heureusement adressée par les auteurs eux-mémes :

On pourrait objecter que des voisinages de taille arbitrairement
grande ne sont pas dans [’esprit des modéles initiauzr de ségréga-
tion raciale. Cependant, il ne faut voir ce choix que comme un
outil mathématique permettant de déduire le résultat avec une
précision arbitrairement élevée. Dans les simulations de cette
classe de modeles, ce résultat apparait des les premiéres valeurs

de k°.

A deux dimensions, la définition du systéme reste la méme. Le systéme
est a présent une grille carrée contenant N sites, de voisinage 0ig(w) de
rayon w et contenant donc k = 4w(w + 1) agents.

Tout agent tiré aléatoirement dans le systeme a ’état final appartient
a un ensemble fini de voisinages homogenes de rayon r, pas nécessairement
centrés sur cet agent. On appelle A le plus grand d’entre eux, contenant
A =4R(R+ 1) éléments, ou R est le “rayon” de cette région homogene. La
définition ne repose donc plus sur les composantes connexes du sous-graphe

extrait. A est inclus dans ’équivalent bidimensionnel de . On notera en

56 It might be objected, at this point, that neighbourhoods of arbitrarily large size are
not in the spirit of models of racial segregation. However, this should be seen as a ma-
thematical device allowing the outcome to be predicted with arbitrarily high precision.
In simulations of all models in this family, relatively small values of w are generally

sufficient for a clear outcome. [15], p. 1462 [traduction libre].
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gras tous les ensembles correspondant a un voisinage de taille quelconque

dans la suite.

FIGURE 3.8 Représentation des deux plus grands voisinages homogenes A de
taille supérieure a 1. Tous les autres agents du systeme sont compris dans un
voisinage constitué uniquement d’eux-mémes. On note que A est toujours inclus

dans sa composante connexe.

Chronologiquement, les deux premiers résultats donnent un encadre-
ment des valeurs de T dans la phase ségrégée : en 2016, G. Barmpalias et
al. [15] démontrent que le systeme est quasi-statique presque partout lorsque
T > 3/4, tandis qu’en 2017, N. Immorlica et al. [88] démontrent I’existence

de la ségrégation exponentielle lorsque T' prend des valeurs proches de 1/2.

Théoreme [88] On suppose que T = (1 + €)/2 avec € > 0. Pour tout
N > w > 1/e, il existe k > 0 tel que

Eyqpq|R] > e (3.51)

Il reste a affiner la valeur de tolérance critique T,. Les paragraphes sui-
vants visent a détailler la méthode par laquelle H. Omidvar et M. Frances-
chetti [124, 125, 127] parviennent a cet objectif. Ces auteurs s’intéressent
plus spécifiquement a la dynamique de constitution d’un voisinage homo-
gene : ils déterminent successivement des intervalles de valeurs de T' pour
lesquelles une zone favorable existe, pour lesquelles une racine homogene
émerge dans cette zone favorable, pour lesquelles la “contagion” par un
autre voisinage est impossible, et enfin pour lesquelles la zone homogene
créée est macroscopique. Il suffit ensuite de considérer toutes ces condi-

tions réunies pour déterminer la plus grande valeur de T permettant la
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ségrégation exponentielle. L’article original est particulierement technique,

la présentation qui en est faite ici permet d’en résumer ’essentiel.

On suppose sans perte de généralité qu’a I’équilibre, le voisinage homo-
gene A, s’il existe, est constitué d’agents du groupe & : Vi e A, s; = 1.
Un domaine propice a la formation d’un voisinage homogene est un

ensemble de sites
D(r) = {j € dio(r) | ¥j, h; > (1 2T)x} (3.52)

Tout agent j tel que s; = —1 initialement présent dans D(r) sera alors sa-
tisfait s’il change de groupe, indépendamment de son état initial de satisfac-
tion. En effet, apres un tel changement, s; = 1, donc m; = s;h; > (1—-21)k.
D’apres les propriétés de la distribution de Bernoulli, utilisée pour construire

la configuration initiale, pour x > 1, on obtient®7 :

5 1
Pr[D(r=e™)] > 1~ 77 pow T<l-o- (3.53)

pour = ((1 — s(T))In /2, ol s est 'entopie binaire
s(t) = —tlogy(t) — (1 —t)logy(1 —t) (3.54)

Pour un voisinage de Moore (k = 8, ne respectant donc pas la condition

préalable), on trouverait la borne 7' < 3/4.

58

Au sein de D(r) peut se former®® une “racine” homogene R(ek) avec

probabilité
Pr [R(em)} > k221028 (3.55)

Cette racine s’étend® jusqu’a former un “anneau” homogene A(R) avec

probabilité telle que

lim Pr[A(R = 252™)| = 1j1/07,((T) (3.56)

K—00
ou 7. = 1 — T, est 'unique solution de
3/4 x |1 = s(3/47)] = [1 = s(7)] (3.57)

Dans le domaine, s’il existe, cet ensemble d’événements a lieu presque stire-

ment® avant que la propriété (3.52) ne soit plus vérifiée, ce qui permet de

571126], lemme 21 (annexe A)
58bid., lemme 6
5 ibid., lemme 8

604bid., lemme 7
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considérer cet anneau comme un “pare-feu”; pour reprendre la terminologie
de l'article, isolant cette partie du systéeme de rayon R de toute influence
extérieure. Ainsi, tout agent qui y est contenu fera indéfiniment partie du
groupe @ a partir d’un certain point, sans possibilité de contagion par un
noyau voisin de I'autre groupe.

Ainsi, on trouve

Pr|R| > Pr[D(r = &™) Pr[R(er)|Pr|A(R = 25 %™))] (3.58)

et on obtient le théoréeme suivant.

Théoréme [124] Soit T. =1 — 7., ou 7, est l'unique solution de
3/4 x |1 = s(3/47)] = [1 = s(7)] (3.59)
Lorsque 1/2 < T < T, et k =O(nN), il existe 0 < o < [3 tels que

" < Er|A] < (3.60)
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FIGURE 3.9 Détermination du seuil de tolérance au-dela duquel le noyau homo-
géne ne se forme pas (& gauche, échelle caractéristique n propice a la formation
d’un noyau homogene en fonction de T') et ne grandit pas (a droite, probabilité
Pr[A(R)]). Simulations effectuées pour k£ = 4w(w + 1) avec w € {1...10} (en

bleu) jusqu'a kK — oo (en noir).
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Par la suite [125, 127], les auteurs sont parvenus a démontrer ce résultat
pour la taille du domaine A elle-méme, en s’affranchissant de ’espérance,

mais le principe de la preuve reste similaire (bien que plus complexe).

Ly 18041 —
Théoreme [125] Soit T) = 50 1252228\/% ~ 0.512.

Lorsque 1/2 < T < T, et k = O(InN), il existe 0 < a < 3 tels que

: ak Br| __
Jl_)lgo]P’T[e <A<e } =1 (3.61)

Un dernier résultat a noter est un encadrement semblable a (3.60) pour
des voisinages quasi-homogenes, lui aussi en espérance puis pour A. Ces
voisinages quasi-homogenes sont définis pour € > 0 comme des ensembles

K/€

d’agents adjacents contenant A agents d’un groupe et § < Ae™" agents de

I’autre groupe.

Théoreme [124] Soit T = 21/32 ~ 0.656.
Lorsque T < T < TV et k = O(InN), il existe 0 < a < 3 tels que

e < Er[A] <& (3.62)

Par cette méthode de croissance stabilisée d’un voisinage homogene,
les auteurs parviennent a encadrer de maniere de plus en plus précise la
valeur critique 7, de la tolérance en deca de laquelle la ségrégation peut
émerger macroscopiquement. Les différentes valeurs déterminées dépendent
de la définition de la ségrégation choisie : voisinages homogenes ou quasi-
homogenes, de taille exponentielle ou dont ’espérance est exponentielle...

Par ailleurs, les démonstrations sont tres techniques, méme si leur prin-
cipe peut étre résumé par une construction qui reste assez intuitive. Il serait
intéressant de chercher une autre maniere plus simple d’approcher cette to-

lérance critique T, c’est ce que nous proposons dans la section suivante.
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3.4 Un modéle de nucléation

3.4 | Un modele de nucléation

3.4.1 Noyaux homogeénes, cceur et interfaces

On appelle noyau homogéne Q toute composante connexe du sous-graphe
obtenu en déconnectant les paires hétérogénes. Un noyau contient Q2 sites.
Il ne faut pas confondre cette définition du noyau homogene avec celle du
voisinage homogeéne [88, 124, 125, 127] défini comme le plus grand voisinage
compris dans une composante connexe du sous-graphe obtenu en décon-
nectant les paires hétérogenes. Ce voisinage est inclus dans I'unique noyau
homogene partageant au moins un site en commun avec lui.

L’interface interne du noyau est I’ensemble des sites de  dont le voisi-
nage (au sens du graphe sous-jacent) contient au moins un site n’apparte-
nant pas & Q. Un noyau de taille Q2 contient 9¢) sites interfaciaux. On émet
I’hypothese que l'interface interne est polynomiale en €2, plus précisément

qu’il existe a, b, ¢, dépendant uniquement de la forme du noyau, tels que
0N =aQ® +bQ +c (3.63)

avec 0 < a < 1 et avec la contrainte 992 < Q2. Cette hypotheése découle des
simulations effectuées sur un modele de Schelling, dont certains résultats

sont représentés en figure 3.10, et de ’étude des exemples suivants.

Dans le cas d'un noyau linéique, couvrant les sites présents le long d’une

ligne brisée, alors tous ces sites se trouvent sur l'interface :
00 ~ Q? (3.64)

Si ce noyau double d’épaisseur, certains sites se trouvent alors au coeur du
noyau, coupés de l'interface. Ce cceur ainsi constitué contient environ la

moitié des sites®! : on trouve alors

1
0f) ~ 592 (3.65)
Si on laisse ce cceur grandir jusqu’a occuper presque tout le noyau, il ne
reste plus sur linterface que la différence entre le nombre total de sites Q2
et celui dans le coeur, d’ordre (€2 — 2¢)?, ol € est un entier caractérisant la

largeur de interface. On trouve enfin

0N ~4e(2—¢) (3.66)

61 Aux effets de bord pres, dépendant du voisinage choisi.
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Si on poursuit ce raisonnement, la forme de moindre interface pour une
taille Q2 devrait étre un disque. Dans ce cas on peut s’attendre & trouver,
lorsque 2 — o0,

00 ~ 2/7Q) (3.67)

Revenons au noyau carré. Si a partir du coeur se forment des dendrites,
c’est-a-dire une forme d’arborescence dont chaque “branche” est linéique,
et que celles-ci grandissent jusqu’a contenir environ la moitié des agents du
noyau, on obtient une interface séparée en un terme linéaire issu du carré

original et un terme quadratique provenant de la partie linéique :

1
Q) ~ 592 +2v2Q (3.68)

200 4
175
150 A
125

= 100 A
=

50 - 4‘#
A

0.0 2.5 a.0 7.5 100 125 150
9]

FIGURE 3.10 Dans ’état initial (représenté a gauche), les noyaux sont principale-

ment dendritiques et on trouve 9Q ~ aQ? + bS). L’ajustement donne a ~ b ~ 0.8.

On peut en conclure que le choix de (a,b) détermine de facon assez
complete la typologie des noyaux rencontrés dans la dynamique de Schelling.
Un noyau On peut résumer ces différentes formes en figure 3.11.

Inversement, 'interface externe est I’ensemble des sites du systéme n’ap-
partenant pas a € et dont le voisinage contient au moins un site appartenant
a Q. Dans le cadre d'un voisinage de Moore, on peut montrer® que le nombre

de sites de linterface extérieure est borné :
00 + 8 < 9Nyt < 902 (3.69)

On va donc considérer en général que le nombre de sites de cette interface

extérieure est 0oy = €O+ k, ot £ > 1 est appelé le coefficient de rugosité

62Ge référer & annexe F.
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de l'interface, et k est une constante dépendant du voisinage et prenant en
compte les effets de bords mentionnés plus haut. Pour un noyau a cceur
(carré ou dendritique), ¢ ~ 1, en revanche pour un noyau linéique, ¢ ~ 2. 1l
s’agit en premiere approximation du ratio du nombre de sites de I'interface

externe par le nombre de sites de l'interface interne.

b

Ae j‘_ noyaux
carrés
noyaux
dendritiques
noyaux noyaux
0+ rectangulaires linéiques
i | —> a
0 1/2 1

FIGURE 3.11 Représentation schématique des différentes typologies de noyau en
fonction de a et b. Sont représentés les deux “chemins” empruntés lors de leur

description.

Le principe de la théorie de la nucléation [21, 31] est le suivant : ras-
sembler des agents du méme groupe dans le coeur du noyau augmente leur
satisfaction, et donc abaisse leur énergie. A linverse, créer une interface
entre le noyau et le milieu extérieur, supposé aléatoire, est une opération
cotiteuse. Il peut alors exister une taille caractéristique et une forme “stabili-
satrices”. Si le modele de Schelling avait le méme comportement que certains
systemes physiques, on verrait stirement émerger des “bulles de ségrégation”
au sein de la phase aléatoire. On commence par écrire 1’énergie moyenne du

noyau sous la forme
(B(Q,0)) = —e (2 = 0Q) + iut 02 + Yexs (02 + k) (3.70)

ou les coefficients 7Vin, Yext €6 —e représentent respectivement les énergies
moyennes associées a un site de I'interface interne, de 'interface externe et

du coeur du noyau.
3.4.2 Energie moyenne du systéme

L’énergie moyenne par site dans un systeme de Schelling est donnée par

(E;) = — <Z si5j> — (2T —1) <Z s§s§> (3.71)

JEODI jEDI
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ol si 'on considere que tous les sites sont occupés, V i, s7 = 1.
Les agents présents dans les sites au cceur du noyau contribuent tous
identiquement (s; = s;) ce qui implique

—e= () n=—r— 2T —1)r=-2Tk (3.72)

coeur

Cette contribution est nécessairement négative quelle que soit la valeur de T,
elle représente la composante de I'énergie qui stabilise le noyau.

La contribution moyenne des agents hors du noyau ou de son interface
est nulle : on note (s;) = 0, ot la notation (-)_ représente une moyenne
calculée au milieu de la phase aléatoire. ey étant 1’énergie moyenne d’un

agent hors du noyau, on a alors
Yoxt = (Ei) oy = (Bi)oo = —(2T = 1)k (3.73)

En revanche, une partie de I’aimantation d’un agent de I'interface interne est
strictement positive. Parmi les xk agents de son voisinage, une proportion fi,

appartient a €2. On a donc
Vit = (Ei)ye = —pk — (2T — D)k = =2Tk + (1 — py)k (3.74)
On introduit enfin la quantité

7 =€ + “Yint + gﬁ)/ext
= k(1= e + €= 2T) (3.75)

qui permet, avec (3.63), d’obtenir '’expression suivante pour 1’énergie moyenne

du noyau :
(E(Q,0) = 0 (ay — &) + 072 + ¢(7 + kYext) (3.76)

L’énergie moyenne du noyau est donc une fonction affine de ¢, de pente po-
sitive 0€), ce qui laisse envisager qu’un noyau “lisse” sera plus stable qu'un
noyau “rugueux”. C’est un premier résultat attendu, on sait que la nucléa-
tion tend a lisser les interfaces. Elle est toutefois quadratique en la taille
caractéristique 2, ce qui permet d’éventuellement séparer deux régimes, se-

lon les valeurs de a et b.

La fonction €2 +— <E(Q, €)> atteint son extremum, s’il existe, pour

by (1 +al)(T.—T)
O,(T, () = - .
(T, 4) 2(e — av) T — T, (3.77)
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ou la tolérance critique T, s’exprime en fonction de pu, et ¢ sous la forme

1+l

T. 3.78
57 (3.78)
Il s’agit d’'un maximum lorsque ay — e < 0, c¢’est-a-dire
140 — py
T> ————— 3.79
2(1+¢) ( )
et ce maximum est atteint en 2, > 0 lorsque
a
T.<T<T., b>0 3.80
1+ al ( )

Toute cette étude repose sur une décroissance de l'énergie au cours
de la dynamique. Cette décroissance a été démontrée lorsque 7' > 1/2
pour différentes variantes [70, 74], et en particulier dans le chapitre 2 pour
T > Ty = (k —2)/2k. On peut alors vérifier que la condition (3.79) et la

minimisation de 7" imposée par (3.80) sont alors toujours vérifiées.

(B(©Q,0))

noyaux a ceeur (T' < T)

e
L
e,
e QQ
*
.
e
o, T,

v, e
.....
. N
.

noyaux \ \
a coeur *. X noyaux
(T >1T,) ™ linéiques

FIGURE 3.12 Représentation schématique des énergies moyennes en fonction de

la taille caractéristique €2 pour diverses formes de noyaux homogenes

Lorsque T' > T, les noyaux linéiques, carrés et dendritiques voient tous
leur énergie moyenne diminuer si €2 augmente. Tous les noyaux tendraient
donc a augmenter de taille au cours de la dynamique : cela entraine un
blocage cinétique car aucun noyau, méme contenant des agents insatisfaits,
n’a d'intérét énergétique a réduire sa taille.

En revanche, lorsque 7' < T, les noyaux carrés et dendritiques de taille
inférieure a €2, voient leur énergie décroitre avec leur taille. Le blocage est

donc levé : le systeme peut voir des noyaux croitre et, a terme, devenir
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macroscopiques : la ségrégation peut alors émerger. De plus, les noyaux
dendritiques, de rugosité ¢ plus élevée, tendront a la diminuer en devenant

plus convexes, donc plus carrés.

On peut alors évaluer cette valeur critique T, : elle dépend de deux
parametres, la rugosité ¢ et la portion u, de voisins dans le noyau. En
supposant U'interface localement lisse (& I’échelle du voisinage &), on peut
montrer®® que

r—+ 2 2w + 3

STCE] et un(w):m (3.81)

fho(T) =

Ainsi, on peut évaluer pour les voisinages de von Neumann, de Moore et

pour des grands voisinages que

5 11 ) 3
To(k = 8) ~ 6 lim T.(k) = 2 (3.82)

K—00

On obtient alors des valeurs de tolérance critique correspondant aux
simulations numériques. La précision de ce modele est difficile a évaluer au
vu de la largeur de la gamme de tolérance correspondant a la transition
ségrégation/intégration, comme on peut le voir en figure 2.12 par exemple.
Par ailleurs, 7T, apparait croissante en fonction de x, ce qui n’est pas non
plus tout a fait comparable a la figure 1.5, elle-méme imprécise.

Cette méthode pour évaluer la borne supérieure T, du domaine de sta-
bilité de noyaux homogenes a cceur a partir du constat que le systeme mini-
mise son énergie lorsque T' > T} est plus simple que ce qui existe a ce jour
dans la littérature. Par I’étude cinétique du chapitre précédent, couplée a
une discussion sur la stabilité des noyaux a I’équilibre, et surtout sans in-
troduire une température qui modifierait grandement la dynamique, nous
parvenons a comprendre les mécanismes en compétition dans I’émergence

et la stabilité de la ségrégation dans le modele de Schelling.

6311 suffit de dénombrer les sites appartenant & ’intersection du voisinage d’un agent

et de l'interface du noyau homogene. Par construction, on a alors lim p, = 1/2.
K— 00
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E modele de Schelling que nous venons d’étudier en détail sur trois cha-
L pitres est fondé sur une hypothese d’homophilie des agents du systeme,
sur leur préférence pour des voisinages mixtes jusqu’a un certain point. Si,
comme nous ’avons exploré en section 1.1.3, de nombreuses autres caracté-
ristiques du modeéle semblent secondaires a I’émergence de la ségrégation®,
cette hypothese semble fondamentale pour saisir la complexité du phéno-
mene.

On peut la comparer aux données extraites de 1’étude statistique menée
par W. Clark et M. Fossett [37] et représentées en figure 4.0.

1.0
° °
7)) .
g g ®
= 0.8 ° °
%] L J
S o
%] L J
4]
20.6 ® Black
S Asian
2 js Hispanic
30.4 ° White
2 [
el
t . :'\ .
80.2 . A °
o e + O ‘B . PY
o - ., o
v ! ’ e hd
0.0 v
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

proportions de voisins du méme groupe

FIGURE 4.0 Préférence pour un voisinage en fonction de la proportion de voisins
du méme groupe, d’apres les données de [37]. En ordonnée, la proportion de
réponses (en bleu) et les effectifs cumulés croissants (en rouge). En pointillés,
I’évolution de la moyenne pondérée des réponses. En trait plein, I'utilité en échelon

proposée par Schelling, pour 7' = 5/8.

En particulier, les auteurs présentent des données recueillies aupres d’ha-
bitants de Los Angeles quant a leur voisinage “idéal”. Il est demandé aux
personnes participant au sondage de renseigner leur groupe ethnique et de
choisir la proportion de voisins du méme groupe souhaitée dans un voisinage
schématique a 8 voisins, tres semblable a celui utilisé dans la plupart des
variantes du modele de Schelling. On retrouve les données du tableau 2 [37]
(fig. 2, p. 4111) en nuances de bleu. On peut tirer le méme constat que

I’article, en ajoutant la moyenne de ces préférences, en trait pointillés : la

64Toutes les modifications proposées de la forme ou de la taille du voisinage, des mo-
dalités de sélections des sites satisfaisants, du déplacement vers ces sites, ménent & des

résultats similaires.
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plupart des personnes interrogées ont choisi des voisinages dans lesquels la
proportion de leur propre groupe est légerement inférieure a celle addition-
née des trois autres groupes. Il y a peu de réponses dénotant une préférence
pour étre strictement minoritaire (environ 6.5 %) ou strictement majoritaire
(environ 10.6 %). La répartition est sensiblement la méme pour les quatre
groupes interrogés, avec quelques variations marginales.

A partir de ces données, on peut extrapoler la réponse des participants &
la question de Schelling : quelle est la proportion maximale tolérée de voisins
d’un autre groupe? Il suffit alors de représenter les proportions cumulées
croissantes, en nuances de rouge. Le sondage ne porte pas sur cette question
précise, il faudrait bien stir renouveler I’étude pour un traitement quantita-
tif, mais on obtient tout de méme une tendance, en nuances de rouge, qui
permet de justifier qualitativement la forme de 'utilité choisie par Schelling
(représentée ici en trait plein pour une tolérance T = 5/8).

La mise en relation de ce modele théorique et des données issues d’une
enquéte statistique montre la complémentarité des approches. Dans le méme
esprit, apres avoir présenté le modele de Schelling puis démontré des résul-
tats analytiques dans les chapitres précédents, nous adoptons une approche
statistique, en tachant dans un premier temps d’appréhender les définitions
possibles de la ségrégation sociospatiale puis d’en détecter des structures

plus complexes® et multiscalaires.

65Insistons sur le fait que, malgré sa simplicité, le modeéle de Schelling ne conduit pas a
une vision simpliste des phénomeénes de ségrégation. Tout au contraire, il complexifie la
vision que ’on peut en avoir, car il démontre de maniére élémentaire que méme un bon
niveau de tolérance n’est malheureusement pas une condition suffisante pour garantir la
mixité sociale. Ce point, qui est le résultat majeur établi par Schelling, n’est pas toujours
bien compris. Nous discutons en annexe H d’un exemple de critiques qui, a notre sens,

passent a coté de ce qu’apporte une telle démarche de modélisation.
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4 Détecter les structures de la
| |

segrégation urbaine

W de la population mondiale vit en ville en 2020. La proportion
5 6 O d’urbains ne dépassait pas 30% il y a 70 ans, a ce rythme elle
pourrait attendre 70% dans 30 ans [53]. Le tissu urbain est non seulement

de plus en plus étendu, mais aussi de plus en plus dense.
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FIGURE 4.1 Les 150 premiéres agglomérations du monde selon la population de
2014 et le PIB de 2015 [53].
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CHAPITRE 4

Les villes peuvent étre considérées comme un parfait exemple de sys-
teme complexe : les agents individuels et institutionnels y interagissent a
de multiples niveaux au sein de nombreux réseaux, produisant des compor-
tements collectifs et des motifs multiscalaires non triviaux. Parmi tous les
sujets de recherche entrant dans le champ de I’étude des systéemes urbains,
celui des disparités sociospatiales se distingue par l'intérét qui lui est porté
dans de nombreux domaines scientifiques, renouvelé au cours des dernieres

décennies.

4.1 | Décrire et mesurer la ségrégation urbaine

4.1.1 Définir la ségrégation

La premiere représentation qu’évoque le terme “ségrégation” est souvent
la ségrégation raciale ou ethnique instaurée a Déchelle d'un Etat. Deux
exemples historiques récents sont particulierement illustratifs : celui des
Etats-Unis d’Amérique et de PAfrique du Sud au cours du XXe sidcle.

A partir de 1877, dans certains des Etats du sud des Etats-Unis, les lois
Jim Crow visent a contrer une partie des droits ouverts par les treizieme,
quatorzieme et quinzieme amendements de la Constitution abolissant 1’es-
clavage et garantissant la citoyenneté (par naissance ou naturalisation) et
le droit de vote & tous les anciens esclaves. Petit & petit, Etat par Etat, des
restrictions sont mises en place pour limiter ’acces des Afro-Américains aux
infrastructures collectives (transports, écoles...). Puis ce sont les droits au
mariage, a la propriété, a la création d’entreprise, et méme jusqu’au droit de
vote, qui sont entravés légalement. Les mouvements pour les droits civiques
des années 1960 parviennent au terme d’une longue lutte a faire abroger
la majorité de ces lois ségrégationnistes ou a les rendre inapplicables, via
notamment les Civil Right Acts de 1964 et 1968.

Rassemblement d’anciennes colonies néerlandaises, francaises et britan-
niques, I'Union d’Afrique du Sud officialise a partir de 1948 les politiques
suprémacistes coloniales dans le systeme juridique de I’Apartheid, dont le
nom méme signifie séparation. Distinguant quatre groupes ethniques ma-
joritaires®®, Bantous (en fait composés d'une dizaines d’ethnies africaines),

blancs (descendants de colons européens), métis et Indiens, cet ensemble

660Ordonnés ici par proportion décroissante dans I’ensemble de la population : autour

de 70 % de Bantous, 20 % de blancs, 9% de métis et quelques pourcents d’Indiens.
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4.1 Décrire et mesurer la ségrégation urbaine

de lois interdit les relations et mariages mixtes, partitionne le territoire en
déplacant ces groupes dans des régions qui leur sont attribuées, et sépare
voire supprime certaines listes électorales. Le gouvernement maintient ces
lois apres la sortie du Commonwealth en 1961 et réprime la contestation, en-
trainant entre autres 'arrestation de Nelson Mandela en 1964. Apres trente
ans de recul sur ces politiques racistes sous la pression du Congres National
Africain, de figures politiques réformatrices et de la communauté internatio-
nale, la République d’Afrique du Sud abroge les dernieres lois de séparation

ethnique et spatiale en 1991.

Ces deux illustrations, auxquelles on pourrait ajouter de nombreuses
autres, moins référencées dans la culture populaire ou plus contemporaines,
ne sont en fait qu'un cas tres particulier d’'un phénomene bien plus large
et général. A partir de la fin des années 1980, des géographes et des socio-
logues américains commencent en effet a remettre en question la discrimi-
nation raciale comme seule explication de la ségrégation urbaine. L’enjeu
n’est pas de minimiser le role des politiques discriminatoires ni de nier les
liens établis [106, 107] entre discrimination raciale, inégalités de revenu et
ségrégation résidentielle, mais au contraire de mieux comprendre ce phéno-
mene complexe, sans le réduire a une relation de causalité simpliste, afin de
pouvoir le combattre plus efficacement.

Une étude intitulée Resegregation in American Schools [130] montre ainsi
que la ségrégation raciale revient aux Etats-Unis sous une forme plus dis-
créte et non officielle. Selon cette étude, le retrait progressif des mesures de
“déségrégation” a précédé une tendance observée depuis la fin des années
1980, celle d'un recul de la proportion d’étudiant-e-s non-blanc-he-s dans les
écoles & majorité blanche, en particulier au sud des Etats-Unis. Elle peut en
partie étre imputée a la relocalisation des familles blanches en banlieue, loin
des centres urbains : c’est le white flight. L’étude se conclut d’ailleurs par
ces phrases, qui illustrent la nécessité de mieux comprendre les mécanismes
d’émergence de la ségrégation, et de développer des politiques publiques

susceptibles de I'enrayer :

Nous revenons insidieusement a un systéme éducatif qui n’a ja-
mais, dans [’Histoire de la nation, permis des écoles égales et
prosperes. (...) Inverser la tendance d’intensification de la ségré-
gation et des inégalités sera difficile, mais ’accepter passivement

aurait probablement un cott immense.%”

5" We are floating back toward an educational pattern that has never in the nation’s
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CHAPITRE 4

Meéme si toutes les pratiques foncieres ou locatives discriminatoires, illé-
gales depuis 1968, se voient réprimées par un arsenal juridique de plus en
plus complet, l'existence d’autres causes a la ségrégation résidentielle la

maintiendrait de fait en place.

Les préférences individuelles sortent du cadre des politiques d’équité
en matiére de logement et les solutions [au probléme de la sé-
grégation] sont nécessairement d chercher en dehors du domaine
législatif.5

Par ces trois exemples historiques, on commence a appréhender la com-
plexité de 'objet que 'on cherche a définir. Dans un souci de généralisation,
on va en proposer des définitions les plus larges et les plus simples possibles,
ce qui va déplacer la question de sa complexité au choix des méthodes de

mesure.

La ségrégation sociospatiale est le constat d’une répartition spatiale in-
homogene des groupes sociaux, et d’inégalité d’acces aux infrastructures
urbaines, aux biens matériels et symboliques. D'un point de vue plus ma-
thématique, c’est le constat d’une corrélation entre la distance spatiale dans
un espace bien défini et la distance sociale. La ségrégation est également un
processus. C’est pour mieux le comprendre que le modele de Schelling pré-
senté dans les précédents chapitres a été développé, mais 'analyser a partir
de données réelles suppose un travail de sociologue ou de géographe qui dé-
passe largement le cadre de cette these. On se concentre donc sur la premiere
définition, descriptive, de la ségrégation sociospatiale d’un espace fixe, a un

instant donné.

Une région est ségrégée dans la mesure ou les individus des dif-

férents groupes vivent dans des quartiers différents de cette ré-

gion.%”

history produced equal and successful schools. (...) Reversing the trends of intensifying
segregation and inequality will be difficult, but the costs of passively accepting them are
likely to be immense. [130], p. 28 [traduction libre].

68 Preferences are outside the purview of fair housing law and remedies, if sought, will
necessarily be fundamentally different. [37], p. 4110 [traduction libre].

694 region is segregated to the extent to which individuals of different groups live in
different neighborhoods within the region. [143], p. 134 [traduction libre].
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4.1 Décrire et mesurer la ségrégation urbaine

Cet espace peut étre matériel (ville, région...), immatériel (réseau so-
cial [110]) ou mixte (école, lieu de travail...). On s’intéresse ici exclusivement
a la ségrégation sociospatiale urbaine, I’espace de référence sera donc la ville.
Une ville peut étre divisée a plusieurs échelles, des échelles administratives
les plus larges et arbitraires (arrondissements, quartiers administratifs et
ilots de recensement pour Paris par exemple) a celle quasi individuelle du
lieu de résidence lui-méme. Les données a cette derniere échelle sont souvent
peu accessibles, quand elles existent. On devra donc composer avec celles,
moins fines, dont on dispose.

La distance sociale, peut-étre moins évidente a mesurer quantitative-
ment, est pourtant assez intuitive : deux individus sont d’autant plus simi-
laires, ou proches socialement, qu’ils partagent un grand nombre de traits
communs, démographiques, sociaux ou économiques. On peut appartenir a
la méme classe sociale, avoir la méme religion, avoir un revenu ou un ni-
veau d’éducation proche, etc. Plusieurs indicateurs de distance sociale sont
souvent liés : ségrégation résidentielle, ségrégation scolaire et ségrégation a
I'emploi sont ainsi corrélées [25, 108], voire causées I'une par 'autre via les
inégalités de revenus et leur influence sur le marché immobilier [103]. Peu
mesurée en Europe, la ségrégation par 'origine ethnique peut également étre
liée aux précédentes [46, 109, 121, 148]. Enfin, il est & noter que cette fagon
de définir la ségrégation permet d’éviter la distinction entre les situations
choisies et les situations subies, entre enclaves, ghettos et citadelles [140],

dans une visée quantitative, qui pourra étre étoffée par la suite.

4.1.2 Le probleme de la mesure

La question d'une quantification pertinente du phénomeéne complexe qu’est
la ségrégation résidentielle demeure ouverte malgré les nombreux travaux de
géographes et de sociologues depuis des décennies [27, 39, 63, 91, 144, 155].
Les difficultés sont en effet nombreuses.

De nombreux indices de ségrégation, initialement utilisés par les géo-
graphes et qui présentent de fortes corrélations, sont en fait liés a différentes
mesures de la “courbe de ségrégation” [52, 175]. On peut tracer celle-ci, en
figure 4.2, a partir des données collectées dans la ville : elle représente les
proportions cumulées d’un groupe en fonction des proportions cumulées de
I’autre. Dans une ville non-ségrégée, cette courbe serait la diagonale d’équi-

répartition, reliant 'origine au point (1,1). Tout écart avec la diagonale
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CHAPITRE 4

représentant ’hypothese nulle peut donc constituer une mesure pertinente

de la situation de la ville réelle.

Depuis ce constat de la redondance d'une partie des indices de la lit-

térature, plusieurs classifications ont été proposées. Celle de D. Massey et

N. Denton [105] est la plus couramment utilisée et permet de séparer la

définition trop large de la ségrégation sociospatiale en cing points d’intéréts

distincts :

— l'uniformité (evenness) de la répartition du groupe minoritaire dans

chaque unité géographique de la ville. On peut citer 'indice de dis-

semblance [52] représenté en figure 4.2 ou 'entropie [167];

I'exposition (ezposure) ou son pendant, l'isolement, du groupe mino-
ritaire par rapport au groupe majoritaire. Mesurant le degré d’inter-
action potentielle entre les deux groupes au sein d’une unité, cette
catégorie s’approche de la précédente mais fait intervenir les tailles

respectives des groupes;

la concentration du groupe minoritaire. L’indice A [51], par exemple,
compare la taille relative du groupe minoritaire a la surface de I'unité

dans laquelle cette taille est calculée;

la centralité du groupe minoritaire par rapport a la ville entiere. Cette
catégorie est intéressante dans le cadre de la comparaison de la ségré-
gation aux Etats-Unis et en France, les ghettos américains étant plutot
centraux comparés aux banlieues “sensibles” d’Ile de France. La méme

mesure donnera alors lieu a des analyses différentes ;

lagrégation (clustering) enfin, mesure le nombre d’'unités contigués
dans lesquelles le groupe (globalement) minoritaire est (localement)

majoritaire.

Ces cinq classes d’indices font néanmoins face a trois limites majeures. La

premiére est donnée par les quatre criteres de D. James et K. Taeuber [91] :

un indice de ségrégation doit étre

— invariant par taille : la population de chaque unité peut étre multipliée

par un facteur commun en respectant les proportions des deux groupes

sans affecter le résultat ;

"0Ce graphe est obtenu & partir des travaux de O. Duncan et B. Duncan [52].
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4.1 Décrire et mesurer la ségrégation urbaine

proportions cumulées — groupe majoritaire

>
>

proportions cumulées — groupe minoritaire

FIGURE 4.2 Construire 'indice de dissemblance & partir de la courbe de ségréga-

tion dans une ville divisée en 6 unités géographiques’®.

— invariant par composition : le ratio de population des deux groupes

peut varier uniformément dans la ville sans affecter le résultat ;

— invariant par agrégation : deux unités de méme composition peuvent

étre agrégées sans affecter le résultat ;

— sensible au transfert d’individus issus de la minorité dans une autre

unité, quelle que soit la composition initiale de celle-ci.

Ainsi, une partie des indices cités précédemment ne respecte pas ces
critéeres. L’entropie, non linéaire, n’est pas invariante par composition. La
modification proposée par le principe de transfert modifie la courbe de sé-
grégation, ce qui fait varier de fait une partie des indices pouvant étre définis
géométriquement a partir d’elle, mais pas nécessairement l'indice de dissem-
blance D.

La deuxieme limite des indices construits a partir de la courbe de sé-
grégation est qu’ils ne peuvent rendre compte que de distributions binaires,
contrairement a ’entropie, par exemple, qui peut étre généralisée aux cas
ou plus de deux groupes cohabitent dans la méme ville. De nouveaux in-
dices sont alors inventés pour décrire la ségrégation multiethnique [30, 121,
122, 145], voire la ségrégation selon le niveau de revenu, qui est une variable

continue [92].
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Enfin, et ¢’est probablement la limite la plus pertinente pour la suite de
ce chapitre, ces indices sont a la fois aspatiaux et dépendant de I’échantillon-
nage choisi, ce qui entraine deux problemes “classiques” D’une part, tous
les indicateurs, a I’exception de ceux reposant sur 'agrégation d’ unités, sont
incapables de distinguer une ville en échiquier d'une ville séparée en deux
blocs homogenes, c¢’est le probleme dit de 1’échiquier. D’autre part, la défini-
tion des unités spatiales, forcément arbitraire, influe sur le résultat obtenu,
c’est un probléme appelé modifiable areal unit problem [64, 93, 128, 129]™.
Il s’agit ainsi d’artefacts liés a 1’échantillonnage et a la méconnaissance (ou
a I'inexistence) des données exactes a 1’échelle individuelle.

Similairement, la distinction entre uniformité et agrégation serait un ar-
tefact d'une discrétisation trop grossiere du probleme [143] : selon I'échelle
choisie, ces deux mesures peuvent s’avérer équivalentes. Ainsi, le choix d’uni-
tés spatiales “trop petites” accole beaucoup de micro-quartiers tres simi-
laires, résultant en une valeur élevée d’indice d’agrégation, qui est com-
parable a une mesure de sous- ou de sur-représentation d’un groupe par
rapport aux autres a plus grande échelle (indice d’uniformité). S. Reardon
et D. O’Sullivan [144] proposent finalement la distinction selon deux axes,
représentée en figure 4.3.

Cette aide visuelle permet entre autres de comprendre que la densité
d’interface, utilisée dans les chapitres précédents comme indice de ségréga-
tion associé au modele de Schelling, suit vraisemblablement un axe oblique.
Son nom le laisse suggérer, elle mesure 'interface entre les deux groupes,
¢’est donc une mesure d’exposition, de contact. Cependant, elle est aussi liée
a 'espérance de 'aimantation locale, qui mesure la répartition a I’échelle
d’un voisinage. C’est donc aussi une forme de mesure d’uniformité.

Ainsi, une grille séparée en deux noyaux contenant chacun la moitié de
la population avec la plus petite interface possible correspondrait a une den-
sité d’interface proche de zéro, et au quadrant en bas a gauche (isolement et
agrégation maximales), tandis quune configuration en échiquier se trouve-
rait, symétriquement, en haut a droite, avec une densité d’interface a 1/2,

sa valeur maximale.

71Sa version en sciences politiques est le gerrymandering, ou “découpage électoral par-
tisan”, a savoir la séparation d’'une communauté a I'implantation géographique identi-
fiée dans plusieurs unités administratives afin d’y sous-représenter les suffrages de ses

membres.
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FIGURE 4.3 Représentation schématique des principales caractéristiques mesu-

rées par les indices de ségrégation usuels : uniformité, exposition/isolement et

agrégation”?.

Si la majorité des indices présentés ici permettent de mesurer sous une
forme ou une autre 'inhomogénéité de la répartition des groupes dans une
ville, ils passent le plus souvent outre la complexité spatiale et multiscalaire
du phénomene qu’est la ségrégation. En particulier, la perception qu'un
individu peut avoir de la ségrégation de sa ville dépendra fortement de son
lieu de résidence . Du fond d’un ghetto ou d’une citadelle, un groupe pourra
sembler fortement représenté jusqu’a des échelles tres larges par rapport au
voisinage individuel, avant qu’on s’apercoive de I'existence d’autres groupes
et qu’on se fasse une image réaliste de leur répartition dans la ville entiere.
A linverse, une personne vivant dans un quartier mixte aura une trés bonne
image de la ville dans son ensemble et ce a toute échelle spatiale. Dans les
deux dernieres sections de ce chapitre, on présente une méthode visant a
capturer une petite partie de cette complexité, spécifiquement la détection

de certaines structures de la ségrégation sociospatiale.

"2Figure reproduite d’apres [144].
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4.2 | Détection de structures spatiales

Dans cette deuxieme section, nous présentons une méthode multiscalaire
de détection des structures spatiales de la ségrégation a partir de 1’ana-
lyse de données réelles (taux de logements sociaux, distribution de revenus,
distance a des infrastructures de transports ou de services divers...) et son
application a Paris. Ce travail a été publié en 2020 [142]. Des améliorations
ont été proposées depuis [30, 121, 122] et seront briévement présentées en

conclusion.

La méthode repose sur I'agrégation d’unités spatiales selon un proces-
sus bien défini qui permet d’analyser les données, pourtant collectées au
niveau individuel, sur une large gamme d’échelles allant jusqu’a la ville
entiere, tout en évitant, par construction, les problemes d’agrégation a
une échelle arbitraire mentionnés précédemment. Des méthodes similaires
existent déja [3, 6, 38, 42, 82, 102, 132], 'agrégation d'unités spatiales s’avere
en effet étre un outil précieux pour avoir un meilleur apercu des inhomogé-
néités et donc mieux quantifier la ségrégation.

Spécifiquement, 1’évolution d’une variable statistique au cours du pro-
cessus d’agrégation génere une suite de valeurs pour chaque unité de la ville
choisie comme point de départ. Ces suites posseédent des caractéristiques
communes, notamment leur valeur finale, correspondant a la ville entiere.
On peut alors s’intéresser a leurs différences, en particulier leur convergence
vers cette valeur finale, pour extraire la singularité de chaque unité au sein

de la ville toute entiere.
4.2.1 Trajectoires et distance focale

On considére une grille comprenant N unités spatiales élémentaires (indi-
vidus, logements, immeubles, quartiers...). Pour chaque unité i, on définit
gi(n) comme l'ensemble des n unités agrégées récursivement de proche en
proche™ autour de i, avec la convention g;(1) = {i}. On constate & partir de
cette définition que, pour tout unité de départ i, g;(/N) contient I’ensemble

des unités de la ville.

On considere a présent la variable statistique & définie sur chacun des

"Dans l'exemple présenté plus loin, I'unité j agrégée a Pétape n est celle dont le
centroide est le plus proche du centroide de g;(n), mais on pourrait envisager une marche
aléatoire contrainte, les unités susceptibles d’étre agrégées a I’ensemble précédent étant

celles reliées par une aréte avec au moins une de celles présentes dans g;(n).
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4.2 Détection de structures spatiales

voisinages concentriques g;(n) de la ville contenus dans I'ensemble G :
G ={9:n) | 1<in < N} (4.1)

Pour chaque unité ¢, on peut alors construire une trajectoire

X = (Xim),_ = (@) .y (4.2)

Cette suite représente la trajectoire d’évolution de & de sa valeur dans
I'unité 7 a sa valeur sur toute la grille. De fagon imagée, on peut se figurer
un agent explorant la ville a partir de son lieu de résidence et accumulant
ses observations quartier par quartier, jusqu’a pouvoir se représenter une
vision globale de la ville. De fait, pour toute unité de départ i, on trouve

X;(N) = X : toutes les trajectoires convergent vers la moyenne de la ville.

Bien que relativement facile a décrire, le calcul réel des trajectoires pré-
sente un certain nombre de difficultés d’un point de vue statistique, en par-
ticulier lors de la construction des jeux de données afin qu’ils soient définis
sur G.

La situation standard est la suivante : les données sont disponibles pour
chaque unité, sous forme d'un couple (p;,§;), ou p; représente la taille de
I'unité considérée (nombre d’habitants, de ménages, ...) et §; la valeur lo-
cale de la variable &, possiblement multidimensionnelle. Il pourra s’agir d'un
nombre entier (services accessibles, immeubles de bureaux), d’un taux (lo-
gements sociaux), d’une densité (transports en commun), de quantiles d’une
distribution voire d’une distribution compleéte (revenus), etc.

Lors du regroupement de n unités, il faut calculer la valeur de la variable
sur ce nouvel agrégat. L’opération est aisée lorsque & est simplement un

nombre :

Xin)= > § (4.3)

j€gi(n)
De méme, X;(n) est facilement calculé lorsque & est un taux ou une moyenne :
X =¥ &0/ ¥ n (1.4
Jj€gi(n) Jj€gi(n)
Lorsque £ est une distribution entierement connue, on peut construire une
distribution empirique en agrégeant simplement les données individuelles
du groupe d'unités spatiales considérées.

Un cas plus difficile, hélas tres fréquent, est celui ou £ ne contient que

certains quantiles d’'une distribution. Parmi les exemples présentés par la
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suite, on trouvera ainsi les données de revenus de la ville de Paris, dispo-
nibles uniquement sous forme de déciles pour chaque unité de recensement.
Dans ce cas, on est contraint soit de modéliser la forme de la distribution
sous-jacente (dans le cas des revenus, supposer qu’elle est log-normale ou
exponentielle), soit de simuler I’ensemble de données avec des hypotheses
sur les distributions intradéciles [29, 161].

Toutes les méthodes précédentes reposent sur un recensement discret des
données. Il est possible de travailler directement en termes de densité locale,
par exemple dans le cas de la disponibilité des transports publics. Ainsi, si
(m;(£), p;(£)) mesurent respectivement le nombre de stations de métro et la
taille de la population présentes dans un disque de rayon ¢ centré sur l'unité
i, on peut définir™
pi(0)/P

Cette quantité est semblable a la représentation définie dans l'article de

R. Louf et M. Barthélemy [103]. Comparer la représentation a 1 est équi-
valent a comparer la densité locale de stations de métro par habitant a la
densité moyenne de la ville, et permet comme précédemment de construire

des trajectoires en faisant varier ¢ jusqu’au rayon complet de la ville.

A partir du faisceau de trajectoires ainsi constitué, deux approches com-
plémentaires sont envisageables.

A Daide d’algorithmes de classification, il est ainsi possible d’identifier
les unités possédant des trajectoires similaires. En étudiant ces trajectoires
par échantillonnage [3, 38, 132], il est possible de contourner Iarbitraire des
délimitations administratives et I’aplanissement des données qui en résulte,
tout en ayant une vision moins limitée que la simple étude des données indi-
viduelles aisées a collecter et a représenter sur une carte, mais ne permettant

d’établir des comparaisons entre villes, par exemple.

D’autre part, on peut noter que par construction, lorsque n est proche
de 1, la valeur X;(n) dépend fortement de la quantité locale &;. A Tinverse,
on a montré que lorsque n — N, toutes les trajectoires convergent vers la
moyenne de la ville X. Il existe donc un croisement de ces deux régimes,
qui ne peut étre détecté que par une étude complete de la trajectoire. Cette
deuxiéme approche consiste a déterminer le nombre d’unités qu’il est néces-

saire d’agréger autour de celle de départ pour se rapprocher suffisamment

7En notant M le nombre total de stations dans la ville et P la population totale.

128
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de la valeur moyenne X de la ville. La distance focale est ainsi définie par :

fi(0) = inf {n <N

vn' >n,

Xi(n') — X| < 6} (4.6)

Géographiquement, elle joue le role d'un rayon de convergence : c¢’est une
approximation de la zone a explorer localement pour obtenir une perception
réaliste de la ville dans son ensemble. Il est possible de décliner cette défi-
nition pour différentes expressions de la distance. Ainsi, pour comparer une
distribution intermédiaire avec la distribution de la ville entiere, on pourra
utiliser la divergence de Kulback-Leibler [30, 121] ou toute autre mesure

plus adaptée au cas étudié.

4.2.2 Inhomogénéités spatiales a Paris
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FIGURE 4.4 Histogramme des IRIS parisiens en fonction de leur nombre de
résident-e-s. La taille moyenne d’un IRIS est y = 1543 habitant-e-s, I’écart-type

de la distribution est environ o = 426.

A titre d’illustration, cette section présente une application de la mé-
thode décrite plus haut a plusieurs types de données INSEE disponibles
pour la ville de Paris a 1’échelle de I'IRIS : “ilot regroupé pour 'informa-
tion statistique” ™. On en dénombre 992 en tout et pour I'année 2016, la
derniere disponible au moment de réaliser ces travaux, 936 IRIS sur les 949
d’habitat ou d’activité”® dans Paris comptaient au moins un logement, c’est

donc sur ceux-la que s’appuie la suite.

"Shttps://www.insee.fr/fr/metadonnees/definition/c1523, INSEE (2017).

76Séparés pour des raisons qui n’interviendront pas dans la suite en fonction du rapport
emplois salariés / population résidente : si ce rapport est supérieur a 2 on parle d’IRIS
d’activité, sinon d’IRIS d’habitat.
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D’autres unités existent pour Paris, comme les 80 quartiers adminis-
tratifs (échelle utilisée par la préfecture de police, chaque quartier pos-
sede un poste de police), les 20 arrondissements (groupements de quatre
quartiers), ou encore les 18 circonscriptions législatives. Toutefois, I'TRIS
reste la plus petite, tant en superficie qu’en nombre d’habitants ou de mé-
nages, tout en étant suffisamment grande pour éviter les problemes de sous-
échantillonage mentionnés en section 4.1.2, un IRIS comptant en moyenne
1543 résident-e-s.

FIGURE 4.5 Taux de logements sociaux (HLM) moyens représentés pour 3 échelles
disponibles a Paris (IRIS en haut, quartiers administratifs et arrondissements en

bas, a gauche et a droite respectivement)

Pour chaque IRIS, le nombre de logements et parmi ceux-ci, le taux
de logements sociaux sont disponibles, c’est le cas le plus simple, corres-

pondant a I’équation (4.4). Il sera alors possible de calculer ce taux pour
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tout groupe d’IRIS et donc de construire les trajectoires. En particulier, on
peut calculer le taux de logements sociaux par quartier ou par arrondisse-
ment (figure 4.5). On procede ainsi a un échantillonnage classique, fonction
d’une découpe administrative arbitraire du territoire, consistant a étudier
des coupes transversales de ces trajectoires, avant d’évaluer les similarités
entre les régions ainsi définies. C’est la premiere approche présentée plus

haut. La seconde consiste a étudier les trajectoires entieres.

Logements sociaux et distributions de revenus Représenter les tra-
jectoires obtenues pour une partie des IRIS parisiens (un dixiéme environ)
en figure 4.6 permet de mieux se représenter I’'objet de I’étude. On constate,
comme anticipé, que toutes les trajectoires convergent vers la moyenne de

la ville, environ 17.9%, représentée par une ligne horizontale.
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FIGURE 4.6 Trajectoires pour la variable taux de logements sociauzx, & partir

d’une centaine des 936 IRIS parisiens. La ligne continue horizontale correspond

a la moyenne de la ville (X = 17.9%).

Deux trajectoires sélectionnées au hasard dans ce faisceau peuvent pré-
senter des distances focales tres différentes. On constate cependant que
cette observable admet une forme de continuité : les voisinages concen-
triques d’une unité et de sa voisine la plus proche demeurent relativement
similaires au cours du processus d’agrégation, le nombre d’unités a agréger

pour atteindre lintervalle [X — 6, X + 0] est donc relativement similaire.
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On peut constater cette similarité en figure 4.7, représentant les distances
focales f;(0) pour chaque IRIS, ot ¢ = 0.05.
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FIGURE 4.7 Distances focales f;(0) des IRIS parisiens, exprimées en nombre
d’unités agrégées pour les trajectoires relatives a la variable taux de logements
sociauzr (HLM).

Que peut-on observer ? Tout d’abord, les distances focales des IRIS du
centre-ouest de Paris (couvrant les VII, VIII, XVI et XVII® arrondissements
et une partie du I®) sont bien plus élevées que celles de la partie nord-
est (XIX et XX¢ arrondissements) d’un facteur 2 a 4. Pourtant, ces deux
ensembles correspondent en figure 4.5 a des valeurs extrémes de la variable
considérée, avec une concentration de logements sociaux dans la partie nord-
est et un taux nettement inférieur a la moyenne dans la partie ouest, et ont
des positions géographiquement symétriques. Rien n’indiquait a priori que
les distances focales sont a ce point éloignées.

Ensuite, et presque inversement, on observe un arc d’IRIS convergeant
tres vite vers la moyenne de la ville, indiquant une mixité sociale plus impor-
tante. Historiquement, cette zone longe une ancienne enceinte de Paris, le
Mur des Fermiers Généraux, érigé a la fin du XVIII® siecle. Juste a I'extérieur
des murs de la ville se trouvaient des faubourgs, qui ont été transformés en
boulevards sous le Second Empire. La faible distance focale de cet ensemble
d’unités semble ainsi révéler une empreinte durable en terme de diversité

sociale, par le prisme de son proxy, le taux de logements sociaux.
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4.2 Détection de structures spatiales

On peut appliquer la méme méthode aux distributions de revenus. N’ayant
acces qu’a certains quantiles de la distribution pour chaque IRIS, les don-
nées correspondant au nombre de foyers par voisinage g;(n) ont di étre
simulées a partir de distributions log-normales, la mieux ajustée aux quan-

tiles disponibles. On obtient alors les cartes représentées en figure 4.8.
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La carte est bien plus symétrique que pour le taux de logements sociaux.
Les régions les plus riches (centre ouest) et les plus pauvres (nord-est) de
la ville présentent une convergence relativement lente vers la distribution
globale, en comparaison aux quartiers plus mixtes comme les faubourgs. Ce-
pendant, une grande partie de la région la plus riche, englobant les VI, VII et
XVI¢ arrondissements, est de nouveau la derniere a converger. On remarque
que les XIV et XV¢ arrondissements, pourtant plus inhomogenes, se trouvent
également dans cette zone “lente”. Plus surprenant, le VIII® arrondissement
ne se distingue pas pour la distribution des revenus. Il est géographique-

ment beaucoup plus proche des quartiers mixtes que, par exemple, le XVI¢
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arrondissement.

Que conclure de ces deux exemples ? Les deux observables utilisées per-
mettent de noter que les grandes distances focales associées aux quartiers
les plus favorisés, par comparaison avec les quartiers intermédiaires mais
surtout avec les plus défavorisés, indique leur isolement dans la ville. Ce
constat est a rapprocher de la mise en évidence par plusieurs chercheurs en
sciences sociales de I'existence d’un processus apparemment inverse a celui
de la ségrégation, et pouvant se produire lui aussi en banlieue. L’agrégation
affinitaire, c’est-a-dire la création de “ghettos du gotha” pour reprendre le
titre du livre de M. Pingon et M. Pingon-Charlot [136], est le fait des classes

aisées et non des classes moins favorisées.

1l est remarquable que ce soit pour le groupe sur lequel les contraintes
économiques sont les moins contraignantes que l’on constate ce
choiz aussi manifeste de vivre ensemble. S’il y a ghetto, c’est

donc sur un mode volontaire et maitrisé.

Plus spécifiquement, E. Maurin [108] constate une fragmentation spa-
tiale reconnue politiquement, en atteste l'action publique dirigée vers les
zones identifiées comme défavorisées. Selon son étude, ces aides, trop ré-
duites et trop localisées, sont inefficaces pour contrer cette ségrégation stable
depuis une vingtaine d’années. En effet, ces politiques publiques, héritieres

des théories de exclusion des années 199077

ne suffisent pas a compenser
une stratification plus complexe, en particulier une tendance collective a évi-
ter les classes sociales immédiatement inférieures sur I’échelle des difficultés.
La mobilité résidentielle qui en découle est donc fortement sélective et mene
a I’émergence de citadelles. Alors que 'attention des pouvoirs publics est
mobilisée par la question de I’exclusion sociale, les classes supérieures sont
de fait plus concentrées dans les beaux quartiers que ne le sont les plus

pauvres dans les quartiers stigmatisés de la périphérie urbaine [8, 134, 141].

Au regard des cartes, il semble en effet que les classes les plus aisées se
regroupent bien plus et sur des échelles bien plus étendues que les classes
intermédiaires a pauvres. Ce séparatisme des classes supérieures, qui a été
extensivement étudiée depuis [43-45, 134] est donc mis en évidence par

notre méthode. Le constat est a nuancer par la délimitation de I’étude a

"TSe référer notamment aux travaux de A. Touraine : “Le probléme aujourd’hui n'est

pas Uexploitation, mais ’exclusion” [169].
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Paris intramuros, alors que les études sociologiques citées précédemment
pointent le role des banlieues dans ce phénomene. Une étude similaire est
alors & envisager a I'échelle de I'Ile de France, ou au moins de la métropole
du Grand Paris.
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FIGURE 4.9 Distances focales
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Mobilités La figure 4.9 illustre un dernier exemple parisien d’utilisation
de I’équation (4.5) dans le cas d’une variable continue : la densité de stations
de transports en commun (spécifiquement la répartition spatiale des 359
stations de métro et de tramway). On constate que le réseau métropolitain
est principalement organisé autour d'un axe Nord-Sud, ce qui n’apparait
pas de facon flagrante sur la carte des densités. Celui-ci met au contraire
en avant la présence des deux lignes périphériques de tramway (51 stations
réparties le long des frontiéres sud et est), bien que leur impact en terme de

distance focale semble relativement faible.
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Pour rester dans le contexte des mobilités, on peut signaler une derniere
caractéristique de cette méthode : sa robustesse a un changement du pro-
cessus d’agrégation. Plutét que de considérer une marche d’une unité a sa
voisine la plus proche, on peut ainsi considérer des séquences définies a par-
tir de trajectoires personnelles (unités ou 'on habite, travaille, sort, etc.).
Ces trajectoires personnelles transformeraient le réseau global en réseaux
personnels. Pour certains, le réseau spatial pourrait étre un réseau global,
en raison de leur grande mobilité dans les différents quartiers de la ville.
Pour d’autres, les trajectoires personnelles resteraient concentrées autour
de leur unité de résidence. Une telle étude pourrait étre menée a l'aide de
sondages de pratiques ou de données de mobilité (par géolocalisation mobile

par exemple).

Coefficients de distorsion Une question non-développée dans 'article
originel [142] est celle de la définition de la convergence, et spécifiquement
de larbitraire introduit par le choix de 4. Une technique développée dans
des articles plus récents [30, 121, 122] consiste a calculer f;(d) pour toutes les
valeurs de § pertinentes a I’étude (par exemple, pour le taux de logements
sociaux, entre 0 et 1) puis a construire pour chaque unité i le coefficient de

distorsion
Di= [ fi0)as (4.7)
0

Il fournit, pour chaque unité ¢, une mesure de la distorsion de I'image qu'un
individu résidant dans 'unité se fait de la ville par rapport a la répartition
réelle des groupes dans la ville, et qui léve ainsi le dernier choix arbitraire
de la méthode.

Pour construire une version plus interprétable du coefficient de distor-
sion et pour pouvoir mieux comparer deux villes entre elles, M. Olteanu et
al. [122] suggerent une normalisation de A; par sa valeur obtenue pour la
méme géographie mais dans la configuration la plus ségrégée possible, don-
nant ainsi une valeur entre 0 et 1. La comparaison a un modele de référence
est une méthode couramment utilisée en analyse de données, en particulier
par rapport a une hypothese d’absence de 'effet que I'on cherche a mesu-
rer : ’hypothese nulle. Dans le cas de la ségrégation, il s’agit d'une ville a

la répartition uniforme.
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4.3 | La ville uniforme comme référence

La généralisation de l'usage des outils statistiques dans de nombreux do-
maines des sciences sociales, de la géographie urbaine a I’histoire et a ’ar-
chéologie [59, 112, 121, 122], conduit au besoin grandissant de construire
des modeles s’appuyant sur une hypothese nulle pour servir de référence a
I’étude de ces nouveaux objets. L’hypothese nulle dans le cas de la ségréga-
tion, définie par une distribution spatiale déviant significativement de celle
produite par une distribution aléatoire [103], est donc celle d’une ville uni-
forme, dont chaque unité présente en moyenne les mémes caractéristiques
que celles de la ville toute entiere. Par extension, toute trajectoire définie
a partir d’une regle spatiale (agrégation séquentielle d’unités voisines, par
exemple) doit constituer une suite de valeurs dans laquelle il ne peut sub-

sister aucune trace de cette regle.
Tout écart par rapport a un tel comportement aléatoire, tout motif dans
la distribution spatiale, est le signe qu'une structure sous-jacente conduit a

un brassage biaisé des unités.
4.3.1 Construire une ville uniforme

On considere le cas, idéal pour le processus d’agrégation, ou les données
sont accessibles au niveau individuel. On suppose que dans chaque unité ¢

réside un individu qui appartient au groupe A ou B. On note

¢ = 1 silindividu de 'unité ¢ appartient au groupe A (4.8)
' 0 silindividu de 'unité ¢ appartient au groupe B '
On introduit alors
Sn=>6& (4.9)
i=1

avec So = 0. 8 est alors la trajectoire correspondant & I'unité i = 1. Ce point
de départ n’a aucune importance particuliere, pas plus que l'ordre dans
lequel les unités successives sont choisies (cette ville n’a pas de géométrie
prédéfinie). 11 existe donc & priori N! copies de cette trajectoire 8, ce qui
constitue le faisceau de la ville.

La ville contient un nombre donné d’individus des groupes A et B, toutes
les trajectoires partageront donc la méme valeur finale Xy = p/N, ot p est la

proportion d’individus du groupe A. Dans le cas ou la ville est parfaitement
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mixte, la trajectoire est une marche aléatoire d’équation maitresse

P(Spiy =z +1) = p]ffv 2 P(S.=1) (4.10)

+<1—’W>P<sn:x+1)

Il s’agit du tirage sans remise de n éléments dans une urne contenant p/N
éléments du groupe A et (1 — p)N éléments du groupe B, on peut donc

I'écrire comme la loi hypergéométrique [58] :

P(S, == | Sy = pN) = (pN> <<1 - p)N> <N> h (4.11)

T n—x n

D’autres trajectoires peuvent étre définies de maniere similaire, celle des

moyennes pour le groupe A
My, = Sp/n (4.12)
celle des moyennes pour le groupe B
M, =(n-25,)/n (4.13)

et celles des différences, ou un individu du groupe A ajoute 1 et un individu

du groupe B ajoute —1 a la valeur a I'instant précédent
D, =2S,—n (4.14)

Par construction, ces quatre trajectoires convergent vers des valeurs fi-

nales bien définies :
Sy = pN, my = p, My =1-p, Dy=2p—1)N (4.15)

D’un point de vue probabiliste, ces quatre marches aléatoires sont entiere-
ment caractérisées par p et N. Elles représentent quatre facettes du méme
modele de référence : la ville uniforme.

A présent, on peut construire N trajectoires pour la variable €. Dans
une ville uniforme, 1’échantillon de trajectoires ainsi produit présente les
propriétés statistiques d’un ensemble de N trajectoires obtenues lors d’'un
tirage sans remise. Tout écart statistiquement significatif des trajectoires
réelles par rapport a ce faisceau signale alors la présence d’inhomogénéités

spatiales a plusieurs échelles.
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4.3.2 Propriétés des trajectoires

La méthode présentée dans cette partie pour analyser ce faisceau de tra-
jectoires et le comparer aux trajectoires réelles fait intervenir un théoreme,
appelé théoreme du scrutin (ballot theorem), ou plutdt un ensemble de théo-

remes lié au décompte des voix dans une élection.

Enoncé par J. Bertrand [19], démontré™ par D. André [4] et généralisé
par E. Barbier [13] en 1887, I'enjeu du théoreme du scrutin est d’évaluer
la probabilité qu’au cours du décompte des voix d'une élection a deux can-
didats A et B, sachant que A I'emporte, les voix pour A soient majori-
taires & tout instant du dépouillement. A Paide des marches définies dans
le paragraphe précédent, on peut écrire cette probabilité de trois manieres

équivalentes
P(Sy>n/2, ¥n<N|Xy=pN)=2p—1
:P(mn>1/2, Vn<N ]mN:p) (4.16)
=P(Dy>0,Vn<N|Dy=2p-1)

Symétriquement, la probabilité que les voix pour B soient minoritaires a

tout instant du dépouillement sont
P(M, <1/2,¥Vn<N|My=1-p)=2p—1 (4.17)

En 1962, L. Takdcs [165] réécrit le théoréme sous sa forme la plus cou-
ramment employée depuis en considérant la marche X définie par V n,
Xn=2(n—25,):

P(Xn<n,Vn<N]XN:k):1—£ (4.18)
N
Ce théoreme est toujours vrai lorsque les variables & sont a valeurs dans
N, & condition que Xy = k < N. Il 'est toujours [166] lorsque X est un
processus stochastique & valeurs réelles bien choisi™. On a alors

P(X, <t,Vte[0.T]| Xr=a)=(1- %)]l[oﬂ(x) (4.19)

Quelle interprétation tirer de ce théoreme en termes de recensement

urbain 7 On considére un individu partant d’un point de la ville et considere

"8La démonstration la plus courante [1, 58] fait généralement intervenir la marche D
et un élégant principe de réflexion.

"9Géparable, & variations cycliquement échangeables sur un espace de probabilité
(Q, A, P) et tel que pour presque tout w € 2, X;(w) soit une fonction croissante, en

escalier, et vérifiant Xo(w) = 0.
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le premier logement sur son chemin, puis les deux premiers logements, et
ainsi de suite jusqu’a avoir parcouru toute la ville. La probabilité p(p) qu’a
chaque étape cet individu dénombre une minorité de logements sociaux,
étant donné que leur proportion dans l’ensemble de la ville est 1 — p, est,
d’apres 1'équation (4.17), p(p) = 2p — 1.

Dans 'exemple de Paris, on 1 — p = 17.9%, cette probabilité devrait
étre p(p) = 64.2%. Cela signifie que 64.2% des trajectoires M du faisceau
obtenu devraient évoluer strictement sous la droite horizontale 7 : ¢ +— 1/2.
En réalité, pres de 85% d’entre elles sont dans ce cas, comme illustré en
figure 4.10. Cet écart au modele uniforme indique une structuration spatiale
des quartiers comptant des logements sociaux, on ne peut pas la qualifier
plus précisément avec ce seul résultat, mais il semble probable qu’il s’agisse
d’un effet de regroupement de ces logements adressés prioritairement a des

populations défavorisées dans certains quartiers plutot que d’autres.

Social housing rate

Neighbours

FIGURE 4.10 Les trajectoires M du taux de logement social, a partir d’une
centaine des 936 unités statistiques de Paris. La ligne continue correspond a un
taux 7 = 1/2. D’apres le théoréme du scrutin, pour une ville “mixte” en matiere
de logements sociaux, 64.2% d’entre elles devraient évoluer strictement sous ce

seuil. En réalité, pres de 85% d’entre elles sont dans ce cas.

La structure sociospatiale de Paris n’est qu’'une réalisation possible d’un
tel faisceau de trajectoires, le hasard a pu conduire a un écart, observé a

I’aide du théoreme du scrutin, avec la ville mixte. Il faut alors construire un
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test pour déterminer si cet écart est significatif ou un simple effet d’échan-
tillonnage aléatoire. Pour une trajectoire M ;) partant de I'IRIS 7, on définit

la variable aléatoire de Bernoulli suivante :

= { 1 s? M,y reste sous le seuil 7= 1/2 (4.20)
0 sinon
D’apres le théoreme du scrutin,
Plxi=1)=2p—1
Vi€ [1,N], bi=1)=2p (4.21)
P(xi =0) =2(1-p)

La somme de ces variables aléatoires pour un tirage de N trajectoires
dans une ville uniforme doit suivre une distribution binomiale d’espérance
(2p—1)N et de variance 2(1 —p)(2p—1)N. Dans le cas de Paris, ces valeurs
deviennent 0.642N et 0.230N respectivement. Un simple test d’ajustement
montre que les trajectoires parisiennes ne satisfont pas au théoreme du
scrutin, avec une p-value de l'ordre de 107'¢. Cette valeur absurdement
faible est due au fait que le modele de la ville uniforme est un cas extréme
et irréaliste qui fournit une échelle de comparaison trop extréme, si I’on veut
I'utiliser directement comme mesure de ségrégation.

Toutefois, ce modele est utile si on le considére comme une échelle ab-
solue, une référence au méme sens et au méme usage que le zéro absolu
physique. On peut a présent comparer des villes entre elles da leur valeur
idéale pres.

En pratique cependant, on a rarement acces aux données unitaires.
Chaque trajectoire obtenue dans ’exemple parisien est en réalité un échan-
tillonnage d’une trajectoire “réelle” comparable a celle construite par une
des marches précédentes. Toute comparaison avec le théoreme du scrutin
doit en fait étre faite a partir de marches aléatoires subordonnées, c¢’est-a-

dire observées uniquement pour une séquence d’instants, correspondant a

la taille d’un IRIS.
4.3.3 Subordination

Dans cette derniere section sont présentées trois méthodes distinctes pour
résoudre le probleme de I’échantillonnage des données. Pour pouvoir compa-
rer les données réelles, disponibles a I’échelle de I'IRIS, c¢’est-a-dire environ
tous les 1500 logements, a I’hypothese nulle d’une ville mixte et améliorer le
test par le théoreme du scrutin présenté précédemment, il faut subordonner

la marche aléatoire X en fonction de la distribution de la taille des IRIS
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présentée en figure 4.4. On se place dans le cas simple ou les termes de la

suite X sont des nombres.
[ x

F\A ville entiére

) D EEEEEE EREEEEEEEY

,\ IRIS
5 B BEE B 5 Bae bR

FIGURE 4.11 Représentation schématique du processus de subordination : d’uni-
tés individuelles binaires, I'information extraite par recensement est agrégée a

I’échelle de I'IRIS, plus petite unité pour laquelle I'information est disponible.

La subordination d'une marche aléatoire est une opération d’échantillon-
nage : une marche aléatoire subordonnée Y est obtenue a partir d’une
marche aléatoire X', appelée processus parent, et d’un processus T & in-

créments positifs, appelé temps opérationnel, lorsque
P(Y,=z)=> P(X,=1z)P(T, =n) (4.22)
n=0

Cette équation est présentée dans [58] sous sa forme continue, en faisant
intervenir les densités de probabilités.
Dans le cas qui nous intéresse, le processus parent est déterminé par la

loi hypergéométrique (4.11) :

P(S, =2) = (p iv) <(1n__p ;N> (ij)_l (4.23)

Subordination discréte Dans ce paragraphe, on propose une méthode
pour déterminer complétement le propagateur®® d’une marche aléatoire ex-
traite de la marche principale, que I'on échantillonne comme si on ne 1’ob-
servait qu’a certains instants, eux aussi déterminés aléatoirement.
Supposons dans un premier temps que tous les IRIS ont la méme taille,

par exemple la moyenne p déterminée a partir de ’histogramme 4.4, que

80Le propagateur d’une marche aléatoire est la probabilité
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I'on renomme 7y. Le propagateur du processus T est alors
Po(ﬂ = TL) = 5(71 — Tot) (424)

Dans ce cas, la marche subordonnée a simplement le méme propagateur que

le processus parent, avec un temps redimensionné n = 7ot

] L [0 N

On suppose a présent que les tailles d'IRIS sont contenues dans le vecteur
T = (71, ...7m ), avec M < 936 pour le cas parisien. On obtient le propagateur

suivant pour 7T :
Py(Ty=n)=1" Y AXK)d(n—-K,; 1) (4.26)
|K¢[=t

ou K; = (ki, ..., kpr) est un vecteur d’indices entiers dont la somme vaut ¢
et ot le paramétre A(K,) = [T, a/k,! fait intervenir les coefficients ay
dénombrant les IRIS de taille 7.

Le nombre de termes présents dans cette somme, qui apparait aussi dans
Py(Y; = x), est le nombre de partitions de l'entier ¢, dont un équivalent [81]

lorsque t — o0 est :

4t/3 3

La ville de Paris comptant plus d’un million de logements®', on peut estimer

1 2t
#termes ~ —=€XDP (7( > (427>

que 10g(#termes) ~ 103, sans qu’il soit ici question de quantifier le reste des

opérations a effectuer pour obtenir un résultat exploitable.

Marche bidirectionnelle Le probleme du scrutin peut étre adapté en
une marche aléatoire bidimensionnelle si on remplace les incréments {0, 1}
par un pas vers la droite ou vers le haut, respectivement. Cette représenta-
tion est équivalente, a une transformation linéaire pres, a la marche 8 de
loi hypergéométrique, comme 1’illustre le schéma suivant.

L’enjeu pour que cette marche aléatoire soit “victorieuse” dans le cadre
du théoreme du scrutin est que le chemin de l'origine O = (0,0) au point
final P = (7,7) (avec i = (1—p)N < j = pN) n’entre jamais en contact avec
la diagonale (OI), ou I = (i,4). Ce nouveau formalisme permet de réutiliser

une partie des résultats de W. Whitworth [174], en particulier :

8lhttps://www.insee.fr/fr/statistiques/zones/4177606, INSEE (2016).
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Sy J
A
pN + PN A--------- P
% /] (4,7) = (t = i, S)
9 ! — t
(1—p)N N

FIGURE 4.12 Représentation schématique de ’équivalence entre la marche hy-

pergéométrique S et la marche bidirectionnelle de W. Whitworth.

— Le nombre total de chemins OP est

i+ g)!
Cij = i) : .j) (4.28)
’ 7!
— Le nombre de chemins OI ne touchant la diagonale (OI) qu’en leurs
extrémités est 5
b;; = JCimLinl (4.29)
— En conséquence®?, le nombre de chemins OP étant toujours stricte-
ment au-dessus de la diagonale (OI) est
j—1
=i 4.30
b =i (430
— Le nombre de chemins O P étant toujours strictement au-dessus d’une
droite (HH') parallele a la diagonale (OI) et distante verticalement

de celle-ci de h pas wvers le bas est

¢M(h) _ { Cij — Ci—h+1,j+h—1 siit>h—1 (431)

Cij sinon

La probabilité donnée par le théoreme du scrutin est donc bien

L R e PO (4.32)
Ci,j 1+ ]

On souhaite échantillonner cette marche en la contraignant a passer par les

points successifs P, = (i, jp), ¥V p € [0,n + 1], avec iy = jo = 0, ip1 =@ €t

82G¢ référer a annexe G
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Jnt+1 = J. On note x, = i,11 — iy €t Yp = Jp+1 — Jp les écarts horizontaux et
verticaux entre ces points.
La probabilité d’effectuer le trajet OP, P;...P, P en restant strictement

au-dessus de la diagonale (OI) est alors

WPy, Py) = L0t T Lranlde 1) (4.33)
Cir,gi p=1 Cap,yp
i n

!
= 1—— — PP : ) (4.34)
11+ J1 pep ( (ips1 = Jp + DWpr1 — ip — 1!

ou I'ensemble PP contient tous les entiers p tels que 7,41 > jp, — 1.

Cette méthode permet de déterminer la proportion de marches bidi-
mensionnelles restant constamment au-dessus du seuil voulu passant par

une série de points choisis par 1'observateur.

L’inconvénient de cette méthode est qu’elle nécessite de préciser 1’abs-
cisse et 'ordonnée de ces points intermédiaires. Pour obtenir une expression
semblable a celle du théoréme du scrutin, il faudrait donc sommer ce ré-
sultat sur toutes les positions P, acceptables, et de nouveau on se heurte a

leur nombre, d’ordre N2.

Ponts browniens Dans la derniere méthode présentée ici, c’est une ap-
proche récursive qui est envisagée. La subordination semble cofiteuse, en
terme de temps de calcul, a mettre en ceuvre. En prenant le probleme dans
I’autre sens, on peut se demander quelle est la probabilité qu’une trajectoire

complete soit toujours “victorieuse” sachant que sa trajectoire extraite I’est.

La marche aléatoire étudiée ici n’est plus hypergéométrique (au sens
d’une somme contrainte de variables aléatoires i.i.d. de Bernoulli) ni bidi-
mensionnelle mais une marche aléatoire symétrique sur réseau, pour laquelle
chaque unité ajoute +1 a la somme construite par les unités précédentes.
Cette représentation est de nouveau équivalente a I’originale comme l'illustre
le schéma suivant.

On considére que la marche Y est un échantillon de la marche D aux

instants d’observation {ty,...,t,}. On note “}),, > 0” I’événement
Vpe[ln], Y,=D, >0 (4.35)
et “D > 07 I"événement
Vte[l,N], D, >0 (4.36)
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St
pN + —
-/ / \\\ t
S/ N
D ,/’// (t, Dy) = (£,25, — 1)
(2p—1)N
— 1

FIGURE 4.13 Représentation schématique de ’équivalence entre la marche hy-

pergéométrique S et la marche aléatoire D sur Z.

Par le théoreme du scrutin, on sait que P(D > 0) = 2p — 1. De plus,
par construction, P(),, > 0 | D > 0) = 1. Les propriétés des probabilités

conditionnelles donnent donc

2p—1

P(y">0):P(D>0]yn>O)

(4.37)

Déterminer la probabilité au dénominateur nous permettra donc de remon-
ter a la probabilité qu'une marche extraite soit positive. L’événement qu’elle
décrit pourrait étre formulé de la facon suivante : entre deux points d’obser-
vations pour lesquels la trajectoire est positive, la marche aléatoire complete
doit demeurer positive. Cette reformulation permet de réduire le probleme

a une étude entre deux points, c¢’est-a-dire a étudier des ponts.

Pour toute marche aléatoire symétrique X vérifiant Xy, = 0, et pour tout

entier ¢, on peut montrer que
1

On considere une copie D de ce processus dont le point final est aussi fixé

(Dy = x > 0). La probabilité précédente devient
Py(Dy > 0) = By(X, > 0 | Xy = 1) (4.39)

On peut donner plusieurs résultats de dénombrement pour une marche aléa-
toire discréte (sur réseau, avec des incréments +1 ici).

On note t = 2i ou 2¢ 4 1 selon sa parité, x = 25 ou 25 + 1. Pour tout entier
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0<t<N,
173
= > <) x <t et x,tsont pairs.
2o\
_ — 11'7 t °
Py(Dn—¢ > 0) tz() x < t, sinon (4.40)
20 = \k
T >1

Si a présent on cherche a échantillonner cette marche aléatoire a un
instant d’observation 7 choisi aléatoirement avec une certaine distribution,
on obtient -

Py(D, > 0)=>_ P(r =t)PRy(D; > 0) (4.41)
t=1

Pour simplifier les calculs, on peut tenter la méme approche en considé-
rant la version continue de cette marche aléatoire symétrique : le mouvement
brownien unidimensionnel. Il s’agit d’un processus aléatoire B satisfaisant
I’équation de Langevin

stm(t) = n(t) (4.42)
ou 7n est un bruit blanc, c’est-a-dire un processus stochastique gaussien
vérifiant (n(t)) = 0 et (n(t)n(t')) = o(t — ).

Le propagateur de B est alors

67932/2t2
P(Bt =X ’ Bto = SL’O) = \/2_7]-t (443)

Un processus brownien dont on fixe le point de départ et le point d’arri-

vée (By = 0, By = x) est appelé un pont brownien. Un processus brownien
dont on fixe le point de départ et auquel on impose de rester positif est
appelé un méandre brownien (By = 0, Bocier > 0).

On cherche dans notre cas a conditionner un processus positif par I’évé-

nement {Bg =0, Br= ZB} On parle dans ce cas de méandre contraint®3.
Py(W, > 0) = /0 Po(B, =y | By = 2)dy (4.44)
A T'aide du propagateur (4.43) et de la formule de Bayes, on peut établir
que
x2 /2T \/T ( _ )2 2
e =y Y
Po(By=y | Br=2) = ———=exp( — ———~)exp( — =) (4.45)
oo o) e )

83 Avec ces définitions empruntées a J. Pitman [137], le pont brownien standard corres-
pond au cas x = 0 et I’excursion brownienne standard est un méandre contraint a revenir

enx =0.
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et ainsi,

Py(W; > 0) = ; + sgn(x) exf (m QT(;_O) (4.46)

ou on note erf la fonction erreur

erf(z (4.47)

=wh

De la, I’équation (4.41) pour un instant d’observation choisi aléatoire-

ment devient

T
P(W, > 0) = / Flr = )Py (W, > 0)dt (4.48)
0
Si 'on suppose que cet instant est tiré uniformément sur 'intervalle |0, T,
et que x > 0,
POW, > 0) = = + 1/ (4.49)
2 T 0 '
1 ﬁ T 22
_ /2T
=4 — 1 —erf 4.50
o+ v ( ()) (50
1.0
0.8
506
A
'_;
T04
0.2
0.0
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0
= (N+x)/2N

FIGURE 4.14 Simulations de P(W,; > 0) (M) pour z dans lintervalle [0, N],
comparaison avec P(L, > 0) (#) ou L est un processus de Cauchy de parametres

(0,1073), et comparaison avec I’ajustement brownien (en trait plein).

Ajouter un point d’observation supplémentaire entraine des difficultés
calculatoires. Cette méthode ne permet donc toujours pas de résoudre le
probleme de pré-agrégation des données mises a disposition par les ins-
titutions chargées du recensement. La méme approche pour un processus
de Cauchy ne permet a priori méme pas d’obtenir une formule pour un

seul point d’observation. Toutefois, elle est facile a simuler, se référer a
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la figure 4.14. On peut remarquer sur cette méme figure la symétrie par
rapport & p = 1/2. Cette symétrie est brisée lorsque le nombre de points

d’observation tend vers NN, en effet le théoreme du scrutin prévoit

0 p<1/2

(4.51)
2p—1 p>1/2

P(Dn>0,Vn<N|DN:2p—1):{

Il y a donc une brisure de symétrie au cours du processus d’échantillonnage,

entre 1 et NV points d’observations, qu’il serait intéressant d’aller explorer.

149



CHAPITRE 4

4.4 | Discussion

Au cours de tout ce chapitre, nous avons utilisé 'agrégation d’unités statis-
tiques comme une opportunité d’analyser les disparités spatiales, en construi-
sant ces trajectoires et ces distances focales qui mettent en lumiere des
structures de ségrégation qu’une simple observation des données ne suffit
pas a appréhender. Le calcul des distances focales n’est qu’une des informa-
tions que 'on peut tirer de ces trajectoires individuelles, une fagon d’esti-
mer la transition entre spécificité locale et homogénéisation globale. Dans
I’'exemple de Paris, les structures mises en évidence par leur calcul et leur
représentation graphique correspondent aux citadelles aisées recensées par
les sociologues et les géographes. Elle peut donc tout a fait constituer un

outil de mesure complémentaire aux enquétes statistiques.

Précisons ici que les applications des distances focales sont plus géné-
rales que la seule étude de la ségrégation, il s’agit d’'une maniere de visuali-
ser les disparités s’appuyant sur une construction simple a réaliser et riche
d’enseignements. La part d’arbitraire qui y subsiste, introduite par le choix
d’une définition pour la convergence des trajectoires, a été discutée dans
des travaux récents [30, 121, 122]. Nous espérons que notre contribution en
la matiere fera I'objet d’autres développements, tant en sciences des don-
nées pour les questions théoriques et techniques soulevées par sa mise en
ceuvre qu’en sciences humaines et sociales, comme un outil d’analyse parmi

d’autres.

Dans la perspective d’en faire un outil de mesure et de comparaison,
nous avons proposé la construction d’une référence commune reposant sur
la ville uniforme, c’est-a-dire un systeme dans lequel I’effet que ’on cherche a
mesurer, ici la ségrégation, n’est pas présent. La détermination d’un systéme
témoin, dépendant de la structure géographique de la ville, permettrait
alors de ne plus comparer simplement les unités statistiques d’une ville
donnée mais plusieurs villes entre elles, chacune associée a sa référence. Ce
calcul repose sur une collecte fine des données, a 1’échelle individuelle, ce
qui est envisageable en Europe du Nord ou aux Etats-Unis d’Amérique mais
qui pose des difficultés pratiques dans le cas de Paris par exemples, ou les

données sont pré-agrégées.
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I Conclusion

U cours de cette these, nous nous sommes attachés a étudier la ségré-
A. gation sociospatiale selon deux axes de recherche complémentaires :
la modélisation de son émergence et 1’étude statistique de ses structures
géographiques.

L’émergence de la ségrégation dans le modele de Schelling a fait 1’objet
de dizaines de milliers de travaux, dont nous avons proposé une ample lec-
ture analytique [12, 70, 71, 74, 101, 133, 138, 171, 172, 176] qui nous est
rapidement apparue indispensable. En effet, la dispersion entre plusieurs
disciplines, conjuguée a ’absence de schéma commun, rendait méme diffi-
cile de savoir ne serait-ce quels résultats exactement avaient été établis. Ce
travail est en grande partie présenté dans le chapitre 1. Nous nous sommes
efforcés d’uniformiser les énoncés pour démontrer la robustesse du modele,
des états stationnaires qui le caractérisent et des transitions séparant ces
états stationnaires. En particulier, nous avons passé en revue ceux démon-
trant I'existence d’une phase ségrégée.

Dans la lignée de l'article de T. Rogers et A. McKane [146], le cha-
pitre 2 introduit le formalisme markovien, dont les limites sont discutées,
et qui permet de préciser cette observation. En déterminant des propriétés
de l'espace d’états du systeme et en calculant les probabilités de transition
d’une chaine de Markov plus proche du modele original que celle étudiée
par T. Rogers et A. McKane, nous avons pu déterminer la valeur critique
Ty caractérisant la transition d’un état stationnaire “gelé” dans une confi-

guration proche de I’état initial a un état stationnaire completement ségrégé.

Cette méthode permet également de déterminer numériquement la dis-
tribution invariante de la matrice de transition et de la comparer avec succes
aux simulations présentées dans le premier chapitre. La seconde transition
est également remarquée, mais ne peut étre expliquée analytiquement. Au
contraire, elle permet de confirmer notre intuition que son existence est
stirement due a la métastabilité de configurations proche de I’état initial.
Cette piste est étudiée dans le chapitre 3.

Auparavant, grace a I'approche markovienne, nous affirmons le carac-

tere approximatif des analogies trop rapides entre le modele de Schelling et
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les systemes de spins, spécifiquement la possibilité d’introduire de ’agita-
tion thermique pour fluidifier la dynamique. Cette variante fait basculer le
systeme dans un nouvel ensemble statistique ; I’équilibre déterminé dans ce
formalisme et 1’équilibre “réel” peuvent alors étre trés proches comme tres
éloignés dans l'espace d’états. Le calcul de I'entropie et de la température
du modele de Schelling permet enfin de le rapprocher des systemes de spins
a contraintes cinétiques. Cette analogie plus rigoureuse que nous établissons

pourrait ouvrir 'acces a de nouveaux résultats pour caractériser le modele.

A la suite de ces considérations thermodynamiques, nous poursuivons la
discussion sur la stabilité de structures caractérisant une ségrégation macro-
scopique en présentant des travaux [15, 88, 124, 125, 127] faisant intervenir
des grands voisinages et sans échange d’agents pour déterminer la tolé-
rance T, associée a la seconde transition ségrégation/mixité. Nous introdui-
sons alors une nouvelle analogie avec la nucléation homogene pour dériver
une autre expression de cette méme tolérance critique a partir de considé-
rations énergétiques, ceci d'une maniere plus simple, peut-étre aussi plus
intuitive, et réutilisant certains résultats démontrés au chapitre précédent.

Nous pouvons alors conclure que la ségrégation apparait dans notre va-

riante par échanges du modele de Schelling lorsque
Ty <T<T. (1)

ou T et T, sont respectivement définies par les expressions (2.70) et (3.78).

Ce résultat établi pour la ségrégation dans le modele de Schelling, nous
nous sommes tournés vers les données réelles dans le chapitre 4. Apres étre
revenus sur les définitions et les méthodes de mesure de la ségrégation ur-
baine, nous avons proposé une nouvelle méthode de mesure des disparités
sociospatiales reposant sur un processus d’agrégation d’unités statistiques.
Ce processus fournit un faisceau de trajectoires duquel on peut extraire tant
des propriétés de la ville entiere que des traces de la singularité de chaque
unité individuelle. Une de ces caractéristiques individuelles est la distance
focale, qui illustre visuellement dans ’exemple de Paris des constats éta-
blis par les sciences sociales : agrégation affinitaire des populations aisées,
mixité historique des grands boulevards. La méthode présentée dans ce cha-
pitre s’inscrit dans une démarche de développement d’outils mathématiques

pour les sciences sociales capables de capter la complexité des systemes étu-
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diés. Dans le méme esprit, nous construisons un “modele de référence”, cor-
respondant a une ville “bien mélangée”, afin de fournir une hypothese nulle
pour les mesures statistiques et permettre de comparer différents systemes
entre eux. Sa mise en application dans un contexte ou les données sont
pré-agrégées pose un probléeme non trivial d’échantillonnage de processus
stochastiques pour lequel nous proposons des pistes de résolution.

Suite a ce travail, les perspectives de recherche sont nombreuses, voire
déja engagées [30, 121, 122] : explorer d’autres facettes du faisceau de trajec-
toires, consolider le modele de référence... Le dialogue avec des chercheurs et
chercheuses en sciences sociales semble essentiel pour avancer sur ces ques-

tionnements.

Quant au modele de Schelling, on peut compter en dizaines, si ce n’est
en centaines, le nombres d’articles publiés ou prépubliés pendant la simple
rédaction de ce manuscrit, traitant de diverses variantes et altérations au
modele original. S’il nous a semblé important de comprendre rigoureuse-
ment le comportement d’'un modele au plus proche de celui proposé par
T. Schelling en 1971, il va de soi qu’ajouts et améliorations sont toujours
envisageables. Les liens entre modele de Schelling, nucléation et verres de
spins nous semblent une de ces perspectives, une branche a étudier dans la

littérature des systeémes complexes.

155



156



I Annexes

Annexe A | Stabilité stochastique

Cette annexe reprend les notions introduites par Young [176] avec les nota-
tions de cette these. Il peut étre utile d’avoir lu la section 2.1.1.

Soit une chaine de Markov de matrice de transition W = (Wnn/ )nnep-
On peut perturber ce processus en altérant cette matrice W pour construire
la matrice W (). Le processus en résultant est appelé chaine de Markov

perturbative si et seulement si
— il est irréductible pour tout S dans un voisinage de +o0;
S Vn7 n/7 Bll_{'tolo wnn,(ﬁ) = wTLTL, ,
—Vn,n, Ir,y €R, 0 < lim (ﬁ_rnn’wnn/(ﬁ)) < 00.
B—r00

Ces taux 7, sont les résistances des transitions n — n’, une forme de
taux de convergence des probabilités avec perturbation vers les probabilités
non-perturbées. Lorsque w,, # 0, la résistance associée est nulle.

La chaine perturbative étant finie et irréductible pour £ au voisinage de
+00, elle possede une distribution invariante A(3). Alors pour tout état n,

lim A, (8) = A; (A1)

B—00 n

existe, et A* = (Af),cp est une distribution invariante de la chaine de Mar-

kov non-perturbée.

Définition [176] Un état n est dit stable stochastiquement lorsque X, > 0.

Il est utile de noter que ce théoreme et la définition qui en découle
ne font nullement état de 'unicité de cette distribution invariante A*. La
chaine de Markov initiale peut tout a fait ne pas étre irréductible, la distri-
bution A* qualifie alors un équilibre possible, qu’il peut étre tentant de rap-
procher, dans le cas de systemes pour lesquels la comparaison est appropriée
et lorsque la perturbation s’apparente a l'effet d’une agitation thermique,

de I’équilibre thermodynamique.
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Annexe B | Incréments de la densité d’interface

En écrivant Y, pour condenser Zf\il et Z%,; pour signaler que la somme

porte sur tous les sites hors des voisinages de a et de b (a et b inclus),

S =Y my+ syMy 4 soMy+ > my 4 si(sp — sa) + Y mi + 5i(Sq — Sp)
i 1€0a 1€0b

b
:Zmi_ma_mb+SbMa+3aMb+(3b_3a)Zsi+(3a_3b)zsi

i€0a 1€0b

= Z m; — 2(mg +myp) + 2(se My + spM,,) (B.1)

SNRi=) kit K, + 2K+ > ki +si(s; —s2)+ Y ki +si(s2 — sp)

i 945 1€0a 1€0b
:Z/@i—ma—ﬁb+siKa+siKb+(sg—si) Zs?+(si—s§) Zsf
i i€da i€db
= ki — 2(Kq + Kp) + 2(s2 K — 51 K,) (B.2)

On obtient alors I'équation (2.28).

Annexe C | Taille de I'espace d’états de la chaine de Markov

KNd wiNd n
vex ([ie= 5 G
:é(/{Nd(/sNd +1) — kNd(2d — 1)(sNd(2d — 1) 1) (C.1)
+£Nd — kN (2d — 1) + 1) (C.2)
=(3d —1)(1 - d) “‘?2 + 7_85an+ 1 (C.3)

On obtient alors I'équation (2.39).

Annexe D | Présence de sites vacants dans un voisinage

Dans le modele de L. Gauvin et al. [70], la probabilité de trouver un voisinage

de Moore contenant k sites vacants dans un systeme de densité d est

)
(5)

C’est une loi hypergéométrique de parametres (8,1 —d, N) et son espérance

P(k sites vacants

est alors
E(k) =8(1 —d) (D.2)
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soit E(k) = 1 lorsque d = 7/8 ~ 0.88, ce qui correspond a une des courbes
de la figure 2.13.

Annexe E | Entropie microcanonique

A Dinitialisation du systéme, W = 3V configurations sont & priori acces-
sibles. Construire la configuration initiale o est équivalent a un tirage aléa-
toire successif avec remise dans {—1,0, 1}.

Au cours de la dynamique de Kawasaki, le mécanisme d’évolution est
basé sur I’échange a intervalles réguliers des contenus de deux sites choi-
sis aléatoirement. Cette évolution possede deux invariants indépendants, la
densité d € [0,1] et la parité p € [0,1]. Une fois 'état initial fixé tous les
échanges effectués dans la dynamique de Kawasaki laissent ces deux quan-

tités invariantes. A partir d’'une configuration oy donnée, il existe alors W

(20

Dans un systéme paritaire et sans site vide (d =1 et p = 1/2), on a alors

- (3)

et donc, avec l'expression (2.47)

configurations accessibles

W(z) =W, x P(Zmi =(1- 21:)/@]\7)

- <NA/72> <2 (/@NZN— x)) (E.3)

que 'on peut réécerire, en utilisant I'identité (Tg) = (m”jn), sous la forme de
I'équation (3.39).
L’entropie est ensuite simplement égale au logarithme de W (zx), et sa
dérivée par rapport a x est
ds

(@) = EN(V(EN(1 =) + 1) = ¢ (kNz + 1)) (E.4)

ou ¥ est la fonction digamma définie sur C par ¢(z) = I"(z)/I'(z). Les
propriétés de récurrence de ces fonctions restreintes a I’ensemble des entiers

naturels donnent

Y(n+1)=—v+ H, (E.5)
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ce qui permet de trouver

ds
a(l’) = HN(HRN(I—x) - Han) (E6)

ou H, est le n-ieme nombre harmonique :

=Y

k=1

(E.7)

=

et donc, par composition,

O — 2N x ! (E.8)

kN (Hen(-a) — Huve)

On obtient alors I’équation (3.41).

Annexe F | Interfaces et rugosité

On se place dans le cadre du voisinage de Moore. Pour déterminer la rugosité
d’un noyau homogene, on utilise le théoréme de Pick [135] sur le graphe dual.

L’aire du polygone exactement compris sous 'interface interne 0f2 est alors
1
A:QQ—GQ+§GQ—1 (F.1)

En effet, le nombre de sites strictement inclus dans ce polygone est le nombre
de sites au coeur du noyau, tandis que ses sommets sont exactement les
sites interfaciaux. Cette aire peut étre déterminée d’une autre fagon, en
dénombrant les sites interfaciaux “rectilignes”, “concaves” et “convexes”.

On peut montrer que

1 1 3
A=(0%-00)+ = - = F.2
( 9, )—|—2r+4cv+4cc (F.2)
Alors . 5
o =r+ eV + 5¢¢ +2 (F.3)

L’intérét de cette méthode est la facilité avec laquelle on peut calculer 0€qy
a partir des grandeurs utilisées précédemment, il suffit de considérer le po-

lygone englobant entierement le noyau, on obtient alors de la méme fagon

1
A =07+ 50 — 1 (F.4)
1 5 1
=024 = —cv — = F.
+ 2r—|— 4cv 4cc (F.5)
D’ou
5 1
Oyt = 1 + 501} — icc + 2 (F.6)
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Un simple argument géométrique suffit alors a déterminer une relation entre
ces deux grandeurs. Pour un noyau de taille minimum 2 x 2, il existe au mi-
nimum 4 coins convexes. Plus précisément s’il existe cc = n coins concaves,

alors cv =4 4+ n. On a donc
Oyt = 02+ 8 (F.7)

En recherchant d’autres exemples, on s’apercoit qu’il ne reste alors que les

noyaux linéaires d’épaisseur 1, pour lesquels on trouve directement
OQext = 2021+ 6 (F.8)

Enfin, le cas le plus extréme est celui du noyau de taille 1, pour lequel
00N = 0% =1 et 00y = K, ainsi

Oext = 802 (F.9)
On obtient ’équation (3.69) d’ott on postule

O = LOQ + k (F.10)

Annexe G | Marche aléatoire bidirectionnelle

Les coordonnées des points utiles a 'étude sont O = (0,0), P = (i,7) et
I = (4,1). llexiste ¢; ; = (i+7)!/(2!!) chemins reliant O et P qui se partagent
en ¢; ; chemins se trouvant toujours strictement au-dessus de la diagonale
et z; ; chemins passant par au moins un point K de la diagonale (OI). On
considére que ce point K est celui de premier contact (éventuellement le

seul). Alors
Tij = Cij— Gijg = > OprCikhjk (G.1)
k=1

Dans le cas particulier i = j (on note dans ce cas que les chemins ne touchant
pas la diagonale peuvent étre soit strictement au-dessus soit strictement en-

dessous de la diagonale, d’out la notation différente : ¢}, = 2¢;;),

7
Cii — szi = Z ¢Z,k0¢—k,i—k (G.2)
k=1
et, par récurrence )
Gii = Gt (G.3)

Notons que le résultat est différent de [174], car =, ; y compte les chemins

coupant la diagonale, pas ceux qui restent au-dessus sauf en un point.
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On peut alors combiner les équations (G.1) et (G.3) :

: Ck—1,k—1Ci—k,j—k
Gij=cCij—2) ? ’ (G4)
k=1

et aprés un peu de dénombrement (preuve dans article 7 [174]),

j—i
¢i,j = Ci,j — 207;_1’]' = mcm (G5)

On retrouve bien ’équation (4.30).
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Annexe H | Schelling : un modele trivial ?

Depuis un premier preprint de 2006, sobrement intitulé “La ségrégation spa-
tiale selon Schelling : la perversité est ailleurs” et jusqu’au numéro spécial
Schelling de la revue Emulations en 2019, M. Forsé et M. Parodi [60-62],
deux sociologues francais, cherchent a démontrer la trivialité du modele de
Schelling et surtout son inutilité pour comprendre le phénomene de la ségré-

gation, les contraintes appliquées étant selon eux trop fortes et “irréalistes”.

La ségrégation urbaine a de nombreuses causes, qu’il est plus

urgent d’étudier que la fiction d’un monde ségrégé “malgré nous”.

M. Forsé et M. Parodi, 2006 (conclusion de I’abstract)

A. Kirman a déja commenté avec amusement [98] les arguments avancés
par les deux sociologues, nous reviendrons sur une partie d’entre eux et
compléterons sa lecture a l'aide de la revue établie au premier chapitre et
de notions de physique abordées dans le chapitre précédent.

Tout d’abord, la (trop grande) simplicité du modele. Les auteurs re-
prochent & T. Schelling de négliger bien trop de contraintes structurelles et
insistent sur I'impossibilité de modéliser un phénomene complexe tel que la
ségrégation a partir d'un unique facteur ('attachement des agents a étre ma-
joritairement entourés de voisins du méme groupe qu’eux). “La ségrégation
urbaine”, avancent-ils, “a de nombreuses causes politiques, économiques et
sociales” et le modele de Schelling ne prend “pas au sérieux la question de

"84 Pourtant, T. Schelling n’a jamais prétendu expliquer

[son] application
la ségrégation comme un simple effet pervers d’une société tolérante. Il se
borne a se demander si, toute autre cause possible écartée, une société peut
tendre vers la ségrégation et trouve que oui, et ce pour une large gamme de
tolérance : une forte intolérance n’est pas une condition nécessaire a I’émer-
gence de la ségrégation. Il est certes possible d’améliorer le modele, tout
en gardant un certain niveau d’abstraction nécessaire a la description sché-
matique d’un aspect commun a des situations tres diverses. On peut ainsi
agrémenter la dynamique de Schelling par un marché de I'immobilier [178],
en y intégrant des lieux de rencontre [156] (centres commerciaux, lieux de
travail, cafés, restaurants...) ou encore en introduisant un biais (similaire
a un champ magnétique pour les systemes de spins et pouvant modéliser

une forme de discrimination systémique) favorisant un groupe plutét qu'un

84[62], p. 101.
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autre [131]. Il ne faut simplement pas perdre de vue l'objectif simple du

modele originel.

Ensuite, une impossibilité physique. A partir de deux postulats, la sé-
grégation est un état ordonné et tout systeme évolue vers son état de plus
grand désordre, les auteurs “démontrent” 'impossibilité pour le modele de
Schelling de converger vers un état ségrégé. Toute expérience montrant le
contraire serait un ersatz de certaines conditions dans lesquelles s’effectuent

la simulation, et M. Forsé et M. Parodi en relevent deux.

Premierement, la présence de sites vacants fausse la tolérance des agents.
En faisant diminuer le nombre effectif moyen de voisins par agent, ils aug-
mentent artificiellement le seuil de voisins similaires requis pour étre satis-
fait. Ce biais existe effectivement et il est quantifiable, néanmoins le modele
de Schelling est robuste a des variantes sans sites vacants, on peut citer
les variantes par échanges [40, 74, 138], et a fortiori celles a grand voisi-
nage [16, 17, 26]®°, voire a voisinage continu [172]. Le biais n’influe donc pas
de fagon dramatique sur les résultats des simulations.

Deuxiemement, la regle de non-déplacement des agents satisfaits serait
I'unique raison de la stabilité, voire de la formation, des noyaux homogenes.
En introduisant cette regle, Schelling contraindrait le systeme dans un équi-
libre métastable factice, un équilibre de ségrégation ne correspondant pas
a ’équilibre réel, prévu par le principe de maximisation de I’entropie : la
mixité. Encore une fois, ce postulat est invalidé par les travaux utilisant
d’autres regles pour 1'utilité, notamment ceux dans lesquels tous les agents

sont autorisés a se déplacer pour maximiser leur utilité[138].

Ce que la “démonstration” initiale et ce dernier argument montrent, c¢’est
I'incompréhension par les auteurs des notions d’entropie, d’ordre et d’équi-
libre présentées dans le chapitre précédent. Tout d’abord, la ségrégation
n’est pas le seul état “ordonné” que peut prendre le systeme. Une configu-
ration en échiquier, par exemple, est tout aussi ordonnée, pourtant c’est la
configuration la plus intégrée possible®®. Le calcul rigoureux, en section 3.2,
de l'entropie en fonction de la densité d’interface montre d’ailleurs la sy-
métrie des situations d’intégration maximale et de ségrégation maximale.

D’autre part, le principe de maximisation de ’entropie est aussi mal com-

851’échantillonnage des valeurs de la tolérance contraint les estimations des seuils 7T,
et Tt a des intervalles de taille 1/k, ces valeurs sont donc d’autant plus précises que &
est grand.

86Pour un voisinage de von Neumann la densité d’interface est méme de 1.
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pris : I’équilibre qu’il fournit est un équilibre thermodynamique. Or, comme
on l'a expliqué plus haut, le systeme subit une dynamique cinétique, qui
peut le contraindre a demeurer dans un équilibre métastable, loin du précé-
dent. Les auteurs ne semblent pas se rendre compte que leur argumentation
contredit des dizaines de travaux et de résultats bien établis, notamment

sur 'auto-organisation des systemes complexes [10, 50, 120].

Enfin, et cette correction provient de la théorie des jeux, les auteurs
semblent confondre 'optimisation par les agents de leur utilité individuelle
et I'obtention d’un état final ségrégé qui serait donc désiré par ces mémes
agents. Dans la construction du modele, les agents n’ont aucune préférence
globale, ni pour la ségrégation ni pour l'intégration : toute la dynamique
ne résulte que des préférences locales. On est dans une situation qui pour-
rait alors rappeler le dilemme du prisonnier, c’est particulierement flagrant
pour des utilités piquées®” : des agents qui souhaitent tous avoir un voisinage
mixte se retrouvent dans une situation ségrégée, certes plus favorable qu'une
configuration en échiquier, ou chaque voisinage est entierement constitué
d’agents de 'autre groupe, mais tout de méme éloignée de leur utilité maxi-
male. On retrouve ici la description de I’état final comme un “équilibre de

Nash myope”.

En conclusion, s’il est certain que le développement de I'étude des sys-
temes complexes doit étre transdisciplinaire, et qu’a ce titre il est heureux
de voir des chercheurs et chercheuses d’une discipline se saisir de modeles
jusque la étudiés par d’autres, il serait sans doute plus profitable scienti-
fiquement parlant de le faire de maniére moins péremptoire. Il est facile
en venant de la physique statistique de reprendre et de corriger une par-
tie des arguments de cet exemple en particulier, mais le probléme existe
évidemment aussi dans I'autre sens, nombre de physiciens pensant pouvoir
expliquer in extenso des phénomenes socio-économiques complexes a partir
de modeles simplistes sans se donner la peine de chercher a comprendre les

avancées des sciences sociales sur ces phénomenes.

87Se référer au paragraphe Utilité : mesurer la satisfaction en section 1.1.3.
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Abstract

We develop a ‘multifocal’ approach to reveal spatial dissimilarities in cities, from the most local
scale to the metropolitan one. Think, for instance, of a statistical variable that may be measured at
different scales, e.g. ethnic group proportions, social housing rate, income distribution, or public
transportation network density. Then, to any point in the city there corresponds a sequence of
values for the variable, as one zooms out around the starting point, all the way up to the whole
city — as if with a varifocal camera lens. The sequences thus produced encode spatial dissim-
ilarities in a precise manner: how much they differ from perfectly random sequences is indeed a
signature of the underlying spatial structure. We introduce here a mathematical framework that
allows to analyse this signature, and we provide a number of illustrative examples.

Keywords
Segregation, dissimilarities, pattern detection, random sequences, Ballot Theorem

Introduction

Cities may be regarded as an epitome of complex systems (Batty, 2007): individual and
institutional agents interact on multiple levels of numerous networks (both physical and
virtual), leading to nontrivial collective behaviour and nontrivial patterns at many scales.
Among a number of intricate questions that have emerged in the study of urban systems,
that of sociospatial dissimilarities stands out as one that has aroused interest for decades —
and across a wide range of fields thanks to, especially, the pioneering multi-agent models of
segregation developed by Schelling (1971) and Sakoda (1971). Urban segregation phenom-
ena will serve here as archetypal examples to illustrate the mathematical methods and tools
we are presenting.
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Segregation is often simply perceived as spatial separation of two or more groups, and
therefore measured in terms of the relative proportions of each group in the different
neighbourhoods of a city. However, segregation is essentially a spatial and multiscalar
phenomenon, as pointed out, for instance, by Leckie et al. (2012), Osth et al. (2015), and
Louf and Barthelemy (2016). An individual perceives segregation all the more acutely as she
has to go a longer way from her home to discover what the city in its entirety might look like.
Imagine the extreme case of a city where two groups 4 and B live in total separation, thus
forming two ghettos. An individual living at the heart of one of the ghettos would have to
explore the whole city to find out that it actually comprises equal proportions of both
groups. On the contrary, starting from some parts of the city that are better mixed, for
instance on the boundary between the two ghettos, there would be no need to cover so large
an area to come to the same realization. This basic observation has led us to imagine a
mathematical framework that allows to capture and measure spatial dissimilarities as a
multiscalar phenomenon across the city.

Consider ever larger neighbourhoods around a starting point or areal unit. As detailed in
the first section below, enlarging the area all the way up to the whole city produces a
trajectory for each point in the city. That is, the sequence of values taken by the variable
under consideration from its value at the most local level around the starting point to its
average value at the metropolitan level. For a given starting point, how ‘long’ it takes for the
sequence to reach the city’s average thus indicates how ‘distant’ the point is from the city’s
global distribution.

Further, the same mapping of points into trajectories allows to easily characterize a null
model. In a perfectly mixed city (the ‘uniform’ city), the aggregation process used to build
the trajectories would be equivalent to adding units drawn at random (as when drawing
balls in an urn without replacement). We introduce in the second section below various ways
of quantifying deviations from such random sequences. In both sections, we illustrate our
ideas and methods with public data available for the city of Paris.

From bespoke neighbourhoods to trajectories

Data are often available at a given spatial level — for example census blocks in the USA or
Ilots regroupés pour information statistique (IRIS) in France, see US Census Bureau (1994)
and INSEE (2017). Aggregating such blocks poses a number of statistical questions, the
most famous of which is the so-called modifiable areal unit problem, as stated in Openshaw
and Taylor (1979) and Openshaw (1984). Also, in most instances, elementary spatial units
will exhibit dissimilarities. Indeed, if the data give the number of medical practitioners, or
the quantiles of the income distribution within the unit, then units will generally differ from
one another (Glaeser et al., 2001). Such dissimilarities may or may not present spatial
patterns. If they do, the geographical system may be said to exhibit spatial segregation,
especially if the variables considered correspond to the relative proportions of different
population groups (Brown and Chung, 2006; Caridi et al., 2017; Cortese et al., 1976;
Cottrell et al., 2017; Cowgill and Cowgill, 1951; Duncan and Duncan, 1955; Farley and
Taeuber, 1968; Feitosa et al., 2007, 2012; Fossett, 2017; James and Taeuber, 1985; Massey
and Denton, 1988; Reardon and Firebaugh, 2002; Schwartz and Winship, 1980;
White, 1983).

Modifiable areal units may actually prove to be a valuable tool to quantify segregation
and spatial patterns of dissimilarities, see Leckie et al. (2012), Clark et al. (2015), Jones et al.
(2015), Manley et al. (2015), Leckie and Goldstein (2015), Harris and Owen (2017), and
Adrestani et al. (2017). Instead of only comparing individual units, one may gain greater
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insight into relative spatial differences by taking into account the broader picture: that is, by
considering ever larger neighbourhoods around a unit, as if through a zoom lens — see
Figure 7 in the Supplemental Material. Evaluating a given statistical variable at each step
of the aggregation procedure produces a sequence of values that reflects not only the initial
point but also the singularity of its position within the city. The sequence of bespoke
neighbourhoods around a starting point acts as a sequence of filters: unveiling step by
step the city’s ‘face’. Indeed the final value of all trajectories, whatever the starting point,
will be the city’s average for the variable considered. But details of a given trajectory, such as
the number of aggregating steps needed to converge to the city’s average, characterize how
different and how singular the starting point is from the whole city.

Although relatively easy to describe, the actual computing of trajectories presents a
number of difficulties from a statistical point of view. We recall some of them in the fol-
lowing paragraphs.

Defining and computing trajectories

Consider a grid comprising N fundamental spatial units (typically, individuals or the small-
est statistical units available). For a given unit, define G, (i), the cluster formed by itself and
its n — 1 nearest neighbouring units. Thus, G| (i) is just the ith unit on its own, while Gy(i) is
the whole grid (whichever i from which one starts).

Now suppose one has a statistical variable ¢ defined on each element of

g: {Gli(i)7 1 < i,l’l < N}

Note that G is simply the set of all bespoke neighbourhoods, with all possible starting
points in the city. Then, define for each starting point i a function f; such that f;(n) gives the
value of ¢ computed on G, (7).

Interpreting »n as an index, one has for each starting unit i a sequence representing the
trajectory that takes & from its value on unit 7 to its value on the whole grid. Formally,
(fi(n)), <, <y 1s what we call the trajectory of i for the variable ¢.

Once trajectories have been built from the data available in a given city, a statistical
analysis may be carried out in order to:

e identify units that exhibit similar trajectories — this may be done, for instance, using
clustering algorithms;

e detect the crossing over between two regimes: the local one and the global one — in the
former, ¢ may take values significantly distinct from the one on the whole grid; in the
latter, it takes values very similar to the city’s average.

Let us emphasize links between the first point above and multiscalar approaches used in
recent papers (e.g. Andersson and Malmberg, 2015; Clark et al., 2015; Osth et al., 2015). In
particular, Andersson and Malmberg (2015) use vertical slices or cross-sections of the tra-
jectories defined here, i.e. values at certain points only. But looking at full trajectories allows
us to examine the second point listed above: the number of aggregated neighbouring blocks
needed around a starting block to get close enough to the city’s average value for the
variable under consideration. We shall call this the ‘radius of convergence’.
Geographically this plays the role of a local urban radius: it is a proxy for the area one
needs to explore locally to obtain a reasonably good perception of the city as a whole. We
give examples of such analysis further in this section.
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Constructing trajectories from actual data

One of the statistical subtleties arises upon building datasets so that they are defined on G,
the full set of all possible bespoke neighbourhoods in the city.

Consider indeed the following standard situation: data are available in the form of a size
factor s; (e.g. a number of inhabitants) for each spatial unit, as well as the value of a possibly
multi- or even infinite dimensional variable &. This could be the number of offices or services
of such and such type available in the unit, the social housing rate, an average income, a
local density of public transportation, quantiles of a distribution, a full distribution, etc.

When grouping n units, one needs to compute the value of the variable on the new
aggregate. This is done easily in the case when ¢ is simply a number

EGa(i) = > €0) (1

JjeG,(i)

Similarly, (G, (7)) is readily computed when (i) is a rate or an average

ZjeG,,(i) 40))

£(Gul0) = S

2)

with s; the population of unit i (or another relevant size factor).

When ¢ is a distribution that is known entirely (e.g. one knows the income of every single
household in any of the units), one simply aggregates the individual datasets to obtain the
dataset for a group of spatial units, and the corresponding empirical distribution is
obtained readily.

A more difficult case, alas very frequent, is when ¢ retains only certain percentiles of a
distribution. For instance

E(i) = {2354;4684; 6546; 8138; 10542; 13622; 17058; 22202; 30862} (3)

are the deciles of the income distribution (in euros per year) for a given IRIS (census block)
in the northern part of Paris.

In this case, one is led to either (or both) rely on an Ansatz for the shape of the underlying
distribution (e.g. assume that it is log-normal, or exponential or other) or simulate the full
dataset (with assumptions on the intradecile distributions), see Stoker (1984), Genest and
Zidek (1986), Fotheringham and Wong (1991), Genest (1992), Jelinski and Wu (1996), and
Busetti (2014). An example is given in the next section, as we are faced with this problem
when we consider income data for the city of Paris, available only in the form of quantiles
for each census block.

Lastly, one does not have to be working in the discrete framework of statistical blocks or
population count data. For certain variables, such as availability of public transport net-
works, one may work directly in terms of a local density. For instance, let M be the total
number of metro stations in Paris. Let m;(/) be the number of stations in a disk of radius
[ centred on IRIS 7, p;(/) the population living in the same disk, and P the total population in
Paris. Then define

_miD)/M_mi(0)/pi(])
Pi(l)/P M/P

Vi(l) 4)
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This is similar to the ‘representation’ defined for social classes in Louf and Barthelemy
(2016). It quantifies whether the local density of metro stations per inhabitant is smaller
(ri(l) < 1), larger (r;(/) > 1), or equal (r;(/) = 1) to the city’s average density. And it allows
to build trajectories, for each IRIS, letting / vary from some small value ¢ to the full radius of
the city.

Example: Spatial dissimilarities in Paris

As an illustration, let us work with two types of data available for the city of Paris from
France’s census bureau, called INSEE (‘Institut national de la statistique et des études
économiques’).

Social housing rate. For each IRIS, the number of housing units and the number, among
these, of social housing ones are available. One is then in a situation where computing the
social housing rate for any group of IRIS is easy and the trajectories can be computed for all
IRIS in Paris. Some of these trajectories are shown in Figure 1.

One observes groups of trajectories that tend to start higher or lower than the metropol-
itan average, and converge to it more or less quickly, obviously with a strong spatial depen-
dency as far as the initial units are concerned.

Let us define the radius of convergence, that is the point where each path enters (and
remains) into a given interval (here +0.05) around the city’s average social housing rate.
Looking at these radii reveals different scales of convergence to the global mean, from one
district to another and, inside each district, from one IRIS to another, as can be seen in
Figure 2: IRIS blocks from Paris’s 11th district converge much ‘faster’ than those in the
eighth district, for instance.

1.0

0.6

Social housing rate

0.4

0.0

Neighbours

Figure |. Trajectories for the social housing rate, starting from some (10%) of the 936 statistical units (so-
called IRIS) in Paris. The solid line corresponds to the city’s average (17.9%).
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One may then classify IRIS blocks according to their radii of convergence to the city’s
mean and represent them accordingly on a geographical map of Paris (Figure 3). First, note
that boundary effects are clearly not predominant as peripheral western (W) and north-
eastern (NE) parts of the city, for instance, do not exhibit the same radii of convergence to
the city’s average. In fact, boundaries, by forcing the aggregation of IRIS blocks closer to
the city centre and beyond (rather than neighbouring IRIS blocks just outside the city) tend
to smooth patterns rather than exacerbate them. A particularly interesting feature revealed
by our method is that the W part of the city is ‘further away’ from the whole city than the
NE part: trajectories for IRIS in the W part need 24 times as many aggregation steps to
converge to the city’s average than IRIS in the NE part. Both parts correspond to extreme
points for the variable in question, with a concentration of social housing in the NE part and
a substantially lower than average rate in the W part (local social housing rates are also
visible in Figure 3). Starting from these extremal points above and below the city’s average,
with symmetrical geographical position in the city, the W and NE parts could have had
similar radii of convergence to the city’s mean. However, this is clearly not the case, thus
revealing a higher level of singularity, as far as social housing is concerned, in the W part of
the city than in the NE part.

Conversely, one observes a quasi ring of IRIS blocks with relatively short scales of
convergence to the city’s mean. These are the historically socially mixed areas along the
boulevards, the former faubourgs that used to be just outside the city’s walls before these
were transformed into boulevards. Our method thus reveals a lasting imprint visible in terms
of distance to the city’s average for a variable, the social housing rate, that may be taken as a
proxy to social diversity.

Income distribution. We now consider a second example and build trajectories for the
income distribution in Paris.

As explained at the beginning of this section, when working with distributions available
only through their quantiles, computing points for each group of blocks is a slightly more
involved task. In this case, we chose to estimate the parameters of the best-fitting distribu-
tion (which happened to be log-normal) given a block’s quantiles. Then, from this distri-
bution, we simulated data corresponding to the number of households in the block. Thus,
we obtained a full ensemble of simulated households for every possible group of neighbour-
ing blocks, from one block only to the whole city.

Let us look at trajectories for IRIS blocks in three Parisian districts of comparable sizes
and population numbers: the 13th, 16th, and 20th districts (see Figure 4). The first one
corresponds to the south-western peripheral part of the city, the second one to the south-
eastern peripheral part of the city, and the third one to the NE peripheral part.

The 16th tends to be further away from the full city’s picture, as it takes generally longer
for its blocks to converge to the city’s distribution than for blocks in the 13th or in the 20th
districts. The 13th district exhibits an interesting behaviour, with some trajectories that first
come close to the city’s mean but then bounce up again further from it. This can be under-
stood as follows: some IRIS blocks in the 13th district belong to relatively well-mixed
neighbourhoods, so initially their trajectory approaches the city’s average distribution.
But the aggregation process around them leads to incorporate much less wealthy blocks
on the border of the city, at a stage where wealthier blocks towards the centre of the city and
beyond have not yet been aggregated in large enough numbers to counterbalance the
former. This sends trajectories away from the city’s distribution again. A similar effect
may (and does) take place for neighbourhoods relatively close to blocks that are much
wealthier than the city as a whole (e.g. in the north-western 17th district, not shown here).
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Let us now look at a map of Paris with IRIS blocks coloured according to their radius of
convergence for the income distribution (Figure 5). The picture here is much more symmet-
ric than for the social housing rate. Indeed, wealthier (south-western) and poorer (NE) parts
of the city both exhibit similar, slower convergence to the city’s global distribution, com-
pared to well-mixed areas such as the faubourgs. However, the wealthier, south-western part
is again the last one to converge and constitutes a larger, more secluded area, including all of
the seventh, 16th, and 17th districts, and most of the sixth and (more surprisingly) the 14th
district. Remarkably, the eighth district (around the Champs Elysées) does not stand out as a
secluded area for the income distribution: this is because, geographically, the eighth is much
closer to well-mixed neighbourhoods than, for instance, the 16th district.

The uniform city as a null model: Random walks to the mean

The importance of null models has perhaps become more palpable in the last few decades, as
new mathematical and statistical tools have come into play in a wider variety of fields, from
urban geography to history and archaeology (Filet, 2017; Mills, 2017).

The null model against which segregation should be defined is the ‘unsegregated’ city, as
pointed out by Louf and Barthelemy (2016). In the unsegregated city, distributions are
uniform across space. Therefore, for instance, if the rate of social housing in the whole
city is p, then any housing unit in the city, irrespective of its spatial position, has probability
p of being a social housing unit: there is no spatial structure in the distribution of social
housing units. This means that when considering a sequence of units defined solely accord-
ing to some spatial rule (e.g. aggregating sequentially nearest neighbours), no sign of this
spatial rule will appear in the sequence: everything will be as if one were drawing units at
random from a well-mixed urn.

Any deviation from such random behaviour will be a sign that an underlying structure
leads to a biased shuffling of the units. Note that the underlying structure may be a spatial
one, as in the viewpoint we are taking here, but it may also be of another nature depending
on the type of data one is examining.

A null model

Let us examine here the somewhat ideal case when one is dealing with count data, i.e. data at
the individual level. Suppose each individual belongs to one of two groups 4 and B, e.g.
people belonging to one of two social groups, or housing units being of one of two types.
Start from a given point in the city, and increase the population, one by one, from the
individual located there to the whole population in the city. Write X; =1 if the ith individual
is of type 4, X;=0 otherwise. Then setting Sy = 0 and

5, =3 x, 5)
i=1

produces a trajectory, that is a sequence of points (n, S,), with n varying from 0 to the total
number N of individual units in the city. S is simply the count data for group A4.

In the case when the city is perfectly mixed, the trajectory thus produced will be a random
walk S that, given its current value S,_|, either moves up with probability

- pN - Sn—l

N—-—n+1 ©)

Pn
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or stays put with probability 1 — p,, where p represents the fraction of group 4 in the total
population (N). For the more mathematically inclined, such a random walk may also be
viewed as a standard problem of drawing without replacement from an urn containing N
balls, the pN of which being of one type and the rest being of another type. S, would thus
follow a well-known hypergeometric distribution — see Feller (1968).

Other sequences of interest that may be defined similarly are

e the sequence of averages

M, =S,/n

e the sequence of differences D,, when one counts 4+ 1 for an individual of group 4 and
—1 otherwise

D,=2S,—n

Both sequences, M and D, are random walks that move up with probability p,, or down
with probability 1 — p,, p, being as defined above in equation (6).

All three types of trajectories converge to well-identified final values: S converges to Np,
M converges to p, and D converges to N(2p — 1). From a probabilistic point of view, any of
these three sequences is fully characterized by p and N. Here they represent three facets of
the same null model: a perfectly mixed city.

Now, if one has count data for a given variable in a city, one may build N sequences (one
for each starting point). One thus produces a sample of trajectories that would, if the city
were well mixed, exhibit the statistical properties of a set of N random sequences obtained
by drawing balls without replacement from a well-mixed urn. Any statistically significant
deviation from such a set of random sequences signals the presence of spatial dissimilarities
at multiple scales. We look at such deviations in the next subsection.

Deviation from random sequences

Count data sequences are similar to sequences that one encounters when counting votes in
an election. Imagine an election with two candidates, 4 and B. Counting the votes cast for
candidate 4 produces the S-sequence defined in the previous subsection, with Np the final
number of votes for 4. A famous result, or rather a famous set of results, linked to count
data in elections, is the so-called Ballot Theorem (Addario-Berry and Reed, 2008; Barton
and Mallows, 1965; Bertrand, 1887; Feller, 1968; Takacs, 1962; Whitworth, 1886). In its
simplest form, it gives the probability that 4 be always in the lead, all through the counting
process, given that 4 wins the election with a final share p of the votes. This is 2p — 1 (note
that if 4 wins the election, necessarily p > 1/2).

A very natural interpretation of the Ballot Theorem in terms of urban count data is the
following. If I start from some point in the city and look at the first two housing units
around me, and then the first three, and so on, what is the probability that I will always see a
minority of social housing units, given that the fraction of social housing in the whole city is,
say, 20%? The Ballot Theorem tells us this probability is 60%. Therefore, even if social
housing is in a strong minority and if the city is perfectly mixed, when zooming out from a
point chosen at random there is only a 60% probability that one will never come across a
bespoke neighbourhood where social housing is in the majority.
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Figure 6. Trajectories for the social housing rate, starting from some (10%) of the 936 statistical units (so-
called IRIS) in Paris. The solid line corresponds to a rate of 0.5. According to the Ballot Theorem, were the
city ‘well mixed’ in terms of social housing, just above 64% of the trajectories would always remain below the
0.5 mark. In Paris, almost 85% of them do so.

On count data, a first test for the presence of an underlying spatial structure therefore
simply consists in examining significant deviation from the Ballot Theorem. In Paris, for
instance, the total fraction of social housing in the city is about 17.9%. Therefore, 64.2% of
the trajectories should always stay below the horizontal line y=0.5. In actuality, almost
85% of them always stay below 0.5 (Figure 6).

Obviously, one should account for the fact that we only have a finite sample of sequences
— this is typically done through statistical hypothesis testing. In this specific context, we need
a test to decide whether the observed deviation from the Ballot Theorem is significant or
could be a simple random sampling effect. To this end, define the following sequence of
Bernoulli random variables

1 iftrajectory for the i—th IRIS is always below 0.5
Y= : (7)
0 otherwise.

According to the Ballot Theorem

Prob(Y; =1)=0.642, V1 <i< N (8)

If all N trajectories were ‘drawn’ independently from a well-mixed city, the sum Zil Y;
would follow a binomial distribution with mean 0.642N and variance 0.23N. Here a simple
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goodness-of-fit test shows that the Parisian trajectories for the social housing rate do not
obey the Ballot Theorem, with a p-value of the order 107!

Further, deviations from the null model of an unsegregated city may be characterized by
a more complete statistical test. Indeed, with N starting points in a city, one builds N
sequences, which should be compared to N full drawings of a well-mixed urn. By full
drawing, we mean drawing all balls, one by one, without replacement, until the urn is
therefore left empty. In partial drawings, where one draws n balls from an urn containing
N balls, standard statistical tests include the hypergeometric one, similar to Fisher’s exact
test (Chvatal, 1979; Fisher, 1925, 1945). In fact, one could use such a test at every single
point of any of the trajectories. However, this would not be using the available information
to the full. In future work, we will make use of a multiple test for the full set of trajectories’
points S,S’), with 1 < n < Nand 1 < j < N — see, for instance, Simes (1986). We will also
present ways of characterizing deviations from the null model for data types other than
count data. This will lead to new ways of measuring segregation levels. A thorough, sys-
tematic investigation of these new indices, including rigorous comparisons with commonly
used indices (see, e.g. Fossett, 2017; Massey and Denton, 1988), will be carried out.

Conclusion

Aggregation of spatial data units has been so far generally considered as difficult to cir-
cumvent rather than an opportunity to analyse spatial dissimilarities. The new method
introduced in this paper uses aggregation as a means to extract information on the relative
singularity of each spatial unit within the city as a whole. Aggregation procedures may
indeed reveal features that are not so easily seized from other perspectives. Another example
is the recent use by Arcaute et al. (2015) of aggregation to explore the behaviour (and more
specifically the scaling laws) of various statistical variables across a phase space correspond-
ing to almost all possible city boundaries’ definitions in England and Wales. Aggregation is
akin to an exploration of space from a given starting point, and it is this observation that
forms the basis of the method we have presented here.

A question we have not enlarged upon in this paper is that of the definition of conver-
gence. For instance, we chose a + 0.05 interval for convergence to the city’s average social
housing rate. In fact, one may tune this threshold so as to study in greater detail areas that
converge more slowly or more quickly. We will investigate this in future work. Other
extensions that we will seek to develop include devising a visual representation of multi-
group trajectories (other than a synthetic one such as a Kullback—Leibler distribution dis-
tance) and identifying relevant features on which to apply machine learning algorithms in
order to obtain unsupervised clustering of trajectories. It will also be interesting to explore
models able to reproduce stylized aspects of observed trajectories: hidden Markov models,
multi-agent models, intermittent diffusion models.

We will also address a difficulty that arises in practice: one rarely has access to individual
unit data. The data are often already aggregated at some basic statistical unit level. This
means trajectories are observed only at certain points determined by the sequence of sizes of
the statistical units instead of at every individual point. So that comparisons with Ballot
Theorem results need to be made through what is called subordinated random walks which
are precisely sequences observed at a number of different points rather than at every
single step.

An interesting feature of our method is that there is no need to restrict oneself to the
aggregation of nearest neighbour units. One may also consider sequences defined from
personal trajectories across the city (and thus aggregating units according to a personal
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‘distance’: units where one lives, works, goes out, etc.). These personal trajectories transform
the spatial network of blocks into personal networks reflecting personal paths and lives in
the city. For some, the initial spatial network may turn into a small-world network, thanks
to an ease of mobility across the different parts of the city. For others, personal trajectories
may well be extremely concentrated around their local block. This is another aspect of
segregation that we will seek to explore, using data from surveys and geo-mobility (e.g.
mobile phone location data), and comparisons with random walks across the spa-
tial network.
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segregation. However, it is an absolute scale, much in the same sense as the absolute temperature in
physics. As such, it may be used reliably for comparisons.
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Résumé

Cette thése a pour but d'étudier certains aspects de la ségrégation sociospatiale selon deux
axes de recherche complémentaires : la modélisation de son émergence et I'étude statistique de
ses structures géographiques.

L'émergence de ségrégation sociospatiale a partir des comportements individuels est étu-
diée dans le cadre du modéle multi-agents de Schelling. Un vaste panorama des résultats ana-
lytiques relatifs a ce modéle et a ses transitions est dressé. Il permet d'identifier deux valeurs
remarquables de son paramétre principal, la tolérance des agents, encadrant une phase macro-
scopiquement ségrégée. L'enjeu des deux chapitres centraux est de déterminer des méthodes de
calcul de ces valeurs particuliéres. Ecrire la chaine de Markov associée a la densité d’interface du
systéme permet d’en extraire des propriétés menant a la détermination de la premiére valeur de
transition. La seconde est obtenue par I'étude de la stabilité mésoscopique du systéme, par ana-
logie avec la nucléation homogéne en physique statistique. Cette approche thermodynamique
permet en outre de caractériser I'entropie du systéme au cours de son évolution.

Enfin, une méthode multiscalaire de détection des hétérogénéités dans une ville réelle est
présentée et discutée. La construction d'un faisceau de trajectoires a partir de I'évaluation d’'une
variable statistique du voisinage local jusqu’a la ville entiére pour chaque unité de départ possible
révele la structure sous-jacente de la ville. Lexemple de Paris est alors utilisé pour illustrer la
méthode. Pour finir, un modéle probabiliste de ville homogéne est développé pour comparer les
trajectoires qui en sont issues a celles d’'une ville réelle.

Mots-clés modele de ségrégation de Schelling - ségrégation sociospatiale - milieux hétérogénes
- chaines de Markov - nucléation homogéne - systémes complexes - transitions de phase

Abstract

This thesis aims at studying certain aspects of sociospatial segregation along two comple-
mentary research axes: a model of its emergence and the statistical study of its geographical
structures.

The emergence of sociospatial segregation from individual behaviours is studied within the
framework of the multi-agent Schelling model. A broad spectrum of analytical results related
to this model and its transitions is reviewed, showcasing two bounds for the macroscopically
segregated phase in terms of the main parameter, the agents’ tolerance. Chapters two and three
deal with methods to compute these two transition values. The properties of the Markov chain in
terms of the interface density are displayed and lead to the first one. The second value is obtained
through the study of the system’s mesoscopic stability, similarly to homogeneous nucleation
theory. This thermodynamical approach also yields the variations of the system’s entropy.

Then, a multiscalar method to detect spatial dissmilarities in real cities is presented and dis-
cussed. Any statistical variable can be measured from the most local scale to the metropolitan
one, starting from any unit block, yielding a beam of sequences revealing the city’s underlying
spatial structure. We study the case of Paris to exemplify this method. Finally, a probabilistic
model, the uniform city, is developed to compare its beam of sequences with the one we obtain
from real data.

Keywords Schelling segregation model - sociospatial segregation - heterogeneous media - Mar-
kov chains - homogeneous nucleation theory - complex systems - phase transitions
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