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2. Oui, il est un peu physicien.
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Introduction

Ce mémoire est une synthése des travaux de recherche que j’ai effectués depuis la soutenance
de ma these de doctorat (dirigé par Pierre Degond). J’ai continué a travailler sur des thémes
issus de ma thése, en particulier sur la dérivation et I’étude de modéles macroscopiques provenant
de systémes de particules décrivant des comportements collectifs. Les trois mots-clés du titre de
ce mémoire sont « alignement », « contraintes géométriques » et « transitions de phase », et
ont fortement guidé mes recherches depuis 2011. Les phénoménes d’auto-organisation dans les
systémes de particules autopropulsées avec interactions d’alignement sont fascinants, autant du
point de vue simplement esthétique des phénomeénes que 1'on veut modéliser (comme certaines
nuées de dizaines de milliers d’étourneaux, complétement hypnotisantes) que de 1’étude mathé-
matique, qui améne des questions passionnantes. La modélisation et 'analyse mathématiques de
tels phénomeénes d’émergence sont des sujets de recherche actifs et en pleine effervescence.

Je me suis en particulier intéressé a des modéles cinétiques ol les normes des vitesses des
particules considérées sont constantes, ainsi que des modéles d’alignement de corps rigides, ou
'alignement ne se fait pas uniquement sur la direction, mais sur toute l'orientation (en tant que
rotation par rapport a un référentiel donné) des individus. Des modéles reliés sont les modéles
de suspensions de polymeéres pour I’étude des cristaux liquides (des vecteurs unitaires représen-
tant leur orientation, en identifiant deux vecteurs diamétralement opposés). Une partie de mes
recherches a consisté a faire le lien entre ces différents modéles, qui partagent des propriétés
et des structures communes. Ces contraintes géométriques impliquent en général ’absence de
quantités conservées telles que le moment ou I’énergie des particules, a la différence de systémes
physiques dans lesquels on peut s’appuyer sur de telles conservations pour obtenir des propriétés
utiles du point de vue de I’étude mathématique. La compréhension du comportement en temps
long des solutions de ces modéles, malgré I'absence de quantités conservées, est une question
importante dans de nombreux modéles de mathématiques appliquées (a la biologie ou & bien
d’autres domaines). Enfin, la grande majorité des modéles inclut également des phénoménes de
diffusion (provenant de termes stochastiques dans les systémes de particules originaux) qui s’op-
posent aux phénoménes d’alignement. Cette compétition entre alignement et diffusion implique
des phénoménes de transition de phase o, suivant les paramétres du modéle, un des mécanismes
I’emporte. La description fine de ces phénoménes de transition de phase a également été un point
constant dans une grande partie de mes recherches.

Ce mémoire est divisé en trois parties. La premiére consiste en 1'étude de modéles (essen-
tiellement homogénes en espace) dans lesquels on peut décrire finement la transition de phase
et le comportement en temps long des solutions. Une deuxiéme partie, trés reliée, concerne la
dérivation et I’étude de modéles macroscopiques a partir des versions inhomogénes en espace
des modéles cinétiques étudiés dans la premiére partie. Enfin, une troisiéme partie, un peu plus
indépendante bien qu’également reliée, se concentre sur I’étude de phénoménes d’alignement en
I’absence de bruit, toujours dans le cadre de contraintes géométriques, pour lesquels on s’attend
& avoir convergence en temps long autour de solutions concentrées sur une configuration donnée.
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Comportement en temps long de modéles cinétiques d’alignement
avec transition de phase

Dans cette premiére partie, on étudie des modéles présentant une compétition entre phéno-
meénes d’alignement (les « orientations » se rapprochent) et phénomeénes de diffusion (exploration
de tout l'espace des « orientations » possibles). On s’attend & ce que lorsque le bruit est faible, ou
que l'intensité d’alignement est importante, 1’état final présente des caractéristiques de concen-
tration autour d’une orientation commune. Inversement, si la diffusion est suffisamment impor-
tante ou 'alignement assez faible on s’attend a une convergence vers un état isotrope ot aucune
orientation particuliére n’est prépondérante. La description mathématique de ce phénoméne de
transition de phase peut se faire dans différentes directions.

Une premiére étape consiste en la caractérisation des solutions stationnaires. Lorsqu’une
fonction de Lyapunov pour le systéme est disponible, on en recherche donc les points critiques.
D’un point de vue mathématique, I’étude de tels points critiques est historiquement associée aux
modéles de suspensions de polyméres en forme de bétonnets[ﬂ, pour la description de cristaux
liquides [Ons49l [Doi81]. La fonctionnelle originale d’Onsager (pour des suspensions de batonnets
avec contrainte de non-recouvrement) faisait intervenir un potentiel proportionnel & |sin(f)],
ot # est I'angle entre deux batonnets. A ma connaissance, malgré des recherches actives, la
description mathématique précise de cette transition est encore un probléme ouvert : il n’y
a pas en tout cas de solution explicite. Pour remédier a cela, un potentiel proche, en sin?#,
dit de Maier-Saupe [MS58|, qui peut s’écrire comme un polynoéme et ainsi faisant seulement
intervenir un nombre fini de moments, a été bien plus étudié. La détermination des équilibres
se fait au travers d’une équation de compatibilité qui est maintenant en dimension finie, et on
peut alors caractériser et classifier les équilibres, ce qui a été fait indépendamment par trois
équipes différentes dans un laps de temps assez court |[CKT04, [FS05, [LZZ05, ZWFWO05]. Le cas
du potentiel dipolaire, en sin 6, correspond a I’alignement de vecteurs unitaires (et au modéle de
Kuramoto dans le cas de S'), et la transition de phase est dite du second ordre [F3, [GPP12,[FS05].
En dessous d’un seuil de transition, seul I’équilibre isotrope (de parameétre d’ordre nul) existe
et c’est le minimum de I’énergie, et cet état devient un point selle au-dela du seuil; dans ce
cas une famille d’équilibres (les minimiseurs de 1’énergie) apparait et leur paramétre d’ordre
varie continiiment au passage du seuil. Dans le chapitre [I| on présente cette problématique,
dans le cadre de la note [F6] en collaboration avec Pierre Degond et Jian-Guo Liu dans lequel
on montre qu'une légére modification du potentiel dipolaire permet d’obtenir des transitions
de phase d’ordre différent, pour le méme type d’équilibre. On présente ensuite une partie de
larticle [F13], provenant de la thése d’Antoine Diez (que j’ai codirigée avec Pierre Degond et Sara
Merino-Aceituno) dans lequel on classifie tous les équilibres dans le cas du potentiel d’alignement
dans SO(3) (a laide de quaternions unitaires, en ramenant le probléme a un probléme de type
Maier—Saupe en dimension 4). Il y a également dans ce cas une transition de phase du premier
ordre, avec un certain intervalle de paramétres dans lequel plusieurs minima locaux de ’énergie
existent. On présente également un travail récent en cours qui étend cette étude dans SO(n)
pour n > 4.

La deuxiéme étape, décrite dans le chapitre[2] consiste alors & comprendre le comportement en
temps long de I’équation d’évolution associée. Lorsque ’état stationnaire est unique (ou que c’est
un minimum local strict), on peut en général espérer faire fonctionner une méthode d’entropie-
dissipation d’entropie, au moins localement. Mais en pratique, au vu des symétries du probléme,

5. Je n’ai pas trouvé de jolie traduction en frangais de « rodlike polymers », mais le nom « batonnet » semble
étre plus utilisé que « tige » par exemple.



on regarde souvent le comportement en temps long au voisinage d’une variété d’équilibres. Il n’est
pas alors simple d’obtenir la convergence vers un équilibre unique. Une méthode qui permet de
contourner ce probléme est de considérer une variante du probléme pour laquelle la dynamique est
plus simple & étudier, mais qui présente les mémes caractéristiques de transition de phase (et peut
méme avoir la méme énergie libre), par exemple en transformant une équation de Fokker—Planck
en équation de type BGK. C’est ce que nous avons fait dans Particle [F13], et la dynamique en
temps peut alors se ramener & celle d’un flot-gradient en dimension finie, dont on peut caractériser
le comportement en temps long. Récemment, dans l'article [F14], je suis parvenu a obtenir le
comportement en temps long au voisinage des minimiseurs locaux pour l’alignement dans SO(3)
pour le modéle original de Fokker—Planck, en utilisant une entropie relative par rapport a un
état non-stationnaire. Je décris également cette méthode et une future extension a un cadre plus
général dans ce méme chapitre.

Enfin, les modéles qui nous intéressent concernent souvent de I'alignement en vitesse pour des
particules cinétiques. On considére donc des équations d’évolution qui ne sont plus homogénes en
espace, et le terme de transport qui apparait complique grandement la situation, en particulier si
I’alignement n’a lieu que localement en espace. On est typiquement dans un cadre ol on souhaite
appliquer des techniques d’hypocoercivité : 'opérateur en vitesse a des équilibres locaux en
espace, et ce n’est qu'avec l'effet du transport que I’on obtient la convergence vers un équilibre
global, qui est constant en espace. Dans le chapitre [3| je présente un travail récent [F20] avec
Emeric Bouin (en cours de finalisation) dans lequel on réussit & obtenir la stabilité locale du profil
constant jusqu’au seuil de transition de phase pour un modéle d’alignement local de particules
autopropulsées de type Vicsek. Le phénoméne d’hypocoercivité est un peu plus subtil que dans le
cas classique : le commutateur entre le gradient sur la sphére et 'opérateur de transport ne couvre
pas toutes les directions en espace, et on doit utiliser des commutateurs d’ordre supérieur (d’une
maniére différente de la méthode classique présentée dans le mémoire de Villani [Vil09], qui ne
fonctionne pas directement dans notre cas) si on veut par exemple comprendre la régularisation
en temps court de l'opérateur linéarisé. Pour traiter la non-linéarité, on doit monter en ordre
de dérivation en espace, mais on montre qu’on peut seulement garder une dérivée en vitesse, et
ainsi obtenir un résultat de stabilité en norme H*!, sur R% ou sur le tore en espace (pour lequel
on obtient alors convergence exponentielle vers ’équilibre).

Dérivation et étude de modéles macroscopiques

Dans cette deuxiéme partie, on s’intéresse & la dérivation de modéles macroscopiques a par-
tir de modéles cinétiques inhomogénes en espace, lorsqu'un paramétre € devient petit. Cela
peut typiquement correspondre & un paramétre de changement d’échelle (limite dite « hydro-
dynamique »), ou simplement traduire le fait que les différents paramétres du modeéle ont des
ordres de grandeurs différents. L’équation que ’on considére s’écrit, de maniére générique, sous
la forme T f¢ = %C’ (f¢) ou T est 'opérateur de transport 0y + v -V, et Popérateur de collision C'
(en général non linéaire) n’agit essentiellement que sur la variable de vitesse v (cela correspond
aux opérateurs homogenes en espace que l'on a étudié dans la premiére partie). Formellement,
lorsque ¢ — 0, on s’attend & avoir une limite fO qui soit donc telle que C(fY) = 0, c’est a
dire un équilibre local, qui s’écrit de la forme fO = pMy oul les quantités macroscopiques p
et Y dépendent de (t,z). Pour I’équation de Boltzmann (le plus emblématique des modéles ci-
nétiques [Bol72l [CTP94, Max67|, et historiquement le premier modéle décrit comme tel), My
correspond a une Maxwellienne, et Y correspond au couple (u, ) de la vitesse et de la tempéra-
ture macroscopiques. La question de la dérivation d’un modéle fluide consiste & savoir déterminer
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I’évolution en temps de telles quantités p et Y, et donc de traiter la singularité en % apparaissant
devant 'opérateur de collision.

En théorie cinétique, il y a classiquement deux méthodes pour dériver des modéles fluides.
La méthode du développement de Hilbert [Caf80), [(Chal6l [Ens17, [Hil12] consiste & écrire f¢ sous
forme de développement selon les puissances de € : f& = f9 4+ ef! + O(e?), d’insérer cette ex-
pression dans I’équation et d’annuler séparément chaque puissance de . A I'ordre principal on
obtient C(f%) = 0, puis a l'ordre suivant on obtient Lof! = T'fY ot Ly est I'opérateur linéarisé
de C au voisinage de fO. L’existence d’une solution pour f! impose que Tf° € (ker £5)*. On
obtient donc des relations de la forme [T f%) = 0 pour des fonctions 1 dans le noyau de L
(I'adjoint de Lo). En déterminant une base de ce noyau (comme v + 1,v, |v|? pour I'équation de
Boltzmann), ces relations donnent alors 1’évolution des quantités macroscopiques, et on obtient
un systéme fermé lorsque la dimension de ker £§ correspond & la dimension des paramétres p, Y
définissant les équilibres locaux (comme dans le cas de Boltzmann). Une méthode plus directe
consiste a obtenir directement des invariants collisionnels : des fonctions 1 telles que [ C(f)i) =0
pour toute fonction f (cela correspond a des relation de conservation au niveau microscopique),
et en multipliant ’équation par i et intégrant, le terme en % disparait et on obtient [T % =o0.
Pour revenir & 1’équation de Boltzmann, on a que 1, v et |v|? sont de tels invariants collisionnels, ce
qui donne I’évolution de p, u, 6 (des « moments » de f° par rapport a v, d’oit le nom de méthode
de moments [BGLII, Mell0] pour ce type de dérivation). Cette méthode présente également
d’autres avantages : pour obtenir des convergences rigoureuses, on a souvent besoin de moins
de régularité qu’avec la méthode du développement de Hilbert (comparer par exemple [BGLI3|
avec [Caf80]), d’autre part elle permet naturellement de développer des méthodes numériques
efficaces |Grad9, [Lev96|. Cependant, elle ne fonctionne que lorsque 'on dispose de suffisamment
d’invariants collisionnels. Dans les modéles avec contraintes géométriques qui nous intéressent
(lorsque la variable de vitesse est sur la spheére, ou qu’elle provient d’une matrice de SO(3)), on
n’a en général que la conservation de la masse. Pour contourner ce probléme, les invariants col-
lisionnels généralisés ont été proposés par Degond et Motsch [DMOS§]|, en relaxant la contrainte :
plutot que d’imposer que [ C(f)y = 0 pour tout f, on cherche a satisfaire cette conditions
pour une classe réduite de fonctions f (dont on met par exemple des contraintes sur certains
moments). Ceci permet de dériver formellement des modeéles fluides dans l'esprit de la méthode
de moments (et ainsi mettre en évidence certaines structures géométriques du probléme). Cette
méthode a été appliquée ensuite avec succés dans de nombreux modéles de comportements col-
lectifs [DM11), [F2, Nav13l [F4, DDMW15, [DN15, DMAVY19, [DMA20]. Les articles présentés
dans cette partie comportent souvent une grande quantité de calculs assez techniques. On essaye
autant que possible de les éviter et de présenter surtout les concepts importants.

Dans le chapitre [4] on présente rapidement cette méthode, dans la section [4.1] a Iaide du
modele de type Vicsek étudié dans [F8]. On obtient un modéle fluide appelé SOH (pour « Self-
Organized Hydrodynamics » ), dont les coefficients dépendent de la densité p. Dans la section
on résume la série de travaux [F9, [F10, [F11, [F13 [F17], dans des collaborations avec Pierre
Degond, Antoine Diez, Sara Merino-Aceituno et Ariane Trescases, ou on adapte la méthode
des invariants collisionnels généralisés pour obtenir un nouveau modéle fluide d’alignement de
corps rigides (dans diverses situations, respectivement : pour une équation de Fokker—Planck
dans SO(3), dans les quaternions unitaires, pour une équation de type BGK dans ces deux espaces
de «vitesses », puis avec transition de phase dans SO(3) et enfin en toute dimension dans SO(n),
toujours pour le modeéle BGK) appelé SOHB (pour « Self-Organized Hydrodynamics of Body
attitude » ). Dans la section on présente l'article [F'15], en collaboration avec Pierre Degond et
Jian-Guo Liu, dans lequel on utilise cette méthode pour dériver la limite d’un modéle cinétique de
cristaux liquides (équation de Doi avec potentiel de Maier—Saupe pour la suspension de polymeéres
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en forme de batonnets, couplée avec Navier—Stokes pour le fluide) vers le modéle macroscopique
de Ericksen—Leslie, dans la limite d’un petit nombre de Deborah (notre ¢). Cette dérivation avait
été précédemment faite dans le cadre du développement de Hilbert [EZ06, WZZ15|, on montre
qu’on peut obtenir la méme chose avec une méthode de moments, qui permet également de
généraliser le résultat dans deux directions : le cas d’'une densité de polyméres non uniforme, et
le cas de dimensions supérieures & 3.

Dans le chapitre 5, on étudie les modéles SOH et SOHB du point de vue de I’hyperbolicité.
Javais déja montré dans le cadre de ma theése [F2] que lorsque le parameétre d’ordre des équilibres
dépend de la densité p, cela méne a un modéle SOH (a coefficients dépendants de p également)
qui peut présenter une perte d’hyperbolicité. Dans l'article [E'§|, en collaboration avec Pierre
Degond et Jian-Guo Liu, présenté dans la section [5.1} on établit un lien entre les paramétres de
la transition de phase (transition continue ou discontinue, exposant critique) et ’hyperbolicité du
modéle. En particulier lorsque la transition est discontinue, le modéle n’est pas hyperbolique au
voisinage de la discontinuité. Une fagon de contourner ce probléme est de considérer une échelle
différente pour le noyau d’interaction : lorsque les particules interagissent avec celles situées dans
un rayon d’ordre /¢ (et non pas € comme dans le changement d’échelle hyperbolique), un terme
diffusif supplémentaire apparait dans I’équation limite, qui pourrait permettre au modéle obtenu
d’étre alors bien posé. Dans la section on présente le travail récent [F'16] dans lequel on montre
I'hyperbolicité du modeéle SOHB (& coefficients constants). Cependant, méme si le modéle est
hyperbolique, il est par nature non-conservatif, ce qui ne permet pas de donner facilement un sens
a des solutions discontinues. On discute alors deux approches pour s’attaquer & ce probléme :
comme dans [MNI1], on peut approcher le systéme SOHB par un systéme conservatif avec un
terme de relaxation d’une part, et d’autre part, on considére également la dérivation d’un terme
de viscosité supplémentaire, comme dans la section précédente, & ’aide d’une échelle différente
pour le noyau d’interaction.

Modéles d’alignement sans bruit avec contraintes géométriques

Dans cette derniére partie, on étudie des équations liées a des modéles d’alignement sans
bruit. Typiquement, lorsque le coefficient ¢ de bruit angulaire dans les modéles étudiés dans
les deux premiéres parties tend vers 0, les équilibres locaux stables sont des distributions de
von Mises avec grand paramétre de concentration, proches de masses de Dirac autour d’'une
« phase » (vitesse, rotation, ou direction) donnée. On s’attend a ce que le modeéle sans bruit se
comporte similairement, mais on n’a pas accés en général & la limite 0 — 0. Lorsque o = 0,
on n’a plus de phénomeéne de régularisation par le bruit, mais les modéles sont en général bien
posés dans des espaces de probabilités et on peut se poser la question de leur comportement en
temps long, par exemple en distance de Wasserstein. Dans le chapitre @ basé sur 'article [F12],
on étudie le modéle d’alignement sur la sphére correspondant & une équation d’agrégation avec
potentiel V(v,v") = —v-v’. On y caractérise le comportement en temps long pour toute condition
initiale, ainsi que celui du modéle de particules associé.

Dans le chapitre [7} on présente le mécanisme d’alignement sur la sphére de Bertin, Droz et
Grégoire [BDGOG] : un modele de saut ou deux particules choisies uniformément au hasard se
placent au point milieu de la géodésique joignant leur deux orientations. Dans larticle [F7], en
collaboration avec Pierre Degond et Gaél Raoul, on montre la convergence en distance de Wasser-
stein, avec un taux exponentiel (optimal) pour toute solution suffisamment proche initialement
d’une masse de Dirac en distance W (en particulier il peut y avoir de la masse partout initiale-
ment, on ne suppose pas un support restreint). On étend également ce modéle et ces résultats sur
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une variété Riemannienne quelconquelﬂ Pour le cas de R (ou Rd), ce modéle conserve le centre
de masse, et cela correspond (entre autres) a un modéle d’économie étudié par Pareschi, Toscani
et Matthes [MTO08, [PT06] pour lequel on peut montrer la convergence vers un profil autosimilaire
(& queue lourde) dans une distance de type Fourier. Il se trouve que l'opérateur associé est le
méme que 'opérateur infinitésimal de Fisher apparaissant dans des modéles de dynamiques de
populations sexuées, dans la limite de variabilité nulle. Dans I’article [F19] en collaboration avec
Cécile Taing, on considére un tel modéle de dynamique des populations sexuées, qui partage avec
les modeéles sur la sphére le fait que le centre de masse n’est pas conservé. Et on montre, comme
dans le cas du modéle d’alignement sur la sphére, la stabilité locale (en distance de Wasserstein)
des masses de Dirac en des points pour lesquels la différence de mortalité avec la mortalité mi-
nimale est inférieure & % Dans ce cas on étend également les résultats de convergence vers un
profil autosimilaire & queue lourde.

Enfin, le chapitre [§ est quelque peu différent, mais a pour origine un modéle similaire d’ali-
gnement de myxobactéries [HKMS21], qui peuvent également se retourner lorsque leurs voisines
ont une orientation essentiellement opposée. Dans ce modéle, le terme d’alignement est le méme
que celui étudié dans le chapitre [7] et on pourrait espérer obtenir le méme genre de stabilité lo-
cale. Cependant 'opérateur de retournement introduit des difficultés structurelles : par exemple,
méme pour une condition initiale concentrée en support autour d’un équilibre (deux Diracs dia-
métralement opposés), la convergence peut se montrer grace & une combinaison de deux énergies,
faisant penser a de ’hypocoercivité. Dans article [F'18], en collaboration avec Laura Kanzler et
Christian Schmeiser, nous nous sommes donc concentrés sur I'opérateur de retournement seul. I1
n’y a plus d’alignement a proprement parler, mais la compréhension de ce phénoméne de retour-
nement pourra sans doute étre utile pour comprendre la combinaison avec ’alignement. Dans un
cadre trés général de modéle de retournement, on y décrit les états stationnaires en fonction de
notions de connectivité de graphes d’interaction. Et on montre la convergence exponentielle vers
un état stationnaire, déterminé explicitement par la condition initiale.

Dans tout ce mémoire, j’ai essayé autant que faire se peut d’avoir des notations cohérentes et
unifiées. On notera génériquement d (parfois n) la dimension d’espace, (€;)1<i<q la base canonique
de R%. On travaille souvent sur la sphére unité de R%, que I’on notera S, pour des variables liées
a l'espace des vitesses. On normalisera toujours la mesure sur la sphére de sorte que fS dv = 1.
Pour un vecteur unitaire v € S, on note P, la projection sur I’hyperplan orthogonal & v.

Une partie conséquente de ce mémoire concerne des travaux n’étant pas encore sous forme
de prépublications au moment du dépdt de ce mémoire (en particulier les sections , le
chapitre |3 et la section . La réalisation de ce mémoire aura été ’occasion de bien avancer sur
leur rédactionﬂ et j’al essayé autant que possible de donner un peu plus de détails sur ces parties
(en particulier sur certaines preuves) dans ce mémoire, en espérant ne pas les avoir rendues trop
longues.

Enfin, un axe de recherche qui me tient & coeur depuis ma théselﬂ7 mais qui n’est pas pré-
senté dans ce mémoire, concerne l'influence de la géométrie du domaine spatial sur des modéles
de particules autopropulsées. En effet de nombreuses structures, telles que les bandes de forte
concentration se propageant au-dessus d’une zone de faible densité, présentent un lien fort avec
la géomeétrie du domaine (périodique en espace) et I'objectif est de comprendre, au moins numé-
riquement, a quel point ces structures peuvent apparaitre dans d’autres géométries. Le travail

6. Techniquement, avec rayon d’injectivité strictement positif et & courbure sectionnelle bornée.

7. Procrastination structurée : http://www.structuredprocrastination.com

8. Cela constituait méme un chapitre, en collaboration avec Sébastien Motsch, qui n’a toujours pas fait ’objet
de publication, mais je ne désespére pas, le sujet étant toujours d’actualité!
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d’Antoine Diez dans sa thése [Die21], permettant de faire des simulations de grand nombre de
particules en utilisant des calculs sur GPU, m’a poussé a reprendre cette exploration (déja laissée
de coté puis reprise de nombreuses fois) qui j’espére fera enfin un jour l'objet d’une publication.
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On s’intéresse & des équations de type Fokker—Planck :
Of +vVy - (Vo(Jf-0)f) =0Ayf, Jf:/vfdv, (1.1)
S

ou f(t,-) est une mesure de masse totale p > 0 sur un ensemble S de configurations (« orien-
tations ») notées v, avec S inclus dans un espace M de dimension finie m. On a typique-
ment v € S%!, avec m = d (mais de nombreux modéles peuvent également se mettre sous
cette forme, comme on le verra plus tard). Cette équation modélise la compétition entre un phé-
nomeéne d’alignement d’intensité v (les particules d’orientation v subissent une force d’alignement
tendant & maximiser Jy - v, qui est la moyenne des v - v, dont le maximum est obtenu quand v
est « aligné » avec v'), et une diffusion de coefficient o. Comme on ne suppose pas p = 1, pour
étre plus précis l'intensité d’alignement est également proportionnelle a p ici, puisque Jy lest.
De fagon générique, on peut écrire I’équation sous la forme

aJ:am,@Q#vAMi))
o f

ou My (v) = exng,;/) est une distribution de type von Mises sur § pour un paramétre Y € M,
ot le coefficient de normalisation est donné par Z(Y) = |, sexp(v - Y)dy. On voit alors que les
équilibres recherchés sont de la forme f = pMy o Y = Z.J;. On obtient donc I'équation de
compatibilité suivante (non-linéaire, dans ’espace M de dimension m) :

pU
y="y
o My
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Chapitre 1. Transitions de phase du point de vue des équilibres

et sa résolution permet de décrire les états stationnaires possibles suivant les valeurs des para-
métres p, v et 0. Une premiére étape est en général de réduire la dimension de ce probléme en
utilisant les symétries.

Lorsque S est la sphére S¥=1, on obtient le modéle étudié dans [F3] dans le cadre de ma thése,
aussi appelé dans la communauté « cristaux liquides » équation de Smoluchowski avec potentiel
dipolaire [F'S05], ou correspondant au modeéle de Kuramoto avec oscillateurs identiques dans le
cas d = 2 [GPP12]. En écrivant Y = kQ € R? avec k = 0 et Q € S¥!, I'équation de compatibilité
devient une équation scalaire sur £ (indépendante de 2, qui peut étre choisi arbitrairement). La
transition de phase est du second ordre :

— Pour #2 < d, un seul état stationnaire : la distribution uniforme sur la sphére.

— Pour *2 > d, deux types d’équilibres : la distribution uniforme, et une famille d’équilibres de
la forme pM,q (des distributions de von Mises), concentrées autour de Q € S¥~!, avec k > 0
(dépendant de “£), et dont le paramétre d’ordre ¢(x) converge vers 0 lorsque “2 — d.

Les physiciens ont longtemps débattu pour savoir quel était ’ordre de la transition de phase
dans le modéle de Vicsekﬂ Dans la note [F6] (suivie de l'article [E8], qui sera présenté dans
la partie suivante pour la dérivation de modéles macroscopiques), en collaboration avec Pierre
Degond et Jian-Guo Liu, nous avons montré qu'un simple changement faisant varier les coef-
ficients v et o en fonction de |Jf| pouvait donner lieu & de nombreux diagrammes de phase
différents, ce que nous présentons dans la section [I.1]

En plus du cas de la sphére, ot v représente une vitesse de norme 1, les deux exemples qui
nous intéressent ici sont:

— les polyméres en forme de batonnets, avec le potentiel de Maier—Saupe : tout élément
de S?/{#1} peut étre représenté par la matrice ¢ ® q — %13 ol ¢ € S?. L’ensemble S de
telles matrices (appelées @Q-tenseurs uniaxiaux) est donc inclus dans lensemble M (de
dimension 5) des matrices symétriques de trace nulles (appelées @Q-tenseurs). En utili-
sant les symétries, ’équation de compatibilité peut étre réduite en dimension 2 en consi-
dérant seulement des matrices diagonales de trace nulle. Cette équation a été résolue
dans [FS05) [ILZZ05, ZWFWO05] : toutes les solutions sont axisymétriques (seulement deux
valeurs propres pour la matrice diagonale), et on se raméne donc & un probléme scalaire.
La transition est du premier ordre, avec deux seuils (disons p,. < p. si on prend pour pa-
ramétre la densité p). Lorsque p < py, il n’y a que I'équilibre isotrope, entre p, et p. il y a

en plus des familles d’équilibres de la forme pM, 4 (qo®ao—1L13) AVeEC 0 < k— < K4 (équilibres

appelés « prolate >>|E[) et pour p > p. le signe de k_ devient négatif (I’équilibre devient
« oblate >>E[). Ces résultats ont été étendus dans [WHOS| en dimension d > 3 : cette fois-ci
on a toujours seulement deux valeurs propres pour la matrice diagonale, et pour chaque
dimension possible de sous-espace propre, on a une équation de compatibilité scalaire.

— les matrices de rotation, introduites dans [F9] pour modéliser ’alignement de corps rigides
(on présentera cet article, en collaboration avec Pierre Degond et Sara Merino-Aceituno,
dans la partie suivante pour la dérivation d’un modeéle macroscopique). La version homo-
géne en espace du modéle original, légérement différente du cadre présenté ici (qui cor-
respond, lui & I'article [F'14]), ne présente pas de transition de phase (la moyenne Jy est
remplacée par la partie orthogonale de sa décomposition polaire), mais le mécanisme d’ali-
gnement est essentiellement le méme. On a ici S = SO(3) et M est simplement 1’ensemble

9. Leur principale difficulté étant de s’entendre sur le modéle en lui-méme. . .
10. Ballon de rugby.
11. Smarties®.
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1.1. Un modéle de type Vicsek avec intensités d’alignement et de bruit variables

des matrices carrées de taille 3. Dans une partie de l'article [F13], en collaboration avec
Pierre Degond, Antoine Diez et Sara Merino-Aceituno, on résout complétement ’équation
de compatibilité, en transformant le probléme via les quaternions unitaires, et se ramenant
a un probléme de polymeéres en dimension 4. C’est ce que 'on présente dans la section [T.2]
Pour les rotations en dimensions supérieures, j’ai trouvé un moyen de résoudre compléte-
ment I'équation de compatibilité en dimension 4, toujours en passant par les quaternions,
ainsi qu’en dimension 5 ou plus, mais seulement au voisinage du seuil de transition, avec
des considérations de symétries. Cela ne fait pas encore 'objet d’une publication, mais j’en
présente les idées dans la section [1.3

1.1 Un modéle de type Vicsek avec intensités d’alignement et de
bruit variables

Dans [E6l [F'§|, on considére I’équation

J
Of +v(ITf)Ve - (Vo(Qf - 0)f) = o (lT¢) A f, Jf:/Svfdv, Qf=|TJ;y,

ol cette fois-ci les coefficients d’alignement et de diffusion dépendent de la norme de la quantité
de mouvementua J¢. Lorsque v(|J¢|) = vo|Jf| et o(|J¢|) = 00, on retrouve (1.1). On impose aux
fonctions v et o d’étre C!, avec o > 0 et v(0) = 0, de sorte que le modéle n’est pas singulier,

et pour des raisons de simplicité, on suppose que |J| — k(|J]) = ZEHB est croissante (lorsque

que |J| augmente, autrement dit lorsque f se concentre autour de Q, le phénomeéne d’alignement
est renforcé par rapport a la diffusion). On note alors j la réciproque de cette fonction, de sorte
que k = k(|J]|) < |J| = j(k). En notant ® une primitive de k, on peut relier I’équation & un
flot-gradient (pour la distance de Wasserstein Ws) de 1’énergie suivante

F(H) = [ £in v = a0,
dont la dissipation D(f) = —%}" (f) est donnée par

D(f) = o(|75)) /S F19,(n £ — K(J5)2 - v)[2do.

On a alors plusieurs caractérisations des états d’équilibre, dont la détermination se raméne a
la résolution d’une équation scalaire.

Proposition 1.1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Etat stationnaire : f € C*(S) et V, - (Mk(umgfvv(

f )) _
Mi( ;0
(ii) Pas de dissipation : f € C1(S) et D(f) = 0.
(11i) f est un point critique de F sous contrainte de masse totale p.
(v) f = pMyuq pour Q €S et k = 0 vérifiant I’équation de compatibilité suivante :
j(k) = pe(r),
ou le « parametre d’ordre » c(k) = |Jp. | € [0,1] (indépendant de Q) est donné par

fgr cos fet <o gind=2 949
C(R) - T o kcosf qind—2
Jo e sin®=? 4dé
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Chapitre 1. Transitions de phase du point de vue des équilibres

On voit donc que le diagramme de phase (’ensemble des familles possibles d’équilibres en
fonction de la valeur de p, une fois les fonctions v et o fixées) dépend du comportement de la

fonction k +— i% On peut alors définir deux seuils p, (le minimum de cette fonction) et p. (sa

limite en 0, supérieure & p,, pouvant éventuellement étre la méme). Pour p < py, la seule solution
est k = 0, correspondant & I’équilibre uniforme. Dés que p > p«, on a des familles d’équilibres
non-isotropes de la forme pM,qn pour des solutions « > 0 de I’équation de compatibilité. Et
lorsque p traverse le seuil p., alors le nombre de telles familles change (sous des hypothéses de
non-dégénérescence, on passe d’un nombre pair & un nombre impair). On ne peut rien dire de plus
a priori sur la fonction x +—> %, on peut en fait avoir des diagrammes de phase assez arbitraires.
Par contre on peut montrer que le seuil p. correspond a la valeur pour laquelle ’équilibre isotrope
cesse d’étre un minimum local strict de F (sous contrainte de masse totale p). Et on obtient
également que le sens de variation de cette fonction % permet de déterminer la nature du point
critique associé a une famille d’équilibres de von Mises : lorsque (%)’ (k) > 0, l'équilibre pMyq
est un minimum local (non strict, puisque tout équilibre pM, & avec Q €S est un point pour
lequel F prend la méme valeur), et ce n’est plus le cas lorsque (%)’ (k) <O.

On a alors un cas générique de transition de phase du second ordre lorsque (%)’ (k) >0
pour tout k > 0 (par exemple pour v(|J|) = y|J|, o(|J|) = 0¢): dans ce cas il n’y a qu'un
seuil p. = p., et qu’une famille d’équilibres non-isotropes (qui correspond au minimum global
de F) lorsque p > pe, et la valeur du parameétre d’ordre associé au minimum global de F varie
contintiment, passant de 0 pour p < p. & ¢(k(p)) pour p > p., ou k(p) est la seule solution
positive de I’équation de compatibilité. On montre alors que ce paramétre d’ordre se comporte
comme a(p — p.)? lorsque p e Pe, 'exposant critique B pouvant a priori prendre toutes les
valeurs possibles dans |0, 1] suivant les choix des fonctions v et o.

Un autre cas typique est le cas ol % est décroissante puis croissante. C’est par exemple le cas
lorsque 'alignement est de la forme v(]J|) = vy|J| et le coefficient de diffusion de la forme %?Jl
(la figure illustre ce phénoméne, avec le calcul numérique du diagramme de phase pour le
cas vy = og = 1). Cela peut étre relié au « vectorial noise » de [CGGROS|, appelé parfois bruit
extrinséque [ALV09|, ou le bruit est présent dans I’évaluation de la vitesse moyenne de chaque
voisin : si les voisins sont bien alignés, les termes bruités se compensent lors de la normalisation
pour calculer I'orientation moyenne. Dans ce cas on a seulement 1’équilibre uniforme pour p < px,
puis deux familles d’équilibres de von Mises pour p, < p < p. ('une étant un minimum local
pour F, Pautre non), I’équilibre uniforme restant un minimum local, et enfin une seule famille de
distributions de von Mises pour p > p. (réalisant le minimum global de F), I’équilibre uniforme
n’étant plus un minimum local. On a alors un phénomeéne d’hystérésis. Partant d’un équilibre
uniforme pour p < ps, si on augmente p, cet équilibre (avec paramétre d’ordre 0) reste un
minimum local jusqu’a ce que p dépasse p., et alors le paramétre d’ordre (commun) des minima
locaux est proche de c¢(k(pe)) = ¢. : il y a une discontinuité du parameétre d’ordre. Puis si I'on
diminue p partant de p > p., cette fois-ci I’équilibre de type von Mises reste un minimum local
jusqu’a sa disparition en p = p., le paramétre d’ordre passe cette fois-ci de ¢, = ¢(k(ps)) & 0, avec
une deuxiéme discontinuité. Cette transition de phase est discontinue, dite de premier ordre

On présentera dans le chapitre 5.1l un lien entre ces différents types de transitions de phase
et ’hyperbolicité du modéle macroscopique dérivé formellement comme limite hydrodynamique
du modéle inhomogéne en espace associé.

12. Une partie du débat chez les physiciens : I’exposant critique est-il bien strictement inférieur & %, décrit a
l'origine comme « a novel type of phase transition » par Vicsek [VCBJ'95| ?

13. Une partie de la réponse au débat : lorsqu’on change de type de bruit, donc de modéle, la transition n’est
pas forcément la méme. ..
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1.2. Les orientations de corps rigides : des polyméres en dimension 4
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FIGURE 1.1 — Diagramme de phase du modéle avec hystérésis, dans le cas ou v(|J]) = |J|
et o(|J]) = %lﬂ’ en dimension 2 et 3. Les lignes pleines (resp. interrompues) correspondent a

des équilibres minimisant (resp. ne minimisant pas) localement F.

1.2 Les orientations de corps rigides : des polymeéres en dimen-
sion 4

Dans [F14], on considére un modéle d’alignement de matrices de rotation, notées A € SO(3).
On a alors, pour reprendre l'introduction de ce chapitre, S = SO(3) et M = M3(R). En norma-
lisant de nouveau la mesure sur SO(3) comme une mesure de probabilité, I’équation de Fokker—
Planck s’écrit donc (en prenant v =0 = 1) :

O + V- (Valdy Af) = Aaf, gy = [ g AT

On a fait le choix de prendre ici A- B = %Tr(ABT) comme produit scalaire sur M, pour lequel
la distance géodésique entre une rotation d’angle 6 et I'identité vaut 6.

Dans la figure[I.2] des simulations numériques du modéle de particules associé mettent en évi-
dence un phénomeéne de transition de phase du premier ordre, tel que dans la section précédente,
avec deux seuils p, et p.. On lance 500 simulations d’un systéme de 500 particules, avec diverses

3 111l
2 p
(qui vaut 0 pour une distribution uniforme, et 1 lorsque la distribution est concentrée autour

d’une matrice de rotation Ag donnée)E En temps grand, on observe que le paramétre d’ordre
reste proche de 0 lorsque p est plus petit qu’un seuil p,, qu’il se concentre autour d’une valeur
positive (croissante avec p) lorsque p est plus grand qu’un deuxiéme seuil p., et qu’entre les deux,

configurations initiales pour lesquelles on trace le paramétre d’ordre ¢ correspondant a

14. Pour une meilleure illustration, le paramétre p et le paramétre d’ordre ¢ ne sont pas initialement tirés
uniformément, de fagon & obtenir plus de points dans les régions d’intérét.
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Chapitre 1. Transitions de phase du point de vue des équilibres

certaines configurations voient leur paramétre d’ordre rester proche de 0 alors que d’autres ont
leur paramétre d’ordre proche d’une valeur positive, dépendant de p.

500 simulations avec 500 particules au temps t=0.00 500 simulations avec 500 particules au temps t=20.00
1.0 * o ' - 5w ) 1.0
oy ° oc’o . ° :' ° ]
o
®e ege 0 & .: %<
08 %o o Soo o m, © ° 0.8
) ° e o @ °
. ° : «° S, 000 .
o °% % o * o ° % ° 4
T 061 o L° LYY o ° o ° T 06
o e ° .‘."'-'- . ° o ;‘
g D) e
3 o o LR 3 e .
€04 ° . o o0 . Eoa e oo
5 o Mo e o oS &m8 . 5
s P o ° .' ®e ') o % = o4
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Densité p Densité p

FIGURE 1.2 — Illustration numérique du phénomeéne de transition du premier ordre.

Comme dans la section précédente, on peut obtenir une énergie libre F similaire, qui décroit
au cours du temps: L F(f) = —D(f), avec

F)= [ fwfda- gl D= [ fVans - gy AP
50(3) SO(3)

On a de méme, comme dans la proposition [I.1] équivalence entre f solution stationnaire de

I'équation de Fokker—Planck, D(f) = 0, f point critique de F sous contrainte de masse p, et f

de la forme f = pMy ot Y € M est solution de I’équation de compatibilité suivante :
exp(A-Y)

Y =pJy,, ouMy(A)= Tz avec Z(Y) = /50(3) exp(A-Y)dA. (1.2)

Cette équation, & résoudre dans M de dimension 9, ne peut pas se ramener directement & une
équation scalaire : il n’y a aucune raison a priori que Y soit proportionnel a une matrice de
rotation. On peut cependant utiliser les symétries du probléme pour se ramener au cas de Y
diagonale, en écrivant Y = PDQ avec P, € SO(3) et Y diagonale, et on a alors D = pJy,, par
invariance a gauche et a droite de la mesure de Haar sur SO(3). On obtient donc une équation de
compatibilité dans un espace de dimension 3, mais cela ne suffit pas pour résoudre le probléme
simplement.

Dans [F13], en collaboration avec Pierre Degond, Antoine Diez et Sara Merino-Aceituno,
nous résolvons cette équation de compatibﬂitéEL grace au lien entre ce modéle et le modéle
de polymeéres avec potentiel de Maier—Saupe en dimension 4. En effet, en notant H; ’ensemble
des quaternions unitaires (qui s’identifie & S?), on a une identification entre H; /%1 et SO(3)
par I'application suivante : & un quaternion g on associe 'application u — qug* qui envoie un
quaternion imaginaire pur (vu comme un élément de R?) vers un quaternion imaginaire pur de
méme norme, correspondant donc & une matrice orthogonale de dimension 3, c’est méme une

rotation, que 'on note ®(q). En pratique, si ¢ = cos( g) + Sin(g)n, ol le quaternion imaginaire

15. Cet article considére une équation de type BGK plutot que Fokker—Planck pour simplifier le probléme
de convergence en temps long, mais les équilibres sont les mémes, et on doit résoudre la méme équation de
compatibilité. On verra méme dans le chapitre [2] que la méme énergie F est décroissante.
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1.2. Les orientations de corps rigides : des polyméres en dimension 4

pur n est identifié & un vecteur unitaire de R3, la rotation ®(q) associée est la rotation d’angle 6
autour de l'axe dirigé par n. Réciproquement toute rotation peut s’écrire de cette forme (le
quaternion ¢ étant unique au signe prés). Cette analogie était le point de départ de Particle [F10],
ou nous utilisons les quaternions pour décrire des modeéles d’alignement de corps rigides (et dont
le modeéle macroscopique associé est décrit dans le chapitre [), et elle se révéle trés utile pour
comprendre la solution de I’équation de compatibilité, en la transformant en une équation de
compatibilité pour le modeéles des polymeéres avec potentiel de Maier—Saupe, qui a été résolue
dans [WHOS]|. En effet, a tout quaternion unitaire on peut associer le Q-tenseur ¢®q— 514, qui ne
change pas lorsqu’on change ¢ en —¢q. Ces deux plongements de H; /{£1} sont en fait les mémes
A travers un isomorphisme linéaire entre M et les Q-tenseurs d’ordre 4 (I'ensemble S(R) des
matrices symétriques de trace nulle et de taille 4, également de dimension 9), qui a de bonnes
propriétés :

Proposition 1.2. Il eziste un isomorphisme linéaire ¢ entre M = M3(R) et SJ(R) (tous deux
de dimension 9) avec les propriétés suivantes :

VgeHy, ¢(®(q)=q®q— 314,
VY € My(R) g € Hi, Y ®(q)=q-0(V)a=6(Y) (4@q~ L),

Les produits scalaires apparaissant étant respectivement celui que l'on prend sur M, puis le
produit scalaire canonique dans R*, et enfin le produit scalaire Tr(QQ) pour Q,Q € SY(R). De
plus, lisomorphisme ¢ préserve la structure diagonale: Y € M3(R) est diagonale si et seulement

si ¢(Y) est diagonale dans S3(R).
On peut donc obtenir toutes les solutions de 1’équation de compatibilité.
Proposition 1.3. Les solutions de I’équation de compatibilité[1.3 sont les suivantes:

— La matrice Y =0,

— les matrices de la forme Y = aAy avec Ag € SO(3) et ou o € R\ {0} est solution de
[’équation de compatibilité scalaire

a = pci(a), (1.3)

— les matrices de la forme Y = av/3a® b ot a et b sont deux vecteurs unitaires de R3 et
ot o > 0 est solution de I’équation de compatibilité scalaire

a = pey(a), (1.4)

avec les fonctions c1 et co données par

2(0
er(a) = " 3(2cos0 + 1) sin?(§) exp(a cos 9)d97
Jy sin ( ) exp(ccos 0)do
P d
() = 1 Jy cospsinpexp(* 30 cos ) v

V3 N smgpexp(‘{a cos p)dp

En étudiant les variations des fonctions a — ﬁ (décroissante, jusqu’a un o, =~ 1.9395,
puis croissante), et a ﬁ (croissante), on peut alors démontrer I'existence des deux seuils
de la transition de phase du premier ordre :

Ol e ) o

~ 4.5832 =lim —— =lim —— =6
cl(a*) ’ Pe ozli)r%) Cl( ) ozg% cl(a)

Px =
On peut alors décrire complétement le diagramme de phase, représenté dans la figure
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FIGURE 1.3 — Diagramme de phase du modéle d’alignement sur SO(3), décrit en détail ci-
dessous. Les lignes pleines correspondent aux minima locaux de F sous contrainte de masse p.

— Lorsque p < py, la seule solution est Y = 0, correspondant a 1’équilibre uniforme sur SO(3),
qui est le minimum global de I’énergie sous contrainte de masse p. Le paramétre d’ordre
vaut 0 (trait plein sur la figure [1.3)).

— Lorsque p, < p < pe, I'équilibre uniforme reste un minimum local. On a deux familles
supplémentaires de solutions, ¥ = ax(p)Ap ou Ag € SO(3) et 0 < a_(p) < a4 sont
les deux solutions non nulles de . Cela donne deux familles d’équilibres (chacune de
dimension 3, homéomorphe & SO(3)) de la forme pM,, (54, (concentrés autour de la
matrice de rotation Ag), les équilibres associés a ay(p) sont des minima locaux, ceux
associés a a—(p) ne le sont pas. Les paramétres d’ordre de ces deux familles sont ¢; (a4 (p))
(trait plein pour a., trait interrompu pour a_ sur la figure .

— Lorsque p > p., 1'équilibre uniforme n’est plus un minimum local (en pointillé sur la
figure [1.3). Les solutions non-nulles de s’écrivent a_(p) < 0 < a4 (p), on a toujours
deux familles d’équilibres, et il se rajoute une troisiéme famille d’équilibres (de dimension 4,
homéomorphe a §? x §/{£1}) associée a I'unique solution ay > 0 de (L.4).

— Un équilibre associé a a(p), de la forme pM, +(p)Ao correspond au minimum global
de F sous contrainte de masse p. Le paramétre d’ordre est ¢j(ay(p)) (trait plein sur
la figure [1.3]) et tend vers 1 lorsque p — +oco : I’équilibre s’approche de la masse de
Dirac autour de Ag.

— Pour un équilibre associé¢ a a_(p) < 0, de la forme pM,_(,)4,, le paramétre d’ordre
vaut |ei(a—(p))| (en trait interrompu sur la figure [1.3)), et I'équilibre n’est pas un
minimum local de F sous contrainte de masse p. La densité de la distribution est
maximale pour les rotations de la forme AgR, ott R est une rotation d’angle = autour
d’un vecteur unitaire quelconque. On peut également les voir comme les rotations
de la forme (—Ap)S, ou S, est la réflexion autour de 'hyperplan orthogonal a wu,
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pour un vecteur unitaire quelconque u. Cet ensemble de rotations forme une variété
de dimension 2, isométrique a S?/{#1} (a une dilatation prés), et la distribution se
concentre autour de cette variété lorsque p — 400, le paramétre d’ordre tendant alors

1
Vers 3"

— Un équilibre associé a as(p), de la forme PM,, () /3asp avec a b dans S? n’'est pas
non plus un minimum local de F sous contrainte de masse p, et le paramétre d’ordre
vaut ca(ao(p)) (trait mixte sur la figure [1.3). La densité de la distribution est maxi-
male pour les rotations envoyant b sur a. Cet ensemble de rotations forme une va-
riété de dimension 1 isométrique a S!, autour de laquelle la distribution se concentre

lorsque p — 400, et le paramétre d’ordre tend vers %

1.3 Rotations en dimensions supérieures

Se pose alors la question naturelle de savoir si on peut généraliser ce résultat en dimension
supérieure. A cela on oppose tout de suite la réplique « mais pourquoi donc vouloir généraliser
ceci en dimension supérieure >>|E? En terme d’application il n’y a pas & ma connaissance de
besoin actuel d’étudier de 'alignement-diffusion sur SO(4) et plus, mais sait-on jamaisﬂ .
Dans tous les cas, obtenir des résultats en dimensions supérieures apporte parfois un éclairage
sur les dimensions plus petites (on le verra également dans le chapitre [4)). Et je dois avouer que
le résultat sur les polyméres en toute dimension de [WHOS| nous a bien aidés pour comprendre
l'alignement dans SO(3) (je ne sais toujours pas comment le montrer directement sans passer
par cette interprétation), alors j’espére que le travail que je présente dans cette section pourra
servir un jour! Ces résultats ne font pas encore 'objet d’une publication, la rédaction est en
cours, avec le soutien précieux de Pierre Degond et Antoine Diez@

On se place donc dans SO(n), avec n > 3. On prend ici le produit scalaire A- B = Tr(ABT)
sans le coeflicient % On cherche comme précédemment les états stationnaires de 1’équation de
Fokker—Planck avec v = 0 = 1, et § = SO(n) (on normalise la mesure de Haar de telle
sorte que ce soit une probabilité). Cela revient a résoudre 1’équation de compatibilité

_exp(4-Y)

Y =pJy,, ouMy(A)= “Zu) avec Z(Y) = /SO( )exp(A -Y)dA. (1.5)

avec Y € M = M,(R). On a également comme précédemment %]—"(f) = —D(f), avec
1
F= [ fmpda-glP D)= [ fVatng - gy AP
S50(n) SO(n)

Le premier résultat que 1'on obtient c’est que I’équilibre uniforme (correspondant & Y = 0) est
un minimum local de ’énergie F sous contrainte de masse p lorsque p < p. = n, et ce n’est plus
le cas lorsque p > p. (la différence avec la section précédente ou on avait p. = 6 pour n = 3
provient du changement de produit scalaire). On s’intéresse donc aux solutions non-nulles, qui
peuvent étre caractérisées comme points critiques de la fonction de partition Z sous contrainte
de norme constante :

16. Argument spontané, celui qui vient du coeur : « parce qu’on aime les maths ».

17. Argument marketing, celui qu’on doit mettre dans les appels a projets : « exploration de configurations
particuliéres en grande dimension = intelligence artificielle, data science ».

18. sans qui mes vieilles notes « vague thoughts on compatibility equations » de 2018 traineraient encore dans
la poussiére (numérique).
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Chapitre 1. Transitions de phase du point de vue des équilibres

Proposition 1.4. Si Y # 0 est une solution de l’équation de compatibilité (1.5)), c’est alors un
point critique de Z sous contrainte de morme constante. Et réciproquement, si Y # 0 est un tel
point critique, il existe alors p > 0 tel que Y soit une solution de l’équation de compatibilité ((1.5)).

1.3.1 Des points critiques obtenus par des considérations de symétries

On peut également utiliser les symétries pour réduire le probléme : si on multiplie & gauche
et a droite une solution Y par des matrices de rotation P,Q € SO(n), on obtient de nouveau une
solution. Et comme on peut toujours écrire une matrice ¥ € M comme Y = PDQ avec P, Q
dans SO(n) et D = diag(dy,...,d,) diagonale (on peut méme imposer d; > ... = dp—1 = |dy],
ce qu’on a appelé décomposition spéciale en valeurs singuliéres dans [F'13]), on se raméne donc &
chercher les points critiques de D — Z(D) dans l'espace des matrices diagonales (sous contrainte
de norme constante). On écrira ((v) = Z(diag(v)) et on cherche les points critiques de ¢ sur la
sphére de rayon r > 0 dans R™. Si on considére la mesure image p de la mesure de Haar sur SO(n)
par l'application qui & A € SO(n) associe sa diagonale principale (vue comme un vecteur de R™),
on obtient donc

()= [ e duta)

On va maintenant utiliser des symétries supplémentaires de la mesure y pour obtenir des points
critiques de (. Par le théoréme de Horn [Hor54l [Bor93|, on sait déja que le support de p (I'en-
semble des diagonales possibles de matrices de rotations) est le demi-hypercube H,, : ’enveloppe
convexe des points de la forme (%1, ..., 41) avec un nombre pair de signes moins. Et on note D),
le groupe de Coxeter constitué des matrices de permutation dont on change éventuellement le
signe d’'un nombre pair de « uns ». C’est un groupe de symétries qui laisse H,, invariant, et il
se trouve qu’il laisse également p invariante. On a besoin d’un peu de vocabulaire d’action de
groupe :

Définition 1.1. Pour G un sous-groupe de GL,(R), et v un élément de R™, on note Stabg(v)
son stabilisateur (le sous-groupe des matrices P € G telles que Pv = v). Et si G est un sous-
ensemble de matrices, on note Fix(G) le sous-espace vectoriel des points fizes communs a tous
les éléments de G.

On obtient alors une famille de points critiques en utilisant seulement ces symétries :

Proposition 1.5. La fonction { est invariante sous l’action de D,,.

Par conséquent, siv € R™\ {0} est tel que Fix(Stabp, (v)) = Vect(v), alors v (ainsi que tout
point dans son orbite par Uaction de Dy ) est un point critique de ¢ sur la sphére de rayon ||v||
centrée en 0.

De plus, les points v € R™ \ {0} tels que Fix(Stabp, (v)) = Vect(v) sont eractement les
points proportionnels a dg = (1,...,1), d; = (1,1,...1,0,...,0) (avec n — i uns et i zéros)
pour2 <i<mn,s=(1,...,1,—1), ou les points dans leurs orbites sous l’action de D,,.

Ces points donnent donc des points critiques sur la sphére de n’importe quel rayon r > 0.
Lorsqu’on observe les points donnés par la proposition [1.5] on peut les voir comme les centres
d’éléments particuliers du polytope H,, : les points dans l'orbite de dg sont les sommets, ceux
dans l'orbite de dg sont les milieux des arétes, ceux dans l'orbite de d,, pour m > 3 sont
proportionnels aux centres des cellules m-dimensionnelles qui sont des demi-hypercubes. Il y a
un autre type de cellules m-dimensionnelles dans H,,, des simplexes, et leurs centres ne sont pas
en général dans la liste des points donnés par la proposition [1.5] sauf dans le cas m =n — 1, qui
correspond au point s (& une dilatation prés).
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1.3. Rotations en dimensions supérieures

Lorsqu’on revient au probléme original, on obtient donc des familles d’équilibres pour ’équa-
tion de Fokker—Planck, que I'on peut caractériser grace a des solutions d’équations de compati-
bilité scalaire comme dans la section précédente. Lorsque v € S* !, on note S, =1, — 2u® u la
réflexion orthogonale qui fixe I’hyperplan orthogonal & w. Pour ¢ = 0 ou 2 < ¢ < n, on obtient
des fonctions ¢;(a), ainsi qu'une fonction ¢(«), dont on ne précise pas les expressions iciE Et
on a la description suivante des solutions de ’équation de compatibilité que ’on obtient, ainsi
que des équilibres associés.

Théoréme 1.1. Les solutions de l’équation de compatibilité (1.5)) correspondant auzx points cri-
tiques donnés par la proposition sont les suivants :

— Toute matrice de la forme Y = a A ou A € SO(n) et a > 0 est une solution de l’équation
de compatibilité a« = pco(ar). Lorsque a est grand, la distribution My est concentrée autour
de A.
n(n—1)

Cet ensemble d’équilibres est une variété de dimension ———, homéomorphe a SO(n).

— Pour2 < i < n—1, toute matrice de la formeY = |/ *-aGE,_, F,_;, ou E, ; et F,_; sont

deuz sous-espaces de R" de dimension n — i, Gg, , F, , est la matrice d’une application
linéaire g de noyau E,ii et d’image F,_;, telle que g|g, , est une application orthogonale
de En_; vers F,_;, et a > 0 est une solution de l’équation de compatibilité o = pci(a).
Lorsque a est grand, la distribution My se concentre autour de l’ensemble des matrices
de rotation A (vues comme des applications linéaires) dont la restriction a E,_; est égale
a glg,_, (cet ensemble de matrices est isométrique a SO(i)).

(n—i)(n+3i—1)
e

—1

Cet ensemble d’équilibres est une variété de dimension

— Toute matrice de la forme Y = aA avec A € O(n) \ SO(n), o o > 0 est une solution de
léquation de compatibilité o« = pc(«). Lorsque o est grand, la distribution My se concentre
autour de l’ensemble des matrices de rotation de la forme A = AS, avec u € S"~' (cet

ensemble de matrices est isométrique, a une dilatation prés, a S*1/{£1}).

n(n—1)
2

Cet ensemble d’équilibres est une variété de dimension homéomorphe a SO(n).

On n’a pas encore caractérisé la nature des points critiques de F correspondant, méme si on
n’a pas trop de doute sur ce qu’on espére obtenir : seule la premiére famille est un minimum local,
et seulement lorsque la dérivée de o — Co%a) est strictement positive. On s’attend également a
ce que cette fonction soit décroissante puis croissante, donnant lieu a une transition de phase du
premier ordre.

Lorsqu’on observe la résolution dans le cas de SO(3) donnée dans la section précédente,
on obtient que tous les équilibres sont présents dans le théoréme avec co(«) correspondant
au c1(a) de la section précédente pour o > 0, co(«r) étant inchangé (E; et Fy correspondant
a Vect(b) et Vect(a)), et ¢(a) correspondant & —c;(—a) pour a < 0.

On peut donc se demander si c’est le cas pour n > 4. Est-ce que le théoréme contient
toutes les solutions de I’équation de compatibilité ? La réponse est non pour n = 4 (il est connu
que SO(4) est particulier parmi les SO(n), en particulier il n’est pas simple en tant que groupe de
Lie, son algebre de Lie étant isomorphe & o(3) @ 0(3)), et c’est 'objet de la sous-section suivante.
Pour n > 5, on conjecture que c’est le cas, et c’est en effet le cas au voisinage de la distribution
uniforme (donc du seuil critique p.), ce que l'on explique dans la la derniére sous-section.

19. ce sont des moyennes de fonctions de la forme w - a contre une mesure proportionnelle a e*“ *du, pour des
points w proportionnels aux points donnés par la proposition
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1.3.2 Encore des quaternions pour SO(4)

Si on regarde le demi-hypercube Hy il est en fait composé de 16 cellules tridimensionnelles :
8 tétraédres, vus comme des demi-cubes, dont les centres sont dans les orbites de dy par 'action
de Dy, et 8 tétraédres, vus comme des 3-simplexes, dont les centres sont dans l'orbite de %s. Le
demi-hypercube Hy est en fait un polytope régulier (de méme que le demi-cube Hjs est en fait
un tétraédre régulier), I'hyperoctaédre (le dual de 'hypercube). Et son groupe de symétrie est
donc plus grand que Dy : on peut y rajouter des rotations qui envoient les tétraédres du premier
type vers des tétraédres de l'autre type. La magie est alors que ( est également invariant sous
I’action de ce nouveau groupe. En faisant agir ce groupe & la place de Dy, on obtient donc de
nouveaux points, qui n’étaient pas présents dans la proposition [1.5| : les points proportionnels
a s = (1, é, é, —%) ou aux points dans leur orbite sous ’action de Dy, qui correspondent aux
centres des faces de Hy. On ne détaille pas la preuve de linvariance de { par rapport a ce
nouveau groupe, parce que ce qui nous intéresse est de montrer que ’on obtient bien I’ensemble
des solutions, et que 'on a une méthode plus directe pour cela, qui donnera alors toutes les
solutions.

L’idée est d’utiliser de nouveau un lien avec les quaternions. Fn effet si on considére la mul-
tiplication & gauche par un quaternion unitaire q € Hj, cela correspond & appliquer une matrice
de rotation L(q) dans R*, dite « isocline gauche ». De méme pour la multiplication & droite, on
obtient R(q) dite « isocline droite ». Il se trouve que toute rotation isocline gauche commute
avec toute isocline droite, et que tout élément de SO(4) peut s’écrire sous la forme L(q)R(q) (de
seulement deux maniéres, 'autre étant L(—¢)R(—¢q)). On a donc un isomorphisme entre SO(4)
et (H; x Hy)/{£1}, qui nous permet d’avoir une expression simple de la mesure de Haar : pour
toute fonction continue f sur SO(4), on a

/ F(A)dA = F(L(q)R(@)dqdq.
SO(4) Hq xH;

On peut alors exprimer la fonction ¢ d’une maniére assez simple, a ’aide de produits de Schur,
et en utilisant une transformation qui envoie I’hypercube H,4 sur 'hyperoctaédre de sommets +e;
pour 1 < < 4.

Lemme 1.1. On identifie H avec R* et on note ® pour le produit de Schur de deuzr vecteurs :
siq=a+bi+cj+dk etq—a+bl+c_]+dk alorsq@q—aa—i—bbl—i—cc_]—i—ddk
On introduit la réflexion orthogonale fizant ’hyperplan orthogonal a €1 —es —e3 — ey, donnée
par la matrice
1 1 1 1
111 1 -1 -1
N=5e-eese "3 [1 1 1 -1

1 -1 -1 1

Enfin, pour u € R*, on définit
E(u) = / e (19D qgdg.
Hl XHl

Alors, pour tout v € R*, on a ((v) = £(2Nv).

Comme la transformation N est orthogonale, les points critiques de ¢ sous contrainte de
norme constante correspondent & des points critiques de £ sous contrainte de norme constante.
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1.3. Rotations en dimensions supérieures

On peut alors utiliser I'expression du gradient de &£, en identifiant de nouveau les quaternions
avec R* :

Vb (u) = / (v ©D)e O 45 dw,
Sg ><S3

ainsi que quelques lemmes de calculs techniques pour montrer que les points critiques de £ sur
toute sphére centrée en 0 sont exactement ceux ayant leurs coordonnées non-nulles de méme
valeur absolue. Et en appliquant de nouveau la transformation N, on obtient donc bien tous
les points critiques pour ¢. Au final on obtient donc la caractérisation de tous les équilibres en
dimension 4, & ’aide d’une derniére fonction c;.

Théoréme 1.2. Les solutions de [’équation de compatibilité (1.5) en dimension n = 4 sont les
sutvantes :

— La matrice Y =0 (pour tout p > 0), correspondant a [’état stationnaire uniforme.

— Toute matrice Y décrite dans le théoréme qui donne 4 familles d’équilibres, avec les
relations de compatibilité o = pe;(ar) pour i = 0,2,3, ainsi que o = pc(ar). Par ailleurs, on
a c3(a) =¢(a).

— Toute matrice de la formeY = %a (4(Aa)®@a—A) ou A € SO(4),ac S, et a > 0 est une
solution de l’équation de compatibilité o« = pcy (). Lorsque av est grand, la distribution My
se concentre autour de matrices de rotations A telles que Aa = a et la restriction de A
a at est une rotation d’angle ™ autour d’un vecteur unitaire b orthogonal G a (cet ensemble
de matrices est isométrique a S?/{+1}, & dilatation pres).

Ces équilibres forment une variété de dimension 9, homéomorphe & SO(4) x (Sg/{£1}).

Numériquement, on obtient un diagramme de phase toujours de type « transition du premier
ordre », avec deux seuils p, =~ 3.3894 et p. = 4. (voir la figure [1.4]). Contrairement au cas n = 3,
toutes les branches de ce diagramme ont une dérivée verticale au voisinage de p = p..

1
€]
R ———
R R ——
s |\ S -
o -
-o -7
-O PR
L e I T bl
s ]
-V
I — = pCo(a)
© a=pci(a)
& -=- a=pc(a)

-=- a=pcs(a)
0
3 px Pc 6 10 20 30

Densité p

FIGURE 1.4 — Diagramme de phase du modéle d’alignement sur SO(4). On s’attend a ce que
les lignes pleines correspondent aux minima locaux de F sous contrainte de masse p.
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Chapitre 1. Transitions de phase du point de vue des équilibres

1.3.3 Perturbation au voisinage du seuil critique pour n > 5

En dimension supérieure & 5, on n’a pas pour l'instant su exploiter de forme convenable
de la mesure de Haar qui nous permette de conclure. Mais on peut effectuer un développement
asymptotique de la fonction ¢ sur une sphére de petit rayon r > 0, et ainsi essayer de comprendre
les solutions de I’équation de compatibilité au voisinage de zéro (ce qui correspond a des équilibres
proches de 'uniforme). On peut d’ailleurs montrer que dans ce cas, p doit étre proche de p. = n.

Pour une fonction ¢ dépendant de a = (a1, ...,ay), on note (p(a)), = an v(a)dp, et on
cherche les points critiques de ¢.(v) = ((rv) = (¢"""*), sur la sphére de rayon 1. Ceci correspond
a trouver des points v de S"71 tels que (ae"?%), = Av (on a alors A > 0 pour des raisons
convexité). On a

k n ki ki

G =Y e = 3 (TT5 )T,
k i=1

=0 (1) i=1

et on peut réduire I’étude des points critiques de (. & celle d’une fonction plus simple, avec une
expression pratique lorsque r est petit.

Proposition 1.6. Les points critiques de (. sur la sphére de rayon 1 sont les mémes que ceux
de la fonction F, donnée par

n
F.(v) = Z v} + ar? Zv? + rtg(r,v) + 4B + yr?) Hvi + r"h(r,v), (1.6)
i i i=1
ol :
— la fonction g est un polynome en les sommes de Newton s, = > i | v?p pour 2 < p < n,
dont les coefficients sont des fonctions lisses de r ;
— la fonction h est lisse (et symétrique en les variables v;);

— les coefficients a, B and v sont donnés par

(ab — 15a%a2 + 30a2aa2),, 5 24([T21 i),
30(a{ — 3afa3),,

- il ai),  12(aja3 — 3afa3a3), ([T ai),

(a1 — 3aia3)y ((a} — 3a%a%>u)2

o = 5

(ail - 3a%a%>u

La partie technique, une fois obtenues les expressions de «, 3,7y, consiste a obtenir leur valeur
en fonction de n. On y arrive en utilisant les symétries de u. FEt en écrivant les multiplicateurs de
Lagrange associés au probléme de recherche des points critiques de F;. sur la sphére de rayon 1, on
obtientm que pour r suffisamment petit et pour n > 5, les seules solutions correspondent aux so-
lutions obtenues par la proposition On voit bien dans I'expression de F, que le terme en r"~4
peut avoir un role différent en dimension 4 (et méme en dimension 3), et c’est effectivement ce
qui fait apparaitre des solutions supplémentaires pour n = 4.

Conjecture 1.1. Pour n = 5, les seules solutions non-nulles de l’équation de compatibilité sont
celles données par le théoréeme [1.]]

20. sous réserve de certification des calculs par les autorités compétentes.
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Perspectives La résolution de la conjecture n’est peut-étre pas la priorité, mais c’est
une question intéressante. La preuve de [WHOS8| pour le cas des polymeéres en toute dimension
pourrait éventuellement étre une inspiration, mais ce n’est pas si clair (il reste un peu de magie
dans cette preuve, ot on voit bien que tout fonctionne dans le cas du potentiel de Maier—Saupe,
mais pour laquelle on n’a pas une vue trés globale du cadre dans lequel on pourrait Padapter).
Il reste également a déterminer la nature des points critiques de F donnés par le théoréme [T.1]
En régle générale, la détermination des équilibres pour des modéles présentant des symétries et
des contraintes géométriques peut se révéler assez complexe. Il a par exemple été montré, dans le
cas du couplage entre le potentiel dipolaire et celui de Maier—-Saupe, que les minimiseurs locaux
de F sous contrainte de masse p constante sont axisymétriques [ZWWF07, WHOS§|, mais a ma
connaissance la détermination compléte des équilibres n’est pas disponible. On peut également
noter le résultat récent [Li2I] pour le modéle de Cucker—Smale avec friction (qui joue le role
d’une contrainte géométrique, bien que I'espace en vitesse soit R?), ot le diagramme de phase,
initialement obtenu loin du seuil de transition dans [BCCD16], est décrit pour toutes les valeurs
des paramétres.
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Chapitre 2

Comportement en temps long de
modéles homogénes en espace

Contenu
[2.1 Equation de BGK pour l’alignement de corps rigides| . . .. . . 30
[2.2 Stabilité et convergence exponentielle en entropie relative pour |
| Fokker—Planck sur SO(3)[. . . . . . . .. ... ... 31
2.3  Vers un cadre générique unifié¢| . . . . . ... ... ..., 33

On s’intéresse maintenant au comportement en temps long des solutions des modéles avec
transition de phase étudiés dans le chapitre précédent. Comme on a accés & une énergie libre F
décroissante en temps, on se concentre sur la description au voisinage de familles d’équilibres
minimisant localement F (sous contrainte de masse constante, on note Fo la valeur de F pour
chaque famille d’équilibre considérée).

Pour ce qui est du modéle de type Vicsek avec différents types de transitions de phase,
correspondant & la section le comportement en temps long est décrit dans [F6l [EF§|, en
collaboration avec Pierre Degond et Jian-Guo Liu, suivant la méthode développée durant ma
these dans [E3| (voir aussi [FKMI18| pour une approche similaire en entropie relative, dans le
cas du modéle normalisé sans transition de phase). L'idée est de comparer localement F — Fi
et sa dissipation D avec une distance en norme H*® entre f et I'équilibre de von Mises pM,.q ),
o Q(t) € S est l'orientation moyenne de la distribution f (la direction de Jy = [s,-1 vf(v)dv),
et k est la solution de I’équation de compatibilité scalaire associée a p. On obtient alors que pour
les branches d’équilibres minimisant localement F, ces normes H?® convergent exponentiellement
vite vers 0. L’idée est alors de controler ensuite le déplacement de €(t) par ces normes H?®, ce
qui donne alors la convergence de €(t) vers un (s, avec la méme vitesse de convergence (on
suspecte en fait que Q(t) converge plus viteEL de maniére analogue & ce que I’on montrera dans
le chapitre |§| pour le modéle sans bruit). On obtient donc la convergence exponentielle en toute
norme H? vers un unique équilibre.

Lorsqu’on essaye d’appliquer cette méthode au modéle d’alignement sur SO(3), des difficultés
apparaissent. Il faut d’abord choisir 1’équilibre (dépendant du temps) que 'on compare a f, et
les comparaisons avec F et D se révélent plus techniques. Je pense qu’il serait possible d’aller au
bout de ces calculs, mais on verra plus tard qu’il y a une meilleure approche.

21. nous avions commencé & obtenir des résultats en ce sens avec Jian-Guo Liu, mais la rédaction n’a pas
suivi. . .
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Chapitre 2. Comportement en temps long de modéles homogénes en espace

Nous avons donc commencé, dans le cadre de la thése d’Antoine Diez (en codirection avec
Pierre Degond et Sara Merino-Aceituno), a regarder le comportement en temps long pour 1’équa-
tion de type BGK plutot que Fokker—Planck. Ces deux équations sont liées par le fait qu’elles ont
les mémes types d’équilibres (I’équation de BGK est construite en ce but), mais également parce
I’énergie libre F est également décroissante en temps. La simplification principale de 1'étude
du modele de BGK est alors que le moment J; satisfait en fait une équation différentielle en
dimension finie. De plus cette équation est le flot-gradient d’un potentiel V' lié & la fonction de
partition Z. La connaissance du potentiel permet donc d’obtenir le comportement en temps long
de J¢, et donc de la distribution f. Il y a également une sorte de loi de conservation supplémen-
taire qui fait que 'on peut déterminer facilement la limite en temps long & partir de la donnée
initiale. On présente ces résultats obtenus dans la section [2.1]

Jai ensuite développé dans [F14] une méthode pour traiter le cas de 'équation de Fokker—
Planckﬁ sur SO(3). Plutot que de comparer f & un équilibre, on le compare a pM,, (qui
n’est un équilibre que si Jy est solution de I’équation de compatibilité). En effet, les termes F
et D font naturellement apparaitre ’entropie relative et I'information de Fisher par rapport & cet
état pM .. On a alors seulement besoin de comprendre le comportement de V' (le méme potentiel
que pour ’équation de BGK!) pour obtenir la convergence exponentielle vers un équilibre (en
controlant de méme le déplacement de Jy). Je présente ces résultats dans la section

Inspirés par ce travail sur SO(3), un projet est en cours avec Pierre Degond et Antoine Diez
pour appliquer cette méthode dans un cadre unifié. Cela permettrait d’obtenir par exemple des
taux de convergence vers 1’équilibre pour le cas des polymeéres avec potentiel de Maier—Saupe, ce
qui, & ma connaissance, est un résultat nouveau. On en présente les idées dans la section [2.3

2.1 Equation de BGK pour ’alignement de corps rigides

Dans [F13], en collaboration avec Pierre Degond, Antoine Diez et Sara Merino-Aceituno, on
considére I’équation de type BGK suivante

onf = pMy, — |,
ot, comme dans (|1.2)), on a

exp(A-Y)

avec Z(Y) = / exp(A4-Y)dA.

50(3)
On observe donc qu’'un équilibre doit étre de la forme pMy avec Y = pJyy,, c’est & dire exacte-
ment une solution de I'équation de compatibilité (1.2). Il se trouve que I'on a également décrois-
sance de la méme énergie : %]—" = —D(f), avec

1 ~
= [ nmgaa—giifs D)= [ (M) (1 ~niey))ds

Si on écrit Y(t) = J (¢, on obtient que Y satisfait une équation différentielle de type flot-
gradient :

d 1
Y =y =Y = =WV, V(YY) = i\Y\Q —pln Z(Y). (2.1)

22. L’idée de départ était simplement, dans le cadre d’un compte-rendu d’'un workshop & Rome, de présenter
les résultats sur BGK, de montrer les différences avec Fokker—Planck, et d’expliquer pourquoi on n’arrivait pas a

le faire pour Fokker—Planck, et finalement l'article de revue s’est transformé en un joli théoréme. Je ne remercierai
jamais assez Francesco Salvarani de m’avoir poussé & écrire ce papier !
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2.2. Stabilité et convergence exponentielle en entropie relative pour Fokker—Planck sur SO(3)

La particularité de ce potentiel est qu’il est invariant par multiplication & gauche et & droite
par une matrice de rotation. Ainsi si initialement Y (0) = PyDoQo avec P,Q € SO(3) et Dy
une matrice diagonale diag(dio,d2,0,d30) (ot dio = d2o = |d3ol, il est toujours possible de
décomposer Y (0) de la sorte, ce qu'on appelle la décomposition spéciale en valeurs singuliéres),
alors pour tout ¢t > 0, on a Y (t) = PyD(t)Qo avec D(t) = diag(di(t), d2(t), ds(t)) satisfaisant la
méme équation différentielle que Y (on a également d;(t) > da(t) > |d3(t)| pour tout temps). On
est donc ramené a un flot-gradient dans R3 (identifié 4 I’ensemble des matrices diagonales), pour
lequel les points critiques, déterminés dans la section [I.2] sont en nombre fini. On peut montrer
que dans tous les cas la solution converge vers un de ces points critiques (et donc la solution f
converge vers un unique équilibre, dont les paramétres peuvent étre simplement déterminés a
partir des matrices Py et Qo).

Proposition 2.1. On a les trois possibilités suivantes, en fonction de la valeur de p (les notations
sont celles de la section :
(i) Sip < p*, alors D(t) — 0 et f(t,-) converge vers la distribution uniforme lorsque t — +00.

(ii) Si p* < p < pe, il y a trois familles d’états stationnaires (dont deux sont confondues
lorsque p = p* ou p = p.), et f(t,-) converge vers l'un de ces états, lorsque t — +00:
— soit D(t) — 0, et f(t,-) converge vers la distribution uniforme,
— soit D(t) = ay(p)Is, et f(t,-) = pMa, (p)ay, 0% Ao = PoQo,
— soit D(t) = a_(p)I3, and f(t,-) = pMy_(p)a,, 0U Ao = PoQo.
(11i) Si p > pe, il y a une famille additionnelle d’états stationnaires, et lorsque t — +00, on a :
— soit D(t) — 0, et f(t,-) converge vers la distribution uniforme,
— soit D(t) — Ot+( )13, et f(t, ) M ay(p)Ags ot Ag = P()Qo,
— soit D(t) — a—_(p)diag(—1,—1,1), et, en notant Ay = Py diag(—1,—1,1)Qo, la solu-
tion f(t,-) converge vers pMy_(,) A,
— soit D(t) — as(p)diag(v/3,0,0), et f(t,-) converge vers pM o (p)v/3aghbs vEC a = Poey
etb=Qge.

Enfin, lorsque V est restreint aux matrices diagonales, on peut obtenir la signature de sa
Hessienne aux points critiques, et donc on obtient que les points critiques correspondant aux
minima locaux de F sous contrainte de masse p sont asymptotiquement stables (avec taux de
convergence exponentiel). On peut méme avoir une description plus précise du comportement
des solutions de I’équation différentielle a 'aide du théoréme de la variété stable (lorsque p # p.
et p # pe, tous les points critiques sont hyperboliques).

2.2 Stabilité et convergence exponentielle en entropie relative
pour Fokker—Planck sur SO(3)

Dans [F14], on s’intéresse au comportement en temps long de 'équation de Fokker—Planck
sur SO(3):

O +Var (Valls- )P =B, Ty = | oy A

On rappelle la décroissance de ’énergie libre au cours du temps: %}" (f) = =D(f), avec
1
F)= [ fwfdd- gl D= [ fVans - gy A
SO(3) SO(3)
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Chapitre 2. Comportement en temps long de modéles homogénes en espace

Une des difficultés majeures par rapport & la section précédente est ’absence de quantité
conservée, on ne peut pas déterminer 1’équilibre final simplement & partir de la condition ini-
tiale fo. Cependant ’étude de I’équation de BGK et du potentiel V associé, défini en ,
s’avére utile pour avoir une meilleure compréhension de I’énergie libre F, qui est également une
fonction de Lyapunov pour ’équation de BGK.

Proposition 2.2. Pour Y € M = M;3(R), on note W(Y) = F(pMy). Alors Y est solution
de Uéquation de compatibilité Y = pJyr, si et seulement si VyW(Y') = 0, ce qui est équivalent
a VyV(Y) = 0. D’autre part, en de tels points critiques, les Hessiennes de W et V ont la
méme signature, et plus précisément, les Hessiennes de leurs restrictions V. et W auz matrices
diagonales ont la méme signature.

On a donc une nouvelle description de solutions de ’équation de compatibilité comme points
critiques de W (ou V). Et la connaissance de V' permet alors d’obtenir des informations sur la
nature des points critiques de F (indépendamment de I’équation d’évolution que I’on considére).
En particulier on voit directement que les points critiques qui ne sont pas des minima locaux
pour W ne le sont pas pour F, mais on a également que si la Hessienne de V est définie positive
en un point critique D, alors la famille d’équilibres associée est un minimum local strict pour F.
En effet, les familles d’équilibres étant isolées les unes des autres, partant d’un autre point dans le
voisinage, on sait que la solution de ’équation de BGK correspondante fait strictement décroitre
I’énergie, et qu’elle converge vers la famille donnée. Pour étre précis, c’est grace a ce fait que 'on
a pu obtenir la détermination de la nature des points critiques donnée dans le chapitre

Pour I’étude du comportement en temps long, on utilise I’entropie relative et I'information de
Fisher pour des mesures de masse p, ainsi que des inégalités classiques qui leur sont associées :

Proposition 2.3. Si f, g sont deuz fonctions mesurables positives sur SO(3), de masse totale p,
avec g > 0, on définit I’entropie relative et linformation de Fisher par

H(flg) = /S O (%)dfh I(flg) = /SO(S)ﬂA)\Wm (%)’2“'

Pour deuz telles fonctions, on a alors linégalité de Csiszdr—Kullback—Pinsker:
Lo 1) (40144 < V2Tl

Enfin, on a les familles d’inégalités de Sobolev logarithmiques (& poids) suivantes: il eziste une
constante \ > 0 telle que pour tout Y € M3(R) avec |Y| < %p, et pour toute fonction mesurable
positive f de masse totale p, on a

H(flpMy) < o5 T(flpMy).

L’observation principale de [F14] est le lien entre I'énergie libre F, la dissipation D, le po-
tentiel V' étudié dans I'étude de ’équation de BGK, et des entropies relatives et informations de
Fisher bien choisies :

Proposition 2.4. Soil feq un état stationnaire, on note Yoq = Jy,, la solution de l’équation de
compatibilité associée. Pour toute fonction f mesurable positive de masse totale p, on a

FU) = FlJeq) = H(TloMy,) + V(I7) =V (Yeq), (2.2
H(f\fea) = F() = Flfea) + 3lVeq = J1P%
D(f) = Z(flpMy,).
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2.3. Vers un cadre générique unifié

En notant E, I'ensemble des solutions de compatibilité associées & une méme famille d’équi-
libres, et Voo la valeur du potentiel V sur E, le dernier ingrédient dont on a besoin est le
suivant : un voisinage U de F, sur lequel on ait n > 0 tel que pour tout Y € U, on a 'existence
d'un Yoq € E tel que pour tout Y dans U, on ait

TY — Yeal SVY) = Voo < o [VVVIP = oIV = pg (23)
1 2n

On peut montrer (en utilisant la décomposition spéciale en valeurs singuliéres) que 1'on a un
tel voisinage lorsque Fo correspond aux deux familles d’équilibres minimisant localement F :
I'équilibre isotrope pour p < pc, et les équilibres de la forme pM, ()4, Pour p > p..

Une fois muni de ces ingrédients, on obtient alors le résultat principal de [F14], qui donne la
stabilité asymptotique des deux familles d’équilibres, avec convergence exponentielle en entropie
relative :

Théoréme 2.1. Supposons p > p* (resp. p < pc).

On définit l'ensemble Eo = {pMy, (p)ay> Ao € SO(3)} (resp. Ex réduit a la distribution
uniforme sur SO(3) de masse totale p).

Alors il existe 6 > 0, A > 0 et C' > 0 tels que pour toute fonction mesurable positive fy de
masse p, s’il existe foq0 € Exo telle que H(folfeq,0) < 9, alors il existe foo € Eo telle que pour
tout temps t > 0, on ait

H(f(t, )| foo) < C e H(fol foq)-

Ce n’est pas précisé dans ’énoncé du théoréme, mais on obtient bien que plus I'entropie rela-
tive initiale par rapport a feq0 est faible, plus I’équilibre final f, est proche de feq,0. La clé de la
démonstration réside dans l'utilisation de I'entropie relative H(f|pM,,), dans I'expression 2-2),
pour controler la différence d’énergie libre. On note bien que ce n’est pas une entropie relative
par rapport a un équilibre. C’est ensuite le controle du déplacement de J; qui permet d’obtenir
que J; converge bien vers une solution de I’équation de compatibilité.

2.3 Vers un cadre générique unifié

Dans un travail en cours avec Pierre Degond et Antoine Diez, on a pour objectif d’adapter
la méthode de la section précédente dans un cadre général. En effet, si on prend comme dans le
début du chapitre [I] une équation de Fokker—Planck de la forme

Of + V0 (Voldy-0)f) = Aofy  Jy = /3 ofdv,

avec les mémes notations, si Yeq est une solution de I’équation de compatibilité Y = pJy,, en
notant feq = pMy,, 'équilibre associé, on obtient directement les mémes relations que dans la

proposition (2.4):
FU) = Flfea) = H(floMy,) + V(J7) — V (Yeq),
H(FLfea) = F(P) — F(fea) + 3 Veq — T1I%
D(f) = Z(flpMy,).

L’objectif de notre travail est de pouvoir traiter a la fois les modeéles de type Vicsek (avec
alignement dépendant de |J¢|), les modeles de polymeéres (avec potentiel de Maier—Saupe, ou
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Chapitre 2. Comportement en temps long de modéles homogénes en espace

combinaison de Maier—Saupe et dipolaire pour lequel on connait les équilibres stables), et I’ali-
gnement sur SO(n). Le cadre qui semble fonctionner pour I'instant est le suivant : on considére
une variété S et ¢ : S — R™ (correspondant a 'injection & C M dans les cas précédents) ainsi
qu’une fonction I’ convexe de R™ dans R. On note y(Y) = VyI et Jp = [o¢(v)fdv, et on
s’intéresse a 1’équation de Fokker—Planck

8tf + V- (vv(’)/(‘]f) : 1/}(”))]0) = Avf

On pose également My = W o Z(Y) = [gexp(y(Y )4 (v))dv. Et on a alors dissipation

de I'énergie %]: = —D comme précédemment, avec

Fe / finfdv—T(J;), D(f)=Z(flpMy,).
S

Les équilibres sont toujours caractérisés comme points critiques de I’énergie sous contrainte de
masse p, ou de la forme pMy avec Y solution de I’équation de compatibilité Y = pJys, . Et ces
solutions peuvent étre également vues comme points critiques du potentiel V' : R™ — R suivant :

V(Y)=Y -y(Y)=T(Y) - pln Z(Y).

On obtient alors les mémes expressions de F faisant intervenir ’entropie relative et le poten-
tiel V' que dans la proposition [2.4] :

Proposition 2.5. Si Yoq est une solution de l’équation de compatibilité, et foq = pMy,, l'état
stationnaire associé, pour toute fonction f mesurable positive de masse totale p, on a

F(f) = F(fea) = H(flpMs;) + V(Jf) = V(Yeq), (2.4)

1
H(ffoa) = F(F) = Flfea) + /0 Hess(D)ya a0y —vooy (5 — Year Iy — Yog)ds.  (2.5)

Démonstration. Pour Y € R™ quelconque, on a

H(J|pMy) = /flnf / (v)dv + pln Z(Y) — plnp.
(f)+TJp) =) - Jp+pnZ(Y) — plnp. (2.6)
En particulier pour Y = J;, on obtient
H(flpMy,) = F(f) =V (J§) — plnp. (2.7)

Et donc si feq = pMy,, = pM Tfeq (avec Yoq une solution de I'équation de compatibilité), on
obtient

F(feq) =V (Yeq) — plnp,

ce qui donne une expression de pIn p, que I'on utilise dans ([2.7)) pour obtenir (2.4). On peut aussi
I'utiliser dans ([2.6)) pour obtenir

H(f‘feq) = }—(f) - }-(feq) + F(Jf) - V(qu) ’ Jf - F(Yecl> "”Y(qu) ) qua

qui correspond exactement a la formule de Taylor (2.5)). O]
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2.3. Vers un cadre générique unifié

Sous condition que les fonctions v — 1 et v +— 1 (v) - €; pour 1 < i < m soient linéairement
indépendantes, que I'on dispose d’une inégalité de Sobolev logarithmique sur S, ainsi que d’une
estimation similaire & au voisinage d’une variété de points critiques de V' (c’est ici que 'on
a besoin de bien connaitre le diagramme de phase du modéle considéré), on obtient alors le méme
résultat de décroissance exponentielle de 1’énergie.

On devrait pouvoir appliquer ce résultat au modéle de polymeéres avec potentiel de Maier—
Saupe, mais aussi a des extensions de ce modéle, lorsque 1’on considére par exemple un écoulement
donnant une force extérieure d’élongation, ou le cas d’un potentiel dipolaire additionnel.

Perspectives Comme on connait le diagramme de phase du modele d’alignement sur SO(4)
(et plus), on doit pouvoir, comme dans la section obtenir le comportement en temps long du
modéle de BGK associé (en déterminant la signature de la Hessienne de V'), et ainsi également
obtenir la convergence exponentielle pour 1’équation de Fokker—Planck. On pourra essayer de
voir si cette méthode est applicable au résultat pour le modéle de Cucker—Smale avec friction
et force de propulsion [Li21], pour lequel les résultats de convergence au voisinage des équilibres
non-isotropes ne sont disponibles que pour des conditions initiales présentant des symétries (et
pour lesquelles on connait donc a priori la limite en temps grand).

Dans le cadre du mémoire de maitrise de Charles Elbar (coencadré avec Pierre Degond et
Antoine Diez), nous avons également étudié le modéle « Persistent turning walker with align-
ment », présenté initialement dans [DM11] (alors sans transition de phase). On étend le modeéle
en dimension 3 (et plus) et on ne normalise pas 'alignement, afin de retrouver un modéle avec
transition de phase. Les trajectoires du modéle de particules associé sont plus lisses, le bruit inter-
venant seulement sur leur courbure. Dans le modéle homogéne en espace, on garde un phénomeéne
d’hypocoercivité (le terme d’alignement étant un hamiltonien, la diffusion agissant seulement sur
la variable de courbure), mais avec toujours le méme diagramme de phase pour les équilibres
locaux (une transition du second ordre, avec une équation de compatibilité trés similaire a celle
pour les modeles de type Vicsek). On espére pouvoir combiner ces méthodes d’entropie relative
par rapport a des distributions bien choisies (qui ne sont pas forcément des équilibres) avec des
méthodes d’hypocoercivité pour caractériser le comportement en temps long.

Enfin, une derniére piste de réflexion, maintenant que ’on comprend le temps long pour le
modéle cinétique, est de revenir au systéme de particules dont il est tiré. En effet I’équation de
Fokker—Planck est une limite de champ moyen d’un systéme d’un grand nombre de particules N,
qui prend la forme d’une loi des grands nombres. On s’attend donc & des fluctuations de I'ordre
de \;—N En pratique on obtient des estimations de la distance entre la mesure empirique du sys-

téme de particules et la solution de I’équation de Fokker—Planck avec des bornes telles que i

pour t € [0,7]. Si I'on veut des temps grands, on ne peut pas espérer mieux que des ten\l/pﬁs
de l'ordre de In N. Toutefois, puisque les équilibres sont exponentiellement stables, les fluctua-
tions qui pousseraient la distribution empirique loin de la famille d’équilibres stables sont alors
compensées par la dynamique de I’équation de Fokker—Planck. Les seules fluctuations restantes
seraient dans les composantes tangentielles de la famille d’équilibres. Cette approche a été ren-
due rigoureuse dans [BGP14| pour le cas d’oscillateurs de Kuramoto identiques (qui correspond
a un modeéle de type Vicsek en dimension 2) : la solution reste proche de l’ensemble des états
d’équilibres jusqu’a un temps de 'ordre de N, avec « l'orientation moyenne » () qui suit alors
un mouvement brownien sur le cercle dans ces échelles de temps. Dans notre cas, par exemple
sur SO(3), on s’attend a ce que, proche de la famille stable d’équilibres de la forme pM, (,)a
avec A € SO(3), la mesure empirique des particules au temps t = sN soit proche de pM,, () A(s)>
ol s — A(s) est un mouvement Brownien sur SO(3).
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Chapitre 3

Vers les modéles inhomogénes :
hypocoercivité et stabilité de I’équilibre
1sotrope

Contenu
[3.1 Un modele d’alignement local de particules autopropulsées.| . . 38
[3.2 Estimées d’hypocoercivité-hypoellipticité pour le mouvement |
brownien sphérique en vitesse| . . . .. ... ... 0000 39
[3.2.1  Premiére approche par hypocoercivité|. . . . . . .. ... ... ... 39
[3.2.2 Un cadre algébrique pratique pour les opérateurs sur la spheérel. . . 41

[3.3 Stabilité non-linéaire de l’équilibre isotrope jusqu’au seuil de |
[ transitionde phasel . . . . .. ... 0 o0 oo oo 47

On s’intéresse maintenant au comportement en temps long de ’équation cinétique de Vic-
sek, dérivée rigoureusement comme limite de champ moyen [BCCI12| d’un systéme couplé de N
équations différentielles stochastiques décrivant des particules se déplacant a vitesse unité et s’ali-
gnant avec leurs voisines. En dépit de son expression simple, peu de choses sont rigoureusement
établies sur le comportement de ses solutions. Dans ce chapitre, basé sur un travail [F20] en
collaboration avec Emeric Bouin (en cours de rédaction), on étudie la version localisée en espace,
et son comportement en temps long au voisinage de 1’équilibre uniforme.

Lorsque 'on localise 1'équation en espace (en remplacant le noyau d’observation K utilisé
habituellement par un Dirac en espace), le modéle n’est plus a priori globalement bien posé et
pourrait exploser en temps fini. L’objectif de ce chapitre est d’utiliser des méthodes d’hypocoer-
civité pour montrer que ce n’est pas le cas au voisinage de 1’équilibre uniforme et homogéne en
espace en dessous du seuil critique p,.

La méthode suit 'approche maintenant classique [Vil09] de modifications de normes de type
Sobolev par 'ajout de termes croisés, liés & des commutateurs entre les différents opérateurs
apparaissant dans ’équation cinétique. Cependant, le fait que I'espace des vitesses soit la spheére
ajoute des subtilités. En particulier, lorsque 1’on souhaite comprendre les phénoménes de régula-
risation en temps court, dans une approche a la Hérau [Hé07|, la chaine de commutateurs décrite
dans le mémoire de Villani n’est pas adaptée. En affectant les bonnes puissances de ¢ aux diffé-
rents termes apparaissant dans la fonctionnelle d’énergie, on réussit a faire marcher la méthode
a la Hérau. Pour monter en ordre et ainsi obtenir suffisamment de contréle sur la non-linéarité,
on montre que I'on peut simplement considérer d (ou d + 1 si d est pair) dérivées en espace et
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une seule en vitesse.

Lorsque l'espace des positions est R?, comme on n’a pas de confinement donné par le modéle,
on arrive seulement & montrer de la stabilité (alors que sur le tore, l'inégalité de Poincaré nous
donne également la convergence exponentielle vers ’équilibre). On pourrait espérer obtenir au
moins des taux algébriques (correspondant a une équation de diffusion sur R qui est en fait
une limite d’échelle du modéle autour de 1’équilibre uniforme; on en parlera également dans le
chapitre . Cependant, la perturbation que ’on considére n’a pas a priori de bonnes bornes en
norme L', ne nous permettant pas d’utiliser une approche de type inégalité de Nash, comme
dans [BDM™20).

3.1 Un modéle d’alignement local de particules autopropulsées.

On s’intéresse a I’équation de Vlasov—Fokker—Planck suivante :
Of+v-Vof + V- (Vo(Jp-v)f)=Af, Jr= /vfdv, (3.1)
S

ou f(t,x,v) représente la densité de particules & la position x € R? ou T¢ ayant la vitesse v € S.
Cette équation peut étre dérivée comme limite du systéme de particules suivant, dit en interaction
« modérée »:

dXy, = Vidt,
vy = L+ 3N, K (2 (X = X5))Vy, (Vi - Vi)dt + Py o dByy,

ol les interactions se font & une distance d’ordre €y, convergeant vers 0 lorsque N — oo, via
le noyau d’interaction K, de masse totale 1. Les méthodes utilisées pour obtenir ce genre de
limite vers une équation locale en espace nécessitent d’avoir un systéme limite bien posé (voir
par exemple [Oel85) [JM98| [Die20l [CDHJ21l [CD22]).

La densité f n’est pas supposée de masse totale finie (si x € ]Rd), et en particulier on s’intéresse
au comportement autour de la solution stationnaire constante f = p. Lorsque p < d, c’est la seule
solution stationnaire homogéne en espace, et on sait qu’elle est stable pour ’équation homogéne
associée (c’est un résultat de ma thése [F3|, qui correspond au cas v(|J|) = |J| et o(|J|) =1
du modéle de la section . L’équation ne contient aucun parameétre, et on peut toujours
s’y ramener par changements d’échelle (si l'intensité de 'alignement est vy|.J| et le coefficient
de diffusion angulaire o, le seuil de transition est alors a ? =d). A ma connaissance, peu de
résultats sont disponibles pour cette équation. On montre d’abord le caractére localement bien
posé en temps du probléme dans L :

Théoréme 3.1. Pour une condition initiale fo € L™®(R? x S) positive, il existe une unique
solution faible de (3.1) dans C([0,T], L= (R x S)) pour tout T < m. Elle est positive et
vérifie lestimation suivante (principe du maximum,) :

1 ®)lloo < [ folloo + (d — 1) /0 1755l looll 7 (5)1]oo .

Stratégie de preuve. On commence par résoudre ’équation linéaire en remplacant J; par une
fonction J € Loo([0,T] x R4 R%) donnée, et pour fo € L2 N L¥(R? x S), on peut procéder par
exemple comme dans I'appendice de [Deg86], avec bien moins de difficulté (malgré les subtilités
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de calcul différentiel sur la sphére) puisque I'on n’a pas besoin de tronquer en vitesse. On obtient
alors I'estimée suivante, provenant du principe du maximum :

1 (#)lloo < [l folloo + (d — 1)/0 1T ($)llool £ (5) | oo ds.

On note A = {J € Loo([0,T] x R:, R Wt € [0,T], | T (£, )|loo < M}, on obtient alors

que toute solution f de cette équation linéaire pour J € A, vérifie ||f(t)]co < m.
Comme |J¢(t, )| < ||f(t)[lee(r2) < [[f(?)]oo, on obtient que A est stable pour J ~ Jy. Avec
une distance appropriée, cette application est contractante et a un unique point fixe. Pour obtenir
une solution dans L°°, on peut tronquer en espace en utilisant que 'information ne se propage

qu’a vitesse finie. O

On note bien le fait que 'estimée que 'on obtient est légérement meilleure que quadratique
en norme infinie, puisque [|J¢lloo < [|f — ILf|poo(r2) (00 ILf = [ fdv est la masse locale de f),
et ce point est crucial pour la suite, nous permettant de considérer seulement des estimées
d’hypocoercivité d’ordre élevé en x mais seulement d’ordre 1 en v.

3.2 Estimées d’hypocoercivité-hypoellipticité pour le mouvement
brownien sphérique en vitesse

Lorsqu’on enléve le terme V- (V,(J¢-v) f) d’alignement, I’équation de Vlasov—Fokker—Planck
obtenue, donnée par
Ohf+v-Vof =Af,

est celle de la loi du mouvement brownien sphérique en vitesse, qui correspond au processus
stochastique suivant:

dX = Vdt,

dV = Py1 odBy,
étudié par Baudoin et Tardif [BT18| (dans un cadre plus général de variété Riemannienne en
espace également). A 'aide d’estimations & base de I'-calcul généralisé, ils obtiennent une esti-
mation quantitative de régularité hypoelliptique (non-optimale en temps). Pour pouvoir traiter
le cas de 'alignement (avec sa non-linéarité), nous avons besoin d’estimées a ’ordre supérieur, et
on peut en fait rester dans le cas classique de fonctionnelles quadratiques de type Sobolev, sans
déployer la machinerie du I'-calcul.

3.2.1 Premiére approche par hypocoercivité

Une premiére approche standard est la suivante, en copiant ce qui fonctionne pour ’équation
de Vlasov-Fokker-Planck classique, avec vitesse dans R? [Vil09] : en notant (-,-) le produit
scalaire L? (pour des fonctions ou des vecteurs de Rd), on prend une énergie de la forme

F=£15+ all Vol +26(Vof, Vaf) +1IVafl3,
équivalente a la norme H! au carré pour 3 < ay. On obtient

dF

E - _2HvaH2 + 20‘<vvfa vv(Avf)>] + QﬁHpvlvthCH% + 27<Va:fa V;,;(Ayf))

- 20z<va, v:cf> - Qﬁ[(d - 1)<vvf7 va:f> - 2<vvfa vx(Avf)>]7
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et un bon choix de coefficients permet de controler les termes de la deuxiéme ligne par ceux de la
premiére, qui semble & premiére vue ne pas étre exactement équivalente a une norme H 2 pour les
fonctions & moyenne nulle (ce serait le cas s'il n’y avait pas le terme de projection P, .1, c’est ce que
I'on obtient classiquement pour I’équation de Vlasov—Fokker—Planck sans contrainte de vitesse).
Le terme manquant & obtenir est ||V, f||? — ||P,. Vzf||> = |[v- V. f||*. En notant II la projection
sur les fonctions constantes en vitesse, on peut calculer || P,V I1f||? = d%leVx(Hf)HQ, de sorte
que |lv - V,IIf||? est controlé par || P,V (ILf)||? (donc par |P,.Vaif||? et |[V.(f — ILf)|?).
Par P'inégalité de Poincaré on peut également controler |V, (f — ILf)||? par —(V.f, Vi (A f))
(et donc on controle aussi |[v - V. (f — I1f)||?). Au final on a bien que |[v - V,f||* est controlé
par |P,. V. f|? et —(Vaf, Va(Ayf)). Donc de nouveau en jouant sur les coefficients, on a bien
une quantité équivalente au carré de la norme H? (pour les fonctions &4 moyenne nulle) dans la
dérivée de I’énergie. Cela donne la décroissance de ’énergie, et le fait que la solution converge
exponentiellement vite vers une constante sur le tore, par 'inégalité de Poincaré en espace. Dans
tout 'espace, c¢’est plus compliqué si on regarde une solution de la forme p + g, avec une petite
perturbation g. On n’a pas a priori de borne L' sur g par exemple pour appliquer une inégalité
de type Nash.

Cette méthode peut en fait fonctionner pour monter en ordre, en rajoutant des termes si-
milaires oil f est remplacée par AFf, et elle fonctionne également en incluant la linéarisation
du terme d’alignement, ce qui permet ainsi d’obtenir des estimations d’hypocoercivité en norme
élevée (disons H*! avec s dérivations en z et une en v). On peut alors controler la non-linéarité,
au prix d’une condition de petitesse initiale dans une norme assez contraignante (et des calculs
assez fastidieux). On ne détaillera pas plus ces calculs parce que la méthode présentée aux sous-
sections suivantes implique ces résultats (et donne une meilleure compréhension) avec des calculs
plus facilement présentables.

Lorsqu’on veut cette fois-ci partir d’'une condition de petitesse plus faible, il faut utiliser
le caractére régularisant de 1’équation, et si on veut le faire de maniére quantitative, on peut
utiliser une fonctionnelle avec des poids dépendant du temps, a la Hérau [Hé07|. Ici, le simple
copier-coller des coefficients ne fonctionne plus : le controle de ||v - V. f||? par d’autres termes
ne fait pas intervenir la bonne puissance de t. Comme noté dans [BT18|, c’est en fait quelque
chose d’attendu : le commutateur des opérateurs v - V, et V,, n’est pas suffisant a lui seul pour
engendrer toutes les directions dans la condition d’hypoellipticité d’"Hormander [Hor67]. Ceci est
dii au fait que la diffusion en vitesse n’a en fait lieu que dans le plan tangent & v, et donc ne permet
d’explorer & cet ordre qu’un espace de dimension d — 1. Il faut donc une fonctionnelle faisant
intervenir plus de commutateurs et des puissances de t plus élevées. Une méthode en ce sens est
détaillée dans le mémoire de Villani [Vil09)], mais se base sur des propriétés de commutation qui
ne sont pas valides dans notre cas.

Pour prendre un exemple simple, en dimension 2 on réécrit ’équation en notant v = (

avec € R/27Z. En notant T = (&° 9) -V et A = 0y, on obtient

sin 0

cos 9)
sinf/’

of+Tf=A%F.

La chaine de commutation de Villani consisterait a écrire Co = A, Cij11 = [T, C;] et espérer
obtenir les directions manquantes. Mais en notant S = [T, A] = (_Sicr(l)gg) -V, on obtiendrait
alors C1 = S et o = 0. Cette chaine de commutateurs ne couvre pas toutes les directions
requises pour la condition d’hypoellipticité d’Hérmander ; pour la satisfaire on ne doit pas consi-
dérer [S,T] (qui est nul) mais [S, A] = —T', en commutant de nouveau avec A. En dimension plus
grande que 2, les gradient, divergence et Laplacien sphériques engendrent une difficulté supplé-

mentaire, et le paragraphe suivant offre un cadre d’opérateurs qui permet de fonctionner comme
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en dimension 2, en particulier avec des opérateurs en vitesse qui commutent avec ’opérateur de
Laplace—Beltrami (ce qui n’est pas le cas du gradient sur la sphére).

3.2.2 Un cadre algébrique pratique pour les opérateurs sur la sphére

On commence par un lemme permettant d’écrire le Laplacien grice & un opérateur « vecto-
riel » A = (A j)1<i<j<d qui se comporte comme le gradient, mais avec des meilleures propriétés
de commutation.

Lemme 3.1. Pour1 <i < j<d, onnote A; j = [e;-Vy,e;-V,]|. C'est un opérateur différentiel
de degré 1 sur la sphére (en tant que commutateur de deux tels opérateurs) qui correspond au
générateur infinitésimal de la rotation dans le plan engendré par e; et e;, envoyant e; sur e;. On
note v; = e; - v et on a les propriétés suivantes, en notant A% = Zi<j A%j :
(i) L’opérateur A; ; est antiadjoint sur S.
(i) Pour 1 <k <d, on a [A;j,vi] = div; — dipvj.
(Z’LZ) Si F € Cl(Rd), Ai’jF(Ul, ey Un) = —UjaiF(’Ul, . ,’Un) + viﬁjF(vl, ey ’Un).
(iv) Si f,g € CLS), alors V,f - Vyg = ZK]- AijfAijg. En conséquence si f € C%(S),
alors A, f = A%f.
v) Pourl <k </{<d, si i,j} e 1,7}, alors [A; i, Axe] = 0. pour 1 < k < d,
Pourl1<k<t<d, sik i, 7} et l i, 7}, al Aij Ay, 0. Et 1<k<d
sik ¢ {i,j}, alors [A; g, Ajr] = Aij. Et on a donc [A;;, A%] = 0.

Outils de preuve. La formule d’intégration par parties sur la sphére

/ Vogdv = / gl(d — 1)of — V,fldv,
S S

donne (e; - Vy)* = —e; - Vy + (d — 1)v;, et permet de montrer que A; ; est antiadjoint. Pour les
autres identités, on utilise la formule e; - Vv, = €, P, 1 e, = 0;5 — v;vg, qui donne et en
utilisant V,F' = Y. P 1e; 0;F, ce qui permet alors d’obtenir De on obtient alors par

calcul le dernier (et trés utile) résultat. O

D’apres on peut donc voir A comme le produit extérieur v A V, (en identifiant les
produits extérieurs comme des matrices antisymétriques). On parlera d’opérateurs « vectoriels »
pour de tels opérateurs indexés par ¢ < j. Comme précédemment on note T' = v-V,, et ’équation
s’écrit donc

of +Tf = A%f. (3.2)

Pour un opérateur linéaire X et une fonction C™ & support compact f de R? x S dans R on
définit la quantité quadratique

ax(n = [ rxt.

que I'on notera simplement Qx si le contexte est clair (et qui ne dépend donc que de la partie

autoadjointe de X). Si f est une solution C* de (3.2)), on a

d
a@x(f) = Qox)(f),

oll on a noté

B(X) = A’X + XA? +[T,X] = 2AX A + [A[A, X]] + [T, X]. (3.3)
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On voit donc apparaitre naturellement les commutateurs qui nous intéresseront par la suite.
De maniére générale, on travaille essentiellement avec des opérateurs scalaires, mais souvent
écrits sous forme condensée : si on a des opérateurs vectoriels B = (B; j)i<j et C = (Cj;)i<;j on
écrit BC pour I'opérateur ), ;i Bij C; ;, en utilisant des parenthéses pour supprimer d’éventuelles
ambiguités. Ainsi (BC)(CB) = BC(CB) = (BC)CB # BC?B, et la forme [A[A, X]] de la
deuxiéme expression de ® est bien définie comme un opérateur scalaire sans ambiguité, lorsque X
est un opérateur scalaire. Lorsquun opérateur (vectoriel) commute avec son « carré » (scalaire),
comme A, on peut donc définir sa puissance k-iéme sans ambiguité (scalaire ou vectorielle selon
la parité de k).

On introduit donc S = [T, A]. Et on obtient grace au Lemme que S;j = —;0z;+v;0z,,
que l'on peut écrire S =v AV, =v A P, V,. Par un calcul direct, on obtient :

S? 4 T2 = A, (3.4)

ce qui donne que S? = A, — (v-V,)2 =V, (P,.V,). Comme S, A, et T sont antiadjoints, on
a que TA%2 = (S + AT)A a la méme partie autoadjointe que SA (et que AS), dont on obtient
une formule simple par intégration. En effet, on a

Qsalf) = Qas(f) = Qraz(f) :/ vV fAuf = Vo(v-Vef) Vyf
RixS RexS

= vvf : vxf + V- (P'UJ-V.’Ef)U : vvf
R4 xS RS

—— [ V== [ Vs,
RixS R4xS
de sorte que par polarisation, on obtient que (SA + AS)f = =V, - (Vof) = Vi - (P Vo f).
Toutes les quantités de la forme Qx(f), o X est un opérateur scalaire autoadjoint constitué
de A, S et T, auront une telle formulation simple sous forme intégrée mettant en jeu les opéra-
teurs v, Vs, V,, A, et A, seulement, mais on garde cette notation avec A, S et T qui sera bien
plus légére.

Les opérateurs S et T' commutent, mais on a [4;;,S; ;] = v;0y, + v;j0y; et en sommant
sur ¢ < j on trouve que [A,S] = (d — 1)T. En utilisant , la condition d’hypoellipticité de
Hormander est donc bien satisfaite, et on cherche a obtenir des estimations quantitatives de
régularisation en temps.

On associe des poids de Hormander aux différents opérateurs : & A on attribue le poids %,a S
le poids % et & T le poids 2. A un opérateur X composé comme un produit des A4,S,T on
associe le poids total wx correspondant a la somme des poids de chaque opérateur élémentaire le
composant, et & A, = T2+ 52 on associe le poids 4, comme 7. Le lemme suivant, qui se démontre
par récurrence sur le nombre de facteurs dans X permet de comprendre le comportement de ces
poids aprés commutation avec 1.

Lemme 3.2. Si X est un opérateur de poids total wx , composé comme produit d’opérateurs A, S
et T, alors [T, X] (et donc également ®(X)) peut s’écrire comme une somme de tels opérateurs
ayant chacun un poids total au plus wx + 1.

La stratégie générale est alors la suivante.

— On écrit une fonctionnelle d’énergie sous la forme

F(r f)= Y axm*Qx,

XeF
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avec F équivalent au carré d’une norme de Sobolev (dépendant du paramétre 7), avec
des opérateurs X étant seulement composés comme produits de A, S et A, (ce qui fait
que ®(X) est également de cette forme).

— Sa dissipation (a 7 fixé) étant donnée par ax7X Qg(x), on I'écrit sous la forme —2D + B,
ot D > 0 regroupe des termes dans les termes de plus haut poids dans les ®(X) (donc de
poids wx + 1 a chaque fois).

— Le premier « mauvais » terme B consiste en les autres termes dans les ®(X), et s’écrivant
tous de la forme 7@z, avec une puissance de 7 au plus égale & wy — 1, et que ’on contréle
par €D pour un € > 0 (indépendant de 7) et par un choix judicieux des coefficients ax.

— Le deuxiéme « mauvais » terme apparait dans le calcul de la dissipation de ’énergie & poids
dépendants du temps F(t, f(t,-)) : on obtient les termes de la forme wxax7**¥~1Qx. On
peut également choisir les coefficients (toujours indépendamment de 7) de telle sorte qu'on
controle ce mauvais terme par €D, et ceci pour tout 7 < 1. On obtient alors la décroissance
de I'énergie F(min(¢, 1), f(¢,-)) (et la décroissance exponentielle si une inégalité de Poincaré
est disponible entre F et D par exemple).

En pratique, comme on a besoin d’une seule dérivée en vitesse on utilisera uniquement des
opérateurs X ayant une forme assez simplelﬂ :

Définition 3.1. On définit Fo = Qq = || f||3 et

Fi(1, f) = atQ_ a2 + BT*Qsatas +17°Q_g2 + 07 Q_a,,

qui s’écrit aussi Fi(1, f) = at|[Vyfl3 + 287(Vof - Vof) + 17 |P V(I + 67V fl3.
Pour k > 1, on pose alors

3 k1 B k—1 m
;k(Tuf):VkT4(k 1)~F1(T7(_A$>k21f>:l/k7_4(k 2 Z < m )Fl(Tvax )7

Im|=k—1

ot on note |m| = Z?:l m; le degré d’un multi-indice m = (m;)1<i<a (on écrit O = O3t ... O,
et (|m|) = ﬂ) On définit alors ’énergie totale

’F(T7f) :ka(’r?f)
k=0

On définit également, pour les mémes coefficients, Do = Q_ 42 = ||V, f||3 et
Di(7, f) = atQas + BT°Qaz2s a4 4542 + BT°Q_g2 +77°Qag24 + 07 Qan, 4,
puis comme précédemment

Du(r, f) = v ™' EID (r, (=A,) T ) = 7D Y <k;1>D1(7,82Lf),
1

S

et enfin D(t, f) = > Di(r, f).

k=0

23. Dans une premiére version de ce travail, on considérait n’importe quel opérateur X sous la forme d’un mot
composé de A, S et T, avec un code (buggé...) pour calculer ®(X), il s’avére qu’il n’y avait pas besoin de faire
aussi compliqué !

43



Chapitre 3. Vers les modéles inhomogénes : hypocoercivité et stabilité de I’équilibre isotrope

Une premiére étape est le calcul des ®(X) pour les opérateurs qui nous intéressent.
Proposition 3.1. On a
o(Id) (3
d(—A?) —2A4 (AS + SA), (3
D(AS + SA) =25 + 2(A%SA + ASA?) — (d — 1)(AS + SA), (3.
d(—S?) = —245%4 — 2(d — 1)A, + 2d S°. (3
On note Bo(T, f) =0 et

Bi(7, f) = —(ar + B(d — 1)7*)Qastsa + 2797°[(d — 1)Q—_a, — dQ_g2], (3.9)

et comme précédemment

Bi(r, ) = ik 7 F DB (7, (=A,) 7 ).

Pour toute solution f de Iéquation (3.2)) qui soit C°° & support compact (ce qui est le cas si f°
est a support compact), et pour tout k = 0, on a donc

d

7k f(E0)) = =2D3(7, f(E, ) + Bi(7, f (L, ).

Démonstration. On utilise [A,T] = —S pour obtenir (3.6). Avec la premiére expression de ®
dans (3.3]), on vérifie que l'on a

D(AS + SA) =257 + 2(A?SA+ ASA?) + A[A, [A, S]] + [A, [A4, S]] A,

et on utilise [4,S] = (d — 1)T pour obtenir (3.7). Enfin on a [T,5%] = 0 et [4,5?%] = 2TS
(attention a la non associativité ici, on a [A, 5’2] # [A,S]S + S[A, S], mais on utilise le fait
que [A,T?] = T[A, T] + [A, T|T = —2TS et que A commute avec A, = T2 + S?, pour conclure).
On a ensuite

[A,TS] =[A,T)S —T[A,S] = =S* +(d— 1)T? = (d — 1)A, —d S?, (3.10)

et avec la deuxiéme expression de ® dans (3.3)), cela donne (3.8]). Comme A, commute avec A, S
et T, les expressions (3.5)-(3.8) permettent de calculer ®(X) pour tous les opérateurs qui nous
concernent, ce qui permet d’obtenir la dérivée de Fy (7, f(¢,-)) pour tout k. O

On peut alors énoncer le théoréme principal de ce paragraphe.

m

Théoréme 3.2. On note ||f] gom = |[(=A0)2 (=AL)3 f|l2 la semi-norme de Sobolev ayant s
dérivées en espaces et m dérivées en vitesse. Si B> < avy, alors Fi(T,-) est équivalente au carré
d’une semi-norme de type Sobolev, plus précisément il existe des constantes ¢ et C telles que pour
tout T > 0 et pour toute fonction f € C(R? x S),

CVk7-4k 2(||f||Hk 11 +7—2HfHHk 0) CVkT4k 2(HfHHk71,1 +(r+7 )HfHH’“O) (3.11)

De méme Dy(1,-) est équivalente au carré d’une semi-norme de type Sobolev a travers les esti-
mations suivantes (avec des constantes ¢,C > 0 indépendantes de 7 > 0):

Vr >0, Dy
vr<1, Dy

CVk7'4k72(HfHHk7L2 + 7\ fll gro + (7 + T2)Hf||Hk,1)7 (3.12)

<
> o2 (1 f | e + 7 o + 72 gen)- (3.13)
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Enfin, pour tout ¢ > 0, il existe des coefficients «, 3,7 (avec B> < ay) et vy tels que pour
tout 7 < 1 et pour toute fonction f € C°(R? x S),

B(7, )l
|0-F (7, )]

<eD(r, f),
<eD(r, f),
ot B(r, f) est donné par la proposition .

Démonstration. 11 suffit de montrer les équivalences de semi-normes pour £ = 1, au vu des
définitions de Fi, et Dy.

On note ||Bf||3 = Y sc,n || Bem |3 lorsque B = (By)e<m est un opérateur vectoriel, et on
a donc

Q52 = ISfl3, Q_a2 = |Af]3.
On observe par Cauchy—Schwarz que |Qsatas| < 24/Q_42Q_g2, ce qui permet d’assurer la
positivité de F dés que 8 < /a7v. On obtient en fait que

(1- \/%)]?1 <A <(1+ \/%)]?1,

ou JFi correspond & Fj ol on a retiré le terme « croisé » Q 4s+54 :
7 3 4
Fi1= OzTQ_(_Ax)k/p +97°Q 52 + 0T Q—p, -

De la méme maniére on obtient que [Q s254| = |Qa542| < \/Q44Q (a5)(54) Par Cauchy—Schwarz,
et en faisant attention aux subtilités de parenthésages (et en utilisant le fait que S;; et Sk

commutent, et de nouveau Cauchy—Schwarz et Young), on obtient que
Qas)(s4) = Z Z QA; ;Si Sk Are = Z Z QAi ;Sk.e51 Ak s
i<j k<l i<j k<l

S Z Z \/QAi,jSﬁ,eAi,j \/QAk,eSf,jAk,é’

1<j k<t

1
< ZZ §(QAi’jsg’zAi,j + QA,C’ZS?,].AICYE) = Qas24; (3.14)

i<j k<t

et on a donc aussi
B \p B _\p

(1- \/7—7)171 <Dy < (1+ \/T—,Y)Dl,

avec N
Dy = atQ 1 + BT2Q_g2 + 77 Qag2.4 + 07 Q an, 4.

Comme S? + 72 = A,, on a alors Q_g2 < Q_a,. Ceci permet d’obtenir les estimations (3.11))
sur F; et la majoration de D; donnée par (3.12), mais pas tout a fait la minoration (3.13]),
puisqu’on aurait besoin du terme @Q_a, avec un facteur 73, alors qu’on a seulement Q_g»

dans Dy. Cest 1a le point crucial qui correspond & ce qui avait été fait pour controler ||v -V, f||?
par ||P,u Vo f|? et —(Vaf, Va(Ayf)) dans le paragraphe précédent?] Lastuce est d'utiliser le
commutateur calculé précédemment en ((3.10)) :

ATS — STA = (d—1)A, —d S>.

24. C’est a dire dans notre formalisme contréler QQ _;2 par Q_g2 +Qaa, a. Cela ne suffisait pas pour obtenir la

bonne puissance de 7, alors qu’en controlant comme on le fera en (3.15) par Q_g2 et \/Qaa,al_g2 on obtient
la bonne puissance.
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Chapitre 3. Vers les modéles inhomogénes : hypocoercivité et stabilité de I’équilibre isotrope

En écrivant, par Cauchy—Schwarz:

1Qars| = |Qsral < /Qar24Q _52 < \/Qar, aQ _s2,

on obtient ainsi

(@-1)Q 5, <dQg +2/TinaG s < o DL .15

On obtient donc bien que 72Q_a, est controlé par Dy, uniformément en 7 € [0, 1], ce qui termine
la preuve de 'estimation (3.13)).
Pour contréler B et 9;F, on controle les termes un par un. On a, pour k > 1

Dy

=y (ou <Dy pour k=1)

‘Q(fA )k 1 AS+SA)‘ \/Q k 1A2Q ( JANS )k 182 x T4k73\/m7

Dy,
Q*(*Az)’“‘ISQ < TAR=237,"

Q(,A k—142 = QA Ag)k—14 S Y

et on controle @, yx comme en (3.15) :

d Dy Dy
(@~ 1)Q(-a,t S dQ(-a, 152 2/ Qa2 aQ-(-ah-15? € g 280, T 7T /By

On obtient que des conditions suffisantes sur les coefficients pour avoir 9, F; < 15k + 75/&—1
sont alors

avy <1, oy, <0y, P K1, By <o, 7<KB, KB

De méme, avec la définition (3.9)), des conditions suffisantes pour avoir By, < Dy, + Dy sont

(a+ B)\Wi < VB, (a+ Bk < \/Bovp_1, ~ < min(B,/4p).

En résumé, on veut donc

.11 B Vg . (0 0 B4
5 < < V0B, v < min (— - ) < min (7 9 7)
ﬁ) Y ) 1 OZ’B,(Oé—F,B)z ’ Vb1 0675,(064-6)2
Ces conditions peuvent étre vérifiées tout en gardant 8 < /a7, il suffit de construire pas a pas,
on peut prendre par exemple (o, 3,7,8) = (1,5,28%, 6%) et v, = B*2 avec B < 1, et cela
termine la preuve. O

On peut donc obtenir la décroissance de ’énergie, pour 7 = min(¢, 1).

Corollaire 3.1. Pour e < %, et des coefficients a, 8,7, et vg judicieusement choisis, si f est
une solution de l’équation (3.2)) avec condition initiale fo € L?, alors Uénergie F(min(t, 1), f(t,-))
est décroissante. Sur le tore, il existe alors une constante X > 0 (mdependante de fo) telle que
si fo est de moyenne nulle, alors pour t > 1, F(1, f(t,-)) < || fol|3 e D
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3.3. Stabilité non-linéaire de ’équilibre isotrope jusqu’au seuil de transition de phase

La preuve dans le cas du tore est une application directe de I'inégalité de Poincaré en espace
et des estimations fournies par le Théoréme [3.2

Dans le cas de R%, on peut appliquer une inégalité de type Nash dans le cas ot fy > 0, grice
a la conservation de la masse (la norme L') pour avoir un résultat similaire. Ce n’est cependant
pas le cas qui nous intéresse : par la suite on considérera f = p+ g, ot la perturbation g n’a pas
de signe (il n’y a alors aucune raison que la norme L' de g soit conservée).

Remarque 3.1. Ces estimations auraient également pu s’obtenir en ne faisant que la comparai-
son L2-H' (en prenant s = 1), et en itérant plusieurs fois. On verra par la suite que le contréle
de tous les termes en méme temps est utile pour traiter la non-linéarité. On n’a cependant pas
traité tous les termes possibles, on peut par exemple montrer qu’en temps court, des termes de la
forme Q(_yyrg2x(_a,)e décroissent comme t=3k=4 par rapport a la norme L? initiale (ces termes
n’apparaissent pas dans D, on peut les controler grace a Q_a,yk+e, mais pas avec la méme puis-
sance de t en temps court).

Remarque 3.2. Pour obtenir les estimations de régularité dans [BT18], si on retraduisait leur
approche de I'-calcul généralisé dans notre cadre, cela reviendrait o utiliser la fonctionnelle sui-
vante:

Qua + at2Q,A2 + 2bt4QsA + CtGQ,SQ + dt4QA4 + 2Bt6QTA2 + étSQ,Tz.

Cela correspond a un choix de Qoidg t, 13 et t* pour les opérateurs A, S, et T. On a vu ici que
Uon pouvait prendre des poids tz, t2 and t* a la place, et notre fonctionnelle dans le cas s = 1
s’écrit avec moins de termes:

Qua + otQ_ 2 + 28 Qsa + 1°Q_g2 + 6'Q _p2_g2.

D’aprés ce que je comprends, la présence du terme Qqa est la dans [BT18] simplement pour
assurer que la fonctionnelle est positive en prenant comme critére b2 < aé. Mais on a en fait vu
que Qra2 = Qga, donc on n’a pas besoin de ce terme (qui est le méme qu’un terme déja existant,
avec un poids plus faible). Je ne sais pas si dans le cadre d’une variété Riemannienne également
en espace, ce qui est le cas dans [BT18], notre simple approche fonctionnerait (il se peut qu’il y
ait plus de termes avec la courbure de la variété, dans notre cas on a par exemple utilisé que A,
et A, commutent).

3.3 Stabilité non-linéaire de 1’équilibre isotrope jusqu’au seuil de
transition de phase

On étudie maintenant ’équation compléte (3.1]) sur une perturbation g = f—pou 0 < p < d.
L’équation s’écrit

Og+v-Vog—(p+g)d—1v-Jg+Jg-Vyg=ANyg, J :/vgdv. (3.16)
S

Pour garder le cadre algébrique précédent, on définit 'opérateur U par Ug = dv A J,. C’est un
opérateur « vectoriel » au sens oti on le notera (U; ;)i<j, avec U; jg = —dvje; - J4 + dviej - J, mais
ce n’est plus un opérateur différentiel. On a fS vizdv = é, donc Jy, ;g = —ejei - Jg +eiej - Jg, de
sorte que 1’on obtient Ugjg = —d (vie; - J, + vje; - J,), donc on trouve U2g = —(d — 1)dv - J, en
sommant sur i < j. On observe donc que cet opérateur U? se comporte comme la composée de la
projection sur les harmoniques sphériques de degré 1 (qui & g associe dv-Jy) et du Laplacien A?
(dont la valeur propre associée aux harmoniques sphériques de degré 1 vaut —(d — 1)).
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Chapitre 3. Vers les modéles inhomogénes : hypocoercivité et stabilité de I’équilibre isotrope

En fait, par le Lemme on a également A; ;U; jg = —d(v;e; - Jy+vje; - Jg), donc on obtient
aussi AU = U?. On vérifie que U est antiadjoint et on a donc aussi UA = AU = U?, ce qui
permet par exemple d’avoir A2 — U? = (A — U)?. Enfin, on a

AU? =UPA=AU=UA*=U3= —(d - 1)U. (3.17)

Dans ce cadre on peut également écrire J, - Vg = (v A Jg)(v A Vyg) = éZiq Ui jgA; g et
donc le terme non-linéaire de I’équation (3.16)) peut aussi s’écrire sous forme condensée :

+ 1
og+Tg= A2g — %U% — gUgAg
p 1
= (A2 - QUQ)Q - g(A(gUg)).

Pour alléger les notations, on note L = A — (1 — /1 — §)U, de sorte que L? = A% — §U2. L’opé-

rateur L? a les mémes propriétés spectrales que A2 dés que p < d : il a en fait les mémes vecteurs
propres (les harmoniques sphériques) et valeurs propres (qui valent —¢(¢+d—2) lorsque £ # 1 est
le degré de I'harmonique sphérique), sauf la valeur propre associée aux harmoniques sphériques
de degré 1, qui vaut —(d — 1) pour A2 et —(d — 1)(1 — £) pour L?. Par contre les propriétés de
commutation avec les opérateurs 1" et S ne sont plus tout a fait les mémes. Cependant, en plus
de , on a que U (et donc L) commute avec toute dérivée en x.

Lorsqu’on étudie la méme fonctionnelle F(7, g(t,-)) que dans la section précédente, de nou-
veaux termes apparaissent dans la dissipation. De fagcon générique, on a pour un opérateur X
autoadjoint composé comme précédemment, en notant toujours Qx(g9) = [ gXgdv (et en omet-
tant la dépendance en g si le contexte est clair) :

d
aQX = Qar(x) + Bx,
ol cette fois-ci
(X)) = A2X + X A? — g(sz +XU?) + [T, X] = L2X + XL2 + [T, X],

et ou le terme non-linéaire est

1

Rx(g) = d/Rd S(AXg) (Ug) g dvda.

Il faut tout d’abord adapter I’étude de la partie linéaire avec ces termes supplémentaires, puis
ensuite controler le terme non-linéaire. On calcule donc, grace a la Proposition [3.1] :

d*(1d) = 2L?
PP(—A%) = —24%L% — (SA + AS)
BP(AS + SA) = B(AS + SA) — L(U2(AS + SA) + (AS + SA)U?)

d
-1
— O(AS + SA) — S(UQSA +asy?) 4+ PE=)

(US + SU)
=282 4+ (A2 + L2)SA + AS(A2 + L) — (d — 1)[(AS + SA) — g(US + SU),
DP(—S2) = B(—S2) — g((ﬂs? + S2U?)
= 24824 —2(d—1)A, +2d S? — §<U252 + S2U2).
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3.3. Stabilité non-linéaire de ’équilibre isotrope jusqu’au seuil de transition de phase

On voit donc qu’on obtient essentiellement les mémes termes, et que les propriétés spectrales
de L? joueront le méme r6le que celles de A? dans la section précédente. On peut donc prendre
une fonctionnelle similaire pour F, mais une premiére modification que 1’on fait, qui rendra I’étude
du terme non-linéaire plus simple, est de prendre Y_; (—1)F7192*=2 4 la place de (—A;)*~! pour
les termes d’ordre plus élevé (ce qui est équivalent en terme de semi-normes de Sobolev que 1'on
considére) :

S

Définition 3.2. On définit Uénergie totale F(1,9) = > FL(7,g), avec F§ = Qua = ||g||3 et ou
k=0
pour k =1 on a posé

4k—3 4k—2
FO(T,9) = v Zon‘ Q 1)k52—2 42 + BT Q k192K "2(SA+AS)
=1 '

+ ’}/T4k71Q(_1)ka£lg—2sg + 57’416@(,1)1@8%?.

S
On définit également, pour les mémes coefficients, DP(1,9) = > Dy(7,g), avec Df = Q,A2+§U2
k=0
et pour k > 1

14 _ 4k—3 4k—2
Dk(7_7 g) =V Z aT Q(—l)k718£§_2A2L2 + BT Q(—l)kaif_Q%[(A2+L2)SA+AS(A2+L2)]
=1

4k—1 4k
+ ﬁT Q 1)ko2282 + 7 Q Je-1926-2 452 A + o1 Q(_l)kqa%sz

Le résumé des calculs précédents de ®°(X) pour les opérateurs qui nous intéressent permet
donc d’écrire la dissipation sous une forme similaire, en modifiant 1égérement le « mauvais »
terme B et incluant le terme non-linéaire :

Proposition 3.2. On note Bfj(r,g) =0 et pour k > 1

-3 Ak—2
By(7.g )i Z ar'* Qagf*Q(AswA) + 677 (d - 1)Q6§f’2[(AS+SA)—§(US+SU)]

+ 77-4k_1[2(d - 1)Q83f*2Az —2d QB%VQSQ + §Q6§§’2(U252+52U2)]’

et on pose également R = Riq et, pour k >

d

4k—3 4k—2
R(T,9) = v ZM R(_1)ka§§*2A2 + pr R(—1)k—182§*2(SA+AS)
=1

+ ’YT4k71R(_1)k8§I§—252 + 5T4kR(71)kagk .

Alors, pour toute solution g de [’équation (3.16)) qui soit C™° a support compact (ce qui est le
cas si g0 est a support compact), et pour tout k >0, on a

d
374 (79) = =2D;(7,9) + BY(7. 9) + R(7 9).

On peut donc effectuer les mémes calculs que dans la preuve du Théoréme [3.2] pour contro-
ler B} (7,g). La condition pour que D} controle (le carré de) la bonne semi-norme de Sobolev

_r
est cette fois-ci BQQi(AQ_,'_LQ)Q < Qu2r200y ce qui équivaut a B2 < (1177;)2047 (on peut peut-étre
2d

légerement améliorer ce critére au prix de I'inclusion d’autres termes dans B (7, g) si on veut
étre un peu plus fin sur les constantes).
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Chapitre 3. Vers les modéles inhomogénes : hypocoercivité et stabilité de I’équilibre isotrope

Proposition 3.3. Si & < 1 et si B% < v, il existe des constantes c,C > 0 telles que pour
tout 7 > 0 et pour toute fonction g € C°(R? x S), on a

4k—2( 4k—2(

vt 2 (g s + 2190 %00) < FL < Cuet™ 2 (gl s s + (7 + 72 gllFe0)-

2 ~
De méme, si B2 < ﬁa% il existe des constantes ¢,C > 0 telles que
2d

¥r >0, Dp < O™ (gl gr-re + 7lgll o + (7 + 729l jrea ),
L =

vr<1, D k=2

CUkT gl 12 + Tgll o + 7291 fria)-

P
Enfin, pour tout ¢ > 0, il existe des coefficients o, B,7,8 (avec % < pd 2047) et vy tels que

pour tout 7 < 1 et pour toute fonction g € C°(R? x S),

ot BP(, f) est donné par la proposition .

Démonstration. On procéde exactement de la méme maniére que dans la preuve du Théoréme
Les termes rajoutés dans Bz(T, g) ne fournissent pas de difficulté supplémentaire. En effet, le

terme |Qsutvs| < 24/Q_g2+/Q _r2 peut se controler de la méme maniére que Q45154 qui était
déja présent, et on a

Qs2v24 0252 < 2¢/Q_52v/Q 25202 < 2¢/Q_521/Q_p2n2> < 2(d —1)/Q_g21/Q_n2.

Donc comme on devait déja controler ’Q(_l)k,182k—2A2| et |Q(_1),€,182k_252| pour la méme puis-

sance de 7 (4k — 1) et le méme coefficient vy, on obtient les mémes conditions suffisantes sur

. e . 1-2
les coefficients, que I'on peut satisfaire de la méme maniére tout en ayant 5% < ﬁa’y. O
2d

On peut donc maintenant controéler le terme cubique, provenant de la non-linéarité de ’équa-
tion . L’idée est de réussir a controler chaque terme par v/ FD, pour avoir décroissance
de I’énergie F si elle est initialement petite. On verra qu’on ne peut pas forcément cette fois-ci
controler la régularité en prenant 7 =t (sauf dans un cas trés particulier), mais on garde la dé-
pendance en 7 dans les estimations pour illustrer le probléme. On commence par des estimations
faisant entrer en jeu les normes L°(L2) de g et de ses dérivées :

E
p

Proposition 3.4. On suppose que les coefficients vérifient 2 < (1 )2(1% et que les vy sont

fizés. On note ||gllcc2 = sup, [|g(x,-)|r2, et on a les estimations suivantes (o C désigne une
constante générique, variant de ligne a ligne, dépendant des coefficients mais pas de 7 < 1) :

R(m,9) < C(|1Fglloc + [Tgllo0) D

et pour tout k > 1

[S]E

15] L5] d
RY(r,9) < C((D 710 glloon + D0 (20 Aglaca + 7™ S 0500, gll2) ) D

m=0 m=1 j=1

[SIE
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3.3. Stabilité non-linéaire de ’équilibre isotrope jusqu’au seuil de transition de phase

Démonstration. On a les controles suivants :

72D pour

105, Agll2 < C 0<k<s,
Halg;i_lsj,eAgHQ < Cr 23D pour 1 < k < s,
16F gll> < CT7*3V/D pour 1 < k < s,
\If?i“[nglla < Cr /D pour 1 < k < s,
||a§;11429||2 < Cr 243D pour 1 < k < s.
On va également utiliser les contréles suivants
CllAg(z, )2 < CvD pour m = 0,

103 Ug ()| < ClJapg(2)] < { (3.18)

Cllogtg(z, )HL% < CT*Z””%\/T) pour 1 < m < s,
ainsi que, pour m > 1:

. o
071850 g (@, ) < Clgp1g, o(@)| + [ Jgp-1a, 4(2)]) < Cr72" 2D,

|8£;L*1AU9(JC,-)‘ < C|JBQT1g(x)‘ < < Or2mt2/p.

—om5 . :
On a méme un facteur 7-2™%2 lorsque m > 2 mais on n’en aura pas besoin.

Pour le cas k = 0 on obtient, en utilisant I'inégalité de Poincaré sur S :

| Ria| = d‘/ (Ag)(Ug)g C‘/ (Ag)(Ug)(g — Ig) +C‘/ (Ag)(Ug Hg‘
RdxS RixS
<C [ Wil [ gt 0)llgfe.0) - Tgldvdz + €| [ 11, [ gaUgas|
Rd S R4 S

< CllAglBI sl + €| [ TgldPde| < (1l + IMgllc)

Pour le cas £ > 1, on commence par traiter le cas de Ran en utilisant la formule de Leibniz,

et le fait que si 0 < m < k, soit m soit k — m est inférieur a 2 et alors I'autre est supérieur ou
égal & 1, ce qui permet d’utiliser (3.18)) (avec m > 1):

k
1 k
R —f‘ o Ag) (8™U g) 0¥ g dvd
R dmz(m)/mu ) (O7Ug) 059 dud

k

<cy / 10mg (e, Iz 10, Ag (e, |2 108 ™ g, || 2
m=0
5]

< C —4k:+2m+2 HamgHoo QD
m=0
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Chapitre 3. Vers les modéles inhomogénes : hypocoercivité et stabilité de I’équilibre isotrope
Puis, en utilisant que AS? = S?A + 2T'S, on a de la méme maniére
1 2k—2 4 2
Ropagal = | [ (027245%)Ug)g|
1 dl Jraxs ™

C ‘/RdXS 3219 2TSg )(Ug g‘ ’/RdXSZa% 2S]gAg(Sjg(Ug)g—|-UgS 7€g)D

k
<o\/ (@41Tg) 3 (01 (SUg)Ok™g + DU g~ LS)
R4 xS '

m=1

+ c‘ / > 0k1S; 4 Ag Z (018, 0(Ug) k=g + 0E~mU g0~ S; 49) \
Rd xS =
<l m=1

Et en utilisant que ||Tg[|z2 < ||Vzgllz2, on obtient pour 7 < 1

_ 1 +1 _
[Rypisgal < CT72%53 (30 7= 2hmmed omg oo + ZT k=m 2 S (|0~ o, g lloo
J

5]
+ T 2(k—m) 2Ham 159“002+ZT 2(k— m+1” J HOO>

m=1 m=0

< C( Tf4k+2m+1” 9”002 + Z . —4k+2m+1 Z Hanzilaxjg”ooﬁ)'p'

On procéde de méme pour Rag's*2(As+5A)v en utilisant que AS + SA=2SA+ (d—1)T :

Bop2asssi d]/RdXS (@225 A+ (d— D)T)g)A(Ug))|

k
<C’/ (05718 Ag) > (O (AUg)ds ™™g + Ok U oy~ 1Ag)’
RdXS ! m=1
k
+c‘/ (057" T9) > (0 1 (AU)ds ™ g + Oh U gy~ lAg)‘
RAXS me—1

En faisant de nouveau attention aux parenthésages comme en (3.14]), on obtient pour 7 < 1:

L5 ] 1]
1 1
’Raif_Q(AS+SA)| < 0772“5( 7okt HJBQZAQHOO + Z Tﬁ2(kim)+2”8$9”00,2

m

[SIE

Il
i

m=0
15 15]
+ >0 2 g Agloe + > 72T T )
m=1 m=0
151 1£]
< C( T—4k+2m+%”a;r:g"oo72 + Z 7—_4k+2m+1“az_1149"oo,2>p

m=0 m=1
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3.3. Stabilité non-linéaire de ’équilibre isotrope jusqu’au seuil de transition de phase

Le dernier terme a traiter est Ror—2 45, qui est trés similaire.
T

1 _
Rogrl =) [ (022 A(Ug)g)
i X

k—1 k
< c‘ Z()/Rdxs (051 A%) Y (O (AU )0k ™g + O U gy~ lAg)‘

m=1
L)
(Z 7_—4k+2m+2H gHoo2 + Z T—4k+2m+2”am 1AgHoo2>

En sommant toutes ces estimations avec les puissances de 7 associées, on obtient le résultat

) . 1

voulu. On remarque que dans tous les termes sauf Rjor—24,, on obtient au moins un facteur 72
x4

supplémentaire pour les termes de type |0} g||cc,2. Les termes (SU)g sont estimés par ||V Jg||
dans tous les cas (que ce soit pour l'intégrer a une norme L°(L2) ou & une norme L?), et ce sont

seulement ces cas qui empéchent d’obtenir ce facteur 73 additionnel. O

On veut maintenant transformer ces estimations a ’aide de 1’énergie F. On a les controles
suivants :

192,911z

Cr=*VF pour 0
107 Agll2 |

3
Cr—2k 2V F pour

En particulier, pour m > 0, et m < k < s, on a pour 7 < 1

//\ //\

10291 gm0 <
10" Ag| im0 < CT~2K+3V/F.

On utilise [0y, [|g(x,)|[z2| < [0z;9(z,-)|z2 et les injections et interpolations de Sobolev pour

obtenir, pour 0 < m < s — %

2+E s— m—§+5

1023 9ll0.2 < CllOLIN 410 < ClOZGN "m0 10291 o™

s—m—%4e die
C’Tﬁ2m72 s/ F = O~ 2m—d- 2\ F, (3.19)
etdemémepour1<m<s—%:
10 Agllocp < O~ 243742 /F, (3.20)
107 0, glloc,2 < CT~ 22N/ F. (3.21)

On peut donc obtenir la stabilité de I’équilibre homogéne isotrope, en norme H*! suffisamment
élevée.

Théoréme 3.3. On fire T =1, et on prend s > d si d impair ou s = d+ 1 si d pair, ainsi que
des coefficients donnés par la Proposition[3.3. Alors il existe n > 0 telle que pour toute condition
initiale go € L®(RY x S) N H*Y(R? x S) vérifiant F(1,go) < n, la solution f de I’équation
avec condition initiale fo = p+ go est globale, et ’énergie F(1, f — p) est décroissante en temps.
Sur le tore, si p est la moyenne de fq, alors 'énergie est exponentiellement décroissante.
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Démonstration. On a [5] < s — %, donc d’aprés les estimations (3.19)-(3.21)) et celles de la

proposition [3.4] on obtient pour 7 =1
RE(T,9) < CVFD.

On a donc d’apreés les Propositions [3:2] et B3] on a

d

gF<-@2-e- CVF)D,

ce qui assure la décroissance de ’énergie si elle est initialement assez petite. Ceci donne alors
une borne sur F et ainsi sur ||Jy(t,-)|| = [[J¢(t, )|l par injections de Sobolev, ce qui fait que
la norme infinie de f ne peut pas exploser en temps fini, par I'estimation du théoréme La
convergence exponentielle sur le tore découle de 'inégalité de Poincaré en espace. O

Sur R%, on n’a pour l'instant pas de critére pour obtenir une vitesse de convergence vers
I’équilibre : sans contrdle de la norme L! de g, on ne peut pas appliquer Iinégalité de Nash pour
obtenir une décroissance en t~2 comme on pourrait s’y attendre.

On n’a pas non plus utilisé ici la régularisation en temps court : les injections de Sobolev font
apparaitre des puissances de 7 qui ne sont pas intégrables. Cependant, on peut, dans le cas ot la
condition initiale ne dépend que d’une variable, obtenir une régularité H' a partir de condition
initiale L>° N L? suffisamment petite :

Théoréme 3.4. Si fo ne dépend que d’une dimension d’espace, alors il existe n > 0 telle que
si |[fo — pll2 et ||fo — plleo sont suffisamment petites, alors la solution de [’équation avec
condition initiale fo est globale, et I’énergie F(min(t, 1), f(t,-)—p) est décroissante en temps. Sur
le tore, si p est la moyenne de fo, alors l’énergie est exponentiellement décroissante pourt > 1.

Idée de la preuve. La premiére chose a faire est d’obtenir des estimations en norme L directe-
ment pour g = fy — p, en utilisant le principe du maximum pour (3.16)). On obtient alors que
pour ||golleo suffisamment petit, alors ||g||c reste petit pour tout ¢ € [0, 1]. Comme les estima-
tions sur Rg et Rq sont controlées par ||g|| oo (z2)D, c’est suffisant pour avoir la décroissance de F
pour ¢ € [0,1]. Et alors & partir de t = 1, on a que [|g[|oc(z2) est controlée par F (par injections
de Sobolev). Si initialement F est suffisamment petite (c’est-a-dire ||g||2 petite), ce controle suffit
pour assurer également la décroissance de F pour ¢ > 1 sans avoir besoin de borne sur [/g|cc-
Et a partir de t > 1 cela donne donc une borne sur ||Jy||« uniforme en temps, ce qui suffit pour
obtenir I'existence globale d’une solution (pas forcément uniformément bornée en temps pour la
norme infinie). Si on a accés & une inégalité de Poincaré, alors I’énergie est exponentiellement
décroissante (et donc ||.Jy|| aussi), ce qui assure également que ||g||o reste bornée uniformément
en temps. [l

Perspectives Ce travail est une premiére approche pour la compréhension du comportement
en temps long du modéle inhomogéne. L’objectif était d’obtenir des résultats de convergence vers
I'équilibre pour un modele d’alignement purement local. Lorsque J; est remplacé par K*.Jy ou K
est un noyau d’observation (ce qui correspond & une limite de champ moyen pour le systéme de
particules), on peut utiliser la régularité de K pour obtenir des estimations sur K * J¢, et ainsi
obtenir directement l’existence globale de solutions (et alors également leur régularité instantanée
en temps court, par les estimations d’hypoellipticité). On peut alors se demander ce qui se passe
dans le cas intermédiaire, en fonction de la singularité de K. On peut comparer notre travail avec
larticle [KS21], ou 'alignement est également local (mais avec un autre mécanisme correspondant
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3.3. Stabilité non-linéaire de ’équilibre isotrope jusqu’au seuil de transition de phase

a ceux étudiés dans les sections et sans terme de gradient en v). Si j’ai bien compris,
leur analyse nécessite d’étre suffisamment loin du seuil de transition et est traitée avec une
norme H? en dimension d = 2. Dans notre cas, on aurait a priori besoin de H*!, avec trois
dérivées en = et une seule en v, et on traite le cas de tous les équilibres uniformes jusqu’au seuil
de transition. Plusieurs axes sont possibles pour améliorer les estimations que nous obtenons.
On peut probablement obtenir une amélioration par régularisation comme on I’a fait pour le cas
du théoréme dans des dimensions plus grandes que 1, en considérant des poids variables &
partir seulement d’un certain degré (et en partant d’une solution plus réguliére que L2NL>). On
a également cherché, sans succés pour l'instant, a inclure des effets de type lemmes de moyennes
cinétiques (notre cadre de vitesses contraintes sur la sphére est parfaitement adapté pour cela)
qui ont vraisemblablement des chances de donner de meilleures estimations pour J; par exemple.

La question naturelle suivante est de comprendre ce qui se passe au voisinage de solutions
de type von Mises. On a alors toujours le méme probléme de la non-unicité de ’équilibre. Lors-
qu’on est sur le tore, il y a également des effets diis & la géométrie (on n’a pas invariance par
rotation par exemple). La présence de structures périodiques en temps long dans les simulations
numeériques (voir la figure voir aussi [CGGROS, IGM19]), pour des conditions initiales plus
concentrées, ou une densité supérieure au seuil critique, est également une indication de la dif-
ficulté supplémentaire lorsqu’on cherche a étendre ce travail au voisinage de solutions de type
von Mises. Des travaux en cours en collaboration avec Anton Arnold, Sara Merino-Aceituno,
Christian Schmeiser et Raphaél Winter visent comprendre les mémes phénoménes d’hypocoerci-
vité pour I’équation d’alignement de type BGK, on s’intéresse en particulier & la bifurcation au
voisinage du seuil critique.

Le modéle étudié dans ce chapitre, dans le cas de la dimension 2, est également lié¢ au modéle
de Kuramoto (la version homogéne en espace est la méme) pour lequel des approches de type
amortissement Landau ont été récemment proposées [DEGV18|. Des discussions ont eu lieu avec
Helge Dietert, Bastien Fernandez et David Gérard-Varet a ce sujet, et il est probable que ces
approches pourraient étre fructueuses dans ces modéles de particules autopropulsées. J’ai aussi
commencé a travailler dans cette direction avec Daniel Han-Kwan et Ning Jiang pour le modéle
d’alignement de type BGK avec normalisation.

En régle générale, les phénoménes en temps long dans une équation cinétique de ce type sont
encore trés mal compris, et en pratique on n’a pas encore un panorama de solutions numériques
permettant au moins de distinguer les différents types de comportements en temps long que
'on peut espérer obtenir. Nous travaillons actuellement avec Emeric Bouin, Quentin Griette et
Sébastien Motsch a obtenir des simulations numériques typiques, en particulier en dimension 1
d’espace sur R (avec par exemple deux équilibres lorsque z — —oco et * — +00). La difficulté
est que les comportements peuvent changer avec des petites modifications du modeéle (comme on
va le voir dans la section pour I’hyperbolicité des modéles macroscopiques associés), et nous
espérerions pouvoir avoir un panorama des comportements différents pour une classe raisonnable
de modéles (comme ceux présentés dans la section pour différentes fonctions v et o). Deux
cas qui ont ’air d’avoir un comportement assez stable sont les suivants :

— un équilibre uniforme (de masse p;, < p.) en x — —o0, et de méme lorsque x — +oo (de
masse pr < pc); on s’attend a ce que la solution converge vers un profil autosimilaire en
échelle diffusive,

— un équilibre uniforme (de masse pr, < p.) en x — —oo, et un équilibre de von Mises,
dont la direction de concentration est dirigée vers les x positifs; dans ce cas on observe
un profil asymptotique se propageant & vitesse fixe et laissant derriére lui une densité
constante pp < p., a priori pas reliée a p..
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t=00.0

20

Density p, first moment Ju
=
5]

Position x Position x

50
40
30
20
5 1
10
0
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Position x Position x

50
40
30
20
10
-4 -2 0 2 4 0

Position x Position x

£=120.0
20

Density p, first moment Ju
=
S
Angle 6

t=400.0
20

Density p, first moment Ju
=
S
Angle 6

FIGURE 3.1 — Illustration d’un phénoméne d’apparition de solutions périodiques. Le modéle
présenté dans ce chapitre est simulé (par différences finies) pour une distribution initiale proche
d’une distribution de von Mises (modérément concentrée, on a £ = 3 ici, autour d’'un angle
proche de 0) constante en espace, qui est un équilibre stable pour le modéle homogéne en espace.
On suppose ici que la solution ne dépend que d’une variable d’espace = € [—5, 5] avec conditions
périodiques au bord. Aprés une premiére phase de régularisation en temps trés court, on observe
I’apparition d’instabilités qui prennent la forme de « bandes » concentrées se déplacant sur une
zone de densité inférieure a p. (et pour laquelle la distribution est proche de 'uniforme). Les
bandes finissent souvent par se regrouper en une seule. En bleu, on trace la densité pf, en
vert la premiére coordonnée de J; € R2. Le graphique de droite représente la densité en x, 0
ou 0 € [—m,7|. Les bandes se propagent environ a vitesse 1, le deuxiéme graphique correspond
donc a I’état aprés une douzaine de «traversées » du domaine, le troisiéme aprés une quarantaine.
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4.1 Invariants collisionnels généralisés pour les modéles de type
Vicsek

Commengons par présenter la méthode de moments via les invariants collisionnels généralisés
dans le cadre de l'article [F8] (qui est trés similaire a [F4] qui avait été fait dans le cadre de ma
theése). On considére 'équation de Vlasov—Fokker—Planck suivante :

Of +v-Vaof +V([JF)Vu - (Vo(QF - 0)f) = a(lTF ) A,

modélisant alignement de particules autopropulsés en position z € R?, avec vitesse v € S,

s’alignant (avec une intensité 1/(|J;<(t, x)|)) sur 'orientation moyenne Q?(t, x) = Jﬁg;% de leurs

voisines et soumises & une diffusion en vitesse d’intensité o (|.J Jf( (t,z)|). La fonction f représente la
densité de particules en x, v au temps ¢, le « flux moyen » est donné par J;((t, x) = (K*Jf)(t,x)
ot Jy(t,x) = [svf(t,x,v)dv, et le « noyau d’observation » K est une fonction lisse, paire,
positive, d’intégrale 1 (avec second moment fini) représentant la fagon de pondérer les vitesses
des particules voisines pour obtenir l'orientation moyenne en un point € R?. Lorsque Ion
prend K constant (par exemple sur le tore), ou lorsque f ne dépend pas de z, on obtient le
modele étudié dans la section .11
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Aprés changement d’échelle (¢, z) ~ (et,ex) on considére alors I’équation

hf*+v-Vauf = 1(—I/(IJfEDVv (Vo (Qpe - 0) %) + (| Jp=[) Au f7) + O(e)

5
o(|Js<]) f
= ———Vy ( My(e e Vo(77——) ) + O(e), (4.1)
B ( FEV Mi((.1 e )2 )
ot e = %7 k(|J¢|) = %ﬁjg, et le terme en O(g) provient du second moment de K (et du fait

que son premier moment est nul) : & I'ordre principal, 'opérateur de collision est local en espace
(c’est celui que 'on a étudié dans la section et on connait ses équilibres. Ce sont des fonctions
de la forme pM,,(,)q, ol £(p) est une solution de I'équation de compatibilité scalaire j(x) = pc(k)
présentée dans la section On cherche donc, en supposant que la fonction f¢ converge vers
une telle fonction f0 = pM (o avec p et © dépendant de ¢ et x, & déterminer les équations
d’évolution de p et €. On a un invariant collisionnel naturel (la conservation de la masse) qui
donne I’évolution de p :
Oup + V- (pelk(p))2) = 0. (4:2)
On n’a par contre pas d’autre invariant qui donnerait I’évolution de €. On procéde alors
similairement a l'article [DMOS| dans lequel les invariants collisionnels généralisés (GCI) ont été
introduits (ou plus précisément, comme dans [F2] ot dans le cadre de ma thése, j'avais adapté
la méthode au cas de paramétres dépendant de p). On définit, pour k > 0 et Q € S (avec les
notations de la section lopérateur linéaire L,q par la formule

Leo(f) = =v(§(5) Vo - (fVo(2- ) + 0 ((5) A f = 0(j(k)) Vs - (M“QV”(Afm )

(qui correspond & I'opérateur de collision lorsque k = k(|Jf|) et @ = Q) et I'ensemble C.q des
GCI associés a k et () :

Cra = {@ZJ| /Sﬁ,.@g(f) Ydv =0, Vf telle que Py.Jf = O} . (4.3)

Ainsi, si 1 est un GCI pour & et 2, alors pour toute fonction f telle que k(|J¢|) = K et Qp = Q,
Iintégrale de 1 contre 'opérateur de collision est nulle. On obtient que les GCI sont de la
forme C' + hy(v - Q)v - A ou hy est la solution d’une équation elliptique, et A est un vecteur
arbitraire orthogonal & © (on obtient bien un espace de méme dimension que le nombre de
parameétres macroscopiques dont on recherche I’évolution). En écrivant 1,0 (v) = h(v-Q)Pgiv,
on obtient que l'intégrale de 1y )0, contre I’opérateur de collision est nulle, ce qui donne

/S(atf6 + 0 Vo f)Uk(1,e s dv = O(e).

En supposant que f¢ — pMj(,)n, on obtient formellement & la limite 'équation d’évolution
pour €, qui s’écrit
p (02 +¢(Q-Vy)Q) + O PyiVyup =0, (4.4)

ol ¢ et © sont des fonctions (définies a 'aide de la fonction h,) qui dépendent uniquement
de k(p). Le modéle — est appelé modéle SOH (pour « Self-Organized Hydrodynamics »)
et correspond au modéle dérivé initialement dans [DMOS§|, avec des coefficients dépendants de p.
Cette méthode fonctionne pour une branche d’équilibres pour lesquels x > 0. Pour I’équilibre
isotrope, il n’y a qu’'un paramétre p, dont ’équation d’évolution a la limite est d;p = 0. Pour
avoir plus d’informations, on peut pousser le développement & I'ordre supérieur, et on obtient
que la correction d’ordre ¢ est une diffusion (non-linéaire) de coefficient (d—l)di(% (qui n’est
de signe positif qu’en dessous du seuil critique p;).
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4.2. Modéles macroscopiques pour I'alignement de corps rigides

4.2 Modéles macroscopiques pour ’alignement de corps rigides

4.2.1 Le modéle SOHB et son interprétation via les quaternions

Dans larticle [F9], en collaboration avec Pierre Degond et Sara Merino-Aceituno, nous in-
troduisons un nouveau modéle d’alignement de corps rigides, avec pour but de pouvoir faire
fonctionner la machinerie des GCI afin de dériver un modéle macroscopique. Un corps rigide au-
topropulsé est décrit par sa vitesse (unitaire) mais également par son orientation dans I'espace.
On décrit donc un tel corps par une matrice de rotation A € SO(3) dont le premier vecteur Ae;
est également sa vitesse. L’équation cinétique décrit 1’évolution en temps d’une densité f(t,z, A)
ol la position = est dans R? et Porientation A est une matrice de rotation SO(3) :

Ouf + Aer - Vo f +vVa - (fVA(A-PD(J))) = oAaf,

ol comme précédemment J ;( = K * Jy avec K un noyau d’observation et J; = |, S0(3) AfdA le
« flux local » des orientations. Comme dans [DMO§|, on normalise le terme d’alignement, au sens
ol chaque individu aligne son orientation avec une « orientation moyenne » qui est elle-méme
dans SO(3) et non en sommant des forces d’alignement pour chacune des interactions binaires.
C’est pour cela qu’on fait apparaitre PD(JfK ), la décomposition polaire de JJ{{ , qui est une
matrice de rotation lorsque det(J ]f( ) > 0, qui maximise la quantité J ]{( - A (c’est en quelque sorte
la matrice de rotation la plus «alignée » avec J f( ). Le principal intérét de cette normalisation (en
dépit de sa singularité) est qu’elle supprime le phénomeéne de transition de phase, il n’y a qu’une
famille d’équilibres de la forme Myp avec A € SO(3) et k = %, (pas d’équation de compatibilité).
Au moment de la rédaction de cet article, nous n’avions en effet aucune idée de la solution du
calcul des équilibres décrit dans la section . Pour étre complet, dans [F9] on permet a v de
dépendre de A - PD(J ;( ) (toujours dans l'esprit de [DMO0S]), ce qui permet d’avoir des forces
d’alignement un peu plus génériques, mais complexifie légérement les calculs. On présentera ici
seulement les résultats dans le cas ol v est constant.

Comme dans la section précédente, on fait un changement d’échelle hydrodynamique et on

étudie donc
€

MI{AfE

o
8,5]05 + Ael . fos = EVA : (MI{AfEVA( ))) + 0(8)7
ot Aye € SO(3) est la décomposition polaire de Jy- (que I'on suppose de déterminant positif), qui
joue le role du Q- de la section précédente. Le fait qu’il n’y ait pas d’équation de compatibilité

vient du fait que A,y = A< dans tous les cas. On a méme en fait Jy , = ci(k)A dés

KAfE
que A € SO(3) (ou le coefficient ¢; est le méme que dans la section [1.2]). On procéde donc
comme précédemment, en supposant que f& — f0 = pM, avec p(t,z) = 0 et A(t,z) € SO(3)
des quantités macroscopiques dont on veut connaitre I’évolution. On définit alors, pour A € SO(3)

Iopérateur L, par la formule

LA(f)=0Va- (MH,AVA(]\Z{A))7

(de sorte que l'opérateur de collision appliqué a f¢ correspond a L, lorsque Age = A) et l'en-
semble Cp des GCI associés a A :

Cp = zp|/ LA(f)1dA =0, Vf telle que P, J; =07, (4.5)
50(3)
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ou Pr, est la projection orthogonale (dans I’ensemble des matrices 3 x 3) sur 'espace tangent
de SO(3) en A. De nouveau, si 9 est un GCI pour A, alors pour toute fonction f telle que Ay = A,
I'intégrale de v contre 'opérateur de collision est nulle.

On obtient alors que les GCI sont de la forme C + hy(A - A)(AP) - A ot P est une matrice
antisymétrique arbitraire et h, est encore une fois une solution d’une équation elliptique. On
a donc un espace d’invariants de dimension 1 + 3, ce qui correspond au nombre de paramétres
macroscopiques (SO(3) est de dimension 3) dont on veut connaitre 1’équation d’évolution. On
applique donc la méme méthode en écrivant que pour tout P antisymétrique

/ (S + v Vo fYh(Age - A)(Ag=P) - AdA = O(e),
SO(3)

puis en passant a la limite en supposant que f¢ — pMp. Aprés quelques calculs assez techniques
(en utilisant la formule de la mesure de Haar sur SO(3) provenant de la décomposition axe-angle),
on obtient I’équation d’évolution de A.

Pour obtenir la forme du modéle tel qu’énoncé dans [F9], on a besoin de quelques notations.
Pour un vecteur u € R3, on note [u]x la matrice antisymétrique correspondant au produit
vectoriel avec u : pour v € R3, [u]x = u x v. Le produit scalaire que I'on a choisi sur les
matrices (avec coefficient 3, comme dans la section a ceci de pratique que [u]yx - [V]x =u-v.
Pour une fonction A € C1(R3,S0(3)), il existe une (unique) matrice D,(A) telle que pour tout
vecteur w € R3, on ait

(W - V2)A =D (A)w]x A

On définit alors les opérateurs différentiels d,(A) = Tr(D,(A)) (lié & une sorte de divergence)
et ,(A) = Dy (A) — Dy(A)" (une sorte de rotationnel).

Théoréme 4.1. Si f¢ — pMyp lorsque e — 0, avec A et p suffisamment réquliéres (et une
convergence suffisamment forte), alors elles satisfont le systéme suivant d’équations aux dérivées
partielles d’ordre un (appelé SOHB, pour « Self-Organized Hydrodynamics of Body attitude ») :

Op+ V- (clpAel) =0, (4.6)
p(@tA + CQ((Ael) . Vx)A) + [(Ael) X (c;;Vx,o + cup rx(A)) + cup 6x(A)Ae1] LA=0, (4.7)

ou ¢y est donnée dans la section[I.3, et les coefficients ca, c3, ca s’écrivent au moyen d’expressions
similaires, faisant intervenir la fonction hy.

On peut exprimer ’évolution de A sous une forme différente :
Proposition 4.1. En écrivant 2 = Aey, u = Aey v = Aes, on a
0:(A)=[(Q-Vyu] - v+ [(u-Vy)v]- Q4+ [(v:-V,)Q] - u, (4.8)
ry(A) = (Ve - Q)Q+ (Vy-u)u+ (V- v)v. (4.9)

Par conséquent, on obtient les équations d’évolution suivantes pour Q, u, et v, correspondant
a léquation d’évolution de A donnée en (4.7)):

pD + Py (e3Vap + cap((Vo - w)u+ (V- v)v) ) =0,

v

pDiu— (csu-Vip+ cgpVy - u)Q + cqp 0y (Q u,v)v=0,
pDyv — (c3 Vv - Vyp+ c4pVy - V)Q — cyp 9 (Q,u, v)u =0,

ou Dy =0+ c2(2- V), et 0:(Q,u,v) est Uexpression 65(A) donnée par (4.8]).
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4.2. Modéles macroscopiques pour I'alignement de corps rigides

Ces expressions permettent d’interpréter les différents mécanismes du modéle macroscopique
et le comparer par exemple au modéle SOH. On remarque (et c’est attendu) que ces équations
préservent le fait que A € SO(3).

Le terme correspondant au coeflicient c3 donne 'influence du gradient de pression V,p sur
lorientation A. Il a effet de la faire tourner autour du vecteur dirigé par (Aei) x V,p a une
vitesse angulaire < |[(Ae1) x Vgpl|, de sorte a aligner €2 (la direction du mouvement) avec —Vep.
L’influence de ce gradient de pression sur u et v est aussi une rotation, simplement de maniére
a garder le repére (2, u,v) orthonormal.

De méme, le terme correspondant au coefficient ¢4 dans I’équation de €2 a pour effet de relaxer
la direction du mouvement 2 vers le vecteur —r,(A) (on a ¢4 > 0). Sans ce terme, on obtiendrait
un découplage de € et u, v, et le modeéle correspondrait alors au modéle SOH dérivé dans la
précédente section (& coefficients constants).

Enfin les derniers termes dans les équations sur u et v ont pour effet de les faire tourner
autour du flot donné par D; a une vitesse angulaire c49,(A).

Dans Darticle [F10], en collaboration avec Pierre Degond, Sara Merino-Aceituno et Ariane
Trescases, la motivation initiale était la perspective future de simulations numériques de ce type
de modéles. Nous voulions obtenir un modéle similaire en utilisant les quaternions unitaires pour
représenter les rotations plutot que des matrices (pour des raisons de simplicité d’implémenta-
tion). Comme nous voulions aligner des quaternions sans tenir compte de leur direction, nous
avons élaboré un modéle d’alignement nématique similaire aux modéles de suspensions de po-
lyméres. Et encore une fois, pour éviter les phénoménes de transition de phase, 1'idée était de
normaliser le Q-tenseur moyen pour obtenir un @-tenseur uniaxial (correspondant donc a une
unique matrice de rotation).

Nous avons pu mettre en ceuvre la méme méthode, et ainsi obtenir un modéle hydrodynamique
similaire, qui faisait également intervenir des coefficients ¢y, co, c3 et c¢4. Nous avons alors compris
que les modéles étaient en fait équivalents, et on peut en fait remonter 1’équivalence jusqu’au
systéme de particules associés. Finalement, le fait de ne pas avoir réussi a créer de nouveau
modéle a été le point de départ de la compréhension du lien fin entre modéles de polymeéres de
dimension 4 et modéles d’alignement sur SO(3), ouvrant la voie & la résolution de I’équation de
compatibilité présentée dans la section |1.2

4.2.2 Dérivation a partir de BGK, et dimensions supérieures

Dans les notes de cours [F11], rédigées en collaboration avec Pierre Degond, Sara Merino-
Aceituno et Ariane Trescases a I'occasion du programme thématique Stochastic Dynamics Out of
Equilibrium (IHP, 2017), nous avons voulu présenter la méthode, ainsi que le lien entre rotations
et quaternions unitaires, en incluant un cadre plus simple pour les calculs : le cas ot 'opérateur
de collision est de type BGK. Il avait déja été noté [DM16] que ce cadre simplifiait grandement
les calculs pour le modéle de type Vicsek : en effet les invariants collisionnels généralisés sont
alors de la forme A -v avec A 1 €, il n’y a plus de fonction h,. On obtient presque un invariant
collisionnel : on multiplie I’équation par v et on intégre, on n’obtient pas 0, mais quelque chose
de proportionnel & €2, et comme on n’est intéressé que par la dynamique tangentielle puisque €2
est contraint sur la sphére, on a bien l’évolution voulue. D’autre part, les modéles de type
BGK correspondent dans une certaine maniére & une version plus proche du modéle de Vicsek
original [VCBJT95| dans lequel les sauts en vitesse synchrones & intervalle de temps At ﬁxélﬂ
sont remplacés par des sauts asynchrones a taux constant v.

25. et n’ayant rien a voir avec une discrétisation en temps, on a plutdét At =1 que At — 0.
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Dans [F'11], on présente la dérivation du modeéle de BGK a partir d’un systéme de N particules
sous forme de Processus de Markov Déterministe Par-morceaux (PDMP) : chaque particule, de
position X}, est liée a une horloge Poissonnienne, et entre deux sonneries, la particule suit une
ligne droite a vitesse constante, donnée par Aie; (resp. greiq;) ou Ay € SO(3) est I'orientation
(resp. qr le quaternion unitaire) associée a la particule. Lors d’un saut, la nouvelle orientation
(resp. quaternion unitaire) de la particule est tirée selon une distribution de von Mises M, 5,
(avec r > 0 fix¢) autour de lorientation moyenne Ay, = PD(J[) : la décomposition polaire de la
moyenne JX = 4 3. K (X; — Xj)A; (cela correspond & I'expression .J ﬁv (X)) de la sous-section
précédente ou N est la distribution empirique des particules, on a une une formule similaire
dans le cas des quaternions). Le modéle cinétique associé est le suivant

Ouf + Aer - Vof = prMys — J.

ol AJIC( est la décomposition polaire PD(.J Jf( ) du « flux d’orientations » (ou plus précisément le
maximiseur de A-J J{( , unique et correspondant & la décomposition polaire dés que det(J J{( ) > 0).
On a le méme genre d’équation pour les quaternions, ou ici le Q-tenseur uniaxial jouant le role
de Aff est celui qui maximise (¢ ® ¢ — %14) -J ;( ou cette fois-ci JJ{( est la moyenne pondérée
des Q-tenseurs des particules voisines (une matrice symétrique de trace nulle, le quaternion ¢
maximisant ce produit scalaire est alors un vecteur propre relié a la plus grande valeur propre
de cette matrice). Et on montre que ces modeéles sont équivalents, essentiellement par la propo-
sition [I.2] que l'on a déja rencontrée dans la section Lorsqu’on fait le changement d’échelle
hydrodynamique, on obtient le méme modéle localisé :

1
O f + Aey - V. ff = g(prMnAfs — )+ 0(e). (4.10)

On définit alors les GCI comme en , avec cette fois-ci LA(f) = pyMa — f. La détermination
en est grandement simplifiée : un GCI est simplement une fonction de la forme C'+AP- A, ou P
est une matrice antisymétrique. On obtient alors les mémes modéles macroscopiques que ceux
dérivés dans [F9, [F10], a définition des constantes co, c3 et ¢4 prés (il suffit de remplacer h,; par 1
dans les formules).

Dans le cadre du doctorat d’Antoine Diez, coencadré avec Pierre Degond et Sara Merino-
Aceituno, nous l'avons fait travailler sur la dérivation rigoureuse du modéle de BGK & partir
du systéeme de PDMP. Je lui ai en particulier proposé d’adapter les résultats de type « inter-
action modérée » [Oel85, [TM98] dans ce cadre. On a besoin, pour pouvoir passer a la limite,
d’enlever la singularité induite par la décomposition polaire. On considére alors plutot le modéle
avec transition de phase, oil les orientations sont distribuées & chaque saut comme M K (avec

éventuellement K dépendant de N pour traiter le cas de l'interaction modérée). Les résultats
d’Antoine font l'objet de larticle [Die2()] dans lequel il montre qu’on peut a la limite obtenir
directement 1’équation localisée en espace :

8tf + Ae1 . fo = prJf — f

Dans P'article [F13], toujours dans le cadre de sa thése, en plus de déterminer les solutions de
I’équation de compatibilité présentées dans la section [1.2] nous appliquons également la méthode
de moments pour dériver un modéle SOHB au voisinage de la variété d’équilibres de von Mises
stables. Il y a peu de différences avec la version présentée dans cette sous-section, si ce n’est que
'on doit prendre en compte, comme dans la section[4.1] le fait que le coefficient x de concentration
dépend de la densité p. On obtient la méme expression pour les coefficients ¢y et ¢4 (qui dépendent
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de k, donc de p). Pour I'expression de c3, un nouveau terme apparait, faisant apparaitre la dérivée
de k par rapport & p. C’est a travers ce terme que 1’on voit I'influence du phénomeéne de transition
de phase. Au voisinage de la distribution uniforme, comme dans la section il n’y a qu'un
parameétre macroscopique p, et a lordre principal on obtient d;p = 0. On peut donc également
regarder ’ordre supérieur et obtenir que formellement I’équation d’évolution de p est une diffusion
(non-linéaire) de coefficient 3(;cpjp).

Enfin, la considération de I’équation de BGK dans les notes [F11] avait également pour but
caché de pouvoir dériver un modéle de type SOHB en dimension supérieure a 3 (en particu-
lier pour comprendre quels termes sont spécifiques & la dimension 3, avec le produit vectoriel
et la formule de Rodrigues de représentation des rotations qui n’est plus généralisable en di-
mension supérieure, et parce que parfois le cadre de la dimension supérieure permet d’apporter
un éclairage sur la structure géométrique du modéle). C’est ce que nous avons récemment fait
dans [F'17], en collaboration avec Pierre Degond et Antoine Diez. Le modéle cinétique peut étre
défini exactement de la méme maniére (dans le cas du modéle sans transition de phase, avec
normalisation par la décomposition polaire), par contre si on regarde 'expression du modéle
macroscopique, 'expression r;(A) donnée en semble se généraliser immédiatement en di-
mension supérieure, alors que celle pour d,(A) donnée en ([4.8]) a I’air spécifique de la dimension 3.
De méme, 'expression ne semble pas se généraliser simplement & premiére vue.

La formule essentielle que 1'on utilise est la formule d’intégration de Weyl@ s pour p = 0, on
définit ug, and ugp11, de RP dans R par

2(p—1)? 5
ugp(b, ..., 0p) = —— H (cosB; — cosby)”, (4.11)
Prgcrey
op(p—1) P
Ugp+1 (01, ..., 0p) = ' H (cosf; — cos Hk)Q H (1 —cosb;), (4.12)
gk j=1

et on a alors la proposition qui suit (sans rentrer dans les détails de ce qu’est une « fonction de
classe », mais essentiellement c’est une fonction qui ne dépend que de la classe de conjugaison,
comme par exemple la trace).

Proposition 4.2 (Formule d’intégration de Weyl [Sim96], Théorémes 1X.9.4 & 1X.9.5, une fois la
typo corrigée dans le cas n = 2p+1). Soitn € N, n > 3. Soit p € N tel que n = 2p oun = 2p+1.
Pour toute « fonction de classe » f, intégrable sur SO(n), on a

1
F(A)dA = / F(Rg, o) un(61,...,0,)d6; ... do,,
/S o T A= o [ Ry O ) 0

ot up: RP — R est définie par (4.11) (dans le cas n = 2p) ou {.12)) (sin =2p+1), et Ry, .9,
représente la matrice diagonale par blocs représentant des rotations d’angle 01,...,0, dans R?
(avec un dernier coefficient diagonal 1 si n est impair).

On utilise I'identification du produit extérieur X AY avec la matrice (X;Y; —Y;X;). On note
ainsi Vo, A X = (05, X — Ox; Xi)1<ij<n (correspondant a la dérivée extérieure de X, vue comme
une 1-forme). On dérive alors le modéle suivant :

Théoréme 4.2. Si la solution de (4.10) vérifie f& — pMyp lorsque ¢ — 0, ot p = p(x,t)
et A = A(z,t) sont des fonctions suffisamment réguliéres de R™ x (0,00) vers (0,00) et SO(n)

26. I1 y a méme un peu de théorie des représentations dans 'article, comme quoi on trouve de tout dans les
maths « appliquées » !
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respectivement (avec une convergence suffisamment forte), alors elles sont solutions du systéme
suivant, ot on a noté , = Aey, :

3tp + V- (Clpgl) = 0, (4.13)
p((‘)t + Co Ql . Vx)A = WA, (4.14)
ol
W=FAQ1—c4pVsANQ, (4.15)
F=—-c3Vyp—cypr, (4.16)
k=1
On acg = i, et les constantes ci, co et ¢y sont exprimées (comme fonctions de k) via des

moyennes de fonctions sur [0,27]P (des polynomes en (cos0;)i1<i<p) pour n=2p oun =2p+1,

pondérées par exp(k Zp cos Op)un (b1, ...,0p), 0t uy est donné par (4.11)) ou (4.12).

De plus, la fonction ci est croissante de Ry dans [0,1], avec ¢1(0) =0 et lim, o0 ¢1(K) = 1.

On ne voit plus directement dans ce modéle un terme correspondant a d,(A). On peut le faire
réapparaitre en transformant I’expression du modele : si on note A;j; la formule (4.8) ot on a
remplacé Q,u, v par €2;,€);, €, on peut définir la matrice antisymétrique A par

n
A= A ®Q,
k=1

et enfin la modification W de la matrice W comme suit :
W =F A Q) + caph.
On a alors la proposition suivante :

Proposition 4.3. L’équation d’évolution (4.14) est équivalente a

p(at + (02 — 04) Q- Vx)A = WA (4.18)

On peut donc retrouver une expression similaire & la sous-section précédente, en réexpri-

mant (4.18]) comme des équations pour Q,..., €, :

p(0:+ (c2 = ca) D - Vo) = =3P  Vap — cap y (Ve - ),
k£1
p(at + (CQ — C4) Q- VI)Q] = (Cg(Qj . Vm)p + C4p(vx . Qj))Ql
— C4p Z 5<QI7Q]79’€)QI€7 ]:2,,TL
k&{1,5}
On obtient donc pour n = 3 la méme équation que dans [F9], ou le coefficient d’advection ¢y
correspond a ¢y — ¢4 dans [F17]. La formulation en toute dimension a donc donné une autre

formulation, qui donne un éclairage différent sur la structure de ’équation. On étudiera ce modéle
dans cette nouvelle formulation dans la section
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4.3 Méthode de moments pour des modéles de cristaux liquides

Dans cette section, on présente U'article [F15] dans lequel on dérive le modéle de cristaux
liquides nématiques d’Ericksen—Leslie & partir du modéle de Doi—Navier—Stokes. Le modéle de
Doi, dans un régime semi-dilué [Doi81l [KD&3| [EZ06, WZZ15| décrit 1’évolution de molécules de
polymeéres en forme de sphéroides allongées, sous la forme d’une densité f(t,z,w) de particules
de position 2 € R, et d’orientation w € S/{#1} — ou, de facon équivalente, en prenant w € S et
en imposant f(t,x,w) = f(t,z, —w). Ces particules sont diluées dans un solvant fluide (modélisé
par les équations de Navier—Stokes) qui les transporte et exerce sur elles des forces de rotation
(dues aux gradients du fluide). En retour, les molécules en suspension ont une influence sur le
fluide & travers des termes additionnels dans le tenseur des contraintes, dont ’expression dépend
de la densité f. En passant rapidement sur la modélisation, lorsqu’on adimensionne le modéle,
on obtient :

&f+Vz(w3+Vw(fMRﬁE—JVM)zéng{vmﬂ+fVJ¢% (4.19)

avec U;( = K x Uy, ott K est un noyau de pondération (positif, de masse 1) décrivant I'influence
des molécules voisines (suivant [EZ06, WELZ02]), lié au potentiel de Maier—Saupe

d—1
Us = aps[ - (- Q) + =1,

ol on a noté

1
pr= [ ftaws piQs = [(wow— flade

La matrice symétrique @, de trace nulle, est appelée @Q-tenseur, et a ses valeurs propres A

dans [}, %], on a ainsi Uy € [0, ps]. Le vecteur u(t,z) € R? est la vitesse locale du fluide, les

tenseurs F et W sont les parties symétriques et antisymétriques du gradient de vitesse:
1 1
E =g (Vou+ Veu'), W= 5 (Vau = Veu').
Les trois quantités sans dimension dans (4.19) sont donc a > 0 (le coefficient d’alignement
relativement a la diffusion angulaire), A € [—1,1] (un paramétre dépendant de la forme des
particules, valant —1 pour des disques, 0 pour des sphéres, et 1 pour des batonnets), et De, le
nombre de Deborah.
Le fluide u est alors décrit par les équations de Navier—Stokes

Ou+u-Vyu+ Vep = ﬁvx . (Tu—i—ﬁﬁu) +7ReEere (Vx-aff—l—FJf(),
Vz-u=0,
Tu=2FE, Truw=C fsw® fdw : E,

ou «:» désigne la contraction des tenseurs par rapport a deux indices (peu importe quels indices
au vu de la symétrie, T, est donc une matrice symétrique). Pour une matrice S (un tenseur dxd),
on note V - S le vecteur (3, 02,5 j)1<j<d-

Le tenseur des contraintes additionnel a]lf est donné par

A+1 A—-1

K _ K K

A 2A
:Degpf[A(EQf+QfE)+QfW7WQf+7E72ATf:EthQf]
1
+ /(w®vaf — V,UF ®w) fdw,
2 Js
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la deuxiéme équation provenant de I’équation de Doi (4.19)) intégrée contre w ® w — éld, otll on
a noté Dy = 9y +u - V, la dérivée matérielle.
Le terme de force F’ ;( est donné, en notant u][f =Inf4+U ;( (appelé potentiel chimique), par

F;(:—/va,uffdw.

Les trois paramétres supplémentaires sans dimensionlﬂ apportés par ’équation de Navier—
Stokes sont donc les coefficients ¢, Re et Er, ces deux derniers étant les nombres de Reynolds et
d’Ericksen.

L’introduction des termes 0]15 et F ;( dans le couplage entre les équations de Navier—Stokes
et ’équation de Doi suit en fait un raisonnement de consistance thermodynamique. En effet, on
a une identité de dissipation d’énergie libre totale %5 K 1 DK =0, ou I'énergie libre totale (celle
du fluide et celle des polymeéres) est

1 1
EE == 2dr 4+ —— AKX
2/Rd il de + pempe

avec I’énergie libre des polyméres donnée par
1
AK:/ (flogf—f+-Uf f)dzdw.
RixS 2

La dissipation est alors donnée par

1 1
" Re Rd Re Er De? /RdXS

ou la contraction « :» est faite ici sur les 4 indices, et avec la norme de Frobenius pour les
tenseurs d x d : |S|?> = Tr(STS).

L’objectif est donc d’obtenir la limite de ce modéle lorsque le nombre de Deborah, que 'on
notera désormais €, est petit (les autres parameétres restant fixes). Un dernier parameétre caché est
I’échelle spatiale du noyau de moyennisation K. On choisit de prendre ce noyau dépendant de &, en

posant K¢(z) = ﬁK (<) pour un noyau K donné (suivant [EZ06, WZZ15|, ce qui correspond
3

1 K |2
DK Veul de + ——— T;: (E®E)dz + Vo
|Vu|* dz ReErC/Rd’Of i (F@E)d /] uf‘ dz dw,

NG
au changement d’échelle faiblement non-local du modeéle de Vicsek proposé dans [DLMP13| que
on rencontrera également dans le chapitre [5). Si I'on note 8 = 55 [pa [z[2K(z)dz (et quion
suppose K radial), aprés développement en €, on cherche donc & étudier la limite du systéme
suivant lorsque ¢ — 0 :

1
Tue (f°) = EC(fE), (4.20)
A + - Vot + Vp© = i{A vt [gv (pyeTye : E¥) + Vy - oh +F15}} (4.21)
T Re T Er T felf T f f )
Vg -u® =0, (4.22)

ou on a défini 'opérateur de transport 7, (f) (pour un champ de vecteurs dépendant du temps u
donné) et l'opérateur de collision C(f) par

Tu(f)=0ef+ Ve - (uf)+ Ve (f(AP,LE —W)w)+2a V- (f P, Az(prQf)w), (4.23)
C(f) =V,- (vwf + fvaf) =V, (eaw'(prf)wvw (feiaw-(prf)w)>a (4.24)

27. dans le régime dilué en dimension d = 3, le coefficient ¢ vaut 3 [DE99], mais dans le régime semi-dilué
que ’on considére ici, sa valeur peut étre différente de %, d’autre part la dérivation nécessite d’utiliser le tenseur
d’Oseen qui a une dépendance en la dimension, on considére donc ici ( comme un paramétre libre sans dimension.

)
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et les termes supplémentaires ajlcs et F]}E, dont on ne détaillera pas I’expression, sont d’ordre 0
en e. Lorsque I'on suppose que la densité f© converge vers un équilibre local, le calcul de la limite
formelle ¢ — 0 dans — ne pose donc pas de probléme, et on a simplement besoin de
comprendre le modéle macroscopique correspondant & I’équation cinétique .

On reconnait dans l'opérateur de collision le modéle décrit dans l'introduction du
chapitre [T correspondant aux polymeres avec potentiel de Maier—Saupe. On connait la forme des
équilibres locaux, de la forme pMy ou Y est une matrice symétrique de trace nulle, avec

— M Z(Y)= /Sexp(w Yw)dw.

M =5

Il est conjecturé (et vrai en dimension 2, 3, 4) que les seuls équilibres (non-isotropes) stables
pour le modéle homogeéne en espace sont de la forme pMy, pour p > p, et Y = nAq un tenseur
uniaxial (Ao = (2 ® Q — 11;) pour Q € S), ot 7 est la plus grande solution positive d'une
équation de compatibilité scalaire de la forme n = apS2(n) (on a Qu,,, = S2(n)Aq).

On suppose donc que f¢ converge vers f0 = pPMyp)aq 00 p > piet QL ES (en fait on peut
penser 2 € S/{+£1} puisque A_o = Aq), et on veut définir un bon espace de GCI (dépendants
d’un paramétre S), a l'aide d’un opérateur Lg et de contraintes linéaires sur les moments de f,

comme précédemment dans (4.3)) ou (4.5)) :
Cs = {w (paire)| /L’g(f) dw = 0, V[ satisfaisant les contraintes} ,
S

de telle sorte qu’on ait les propriétés suivantes (qui sont satisfaites et utiles pour appliquer la
méthode des GCI dans les cas considérés précédemment) :

— lopérateur Lg,( f) doit correspondre a C(f) pour un parameétre Sy défini & partir de f,
qui satisfait alors les contraintes pour ce paramétre,

— Despace des GCI associés au paramétre S est de dimension 1+ (d — 1) (et bien défini dans
un voisinage de Sy, AQ),
— lorsque f© — pM,,) 4, alors les GCI associés au parameétre Sy défini a partir de f¢

convergent vers des fonctions « faciles & caractériser ».

Le dernier point (qui correspond a dire que I'on connait bien la forme des GCI pour Sy, AQ) est
celui qui permet d’obtenir des expressions tractables pour la limite.

Il n’y a pas, a notre connaissance, de méthode systématique (méme si on s’en approche) pour
savoir comment choisir le bon paramétre S, le bon opérateur Lg et les bonnes contraintes de sorte
a avoir ces bonnes propriétés. Dans article [F15], on montre qu'on peut prendre, pour S une
matrice symétrique de trace nulle, 'opérateur donné par Lg(f) = V,, - (MSVW (ML5)>’ et comme
contrainte sur f le fait que, en notant {2g le vecteur propre associé a la plus grande valeur propre
de S (en supposant qu’elle soit simple), on ait PQ§ Qs = 0. Si on prend alors Sy = apsQy, on
obtient bien les propriétés demandées.

On montre que les GCI pour les équilibres (lorsque S = apSa(n(p))Aa = nAq) sont de la
forme C' + hy(w-Q)V - Q pour V' L Q, avec de nouveau une fonction h,, solution d'une équation
elliptique. On peut alors appliquer la méthode et obtenir I’équation limite pour 1’évolution de 2
(ainsi que ’équation de conservation de masse, qui est elle associée a 'invariant collisionnel
constant):

Op+ Vg (pu) =0,
28

O+~ VaQ + W = e Pou (BQ+ =5 Au(n)) =0,
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ou le coefficient ¢ est défini (dépendant de 7(p)) comme une moyenne faisant intervenir la fonc-
tion h,,. La limite de I’équation de Navier—Stokes (pour laquelle on n’a pas besoin des GCI) prend
la forme suivante

Ou—+u-Vyu+Vp = g (Agu+ 5 Vo 0),

Vg u=0,

ol le tenseur des contraintes supplémentaires ¢ = o5, + o dépend des paramétres macrosco-
piques p et Q (via seulement la dérivée matérielle de © pour le tenseur de Leslie oy, avec des
coefficients dépendant de 7, et via les gradients propres en espace de 2 et p pour le tenseur
d’Ericksen o). Le systéme obtenu est appelé modéle d’Ericksen—Leslie.

On établit également dans [F15] un lien entre les GCI et le noyau de 'adjoint du linéarisé
de 'opérateur de collision, mais seulement sur la variété des équilibres, et qu’en général ce n’est
pas le cas en dehors de cette variété.

Perspectives La dérivation de modéles macroscopiques permet d’obtenir un éclairage intéres-
sant sur les modéles microscopiques sous-jacents. Dans le cas du modéle SOHB, dans un travail
récent [DDN22] les auteurs montrent que des solutions particuliéres du modéle SOHB avec condi-
tions périodiques sont spécifiques de ce modeéle d’orientation de corps rigides : on ne pourrait
pas les obtenir avec le modéle simple d’alignement de Vicsek. Et a partir de ce modéle macrosco-
pique, les simulations numériques du modéle de particules mettent en évidence des phénoménes
de stabilité / métastabilité de structures correspondant aux solutions particuliéres du modéle
SOHB.

Dans le cadre des modéles avec transition de phase, on a également obtenu formellement au
voisinage de état isotrope (sous le seuil de la transition de phase) des équations de diffusion
(non-linéaires). Avec les résultats d’hypocoercivité décrits dans le chapitre |3, on peut s’attendre
a dériver plus rigoureusement ces limites de diffusion, dans un changement d’échelle approprié.

Quelques travaux (voir par exemple [JXZ16]) se sont attaqués a la dérivation rigoureuse
des modéles de type SOH. Le genre de résultats obtenus est le suivant : on montre ’existence
d’une famille particuliére de solutions de 1’équation cinétique pour f€ qui convergent vers f9,
en partant d’une solution réguliére de ’équation macroscopique (il faut donc pour cela bien
comprendre I’équation macroscopique, et c’est 'objet du chapitre suivant). Ces méthodes sont
souvent faites & partir de développements de Hilbert. Il serait intéressant de voir & quel point on
peut obtenir des résultats similaires par méthodes de moments.

Une question qui se pose également est la dérivation du modéle SOHB avec transition de
phase (pour Fokker-Planck, en dimension d > 3 et pour BGK en dimension d > 4). Pour les
modeles de type BGK, la combinaison de [F17] et [F13] devrait pouvoir se faire sans probléme.
Pour le modeéle de Fokker—Planck, c’est en fait beaucoup plus compliqué (excepté en dimension 3
ol on peut espérer adapter les résultats de [F9]): la détermination des GCI est bien plus subtile.
Nous avions commencé a y réfléchir avec Pierre Degond et Antoine Diez, mais pour I'instant
nous n’avons pas réussi a obtenir des expressions tractables.
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Les modéles macroscopiques de type SOH (« Self-Organized Hydrodynamics ») que 'on a
obtenus au chapitre précédent prennent la forme de systémes d’équations aux dérivées partielles
(non-linéaires) d’ordre un, et la premiére question que 'on se pose pour obtenir leur caractére
bien posé est celle de leur hyperbolicité. Il a par exemple été montré, pour le modéle SOH
original, que lorsque le modéle est hyperbolique, le systéme d’EDP est localement bien posé en
dimension 2 et 3 sous certaines conditions [DLMP13|. Dans ce chapitre, on étudie I’hyperbolicité
des modéles dérivés dans les sections 1] et {21

5.1 Lien entre hyperbolicité et paramétres de la transition de
phase

Dans cette section, on présente une partie de article [F§], en collaboration avec Pierre
Degond et Jian-Guo Liu, dans lequel nous décrivons des liens forts entre hyperbolicité du modéle
SOH et paramétres de la transition de phase (ordre de transition, exposant critique dans le cas
d’une transition de phase continue). J'avais déja obtenu dans le cadre de ma these [F2] que le
modéle SOH & coefficients variables ¢(p), ¢(p), ©(p) suivant :

Op+ V- (pe2) =0
p (0 Q2+2(QVy)Q) + 0 PyiVap =0,

est hyperbolique si et seulement si le coefficient © (correspondant & une sorte de dérivée de pres-
sion par rapport & p) est strictement positif. Le modéle générique de type Vicsek avec transition
de phase — dérivé dans la section a exactement cette forme. La dépendance des
coefficients c et ¢ est alors due au fait que ces coefficients sont définis en fonction du paramétre
de concentration k, qui lui-méme dépend de p via I’équation de compatibilité j(k) = pc(k).
Pour le coefficient ©, dont une expression est donnée par
1 p dr

o) = +@E- L .
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on observe que ce n’est donc plus seulement le paramétre de concentration x qui entre en jeu,
mais bien la forme globale du diagramme de phase (via la dérivée de la fonction x(p)). On a la
conjecture suivante (numériquement claire dans tous les cas testés, en particulier en dimensions 2
et 3, ainsi que théoriquement en toute dimension lorsque k — 0 et K — 00) :

Conjecture 5.1. Pour tout Kk >0, on a 0 < ¢(k) < ¢(k).

On voit donc que le signe de © n’est a priori pas connu. Dans [F8|, nous étudions le compor-
tement de © dans les deux cas typiques : transition de phase continue (ou % est une bijection
croissante de [0, Kmax|[ dans [pe, +00[, avec kmax pouvant valoir +00) et transition de phase dis-
continue (la fonction étant réguliére, décroissante sur [0, k4] et croissante sur [k, Kmax[). Lorsque
la transition est discontinue, avec k. = K(p«) la dérivée de k au voisinage de p, tend vers l'infini,
et la conjecture nous donne donc que le modéle n’est pas hyperbolique.

Pour la transition de phase continue, on peut développer les coefficients lorsque x — 0, ce
qui correspond au voisinage du seuil critique p., et on obtient un lien entre I’exposant critique
et I'hyperbolicité du modéle.

Proposition 5.1. On suppose que la transition de phase est continue au voisinage du seuil
critique pe, et qu'on a c(k(p)) ~ a(p — pe)? lorsque p > pe (et qu’on a également [’estimation
correspondante pour la dérivée). Alors

(i) Sip < %, alors ©(p) < 0 pour p proche de p.. Le modeéle SOH n’est pas hyperbolique.
(ii) Si B > %, alors ©(p) > 0 pour p proche de p.. Le modéle SOH est hyperbolique.

(1i1) Si 5= % et o # 4;?;;3), alors ©(p) est du signe de 4&?;;3) — «, au voisinage de pe.

On caractérise également 1'hyperbolicité lorsque p — 400 (les équilibres stables sont alors
proches de masses de Dirac). I y a une coquille dans [F'8, Proposition 5.6] (inversion de b et 3),
on donne la version corrigée ici :

Proposition 5.2. On suppose k(|J|) ~ a|J|® lorsque |J| — oo (avec a,b > 0, ainsi que I’estima-
tion correspondante au niveau de la dérivée). On considére le modéle SOH associé a une branche
d’équilibres stables.

(i) Si0 < b <1, alors pour p suffisamment grand, ©(p) > 0 et le modéle SOH est hyperbolique.

(i) Sib > 1, alors pour p suffisamment grand, ©(p) < 0 et le modele SOH n’est pas hyperbo-
lique.

(i4i) Sib =1, si on suppose que k(|J|) = alJ|+r+o(1) et k'(|J|) = a+o(|J|1) lorsque | J| — oo,
avec r # %, alors pour p grand, ©(p) est du signe de r — "TH.

On peut déja avec ces propositions avoir une idée des plages de densité p pour lesquelles
le modéle est ou n’est pas hyperbolique. Par exemple le modéle le plus simple avec transition
de phase ou v(|J|) = |J| et ¢ = 1 étudié dans [F4], dont la version localisée en espace est
celle que nous avons traitée dans le chapitre |3| (pour I'hypocoercivité au voisinage des équilibres
isotropes), se trouve a chaque fois dans les cas limite (i7i) des deux propositions précédente (et
n’est pas hyperbolique). Une trés légére modification du modeéle peut donc conduire & un modéle
hyperbolique. Et pour le modéle avec bruit extrinséque o = %\JI dont on sait qu’il n’est pas
hyperbolique au voisinage de la discontinuité en p,, on obtient aussi qu’il n’est pas hyperbolique
pour p — +oo. Dans [F8], on donne des exemples ot on peut quand méme obtenir des modéles
intéressants avec transition de phase, qui soient hyperboliques pour toutes les plages de densité p.
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On y présente également un changement d’échelle approprié (dans l'esprit de [DLMP13]) pour
le noyau d’observation permettant d’obtenir des termes diffusifs dans le modéle macroscopique,
et ainsi pouvoir espérer contourner le probléme de perte d’hyperbolicité : I'idée est de considé-
rer, comme dans la section 3] que le noyau d’observation est radial avec une échelle spatiale
d’ordre /e (au lieu de € dans le changement d’échelle hyperbolique classique), et alors le terme
en O(e) dans devient un terme d’ordre 0 faisant apparaitre un Laplacien en . On obtient
alors un terme supplémentaire de la forme Po1 A, (pcf2) dans 'équation d’évolution de .

5.2 Hyperbolicité du modéle SOHB

Dans cette section, on présente 'article récent [F16], en collaboration avec Pierre Degond,
Sara Merino-Aceituno et Ariane Trescases. Nous y démontrons I’hyperbolicité du modéle SOHB

en toute dimension, dont on rappelle I'expression (4.13])-(4.17) ici :

8,5/) + Vx . (Clpgl) = 0,
p(at + o) - VI)A = WA,
W=FAQ —C4pV$/\Ql,
F=—c3Vyp—cypr,
r—= ZZZI(VI . Qk)Qk
Encore une fois, I'utilisation d’une dimension quelconque a permis de dégager la structure
propre au modéle et de comprendre comment montrer ’hyperbolicité, ce que nous n’arrivions pas
a faire simplement en dimension 3 (en utilisant par exemple la décomposition axe-angle d’une

rotation quelconque, les calculs prennent vite de la place). La clé est d’observer les invariances
suivantes (on renvoie a [F16] pour la signification précise de ces invariances) :

Proposition 5.3. Le modéle SOHB est invariant par changement orthonormal de repéres, a la
fois pour le repére définissant la rotation A, que l’on notera (e1,...,ey,), et pour celui définissant
les coordonnées spatiales, noté (fy,...,£,).

On linéarise alors le systéme SOHB au voisinage d’un état pg, Ag, constant en espace. En
changeant de repére, on se raméne donc au cas Ag = I,,. En écrivant p = pg+ do et A = exp(dA)
avec une matrice A antisymétrique (pour § petit), on obtient, en écrivant wy = Aey, le systéme
SOHB linéarisé suivant

0o+ ci1(e1 - Vyz)o+c1po(Vy -wr) =0,
p()(atA + 02(61 . Vx)A) = —c3V,o Aer — capo EZ:2(V33 . wk)ek ANer —cgpoVe Awi.

Ce systéme linéarisé présente en fait moins d’invariances que le systéme non-linéaire, mais il
reste quand méme invariant par changement de repére, de (e, ..., e,) vers (e},...,e),) dés lors
que e = €.

Lorsqu’on écrit ce systéme linéarisé en variable £ de Fourier, en notant v =
systéme de la forme

£

g on obtient un

1
—0U + MU =0,
il€]
ou U = (6, (Aij)1<icj<n)| est le vecteur des inconnues et la matrice M dépend de v (et des
différents parameétres pg et ¢; a ¢4). On rappelle que le systéme SOHB est hyperbolique si et
seulement si M est diagonalisable dans R pour tout v € S et tout pg = 0 (et tout Ag, mais
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le changement de repére a fait qu’'on a seulement besoin de le montrer pour Ag = I,,). On dit
également qu’il est strictement hyperbolique si toutes les valeurs propres sont simples.

En utilisant I'invariance, on peut faire tourner le repére (es, ..., e,) de fagon a ce que e soit
dans le plan engendré par e; et v. On écrit alors v = cos fe; +sin fey et la matrice M du systéme
linéarisé devient diagonale par blocs de taille au plus 2, le systéme se découple. On obtient les
systémes suivants :

— un systéme pour la paire (&, Aj2), dont les valeurs propres correspondantes pour M sont
données par

1 1/2
Ay = 5{(cl + co — 2¢4) cos 0 & ((01 — (g — 2¢4))? cos? 0 + 4cyc3 sin® 9) }7

— des systémes pour les paires (fllk, Agk) ou 3 < k < n, avec valeurs propres
pt = (co — cq) cos B + ¢y,

— des équations scalaires pour A lorsque 3 < k < £ < n, avec valeur propre 8 = ¢y cosf.

On a en fait ¢; et c3 strictement positifs (dans la dérivation de la section version normalisée
en prenant la décomposition polaire). Et donc les valeurs propres Ay sont réelles, et distinctes
(& moins que ¢; = c2 — 2¢4 et 0 = 0, dans ce cas le systéme concerné est diagonal). Les valeurs
propres p4 sont également distinctes (& moins que ¢4 = 0, pour lequel le systéme concerné est
aussi diagonal). Ces deux valeurs propres sont alors de multiplicité n—2. Enfin la valeur propre
est de multiplicité 3(n — 2)(n — 3).

On obtient donc le théoréme suivant :

Théoréme 5.1. Le systeme SOHB (4.13)-(4.17) est hyperbolique. En dimension n > 4 il n’est

pas strictement hyperbolique.

Dans le cas n = 3 les valeurs propres Ay, p+ sont distinctes deux & deux sauf pour des
combinaisons spéciales des coefficients, et pour un ensemble discret d’angles 6.

Dans [F16], nous discutons également du fait que le modéle SOHB, tout comme le modéle
SOH, est par essence non-conservatif. En particulier, d’éventuelles ondes de choc ne sont pas
définies de maniére unique (il manque donc des informations provenant du modéle cinétique, qui
ont été perdues au passage & la limite), et nous proposons deux pistes pour traiter ce probléme. A
la maniére du cas de SOH, nous montrons que ’on peut écrire le modéle SOHB comme limite de
relaxation d’un modéle conservatif, dont les inconnues sont dans un espace plus grand (I’ensemble
des matrices plutét qu'uniquement les matrices de rotation, le terme de relaxation étant de la
forme —g(M MT — I,) M, qui relaxe la matrice M vers sa décomposition polaire). En effet, il a
été observé dans le cadre du modéle SOH [MNT11] qu’une telle approximation peut donner des
résultats numériquement assez proches de ceux donnés par le modéle de particules initial. Avec
des arguments de réduction de dimension, nous montrons que le modéle de relaxation obtenu peut
étre utilisé pour obtenir plusieurs telles approximations pour le modéle SOHB en dimension 2
(qui correspond & un modéle SOH). La deuxiéme piste que nous proposons est la méme que dans
la section précédente : on fait un changement d’échelle différent pour le noyau d’observation lors
de la dérivation du modéle macroscopique, ce qui fait apparaitre un terme de diffusion dans
I'équation, de la forme aPr, Az (pA) (ot Pr, est la projection sur l'espace tangent de SO(n) au
point A).

28. ce systéme est le seul qui fait intervenir po, mais les valeurs propres correspondantes n’en dépendent pas.
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Perspectives Le phénoméne de perte d’hyperbolicité dans le modéle SOH & coefficients va-
riables ouvre de nombreuses questions ouvertes, qui & ma connaissance n’ont pas encore été
étudiées. La premiére chose & faire serait un panorama des comportements des modéles de par-
ticules (ou cinétiques) pour ces modéles a coefficients variables, pour comprendre si le fait que le
modéle correspondant au niveau macroscopique est hyperbolique ou non a de 'influence sur ces
comportements. Je suspecte que c’est en effet le cas, et des simulations numériques de I’équation
cinétique sont en cours avec Emeric Bouin, Quentin Griette et Sébastien Motsch (suite & leur
étude [GM19]) pour obtenir une vue d’ensemble des comportements typiques. On n’a également
pas fait les calculs déterminant le caractére hyperbolique dans le cadre du modéle BGK plutot
que Fokker—Planck. Il se trouve que dans le cas simple ou 'opérateur est pM, — f, le calcul donne
que le terme de pression vaut exactement zéro. C’est probablement une simple coincidence, mais
les implications de ’absence de ce terme de pression n’ont pas été étudiées & ma connaissance.

Dans le cadre du modéle SOHB, on a vu que 'hyperbolicité dépend du signe du coefficient cs,
qui est variable dans le cas du modéle avec transition de phase dérivé dans [F13], et on s’attend
probablement, comme dans le cas du modéle avec transition du premier ordre, que le modéle ne
soit pas hyperbolique au voisinage du seuil critique. Je ne sais pas s’il 1'est lorsque p — 400,
c’est encore & explorer.

Enfin, comme on I’a vu, on peut obtenir un modéle avec diffusion sur ’équation d’évolution
de lorientation. Est-ce que ce terme pourrait compenser la perte d’hyperbolicité dans le cadre
de I'étude du probléme de Cauchy associé ? A ma connaissance, il n’y a pas de résultat connu
dans cette direction.
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On s’intéresse au modeéle d’alignement de vitesses sur la sphére S de R%, sans bruit angulaire.
Pour le systéme de particules, il s’agit donc de N équations différentielles couplées pour les
vitesses (v;)1<i<N :

dUi 1 N 1 al
T D V(v vj)omy = PorJ,  avec J = ¥ D vy (6.1)
j=1 J=1

Comme décrit dans les chapitres précédents, ces équations expriment le fait que chaque parti-
cule v; tend a s’aligner avec la direction de leur vitesse moyenne J. Au niveau cinétique, on étudie
I'équation d’agrégation correspondante, décrivant 1’évolution d’une mesure de probabilité f(¢,-) :

Oif + V- (PyrJp f) =0, avecJs= /defu. (6.2)
S

Ces deux équations sont liées dans le sens ot si puV = % EZ]\; 1 0y () €st une mesure empirique
de particules, alors p!V est une solution faible de (6.2)) si et seulement si (v;) est une solution du
systéme . Le modéle dans le cas d = 2 correspond au modéle de Kuramoto avec phases iden-
tiques, et une partie des résultats que 1'on présente a été indépendamment décrite dans [BCM15|
dans ce cadrelﬂ. De tels genres de modéles ont été proposés comme modéles de formation d’opi-
nion [AMPDI17, [CLP15, MTGIS|. On peut également noter les travaux sur la généralisation des
oscillateurs de Kuramoto en dimension supérieure (les oscillateurs de Lohe) pour lesquels des
résultats similaires peuvent étre obtenus [HKR1S)].

Dans ce chapitre, basé sur larticle [F12] en collaboration avec Jian-Guo Liu, on décrit le

comportement en temps long des modéles (6.2)) et (6.1)).

29. Pour étre précis, leur résultat a été publié avant le notre, méme si notre travail avait été fait durant mon
postdoctorat en 2012, et présenté a diverses reprises. Ma légendaire efficacité de finalisation de rédaction nous a
fait perdre la primeur du résultat pour le cas d = 2, mais le reste de nos estimations constituait bien de nouveaux
résultats.
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6.1 Un modéle cinétique d’alignement sur la sphére

On commence par observer que le modeéle (6.2]) est bien posé dans 'espace des mesures de
probabilité.

Proposition 6.1. Pour T' > 0 et fo € P(S), il existe une unique f € C([0,T],P(S)) qui soit
solution faible de ’équation (6.2) avec condition initiale fj.

Démonstration. Cela se fait par exemple en se donnant une fonction J € C([0,7],R?) et en
résolvant I’équation linéaire O,f + V,(P,.Jf) = 0, dont la solution est donnée par <I>;57 # fo,
oit ®7 est le flot associé a 1’équation différentielle %v = P, J(t). Si on note ¥(J) = o #fo>
rechercher une solution de ([6.2)) revient a trouver un point fixe de ¥. Pour une distance appropriée
on obtient que W est contractante sur C([0, 7], R%). O

On peut également montrer que I’équation est bien posée dans n’importe quel espace de
Sobolev par des méthodes standard de Galerkin, en utilisant la décomposition en harmoniques
sphériques, c’est ce que nous avions fait avec Jian-Guo Liu pendant ma thése [F3].

Remarquons que si Jy, = 0, alors fo est une solution stationnaire de , donc on supposera
désormais Jy, # 0. Lorsqu’on calcule la dérivée en temps de Jy¢(t), en écrivant My = [ P,1 fdv,
qui est une matrice symétriques dont les valeurs propres sont dans [0, 1], on obtient

1d|Jg[?
2 dt

=Jy-MyJy 20,

ce qui montre que |J¢| est croissante au cours du temps, et que donc on peut définir I'orientation
moyenne (t) = ‘:% pour tout temps. Comme |J¢|? est bornée, et que sa dérivée seconde est

également bornée, on obtient que sa dérivée tend vers 0, c’est a dire |J¢|Q- MQ — 0. On obtient
alors

Q = Pqu (M;Q) — 0.

Cependant, ceci ne dit pas que l'orientation moyenne converge vers une valeur fixe (on a
seulement que 2 € L?(R,), on aimerait avoir L'(R,)). C’est 'objet du théoréme suivant, qui
caractérise également la convergence de f en temps long.

Théoréme 6.1. Soit fy une mesure de probabilité surS, et f € C(R4,P(S)) la solution de (6.2)
avec condition initiale fo telle que Jg, # 0. Alors il existe Qoo € S tel que Q(t) = ‘jf(it)l converge

vers Qo lorsque t — +00.

Enfin, il existe alors une unique vitesse vpack € S telle que la solution de ’équation différen-
tielle % = P, J¢(t) avec condition initiale v(0) = Vpack VéTifie que v(t) = —Qu lorsque t tend
vers +o00. Alors, si on note m la masse du singleton {Vpack} pour la mesure fy, on a m < %
(on ne peut pas avoir trop de masse 4 « larriere ») et f(t,-) converge faiblement vers la me-

sure foo = (1 —m)da,, +md_q_, lorsque t — oco.

Stratégie de la démonstration. On calcule en fait la dérivée seconde de €2 en temps. Et en po-
sant y = |Q|, on arrive & montrer que y' =y + g ot g € L*(Ry) et ou y est bornée. Ceci donne
alors grace a la formule de Duhamel qu’il n’existe qu'une condition initiale yq telle que y soit
bornée et dans ce cas on obtient alors y € L'(Ry) (en fait comme y > 0, on peut également
le montrer directement, mais la version avec la formule de Duhamel permet de ’obtenir méme
siy = O(e(l_a)t), pas seulement pour y bornée, et on utilisera ce genre d’argument par la suite).

Pour la deuxiéme partie, on étudie le flot ® de ’équation différentielle %v = Py Jyg,, sa-
chant que Jy; .y converge vers AQ. On montre que toute solution v(t) converge soit vers —{u
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soit vers () et que dans ce cas la convergence est uniforme en temps dans un petit voisi-
nage de vg. En définissant vy, , comme la condition initiale telle que la solution vaut —{2,, au
temps ¢, (on renverse le temps dans 1’équation différentielle), on montre que vy, , a une sous-
suite convergente, et dont la limite vy, est telle que la solution de I’équation différentielle avec
condition initiale vp,c converge vers —{)o.. Pour montrer qu'un tel vphac est unique, on utilise
un phénoméne de répulsion entre deux solutions v et v qui convergeraient vers —{. :

d ~12 ~12

N _ — t —

Sl =32 =)o - 37,

avec y(t) — 2X > 0 lorsque ¢t — oco. Comme ||v — V|| est bornée, la seule solution est ||v —v|| = 0.
Pour le comportement de f en temps long, on utilise la formulation f = ®;# fy, et on obtient en
fait

Wl(f(ta '), foo) < m|¢’t(vback) + Qoo| + /S 1v;évback’q)t(v) - Qoo|f0(v) dv.

et comme on connait le comportement du flot @, cela se traduit directement sur Wi (f(t, ), fo)
par convergence dominée. On obtient également que Jy — (1 — 2m)Q = My avec A > 0, ce
qui montre que m < % O

Le théoréme [6.1] ne dit rien du taux de convergence. En fait on peut montrer qu’il n’y a pas
d’espoir d’obtenir un taux de convergence en distance W; sans supposer une certaine régularité
de la condition initiale, en s’appuyant sur des calculs dans le cas ol on a une certaine symeétrie
faisant que Q(t) reste constant au cours du temps :

Proposition 6.2. Etant donnée une fonction continue et décroissante t +— g(t) convergeant
vers 0 (lentement) lorsque t — 400, et telle que g(0) < %, il existe une densité de probabilité fy
(donc sans atome) telle que la solution f(t,-) associée converge faiblement vers dq,_, mais telle
que Wi(f(t,-),da..) = g(t) pour tout t > 0.

D’autre part si fo a une densité par rapport a la mesure de Lebesque avec m < fo(v) < M
pour tout v (o0 0 < m < M), avec Jy, # 0 et telle que Q(t) = Qo s0it constant au cours du
temps, alors on a

oo’

Wa(f(t, ), 0 ) = {il—i—t)et id_o

—t st d >3,
e~ 3t sid=2,
Wa(f(t,-),00.) < V1I+tet sid=3,
et st d > 4.

Ces calculs s’appuient sur la projection stéréographique par rapport & 2, qui fournit des
calculs quasi-explicites (ne dépendant que de la donnée de |Jf|(t)) si € est constantm De facon
intéressante, les taux de convergence dépendent de la dimension de l'espace, et de la distance
de Wasserstein considérée. En fait, toute la vitesse de convergence est gérée par la répartition
de la densité autour de vpaec. On peut s’attendre & ce que ces estimations de convergence soient
toujours valides lorsque €2 n’est plus constant. Et dans ce cas, comme on va le voir dans la section
suivante, on s’attend méme a ce que le taux de convergence de 2 soit plus grand que le taux de
convergence vers la distribution fu.

30. En fait, I’équation %v = P,1.Q s’écrit 2’ = —=z si z est la projection stéréographique de v par rapport a 2.
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6.2 Le systéme de particules associé

Lorsque deux particules sont initialement au méme endroit, elles le restent indéfiniment. On
peut donc en fait associer des poids & chaque particule et considérer qu’elles sont initialement a
des positions distinctes. On considére donc le systéme

N
d’Ui
= Pup s avee J(1) = ;mivi(t)7 (6.3)

ol les masses m; sont N réels strictement positifs tels que Zf\il m; = 1, et ol les conditions
initiales v € S (pour 1 < i < N) sont telles que v) # U? pour tout ¢ # j. Alors la mesure
empirique p = Zf\il m;0y, () est solution de I'équation d’agrégation si et seulement si les v;
satisfont le systéme . On connait donc le comportement d’aprés la section précédente, mais
on peut en fait raffiner et obtenir des taux de convergence précis (et méme un développement
asymptotique lorsque ¢ — 00). Comme précédemment, on suppose J(0) # 0, et on a une dicho-
tomie suivant le cas ol vy €st une des positions initiales des particules ou pas. Dans tous les
cas, le taux de convergence de 2 vers {2, est trois fois celui de chaque particule qui converge
vers {do (et si une particule converge vers « l’arriére », son taux est également de trois fois le
taux de chacune des autres particules).

Théoréme 6.2. Si J(0) # 0, il existe Qo tel que Q(t) = % converge vers Qs lorsque t — 400,
et on a uniquement deux types de régimes asymptotiques possibles, décrits ci-dessous.
(i) Tous les vecteurs unitaires v; convergent vers Q. Alors la convergence a lieu o taux expo-
nentiel 1, et Q) converge vers Qo @ un taux exponentiel 3. Plus précisément, pour1 < i < N,
il existe des a; € {Qoo )t C R™ tels que Zf\il mia; = 0, et tels que l'on ait les développe-
ments suivants, lorsque t — +00:

vi(t) = (1 = |ag)?e ™) Qoo + e ta; + O™ pour 1 <i < N,
Qt) = Qoo + O(e™3).

(i) 1l existe ig tel que v;, converge vers —Qs. Dans ce cas on a m;, < % (une fois de plus, on
ne peut pas avoir trop de masse « a Uarriére ») et en notant A = 1 — 2my,, le vecteur v,
converge exponentiellement vite vers —Q o G un taux 3X. De plus, tous les autres vecteurs v;
pour i # ig convergent vers oy G un taur A, et ) converge vers s G un taux 3X\. Plus
précisément, pour i # ig, il existe des a; € {Qoo}- C R, tels que Z#io mia; = 0 et tels
que l’on ait les développements suivants, lorsque t — —+00:

vi(t) = (1 = |ag)?e ) Qe + e Ma; + 0(e™M)  pour i # ig,
i (1) = = Qoo + O(e73M),
Qt) = Qoo + O(e3M).

Eléments de démonstration. Ces développements asymptotiques reposent sur une premiére esti-
mation pour obtenir un taux de convergence de |J|? vers ), puis de réutiliser cette information
dans I’équation d’évolution de €2 et de chaque v;, plus précisément en calculant la dérivée seconde
de v;. Pour le cas de v;, dans la deuxiéme situation, il faut faire un peu différemment, en montrant
d’abord que —wv;, est dans le cone convexe engendré par les autres v; (pour controler sa distance
a —Q), puis en utilisant la méme astuce que dans la section précédente : si y' = y+ O(e*m) et
que d’autre part y est bornée, alors on doit avoir y = O(e ™). O
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6.2. Le systéme de particules associé

Perspectives Une extension naturelle de ces résultats serait de les généraliser pour les autres
modéles étudiés dans les deux premiéres parties : les alignements de corps rigides ou de polyméres
en forme de batonnets (en remplagant S par SO(n) ou S/{£1}). Une maniére de voir les choses
est de considérer ces variétés comme des sous-variétés de sphéres de dimensions plus grande (dans
les matrices pour SO(n), dans les matrices symétriques a trace nulle pour S/{£1}). On peut
alors voir le modéle comme le flot-gradient de 'énergie —31 > mimglv; — v;]|? (réminiscent du
fait que 'équation d’agrégation (6.2)) est également un flot-gradient de la fonctionnelle —%]J f|2
pour la distance de Wasserstein W3), donc on a convergence de ’énergie vers un minimum local.
La premiére difficulté est que I'on n’a pas Jy = AL} o1 {2 est un élément de la variété qui nous
intéresse, donc méme si J converge, il ne converge pas forcément vers un élément pour lequel
le flot de I’équation différentielle est facile & comprendre. En particulier les points « arriére »
correspondant & vp,ck ne sont plus uniques. On n’a plus également ce phénomeéne de « répulsion »
a l'arriére. Une approche intéressante serait d’abord de mieux comprendre le cas de la spheére a
I’aide de vocabulaire de systémes dynamiques, il est en effet probable que des théorémes généraux
déja existant puissent s’appliquer !

Un autre axe de développement concernant ces modéles avec alignement sans bruit concerne
la dérivation de modéles fluides pour les modéles inhomogénes en espace. Cette thématique a
récemment été 'objet de beaucoup d’attention pour les modeéles de type Cucker—Smale [KMT15,
DKRTIS| [FK19], et & ma connaissance il y a peu de résultats pour des modeéles avec contrainte
géométrique. Lorsqu’on cherche des solutions monocinétiques de la forme f(t,z,:) = Gy,q), On
obtient des dynamiques proches de gaz sans pression. Lorsqu’on suppose que le noyau d’obser-
vation converge vers un Dirac, on obtient méme formellement un découplage entre la densité et
I'orientation, qui satisfait une équation de Burgers sur la sphére. Des discussions sont en cours
avec Thomas Rey dans cette thématique

31. Thomas, si tu lis ce mémoire, cette note de bas de page est pour toi!
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Chapitre 7

Modéles de point-milieu

Contenu
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Le point de départ de ce chapitrelg est le modéle d’alignement de particules autopropulsées
de Bertin, Droz et Grégoire [BDGOG] : des particules, aux positions z; et avec vitesses v; € S
interagissent par paires. Lorsque deux particules ¢ et j interagissent, leur vitesse devient |Z:IZ;|
avec un bruit angulaire. Le modéle et sa limite cinétique ont été étudiés dans [CDWT3, [CCDWT3,
[CCDW15]. La détermination des équilibres locaux pour un bruit quelconque, et ainsi la dérivation
formelle de limites hydrodynamiques, comme dans les deux premiéres parties de ce mémoire est
4 ma connaissance encore un probléme ouvert. Cependant, lorsqu’il n’y a pas de bruit angulaire,
pour le modéle homogéne en espace, on peut s’attendre comme dans le chapitre précédent a la
convergence vers une masse de Dirac. C’est l'objet de la premiére section de ce chapitre, basée
sur Particle [E7], en collaboration avec Pierre Degond et Gaél Raoul.

En notant M ’espace des configurations (typiquement M = S, 'ensemble des vitesses, mais
on notera x les éléments de M), on considére un modeéle cinétique ot deux particules x, 2, tirées
uniformément au hasard a taux constant interagissent et se retrouvent & une position donnée par
le tirage d’un 2z € M selon une loi de probabilité K (-, 2, ) (que 'on peut supposer symétrique
en ses deux derniéres variables par échangeabilité). L’équation cinétique correspondante est la
suivante, pour une mesure de probabilité p dépendant du temps, notée abusivement p(t,z)dx
méme si elle n’a pas de densité :

Op(t,z) = / K(z, x4, 2.)p(t, m:) p(t, 2),) dzs dz!, — p(t, x). (7.1)
MM

Cette équation sous forme générique recouvre de multiples modéles. Lorsque M = R¢ (vu
comme un espace de vitesses), elle peut par exemple étre reliée & de nombreux modéles col-

lisionnels apparaissant en physique (Boltzmann inélastique [BCGO00, [CCT09, MMO09], Kac in-
élastique [BLMT1], [GR12 [PT04]), dans des modéles de formation d’opinion [BS09, [GGS82] ou

32. La traduction francaise de « midpoint models » n’est pas de la meilleure sonorité, mais je ne pouvais pas
sincérement traduire « modéles du milieu » malgré ’attachement que j’ai a la Terre du méme nom.
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des modeéles économiques de redistribution de richesse [PT06, MTO08, BST09, [Chelll [CIM21],
ou en biologie (échange de protéines entre cellules [HLEMW09, PGBL™12], ou effet de recombi-
naison dans les modéles de reproduction sexuée, en particulier le modéle dit « infinitésimal » de
Fisher [BEV17, Bul80, [Fis19, [TB94]). Dans la plupart de ces cas, la loi de probabilité K (-, x,, x,)
conserve le centre de masse, et on peut alors définir une énergie adaptée qui décroit pour toute
condition initiale. Il est méme possible d’utiliser des méthodes de Fourier pour obtenir une des-
cription précise du comportement en temps long (on peut renvoyer aux notes de cours [CTO07]
pour une description de ces méthodes). Dans le cas de la sphére, il n’y a plus de conservation
de tel moment, et 'objectif est de réussir & obtenir une énergie décroissante au moins locale-
ment au voisinage de masses de Dirac. Un autre cadre qui nous intéresse est le cas ol la masse
totale n’est pas conservée, comme dans les modéles de biologie ou 'opérateur de collision K
représente les naissances d’individus et ou le taux de mortalité n’est pas constant en espace.
Par exemple lorsque K est une gaussienne centrée au milieu de x4, 2, on obtient le modele
infinitésimal de Fisher avec sélection, oul les x représentent les traits, transmis par reproduction
sexuée [CGP19,[Pat20]. Lorsque la variabilité est nulle, on retombe sur un modéle de point-milieu
pour le terme de reproduction, avec un taux de mortalité dépendant du trait. C’est ce modéle,
que nous avons étudié¢ dans l'article en cours de finalisation [F19)], en collaboration avec Cécile
Taing, qui est présenté dans la deuxiéme section de ce chapitre.

7.1 Modéles de point-milieu sur la sphére et au-dela

On travaille avec la distance de Wasserstein W et on note Py(M) 'ensemble des mesures de
probabilité p telles que [, d(xo, x)*dp(z) < +oc0. Alors si 2, — K (-, 24, x,) est une application k-
Lipschitzienne de M dans Pa(M), pour un k indépendant de x, € M, le probléme . est bien
posé dans C([0,T7], P2(M)). Ceci se montre par 1'équivalence entre une solution et un point fixe
de 'application (p¢)sefo,r) — (poe’ + fg T e Ko, ) dps(24) dps () ds)sepo,m)-

Lorsque M = R% et K (-, x4, xl,) =01 L(zatar)r O1 obtient un modéle trés simple dont la version
unidimensionnelle est étudiée dans [PTOG HLEFMWO09] dans différents contextes. L’utilisation de
la distance W2 n ‘est pas nouvelle ici [CTQ7|, et avec la préservation du centre de masse Z,
comme W(p,6z)* = [ga |z — Z|?dp(z), on obtient facilement SWa(p, dz) = —XWa(po, dz) ce qui
donne la Convergence exponentielle vers dz dans tous les cas.

Le modéle qui nous intéresse est celui ot M = S et K (-, a:*, xl) = 0z, OU Ty, = %
est le milieu de la géodésique joignant z, et 2’ lorsque z, # —z’,. On suppose que le support

/

de K(-,x,,2) est inclus dans « ’équateur » x - x, = 0 lorsque =, = —a,.

FIGURE 7.1 — Modéle de point-milieu sur la sphére.

La premiére difficulté qui apparait est que le modéle n’est pas bien posé. En fait, une petite
perturbation de points proche d’étre diamétralement opposés initialement permet de construire
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des solutions qui sont aussi proches que 'on veut I'une de l'autre initialement mais dont la
distance au temps ¢ = 4 est bornée par en-dessous par exemple. On peut modifier le modéle de
telle sorte que l'interaction soit réguliére tout en gardant la propriété que la mesure K (-, x,, )
est concentrée au milieu de (z.,2)) lorsque z, et —z/, sont suffisamment éloignés. On décrira de
telles généralisations en fin de section, mais on peut quand méme obtenir des résultats sur les
solutions du modéle initial, en supposant qu’elles existent.

La deuxiéme difficulté est ’absence de conservation d’un moment autour duquel on peut
définir une énergie. Par exemple, pour le cas du cercle, on peut regarder 'angle de la vitesse
moyenne, et on s’apergoit qu’il n’est pas conservé.
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FIGURE 7.2 — Simulation numérique du modéle de point milieu sur le cercle. A gauche, la
solution x + p(t,z) & divers temps (ici = ). A droite, I'argument 6(¢) du centre de
masse | .« ¢ ZP(t, ) dr, en fonction du temps .

Pour s’en sortir, on observe ceci : sur R?, on a
_12 1 2
|z = z["dp(z) = 5 |z — y["dp(z)dp(y),
R4 R x R4

et le terme de droite de cette égalité peut étre défini de la méme maniére sur un espace métrique,
et donne un contrdle sur la distance de la probabilité p a ’ensemble des masses de Dirac.

Lemme 7.1. On définit

E(p) = -, d(x,y)* dp(z) dp(y),

Sip € P(S), on a pour tout x € S,
E(p) < 4W2(pa 536)27

et il existe x € S tel que
Wa(p, 82)? < E(p). (7.2)

Dans ce cas, pour tout k > 0, on a les inégalités de type Markov suivantes :
_ 1

/ dola) < ZEG). et [ d(z, ) dp() < ~ B(p).
{z€S; d(z,z)>K} K {z€S;d(z,z) >k} K

L’idée est alors de calculer la dérivée de E en espérant avoir une estimation de type Gronwall
lorsque la solution est proche d’une masse de Dirac en distance Wa, ce qui est équivalent au fait
que F est petit. L’énergie F est donc une fonction de Lyapunov au voisinage de toute masse de
Dirac. Le résultat principal de [F7] est le théoréme suivant :
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Théoréme 7.1. [l existe C; > 0 et n > 0 tels que pour toute solution p € C(Ry,P(S)) de (7.1)
avec condition initiale py satisfaisant Wa(po, 6z,) < 1 pour un xg € S, alors il existe voo € S tel
que

Wa(pt, 0a.,) < CLWalpo, 6,) e H/4.

Ce taux de convergence, le méme que dans R?, est optimal au sens otl si on prend une condition
initiale supportée sur une géodésique de longueur strictement inférieure a 7, on peut se ramener a
un modéle de point-milieu sur un segment de R. Avant de donner la stratégie de la démonstration,
on peut observer sur la simulation numérique de la solution donnée dans la Figure [7.2] que la
décroissance exponentielle n’est pas immédiate. Il existe méme des configurations ou 1’énergie
croit initialement (par exemple si on démarre avec une perturbation de trois distributions de
Dirac de méme masse aux sommets d’un triangle équilatéral, la solution s’approche d’abord d’un
état proche de I'uniforme, pour lequel I’énergie est strictement supérieure).
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FIGURE 7.3 — Energie E(p(t,-)) pour la simulation numérique présentée en Figure|7.2| (en échelle
semi-logarithmique a droite). On observe que ’énergie décroit lentement lorsque la densité est
proche de la distribution uniforme (pour ¢ ~ 3, cf. Figure . Pour ¢t 2 10, ’énergie semble dé-
croitre exponentiellement comme ¢ — e~/? (ligne pointillée), comme prévu par le Théoréme

Ingrédients de la preuve du Théoreme[7.1. On a
d / /
sz ElP) = (s, 2, y) dp(x) dp(,) dp(y)-
SxSxS

ou

d(zs,y)? + d(z),y)?
a(‘r*’wiﬂy):/d(xay)2K($7w*7$;)d$— (:E ’y) ;_ (l‘*’y) 7
S

correspond a la variation locale en y de I’énergie provenant de la collision entre deux particules
situées en z, et .. La clé pour obtenir une décroissance de 1'énergie est d’obtenir de bonnes
estimations sur cette quantité a. En particulier, si on veut obtenir un taux %, on espeére montrer
que a(z.,2,,y) est proche de —%d(z.,2))%. 1l se trouve que si on était sur R?, on a exacte-
ment oz, 2}, y) = —td(z,,2})? : cest le théoréme de la médiane (ou théoréme d’Apollonius)
dans le triangle (z., 2%, y) (voir Figure !

On veut donc comprendre & quel point on est loin de cela. On a en fait les deux estimations
suivantes (une « locale » qui estime lerreur par rapport a la formule d’Apollonius lorsque les
trois points sont proches, que donc le triangle est proche d’étre plan, et une globale, qui utilise
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FIGURE 7.4 — a(z4, 2}, y) = m? — %(b2 +b'?), proche de —a? = fid(x*,x*)z lorsque les points
sont proches.

simplement des inégalités triangulaires) :

1 C1 k? d(z4,x.)?, si max (d(z d(x] d(zy,2")) < kK
a(x*,x;,y)é—fd(x*,x;)2+ 1 (/*7 *) ) ( (/*73/)? ( *7y)7/ ( *5 *)) X fy

4 Qd(,I*,:L'*)HllH (d(fﬁ*,y), d(l'*,y)), \V/l'*, Ty Y € S
L’estimation locale est uniforme en k < k1 < %’T On coupe alors l'intégrale triple que 'on veut
estimer en différents morceaux dans lesquels on applique 'une ou l'autre fies estimations, et en
utilisant les inégalités de type Markov et Cauchy—Schwarz pour k = E(p)6, on obtient au final

1d 1 4

——FE(p) < —<E(p)+ CoE(p)3,

5 EP) < =7 E(p) + CoE(p)

pour une constante Cjy explicite, ce qui donne le résultat de décroissance de E. Pour passer en
distance de Wasserstein, il faut controler le déplacement de Z donné par (7.2)), pour cela on
montre que d(z(t), z(t'))? converge vers 0 & un taux exponentiel lié au taux de convergence de E,
et on obtient bien le résultat voulu. O

On étend ensuite ces résultats a une variété Riemannienne quelconque par des théorémes
de comparaison, qui permettent d’obtenir de nouveau ces estimations locales de «, a partir du
moment ou la variété a un rayon d’injectivité strictement positif et une courbure sectionnelle
bornée par en-dessus, en transférant les résultats d’une sphére de courbure constante /.5 vers
la variété.

L’hypothése que l'on fait sur le noyau de collision est que dans tous les cas, le support
de K (-, x4, 2)) est inclus dans les milieux des segments de toutes les géodésiques de longueur
minimale joignant x, et /.

Enfin, dans une derniére partie de l'article [F7], avec des calculs plus techniques, on étend
le résultat (sous conditions de courbure sectionnelle cette fois-ci bornée par en-dessous) & des
modéles laissant un peu plus de liberté que les points milieux stricts, mais qui permet quand
méme d’obtenir convergence vers un Dirac. La propriété de contraction par un facteur g < 1
dont on a besoin est la suivante : lorsque une particule 2/, interagit avec une particule x, pour se
retrouver en z, alors la moyenne de d(z, z,)? est inférieure a (1+ 8)d(z., z.)% On peut montrer
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que pour 3 = 0 c’est équivalent a étre au milieu d’'une géodésique minimale joignant x, et z’,.
Prendre 8 > 0 permet de se laisser un peu de marge et en particulier considérer des modéles
plus réguliers. Par exemple le processus de « bruit extrinséque » qui consiste, pour une particule
située en x4, de d’abord bruiter la position z, de la particule avec laquelle elle interagit, d’un
(petit) facteur proportionnel & d(x,, x,) (cela peut modéliser I'influence de I'environnement, et la
difficulté de localiser une particule située loin), puis & prendre le point milieu avec cette particule
fictive bruitée. Sur la sphére cela donne un modéle bien posé au sens de la distance Ws. On
obtient alors (sous des hypothéses additionnelles, techniques mais pas trop restrictives, comme
la symétrie de 'interaction par rapport au point milieu lorsque les particules sont proches, ainsi
qu'un contrdle d’'un moment de K d’ordre p > 2) que le méme théoréme est valable, mais cette

L. 1
fois-ci avec un taux de convergence (1 — f3).

7.2 Le modéle infinitésimal de Fisher sans variabilité

Dans cette section, basée sur l'article en cours de finalisation [F19], en collaboration avec
Cécile Taing, on étudie un modeéle de populations sexuées structurées par un trait phénoty-
pique z € R. Si f(t,-) est la densité de population au temps ¢, le modéle est le suivant

O f(t,x) = Bolf (¢, )](x) — m(x) f(t, ), (7.3)

ol By est 'opérateur de transmission du trait par les parents :

Bolf](z) == //RQ 5 (x & JQF 22> f(zl)m dzy dzy, (7.4)

que 'on interpréte comme le nombre de descendants avec trait x par unité de temps. L’opé-
rateur By traduit 'hypothése qu’'un descendant hérite exactement du trait moyen de ses deux
parents %(zl + 22), et inclut une normalisation par la densité totale, pour illustrer le fait que
le trait d’'un partenaire est choisi uniformément parmi toute la population. Le modéle est
donc un modéle ot chaque individu se reproduit avec un taux 1 et meurt avec un taux de mor-
talité m(z). On ne suppose pas a priori que m(z) est positif (ce qui pourrait traduire le fait que
certains individus se reproduisent également de fagon asexuée), mais on suppose que m est bornée
par en-dessous (on verra que cela revient au méme lorsqu’on s’intéresse a la densité normalisée
pour laquelle ajouter une constante & m ne change pas 1’évolution).

Lorsqu’on remplace §y dans par une gaussienne centrée de variance €, on obtient
lopérateur qui apparait dans le modéle infinitésimal de Fisher [Fis19l [Bul80, BEV1T], ou les
descendants héritent du trait moyen de leurs parents avec une certaine variabilité. D’un point
de vue de I'étude mathématique de problémes similaires & , I'opérateur infinitésimal de
Fisher apparait dans différents travaux [MR13, Raol7, [Dek22| Rao21l [CLP21], et notre modéle
correspond au cas € = 0 des articles [CGP19| [Pat20], dans lesquels le régime de petite variance
est étudié.

Dans le cas ot m = 1, on retrouve exactement le modéle de point-milieu de la section
précédente sur R : les particules se reproduisant et mourant au méme taux 1, cela revient a
remplacer deux particules tirées uniformément au hasard par leurs deux descendants avec un
trait correspondant au milieu des traits des parents. On peut alors ici préciser un peu les résultats
connus [PT06, [CTO7, MTO0S] :

— le centre de masse T est conservé,

2

— le second moment my = [, |v — Z|*f(t,2)dz est donné par mg(O)e_%, donc la solution
converge vers la masse de Dirac au point Z (en distance W),
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— si on passe en échelle auto-similaire en posant (¢, x) = \/mg(O)e_%f(t, ma (O)e_ix +1z),
alors v est une densité centrée et de variance 1 qui converge vers 'unique profil auto-
similaire vo(z) = W, qui a seulement des moments d’ordre s pour s < 3.

La convergence vers le profil auto-similaire a lieu dans I’ensemble des mesures de probabilité,
centrées, de variance 1 et avec moment d’ordre s fini pour s €]2,3[ et pour la distance de

Fourier ds(7y1,72) = supgg % (qui rend cet espace complet).

Travailler en Fourier est particuliérement adapté, en effet on a B/O[F] &) = 7?(%)2, et l'opéra-
teur By est une contraction d’un facteur 2= dans cet espace: ds(Bo[y1], Bo[y2]) = 2 7*ds(71,72).
Lorsque s > 2, on obtient donc une contraction légérement meilleure que % (qui est par exemple
le taux de contraction de By dans la distance W3). Et ceci se traduit dans ’équation d’évolution
par un taux de contraction e s entre deux solutions, avec Ay = 1 — T — 2175 > 0 pour s €]2, 3]
(le coefficient As est une fonction strictement concave de s qui vaut 0 en 2 et en 3).

L’objectif principal de notre article [F19] est d’étendre ces résultats au cas d’'un taux de
mortalité variable.

7.2.1 Stabilité locale de certaines masses de Dirac

On commence a montrer que le probléme est bien posé au sens des mesures. On note M
I'ensemble des mesures (positives) finies (on notera par abus de notation f(x)dz méme si f n’a
pas de densité) et on a :

Théoréme 7.2. Sim est mesurable et bornée par en-dessous, alors pour toute mesure f0 € M.,
il existe une unique solution faible f € C(Ry, My) au modéle (7.3), au sens ot pour tout
borélien A C R, on a pour tout t > 0

/Af(t,:v)dwz/ @0 () dx—i—// —m(@)(t=5) By £(s, )] (x)da ds.

De plus si on a pour un certain k € N, [ |z|* fO(x)dz < 400, alors pour tout t > 0, f a aussi
un moment d’ordre k fini. Plus précisément, sim > —K on a

/R el £ (1, 2)de < D! /R 2] 1 () da

Enfin, si pg = fR f2(x)dz > 0, alors pour tout temps on a p = fR ft,z)dx > 0.

Ce théoréme découle du fait que By est 3-Lipschitzienne pour la norme en variation totale

des mesures, et préserve les bornes sur les moments: [, [z[*Bo[f](t, z)dz < [g [#]* f(z)d

On écrit donc g = L et on s'intéresse a I'évolution de la mesure de probabilité g. L’objectif

est de pouvoir décrire le comportement en temps long de g si gg est suffisamment proche d’une
masse de Dirac (qui est alors un état stationnaire). On se donne alors une certaine hypothése de
régularité sur m pour pouvoir estimer ’évolution des moments de g.

Hypothése 7.1. On suppose qu’il existe une fonction continue et positive o et un 5 > 0 tels
que pour tout (x,y) € R2?, on ait

im(z) —m(y)| < a(y)lz —y| + Bla — yI*.

Cette hypothése est par exemple valide dés que m est Lipschitz ou C? avec une dérivée

seconde bornée. Ceci permet d’inclure dans nos résultats le cas quadratique m(z) = x2.
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Cette supposition permet alors de calculer 1’évolution des moments de g, lorsque gg a ini-
tialement un moment d’ordre 4 (pour pouvoir calculer I’évolution du centre de masse Z, on a
besoin d’un moment d’ordre 3 seulement, mais on ne calcule au final que I’évolution des moments
impair).

Onnote z = [, zg(t, x)dx le centre de masse, et on définit les quantités suivantes (les moments
centrés de g, et des moments pondérés par m, qui sont nuls si m est constant) :

On note également MY = Mj,(0) les moments de gg. On a alors My = 1, My = 0 et %a‘c = -5;.
Et pour tout k£ > 0, si go a un moment d’ordre k + 2, I’évolution de M}, s’écrit:

d

M= —(1- Qk r) k+2k2< )Mk iM; — S + SoMj, + kS1 My—1.

En pratique, pour k > 4 pair, on peut méme utiliser cette équation d’évolution pour obtenir une
inégalité dans le cas ol gy a seulement un moment d’ordre k, le seul terme éventuellement mal
défini étant —Sg, qui peut valoir —oco. Comme on s’intéresse & des majorations, c’est suffisant.
L’évolution des moments d’ordre 2 et 4 s’écrit donc

d 1

My =—=M, — M

gl =g S + SoMa,

d 7 3

&le —§M4 + gMQ + 451M3 - S4 + SOM4. (75)

On voit donc que si on démarre suffisamment proche d’un Dirac, on peut espérer avoir Sy < 1,
mais pour avoir Sy < M> et ainsi obtenir une convergence exponentielle de taux % comme dans
le cas m constant, ce n’est pas aussi simple. La seule estimation que ’on peut faire en utilisant
la borne de m par en-dessous, c’est —Sy < (m(Z) — infgr m)Ma. On peut donc s’attendre & de la
convergence exponentielle lorsque m(z) — infg m < %, et c’est effectivement avec ce critére que
I’on va montrer tous nos résultats de stabilité et de convergence. On note

. 1
n(z) = 1%fm + 5~ m(x),

qui est une quantité dans |0, 2[ On montre alors que les masses de Dirac en Zy pour les-
quelles 7(Zo) > 0 sont stables :

Proposition 7.1. Si initialement n(Zg) > 0, alors pour tous 6,5y tels que 0 < § < dg < n(Zp),
st Mff est suffisamment petit, on a pour tout t > 0:

n(z(t)) = do,
My (t) < MO —6t
M (t) < MO —5t

De plus, dans ce cas, T(t) converge exponentiellement vite vers un Too € R. Par conséquent, cela
signifie que si g est initialement suffisamment proche d’une masse de Dirac en To (pour Wy),
alors elle converge exponentiellement vite vers une masse de Dirac en un point Teg.
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La preuve consiste a regarder les équations d’évolution de My, M,y au voisinage de 0 en
utilisant le fait que Sy > (n(Z) — )M et Sy > (n(Z) — 1) My, puis en les combinant avec celle
du centre de masse Z(t) pour controler son déplacement, et ainsi rester dans un voisinage dans
lequel n(z(t)) = do.

Les taux de convergence ne semblent pas optimaux comparés au cas ol m est constant, mais
on voit que le taux obtenu s’approche de % lorsque la mortalité associé a la position initiale Zg
du centre de masse est proche de la mortalité minimale. On peut remarquer également que si
on suppose que m est globalement Lipschitz, on a seulement besoin d’un moment d’ordre deux
initialement, ainsi que seulement de ’évolution de M>, pour obtenir donc une stabilité locale pour
la distance W5. Si on suppose moins de controle de m (par exemple une croissance polynomiale),
il faudrait alors considérer plus de moments, au prix d’une technicité plus élevée, mais la méthode
peut fonctionner de la méme maniére.

7.2.2 Amélioration des taux de convergence des moments

Lorsqu’on cherche & établir la convergence vers un profil autosimilaire, on verra dans la
prochaine sous-section qu’on a besoin d’estimations précises sur les taux de convergence des
moments Mo, My, et Mg. Celles obtenues dans la Proposition ne sont pas suffisantes, et
on peut d’ailleurs voir qu’elles ne sont pas optimales en observant que le contréle que l'on
utilisait pour Sy (qui utilisait une borne globale sur m) peut maintenant étre raffiné avec la
connaissance du fait que My converge exponentiellement vers 0. On a en effet par Cauchy—
Schwarz |Sa| < a(z)v/MaMy + BM,y. Et ceci montre que si on a un taux de convergence amé-
lioré Ay pour My, alors min(%, A4) est un taux de convergence pour Ms. Mais comme on a aussi
un taux de convergence, disons Ay pour Ma, le terme en M2 dans peut également étre estimé
grace a cela. Et on obtient que min(% + d0,2A2) est également un taux de convergence pour My.
En itérant ce processus on obtient des taux de convergence nettement améliorés pour Mo et M.
Pour étre précis on aura besoin de controler les constantes dans les estimations de convergence,
qui sont également souvent de la forme « pour tout A< A, on a décroissance a taux A ». On
adopte alors la définition suivante :

Définition 7.1. On dit qu'une quantité positive y (qui peut dépendre de plusieurs paramétres)
a une décroissance controlée par un parameétre o avec un taux presque \ si pour tout A < A, il
existe une constante C(o) convergeant vers 0 lorsque o — 0, et telle que pour tout t > 0 on

ait y(t) < C(o)e M.

Proposition 7.2. Sous les mémes hypothéses que[7.1), My and My ont des décroissances contro-
lées par MY et avec des taux presque min(%, % + o) et presque (% + dp).-

Ces taux sont considérablement améliorés par rapport a la proposition [7.1], en particulier ils
ne convergent pas vers 0 lorsque I'on est proche de la limite au-dela de laquelle on ne sait pas si les
masses de Dirac sont stables (on suspecte en fait qu’elles ne le sont pas génériquement, mais par
exemple on sait qu’elles sont stables par perturbation & support compact, puisqu’a ce moment-1a
comme le modéle conserve le support, il suffit de modifier le minimum de m sans changer sa
valeur dans le support, et ainsi retrouver le résultat de stabilité de la proposition )

Mais encore une fois, on s’apercoit que ces taux ne sont pas suffisants pour 1’étude de la
convergence vers le profil auto-similaire. Comme on ne désespére pas, on regarde alors les mo-
ments d’ordre supérieur (on verra de toute fagon qu’on a besoin de controler Mg), et on s’apergoit
que la technique d’amélioration entre My et My fonctionne aussi entre My et Mg, puisqu’on peut
alors controler Sy grace a Mg : |S4| < a(Z)/MyMg + 5Mg. Une fois qu’on a amélioré le taux
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pour My, alors cela améliore également le taux pour Ms. On peut ensuite faire marcher ceci
entre Mg et Mg et ainsi de suite. La bonne maniére est d’abord d’obtenir un taux amélioré
pour My, & partir simplement de la proposition par récurrence montante sur k, puis lors-
qu’on arrive & un 2kg suffisant, de faire une récurrence descendante pour revenir & Ms. Et on
voit alors bien ici quels sont les taux optimaux que I'on peut espérer :

Proposition 7.3. Sous les mémes hypothéses, si Mgko est fini, alors pour tout k < ko, Moy a
une décroissance controlée par MQOk0 et avec un tauzr presque min(1l — 22,%1, % - 2%% + dp).

On sait que 'on ne peut pas avoir mieux que 1 — 2%—1_1 pour le taux de convergence de Moy,
ce qui correspond au cas ou m est constant. Cependant, on voit que si on accés & un moment kg
assez grand, le taux que 'on obtient est en fait proche de min(1 — 2%%1, % + 0p). En particulier
pour My on obtient le taux % correspondant au cas ol m est constant !

C’est donc sur les moments d’ordre supérieur, si dp est petit (c’est a dire que I'on n’est
pas proche du minimum de m), que 'on voit qu’on n’a pas un taux correspondant au taux du
cas ol m est constant. Cependant on obtient quand méme un taux de convergence strictement
supérieur a % pour les moments a partir de My, et c’est essentiel pour la suite.

Le dernier petit probléme que 'on a, c’est qu’en fait on aura besoin de contréler %. .. Donc
on n’a pas seulement besoin de montrer que le taux de My est strictement supérieur a % mais

. . _t .
aussi que My se comporte asymptotiquement comme e~ 2, comme dans le cas ol m est constant.
Pour cela on a besoin d'une hypothése supplémentaire : qu’initialement un des moments Moy,
soit petit devant Mo.

MO
Proposition 7.4. Sous les mémes hypothéses, si 2%7%),1 < dg et st MLISO est suffisamment petit,
2
0

Mo, P ATz T 1
alors 5, @ une décroissance controlée par et avec un tauzx presque (6o — W)'

M3
De plus, dans ce cas, il existe C;CO(M—OO), convergeant vers 1 lorsque — " — 0, et tel que
2 2
MY

2ko 0 —%

My(t) > Ck0< 2 )M2 e 3.
) May, L s Mgy,

Par conséquent, pour tout k > 2 (avec k < ko), F5- a une décroissance controlée par — > et

2

avec un taur presque min(% - 22,},1 ,00 — 22,%,1 ).

Cette proposition se démontre également en utilisant la Proposition mais on a besoin de

raffiner un lemme d’inégalités différentielles (linéaires) que 1'on utilisait de nombreuses fois, en le

remplacant par un lemme non-linéaire, et c’est ici que la condition « MLZO suffisamment petit »

apparait.

Cette condition n’est pas forcément satisfaite pour toute solution suffisamment proche en
distance de Wasserstein d’une masse de Dirac. Mais c’est le cas si on se donne un profil arbitraire
et qu'on le change d’échelle autour de g par un facteur € petit : tout moment My est alors
multiplié par un facteur €2*. Au prix d’une notion de stabilité un peu plus faible, cela permet
quand méme d’obtenir une convergence vers un profil auto-similaire, comme on va le voir dans
la sous-section suivante.

7.2.3 Convergence en temps long vers un profil auto-similaire

On s’intéresse maintenant au comportement en échelle auto-similaire, en posant
’Y(tax) Y MQQ(ta \% M2x+i‘)
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On a donc une probabilité centrée, avec une variance 1. Et on travaille donc avec la distance de
Fourier ds(7y1,72) = supg w, pour s €]2,3].

Aprés manipulations, on obtient I’équation suivante pour - :

oy = Q(v) + R(t,7).

ol, en posant e(t,x) = m(y/Max + Z(t)) — m(Z(t)) (qui est petit si Ma ’est), on a noté

Q) = Bol] — 7 — ~ (3 + 20,7),

4
B 1 S5 S1
R(t,y) = (S0 — &)y + B (S E)(V + x027) maz’%

Le terme de reste R vaut 0 lorsque m est constant, c’est ce terme qu’on espére controler. On sait
que le terme @ donne de la contraction pour la distance ds lorsque s €]2, 3[. Comme on connait
a priori le profil autosimilaire 7, (c¢’est 'unique solution de Q(y) = 0), on a simplement besoin
d’estimer la distance entre 7 et v, et pour faire marcher I'estimation de type Gronwall, on a

R

simplement besoin de controler supg . HE

Proposition 7.5. On pose yoo(x) = W, donné également par 7 (&) = (1 + [&))e I, qui
vérifie Q(Voo) = 0. On prend s €]2,3[ et on pose A\s = 1 — % — 2175 (on a Ay > 0 par stricte
concavité). On suppose qu’il existe K > 0 and ¢ > 0 tels que |m}(f)] < |EIFKe ™ pour
tout £ € R et tout t > 0 (on suppose sans perte de généralité que c < Ag).

Alors pour tout temps, on a

ds (7, Vo0 (t) < ds(70, 'YOO)G_)\St + Kve—dv

2175 )K

= 1
avec K = (y—zr—= + As—cF2I=5)(Xs—0)

Démonstration. On écrit tout en Fourier, en une formulation de type Duhamel (et en repassant
avec les variables « presque » originales, on remet e~ ala place de v Ms) :

—

t t
€At e75E) = 5o + / eTA(r,e7T5)%r + / ¢ R(r,(7,))(e” T€)dr.
0 0
En ’écrivant pour le profil autosimilaire (avec R = 0), on a aussi

t

t
(e ) = 7 + / (e T5)2dr.
0

Aprés manipulations, on arrive a 'estimation de Gronwall suivante (ne faisant plus apparaitre
les variables originales ici & I'intérieur de 7, puisqu’on a pris un supremum sur les &) :

t
e(l_z)tds(%')/ooxt) < ds(”)’O;’Yoo) + 21_8/ e(l_Z)Tds('Y,’Yoo)(T)dT + K'elmi7ot,
0

avec K/ = 1—K—c =3 —£21*S' La résolution de cette inégalité de Gronwall donne bien le résultat

attendu. O

oo
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Il reste donc & obtenir une estimation de R(t,’y) En écrivant les derlvees successives (par

—/
rapport & &) en 0, et en remarquant que R( v)(0) = R(t,7) (0) = R(t,’y) (0), on obtient des
estimations suivantes

(31 loo + 187 lloo + 187" ll0) €17,
(2 (EF oo + 3IIEF" o) 17" lloo + 5187 oo + 187" loo) €1,

|R~(€)

|
|RA(€)]

NN

Et on montre qu’on peut borner les normes infinies par des expressions en fonction des différents
moments :

— 5 M M,
B0 < 5 (al@n /37 + 837 I
(a(@) 4 4 p Y1)

My M3

|RY(€)] < I3

P . . . . M
On peut alors y intégrer les résultats de la sous-section précédente : si A}ZO est suffisamment

petit initialement pour kg assez grand, on a pour tout § < min( ,00 — W) I’existence de
constantes Cy et C3 telles que

Coe 3¢
Cge(%_é)t‘ﬂs.

|R~(6)]
|R~(6)]

NN

Et donc pour s €]2,3[ en posant ¢ = (3 — 5)$ — (s — 2)(1 — §) on obtient
[RA(©)] = |Ry(€)| O+ < OF 0572 gl.

Donc pour s < 2 + 1 5o on a bien ¢ > 0 et la Proposition s’applique. On a donc bien

convergence vers le proﬁl auto-similaire, & taux exponentiel. Lorsque § > %, on a cette convergence

pour toutes les distances ds avec s €]2, 3[, alors que si § < %, on ’a seulement pour s €]2,2+ %_5[
2

(donc de moins en moins de s si § devient petit, ce qui revient a dire pour la distance de Fourier,
que 'on contrdle de moins en moins de moments).

Perspectives Lorsque nous avons écrit 'article [E7] sur les modéles de point-milieu sur la
sphére, nous n’avions pas exploré la convergence vers un profil auto-similaire. Au vu de I’étude
sur le modéle infinitésimal sans variabilité, il apparait naturel d’essayer d’appliquer ces techniques
de distances de Fourier méme dans des cas ot le centre de masse n’est pas conservé, et on s’attend
& obtenir les mémes types de profils autosimilaires a queue lourde. Une question toujours ouverte
4 ma connaissance pour le modéle de point-milieu sur le cercle consiste & comprendre globalement
le comportement dans toutes les situations. En particulier on observe dans toutes les simulations
numériques une premiére phase d’homogénéisation ot toutes les irrégularités sont gommeées pour
obtenir une distribution unimodale (pouvant étre trés proche de 'uniforme si la condition initiale
est proche d’étre symétrique), puis ce mode est amplifié et on a alors convergence vers un Dirac.
Peut-on montrer que dans tous les cas on converge soit vers un Dirac soit vers la distribution
uniforme ? Ce n’est pas trés clair étant donné que le probléme n’est pas forcément bien posé,
mais on peut se poser la question pour un modéle légérement bruité (avec l'intensité du bruit
décroissant linéairement avec la distance des particules interagissant). En particulier, avec un tel
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bruit, on peut imaginer que 1’équilibre uniforme soit stable, mais & ma connaissance ce sont des
directions qui n’ont pas encore été explorées.

La question se pose également de la dérivation de modéles fluides pour ces modéles d’aligne-
ment sans bruit, lorsque 'on considére une version inhomogéne en espace, comme décrit dans les
perspectives du chapitre [6]

Pour ce qui est du modéle de populations sexuées, la question naturelle est d’essayer de
comprendre ce qui se passe au voisinage de masses de Dirac situées dans des régions de mortalité
strictement supérieure & la mortalité minimale plus un demi. Voit-on émerger des masses de
Dirac dans la zone de mortalité faible 7 En pratique, le comportement générique pour des taux
de mortalité simples comme |x| ou x? reste une question peu explorée pour ce modéle sans
variabilité, méme numériquement.
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Chapitre 8

Modéles de retournement de bactéries

Contenu

[8.1  Un modéle abstrait de retournement de particules| . . . . . . .. 99

Le point de départ de ce chapitre est le modéle cinétique d’alignement-retournement de
myxobactéries proposé dans [HKMS21|. La motivation biologique est 'étude du phénomeéne
d’ondulation [IMW™01] dans ces colonies de bactéries de forme allongée. Le modéle est un mo-
déle cinétique décrivant des particules (dans R?) dont la vitesse est constante (sur S!) et qui
interagissent par paires lors de collisions (les particules sont modélisées comme des segments de
longueur constante ne se recoupant pas). Lorsque les deux particules ont des vitesses dont 1’angle
est inférieur a 7, elles s’alignent comme dans le modéle de point-milieu présenté au chapitre .
Et lorsque I'angle est supérieur a 7, elles effectuent un retournement : chaque particule garde
la méme orientation mais change de sens de déplacement. Une limite de type Boltzmann—Grad
permet d’obtenir un modéle cinétique collisionnel. Dans [HKMS21], la version spatialement ho-
mogene de ce modéle est étudiée, et la convergence vers I’équilibre (consistant en deux masses de
Dirac diamétralement opposées, possiblement de masses différentes) est obtenue pour certaines
conditions initiales (avec des supports dans deux quarts de cercles opposés). La compréhension du
mélange des opérateurs d’alignement et de retournement pour une condition initiale quelconque
représente un défi intéressant : on pourrait s’attendre & une convergence telle que celle pour le
modéle de point-milieu, mais un phénoméne de type hypocoercivité apparait : 'opérateur d’ali-
gnement aurait tendance a concentrer exponentiellement vite autour de deux masses de Dirac,
sans qu’elles soient parfaitement diamétralement opposées. C’est I'opérateur de retournement
(jouant le méme role que la partie transport dans les cas classiques d’hypocoercivité) qui impose
alors cette condition en temps long.

Dans ce chapitre, on décrit les résultats obtenus dans [F18|, en collaboration avec Laura
Kanzler et Christian Schmeiser sur un modéle ou on étudie le retournement seul, dans un cadre
et pour des conditions initiales génériques.

8.1 Un modéle abstrait de retournement de particules

On considére un espace métrique compact S représentant les configurations x des particules
(penser au cercle unité, représentant les vitesses des myxobactéries, mais I'objectif initial était
de pouvoir 'étendre a la sphére pour des bactéries allongées en dimension 3). On travaillera avec
des solutions mesure (pour la tribu Borélienne de S).

On se donne alors une involution (mesurable) x ++ x* représentant le retournement (par
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exemple ¢ — ¢ + 7 dans R/277Z comme dans [HKMS21|, ou x — —=z sur la sphére), et pour un
ensemble A € S on note At = {:ci, x € A} son retourné. De méme, pour une mesure f sur S, on
note f¥ sa retournée (la mesure image par Iinvolution).

On se donne enfin un noyau de collision b : § x Sy représentant le taux b(x, z.) selon lequel
deux particules en z et z, effectuent un retournement pour se retrouver en z+ et zt. On considére
les particules échangeables, donc on impose b(z, x.) = b(z4, ), et on veut que la dynamique soit
invariante par I'involution (vu du point de vue des particules, elles n’ont pas un état « standard »
et un état « retourné » différents) donc on impose également que b(x,x,) = b(aﬂ,wi). Pour le
modele de myxobactéries [HKMS21], cela revient a prendre b(p, ¢«) = 0 lorsque d(p, p«) < 7,
et b(ip, px) = 1 (appelées «myxos Maxwelliennes ») ou | sin(¢—¢, )| (correspondant a I'interaction
apparaissant dans la limite de Boltzmann—Grad pour des segments rigides, ce qui est relié au
potentiel de Onsager pour polymeéres en forme de batonnets) lorsque d(¢, ¢«) > 7. Sur la sphére,
I'objectif initial était de pouvoir traiter le cas ou b(z, z,) = 0 lorsque 'angle entre = et —x, est
plus grand qu’'un certain angle « (pas de collision si les particules ne sont pas déja un peu
opposées), et b(x,z,) > 0 si 'angle est plus petit que . On remarque que dans ces cas on a
toujours b(x,z*) > 0, mais on ne fera pas a priori cette hypothése. Lorsquelle est vérifiée, on
verra que la description du comportement en temps long est simplifiée, mais garde la méme
structure.

L’équation de type Boltzmann que I'on étudie est donc la suivante, pour une probabilité f
(en utilisant I’abus de notation f(¢,z)dz méme si elle n’a pas de densité) décrivant la répartition
des particules sur S en fonction du temps :

o0 f = /S b, @) (fFY — £ f.)da,

o, comme il est d’usage en théorie cinétique, on a noté f. = f(x4), et les densités pré-
collisionnelles f+ = f(z}) et f¥ = fH(ad).

Si on note f7 la condition initiale, on obtient que pour toute solution f, la mesure %(f +
est constante au cours du temps, égale a y = %( fr+ f}) Et comme I’équation conserve la masse,
quitte a effectuer un changement d’échelle de temps, on peut toujours considérer que fr est une
mesure de probabilité. On a d’abord que le probléme est bien posé au sens des mesures (en fait
on peut le ramener & un probléme dans L (u) pour h, la dérivée de Radon-Nikodym de f par
rapport a p).

Théoréme 8.1. Pour f; une mesure de probabilité sur S, on pose u = %(f[-i—f}), et on suppose
que le noyau de collision b > 0 est mesurable et borné surS x S.

Alors il existe une unique solution mesure f sur [0,00) avec condition initiale fr, au sens ou
pour tout borélien A C S, lintégrale fA df(t) est continue en temps avec valeur initiale fA dfs,
et différentiable sur |0, 4+00|, satisfaisant

Cette solution s’écrit sous la forme f = (1+ h)p, ou h € C([0,00), L*(u)) est solution de

b = —2/ bz, ) (h + h)dpa(zs)
S
On a de plus =1 < h <1 sur S x [0,00).
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Si on n’impose rien de plus sur b, la solution n’est pas nécessairement continue par rapport
a la condition initiale pour la convergence faible (par exemple en distance de Wasserstein), mais
on peut montrer que c’est le cas si b est Lipschitz.

La fonction h, vue comme la composante antisymétrique (par rapport a p) de la densité f, est
la quantité dont on veut comprendre le comportement en temps long. Par exemple, sa norme L2,
donnée par H([f] = § [¢h?du = I [[s, s(h — hs)? dudpus (c’est la variance de la partie antisy-
métrique de f) est décroissante en temps :

%H[f] = _//st b(z, z.)(h + he)? dpdps =: —DIf].

On voit alors qu’a I'équilibre, deux particules en x et x, qui interagissent (b(x,z,) > 0, on dit
que z et x, sont des partenaires de collision) doivent avoir une valeur de h opposée, et donc si
deux particules ont un partenaire de collision commun, la valeur de h est la méme. On considére
alors le support KC de p vu comme un graphe I', avec x € K et y € K adjacents si et seulement s’ils
ont un partenaire de collision commun x, € K. Pour une partie 7 C K, on note 7T, 'ensemble des
partenaires de collision d’éléments de 7. Alors si on regarde les composantes connexes 7 de I,
elles sont soit constituées de points isolés (qui n’ont donc aucun partenaire de collision, 7T, = (),
sur lesquels f est constante en temps, soit on a T, # () et dans ce cas les parties T, T+, Ts,
et (T.)* sont des composantes connexes de I' qui sont ouvertes dans K, vérifiant (T3)« = T
et T := (o) = (T4),; de plus, en notant A := T UTHU T, UT*, alors f|4 est une solution
de la méme équation de retournement sur 4. On peut donc se restreindre & ’étude sur un tel A,
composé de une, deux ou quatre composantes connexes selon si certaines sont confondues ou pas.
On peut alors décrire les états stationnaires :

Proposition 8.1. Si T est une composante connexe du graphe I', et si T, est non vide, on
pose A:=TUT+UT, U T, Alors

(i) La masse de chacune des quatre parties composant A est strictement positive, en particulier
pi= fT dp >0 et py = fT* dp > 0. Et la moyenne (h)r = %fThdu vérifie que la quantité

Py = pelbyr g hdn Jpopdfr
P+ P Jroprdn Jropdu

Ny = 1e([-1,1]

est indépendante de t.
(ii) Les conditions suivantes sont équivalentes :
— fla est un état stationnaire de la dynamique de retournement sur A,
— Drlf] = [[ry7 b, z)(h + hi)? dudp. = 0,
— h=mny surT U T et h= —n7 sur T, UTY, p-presque partout.

D’aprés cette proposition, on s’attend donc & ce qu’en temps long, f converge vers ’équilibre
suivant :

fr sur tout 7 avec T, vide,
foo =1+ hoo)pp:=13 (1 +n7)p sur tout T avec T, non-vide, (8.1)
0 sur S\ I,
ou
S Jromedfr = Jrom dfi [ fr+ 17
fTUfg} de + f7;u7’i de ’ 2 .
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Chapitre 8. Modéles de retournement de bactéries

Remarquons que dans certains cas, par exemple si 7 = T, ou T = T+, on obtient automatique-
ment 7 = 0.

On restreint ’analyse a un ensemble de la forme A = T U THUT. U’K¢ comme précédemment,
pour lequel on considére I’entropie relative suivante

Hrlf] = % /T(h —nr)?dp+ ;/T (h+n7)dp

1 1 1
- 2/ h2d,u+2/ h2du—§(p+p*)n3—,
T T

avec p et p, comme dans la Proposition Cette quantité controle la distance L?(y1) entre h|4
et ’état stationnaire associé, et sa dérivée donne de nouveau

d

GHT =2 //m_* b(h + hy)? dpdp, =: —D7[f].

L’objectif est alors de montrer que cette dissipation Dy[f] controle I’entropie Hy[f] pour
obtenir la convergence exponentielle. C’est le cas lorsque b est minorée par une constante stric-
tement positive sur T X Ty, grace a 'estimation suivante :

2min(p, p.)H7[f] < //T ~ (h+ h.)® dpdpes

Il se trouve que cette condition de minoration de b peut étre supprimée lorsque 7 et 7T, sont
compacts, au moyen d’une amélioration de notion de connectivité sur 7. On n’entre pas dans
les détails ici, mais 'idée est de recouvrir 7 et T* par des « cellules » qui forment un graphe
biparti, une cellule T; de 7 étant adjacente & une cellule T ; de T, si b > 8 > 0 sur T; x T} ;.
Lorsque 7 et 7* sont compacts, on peut trouver un tel 8 > 0 et un recouvrement par un nombre
fini de telles cellules. Lorsque b est semi-continue inférieurement et bornée, si tout élément de K
a un partenaire de collision (qu'il n'y a donc pas de point isolé), alors toutes les composantes
connexes sont compactes et en nombre fini, et on obtient donc le théoréme suivant.

Théoréme 8.2. Soit fr une mesure de probabilité sur S et p = %(fl + f}), de support K.
Supposons que le noyau de collision b est semi-continu inférieurement, et que K = IC,.

Alors le graphe T' a un nombre fini de composantes connexes, toutes compactes, et la solu-
tion f(t) de la dynamique de retournement donnée par le Théoréme converge exponentielle-
ment en distance de variation totale vers foo donné par lorsque t — oo : il existe C, A > 0,
tels que

sup
A€o (S)

/Adf(t)/Adfoo‘ < Ce M, t>0.

Lorsque chaque particule interagit avec sa « retournée », c’est a dire que b(z, mi) > 0, comme
c’est le cas pour les modéles de myxobactéries, on a forcément K = I, puisque K est symétrique,
et donc le théoréme s’applique. D’autre part on a alors toujours 7, = 7+, donc les ensembles de
la forme A ne peuvent prendre que deux formes : soit il s’agit d’une seule composante connexe
avec T = T, = TH= T) (et dans ce cas on a 5y = 0), soit de deux composantes connexes
si T(= 7:}) # T, = T+ (et ny peut étre arbitraire). Dans ce cadre on peut par exemple décrire
tous les cas possible sur le modéle initial du cercle. Dans l'article [F18] on inclut également des
simulations numériques pour illustrer les différents cas et la convergence vers ’équilibre. On peut
montrer que le taux de convergence ne dépend pas seulement de b et du support X, mais bien de
toute la mesure pu = %(fl + f}) (il ne dépend pas par contre de la valeur de hy), en construisant
des conditions initiales ayant le méme support mais dont le taux de convergence associé dégénere
lorsqu’un petit paramétre tend vers 0.
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8.1. Un modéle abstrait de retournement de particules

Perspectives L’objectif est d’utiliser ces résultats pour essayer de comprendre le comporte-
ment du modéle ou 'alignement est présent. Le probléme est assez ouvert, et nous avons pour
I'instant peu de pistes concrétes pour avancer dans cette direction. On peut également conjectu-
rer que la solution converge en temps long vers un profil auto-similaire, comme dans le modéle
de point-milieu sur R. La construction d’une solution symétrique valide pour tout ¢t € R, comme
pour un profil auto-similaire, peut étre une premiére étape.
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RESUME

Ce mémoire est une synthése des travaux de recherche effectués depuis ma thése. Les
contributions concernent des modéles cinétiques de comportements collectifs, obtenus
comme limites de systemes de grand nombre de particules autopropulsées. Une
caractéristique commune de ces modeles, due aux contraintes geéométriques, est
absence de quantités conservées. On décrit en particulier de facon fine des
phénomenes de transitions de phase pour des modéles d’alignement-diffusion avec
contraintes géométriques, telle que Il'alignement de corps rigides modélisés par des
matrices de rotation. On s’intéresse également a la dérivation et I'étude de modeles
macroscopiques a partir de modeéles cinétiques sous-jacents (pour I'alignement de corps
rigides, et les suspensions de polymeres pour des modeles de cristaux liquides). Enfin on
s’intéresse a I'étude de modeles d’alignement seul, toujours dans le cadre de contraintes
géomeétriques, pour lesquels on montre la stabilité locale de masses de Dirac.

Mots-clés : Alignement, particules autopropulsées, équations cinétiques, transitions de
phase, comportement en temps long, limites hydrodynamiques, contraintes géometriques

ABSTRACT

This memoir is a summary of the research work conducted since my PhD defence. The
contributions concern kinetic models of collective behaviour, coming as limits of systems
of large number of self-propelled particles. Due to the geometrical constraints, a common
feature of these models is the absence of conserved quantities. In particular, we give a
fine description of phase transition phenomena for models of alignment-diffusion with
geometrical constraints, such as rigid body attitude coordination, modeled through
rotation matrices. We are also interested in the derivation and study of macroscopic
models from underlying kinetic models (for alignment of rigid bodies, and suspensions of
rodlike molecules of polymers in liquid crystal models). Finally we study models of
alignment only, still in the context of geometrical constraints, for which we show the local
stability of Dirac masses.

Keywords : Alignment, self-propelled particles, kinetic equations, phase transitions, long-
time behavior, hydrodynamic limits, geometrical constraints




