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Résumé

Dans cette theése, nous nous intéressons a I’étude théorique et numérique d’une formule
de calcul de la dérivée de forme utilisant une déformation de type Minkowski. Nous
proposons une généralisation d’une formule de dérivation de fonctionnelles cofits intégrales
volumiques par rapport a une famille de domaines non convexes. Nous commencgons par
proposer une premiere approche qui consiste a étendre les résultats des travaux antérieurs
a une famille de domaines admissibles étoilés, en se basant sur leurs caractérisations via
les fonctions jauges. Ensuite nous établissons un résultat d’existence de la dérivée de
forme d’une fonctionnelle cotit surfacique, en utilisant encore une fois une déformation de
Minkowski d’ouverts étoilés par des convexes, tout en exprimant sa dérivée au moyen des
fonctions support. Nous terminons la partie théorique de cette these en étudiant I’existence
de la dérivée de forme de solutions de problemes aux limites en utilisant la déformation
de Minkowski d’ouverts étoilés par des convexes. Ceci permet de traiter des problemes
d’optimisation de forme dont la fonctionnelle cotit dépend de la solution d’un probleme
aux limites modele de type Dirichlet ou Neumann. Le deuxieme volet de cette these vise
a concrétiser les résultats obtenus dans le cadre de la nouvelle formule de dérivation
de forme dans le cas convexe, en les appliquant a des modeles d’optimisation de forme.
Nous nous intéressons, dans un premier lieu, a la résolution numérique d’un probleme
inverse a frontiere libre de type Bernoulli, reformulé en un probléeme en optimisation de
forme, ensuite dans le dernier travail effectué dans cette theése nous étudions une classe
de problemes aux limites couplés via une condition de transmission appropriée de type
Neumann, tout en suggérant un algorithme de résolution qui montre I'intérét pratique de
la nouvelle formule de dérivation en se basant sur une discrétisation par la méthode des
éléments frontieres et la réciprocité duale.
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Abstract

In this thesis, we are interested in the theoretical and numerical study of a formula of
shape derivative which uses a Minkowski type deformation. We propose a generalization
of a formula of shape derivative of a volume cost functional with respect to a family of
non-convex domains. We start by proposing a first approach which consists in extending
the results of previous works to a family of star-shaped domains, based on their charac-
terizations via gauge functions. Then, we establish a result on the existence of the shape
derivative of a surface cost functional, by using once again a Minkowski deformation of
star-shaped domains by convex sets and expressing its derivative by means of the support
functions. We end the theoretical part of this thesis by studying the existence of the shape
derivative of solutions of boundary value problems using the Minkowski deformation of
convex domains. This will allow us to deal with shape optimization problems whose cost
functional depends on the solution of a boundary value problem of the Dirichlet or Neu-
mann type. The second part of this thesis aims at concretising the results obtained in the
framework of the new shape derivative formula in the convex case, by applying them to
shape optimization models. We first focus on the numerical solution of a Bernoulli free
boundary inverse problem, reformulated as a shape optimization one. In the last work of
this thesis, we study a class of boundary problems coupled via an appropriate Neumann
transmission condition, while suggesting a solution algorithm that shows the practical
interest of the new shape derivative formula based on a discretization by the boundary
element method and dual reciprocity.
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Introduction générale

L’optimisation de forme est un ensemble de techniques permettant de rechercher et de
déterminer une forme optimale parmi un certain nombre, généralement infini, de formes
possibles. C’est une méthode treés ancienne, en effet, certains problemes d’optimisation de
forme sont connus depuis I'antiquité. On peut mentionner, par exemple, le probleme de
la reine Didon [57] qui est un probléme d’isopérimétrie : on cherche la forme du champ
ayant la plus grande aire pour une longueur de cléture donnée. De nos jours, la méthode
d’optimisation de forme est couramment utilisée pour résoudre des problemes pratiques
dans divers domaines des applications comme ’aéronautique, le nucléaire, I’hydrodyna-
mique, 1’électronique, 'optique ou encore le génie mécanique. En effet, les industriels dans
ces différents secteurs s’orientent de plus en plus vers des outils d’optimisation de forme,
dans le but d’améliorer la productivité, de réduire le colit et de maximiser le profit.

Du point de vue mathématique, c’est une approche variationnelle qui consiste a mini-
miser (ou maximiser) une fonctionnelle cotit J par rapport a une famille O,; de domaines
(ou formes) de R™. La difficulté réside ainsi dans le fait que la famille des domaines n’est
en général pas un espace vectoriel. De plus, dans les applications, la fonctionnelle dépend
souvent de la solution d’une équation aux dérivées partielles posée dans un domaine de
cette famille, ce qui rend encore plus difficile I’étude de la dérivée par rapport au domaine
(ou dérivée de forme) de la fonctionnelle.

De maniére plus précise, un probléeme d’optimisation de forme peut s’écrire sous
la forme : trouver Q* € 0,4 solution de

J(Q) = Qrél(lolsd J(Q), avec J:Ou — R (ouR). (1)
Plusieurs questions peuvent se poser par rapport a ce type de probleme. A la question
de I'existence de formes optimales, peuvent s’ajouter celles de leur unicité, leur régularité
ou de leurs propriétés géométriques.
Dans ce travail, nous étudions surtout les fonctionnelles de type « intégrale », que ce
soit une intégrale sur le domaine ou sur son bord :

JQ) = [ fayda ou JQ) = [ f@)do(),

ou f est une fonction qui peut éventuellement dépendre de la solution d’un probléme aux
limites posé sur (), appelé habituellement "probleme d’état'. Dans la question de I'exis-
tence de formes optimales ou pour les besoins de leur détermination numérique, peut se
poser aussi la question de la détermination des conditions d’optimalité nécessaires et (ou)
suffisantes. En effet, ces conditions sont souvent a la base d’algorithmes numériques du
type gradient permettant de déterminer numériquement le minimum de la fonctionnelle
cott. Par ailleurs, comme dans le cas de 'optimisation classique, les conditions d’opti-
malité sont naturellement liées a la (ou les) dérivée(s) de la fonctionnelle par rapport au



domaine, qu’on appelle habituellement "dérivée(s) de forme".

Historiquement, la notion de dérivation par rapport au domaine a été introduite pour
la premiere fois par le mathématicien Jacques Hadamard. Dans son mémoire [53] sur le
probleme d’analyse relatif a I’équilibre des plaques élastiques encastrées, en 1907, Hada-
mard a donné un cadre commode pour définir une notion de dérivation par rapport aux
domaines qu’on appelle aussi, depuis, la méthode d’Hadamard. L’idée de ce dernier est de
fixer une forme de référence et de paramétrer les variations de cette forme initiale a ’aide
d’un champ de vecteurs bien choisi au voisinage du bord. Cette idée est, de nos jours, a
la base des méthodes variationnelles en optimisation de forme. Ensuite, les méthodes de
dérivation de formes ont été développées dans un contexte topologique par de nombreux
auteurs, notamment, J. Céa [25], Murat-Simon [70], O. Pironneau [77], Sokolowski-Zolésio
[85], Henrot-Pierre [57], Delfour-Zolésio [33],... Cependant, ces méthodes de déformation
par un champ de vecteurs présentent quelques difficultés aussi bien du point de vue
théorique que numérique. Notamment, lorsqu’il s’agit de faire une correspondance entre
I’ensemble des domaines admissibles et celui des champs de vecteurs, il est ainsi néces-
saire d’'imposer des conditions de régularité tres fortes sur les données initiales afin de
pouvoir dériver par rapport au domaine. Aussi, il est tres difficile de résoudre un pro-
bléeme d’optimisation de forme conditionnel par cette méthode et nécessite généralement
de le transformer en un probleme non conditionnel via la méthode des multiplicateurs de
Lagrange. Par ailleurs, la mise en oeuvre numérique du probléeme d’optimisation de forme
nécessite d’étendre le champ vecteur (obtenu seulement sur la frontiere) au domaine tout
entier ou de remailler le domaine a chaque itération du processus, ce qui rend les calculs
tres coliteux en terme de temps. Voir G. Allaire [2] concernant ces difficultés.

Afin d’éviter quelques uns de ces inconvénients, nous proposons une approche différente
et plus ciblée. Elle est basée sur la formule de dérivation proposée dans les travaux [76,
10, 8] dans un contexte de convexité des domaines, formule qui exprime la dérivée de
forme de la fonctionnelle cotit au moyen des fonctions support. A ce propos, rappelons
que 'on peut associer a tout domaine convexe borné sa fonction support qui est continue,
convexe et positivement homogene (de degré 1), et qu’inversement toute fonction vérifiant
ces propriétés est la fonction support d’un certain domaine convexe obtenu comme étant
le sous-différentiel a l'origine de cette fonction. De ce fait, la variation du domaine peut
étre caractérisée par la variation de sa fonction support. Ainsi, dans un processus de
résolution numeérique, ceci permet d’obtenir un nouveau domaine seulement en calculant le
sous-différentiel a l'origine de la fonction support obtenue lors d’une itération, et d’éviter
alors les calculs fastidieux issus de l'utilisation de la méthode basée sur les champs de
vecteurs [2].

En optimisation de forme, ce type de formule de dérivation dans un contexte de
convexité a été obtenu pour la premiere fois, il y a une vingtaine d’années, par A. A.
Niftiyev et Y. Gasimov [76] pour la fonctionnelle

I = [ fla)da,

en utilisant la déformation du convexe €2y par le convexe €2 sous la forme (1 — &)y + £€2,
e €]0, 1], et en faisant intervenir les fonctions support. Plus précisément, ils ont montré
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le résultat suivant : étant donnés Qg et © deux ouverts bornés convexes de classe C2 et f
une fonction de classe C!, alors on a la formule suivante :

lim J((1 —¢€)Qy + Q) — J()

e—0t €

-/ 1) (Pavo(2)) = Poy (wo(2)) do(x),

ou vy est la normale a 0€) dirigée vers l'extérieur de () et Py, Py, sont respectivement les
fonctions support des domaines 2 et 2. Récemment, cette formule a été généralisée par
A. Boulkhemair et A. Chakib [10] pour la méme famille d’ouverts, mais pour une fonction
f appartenant a I’espace de Sobolev VVli’cl(R”). Ensuite, ce méme résultat a été encore une
fois généralisé par A. Boulkhemair [8] au cas d'une famille d’ouverts qui sont seulement
convexes. Ces deux derniers auteurs ont également proposé une formule de dérivation
de forme similaire, en considérant une déformation de €y du type Minkowski [86], sous

la forme Q4 + Q2. Cette formule s’énonce comme suit : étant donné 0y et 2 deux ouverts
1,1

bornés convexes de classe C? et f une fonction appartenant a W, (R"), alors on a la

limite suivante :

e—0t 15

- /390 () Pa(wo()) do(z).

L’intérét de cette formule par rapport a celle de Niftiyev et Gasimov est qu’elle n’utilise
pas la fonction support de €2y, ce qui laisse entrevoir une possible extension de la formule
au cas ou {1y n’est pas convexe. Dans le premier travail de cette these, nous développons
cette idée et obtenons un résultat qui étend cette nouvelle formule de dérivée de forme au
cas des ouverts étoilés de classe C?. La preuve de ce résultat suit la démarche de [10, 8].
Plus précisément, nous supposons d’abord que le domaine 2 avec lequel on déforme est
fortement convexe, ce qui nous permet de construire une paramétrisation via un certain
O —difféomorphisme. Cette construction est basée sur quelques propriétés analytiques et
géométriques des fonctions jauges associées aux domaines étoilés et des fonctions support,
et, en particulier, sur un résultat crucial concernant I'inclusion de la convolution de deux
hypersurfaces. Elle permet de ramener le calcul de la dérivée de forme au cas classique uti-
lisant des champs de vecteurs. Le cas général est obtenu par approximation d'un domaine
convexe par une suite de domaines fortement convexes et repose, en particulier, sur un ré-
sultat de continuité par rapport aux domaines étoilés de la fonction jauge, via la distance
de Hausdorff. Nous signalons aussi que la formule ainsi obtenue peut aussi étre considérée
comme une extension de celle qui est bien connue dans la théorie de Brunn-Minkowski
pour les convexes dans le cas f =1 (voir par exemple [86]).

Ensuite nous établissons un résultat d’existence de la dérivée de forme de la fonction-
nelle cotit surfacique

QCR"— J(Q) = - f(z)do(x),

ou f une fonction donnée définie sur R", en utilisant encore une fois une déformation de
Minkowski d’ouverts étoilés par des convexes et en exprimant sa dérivée au moyen des
fonctions support. Plus précisément, nous montrons le résultat : soit {29 C D un ouvert
borné étoilé par rapport a une boule et {2 un ouvert convexe borné contenant 0, les deux
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ouverts étant de classe C2. Alors, on a

J(Qo +£9) — J(Q) /m i

lim = —— +Hf)(z)Pa(vy(x))do(x). 2

limy - S ) (@) Pain(a))do(2) 2)
ou vy est la normale a 0€)y dirigée vers I'extérieur de €y, H est la courbure moyenne de
0€) et Pq est la fonction support du domaine 2. Par ailleurs, I'idée de la démonstration
se base sur quelques propriétés géométriques sur la somme de Minkowski d'un domaine
étoilé et d’'un domaine convexe ainsi qu'un résultat de continuité uniforme de I'opérateur
trace.

Nous terminons la partie théorique de cette these en établissant un résultat d’existence
de la dérivée de forme d’un probleme aux limites. Ce type de questions se présente natu-
rellement lorsqu’il s’agit de calculer la dérivée d’une fonctionnelle cotlit qui fait intervenir
une fonction qui dépend de la solution d'un probleme aux limites du type Dirichlet ou
Neumann. Ces résultats d’existence sont basés sur un certain nombre de résultats de géo-
métrie différentielle, géométrie convexe et d’analyse. Notamment, quelques résultats sur
les domaines vérifiant la condition de la boule uniforme, des résultats de prolongement
uniforme et de continuité uniforme de l'opérateur trace, des estimations uniformes qui
font intervenir les fonctions jauges et des resultats de continuité des fonctions support
par rapport aux domaines. Nous établissons ainsi les résultats suivants : Fixons D un
ouvert convexe borné assez régulier, et une fonction f € H'(D). Soit ), Q2 deux ouverts
convexes de classe C?, tels que ﬁo,ﬁ C D. On suppose que {2y contient 0 et on notera
par . le déformé de €y par €2, défini par €2, = Qy + Q2 qui est inclu dans D, pour tout
e € [0, g0, pour un certain g > 0.

Considérons u. € HJ(£2.) la solution du probléme aux limites de type Dirichlet :

—Au, = f dans £,
U =0 sur  0€2,

et notons par @, € H'(D) son prolongement par 0 en dehors de €).. Alors, 'application
€ — U, est dérivable en 07 ; plus précisément, il existe uf € H'(R™) tel que

. Ue — Ug
lim ||— —uf =0,
e—0t 5 H1(Qo)
ou ug 1= ug|q, est I'unique solution du probléme suivant
Auy =0 dans €,
8u0
uy = ———Pa(vg) sur 08,
61/0

avec 1y est la normale a 0€)y dirigée vers I'extérieur de €2y et Py est la fonction support
du domaine ).

Etant donnée maintenant une fonction g € H?(D), considérons v. la solution du
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probleme aux limites de type Neumann :

—Av. +v. = f dans (),

v
5 — 9 sur  Of)..

Alors, il existe 9. € H'(R™) un prolongement de v, tel que 'application & + o, soit
dérivable en 0T ; plus précisément, il existe v € H'(R") tel que I'on ait

Jim = ; = ) 0
et v = Uhla, est I'unique solution du probléme
—Avy+ v, =0 dans €
gjov(’) = (gi — %?(;) Po(vo) + UZT; 0jPa(1o)N;; sur 09 3)
ou N;; = 0o (Quo — gro;) et vy = (Yo, ..., Vo) est la normale & 09 dirigée vers

I'extérieur de €y et Py est la fonction support du domaine €.

Le deuxieme volet de cette these vise a concrétiser les résultats obtenus dans le cadre
de la nouvelle formule de dérivation de forme dans le cas convexe, en les appliquant a
des modeles d’optimisation de forme. Nous nous intéressons, dans un premier lieu, a la
résolution numérique d’un probléme inverse a frontiere libre de type Bernoulli, reformulé
en un probleme en optimisation de forme. Ce type de problemes décrit, par exemple, le
probleme de la conception d’un condensateur annulaire dans laquelle I'une des plaques
est connue, tandis que l'autre doit étre déterminée, de sorte que l'intensité du champ
électrostatique y reste constante. Cette classe de problemes a frontiere libre a été lar-
gement étudiée du point de vue théorique par de nombreux auteurs, voir par exemple
(2, 1, 29, 47, 62]. Du point de vue pratique, ce type de probleme peut étre reformulé en
un probleme d’optimisation de forme en introduisant la condition de Dirichlet ou celle de
Neumann sur la frontiere libre dans une fonctionnelle cotlit a optimiser avec un probleme
aux limites approprié comme contrainte. Des résultats d’existence de solutions pour de
telles reformulations en problemes d’optimisation de forme ont déja été obtenus dans la
littérature, citons, entre autres, [55] ot la régularité C? de la frontiere libre est utilisée
et [12] ot on utilise seulement la régularité C*. Sur le plan numérique, un certain nombre
de techniques d’approximation de ces formulations d’optimisation de forme ont été pro-
posées. Nous citons a titre d’exemples : I'approche variationnelle de la dérivation de forme
introduite dans [60], celle des domaines fictifs proposée dans [56], 'approche pseudo-solide
pour la résolution du probleme discret associé introduite dans [90], 'approche d’optimi-
sation de forme utilisant une fontionnelle coflit associée a la donnée de Neumann et la
formulation lagrangienne développée dans [79], et enfin 'approche itérative basée sur une
reformulation en level-set et une discrétisation en éléments frontieres proposée dans [7, 64].
Nous citons également le travail récent [6] ou les auteurs étudient des problemes d’opti-
misation de forme avec des domaines convexes au moyen de développements spectraux et



en utilisant les fonctions support. Dans ce travail, nous proposons une formulation d’opti-
misation de forme de ce probléme en utilisant une fonctionnelle cotit volumique. En nous
basant sur la formule de dérivée de forme par rapport aux domaines convexes proposée
dans [10, 8, 9, 16] et qui utilise la déformation de Minkowski, nous obtenons une expres-
sion de la dérivée de la fonctionnelle colit au moyen des fonctions support. Ensuite, nous
proposons une méthode d’approximation du type gradient pour résoudre ce probleme. Sa
résolution numeérique est basée sur une discrétisation du probleme d’état par la méthode
des éléments frontieres [21], ceci afin d’éviter les incovénients liés a 'approche utilisant la
discrétisation en éléments finis qui nécessite un remaillage du domaine a chaque itération.
Enfin, nous donnons quelques résultats numériques montrant l'efficacité de ’approche
proposée.

Le dernier travail effectué dans cette thése concerne une classe de problemes aux li-
mites couplés via une condition de transmission appropriée de type Neumann, modélisant
les interactions entre deux régions qui ont des propriétés physiques différentes. Ce type de
problemes se présente par exemple lorsqu’il s’agit d’optimiser des structures mécaniques
soumises a des charges thermiques et refroidies par un fluide, tandis que la condition de
transmission modélise la force exercée par le fluide sur le solide. Le probleme d’optimi-
sation de forme que nous considérons vise a minimiser une fonctionnelle cofit choisie de
maniere générale, afin de pouvoir appliquer les résultats obtenus a une large classe de mo-
deles. Notons a ce stade que 'approche optimisation de forme pour traiter des problemes
couplés n’est pas nouvelle. Citons, par exemple, I'article [66] ou une analyse d’optimi-
sation de forme pour un probléme d’interaction fluide-structure stationnaire fortement
couplé a été proposée. Une approche dite des matériaux isotropes solides avec pénalisa-
tion (SIMP) a été introduite dans [23, 93, 94] pour traiter une classe de problemes couplés
d’optimisation de forme. Il existe également de nombreux travaux traitant des problemes
de couplage par transfert de chaleur ou par convection se basant sur des méthodes a
densité variable, voir par exemple [35, 74, 95]. Les méthodes de densité variable ont été
récemment utilisées dans [4] pour établir une procédure générale permettant d’approcher
une forme de couplage en utilisant 'optimisation topologique. La méthode d’optimisa-
tion de forme topologique pour un domaine piézoélectrique et élasto-dynamique couplé
a une chambre acoustique a été introduite dans [68]. Nous citons également une autre
approche en optimisation de forme topologique permettant de traiter un probleme de
Navier-Stokes en régime stationnaire faiblement couplé sur le domaine fluide, un pro-
bléeme couplé régi par une équation de convection-diffusion sur tout le domaine et un
probléme de thermo-élasticité linéaire dans le domaine solide, a été proposée dans [44].
Récemment, une analyse en optimisation de forme pour les modeles couplés utilisant des
outils de la double programmation dynamique a été également proposée dans [67]. Dans
ce travail, nous donnons une expression de la dérivée de forme de la fonctionnelle cotit via
les fonctions support, suivant ainsi la formule de dérivée de forme par rapport aux do-
maines convexes proposée dans [8, 10]. La formule de dérivée de forme ainsi obtenue sera
alors la base de notre processus d’optimisation adopté pour la simulation numérique de
ce probleme. Dans ce cadre, nous optons pour une discrétisation des problemes d’état et
d’état adjoint via la méthode des éléments frontiere et la réciprocité duale [21, 22]. Nous
donnons ainsi quelques résultats numériques montrant ’efficacité de ’approche proposée.



Chapitre 0. Introduction générale 7

Le plan de cette these est le suivant.

Dans le premier chapitre, nous rappelons un certain nombre de notions et d’outils, et
donnons quelques résultats préliminaires essentiels pour cette these.

Dans le deuxieme chapitre, nous établissons un résultat permettant de généraliser
la formule de calcul de la dérivée de forme pour une fonctionnelle de forme intégrale
volumique sur une famille d’ouverts étoilés, en utilisant leurs déformations de Minkowski
par des convexes.

Dans le troisieme chapitre nous montrons l'existence de la dérivée de forme d’une
fonctionnelle cotit surfacique en utilisant une déformation de Minkowski des domaines
étoilés par des convexes.

Dans le quatrieme chapitre, nous étudions 'existence de la dérivée de forme de la
solution de problemes aux limites elliptiques modeles de type Dirichlet ou Neumann en
utilisant une déformation de Minkowski d’ouverts convexes par des convexes.

Dans le cinquieme chapitre, nous proposons une nouvelle approche numérique pour
I’étude d’un probleme a frontiere libre de type Bernoulli, en adaptant la nouvelle formule
de dérivation de forme proposée dans [8, 10] au cas des domaines doublement connexes.
Nous proposerons un algorithme de résolution numérique dont nous montrons l'intérét
pratique via son illustration a travers différents tests numériques.

Dans le dernier chapitre, nous étudions une classe de problemes d’optimisation de
forme ou il est question de minimiser une fonctionnelle cotit générale sous contrainte de
deux problemes aux limites couplés a travers une condition aux limites de transmission
du type Neumann. Une approximation numérique de ce probléeme est ensuite proposée,
basée sur une méthode du type gradient combinée a une discrétisation par la méthode
des éléments frontiere et la réciprocité duale.

Enfin, nous terminons ce mémoire en donnant une conclusion et quelques perspectives.
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Dans ce chapitre, nous rappelons quelques outils de base et nous présentons quelques

résultats préliminaires essentiels pour ce travail. Nous rappelons, en particulier, les défini-

tions des espaces de Sobolev, ceux de Lebesgue et ceux des fonctions a variation bornée,

puis quelques estimations et injections sur les espaces de Sobolev. Ensuite, nous présentons

quelques résultats de géométrie différentielle concernant la caractérisation d’un domaine

régulier. Enfin, nous introduisons la notion de fonction support d’'un domaine convexe et

donnons quelques propriétés des fonctions support.

1.1 Quelques notations

Tout au long de ce travail, nous adoptons les notations et les définitions suivantes.

e Soit n € N*, on munit I'espace vectoriel réel R™ du produit scalaire (., .) :

n

(x,y) = inyi pour tous z = (21, ..., ),y = (Y1, ..., Yn) € R",

i=1

la norme associée étant notée :

n
zlly =D ]xl|2 pour tout z = (z1,...,x,) € R™.
\ i=1

8
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Soit m,n € N*, on munit ’espace vectoriel M,,,,, des matrices de la norme notée :
) 9 El

ZZ |am-|2 pour tout A = (a;;)1<i<m € Mun(R).

i=1j=1 1<j<n

1Al =

Soit A € M, ,,. La matrice TA est 1a matrice transposée de A.

B(zg,r) est la boule ouverte de centre xq et de rayon r de R™.

B(zg,7) est la boule fermée de centre z, et de rayon r de R™.

Sn(xg, ) est la sphere de centre zg et de rayon r de R™.
Sn=1 est la sphere de centre 0 et de rayon 1 de R™.
On note le gradient de ¢ : R — R par :

([ 9y dp

Le laplacien de ¢ : R® — R s’écrit :

82

2
Ly

AS)

Ap = Z
i=1

Q

La divergence de ¢ : R® — R" est notée par :

div(y) = i 8%'

Soit @ = (ay, ..., q,) un multi-indice dans N de longueur |a| = a3 + -+ + ay,
la dérivée partielle d’ordre o de ¢ notée 0%y, est définie par :

0°lp(x)

- Oxit - - 0xon

9%p(x)

On note par A,(€2) la mesure de Lebesgue de Q sur R™.

L’intérieur et la fermeture d’un ensemble A seront notés par, respectivement par,
A et A. le complémentaire d'un ensemble A dans un ensemble R” sera noté par A¢
ou Cy. Le bord A de A est défini par Ac N A.

Soit A C R™ un ensemble. La fonction distance d'un x € R™ a A, noteé dans
la littérature par d4 ou d(., A), est définie par :

inf —yl, A#£2
da(z) = {T;EAHx vll, A?_é@

Soit A C R"™ et B C R™ deux ensembles. La distance de Hausdorff de A et B est
notée par :
d" (A, B) := max(sup d(a, B),sup d(b, A)).

acA beB
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1.2 Espaces fonctionnels

Dans cette section, nous rappelons des définitions et des propriétés de quelques espaces
fonctionnels. Nous renvoyons le lecteur par exemple a [58, 65, 86, 92|, pour plus de détails.
Soit © un ouvert borné de R".

Les espaces de Lebesgue LF({)

Nous commencons par définir les espaces de Lebesgue (voir [20, 39]).
e Soit p € [1,400[, on définit I'espace LP(£2) comme étant I'espace des fonctions

ieme

mesurables dont la p puissance est intégrable, au sens de Lebesgue. L’espace

fullr = Ju()ar)”

o [%(Q) est l'espace de Hilbert muni du produit scalaire :

LP(€2) muni de la norme

D=

est un espace de Banach.

(u,v) 2 :/Qu(x)v(x)dx.

o L>°(2) est l'espace des fonctions mesurables u telles que

u = inf su u(z)| = esssup |u(z
[Jwl oo oo erFM‘ ()] xeg\ ()]

soit finie. L>°(€2) muni de la norme |||z~ () est un espace de Banach.

Formules intégrales et changement de variable

Soit 2 C R™ un ouvert borné tel que son bord est une hypersurface lipschitzienne et
x € 022. Alors, par définition il existe un voisinage ouvert U, C R" de x, a,b € R, une boule
ouverte B, _1(Z,r) CR" ! de T = (xy,...,7,_1) et une application ¢, : B,_1(T,r) —]a, ]
lipschitzienne telle que ¢, (T) = z,, et

QNU, ={(7,y) € Bu1(T,7)x]a,b] / 0.(T) <y},

NNU, ={(Z,¢.(T)) /] T € B,1(T,7)}.

Donc on obtient :

0= J oanu,.
€002

Par compacité, donc il existe des (z;)%_; C 9Q et un entier k tel que 92 est représentable
par les graphes des {p;}¥_, tel que

k
o0 =JonU;, Vie{l,..,k}, avec U; = U,,.

i=1
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On considere la famille {9 N U;}¥_, et on considére une partition de 'unité {&;}%_; telle
que :
k
Vie{l,..k},0<& <let > &=1sur O
i=1
De plus
Vi e {1,....k}, Supp(&) est compact et Supp(&;) C 9Q N U;.

On munit ainsi Iespace topologique 02 de la tribu borélienne B(JS2) et la mesure o
appelée la mesure surfacique definie par :

Z o 66 0 Vo r52(0), = DA, ¥4 € B0

Cette définition ne dépend pas de la partition de I'unité choisie. Pour plus d’informations
sur cette mesure (voir [39]). Ainsi soit f : 92 — R une fonction mesurable, donc I'intégrale
sur 02 est définie par :

/asz Z/ o (4, i)y 1+ [ Vaor0i(®)[[2dAn-1 (y)-

En particulier, soit p € [1, 400 et soit f une fonction dans LP(9€,B(0N), o) alors,

I Flsany 1= ([ 1 @)Pdo(a))

Rappelons maintenant le théoreme général d’intégration par parties connu sous le nom
de la formule d’Ostrogradsky et celui de Green (voir [20, 39]).

hSA

Théoréme 1.1 (Formule d'Ostrogradsky) Soit Q un ouvert borné de classe C* et v est la
normale extérieure au bord T' = 0. Alors, pour tout ® € (H'(Q))" on a la formule de
divergence suivante :

/ div(®)(x)dx = /F<’}/((I)),V>([E)d0'. (1.1)

ot vy est application trace.

Théoréme 1.2 (Formule de Green) Soit Q un ouvert borné de classe C' et v est la normale
extérieure au bord T = 9. Alors, pour tout u € H*(Q) et v € H'(Q) on a la formule de
Green suivante :

—/QAu(m)v(:v)d:E:/QVu(x)Vv(x)dx— ng(m)y(v)(x)da, (1.2)
ot o
v = (Vu,v).

Remarque 1.1 Dans [39] la Formule d’Ostrogradsky et celui de Green reste valable aussi
dans le cas ou ) est de bord 0S) seulement lipschitzien.
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Enoncgons maintenant les formules de changement de variable pour des intégrales vo-

lumiques et surfaciques dans le cas des domaines lipschitziens, dont la démonstration se
trouve dans [3, 39].

Théoréme 1.3 Soient Qy, un ouvert, borné de R™ et ¢ un C'-difféomorphisme de R",

notons par Vo(y) la matrice jacobienne de ¢ en y.

1.

2.

Intégrales volumiques. : Soit fx4,) € L'(R™). Alors
d\ = det(V dA. 1.3
L, F@AN= [ T o 6(w)ldet(Vo(w)) (13)

Intégrales surfacique. : Supposons de plus que OS2 est une hypersurface lipscitzienne
et vy la normale extérieure associée. Soit g € L'(0d()) avec (¢(0Q) = dp(Qp)).
Alors,

[, 9@ = [ g0 oldet(Tow)I| Votn) w)ldo. (14

Avant d’introduire les espaces de Sobolev, nous donnons quelques résultats sur les

espaces de fonctions de classe C™, pour m € N.

Les espaces C"(2)

On désigne par C(Q2) l'espace des fonctions continues sur 2, muni de la norme
suivante :

[llec = sup [p()]. (1.5)
€

C™(£2) est l'espace des fonctions, ¢, qui ont des dérivées partielles D%y continues
sur €, pour tout a € N, tel que |a| < m.

On note par CJ*(Q2) le sous-espace de C™(£2) des fonctions qui s’annulent a 'infini.

C™(£2) est un sous-espace de C™(£2) des fonctions ¢ telles que D*yp soit bornée et
uniformément continue sur 2, pour tout a € N9, tel que |a| < m. Il est muni de la

norme :
m@ = max sup|D%(z)|. 1.6

Iellon = ,mas, sup |D*0(x) (1.6

Pour 0 < A < 1, on désigne par C™*(Q) le sous-espace de C™ (1), des fonctions

© dont les dérivées D%p satisfont la condition de Hélder d’exposant A, pour tout
a € N4 telle que |a| = m, i.e. il existe ¢ > 0, telle que

0% (z) — 0%p(y)| < cllz =yl Va,y e (1.7)

C™*(Q) est muni de la norme

|0%p(z) — 0% (y)|
iy = ||@llom g + max  sup :
HQOHC X(Q) HQOHC () lal=m z,y€N ||x_yH)\
T£Y
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e On désigne par D(2) I'espace des fonctions indéfiniment dérivables a support com-
pact dans €2, dont le dual topologique D'(2) est 'espace des distributions sur €.

e D(Q) est I'espace des restrictions & Q des fonctions de D(R?).

Les espaces de Sobolev W"?(()

Nous donnons maintenant quelques définitions sur les espaces de Sobolev (voir par
exemple [42]).

e On désigne tout d’abord par D(2) I'espace des fonctions indéfiniment dérivables de
classe C™ a support compact dans €, dont le dual topologique D’(2) est 'espace
des distributions sur €.

e Soit m € N et p € [1,00[, I'espace de Sobolev W™P(2) est défini par :
WmP(Q) = {u € LP(Q) / 0% € LP(Q), Va € N |a| < m},
ou 0%u est la dérivée au sens de distributions de u, donnée par
(0%, ©)prp = ( |0‘|/ x)dx, Yo € D(N).
WmP(Q) est 'espace de Banach muni de la norme :

1
s = (3 [ 10°u(@)Pda)?

\04|<m
e Pour p = 400, 'espace W1°°(R™, R") est défini par :
Whee(R",R") = {9 € L®(R",R") / V¥ € (L=(R",R"))"}.
L’espace W1°(R" R") est un Banach pour la norme
[0l yrce = 19| + VO] Lox.
e On définit 'espace de Sobolev H™(2) par
H™(Q) = W™2(Q) = {u € L*(Q) / 8™u € L*(2), pour tout |a] <m}.

L’espace H™(£2) est un espace de Hilbert quand il est muni du produit scalaire

< Hm = / 8a dx = Z <aau,aav>L2

|a|<m la|<m

e L’espace H}(Q) est défini comme étant I'adhérence de D(Q2) dans H'(Q). Par défi-
nition, l'espace Hj () est un fermé de H'(Q2). De plus, la semi-norme sur H'((2)

[ull g = IVl
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v . oo Ao si
est une norme sur H () équivalente & la norme induite par [|.||,;:. Si de plus la
frontiere I' = 0€) est assez réguliere, alors on aura

Hy(Q) = {u € H(Q) / 7(u) = 0}.
ol vy désigne 'opérateur trace qui est une application linéaire et continue de H'(()
dans L*(T).

e Pour tout réel s =m+ o avec m € Net 0 < o < 1, on définit H*(§2) comme étant
I'espace des fonctions ¢ € H*(2) qui vérifient :

aOé a
HgoHHm(Q +// | |$_?JH”+2( Ol drdy < +oo pour V|a|=m. (1.9)

H*(€2) muni de la norme

1

@oz a 2 2
H# () (IsoHHm(Q + Z // | ||x—y]|”+2§ . dxdy) (1.10)

est un espace de Banach.

Il

e On définit H'/2(0€2) comme étant 1’espace des fonctions ¢ € H'Y/2(99) qui vérifient :

2 lp(z) — W(y)|2
+/ / do,do, < +00 V]a| = m. 1.11
lellz2(00) A P T odoy, pour Via| =m (1.11)

H'Y2(02) muni de la norme

2) =W, 40 ) 1.12
H90||H1/2 a9Q) H‘PHL? o9Q) . Oy GOy (1.12)

||93 —ylI"

est un espace de Banach.

L’espace BV(1)
Rappelons d’abord la définition de 'espace des mesures bornées (voir [20, 39, 42]).

o M;(9) est I'espace des mesures de Radon bornées (ou de masse totale finie). 11 est
défini comme étant I'espace des formes linéaires continues sur (C.(€2), ||.||o0). Ainsi,

e My(£2) si
p: Ce(Q) = R est linéaire et 3C > 0, Vo € C.(Q), |u(p)] < Cll@||oo-
L’espace M,(€2) est un Banach pour la norme :

| = sup ()]
pEC(Q), llpllo<t

ou C.(€2) est I'espace des fonctions continues a support compact dans €.
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o BV(Q) est 'espace des fonctions f a variation bornée, i.e. f € BV () si et seulement
sife LY Q) et Ve (My(Q)".
D’aprés le théoreme 2.3.4 de [42], on a

0;if € Mp() & sup [{(f, Oip)| < 0.

eD(Q), [lollo<1

Ainsi, BV (Q) est l'espace des fonctions f, dont la norme

118y = I Flle + 1V Flow, 00 [0 flow := sup [(f, 9ip)|

veD(Q), llplleo<

est finie. BV (€2) muni de la norme ||.||py est un espace de Banach.

Quelques inégalités dans les espaces de Sobolev

Dans ce paragraphe nous donnons quelques estimations et inégalités dans les espaces
de Sobolev qui seront tres utiles dans la suite de cette these et que nous énongons sous
forme de trois lemmes [3, 26, 30, 51, 42].

Lemme 1.1 Soit o € WL (R) et I C R un intervalle borné. Alors, on a

1
el < 7 [ le@lde+ [19@Oldr oW (1), (1.13)
ou |I| est la longueur de I.

Nous aurons aussi besoin du lemme d’interpolation suivant [87].

Lemme 1.2 Soit T' une distribution tempérée sur R™ qui satisfait les estimations sui-

vantes
(T, )| < Cillellz=, Vo € D(R)

et
Vi,j € {1, ...,n}, (0:;0,T, )| < Cal|lpllre, Yo € DR").

Alors, il existe une constante C' qui ne dépend que de n, telle que
Vi € {]., ...,n}, |<8ZT, (,0>| S C\/0102||(,0||Loo, VQD S D(Rn)

Injections de Sobolev et application trace

Nous donnons maintenant quelques injections de Sobolev et quelques résultats de
continuité de I'application trace sur H™ () et H*(Q2), qui seront utiles par la suite. Voir
par exemple [3, 39, 69], pour plus de détails.

Nous commencgons par énoncer le théoreme d’injection de Sobolev suivant :

Théoréme 1.4 Soit Q un domaine borné de R? de fronticre lipschitzienne.

i) HY(Q) s’injecte compactement dans L*(S2).
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i) L’espace H*(Q) s’injecte contindiment et d’une maniére compacte dans H*(2), pour
tout % <s< 1.

Nous énoncgons également un résultat sur la continuité de 'opérateur trace.

Théoréme 1.5 Soit Q un ouvert borné de R? de frontiére lipschitzienne, alors 'applica-
tion vy trace, définie de

i) H'(Q) dans L*(09) est linéaire et continue de plus compacte.

it) H*(QY) dans L*(0%2), pour tout 3 < s < 1 est linéaire et continue.

1.3 Quelques résultats de géométrie différentielle

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats et propriétés sur les domaines
réguliers dont nous aurons besoin par la suite.

Caractérisation d’un domaine régulier

Dans ce paragraphe, nous allons établir un résultat concernant la paramétrisation
locale des sous-variétés. Pour cela, nous rappelons tout d’abord la définition d’un ouvert
lipschitzien, de classe C* et fortement convexe (pour plus de détails voir [19, 57, 65]).

Définition 1.1 Soit Q un ouvert non vide de R™. On dit que ouvert Q) est de classe C*
(k > 1)(resp. lipschitzien) si :

Pour tout x = (1, ...,x,) € 09, il existe un voisinage ouvert U, C R™ de x, deux
réels a, b, une boule ouverte B, 1(T,r) C R"! de T = (z1,...,2,_1) et une application
¢z Bu1(T,r) — ]a,b] de classe C*(resp. lipschitzienne) telle que 0,(T) = x,, et

anu, = {(y, yn) € Bn—l(ja T)X]a7b[ / @x(y) < yn}
INNU, = {(2,2(2)) / z € Boa(T,7)}.

Remarque 1.2 Soient Q un ouvert de classe C* et x € 0Q. Considérons application
V. définie par :
Y, KCR* — R

ot K = B, _1(T, R)x]a,b| et la fonction @, est donnée dans la définition 1.1. On a 9, est
de classe C*, donc soit y € K et h € R", alors

dﬁx(y>h = d¢x<g>ﬁ - hn = <(Vn—190x(y)v _1)7 h>
Ainsi, U, est une submersion (VU,(.) # 0). De plus
QNU(x)={ye K /V,(y) <0} et 0QNU(z) ={y e K / 9.(y) = 0}.

Enonc¢ons maintenant la définition d’un ouvert fortement convexe (voir [65]).
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Définition 1.2 Soit Q un ouvert de classe C*. On dit que Q est fortement convexe, si
au voisinage de chaque point x € 9%, la fonction ¥, est fortement convexe.

La question d’existence d'une caractérisation des domaines se pose également, dans ce
cadre nous avons le résultat suivant [33, 39].

Théoréme 1.6 Soit Q C R™ un ouvert borné de classe C*. Alors, il existe une fonction
f définie de R™ dans R lipschitzienne, telle que :

Q={zeR"/ f(z) <0} et I2={x R/ f(x)=0}.

De plus, la fonction f peut étre choisie telle qu’il existe un voisinage W de 02 tel que

fecCk(W) et Vf#0surW.

Remarque 1.3 Dans le résultat précedent, on peut méme prendre f convexe dans le cas
des domaines convexes [33].

Normale unitaire

En géométrie, la normale a une hypersurface en un point est définie comme étant la
droite orthogonale au plan tangent en ce point. Ainsi tout vecteur directeur de cette droite
est appelé vecteur normal en ce point. Notons que la connaissance du vecteur normal a
beaucoup d’application en mécanique, en optique, etc.

Commengons par donner la défintion d’un vecteur normal unitaire (voir [65, 19, 57]).

Définition 1.3 Soient S C R"™ une sous-variété et x € S, on appelle vecteur normal
unitaire a S en x, tout vecteur n, € (T,S)* tel que ||n.|| = 1. L’application

v: § — §nl
A S

lorsqu’elle existe est appelée champs de vecteurs normauz unitaires.

Une situation simple ou on peut déterminer localement un champs de vecteurs nor-
maux est celui du cas d'un domaine régulier (voir [33]) :

Remarque 1.4 Soient S C R" une sous-variété de classe C' et x € S. D’apreés la défi-
nition 1.1, il existe un ouwvert U(z) de R™ et une application ¢, tels que

0N U(x) = {(2,02(2)) | 2 € Bus(z,7)}.

Alors, il existe un champs de vecteurs normaux v dirigés vers l'éxterieur sur 02 N U(x)
donné par

(Vo (), —1D)"

VIVe? +1

Dans la suite, nous allons donner deux résultats concernant la normale dans le cas du

paramétrage global (voir [39]).
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Proposition 1.1 Soit Q C R"™ un ouvert borné de classe C* tel que il existe un voisinage
W de OS2 et une fonction f telle que f € CK(W), Vf # 0 surW et 00 = {f = 0}. Alors,
V()

il existe un champ de vecteurs normauz sur 02 donné par v =

IVFOI

Proposition 1.2 Soit Q C R"™ un ouvert borné de classe C*. Considérons la partie Q,,
définie par vl + a. On note par v, v,, la normale a €, §2, , respectivement. Alors, on a
pour tout x € 00, v(x) = v, 4(rT + a).

Démonstration.
Soit  C R™ un ouvert borné de classe C¥. D’aprés le Théoréme 1.6, il existe une
fonction f définie de R™ dans R lipschitzienne, telle que :

Q={zeR"/ f(x) <0} et 9NU={xecR"/ f(x)=0}.
De plus il existe un voisinage W de 012, tel que
feckw), Vf#0sur W.

Ensuite d’apres la Proposition 1.1, il existe un champ de vecteurs normaux sur 02 donné

par
Vf

YV

Considérons la partie €2, , = {2 + a. Donc on a

sur Of).

Qo = {x ER" / f <i(x _ a)> < 0}
et 1
0 =1004+a= {xeR" / f(r(x—a)) —0}.
On note par v, , la normale a €, ,. Donc
_ V(fo(tda —a))) 1V
IV (£o (Lde —a)) Il II2V/(

(Ian — &))
(Ian — a))

1
Vr.al(.) ;
'

|| =v (i(Ian — a)> :

Donc au point z € 02 on obtient
v(x) = vpq(re + a).
|

Nous rappelons un résultat technique qu’on utilise souvent concernant ’extension de
la normale a R™ (voir [57]).

Théoréme 1.7 Soit Q un ouvert borné de R™ de classe C*(k > 1). Alors, il existe une

extension N de classe C*=1 de lapplication v a R".

Nous aurons besoin du résultat suivant :
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Lemme 1.3 Soit Q un domaine borné de classe C? fortement convexe et soit v le champ
de vecteur normal unitaire extérieur a Q. Alors, v : OQ — S™~1 est injectif.

Démonstration. Les hypotheses impliquent qu’il existe une fonction fortement convexe
de classe C% ¢ : R™ — R telle que

Q={zxeR" [/ px) <0}, 02={zeR"/ p(x)=0}, Ve#0surdQ et v=Ve/|Vp|.

Soit z,y € 0N tel que v(z) = v(y) et montrons que x = y. Supposons par 'absurde que
x # y. Puisque ¢ est fortement convexe, il découle d’apres la proposition 1.5 que

(Vo(z),y —z) < p(y) —p(z) et (Vep(y),z —y) < (@) — ¢(y).

. o o NRT . 1 1 .
Puisque ¢(z) = ¢(y) = 0, en multipliant respectivement par o € moa O obtient
(v(z),y—x) <0 and  —(v(y),y —=z) = (v(y), =z —y) <O,
ce qui est en contradiction avec v(x) = v(y). Ainsi, z = y, d’ou l'injectivité de v. |

Nous aurons aussi besoin du résultat suivant qui permet d’estimer le bord de la somme
de Minkowski de deux sous-ensembles de R™ en utilisant la convolution des hypersurfaces
(voir par exemple [73, 50, 61]).

Lemme 1.4 Soit A, B C R" deuz ouverts bornés de classe Ct. Considérons l’ensemble
sutvant :

0Ax0B :={x+y : x € 0A, ye€ 0B et va(x)=vp(y)} (1.14)

ou Vs et vg sont les champs de vecteurs normaux unitaires extérieurs de OA et OB res-
pectivement. Alors, on a

O(A+ B) C 9A*0B.

Démonstration. Soit A, B C R" deux ouverts bornés de classe C'. Rappelons que la
somme de Minkowski de deux ensembles A, B C R™ peut également s’écrire sous la forme
suivante :

A+B={zeR"; (-A+2z)NB # 0} (1.15)
Soit x € (A + B). Il résulte de (1.15) que (—A+z)N B =0 et que (—A+x)N B # 0.
Ainsi
I(—A+x)NIB #0.
Soit y € O(—A + ) N OB. Puisque —A + x C R"\ B, donc les hypersurfaces 0(—A + z)
et OB sont tangentes en y et on a T, 0(—A + x) = T,0B et v_aq)(y) = —vB(y). Or,

y € 0(—A+1x)=—0A+x, ainsi x € 0A + y et il existe a € A tel que x = y + a. De
plus, comme —A + x est 'image de A par un difféomorphisme z — —z + x, alors on a

—va(a) = Vi—ara)(y) = —vB(Y),

ce qui acheve la preuve du Lemme. [ |
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Nous terminons cette section par rappeler quelques outils de géométrie différentielle,
souvent utiles pour les calculs de dérivation de formes d’intégrale sur le bord. Pour plus
de détails voir le livre [57].

On considére maintenant un ouvert borné 2 de R™ a bord lipschitzien. Par compacité on
va donc supposer que I' = 0€) est représentable par un nombre fini de graphes lipschitziens
et v est la normale a 0€) dirigée vers 'extérieur de €.

Définition 1.4 (Composante tangentiel) Pour tout champ de vecteur W defini sur
I', on appelle composante tangentielle de W, qu’on note Wt , la projection orthogonale
de W sur le plan tangent :

Wr =W — (W, v,

ou v est le vecteur normal a 0S) dirigé vers ['extérieur de ).

Remarque 1.5 Soient Q un ouvert borné a bord I' = 08 de classe C* et u € D(Q). Soit
V' un champs de vecteur dans L*(T), considérons sa composante tangentielle Vr définie
par : Vr =V — (V,v)y, ot v est le vecteur normal a 02 dirigé vers extérieur de .
Alors, en utilisant le fait que le gradient de u est porté par la normale, on a

ou L ou
(Vu, V) —(V, 1/)5 =0, sur I, ou 5 = (Vu,v). (1.16)

En effet, établir (1.16) est équivalent & montrer que (Vu,Vr) =0 sur I', car on a

(Vu, ¢y = (Vu, V) = (V,v)(Vu,v) =0, sur T.

Or, pour presque tout x € T, on a (Vu(z), Vr(z)) = %1_2% u(x —i—tVr(taf)) — u(x)

. Comme

xz €T, alors u(z) = 0. D’autre part, on a

(v(x), Vo(z)) = (v(z), V() = (V(2), v(2))(v(2), v(2)) = 0,

donc Vr(z) € v(z)t = T,T. Ainsi, il existe t,, telle que pour tout t €] — t,,t.[, on a
x4 tVpr(z) € T,L NR™\ Q. D’ow, pour tout |t| < t,, u(x + tVr(z)) = 0. Par conséquent,
(1.16) s’en déduisant.

Notons que la formule (1.16) s’etend auz fonctions de H?*(2) N HY(Q) (voir par
exemple [85]).

Définition 1.5 (Gradient tangentiel) Soit g une fonction de classe C* sur T'. On dé-
finit son gradient tangentiel par :

Virg =Vg—(Vg,vyv, sur T,
ot g € Ct est un prolongement de g.

Définition 1.6 (Divergence tangentielle) Soit un champs de vecteurs de classe C!
sur I'. On définit sa divergence tangentielle par

divp (V) = div(V) — (VV, )y, sur T,
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ot V est un prolongement de V' sur R™.

Définition 1.7 Soit Q un ouvert, borné de classe C*. On definit la courbure moyenne de
of) par :

H =divrv, sur T.
ol U est une extension de classe C' de v.

Remarque 1.6 La quantité H ne dépend pas de l'extension unitaire de classe C* de v
choisie (voir Proposition 5.4.8, [57]).

Maintenant nous rappelons les formules suivantes dont la preuve dans [57].

Proposition 1.3 Nous avons les propriétés suivantes :

— VfecYD), VW e Ct

dive(fV) = fdive(V) + V'V f. (1.17)
— Vf,g e CYI)
Vir(fg9) = gVirf + fVirg. (1.18)
fo,QGCl(F) Yy
ViVg=VirgVirf + afai. (1.19)

Le laplacien d’une fonction u est défini sur un ouvert €2 par la formule Au = div(Vu).
Si la fonction u est définie sur le bord I' de 'ouvert €2, on a une définition analogue
lorsqu’elle appartient a :

WNT) = {u e W"(T) / Vipu € WHH(T,R™)}.

Définition 1.8 (Opérateur de Laplace-Beltrami) Soit Q un ouvert de classe C2.
L’opérateur de Laplace-Beltrami sur T', noté Ar est défini, pour tout u € W>(T), par :

Ajru = divpVpu.

On déduit de cette definition et de la proposition 5.4.9 de [57] la formule suivante.

Proposition 1.4 On suppose que Q) est de classe C* et u: Q — R de classe C*. Alors

ou  0%*u

Au=A H— 4+ —
U T+ 8V+8V2

sur T,
. 0% " 0%
ol — = ——— V.
ov? ijzl 0%8% "
Nous terminons cette partie par donner la formule d’integration par parties pour des
integrates sur I'. 1l fait 'objet du théoréme suivant [33, 57].

Théoréme 1.8 Soit Q un ouvert de classe C* de bord T'. Pour f,g € H*(Q) on a les
formules suivantes :

/FV\FfVIFQdU = —/FfA\ngU- (1.20)
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1.4 Quelques résultats d’analyse convexe

Dans ce paragraphe, nous rappelons des résultats d’analyse convexe qui seront tres
utiles pour la suite de ce travail (voir par exemple [86, 58] ).

Fonctions convexes

Définition 1.9 Soient K un sous-ensemble convexe de R" et une fonction f: K — R.

e On dit que f conveze si
Va,y e RVt € [0,1], f(tz+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y)

e On dit que f est fortement convexe ou a— convere (avec a > 0) si

«
——t

Va,y € R%VE€ (0,1, f(tz + (1 —t)y) <tf(2) + (1= 1)f(y) — St =)z —y].

On peut caractériser une fonction convexe dans le cas ou celle-ci est réguliere de la
maniere suivante (voir [65]).

Proposition 1.5 Soit K un ouvert convexe de R" et f : K — R une fonction différen-
tiable. Alors, on a

e Si la fonction f est convexe, alors on a

\V/l',y € K7 <Vf(x),y—x> < f(y> —f(:li')

e Sila fonction f est fortement convere ou a—conveze (avec aw > 0), alors on a

«
——t

Va,y € K, (Vf(2),y —2) < fy) = f(2) = 5t = )]z —y].

Nous aurons également besoin des résultats suivants (voir [71, 86]). Pour cela, nous
commencons par rappeler la définition de I’enveloppe convexe.

Définition 1.10 Soit A une partie de R™, alors l’enveloppe conveze est défini par :
k k
conv(A) = {Z&xz Jk>1, 2, € A, N >0, )\ = 1}‘
=1 i=1

Proposition 1.6 Soit Q) une partie compacte, conveze et d’intérieur non vide. Alors,

Q = conv(092).

Proposition 1.7 Soient f une application convexe et K C Dy. Alors, on a

sup f(z) = sup  f(x).

zeK z€conv(K)
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Support, fonction support

Dans cette section, nous allons donner quelques définitions et propriétés sur I’ensemble
des points supports d'une partie de R™, ainsi que sur la fonction support d’un convexe.
Rappelons tout d’abord la définition de ’ensemble des points supports (voir[72, 86]).

Définition 1.11 Soient A une partie non vide de R"™. On dit que xq est un point support
de A, s’il existe une forme linéaire f, € R" = L(R™ R), telle que f. # 0 et f. atteint
sa borne supérieure sur A en xo. On dit dans ce cas que f, supporte A et on note par
supp(A) lensemble des points supports de A.

Nous avons alors le résultat de densité di & Bishop et Phelps (voir [71]).

Théoréme 1.9 Soient C' une partie fermée convexe de R™ et x € 0C. Alors
supp(C) = 0C.

Ainsi en rajoutant le fait que C' doit étre d’intérieur non vide, on aura le corollaire
suivant (voir [86]) :

Corollaire 1.1 Soit C' une partie non vide fermé et convexe de R™ d’intérieur non vide.
Alors, on a supp(C) = 0C.

Fonctions support

Nous allons maintenant définir la fonction support d’une partie de R™ (voir [86]).

Définition 1.12 Soit C' C R™ une partie non vide et bornée. La fonction support de C
est la fonction définie par :

Pe: £ € R" — Po(&) =sup(§,x) € R.

zeC

Considérons maintenant ’ensemble suivant :
C" :={Q CR" / Q non vide, fermé, borné et convexe }.

Soit A, B € C" et A € R. On vérifie que A+ B et AA (au sens de Minkowski) restent dans
C™. De plus, C™ est stable par intersection finie. D’autre part, C" est un espace métrique
muni de la distance de Hausdroff d.

Nous avons les propriétés des fonctions support (voir [86]).

Proposition 1.8 Soit C' € C", alors Pc est définie sur R™ et vérifie les propriétés sui-
vantes :

(i) Vo € R", Vt > 0, Po(tx) =tPo(z) et Va,y € R", Po(z+y) < Po(z) + Po(y).
() Va,y € R, |Pe(z) = Pe(y)l < sup Fe(a)llz —y-

aeS"—
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En particulier, Po est convexe.

Soit S(R™) I'ensemble des formes sous-linéaires p : R" — R vérifiant :
(1) p(tx) =tp(x), VzeR"Vt>D0.
(2) p(z +y) < p(z) +ply), Ve, y € R™.

Considérons I'application 3 définie par :

PT: " — SR
C — PC) =P

Cette application est bien definie d’apres la proposition précédente. De plus, on a le
résultat suivant dt a Héormander (voir [71, 36, 37]) :

Théoréme 1.10 L’application B définie de C™ dans S(R™) est bijective. De plus, on a :
VC e C", Vvt > 0, B(tC) =tP(C) et VA, B € C", B(A+ B) =PB(A) + B(B).
Soient p € S(R"), N(p) := supy,<; p(x) et A, B € C", alors on a

d"(A,B) = N(B(A) — B(B)) = sup |Pa(z) — Pp(z)], (1.21)

rxesn—1

ou df(.,.) est la métrique de Hausdorff.

Nous aurons également besoin du résultat suivant.

Théoréme 1.11 Soient C' C R™ un ouvert borné convexe, et Py est sa fonction sup-

port. Soit x € R"™, alors P est différentiable en x, si et seulement s’il existe un unique

z, € C, tel que Po(x) = meacx(x,y) = (x,z.) Pc est différentiable en x. Dans ce cas, on
y

a VPo(x) = z,.

Rappelons la caractérisation des applications sous-linéaires (voir [86]).

Théoréme 1.12 Soit p une application sous-linéaire définie sur R™. Alors, pour tout
r € R, ona:

r) = max (x,y).
(z) yeap(o)( Y)

Remarque 1.7 L’ensemble Op(0) est appelé le sous-différentiel de p au point 0 et est
défini par :

ap(0) :=={C € R™ / ¢(y) = ¢(0) < p(y) — p(0), Vy € R"}.
Or, on sait que (R") := L(R",R) =R+ --- +R’, donc on obtient

Ip(0) ={§ e R" / (&, y) <ply), Yy € R"}.
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Comme p est conveze, alors, d’aprés le théoréeme de Moreau ([71]), Op(0) est un conveze
non vide et compact de R"™. Ainsi, Op(0) € C™ ; de plus, pour tout x € R" on a :

p(x) yg}a%)@,y) 9p(0) ()

Par suite, lapplication P de K™ dans S(R™) est bijective.
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CHAPITRE 2

Dérivation de forme de
fonctionnelles cotlit volumiques par
rapport aux domaines étoilés
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La résolution numérique de problemes d’optimisation de forme nécessite en général
d’introduire une notion de différentiabilité par rapport au domaine ou ce que 1’on appelle
la dérivée de forme. Dans ce chapitre, nous nous intéressons a une méthode de calcul de
la dérivée de forme d’une fonctionnelle cotit volumique, en utilisant une déformation de
type Minkowski. Il s’agit d’une formule en optimisation de forme qui a été introduite dans
le cas des domaines convexes par [76] et étudiée aussi par [10, 8]. Notre but alors est de
I’étendre a des domaines non convexes en 1’occurence des domaines étoilés.

Plus précisément, une formule de dérivation de forme d’une fonctionnelle cotit J du
type :

T A T(A) = /Af(x)dx,

ou A est un ouvert borné de R™ et f est une fonction définie sur R”, a été introduite
par A. A. Niftiyev et Y. Gasimov [76], en utilisant une déformation du convexe )y par
un convexe € suivant la formule (1 — ¢)Q + €2, € €]0, 1], et en exprimant la dérivée au
moyen des fonctions support. En fait, ils obtiennent la formule

i T =% +0) = T ()

e—0t €

= /890 f(x) (PQ(V[)(ZE)) - PQO(VO(I))) dO'(I),

oll que les ouverts €y et 2 bornés, convexes et de classe C?, et f de classe C!, et ot1 vy est
la normale a 0€), dirigée vers I'extérieur de €.

Récemment, cette formule a été généralisée par A. Boulkhemair et A. Chakib [10] pour
la méme famille d’ouverts, mais pour une fonction f appartenant a ’espace de Sobolev
I/Vlf)cl (R™). Ensuite, ce méme résultat a été encore une fois généralisé par A. Boulkhemair [§]
au cas d’une famille d’ouverts qui sont seulement convexes. Ils ont également proposé une
formule de dérivation de forme similaire en considérant une déformation de €2y du type
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Minkowski [86], sous la forme 2y + 2. Cette formule s’énonce comme suit : étant donnés
Qp et Q deux ouverts bornés convexes de classe C? et f une fonction appartenant a

1,1 o .
W, (R™), alors on a la limite suivante :

lim T (o +eQ) — T ()

e—0t £

_ /8 . £(x) Po(wo(z)) do(). (2.1)

Dans ce chapitre, nous démontrons un résultat qui généralise cette formule de dérivation
de forme au cas d’une famille d’ouverts étoilés. Pour ce faire, nous allons commencer par
donner quelques définitions et démontrer quelques propriétés des domaines étoilés. La
stratégie de démonstration de la formule consiste a supposer, dans un premier temps, que
Q) est fortement convexe, ce qui va nous permettre d’établir un certain difféomorphisme
entre Qy et Qy + €Q et d’utiliser par la suite les techniques classiques de dérivation de
forme. Ensuite, le cas général ou €2 est seulement convexe est traité en 'approchant par
une suite de domaines fortement convexes, tout en établissant un résultat de continuité
de la fonction jauge par rapport aux domaines étoilés munis de la distance de Hausdorff.

Ce résultat a fait 'objet d’un article soumis pour publication [14] et d’une communi-
cation au "9th International Congress on Industrial and Applied Mathematics(ICIAM19),
Valencia, Spain, from 15 to 19 July, 2019".

2.1 Domaines étoilés et fonctions jauge

Dans cette section, nous allons donner quelques définitions et démontrer quelques
résultats utiles sur les domaines étoilés. En effet, dans la littérature, il existe plusieurs
définitions d’'un domaine étoilé, nous adoptons dans ce travail, la suivante :

Définition 2.1 On dit qu’un ouvert ) de R™ est étoilé par rapport a un point xo € €2, si
pour tout x € Q (I'adhérence de Q2), on a [wo,x[= {(1 —t)zo +tx;0 <t <1} C Q. En
particulier, si xo = 0, pour tout x € §, le segement [0, z[C 2.

Remarque 2.1 Notons qu’un domaine ) de R™ est conveze si et seulement s’il est étoilé
par rapport d chaque xy € Q (voir [36]).

Dans la suite, afin de pouvoir caractériser les domaines étoilés par leurs fonctions jauge,
nous allons souvent considérer des domaines bornés étoilés par rapport a 0. Considérons
donc © un domaine borné étoilé par rapport a 0. Nous définissons sa fonction jauge ([36])
qu’on notera Jg : R® — R, par

Jo(z) =inf{\ > 0/z € \Q}.

Il est clair que {\ > 0/xz € A} est non vide puisque 0 € 2.
Le résultat suivant rassemble les principales propriétés de la fonction jauge associée a
un domaine étoilé.

Proposition 2.1 Soit {2 C R™ un domaine borné étoile par rapport a 0. Alors, la fonction
jauge Jq satisfait les propriétés suivantes :
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(i) Ja(0) =0, Jo(x) >0, Yz # 0.

(i1) Jo(tz) =tJo(x), Vo € R, Vt € R,.

(1ii) Q ={xz € R"; Jo(z) < 1}.

(iv) 002 = {x € R™; Jo(z) = 1}.

(v) Jo : R® — R est continue.

(m) Soit ' un autre domaine étoilé par rapport a 0 tel que Q' C Q, alors, Jo < Jo.
(

vit) Juo = (1/t)Jq, Vt € R%, et comme conséquence on a

— — 1
tQCQCQCEQ, vt €]0, 1]

Démonstration. Soit {2 C R" un domaine borné étoile par rapport a 0.

La démonstration des assertions (i), (i) et (vi) découle immédiatemment de la définition
de la jauge Jq et du fait que €2 est un voisinage borné de 0.

Pour démontrer (iii), Soient € R™ tel que Jo(z) < 1et e, =1 — Jg(x) > 0. D’apres la
caractérisation de la borne inférieure il existe A, tel que

1
3 r€e€et 0< Jo(x) < A, < Jo(x) 46, =1.

x

1

Puisque —x € Q et Q est étoilé par rapport a 0, alors on a [0, )\;}x[c Q. D’autre part
Ex

comme A\, < 1, donc A, )\E_zlx =z € Q. Inversement, si x € €, le fait que 2 est un ouvert

étoilé par rapport a 0 implique que x € XQ) pour tout A < 1. D’ou Jo(x) < 1.

Pour prouver (iv), soit € 0%, alors il résulte de (iii) que Jo(z) > 1. D’autre part,
comme €2 est un domaine étoilé, on a pour tout ¢t € [0, 1], tz € Q. Ce qui implique que
pour tout t € [0, 1], on a Jo(tx) = tJo(z) < 1. D’ott pour tout A > 1, on aura Jo(z) < A.
Donc Jgo(z) < 1. Par suite Jo(x) = 1. Inversement, soit © € R" tel que Jo(z) = 1, alors
onaxz ¢ Qetxe AQ pour tout A > 1. Ce qui implique que pour tout ¢ € [0,1] on a
tx € Q. Or, puisque tx — = quand ¢t — 17, nous obtenons que = € 0f).

Maintenant, puisque Jq est une fonction positivement homogene, donc pour prouver sa
continuité il suffit de montrer que {Jo < 1} est un ouvert et que {Jo < 1} est un fermé.
Cela découle de (iii) et (iv) puisque {Jo < 1} = Q est un ouvert et {Jo < 1} = Q est un
fermé. Ce qui démontre alors (v).

Pour démontrer (vii), on a, par définition de la jauge,

Jio(z) = inf{A > 0, z € MQ} = Jo((1/t)z) = (1/t)Jo(z), Vo € R", Vt € R}, (2.2)

Soit maintenant ¢ €]0,1[ et x € t§, alors d’apres (iii), on a Jio(z) < 1. Ensuite d’apres
(2.2), on a
Jia(x) = (1/t)Ja(x) < 1.

Donc Jo(z) <t < 1. Ce qui entraine que x € €. On en déduit alors que tQ C Q. Montrons
maintenant la deuxiéme inclusion. Soit € Q. Alors d’apres (iii) et (iv), on a Jo(z) < 1.
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En utilisant (vii), on a
J%Q(x) =tJo(z) <t <1.

D’ou d’apres (7i7), on obtient z € %Q Ce qui implique que Q C %Q |

Il est bien connu en analyse convexe que la fonction jauge d’'un domaine convexe est
Lipschitzienne [83]. Ce n’est pas toujours le cas pour les domaines étoilés par rapport a
0. Comme le caractere Lipschitz de la fonction jauge sera important pour la suite, nous
aurons ainsi besoin d’introduire une famille de domaines étoilés pour lesquels les fonctions
jauge associées auront cette régularité, a savoir les domaines étoilées par rapport a une
boule.

Définition 2.2 Un ouvert 2 C R" est dit étoilé par rapport a un sous-ensemble G C (2,
s’il est étoilé par rapport a chaque point de G. Autrement dit,

VeeQ, Wedl, {1-ty+tr;0<t<1}C.

En particulier, dans le cas ot G = B(0,r), r > 0, le domaine est dit étoilé par rapport a
une boule.

Le caractere Lipschitz de la fonction jauge est en réalité équivalent au fait que le
domaine soit étoilé par rapport a une boule. C’est I’'objet du résultat suivant pour lequel
nous donnons une preuve un peu plus simple que celle donnée dans [17, 36].

Proposition 2.2 Soit 0 C R" un domaine borné étoilé par rapport a 0. Alors, 2 est
étoilé par rapport a une boule B(0,r) C § centrée en 0 et de rayon r > 0 si et seulement
si Jqo est Lipschitzienne de constante de Lipschitz égale a 1)r.

Démonstration. Soit 2 C R” un domaine borné et étoilé par rapport a 0. Supposons
d’abord que Jg satisfait 'inégalité suivante, pour r > 0 :

1
Joly) — Jala)| < Ly —l, Vay R (23)
Soit y € B(0,r), z € Q et t € [0,1], d’aprés (2.3) on aura
1 1
Jo((1 —t)y + tx) < Jo(tz) + ;|(1 —ty| <t+ ;(1 —t)r=1.

Ainsi d’aprés la proposition 2.1, on a (1 — t)y + tz € Q, pour tout y € B(0,7), z € Q et
t € [0,1[. Donc Q est étoilé par rapport a la boule B(0,r).

Inversement, supposons que ) est étoilé par rapport a la boule B(0,r). Soit tout
d’abord x € 99 et considérons 'ensemble K, := conv(B(0,7) U {z}), 'enveloppe convexe
de la partie B(0,7) U {z}. Il est clair que l'intérieur de K, notée €2, est un domaine

convexe qui est par définition donné par

Q, = K, C conv(B(0,r)U{z}) == {(1 —t)y+tx;y € B(0,r), tel0,1[}.
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Donc €, est inclut dans €. Ainsi, en utilisant la propriété (vi) de la Proposition 2.1, on
obtient
Jo < Ja, < Iy

Par suite, pour tout y € R", on peut écrire

1
Ja(y) < Jo, (y) < Jo, () + Jo,(y —2) <14+ Ty —z) < Jo(z) + ;Iy — 1z,

car Jo, est une fonction convexe, Jo (r) = 1 = Jo(x) et Jpo(2) = |2|/r. D’ou pour
tout x € 0N on a )
Ja(y) — Jalz) < —ly — =l. (2.4)
Soit maintenant € R™ \ {0}, alors ¥ I( ) est dans 0f2. Ainsi d’apres (2.4) on aura
Q\T

Jo (Jix)) o (J;E:c)) = 71~

Ce qui implique par homogénéité de la fonction jauge que

1
Ja(y) — Ja(z) < ;\y —z|, Vz,yeR"™
Par suite, Jq est lipschitzienne de constante de Lipschitz % |

Remarque 2.2 La démonstration de la proposition 2.2 peut étre vue comme une autre
fagon de prouver qu’un ouvert borné étoilé par rapport a une boule est a bord lipschitzien
que celle donnée dans [57]).

En fait, de maniére générale un domaine étoilé par rapport a un point n’est pas néces-
sairement lipschitzien, ceci est illustré dans la figure 2.1.

(@ (®)

FIGURE 2.1 — (a) : Ouvert étoilé, (b) : Ouvert étoilé par rapport a une boule.

Dans la suite, afin d’établir un résultat qui permet de faire le lien entre la régularité
géométrique des domaines par rapport a une boule et celle des fonctions jauge associées
nous aurons besoin du lemme clé suivant.
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Lemme 2.1 Soit  C R™ un domaine borné étoilé par rapport a B(0,r) (r > 0), alors
(v(z),x) >r, pour presque tout x € 02,

ou v est le vecteur normal a 02 dirigé vers [’extérieur de €.

Démonstration. Soit 2 C R” un domaine borné étoilé par rapport a une boule B(0, ),
r > 0. D’apres la Proposition 2.1, on a

Q={zeR"; Jo(zx) <1}, 00 ={xeR"; Jo(z) =1}, (2.5)

De plus, d’apres la Proposition 2.2, la fonction jauge Jo est Lipschitzienne de constante
de Lipschitz égale a %, c’est-a-dire, pour tout x,y € R", on a

1
[Ja(z) = Ja(y)l < —lo —yl.
Par suite, d’apres le Théoréeme de Rademacher (voir par exemple [42]), on a

1
Va(e)| <

, pour presque tout x € R".
D’autre part, comme € est étoilé par rapport a B(0,7), d’apres la proposition 2.2, on a
0 = {Jo = 1} est lipschitzien, de plus d’apres [39] la normale extérieure a 2 est définie

pour presque tout x € 02 par

) = )]

Par ailleurs, puisque Jq est positivement homogene, on a, pour tout z € 0€,

(Vdo(a),z) = lim 2212 = Jo@) _\, (+80Ja(@) = Jo(z)

t—0 t t—0 t

= JQ(LE) = 1,

ce qui entraine que

> 1, pour presque tout x € 02

VJQ(%) > _ 1
VJa(x)] —

meszmmw

[

Nous avons alors le résultat suivant dont la démonstration est analogue a celle du

Lemma 4.3. de [10], établie dans le cas des domaines convexes, et qui est basée sur le fait
que (v(x),z) ne s’annule pas. Ceci est donc assuré dans notre cas par le lemme 2.1.

Proposition 2.3 Soit Q C R"™ un ouvert borné étoilé par rapport a une boule B(0,r),
r > 0. Alors, Jo est de classe C*, k > 1, dans R"\{0} si et seulement si Q2 est de classe
C*.

Remarque 2.3 L’argument indispensable qui a donné lieu a cette propriélé qui permet
de caractériser la régularité d’un domaine étoilé par rapport a une boule B(0,1) par celle
de sa fonction jauge est : (v(x),z) > r p.p. tout © € IS). Cette propriété n'est pas toujours
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vérifiée pour les domaines étoilés par rapport a un point méme s’ils sont assez réquliers.
Ceci est illustré dans la figure (2.2).

(®)

FIGURE 2.2 — (a) : Ouvert étoilé, (b) : Ouvert étoilé par rapport & une boule B(0,r).

Nous aurons également besoin du résultat suivant concernant la continuité de la fonc-
tion jauge par rapport a la famille des domaines étoilés par rapport a une boule munie de
la métrique de Hausdorff.

Proposition 2.4 Soit A et B deuxr domaines de R"™, bornés et étoilés par rapport a la
boule B(0,r), r > 0, tels que A C B. Alors, on a

1 _
sup |J4 — Jp| < —QdH(A, B) (2.6)
Sn—1 T

Démonstration. Soit z € B ; puisque A C B, alors il existe y, € A tel que d(z, A) =
|z — y.|. Par suite, comme J4(y,) = Jp(z) = 1,ona

[Ja(@) = Jp(2)| < |Ja(x) = Ja(ya)| + [Jaye) — J(@)] = [Ja(2) = Jaly:)|- (2.7)

Or, d’apres la Proposition 2.2, la fonction jauge J4 est lipschitzienne de constante de
Lipschitz %; alors,

[Ja(@) = Ja(ya)l < 771 a — yal =77 d(z, A). (2.8)

Donc,
| Ja(z) — Jp(x)| < r~ld(z, A).

Puisque x € 0B, on obtient

|Ja(z) — Jp(z)| < r~'supd(z, A) = r~'d¥ (A, B).

2€B

x
Soit maintenant z € S"~!. Comme ——— € OB, par homogénéité des fonctions jauge J4

JB([E)
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et Jg, on a

JB(Q;)) B JB(JB(Q;)

|[Ja(x) = Jp(2)] = Jp(2)|Ja( )| < Jp(a)r~'d" (A, B),

et comme B(0,r) C B, on aura alors
Jp(x) < Iy (x) = |z|/r =1/r.
D’ot le résultat. u
Nous terminons ce paragraphe en donnant un résultat de stabilité de la famille des

domaines étoilé par les opérations d’addition au sens de Minkowski et de la multiplication
par un scalaire (voir [83]).

Lemme 2.2 Soient )1 un conveze borné contenant 0 et 2y un domaine borné étoilés par
rapport a une boule B(0,7), r > 0 et soit A un réel strictement positif. Alors, Qq + Qo et
Ay sont des domaines €toilés par rapport a une boule B(0,r), avec

Ql+QQ = {IL‘l‘I—l‘Q/ X1 GQl, T GQQ}.

et
Ay ={ z [z e}

Démonstration. Soit z € Q; + Qy = Q; + O, alors il existe 1 € Q; et x4 € O tels que
xr = x1 + 2. Par hypotheése, pour tout y € B(0,7) on a

{tr1;0<t<1}CQ et {(1—t)y+tey;0<t<1}CQy
Soit maintenant ¢ € [0, 1[ et w € B(0,r). Vérifions que
(1—t)r+tw=(1—t)x1+ (1 —t)as +tw € Q + Q.
D’apres la Proposition 2.1, on a (1 —#)Q; C Q;. Donc, (1 —t)x; € Q. Par suite,
(1 =tz + (1 —t)xe + tw € Qp + Q.

Donc, Q7 + €5 est un domaine étoilés par rapport a la boule B(0,7). En utilisant les
mémes arguments on peut montrer que A{)y est un domaine étoilés par rapport a la boule

B(0,r).
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2.2 Dérivation de forme pour une famille de do-
maines étoilés de classe C*

Dans ce paragraphe, nous allons présenter une géneralisation de la formule (2.1) de
calcul de la dérivée de forme d’une fonctionnelle intégrale volumique du type

O CR s J(Q) = /Qf(x)dx

pour une classe de domaines étoilés de classe C2. Pour ce faire, nous considérons l’espace
U,q des domaines admissibles défini par :

Uyg := {Q CR™ / Q non vide, ouvert, borné, étoilé par rapport & une boule et de classe C*},
et notons aussi par Cyy la famille des domaines suivante :
Coq := {Q CR™ / Q non vide, compact, étoilé par rapport & une boule}.

Ainsi pour tout Q € Uy, on a Q € C,q, on peut alors lui associe sa fonction support
Pg = sup(., x). Or, puisque
z€N
sup(., z) = sup(., x),
zef TEQ

nous noterons alors souvent Py par FPo.

Nous avons alors le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 2.1 Soit Qy € Uyg,  C R™ un domaine convexe borné et f € WH(D), o D
est un domaine borné réqulier assez grand pour qu’il contienne tous les ensembles (g +£€2,
e € [0,1]. Alors, on a la formule suivante

. T(Qo+eQ) — T (o) .
lim = /890 f(z)Po(vo(z))do(x). (2.9)

e—0t €

ou vy est la normale a 08y dirigée vers l'extérieur de ().

La stratégie de la démonstration consiste a supposer, dans un premier temps, que {2
est fortement convexe. Ce qui va nous permettre d’établir un certain difféomorphisme
entre €y et g + Q) et d’utiliser par la suite les techniques classiques de dérivation de
forme. Ensuite, le cas général ou {2 est seulement convexe est traité en utilisant une
approximation par une suite de domaines fortement convexes.

La démonstration de ce théoréme est basée sur un certain nombre de résultats de
géométrie et d’analyse que nous allons démontrer par la suite sous forme de lemmes.
Notons également que la preuve de ce résultat utilise beaucoup les techniques d’analyse
convexe via les fonctions jauge, ce qui nécessite de supposer dans un premier temps que
Qo et €2 sont des voisinages de 0. Le cas général sera traité par la suite.
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Cas d’une déformation avec des domaines fortement convexes

Dans cette section, nous allons commencer par supposer que le domaine avec lequel
on déforme est fortement convexe. Pour cela, soit €0y € U,y et 2 un domaine fortement
convexe et on suppose qu’ils sont tous les deux des voisinages de 0. Nous allons construire
une correspondance entre )y et Q de maniére explicite, en utilisant certaines propriétés
géométriques du domaine 2. Pour cela, nous construisons tout d’abord cette correspon-
dance entre 'y = 0Qy et I' = 0€). Ce résultat fait objet du lemme suivant.

Lemme 2.3 Soit Qo € Uyg et Q un ouvert borné de R™ de classe C* supposé fortement
convexe. Alors, il existe une application ag : I'g — T telle que pour tout x € T'y, on a

Po(vo(x)) = (no(x), ao()), (2.10)

ou vy est la normale a 0€)y dirigée vers ['extérieur de Qy. De plus, lapplication ag satisfait
les propriétés suivantes :

(i) Pour tout x € 9y, v(ag(x)) = vo(x), ot v est la normale a O dirigée vers
lextérieur de Q.

(i1) L’application ag : 00y — OQ est de classe C*.

Démonstration. Soit €y € Uy,q et Q un ouvert borné de R" de classe C? supposé fortement
convexe. D’apres [86], la fonction support Py est de classe C* sur R™ \ {0}. Alors en
particulier elle est de classe C? sur Vgn-1, un voisinage de la sphére. Maintenant, pour
tout x € R"™, considérons I’ensemble suivant :

F(Qz)={yeQ; Poly) = (y,2)}.

Comme Py est différentiable en vy(z), pour tout € Iy, il découle du Corollaire 1.7.3
de [86] que I'ensemble F(Q, vo(z)) contient le seul élément V Po(vp(z)). Do,

F(Q,1(2)) = {y € @5 max(y,2) = (y,10(2))} = {VPa(vo(2))}.

Comme V Pq(1vy(x)) € supp(Q), d’apres la proposition 1.6, on a supp(Q) C 0. Donc,
Définissons ainsi I'application ag par :

agp . FO ::890 — F:aQ
x —  ag(z) = VPo(w(r)),

et montrons qu’elle vérifie (i) et (iz). Puisque Q de classe C? et fortement convexe, alors
la fonction normale v : I' — S ! est un C!-difféomorphisme dont I'inverse est donnée par
(voir par exemple [86],[10])

v iiye S = vl (y) = VPa(y) €T

Comme Qg est de classe C2, alors on peut lui associer un vecteur normal vy : 'y — 57!
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de classe C! (voir par exemple [33, 57]). Ainsi, pour tout x € Ty, on a
ap:x € Ty ag(z) = VPo(vo(z)) = v (vo(z)) €T.
Donc, Papplication ag est de classe C! et de plus on a v(ag) = 1. [

Nous allons maintenant étendre la définition de ag a une application définie de €2y dans
(), puis méme a une application définie de R™ a valeurs dans R". En effet, considérons
I’application a définie sur R", en fonction de ag, par

a: R* — R"
0 siz=20
Jo, (%) ag < ) six # 0.

JQO (17)

r — a(x) =

En se basant sur la Proposition 2.1, la Proposition 2.2, la Proposition 2.3 et le Lemme 2.3,
on montre le résultat suivant (voir [10], pour plus de détails).

Lemme 2.4 Soit Qy € U,q et Q C R"™ un ouvert borné de classe C? et fortement convexe
et on suppose qu’ils sont tous les deux voisinages de 0. Alors, lapplication a : R™ — R”
satisfait les conditions suivantes :
(1) a = ag, surDy.
(i1) a() C Q et a(R™\ Q) C R™\ Q.
(i17) a est positivement homogéne et de classe C* sur R\ {0} et elle est lipschitzienne
sur R™.

Maintenant, en utilisant le champ de vecteurs a, pour tout € > 0, considérons I'appli-
cation déformation de I'identité ®. définie par :

O (x) := (Idgr + €a)(x).

Comme l'application a est lipschitzienne sur R, il est bien connu que si € est suffisamment
petit, alors ®. est un homéomorphisme lipschitzien de R™ sur R™ (voir par exemple [30]).
De plus, d’apres le théoréme de I'inversion locale, @, est un C!-difféomorphisme sur R™\ 0.

Le lemme suivant nous permet de démontrer un résultat crucial qui concerne le para-
métrage du domaine €2, a 'aide de I'application ®..

Lemme 2.5 Soit Qg € U,y et Q un domaine borné de classe C* fortement convexe dans
R™ et on suppose qu’ils sont tous les deux voisinages de 0. Pour tout € > 0, considérons le
domaine Q. = Qo+ et Uapplication @, : x — x+ca(x). Alors, pour tout € suffisamment
petit, on a :

(1) P(0Q0) = 0y €0 et 00 C I(P-(Q))-

(1) ®.(Q) = 0.

Démonstration. émontrons I’assertion (7). En utilisant le Lemme 2.3 et le Lemme 2.4,
on a a(z) = ag(x) € 0N et vy(z) = v(a(z)), pour tout x € 9. Ainsi,

O () = x + ca(z) € 0 * 0N2.
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Inversement, soit z € Qg x €052, il existe alors (z,y) € 0Qy x 0, tel que z = = + €y et
() = vea(ey) = v(y). En utilisant encore une fois le Lemme 2.4, on aura a(x) € 052
et vo(x) = v(a(z)) = v(y). Ensuite, en appliquant le Lemme 1.3, on obtient a(x) = y.
Donc, z = x4 ca(z) = () € P(0€). Par suite, D.(0Q) = I x €02 En appliquant
maintenant le Lemme 1.4, on obtient

8@8 = 0(90 + €Q) - 890 *8(59) = 890 *e0f) = (198(8@0) = 8@8(Q0)

ce qui acheve la preuve de (7).
Montrons maintenant I’assertion (i7). D’apres le Lemme 2.4, on a a(£2) € Q. Donc,

O (20) = (Idge + £a)(20) € Qo + ca(o) C Qo+ 0 C Q..

Ensuite, afin de montrer 'inclusion inverse, on aura besoin tout d’abord de considérer la
fonction jauge de ®.(€2). Pour cela commengons par vérifier que ®.(£2y) est un domaine

étoilé par rapport a 0. En effet, soit y € ®.(€)), montrons que [0, y[C P.(£2y). Comme P,

est un homéomorphisme, alors ®.(£y) C ®.(p). Donc, il existe x € Qy, tel que y = P, ().
Comme € est étoilé par rapport a 0, alors [0, 2[C . Soit maintenant z € [0, y[, alors
il existe t € [0, 1], tel que z = ty = t®.(z). Or, d’apres le Lemme 2.4, 'application a est
positivement homogene, donc O, (tx) = to +cta(zr) = tP.(z). Donc, z = O (tz) € ().
Par suite, ®.(£y) est étoilé par rapport a 0.

Supposons maintenant par I'absurde qu’il existe = € €2, tel que x € R™"\®.(€)), c’est
a dire que l'inclusion ®.(€2y) C €2 est stricte. En particulier, on a Jo_q,)(x) > Jo.(x).
Ainsi, d’apres la Proposition 2.1 on sait que 0 < Jo,(z) < 1 et Jo_qy)(z) > 1. Considérons

alors z* = ng(az) € 0Q.. On aura Jp_(q,)(2*) = %&%x) > 1. Donc, z* ¢ 9(P.(p)). Ce

qui est en contradiction avec l'assertion (7). Par conséquant, ®.(£2y) = .. |

Nous allons maintenant démontrer le Théoréme 2.1 dans le cas ou €2 est un ouvert
borné fortement convexe et de classe C2.

Démonstration du Théoréme 2.1 dans le cas ou {2 est fortement convexe.

La démonstration de ce Théoreme 2.1 dans le cas ou €2 est fortement convexe et de
classe C? se base essentiellement sur le Lemme 2.5. En effet, d’aprés ce lemme, il existe
un C!—difféomorphisme ®, qui satisfait les propriétés suivantes :

d

@0 - Ian, Z %

. =a:= Jo,(z) VPq <V0 (

e=0

W)) et (I)E(Qo) = QO + e€d.

Le probleme du calcul de la dérivée se réduit alors au cas classique d’une déformation de
Qo par un difféfomorphisme ou, plus précisément, un homéomorphisme Lipschitz. Ainsi,
d’apres [85], par exemple, nous aurons la formule de dérivée de forme suivante :

11m

e—0t 15

- /a (@) (al@). vo(a) do
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Ensuite, d’apres le Lemme 2.3 et le Lemme 2.4, on a

(a(x),vo(x)) = (apg(x),vy(x)) = Po(rp(z)), pour tout z € 9.

D’ou
. T+ Q) — T ()
1 = P, d .
Jim, ; o, 4 () Pal0(z))do (z)
Ce qui acheve la preuve du Théoreme 2.1 dans le cas ou €2 est fortement convexe. [

Cas général ou (2 est convexe

Dans ce paragraphe, afin de démontrer la formule de dérivation de forme dans le cas
géneral ou {2 est seulement convexe, 1'idée naturelle pour y procéder est d’approcher {2
par une suite de domaines fortement convexes. Pour cela, nous aurons besoin du lemme
suivant (voir [10]) :

Lemme 2.6 Soit Q@ C R™ un ouvert borné convexe, alors il existe une suite (QF)ren
d’ouverts bornés réguliers et fortement convewes, telles que QF C Q et

0°.0) — 0. (2.11)

k—o0

Cette approximation nous permet d’établir les deux lemmes suivants, qui seront tres utiles
lorsqu’il s’agit de démontrer le Théoreme 2.1.

Lemme 2.7 Soit Qg € U,q, 2 C R™ un ouvert borné conveze et (Qk)keN une suite de
domaines fortement convezes, telle que Q, C Q, pour tout k € N et que (2¥)ren converge
vers Q) au sens de (2.11). Alors, pour tout € € [0, 1] et pour tout k € N, on a

d1(QF,0.) < ed (@, 0).
ot ng :QQ+€Qk et Q€ :Qo+€Q.

Démonstration. Soient Q2 C R" un ouvert borné convexe et (2%).cy une suite d’ou-
verts bornés réguliers et fortement convexes, telle que QF C €, pour tout k € N et
dH(Qk,ﬁ) — 0. D’apres [86], on a

—00

d1(QF, Q) = d (o + 0", 0 + £Q) < d¥ (Q, Qo) + d¥ (0", £00).
Comme €2, C €2, on a

A0, Q) = sup d(z, Q") = ed™ (Q", Q).

x€ed

Par suite,
d1(QF Q) < ed (@, Q).
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Ensuite, nous avons le résultat suivant :

Lemme 2.8 Soient Qy € Uyq, Q2 un domaine borné conveze, tous deux voisinages de 0, et
f e WEHR™), et soit () e une suite de domaines fortement convezes telle que Q C €,
pour tout k € N, et que (Q¥)gen converge vers Q au sens de (2.11). Alors, il existe une

constante C' > 0, telle que, pour tout k € N et pour tout € € [0,1], on ait

7k J—
< Ce|flwrrpyd™ (@7, Q),

/ng f(z)dx — /st(x)dx

o QF = Qg+ et Q.= Qg+ 0.

Démonstration. Soit r > 0 tel que g soit étoilé par rapport a la boule B(0,r) et soit
B(0, R) C D une boule choisie suffisamment grande pour que

Qo + Q2 C B(0, R) pour tout € € [0, 1].

D’apres le Lemme 2.2, Q. et QF sont des domaines étoilés par rapport a la boule B(0,r)
pour tout € et k. Désignons respectivement par J. et J* les fonctions jauge associées.
En appliquant la formule de changement de variable pour les coordonnées polaires [42],
on a alors pour tout € € [0, 1] :

/QE f(z)dz = /Rn Xo: f(x)dx = /0+°° /Snil Yor (pw) f(pw) " dpdeo.

D’apres la proposition 2.1, on a Q¢ = {J. < 1}, dong,

~

(p)-

1
’JE(W)]

1, sipweQF {1, J-(pw) < 1 {1, p < Jiw

Xas\pw) = = =X
() {O,sinon 0, p> — 0

Do,
de = [ " dpdu.
o J(@)de = | s S ()P dpdw

J

De méme, on a

f@yde = [ [ flp)p dpdo.
: 0 gn—1
Posons alors

() = [ fe)de— [ fyde.

Q. QF

On a donc

B =[5 few)p dpd.

TE(w)

Ceci nous permet d’estimer I*(f) de la maniére suivante :

J(w) = JE(w)
Je(w) JE(w)

sup | f(pw)p" " dw. (2.12)

1 1
pE[Jg(w)’Je(w)]

<

Sn—1
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D’autre part, d’apres le Lemme 2.6, on a Q% C Q et par suite
B(0,7) € Qf € Q. C B(0,R), pour tout et k.
Il découle alors de la Proposition 2.1 que
Ipo.r) < Je < JF < Jpon.

Or, T (x) = El et T () = L (voir [59, 86]), (2.12) devient alors :

TEDN < B [ 1) = JE@)] sup | f(pw)p™ o,

st pE[r,R]

En utilisant le fait que Q. et QF sont des domaines étoilés par rapport a B(0,7), que
OF C Q. le Lemme 2.7 et le Lemme 2.4, on obtient

1 . .
sup |J. — JF| < = d" (@, Q) < = a"(@",9).
Sn—l T

r

Par suite,

I < 1o @) [ sup [l

"=1 pe[r,R]

Ensuite, en appliquant le Lemme 1.1 & la fonction p — f(pw) p"~!, on obtient

i< et o [ [ (1l (5=

-7 + |Vf(pw)!p“> dp

RQ |f ()]
< —dH Q" Q)
< /<M<R(R L 22w+ 97 )
R%c 1 n—l
< et a ( )
< et (L [ 5@+ (97 da
R2% 1
< @t o (- >||f||wu
ce qui acheve la preuve du lemme. |

Nous allons maintenant donner la preuve du résultat principal de ce chapitre dans le
cas général.

Preuve du Théoréme 2.1 dans le cas ou 2 est convexe. Soient €}y € U,q, 2 un
domaine borné convexe, tous deux voisinages de 0, et f € W21 (R™). D’aprés le Lemme 2.6,

il existe une suite (Q2%)geny d’ouverts bornés suffisamment réguliers et fortement convexes
7]{: J—
telle que Q% C Q et d4(Q7, Q) — 0. On a
—00

J () _ /{9Q (@) Pavo(x))do(z) i (/Q flayde - [ f(x)daf>

€

j(Qo—FSQ) —
g

v2 ([, s [ s@ie) = [ )P @0
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+ [ 1) (Par(0l@) = Poon(a)) ) do(a). (213)

%

Soit 6 > 0. D’apres le lemme 2.8, il existe ky € N, tel que pour tout k > kg et pour tout

e €]0,1], on a
(/ fla)da — /Q f(x)dx)

D’autre part, en utilisant la formule donnée dans la Proposition 1.10, on a

1

€

<. (2.14)

£
k

[, F@)(Pa (@) = Pa(wo(a))do(a)| < [ |fldo sup [Po,(@) = Pala)

zesSn—1

<d"(@.9) [ |fldo.

D’apres le Lemme 2.6, on a d*(Qy, Q) — 0. Ainsi, pour ce méme & > 0, il existe
—00

k1 € N, tel que, pour tout k£ > £y, on ait

mouwﬂqu»—amM@»wwﬁ<d

En prenant maintenant ks = max{ko, k1}, comme €, est fortement convexe, d’apres la
premiére partie de la démonstration, il existe g5, tel que, pour tout e €]0, 4], on ait

1 ( o f(x)dx — /Qo f(x)d:c) = oo (z)(Pa,, — Pay)(vo(w))do(x)

J. 2.1
: <6 (215)

Par suite, en utilisant (2.14) et (2.15), on obtient, pour tout & €]0, 5],

1 (/ F(w)dr — /Q f(x)dx> _ /m F(2) (P — PQO)(VO(:E))dU(x)' < 35,

3

Ceci acheve la démonstration du Théoreme 2.1 dans le cas ou €2 est convexe et 2y, €2 sont
voisinages de 0. [

Nous allons maintenant démontrer le Théoreme 2.1 dans le cas ou €2y et €2 ne sont pas
nécessairement voisinages de 0. Pour cela, nous aurons besoin du résultat suivant dont on
peut trouver la preuve dans [57], par exemple.

Lemme 2.9 Soit (V. )o<.<., une famille de C'—difféomorphisme de R™ a valeurs dans
R", telle que Uo(z) =z, (g,2) — V() et (e,y) — ¥ (y) sont de classe C* sur [0, go] x
R™. Alors, pour tout f € VVZM(]R"), on a:

oc

im 2D =S Gy Lo | dans L1 (R,

e—0+ € de e+

Afin de démontrer le Théoreme 2.1 dans le cas général ou €2y et 2 ne sont pas des
voisinages de 0, Nous aurons besoin du résultat suivant.

Théoréme 2.2 Soit Uy € Uy, 2 un domaine conveze, tous deux voisinages de 0, et
soient a,b € R™ et f € WHY(D) ou D est un domaine borné suffisamment grand et
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réqulier, tel que Qo+ a + (2 +b) C D pour tout € € [0,1]. Alors, on a

T Qota+e@Q+b) -T2 +a)
lim — /8 ooy Prr(vua@)f(@)do. (216)

e—0t €

0l Vo, +q €St la normale a 02y + a) dirigée vers lextérieure de 2y + a.

Démonstration. Par changement de variable, on a

J(a+Qo+e(b+Q) —T(a+ Q) J(a+eb+ Q) — T(a+ Q)

£ 9

= i</9 f(a+5b+x)d:17—/gof(a+$)d$>-

€

Notons par f. = f(a+ b+ x), fo = f(a+ x), alors on a

9 €

JerotsQEB =T ([ s~ [ fulo)ds).

€

Tout d’abord, d’apres la Proposition 2.9, on a
li fa - fD
im

e—0t 15

= Vf(x+a).b=div(f(z + a)b) dans L (R").

Considérons ainsi la décomposition

I(e) = /Q (i(fa — o)) — div(f(z + a)b)(:v)) dz + /Q div(f(z + a)b)(x)dz
s ([ s+ 0@ - [ fa+ o).

£

On a
[ (3 o= 1)(a) — div(f (@ + b)) da| < [ ‘i(fs — fo)(@) — div(f(z + a)b)(x)| dz.

Donc,
tim [ [ (20~ @) = dv(f @+ ab)(a) ) do] =0, (217)

D’autre part, comme la convergence au sens de Hausdorff de €. vers €y entraine que
Xq. converge presque partout vers yq, quand ¢ — 07, alors en utilisant le théoréme de
Lebesgue [20], on a

/ div(f(z + a)b)(z)(z)dx - div(f(z + a)b)(z)(z)dz. (2.18)
< e— Qo

Ainsi, en utilisant les convergences (2.17) et (2.18) et en appliquant le Théoreme 2.1 a la
fonction f(a + z), on obtient

lim L0t Qe+ Q) = Tlat Q) /{9  flara)Po(wo() do(a)+ | div(f(oa)de,

e—0+ € Qo
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Par application de la formule de la divergence, on a

lim j(a+Qo+€(b+Q)—j(a+Qo)

e—0t IS

:/890f(x+a)PQ(y0(x))dU—l— mof(:p—ka) b.vg(x) do

= [z 4+ a)Pyio(vo(z)) do

= oy F @ Prea(vron(@)) do

Démonstration du Théoréme 2.1 dans le cas général Soient )y € U,q et €2 un
domaine borné convexe, qui ne sont pas nécessairement des voisinages de 0. Soit ¢ € 2
et cg € y. Les domaines ¥y = g — ¢y et X = Q — ¢ sont alors des voisinages de 0. En
appliquant la formule (2.16) en prenant a = ¢q et b = ¢, on obtient

T(So+a+tE+b)—T(So+a)  T(Q+192) — T(Q)

t t
Par conséqueant, on a
tim, TN ZTE) _ [ 0) P, () do (),
e—0+ € a(90)
ce qui termine la preuve du Théorme 2.1. [ |

Remarque 2.4 Le résultat de ce théoreme peut étre vu comme une généralisation de
la formule connue dans la théorie de Brunn-Minkowski [59, 86, 92] au cas des domaines
étoilés. En effet, dans la théorie de Brunn-Minkowski, la formule suivante est bien connue :

e—0t 15

_ /a . Palvo(@))do (), (2.19)

ou V est la mesure de Lebesque et €y,  sont des domaines bornés convexes. Ainsi, la
formule (2.9) du Théoréme 2.1 est une extension de la formule (2.19) au cas des domaines
étoilés.

Le dernier résultat de ce chapitre est une formule de dérivation de forme pour une
fonctionnelle cotit ou la fonction f dépend de la famille de domaines.

Formule générale de calcul de la dérivée de forme

Nous allons maintenant établir un résultat de calcul de la dérivée de forme par rapport
a la famille U,4 d’une fonctionnelle cotit J qui fait intervenir une fonction fo qui dépend
du domaine ). Cette situation est fréquente dans les applications.

Théoreme 2.3 Soient g € U,q, 2 un domaine convexe borné et ). = g + Q2. Soit
(f-)= une famille de fonctions de L*(D) telle que fo € WH(D) et soit h une fonction telle
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que

lim =90y dans LY(D).

e—0t £

Considérons la fonction :
I(e) = | f(z)dz.
Qe

Alors, on a

lim I(e) = 1(0) = /Qo h(z)dx + /890 fo(z)Po(vo(z))do(z), (2.20)

e—0t £

ot vy est la normale a 0y dirigée vers lextérieur de $.

Démonstration. Soient €2y € U, et 2 un domaine convexe borné. Alors, on a

() — 1(0)

€

-/, (20 = W)@) = b)) da+ [ h(z)dz + (/ @)z = [ fow)de).

Par hypothése, on a lim._,o+ @ = h dans L'(D). Or,

/5 (i(fe —Jo)(@) — h(l“)) dr| < | 'i(fa ~ fo)(@) — h(z)| dz.
Donc,
lim / (i(fa = fo)(z) — h(:c)) da:’ = 0. (2.21)

D’autre part, comme la convergence au sens de Hausdorff de Q. vers Qy entraine que
Xq. converge presque partout vers yq, quand ¢ — 07, alors en utilisant le théoreme de
Lebesgue [20], on a

/ h(z)de —— [ h(z)dz. (2.22)

e—=0t JQo

Ainsi, en utilisant les convergences (2.21) et (2.22) et en appliquant le Théoréeme 2.1 a la
fonction fy, on obtient

I(e) = 1(0)

Jm S22 = [ h@de [ o) PoGn(e)do(a).

d’ou le résultat. [ |
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Dans ce chapitre, nous abordons une question importante, a savoir celle de I'existence
de la dérivée de forme pour une fonctionnelle cotit surfacique. Nous établissons un résultat
d’existence de la dérivée de forme de fonctionnelles cofit surfaciques pour une famille
d’ouverts étoilés, en utilisant une déformation de type Minkowski par des convexes. Ceci
en explicitant sa dérivée de forme via les fonctions support. Celle-ci se base sur quelques
propriétés géométriques sur la somme de Minkowski d'un domaine étoilé et d'un domaine
convexe ainsi qu'un résultat de continuité uniforme de 'opérateur trace. Par ailleurs,
I'idée de la démonstration est d’établir dans un premier lieu une formule dans le cas d’une
déformation par des fortement convexes. Ensuite, nous allons présenter une extension de
cette formule pour cette méme fonctionnelle dans le cas général.

3.1 Position du probleme

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a l'existence de la dérivée de forme d’une
fonctionnelle cotit surfacique du type

QO C R — K(Q) = /ém g(z)do(z)

pour une classe d’ouverts étoilé en utilisant une déformation dy type Minkowski par des
convexes, ou g est une fonction définie sur R”. Il s’agit en fait de proposer une nouvelle
formule de dérivée de forme de ce type de fonctionnelles via les fonctions support. Pour
ce faire, soit D un ouvert convexe borné assez régulier et soient 29 C D un ouvert borné
étoilé par rapport a une boule centrée en 0 et €2 un ouvert convexe borné de D, tous
les deux de classe C?. Considérons une variation du domaine €y a 'aide de Q via une
déformation du type Minkowski sous la forme :

Q. =Q+eQ, €¢€]0,1]. (3.1)

47
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Notre objectif est de montrer 'existence de la dérivée de I'application :

e e 0,1 K(QL) = /8  9(@)do.(z)

en 0T, tout en explicitant son expression via les fonctions support.

3.2 Existence de la dérivée de forme

Dans ce paragraphe nous commencons par établir un résultat d’estimation uniforme
tres utile dans le cas de déformations de domaines étoilés par des fortement convexes, qui
se base sur les deux lemmes suivants.

Lemme 3.1 Soit A, B et C des ouverts bornés non vide de R, tels que B C C, alors
on a

A+BCA+C. (3.2)

Démonstration. Soit A, B et C' des ouverts bornés non vide de R™. Alors, on a

|
o

A+B=A+

?

or par hypotheése B C C, donc

]
|

A+B=A+BCA+C.

Ainsi, une condition suffisante pour avoir 'inclusion (3.2) est de montrer que
A+CCcA+C

Ce qui revient alors a démontrer que 0A + C C A+ C, car on a

A4+C=(AUdA)+C=(A+C)U(0A+C).

Soit € 0A 4+ C, il existe alors a € 0A et ¢ € C, tels que x = a + ¢. Comme C' est
ouvert, alors il existe r > 0, tel que B(c,r) C C. D’autre part, puisque a € JA, alors
B(a,r) N A # @. Soit ainsi b € B(a,r) N A et soit y = b — a, donc

y € B(a,r) — {a} = B(0,7). (3.3)
Par suite, en utilisant (3.3) et le fait que a +y =b € A et B(c,r) C C, on obtient
r=a+c=a+y+c—y=b+c—yecA+c—B(0,r) C A+C.

Dou A+ C C A+ C. Dou le résultat.
[ |

Nous aurons également besoin d'un résultat de continuité de 'application trace, qui
fait 'objet du lemme suivant.
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Lemme 3.2 Soient D un ouvert borné de R™ et A C D un domaine étoilé par rapport a
la boule B(0,r) (avec r > 0), alors il existe une constante ¢ > 0 qui ne dépend que de r
et de D, telle que

I9llz204) < (D7) |gllaray, Vg € HY(A). (3.4)

Démonstration. Soient A C D un domaine étoilé par rapport a la boule B(0,r), alors
d’apres la Lemme 2.1 on a

(Vga(x),x) > 1, pour presque tout z € JA, (3.5)

ou vy4 est le vecteur normal a 0A dirigé vers l'extérieur de A.
Soit g € H'(A), en utilisant I'inégalité (3.5), on peut écrire

o3 = [ lo@Pdote) = [ slg@)Pdo(e) < [ (oata). 2)lg(a) Pdoto),

puis en appliquant la formule de Green, on aura

30 < [ Goala),adlg(e)dota)
= [ divlg(e) Plds:)do (@)

n 2
= 2 [ lg@)Pdo(x) + = [ g(Vg(x). 1z )do ().
On obtient ainsi
9820 < ol + = sup ] [ lo(@)IVg(@)ldo(a).
r T yeA A
Ensuite en appliquant 'inégalité de Young et en utilisant le fait que A C D, on aura

N, o 2 9 9
— + —su + ||V .
, ||9||L2(A) , yep||y||(||9||L2(A) | 9||L2(A))

||g||%2(8A) <
Donc

1911720.4) < C(n, 7, D)lgll 14y

avec

n 2
C(”?ﬁ D) = *"‘*SUPHZ/H-
[ |

En utilisant maintenant le fait qu'il existe une suite (Q2%)pey d’ouverts bornés suffi-
samment réguliers et fortement convexes (voir par exemple [10, 86]) telle que Q C QF
et

lim ¢%(Q",Q) =0, (3.6)

k—o0

nous démontrons maintenant le résultat clés de l'existence de la dérivée de forme de
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fonctionnelles surfaciques.

Proposition 3.1 Soit D un ouvert convexe borné assez réqulier suffisamment large. Soit
g une fonction de H' (D), alors il existe une constante C = C(g, D,r) > 0 indépendante
de e €[0,1] et de k € N, telle que

/mm g(x)do — /695 g(x)do

ot QF = Qy + e et Q. = Qy + Q.

< C(g,D,r)ed"(Q",Q),

Démonstration. Soient {2y C D un ouvert borné étoilé par rapport a une boule B(0,r),
r > 0 et  un ouvert convexe borné de D, tous les deux de classe C?. Soient ¢ € [0, 1] et
k € N, définissons les domaines suivants :

QF = Qp +0F et Q. = Qo+ 0.
Considérons maintenant le probleme aux limites suivant :

Trouver v solution de :
—Av +v =0 dans QF \ O, (3.7)
=g sur O(QF \ ),

Par construction de la suite (2%),en, on a pour tout k € N et pour tout ¢ €]0,1] :
eQ C 0", (3.8)

Ainsi en utilisant (3.8), puis en appliquant le Lemme 3.1 aux domaines €, €0 et €QF on
obtient
Q=0 +eQCQF =00 +QF, V(e k) €0, 1[xN.

Donc, les bords 9QF et 9. ne se touchent pas. Ainsi le probléme (3.7) est bien posé.
Comme g € H'(D) alors par application du Théoréme de Lax-Milgram le probleme (3.7)
admet une solution unique, qu’on notera par 9., € H'(QF\ Q.). Montrons alors qu’il
existe une constante ¢ indépendante de ¢ et k telle que

/8% g(x)do — /{m g(x)do

€

< cd"(QF,9Q).

En effet, en utilisant le fait que 9. est solution du probléme (3.7), on a

/agfg g(x)do — /895 g(x)do

— ‘/8955 0,V (x)do — /895 0,V (x)do

/ 0,9 (x)do
O(QE\Q.)

)
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puis en appliquant la formule de Green, on aura

/agg g(z)do — /895 g(x)do| = /Q’g\ﬂe div(Vi. i) (z)dx| = /ng\Qg AV, g (z)dx|.
Or AV, = . dans ﬁf \ €, alors on a
/agg g(x)do — /8525 g(z)do| = /Qk\Q Ve p(z)dz) .

D’apres le Lemme 2.2, les domaines Q¥ et €. sont étoilés par rapport a la boule B(0, 7).
De plus, comme 'ouvert D est choisi assez grand, alors on a

B(0,7) C Q. CQF c D, V(e k) €[0,1[xN. (3.9)

Ainsi en utilisant la Proposition 4.1, il existera une constante oy = oo(r, D) > 0, telle que
pour tout ¢ et k, les ouvert QF et Q. vérifient la condition du op—cone. Donc, il existe
une extension de v, a D, qu'on notera par V., € HY(D) et une constante L,, > 0
indépendante de € et k (voir D. Chenais [27]), telle que

19kl a1 (D) < Lool19e sl a1 2102.)-

On aura donc

/ 9@ [, 9(a)do| = /m

En appliquant par suite le Lemme 2.8 aux ouverts QF et Q). et a la fonction 557k, il
existe alors une constante C' > 0 indépendante de ¢ et k telle qu’on a

/8ng g(x)do — /BQE g(x)do

En appliquant I'inégalité de Holder, on obtient

/amg(x)da—/m g(@)do| < CYND)d" (QF, ). il a2 )

< Loy CA(D) d™ (O, Q)= i 1

557;‘, dx.

VR d
o, st

< Cd™(QF, Q)| klwra o).

Pour conclure il reste a estimer uniformément la norme [ 1| 1m0,y par rapport a
e et k. Comme 9. est solution du probléme (3.7), alors en prenant ¢ = v, comme
fonction test dans la formulation variationnelle, on obtient

[V,

2
= O Ve ;e do.
(25\Q) /8(%\95) kVe pdo
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Ainsi en utilisant le fait que 9,9, = g sur 9(QF \ Q.), on aura
||?9s,k”12ql(szg\sz€) = /an gve pdo + /896 gve pdo
< glz2@or) 9kl L200r) + 19] 22000 19 k| 220000 -

Comme les domaines QF et ). vérifient les conditions du Lemme 3.2, alors les applications
traces respectives de H*(QF) dans L?(9QF) et de H'(€2.) dans L?(95).) sont uniformément
continues par rapport a € et k. Dong, il existe une constante M > 0, telle que

Ve lmary + Mgl ar o) Ve k.

19kl omoy < Mgl or)

< 2M | g| ()| Ve 1 )
< 2M Loy |9l 5 (o) |9 el 1 2. -

Donc, pour tout € et k, on a

19kl 1 2\00.) < 2M Loy | 9] 21 ()

On en déduit ainsi, qu’il existe une constante C' > 0, telle qu'on a

/agfg g(x)do — /8QE g(x)do

Finalement d’apres le Lemme 2.7, on a

< C gl pyd™ (QF,Q0), Ve e [0,1] Vk €N,

d1(QF,0.) < ead’ (@, 9).

D’ou le résultat.

Remarque 3.1 Notons que la résultat de la Proposition 3.1 reste valable de maniére gé-
nérale pour deuxr ouverts w et ) supposés €toilés par rapport da une boule B(0,71), telles
qu’ils sont inclus dans un ouvert borné fixé D et que W C §2. Dans ce cas on aura l’esti-
mation sutvante :

[ st@do ~ [ glaydo| < O, D) gl oy @)
Pour énoncer le résultat principal de ce chapitre, rappelons tout d’abord la définition

de la courbure moyenne.

Définition 3.1 Soit Qy un ouvert, borné de classe C*. On definit la courbure moyenne
de 0y par :
H = divrvy := divNy — (VNo.vg, vp),  sur T.

ot Ny est une extension de classe C' de vy.

Remarque 3.2 Cette définition ne dépend pas de l’extension utilisée (voir Proposition

5.4.8, [57]).
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Nous avons alors le résultat suivant.

Théoréme 3.1 Soient Qy C D un ouvert borné de classe C? et étoilé par rapport d une
boule centrée en 0 et 0 un ouvert convexe borné de D contenant 0. Soit g € H?*(D),
alors on a la formule

lim
e—0t IS

(20 +£82) — K(20) _ /890(;/90 + Hg)(x) Po(vo(z))do. (3.10)

ou vy est la normale a 0y dirigée vers 'extérieur de 2y et H est la courbure moyenne

de 8@0

Démonstration. La démonstration de ce résultat se fait en deux étapes : nous commen-
cons tout d’abord par traiter le cas ou €2 est fortement convexe, puis nous abordons le cas
général, ou €2 est convexe.

Cas ou () est fortement convexe.
D’aprés le Lemme 2.5, il existe un C!-diffeomorphism ®, qui satisfait les propriétés sui-
vantes :

d

(I)O = Ian, % CDS =aet q)a(QO) = QO + EQ,

e=0

a = Jo,(x) VPq <1/0 <JQO(5£)>> :

Le probleme du calcul de la dérivée se réduit alors au cas classique de déformations de

ou

Qo par un difféomorphisme ou, plus précisément, un homéomorphisme Lipschitz. Ainsi,
d’apres [85], nous avons la formule de dérivée de forme suivante :

d
—K(Q Q
de (20 +29)

— [ (2% ) (@) a(), vo())do.

0o 0V0

e=0"*

Ensuite d’apres le Lemme 2.3 et le Lemme 2.4, on a
(a,vy) = (ap, ) = Pa(ry) dans 0.

Par conséquent, on obtient

lim X8+ ) = K(€) /a . (@ + Hg) () Po(vo(z))do.

e—0t € 8V0

Cas général, ou () est convexe.
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9]
Posons G = <2 + Hg. On écrit alors la décomposition :

01/0

K(Qo + 52) — K($%) — /890 G(z)Po(vo(z))do(r) =

i (/BQE g(z)dz — /(me,k g(:p)dm) + i_ (/BQM g(z)dx — /890 g(x)dx>

— G(z) P, (vo(z)do(x) + (/{m G(x)Pq, (vo(x))do — / G(x)PQ(VO(x))d(I) ,

0Qo 0Qo

0

ott . = Ny +eQ et QF = Qy + eNF.

En utilisant la formule (1.21) du Théoreme 1.10, on a

‘/89 G(ng(uo)—PQ(l/g))dJ’ g/mo Gldo sup [P, — Po| < d™ (. ) /m G| do.

resn—1

Soit § > 0. Comme d? (€, Q) — 0, alors il existe ky € N, tel que pour tout k > kg, on

k—o0

/8 . G@)(Pa, (0(@)) = Paltn(z))do(2)

Aussi, d’apres la Proposition 3.1, il existe k; € N, tel que pour tout £ > ki, on a

( /a o) - /8 . g(a:)dx)

D’autre part soit ko = max{ko, k1 }, comme €y, est fortement convexe, d’apres la premiere
partie de la démonstration, il existe €4, tel que pour tout € €]0, 5[, on ait

ait
< 0. (3.11)

1

< 4. 12
- < (3.12)

1
: (/mg,m gle)de - /mog@dx) = [, G Pa, (uf@)do(@)| <6 (313)
Ainsi d’apres (3.12), (3.11) et (3.13), pour tout € < g5, on a
1
€ (/895 g(x)dr — /aQO g(x)dx) - /890 G(z)Po(v(z))do(z)| < 36.
Ce qui acheve la preuve du Théoreme. u

En conséquence a ce résultat, nous démontrons le corollaire suivant, qui concerne le
cas ol la fonction g dépend du e.

Corollaire 3.1 Soient Qy C D un ouvert borné de classe C? et étoilé par rapport a une
boule centrée en 0 et  un ouvert convexe borné de D contenant 0. Soient (ge)-cjo1] une
famille de foncions de WH'(D), telle que go € W*'(D) et g € W'(D) une fonction telle

que
1
g= lim ~(g. — go) au sens de l’espace W"(D).

e—0t €
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Considérons la fonctionnelle :

e e0,1] = F(e) :/ g.(x)da.

00
Alors, on a
. F(e) = F(0) _ 99
lim —=— - /a o @)t [ (SR Hao) () Po(o(e))do(a),  (314)

ou vy est la normale a 0Ny dirigée vers l'extérieur de ).

Démonstration. Soient €y C D un ouvert borné de classe C? et étoilé par rapport a une
boule centrée en 0 et €2 un ouvert convexe borné de D contenant 0. Soit €2, = Qy + (1,
pour tout € € [0,1], on a

FOLO_ T (Lo a)@) - o@)dot [ gwiins ([ oo~ [ iz,

9 € Qe 9

En utilisant la Proposition 4.2, il existe une constante ¢ > 0 indépendente de ¢, telle que

f. C(ge ~g0) —g)do<c

/aszo (i(ge — %) — 9) da‘ —0.

D’autre part, en utilisant le Lemme 2.2, les ouverts €y et {2, sont étoilés par rapport a la
boule B(0,r), tels qu’ils sont inclus dans D. De plus, o C Qy C €., Ve €]0, 1]. En effet,
comme ) contient 0, alors il existe rq > 0, tel que B(0,70/2) C Q. Ainsi

i(gs — go) — gH

WD)
Ainsi, on obtient

lim
e—0t

QO C Q0+EB(0,T0/2) g Qo—l—EQ.

En appliquant le Lemme 3.1 aux domaines €, €2 et ¢B(0,7y/2) on obtient

QO +€B(0,7"0/2) C QQ —|—€Q

Donc Qg C €., Ve €]0, 1]. Alors, d’aprés la Remarque 3.1, on a l'estimation

/mg g(x)do — /@Q g(x)da‘ < C(r, D) gl myd” (Do, 00.).

Ainsi on aura

’/895 g(w)do — /aﬂo g(x)da’ C(r, D) gl pyd” (%, Qo + Q)

C(r, D) gl pyd” ({0},£9)
C(r, D) gl pyd” ({0}, Q)e.

IN AN IA
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d’ou

— 0.
e—0t+

’ gdo — / gdo
00 Qo

Par suite, en appliquant le Théoreme 3.1 a la fonction gg, on conclut que

lim £le) = F(0) _ /890 g(z)dx + (giz + Hgo)(x) Po(vo(z))do(z).

e—0t 15 00
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Dans ce chapitre, nous étudions 'existence de la dérivée de forme de la solution de
problemes aux limites elliptiques modeles de type Dirichlet ou Neumann en utilisant une
déformation de Minkowski de domaines convexes par des convexes. Ce type de questions
se présente naturellement lorsqu’il s’agit de calculer la dérivée d’une fonctionnelle cotit
qui fait intervenir une fonction qui dépend de la solution d’un probléme aux limites du
type Dirichlet ou Neumann. Ces résultats d’existence sont basés sur un certain nombre
de résultats de géométrie différentielle, géométrie convexe et d’analyse. Notamment la
condition de la boule uniforme, des résultats de prolongement uniforme et de continuité
uniforme de 'opérateur trace, des estimations uniformes qui font intervenir les fonctions
jauge et des resultats de continuité des fonctions support par rapport aux domaines.

4.1 Quelques résultats de la géométrie différentielle
et de la géométrie convexe

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et nous établissons des résultats
essentiels pour ce travail. Nous démontrons en particulier des résultats d’estimation uni-
forme par rapport aux domaines, en 'occurence, la propriété du prolongement uniforme,

o7
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un résultat de continuité uniforme de l'opérateur trace et quelques propriétées géomé-
triques concernant ce qu’on appelle la condition de la boule uniforme ou la condition de
o—boule (p > 0).

Nous commencons tout d’abord par établir quelques propriétés géométriques sur la
somme de Minkowski d'un domaine étoilé et d’'un domaine convexe.

Notons que dans toute la suite de ce paragraphe nous désignerons par ¢ une constante
générique.

Propriété du cone uniforme pour une somme de Minkowski

Soient €2y un domaine étoilé par rapport a une boule et 2 un domaine convexe borné
de R™. Soit D un domaine borné régulier de R" tel que

Qe=Q+eQC D, Veel0,1].

Dans la suite, nous allons montrer que le domaine €. satisfait la propriété du o—cone [57]
pour une constante ¢ > 0 indépendante de ¢ et de 2. Pour cela nous commengons par
rappeler qu’un ouvert {2 satisfait la propriété du o-cone si

Ve e, IS tel que Vy € QN B(z,0), ona C(y,& 0) C Q.

ou £ est un vecteur unitaire, o est une constante positive et C'(y, &, o) est ce qu'on appelle
le cone épointé de sommet y, de direction £ et de dimension o, défini par

Cly,§,0) ={z eR" : (z =y, &) Zcos(o)]z —y| et 0 < |z —y| <o}

Nous avons alors le résultat suivant [57].

Lemme 4.1 Soit Q C R un domaine borné étoilé par rapport d la boule B(xg,r) avec
x9g € Q etr > 0. Alors, Q a la propriété du o-cone, ot o est donné par :

. . r
0 = min {E, arcsin ()}
2m

et m := sup ||z — zol|.
€00

d(m0,6§D

avec { :=

En se basant sur ce lemme, nous établissons le résultat suivant.

Proposition 4.1 Soient €2y un domaine borné étoilé par rapport a une boule et 0 un
domaine borné convexe contenant 0, tels que Q. = Qo + eQ C D, pour tout € € [0,1].
Alors, il existe o9 > 0, tel que S a la propriété du oo—cone, pour tout e € [0, 1].

Démonstration. Soient 2y un domaine borné étoilé par rapport a la boule B(xg, ) avec
xg € Qo et r > 0, et 2 un domaine borné convexe, tel que 0 € ). Alors, d’apres le
Lemme 2.2, Q. = Qg + £ est étoilé par rapport a la boule B(xzg,r). Ainsi, d’apres le
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Lemme 4.1, il existe 6. > 0 tel que (), satisfait la propriété du d.—cone, avec :

Q
r >} ol Egzmetmgz sup ||z — zol|-

me 2 €N

0. = min {Ea, arcsin <2

De plus, on a
d(l’o, 895) 1

1
== inf ||z — x| > -1
2 2 2€0Q. 4

En effet, soit # € 9. puisque B(xq,7/2) C Qo C ., alors x ¢ B(xg,r/2). Ainsi

l. =

lz — zo| > % Yz € 00

Par suite y 50 .
l, = d(wo, %) = — inf ||z — x| >
2 2 x€dN.

=1

D’autre part, puisque zy € 29 C D alors

m. = sup |0~ a0 < sup [lz o] < sup o~ o] = sup [lx — .
€00 2€Q, z€dD

Puisque B(zg,r) C D, alors
sup ||l — zol| > r > r/2.
x€0D

r

Ainsi si on note par C, p = on aura C, p €] — 1, 1] et par suite
’ 2 sup |z — xol|’ ’

z€0

. = min {65, arcsin (27"

me

)} > min {arcsin (C,.p) ,7}.

Par conséquent, il existe oy > 0 tel que 6. > og, pour tout ¢ € [0,1]. Ce qui acheve la
preuve de ce résultat.

Résultat de prolongement uniforme

Nous commengons ce paragraphe par énoncer un résultat classique de prolongement
uniforme sur les espaces de Sobolev définis sur €2.. C’est I'objet du lemme suivant qui est
une conséquence immédiate du théoréme de prolongement uniforme de D. Chenais [27],
tout en se basant sur la Proposition 4.1.

Lemme 4.2 Soient )y un domaine borné étoilé par rapport a une boule et €2 un domaine
borné convexe contenant 0, tels que . = Qy+eQ C D, pour tout € € [0,1]. Alors il existe
un prolongement de u noté u et une constante ¢ > 0 tels que, pour tout € € [0,1] on a

lullarpy < cllullmra.y, Yue Hl(QE). (4.1)
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Nous aurons besoin également d’un résultat de prolongement uniforme sur des es-
paces de Soblev d’ordre supérieur. Ceci fait 'objet du théoreme suivant qui est aussi une
conséquence de la Proposition 4.1 et du Théoréme de Stein [82, 87].

Théoreme 4.1 Soient Qy un domaine borné étoilé par rapport a wune boule
B (zg,7) (r > 0) et Q un domaine borné convezxe contenant 0, tels que Q. = Qo+eQ C D,
pour tout € € [0,1]. Soit k € N*, alors il existe un opérateur de prolongement linéaire
continue

Es: H*(Q.) — HY(R"),

tel qu’il existe une constante C' > 0 qui ne dépend que de k, n et r, telle que

|Esul ey < C(kyn,m)|ullgra,),  Vu € HHQL), Ve €]0,1[. (4.2)

Continuité uniforme de opérateur trace

Dans ce paragraphe, nous établissons un résultat de continuité uniforme de 'opérateur
trace par rapport a une famille de domaines étoilés. Pour cela, nous commongons tout
d’abord par montrer la formule de changement de variable suivante.

Lemme 4.3 Soient 0y un domaine borné étoilé par rapport a la boule B(0,r), r > 0 et
Q un domaine borné convexe contenant 0, qui sont tous les deux de classe C', tels que
Q. C D, pour tout € € [0,1]. Soit g une fonction dans W'(D), alors on a la formule :

1 = ——d
laloony = [, o (5755)| 199 @l et

ot Jo, est la fonction jauge associée au domaine €.

Démonstration. D’apres le Lemme 2.2, 'ouvert (). est étoilé par rapport a la boule
B(0, 7). Soit alors Jg_ la fonction jauge associée a 2. Considérons ¢. 'application définie
par

T . N
bo() = JQE(x)"$” siz € R"\ {0} |
0 siz =0.

D’apres [8], la fonction ¢. est un homéomorphisme bi-lipschitzien de R™ & valeurs dans
R™ qui satisfait la relation suivante :

$:(S"1) = 09..

De plus, son inverse ¢_! est défini par
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Ainsi en utilisant la formule de changement de variable dans le cas des homéomorphismes
lipschitziens [39], on aura :

gl o) = [

¢5(Sn71)

T

l9(x)[ do(x) =/ (7 <x>lel)\ldet(V@—(w))\H(V%(év))*TVsn—lHdU,

Sn—1

olt Vo.(z)~T désigne le transposé de la matrice inverse Vo, (z)~! et vgn1 est la normale
a st

Commencgons alors par expliciter le terme | det(V.(z))|. Puisque le domaine €2, est étoilés
par rapport a la boule B(0,7), pour tout € € [0, 1], alors d’apres la proposition 2.2, on a

1
[Je(y) = Je(@)l < —lly =2l Va,y € R™ (4.3)

Ainsi, comme J. est lipschitzienne, d’apres le Théoreme de Rademacher [42], elle est

1

presque partout différentiable. Par suite ¢., ¢ sont presque partout différentiables sur

g
un voisinage de S, alors pour tout x € S" ! on a

.
] v

" o (@) "l . (x)

Vo.(z) —z 'V, (2)

ou I,, est la matrice identité d’ordre n.
Ainsi

el [, e - i
Vo) = 3y [ e~ e )

Puisque z € S"!, alors

1
Vo.(zr) = In—l—me—xTVng ]
)= 7 | )

Par suite on aura 1

det(Voe(x)) = —— det In+:sz )

(Vou(a)) = 5o det(lu 2 )

1

avec z = x — V.Jq, (x)m Ainsi en utilisant la formule suivante (voir [8]) :
QT
det(I+x '2) =14 'zz =1+ (z, 2). (4.4)

Par linéarité de l'application A € M,,,, — TAe M,, ., on obtient

det(Vo.(x)) (14 "zz) = <1+||x||2—TJ:VJQE(x) ! )

B 1
~ Jo(z)" Jo.(x)"

En utilisant le fait que l'application Jg_ est homogene, alors

"2V g, (z) = (2, Vg, (2)) = Jo.(2).
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Ainsi on aura 1

~ o ()
T

1+ "2z —1) = y ix)”' (4.5)

Vgn-1||. Or comme on sait que pour tout z € S™°

det(Voe(x))

Explicitons ensuite le terme |V, (z)~
on a

(Voe(2)) ™" = Vo (¢:(2)).
Ainsi, soit y € 99, calculons tout d’abord V¢ 1(y) :

J VI J
1yl lyll lyll
Soit x € S" et y = ¢.(z) = 7 :c( )x, en utilisant le fait que Jg_ est homogéne d’ordre
Q\T

1 et VJq, est homogéne d’ordre 0, on aura

_ _ Jo. (z) Vg (x)  Jo.(z) T
(Vo(2)) ™" = Vo (¢e(2)) = == Lo + e
] ] l]®

o hola), | V@) o)

_ T 0 \xr) T 0.\ T

("Vou(a) ™ = o L, + —— o — o
]l ] l]®
Or on sait que vgn—1 est I'application I'identité, donc pour tout x € S*~! (||z]| = 1)

| V() vsni(2)] = | 'Voe(z)a| = o, (2)a + Vo, (z) = Jo.(z)z| = |VJo, ().

(4.6)
Par conséquent d’apres (4.5) et (4.6), on a la formule
ol [ 1o 9o, ()|
= z)|———do
gL (900) S g Jo. (2) Qe To. (2)"
[

Nous avons ainsi le résultat.

Proposition 4.2 Soient Qy un domaine borné étoilé par rapport a la boule B(0,7), r > 0
et Q un domaine borné convexe contenant 0, qui sont tous les deux de classe C', tels que
Q. C D, pour tout € € [0,1]. Alors, il existe une constante ¢ > 0 telle que

lgllzroe.) < cllgllwriq,), Vg€ WH(D), Ye €[0,1]. (4.7)

Démonstration. Soient )y un domaine borné étoilé par rapport a la boule B(0,r), r > 0
et  un domaine borné convexe contenant 0, qui sont tous les deux de classe C1. D’aprés
le Lemme 4.3, on a la formule suivantes :

X

do.
Jo. ()

)V o, (z)]

1
l9llzr @0 = /S,H 9 Jo. (z)"
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)
na 1

inf JD.

S§n—1

1 1
<<
Ja. — Jp T

D’autre part, d’apres la Proposition 2.2, on a [|[VJq_ |l est uniformément borné par
rapport a €. Par suite, il existe une constante ¢ > 0, telle que

X
< d
lollzsan < [ lo(5"ldo

ce que 'on peut aussi écrire

lgllironny <c [ l9(0())ldo. (4.8)

Il découle alors de la continuité de Popérateur trace de W1(B(0,1)) vers L'(S™1) qu'il
existe ¢ > 0 tel que (4.8) devienne

HgHLl(aﬂs) <c ’9 0 ¢eldo < g o ¢5HW1 1(B(0,1))s
gn—

ce qui entraine que

gl o0 < ¢

L dgodddet [ TVolli(Vg) o o.lldx .
B(0,1) B(0,1)
Par suite, en utilisant encore une fois la formule du changement de variable, on aura

Lo 190Dz = [ o) ldet (Vo ()l

et

Lo I VoL@NIVo(0- ) = [ 17V6-(02 )@ Vo)l det (Vo ) |da-

£

D’autre part, il existe deux constantes ¢; > 0 et ¢, > 0 indépendantes de ¢, telles que
det(Vo '(z)) <1, Vo€,

et
| 'Vo(o ") (@) < b, Yz € Q..

En effet, comme les fonction ¢. et son inverse ¢_ ' satisfont les relations suivantes [8, 86] :

Qbs_l(Qe) = B(()? 1)7
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det(Ve: ' (2))

T J] T
Jo. () x Vg, (z) 1 T
det( ] (“ Jo(z) ))
Jo.(x) " (Yax) 1
( el ) det (I"” (Jaxx) EE ))

En utilisant la propriété (voir [8]) :

ot (Jns(:c) I v 'Vio.(z) Jo(z) 7 )

det(I, + 2 '2) =1+ "zz =1+ (z,2), 2,2z € R" (4.9)

et le fait que 'zV.Jg, (2) = Jo.(x), on aura

st = () (oo )

Tx
Jo.(2) [l

D’ou

D’autre part, on a et

|| I ‘zx 1 'V (2)

T -1 T — T
R e e R S

Vr € Q..

En utilisant maintenant le fait que B(0,7) C Q. C D, pour tout € € [0, 1], on aura

1 1
— < — et Jo < Jgon.
Jo. ~ Jp € Q. = JB(0,r)
J;
En utilisant ensuite le fait que ||z] = HEHT = rJpo,) et JQE(Q:) < 1, alors pour tout
r B(0.r)
x € ()., on aura
- Jo (-T) " Ja (33) "1
det vgb 1 xXr — ( < —_= = _
Vo) =T Toon ) 17
1

Si

Tn

D’apres la Proposition 2.2, on a ||VJq_ || est uniformément borné par rapport a e, ainsi
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on a
1 Tra z Vo ()
| 'V (o= ")(2)]| = — 1, + — - -
Jo. (157) ||:c!|T2JQE<m> Jo. (727)
1 | Tz 1 1
< su + su + 2V Jo_ (x su
S S T T Tl S T TV @ s s

1
< sup —— (2 +sup||z||[|VJa.(z
< s (24 sl Vn. (01 )

yES"*1

Par conséquent, il existe ¢ > 0 telle que

ol < | [ lo@lde+ [ IVg()lds

€

Ce qui termine la démonstration de la proposition. |

Condition de la boule uniforme

Dans ce paragraphe, nous rappelons ce qu’on appelle la condition de la boule uniforme.
C’est une propriété géométrique qui va nous permettre d’établir quelques résultats sur la
géométrie des domaines Q. = Qg + €0, € € [0, 1], qui seront utiles dans la suite de ce
travail.

Nous introduisons ainsi la définition d’un ouvert satisfait la condition de la boule
uniforme comme suit (voir [31, 32]).

Définition 4.1 Soient o > 0 et D C R™ un ouvert borné. On dit qu’un ouvert Q@ C D
vérifie la condition p-boule et on écrit Q0 € By(D) si pour tout x € OS2, il existe un vecteur
unitaire d, de R™ tel que :

B(z — od,, 0) € Q
B(z + od,, 0) € R™\Q.

Notons que la condition de la boule uniforme (extérieure/intérieure) est déja considérée
par Poincaré en 1890 [78]. C’est une propriété qui empéche la formation de singularités
telles que les coins, les fractures ou les auto-intersections [31]. En fait, elle est connue pour
caractériser la régularité C'"' des hypersurfaces [32].

Rappelons tout d’abord quelques propriétés importantes vérifiées par les domaines qui
ont la condition de g-boule (voir [32]).

Proposition 4.3 Soient o > 0 et D C R™ un ouvert borné. Soit un ouvert Q0 € B,(D),
alors on les propriétés suivantes :

(1) L'ouvert Q satisfait la condition du f~'(o)—cone, avec f : a €]0, 5[ (@) €
10, 00|
(it) L’application d : x € 9Q — d, € S" ! est bien définie, de plus elle est

——lipschitzienne.
0



66 4.1. Quelques résultats de continuité par rapport au domaine

Remarque 4.1 D’aprés le Théoréme 1.8 de [32], le vecteur unitaire d, dans la Dé-
finition 4.1 est en fait le vecteur normal a 0N dirigé vers l'extérieur de §2 en x :
voa(x). Donc, d’aprés la Proposition 4.3 si Q € By(D) (o > 0), alors lapplication

1
v:x € 00— vg(x) € S* est ——lipschitzienne.
%

Rappelons ensuite la notion de la stricte positivité du reach. C’est une caractérisation
pratique, de la condition de la boule uniforme, introduite par Federer [43]. Pour cela,
commengons tout d’abord par rappeler quelques notations et définitions introduites par
Federer [43]. Soit Q2 un ensemble non-vide de R", introduisons I’ensemble suivant :

Q) ={z eR" /a e Q, ||z —al =da(x)}.

Il contient tous les points de R™ ayant une unique projection sur {2, ¢’est-a-dire le domaine
maximal sur lequel 'application projection est bien définie

IIg :z € Ll(Q) — HQ(I) € Q,

ou Ilg(z) est I'unique point de Q, tel que ||z — [Ig(x)|| = do(z). Notons que 2 C LU(2),
ainsi en particulier (§2) # @.
On peut maintenant définir la notion de la stricte positivité du reach.

Définition 4.2 Soient Q un ensemble non-vide de R™ et x € 2, considérons l’ensemble :
Rao(z) =sup{r e Ry / B(z,r) CU(Q)}.
On définit alors le reach de ) par :
Reach(§2) = ;Ielg Ra(z).

On dit que Q0 admet un reach positif si Reach(§2) > 0.

Remarque 4.2 Notons que d’aprés [89] nous avons un exemple d’un ouvert qui admet
un reach positive. En effet un ouvert Q0 est convexe, si et seulement si, Reach(2) = +o0.

Notons que la notion du Reach positive a été introduite pour caractériser la condition
uniforme de la boule. Ce qui est vrai, comme on va le voir dans la suite, dans le cas
du Reach d’une hypersurface. Par contre, le Reach positive d’un ouvert n’implique pas
que son bord vérifie la condition uniforme de la boule, comme 'indique la remarque 4.2.
En effet, un ouvert peut avoir un Reach positive méme s’il a un bord non régulier, en
particulier le cas ou €2 est un rectangle.

Par la suite on va rappeler quelques caractérisations de cette notion de Reach par la
condition uniforme de la boule, aussi on va rappeler un résultat donnant une condition
suffisante pour avoir un Reach positive. On commence ainsi par la caractérisation suivante
(voir [31, 32]).

Théoreme 4.2 Soient 0 > 0 et D C R™ un ouvert borné. Alors, les propriétés suivantes
sont vérifiées :
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1. 87l existe un réel p > 0, tel que Q2 € By(D) alors 02 a un Reach positive et on a
Reach(09)) > o.

2. 81 02 a un Reach positive, alors Q2 € B,(D), pour tout o €]0, Reach(0N)[, et en
plus, si Reach(0S2) € R%., alors Q € Breachon) (D).

Corollaire 4.1 Soient D C R™ un ouvert borné et 0 C D un ouvert, alors on a la
caractérisation :

Reach(0§2) = sup{o >0/ Q € B,(D)}. (4.10)

Enoncons maintenant un théoréme qui donne une condition suffisante pour avoir un
Reach positive (voir Proposition 14 du [89]).

Théoréme 4.3 Soient D C R™ un ouvert borné et Q C D un ouvert de classe C2. Alors,
02 admet un Reach positive.

La condition du Reach positive et la propriété uniforme de la boule, permettent d’éta-
blir des propriétés intéressantes, comme celle donneé dans la Proposition 4.3. Ainsi notre
objectif est d’établir cette propriété sur nos domaines qui s’écrivent sous forme d’une
somme de Minkowski qui fait intervenir le parametre ¢ comme suit ., = Qg + Q2. Ainsi,
dans la suite nous allons montrer qu’il existe un réel 6 > 0 qui ne dépend pas de ¢ tel
que les domaines €2, vont vérifier la condition d—boule. C’est un résultat important pour
la suite de ce chapitre et qui va servir a établir des propriétés cruciales pour les résultats
d’existence de la dérivée de forme des problémes aux limites, en utilisant une déformation
de type Minkowski.

Pour ce faire, nous commencons par montrer que la condition du Reach positive et la
propriété uniforme de la boule restent invariantes par les homothéties. Ce qui fait ’objet
des deux lemmes suivants.

Lemme 4.4 Soient D C R"™ un ouvert borné assez grand et o > 0. Soit 2 C D un ouvert
dans B,(D), alors pour tout réel X > 0, tel que X C D, on a A2 € By,(D), ot

A2 :={\x [/ x € Q}.

Démonstration. Soient o > 0 et 2 € B,(D), alors en appliquant la remarque 4.1, pour
tout y € 02 on a :

B(y — ovaa(y),0) € By + ovaa(y), 0) € R"\Q, (4.11)

ou Vyq est la normale a 0 dirigée vers lextérieur de 2. Soit A > 0, montrons que
AQ € By,(D). Soit x € 9(AQ) = N0, alors il existe y € 09, tel que x = Ay. Commengons
ainsi par montrer que B(x — Aovaga(x), \o) C AQ. Soit alors z € B(z — Aovrsa(z), Ao),
donc

|z — x4+ ovasa(z)] < Ao = |z — Ay + dovnaa(z)| < Ao
= |2/A—y+ ovrea(z)| < o
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Or d’apres la Proposition 1.2, on a
on(Ay) = voa(y), pour tout y € .

Ainsi on aura |z/\ — y + ovaa(y)] < o. Dou, z/A € B(y — ovan(y),0). Par suite
d’apres (4.11), on obtient que z € XQ2. Par conséquent,

B(z — Movyaa(x), Ao) C AL (4.12)

Il reste a montrer la deuxiéme inclusion, soit z € B(x + Agvaga(x), Ao), alors on vérifie
que z/\ € B(y + ovaa(y), 0). Ainsi, d’apres (4.11) on a z/A € R™\Q. Donc z € R"\\Q,
ce qui implique que

B(z + Aovyga(x), Ao) € R™\AQ. (4.13)

On déduit de (4.12) et (4.13) que XQ € B,,(D).
H

Lemme 4.5 Soient D C R™ un ouvert borné et o > 0. Soit Q C D un ouvert tel que
Reach(02) > 0, alors pour tout réel A >0 on a

Reach(AO2) = AReach(0N).

Démonstration. Soit 2 C D un ouvert tel que Reach(9€2) > 0 et soit un réel A > 0,
alors d’apres le Théoreme 4.2, on a Q € Bpegenon) (D). D’autre part pour A > 0, d’apres
le Lemme 4.4, on a AQ € Bjgeacnon) (D). Or d’apres la caractérisation du Corollaire 4.1
on a

Reach(0(X2)) = sup{o >0/ A\Q € B,(D)},

ainsi on obtient

Reach(0(AQ2)) > AReach(0S2). (4.14)

Il reste alors l'inégalité inverse. En effet, soit o > 0, tel que AQ € B,(D). Alors d’apres le
Lemme 4.4, on a 2 € B,/\(D). Ainsi par caractérisation du Reach(0(f2)), on a

Reach(0(Q2)) > §, Vo >0, tel que \Q € B,(D).
D’ou,
h(O(A2
Reach(9()) > Mc(f()). (4.15)
Ainsi, la preuve de ce lemme découle de I'inégalité (4.14) et (4.15).
|

Rappelons finalement un résultat qui permet d’expliciter le Reach du bord d’une
somme de Minkwoski de deux convexes [63].

Théoréeme 4.4 Soient D C R™ un ouvert borné et A, B C D deux ouverts convezes de
classe Ct. Si OA admet un Reach positive oo et OB admet un Reach positive og, alors
0(A+ B) admet un Reach positive, telle que Reach(O(A+ B)) > 04 + 05.
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Ainsi nous avons le résultat suivant :

Théoreme 4.5 Soit D un domaine borné convexe réqulier de R™. Soient )y et 2 deux
ouverts bornés convexes, tels qu’ils sont de classe C* et que Q. = Qo +Q C D, pour tout
e € [0,1]. Alors on a les propriétés suivantes :

(i) Pour tout ¢ € [0,1], ouvert Q2. admet un Reach positive. De plus on a
Reach(0).) > Reach(0€) + € Reach(052).

(it) 11 existe un réel o = 0(§) > 0, telle que 2. € B,(D), Ve € [0,1].

(7ii) 1l existe un réel o > 0, telle qu’on
1
[ve(@) — ve(y)|| < EHQU —yll, Vz,y € 0.

ou v, est la normale a OS2, dirigée vers [’extérieur de €)..

Démonstration. Soit Q) C D et Q C D deux ouverts bornés convexes et de classe C2.
Alors en partilculier on a pour tout ¢ € [0, 1] I'ouvert e est classe C2. Ainsi, d’aprés le
Théoreme 4.3, on a

Reach(0€) > 0; Reach(0(e2)) > 0.

Ensuite en utilisant le Théoreme 4.4, on aura alors
Reach(0%).) > Reach(0€) + Reach(0(£52)).

Or d’apres, le Lemme 4.5, on a Reach(0(2)) = e Reach(0(£2)). Ce qui prouve la premiere
assertion de ce théoreme.
Montrons maintenant le deuxiéme assertion. D’apres (i), on a

Reach(0).) > Reach(02) + € Reach(0S2) > Reach(0€)), Ve € [0,1].

Ensuite en appliquant le Théoreme 4.2, on a Q. € B,(D), pour tout o €]0, Reach(0S2.)].
En particulier, on obtient

Qe S BReach(@Qg)(-D)? Ve € [07 1]

Par conséquent, en utilisant la remarque 4.1, on aura que l'application v, : 9, > S*!
est 1/ Reach(0€)—lipschitzienne. Ce qui termine la preuve de ce résultat.

Quelques estimations uniformes utilisant les jauges

Dans cette section nous allons démontrer quelques estimations uniformes par rapport
au parametre € en utilisant les fonctions jauges des domaines. Plus précisément, nous
commencons par établir des estimations uniformes du gradient et du hessien de la fonction
jauge des domaines §2.. Ce qui fait 'objet de la proposition suivante.
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Proposition 4.4 Soit D un domaine borné convexe régulier de R"™. Soit )y et ) deux
ouverts bornés convexes contenant 0, tels qu’ils sont de classe C? et que Q. = Qy+eQ C D,
pour tout € € [0,1]. Soit ¢ > 0 un réel fixé, considérons l’ensemble K = D\B(0,0), alors
il existe une constante C' = C(K, 0, Q) > 0 qui dépend de K, Qg et Q, telle qu’on a les
estimations suivantes :

(i) Pour tout ¢ €]0,1], on a
IV J(2) = V()| < C(K, Q0, Q)ly — ||, Yo,y € D\B(0,0).
(i1) Pour tout ¢ €]0,1], on a
12 |2 x6) < C(K, 0, 92),

N " . .
ot J_ est la matrice hessienne de J..

Démonstration. Soit ¢ > 0, considérons 'ensemble K = D\ B(0,0). Montrons le pre-
mier point de cette proposition. Soit x,y € K, alors en utilisant le fait que V.. est
homogene d’ordre 0 (car les fonctions jauges sont homogene d’ordre 1) on a

IVJ.(x) — VI.(y)| = HVJe <Jaf$)> < )H

Comme OS2, = {J. = 1} (voir la Proposition 2.1),

Not S T
otons par, r. = e et y. = 7.0
alors par homogénéité de la fonction jauge on vérifie que z.,y. € 0€).. D’autre part,
puisque le domaine €y est un convexe de class C? et € un convexe, alors d’apres [18] le
domaine 2, est de classe C!, ainsi d’apres la Proposition 2.3 la fonction J. est de classe
C!. De plus comme 052, = {J. = 1}, on peut étendre le vecteur normal & €. dirigé vers

I'éxterieur de 0€), v. = vpo. a R™ en posant v. = V.J./||V.J.||. Ainsi on aura

IVJe(z) = VIe(y)l IV Je(xe) = VI (ye) |

H VJ.( mg VJe(ye)
|V (. IV J:(ye) |l
< lve( a)”VJ ()] = v (Y ) IV I (ye) ]
<

[ve(@e) = ve(y) IV Je (o)l + llv= () IV I (z) | = IV = (ye)]I]-

AVl - ||wa<ya>||||

En utilisant 'homogénéité de la fonction jauge J., on vérifie que

V. (z)

1
ve(z),2) = ( ————=,1 ) = ————, pour presque tout x € 9f),.
(). 2) <||wa<:x>|| > 2R

Ainsi,

1 1

(Ve(ze), 2e) N (Ve(ye), ye)
<V5<l’5), x6> - <V6(y6)7 ye)
(We(@e), w) (ve(ye)s ve) |

IVJe(2) = VIl < llve(we) = ve(ye) [V e (e) || +

< lve@e) = ve(we) IV Je (o) +
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Comme 0 € Qq fixons > 0 tel que B(0,7) C Qp C €., alors les domaines 2. sont
étoilés par rapport a la boule B(0,7), pour tout € € [0, 1] (car ils sont convexes). Ainsi,
d’apres le Lemme 2.1, on a

W = (ve(x),x) > r, pour presque tout x € JS..
On aura alors
IVI2) = VI S el = el 25 L)) = (vl )
< lnlee) = )|+ g () = (), 02 elan), e — )
< Hlelr) = )l + g etee) — vl + . — )

En utilisant le Théoreme 4.5, il existe une constante C' = C'(Qy, D), telle qu'on a

[ve(ws) = ve(ye) |l < Cllze = well-

Par suite, on obtient

C C C
IV (@) = VLW < —llee = gell + S llee = yelllvell + 5 llye — 2l

Ce qui revient ainsi a estimer le terme ||z, — y.||, on a

loe =yl = [+ — =2
R AT R A TH
= eyl - 1|
~ L@ TG T )
< eyl ) - @)
< 0 7o) TG/l Y

D’une part, comme les domaines (). sont étoilés par rapport a la boule B(0,r), pour
tout e € [0, 1], alors d’apres la proposition 2.2, on a

1 n
) = (@) < g —all, oy R (4.16)
D’autre part, on a
B(0,7) C Q. C D, pour tout ¢ € [0,1].
11 découle alors de la Proposition 2.1 que 1/.J. < 1/Jp. Ainsi on aura

oo —vell € eyl it L g
Te — Ye S 1T~y - y—x
7o (@) F To(@) o0/l

_ 1 I ” 1 1 1 || ”
Sup — (|T — + —su — Sup — — XI||.
= 2T T2 Tp et I
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Par suite,

C C y C
_ < = _ il _ il _
IVI(2) = VI < —llwe = gell + 5llze — vl HJQE<y)H+TQ\Iys e |

S T R Lt
= e numn e )l

< C+C 1 +C’ 1 +1 1 1 || ”
— — Sup — — sup — —Sup — sup — — I||.
- T ’I"QSn—I:: JD 7‘2 Kp JD T Kp JDSn—pl JD Y

Donc il existe une constante C' = C(K, €, Q2) > 0, telle que

|IVJ.(z) = V(y)|| < C(K,Q,Q)||ly — z||, Vo,y € D\B(0,0), Ve €]0,1[.  (4.17)

Le deuxiéme point de cette proposition est une conséquence de ’équation (4.17). En
effet, d’apres le Théoréme de Rademacher [42], grace a (4.17) on montre que la matrice
hessiennce de J. est définie p.p. sur D\ B(0,0), de plus on a I'estimation

1J. (2)[| < C(K, Q0,Q), Yz € D\B(0,0), Ve €]0,1].

Ce qui termine la preuve de cette proposition.

Dans la suite nous allons établir un résultat de continuité du gradient de la fonction
jauge VJ. par rapport a . L’idée de la démonstration utilise le fait que le hessien J;'
est uniformément borné. Rappelons tout d’abord que le résultat de la dérivabilité de la
fonction € — J. a été déja établie dans [8]. Ceci fait I'objet de la proposition suivante.

Proposition 4.5 Soit D un domaine borné convexe réqulier de R™. Soient €2y et ) deux
ouverts bornés convexes contenant 0 de classe C?, tels que Q. = Qg +eQ C D, pour tout
e €[0,1]. Alors, on a les formules suivantes :

(i) Pour tout ¢ € [0,1] et pour presque tout x € R™\0, on a

T(x) = Jolz) = — / To(2) Po(V Jy(z))ds.
0
(i) Pour tout i =1,....,n, pour tout € € [0,1] et pour presque tout x € R™\0, on a

O0iJe(x) — 0;Jo(x) = — /[)E[aiJs(m)PQ(VJS(x)) + Js(z) T(‘?Z»VJS(x)VPQ(VJS(x))]ds.
Ainsi nous avons le résultat suivant.

Proposition 4.6 Soit D un domaine borné convexe régulier de R™. Soient {2y et () deux
ouverts bornés convezes contenant 0 de classe C?, tels que . = Qo +Q C D, pour tout
e € [0,1]. Alors il existe une constante C > 0 qui ne dépend que de €, Q0 et D, telle que

HVJE - VJOHLOO(R") S €C(D, Qo, Q), Ve E]O, 1[ (418)
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Démonstration.

Comme le domaine Q est un convexe de class C? et Q un convexe, alors d’apres [18]
le domaine €2, est de classe C!, ainsi d’aprés la Proposition 2.3 la fonction J,. est de
classe C!. D’autre part, d’aprés Uestimation (i) de la Proposition 4.4, la fonction V.J. est
lipschitzienne, donc J. est de classe C*'. En utilisant la Proposition 4.5, pour presque
tout x € R™, on a

VJ.(z) — Vo(z) = — / V() Pa(V Jy(2) + Jo(x) T (2)V Po(V J,(x))]ds,
0
ot J. est la matrice hessienne de la jauge J.

En utilisant le fait que la fonction jauge .J, est homogene, alors le hessien J. est

homogene d’ordre —1. Ainsi comme l'application A € M,,,, — TA e M,, , est linéaire,
T o

alors on a Js(z) J () = Js(x/||z]|) I

S S

1"

(x/||x||). D’autre part, en utilisant I’assertion (i7)
de la proposition 1.8, on a

va,y € RY, |Po(x) = Po(y)l < sup Pa(a)llz =yl < sup Pp(a)flz —yl.

acSn—1 aeSn—

Ainsi, d’apres le Théoreme de Rademacher, on a ||V Pol|fem@ny < ¢, oll ¢ = supg.—1 Pp.
On aura donc

IV.2) = V(@) < [ UITI@IEIPa(TI (@) IV L)) lds
[/ l) " @/ N IDI Y Pl e ds

€ 1"
< /0 [l V()| sup Pp + e sup Ju||J; (2/l|l])ll}ds
D’une part, comme 0 € g, fixons r > 0 tel que B(0,7) C Qy C €L, alors les domaines
€2 sont étoilés par rapport a la boule B(0,r), pour tout € € [0, 1] (car ils sont convexes),

d’apres la proposition 2.2, on a

IV Js(2)|] <

S |

, Yz eR" Vsel0,¢]. (4.19)

D’autre part, on a
B(0,7) C Q. C D, pour tout € € [0, 1].

Il découle alors de la Proposition 2.1 que J; < Jp(o,y, Vs € [0, ¢]. Par suite, on aura

& € ”
IVoe) = ol < & sup o+ esup o [ 1] (a/o])ds.

Soit K = D\B(0,0), (¢ > 0) un voisinage de la sphere, alors la deuxiéme assertion de
la Proposition 4.4, il existera une constante C' > 0 qui dépend de K, Qg et €, telle que :

1 N[z ae) < €.
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Par suite pour tout x € R", on a

C
IVJ.(2) = V(a)|| < 5 sup P+ csup Juon <C.

Ce qui termine la preuve de cette proposition.
[

Nous allons maintenant présenter quelques résultats d’estimations uniformes concer-
nant 'application ®. qui permet de transformer I'ouvert €2y en 'ouvert €2.. Ces estimations
uniformes sont tres utiles lorsqu’il s’agit d’établir les résultats d’existence de la dérivée de
forme de problemes aux limites.

Proposition 4.7 Soit D un domaine borné convexe régulier de R™. Soient {2y et Q) deux
ouverts bornés convewes de classe C* contenant 0, tels que Q. = Qg +eQ C D, pour tout
e € [0,1]. Considérons les applications suivantes :

.. R* — R™ v, R* — R™
Jo(x)l’ , v #0 JE(x)Q? , Yy #0
0 ,x=0 0 , y=0,

ou Jy et J. sont respectivement les fonctions jauge associées aux domaines €q et §2.. Alors
on a les propriétés suivantes :

(7) Uapplication ®. : R" — R™ est un homéomorphisme, tel que ®.(Qy) = Q. et
D.(90) = 09..
(1) 1l existe une constante C' = C(r,D) > 0, telle que

1@ (z) = @-(y)|| < C(r, D)l|lz = yll, Ve €]0,1], Va,y € R

et
[Ve(z) = Ve(y)|| < C(r, D)l —yl|, Ve €]0,1], Va,y € R",
ou ¥, = 1 : R" — R".

(i73) Notons par 1. et v, les deuz applications définies de R™ a valeurs dans R par
Ye = |det(VO,)| et vo. = |det(VV,)|. Alors il existe une constante C' = C(r, D) >
0, telle qu’on a les estimations suivantes :

icllpemny) < C(r, D), Ve €]0,1].
max ([iellz=@n) < C(r, D), Ve €]0,1]

et
max (|| V|| Lo mn), [[V¥e| Lo@ny)) < C(r, D), Ve €]0,1].

(iv) Il existe une constante C' = C(r, D) > 0, telle qu’on a les estimations suivantes :

1

v, -1,
(V. — 1)

)

1
max (H(VQDE — 1)
€ Loo (Rn)

) < C(r,D), Ve € [0,1].
Loe(R™)
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et
1
g (’Yi,a - 1)

) < O(r, D), Ve € [0,1].

max
i€{1,2} ( Loo(Rn)

(v) Considérons la matrice A. = v, .V, VU, : R* — R alors il existe une
constante C' = C(r, D) > 0, telle qu’on a ’estimation uniforme suivante :

< C(r,D), Ve € [0,1].

|
Lo (R")

E(AE —1,)

Démonstration. Soient {2 et {2 deux ouverts bornés convexes, tel qu’ils sont voisinages
de 0. Alors les domaines Q. = Qp+e§2 C D sont convexes, pour tout € € [0, 1]. Considérons
ainsi les fonctions jauges Jy et J. associées respectivement aux domaines 2y et €2..
Montrons (7), considérons l'application ®. définie par ®.(0) = 0 et

O (z) = z, xzeR" xz#0.

En utilisant ’homogénéité des fonctions jauges on vérifie facilement que ’application ®,
est bijective et son inverse est défini par ®-1(0) = 0 et

Je(x)

P =

£

r, x€R" x#£0.

Notons par W, P'application ®_!. Comme 0 € Qy, fixons r > 0 tel que B(0,r) C Qo C s,
alors les domaines (2. sont étoilés par rapport a la boule B(0,r), pour tout € € [0, 1] (car
ils sont convexes), alors d’apres la proposition 2.2, on a

1
[Je(y) = Je(@)l < —lly — 2l Va,y € R™ (4.20)

Donc en particulier les fonctions (J:).cpo,1] sont continues. Ainsi 'application ®. définie
un homéomorphisme. De plus d’apres la Proposition 2.1, on a

Q. ={zeR"; J(x) <1} et 0Q. = {x € R"; J.(z) = 1}.
Ainsi, en utilisant I’homogénéité des fonctions jauges on vérifie les égalités :

D.(Q) = U et B(I) = ..
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Montrons (i) : soit z,y € R™\ {0}, alors on a

0.0 -0l = [P0 T
_ |Dl) Jo(z) — Jo(y)
= T L J5<y>y’
. Jo(l') r— JO(ZE) . 1 _ " _ " 1
= | =)+ Py~ ) = ey~ )
@), NI 1
= |8 =)+ o) (55 5 ) 9+ () = )
Jo(@) Jo() 1
< oyl + 2yl L)+ s ol ote) — )

D’une part, on a
B(0,7) C Q. C D, pour tout ¢ € [0,1].

Il découle alors de la Proposition 2.1 que

Jo < JB(O,r) et 1/J5 < 1/JD. (4.21)
Ainsi on a
He) _dlaflel) k1 1 1
@) " T@/lel) ST T T Tah S ST,
« hia) o h(e/lel) J

< sup —-

J-@) )" T/l /Tyl ~ e T

D’autre part, en utilisant I'inégalité (4.20), on aura
Jo 1 1
[@<(z) = =(y)| < sup 7\11; —yll+ s 7,”3; —yll+ sup 7,‘,9,; =yl

Donc pour tout z,y € R" on a
|Pe(z) — Pe(y)| < C(D, 7|z —yll,

avec
1 Jo 1

Jo
C(D,r SUP —2 + = (SUp —= + sup —
( ) SnleD T(SnI::JD SnlzJD)

Ensuite on en déduit la deuxieme inégalité vérifiée par V., en se basant sur les équa-
tions (4.20) et (4.21).

Montrons (éi7) : tout d’abord d’apres I’assertion (ii), comme V., ®. sont lipschitziennes,
donc d’apres le Théoreme de Rademacher [42], elles sont presques partout différentiables.

De plus on a les estimations

max(||VO.|| Lo mny, | Ve[ Lo @n)) < C(r, D), Ve €]0,1],
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ou C(r,D) est le maximum des constantes de Lipschitz associées aux fonctions W, et
®. données par (ii). Etablissons maintenant les estimations sur v, = |det(V®,)| et
V2. = |det(VW,)|. Pour cela, calculons tout d’abord det(V®,). Soit z € R", on a

Jo(z) T Jo(z) T
q)s = In - € )
Vo (x) e + Js(x)x VJo(z) Ja(x)Qx VJ.(x)
ou [, est la matrice identitée d’ordre n.
Ainsi (@)
1
Vo, () = 252 T, Vo(r) — ——a VJ.(z)|.
=50 [ g T g
Par suite, en utilisant le fait que I'application A € M,,,, — T4 € M,, ,, est linéaire, on
aura .
det(VO.(z)) = Gﬁ;) det(I, + z '2).
avec z = VJ (:1:)71 VJ.(x) ! Ainsi en utilisant la formule suivante
Vi = — - . Vi :
" () J: ()

det(I, +a 'b) =1+ "ab=1+ (a,b), a,beR™

On obtient

det(Vd,(z)) = (j(:gg)nuﬂm) - (ﬁg)n (1 + T2V J.(2)

Je ()
En utilisant le fait que la fonction jauge est homogene, on obtient
TeV I (x) = (x, VJ.(2)) = J.(x), Ve e 0,1].

Ainsi on aura

Jo(LU)
Je ()

)n(1+1_1)

I
/N
o~ | S
SRS
S— | —
~—
3

Ne(z) = |det(VO.(2))| = <

De méme pour presque tout x € R™, on montre que

Ja(@)f

122l0) = et (90.(0)| = (00

Comme B(0,r) C . C D, pour tout ¢ € [0, 1], il découle alors de la Proposition 2.1 que
Je S JB(Om) et 1/J5 S 1/JD

Ainsi on obtient les estimations :

)= (DY (oG (g T
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et

I\
Yoe(r) < (sup 13(0)) :
Sn—1 JD
Ce qui acheve la preuve de (ii).
Montrons (iv), soit x € R" on a
Jo() T Jo(z) T
P (x) = I, Ji — J.
Vo, () J.(2) + Jg(x)x Vdo(x) Jg(a:)Qx VJ.(x)

Jo(x)x VJo(z) —

Notons par

Y= [(vaue) - 1) = |2 (Vo) - Vool

On déompose ainsi T, comme suit :

Ta S Tl,s + TQ,E + TS,sa

1 Jo(z) B Jo() _ 1 1 T .
e =g (Ja@s) Jo<x>> I T2 = (Jam Jo<x>> Vo)
et
Ts. = i io(%)ﬂ 'Ve(z) - io(f))Qx V()|

Ensuite en utilisant I’homogénéité de la fonction jauge on obtient

1
T Ha/ ) = e/ el

Ainsi, par application de la Proposition 4.5, on aura

Tl,s S -

1
€

| Je(z/[x]l) = Jo(z/llz])] < /0 |[Jo(a/ Nz DI Pa(V Js(x/|2]))|ds.

En utilisant le fait que la fonction V.Js est homogene d’ordre 0, car les fonctions jauge
sont homogenes d’ordre 1, on aura

| Je(@/|[x]]) = Jo(z/[l]])] S/O | Js(@/ ||z Pa(V Js(2)) ds.
Comme B(0,7) C Q. C D, pour tout € € [0, 1], il découle alors de la Proposition 2.1, que
Js < Jpoy), Vs €[0,e], Veel0,1].

D’autre part, en utilisant le fait que les fonctions jauge .J. sont %—lipschitz (ceci
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d’apres (4.20)), alors d’apres le Théoreme de Rademacher, on a
1
IVJ.(2)| < oo PP a € R", Ve €0, 1]. (4.22)

Ainsi, en utilisant I’homogénéité de la fonction support et la fait que €2 C D, on aura

| Je(2/[]l) =

Par suite, comme

Traitons maintenant le terme Ty, on a

T2,s

<

<

a/lz)l < [ e/ e IPa(V @)l ds
< [ Vs @/ eI PAT L@/ 9L @DV () | ds
< SBPJBOr *supPD/ ds
< esup Jpon ! sup Pp. (4.23)
sn—1 T sn—-1
1
— < E’ alors
Yoo < 2|5y U/ lel) o/l
1 1
< mgl!(k(w/HxH)—Jo(x/HxH))H
< iggplleggp JB(0,r) g}p Pp.
1 1 T
(7~ ) 7
1 T
m (Je(z) = Jo(z)) 2 Vo(z)
1
1

1
€
1
€
1
€
1
€

D’apres les équations (4.22) et (4.23), on obtient

TQ,E

<

<

1 1
- [Je(a/ ) = Jo(z/ 2DV Jo ()]
e Je(a/[lz ) Jo(z/ || ’ ’
1 1 1 1
———————€sup Jp(o, -~ su P
e Tp(@/lal)2 7 g 72O p gk TP
1 1
—Sup 7 SUp JB0,r) sup Pp.
Sn— 1JD Sn—

Il reste alors a estimer Y3.. En utilisant le fait que 'application transposée est linéaire
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dans M,, ,,, on aura

L) g gl
e T g (@) VIO Gyt VO
1 1 1
= - Jo(x)x <J£($)2 J-() To(@) VJo(x)>H
Donc,

1 Jo(x) .

Yoo < 2 el V) - V(o

b LT A1) ~ @l e) + o)

Afin d’estimer uniformément le terme Yj3., d’apres la Proposition 4.6, il existe une
constante C' > 0, telle que

|VJo(z) = Vd(x)|| <eC, pp. xR Vee|01]. (4.24)

D’autre part, on sait que pour tout ¢ € [0, 1], on a Ji < % et J. < Jp(o). Ainsi, en

utilisant I'estimation (4.22), on aura

J ( )il 1Jo( )JJ%(o,r)(x)llxll

Ty, < J.(x) — Jo(x
JB 0.r) (x/H:z:H) o/ llzl)
< C— ”!J( ll) = Joz/ || H)I—
Jp(z/|x]])? Jp(z/|x])*
JB(OT‘ JB(OvT)
< Csup —3 +"|J($/H$H) Jo(w/l\w\!)\sup i
Ssn—1 J n—1 JD
Ensuite, d’apres (4.23), on obtient
2 J4
Ts5. < Csup JB(S’T) —I— — BO.r) sup Pp.
S§n—1 JD Sn JD Sn—
Par conséquent, il existe une constante C' = C(D,r) > 0, telle quon a

|Te|poemny < C(D,r). Les méme arguments peuvent étre utilisés pour démontrer qu’il
existe une constante C' = C'(D,r) > 0, telle que

< C(r,D), Ve € [0,1].

1
H 7(V‘Ij€ - [n)
£ Loo(Rn)

Il reste ainsi a estimer le terme

E

—(Yie — 1) pour i = 1,2.
£

Y

Lo (Rn)

Nous nous limitons a traiter le cas ¢ = 1, ensuite le cas ¢ = 2, en découle en utilisant les
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méme techniques. Pour tout z € R, on a

1 . 1| J(x)\"
c(ne(@) = 1)) = Z[det(VO(2)) — 1] = - <J0(=”)> _1’
Ll
= T @ - B@)
] )'g‘k )

Ainsi en utilisant (4.23), on obtient

Honele) =] £ L) = )l T 0 (o
< 8‘]?;;’("())|J<> B@Ion 1)
< LBB0aOID, ) oot — el
< T g
< =Y Jg(zﬂ sup Pp.

T Sn—1 JD Sn—1

Ce qui termine la preuve de (iv).
Montrons maintenant la derniére assertion (v). Considérons la matrice

A= VU, 'V, R" - R,

montrons qu’il existe une constante C' = C(r, D) > 0, telle qu’on a I'estimations uniforme

suivante : ]
*(As - In)

3

< C(r,D), Ve € [0,1].
Loo(Rn)

Soit z € R™, on a

~(Ae(z) = L)|| = i I1(2) V() 'V (2) = L]

IN

1 1
ZIme(@) = 1[IV V()] + IV 'V (2) — L]

1
+ V() = L

En utilisant ainsi (#47) et le fait que 'V (x)—1I, = (V. (2) — I,), il existe une constante
C' =C(D,r) >0, telle qu'on a

L) - 1)

1 1
- < OEH’}/LE — 1HLoo(Rn) + QCEHV\IJE — InHLoo(Rn).

Par suite d’apres (iv), il existe une constante C(r, D), telle que (v) est vérifiée. Ce qui
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acheve la preuve de la proposition.

4.2 Quelques estimations et inégalités uniformes par
rapport aux domaines sur les espaces de Sobolev

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques estimations uniformes tres utiles pour
étudier l'existence de la dérivée de forme des problémes aux limites elliptiques.

Soit D un ouvert convexe borné assez régulier et soient )y C D un domaine borné
étoilé par rapport a une boule et 2 C D un domaine convexe borné. Alors, il existe une
suite (2%)ren de domaines fortement convexes, telle que Q; C 2, Vk € N et que la suite
QOF converge vers 2 au sens de Hausdorff. Nous avons alors le résultat d’estimation suivant
dont la preuve est une conséquence immédiate de celle du Lemme 2.8.

Lemme 4.6 Soit (f.). une famille de fonctions dans W'(D). Alors, il existe une

constante ¢ > 0 indépendante de ¢ et k telle que, pour tout € € [0, 1],

7k, JE—
<cec|fllwrampy d" (2, Q).

/QM fe(x)dx — /Qe fe(x)dx

ot Qe = Qo + Q. et Q. = Qp + Q.

Comme conséquence de ce résultat, nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 4.2 Soient (f.). et (g.). deuzx familles de fonctions dans H' (D). Alors, il
1

existe une constante ¢ > 0 indépendante de € et k, telle que, pour tout ¢ € [0, 1],

ik —
‘/Q fsge(x)dx—/Q fags(l‘)dl‘ < 5C”fs||H1(D)ng||H1(D) dH(Q 79)'
e,k €

Nous aurons également besoin des estimations suivantes faisant intervenir les fonctions
jauges.

Proposition 4.8 Soit D un domaine borné conveze régulier de R"™. Soit 2y et Q) deuz
ouverts bornés convexes contenant 0, tels que Q. = Qo + Q2 C D, pour tout ¢ € [0,1].
Soit g € HY(D), alors il existe une constante C' > 0 qui ne dépend que de D, telle qu’on
a l’estimation :

od, —
HH < C(D)|| Vgl 1xoy, Ve € [0.1]. (4.25)

3

L2(Q0)

Si de plus g € H*(D), alors il existe une constante C > 0 qui ne dépend que de D, telle
qu’on a l’estimation :

q) —
HWO J=V9 < D)l Ve < 0.1) (4.26)

3

L2(Q0)
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ou ¢, = ]an Jo et J. sont les fonctions jauge associées respectivement aux domaines

Démonstration. Soit D un domaine borné convexe régulier suffisamment grand, tel que
Q. = Qp + eQ C D, pour tout € € [0,1] et soit g € H'(D). Montrons la premiére
estimation (4.25) en supposant dans un premier temps que g € D(D). Soit x € Qp; en
utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, on aura

9(®-2)) = 9(a) = [ To(l(1 = 1)+ tac()a)d (B.(2) - ),

ou &.(z) = a(x)x et a(x) = jzg) Ainsi on a
Hgoq’g‘g . I8 ( 01 Vo([(1 = 1) + ta (a))2)dt W) da

D’autre part, on a

J[)(ZE) — JE(ZE) 1

H@e(x) -
€

_ ‘ Jo(x)/ Je () — 136” _ ‘

€
En utilisant la Proposition 4.5 ,on a

| Jo(z) = Je(z)] < /OE | s ()| Pa(V Js()) ds.

Comme 0 € €y, fixons r > 0 tel que B(0,7) C Qg C .. Alors les domaines (2. sont étoilés
par rapport a la boule B(0, ), pour tout € € [0, 1] (car ils sont convexes). Il découle alors
de la Proposition 2.1, que Jp < J. < Jp(,). En utilisant le fait que les fonctions jauge
J- sont t—lipschitz (ceci d’apres (4.20)), alors d’apres le Théoréme de Rademacher (voir
par exemple [42]), on a

—_

V()| < .+ bour presque tout = € R", Ve € [0,1]. (4.27)

Ainsi, en utilisant I’homogénéité de la fonction support et le fait que €2 C D, on aura

|Jo(x) — Je()|

IA

| @) 1oV () s

< /OljB(O,r (x)lIPQ(VJS(Jf)/IIVJs(x)I\)IHVJs(w)HdS

< sup Jpo,) - sup PD/ ds
D
1
< esup Jp(,) — sup Pp. (4.28)
D T gn—1
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Donc,
) — 1 1
H (1) @ < sup Jp 0r) SUP PD
: 5 To(a/ Tl
1
< sup Jp(o,) — sup Pp sup —
D T n—1 Sn— 1(]D

Il existe alors une constante C' = C'(D), telle qu’on a

<o [ ([ 196 - 1)+ ton o) i)

god. —g|?
19

L2(Qo)

En utilisant 1'inégalité de Holder, on obtient

go®. —g|’
13

<0 [ [F19g(1 -6 +tau@)lo)|de o

L2(Qo)

Counsidérons maintenant la fonction

s—1 1

€ 10.1] 2 5(6) = g S =0, ez =1 et ) =

En appliquant ainsi un changement de variable en utilisant la fonction réelle ¢, on aura

gO(I)e— ?
g

< C/ / IVg(sx) ds(xl)_ldx.
Comme 0 € 2 et € convexe, alors €2 C (). Donc,
Qo C Q. CQp+ Q.
ainsi a.(z) > 1. D’autre part, il existe une constante g > 0, telle que
1, a.(x)] C[1,0], Vo€ Qy, Veel0,1].

En effet, comme Jo 1o < J. < Jp(o,r, alors

J r
ey = ) Dlafllel) | Tvan
Je(x) = Je(a/lxl) T st Jagra
Notons par = sup(Jp,)/Ja,+), alors en utilisant le Théoreme de Fubini [20], on peut
Sn—1
écrire
g O(bs _-g 2 ﬁ 2 1
— < C/ / X[l,ag(x)]HVg(SI)H dsildl‘
c L2(92) (”) -
<

C [ [ X Valsa) s,

x)
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En appliquant maintenant un changement de variable en utilisant 'homothétie x — sx
et le fait que la fonction = — a.(z) est homogene d’ordre 0, on aura

1 1

dr = [ XpawIV9@)| ——=—dw.
5820

ac@n[ Vo (s2)|”
|, x| Va(sa)] a.(@)—1s

_
as(r) —1

1
Or, pour tout s € [1, 5], on a — < 1. De plus comme l'intervalle [1, 5] ne dépend pas de
S’n,

D qui est choisie suffisamment grand, alors pour tout s € [1, 5] on a sQy C D. Par suite

on obtient
2
od, —
Hggg < C// Xhae @ IV 9(@) [P ——5— () fd:r;ds

L2(Q0)

<of /xuasm}uvg ) —— () dads
1
27

- C// IVg(a)l Ozs(:v)—ldxds
<

ae(z) ]_
7d/ 2d
L o=t L IVe) P
< C|Vyllz2p

Par conséquent il existe une constante C' > 0 qui ne dépend pas de g, telle pour tout
e €]0,1[, on a

< C|IVgllz2p), Vg € D(D). (4.29)

L2(Q0)

god.—g
e

Maintenant soit g € H'(D), il existe une suite (g), dans D(D) qui converge vers g dans
H'(D). Donc I'estimation (4.29) est vérifiée pour tout gy, V¢ € N. Ainsi on a

gfoq)s_gé

god.—g
E

1
- + - lg — 9£||L2(QO)

1
< Cllgo®e—gio el + |

L2(Q0) L2(Q0)

1 1
< g = 90) © ®ellagay) + CIVgellz) + = llg = gell 2oy

D’apres la proposition 4.7, 'application &, : 0y — ). est un homéomorphisme bi-
lipschitzien, ainsi en utilisant la formule de changement de variable dans le cas des ho-
méomorphismes bi-lipschitziens [39], on aura

(9 = 96) © el = | 19— 90)(@)*2e(a)da

ou v, = |det(V®,)|. Or d’apres la proposition 4.7, il existe ¢ > 0, une constante indépen-
dante de ¢, telle que

1ell o= (o) < e
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Ainsi, comme (g — ¢;) € L*(D), on aura

(g — g¢) © Pcll22(020) < €llg — gell2(py, ¥E € N.
Par suite,

Hgocba—g

1
- < (C+C)5H9—ge\|L2(D)+C'HngHL2(D), vl e N.

L%(Q0)

Par passage a limite, quand ¢ tend vers 400, on obtient

< CvaHLQ(D), Ve € [0, ].]

Hg od.—g
LZ(Q())

3

Montrons maintenant la deuxiéme estimation (4.26) en supposant que g € H?*(D). En

effet, on a
HV(goée)—Vg o / Vigo®.) ~Vy|*
€ L2(90) Qo €
T 2
_ / Ve Vg(®) Vg
N Qo 15
2 T 2
< 2/ Vo, Vy(®.) gH diri2 [ |vg. (Vo — 1) oo,
Q0 € Qo 9

ou I, est la matrice identitée.

D’apres la Proposition 4.7, il existe une constante ¢ = ¢(D) > 0, telle qu’on a

max (Hl(In - Vao,)
€

IVl ) < 0 Ve € 0.1
L>(D)

Ainsi on aura

9 2
_ ) —
ngo@e) Vg < 2 WH dr+22 [ Vg ds
€ L2(Q0) o © "
5. _ 2
< Cz/ﬂ vg(ing dx + 2¢° V9l 2(py
0

En appliquant Pestimation (4.25) a la fonction Vg € H'(D), alors il existe une constante
C > 0, telle pour tout € €]0,1[, on a

2

H V(go ®.) — Vg

< CIV(V L2y + C IVl 20y < 2C N19ll32(10)
L2(Q0)

Ce qui acheve la preuve de ce résultat.
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Résultats de continuité et d’interpolation sur les espaces de So-
bolev et de Holder

Dans ce paragraphe, nous présentons un résultat de continuité sur les espaces de
Sobolev et de Holder et un résultat d’interpolation. Nous commencons ainsi par celui de
la continuité, ot nous montrons que si une suite de fonctions (gx) converge en norme
L vers 0 et que le gradient g; est uniformément borné, alors toutes les dérivées d’ordre
inférieur a 1 converge également en norme L*°. Ce résultat fait I’objet du lemme suivant.

Lemme 4.7 Soit Q¢ un ouvert borné de R™ de bord I'y := 08y lipschitzien. Soient o €
10, 1[ et une suite (gi)ren C C¥%(Qo), telle que

19kl oo @) o 0 (4.30)
et
IM >0, [gi(z) — gr(y)| < Mllz —yl|, Yk €N, Vz,y € Q. (4.31)

Alors la suite (g)ren converge vers 0 dans lespace C%*(§y), i.e.

i geese ey = 0. (4.32)
Démonstration. Soit {25 un ouvert borné a bord lipschitzien. Soit « €]1/2, 1] et soit une
suite (gx)ren C CO%(€) satisfait les conditions (4.30) et (4.31). Montrons que 19kl co. @)
tend vers 0 quand k tend vers +oo. En effet, pour tout £ € N la norme holdérienne d’'un
élément g est donnée par :

19k llco.a@ig) = 19kl Lo @) + 19k]co.a o)

ol | |co.a (@) ©st la semi-norme de l'espace C%%(Qy), donnée par :
’gk‘ V@) = S |gk(x) — gk(y)|
COa(Qo) N

vyeo,  z—yl°
T#Y

Par hypothese on a HngLm@O) = 0, il reste alors a traiter le terme |gk|co,a(50). Pour

ce faire, soit n > 0, p = ﬁnﬁ et z,y € Qo (xr # y), en utiliant le fait qu’il existe une
constante M > 0, telle que la quantité |gr(z) — gx(y)|/||z — y|| est majorée uniformément
par une constante M > 0, alors on a

lgx(x) — 9@ lge(x) — gx(y)
lz =yl lz =yl
< Mz -yl

I

On distingue alors deux cas :
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si ||z —y| < p, alors on a

k(%) — gr(y)|
|z =yl

< Mz —y|'=* < Mp'™, (4.33)

et si ||z — y|| > p, alors aura

l9x(2) = gr ()| _ (lgr(@)] + |g(y)])

4.34
|z —yll© — p° (4.34)

1
< 2||9/<;||Loo(§0)p7-
Alors de (4.33) et (4.34) on obtient

-« 1 l-a
|9k:|c07a(§0) < max(Mp' 72||9k||Loo(§0)p7) = maX(n,QHQkHLw@O)MU ).

Comme « < 1, soit maintenant § = &lnT== alors comme |[|gy|| L@0) 7o 0, il existe

alors k;, tel que pour tout k > &y on ait ||gx[| g, < %nﬁ. Par suite pour tout k > k,,
on a
1—a
|9kl co.0@y) < max(n, 2|[gkl| oo @y Mn =) < 1.

Ce qui acheve la démonstration du lemme.

Pour la suite de ce travail nous aurons besoin de ce résultat d’interpolation.

Lemme 4.8 Soit Qq un ouvert borné de R™ de bord I'y := 0$ lipschitzien. Soient
a €1/2,1], f € HY*Ty) et g € CO*(), alors il existe une constante C > 0, qui
ne dépend que de I'y et n, telle qu’on a [’estimation suivante :

||f9HH1/2(1“0) < C(Fo,n)Hf||H1/2<r0)Hgllco,a@oy (4.35)

Démonstration. Soit () un ouvert borné a bord lipschitzien noté par 'y := 0€)y. Soit
a €]1/2,1[, f € HY2(T'y) et g € C%*(Qy), alors par définition on a

||f9\|§11/2(r0) = Hng%Q(FO) + |f9|§{1/2(r0),

Ol | - | 1/2(py st la semi-norme de Despace H'/2(I'y) donnée par :

_ [(f9)(@) = (f9) ()
’f9|H1/2(r0) = /Fo /Fo Iz — yll" doydo,.

Par hypothese on a g € C%*(£), ce qui nous permet d’avoir I'estimation suivante :

Ifolltswy = [ fgldo
0

< gl oo oy 111220
< g1y e (1.36)

Il reste ainsi a traiter le deuxiéme terme associé a la semi-norme. En effet, on a
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2 [(f9)(z) = (f9)()|?
[F9li172r) /ro ro va—yH” e

_ 2
<[ [ >Mwwwm>mmm%
Lo J/To |z — y||”
2
< 2// IRUIC I +2// [fW)Plg(x) — 9(w)l dor.do,,
T'o JTo Hl’ - yHn o /T H$ - yHn
Or par définition de la norme || - ||CO,oz(§0)a on a la majoration

19(x) = 9(¥)| < llgllcon@ylle =yl Vo #y.

De plus comme g € L*°, alors on aura

2
by < 2f [ HESOMWER gy o S g0y,
Folieey < 2 )], ||x-y||n ' £, ||x—y||” '
2a
o () Plg1Z0.0 g 1 — w1

< 2 N // dcrxdcr // T

19117 (o) - ||$_y||n v oy ey |z =yl

< Al linvay + 29lney [ WP [ 7o rmandoadon

Ensuite, en utilisant la régularité lipschitz du bord I'y et le fait que a €]1/2,1[ (donc
n —2a < n — 1), puis en se basant sur les mémes techniques que celles du Lemme C.2.3
de [39], il existera alors une constante M qui dépend de Ty, telle que pour tout y € Ty,
on a

1
O E ]

Par suite on obtient,

|f9\§11/2(r0) < 2||g||§o,a@0)!f|§p/z<p0) +2M|!9H?;o,a@0)||f||%2(r0)
<21+ Mgl | 20200y (4.37)

Ainsi les inégalités (4.36) et (4.37) entrainent que
||f9||?{1/2(r0) < ||9||go,a(§0)||f||?{1/2(r0) +2(1+ M)||9||<230,a(§0)|f|i11/2(r0)~

En conséquence, il existe alors une constante C' = C(I'g, n), telle qu’on ait

||f9||H1/2(F0) < CHg”cOva(ﬁo)||f||H1/2(r0)-

D’ou le résultat.

do,do,
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4.3 Quelques propriétés sur les fonctions support

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques propriétés sur les fonctions support qui
seront utiles pour la suite de ce chapitre, en 'occurrence, quelques résultats de continuité
de ces fonctions par rapport aux domaines. Pour cela, nous commencons par établir la
formule du changement de variable suivante :

Lemme 4.9 Soit Qy un ouvert borné conveze et soit T une fonction dans L*(D), alors
on a la formule

/ x)dx —/ /890 ||VJ910( )“ p" o (z)dp,

ot Jg, est la fonction jauge associée au domaine ).

Démonstration. Soit T une fonction intégrable, alors en utilisant un changement de
variable en coordonnées polaires (voir par exemple Proposition 1 de [42]), on a

+00 +o0
/ T(z)de = / xa, T (z)de = / / ~ Xeo(pw) Y (pw)dwp™dp = / =(p)p"tdp,
Qo Rn 0 S§n—1 0

ou Z(p) = / X (pw) Y (pw)dw. Ensuite on considére I'homéomorphisme bi-lipschitzien
sn-

et son inverse définis par :

d: Qy — B(O,].)

, r#0
z — O(x) = |
0 , =20
et
v B(O,].) — Qo
[l
y ,y#0
x — &7 y) = { Ja,(y)

0 ,y=20

vérifiant ®(9€) = S"~!. Alors en utilisant le changement de variable dans le cas des
homéomorphismes bi-lipschitziens [39], on aura :

(1]

(p) = /b (QQO)XQO(pw)T(pw)dw

= /BQ X (PP ()T (p®(x))| det(VO(2))||(VE ()L wo|do (),

ott V&(z)~T désigne le transposé de la matrice inverse V®(z)~!. En utilisant les mémes
calculs que dans la démonstration de la Proposition 4.2, on montre que

1

|det(VE@)I(VeE) ™ w0l = i
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Ainsi on obtient

1
][IV Ja, ()]

=(p) = /mo Xo (p® () T (p () do(x).

Or d’apres la Proposition 2.1, on a pour tout x € d€, Jo,(z) = 1, alors

Joo(r)  w

r = s YV € 890
Il Il

O(z) =

Par suite

/ Y (z)dx /+OO X (,ox )T (p ’ ) ! do(x)p™ tdp
= QO n .
ol o Joo ]l ]l ] 1171V Ja, ()]

D’autre part, d’apres la Proposition 2.1 on sait que la fonction jauge vérifie Qp = {Jo, <
1}. En utilisant 'homogénéité de la fonction Jq,, on aura alors, pour tout x € 9 :

Yo ( ) 1, pH“’;—”w € Qo 1 JQO(
’ H I 0, Sinon 0, JQO(

H‘&

)<1  f1, p<|]
= = X[o, /1 (P)

£y > 1

\ 8

0, Sinon

Ainsi on aura

I z 1 o
fo Y@= ] T('OH:UH>HxH"HWQO(w)IIp dpdo ().

Considérons la fonction ¢ € [0, 1] = <(t) = t||z||, <(0) = 0, s(0) = ||z|| et ¢'(t) = ||z|. En
appliquant ainsi un changement de variable en utilisant la fonction réelle ¢, on aura alors

le résultat

(1) x 1
fo, xwde =[] T(%H) T )
1 et !
= T ( Hx||> [PV @y ()¢ (Ddtdo(@)
= Juh T(”’”“””H ||> gy e ellaido )

1 1
= Y(tr)—— " do(z)dt.
§ o T ot 2@

Nous aurons également besoin des propriétés suivantes pour 1’étude de 'existence de
la dérivée de forme de problemes aux limites. Pour cela, nous aurons besoin du lemme
suivant (voir [86]) :

Lemme 4.10 Soit QQ C R™ un ouvert borné convexe, alors il existe une suite décroissante
() en d’ouverts bornés réguliers et fortement convexes, telles que 0 C QF et

Q) — 0. (4.38)
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Nous avons alors les propriétés.

Proposition 4.9 Soit Q) un domaine borné convexe. Alors, il existe une suite ()x d’ou-
verts bornés fortement convexes et suffisamment réguliers, convergeant vers ) au sens de
Hausdorff, telle que Q2 C Q, Yk € N, et satisfaisant les propriétés suivantes :

(i) Pq, est de classe C' sur R™\ {0}, pour tout k € N.

(1) 1l existe une constante ¢ > 0, telle que

HVPQ]CHLOO(Sn—I) <eg¢, Vk € N.

(i) Jim_|Po, = Polli<(p) = 0.

(iv) Pour touti,j € {1,....,n}, 0;0,Pq et 0;0;FPq, sont des mesures de Radon bornées
et il existe une constante ¢ > 0 indépendante de k, telle que :

00:0;(Pa, = Pa), ¢)| < c|[¢llz=(p)sup Pp, Ve € D(D),

ou B est un ouvert borné contenant D.

(v) Pour touti € {1,...,n}, 10iPo, — 0;PallL1(p) = 0.

lim
k—+o0
(vi) Pour tout i € {1,...,n},

lim [ 8,Po, () pdo = /a _ OiPa(w) pdo, Vo € L(O%),

k—+00 JoQ,

ot Q est un ouvert borné convexe de classe C'.

Démonstration. D’apres le Lemme 4.10, il existe une suite (€2); d’ouverts bornés for-
tement convexes et suffisamment réguliers, telle que 2 C Qp, Vk € N, et
HoF o
a7 (Q,Q) —— 0. (4.39)
k—o0

Comme les domaines ¥ sont fortement convexes et assez réguliers, en particulier de
classe C!, alors d’apres [86], les fonctions P, sont de classe C* sur R™ \ {0}, pour tout
k € N, ce qui démontre (7).
Pour prouver (ii), soit k € N, on a

Pﬂk(x+y)gpﬂk(x)+PQk(y)7 v:c,yeR”.

Ainsi
Po,(z) < Po, (v —y) + Po,(y), Vo,y€R™

Par homogénéité de la fonction support on aura pour tout x,y € R™ tel que x # y

Y
Po, (x) = Po, (y) < Pay( Mo =yl < sup Po(2)]z —yl.

x p—
[l = yll se8n-
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En utilisant le fait que 2, C D, Vk € N, on aura alors pour tout z,y € R”

Po, (x) — Po,(y) < sup Pp(z2)|z — vyl

zeSn—1

Notons par Cp = sup Pp(z), on obtient ainsi
zeSn—1

| P, (z) = Po,(y)| < Cpllz —yl.
En particulier, on a
| Po, () = Po,(y)] < Cpllz —yll Va,y € Van,

olt Vgn—1 est un voisinage de S™~!. Ainsi I'assertion (i) découle de (i).
Montrons maintenant (ii7). D’apres le Lemme 1.8.14 de [86], on a la formule suivante

| Pa, — Pallpeo(sn-1) = d? (, Q),

dou,

D’autre part, par homogénéité de la fonction support, on a
1 Pa,, = Pallre(p) < sup [|lz]| [[Po, — Pallre(sn-),
zeD

d’ou le résultat.

La preuve de l'assertion (iv) utilise les mémes arguments que ceux de la Proposition 3 de
[8], appliquée a Py et Py, .

Montrons maintenant (v). Par application de (iv), il existe une constante ¢ > 0 indépen-
dante de k, telle que

[(:0;(Pa, — Po), )| < cllgllieiy, Yo € D(D), Virj €{l,.con}.  (4.41)

D’autre part, on a

[(Po, — P, ¢)| < HSOHLoo(D)/D\PQk(fU) — Po(x)|dx
< MD)ell=w)llPoy = Pall=mp), Ve € DD).  (4.42)

N

Alors, en utilisant les inégalités (4.41) et (4.42), puis en appliquant le Lemme 1.2 a la
distribution tempérée T' = 1( Py, — Py), ot ¢ € D(B) est une fonction plateau qui vérifie
1 = 1 dans un voisinage de D, il existe une constante ¢ > 0 indépendante de k, telle que

(@iPo, — 0:Pa.@)| < c\/lIPa, — Pall, .y lell: Vo €D(D), Vi€ {1,..n}. (4.43)
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Enfin, en utilisant la formule de dualité (voir par exemple [57]) :

v€P(D),
llell Loo (py<1

Les inégalités (4.43) et (4.44) entrainent qu'il existe une constante ¢ > 0 indépendante de
k, telle que

10i(Poy, = Po)llrpy < ¢/ [|Poy, — Pall vie{l, ..,n} (4.45)

Lo (D)’

ce qui prouve (v).
Montrons enfin (vi). Soit ¢ € {1,...,n}, en utilisant (i7), il existe une sous-suite de
(03 Pa,, (1)) notée encore (0;Po, (1)) et une fonction G; € L>®(0) [21], telle que

0;Po, (1) = G; dans L>(0€)) faible — *.
Autrement dit,

Jim [ 0o, (v())0(x)do = /8  Gila)0(x)do. 70 € L}(90). (4.46)
D’autre part, comme )y est une convexe de classe C', alors d’apres le Lemme 2.3, sa fonc-
tion jauge Jq, est aussi de classe C! sur R"\{0}. Soit maintenant p € [0,1] et ¢p € C.(R™).

En prenant
1

IV Jaq ()]

on aura bien que 6 € L'(9). En effet, d’une part grace au Lemme 2.1, on a

0(z) = P(px)p"™

1

S — ,x) < ,  Va e 0. 4.47

D’autre part, pour tout p € [0, 1] et tout x € 9, on a |Y(px)p" | < ||1)]|so- On a donc

Jim [ 0Py, (vo(2))(x)do = /a , Gulx)o(z)do, (4.48)
et de plus, on a
[ P, (0(@)6(a)do| < csup [yl ] (1.49)
Q0 yeD

grace a l'assertion (77). En appliquant ensuite le théoreme de la convergence dominée de
Lebesgue a la fonction

pel0. 1l [ 0iPo, (vol()lpr)p" =

- ¥ o ()] 271
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tout en utilisant la convergence (4.48) et 'estimation (4.49), on obtient

. 0; Poy (vo(2))Y (px)p" " )"t
1 k dxdp = dxd 4.50
kii“oo/ /ag IV Jo(2)]| v = / /39 Hwo o dede, (4:50)

ot G; est une fonction homogene de degré 0, qui est une extension de G définie par :

0 =6 ()

Or d’apres le Lemme 2.1 on a vy = ngﬂou’ alors la fonction x +— 0,Pq, (vo(x)) est
Q
homogene de degré 0. Ainsi en utilisant le Lemme 4.9, on aura
1 1
0P e do(@)dp = [ DR do(z). (4.51
[ [, 0Pactonleioos o dola)dp = [ 0P, ((o)bla)doto). (451
et . ]

éix x)p" xd:/ C:’lx z)do. 4.52
Jy Lo, Goleplon) ™ o —dot@dp = || Gila)o(@) (452)

Par suite en utilisant les formules (4.51), (4.52) et la convergence (4.50), on obtient

lim [ 8P, (vo(2))(z)de = / Gi(x)(x)dz, Vi € Co(R™).

k—+o0 JQ Qo
Ainsi,

lim [ (TP, () vl = [ (G@) o), e CERY), (453)

k—+o0 JQ

ott G = (éi)lgign.

Montrons que G = V Pqo(1p) p.p dans €. Pour ce faire, soit ¢ € C.(R™), comme le do-
maine ) est de class C!, alors d’aprés le Théoréme 1.7, il existe une extension continue,
de la fonction vy & R™, notée encore vy, prenant g = ¢rp. On a bien ¢y € C.(R™). En
utilisant la convergence (4.53), on a alors

lim | (VPo, (vo(2)), do(x))dr = / (G(x), Yo(x))dz

k—+o00 JQy Qo
Or par homogénéité de la fonction Py, , on a
(VPo, (1), to) = (VPo, (), o) = Pa, (v0)e-
Donc,

lim / Po, (o) dz = /Q (@) nx))pdr, Vo € C(RY), (4.54)

k—+o00 JQ

D’autre part, on a

[ Po,wede — [ Pot)gds| < [ Ieldel|Po, = Pollsosrs.
Qo Qo Qo
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Ainsi, en utilisant la convergence (4.40), on obtient

lim / Po, () pd = /Q Po(wo)pdr, Vg € Co(R™). (4.55)

k—+00 JQy

Par suite, en utilisant (4.54) et (4.55), par identification on a Pqo(1) = (G, 1), p.p sur €.
En appliquant le Théoreme 1.11, on a alors

G = VPqy(1) p.p dans Q. (4.56)
Montrons maintenant, pour tout i € {1,....,n}, que
G = 0; Po (1) p-p sur 0.

D’apres (4.56), il existe une partie Dy C €2, telle que G = 0;Po() p.p dans Dy et que
Qo \ Dy est de mesure null. Considérons I’ensemble A = {ﬁ, / x € Dy}, en utilisant le

fait que les fonctions G et ;Pqo(1p) sont homogénes d’ordre 0, alors on a
G(z) = 9;Po(o(x)), Yz € A.

Montrons que A est de mesure non null dans S*~!. En effet, puisque A C S*!, d’apres
la Proposition 5.9 de [48], on a

o —n)\(U tA)
te[0,1

Remarquons que (B(0,1) N Dy) \ {0} € [ J tA. En effet, soit z € (B(0,1) N Dy) \ {0},
te[0,1]

alors z = avec t, = ||z|]| < 1. Puisque z € Dy, alors € A. Dong, z € t,A. Ainsi

T || ||Z||

7(A) = nA ( U tA) > nA ((B(0,1) N Do) \ {0}) = nA(B(0,1) N Dy).

te(0,1]

1) N Do) U (B(0,1) N Qg \ Dy). Puisque

Considérons la décomposition B(0,1) = (B(0,
1) N Dy) # 0. Par conséquent o(A) # 0. D’ou,

A\ Dg) = 0, donc A\(B(0,1)) = A(B(0, 1)
G = 0,Po() p.p dans S"L.

En utilisant le fait qu'il existe un homéomrphisme lipschitz ® entre S*! et 9, on en
déduit alors que
G = 0;Po(1p) p.p tout z € 9.

Ce qui acheve la preuve de (vi) et de la proposition.
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4.4 Dérivation de forme des problemes aux limites
en utilisant une déformation de Minkowski

Dans cette section, nous allons étudier I'existence de la dérivée de forme de la solution
d’un probléme aux limites de types Dirichlet et Neumann, en utilisant la déformation de
Minkowski. L’intérét d’'une telle dérivée est bien connu : indépendamment de la déforma-
tion utilisée, lorsqu’il s’agit par exemple de calculer la dérivée par rapport aux domaines
de fonctionnelles du type

JA) = [ S un(@)dr@) o JOA) = [ gla.ur(@))do(x)

ol uy est solution d’une équation aux dérivées partielles elliptique posée sur A, nous
sommes amenés a calculer la dérivée de forme de l'application A — wu,. Dans la suite,
nous traitons donc cette question pour les deux problemes aux limites elliptiques modeéle
de types Dirichlet et Neumann.

Dérivation de forme du probleme de Dirichlet

Etant donnés un ouvert A borné assez régulier et une fonction f € L?(A), il est bien
connu que le probleme de Dirichlet suivant

(4.57)

—Aupy = f dans A
up =0 sur OA

admet une solution unique uy € H}(A). Nous savons aussi que si le domaine A est de
classe C? et f € H'(A), alors uy € Hj(A) N H*(A).

Soient D un ouvert convexe borné assez régulier et suffisamment grand, 3 C D un
ouvert borné convexe contenant 0 et 2 un ouvert convexe borné de D. On suppose que
Qo et Q sont de classe C2. Considérons la déformation de Minkowski du domaine € par
2, définie pour tout ¢ € [0, 1] par

Q€:Q0+EQCD.

Désignons par g (resp. u.) la solution du probleme (4.57) pour A = Qy (resp. A = Q).
Notre objectif est d’étudier 'existence de la dérivée de forme de I'application

€ Ug.

Pour ce faire, soit f € HY(D) et soit (Q2%)ren une suite décroissante d’ouverts bornés
suffisamment réguliers et fortement convexes, donnée par le Lemme 2.6, telle que Q C QF,
Vk € N, et vérifiant :

d?(Q,, Q) —— 0. (4.58)

k—o0

Posons Q.x = Qo + e, € € [0,1]. Comme Qy est un domaine borné de classe C? et
convexe (en particulier étoilé par rapport a une boule), alors, d’apres le Lemme 2.5, Q.
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peut étre considéré comme une déformation du domaine €y par le champ de vecteurs
régulier

ap(z) = Jo,(v) V Py, (VO(:L‘) <JQ$($>>> ’

autrement dit, Q. x = . x(Q), ot D, x(z) = z + cax(x), avec ar, € WH*. De plus, P,
est un C!-difféomorphisme sur R™\{0}. Considérons maintenant 'unique solution w, j du
probleéme (4.57) pour A = Q. ;. D’apres [33, 57, 85, il existe uj, € H'(D) tel que

lim Ps,k(“a,k) - P(UO)

e—0t £

=}, dans H'(D), (4.59)

ou Pej(uc) :=P(ucp 0 Poy) 0 q);,i et P: HY(Qy) — H'(D) est un opérateur de prolon-

gement linéaire continu. De plus, u}, := u}|q, est 'unique solution du probleme

—Aup, =0 dans €
0 4.60
uf, = —azs(ak, vy) sur  0S. ( )
D’apres le lemme 2.3, on a
(ag, vo) = Pa, (1) sur 09, (4.61)

donc, le probléme (4.60) peut s’écrire sous la forme

—Aup, =0 dans g
4.62
uj, = —gzopgk(l/o> sur 0. (4.62)
0

Ainsi en plus de lexistence de la dérivée de u., ce résultat en particulier le pro-
bleme (4.62) fournit une idée sur la nature du probleme aux limites que devra vérifier la
dérivée de u.. En effet, on remarque que le probléme (4.62) fait intervenir un terme qui

dépend de & ( —ZUO
Yo

alors intuitivement la dérivée de u. va étre la limite de u) quand k tend vers oco. Ainsi,

Py, (19)). Or comme on a une convergence des domaines §2; vers €2,

nous allons montrer dans un premier lieu un résultat qui consiste a établir la convergence
de la solution wj, vers une fonction qu’on notera par ug et on démontrera par la suite que
c’est la dérivée de I'application € — u,.

Proposition 4.10 On a la limite suivante :
i, — w1 = 0.
ot uy € H'(Qo) est l'unique solution du probléme suivant

—Auy =0 dans

4.63
ugz—%Pg(uo) sur 0 (4.63)
81/0
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ot vy est la normale a 0y dirigée vers lextérieur de .

Démonstration. Soit u, € H'(€)) la solution du probléme aux limites (4.80), soit k € N*
et soit uj, € H' () la solution du probleme (4.62), alors la différence u), — uf, € H'(Qp)
sera solution du probleme aux limites suivant :

—A(uj, — uj) =0 dans
o (4.64)
wh, — ul = —872(13%@0) — Po(np)) sur 9%

Montrons que la norme |Juj, — ug|| g1(q,) tend vers 0, quand k tend vers l'infini. Pour
cela, d’apres [20, 28] il existe une constante C' = C(€)y) qui ne dépend que du domaine
g, telle qu’on a

[y, — wgll (o) < Cllul — ugllmirzang)-

Comme uj, — uy, est la solution du probleme (4.64), alors on obtient I'estimation

a'LLU
[y — ol () < C | éT/(Pszk(Vo) — Pa(vo)) :
0 H1/2(890)
On se ramene alors & évaluer la limite de la norme
ou
(% o, = Pyt
14 H1/2(8QO) keN

quand k tend vers l'infini. Comme le domaine Qg est de class C? et la donnée f du
probléme (4.57) est dans H'(D), alors d’apres [20, 52], la solution ug du probléme (4.57)
pour A = Qq appartient & H?(€g). De plus d’aprés le Théoréme 1.7, il existe une extension

aU()
de classe C!, de la fonction vy & R™, notée encore vy. Ainsi, o est bien définie dans
Y0 1090

Iespace H'/2(0€)). De méme d’aprés la Proposition 4.9 on vérifie aussi que le terme
Po, (1) — Pa(1p) est bien dans C%%(Q), pour tout « €]1/2,1][. Par suite, en appliquant
le Lemme (4.8), il existe une constante C' = C'(0€)) > 0 telle que

Pour conclure, il suffit de verifier que (Pn, — Pq)(vp) satisfait les conditions du

0
v, (o, = Po)(0)

Ou
8V0

<C‘

H1/2(69)

|(Pey, — Pa) (o)l co.e @) -
HI/Q(BQ())

Lemme (4.7). En effet, d’'une part par homogénéité de la fonction support, on a

(7o, = Pl < (Po o) (220 ) |t v € 2

Ainsi, on obtient

1(Pey, = Pa) (o)l e @y < 1Py — Pall poe(gn-1y sup [lvo(@)].
TEEN
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Or, d’apres la deuxieme assertion du Théoreme 1.10, on a
| P, — PQ”Loo(Sn—l) = dH(ﬁlmQ)-
Par suite, on a

(P = Pa) ()| o @y < sup [[0(2)]|d” (D, ), VE € N.

€

Puisque la suite des domaines €2, converge au sens de Hausdorff vers €, alors

Jim[|(Po, — Po)(0) | < o) = 0- (4.65)

D’autre part, en utilisant le fait que les fonctions support P, et Py, sont lipschitziennes
avec une constante de lipschitz Cp qui ne dépend que de D (voir Proposition 1.8), on a
alors

|(Pa, — Pa)(vo(2)) — (Po, — Pa)(vo(y))]
2Cp|ln(x) —n(y)l
2Cp sup [|[Vi(2)||lz = yll, Y2,y € Qo.

2€Qo

VAR VANRRVAN

Ainsi il existe une constante M > 0 qui ne dépend pas de k, telle qu'on a
|(Poy, — Po)(vo(z)) — (P, — Pa)(vo(y))| < Mz —yll, VkeEN, Yo,y € Qo (4.66)
Par conséquent d’apres le Lemme 4.7, on obtient
i (P, = Po) () gue ) = 0

D’ott le résultat. [

Avant de présenter le résultat d’existence de la dérivée de u. en € = 0, nous aurons
besoin d’établir quelques estimations uniformes, qui font objet des deux lemmes suivants :

Lemme 4.11 Soit D un domaine borné convexe régulier suffisamment grand, tel que
Q. Cc QF ¢ D,Vee|0,1], Vk € N et soit f € HY(D). Considérons les solutions u. et
.y respectives du probléme (4.57) sur Q. et QF, alors on a :

/Q V(ue — ue ) Vdr =0, Vo € D(€2,). (4.67)

Démonstration. Soient € € [0,1] et & € N, et soit u. et u.y les solutions respectives du
probléme (4.57) sur €. et QF. Alors, pour tout ¢ € D(€).), on a les deux formulations :

—Augcpdx:/ fodx et / —Au&kgodx:/ fodz.
Q. Qe QF Qf

Comme u. € H2() et u.p € H?(QF), en appliquant alors la formule de Green on

| Pay, (v0(2)) = Pa, (v0(y))] + [Pa(vo(z)) — Pa(o(y))]
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aura

VUEVgodx—/ Oy ucpdx :/ xa. fedr et
09 D

Qe

| VuesVede = [ Ouipde = [ xoufpds.
Qk o0k D

En utilisant le fait que Q. C QF C D et ¢ € D(£.), on aura

/ VuEVgodx:/ Xa. fedz. (4.68)
Q. D

/ Vuaﬁngpdx:/ nggfgodx:/ Xa. fedz. (4.69)
Q. D D

En soustrayant ainsi 1’équation (4.69) de I’équation (4.68), on obtient

/ V(ue — ue ) Vpdr = 0.

€

Ce qui acheve la démonstration.

Lemme 4.12 Soit D un domaine borné convexe régulier, tel que Q. C D, Ve € [0,1] et
soit f € HY(D). Considérons la solution u. du probléme (4.57) pour A = Q.. Pour tout
e € 10,1], considérons le prolongement u. € H'(R™) de u. par zéro en dehors de )., alors
on a les estimations uniformes suivantes :

3C =C(D) >0, telle que e~ t < (C, Ve e€0,1]. (4.70)
H(D)
et o
3C =C(r,D) >0, telle que w <, Veel0,1]. (4.71)
H(S0)

Jo
ot ¢, = j[an; Jo et J. sont respectivement les fonctions jauge associées aux domaines

Démonstration.

Soit e € [0, 1], et soit ug et u. les solutions respectives du probléme (4.57) pour A = Qg
et A = €).. Considérons g et . leurs prolongements par 0 respectivement en dehors de
Qo et Q..

Montrons I'estimation (4.70), comme pour tout € €]0, 1] on a Qg C Q. C D, alors 1y
et 1. sont nulles en dehors de €2, et en particulier en dehors de D, on obtient ainsi

ﬁe—ﬁo Us—ﬂo

€ H(D) B ‘ € H(Qe)

Puisque (u. — tg)/e € H}(€), en utilisant I'inégalité de Poincaré uniforme [11, 57], il
existe alors une constante C' = C'(D) > 0 qui ne dépend que de D, telle que :
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Ue — U, Ue — U, Ue — U
= 0 _‘ SRR gC’ S , Ve € [0,1]. (4.72)
€ HY(D) € HY(Qe) € H}(Q:)
Or, on sait que la norme || - || Hi(o.) Peut étre définie par dualité par :
Ue — ﬂo

Soit alors ¢ € D(€2) telle que ||| g1,y < 1, considérons la décomposition suivante :

= sup , P .
HYQ:)  oeD(Qe) € Hj ()

||<P||Hé($25)_

3

<Ue — U0790> _ [ v (uﬁ_%’f) Vdz +/ \Vi (ue’k_uo — 17%) Vdz +/ VU,V pdz.
€ HiQ) o £ Q. £ Q.

ou 1.k est 'unique solution du probléme (4.57) pour A = Q. et I/LZ est I'unique solution
du probleme (4.60). Ainsi, on a

5 1 5 .
<u5 uo,g0> < / =V (us —uc ) Vpdr + HV (u‘s’k Yo _ u%)
H}(Q) B €

e, Il

- 5
+ | vu L 191l
R et P 4
< /Q iV (ue — ue k) Viodz + Hpg’k(ui’;) —to ) D) T ‘ ), HY(D)
Pour le premier terme, d’apres le Lemme (4.11), on a
I8 iv (1. — ) Vipda = 0. (4.73)

D’autre part, en utilisant (4.59), il existe une constante ¢ > 0 qui ne dépend que de
D, f et k, telle que :

Comme les estimations (4.73) et (4.74) sont vérifiées, pour tout ¢, alors il existe une
constante C' = C(D, k, f) > 0, telle qu’on a

Montrons ensuite la deuxieme estimation (4.71). Considérons ainsi la décomposition :

P 7k(u Jﬂ) — 270 —
€ 58 o uz

<e, Ve€0,1]. (4.74)
H(D)

Us—ﬂo

<C.

Hg(Q:)

3

ﬁooq)E—uo ﬂo—us 'zjeoi)g—uo

o®d,

£ H(Q) £ 1) .

€ HI(Q0) ’
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u: 0 D, — g

Commengons par traiter le terme . Soient ¢ €]0,1[, v € H} ()

J,

et . = Yo ®7 ou ¢! = fIan et Jy et J. sont respectivement les fonctions jauge

< H(Q0)

e
0
associées aux domaines )y et €).. D’apres la Proposition 4.7, la fonction &, : Qq — 0,
est un homéomorphisme bi-lipschitzien. De plus en utilisant les estimations (ii¢) de la
Proposition 4.7, on vérifie que ¥. € H}(Q.).

Considérons ainsi 1. comme fonction test dans la formulation variationnelle vérifiée
par u. sur )., on aura

/Q Vu.Vi.de — /Q Fibde.

En utilisant la formule de changement de variable dans le cas des homéomorphismes
bi-lipschitziens [39], on aura

[ V(@) V(@) = [ f oDt 0 @y, (4.75)
ou 7. = |det(V®,)|. D’autre part, on a
Vue(®:) = "(VO) 'V (u:0@.) et Voe(@:) = (V) 'V (1 0 @) = (V) V.
On aura ainsi
[, (V) V (e 0 8) (VR Vurnedr = [ ] o B, Vb € H(S).

Or, on sait que pour tout a,b € R" et A € M,,,,, on a AaAb = TAAab. En effet,
AaAb = Aa- Ab = Ab- Aa = "(Ab)Aa = "(b) (A)Aa=b- "AAa = "AAa-b= "AAab.
En utilisant cette formule (en prenant A = "(V®,)™!, a = V(u.0®.), b = V1), on obtient

(V) 'V (e 0 ) (V) 'V = (Vo)™ (V) TV (ue 0 @) V.

Ainsi

/Q (V) (VD) 'V (1, 0 &) Virde = /Q RELECRD

On reprend les mémes notations que celles utilisées dans la Proposition 4.7, on aura
Ae =7 (Vo) T (V)
On obtient alors
[ AV (0 @)V = /Q o Rairede, Vi € HY(O) (4.76)
D’autre part, comme uq est solution de :

/Q VuyVisde = /Q e, W € H(S). (4.77)
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Nous avons maintenant tous les ingrédients nécessaire pour montrer la deuxiéme estima-
tion. En effet, comme (u.0®. —ug)/e € HL(Qp), en utilisant 'inégalité de Poincaré [11, 57],
il existe une constante ¢ > 0, telle que :

ugs 0 Do — ug ugs 0 Do — ug

<c

H(Q0)

9 9

Hg(90)
Or par dualité on a

ugs 0 P — ug
€

< <u8 o®, —uy ¢>
= up E— :
H}(Q0)  ¥ED(0) c H} (9)

i3 2g)
Ainsi, soit ¢ € D(€)), on a :
<U<I>—UO¢> = [ V(w0 @)Vde — * [ VugVida
€ HE () € /% =
) 1
= [ (- AV (w0 0)Vudr + - [ AT(u. 0 ) Vids
1
- - V’LLDV’QDdQZ',
g JQo

ou I, est la matrice identité. Alors en utilisant les équations (4.76) et (4.77), on aura

u. 0 ®, — uyg B 1 1 1
<57,¢>H6(QO) - /Qo E(In - Aa)v(us o @E)V@Ddl‘ + g /Qo f o ¢)6¢78dx - g /Qo f’@bdl‘
= [ 2= AV (a0 ®)Tude + [ (fo . — i
— [ Fie - e
Q" €

Ainsi, d’une part, d’apres la Proposition 4.7, il existe une constante ¢ = ¢(D,r) > 0,
telle que :

1

Jree-],, o) < vee 0.1
£ L (D)

1
max (Hg(fn —A.)

L (D)

D’autre part, d’apres la Proposition 4.8, il existe une constante ¢ > 0, telle que :

Lpow.—p)

<e¢, Ve €0,1].
5

L (Q0)

Donc, en utilisant 'inégalité de Holder, il existe une constante ¢ > 0, indépendante de ¢,
telle que :
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g D) “ue o (I)€||H3(Qo)”¢||Hé(Qo)

5 (DE - 1
(ot} < - A
HL (QO) € L

1
+ el + | S0 D] 1w ol

< cllue 0 @cfl o 19|30 + cll¥llz20) + el fllzc0) 191l 2200) -

Comme ¢ € HJ (), alors grace a l'inégalité de Poincaré [11, 57], il existe une
constante ¢ > 0 telle qu’on a

11| z2(00) < el 3 a0)-

Donc,

u. 0 &, — ug
(B2 ) < el 0@l + 1+ )y
Hpj(Q0)

Afin d’estimer le terme [ju. o @.[| g1 (q,), on utilise le changement de variable suivant :

e o .l 00 = [ V(0 @) %de = [ |7V Vu (@) |*d

= [ V(@) Vi P det (VO )

€

Ainsi, d’apres la Proposition 4.7, il existe une constante ¢ = ¢(D,r) > 0, telle que
max (|det (V)| (o), | 'VO(®T)) [l () < ¢, Ve € [0,1].

On obtient alors
[ue 0 @clFp 0y < el a0

Ensuite, en utilisant le fait que u. est soltuion du probleme (4.57) pour A = )., on aura
uclyon = [ IVuelPde = [ fuds
< el 2o £l 2oy

D’apres I'inégalité de Poincaré uniforme [11, 57], il existe une constante Cy > 0, telle que :

el 0.y < Collfllezoy el g 0.

Par conséquent, la norme |[|u. o ®|| Hi () est uniformément borneé par rapport a €. Donc
il existe une constante C' = C(D,r) > 0, telle que

us o O, — g us o O, — g

<cC. (4.78)

Cc

£ £

H(Qo) H{ (Q0)
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.On a

Uy — U
Il reste ainsi & traiter le terme M od,

€

H1(Q0)

(ﬂo—u5>0q)g —1||

_ 1 -
(tio — ue) © el 12(0) + Z[[V (G0 — ue) © De)ll2(0)-

< H(Q)

En utilisant la formule de changement de variable dans le cas des homéomorphismes
bi-lipschitziens, on aura

(o = ue) o @ lfaiay = [ fio = uclyeda
et
V(T = u) 0 @) oy = [ IVR(QZ)V (o — o)l

< [ V@IV (o — u.)|da,

ol 7. = |det(V®_1)|. Or d’aprés la proposition 4.7, il existe une constante C' > 0,
indépendante de ¢, telle que

max([|V el|=(p); (el L=(p)) < C.

Donc
| (@0 — ue) o Del|L2(0y) < Clltio — Uel[z2(p)

et
IV (@ — ue) © @) L2(0) < C*IV (G0 — )| L2()-

Dongc, il existe une constante ¢ > 0, telle qu'on a

Uy — U)o D 1, _
w SC*HUO_UsHHl(D)-

< H(Q0)

1
D’apres l'estimation (4.70), le terme — [[tg — u<|| 41, est uniformément borné par rap-

(o — ue)
15

port a ¢, et donc o, I’est aussi. Ce qui conclut la démonstration de ce

H1(Q0)
Lemme.

Dans ce cadre nous avons le résultat suivant.

Théoréme 4.6 Soit D un domaine borné convexe régulier, tel que ). = Qg+ 2 C D,
Ve € [0,1] et soit f € HY(D). Considérons la solution u. du probléme (4.57) pour A = Q..
Alors, pour tout € € [0,1], il existe un prolongement u. € H'(R™) de u., et uy € H'(R"),
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tels que ['on ait :

- = 0. (4.79)

H1(Qo)

Autrement dit, lapplication ¢ € [0,1] — u. € H'(Qq) est dérivable en 0 et sa dérivée ul
est telle que uf = ugl|q, est l'unique solution du probléme suivant

—Auy =0 dans
0 4.80
uy = —a—zOPQ(yO) sur 0 (4.80)
0

ot vy est la normale a 08y dirigée vers lextérieur de Qg et et Pq est la fonction support
du domaine €.

Démonstration. Soit ¢ € [0,1], et soit uy et u. les solutions respectives du pro-
bleme (4.57) pour A = Qy et A = Q.. Considérons g et u. leurs prolongements par
0 respectivement en dehors de g et §2.. D’apres le Lemme 4.12 et 'estimation (4.70), il
existe une constante ¢ > 0, telle que

Ye %o <e¢, Ve€lo,1].
e lmp)
Dong, il existe une sous-suite notée encore (U,)., U, = U 7 %0 ot un élément w € H YD),
£
telle que
U: —~w, dans HY(D). (4.81)

Comme H'(D) s’injecte de maniére continue dans H'(£)), alors on a
U: —~w, dans H Q). (4.82)

Commencons tout d’abord par montrer que w concide avec wu; la solution du pro-
bleme (4.80). D’aprés linjection compacte de H'(£y) dans L%*(€)) et la compacité de
'application trace de H'(€)) dans L?(9), on peut extraire une sous-suite notée encore
(Ue)e, telle qu'on a :

U. — w, dans L*(€y). (4.83)
e—07t
et
U. — w, dans L*(09). (4.84)
e—0t

Notons que d’apres les convergence (4.82) et (4.83), on a

<VU5, V¢>L2(Qo) j) (Vw, V¢>L2(Qo)7 v¢ € Hl(Qo) (485)

o+
En effet, pour tout ¢ € H'(Qp) on a

|<V(U5 - Cd), V¢>L2(QO)| S |<UE — W, ¢>H1(Qo)| + |<UE — W, ¢>L2(Qo)|
< ’<U€ — W, ¢>H1(Qo)’ + HU€ - wHLQ(QO)H(b”LQ(QO)'
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Ainsi (4.85) découle de (4.82) et (4.83).

Soit maintenant ¢ € D(£y), en utilisant le fait que Qy C 2., comme u. et uy sont
les solutions respectives du probléme (4.57) pour A = €. et A = Q, alors u. et uy sont
solutions des deux formulations :

[ Vu.Vods = /Q Joda (4.86)

et
VUOngdx:/ fodz. (4.87)
Qo Q0

En soustrayant la formulation (4.87) de (4.86), tout en divisant par €, on aura

/ v (“ - ”0) Vodz =0, Ve €]0,1[.
Qo g

En particulier pour tous les termes de la sous-suite des (U.)., on a

[ VU.Vodr = 0. (4.88)

Par passage a la limite dans (4.88), on aura

[ VuVéde =0, ¥ e D().

Donc —Aw = 0 dans D'(€)y), par suite —Aw = 0 p.p. dans €. Il reste alors a montrer

que w = —8—%139(1/0) sur €. On a u, = 0 sur 9€).. Or, d’apreés la proposition 4.7, il
1)

existe un homéomorphisme bi-lipschitzien et son inverse définies par :

®E : QO — QE \DE : QE — QO
Jo(l’) JE(ZL’)
z ,xz#0 . T 0
v = d(r)= { J(v) 70 r = &y = < Jo(x) v7
0 , =20 0 , y=20

De plus ®.(09) = 09, ou Jy et J. sont respectivement les fonctions jauge associées aux
domaines € et €2.. Ainsi, on aura u. o &, = 0 sur 0€2y. Or, puisque ug = 0 sur 9€), alors

€ (I)s_
Ye 0% — Mo = 0 sur 0.
€

ugs 0 P, — uyg

Etudions alors la limite de , quand ¢ tend vers 0. Pour cela, considérons

€ a9
la décomposition :
Ue — U g o P, —u
robg—i—M:O:sur 0,
€ €
qui s’écrit
=W 4+ 2@ = 0 sur 9.
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avec oD
—_ —_ Up © — Up
:21) =U,o0®, et :22) = —; .

Commencons par montrer que =) converge vers w dans L?(0€), quand ¢ tend vers

0. On a
||E§1) — (A)HLZ(BQO) S HES) — w o q)EHLQ(aQO) + Hw (0] (I)e — wHLz(r?Qo)' (489)

En utilisant la continuité de 'application trace de H*(y) vers H*~'/2(9€)) (en particulier
L?(09y)), pour tout s €]1/2,1[, (voir la Propposition 1.5), il existe alors une constante
¢ > 0 indépendante de ¢, telle que :

||E§1) — wHL2(3QO) S CHES) — W o (I)s| Hs3(Qp) + Hw (@] (I)s — wHLQ(ﬁﬂo)-

D’une part, par définition de la norme || - || zs(q,), on a

IEY —wod gy = IEN —wo D |72 (00

EW—wod —EM —wod 2
+ / / |( e wo 5)($) (28 wo 5)(y)’ dAxd)\y
Qo Qo |z — yl[2stm

= [ 10 - @) P
[ (U = @) (@) = (U =) @) )y

[l = yl[>*n

En utilisant la formule de changement de variable dans le cas des homéomorphismes
bi-lipschitziens [39], on aura

120 — wo @,

%15(90) / |(Us —w) |%( )dx

+ / . / ) ||q; )_\pi(U;)@i‘ffy” V(@) Ve (y) dAa dAy.

avec 7. = |det(VW.)|. Or d’aprés la proposition 4.7, il existe des constantes C; > 0,
Cy > 0 et (3 > 0 indépendantes de ¢, telles que :

Cillz = yll < [[0e(2) = Ve(y)l| < Collz —yll, € €]0,1], Yo,y € D. (4.90)

et
1Vellzoe(py < Cs. (4.91)

Ensuite en utilisant le fait que pour tout ¢ €]0, 1[, 2. C D, on aura

”Egl) —wo .|

o) < CollUz —wlZap

(U~ ) (@) - (U — &) ()
M A e e A
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D’autre part, en utilisant (4.90), il existe une constante C' > 0 indépendantes de ¢, telles
que :
[9-(2) = Te(y) >4 = Cllz — .

Il existe alors une constante ¢ > 0, telle que

1= —wo @i, < cllUs = wliiap

//\ @) @) == O )

y”25+n

+

< c||U: = w\

Grace a la convergence (4.81) et l'injection compacte de I'espace H'(D) dans H*(D),
(s < 1) (voir Proposition 1.4) il existe une sous-suite de (U ). notée de la méme maniere,
telle que

HUE - w|

s —> 0
H*(D) e—0t

Par conséquent, on a

||E£1) —wo ‘I)sHLz(aQO) W 0

Il reste ainsi a estimer le terme |lw o ®. — w||2(s0,) de la décomposition (4.89). En effet,
pour tout £ €]0,1[, en utilisant la formule de changement de variable dans le cas des
homéomorphismes bi-lipschitziens [39], on aura

wo . —wlinay < [ w(@@)Pde+ [ IVwo )@)|Pdz + ol ay.
0 0

Donc,

wo . —wlingy < [ l@Pr@de+ [ [V0(0)PIVela)*e(@)dr + [l

€

ou 7. = |det(VV,.)|. Or d’apres la proposition 4.7, il existe une constante C' >
Oindépendante de ¢, telle que

max([|[VOc|| e (p), 16l =(n)) < C.
Comme w € H'(D), on obtient

lwo®. —wltng,) < Cllwliinm + ClVlzam + Wl q,)-

Donc, il existe une sous-suite notée encore (wo @, — w). et un élément W € H' (),
tels que w o @, — w converge faiblement vers W dans H'(£y). De plus grace a 'injection
compacte de H'(€) dans L?*(£) et la compacité de I'application trace de H'(€)) dans
L?*(09y), on peut extraire une sous-suite notée encore (w o &, — w),, telle qu'on a la
convergence forte dans L?(€) et la convergence des traces dans L?(9) :

wod, —w — W dans L*($).
e—
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et
wo®, —w —— W dans L*(9€).

e—0t+

Or d’apres la proposition 4.8, on a
Hw o q)g — wHL2(Q0) S 5||VWHL2(D)-

Donc w o @, — w converge vers 0 dans L?*(). Ce qui permet alors d’avoir W = 0 dans
L%(€), en particulier W = 0 p.p. sur 9. D’ott w o &, —w —— 0 dans L?(9€)). En

e—07t
conséquence on a, par application de la réciproque partielle du théoreme de convergence

dominée, on a :
Egl) =U,o0®, —— w, p.p sur 9.
e—0t

ou
Montrons maintenant que =) = (ug o ®. — ug)/e converge vers a—OPQ(VO) sur 0€.
2

0
D’apres le Lemme 4.12, il existe une constante ¢ > 0 indépendante de ug et ¢, telle que

ﬂoo(I)E—Uo <

H1(Q0)

3

11 existe alors une sous-suite notée encore (£)), et un élément ¥ € H'(€), telle que =2
converge faiblement vers ¢ dans H' () :

60 O (I)e — Up 1

———— v, dans H (Q)- (4.92)

€

De plus, grace a l'injection compacte de H'(£y) dans L?*(€)) et la compacité de I'appli-
cation trace de H'(€y) dans L?(9€)), on peut extraire une sous-suite notée de la méme
maniere, telle qu’on a les convergences :

ﬂood>€—u0

N 2
. 0 v, dans L7(€). (4.93)
et = oD
fo© %~ to 9, dans L2(99). (4.94)
€ e—07t

ou
Montrons que ¥ = —OPQ(VO). Pour cela, rappelons que comme le domaine €2 est de class

8V0
C?, alors d’aprés la Proposition 2.3 la fonction Jy est de classe C? sur R™ \ {0}. De plus

comme 9y = {Jy = 1}, on peut définir une extension de classe C', de la fonction v a
R” comme suit vy = V.Jy/||V.Jp||. Ainsi on a

ou
JPQ(VO) = (Vug, 1)

. Po (V).

L
IV Jol
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1
On sait ainsi d’apres le Lemme 2.1, que (v, Idgn) = il Donc on aura
0
8u0
TVOPQ(VO) = <VU0, l/o><V0, Ian>PQ (VJ[)) .

Comme ug € H} () N H?(Qg) alors ug est porté par la normale (voir Remarque 1.5), ce
qui implique que
5u0

TPQ(VO) = <VU0, Ian>PQ (VJ0> .
40

Il suffit donc de montrer que ¥ = (Vug, Idgn) P (VJy). Comme 1y € H'(D), alors il
existe une suite d’éléments u, € D(D), telle que uy " g dans H'(D). Soit ¢ € N, on
400

décompose Z2) — (Vug, Idgn) Py (V.Jp) en trois termes comme suit :
=2 — Vg, Idgn) Po (Vo) = I+ Iy, + I

avec

(ﬂo—Ug)OCI)E—(UO—Ug) UZOCI)E—UK

<VUg, Ian>PQ (VJ())

{ ¢ __
Il,z—:_ ’ 12,6_

9 9

et
IE = (V(ug — up), Idgn) Po (VJp) .

Montrons tout d’abord que Z2) converge vers (Vug, Idgn)Pq (VJo) dans L?*(€p). Dune

3
part, on a

15]l2200) = (V¥ (ue = o), Idzn) Pa (Vo) 120y
< sup [|[Po(VJo)ldrn || [V (ue — o)l 12 gy

Qo
< sup | Po(VJo)ldrn | [[ue — woll g qp) - (4.95)
D

D’autre part, d’apres en appliquant la Proposition 4.8, il existe une constante Cy > 0 qui
ne dépend pas de /, telle qu’on a

15 el 200y < Collto — well gy (4.96)
Montrons maintenant ||75_| z2(p) —— 0. Pour ce faire, soit £ € N, commencons par
’ e—0
montrer que I5_ T) 0 p.p. dans D. Comme u, est réguliere, on peut écrire
e

o, —
I, o= 2T (T, Tdge) Po (Vo)
O, — Tdgn

£

€

1
- / Vaue((1 — £)Idgn + t0.)dt — (Vg 1dgn) Po (Vo)
0
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D’une part, en utilisant la Proposition 4.5, on a

Jo
R TR LU
g - 9
Jo—J. 1
pr— '7Id n
€ J. R
- I/EJP (V.J.)ds—1d
— = o s Q s Jg R7-

Soit s € [0, 1]. En utilisant la lipschicité de Py (voir (iz) de la Proposition 1.8), il existe
une constante C' > 0 qui ne dépend que de D, telle que

|Po(VJs) — Po(Vo)| < CVJs — V.

Ensuite en utilisant la Proposition 4.6, il existe une constante C; > 0 qui ne dépend pas
de s, telle que

sC'sup Py
Snfl

<
<

D’autre part, en utilisant la Proposition 4.5, on a
o= L < [ 17,/1Pa(VJ,)ldp.

Comme 0 € €, fixons 7 > 0 tel que B(0,7) C Qy C Q,. Alors les domaines €2, sont étoilés
par rapport a la boule B(0,r), pour tout p € [0, 1] (car ils sont convexes). Il découle alors
de la Proposition 2.1, que Jp < J, < Jp(o,). En utilisant le fait que les fonctions jauge
J, sont *—lipschitz (ceci d’apres (4.20)), alors d’apres le Théoréme de Rademacher (voir
par exemple [42]), on a

1
|VJ,(z)|| < =, pour presque tout = € R", Vp e [0,1]. (4.97)

<

Alinsi, en utilisant I’homogénéité de la fonction support et le fait que 2 C D, pour presque
tout x € R™ on aura

|Jo(x) — Ja()|

IN

/08 |, ()| Pa(V J,(2))|dp

< [ son T LIV DI e

< sup Jp@o,) — sup Pp / ds
D
1
< ssup Jp(o,) — sup Pp. (4.98)
D T sn—1
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Dong, les applications s — J;Po(V.Jg) et € — J. sont continues. Ainsi, on obtient

O, — Tdgn

£ e—0

Idgn Po(VJy), p-p. dans D. (4.99)

1
Concernant le terme / Vue((1 — t)Idge + tP.)dt, on a
0
B(0,r) C Q. C D pour tout &,

alors d’apres la Proposition 2.1, on a 1/Jp,) < 1/J. < 1/Jp, ainsi pour tout € D, et
pour tout ¢t € [0, 1], on aura

. Jo(ZU)
(1 —=t)z+tD(z)|] = H ((1 — 1) +tJ5(x)> x’

Jo(z/[])) H
Je(@ /[l

Jo
< sup ||Idgs || (1 + sup )
D S§n—1 J

Notons ainsi par

Jo
a = sup || Idg= | <1 + sup )
5 S§n—1 JD

alors par continuité de I'application y +— Vu,(y), on a

[Vue (1 = #)ldgn +10:)[| < sup [[Vue(2)]

z€B(0,a)
et
Vue((1 —t)Idgn + tP.) 7 Vuy p.p. t dans [0, 1].
e—

De plus sup ||[Vue(2)|| € L'([0,1]). Donc, en appliquant le théoréme de la convergence
z€B(0,a)
dominée, on aura

/ V(1 = Oldgs + 60.)dt —— V. (4.100)
Ainsi, d’apres (4.99) et (4.100), on a

I{ . —— 0 p.p. dans D. (4.101)
T e—0Tt

Or, d’apres la Proposition 4.7, il existe une constante ¢ = ¢(D) > 0, telle que

O, — Idgn
€
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Par suite, en utilisant (4.97), on aura

Ian

1 o, —
|I§E\ = / VUg((l — t)Ian + t@s)dtf <VU@, Ian>Pﬂ (VJO)
’ 0

< sup |[[Vug(2)|le + [Po (Vo [V ) [V ol sup [[Vue(2) || 2]l

z€B(0,a) z€D

1
< sup [[Vue(z)|lc+— sup Pp(z)|sup |[Vue(z)|| 2.
2€B(0,a) T zesn—1 z€D

1

De plus  sup ||[Vug(2)|lc + = sup Pp(z)|sup ||Vue(2)||||z]] € L*(D). Donc, en appli-
2€B(0,a) T zesn—1 2€D

quant le théoreme de la convergence dominée, on aura

¢
Hoellz2) —— 0. (4.102)
On conclut alors d’apres (4.95), (4.96), que

1= — (Vuo, Idzn) Po (Vo) [l 2y < (sup [Pa(VJo)dea| + Co) lldo — well gy + 122l z2(m).
D

Donc pour 6 > 0, il existe /1 € N, tel que, pour tout ¢ > /1, on ait

(sup | Po(VJo)ldrn | 4+ Co) [[tto — uell gra () < 0/2.
D

Ensuite, d’apres (4.102), il existe €5 > 0, tel que pour tout £ < €5 on ait aussi
115 |2y < 6/2.

En conséquence la convergence (4.93) entraine que 9 = (Vug, Idgn) Py (VJy) dans .
Comme V Jy est de classe C', Po € Wh*(D) (d’aprés Proposition 1.8) et ug € H*(Qp),
alors (Vug, Idgn) Po (VJy) dans H'(€p). D’ot

ou

Y= <VUO,Ian>PQ (VJ(]) = TVZPQO/()) P-P 890

Donc d’apres (4.94), on en déduit que

g o P, — g Oug 9
- P dans L*(0€).
£ e—0t (9V0 Q(VO) s ( 0)
Par suite,
=04 =0 o4 %PQ(VO) o — p.p 0.
€ € emot 8y0 ’
0
Or comme, Eg) + 522) = 0 sur 0, alors w = —a—uOPg(l/o). Donc, w sera solution du
Yo
probleme
—w = dans €
0
w= —ﬂPQ(VO) sur 0
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Ce qui implique, par unicité de la solution, que w = uf,. Montrons maintenant que

Us—uo_ /

=0.
H'(Q0)

lim
e—0t

£

D’apres 4.83, on a une convergente forte dans L?(€)y), il reste ainsi & traiter le terme
de la semi-norme. Soit alors ¢ € H'(€)), comme Qq C ., alors u., uy et uj sont les
solutions respectives des les formulations variationnelles suivantes :

Ou,
| Vu.Vodr = /Q foda + /F 0 azoa; o, ¢ HY(Q) (4.103)
B
/Q VugVodz = /ﬂ foda + /F 0 az(()’gbda, 6 € H' () (4.104)
et 5
[ VuyVods = / “°¢da 6 e H'(Q). (4.105)

1
En soustrayant I’équation (4.104) de (4.103) et en multipliant par —, on obtient
€

/ Ve =) G — / Oy (e = w0) 0 (4.106)
Qo € T'o €

Ensuite en soustrayant ’équation (4.105) de (4.106), on aura

/Q V(U ~ )V = /F 0y (U — ) (4.107)

Par passage a la limite dans (4.107), en utilisant la convergence (4.85), on obtient

/ 0,,Ucods —— [ O,ubddo, W e HY(Q).
0

e—0t

Ainsi, d’apres [20], la suite (9,,(U:)). est borné dans L?*(9£2). Comme on a

2 2
VU200 = V061720

= |/ VU.VU.dz - /Q Vu()Vugd:E’

— /890 0, U.U, — /QO VuéVugdw’

= /BQO Do U (Ue — ) +/ Do Uy — / VuyVugdz

- 8,,U. / Vb
/8 o (U upd

< 0w Uell 22 990) 1U= = gl £20020) + ‘/ﬂ V(Us — ug) Vugdz
0

d’apres (4.85) et (4.84), on obtient la convergence :

VU 1260 o Vgl 120y -
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Ce qui entraine que :
U. — uy dans H'(Qp).
e—0t

Comme uj, est déterminée d’une maniere unique et elle est la seule valeur d’adhérence de
la sous-suite (U,)., alors on aura
ﬁz—: — Up

— upy dans H*(Q). (4.108)
£ e—0t

Ce qui acheve la preuve de ce théoreme.
[

Comme application de ce résultat nous allons expliciter la dérivée de forme d’une
fonctionnelle cotit volumique générale, faisant intervenir la solution d’un probleme du
type (4.57). Nous nous intéressons plus précisément a des fonctionnelles du type

A dp(d) = [ Jus(@) = ¢1(@)Pde + [ IVur(e) = Veou(a)|?da

ol uy est la solution du probleme (4.57), 1 et ¢y sont des fonctions données respective-
ment dans H'(R") et H*(R").

Corollaire 4.3 L’application Jp est dérivable en 0T et sa dérivée est donnée par :

. JD(QO+€Q)_JD(QO) B ’ /
lim, - = @upluo—p2) + (] +2002)u) d

lim
2 2
* /mo (o = 1 + IV2]l?) Powo) do, (4.109)

ot ug est lunique solution du probléme suivant

—Auy =0 dans
0 4.110
uy = —a—zoPg(Vo) sur 0. ( )
0

Démonstration. Commencons tout d’abord par traiter la dérivée de la fonctionnelle
== ip(e) = [ Iule) = pr(a)da

Notons ainsi par F. = |u. — ¢1|2 et Fyy = 2ul(ug— 1), o 1)) == )|, est Punique solution
du probléme (4.110), alors on peut écrire

. o 1 , , 1
Jo(e) =jn(0) _ / <(FE—F0)—F0> da:—i—/ Fod:v+</ Fydx — Fodaf>
Qe Qe g Qe Qo

9 S

ue—ﬂ ’
= /{25<2(u0—<p1)< . 0)—F0) dx
— Up)? / 1
+ (UEUO)da:+/ Fodx+</ Fydo— | Foda:)
Qe g Qe € Qe QO

= J1(e) + Ja(e) + Js(e) + jale)-
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1@ = [ (2t0-e0 () - ) dr, o) = [ T,

3

js(e) = | Eydx et jule) (/ Fodr — | Fy dx)
Qe Qo
Comme Fj vérifie les conditions du Théoreme 2.1, on a

tim ju(e) = [ Fo@)Palo(@))do(e) = [ fuo = o1(@) Pa(p(a)do(a).  (4.11)

e—0t

Il reste alors a évaluer les limites de ji, j2 et j3 en 0. Commencons par évaluer celle de j;
en 0, on a

jile) = <2 (o — 1) - u0> Fé) dx

(

2(to — ¢1) <(u5 to —2u0—g01)u0) dx
(=<
)

| ™

\_/

N

\\\

2(to — 1) ( i )—uo)d:c. )
B /QE\QO 2t = &1 ((ug uo> _“0> d95+/ (o — 1) <(u€;u0) —170) dz.

Ainsi, en utilisant 'inégalité de Holder, on aura

‘(us_u()) 17
— %o
S

Us — Up -
— %o

Ue — U -

FAGI

IN

12(d0 — 1)l 2 (0 00) + 112(@0 — 1)l 1200

0
L2(Q2:\Q0) L2(Q0)
Ue — Up -

+ [12(d0 — 1)l 12(00) — Uy

< 12(@0 = o0l 2 auna0)

L2(Q:) 3 L2(Qo) .

Donc, d’apres le Lemme 4.12 et 1'estimation (4.70), il existe une constante ¢ > 0, telle
qu'on a :

Ue — U -
— —u

i)l < cll2(uo — 901)||L2(Q€\Qo) + [[2(a — 901>||L2(QO)

0 .
€ L2(Q0o)

Or, on a
12(u0 — 1)1z @\00) = /D X0, |2(to — ¢1)]*dz + /D X0 [V (2(do — 1)) [Pda.

Comme on sait que la convergence au sens de Hausdorff de Q. vers Qy entraine que yq.
converge presque partout vers xo, quand ¢ — 0%, alors xo.\0, = Xo. — Xq, converge
presque partout vers 0 quand ¢ — 0%, En utilisant alors le théoréme de Lebesgue [20], on
aura

EIL%L 12(t — 901)||H1(QE\QO) = 0.
D’autre part, d’apres la convergence (4.108), on aura pour & > 0, il existe gy, tel que

Ve < gg, On ait
lj1(e)] < 6.
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Evaluons maintenant la limite de js(¢) en 0. On a

5(e) — [ Fyd
ile) = | Fyde

= ‘/ 2&70(1?0 — 1) dx —/ F, dadx
Qe Qo

Ensuite en utilisant la convergence presque partout de la fonction xq. vers xq, quand
e — 07, puis en appliquant encore une fois le théoreme de Lebesgue [20] a la fonction
2ug(ug — 1), 1l existera g1, tel que Ve < g1, on ait

lja(e)] < 0.

Il reste alors a évaluer la limite de j5 quand ¢ tend vers 0. On a

Ry
/ 7@6 tio) dx
Qe €

2 2

(ue — 1)
£

a(e)] = <e < o2 W g

+€2HU6H2L2(QE)
12(Q0)
2

L2(Q.)

(ue — o)

< €2 . — uf +52H7«76H%2(D)

L2(9e)

D’apres le Lemme 4.12 et I'estimation (4.70), il existe une constante ¢ > 0, telle qu’on a
lj2(e)| < e+ ellugllzap)

On conclut alors que
lim [j3(e)] = 0.

e—0t

Par conséquent, on obtient

li 22(8) =3p(0) _ /Q F d:c+/890 Fo () Po(vo () )do(z).

e—0t+ 15

D’autre part, notons par G. = |Vu, — Vs|? et par gp 'application définie par :

e —gple) = /Q Ge(z)dx.

€

Il reste ainsi a traiter la dérivée de la fonctionnelle gp(e). En effet, en utilisant le fait que
ue est solution du probleme (4.57) sur A = )., on aura

gp(e) = /Q Vi, — Vio|2d

= /Q (Vu. — Vo) Vu.dr — /Q (Vu. — Vo) Vodr

€ €

= [ (F+280ude+ [ |[Veuldr
= 91.p(€) + g2,p(¢).
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Ensuite en utilisant le Théoreme 2.1, on aura

lim g2,0(€) — g2,0(0)

e—0t IS

= [ 19l (@) Pa(wo(w))do(a). (4.112)
0
Puis en utilisant les mémes arguments que pour la fonctionnelle jp, on démontre que

lim 91,D(€) - gl,D<0)

e—0t IS

:/Q (f + 2A¢9)ug d.

Ce qui acheve la preuve de ce corollaire.

Dérivation de forme pour le probleme de Neumann

Soit D un ouvert convexe borné assez régulier et soit A C D un ouvert borné assez
régulier. Etant donnés les fonctions f € L?(D) et g € L*(OA), considérons le probleme de

Neumann suivant :
—Aup +upy=f dans A
Ouy (4.113)
— =g sur  OA.
ov
Notons que, puisque le domaine A est assez régulier, si en plus f € H'(A) et g € H*(A),
alors le probléme (4.113) admet une solution unique uy € H?(A).
Soient 2y C D un ouvert convexe contenant 0 de classe C? et {2 un ouvert convexe borné
de D contenant 0 de classe C?. Considérons la déformation de Minkowski du domaine €

par {2 définie, pour tout e € [0, 1], par :
0. = Q + Q.

Désignons par ug (resp. u.) la solution du probléme (4.113) pour A = Qy (resp. A = Q).
Dans cette section, nous montrons I’existence de la dérivée de forme de I'application :

€ U,

dans un espace fonctionnel approprié. En effet, dans le cas d’une déformation de Min-
kowski de domaines convexes par des convexes contenant 0, nous aurons toujours €2y C 2.,
Ve € [0, 1]. Nous nous ramenons ainsi a établir l'existence de la dérivée de forme de I'ap-
plication

e €[0,1] = u. € H(Qo).

Pour ce faire, comme 2 est un domaine convexe borné, d’aprés [86], il existe (QF)en
une suite décroissante d’ouverts bornés suffisamment réguliers et fortement convexes, telle
que Q C QF, Vk € N et vérifiant :

a1(@", Q) — 0. (4.114)

k—o0

Posons Q. = Qo+eQ, € € [0, 1]. Comme  est un domaine borné de classe C? et convexe
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(en particulier étoilé par rapport a une boule centrée en 0), alors d’apres le Lemme 2.5,
(2., est une déformation du domaine €2y par le champ de vecteurs régulier :

JQO (.%)

ai(x) = Jo,(x) VPq, <V0(ZE) < )) , Vx € R"\ {0}
et
ap(x) = V Py, (n(z)), Yo € 09

autrement dit, . p = ., (o) o D) = Idgn + cay, Ve € [0,1] et Vk € N. De plus,
®. 1. est un C'-difféomorphisme sur R™ \ {0}. Soit maintenant f € H*(D) et g € H*(D),
considérons 'unique solution u, j du probleme (4.113) pour A = €. ;. D’apres [33, 57, 85],
il existe {L;\C € H'(D) tel que

im Ps,k(“e,k) — U
e—0t e

0 — uj, dans H'(D) (4.115)

ot P j(ucr) == Plusp o @) 0 @;i, U := P(ug) et P : HY () — HY(D) est un opé-

rateur de prolongement linéaire et continu. De plus, u}, := u}|q, est 'unique solution du

probléeme :

—Auy +up, =0 dans €

ouj, dg  D*ug (4.116)

B = (81/0 - 81/8 (ar,vo) + VuoV|r,(ag, o)  sur Ty = 98,
ou

V‘FO <ak7 y0> = v<ak7 I/U> - <v<ak7 I/0>a I/O> 14
Or, d’apres le lemme 2.3, on a
(ag, vo) = Pa, (1) dans 0€. (4.117)

Puisque Qg est de classe C2, alors d’aprés le Théoréme 1.7, il existe une extension de
classe C!(R",R") de la normale, notée encore par 1. Alors, par homogénéité de la fonction
Fq,,ona

V{an, o) = V(Po, (1)) = 'ViuV Py, (1) sur Ty

u
Ainsi en utilisant le fait que 0= g, alors

vy
<vu07v|Fo<ak7V0>> <vu07 <ak7’/0> - <v<ak7V0>7V0> VO)

= <VUO, VI/OVPQk (V0)> < VVQVPQk(Uo), l/0> <VUO, V0>
= vyovpgk(Vo),VUO — gup)

Z ajPQk (VO)MJ'

1,j=1

ou

M,j = 0,1, (0;up — grp).
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Dong, le probléme (4.60) peut s’écrire sous la forme

~Au U =0 dans €2

Oui, _ (0g _ 0o (4.118)
- P P, » Q

vy <5V0 6;/0 e VO + ;18 Qe Vo)/\/;,J sur 0€)

Ainsi, de maniere analogue au cas du probléeme de Dirichlet, les éléments de la preuve
du résultat d’existence nécessitent d’avoir une idée sur le probléme vérifié par la dérivée
de u. en 0 notée par uy. Commencons alors par établir un résultat de convergence de (uj,)
vers uy, quand k tend vers 'infini. Ceci fait I'objet de la proposition suivante.

Proposition 4.11 On a la limite suivante :
. / / o
Jim{lug, = wol| ) = 0,

ou uy € H'(Qo) est l'unique solution du probléme suivant

—Auj+uj =0 dans €
oy dg  ug " (4.119)
(91/3 = (Z?Vo Y ) Po(vo) + ”2221 0jPo(1o)Ni;  sur 08

et vy est la normale a 0Qq dirigée vers lextérieur de Qo et N ; = 01 ;(Oivg — gro).

Démonstration. Soient k£ € N et uj, la solution du probleme variationnel suivant :

0 0
/Qo Vu%V@dx%—/Qo ujpdr —/ < J u()) Pa, (vo)pdo + Z / 0; P, (1) N pdo

aVO aVO ’Lj 1

Vi € H'(Qp).  (4.120)

En prenant ¢ = uj, et en utilisant I'inégalité de Holder, on aura

89 82U0
/ < P - I /
HukHHl(QO) < Pally D) | 9y~ 02 ) HukHLQ(I‘O)
+ Z HﬁjpngLoo(D) ||-/\[i,jHL2(rO) HU;CHLZ(FO) :

ij=1

Ensuite, en utilisant la continuité de l'opérateur trace de H'(Qq) vers L?(Ty) et le fait
que Po, < Pp, Vk € N il existera alors une constante ¢ > 0, telle que

39 82U0 "
L B SN G 13
v Yo ll2(ry) i,j=1
dg 0%y
< cllPollpeipy |7 — +c|[VPq, [ Z 1Nl 2
( ) al/ al/g LQ(FO) kL (D) 7] 1 LINL (FO
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En utilisant I'assertion (i7) de la Proposition 4.9, il existera alors a > 0, telle que
[0y < 0 V€N,

Ainsi il existe une sous suite de (u},)ren notée encore par (u})ren et w € H'(Qp), tels que
up —w, dans H'(Q).

On a donc

/ Vu;VgodyH—/ u;cgodx—>/ Vngodx+/ wedr Yo € HY(Q)
Qo Qo k—-+o0 Qo Qo

De plus, en appilquant les assertions (7i7) et (vi) de la Proposition 4.9, on aura

dg  O%ug dg  D*ug
/FO <6u0 — M) Po, (n)pdo m (81/0 aVo Po(vo)pdo, Ve € H' ()
(4.121)

et

3 / 0 Poy ()N pidor —— Z / 0, Po(0)Noy odo, Yo € H'(Qp).  (4.122)

i,j=1

Puisque, uj, est solution du probléme (4.120), on aura que w est solution du probléme
variationnel suivant :

dg 0%y
/QO Vngpd:c—l—/QO wpdr = /Fo < — ) Po(vo)pdo+ Z / 0 Po(1o) N pdo, Yy € H(Q).

(9V0 8V§ ij=1
Ce qui implique, par unicité de la solution, que w = ug. Montrons que
! / 1
e H™ ().
Uy o Yo dans (Q)

Comme u), converge uf, faiblement dans H'(Qy), alors il existe une sous-suite de (u},)x
notée encore (u},), telle qu'on a

/ / 2
Uy T Yo dans L(€) (4.123)
et
uk‘FO P Uy, dans  L*(T). (4.124)

Commengons par montrer que

IVuill2i00) T IVUolle2o)-
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En prenant ¢ = uj, dans (4.120), on a

89 0 Ug
V’Qd:—/ ’Zd/—— P d /aP -l do.
/Qo | Uk ‘ v QO<Uk) T Ty aVO aV() Qk(yo Uk U+z]z:1 o VO)NJUk ’
D’apres (4.123), on a

o 1\2 _ 1\2
/Qo(uk) dx = QO(uo) dx. (4.125)

Ensuite, posons

1 _ dg  0*ug
= [ (5 - ) (Paulonrs = Patwitae

61/0
et
Z / 0 P, (1) N j updo — Z / 0 Po(vo) N j ugdo.
4,j=1 t,j=1
On a
dg  0*ug dg  0*ug
Ili = /FO <8y0 — Tyg (PQk<l/0) — PQ(V()))UBdO' -+ ro 871/0 — @71/[2) f)Qk(l/o)(u;C — ug)da
Donc
(9g 82u0
1< o= 1P Polisio Il
dg  9ug
o o G PP =l

ou on a utilisé le fait que Py, < Pp. Alors d’apres (4.124) on a

De plus en utilisant 1'assertion (éi7) de la Proposition 4.9, on obtient

89 82160

871/0_87%% HPD”Loo(D) Hu;c_u{)HLQ (To) —0.

L2(T) k——+o0

dg  0%ug
— Po — Pall, . ! — 0.
‘31/0 oy L2(T) o bl (D) lallzzra) k—s+00
Donc
[Ix| ——0.
k—4-o00

D’autre part I7 peut s’écrire
I} = ]12,k + ]22,k7

avec

Ifk = Z / 0j Pa, (10) N ; (u), — ug)do, et ]2k = Z / i (Pa,, (10) — Pa(v)) N uydo.

3,j=1 3,j=1
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On a
|13 ] < IV Pay, (v0)]] o sn-1) | — ugllz2(ro) Z [Nl 22 0oy -

3,j=1

En utilisant I'assertion (iii) de la proposition 4.9 et la convergence (4.124), on obtient

hm Ilk:_

On a aussi,

134l < Z

i,7=1

/ i (Pay, (v0) — Pa(n))Ni j updo| .

En appliquant 'assertion (vi) de la Proposition 4.9, on aura alors

Jim 7 =0
On en déduit que
dg  O%ug
. 72 _ 1\2 - _
khlgj o, | Vuy | de = /Qo(uo) dx + . (81/0 o Po (v +”21/ 0; Pa(1o) N j ugdo

= /QO\Vu’OPdU.

Ainsi comme uj, converge faiblement vers uj dans H'(€y), alors
lim ||u), — ugll g1 (0,) = 0.
Tim [uf, — o 10

Ce qui acheéve la preuve de ce résultat.

Maintenant afin d’établir le résultat d’existence de la dérivée de forme, nous aurons
besoin du lemme suivant.

Lemme 4.13 Soit D un domaine borné convexe réqulier, tel que pour tout € € [0,1],
Q. =Q+eQ C D, et soit f € HY(D) et g € H*(D). Considérons, pour tout ¢ € [0, 1], la
solution u. du probléme de Neumann (4.113) pour A = Q.. Alors, il existe deuz constante
Cy1 = Ci(r,D) > 0 et Cy = Cy(D) > 0 indépendantes de €, telles que pour tout € € [0,1],
on a :

O —
Ue © Pe ~ Uo e (4.126)
¢ HL(@)
et _
‘ —— < O, (4.127)
€ H'()
oi uy = Es(ug) est un prolongement de ug donné par E. M. Stein Théoréeme 4.1,
o, = 0 Idgn et Jo, Je sont respectivement les fonctions jauge associées aur domaines
QO et Qs.a

Démonstration.
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Soit € € [0,1] et soient ug et u. les solutions respectives du probleme (4.113) pour
A =Qp et A = Q.. Montrons la premiere estimation (4.126) de ce lemme. On sait que la

norme || - || g1y peut étre définie par dualité comme suit :
ugs 0 P, — ug us 0 P, — g
—_— = sup (— :
€ HY(Q)  $€D(0) c H(90)
||1/1||H1(QO)_

Soit alors ¢ € D(Qo) tel que |[¢| 10, < 1, montrons qu'il existe une constante C' > 0
indépendante de v et ¢ telle que :

ot ) oo
€ H(Q0)

J,
Pour ce faire, soit ¢ €]0, 1[, 1. = 1o® ! avec . = jalan et Jp et J, sont respectivement

0
les fonctions jauge associées aux domaines ) et €2.. D’apres la Proposition 4.7, la fonction
d, : Qg — €2 est un homéomorphisme bi-lipschitzien, De plus en utilisant les estimations
(i17) de la Proposition 4.7, on vérifie que v, € H'(€.).

Prenons alors 1. comme fonction test, dans la formulation variationnelle de u, :

/ V. Vib.dr + / wubedz = / Fiuda + / g¥.do. (4.128)
Qe Qe Qe 00,

En utilisant la formule de changement de variable dans le cas des homéomorphismes
bi-lipschitziens [39], on aura

vua(q)a)v¢a(q)a)’78dm+/ u50@5¢50@575d$ = / f0@5¢50@575d$+/ go¢awao©585d0';
Q Q o0
’ ’ ’ (4.129)

Qo
ol 7. = |det(VP,)| et B. = || (V®.) 1| 7.. Comme on a
Vue () = (VD) 'V(u. 0 ®.) et Vi (P.) = (VD) 'V(ih. 0 B.) = (VD) 'V,

(4.129) devient :

| (90 1V (00.) (V0 Verdat | weodarde = [ foydat [ guBido,

ol fE:fOCI)a et ga:goq)a-
Or, on sait que pour tout a,b € R" et B € M,, ,, on a BaBb = "BBab. En effet,

BaBb = Ba - Bb= Bb- Ba = '(Bb)Ba = '(b) (B)Ba=b- 'BBa= 'BBa-b= "BBab.
En utilisant cette formule (en prenant B = (V®.)™!, a = V(u. 0 ®.), b = V), on aura

(VD) V(u. 0 ®,) (V) 'V = (VD) (VD) 'V (ue 0 ) Vip.
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Ainsi
[ (V) T(V0) 1V (w0 @) Vit [ uco®etirde = [ fedat [ geBedo
Qo Qo Qo 0Qo
En reprenant les mémes notations que celles utilisées dans la Proposition 4.7, on écrit
Ao =7 (VD) (VD)L
On aura alors

AV (u. 0 D)Viodz + + / Ue © Bpydr — / Fopvede + / g0B.do.  (4.130)
Q() Q() Q() 690

D’autre part, la formulation variationnelle vérifiée par ug s’écrit :

/ VuoVepdz + / uods = / fbdz + / gudo, Wi € HY (). (4.131)
Qo Qo Qo 0o
Ainsi, on a
€ q)a - 1 1
<“o“0,¢> - 7/ V(ueofbe)vwdan—/ U 0 ®_4dx
€ Q) e Jay, e Jay,
1 1
= VugVide — - / otz
€ JQq g€ JQo
1 1
= —/ (I, — A)V(u. 0 @.)Vipdr + f/ (1 —7.)u. o dpdx
15 Qo & Q0
1 1
+ 7/ AV (u. 0 ) Vipdr + f/ u, o P py.dr
15 Qo 3 Q()
1 1
— 2 VuVidr — - / uotda,
€ JQq g JQo

ou I, est la matrice identitée. Ainsi en utilisant les équations (4.130) et (4.131), on aura

1 1
7¢>H1(QO) = - /fl()(In - AE)V(UE e} q)g)VQﬁdaC —+ g /QO<1 — ’)/E)us e} ®€wd'x

3

us 0 . — ug
€

1 1 1 1
+ 3 /Q Jeved = /Q e+~ /a | 9:UBudo — /8 v
1 1
= /Qo g([n - As)v(us o ‘I’E)V¢d$ + /Qo g(l - Vs)us o (I)swdit
1 1
+ [ S(fo®— fodet [ fU-(e -

1 1
/a —(g: — g)YB.do + /BQO gwg(Bg — 1)do.

Qo €

Alinsi, en utilisant I'inégalité de Holder, on aura
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us 0 P, —u 1 1
T  ECEWS) SN O B [ DEL X s
€ H(Q0) € Le>=(D) € Le>=(D)
1 76_1”
+ (|15 - (D) +
(I T e e W [

/890 i(ga ~ 9)¥Bedo + /6Q gwi(&- - 1)dcr’ .

Or, d’apres la Proposition 4.7, il existe une constante ¢ = ¢(D) > 0, telle que

1

Jree=],.,, belmo) < vee
e 1(D)

1
max (Hg(fn —A,)

Le=(D)

En appliquant aussi la Proposition 4.8 a la fonctions f € H'(D), il existera une constante
c=c(f,D) >0, telle que

Lpow.—p)

£

<C, Ve € [0,1].

L2(Q0)

Ainsi on aura l'estimation suivante :

us 0 P, — ug
€

,¢> < 2cfluz 0 .|l a0 10 man) + (C+ el fll2an)) 1m0
H1(Q0)

+ ‘/8 1(95 — g)@bBada‘ + ‘ g¢i([5€ _ 1)d0’_

Qo € a0

Il reste ainsi a traiter les deux termes d’intégrales sur le bord 0€2y. D’apres la Propo-
sition 4.7, il existera une constante ¢ = ¢(D) > 0, telle que

max (| VO |10y, [l =(0)) < ¢, V= € [0,1].

Ensuite en appliquant la Proposition 4.8 a la fonction g € H?(D), il existera une
constante C' = C(g, D) > 0, telle que

1

3

< C, Ve € [0,1].

(go<1>a—g)‘

H(Qo)

Par suite, en utilisant I'inégalité de Holder et la continuité de 'application trace de H' ()
dans L*(0€), on aura
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[t moemar] = |[ Ho=o [0 ]
‘/890 i<96 —9)|"(ve) | Huomwa\

1
(0. — )| [vldo

< Ve == [

0

IN

191 229020

_ 1
1902 1oyl =0 | (g © @2 = 9)
€ L2(69)

IN

2 2
Cr.c

1

“(god. —

Z(g02 g)HHl(QO) %11 r1.20)
< CuClIYl (o),

ou (Y, est la constante de continuité de I'opérateur trace.

1
D’autre part, pour le terme / g—(B. — 1)do, on a tout d’abord que :
0% €

-] < [ five) i+ 2] - )
< |20 = 1|+ 298 0| - asol))

(e = 1| +| (v - )

< c

D’apres la Proposition 4.7, il existe une constante C' = C(D) > 0, telle que

1

g(')/«s - 1)

)

1
max (H(vq>;l —1I,)
2 L>(D)

) < (C, Ve € [0,1].

Leo(D)

Ainsi, il existe une constante C' > 0 telle qu’on aura

1
[ g0-(B. = 1)do] < Cliglman Il 0y
Qo €

Par suite, il existera une constante ¢ > 0 indépendante de ¢, telle que :

<u50®8—u0

- ,w> < 2lfue 0 Pell gy 1@y + (C + €l llizgay) [ llm e
H1(Qo)

+  CulClY]l o) + Cllgll i o) 101 1 00)-

Or comme ¢ € D(Q) tel que ||¢|| g1y < 1, alors il existe une constante ¢ > 0
indépendante de ¢, telle que :

us o b, — g
<¢> < C(lluz 0 @ rgay + 2 + gl + 1l y)-
< H(Q0)
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Il reste alors a estimer le terme [|u.0®. || 1(q,)- En appliquant la formule de changement
de variable a I'aide de 'homéomorphisme bi-lipschitzien ®, : 2y — ()., on aura

luzo @l = [ IV(uo@)|Pde+ [ |u o ds
Q() Q0
= / I TV<I>EVu€(<I>E)H2dx+/ lue o @, |*dx
QO QO

_ / | TV (D21 Vi |2 det (V) |dx +/ 2] det(VOY)|de.
Qe Qe
Or d’apres la Proposition 4.7, il existe une constante ¢ = ¢(D) > 0, telle que
max (|det(V<I>€_1)|Loc(D), I TV(1>€(<I>6—1)) | zo(py < ¢, Ve €[0,1].

On obient alors
[t © D510y < (¢ + ) |uellFa,)-

En utilisant maintenant le fait que u. est solution du probleme (4.113) pour A = Q. et
en prenant u. comme fonction test dans la formulation variationnelle de u., on aura

HuEH%ﬂ(QE) = /Qg |V ||*dz + /Qg u|*dx = /QE fuc.dr + /895 gu.do.

En appliquant la continuité uniforme de 'opérateur trace de Wh(€.) vers L' (9.) (voir
proposition 4.2), il existe une constante M > 0 indépendante de ¢, telle que

el < I fuellzron + Mllguelwraa.).-
Ainsi grace a I'inégalité de Holder, on aura
el (@) < max(L, M)lucll oo (L ll2e0) + N9l o))-

Par conséquencent, la norme |ju. o O.|| (o) est uniformément bornée par rapport a €.
On en déduit qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de v et ¢ telle que :

£ CI)S_
<UOUO,¢> <c
€ H(9)

u. 0 O, — ug

Par suite,

<C. (4.132)

< H(Q0)

Montrons maintenant la deuxieme estimation (4.127). Notons tout d’abord que comme
le domaine € est assez régulier, d’apres le Théoreme 4.1, il existe alors un opérateur de
prolongement continu Py défini de H?(£) a valeurs dans H?(R"). Soit ainsi uy € H?(R")
un prolongement de ug € H?(€y). Commencons par traiter le terme :

us_ﬁ()

L2(9e)

€
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En utilisant le changement de variable dans le cas des homéomorphismes bi-
lipschitziens, on aura

ue_a0

1 _

ot 7. = |det(V®,)|. Or d’apres la proposition 4.7, il existe une constante C' > 0 indépen-
dante de ¢, telle que

3

[VellLe ) < C.
Donc B _
]“&‘“0 gfc\“f%oq)g |
€ L2(Q) € L2(Q0)
Par suite,
‘Ug—a() <\/6 U€O®5—UO —|—\/6 2700@5—/&0
€ L2(9Q.) - € L2(Q) € L2(Q0)

Ensuite, d’apres la Proposition 4.8, il existe une constante ¢ = ¢(D) > 0, telle que

1,
g(uo o®d. — uyp)

S CHV?j()“LQ(D), Ve € [O, 1]

Qo

Puis en utilisant (4.132), il existe alors une constante ¢ = ¢(D, ug) > 0, telle que

D’autre part en utilisant la formule de changement a 'aide de 'homéomorphisme bi-

Us—ﬂo

<e¢, Ve €]0,1].
L2(9)

€

lipschitzien, on aura

H VUE - Vﬂo
€

1
| = 8\//(20 |(Vug — Vue) o @, ||?7.dx,

L2(Qe

ou 7. = |det(V®,)|. Or, on a

(Vug — Vue) o &, = TV®€’1V(UU o®,. —u.0d,).

On aura alors,

H Vue - Vﬁo
€

1
== | "V®. -1V (ug 0 B, — u. o D.)||2y.dz.
L2(Qc) €V JQ

Or, d’apres la proposition 4.7, il existe une constante C' > 0, indépendante de ¢, telle que

max (| Ve || L0y, el L=(p)) < C.
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Donc B
H Vu, — Vi <c || V(ugo ®. —u. o d,) ‘
< L2(9) < L2(Q)
Par suite,
HVUE — Vil <C H V(u. 0 ®.) — Vg LC HV(UQ o ®.) — Vg |
£ L2(€) € L2(90) € L2(Q0)

D’une part, d’apres la Proposition 4.8, il existe une constante ¢ = ¢(D) > 0, telle que

g(’ljo o) (I)g — UQ) S CHQNLOHH2(D), Ve € [O, 1]

0

E

D’autre part, en utilisant (4.132), il existera alors une constante ¢ = ¢(D,ug) > 0, telle
que

<e¢, Ve €l0,1].

H VUE — Vﬂo
L2(Qe)

€

D’ou le résultat.

Nous avons alors le résultat d’existence de la dérivée de formes pour le probléeme de
Neumann.

Théoréme 4.7 Soient f € H' (D) et g € H*(D). Considérons, pour tout € € [0,1], la
solution u. du probléme de Neumann (4.113) pour A = Q. := Qo + Q. Alors, pour tout
e € [0,1], il existe un prolongement u. € H'(R™) de u. et uy € H'(R"™), tels que l'on ait

Ue — Up -

=0.

lim
e—0t

€ H(Q0)

Autrement dit, Uapplication ¢ € [0,1] — u. € H'(Qq) est dérivable en 0 et sa dérivée
ug = uplo, est l'unique solution du probléme :

—Auj+uj =0 dans Qg
oy dg  ug " (4.133)
81/(()) = (aVO — ayg ) PQ(V()) + i;1 ajPQ(Vo)./\/;’j sur 890

ot N j = 0 ; (Ojug — gro,i) s Vo = (Vo1 -y Vou) €St la normale a 0 dirigée vers l'exté-
rieur de Qo et Py est la fonction support du domaine €.

Démonstration. Soit ¢ € [0,1] et soient uy et u. les solutions respectives du pro-
bleme (4.113) pour A = Qy et A = Q.. Soit Py un opérateur de prolongement de
H'(Qp) dans H'(R") et notons par @y = Py(up) le prolongement de Qy dans H'(R").
Comme (2. contient {2y, d’apres I'estimation (4.127) du Lemme 4.13, il existe une constante
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¢ =c(D,up) >0, telle que

Ug — U

<e¢, Ve €]0,1].
H* ()

. Ue — Ug . . , A N
Donc, de la suite (———). on peut extraire une sous-suite notée de la méme maniére
3

€

(We)e, We = U 7 %0 ot il existe un élément w € H Y(D), telle que W, converge faiblement

5
vers w dans H1(£) :

W —w, dans H'(). (4.134)

Considérons w = Py(w) € H'(R™) et montrons que w = uf, et que W, converge vers w
fortement dans H'(£2). Soit 1 € D(), on a :

| Vuvde+ [ wede = [ fode+ [ gudo, Ve €lo,1]. (4.135)
Qe Qe Qe Qe
Considérons les fonctionnelles suivantes :

TE) = (e )iy, Tole) = [ fode ot Ja(e) = [ gvdo.

Alors pour tout € € [0,1], on a Ji(¢) = Ja(e) + J3(e). Calculons ainsi les limites

o &) = Ti(0)

e—0t IS

L i=1,2,3.

Commencons par calculer celle du terme J;, que I'on décompose en trois termes comme

suit : 7 7.0
8 —_—
EZ O (e + o) + Asfe),
avec _
Us — Ug ~ ~
Ai(e) = < < — w,w> . As(e) = <w7¢>H1(QE)
£ H(:)
et 1
Ag(e) = = ({0, Wiy — (0. %) sy -
Ainsi, en utilisant 'inégalité de Holder pour le premier terme A;(g), on aura
Ue — U ~
A = (- aw)
€ HY(Q:)
Ue — ’(NLO - Ue — ﬁO ~
S —w, > + < —w, >
< € 4 HY(Q:\Q0) ’ £ 4 HY(Q)
ua - 270 - ug - aO ~
< Jrsm e |
£ H(2:\Q0) 1l ‘ € v H'(Q0)

D’une part, d’apres 'estimation (4.127) du Lemme 4.13, il existe une constante ¢ > 0,
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telle qu’on aura

el =

IN

(C+ ||@||H1(D)> H¢||H1(Q¢5\QO) + ‘< € N w7w>Hl(Qo) ’

Ainsi, on obtient

A1(&)] < (e @]l 1)) 19l 110y F+ [ (We = @8 g1 | -

Or, on a
105000 = [ XonaulvPde + [ XooaV()Pda.

et comme la convergence au sens de Hausdorff de Q. vers Qg entraine que yq. converge
presque partout vers xq, quand ¢ — 07, alors xo.\0, = Xo. — X, converge presque
partout vers 0 quand € — 0%. En utilisant alors le théoréme de Lebesgue [20], on aura

EE%L WHHI(QE\QO) =0.
Ensuite I’équation (4.134), entraine que

lim |A;(e)| = 0.

e—0t

D’autre part, en utilisant le fait que xq, converge presque partout vers yq, quand e — 07,
puis en appliquant le théoreme de Lebesgue, on obtient

lim Ay (e) = (@, V) .y = (0, V) g (q) -

e—0t

Finalement pour le terme As(g), comme gt dans W(D), alors d’apres le Théoréme 2.1
I’application
£ — (o, V) (a)

est dérivable en 0T et

e—0t

lim As(c) = /6  (uoth + VuoVe) Po(ve) do.
0
Par conséquent on aura

lim Ji(g) — Ja(0)

e—0t 15

= (0, V) 1 (qy) + /BQ (uo® + Vuo Vp) Pa (o) do.
0
Maintenant comme fi) € WH(D), alors d’apres le Théoreme 2.1, la fonction

e H/Q Fodz
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est dérivable en 0T et

lim M = fPo(v) do.

e—0t 13 0Q0

Par suite puisque J1(¢) = Ja(e) + J3(¢), Ve € [0, 1] on aura

i FlE) = T30

e—0t €

= (w0, %) g1 + /8 (1ot + Vg V) Po(vo) do - /6 JPa(w) do

Ainsi cette limite existe, et le but est de 'expliciter en fonction de g. En effet, soit £ € N
et considérons la fonction suivante :

€)= [ gudo.

Or d’apres [57, 85], nous avons la formule de dérivée de forme suivante :

= Go Po, (vy)do  avec Gy = 99v + Hg, (4.136)

0Q0 3V0

d
7(]3’k (6)

e=0*

ou H est la courbure moyenne de 0€2y. D’autre part, comme u.; est solution du pro-
bleme (4.113) pour A = )., alors elle est solution de :

/ Ve Vipdz + / ue ppdz = / Fods + / gibdo, Ve €]0,1].
QF QF QF o0k

En utilisant ainsi le fait que u.y est dérivable (d’apres (4.115)), on montre de la méme
maniere que précédemment que :

d
7J37k(5)

= (0, ¥) g1 () — /HQO(UO¢ + Vuo V) P, (1) do — /890 [P, () do.
(4.137)

e=0*t

Donc, d’apres (4.136) et (4.137), pour tout k& € N, on obtient

/6 .. Gol)Poy (0)dr = (w0} 1o~ / (ot + Vg Vi) Po, () do — /8 . J0Pa, (1) do.

2191}

D’ou, en utilisant la Proposition 4.9, on obtient

/a (ot + VugVe) Po, () do —— [ (uoth + VuoVp) Po(we) do,

k—+oco  JoQy

. foPq, (Vo) do m . f¢PQ(Vo) do

/8 .. Col@)Po, () = [ Gola)Palon).

k—+oo  JaQy
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Par conséquent, on obtient I’égalité suivante :

<wwmw%+/ uw+vwvw%@ow_/’fwm%do+/ ——+HWMM%MU
Vi) € D(Qy).

Donc
(w, ¢>H1(Q0) = (w, ¢>D’,D = (-Aw+w,V{)pp =0, Vi € D({).
Ce qui implique que —Aw 4+ w = 0 dans D'(€)y). En conséquence —Aw + w = 0 p.p dans

. Ainsi pour montrer que w concide avec uy, il suffit de montrer qu’il vérifie la condition
de Neumann :

PQ Vo + Z 8 PQ VO)-/\/i,j sur 3(20

7,7=1

dw ([ 9y 82u0
vy 81/0 8V0

En effet, pour tout ¢ € D(Qp), on a
(W, V) g = [ P Po(w) do,
8920

gy

avec F(1) = Do
)

suivante :

+ Hgy+ fio —ugyp — VugVap. Soit k € N, en utilisant la décomposition

(.00 = [, FO)Pa = Pa)w)do+ [ F()Pay (o) do.

montrons qu’il existe une fonction T, € L?(9€y), telle que

/a | PP, () do = [ Tiwdo.
Comme uy € H?(Qq) et ¢ € D(Qy), en utilisant la formule (1.4) et le fait que (;ZO =g
sur 0€)y, on aura ’
Jug 0 0
VaoVe = VinguoVirgtp + 22 2% = 0 4 G oV, sur 9.
vy Oy vy
On aura ainsi
0 0
F) = 6= o= Vingu¥ings — g5 + 22 + Hyy

= Ji—uotb = VirguoVir, ¥ + %70 + Hgyp

D’autre part comme €y est de classe C* et f € H'(D), alors u € H?3(Qp) (voir par
exemple [52]). Ainsi puisque —Aug + ug = f p.p. dans g, on a —Aug+ ug = f p.p. dans
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0€y. Par suite, en utilisant la formule (1.20), on aura

8u0 82U0
f — A|F0u0 — Haiyo - aljg + ug sur 890
Donc 5
[ =—=Ar,ug — 7“20 — Hg+ug sur 0€).
%

On aura ainsi :

2

0
Fw,9) = —Apouot) — u20¢ + upY — Hgp — ugth — VipguoVip ¥ + ¢aygo + Hgyp

32

= —Arup) — B w VIFOUOV\F0¢+anO

Par suite,

2

/890 F(w, )Py, (1) do = /m —Ar,uet Po, () da—l—/ ey —yp— V|F0uov|ro¢+¢ )PQk(V()) do.

D’autre part, Puisque €y est de classe C3, alors d’aprés le Théoréme 1.7, il existe une
extension de la normale v, de classe C2(R™, R™), notée encore par 1. De plus comme la
fonction Py, est réguliere, alors Py, (19) € H*(Q) et comme u € H3(Qp), en utilisant
alors la formule d’intégration par partie (1.19), on aura

/ —A|F0U0’¢ng (V()) dO’ = / V|F0UOV\F0 (¢PQk(VQ)) dO'.
Qo 0Qo

Ouyg
Explicitons le terme Vr,uoV r, (¢ P, (9)). Tout d’abord puisque a— = g sur 0€2, alors
0

Ouyg
Virouo = Vg — aluo Vug — gy sur 0€).
Vo

En utilisant la formule (1.18), on aura
V|Fou0V\Fo (wPQkO/O)) = VUOVWO(PQ)@(VO))w + V|1‘OUQV|F0¢PQ]€<I/U).
Or, on a

Vir, (Po,(v0)) = V(Pa, () — (V(FPa, (W), vo)vo
= "WV P, (1) — ('Y Pa, (1), ).
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Ainsi, on aura

VU0V|FO(PQk(V0)) = <VUO, TVQVPQk(V0)> — <TV0VPQk<VO), V0>V’LLOI/0
(Vuy, TVQVPQk(V0)> — <TV0vPQk(V0), 1)
= (Vugy — g, TVOVPQk(UO),>
= Y 9iPo, ()N

1,j=1
ou
M,j = 8iV0,j(aiU0 - QVo,z‘)-
Par suite

Vir,uo Vi, (¥ Pa, (1)) Z 95 Pa, (V)N j¢ + VreuoVire ¥ Pa, ().

i,j=1

Ainsi en remplagant ceci dans l'expression de F'(w, ), on obtient

" 0 0
L, Fw )P (w)do = | 30 0P, () N;gido + | (890 a;ff)wPak(uo)d

00 52
= T do,
0
ou

Z 8ng V())./\/;]—F

7,7=1

dg  0%ug
(ayo a) Fou ()

Donc, pour tout ¥ € D(€) et pour tout k € N, on a

() oy = [, Flwd)(Pa= Pow)do+ [ Tudor

En faisant maintenant tendre k vers l'infini, tout en utilisant les assertions (iii) et (vi)
de la Proposition 4.9, on aura

[ Fw.0)(Po = Po)(w)do| < [ 1P )ldelPa = Poy ety ot 0

k——+o0

do||Po—Po, || Lo sn 1) PR 0,

89 82u0
< -7 _Z
- /890 (61/0 ovg ) v

Z/ 0; Po, VO)/\/'”wda—> Z/ 0; Po ()N ; do, Yo € H' (Qp).

2,7=1

(9g 82U0
[ (a - ) U(Po— Po) () do

et
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Donc, on obtient

2
(W, ¥) 1) < > 9iPa(ro)Ni; + <8g a“;) pﬂ(yo),w> , Vo € D(Q), Vi € D).
(090)

=1 oV, ovg

0
Or comme w € H'() et Aw € L*(Qg) (car Aw = w dans €)y), alors a—w e HY2(00).
Yo
Ainsi en appliquant la formule de Green, on aura

ow 0 0*u _
<8 ,¢> <z 0, Po(v) N + (ag o ;>pg(uo>,w> Vi € D)
o H=1/2,H/2 i,j=1 Y o L2(090)
g PPug N
Puisque la fonction Z 0;Pa(o)Nij + — — | Pa(ro) € L*(0€), alors on en
’L] 1 aVO aVO

déduit que,

2 n
aiw _ <ag _ 8 UO) PQ(VO) —+ Z a]PQ(yO)A/Z,] sur 590

Oy vy 012

ij=1
Par conséquent w est solution du méme probleme aux limites dont wy est solution. Donc
w = ug et uj = w. Montrons maintenant que (W), converge fortement vers u( dans
H' (). Pour ce faire, soit ¢» € H({)), comme y C ., alors on a les formulations
suivantes : 9
/ Vu. Vide + / T / Fibda + / Ye bdo, (4.138)
QQ QQ Qo FO 87/0
0
/ VuoVirde + / uotbdz — / Fobda + / 90 s (4.139)
Qo Qo Qo To al/()
et
/ YV, Vids + / dhdy = [ 210 (4.140)
Qo 0 Qo 0 N FO GVO '
Par suite on obtient
<Us —Up b, > = / ((()Lo(ug—uo) _ 8,,0u6> Wdo. (4.141)
9 Hl(QO) T'o 19
Ainsi, on a
(We — i, / 0,0 (W. — b )do, Wb € H (). (4.142)

Ensuite par passage a la limite dans (4.142), tout en utilisant la convergence (4.134), on
obtient

e—0t

/ 0, Worhdo —— / B, ubbdo, Yo € HY().

Ainsi, d’aprés [20], la suite (9,,(W.)). est borné dans L?(9€)). Prenons maintenant
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v = W. — wuy comme fonction test dans (4.142), on aura alors

|W5 - ua’%ﬂ(go) = A 81/0 e ) Uoda
0
[We — ug| 2 BQ())|8V0( — ug)| L2 (000)

[We — g 12(500) (|00 We | £20020) + 1000t 2(502))-

IN N

En utilisant le fait que I'application trace de H*(£)y) dans L?(9€) est compacte, donc la
convergence faible de W vers uj, dans H'({)y) entraine qu’elle existe une sous-suite noteé
encore (W,)., telle que :
W. —— w, dans L*(98Y).
e—0F

De plus, en utilisant le fait que ||0,,W||12(90,) est uniformément bornée par rapport a e,
on obtient alors
/
IWe = oll 1 (0) — 0.

Donc _
Us — Up

—— upy, dans H*(Q). (4.143)

€ e—0t

Ce qui acheve la preuve.
[

Comme application directe de ce résultat d’existence, on s’intéresse au calcul de la
dérivée de la fonctionnelle suivante :

A s In(A) = /Aj(x,uA(:v),VuA(x))dx.

ou uy est la solution du probleme (4.113) et j : D X R x R™ — R est une fonction que I'on
suppose de classe C! sur ce produit. En plus, pour des raisons techniques on va supposer
que la fonction j(z,y, z) vérifie les conditions suivantes :

(Hy) La dérivée premiére et seconde de j par rapport a la deuxiéme variable (y, z)
existe et est bornée sur D x R x R™.

(Hy) 3M >0, V(z,y,2) € D x Rx R, |j(z,y,2)| <

ML+ [yl* +[|2]).

Nous avons alors le résultat suivant.

Corollaire 4.4 L’application Jy est dérivable en 0" et sa dérivée est donnée par :

lim ISl +e8) = I () = / <g§/ gi(-aUmVUU)VUIO) dx

e—0t £
+ / ., o, Vo) Po(1) do, (4.144)

( UO,VUO) 0+

ol uf = ujlo, est l'unique solution du probléme :

AUyt up =0 dans Qq

Ous_ (D00 (4.145)
“\ow Fal Po(o) NG, Q.

7 (81/0 o2 ) o (v0) + ;18 0(vo)Niyj  sur 09
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Démonstration. Notons tout d’abord par

. 9j 9;

Jo = 8—y(.,u0, Vug)ug + %(, ug, Vug)Vug,

ol Uy = 1,70|QO est 'unique solution du probleéme (4.145) et considérons la décomposition

JN(QE);JN(QO) = /E(i<je—jo)—jé> dx—l—/ﬂgj(l)dx—l—i(/Qsjodx—/ﬂojoda:)
= Ji(e) + Ja(e) + J3(e).

ou 1
Ji(e) = / (E(jg — Jo) —j0> dx, Ja(e / jo dex,
1 . .
J3(e) = - ( Jodx —/ Jodx) .

£ Qe Qo
Il résulte des hypotheses que jo, € WH(D), ainsi d’apres le Théoréme 2.1, on a
lim Jy(e) = /6 o) Po(w(@))dor (). (4.146)

0

e—0t

Il reste alors a évaluer les limites de J; et J, en 0. Commencons par évaluer celle de .J;
en 07. En utilisant ’hypothése (Hy) on montre 'inégalité suivante :

1. _ dj /
‘Jl(g)l S g(]( Ue, vus) - ](-,Uo, vus)) - azz/(-,uo, VUO)UO
dj )
+ / (., ug, Vue) — j(., ug, Vg)) — g(.,uo,Vuo)Vuo
—UO - N - .
< e | = o A eV e =0 g+ [0 = TN )

e |V (H5) - Vi
LY(Q:)

115" oo |V (1t = o) Vet

- ] LY(Q)
Ainsi, on aura
BE < 1 o [ =] = 500y + [ e = )
< e (52 =] 1 = )
+ 15 s ( ’(Ue - a0)"70le»l(ﬂe\go) T H(% N ﬂo)%Hle(QoJ
+ 15 e ( (ue — 770)‘ L1(©Q\Q0) + ’ (e — ﬂo)‘ Ll(QU)) '

Ll(ﬂs))



142 4.4. Dérivation avec une déformation de Minkowski

Ainsi, en utilisant 'inégalité de Holder, on aura

@] < 115 oo y/A(S0)

+ 27 lloollue = ol lupl| m@a00) + 2017 ool (e = To) |l 1) 1ol 1 ()-

Ue — Up Ue — U -
— %0

_u6

+ 115 llooy/ M\ 0)
1(Q0) H(Q)

Puis en utilisant I'estimation (4.127) du Lemme 4.13, il existe alors une constante C' > 0
telle qu’on a
Us — ﬂo

mwQmeﬂu, ,WfﬂﬂmmW%MmoéG

H(Qe

Donc il existe une constante C' > 0 indépendante de ¢, telle qu'on aura

+vxmmwﬂwmmmwﬂw—%mmﬁ-

Or comme la convergence au sens de Hausdorff de 2. vers {2y entraine que yq. converge

Ue — U -

nel < of

H(Q0)

presque partout vers xq, quand ¢ — 0T, alors xo.\0, = Xo. — X, converge presque
partout vers 0 quand € — 0, en utilisant alors le théoréme de Lebesgue [20], on aura

lim /A(Q:\Q0) + [|ub]| 11 2. \00) = 0.

e—0t
Ensuite en utilisant (4.143), on obtient

Ue — Ug

: /
lim — U

e—0t

—|— ||’LL8 — ﬂ0||H1(QO) = O

€ H(Q0)

Donc pour § > 0, il existe g, tel que Ve < gg, on a
|Ji(e)| < 6.

Evaluons maintenant la limite de J,(¢) en 07. On a

i dx
fo

En utilisant la convergence au sens de Hausdorff de €2, vers )y entraine que yq. converge

J —/ " d
2(5) QO]O T

presque partout vers xq, quand € — 07 et le théoréme de Lebesgue & la fonction jé, il
existe 1, tel que Ve < ey, on a

Jo(¢) —/Q Jo dx’ < 0.

Ce qui acheve la démonstration de ce Corollaire.
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Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle approche numérique pour I’étude d’un
probleme a frontiere libre du type Bernoulli reformulé en un probléeme d’optimisation
de forme. Ce type de problemes décrit, par exemple, le probleme de la conception d’'un
condensateur annulaire dans laquelle I'une des plaques est connue, tandis que 'autre doit
étre déterminée, de sorte que l'intensité du champ électrostatique y reste constante. Cette
classe de problemes a frontiere libre a été largement étudiée du point de vue théorique
et numérique par de nombreux auteurs, voir par exemple [2; 1, 29, 47, 62] et les réfé-
rences qui y figurent. Dans ce travail, nous commencons par proposer une formulation
en optimisation de forme du probleme de Bernoulli faisant intervenir une fonctionnelle
cotit volumique. Nous explicitons ainsi la dérivée de forme de sa fonctionnelle cofit via les
fonctions support. Ensuite, nous proposons une méthode de résolution de ce probleme ba-
sée sur un algorithme du type gradient et une discrétisation par la méthode des éléments
frontieres. Enfin nous montrons 'intérét pratique de cette approche via son illustration a
travers différents tests numériques.

Le travail présenté dans ce chapitre a donné lieu & un article paru [15] et une com-
munication au "First Moroccan Congress on Mathematics and its Applications, Tetouan
(Morocco) from 17 to 19 December, 2018".
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5.1 Formulation du probleme de Bernoulli en un
probleme d’optimisation de forme

Soit D un ouvert borné convexe régulier de R™ (n > 2). Soit £ un ouvert de classe C?,
qui s’écrit sous la forme Q = Oy \ Q1, avec Qy un ouvert borné de classe C? de D et Q; un
compact connexe de classe C? de €y. Notons par I'; le bord de € qui est la partie fixe de
la frontiere de €2 et par I'y le bord de €5 qui est la frontiere libre de Q (voir figure 5.1).

s = a0l

FIGURE 5.1 — [llustration du domaine 2.

Nous nous intéressons a un probléme inverse géométrique de type Bernoulli, qui
consiste a trouver la frontiere libre I'y et u, solution du probleme suivant :

—Au=f dans Q=5 \ Oy,

U= sur Iy = 06,

(P) (5.1)

U= @y sur I'y = 08y,
Op,u = 0,,G sur Iy,

ou f, 1, p2 et G sont des fonctions données, 15 est la normale unitaire a I'y dirigée vers
I'extérieur de Qy et 0,,u = (Vulr,, 1) est la trace de la dérivée normale.

Notons que dans ce probleme a frontiere libre, deux conditions aux limites de type
Dirichlet et Neumann doivent étre satisfaites sur I's. Ainsi, afin de proposer une méthode
d’approximation du probléme (5.1), nous considérons sa formulation en un probléme d’op-
timisation qui consiste a introduire la condition de Dirichlet sur I'y dans une fonctionnelle
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colit & minimiser, comme suit :

Minimiser J (€2, ug) pour tout Q2 € O
0T (€ uq) = [ (uale) ~ ga(a))’do

2
et uq est solution de

—Av=f dans Q= Qy\ Oy,
(PE){v = sur Iy = 09y,
Oy, = 0,,G sur T'y = 08y,

(5.2)

ou O est une famille de domaines admissibles.

Cependant, cette formulation conduit a un probléme mal posé au sens de [41]. Pour
remédier a ceci nous pouvons proposer une autre formulation en optimisation de forme
qui vise a introduire, cette fois-ci, la condition de Neumann sur I'y dans une fonctionnelle
colit a minimiser. Méme-si celle-ci conduit & un probleme qui est plutot bien posé au sens
de [40], sa résolution nécessite, toutefois, des hypotheses de régularité tres fortes sur la
solution du probleme d’état aussi bien que sur les domaines admissibles. Afin de pallier
aux problemes liés a ces fonctionnelles colit surfaciques, nous proposons une nouvelle
formulation en optimisation de forme faisant intervenir une fonctionnelle cofit volumique.
Ceci dans le but d’utiliser aussi les formules de dérivées de forme dévelopées dans [8, 10].

Nouvelle formulation du probléeme de Bernoulli

Dans ce paragraphe, nous allons proposer une reformulation du probleme d’optimi-
sation (5.1) en un probleme d’optimisation de forme en utilisant une fonctionnelle cotit
volumique. Ainsi, nous aurons besoin du résultat suivant.

Lemme 5.1 Soit Q C R™ un ouvert borné conveze de classe C* (k > 1). Alors, pour tout
y € () fixé, on a
(v(z),z —y) >0, pourtout z € IS,

ot v est la normale a 0S) dirigée vers lextérieur de ). En particulier, si 0 € €2, on aura
(v(z),z) >0, pourtout x € I

Démonstration. Soit Q2 C R™ un ouvert borné convexe de classe C* (k > 1). Supposons
dans un premier temps que 0 € . Puisque 2 est convexe, d’apres [33], il existe une
fonction ¢ : R® — R convexe, telle que

Q={zeR"/p(x) <0} et N ={xeR"/ p(x)=0}.
De plus, comme 2 est de classe C*, alors la fonction ¢ peut étre choisie de telle facon qu’il
existe un voisinage W de I' tel que

Vi

ee C*W), Vp#0 sur W et v=__T_.
Vel
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Soit x € 092, alors d’apres la Proposition 1.5, par caractérisation de la convexité aux
points 0 et x € {2 on a

(Vio(z),0 — 2) < ¢(0) — p(z).
Or puisque ¢(0) < 0 et p(x) = 0, alors

(Vo(x),z) > —p(0) > 0. (5.3)

Ainsi, en multipliant cette équation par ————, on obtient que

V()]

(v(z),z) >0, pour tout x € 0.

Supposons maintenant que 0 ¢ €2, soit y € Q et considérons Q=0- y le translaté du
domaine €. Ainsi on a bien que € est un ouvert convexe borné de classe C* qui contient
0. Par suite, on aura

(Va—y(x),x) >0, pour tout = € 9N —y.
D’apres la proposition 1.2, on a
vo_y(x —y) = v(x), pour tout z € 9.

D’ou on obtient
(v(z),x —y) >0, pour tout = € .

Dans la suite, afin de simplifier les calculs et sans faire aucun restriction a notre étude,
on va supposer que 0 € €. Alors en appliquant le lemme 5.1 & = 5\, on aura

(1a(x), ) > 0, pour tout = € I's.

Ceci en fait nous permet d’approcher le probleme de Bernoulli (5.1) en considérant comme
fonctionnelle cotit & minimiser dans le probleme d’optimisation (5.2), celle définie par

J) = /F?(UQ<$) — 2(2))*(va(x), 7)do (), (5.4)
au lieu de celle qui vise a minimiser la fonctionnelle
J(©) = [ (ua(2) = ga(a))do (). (55)
En utilisant le fait que la normale au domaine 2 = Q5\Q; est donnée par
v: 00 — St

r — v(z)= {

v () sixzely

—v(x) sizely,
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ou v, pour k = 1, 2 est le vecteur normal unitaire dirigé vers 'extérieur de €2, respecti-
vement et S"7! est la sphére unité de R™, la fonctionnelle (5.4) s’écrit :

T = [ (uale) = pola)*vale).x)do + [ (ua(e) = ea(e))* (). 2)do
| (ua(e) = pa(@)*{pa(x), 2)do
= [(ua(e) — @a@)w(a). 2)do + | (uale) — eal@))*((x). a)do.

En appliquant la formule de divergence on aura

J) = /QdiV((uQ(%) — a(7))*2)dr + | (ua(2) — ¢a2(2))*(vi(z), 7)do.

'

Puis en utilisant le fait que ug = ¢ sur 'y, on obtient
T = [ div((un(@) = 2@)2)dr + [ (21(2) = 2@) (@) a)do. (56)

Ainsi comme le terme / (o1(2)—p2(2))*(vi(2), (r))do ne dépend pas du domaine variable
IR

(29, alors minimiser (5.4) revient & minimiser la fonctionnelle volumique

J(Q) = /Q div((ug(z) — pa(z))?e)dz. (5.7)

Par suite, on peut approcher le probleme de Bernoulli (5.1) par le probléme d’optimisation
de forme suivant

Minimiser J (€2, ug) pour tout Q € O
017 (2 ug) = | div((un(e) = ¢2(2))a)dr
et ug est solution de

—Av=f dans Q= Qy\ Oy,
(PE)qv = sur I,

0y, = 0,,G sur I'y.

(PO)

ou O est la famille des domaines admissibles définie par
O == {Q C Rn / Q == QQ\Ql, QQ € O(QhD)},

OQ,D)={QCcR"/QeU(D), O CQ, et QC D},
et U(D) est la famille des domaines convexes de classe C? inclus dans D.

Dans la suite, nous allons proposer une approche numérique de ce probleme basée sur
un algorithme de résolution du type gradient, qui nécessite d’étudier la premiere variation
ou la différentiabilité de la fonctionnelle colit par rapport a la famille de domaines O.
Pour cela, nous allons adapter les formules de dérivation de forme proposées dans [8, 10]
a cette famille de domaines admissibles afin de pouvoir exprimer la dérivée de forme via
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les fonctions support des domaines de O.

5.2 Dérivation de forme du probléme d’optimisation

Dans cette section, nous allons expliciter la dérivée par rapport aux domaines de la
fonctionnelle cotit du probléme d’optimisation de forme (5.8). Pour cela, nous commengons
tout d’abord par rappeler les formules de dérivées de forme établies dans [8, 10], dans le
cas des domaines convexes. Considérons ainsi la fonctionnelle volumique suivante

Qels J(Q) = /Qf(x)dm, (5.9)

ot f € WoH(R™) et U est la famille des domaines convexes. Etant donné € un ouvert

convexe de classe C? et {2 un ouvert convexe. En utilisant une déformation du type Min-
kowski . = Qp+¢ Q et une déformation convexe du type L = (1—¢)Qo+¢ Q, dans [8, 10],
les auteurs ont établi respectivement les formules :

< @)

I = f(z)Pa(vo(x))do (5.10)

e=0t ey

et

ey

de = | [(@) (Pa= Poy) (vo())do, (5.11)

e=0t 9

ou 1y est la normale a 02y dirigée vers I'extérieur de €.
En sa basant sur (5.10), nous allons expliciter la dérivée de forme de la fonctionnelle
cotit J
Q€0 T(Qua) = | dvl(ug(@) - pa(x))0)dr,

en fonction des fonctions support et en utilisant une déformation du type Minkowski.
Soient ; est un compact connexe de classe C? fixé de R™, Qy € O(2y, D) et Q) € U(D),
alors on a
Qy + e € O(Q, D), pour tout € € [0, 1] assez petit,

de plus

X(Q24-e)\U = XQa+eQ, — X+

Par suite, on a
T+ %)\ ) = [ Xauseagon f@)dr = J(Q +20)) = J().
Ainsi, en utilisant la formule (5.10), on obtient

d , _d /
£(J(92+592\91)) = g(‘](QZ—FSQ?))

= | 1(@)Poy (va(a))do(2). (5.12)

e=0"+ e=0t

Par conséquent, nous avons le résultat suivant
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Proposition 5.1 Soit Qy € O(y, D) et O, € U(D). Alors, on a

lim J((Q +e05) \ Q) — J(Qa\ )

e—0t €

= | £(2) Poy (va(a)) o),

ou vy est la normale a 0Ny dirigée vers l'extérieur de (s.

Dans le cas ou la fonctions f dépend du domaine, nous montrons le résultat suivant

Proposition 5.2 Soient Qy € O(Qy, D) et ), € U(D) et soit (f:)ecp[ une famille de
fonctions dans L*(D) et f € L*(D), telles que

foe WH(D) et f= lim i(ﬁE — fo) dans L'(D).

e—0t

Alors la fonction I définie par

[iems I(e) = / fo(x)de,

(QQ+EQ/2)\Q1

est dérivable en 0% et on a

LI~ 1(0)

e—0t £

- / flx)dz + / fol@) Py (va())dor(x). (5.13)
Q2\ Q1 1)
ou vy est la normale a 0Ly dirigée vers l'extérieur de (.

Démonstration. Soit ¢ €]0,1][, Q et ' deux domaines de O, alors il existe
Q, Q) € O(D) tels que 2 = Qy\ Q et Q' = Q) \ Q). Notons ainsi par A, = Qy + £,
et QF = (Qy + Q%) \ ;. Remarquons alors qu’on peut écrire

0 g o) ([ o ).

que nous pouvons décomposer de la maniere suivante

I(e) = 1(0)

= [ xor (G0 = @) = £@)) o+ [ o) (o)
+2 ([ ptode— [ ).

Ainsi par hypothese on a

e—0t

’/DXQE C(fs — fo)l@) - f(r)) d:c’ < /D | (i(fs — fo)(@) — f(x)) dr — 0.

D’autre part, comme xq- = xa. — X, €t puisque la fonction caractéristique xa.
converge presque partout vers xgq,, alors en utilisant le Théoréeme de Lebesgue [20] on
aura

tim [ yor(2)f(@)de = [ ya(@)f(@)dr.

e—0t
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De plus en utilisant la formule (5.10), on obtient

](‘5);](0) = /DXQfd:E + /892 fo(z) Py (v2(x))do(z)

lim
e—0t

Par conséquent, on en déduit que

g TIZIO [ e+ [ ule) Pyl o)

e—0t 15

Nous aurons également besoin du résultat suivant qui concerne le cas ou f est produit
de deux fonctions qui dépendent du domaine. Ce résultat est une conséquence immédiate
de la proposition 5.2.

Corollaire 5.1 Soit (f.).cjo1 €t (9e)eejo] deux familles de fonctions dans L*(D) et f, g
deuz fonctions de L*(D), telles que

fo,g0 € H'(D), f= lim l(fg — fo) dans L*(D) et g= lim 1(gg — go) dans L*(D),

e—0t € e—0t &

alors Uapplication ¢ €]0,1[— f.g. € L'(D) est dérivable en 0%. De plus l’application

e €0, 1] F(e) = / fog:(x)dz € R.
(Q2+eQ5)\

est dérivable en 0% et on a la limite suivante :

iy T [ (g )+ | fnle) Py vale))do (o), (519

e—0t €

ou vy est la normale a 0N)y dirigée vers l'extérieur de ;.

Démonstration. Soit € €]0, 1], en utilisant la décomposition

i (fega — fog0)—fog—fg90 = (fs—fo)i (9: — 90)+90 <1(fa — fo) — f)‘f'fo <1(Qe — o) — 9) )

€ €
puis en utilisant la formule d’Hélder, on aura

ge — 9o

fa_f()_f
£

Hi (fege — fogo) — fog — fgo

oy <= ol | ol

L2 (D L2 (D)

ge — 9o
g

+lfoll iz

L2(D)

Or par hypothese, il existe M > 0, tel que, pour tout ¢ € [0, 1], on a

ge — 90

€

< M.
L*(D)
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Ainsi on aura

E_fO

Hi (fe9: = fogo) — fog — f 90 o

—f

<M | fe = foll 2oy + ll90ll22(p)
D) L2(D)

ge — 9o .
e

+ ol zzoy |22 .
L2(D)

De plus puisque || f- — fol| r2(p) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0", on obtient alors

) 1
lim ||=(fege — fogo) — fog — f90 =0.
e—0t || € LY(D)
En appliquant ainsi la Proposition 5.2 a la fonctionnelle
e €01 Fe) = [ L@l
On conclut que
. F(e) = F(0)
lim ———— = / d / Poy d . (5.15
Jim = [ g o @de + [ @@ Py (a(a))do(a). - (519

Dérivation du probleme d’optimisation de forme

Dans cette section, nous explicitons la dérivée de forme de la fonctionnelle 7 définie
par :

T(Q,u0) = /ﬂ div((ua(z) — pa(z))2z)dz (5.16)

ou 2 € O et uq est la solution du probleme d’état suivant

_AUQ:f in Q:QQ\Ql
ug = @1 on [y =00 (5.17)
8,/2”9 = (91,2G on FQ = 892

Soit €, un domaine de O(D). Pour tout e €]0,1[, considérons le domaine
QF = (Qy + €9y \ Q de frontiere I'* = 09Q°. Par construction on a 9(2y + £2) et
I'; sont deux parties disjointes de T', telles que I'* = 9(2y + Q) U T';. Soit ainsi ug- la
solution du probleme suivant

—AUQS = f in QF = (QQ + €Q/2) \ Ql,
Uge = Q1 on I, (5.18)
ay2'U,Qs = 8,,2G on F€ = (9(Q2 -+ EQIZ),
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D’autre part, notons que pour tout z € €2, on a

div((ua(z) — pa(2))*z) = 2(ua(z) — @a(2))(V(ug — 2)(x), ) + 1 (u(r) — @a(2))*.
Considérons ainsi ’application suivante :

F: DxRxR* — R

(z,y,2) +— Flz,y,2) =2(y— pa2(2))(z — Vipa(z),z) + n(y — ¢2(z))%
(5.19)

Alors, on a

F(.,ug, Vug) = 2(uq — ©2)(V(uq — ©2), Ia) + nug — 2)? = div((ug — ¢2)* 1a),

ou I est 'application identité sur R™. Par suite J peut s’écrire

T(Q,u0) = /Q F(z,u(), Vug(z)) da. (5.20)

Remarque 5.1 Lorsqu’on suppose que $) est fortement conveze, )° peut étre considéré
comme une déformation du domaine Q0 par un champ de vecteur a(x) qui satisfait la
propriété (a,v) = Po(v) (voir [10]). Ainsi, en supposant que f € HY(D), ¢, € Hz(T';)
et G € H3(D) et en suivant [58, 33, 85], il existe u',v' € H'(D), telles que

U, =u+eu +ev. dans H'(D),

ot u et u. sont des prolongements respectifs de uq et ugs sur D et u' est la dérivée de
forme de uq par rapport au champ de déformation a.

Par suite, il existe une fonction F} dans L'(D), telle que

1
E[F(.,%,Vﬂa) — F(,u,Va)]— F)— 0 in LYD), ¢ =0,

avec
Fy=2u(V(uz — pa), Ig) + 2(uq — 02)(VU', 1) + n2u'(ug — pa) = div(2u'(ug — v2)14).

Nous établissons maintenant le résultat suivant.

Théoréme 5.1 Soit Qs € O(2, D), QU € U(D) et Q°F = (Q +Q5) \ Q4. Supposons que
f e HYD), g, € HX(D), ¢y € H2(I'y) et G € H3(D) et que ) est fortement conveze

tel que 0 € Q. Alors la dérivée de forme de J (S, uq) existe et est donnée par

hm j<Q€7uQE) - j(Q,UQ)

e—0t IS

_ /F B() Poy (vo())do (z), (5.21)

B = div((ugq — ©2)*1;) + (V(uqg — G), V) — (f + AG),
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et Y est la solution du probleme dit d’état adjoint suivant

—A¢Yp =0 dans €,
Y =0 sur Ty = 09y, (5.22)
Outh = —=2(uq — p2) (o, Ia) sur Ty =00y,

et vy est la normale a 0€)y dirigée vers ['extérieur de €)s.

Démonstration. Soient £ €]0,1[, Qs € O(D) et Q = Qy \ Q et soit ), un ouvert dans
O(D) contenant 0. Notons par A. = Qy + £ et Q° = A, \ ©Q les domaines de fronticres
respectives ' et I'.. Comme 0 € ), alors

Qs C A., pour tout € €]0, 1[.

Par suite

QN = (A N\ Q= (R + ) N2\ =D\ Q. (5.23)

Donc 2 = Q5\Q; C Q.. Ainsi uq et ug,_ sont solutions respectives des problemes suivants :

{—AUQ:f dans €, {—AUQEZf dans €2,

ug = Q1 sur Iy, Ug, = Y1 sur I'y.

Alors du = uq. — ug est solution du probleme suivant

{—A(5u):0 dans ), (5.24)

ou =0 sur I'y CT.
Notons par AJ la fonctionnelle définie par
AT = T Q% uge) — T (2, uq),
qui s’écrit
AT = /Q (F(x,uq:(x), Vug:(z)) — F(z,uq(x), Vug(z))) de + Ji ().

Ji(e) = /QE F(z,uq:(x), Vug:(z))dx — /QF(x,uQe(x),VuQa(x))dx.

Notons ainsi par 0F = F(x, ug:, Vug:) — F(z,uq, Vug), on peut alors écrire

OF = div((uge — ©2)%14) — div((ug — ¢2)?1) = div(du(du + 2(uq — ¢2))14)
(V(6u), 1) (0u + 2(ug — p2)) + 0u(V(du + 2(ug — @2)), 14) + ndu(ou + 2(ug — 2))
20u(V (0u), 1) + 26u(V (ug — ¢2), Ia) + 2(ug — ©2){(V(du), Is) + n(du)? + 2ndu(ug — ¢2)
= (vq, V(6u)) + div(va)du + n(du)? + 20u(x)(V(du)(z), z)
= div(vgdu) + n(du)? + 26u(z)(V(0u)(x), x).
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avec vo(x) = 2(ua(x) — p2(z))z. Par suite, AJ s'écrit cette fois-ci :
AT = Ji(e) + Jo(e) + Errs,(e), (5.25)
avec
To(e) = /Q div(vadu)(z)dz et Errg,(e) = nfldullbag + 2 /Q Su(z)(V (6u)(x), z)dz.

En utilisant la formule de divergence, on aura

To(e) = /8 (v, v)(x)ou(a)do

=2 | (ug — @2){ra(x),xyou(z)do — 2/1“1(u9 — o) (1 (), z)ou(z)do.

Is

Or puisque ou = 0 sur I'y, alors

Jo(e) =2 | (ug — 2){va(z), z)ou(z)do.

1)

Considérons ainsi ¢ la solution du probléme suivant

—AY =0 in €,
=0 on Iy,
Oup = —2(ug — p2)(va, Iy) on Ts.

On aura alors

Jo(e) =2 | (ug — p2){1a(x), x)du(x)do = — /F2 Oy, () ou(z)do (). (5.26)

I

De plus comme
A(ou) =AY =0 dans Q et du=1 =0 sur [y,
en appliquant la formule de Green a J,, on obtient
/F 0,9 (x)ou(z)do = /F 0,0(x)du(x)do
- /Q Vo Vude
— /F b (2)8,du(z)do.

Donc

Ta(e) = — /F (), du(x)do.

D’autre part, AJ peut s’écrire sous la forme

AJ = J171(€) — JLQ(!C':) + J2(€) + ET”I’(;U(g).
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Jia(e) :/Qe F(z,ug:(x), Vugs (z))dx et Jya(e) :/QF(x,uQs(x),VuQs(x))dx.

En appliquant maintenant la Proposition 5.2 & la fonction € — F. = F(.,uqs, Vug:), on
obtient

d

— = F Fo(x) Py d o= F(. .
R ((]1,1(5))|E:0+ o o(x)dx + . o(z) Py (va(z))do, avec Fy (., uq, Vug)
De plus
d
— (J = Fy(z)dz.
df-:( 172(6)) e=0+ /92\91 0<x) g
Ainsi g
o (J1 (5))’ = | F(x,uq(r), Vuo(r)) Poy (v2(x))do. (5.27)
€ e=0t Ty

Calculons maintenant la dérivée de la fonctionnelle Jy en 0*. Pour ce faire considérons
une décomposition de J,, comme suit

To(e) = — /F 8, u(x ) (z)do

Or puisque
Op,uq = 0,,G sur I'y et =0 surI'y,

alors

/F (Byua(z) — 8,G(x)) b(z)do = / (Ot — 0, G) ()p(@)do+ [ (Byuq — 8, G) (2)0(z)do.

Fl 1—‘2

Donc

[ @uua(a) = ,6(2)) ¥(w)do = 0.

De plus, comme 0,cuq: = 9,:G sur 9(€dy + £§2) et ¢ = 0 sur I'y, on aura alors
(Opeuge — 0yeG)Yp =0 sur I = 90",
Par suite, J, s’écrit
To(e) = — /F (Byuo: — 0,G) vdo + /F (O — 0,-G) o
En appliquant la formule de divergence a .J5, on obtient que

Jo(e) = — /Q div(V(ug: — G))(2)dz + [ div(V(ug: — G))(x)da.

Qe

Or comme

—Aug: = f dans Q C Q° et — Auge = f dans
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on aura alors

div(V(ug: — G)Y) = (V(ug: — G), V) + YA(ug: — G)
= (V(ug: — G), V) +¥(=f — AG).

Ainsi on peut réécrire J, sous la forme
Jo(e) = Joi(e) + Jao(e) + Jas(e) + Joule),
Jaa(e) = = [ (Vlua: = G), V) (@)de,  as(e) = = [ (= = AG)(a)dr,
Jas(e) = /Q (V(uge — G), Vi) (x)dz et Jpule) = /Q (—f ~ MG (z)da.

Notons tout d’abord par B. la fonction définie par B. : € — (V(ug: — G), V@), alors il
existe B} € L'(D) telle que

1
g(BE—BO)—B{)HO in LYD), ¢ —0.

Donc p
J. = — Bj(z)dz. 5.28
U == [ B (5:28)
Aussi, il est facile de voir que :
Lhae)] =0 (5.29)
de > e=0"t B '

Ensuite, en appliquant la Proposition 5.2 aux fonctions J; 3 et J; 4, on obtient

Ci (Ja3(e)) = By(x)dx + | Bo(x) Poy(va(z))do, (5.30)

QQ\Q1 FQ

e=0+
et

L (aale) (~F — AGY(x) Py () o (5.31)

I'>

e=0t

Par conséquent

d
()

_ /F?(Bo(:c) — (f + AG)Y(x)) Poy (va())do

e=0t

= [ (Vg ~ G). V) = (f + AG)(2) Py (va())dor. (5.52)

Ainsi d’apres (5.27) et (5.32), on aura

d
i (1) TPl = [ Bl) Py (va(a) o (5.33)
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avec

B(x) = div((ug(z) — ¢2(x))’2) + (V(ug — G)(2), Vi (2)) — (f + AG) () (x).
Montrons maintenant que

. o(e)
rrsu(€) = o(e), avec Jim — 0

En effet, on a
Sud(u) = 3 6udu = — S (BFu) + 3 0,(5udi(ou)).
=1 i=1 i=1

D’aprés (5.24) on a du A(du) = 0 dans €2, donc

En:(ai(&t))Z = f:ai(5u6i(5u)) dans .

=1 i=1
D’ou . §

; /Q@z-(éu))?dx = ; /Q 8;(0ud;(u)) (z)da. (5.34)

En appliquant la formule de divergence a (5.34), on aura

iz:;/ﬂ(az‘((w))zd:v = /Féu&,(éu)(x)da
= /Favuﬂs(f)au(@dg—/FauUQ(I)5U(:E)dJ,

qui peut également s’écrire sous la forme
n

IVoulfaey = 3 [ (@:(0u))?

=1

- /F (Byuge (z) — 0,G(x)) Su(x)do — /F (Byua(z) — 8,G(z)) du(z)do.

Or puisque on a
ou=0sur 'y et 0O,uqg=0,G sur 'y,

alors

[ ualw) = 0,G(x)) du(z)do = 0.

Donc
|V8ul[22q) = /F (Byuae (z) — 8,G () u(x)do.

De plus, comme on a

Opsugs = 0y G sur O(Qy Q) et du =0 sur I'y,
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alors
(Opeuge — 0,eG)du =0 sur I =0Q°.

Ce qui permet d’écrire

IVoul|72q) = /r (Oyug:(x) — 0,G(x)) du(z)do — /ra (Opeuq:(z) — 0,:G(x)) du(x)do.
(5.35)

En appliquant la formule de divergence a (5.35), on aura

€

IV6ul|72q) = /QdiV(V(UQE — G)ou)(x)dx —/ div(V(ugs — G)ou)(z)dz.
Ensuite, puisque —Aug: = f dans € C )¢, alors on a

div(V(ug: — G)du) = (V(uo: — G), Vou) + Alug: — G)ou
= (V(ug: — G),Vou) — (f + AG)du.

Donc
IVdull72(q) = En(e) + Ea(e) + Ea(e) + Eale),

avec

=,(e) = /Q (V(ug: — G), Vouh(z)dz,  Ea(e) = — /Q (f + AG)ou(z)dz,

Zy(e) = — /Q (V(ug: — G).Vou)(x)dz et Ey(e) = /Q (f + AG)bu(x)dz.

Tout d’abord il est facile de voir que

=0. (5.36)

Notons ensuite par W, la fonction définie par € — W, = (V(ug: — G), Véu) et par H.
la fonction définie par H. = (f + AG)ou, avec Wy = 0 et Hy = 0. Alors, il existe
W{ € LY(D) et H) € L'(D) telles que

1 1
SWe—Wo) =W E 0 et S(H. — Hy) — H) Z 0,
€ e—0t e e—0t
Alinsi, en appliquant la proposition 5.2 a =;, =3 et =4 on obtient
4z (¢) =— Wy (z)dx (5.37)
de ™" o e 0 ’ '
d_
d—g:g(e) i = Jone Wy (z)dx + . Wo(w) Py (v2(x))do = o Wy(z)dz  (5.38)
et
g () = H|(z)dx +/ Hy(z) P (va(z))do :/ Hy(x)dx (5.39)
dg — 5:O+ 92\91 O FQ 0 QQ 2 QQ\Ql 0 ’ '
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Par conséquent,

d
dz“VfSUH%%Q) =0,

e=0t
Par suite

IV 6ul|72 () = o(e) (5.40)
En utilisant I'inégalité de Poincaré [11], il existe une constante Cq > 0, telle que
De plus en utilisant I'inégalité de Holder, il existe une constante C'p > 0, telle que

‘2/9514(V(5u),]d> < 2sup laf 6l 20| VOl o)
S

Cp |0l o)

<

Par suite, en utilisant (5.40) et le fait que Errs,(0) = 0, on conclut que
Errs,(e) = n||5u|]%2(ﬂ) + Q/S)du(x)(V(éu)(x),x)dx = o(e).
D’ou, en conclusion on obtient

AT = Ji(e) + Jo(e) + Errsa(e) = / B(w) Py (va())dor + o(c),

I

Par conséquent

0T (Q,uq)(Y) = lim EAJ = B(z) Py (v2(x))do.

e—=0t £ 0N

Ce qui achéve la preuve du théoreme.

5.3 Processus d’identification de la forme optimale

Dans cette section, dans le but de résoudre numériquement le probleme d’optimisa-
tion (5.8), nous suggérons un algorithme de résolution du type gradient combiné & une
discrétisation des problémes d’états par la méthode des éléments frontieres (BEM) [21].

Méthode du gradient

Nous proposons l'algorithme suivant du type gradient basé sur la nouvelle méthode
de calcul de la dérivée de forme permettant d’expliciter le gradient de J via les fonctions
support.
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Algorithme

(1) Initialisation.

o Choisir un domaine initiale Qy = Qp2 \ 1 € O.

o Se donner un coefficient p €]0, 1] et une précision Eps.
(2) Partie principale, pour ’itération k=0,...

(1) Résoudre le probleme d’état

Auk = f dans Qk = ng \ Ql
Up = @1 sur I'y = 0 (5.41)
&,2uk = &,QG sur Fk’Q = an’Q

(74) Résoudre le probleme d’état adjoint

Ay, =0 dans Q4
Yk = ¢1 sur I'y (5.42)
Ot = —2(uy, — 2) (a(x),z) surlyy

(7i7) o Extraire ug, ¥r, Vuy et Vi sur ['y = 0.

o Calculer By, sur I'y ;, par la relation
B(z) = div ((u(w) — ¢a2())" 2) +(V (wx — G), V) (2)—((f + AG)¢hy) (), 7 € Do
(iv) Calculer P, = Po,,.

(v) Calculer py, la solution de

argmin jiu(¢) = [ Bul@)(p — P)(i(2)) do(a) (5.43)

2,k

ou
P ={® € C(R?) / ® est convex et homogene de degré 1 et Py, < ® < Pp}.

(vi) o Déterminer
Py = P+ p Dk — D).

o Déterminer le domaine €, associé & Py, par
Q1 = 0Pey1 (0) = {1 € R? / Poyy (2) > (I, 2), Vo € R?}

(3) Critere d’arrét.
o Si |lug — allz2r,, < Eps, Fin.

o Sinon, aller a (2).
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Remarque 5.2 Notons que l’algorithme ci-dessus est de type gradient de descente, il est
ainsi naturel d’utiliser le critére d’arrét suivant :

k(P < Eps.

Par ailleurs, nous pouvons également considérer d’autres critéres d’arrét, en [’occurence
celut utilisé dans notre algorithme qui est liée directement au probleme inverse en parti-
culier a la condition de Dirichlet sur I'yo :

lur — wallL2r,,) < Eps.

Discrétisation du probleme d’optimisation de forme

Dans ce paragraphe, nous proposons une discrétisation du probleme d’optimisation
de forme (5.8), en se basant sur une discrétisation du probleme d’état (5.41) et d’état
adjoint (5.42) par la méthode des éléments frontieres, notée de maniere abrégée par BEM.

Discrétisation du probleme d’état et d’état adjoint par la méthode BEM

La méthode des éléments frontieres (BEM) est une technique numérique qui offre une
alternative efficace aux méthodes d’approxiamtion des équations aux dérivées partielles,
comme la méthode des différences finies et celle des éléments finis. Le principal avantage
du BEM est sa capacité unique a fournir une solution compléte aux problémes aux limites,
en fonctions uniquement des données aux bord, avec des économies substantielles en temps
de calcul est en effort de stockage des données. En effet, seule la frontiere du domaine
est discrétisée. Par conséquent le maillage et facilement produit et le nombre de degrés
de libérté est plus petit que celui dans le cas des éléments finis et différences finies. Ce
qui rend ainsi le stockage des données moins couteux. Aussi la solution a l'intérieur du
domaine est approchée avec un taux de convergence assez élevé et qui reste le méme
pour toutes les dérivées de la solution a n’importe quel ordre. Toutefois cette méthode
présente des inconvénients a ne pas négliger, a savoir la nécessité d’avoir une solution
fondamentale du probleme considéré afin d’obtenir une équation intégrale aux frontieres
équivalente [21], aussi la matrice de rigidité ainsi obtenue est dense et non symétrique.

Nous allons maintenant proposer une approximation du probleme d’état (5.41) et
d’état adjoint (5.42) en utilisant la procédure standard de la méthode des éléments fron-
tiere [21, 22]. En effet, ces probléemes d’états peuvent étre reformulés en utilisant une
équation intégrale du type

c(€yu(©) = [ {uw)a,, nl¢ — yl = 9y, uly) Inlé — y1} dor(y). (5.44)

ou u*(y;€) = (1/2m)In(1/r) est la solution fondamentale de I’équation de Laplace, r =
ly — &|| est la distance entre le point de collocation £ et le point d’extrémité y, ¢* =
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—(1/2m)0u*/Ov est le flux du potentiel u*(y; &) et

1, el
c)=13 1/2, €€l
0, E¢TUQ

La discrétisation de 1'équation (5.44) peut étre faite en utilisant différents types d’élé-
ments, nous considérons ici les éléments constants [21]. Nous subdivisons ainsi la frontiére
I en n éléments frontieres (I';),, tel que I' = UL | I';; et on suppose que les valeurs de u
et de ¢ = Ou/0v sont constantes sur chaque élément frontiere (I';); =1, n et valent res-
pectivement les valeurs u; et ¢; sur chaque élément I';. Notons par (§;)kk=1,..n les points
milieux de chaque élément I'y. Alors on peut approcher I'équation (5.44) de la maniere
suivante :

Zue/ “(&,y)do(y qu/ Oy u(y)u (& y)do(y), £e€T' U, (5.45)

en particulier, pour £ = &, k =1, ...,n, on obtient

(fk)2 u(k) _ ug z:: / (&6, 1) qu/ Oy, u(y)u* (&, y)do(y).  (5.46)

i=m

Iy ~ (s Yiv1]
v(&3) z:LJ1

e v(£2)
4% v(&1)

g

FIGURE 5.2 — Schéma illustrant la partition du bord en éléments frontieres.

En utilisant le systéme (5.46), on peut alors approcher I’équation (5.44) sous la forme
suivante :

ZHk,EUE = ZGk,EQE7 k= 1, ..., 1 (547)
(=1 =1
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ou Hy et Gy, sont les coefficients respectifs, des matrices H et G, donnés par :

Hie = (1=0e0) [ ai(@)dol) + 0 ([ aieuniow) +3).  (515)

Gos = [ wil&v)doly). (5.49)

ol ¢ est le symbole de Kronecker.

Ensuite la méthode de quadrature de Gauss ou la formule d’intégration de 4-points de
Gauss est utilisée pour l'intégration numérique des coefficients des matrices H et G. Par
ailleurs, pour le calcul des coefficients diagonales, on remarque que les termes diagonaux
Hj,, sont nulls, tandis que les termes Gy, peuvent étre calculés analytiquement par les
formules suivantes (voir [21])

Ly, 2
Grr = — [l — 1} 5.50
Rk =5 H(Lk)+ (5.50)
ou Ly est la longeur de I’élément T'.
D’autre part, les valeurs des coefficients de H et G qui sont hors diagonale, se calculent
de la maniére suivante [21]

L1 (X =X+ (Y - Ye)?

Hy, = Z—%@mm 5 (5.51)
=1 s
4 1 X1 —X0)2+ (Y7 —Y5)?

Gre = Zln(d)wi\/< 1 2)2 Sinke) (5.52)
=1 S

ou X1, X5, Y] et Y; sont les coordonnées des collocations de chaque élément I'y, et les
quantités w;, L et ds sont données analytiquement dans [21].
On note que le systéme (5.47) peut étre réorganisé comme suit :

Za&kx@ = Zb&k s k= 1, ..., (553)
=1 =1
avec
—/ up (&, y)do(y) si u est connue sur I’y
Qe = T (554)
/ Gk, y)do(y) —1/26py  si Ou/Ov est connue sur Ty
Iy
up, (—/ G (&, y)do(y) +1/2 (537]6) si u est connue sur I'y
bg,k = I (555)
ar | up(&,y)do(y) si Qu/0v est connue sur Iy
I
ug  siw est connue sur I'y
= 5.56
e { q¢  si Ou/Ov est connue sur ['y. (5.56)

Nous obtenons ainsi le systeme d’ordre n :

Az =b, (5.57)
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ou Ag,k = Gy et b, = Zb&k, k,g € {1, ,N}

=1

Discrétisation du gradient et de la famille des fonctions admissibles

Notons tout d’abord par m, (m < n), le nombre d’éléments frontieres appartenant
au bord extérieur I's et par n — m le nombre d’éléments frontieres appartenant au bord
intérieur I';. Considérons les deux partitions Y = (y;), et £ = (&)™, de Iy, telles que
&; est le point milieu de I’élément frontiere [y;_1,y;] pour i = 1,..., m.

Le gradient discret de la fonctionnelle cotit peut étre approché de la maniere suivante

J(P)=>_hiB; (P, = Pa(v(&)))
i=0
ou hy = ||yix1 — uill; P = (P = P(v(&))y; v(&) est la normale extérieure a I’élément

frontiere [y;, y;i1] et B; = B(&;) est tel que

Bi = 2(ui —2(&)) (Vuh(§i) — Vo (&), fz’) +2 (u; — pa(&))°

+ (V(u"(&) = GM&)), V(&) + (&) — AGME)) v)
ot u” est la solution approchée du probléme d’état, telle que u"(&;) = u;, pour i =0, ...,n
est la solution d'un systéme linéaire du type (6.56), 1" est la solution approchée du

probléme d’état adjoint, telle que ¥"(&;) = 5, pour i = 0,....,n est la solution d'un
systéme linéaire du type (6.56) et G" une fonction approchée de G.

Nous définissons ensuite la famille des fonctions admissibles discrete par :

%M@D<P<%((N Lo..,m-—1,
P_ P:(Pg,...,Pm)ERm+1; P()S)\()Pm‘i‘(l—)\o)
N Pzg)\zf)z—l—’_( ) i+1 2—1...,m—1et
ng)\mpm—l‘{'(l_)\m)PO
ou

N = WEm) = v (&) -y (&) = v(&)l]
(&) = v(EDIT " [Iv(&) = v(&n)

[V (Em—1) — v(&m)l

(&) — v(&)ll

Le domaine discret associé a

,pourt=1,..., m—1

et Am =

Qo =0P(0) = {l e R*; P(2) > (I,2), Yz € R?}
est considérée comme solution de 1’équation (voir [76])

D(g) lfl) + (&) l§2) =P, pouri=0,..., m
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et
vO(E) I — v ()1 =) e — D) e, pouri =0, ..., m

i J—

5.4 Résultats numériques

Afin de montrer efficacité et la performance de ’algorithme proposé lorsqu’il s’agit
d’identifier la forme optimale du probleme d’optimisation, nous considérons deux modeles,
un modele d’analyse et un autre de conception. Pour le premier modele on suppose connue
la exacte du probleme d’optimisation (5.8) et on cherche a la reconstruire. Tandis que le
deuxiéme modele sera consacré a la résolution numérique d’un probleme de type Bernoulli.

Modele d’analyse

Dans ce modele d’analyse, nous considérons un premier exemple, dont on cherche a
reconstruire la solution exacte du probléme d’optimisation (5.8) associée au domaine exact
Q=Qy\ Q, avec

Q= {(Jf,y) / a? + y2 < (1'5)2}7

étant donné le domaine fixe

0 ={(z,y) / 2* +y* < (0.75)}

2 — 42, associée aux données

et la solution exacte du probleme d’état (5.17), u(z,y) = «
f=0et G=a%—1y>°

Ainsi les nombres d’éléments frontieres utilisés pour la discrétisation de la frontiere
libre et de la frontiere fixe sont pris respectivement N = 100 et M = 104. Le coefficient
de déformation est choisi p = 0, 008 et la précision désirée est EPSD = 10~2. Le domaine
initial Q est lellipse de centre (0, 0), de longueur 1 suivant I'axe ot et de longueur 2
suivant l’axe @.

Pour tous les tests numériques considérés, les nombres d’éléments frontieres utilisés
pour la discrétisation de la frontiere libre et de la frontiére fixe sont pris respectivement
n = 70 et m = 40. Le coefficient de déformation est choisi p = 0,01 et la précision désirée
est EPSD = 1073, Le domaine initial ) est Pellipse de centre (0, 0), de longueur 3 suivant
axe of et de longueur 2 suivant axe of).

La frontiere optimale est atteinte au bout de 181 itérations. Dans la figure 5.3, nous
présentons les domaines fixe, initial, optimal et exact. La variation de la fonctionnelle
colt en fonction des nombres d’itérations est représentée dans la figure 5.4. Dans la fi-
gure 5.5, nous présentons les frontieres initiale et libre pour différents nombres d’itérations
(10;40; 80; 120 et 150).

Nous remarquons que la frontiere optimale ainsi obtenue représente une bonne ap-

proximation de la frontiére exacte.

2 2
- Y,
mais nous considérons cette fois-ci comme domaine exact (2o, l'ellipse de cente (0,0) de

Pour I'exemple suivant, nous préservons la méme solution exacte u(x,y) = x

longueur 1.5 suivant (07) et 1 suivant (@) Pour le méme nombre d’éléments de frontieres,
p = 0.0001 et la précision € = 1073, la solution optimale est atteinte au bout de 111
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FIGURE 5.5 — Frontieres libres pour différents nombres d’itérations.

itérations. Les domaines initial, fixe, exact et optimal sont presentés dans la figure 5.6.

La variation de la fonctionnelle cotit en fonction du nombre d’itérations est illustrée dans

la figure 5.7.
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FIGURE 5.6 — Domaines initial, optimal et exact.
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cost

0 S0 100

nber iter

FIGURE 5.7 — Variation du cofit en fonction du nombre d’itérations

Modele de conception

Dans cette section, nous considérons le probleme de Bernoulli qui consiste a trouver
la frontiere I'y et u solution du probléme suivant :

—Au=0 dans £,
u=20 sur I’y

5.58
u=1 sur Iy, ( )
% =C sur Iy,

avec C est une constate négative.

Le premier test numérique que nous considérons vise a confirmer numériquement le
résultat théorique (voir [47]), qui dit que si le domaine fixe est une boule B(0, ) de centre
(0,0) et de rayon r, alors la solution de ce probléme est une boule B(0, R), telle que R > r,
de plus R croit en fonction de C. Le domaine initial considéré est le cercle de centre (0, 0)
et de rayon 3, le domaine fixe est le cercle de centre (0,0) et de rayon 0,75. Ainsi les
nombres d’éléments frontieres utilisés pour la discrétisation de la frontiere libre et de la
frontiere fixe sont pris respectivement n = 70 et m = 40. La précision désirée est donnée
par Eps = 107° et le coefficient de déformation est choisi p = 0.01. On remarque que la
solution optimale est un cercle de centre (0, 0) et de rayon R qui croit lorsque la constante
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C croit. On présente ainsi dans la figure 5.8, le domaine optimal pour différents valeurs
de C. La variation du cotit pour différentes valeurs de C est illustrée dans le tableau 5.1.
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FIGURE 5.8 — Domaine optimal pour différentes valeurs de C.

C -0.35 -0.75 -1.5 -2.5
Cotit 1.55107% 855 107% 4.3107% 4.34 10°°

TABLE 5.1 — Cotit pour différentes valeurs de C'.

Pour le deuxiéme test numérique, nous préservons les mémes données, mais nous consi-
dérons comme domaine fixe €2; un polygone. Les nombres d’éléments frontieres utilisés
pour la discrétisation de la frontiere libre et de la frontiere fixe sont pris respectivement
n = 80 et m = 40. Ainsi les domaines fixe et les domaines optimaux pour différentes
valeurs de C' sont présentés dans la figure 5.9. On observe que les formes optimales ont la
méme allure que celles obtenues dans [60, 56].
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Dans ce chapitre, nous étudions une classe de problemes d’optimisation de forme sujet
a deux problemes aux limites couplés. Il consiste en fait a minimiser une fonctionnelle
colit présentée sous forme générale, sous contraints deux problemes aux limites couplés
par une condition de transmission du type Neumann. A ce stade, nous notons que la
méthode d’optimisation de forme a été déja utilisée pour traiter différents problemes aux
limites couplés. Nous citons a titre d’exemple les travaux [23, 35, 68, 66, 74, 93, 94, 95].
Dans ce travail nous montrons I'existence de la dérivée de forme de la fonctionnelle cofit.
Ensuite, nous explicitons son expression via les fonctions support, tout en utilisant les
formules proposées dans [8, 10, 9]. Enfin nous présentons quelques résultats numérique
obtenus en utilisant un algorithme du type gradient combiné a une discrétisation par la
méthode des éléments frontieres et la réciprocité duale.

Le travail présenté dans ce chapitre a fait I'objet d’un article soumis [13].

6.1 Position du probleme d’optimisation de forme

Etant donné B un ouvert borné convexe et régulier de R (n > 2). Soient D un ouvert
borné de B, 2 un ouvert borné convexe et régulier et w C D l'ouvert, tel que w = D\ Q.
Notons par 9D la frontiere de D, qui est la partie extérieure du bord de w supposée fixée

173
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et connue et par I' la frontiere de €2, qui est la partie intérieure du bord de w supposée
inconnue (voir figure 6.1).

FIGURE 6.1 — Description du domaine w = D \ .

Le probleme consiste alors a déterminer la frontiere libre I', en minimisant une fonc-
tionnelle coflit sous forme générale par rapport a une famille de domaines admissibles
sous contraints deux problémes aux limites couplés par une condition de transmission.
Plus précisément, il s’agit d'un probleme d’optimisation de forme géométrique pour un
modele en régime permanent, régi par des problemes aux limites elliptiques couplés par
une condition de transmission du type Neumann. Ainsi le probléme considéré se présente
comme suit :

Join J (82, ug, va), (6.1)

ou un et wvo sont solutions des problémes suivants :

~V(yVvq) =k dans w=D)\Q,

v =g sur I'=09Q, (6.2)
v =g sur 0D
—V(uVug) + qug = f dans
Oug __9vo sur T (6:3)
For = Tou

ou U,q désigne une famille de domaines admissibles, f, k, i, 7, g et ¢ sont des fontions

données, v est le vecteur normale a I" et Y (Vu|r, v) est la dérivée normale de u.
v

La fonctionnelle cotit J est considérée sous la forme générale :
T(Q) = J(Q,ug, va) = /Q Fy (2, uo(z)) + /D o Pl va(@)d (6.4)

ou F et Fy sont des fonctions données et vg et ug sont respectivement solution de (6.2)
et (6.3).
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Notons que ce type de problemes d’optimisation de forme se présente par exemple
lorsqu’il s’agit d’optimiser des structures mécaniques soumises a des charges thermiques
et refroidie par un fluide, tandis que la condition de transmission modélise la force exercée
par le fluide € sur le solide w.

Dans ce travail, nous proposons une nouvelle approche numérique pour I’étude du pro-
bléeme d’optimisation (6.1) qui consiste & minimiser la fonctionnelle coiit 7, sous contraints
les deux problemes (6.2) et (6.3). Ainsi, nous donnons une expression de la dérivée de forme
de la fonctionnelle cotit par rapport a la famille des domaines U, 4 via les fonctions support,
suivant la formule de dérivée de forme par rapport aux domaines convexes proposée dans
[8, 10]. La formule de dérivée de forme ainsi obtenue sera alors la base de notre processus
d’optimisation adopté pour la simulation numérique de ce probleme. Dans ce cadre, nous
optons pour une discrétisation des problemes d’état et d’état adjoint via la méthode des
éléments frontieres et la réciprocité duale [21, 22]. Nous terminons par donner quelques
résultats numériques montrant 'efficacité de ’approche proposée.

6.2 Dérivation par rapport aux domaines

Afin d’établir la dérivée de forme de la fonctionnelle colit du probleme d’optimisation
de forme (6.1)-(6.2)-(6.3) en se basant sur [8, 10], nous aurons besoin d’établir quelques
résultats préliminaires. Pour ce faire, soient D un ouvert borné convexe de classe C? fixé
dans B, © un ouvert borné convexe de classe C? et w est 'ouvert tel que w = D\ Q. On
supposera qu’il existe § > 0, tel que

d? (0D, 09Q) > 6. (6.5)

ot d¥ est la distance de Hausdorff.

Soit maintenant € un ouvert borné convexe dans R™ et & €]0,1[. Notons par
Q. = Q + Q etw. =D \ Q. les déformations de Q et w, qui sont respective-
ment de frontieres I'. et Y.. Notons ainsi que si ¢ = 0, on aura Qy = Q et wy = D \ Q.
D’autre part d’apres I'équation (6.5), il existe ¢q tel que pour tout € < &g, on aura

Q.cD et d”(0D,T.)>6é.
Par suite
Y.=0DUT.,, 90DNT.=10 (6.6)
et
Xwe = XD — XQ.- (6.7)
Maintenant étant donné une fonction f € Wh(B), considérons la fonctionnelle

I:ems I(e) :/ f(a)da.

We

En utilisant le fait que

1) = [ fa)da = [ xo.f()da



176 6.2. Dérivation par rapport aux domaines

et en appliquant la formule (5.10) & I, on obtient

(s

Par conséquent, nous avons le résultat suivant

d
e

_ /F f (@) Py (v(x))do(z). (6.8)

e= e=0*

Théoréme 6.1 La fonctionnelle I est dérivable en 07 et sa dérivée est donnée par

im " IO [ Pyt ao o),

e—0t IS

ou v est la normale a 0N dirigée vers 'extérieur de 2.

De maniere général, lorsque la fonction f dépend du domaine, en utilisant les méme
téchniques que dans la Proposition 5.2, on montre le résultat suivant.

Proposition 6.1 Soient (f.)-cpoa1; C L'(B) et (ge)ecjon; C L'(B) deux familles de fonc-
tions et soient fo, go € WHH(B) et f, g des fonctions telles que

f = lim (ergf(]) dans L'(B) et g= lim {9 = 90) dans L' (B).

e—0t e—0t £

Alors les fonctionnelles
Ji e Ji(e) = / fe(x)dx et Jy:ew Jy(e) = / ge(z)dx
Qe We

sont dérivables en 0T, de plus on a

lim (&) =1©) _ [ @y + [ fole) Pafo@)doo). (6.9)

e—0t £

et
lim 26 =20 [ o)z~ [ o) Py (w(a))do(z). (6.10)

e—0t IS

ot v est la normale a 0S) dirigée vers [’extérieur de ).
Comme conséquence immédiate de la Proposition 6.1, nous aurons

Corollaire 6.1 Soit (f:):ep1] €t (ge)eepo1) deux familles de fonctions dans L*(B). Soient
fo € HY(B),g0 € H'(B) et f, g des fonctions telles que

f = lim M dans L*(B) et g= lim M

e—0t £ e—0t I3

dans L*(B).
Alors les fonctionnelles
J1(€)=/Q fe(x)ge(z)dx et Jg(s):/w fe(x)ge(z)dx

sont dérivables en 0T, de plus en notant par £ = gfo+ fgo on a

lim Sile) = 1(0) :/Qé(a:)da:—l—/Fgofo(x)Pﬁ(l/(x))da(x). (6.11)

e—0t €
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et
lim JQ(&) — JQ(O)

e—0t+ IS

- /wg(“")dw - /Ffogo(m)Pa(V(x))da(r)- (6.12)

ot v est la normale a 0S) dirigée vers [’extérieur de ).

Dérivation du probleme d’optimisation de forme

Dans cette section, nous allons établir le résultat théorique principal de ce chapitre,
qui concerne la dérivée de forme de la fonctionnelle cotit 7, sous contraints les deux
problemes aux limites (6.2)- (6.3). Pour ce faire définissons tout d’abord l’espace des
domaines admissibles

U ={O CR™ /Best ouvert, © C Q, © € C>*NK et d¥(00,00) > p}, (6.13)

oll p > 0 une constante donnée, K désigne I'espace des domaines convexe, C? désigne la
famille des domaines de fronti¢res de classe C2.

Puis considérons la fonctionnelle définie sur U4 par
J(Quw=D\0) = /QFl(x,uQ(x)) +/ Fy(z, vo())dx (6.14)

ou Fi, Fy : B x R — R sont deux fonctions continues données et uqg et vg sont les
solutions respectives des problémes suivants

—~V(Vvg) =k dans w=D\Q, (6.15)
vo =g sur I'uobD
et
~V(uVuq) + qug = f dans €,
iy (6.16)

g _ e r
B = Tau s

Dans la suite, nous aurons besoin des hypotheses suivantes :

(Hy) Les dérivées premiéres et secondes de Fy et Fy par rapport a la deuxiéme variable
existent et sont bornées sur B x R.

(Hy) g€ HY(D), f € HY(D), k € H'(D) et q € L>(D) une fonction positive.

(Hz) p e Whe(D), v € WH(D), et il existe a > 0,8 > 0, tels que
> ap.p. dansD ety > B p.p. dansD.

Remarque 6.1 Notons que ces hypotheses de régqularité permettent d’une part d’assurer
que les problemes (6.15)-(6.16) sont bien posés et que leurs solutions sont assez réguliéres,
d’autre part d’établir le résultat d’existence de la dérivée de forme de la fonctionnelle J .

Soit 2 € C?*NK, un ouvert borné, pour tout & €]0, 1| considérons 'ouvert 2. = Q + 0
et désignons par w. = D \ﬁs louvert de frontieres I'c et .. Soit ug_ et vg, les solutions
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respectives des problémes suivants

—V(vVvg, ) =k dans w., (6.17)
Vo, =g sur I'. UJD
et
—V(uVug,) + qug. = f dans €,
8UQE . 81;95 (618)

sur I,

ou = o
Remarque 6.2 Lorsqu’on suppose que Q est fortement conveze, l'ouvert ). peut étre
considéré comme le déformé de Q0 par le champ de vecteur V(x) = a(zx), tel que
(a(x),v(x)) = P5(v(x)) (voir [8, 10]). Ainsi, en supposant que les hypothéses (Hs) et
(Hs) sont satifaites et en swivant [58, 33, 85], il existe u',v' € H'(B), tels que

Ue =t+euw +eU. o U.— 0 in H'(B) et 9. =0+cv' +eV. o V. =0 in H'(B),

ot u. et v. sont repectivement des prolongements uniformes de ugq, et vg, sur B et u et
v sont repectivement des prolongements uniformes de uqg et vg sur B.

Par suite, sous Uhypothése (Hy), il existe deuz fonctions F| et Fy dans L'(B), telles
que

1 ) 1 )
BT~ AGD)] - F 250 et —[F(,5) — Fa(, )] — B =5 0.
9

e—0t £ 5—>0+

Nous avons alors le résultat suivant

Théoréme 6.2 Supposons que les hypothéses (Hy), (Hz) et (Hs) sont satisfaites. Soit
Q ey, w= D\Q Q € C2NK un owvert borné, Q. = Q+eQ et w. = D\ Q.. Supposons
en plus que 0 € Q et que Q est fortement convexe, alors la dérivée de forme de J en
(Q,w) est donnée par

lim j(Qa’wa); J (@) = /Fg(x)Pﬁ(V(x))do(x). (6.19)

e—0t

ot
G = Fi(z,uq(7)) — Fa(z,v0(x)) + f1b — Y(qua + k) + VY (7Vg — uVua),

avec ¢ et 1p sont les solutions des problémes suivants (problémes d’états adjoints) :

—V(uVo)+qo = aa};l(, ug) dans £, (6.20)
,ug—i’ =0 sur T
et OF
—V(4VY) = 5 =5(,v)  dans w,
Y =0¢ sur T, (6.21)
=0 sur 0D

ou v est la normale a T dirigée vers ’extérieur de €.
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Démonstration. Soient & €]0,1[, Q € Uaq et w Iouvert tel que w = D\ € et soit Q un
ouvert borné fortement convexe et de classe C? contenant 0. Notons par . = Q + Q) et

= D\ Q. les ouverts de fronti¢res respectives I'. et 9D UT.. Alors pour tout ¢ €0, 1]
on a ) C Q+ Q. Par suite

QNA=(Q+eQ)NQ=Q et w.Nw=D\QND\Q=uw. (6.22)

Notons maintenant par AJ = J(Qe,w:) — T (Q,w), on a

FQ(x,vQE(x))dx—/QFl(x,uQ(:L’))dx—/Fg(x,vg(x))dx.

w

Aj:/Q Fi(z,uq_(x))dx +

We

Alors,

87 = [ Fiwun @)de — [ A un,@)de + [ (R, @) = Bl ua(o)de

+ | By(z,vq.(x)) — Fy(z,vo(z))de + | Fa(z,vo(z))dr — /ng(x, vo(z))dz,

We We

Par suite AJ s’écrit
AT = ji(e) + ja(e) + Js(e) + jale),

1) :/EFl(.,qu)dx—/QFl(.,uQE)dx, / Jua,) — Fi(uo))de
Js(€) :/WE(FQ(.,UQE)—FQ(.,UQ))dx ot /w Vg dm—/FQ Jv0)d

Commencons tout d’abord par calculer la dérivée de forme des fonctions j; et j4. En
utilisant la Remarque 6.2 et en appliquant la Proposition 6.1 a la fonction Fy . = Fi(., uq.),
on obtient

_/F{O da;+/F10 )Ps(v /F{O (6.23)

ou Fi o= Fi(.,uq). Alors

< (h(e)

= [ Filauax)) Py(v())do. (6.24)

e=0+

En utilisant les méme arguments pour la fonction Fp. = Fy(.,vq.), on obtient

E )| = [Pl Pyl (6.29
Par suite
d .
EDE )| = [ u0) - B w@) oo (620
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Maintenant afin d’expliciter la dérivée de forme des fonctionnelles j, et j3, en notant par
du = ug, —ugq et ov = v —vg et en utilisant le fait que F et F, satisfont 'hypothese (Hy),
d’apres la remarque on peut écrire

, OF, - Nlow@[m
Ja(e) = . — (., ug)dudzx —|—/ o1(g), avec sli%l+ — = 0.
[ OF _Nloa(@)[rmy
Js(e) = /wg 5 (., vq)évdr + 5 09(€), avec glgcr)l+ — . = 0.
Donc
. . . . . o(e)
Ja(e) + j3(e) = i1(e) +i2(e) + 0(e), avec lim —= =0.
e—=0t ¢
o OF OF,
i1(e) = ; a—ul(.,ug)éudx et iy(e) = /we a—;(.,vg)évdm
Introduisons maintenant ¢ et v les solutions uniques des problemes suivants,
oF,
=—(. d Q
,uaqb =0 sur I’
. OF,
(’va) 81)2( UQ) dans W,
Y =0¢ sur T (6.28)

=0 sur 0D.

En utilisant le fait que w. C w, Ve € [0, 1] alors on a ¢ et v satisfont les équations suivantes

oF,

—V(uVo) + qb = @(’UQ) dans Q et —V(yVy)= ER

ou

—(.,vq) dans w..
Ainsi i; et 79 s’écrivent

i1(g) :/Q—V(MVQS)(Sudx—l—/quzﬁéudx, is(e) = /we —V(yV)dvdz.
D’autre part, en utilisant les inclusions (6.22), on aura

—V(yVug,) =k dans w; . —V(uVug,) + qug. = f dans
e
—V(yVug) =k dans w; —V(uVug) + qug = f  dans €.

Par suite, dv et du sont les solutions respectives des équations
—V(yVév) =0 dans w. (6.29)

et
—V(pVou) + gou =0 dans €. (6.30)

Ainsi en multipliant le premier terme de équation de (6.30) par une fonction test ¢ et en
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appliquant la formule de Green a leurs intégrales sur €2, on aura

/Q — ¢V (uVu)dz + /Q qougdr = / —¢VuVoudr + / —¢uAdudr + / qougdz

— / ¢V uVoudz + / V(o) Voudzs — / u85u¢da+ / gouddz.
Donc

a6
/Q(—¢V(MV(5u)—i—¢q5u)d:c:/QMV¢V(5ud:L’—/Fua—yumla—l—/ﬂqdwﬁda:. (6.31)

Par suite 95

/ UV SV udr + / goudds = / ,u—ugbda (6.32)
Ainsi en multipliant le premier terme de équation de (6.29) par une fonction test ¥ et en
appliquant la formule de Green a leurs intégrales sur €2, on aura

—pV(yVov)dr = | —yV~Vvdr — / YyAdvdx
€ € 1> 661}
= [ —yVAyVévdx + | V(y)Vovdr — 7—¢da
Donc 95
/ YV (YVov)dr = / YVVudz — / y—vwda (6.33)
D’ou 95
/ VOV Suds — / N Uz/)da (6.34)

Ainsi en utilisant les équations (6.32) et (6.34), alors les fonctions iy et iy s’écrivent
i) = /Q Y (uV)dudz + /ﬂ gSuddz
. /Q SV édr + /Q —ubulda + /Q gSudds
_ / _SuV uVedz + / V(16u)Vdar + / guddz — /F ,ugi)éu

—/quﬁVéud:z:—l—/ q(5u¢dx—/u—5uda

—/,ua(suqzﬁda—/,uéuda
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is(e) = /ws —V(yV)ovdr = /

We

_6uVAVds + / —buApdr

We

0
= [ —6vVyVhdr + V(vév)vwdx _/2 ygfévda

= WVﬂ)V(Svdx—/ 7—5vd0
= yaavz/;d —/ T, §vda

Or comme Y, = 9D UT. et 0D NT. = (), on obtient

, ddv 0
n(e) = [ (w19 sv)do

ov . Ov v
. 81195 oy 81195 371/2
_/ap( o V75 ”“f)d"_/s( g, ¥~ 1, vee)do
(%Q 81/1
-/ (g = va)do

Ainsi, on aura

(@) + () = [ o — p g, o — [[(n 52— o ue)do

8 0 0
+/F(7 g:jw,_ awvﬂs)dg—/ra( UQW}— ﬂvﬂe)da

Ensuite en utilisant le fait que ¢ et 1 satisfont les conditions aux limites

,ug(b:O,@/J:gbsurI’ et ¢ =0surdD,
v
on obtient
) +io(e / uauge Ydo — / y—= QE — yajvggda +/ W%Ugsda
. Ov op ' Ov r. ov

87)9

S - ’ywvg)da—/r( %¢— %ug)d

At

En utilisant également le fait que ug_ et vg, satisfont les conditions aux limites

8uQE . 81;95

u@v _7(%

, vo.=gsur . et wvo =g surdD,
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on aura

8uQE

i(e) +iz(e) = | /u&“ww—/”ﬁ?Ma

qui peut étre décomposé comme suit
il(g) + ig(é’:‘) = 61(8) + 62(8) + 63(8) + 64

ou

ou ou 0
66 = [n5%pdo — [ e, ()= - [ A5 gdo

8 0 0
b = - [ 05 “% v—%md 7 et =[50~ p 2 ug)do

d
Comme /4 ne dépend pas de ¢, on a —/¥,

¥ = (0. D’autre part, puisque uq_ est solution
€

97 . 6:0+
de I’équation

—VuVug, + qug. — f = pAug, sur Q C Q. Ve €0,1],

en appliquant la formule de Green a ¢!, on aura

= /QAuQS,u@Z)dx—}—/QVUQEV(m/))dm - /Qs Aug_ppdr — /Qs Vug V(uy)dx
= | (qua.v = o+ pVua, Vide — [ (qua = fi + iVus, Vo) do

Notons par B. la fonction définie par B. = (quo v — f1 + pNVug V). 1l est alors facile
de voir de la Remarque 6.2, qu'il existe B € L'(B), tel que

1
“[B. — By] — Bj — 0 dans L'(B), quand ¢ — 0.
£

Ensuite en appliquant la Proposition 6.1, on obtient I’expression suivante

d
= ((0) :—/&Pf (6.35)
et comme 1) = ¢ sur I', on aura
d
ZOE)| = [0 = quat = uTuaT) Py(v(a))do (6.36)

Explicitons maintenant la formule de la dérivée de £5. Comme 9 est solution de I’équation

oF,
—yAY = 5 2, vq) + VAVY dans w. Cw, Ve €0,1]
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alors
oY
ly(e) = —/ 75,94 :/w (—A¢yg — VYV (yg))dx

oF.
-/ (872(., va)g + gViVy — ViV (vg))dx

oF.
-/ (G va)g = VU Vg)da.

Ainsi, en appliquant, encore une fois, la proposition 6.1, on obtient la formule suivante

d
y0)

= /F(—aa}f(.,vg)g—l—’}/VQﬂVg)Pﬁ(V(x))dO'. (6.37)

£

D’autre part en appliquant la formule de Green, alors on aura

0 0
b(6) = = [ 520 =1 Shu)do = — [ (VGVi0)d - VO Ve,

Or comme v et vg sont les solutions respectives des équations

—V(Vy) = 88122(.,@9) dans w. et — V(yVug) =k dans w,,

alors OF
ls(e) :/w (kp = S2(, va)va)da.

Ensuite, en appliquant la proposition 6.1, on obtient la formule suivante

d
e (43(e))

= e 2 va)v) Pa(v(a) o (6.38)

e=

et comme vg = g sur I', on aura

d

or,
e (43(e))

_ /F (k4 5 2 v0)g) P (v () do (6.39)

e=0*

Par conséquant, d’apres les formules (6.36), (6.37) et (6.38) on aura

 (0(&) 2D mos = (16— blaua + K) + V(1 Vg — nVug)) Py(w(z))do. (6.40)

Ainsi en utilisant le fait que (j; + j2 + j3 + ja)(0) = 0, on conclue que
. . . . . €
AT = ji1(e) + ja(e) + ja(e) + jale) = 6/Fg(x)P5(V(x))da +1n(e) avec sli%i 77(5) =0,

ou
G = Fi(z,ua(r)) — Fa(z,v0(x)) + fib — ¥(qua + k) + VY(7Vg — uVuq).

Ce qui achéve la preuve du Théoreme. [ |
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Remarque 6.3 Notons que pour des raisons de simplicité, sans faire aucune restriction
au résultat du Théoréme 6.2, nous avons supposé que 0 € €, ce qui nous a permis de
simplifier le calcul de la dérivée de forme en utilisant les inclusions QL C Q. = Q + Q) et
w. = D\ Q. C w. Ainsi, on obtient la limite suivante

lim J (S, we) —

e—0t IS

J(Qw) _ /Fg(x)pa(y(x))dg(x)' (6.41)

Puis, en utilisant la déformation conveze Q. = (1 —€)Q 4 €S2, d’aprés [8] et en se basant
sur le Théoreme 6.2, on obtient la limite

hIIl j(Qeawe) - \7(

e—0t 15

Qo) _ /F G(x)(P5 — Po)(v(x))do(z). (6.42)

Ainsi, selon le résultat dont on aura besoin, on peut utiliser l'une des deux déformations
et par conséquent la formule de dérivée de forme y associée. En effet, pour notre proces-
sus d’optimisation numérique nous utilisons la formule (6.42) basée sur la déformation
convexe. Par ailleurs, si nous utilisons la formule (6.41) associée a la déformation de
Minkowski, [’algorithme d’optimisation ne converge vers ['optimum que si le domaine ini-
tial Qg est un sous-ensemble du domaine optimal (puisque Q C Q. et w. C w, pour tout

£).

6.3 Processus de résolution numérique du probleme
d’optimisation de forme

Dans ce paragraphe, nous proposons une approche numérique de résolution du pro-
bleme d’optimisation de forme (6.1)-(6.2)-(6.3) en se basant sur la formule de dérivation
de forme de la fonctionnelle J éxplicité via les fonctions support. Nous suggérons ainsi
un algorithme de résolution du type gradient combiné a une discrétisation des problemes
d’états et d’états adjoints par la méthode des éléments frontieres et la réciprocité duale
(DRBEM) [75, 22]. Ceci afin d’éviter le remaillage du domaine, a chaque itération du
processus d’optimisation, nécessaire dans le cas d’une discrétisation par la méthode des
éléments finis.

Algorithme de résolution

En se basant sur la formule de dérivée de forme de la fonctionnelle cotit J éxplicitée
dans le Théoréme 6.2, le processus d’identification de la forme optimale s’effectue en
utilisant I’algorithme du type gradient de descente proposé dans [10]. Cet algorithme est
résumée comme suit.

Algorithme

(1) Initialisation.

o Choisir un domaine initiale Qg € Uaq, tel que wy = D\ Q.



186 6.3. Processus de résolution numérique

o Se donner un coefficient p €]0, 1] et une précision Eps.
(2) Partie principale, pour l’itération k=0,...

(7) Déterminer uy, et vy les solutions respectives des problemes d’états (6.15) et
(616) sur wr = D \ﬁk

(77) Déterminer ¢y et 1 les solutions respectives des problemes d’états ad-
joints (6.20) et (6.21) sur wy, = D\ Q4.

(17i) o Extraire les données (ug,vg), (g, ¥r), (Vug, Vo) et (Vy, Vibi) sur

o Calculer G sur I'; par la formule
Gr = F1(ur) — Fa(,vp) + fore — Unlque + k) + Vi (vVg — uVuy,).

(1v) Calculer P, = Py, .

(v) Calculer P, la solution du probléme suivant
argmin ji(e) = [ Gula) o — Po)o(a)) do(o). (6.43)
Ly

ou
P ={® € C(R*) / ® est convexe et homogéne de degré 1 et Py, < ® < Pp}.
(vi) o Déterminer le domaine

Qurr = (1= p)Q% + pQ,

ou Qk associé a ﬁk par la relation
Qp =08 (0) = {l € R* / Py () > (I,x), Vo € R?} .

(3) Critére d’arrét.
o Si [ljx(B)| < Eps, Fin.

o Sinon, aller a I’étape (2).

Remarque 6.4 Notons que la dérivée de forme de fonctionnelles de forme Q@ — J(Q)
suivant la direction d’un champ de vecteurs ¥ s’écrit sous la forme générale :

J () = /899<79(1?),V(1f)>d0'(x) = {gr, (9(2), v(2))) L2 (002 (6.44)

ot la fonction g : 02 — R est le gradient de forme de J par rapport au produit scalaire
L2(09). Ce résultat est appelé le théoréme de structure de Hadamard pour les dérivées
de forme [85]. Maintenant, dans le cas ot la fonctionnelle est définie sur une famille de
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domaines convexes, ce théoréme de structure s’écrit (voir [11, 10, 9]) :
T @)@ = [ 1) (Pavla)) — Palu(e))) do(a) = (7, (P — Po) (")szomy,  (6.45)

avec J’(Q)(Q) ne dépend que de la composante normale de Pg sur la frontiére O5.

On remarque aussi que l’expression (6.45) nous a permis de déterminer une direction
descente, comme il a été décrit dans l’agorithme ci-dessus, telle que la suite des domaines
(Qu)ren est construite de telle maniére que la suite (J () )ren Soit décroissante. En effet,
soit k € N* alors pour p €]0,1[, on a

T Qi) =T (%) = T((1=p)% + p0Pi(0)) — T (%)
= p </a Gi( 8Pk — Py,) o ykda> + O(p)
(/ Qk — Py, )0 l/kd0'> + O(p)

= 1 (yk@) - ykmzk)) +0(p)

= P

Or puisque P, = Paﬁk(o) est solution du probleme argrglel? Jr(p), alors

Je(Pr) = - G Py, o vpdo < ji(Pa,) ,
k
ce qui garantit la décroissance de la fonctionnelle cout J. Par conséquent, P, définit bien
une direction de descente pour [J .

Approximation des probléemes d’états

La discrétisation des problemes d’états et d’états adjoints, se fait en utilisant la mé-
thode des éléments frontieres et la réciprocité duale (DRBEM). Cette méthode est une
extension de la méthode des éléments frontieres utilisée pour la résolution numérique des
problemes aux limites non homogenes ou non linéaires. Elle a été introduite dans un
premier lieu par Nardini et Brebbia [22, 75] et a été ensuite largement utilisée pour la
résolution numérique de différents problémes aux limites. Dans cette section nous présen-
tons briévement cette méthode de discrétisation et nous renvoyons le lecteur a [22, 75],
pour plus de détails.

Dans la suite comme les problemes d’états et d’états adjoints considérés sont régis par
des problemes aux limites avec des conditions aux limites du type Dirichlet ou Neumann
non homogenes, pour des raisons de simplicité, nous décrivons la méthode DRBEM pour
un probléme modéle du type :

Au=f dans A,

u=u  sur X, (6.46)
ou

(7V2

=q sur Mo,
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ou Y et Yy sont deux parties disjointes de X = JA, @ et § sont des fonctions données
respectivement sur le bord ¥, et 35 et f une fonction donnée sur €2 qui peut éventuellement
dépendre de u (voir [22]).

Alors, lorsqu’il s’agit de traiter les problemes (6.15) et (6.21), on prend A = w = D\ (2,
Y1 = 0D U et ¥y = @. Tandis que lorsqu’il s’agit de traiter les problemes (6.16) et
(6.20), on prend A = Q, ¥ = & et ¥y = 0.

La méthode DRBEM propose ainsi 'approximation de f de la maniere suivante :

N+L

f~ Y ah;. (6.47)
=1

ou «; sont des coefficients inconnus, h; sont des fonctions d’approximations appropriées
(voir [22] pour des exemples de choix de ces fonctions), N est le nombre de noeuds de
la frontiere et L est un nombre de noeuds intérieurs au domaine. Elle consiste ensuite a
utiliser une série de solutions particulieres @; associées aux fonctions h; obtenues par les
équations

Aﬁj = hj, fOFj = ]_, ,N+ L. (648)

Ainsi en substituant I’équation (6.48) dans (6.47), on obtient 'approximation suivante
N+L

7j=1

Alors le probleme (6.46) est approché par :

N+L
Alu— Y a;i;) =0 dans A,
=1
N+£ N+L
Uu — Z Oéjﬁj =Uu— Z Oéjﬂj sur 21, (650)
j=1 j=1
ou N+L aﬁ] N+L aﬁ]
— — oj——==¢q— j—= Ssur .
8V2 ]z::l J aVQ ]Zzzl J (91/2

Ainsi, on peut appliquer la procédure standard de la méthode des éléments fron-
tieres [21] au probleme (6.50). Plus précisément (6.50) est reformulé en utilisant 1'équation
intégrale suivante :

MNEu(©) — [ aly)aly: do, + [ uly: )aly)dor, = (6.51)
> s (MO~ [ Basedn, + [ On6dn).  (652)

ou u(y,§&) = —(1/2m) In(|jly — £]|) est la solution fondamentale de I’équation de Laplace,
u ou

ov

u ou,;
q= % est la dérivée normale de u(y;§), g; = 8—J est la dérivée normale de u;, ¢ =
v v
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est la dérivée normale de u et

1, Eenl
A =1 1/2, £€X
0, £E¢ X UA.

N
On subdivise la frontiere ¥ en N éléments frontieres (I'y)i=1,. ~, tel que X = U [y, et
k=1
on suppose que les valeurs de u et ¢ sont constantes sur chaque élément frontiere I'y et

valent respectivement les valeurs uy, et g; sur chaques élément I'y. Notons par (§)kk=1...n
les points milieux de chaque élément I'y.
Ainsi en particulier dans (6.51), pour £ = &, k =1, ...,n on obtient
N+L

N N N N
u;—(; Uy /Fe Q(-;fk)%—; q /u u(; &) = ]2::1 o (ﬁj,k - ;ﬁjx /Fé a(-; &) +;@',ﬁ /FZ u(-;&:)) :

Alors on peut approcher 'équation intégrale (6.51) sous la forme suivante :

N N N+L N N
ZUngj - Z quk,K = Z % (Z ﬂj,ZHk,Z - Z (/]\j’gGk’g> s pour k= 1, ceey N. (653)
=1 (=1 j=1 =1 =1

ou Hy et Gy, sont les coefficients respectifs des matrices H et G qui sont donnés par
1
Hy, = (1 —5k,l)/ Q(-;flc) +5k,l ( —/ q('?fk))? (6-54)
T, 2 T,
G = / u(.; &), (6.55)
Iy
ou dy; est le symbole Kronecker.

Ainsi, le systéme (6.53) peut étre réorganisé comme un systéeme d’ordre N sous forme :

Az =0 (6.56)
ol
Ay = -G pour la conld.ition aux. li@ites de Dirichlet  pour k=1,..N.

Hjy, pour la condition aux limites de Neumann

(6.57)

v @ pour la condition aux limites de Dirichlet B
T = .. .. , pour k=1,..,N.

Uy, pour la condition aux limites de Neumann

(6.58)
Apres avoir obtenu ’équation (6.56) en utilisant des techniques standard, la valeur de la
solution a n’importe quel noeud interne peut étre calculé a partir de I’équation (6.51). En
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effet, dans le cas d'un noeud interne &, on a A\(§) = 1 et 'équation (6.51) devient

N+L

W= 3w [ a0 [ w0+ X o (1O - X e [ a0+ 3 [ ui9)).

£ (=1

Discrétisation du probleme d’optimisation de forme

Afin de proposer une discrétisation du gradient de la fonctionnelle cotit, Notons par
M le nombre des éléments frontieres appartenant a la frontiere libre I', tel que M < N
et N — M est le nombre des éléments frontieres appartenant a la frontiere éxterieure fixé
OD. Soit (Cy)M | une partition de T, ott C, = (x,(:),x,(f)) et soit € = (&), une partition
de I, tel que & = (f,(:), 5,532)) est le point milieu de I’élément frontiere [C;, Cjy1].

On approche le gradient de la fonctionnelle cotit de la maniére suivante

J(P) ="l G (Pr — Pa(v(&)))

k=1

ol U = |lyps1 — urll; P = (P = P(rv(&))iL,; v(&) est la normale extérieure a 1'élément
frontiere [Cy, Cii1] et By = B(EX, ), tel que

G = Fi(&,ur) — Fa(&,ur) + (&)Y — r(upq(&e) + k(&)
+ V(&) (v (k) V(&) — (&) Vug)

ou u" et v sont les solutions approchées respectives des problemes d’états, telles que
(uP (&) = u) ML, et (v"(&) = vi)L, sont les solutions d'un systéme linéaire du type (6.56)
tandis que ¢" et 1" sont les solutions approchées respectives des probléemes d’états ad-
joints, telles que (¢"(&x) = dp)iL, et (V"(&) = ¥p)iL, sont les solutions d’un systéme
linéaire du type (6.56).

Puis on approche 'espace des fonctions admissibles P par :

P= {P = (P,...,Py) € RM / P satisfont les équations (6.59) et (6.60) }

ou
r = Pgoy(v(&)) < Py < Pp(v(&)) pour k=1,...,M. (6.59)
et
P < (1—=X\) Py + M P,
P, < (1—=X)Peo1+ A Piyq, pourk=2 ... M—1 (6.60)
Py < (1=Xy) Py +2Au P
avec
A = (&) —v&a)ll y _ [IW(&) — v(&-)]
(&) —vEn)ll” ™" [[w(€irn) — v(&)ll
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_ v(€m) = v(Eu-)ll
(&) — v(€u—)ll

pourt=2, ..., M —1; Ay
Le domaine discret associé a
Q=0P(0)={I=(11?) eR* | P(x) > (I,7), ¥ € R*},
est considéré comme solution de I’équation
v (&) 17 = 2@ 1 = (&) &Y —vP (&) g fork=1,..., M. (6.61)
D’autre part, on a

v (ENID 4 @)D =B, fork=1,..., M (6.62)

6.4 Résultats numériques

Dans le but de montrer l'efficacité de I’approche proposée, nous présentons quelques
résultats numériques concernant quelques tests dont on cherche a estimer et identifier
la forme optimale, pour différentes expressions de la fonctionnelle cotit J et différentes
solutions exactes. Ainsi, étant donné des valeurs exactes des solutions respectives de (6.16)
et (6.15) et des frontieres exactes I' et X, on cherche a construire la frontiere libre en
utilisant ’algorithme de résolution numérique proposé. Pour cela, nous présentons trois
exemples numériques et pour différentes expressions des fonctionnelles cofit et différentes
expressions des solutions exactes.

Le premier exemple

Pour cet exemple, nous considérons le domaine fixe défini par
0D = {((1.2) cos(t), (1.6) sin(t)) / t € [0, 27]}.

Etant donné les fonctions @1 = z, 0o =y, Fi(.,u) = (u—¢1)? et Fy(.,v) = (v —3)? dont
la fonctionnelle colit associée est

T@w=D\D) = [ (=)’ + [ (v p2)?da.
On cherche & construire la frontiére exacte
0, = {((0.4) cos(t), (0.4) sin(t)) / t € [0, 27]}

et la solution exacte, ve.(z,y) = * — y?, du probleme d’état (6.15), associée aux données
v=1,k=0et g=a?—1y? et la solution exacte u,, du probleme d’état (6.16), associée
aux données pu=1,g=1et f = —2.

Ainsi les nombres d’éléments frontieres utilisés pour la discrétisation de la frontiere
libre et de la frontiere fixe sont pris respectivement N = 100 et M = 104. Le coefficient
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de déformation est choisi p = 0, 008 et la précision désirée est EPSD = 1072, Le domaine
initial Q est lellipse de centre (0, 0), de longueur 1 suivant 'axe ot et de longueur 2
suivant ’axe Z

Ainsi en utilisant ’algorithme proposé, la frontiere optimale est atteinte au bout de
202 itérations. Dans la figure 6.2, nous présentons les domaines fixe, initial, optimal, exact
et successifs pour différents nombres d’itérations. Ceci montre en fait la convergence de
la solution optimale vers la solution exacte. Les formes intermédiaires obtenues pour
différents nombres d’itérations sont présentées dans la figure 6.3. La variation du gradient
de la fonctionnelle cofit en fonction du nombre d’itérations est présentée dans la figure 6.4.
Les résultats numériques ainsi obtenus présentent une bonne approximation de la solution

optimale.
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FIGURE 6.2 — Les formes successives pour différents nombres d’itérations.

Le deuxieme exemple
Dans cet exemple, nous considérons, cette fois-ci, le domains fixe défini par

0D = {((1.4) cos(t), (1.9)sin(t)) / t € [0, 27]}.

Etant donnés les fonctions Fy(.,v) = 0, @1 = L et Fy(.,u) = (u—y)? dont la fonctionnelle
colit associée est

T(Qw) = /Q (u(z) — 1)2da.

On cherche a déterminer la frontiere exacte

0900, = {((0.4) cos(t), (0.5)sin(t)) / ¢ € [0,2x]},
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—o— fix-shape

exact-shape

— 10— deform-shape

0.5

FIGURE 6.3 — Formes intermédiaires obtenues pour différents nombres d’itérations (de
gauche a droite, de haut en bas) itér = 0; 40; 120 et 180.
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FIGURE 6.4 — La variation du gradient en fonction du nombres d’itérations.
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et la solution exacte ve,(z,y) = x? + y? + cos(z) + sin(y), du probleme d’état (6.15),
associée aux données v = 1, k = 4 — cos(z) — sin(y) et g = v, et la solution exacte .,
du probléme d’état (6.16), associée aux données p =1, g =2 et f = 0.

Ainsi les nombres d’éléments frontieres utilisés pour la discrétisation de la frontiere
libre et de la frontiere fixe sont pris respectivement N = 100 et M = 104. Le coefficient
de déformation et la précision sont pris respectivement p = 0,001 et EPSD = 1072, Le
domaine initial € est le rectangle | — 0.6,0.6[x] — 0.8,0.8].

En utilisant le processus d’optimisation, la frontiere optimale est atteinte au bout de
210 itérations. Les formes intermédiaires obtenues pour différents nombres d’itérations
sont présentées dans la figure 6.5. La variation du gradient de la fonctionnelle de colit en
fonction du nombre d’itérations est présentée dans la figure 6.6. Les domaines fixe, initial,
optimal, exact et successifs pour différents nombres d’itérations sont presentés dans la
figure 6.7, ce qui montre la convergence des formes successives vers le domaine exacte.

Dans le dernier test numérique, nous présentons la solution exacte u., et la solution
approchée u,; a l'itération k£ notée par uy, dans un ensemble de M points intérieurs, noté
par v, = {(x;,9;) € D\ Q, pouri =1,..., M}. La convergence des solutions approchées
vers la solution exacte est illustrée dans la figure 6.8.
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FIGURE 6.5 — Formes intermédiaires obtenues pour différents nombres d’itérations (de
gauche a droite, de haut en bas) itér = 0; 70; 150 et 180.

Le troisieme exemple

Dans le dérnier exemple, étant donné le domaine fixe suivant

0D = {((1.4) cos(t), (1.9)sin(t)) / t € [0,27]}
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FIGURE 6.6 — La variation du gradient en fonction du nombres d’itérations
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FIGURE 6.8 — Les solutions exacte et approchée uy,, pour différents nombres d’itérations.

Considérons les fonctions Fi(.,u) =1, g3 = 0 et Fy(.,v) = (v — ¢3)? dont la fonctionnelle
colit associée est

J(Qw) = /BXQ(SU)d§U+)\/UJ<U($))2dI'.

On cherche & construire la frontiére exacte
0, = {((0.4) cos(t), (0.6) sin(t)) / t € [0, 27]},

et la solution exacte ve,(z,y) = —z% — y? + cos(x) sin(y), du probleme d’état (6.15)
associée aux données v = 1, k = —2 — cos(z) sin(y) et g = v,, et la solution exacte .,
du probléme d’état (6.16), associée aux données p=1,¢g=1et f = 0.

Ainsi les nombres d’éléments frontieres utilisés pour la discrétisation de la frontiere
libre et de la frontiere fixe sont pris respectivement N = 60 et M = 64. Le coefficient
de déformation et la précision sont pris respectivement p = 0,021 et EPSD = 1072. Le
domaine initial © est le rectangle | — 0.7,0.7[x] — 0.9,0.9].

Dans la figure 6.9, nous présentons les formes intermédiaires obtenues pour différents
nombres d’itérations. La variation du gradient de la fonctionnelle de coiit en fonction
du nombres d’itérations est présentée dans la figure 6.10. La convergence des formes
successives vers le domaine exacte est illustrée dans la figure 6.11, ot nous présentons les
domaines fixe, initial, optimal, exact et successifs pour différents nombres d’itérations

Dans le dernier test numérique, nous présentons la solution exacte u., et la solution
approchée u; a l'itération k notée par uy, dans un ensemble de M points intérieurs, noté
par v, = {(zi,4;) € D\ Q, pouri =1,..., M}. La convergence des solutions approchées
vers la solution exacte est illustrée dans la figure 6.12.
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Conclusion

Dans cette these, nous nous somme intéressés a 1’étude théorique et numérique d’une
nouvelle formule de calcul de la dérivée de forme. Nous avons commencé par développer
quelques résultats théoriques qui consistent a généraliser cette formule de dérivation de
forme aux cas des domaines étoilés. Puis, nous avons établis un résultat d’existence de la
dérivée de forme d’une fonctionnelle colit surfacique, tout en explicitant son expression
via les fonctions support. Ensuite, nous avons étudié I'existence de la dérivée de forme de
la solution de problemes aux limites elliptiques modeles de type Dirichlet ou Neumann.
Enfin, dans le but d’illustrer le résultat obtenu dans le cas des domaines convexes,
nous avons appliqué cette formule de dérivation de forme a la résolution numérique de
quelques problemes d’optimisation de forme concrets, tout en suggérant un algorithme
de résolution qui montre l'intérét pratique de la nouvelle formule de dérivation. Ainsi
les algorithmes de résolution numérique basés sur la méthode du gradient, utilisant la
nouvelle formule de dérivation de forme sont moins coliteux comparés a ceux utilisant
la méthode de dérivation de forme classiques nécessitant une extension du champ de
vecteurs de déformation sur tout le domaine ou un remaillage du domaine a chaque
itération de ce processus d’optimalité.

Comme perspective de ce travail, on peut envisager les questions suivantes :

e Appliquer les résultats obtenus a la résolution numérique des problemes d’optimi-
sation de forme en mécanique des fluides de maniere générale.

e Développer d’autres approches pour des domaines admissibles plus généraux pour
des fonctionnelles volumiques et surfaciques.
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Etude théorique et approximation numérique d’une nouvelle formule de dérivée de forme et

applications

Mots clés : Optimisation de formes, calcul de dérivée de formes, étude théorique, approximation numérique,
équations aux dérivées partielles, méthode de gradient, analyse convexe.

Résumé : Dans cette thése, nous nous intéressons a
I’étude théorique et numérique d’une formule de
calcul de la dérivée de forme utilisant une
déformation de type Minkowski. Nous proposons
une généralisation d’une formule de dérivation de
fonctionnelles colts intégrales volumiques par
rapport a une famille de domaines non convexes.
Nous commengons par proposer une premiere
approche qui consiste a étendre les résultats des
travaux antérieurs a une famille de domaines
admissibles étoilés, en se basant sur leurs
caractérisations via les fonctions jauges. Ensuite
nous ¢établissons un résultat d’existence de la
dérivée de forme d’une fonctionnelle coft
surfacique, en utilisant encore une fois une
déformation de Minkowski d’ouverts étoilés par
des convexes, tout en exprimant sa dérivée au
moyen des fonctions support. Nous terminons la
partie théorique de cette these en étudiant
I’existence de la dérivée de forme de solutions de

de Minkowski d’ouverts étoilés par des convexes.
Ceci permet de traiter des problémes d’optimisation
de forme dont la fonctionnelle colt dépend de la
solution d'un probleme aux limites modele de type
Dirichlet ou Neumann. Le deuxieme volet de cette
thése vise a concrétiser les résultats obtenus dans le
cadre de la nouvelle formule de dérivation de forme
dans le cas convexe, en les appliqguant a des
modeles d’optimisation de forme. Nous nous
intéressons, dans un premier lieu, a la résolution
numérique d’un probléme inverse a fronticre libre
de type Bernoulli, reformulé en un probléeme en
optimisation de forme, ensuite dans le dernier
travail effectué dans cette these nous étudions une
classe de problémes aux limites couplés via une
condition de transmission appropriée de type
Neumann, tout en suggérant un algorithme de
résolution qui montre ’intérét pratique de la
nouvelle formule de dérivation en se basant sur une
discrétisation par la méthode des éléments

problemes aux limites en utilisant la déformation

frontiéres et la réciprocité duale.

On a theoretical and numerical study of a formula of shape derivative and applications

Keywords : Shape optimization, shape derivative, convex analysis, PDE, gradient method.

Abstract : In this thesis, we are interested in the
theoretical and numerical study of a formula of
shape derivative which uses a Minkowski type
deformation. We propose a generalization of a
formula of shape derivative of a volume cost
functional with respect to a family of non-
convex domains. We start by proposing a first
approach which consists in extending the results
of previous works to a family of star-shaped
domains, based on their characterizations via
gauge functions. Then, we establish a result on
the existence of the shape derivative of a surface
cost functional, by wusing once again a
Minkowski deformation of star-shaped domains
by convex sets and expressing its derivative by
means of the support functions. We end the
theoretical part of this thesis by studying the
existence of the shape derivative of solutions

of boundary value problems using the Minkowski
deformation of convex domains. This will allow us to
deal with shape optimization problems whose cost
functional depends on the solution of a boundary
value problem of the Dirichlet or Neumann type. The
second part of this thesis aims at concretising the
results obtained in the framework of the new shape
derivative formula in the convex case, by applying
them to shape optimization models. We first focus on
the numerical solution of a Bernoulli free boundary
inverse problem, reformulated as a shape optimization
one. In the last work of this thesis, we study a class of
boundary problems coupled via an appropriate
Neumann transmission condition, while suggesting a
solution algorithm that shows the practical interest of
the new shape derivative formula based on a
discretization by the boundary element method and
dual reciprocity.
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