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†Une grande variété de comportements dynamiques peut être représentée par
des systèmes mathématiques bouclés d’apparence simpliste. L’image sur la page
de garde montre comment un ordinateur peut être utilisé comme une sorte de
microscope pour étudier de tels systèmes. Cette image révèle les dynamiques très
riches impliquées par ces équations.
En choisissant différentes valeurs pour les deux paramètres ajustables du système,
qui correspondent aux coordonnées des différents pixels de l’image, différentes va-
leurs pour la stabilité ont été obtenues. La mesure de stabilité qui a été utilisée
ici est l’exposant de Lyapunov, qui permet de tester la robustesse du système à
de petites perturbations. La valeur de stabilité est représentée par la couleur du
pixel. L’exposant de Lyapunov permet de quantifier le taux de divergence moyen
de deux trajectoires voisines le long de différentes directions dans l’espace de
phase. Les exposants de Lyapunov de séries temporelles λi discrètes sont définis
par les logarithmes des valeurs propres du plan tangent. Pour un système dyna-
mique discret xi+1 = fn (xi) , f ∈ C1 (Rm → Rm), ce sont les valeurs propres de la

matrice limn→∞ [Jfn (x)]
1
n où J est la matrice Jacobienne. Pour des trajectoires

convergentes, les valeurs des exposants de Lyapunov sont négatives.
Les courbes très claires répresentent les régions où les paramètres choisis rendent
le système très stable. Les dégradés de couleur correspondent à une diminution
de cette stabilité jusqu’aux couleurs sombres qui sont les modes chaotiques. Les
régions où se croisent les courbes très claires correspondent à des attracteurs
dominants pour le comportement du système.
Cette représentation graphique permet de montrer une structure très riche qu’il
est difficile de percevoir à la vue des équations.
Sources : http://www-uk2.hpl.hp.com/brims/art/gallery/lyap/.
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PERRUQUETTI pour m’avoir fait l’honneur d’examiner ces travaux.
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le nouveau monde implacable de l’informatique sous Windows r©,
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qui tuent la vie : ”le mardi j’peux pas, j’ai piscine.... heu... le mercredi... ben j’vais
courir...”.
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1.2.2. Régulateurs flous à base de modèles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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1.5.1. Stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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4.3.1. Modèle de connaisance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
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4.4.1.2. Remarques sur la convergence des erreurs d’observation. . . . . . . 96
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Introduction Générale

�Une station de métro c’est un endroit où
les métros s’arrêtent, une station de taxis,
c’est un endroit où les taxis s’arrêtent ; sur
mon bureau j’ai une station de travail... �

Anonyme.

Γ∆ΘΛΞΠΣ
Υ Φ
Ψ Ω
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ζ θ
λ ξ
φ ψ
ϑ   ∂ [ \ ]

L
es méthodes classiques de commande ont prouvé leur efficacité dans de nom-
breux problèmes de régulation industrielle. Les méthodes de commandes avancées
développées par d’éminents théoriciens (Régulateur adaptatif, Commande pré-

dictive, Commande robuste...) permettent de répondre aux exigences d’un certain nombre
de ces systèmes fortement non linéaires. C’est dans ce même créneau que les méthodes de
modélisation et de commande floues se positionnent.

La mise en œuvre de régulateurs flous dans le cas de système monovariable ainsi que
l’étude de la stabilité et de leurs performances sont des travaux déjà largement développés
[Driankov et al., 1993], [Guerra et Ouattara, 1993], [Lee, 1990a], [Lee, 1990b], [Melin et
Vidolov, 1996], [Verbruggen et al., 1999]. Par contre dans le cas des systèmes MIMO ou
systèmes multivariables (Multiple Input, Multiple Output) les recherches sont beaucoup
plus récentes [Raymond et al., 1995], [Ma et al., 1998], [Tanaka et al., 1998]. La commande
multivariable est longtemps restée le domaine de la commande linéaire classique avec
l’utilisation d’un régulateur multivariable ou du principe de découplage. Ces méthodes
sont basées sur une représentation mathématique précise du modèle du procédé et des
notions de performance.

Comme dans le cas linéaire, il est nécessaire d’étudier la stabilité des boucles de régu-
lation floue. Une représentation féconde de nombreux modèles non linéaires a été proposée
par [Takagi et Sugeno, 1985]. Elle permet d’obtenir des modèles flous de systèmes où la
partie conclusion utilise un formalisme d’état. Le développement d’une théorie à base de
ce type de modèles flous (stabilité, stabilisation) s’appuie sur l’avancée des outils infor-
matiques et mathématiques. Et plus précisément sur les techniques récentes basées sur les
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programmes d’optimisation convexe d’un type particulier : les programmes semi-définis
(SDP) [El Ghaoui, 1997] avec contraintes nommées ”Linear Matrix Inequalities” (LMIs).
Ils permettent de résoudre une large classe de problème d’analyse et de synthèse de lois
de commande en automatique.

Pour les modèles flous, dans la plupart des cas, l’étude de la stabilité et de la stabili-
sation est faite par une approche utilisant une fonction de Lyapunov [Tanaka et Sugeno,
1992], [Wang et al., 1996]. Des propriétés de stabilité et de stabilisation peuvent alors être
déduites par la résolution d’un ensemble d’inégalités linéaires matricielles (LMIs). Par
exemple, dans [Tanaka et al., 1998], l’utilisation d’une loi de commande PDC (Parallel
Distributed Compensation) permet d’élaborer des lois de commande par retour d’état
flou.

Ce mémoire propose quelques travaux basés sur l’utilisation de la méthode de Lya-
punov, pour effectuer la synthèse de lois de commande pour des modèles utilisant une
représentation floue de type Takagi-Sugeno [Takagi et Sugeno, 1985]. La formulation LMI
et son potentiel de résolution seront utilisés afin d’étendre les conditions de stabilité de
[Tanaka et al., 1998].

Le mémoire de thèse se décompose en cinq parties :
Commande floue et stabilité des modèles flous (Chapitre 1) : Ce chapitre pré-

sente rapidement la commande floue par l’intermédiaire des différents types de régulateur,
le modèle flou de type Takagi-Sugeno [Takagi et Sugeno, 1985], [Sugeno et Kang, 1988], les
principaux résultats sur l’étude de la stabilité et de la stabilisation des modèles flous. Ces
résultats sont obtenus à l’aide de fonctions de Lyapunov quadratiques et aboutissent à des
conditions conservatives. Les lois de commande utilisées classiquement sont du type PDC
(Parallel Distributed Compensation) [Wang et al., 1996] ou CDF (Compensation and
Division for Fuzzy models) [Vermeiren, 1998]. Le chapitre rappelle également quelques
résultats obtenus en utilisant un observateur flou. La résolution des équations obtenues
faisant appel aux outils LMIs, un rappel des propriétés est également fait.

Stabilité et stabilisation quadratique pour modèles flous (Chapitre 2) :
L’obtention d’un modèle flou de type Takagi Sugeno peut être réalisée à partir d’une
identification de données réelles ou à partir des équations d’un modèle non linéaire. C’est
cette dernière façon de faire qui est étudiée dans ce mémoire. La première partie présente
alors quelques propriétés qui permettent de ”passer” d’un modèle non linéaire affine en la
commande à un modèle flou de type Takagi Sugeno. L’un des objectifs de ce ”passage”
est alors de minimiser le nombre de règles du modèle flou, ce nombre de règles ayant
une très grande influence sur la conservativité des résultats obtenus en stabilité et/ou en
stabilisation.

Dans un cas particulier de modèles flous il a été montré que l’utilisation d’une loi de
type CDF (Compensation et Division pour modèles Flous) permet de réduire le nombre
de conditions mises en œuvre et donc de réduire la conservativité d’une loi de type PDC
[Guerra et Vermeiren, 2000], [Vermeiren, 1998]. La deuxième partie du chapitre propose
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alors d’étendre l’utilisation de la loi CDF dans le cas général des modèles flous TS. Cette
extension se fait au prix de la formulation LMI, les conditions obtenues ne pouvant se
mettre que sous une forme BMI (Bilinear Matrix Inequalities). L’obtention de résultats
se fait alors en utilisant des relaxations qui utilisent des problèmes ayant une formulation
de type LMI. Si le nombre de problèmes LMIs peut crôıtre de façon exponentielle avec le
nombre de règles, les travaux montrent que les résultats obtenus sont moins conservatifs
que ceux obtenus avec une loi de commande PDC.

Stabilité et stabilisation non quadratique pour modèles flous discrets (Cha-
pitre 3) : Très souvent, l’étude de la stabilité et de la stabilisation des systèmes fait appel
à des fonctions de Lyapunov quadratiques. La proposition faite dans ce troisième chapitre
est l’utilisation d’une fonction de Lyapunov non quadratique. Dans le cas des modèles
flous continus, une première approche est proposée dans [Blanco et al., 1999]. Les tra-
vaux présentés dans ce mémoire sont eux focalisés sur le cas discret. Deux approches
différentes sont utilisées pour obtenir des conditions de stabilité non quadratiques. La
première approche correspond globalement à une extension du cas quadratique au cas
non quadratique qui dans le cas de la stabilité d’un modèle flou TS discret se fait au prix
du nombre de conditions (passant de r à r2). Pour la stabilisation, en utilisant une loi
PDC, cette première approche ne permet pas dans le cas général d’obtenir une formulation
de type LMI des conditions obtenues. Une solution peut néanmoins être proposée avec
l’utilisation d’une loi de type CDF dans un cas particulier de modèles flous TS discrets.

La deuxième approche mise en œuvre est basée sur une proposition de transformation
matricielle proposée dans [de Oliveira et al., 1999] et basée sur le complément de Schur.
Elle permet alors de proposer une formulation LMI des conditions de stabilisation avec
une loi PDC dans le cas général de modèles flous TS discrets. Toutes les propositions sont
illustrées par des exemples qui permettent de montrer que les conditions obtenues sont
moins conservatives que leurs équivalents quadratiques.

Application à un procédé réel : le double pendule inversé (Chapitre 4) :
Ces différentes recherches ont pu être appliquées sur un procédé réel développé au sein
du LAMIH (Laboratoire d’Automatique et de Mécanique Industrielles et Humaines).
Cette application concerne la commande en simulation et en temps réel d’un système bien
connu : le double pendule inversé. Cette plate-forme d’essais permet de valider diverses lois
de commande basées sur les modèles classiques linéaires ou non-linéaires ou encore sur un
modèle flou de type Takagi-Sugeno. Une plate-forme d’un simple pendule déjà existente
[Lebrun, 1997], [Vermeiren, 1998] a permis de mettre en œuvre le double pendule après
quelques modifications techniques.

Perspectives (Chapitre 5) : Le début du chapitre 2 montre des façons de transfor-
mer un système non linéaire affine en la commande en un modèle flou de type T-S, ainsi
que l’importance de ces transformations sur la conservativité des résultats obtenus en sta-
bilité et surtout en stabilisation. Le dernier chapitre propose alors des pistes permettant
dans certains cas de réduire le nombre de règles d’un modèle flou ou d’un observateur flou
en utilisation une mise sous une forme régulière du modèle non linéaire.
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LFA’2000, La Rochelle, France, 2000.
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Chapter 1
Commande Floue et Stabilité des modèles
flous

�Les deux principales choses qui ont été in-
ventées à Berkeley sont le LSD et UNIX.
Il est impossible que ceci soit une cöınci-
dence.�

Jeremy S. Anderson.

Γ∆ΘΛΞΠΣ
Υ Φ
Ψ Ω
β δ
ζ θ
λ ξ
φ ψ
ϑ   ∂ [ \ ]

C
e chapitre présente rapidement la commande floue par l’intermédiaire des dif-
férents types de régulateur, le modèle flou de type Takagi-Sugeno [Takagi et
Sugeno, 1985], [Sugeno et Kang, 1988], l’étude de la stabilité et stabilisation des

modèles flous complets et augmentés par la seconde méthode de Lyapunov [Tanaka et
al., 1996] et les outils LMIs [El Ghaoui, 1997]. Ces études conduisent à l’élaboration de
conditions suffisantes de stabilité et stabilisation [Tanaka et al., 1998] avec l’utilisation
de lois de commande de type PDC (Parallel Distributed Compensation). Quelques autres
lois de commande sont également traitées.
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1.6. Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.1. Introduction

Les travaux de Lotfi Zadeh dans les années soixante [Zadeh, 1965] sur la théorie des
ensembles flous et la logique floue à l’Université de Berkeley, ont jeté les bases de la com-
mande floue actuelle. Ces travaux ont mis un certain temps avant d’être acceptés par la
communauté de l’automatique et l’industrie. En effet la logique floue, de part ses apti-
tudes pluri-disciplinaires (utilisée dans des domaines aussi variés que la gestion de base
de données, les systèmes experts, le traitement du signal, la classification de données,
etc, sans oublier la commande de systèmes automatiques), s’est attirée les critiques des
scientifiques de chacun des domaines respectifs qui se sentaient attaqués sur leurs posi-
tions [Verbruggen et al., 1999]. Il faut attendre les années quatre-vingts dix pour que ces
nouvelles théories soit acceptées et utilisées d’une manière générale.

En revanche, dans le domaine de la commande, la première application de la logique
floue est réalisée par [Mandani, 1974] en 1974. Une application industrielle est développée
par [Holmblad et Østergaard, 1982]. Cette théorie a été introduite en France par le pro-
fesseur Arnold Kaufmann [Kaufmann, 1973]. Ces résultats sont confirmés par différentes
équipes d’Europe de l’ouest, dont celles des professeurs D. Willaeys et N. Malvache à
l’université de Valenciennes [Willaeys et Malvache, 1978]. Depuis 1987, date à laquelle la
première application ”grand public”, le métro de Sendäı, utilisant la logique floue à été
mise sur le marché [Miyamoto et al., 1987], l’utilisation des techniques de commande floue
n’a cessé de s’accrôıtre.

Aujourd’hui, les différents travaux et publications récents semblent indiquer que les
deux domaines d’application de la logique floue les plus importants sont :
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– la conception de régulateurs pour des procédés difficilement modélisables,
– la conception de régulateurs non linéaires pour des procédés modélisables.

Dans le premier cas, la régulation floue se distingue de la régulation classique par le
fait que le régulateur est synthétisé à partir de l’expertise des actions d’un opérateur
humain. Au final, le régulateur obtenu possède au mieux les mêmes caractéristiques que
le meilleur opérateur humain. Ce type de commande floue permet une bonne adéquation
du régulateur au système, mais engendre de fortes non-linéarités et ne peut plus être
représenté par un modèle ”bôıte blanche” par opposition au modèle ”bôıte noire”. Ce
dernier point est une des critiques avancées contre les systèmes à base de logique floue.

Dans le second cas, la structure non linéaire du régulateur permet d’améliorer les
performances en terme de précision, de stabilité et de robustesse. Ce type de régulateur
peut être appliqué à des modèles classiques linéaires ou non linéaires ou encore flous de
type Takagi-Sugeno [Takagi et Sugeno, 1985]. Le travail présenté s’insérant complètement
dans ce domaine, la première approche, ne sera discutée ici que de façon très succincte.

Le chapitre reprend quelques résultats existants sur la stabilité des boucles de ré-
gulation contenant un régulateur flou avant de se focaliser plus particulièrement sur les
travaux concernant les modèles flous de Takagi Sugeno, se plaçant dans l’espace d’état.
Les lois de commande rencontrées sur ce type de modèle sont également rappelées, ainsi
que la notion d’observateur flou. L’obtention de ces dernières faisant appel à des inégalités
linéaires matricielles (LMIs) [Boyd et al., 1994], [Gahinet et al., 1995], un rappel sur les
différents outils LMIs nécessaires est effectué.

1.2. Le régulateur flou

La présentation des régulateurs flous du premier domaine, n’est pas reprise ici, la
littérature concernant ce type de régulateurs étant importante aujourd’hui [Lee, 1990a;
Lee, 1990b], [Driankov et al., 1993], [Guerra et Ouattara, 1993], [Verbruggen et al., 1999].

La grande différence avec son homologue classique est qu’elle n’a pas besoin d’un
modèle mathématique explicite et précis du procédé à piloter. La plupart du temps elle
se sert des connaissances des opérateurs humains pour mettre au point le régulateur.

La seconde spécificité de la commande floue est l’intégration facile de données sub-
jectives dans le régulateur. Son utilisation est donc recommandée lorsque le système à
piloter est mal connu, ou encore lorsque les variables du processus ne sont pas précises ou
exprimées en langage naturel.

Beaucoup de régulateurs flous obtenus peuvent être vus comme des extensions dans le
domaine non linéaire d’une version classique linéaire. Les paragraphes suivants reprennent
de façon succincte différents types de régulateurs flous.

1.2.1. Structure PID

Dans ce cas, il s’agit d’une approche par retour de sortie, et le régulateur flou consiste
en une fonction non linéaire reliant la commande du procédé aux entrées de type erreur,
variation de l’erreur, etc.

Mise en Œuvre de Lois de Commande pour les Modèles Flous de Type Takagi-Sugeno
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Les différentes formes de commande par PID flou sont résumées dans les points sui-
vants.

Régulateur flou proportionnel (RF-P) La loi de commande est proportionnelle à la
valeur de l’erreur de commande. Les règles ont la forme suivante :

SI e(k) est E ALORS u(k) est U

La loi de commande ressemble à celle d’un régulateur proportionnel classique avec un gain
non linéaire :

u(k) = KP (k)e(k)

Régulateur flou proportionnel dérivé (RF-PD) La loi de commande est obtenue grâce
à l’erreur de commande et à sa dérivé première. Les règles ont la forme suivante :

SI e(k) est E et ∆e(k) est DE ALORS u(k) est U

La loi de commande du régulateur RF-PD est donnée par :

u(k) = KP (k)e(k) + KD(k) (e(k)− e(k − 1))

Régulateur flou proportionnel intégral (RF-PI) Les règles ont la forme suivante :

SI e(k) est E et ∆e(k) est DE ALORS ∆u(k) est DU

La loi de commande s’apparente à celle d’un régulateur proportionnel intégral classique :

∆u(k) = KP (k) (e(k)− e(k − 1)) + KI(k)

Régulateur flou proportionnel intégral et dérivé (RF-PID) La loi de commande est
obtenue grâce à l’erreur de commande, son intégrale et sa dérivé première. Avec δe(k) =∑i=k−1

i=1 e(i), les règles ont la forme suivante :

SI e(k) est E et ∆e(k) est DE et δe(k) est SE ALORS u(k) est U

Des équivalences entre ces régulateurs flous et leurs versions linéaires ont été proposées
par différents auteurs [Ying et al., 1990], [Galichet et Foulloy, 1995].

1.2.2. Régulateurs flous à base de modèles

La régulation par PID flou peut être vue comme une approche heuristique indépen-
dante du modèle. Le régulateur est conçu et réglé sans modèle explicite du procédé à
piloter. Mais il est aussi possible d’utiliser ce type de commande lorsqu’un modèle est dis-
ponible. La commande floue est alors considérée comme un cas particulier de la commande
non linéaire, où la logique floue sert à paramétrer les non linéarités.

Sans entrer dans le détail de ces différents types de commande, qui sont relativement
éloignées des travaux de ce mémoire, on peut simplement noter que des essais ont été
menés concernant :
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– des lois de commande utilisant un modèle inverse [Driankov et al., 1993], [Raymond
et al., 1995], avec les problèmes inhérents à ce type de lois de commande (conditions
d’inversibilité,...)

– des lois de commande par modèle interne flou, utilisant un modèle flou et un régula-
teur basé sur un modèle inverse, avec les mêmes problèmes que les lois précédentes,

– des lois de commande prédictives [Nakamori, 1994], [Fisher et al., 1997],
– des lois de commande adaptatives, par retour de sortie, directes et indirectes [Ouat-

tara, 1996],
– des lois de commande adaptatives par retour d’état, directes et indirectes [Wang,

1994], [Boukezzoula et al., 1998],
– des modes glissants flous [Palm et Driankov, 1997],
– ...

1.3. Modèle flou de type Takagi-Sugeno

Un système flou de type Takagi-Sugeno (T-S) [Takagi et Sugeno, 1985], utilise des
règles écrites de la manière suivante :

R(l) : SI x1 est A
(l)
1 ET . . . xn est A(l)

n ALORS y = h(l) (x) (1.1)

Les fonctions de sortie h(l) (x), peuvent être en principe des fonctions arbitraires des en-
trées, mais d’une manière générale elles sont choisies telles qu’elles soient une combinaison
linéaire des entrées1.1.

h(l) (x) = l
(l)
1 x1 + . . . + l(l)n xn

Ce type de système est appelé un modèle Takagi-Sugeno linéaire, ou modèle Takagi-Sugeno
homogène, ou encore si un terme constant est ajouté, on parle de modèle Takagi-Sugeno
affine.

La particularité d’un modèle T-S est que la logique floue est seulement utilisée dans
la partie prémisse des règles. La partie conclusion est décrite par des valeurs numériques.
Dans ce cas la défuzzification fait partie intégrante du système d’inférence.

Ce type de modèle est aussi très intéressant pour la représentation de systèmes non
linéaires tels que les systèmes mécaniques ou chaotiques. D’après [Sugeno et Kang, 1988],
en utilisant les notations du tableau suivant,
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Ri (i = 1, 2, . . . r) la ieme règle, r représente le nombre de règle
F i

j (j = 1, 2, . . . r) les sous ensembles flous des prémisses

x (t) ∈ Rn le vecteur d’état
u (t) ∈ Rm le vecteur des entrées
y (t) ∈ Rq le vecteur des sorties
Ai ∈ Rn×n matrice d’état
Bi ∈ Rn×m matrice des entrées
Ci ∈ Rq×n matrice des sorties
z (t) ∈ Rp les variables des prémisses (variables d’état et/ou d’entrée)

Table 1.1.: Récapitulatif des notations d’un modèle T-S

les modèles flous T-S sont habituellement représentés sous les formes suivantes, où
MFC et MFD indiquent respectivement les modèles flous continus et les modèles flous
discrets :

<MFC>

Règle i du procédé :
Si z1(t) est F i

1 et z2(t) est F i
2 ... et zp (t) est F i

p

Alors

{
ẋ(t) = Aix(t) + Biu(t)
y(t) = Cix(t)

i = 1, 2, . . . , r (1.2)

Chaque équation de sortie, formée d’une représentation d’état Aix(t) + Biu(t), est
nommée ”sous-modèle”. À chaque règle Ri est attribué un poids wi (z (t)) qui dépend du
degrés d’appartenance des variables de prémisses zj (t) aux sous ensembles flous F i

j , et du
choix du connecteur ”ET” des prémisses.

Habituellement dans ce type de modèle le produit est choisi pour modéliser ce connec-
teur, d’où :

wi (z (t)) =

p∏
j=1

F i
j (z (t)) , i = 1, 2, . . . , r avec ∀t, wi (z (t)) ≥ 0, (1.3)

car les fonctions d’appartenance prennent leurs valeurs dans [0 1].
Les sorties finales du modèle flou sont inférées par une défuzzification barycentrique :

ẋ(t) =

∑r
i=1 wi(z(t)){Aix(t) + Biu(t)}∑r

i=1 wi(z(t))
, y(t) =

∑r
i=1 wi(z(t))Cix(t)∑r

i=1 wi(z(t))
(1.4)

en posant hi(z(t)) = wi(z(t))Pr
i=1 wi(z(t))

avec ∀t, ∑r
i=1 hi(z(t)) = 1, elles peuvent être réécrites :

ẋ(t) =
r∑

i=1

hi(z(t)){Aix(t) + Biu(t)}, y(t) =
r∑

i=1

hi(z(t))Cix(t) (1.5)

De la même manière, les modèles flous discrets sont définis par :
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<MFD>

Règle i du procédé :
Si z1(t) est F i

1 et z2(t) est F i
2 ... et zp (t) est F i

p

Alors

{
x(t + 1) = Aix(t) + Biu(t)
y(t) = Cix(t)

i = 1, 2, . . . , r (1.6)

Et les sorties finales du modèle flou sont définies par :

x(t + 1) =

∑r
i=1 wi(z(t)){Aix(t) + Biu(t)}∑r

i=1 wi(z(t))
, y(t) =

∑r
i=1 wi(z(t))Cix(t)∑r

i=1 wi(z(t))
(1.7)

en posant hi(z(t)) = wi(z(t))Pr
i=1 wi(z(t))

avec ∀t, ∑r
i=1 hi(z(t)) = 1, elles peuvent être réécrites :

x(t + 1) =
r∑

i=1

hi(z(t)){Aix(t) + Biu(t)}, y(t) =
r∑

i=1

hi(z(t))Cix(t) (1.8)

Remarque 1.3.1. Les systèmes flous implémentent des relations entrées/sorties non li-
néaires. Cette relation peut être réécrite sous la forme d’une somme pondérée de fonctions
telle que :

f (x, θ) =
M∑
i=1

partie conclusion︷ ︸︸ ︷
gi (x) · wi︸︷︷︸

partie prémisse

Cette même représentation peut être vue comme la forme canonique de différentes mé-
thodes d’approximation de fonctions non linéaires telles que les réseaux neuronaux, les
fonctions à base radiale, les splines et les ondelettes. Sous certaines conditions, il est
possible d’obtenir une correspondance exacte entre certains systèmes flous et ces repré-
sentations [Tanaka et Sugeno, 1990; Tanaka et Sugeno, 1992].

Ce type de représentation permet de traiter les problèmes multivariables et d’aborder
l’étude de la stabilité grâce à la méthode de Lyapunov.

L’obtention de modèles flous sous cette forme peut être réalisée par différentes ap-
proches :

– obtenir un modèle flou directement à partir du modèle de connaissances [Tanaka et
al., 1998],

– obtenir un modèle flou par linéarisation autour de plusieurs points de fonctionnement
[Tanaka et Sano, 1995], on se retrouve dans ce cas dans le cadre du multi modèle,

– obtenir un modèle flou par identification [Takagi et Sugeno, 1985], [Sugeno et Kang,
1988], [Ouattara, 1996].

Dans la plupart des cas, il devient de plus en plus difficile de justifier le mot ”flou”pour ce
type de modèles. Effectivement, si on peut considérer que l’approche historique consistait
à utiliser des connaissances a priori sur la commande d’un système pour les intégrer dans
un régulateur, dans le cas des modèles TS on ne retrouve pas cette philosophie. On peut
simplement dire, que la représentation sous la forme d’un modèle flou de type TS est
une ”astuce” permettant une réécriture de modèles non linéaires en ”reportant” les non
linéarités dans la partie prémisse des règles. Ce point sera d’ailleurs discuté dans le chapitre
2.
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1.4. Stabilité des modèles flous

1.4.1. Introduction

La stabilité des systèmes en boucle fermée est l’un des problèmes les plus importants
de la théorie de la commande. La boucle de retour est la structure qui permet d’obtenir
les objectifs de la commande en terme de stabilité, de poursuite et de réjection de pertur-
bation. Une boucle de retour permet souvent de stabiliser un système instable en boucle
ouverte, mais il est aussi possible de rendre instable en boucle fermée, un système stable
en boucle ouverte.

L’analyse de la stabilité par la commande floue est un sujet difficile puisque les modèles
considérés sont de nature non linéaire. Un certain nombre de travaux ont déjà été proposés
en ce sens [Ollero et al., 1995], [Driankov et al., 1993], [Bülher, 1994], [Wang, 1994],[Melin
et Vidolov, 1996] [Fuh et Tung, 1997], [Tanaka et al., 1998].

La boucle de régulation floue étudiée est composée d’un régulateur flou non linéaire
et d’un procédé lineaire ou non linéaire [Ollero et al., 1999]. La boucle de commande est
donc non linéaire et il est difficile d’obtenir des résultats généraux pour l’analyse et la
mise en œuvre de loi de commande.

Il est important de noter que beaucoup de techniques d’analyse de stabilité sont basées
sur des méthodes de stabilité locale autour d’un point d’équilibre tel que l’origine. C’est
le cas des méthodes qualitatives et géométriques.

Dans le contexte de la stabilité générale, deux approches peuvent être utilisées :

– la théorie de stabilité entrée/sortie, qui traite des relations entre les sorties du sys-
tème et ses entrées,

– la théorie de Lyapunov, qui fait référence aux propriétés de la représentation interne
du système en terme de variable d’état et d’effet des perturbations résultantes du
changement des conditions initiales.

D’un point du vue mathématique, la méthode entrée/sortie est basée sur les opérateurs
et l’analyse fonctionnelle, alors que la méthode de Lyapunov utilise une formulation par
les équations différentielles

1.4.2. Méthodes qualitatives et géométriques

Ces méthodes prennent leurs origines dans la théorie qualitative des systèmes non
linéaires. Une des premières approches pour l’analyse de la stabilité des boucles de ré-
gulation floue est due à [Braee et Rutherford, 1979]. Elle utilise le plan de phase, et est
donc réduite principalement aux systèmes du second ordre pour des problèmes évidents
de représentation. [Ollero et al., 1995] ont proposé une méthode d’interprétation géomé-
trique dans l’espace d’état basée sur les vecteurs associés au modèle et au régulateur flou
(Cf. figure 1.1). Les modèles utilisés sont décrits par dx

dt
= f (x) + bΦ (x) où Φ (x) est

une fonction non linéaire représentant le régulateur flou. Le comportement de ces modèles
dépend de f (x) et de Φ (x), la direction du vecteur associé au régulateur flou est liée à b
et à son amplitude donnée par bΦ (x) (figure 1.1). Le plan de phase est alors découpé en
fonction de la répartition des entrées du régulateur flou et une analyse qualitative permet
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de caractériser le comportement du système en boucle fermée.
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Figure 1.1. : Vecteurs associés au régulateur flou et au modèle

L’analyse des systèmes dynamiques non linéaires [Driankov et al., 1993] fournit des
outils utiles pour la formalisation du problème de stabilité. Ainsi des indices de stabilité
et de robustesse peuvent être définis en utilisant ces concepts [Aracil et al., 1993].

1.4.3. Méthodes entrée/sortie

Ces méthodes sont résumées de façon synthétique dans [Ollero et al., 1999]. Le com-
portement d’un système bien régulé pourrait s’énoncer de la manière suivante (stabilité
BIBO) : pour des entrées bornées, les réponses du système sont bornées, de petits chan-
gements sur les entrées entrâınent de petits changements sur les sorties.

Dans les méthodes entrée/sortie, le système peut être représenté par un opérateur G
qui produit la sortie y (t) correspondante à l’entrée x (t), ou par la relation G de toutes
les paires (y (t) , x (t)), où y (t) est la sortie possible provoquée par l’entrée x (t).

On retrouve alors les applications aux boucles de régulation contenant un régulateur
flou des méthodes classiques basées sur ces approches.

Des résultats ont été obtenus basés sur le théorème des petits gains, aboutissant aux
critères du cercle ou à l’aide de transformations sur la boucle fermée à l’utilisation du
critère de conicité [Ollero et al., 1993].

L’application du théorème sur la passivité a également été réalisée sur une structure
de type RF-PI et avec des modèles de système linéaires invariants [Melin et Ruiz, 1997].

Les conditions obtenues sont évidemment suffisantes, mais la restriction principale qui
est faite pour ces méthodes est l’utilisation pour les systèmes de modèles linéaires. Cette
restriction peut parfois être “levée” si le modèle non linéaire peut être tranformé en une
partie linéaire, et une partie non linéaire qui est alors regroupée avec le régulateur flou.

Il reste, comme le notent [Ollero et al., 1999], que la détermination des blocs linéaires
et non linéaires à obtenir en fonction du modèle non linéaire et du régulateur flou est un
problème non résolu.
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La deuxième grande approche pour l’analyse de la stabilité des modèles flous est l’ap-
proche basée sur les fonctions candidates de Lyapunov sur laquelle s’appuie les travaux
de ce mémoire. Elle est présentée dans les paragraphes suivants.

1.4.4. Approches basées sur des fonctions de Lyapunov

Il peut être montré, que sous certaines conditions, la stabilité entrée/sortie et la sta-
bilité interne sont équivalentes. Les travaux de [Willems, 1972] montrent entre les ap-
proches d’entrées/sorties et les approches dans l’espace d’état. Cependant ces deux ap-
proches posent le problème différemment et ne demandent pas les mêmes hypothèses sur
le système dynamique. C’est pour cela qu’elles doivent être considérées comme des outils
complémentaires.

1.4.4.1. Concepts de base de la théorie de Lyapunov

Dans la littérature il y a un certain nombre de définition de la stabilité de Lyapunov,
la plus courante sera étudiée ici : la Stabilité Asymptotique Globale (GAS) du point
d’équilibre 0 d’un système dynamique donné par les équations différentielles :

ẋ = f (x) , avec x (0) = x0 (1.9)

où x ∈ Rn représente l’état du système et la fonction f telle que f : Rn → Rn représente le
système dynamique. La fonction f décrit les dynamiques du système et peut être modélisée
par des équations algébriques classiques et/ou un modèle flou à base de connaissance. Les
définitions suivantes peuvent être écrites [Borne et al., 1993a] :

Définition 1.4.1. Considérons le système (1.9), le point d’équilibre 0 est asymptotique-
ment stable (GAS) si

∀t0 ∈ T , ∃δ (t0) > 0 tel que ∀x0, ‖x0‖ < δ ⇒ x (t; t0, x0) défini ∀t ≥ t0

et ∀v > 0, ∃T (t0, x0; v) tel que ∀t ≥ t0 + T, ‖x (t; t0, x0)‖ < v (attractivité),

∀ε > 0,∀t0 ∈ T , ∃η (ε, t0) > 0 tel que ‖x0‖ < η

et ∀t ≥ t0 ⇒ ‖x (t; t0, x0)‖ < ε (stabilité).

La définition suivante présente la fonction candidate de Lyapunov [Borne et al., 1993a] :

Définition 1.4.2. Une fonction candidate de Lyapunov est une fonction V (x) application
de R dans R qui possède les propriétés suivantes :

(i) V (x) > 0 ∀x 6= 0, et V (0) = 0.

(ii) ∃a (λ) et b (λ) fonctions scalaires continues monotones non décroissantes avec a (0) =
b (0) = 0 telles que :

a (‖x‖) ≤ V (x) ≤ b (‖x‖) .
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(iii) Les courbes V (x) = Cte, appelées équipotentielles de Lyapunov définissent des
domaines connexes emboités avec :

D1 = {x | V (x1) ≤ c1} , D2 = {x | V (x) ≤ c2} ,

c1 < c2 ⇒ D1 ⊂ D2.

(iv) La condition ‖x‖ → ∞ implique V (x) →∞ ( V est non bornée en rayon).

La stabilité asymptotique globale peut être prouvée par les résultats suivants [de Lar-
minat, 1993] :

En définissant la dérivée totale W de V le long des trajectoires du système :

W (x, t)
∆
=

d

dt
(V (x, t)) =

n∑
i=1

∂V

∂xi

fi (x, t) +
∂V

∂t
.

La décroissance monotone de W (x, t) implique la stabilité. Les théorèmes suivants peuvent
être démontrés :

Théorème 1.4.1. [de Larminat, 1993] Si W (x, t) ≤ 0 pour tout x et t, la solution
d’équilibre à l’origine est stable au sens de Lyapunov.

Théorème 1.4.2. [de Larminat, 1993] Si W (x, t) ≤ −γ (‖x‖), où γ est une fonction de
classe K, la solution d’équilibre à l’origine est stable asympotiquement.

1.4.4.2. Quelques fonctions de Lyapunov

En théorie, n’importe quelle fonction candidate peut être fonction de Lyapunov. Dans
le cas général non linéaire, il n’existe pas de méthode systématique pour trouver une
fonction de Lyapunov. En pratique, afin de réduire la complexité, la fonction de Lyapunov
est choisie parmi une famille de fonctions prédéfinies. Il s’agit de famille de fonctions
paramétrées par des variables scalaires. La plus utilisée est la famille des fonctions de
Lyapunov quadratiques.

Fonctions de Lyapunov quadratique Une fonction candidate classique est basée sur
une forme quadratique du type :

V (x) = xT Px, P ∈ Rn×n, P = P T > 0 (1.10)

donc trouver une fonction de Lyapunov revient à trouver une matrice définie positive P .
Ce type de fonctions de Lyapunov est très utilisé pour la stabilité de modèle flou de type
Takagi-Sugeno comme nous le verrons dans le paragraphe 1.5.

La stabilité des systèmes de Lur’e peut par exemple être analysée en utilisant ce type
de fonction. Ce type de système est décrit par les équations suivantes :

∑
CL





∑
L :

{
ẋ = Ax + Bu
y = Cx + Du∑

F :
{

u = Φ (y, t)
(1.11)
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avec
∑

L un modèle linéaire invariant et Φ une non linéarité dans la boucle de retour.
Quand il s’agit d’un régulateur flou vérifiant une contrainte de type secteur, i.e. la propriété
d’entrée/sortie suivante :

∀t, ∀y, u = Φ (y, t) , uT Qu + 2uT Sy + yT Ry ≤ 0. (1.12)

où les matrices Q, S et R dépendent des paramètres de la structure de retour Φ. Le
résultat principal est donné par [Marin et Titli, 1996] :

Théorème 1.4.3. Considérons le système
∑

CL, s’il existe une matrice P définie positive
telle que

[
AT P + PA− CT RC + εI PB − CT

(
ST + RD

)

BT P − (
ST + RD

)T
C −Q−DT ST − SD −DT RD

]
≤ 0 (1.13)

alors le point d’équilibre 0 est glabalement asymptotiquement stable.

Le principal avantage du problème de Lur’e réside dans la condition d’entrée/sortie
(1.12) peu contraignante. Cette méthode peut donc être appliquée à de nombreux sys-
tèmes tels que les réseaux neuronaux, les régulateurs de Mamdani [Mandani, 1974], les
régulateurs de type Takagi-Sugeno [Takagi et Sugeno, 1985]. Mais la contre partie réside
dans l’obtention de conditions de stabilité très conservatives.

Fonction de Lyapunov de Lur’e-Postnikov On trwouve encore d’autres résultats avec
des fonctions de Lyapunov plus générales, du type Lur’e- Postnikov par exemple, qui
possèdent la forme suivante :

V (x) = xT Px + 2

∫ y

0

ΦT (σ) Kdσ (1.14)

avec K est une matrice constante (matrice des multiplicateurs de Popov) qui doit être
déterminée. Le critère de Popov peut par exemple être démontré en utilisant de telles
fonctions, et l’application à des régulateurs flous de type RF-PD, RF-PI peut-être trouvée
dans [Melin et Vidolov, 1996]. Etant plus générales les résultats obtenues sont moins
conservatifs, même si des hypothèses restrictives doivent être faites [Ollero et al., 1999].

Fonction de Lyapunov multiquadratique Cette famille de fonction possède la forme
suivante [Cao et al., 1996] :

Si x ∈ Li alors V (x) = xT Pix, i = 1, . . . , N (1.15)

où Li est un ensemble ”crisp” tel que ∩Li = ∅ et ∪Li = Rn, Pi sont des matrices définies
positives. Cette famille de fonction n’est pas continuellement dérivable.

L’utilisation des fonctions de Lyapunov multiquadratiques est intéressante car elle
permet de réduire un problème de stabilité globale d’un modèle non linéaire à l’analyse
indépendante de la stabilité locale de modèles linéaires. Mais le principal reproche que l’on
peut faire à ce type d’étude, est que les lois de commande obtenues sont discontinues, ce
qui amène à devoir vérifier a priori la non existence de cycles limites ou d’hyper surfaces
de glissement [Ollero et al., 1999].

Laboratoire d’Automatique et de Mécanique Industrielles et Humaines
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Fonction de Lyapunov quadratique linéaire par morceau Un modèle linéaire par mor-
ceau possède la structure suivante :

ẋ = Aix + ai pour x ∈ Xi

où Xi est une partition de l’espace d’état. Les dynamiques de chaque région sont décritent
par des dynamiques linéaires. Dans ce contexte il est possible d’utiliser des fonctions de
Lyapunov quadratiques linéaires par morceau définies par :

V (x) =

[
x
1

]T

P̄i

[
x
1

]
= xT Pix + 2qT

i x + ri pour x ∈ Xi.

Ces fonctions sont plus générales que les fonctions quadratiques globales. D’après [Jo-
hansson, 1999], la recherche de ces fonctions peut être mise sous la forme d’un problème
d’optimisation convexe. Cette analyse se base sur le fait que chaque matrice Ai représente
les dynamiques du système dans l’espace d’état. Les conditions de stabilité sont données
par :

P̄i − R̄i > 0, ĀT
i P̄i + P̄iĀi + S̄i < 0, i = 1, . . . , L,

où R̄i et S̄i sont des matrices qui expriment le fait que ces inégalités sont seulement
nécessaires pour x ∈ Xi.

Les systèmes flous et plus particulièrement ceux de type Takagi-Sugeno peuvent être
vus comme des systèmes linéaires par morceaux. L’analyse de la stabilité quadratique par
morceaux peut donc être étendue aux systèmes flous T-S affines.

L’intérêt principal des méthodes basées sur l’approche de Lyapunov est de proposer
une stabilité globale. Mais elles ne prennent pas en compte les critères de performance et
de robustesse, ce qui peut être gênant dans certain cas.

1.5. Stabilité et stabilisation quadratique des modèles
flous Takagi-Sugeno (T-S)

Ce dernier paragraphe reprend les principaux résultats obtenus sur les modèles flous T-
S dans le cadre de l’utilisation d’une fonction de Lyapunov quadratique du type :V (x) =
xT Px, P > 0.

1.5.1. Stabilité

Le modèle flou est décrit par les équations (1.2) dans le cas continu et (1.6) dans le
cas discret.

Les théorèmes de stabilité suivants sont basés sur l’approche de Lyapunov décrite dans
le paragraphe (1.4.4). Ils décrivent des conditions suffisantes de stabilité des équations
(1.5) et (1.8).

Mise en Œuvre de Lois de Commande pour les Modèles Flous de Type Takagi-Sugeno
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Théorème 1.5.1. [Tanaka et Sugeno, 1992] (MFC) l’équilibre d’un modèle flou continu
décrit par (1.5) est globalement asymptotiquement stable s’il existe une matrice P com-
mune définie positive telle que :

AT
i P + PAi < 0, i = 1, 2, . . . , r. (1.16)

Théorème 1.5.2. [Tanaka et Sugeno, 1992] (MFD) l’équilibre d’un modèle flou dis-
cret décrit par (1.8) est globalement asymptotiquement stable s’il existe une matrice P
commune définie positive telle que :

AT
i PAi − P < 0, i = 1, 2, . . . , r. (1.17)

Les résultats obtenus sont forcément conservatifs, la partie prémisses, i.e. les hi (z (t)),
n’étant pas pris en compte dans le critère.

Quelques travaux ont essayé d’améliorer la conservativité de ces résultats en prenant
en compte le support des ensembles flous des prémisses. Par exemple, [Kim et al., 1995]

considère un modèle flou discret (1.8) comme un système linéaire avec des incertitudes
de modélisation. La conséquence est la réécriture du modèle flou en fonction d’une paire
unique A0, B0 :

∀i ∈ {1, . . . , r} , Ai = A0 + ∂Ai, Bi = B0 + ∂Bi

avec
∑r

i=1 hi (z (t)) = 1, le modèle peut être réécrit :

x (t + 1) =

(
A0 +

r∑
i=1

hi (z) ∂Ai

)
x (t) +

(
B0 +

r∑
i=1

hi (z) ∂Bi

)
u (t) . (1.18)

Si le modèle (A0, B0) est supposé stable, il existe deux matrices P > 0 et Q > 0 telles
que AT

0 PA0 − P < −Q. Soient les matrices symétriques Di définies par :

Di = (A0 + ∂Ai)
T P (A0 + ∂Ai)− P = ∂AT

i P∂Ai + ∂AT
i PA0 + AT

0 P∂Ai −Q

et en considérant chaque partie prémisse des règles Ri donnée par : Si x (t) est F i, i.e. :
x (t) ∈ Support (F i), est équivalent à ∀j ∈ {1, . . . , r} , xj (t) ∈ Support

(
F i

j

)
, le théorème

suivant peut être défini :

Théorème 1.5.3. [Kim et al., 1995] Le modèle flou T-S (1.6) autonome (u = 0) est stable
si pour une matrice A0 Hurwitz, il existe une matrice Q > 0 telle que, pour toutes les
règles i, x (t)T Dix (t) < 0, pour tout x (t) 6= 0, x (t) ∈ {x (t) /x (t) ∈ Support (F i)}.

Afin de déterminer la matrice Q qui vérifie le théorème 1.5.3, un algorithme basé sur
la descente du gradient est proposé.

Enfin pour la suite, chaque sous-modèle est supposé vérifier les propriétés de comman-
dabilité et d’observabilité définies ci-après [Feng et al., 1997] :
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Définition 1.5.1. Si les paires (Ai, Bi) , i = 1, 2, . . . , r sont commandables, alors les
modèles flous (1.5) et (1.8) sont localement commandables.

Définition 1.5.2. Si les paires (Ai, Ci) , i = 1, 2, . . . , r sont observables, alors les modèles
flous (1.5) et (1.8) sont localement observables.

1.5.2. Stabilisation d’un modèle flou T-S

L’une des premières idées de stabilisation de ces modèles a consisté à utiliser des
retours d’état linéaires. Ces derniers ont vite été supplantés par une loi de commande qui
permette de prendre en compte les non linéarités des modèles flous et connue sous le nom
de PDC (Parallel Distributed Compensation) [Tanaka et Sano, 1994].

1.5.2.1. Concept PDC (Parallel Distributed Compensation)

Ce concept utilise une loi de commande linéaire pour chaque sous-modèle. Le résultat
est non linéaire en général. L’idée est de créer un compensateur pour chaque règle du
modèle flou. La procédure est la suivante :

– représentation floue T-S du système à commander,
– chaque règle de commande est conçue à partir de la règle du modèle flou précédement

défini,
– un gain de commande par retour d’état constitue la partie conclusion de chaque

sous modèle flou.
Le régulateur ainsi conçu partage la même base de règles que le modèle flou (pour sa
partie prémisse).
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Figure 1.2. : Représentation du concept PDC [Wang et al., 1996]

Le régulateur est alors défini de la façon suivante :
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Règle i : Si z1(t) est F i
1 et z2(t) est F i

2 ... et zp (t) est F i
p Alors u(t) = −Fix(t) i = 1, ..., r.

Chaque règle i du régulateur possède le même poids wi(z(t)) que celui de la règle i du
modèle et possède une équation de sortie linéaire. La sortie finale du régulateur est inférée
par l’équation suivante :

u(t) = −
∑r

i=1 wi(z(t))Fix(t)∑r
i=1 wi(z(t))

= −
r∑

i=1

hi(z(t))Fix(t) (1.19)

La conception du régulateur revient à déterminer les gains locaux de contre réaction
Fi dans la partie conclusion des règles de la loi de commande PDC.

1.5.2.2. Conditions de stabilité du modèle bouclé

En substituant (1.19) dans (1.5) et (1.8), les expressions obtenues sont les suivantes :

<MFC>

ẋ(t) =

∑r
i=1

∑r
j=1 wi(z(t))wj(z(t)){Ai −BiFj}x(t)∑r

i=1

∑r
j=1 wi(z(t))wj(z(t))

=
r∑

i=1

r∑
j=1

hi(z(t))hj(z(t)){Ai −BiFj}x(t) (1.20)

<MFD>

x(t + 1) =
∑r

i=1

∑r
j=1 hi(z(t))hj(z(t)){Ai −BiFj}x(t)

(1.21)

En posant Gij = Ai −BiFj on peut encore écrire :

<MFC>

ẋ(t) =
r∑

i=1

hi(z(t))hi(z(t))Giix(t)

+ 2 ·
r∑

i<j

hi(z(t))hj(z(t))

{
Gij + Gji

2

}
x(t) (1.22)

<MFD>

x(t + 1) =
r∑

i=1

hi(z(t))hi(z(t))Giix(t)

+ 2 ·
r∑

i<j

hi(z(t))hj(z(t))

{
Gij + Gji

2

}
x(t) (1.23)
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En appliquant les théorèmes 1.5.1 et 1.5.2 aux modèles décrits par (1.22) et (1.23), les
conditions de stabilité pour les modèles flous complets s’énoncent de la manière suivante :

<MFC>

Théorème 1.5.4. [Tanaka et Sano, 1994] Le système complet continu est asymptotique-
ment stable s’il existe une matrice P > 0 définie positive telle que :

GT
iiP + PGii < 0, (1.24)(

Gij + Gji

2

)T

P + P

(
Gij + Gji

2

)
≤ 0 i < j (1.25)

pour tous les i et j, sauf les paires (i, j) telles que hi(z(t))hj(z(t)) = 0 avec Gij = Ai −
BiFj.

<MFD>

Théorème 1.5.5. [Tanaka et Sano, 1994] Le système complet discret est asymptotique-
ment stable s’il existe une matrice P > 0 définie positive telle que :

GT
iiPGii − P < 0, (1.26)(

Gij + Gji

2

)T

P

(
Gij + Gji

2

)
− P ≤ 0 i < j (1.27)

pour tous les i et j, sauf les paires (i, j) telles que hi(z(t))hj(z(t)) = 0 avec Gij = Ai −
BiFj.

Ces deux théorèmes découlent directement des théorèmes 1.5.1 et 1.5.2.
La condition (1.25) dans le cas continu et (1.27) dans le cas discret, avec i < j, permet

de réduire la conservativité des résultats puisqu’il n’est pas nécessaire d’avoir tous les
sous-modèles croisés Ai −BiFj stables.

Comme dans le cas précédent, la construction du régulateur se fait en trouvant les
gains Fi des matrices de retour d’état. Il est alors possible d’utiliser une méthode par
placement de pôle ou encore une synthèse quadratique.

Afin de trouver la matrice P commune et les gains Fi, il est possible d’opérer en deux
étapes : la détermination des gains Fi en fonction de la méthode utilisée, puis vérification
de l’existence d’une matrice P commune. Mais cette méthode reste assez empirique et ne
garantit pas l’existence de la matrice P .

Il peut donc être intéressant de trouver simultanément les gains Fi et la matrice com-
mune P , grâce aux outils issus de l’optimisation convexe et en particulier des Inégalités
Linéaires Matricielles (LMIs).

1.5.3. Introduction aux outils LMIs

Un grand nombre de problème concernant les systèmes incertains peuvent se résoudre
par l’intermédiaire de problèmes convexes d’un type particulier, les programmes semidé-
finis (SDP) [El Ghaoui, 1997]. Ils sont aussi connus sous le nom de LMIs (Linear Matrix
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Inequalities) en automatique, du fait des conditions engendrées par la formulation du
problème SDP. L’intérêt principal des SDP est le calcul d’un minimum global en temps
polynômial (par opposition aux techniques d’optimisation stochastiques qui elles n’ont pas
de limite de temps de résolution), en utilisant la méthode des points intérieurs primale-
duale [Nesterov et Nemirovski, 1994].

Une LMI est une inégalité matricielle de la forme [Tanaka et Sugeno, 1992] :

F (x) = F0 +
m∑

i=1

xiFi > 0 (1.28)

où xT (x) = (x1, x2, . . . , xn) est la variable recherchée et les matrices symétriques Fi =
F T

i ∈ Rn×n, i = 0, . . . , m sont données et F (x) est définie positive. La LMI représente une
contrainte convexe sur x soit x/F (x) > 0. Cette LMI peut regrouper plusieurs contraintes
convexes sur x en les regroupant dans une matrice bloc diagonale.

Il est alors possible d’exprimer les conditions des théorèmes 1.5.4 et 1.5.5 sous formes
de LMIs et d’obtenir une résolution efficace grâce aux outils disponibles comme la ”LMI
Control Toolbox” de MATLAB [Gahinet et al., 1995] ou encore la résolution de SDP par
le logiciel Scilab [Nikoukhah et al., 1995].

Si la mise sous la forme de LMIs est directe avec les équations des conditions de stabilité
(1.16) et (1.17), ce n’est plus vrai avec les conditions (1.24), (1.25), (1.26) et (1.27) qui
sont non linéaires en P et Fi. Les propriétés suivantes vont permettre de transformer le
problème afin de pouvoir le mettre sous forme LMIs.

Changement de variable Cette transformation permet de rendre les équations linéaires
en de nouvelles variables. Par exemple, pour le système décrit par les équations (1.24)
et (1.25), il suffit d’opérer la changement de variables X = P−1 et Mi = FiP

−1. Les
équations deviennent alors linéaires en X et Mi.

Lemme de Schur Ce lemme permet de transformer des non linéarités convexes en des
LMIs.

Lemme 1.5.1. [El Ghaoui, 1997] Soient Q = QT ,R = RT et S des matrices de taille
appropriée. La condition [

Q S
ST R

]
≥ 0

est équivalente à

R ≥ 0, Q− SR†ST ≥ 0, S(I −RR†) = 0,

où R†dénote l’inverse de Moore-PenRose de R.

Lemme de S-procedure Ce lemme est une méthode permettant d’approximer un en-
semble de contraintes quadratiques non convexes par une contrainte convexe.
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Lemme 1.5.2. [El Ghaoui, 1997] Soient F0, . . . , Fp, ∀i, Fi ≥ 0, des fonctions quadra-
tiques de la variable ζ ∈ Rn :

Fi (ζ)
∆
= ζT Tiζ + 2uT

i ζ + vi, i = 0, . . . , p

où Ti = T T
i . On considère la condition suivante sur F0, . . . , Fp :

F0 (ζ) ≥ 0 pout tout ζ tel que Fi (ζ) ≥ 0, i = 1, . . . , p. (1.29)

De manière évidente, si

il existe τ1 ≥ 0, . . . , τp ≥ 0 tels que

[
T0 u0

uT
0 v0

]
−

p∑
i=1

τi

[
Ti ui

uT
i vi

]
≥ 0,

alors (1.29) est vérifiée. Quand p = 1, la réciproque est vraie, à condition qu’il existe ζ0

vérifiant F1 (ζ0) > 0.

Le point suivant présente des conditions de stabilité issues de [Tanaka et al., 1998],
qui améliore la conservativité des résultats précédents.

1.5.4. Stabilité relâchée d’un modèle flou complet

Si le nombre de règles r est assez grand il peut être difficile de trouver la matrice P
commune. L’idée est de relâcher les conditions de stabilité [Tanaka et al., 1998] et est
basée sur la propriété suivante :

r∑
i=1

h2
i (z(t))− 1

r − 1

r∑
i<j

2hi(z(t))hj(z(t)) ≥ 0

où
r∑

i=1

hi(z(t)) = 1, hi(z(t)) ≥ 0

vérifiée par :

r∑
i=1

h2
i (z(t))− 1

r − 1

r∑
i<j

2hi(z(t))hj(z(t)) =
1

r − 1

r∑
i<j

{hi(z(t))− hj(z(t))}2 ≥ 0.

Les nouvelles conditions de stabilité sont définies par les théorèmes suivants :

<MFC>

Théorème 1.5.6. [Tanaka et al., 1998] Le système complet continu est asymptotiquement
stable s’il existe une matrice P > 0 définie positive, une matrice Q commune positive semi
définie telles que :

GT
iiP + PGii + (s− 1)Q < 0 (1.30)(

Gij + Gji

2

)T

P + P

(
Gij + Gji

2

)
−Q ≤ 0 i < j (1.31)
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pour tous les i et j, sauf les paires (i, j) telles que hi(z(t))hj(z(t)) = 0 avec Gij = Ai −
BiFj, s le nombre de règles activées simultanément, tel que 1 < s ≤ r, avec r le nombre
de règles.

<MFD>

Théorème 1.5.7. [Tanaka et al., 1998] Le système complet discret est asymptotiquement
stable s’il existe une matrice P > 0 définie positive, une matrice Q commune positive semi
définie telles que :

GT
iiPGii − P + (s− 1)Q < 0 (1.32)(

Gij + Gji

2

)T

P

(
Gij + Gji

2

)
− P −Q ≤ 0 i < j (1.33)

pour tous les i et j, sauf les paires (i, j) telles que hi(z(t))hj(z(t)) = 0 avec Gij = Ai −
BiFj, s le nombre de règles activées simultanément, tel que 1 < s ≤ r, avec r le nombre
de règles.

Ces nouvelles conditions peuvent être exprimées sous la forme de LMIs.
Les approches considérées n’utilisent que la partie conclusion des règles. La consé-

quence directe est l’obtention de conditions suffisantes mais en aucun cas nécessaires. En
effet, ne pas prendre en compte la partie prémisses qui contient les non linéarités en est
la cause principale.

1.5.5. Stabilité du modèle flou T-S augmenté

Un observateur est nécessaire lorsque une partie de l’état n’est pas accessible. Le
but étant d’obtenir une convergence asymptotique de l’erreur de prédiction d’état, i.e.
x(t)− x̂(t) → 0 quand t →∞ où x̂(t) représente le vecteur d’état estimé par l’observateur.
Le modèle flou T-S augmenté est composé d’un modèle flou, d’un régulateur flou et d’un
observateur flou, figure 1.3.
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Figure 1.3. : Représentation du système augmenté
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1.5.5.1. Observateur flou

Les règles Ri de l’observateur flou sont basées sur les règles du modèle flou utilisé. Si
les modèles flous utilisés sont ceux décrits par (1.2) dans le cas continu, et par (1.6) dans
le cas discret, les observateurs flous continus (OFC) et discrets (OFD) sont définis comme
suit [Tanaka et al., 1998] :
Dans le cas continu,

<OFC>

Règle i de l’observateur :
Si z1(t) est F i

1 et z2(t) est F i
2 ... et zp (t) est F i

p

Alors

{
˙̂x(t) = Aix̂(t) + Biu(t) + Ki (y(t)− ŷ(t))
ŷ(t) = Cix̂(t)

i = 1, 2, . . . , r (1.34)

avec les notations hi (ẑ (t)) = wi(ẑ(t))Pr
i=1 wi(ẑ(t))

et
∑r

i=1 hi (ẑ (t)) = 1,

˙̂x(t) =
r∑

i=1

hi (ẑ (t)) (Aix̂(t) + Biu(t) + Ki (y(t)− ŷ(t)))

ŷ(t) =
r∑

i=1

hi (ẑ (t)) Cix̂(t) (1.35)

Dans le cas discret,

<OFD>

Règle i de l’observateur :
Si z1(t) est F i

1 et z2(t) est F i
2 ... et zp (t) est F i

p

Alors

{
x̂(t + 1) = Aix̂(t) + Biu(t) + Ki(y(t)− ŷ(t))
ŷ(t) = Cix̂(t)

, i = 1, 2, . . . , r (1.36)

avec les notations précédentes

x̂(t + 1) =
r∑

i=1

hi (ẑ (t)) (Aix̂(t) + Biu(t) + Ki (y(t)− ŷ(t)))

ŷ(t) =
r∑

i=1

hi (ẑ (t)) Cix̂(t) (1.37)

où i = 1 ... r est le nombre de règles, F i
j sont les sous-ensembles flous du modèle du

procédé, x̂(t) ∈ Rn×n est le vecteur d’état estimé, u(t) ∈ Rm est le vecteur d’entrée,
y(t) ∈ Rq, ŷ(t) ∈ Rq sont les vecteurs de sortie réels et estimés, Ai ∈ Rn×n, Bi ∈ Rn×m ,
Ci ∈ Rq×n, Ki sont les matrices de gains d’observation, ẑ1(t) ∼ ẑp(t) sont les variables de
prémisse estimées.

Le calcul des poids de chaque règle s’effectue à partir des variables de prémisse. Deux
cas sont à envisager :
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– les variables de prémisse sont mesurables et il est possible de calculer les poids des
règles de l’observateur en remplaçant hi (ẑ (t)) par hi (z (t)), [Feng et al., 1997], [Ma
et al., 1998], [Tanaka et Sano, 1994], [Tanaka et al., 1998], [Vermeiren, 1998],

– les variables de prémisse sont non mesurables, il faut donc les reconstruire et utili-
ser leurs estimées dans le calcul des poids des règles de l’observateur par hi (ẑ (t))
[Tanaka et al., 1998].

La stabilité du modèle augmenté complet sera donc étudiée suivant les deux cas précédents.

1.5.5.2. Cas des variables de prémisse mesurables

Le régulateur possède une loi de retour d’état linéaire donc la forme suivante :

u(t) = −
r∑

i=1

hi(z(t))Fix̂(k) (1.38)

et en remplaçant (1.35), (1.37) et (1.38) dans (1.2) et (1.6) le système augmenté est
représenté par :

<MFC>

ẋa(t) =
r∑

i=1

r∑
j=1

hi(z(t))hj(z(t)) ·Gijxa(t)

=
r∑

i=1

hi(z(t))hi(z(t)) ·Giixa(t)

+2
r∑

i<j

hi(z(t))hi(z(t)) · Gij + Gji

2
xa(t) (1.39)

<MFD>

ẋa(t + 1) =
r∑

i=1

r∑
j=1

hi(z(t))hj(z(t)) ·Gijxa(t)

=
r∑

i=1

hi(z(t))hi(z(t)) ·Giixa(t)

+2
r∑

i<j

hi(z(t))hi(z(t)) · Gij + Gji

2
xa(t) (1.40)

Avec :

xa(t) =

[
x(t)
x̃(t)

]
, x̃(t) = x (t)− x̂ (t)

Gij =

[
Ai −BiFj BiFj

0 Ai −KiCj

]
(1.41)
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Dans ce cas, [Ma et al., 1998] ont proposé un théorème de séparation pour le calcul des
gains de commande et d’observation. Dans cette partie le modèle flou utilisé est celui
décrit par (1.39) et le théorème suivant est défini :

Théorème 1.5.8. [Ma et al., 1998] S’il existe deux fonctions scalaires V (x) : Rn → R
et Ṽ (x̃) : Rn → R et des nombres réels positifs γ1, γ2, γ3, γ4, γ̃1, γ̃2, γ̃3 et γ̃4 tels que :

(i) γ1 ‖x‖2 ≤ V (x) ≤ γ2 ‖x‖2, γ̃1 ‖x̃‖2 ≤ Ṽ (x) ≤ γ̃2 ‖x̃‖2, avec x̃ (t) = x (t)− x̂ (t),

(ii) ∂V (x)
∂x

∑r
i=1

∑r
j=1 hi (x) hj (x) (Ai −BiFj) x ≤ −γ3 ‖x‖2,

∂Ṽ (x̃)
∂x̃

∑r
i=1

∑r
j=1 hi (x) hj (x) (Ai −KjCi) x̃ ≤ −γ̃3 ‖x̃‖2,

(iii)
∥∥∥∂V (x)

∂x

∥∥∥ ≤ γ4 ‖x‖,
∥∥∥∂Ṽ (x̃)

∂x̃

∥∥∥ ≤ γ̃4 ‖x̃‖,
alors le modèle complet (1.39) est globalement uniformément asymptotiquement stable.

En choisissant la fonction V (x), respectivement Ṽ (x̃), telle qu’elle verifie les conditions
de stabilité de la loi de commande, respectivement telle qu’elle verifie les conditions de
stabilité de l’observateur, les conditions du théorème 1.5.8 sont vérifiées.

Il est donc possible dans le cas de variables de prémisse mesurables, de déterminer
séparement les gains de commande Fi et les gains de l’observateur Ki.

Un théorème analogue existe dans le cas discret [Ma et al., 1998].

1.5.5.3. Cas des variables de prémisse non mesurables

Le régulateur flou utilise les variables reconstruites et sa structure est modifiée par
rapport à (1.38) et s’écrit :

u(t) = −
r∑

i=1

hi(ẑ(t))Fix̂(k) (1.42)

et en remplaçant (1.35), (1.37) et (1.42) dans (1.2) et (1.6) le système augmenté est
représenté par :

<MFC>

ẋa(t) =
r∑

i=1

r∑
j=1s

r∑
=1

hi(z(t))hj(ẑ(t))hs(ẑ(t))Gijsxa(t)

=
r∑

i=1

r∑
j=1

hi(z(t))hj(ẑ(t))hj(ẑ(t))Gijjxa(t)

+2 ·
r∑

i=1

r∑
j<s

hi(z(t))hj(ẑ(t))hs(ẑ(t)) · Gijs + Gisj

2
xa(t) (1.43)
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<MFD>

xa(t + 1) =
r∑

i=1

r∑
j=1s

r∑
=1

hi(z(t))hj(ẑ(t))hs(ẑ(t))Gijsxa(t)

=
r∑

i=1

r∑
j=1

hi(z(t))hj(ẑ(t))hj(ẑ(t))Gijjxa(t)

+2 ·
r∑

i=1

r∑
j<s

hi(z(t))hj(ẑ(t))hs(ẑ(t)) · Gijs + Gisj

2
xa(t) (1.44)

Avec :

xa(t) =

[
x(t)
x̃(t)

]

x̃(t) = x(t)− x̂(t)

Gijs =

[
Ai −BiFs BiFs

S1
ijs S2

ijs

]

S1
ijs = (Ai − Aj)− (Bi −Bj) Fs + Kj (Cs − Ci)

S2
ijs = Aj −KjCs + (Bi −Bj) Fs (1.45)

Par extension des théorèmes 1.5.5 et 1.5.4, les théorèmes suivants sont obtenus :

<MFC>

Théorème 1.5.9. [Tanaka et al., 1998] Le système augmenté continu est asymptotique-
ment stable s’il existe une matrice P > 0 définie positive :

GT
ijjP + PGijj < 0 (1.46)

(
Gijs + Gisj

2

)T

P + P

(
Gijs + Gisj

2

)
< 0 i < s (1.47)

pour tous les i, j et s, sauf les paires (i, j, s) telles que hi(z(t))hj(ẑ(t))hs(ẑ(t)) = 0.

<MFD>

Théorème 1.5.10. [Tanaka et al., 1998] Le système complet discret est asymptotiquement
stable s’il existe une matrice P > 0 définie positive :

GT
ijjPGijj − P < 0 (1.48)

(
Gijs + Gisj

2

)T

P

(
Gijs + Gisj

2

)
− P < 0 i < s (1.49)

pour tous les i, j et s, sauf les paires (i, j, s) telles que hi(z(t))hj(ẑ(t))hs(ẑ(t)) = 0.

Dans ce cas, le principe de séparation ainsi que les conditions relâchées ne sont plus
utilisables, il est donc nécessaire de calculer les matrices de gains de commande et d’ob-
servation par itérations successives.
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1.5.6. Autres lois de commande

La plupart des approches qui traitent de la stabilité des boucles de régulation floue,
sont basées sur une PDC (Parallel Distributed Compensation). Une autre approche basée
sur les travaux de [Petersen, 1987] sur la stabilisation simultanée de systèmes linéaires
est décrite dans [Vermeiren, 1998]. Elle consiste à essayer d’éviter l’utilisation des sous
modèles croisés pour des modèles flous MIMO continus.

1.5.6.1. Approche SSF

Cette première approche nommée SSF (Stabilisation Simultanée pour modèles Flous)
[Vermeiren, 1998] est basée sur les travaux de [Petersen, 1987] concernant la stabilisation
simultanée d’une famille de modèles linéaires MIMO en utilisant une loi de commande
par retour d’état non linéaire.

Le principal théorème est la suivant :

Théorème 1.5.11. [Guerra et Vermeiren, 2000] Soit un modèle flou décrit en (1.2) de
type SIMO. Supposons qu’il existe une matrice P > 0 et un réel α > 0 tels que :

∀i ∈ {1, . . . , r} , ∃Qi > 0, Fi, AT
i P + PAi − PBiFi − F T

i BT
i P + Qi ≤ 0 (1.50)

∀j Qi + PBiFj + F T
j BT

j P > αI (1.51)

alors la loi de commande u (x) = g1 (x) + g2 (x) avec :

g1 (x) = min
r

(
0,

xT Qx− α ‖x‖2

2BT
i Px

− Fix

)
pour i tel que BT

i Px > 0 (1.52)

g2 (x) = max
r

(
0,

xT Qx− α ‖x‖2

2BT
i Px

− Fix

)
pour i tel que BT

i Px < 0 (1.53)

rend le modèle en boucle fermée globalement asymptotiquement stable.

La preuve de ce théorème utilise l’approche de Lyapunov par fonction quadratique.
Les équations (1.50) et (1.51) peuvent être mises sous la forme de LMIs et après avoir

effectuer le changement de variable classique X = P−1, Mi = FiP
−1 et Yi = P−1QiP

−1

et avec l’utilisation du lemme de Schur (1.5.1).
Le problème revient donc à trouver α > 0, X > 0, Yi ≥ 0 et Mi tels que :

XAT
i + AiX −BiMi −MT

i BT
i + Yi ≤ 0 (1.54)[

Yi + BiMj + MT
j BT

i X
X 1

α
I

]
> 0 (1.55)

Cette approche est intéressante car il n’y a pas de restriction sur les modèles SIMO
utilisés. Mais du fait de la stabilisation simultanée de tous les sous modèles, les conditions
de stabilité sont certainement plus conservatives que celles trouvées dans [Tanaka et al.,
1998].

L’utilisation d’un observateur flou avec variables de prémisse mesurables a aussi été
étudiée [Vermeiren, 1998] et a conduit à la définition d’un principe de séparation dans le
cadre de cette loi de commande.
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1.5.6.2. Approche CDF (Compensation et Division pour modèles Flous)

Cette approche se base également sur une division, elle se base sur le résultat suivant :

Théorème 1.5.12. [Guerra et Vermeiren, 1998] Soit un modèle flou décrit en (1.2).
Supposons qu’il existe une matrice P > 0 et des vecteurs Fi, tels que : ∀i ∈ {1, . . . , r} les
équations suivantes soient satisfaites :

AT
i P + PAi − PBiFi − F T

i BT
i P ≤ 0. (1.56)

Supposons que si ∃x0 6= 0 tel que
∑r

i=1 hi (z) BT
i Px0 = 0 alors

∀i tel que hi (z) 6= 0 : xT
0 PBiFix0 = 0 (1.57)

alors il existe une loi de commande non linéaire continue qui rend le modèle flou globale-
ment asymptotiquement stable.

On peut alors se rendre compte, qu’une façon de vérifier la dernière condition est que
les matrices d’entrée des sous-modèles vérifient une propriété de dépendance linéaire du
type :

∀i ∈ {1, . . . , r}, ∃ki > 0 tels que Bi = kiB. Une loi de commande possible est alors :

u (t) = −
∑r

i=1 hi (z (t)) kiFi∑r
i=1 hi (z (t)) ki

x (t) (1.58)

Il est alors important de remarquer que le système bouclé par l’état s’écrit :

ẋ (t) =
r∑

i=1

hi(z(t)) (Ai −BiFi) x(t)

Il n’y a donc que r LMIs à vérifier au lieu de r(r+1)
2

ce qui permet donc de réduire la
conservativité des résulats.

1.6. Conclusion

Ce premier chapitre a rappelé les différents types de régulateurs flous que l’on rencontre
usuellement. D’une façon générale, la plupart de ces régulateurs peuvent être vus comme
une extension de régulateurs linéaires dans le domaine non linéaire, PID, modèle interne,...

Les résultats concernant la stabilité et la stabilisation de boucles de régulation floue
commencent à être légion. Les approches basées sur les méthodes entrée/sortie ont été
discutées rapidement, avant de focaliser plus particulièrement sur les approches basées
sur des fonctions de Lyapunov. Plusieurs fonctions sont présentées, dont certaines ont été
appliquées. Néanmoins dans le contexte des modèles flous de type Takagi Sugeno (T-S)
les fonctions de Lyapunov les plus couramment utilisées sont de type quadratiques.

Les différents résultats obtenus avec de telles fonctions, en stabilité, stabilisation avec
et sans observateurs ont alors été rappelés. Enfin, plusieurs types de lois de commande
pour des modèles T-S ont également été explicités.
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Chapter 2
Stabilité et stabilisation quadratique pour
modèles flous

�On fait la science avec des faits, comme
on fait une maison avec des pierres : mais
une accumulation de faits n’est pas plus une
science qu’un tas de pierres n’est une mai-
son.�
Henri Poincaré, mathématicien fran-
çais .

Γ∆ΘΛΞΠΣ
Υ Φ
Ψ Ω
β δ
ζ θ
λ ξ
φ ψ
ϑ   ∂ [ \ ]

L
a première partie de ce chapitre présente une méthode de transformation de
modèle non linéaire en modèle flou de type Takagi-Sugeno en essayant de minimi-
ser le nombre de règles. Ensuite, comme le chapitre précédent, l’étude se portera

sur la stabilité et la stabilisation des modèles flous de types Takagi-Sugeno comprenant
un régulateur flou et/ou un observateur flou. Mais la principale différence avec les études
déjà existante [Tanaka et al., 1998] réside dans l’utilisation d’une loi de commande CDF
(Compensation et Division pour modèles Flous) pour la stabilisation. Cette étude, qui
comprend les cas continu et discret, permet de décrire de nouvelles conditions de stabilité
et de stabilisation moins conservatives. Un principe de séparation est aussi disponible.
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2.1. Introduction

Ce chapitre traite de la stabilisation de modèles flous de type Takagi-Sugeno dans
le cadre de l’utilisation d’une loi de commande CDF (Compensation et Division pour
modèles Flous). Dans la plupart des travaux qui utilisent les modèles flous T-S [Kim et
al., 1995; Ma et al., 1998; Takagi et Sugeno, 1985; Tanaka et Sugeno, 1992; Tanaka et
Sano, 1993; Tanaka, 1995; Tanaka et al., 1996; Tanaka et al., 1998; Zhao et al., 1996],
les lois de commandes induites sont basées sur un retour d’état appelé PDC (Parallel
Distributed Compensation) [Wang et al., 1996]. L’analyse de la stabilité est faite par
approche de Lyapunov [Tanaka et Sugeno, 1992; Tanaka et al., 1998; Zhao et al., 1996] en
utilisant une fonction de Lyapunov quadratique qui produit des conditions suffisantes de
stabilité. Quelques travaux proposent l’utilisation de fonctions non quadratiques dans des
cas particuliers de systèmes continus [Blanco et al., 1999], ou discrets (Cf. Chapitre 3).

La première partie montre comment il est possible de transformer les systèmes non
linéaires affines en la commande en modèle flous de type T-S. Elle montre également que
les transformations utilisées influent sur le nombre de règles obtenues, ce qui peut se révé-
ler capital pour déterminer une loi de commande stabilisante. La seconde partie présente
la stabilisation par loi de commande CDF [Vermeiren, 1998] des modèles flous T-S. Cette
approche, qui utilise une fonction de Lyapunov quadratique, permet d’étendre les condi-
tions de stabilisation données dans [Tanaka et al., 1998]. Une méthode de détermination
de la loi de commande est présentée ainsi qu’un principe de séparation. Enfin un exemple
est traité afin de montrer l’efficacité de la méthode proposée.

2.2. Sur le passage d’un modèle non linéaire affine en la
commande à un modèle flou de type TS

Le but de ce paragraphe est de proposer des transformations permettant le passage
d’un modèle non linéaire affine en la commande de la forme

ẋ (t) = f (x (t)) + g (x (t)) u (t) (en continu) (2.1)

ou
x (t + 1) = f (x (t)) + g (x (t)) u (t) (en discret) (2.2)
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à un modèle flou de type Takagi-Sugeno (TS). Dans toute la suite, seul le cas continu est
pris en compte, le cas discret se traitant en tout point de la même manière.

Comme il sera montré dans la suite, ce passage n’est pas unique et les différentes
manières de réaliser cette transformation peuvent amener à des modèles ayant un nombre
de règles variable et/ou des matrices plus ou moins remplies. Il est alors évident que
l’influence de cette transformation sur les conditions de stabilité sera très importante, si
on pense par exemple, qu’une transformation particulière peut réduire le nombre de règles,
donc, dans le contexte d’une recherche de loi de commande, le nombre de conditions LMIs
à vérifier.

2.2.1. Conditions d’obtention d’un modèle flou TS

Le cas utilisé le plus fréquemment, par exemple dans [Tanaka et al., 1998], est d’utiliser
une transformation sur des fonctions à une variable. Dans la suite, sans perte de généralité,
on suppose que 0 est le point d’équilibre, tous les intervalles sur lesquels seront découpées
les variables contiendront donc l’origine. On peut résumer ce cas par le lemme suivant :

Lemme 2.2.1. Pour x ∈ [−b, a] , a > 0, b > 0, soit f (x) , R→ R une fonction bornée,
alors il existe toujours deux fonctions h1 (x) , R→ R et h2 (x) , R→ R et deux scalaires
α et β vérifiant les propriétés suivantes h1 (x) + h2 (x) = 1, h1 (x) ≥ 0, h2 (x) ≥ 0, et :
f (x) = h1 (x) α + h2 (x) β.

Proof. elle est évidente en considérant que fmin ≤ f (x) ≤ fmax sur l’intervalle considéré,
on peut toujours écrire :
f (x) = h1 (x) α + h2 (x) β avec : h1 (x) = f(x)−fmin

fmax−fmin
, h2 (x) = fmax−f(x)

fmax−fmin
, α = fmax et

β = fmin.

Exemple 2.2.1. on considère le modèle non linéaire suivant :

ẋ (t) = x (t) · cos (x (t))

Pour traiter la non linéarité, et la ”reporter” dans la partie prémisse du modèle flou, il
faut prendre en compte la fonction f (x) = cos (x) qui est évidemment bornée. Pour
x ∈ [−x0, x0] , x0 ≤ π on obtient :

cos (x) =
cos (x)− cos (x0)

1− cos (x0)
· 1 +

1− cos (x)

1− cos (x0)
· cos (x0)

On aboutit donc au modèle TS à deux règles suivant :

Si x est h1 (x) alors ẋ (t) = x (t) · 1
Si x est h2 (x) alors ẋ (t) = x (t) · cos (x0)

si on choisit x0 > π on obtient :

cos (x) =
cos (x) + 1

2
· 1 +

1− cos (x)

2
· (−1)
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et on aboutit donc au modèle TS à deux règles suivant :

Si x est h1 (x) alors ẋ (t) = x (t) · 1
Si x est h2 (x) alors ẋ (t) = x (t) · (−1)

Pour éviter d’avoir des modèles ayant des termes constants, quand cela est possible, le
traitement des termes non linéaires intervenant dans le modèle non linéaire peut se faire
suivant deux manières. Effectivement, de manière générale, le modèle non linéaire doit
être transformé pour aboutir à :

ẋ (t) = f ′ (x (t)) · x (t) + g (x (t)) · u (t)

Si pour g (x (t)), il suffit de considérer les non linéarités bornées, pour f ′ (x (t)) cela

revient à considérer des fonctions du type :
fi(xj)

xj
, en vérifiant évidemment que cette

fonction est bornée. Dans ce cas on a, comme 0 est un point d’équilibre, f (0) = 0 et il faut

obligatoirement avoir : limxj→0
fi(xj)

xj
< ∞. Dans le cas contraire il ne semble pas possible

de proposer un modèle de type TS sans terme constant. Le système ẋ (t) = 3
√

x2 (t) en
est un exemple.

On considère le modèle non linéaire suivant :

ẋ (t) = sin (x (t))

Pour traiter cette non linéarité, et la ”reporter” dans la partie prémisse du modèle flou,
il faut prendre en compte la fonction f (x) = sin(x)

x
qui est évidemment bornée. Pour

x ∈ [−x0, x0] , x0 ≤ π
2

on obtient :

sin (x)

x
=

x0sin (x)− xsin (x0)

x (x0 − sin (x0))
· 1 +

x0 (x− sin (x))

x (x0 − sin (x0))
· sin (x0)

x0

On aboutit donc au modèle TS à deux règles suivant :

Si x est h1 (x) alors ẋ (t) = x (t) · 1
Si x est h2 (x) alors ẋ (t) = x (t) · sin (x0)

x0

On peut alors proposer le théorème suivant :

Théorème 2.2.1. Soit un modèle non linéaire affine en la commande décrit équation
(2.1) et (2.2) vérifiant que les non linéarités prennent en compte des fonctions bornées
sur un domaine D des variables d’état, i.e. x (t) ∈ D ⊂ Rn et 0 ∈ D. Il est toujours possible
d’obtenir un modèle flou de type TS représentant exactement le modèle non linéaire sur
D. Le nombre de règles obtenu est 2p avec p correspondant au nombre de transformations
effectuées.

Néanmoins, le modèle obtenu n’est pas unique, et il peut être capital d’obtenir des
modèles ayant un nombre de règles minimal. Pour illustrer ces propos considérons le
modèle non linéaire suivant :

ẋ (t) = sin (x (t))− x3 (t) + x (t) cos (x (t))
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Une première façon de faire, de manière ”brute” est de considérer chaque non linéarité
séparément, ce qui revient à devoir transformer : sin(x)

x
, x2 et cos (x) et qui aboutit à

un modèle flou à 8 règles. On peut très facilement aboutir à un modèle à 2 règles en
considérant directement la fonction f (x) = sin(x(t))

x(t)
−x2 (t)+cos (x (t)). Par exemple pour

x ∈ [−π, π] on a :
fmin = −1−π2 et fmax = 2, ce qui permet d’obtenir un modèle flou à 2 règles suivant :

Si x est h1 (x) alors ẋ (t) = x (t) · 2
Si x est h2 (x) alors ẋ (t) = x (t) · (−1− π2

)

Dans le cas général il semble difficile d’obtenir le nombre de règles minimal, ce nombre
étant fortement dépendant des modèles non linéaires. Les exemples présentés n’utilisent
qu’une seule variable d’état, pour plusieurs variables d’état, le problème est encore plus
complexe.

Sur la base du dernier exemple traité, on peut proposer un traitement par équations
d’état. Sur le modèle non linéaire, considéré ici en régime libre, on prend en compte
chaque équation différentielle correspondant à une variable d’état, i.e., pour le modèle
non linéaire : ẋ (t) = f (x (t)).

L’origine étant un point d’équilibre on a f (0) = 0. Pour la ième variable d’état on peut
écrire :

ẋi (t) = fi (x (t)) =
n∑

j=1

f j
i (x (t)) xj (t) ,

et on suppose que f j
i (x (t)) est une fonction bornée. Le théorème suivant donne alors une

borne supérieure aux nombres de règles dans le cas général.

Théorème 2.2.2. On considère la famille des modèles non linéaires en régime libre
avec n variables d’état décrits par : ẋ (t) =

∑n
i=1

∑n
j=1 f j

i (x (t)) xj (t), f j
i (x (t)) étant

des fonctions bornées sur un domaine D des variables d’état, i.e. x (t) ∈ D ⊂ Rn et
0 ∈ D. Il est toujours possible d’obtenir un modèle flou de type TS sur D représentant
exactement le modèle non linéaire avec au plus 2n2

règles.

Proof. Considérons le vecteur des prémisses suivant z (t) =
[
z1
1 (t) , . . . , zj

i (t) , . . . , zn
n (t)

]T

avec les variables des prémisses : zj
i = f j

i (x (t)). f j
i (x (t)) étant bornée, on peut toujours

écrire :

zj
i = hj

i1

(
zj

i

) · zj
imax

+ hj
i2

(
zj

i

) · zj
imin

=
zj

i − zj
imin

zj
imax

− zj
imin

· zj
imax

+
zj

imax
− zj

i

zj
imax

− zj
imin

· zj
imin

On obtient donc au maximum n2 variables de prémisses ce qui donne au plus 2n2
règles.

Remarque 2.2.1. Ce théorème donne une borne supérieure pour le nombre de règles, il est
bien évident que dans la plupart des cas, on peut avoir notamment ∃i, j, f j

i (x (t)) = 0, ce
qui indique que la j ème variable d’état n’est pas présente dans la ième équation ou qu’elle
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peut être ”absorbée” par les autres f j
i (x (t)) , i 6= j. Un autre cas peut apparâıtre : ∃i, j,

f j
i (x (t)) = 1 ce qui indique que la j ème variable peut n’être utilisée que de façon linéaire.

Cela permet de réduire considérablement le nombre de règles, l’exemple suivant illustre
ces différentes remarques.

Exemple 2.2.2. on considère le modèle non linéaire en régime libre suivant :

ẋ1 (t) = x3
1 (t) + sin (x1 (t)) x2

2 (t)

ẋ2 (t) = x1 (t)− x2 (t)

Avec des transformations directes sur les non linéarités présentes, il faut utiliser les fonc-
tions sin (x1 (t)), x2

1 (t) et x2 (t) ce qui amène un modèle sous la forme TS à 8 règles.
La deuxième équation étant linéaire on a bien entendu f 1

2 (x (t)) = f 2
2 (x (t)) = 1. En

utilisant : f 1
1 (x (t)) = x2

1 (t) et f 2
1 (x (t)) = sin (x1 (t)) x2 (t), et en utilisant comme va-

riable de prémisses z1 (t) = x2
1 (t) et z2 (t) = sin (x1 (t)) x2 (t) on aboutit à un modèle

à 4 règles. Mais, dans ce cas, on peut même proposer un modèle à 2 règles ! Effective-
ment, on peut utiliser comme variable de prémisse : z1 (t) = x2

1 (t) + sin(x1(t))
x1(t)

x2
2 (t), ainsi

f 2
1 (x (t)) = 0 et on aboutit au modèle pour x1 (t) ∈ [−x10, x10], x2 (t) ∈ [−x20, x20] et avec

z1min = minx1,x2 (z1), z1max = maxx1,x2 (z1) , h1 (z1) = z1(t)−z1min

z1max−z1min
, h2 (z1) = z1max−z1(t)

z1max−z1min
:

Si z1 est h1 (z1) alors ẋ (t) =

[
z1max 0

1 −1

]
x (t)

Si z1 est h2 (z1) alors ẋ (t) =

[
z1min 0

1 −1

]
x (t)

2.2.2. Influence sur la stabilisation

Il semble alors évident que l’influence de la modélisation sur la stabilisation des sys-
tèmes est capitale. Pour illustrer ce propos reprenons le dernier exemple traité, en utilisant

un vecteur commun pour les entrées B =

[
1
2

]
. Dans ce cas, la stabilisation reviendra

simplement à déterminer une solution au problème LMIs suivant :
Trouver X et Mi tels que

∀i, XAT
i + AiX −MT

i BT
i −BiMi < 0

Les solutions seront données par P = X−1 et Fi = MiP . Il n’y a pas de conditions
correspondant aux sous-modèles croisés puisque les matrices d’entrées sont communes à
tous les sous-modèles.

Pour le modèle à 4 règles les matrices sont données par :

A1 =

[
x2

10 x20

1 −1

]
, A2 =

[
x2

10 −x20

1 −1

]
,

A3 =

[
0 x20

1 −1

]
, A4 =

[
0 −x20

1 −1

]
.
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Dans ce cas une loi de commande type PDC peut être obtenue si : x10 <
√

2
2

. Dans ce cas,
x20 ne semble pas avoir d’influence sur l’obtention de condition de stabilisation.

Enfin pour le modèle à 2 règles, on a :

A1 =

[
z1max 0

1 −1

]
, A2 =

[
z1min 0

1 −1

]
,

Dans ce cas, il semble que le problème LMI ait toujours une solution. A titre d’exemple,
pour x10 = π et x20 = 10, un résultat est donné par : F1 =

[
169, 5 −33, 05

]
, F2 =[

3, 51 −0, 97
]

et la matrice commune P :

P =

[
6, 077941 −1, 174808
−1, 174808 0, 578911

]
.

Dans ce dernier cas la loi de commande de type PDC s’explicite de la manière suivante,
avec z1 (t) = x2

1 (t) + sin(x1(t))
x1(t)

x2
2 (t) :

u (t) =

(
z1 (t)− z1min

z1max − z1min

F1 +
z1max − z1 (t)

z1max − z1min

F2

)
x (t) .

Les conditions initiales pour les simulations sont données par x(0) = [1 − 1]T , on
retrouve les variables d’état, figure 2.1 et la commande, figure 2.2.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−4

−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1
Variables d’états du système

temps (s)

x
1

x
2

Figure 2.1. : Variables d’états du système avec les CI : x(0) = [1 − 1]T
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−15

−10

−5

0

5

10
Commande

temps (s)

u

Figure 2.2. : Commande du système

Cette partie vient de proposer quelques façons de passer d’un modèle non linéaire affine
en la commande à un modèle de type TS. Il semble difficile d’envisager une façon de faire
unique, néanmoins, dans la pratique il faut privilégier l’obtention d’un modèle TS ayant
le moins de règles possibles. Cela est dû au fait, que l’une des raisons de la conservativité
des résultats obtenus pour la stabilisation est la recherche d’une matrice P > 0 unique
pour tous les sous-modèles.

Enfin, d’autres transformations peuvent être envisagées, utilisant par exemple des
difféomorphismes, qui peuvent se révéler judicieuses pour certains type de modèles, ce
point sera discuté dans les perspectives au chapitre 5.

La partie suivante propose de remplacer la loi de commande PDC utilisée classique-
ment sur des modèles flous de type TS, par une loi de type CDF.

2.3. Analyse de la stabilisation par loi de commande
CDF

Dans la suite, la loi de commande utilisée est de la forme :

u (t) = −
∑

i hi (z(t)) kiFix (t)∑
i hi (z(t)) ki

(2.3)

Avec Fi les gains de commande et ki > 0. Ce type de loi de commande a été utilisée
principalement lorsque les modèles flous T-S se mettent sous une forme entrée/sortie
[Leung et al., 1996], et dans certains cas particuliers pour des parties conclusions utilisant

Laboratoire d’Automatique et de Mécanique Industrielles et Humaines



2.3 Analyse de la stabilisation par loi de commande CDF 41 / 138

un formalisme d’état [Vermeiren, 1998]. Remarquons que si ∀i, ki = 1, la loi CDF se
résume à une loi PDC puisque

∑
i hi = 1.

2.3.1. Cas continu

Considérons le modèle flou suivant : ẋ(t) =
∑

i hi (z(t)) (Aix(t) + Biu(t)) en utilisant
une loi de commande u de type CDF (2.3) [Guerra et Vermeiren, 1998] (Compensation et
Division pour modèle Flou), le modèle en boucle fermée s’écrit :

ẋ(t) =

∑
i

∑
j hi (z(t))hj (z(t)) kj (Ai −BiFj)∑

i hi (z(t)) ki
x (t) (2.4)

Remarque 2.3.1. on supposera que les matrices d’entrée Bi ne vérifient pas une propriété
de dépendance linéaire du type : ∀i, Bi = kiB. Effectivement, dans ce cas, la boucle
fermée s’écrit : ẋ(t) =

∑
i hi (z(t)) (Ai −BiFi) x(t) et les conditions de stabilité sont alors

celles données par (1.24) dans le cas continu et (1.26) dans le cas discret, les sous-modèles
croisés n’étant plus pris en compte [Vermeiren, 1998].

Remarque 2.3.2. on peut considérer que les ki i ∈ {1, . . . , r} réalisent une sorte de balance
sur les matrices d’entrée et permettent de moduler l’importance relative des sous-modèles
Gij = Ai −BiFj.

Avec la loi de commande (2.3), les conditions de stabilisation sont données par le
théorème suivant :

Théorème 2.3.1. S’il existe une matrice P > 0, des matrices de gain Fi et des scalaires
ki > 0 i ∈ {1, . . . , r} vérifiant :

∀i, GT
iiP + PGii < 0 (2.5)

∀i, j/j > i, (kjGij + kiGji)
T P + P (kjGij + kiGji) ≤ 0 (2.6)

avec Gij = Ai −BiFj, le modèle flou (2.4) est asymptotiquement stable.

Proof. Considérons la fonction de Lyapunov quadratique

V (x(t)) = xT (t)Px(t)

dont la dérivée s’écrit :

V̇ (x(t)) = ẋT (t)Px(t) + xT (t)Pẋ(t).

V̇ (x (t)) = xT

(∑
i

∑
j hihjkj (Ai −BiFj)

T

∑
i hiki

P + P

∑
i

∑
j hihjkj (Ai −BiFj)∑

i hiki

)
x

= xT

(∑
i

∑
j hihjkj∑
i hiki

(
(Ai −BiFj)

T P + P (Ai −BiFj)
))

x

= xT

∑
i h

2
i ki∑

i hiki

(
(Ai −BiFi)

T P + P (Ai −BiFi)
)

x

+xT

∑
i

∑
j,j>i hihj∑
i hiki

(
kj (Ai −BiFj)

T P + Pkj (Ai −BiFj)

+ki (Aj −BjFi)
T P + Pki (Aj −BjFi)

)
x
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et avec les conditions (2.5) et (2.6), V̇ (x(t)) < 0.

Le problème est non linéaire en les variables. Sa résolution est donc plus complexe, ce
point sera discuté dans le §2.4.

2.3.2. Cas discret

Considérons le modèle flou suivant : x(t + 1) =
∑

i hi (z(t)) (Aix(t) + Biu(t)) en uti-
lisant une loi de commande u de type CDF (2.3) [Guerra et Vermeiren, 1998], le modèle
en boucle fermée s’écrit :

x(t + 1) =

∑
i

∑
j hi (z(t)) hj (z(t)) kj (Ai −BiFj)∑

i hi (z(t)) ki

x (t) (2.7)

Théorème 2.3.2. Si il existe une matrice P > 0, des matrices de gains Fi et des scalaires
ki > 0 i ∈ {1, . . . , r} vérifiant :

∀i, GT
iiPGii − P < 0 (2.8)

∀i, j/i > j,

(
kjGij + kiGji

2

)T

P

(
kjGij + kiGji

2

)
− kikjP ≤ 0 (2.9)

avec Gij = Ai −BiFj, alors le modèle (2.7) est asymptotiquement stable.

Proof. Considérons la fonction de Lyapunov quadratique

V (x(t)) = xT (t)Px(t)

qui donne ∆V (x(t)) = V (x (t + 1))− V (x (t)), qui s’écrit

∆V (x (t)) = xT

(∑
i

∑
j hihjkj (Ai −BiFj)

T

∑
i hiki

P

∑
k

∑
l hkhlkl (Ak −BkFl)∑

k hkkk

− P

)
x

= xT

(
1∑

i

∑
j hihjkikj

(∑
i

∑
j

hihjkj (Ai −BiFj)
T P

∑

k

∑

l

hkhlkl·

(Ak −BkFl)−
∑

i

∑
j

hihjkikjP

))
x

en posant G′
ij = kj (Ai −BiFj) ,

∆V (x (t)) =
1∑

i

∑
j hihjkikj

xT

(∑
i

∑
j

hihjG
′T
ij P

∑

k

∑

l

hkhlG
′
kl

)
x

− 1∑
i

∑
j hihjkikj

xT

(∑
i

∑
j

hihjkikjP

)
x
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et d’après

−
((

G′
ij + G′

ji

)T − (G′
kl + G′

lk)
T
)
· P · ((G′

ij + G′
ji

)− (G′
kl + G′

lk)
) ≤ 0

qui permet d’écrire
( (

G′
ij + G′

ji

)T
P (G′

kl + G′
lk)

+ (G′
kl + G′

lk)
T P

(
G′

ij + G′
ji

)
)
≤

( (
G′

ij + G′
ji

)T
P

(
G′

ij + G′
ji

)

+ (G′
kl + G′

lk)
T P (G′

kl + G′
lk)

)

on en déduit l’expression suivante :

∑

i,j,k,l

hihjhkhlG
′T
ij PG′T

kl =
1

4

∑

i,j,k,l

hihjhkhl

(
G′

ij + G′
ji

)T
P (G′

kl + G′
lk)

≤ 1

4

∑
i,j

hihj

(
G′

ij + G′
ji

)T
P

(
G′

ij + G′
ji

)

on a alors :

∆V (x (t)) ≤
∑

i

∑
j

hihj

(
G′

ij + G′
ji

2

)T

P

(
G′

ij + G′
ji

2

)
−

∑
i

∑
j

hihjkikjP ≤ 0

∆V (x (t)) ≤ xT

(∑
i

h2
i k

2
i G

T
iiPGii − P

)
x +

xT

(∑
i

∑
j,j>i

hihj

((
G′

ij + G′
ji

2

)T

P

(
G′

ij + G′
ji

2

)
− kikjP

))
x

avec les conditions (2.9), ∆V (x(t)) < 0.

Remarque 2.3.3. Ces conditions de stabilité, continues et discrètes incluent bien évidem-
ment celles de [Tanaka et al., 1998], il suffit de choisir ∀i ∈ {1, . . . , r}, ki = 1.

Il est important de remarquer que ces conditions sont non linéaires en les variables.
Le point suivant montre la mise en œuvre pratique de la loi de commande.

2.4. Détermination de la loi de commande

2.4.1. Cas continu

Les conditions du cas continu et du cas discret peuvent être mises sous forme de
BMIs (Bilinear Matrix Inequalities). Dans le premier cas, après multiplication à droite
et à gauche par X = P−1 et en utilisant le changement de variables Mi = FiP

−1, les
expressions (2.5) et (2.6) s’écrivent :

∀i, XAT
i + AiX −MT

i BT
i −BiMi < 0

∀i, j/j > i, kj

(
XAT

i −MT
j BT

i

)
+ ki

(
XAT

j −MT
i BT

j

)

+kj (AiX −BiMj) + ki (AjX −BjMi) ≤ 0 (2.10)
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Notons que les conditions correspondant aux sous-modèles non croisés sont les mêmes
LMIs que celles obtenues avec une loi PDC. Néanmoins, les conditions correspondant
aux sous-modèles croisés sont des BMIs et il n’y a pas encore d’algorithmes efficaces de
résolution de tels problèmes. En général une solution approchée est obtenue en utilisant
un schéma de relaxation impliquant des LMIs, voir par exemple [Henrion et Tarbouriech,
1999; Xie et al., 1997]. Dans notre cas, les équations (2.6) peuvent être transformées
en LMIs en fixant une partie des variables inconnues. Il est possible de proposer deux
relaxations qui mettent en œuvre des LMIs.

LMIR1 : Une première est obtenue en fixant les scalaires ki, puis en trouvant les
matrices X and Mi. Sans perte de généralité, une des variables ki peut être fixée, effecti-
vement, la loi de commande peut très bien s’écrire après division par k1 par exemple :

u (t) = −
∑

i hi (z(t)) ki

k1
Fix (t)∑

i hi (z(t)) ki

k1

,

ce qui montre que ce sont les rapports ki

k1
qui ont de l’importance. Dans notre cas on

choisira : k1 = 1. Les autres scalaires ki peuvent être obtenus en utilisant une grille de
recherche.

De manière à réduire l’espace de recherche des scalaires ki, un changement de variable
peut être réalisé afin de réduire la recherche à l’intervalle ]0, 1[. En posant λi tel que
λi = ki

1+ki
∈ ]0, 1[ avec i ∈ {1, . . . , r}, donne ki = λi

1−λi
. Par exemple, le problème (2.10)

est équivalent à trouver une matrice P > 0, un ensemble de matrices Mi et des scalaires
λi i ∈ {1, . . . , r} tels que :

– ∀i ∈ {1, . . . , r}, XAT
i + XAi −MT

i BT
i −BiMi < 0

– ∀i, j/j > i,

(1− λi) λj

(
XAT

i + AiX −MT
j BT

i −BiMj

)

+ (1− λj) λi

(
XAT

j + AjX −MT
i BT

j −BjMi

) ≤ 0

avec λ1 = 0, 5.
LMIR2 : La seconde relaxation est obtenue en fixant la matrice P . Dans ce cas, l’utilisation
du changement de variable : F ′

i = kiFi permet de se ramener au problème LMI suivant :
trouver les matrices F ′

i et les scalaires ki > 0 i ∈ {1, . . . , r} tels que :
– ∀i ∈ {1, . . . , r}, (kiAi −BiF

′
i )

T P + P (kiAi −BiF
′
i ) < 0

– ∀i, j/j > i,
(
kjAi + kiAj −BjF

′
i −BiF

′
j

)T
P + P

(
kjAi + kiAj −BjF

′
i −BiF

′
j

) ≤ 0

2.4.2. Cas discret

Les problèmes rencontrés dans le cas discret sont identiques. Les relaxations sont alors
les suivantes :

LMIR1 : De la même manière que dans le cas continu, l’intervalle de recherche des
valeurs de ki est restreint en effectuant le même changement de variable. Ainsi, pour
que le modèle flou associé soit globalement asymptotiquement stable, il doit vérifier les
conditions suivantes, en posant Gij = (Ai −BiFj) :
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– Pour i ∈ {1, . . . , r}, GT
iiPGii − P < 0

– Pour j > i

(
λj (1− λi) Gij + λi (1− λj) Gji

2

)T

P

(
λj (1− λi) Gij + λi (1− λj) Gji

2

)

−λiλj (1− λi) (1− λj) P ≤ 0

avec λ1 = 0, 5.
Ces conditions peuvent être mises sous la forme de LMIs. En multipliant par P−1 à droite
et à gauche et en utilisant le complément de Schur [El Ghaoui, 1997] avec X = P−1 et
Mi = FiP

−1 = FiX, on obtient :
– Pour i ∈ {1, . . . , r} :

∀ i,

(
X XAT

i −MT
i BT

i

AiX −BiMi X

)
> 0

– Pour j > i :

∀i, j/j > i




λj (1− λi) X

1
2

(
λj (1− λi) (AiX −BiMj)

+λi (1− λj) (AjX −BjMi)

)

1
2

(
λj (1− λi) (AiX −BiMj)

+λi (1− λj) (AjX −BjMi)

)T

λi (1− λj) X


 ≥ 0

avec λ1 = 0, 5.
L’algorithme pour la relaxation LMIR1 consiste alors, aussi bien en continu qu’en discret,
à parcourir une grille de recherche pour les λi avec un pas de recherche δ fixé. Notons que
le problème est exponentiel en fonction du nombre de règles, pour r règles le nombre de

problèmes LMIs mis en œuvre est de nb =
(

1
δ

)r−1
. Avec un pas de 0, 01 et pour un modèle

flou à 2 règles, nb = 100, pour un modèle flou à 3 règles, nb = 10000, à 4 règles, nb = 106,
. . . .

Ce nombre peut-être grand mais la recherche peut largement être améliorée en fixant
des bornes plus restreintes aux λi. Commencer par ∀i, λi = 0, 5 revient à formuler le
problème LMI classique pour le calcul d’une loi PDC [Tanaka et al., 1998]. La connaissance
a priori des Bi permet de situer également leurs relations de dépendance et de fixer un
intervalle de recherche réduit.

LMIR2 : La seconde relaxation dans le cas discret est obtenue en fixant la matrice P .
Dans ce cas, l’utilisation du changement de variable : F ′

i = kiFi permet de se ramener à
un problème LMI. Effectivement, les conditions non croisées peuvent s’écrire :

(kiAi −BiF
′
i )

T P (kiAi −BiF
′
i )−k2

i P < 0 et en utilisant le complément de Schur après
multiplication droite et gauche par X = P−1 et en utilisant le changement de variables
M ′

i = F ′
iP

−1 :
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∀ i,

(
kiX XkiA

T
i −M ′T

i BT
i

kiAiX −BiM
′
i kiX

)
> 0

Pour les conditions restantes, on utilise le même type de changement de variables. Le
problème LMI obtenu est alors le suivant :

trouver les matrices M ′
i et les scalaires ki > 0 i ∈ {1, . . . , r} tels que :

∀ i,

(
kiX XkiA

T
i −M ′T

i BT
i

kiAiX −BiM
′
i kiX

)
> 0

∀ j > i,(
kjX

1
2

(
X (kjAi + kiAj)−BjM

′
i −BiM

′
j

)T

1
2

(
(kjAi + kiAj) X −BjM

′
i −BiM

′
j

)
kiX

)
> 0

On peut très facilement étendre les conditions obtenues en utilisant les conditions
relâchées de [Tanaka et al., 1998].

Un algorithme complet utilisant les relaxations LMIR1 et LMIR2 pour résoudre les
BMIs est donné ci-après.
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Figure 2.3. : Algorithme de relaxation des BMIS par LMIR1 et LMIR2

Les notations sont les suivantes :
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– LMI : problème utilisant les LMIs classiques pour une loi PDC,
– LMINC : ensemble des LMIs non croisées, en continu (2.5), en discret (2.8),
– LMIR1 et LMIR2, les relaxations des conditions BMIs explicitées plus avant,
– SSLMI : le plus grand sous-ensemble issu des LMIs classiques permettant d’obtenir

une solution et contenant LMINC, cette dernière s’explique par le fait que LMI et
LMIR2 contiennent LMINC.

– SSLMIR2 : le plus grand sous-ensemble issu de la relaxation LMIR2 permettant
d’obtenir une solution et contenant LMINC, si SSLMIR2 se réduit à LMINC, il est
inutile d’essayer la relaxation LMIR1.

Remarque 2.4.1. dans le cas à deux règles, SSLMIR2=SSLMI=LMINC, pour chaque mo-
dèle étudié, l’algorithme se réduit à rechercher séparément les conditions par LMIR1 et
LMIR2.

Le paragraphe suivant propose un principe de séparation dans le cas de modèles flous
utilisant dans la partie prémisse des variables mesurables, entre la loi de commande CDF
et un observateur flou.

2.5. Principe de séparation appliqué à la loi de
commande CDF

Ce principe est basé sur l’approche décrite dans [Ma et al., 1998]. Lorsque le vecteur
d’état n’est pas accessible, l’utilisation d’un observateur est nécessaire. Dans notre cas,
un observateur flou décrit par (1.34) dans le cas continu et (1.36) dans le cas discret est
choisi. Dans toute la suite nous nous placerons dans le cas où les variables de prémisse
sont mesurables, et, dans le cas général, zi (t) doit être remplacée par son estimée ẑi (t) et
il n’y a pas de principe de séparation disponible.

2.5.1. Cas continu

Dans le cas continu, l’observateur utilise les mêmes variables de prémisse que le modèle
flou auquel il est associé et il possède la forme suivante :
Règle i de l’observateur :
Si z1(t) est F i

1 et z2(t) est F i
2 ... et zp (t) est F i

p

Alors

{
˙̂x(t) = Aix̂(t) + Biu(t) + Ki (y(t)− ŷ(t))
ŷ(t) = Cix̂(t)

i = 1, 2, . . . , r

En utilisant la loi de commande CDF et après quelques calculs simples, l’expression sui-
vante est obtenue :

ẋ (t) =
1∑

j hjkj

∑
i

∑
j

hihj (kj (Ai −BiFj) x (t) + kjBiFjx̃ (t)) (2.11)

˙̃x (t) =
∑

i

∑
j

hihj (Ai −KiCj) x̃ (t) avec x̃ (t) = x (t)− x̂ (t) (2.12)
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Théorème 2.5.1. Supposons qu’il existe deux fonctions scalaires V (x), Ṽ (x̃) telles que :
– V (x (t)) = xT (t) Pcx (t) une fonction candidate de Lyapunov qui garantit la stablité

quadratique du système en boucle fermée sans l’observateur ẋ (t) = 1P
j hjkj

∑
i

∑
j hihj

(kj (Ai −BiFi) x (t)), il existe donc trois réels γ1, γ2 et γ3 tels que γ1 ‖x‖2 ≤ V ≤
γ2 ‖x‖2, V̇ ≤ −γ3 ‖x‖2,

– Ṽ (x̃ (t)) = x̃T (t) P0x̃ (t) une fonction candidate de Lyapunov qui garantit la stablité
quadratique du système (2.12), il existe donc trois réels γ̃1, γ̃2 et γ̃3 tels que γ̃1 ‖x̃‖2 ≤
Ṽ ≤ γ̃2 ‖x̃‖2, ˙̃V ≤ −γ̃3 ‖x̃‖2,

alors le système bouclé avec observateur (2.11) et (2.12) est globalement asymptotiquement
stable.

La démonstration suit celle du cas classique décrite dans [Ma et al., 1998].

Proof. V̇ (x (t)) = ẋT (t) Pcx (t) + xT (t) Pcẋ (t)

V̇ (x (t)) =
1∑

j hjkj

(
xT (t)

∑
i

∑
j

hihj

(
kj (Ai −BiFj)

T P + Pkj (Ai −BiFj)
)

x (t)

+ 2xT (t) P
∑

i

∑
j

hihjkjBiFjx̃ (t)

)

V̇ (x (t)) ≤ −γ3 ‖x (t)‖2 +
2∑

j hjkj

x (t) Pc

∑
i

∑
j

hihjkjBiFjx̃ (t)

≤ −γ3 ‖x (t)‖2 +
2∑

j hjkj

∑
i

∑
j

hihjkj ‖PcBiFj‖ ‖x (t)‖ ‖x̃ (t)‖

La différence principale avec le cas classique est la borne inférieure de
∑

j hjkj, qui s’ob-
tient aisément par :

∑
j hjkj ≥

∑
j hj minj (kj) = minj (kj) > 0 et avec ∀j, kj > 0 on en

déduit : V̇ (x) ≤ −γ3 ‖x (t)‖2 + δ ‖x (t)‖ ‖x̃ (t)‖ avec δ = 2
minj(kj)

∑
i

∑
j hihjkj ‖PcBiFj‖

V̇ (x (t)) ≤ −γ3

2
‖x (t)‖2 − γ3

2
‖x (t)‖2 + δ ‖x (t)‖ ‖x̃ (t)‖

≤ −γ3

2
‖x (t)‖2 +

δ2

2γ3

‖x̃ (t)‖2 −
(√

γ3

2
‖x (t)‖ −

√
2δ

2
√

γ3

‖x̃ (t)‖
)2

≤ − γ3

2γ2

V (x (t)) +
δ2

2γ3γ̃1

Ṽ (x̃ (t))

De la même manière, ˙̃V (x̃) est écrite :

˙̃V (x̃ (t)) = ˙̃xT (t) Pox̃ (t) + x̃T (t) Po
˙̃x (t)
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et après quelques manipulations, l’inégalité suivante est déterminée :

˙̃V (x̃ (t)) ≤ −γ̃3 ‖x̃ (t)‖2
∑

i

∑
j

hihj (Ai −KiCj) x̃ (t)

≤ −γ̃3 ‖x̃ (t)‖2 ≤ − γ̃3

γ̃2

Ṽ (x̃ (t))

finalement :[
V̇ (x (t))
˙̃V (x̃ (t))

]
≤

[
− γ3

2γ2

δ2

2γ3γ̃1

0 − γ̃3

γ̃2

] [
V (x (t))

Ṽ (x̃ (t))

]
= Ad

[
V (x (t))

Ṽ (x̃ (t))

]

Ad est évidemment une matrice de stabilité et en utilisant le principe de comparaison
vectorielle [Borne et al., 1993b], le système complet en boucle fermée est globalement
asymptotiquement stable.

2.5.2. Cas discret

Dans ce cas discret, l’observateur est donné par :
Règle i de l’observateur :
Si z1(t) est F i

1 et z2(t) est F i
2 ... et zp (t) est F i

p

Alors

{
x̂(t + 1) = Aix̂(t) + Biu(t) + Ki (y(t)− ŷ(t))
ŷ(t) = Cix̂(t)

i = 1, 2, . . . , r

et le modèle complet bouclé avec l’observateur :

x (t + 1) =
1∑

j hjkj

∑
i

∑
j

hihj (kj (Ai −BiFj) x (t) + kjBiFjx̃ (t)) (2.13)

x̃ (t + 1) =
∑

i

∑
j

hihj (Ai −KiCj) x̃ (t) avec x̃ (t) = x (t)− x̂ (t) (2.14)

Supposons qu’il existe deux fonctions scalaires V (x), Ṽ (x̃) telles que :
– V (x (t)) = xT (t) Pcx (t) une fonction candidate de Lyapunov qui garantit la sta-

blité quadratique du système en boucle fermée sans l’observateur x (t + 1) = 1P
j hjkj∑

i

∑
j hihj (kj (Ai −BiFi) x (t)), il existe donc trois réels c̃1, c̃2 et c̃3 tels que

c̃1 ‖x̃‖2 ≤ Ṽ ≤ c̃2 ‖x̃‖2,∆Ṽ ≤ −c̃3 ‖x̃‖2,
– Ṽ (x̃ (t)) = x̃T (t) P0x̃ (t) une fonction candidate de Lyapunov qui garantit la stablité

quadratique du système (2.14), il existe donc trois réels c̃1, c̃2 et c̃3 tels que c̃1 ‖x̃‖2 ≤
Ṽ ≤ c̃2 ‖x̃‖2,∆Ṽ ≤ −c̃3 ‖x̃‖2,

alors le système bouclé avec observateur (2.13) et (2.14) est globalement asymptotique-
ment stable.

Proof. Comme dans le cas continu, la démonstration suit celle de [Ma et al., 1998] avec
la même borne inférieure pour

∑
j hjkj.

Le paragraphe suivant présente un exemple complet en stabilisation dans le cas général
avec l’utilisation d’un observateur flou.
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2.6. Exemple

Considérons le modèle non linéaire suivant :





x1 (t + 1) = x1 (t)− x1 (t) x2 (t) + (5 + x1 (t)) u (t)
x2 (t + 1) = x1 (t) + 0, 5x2 (t)− u (t)

y (t) = x1 (t)
(2.15)

avec x1 ∈ [−a, a] , z (t) = x1 (t), et le vecteur d’état : x (t) = [x1 (t) x2 (t)]T , avec F1 (t) =
x1(t)+a

2a
et F2 (t) = a−x1(t)

2a
les fonctions d’appartenance de la variable de prémisse x1, le

modèle flou à deux règles suivant représente exactement le modèle non linéaire (2.15)
lorsque x1 ∈ [−a, a].

Si x1 (t) est F 1
1 (x1 (t)) alors





x (t + 1) =

[
1 −a
1 0.5

]
x (t) +

[
5 + a
−1

]
u (t)

y (t) =
[

1 0
]
x (t)

Si x1 (t) est F 1
2 (x1 (t)) alors





x (t + 1) =

[
1 a
1 0, 5

]
x (t) +

[
5− a
−1

]
u (t)

y (t) =
[

1 0
]
x (t)

En utilisant une loi de commande PDC et les conditions de stabilité relâchées décrites
dans [Tanaka et al., 1998] avec ce modèle, une solution pour la stabilisation peut être
obtenue si a ≤ 1, 746. Lorsque l’algorithme de recherche, avec un pas de 0, 01 et une
loi de commande CDF sont utilisés une solution pour la stabilisation du modèle (2.15)
est obtenue si a ≤ 2, 91. Dans la cas où a = 2, 91 la solution est : k1 = 1, k2 = 0, 17,
F1 = [0, 3435 − 0, 3498] , F2 = [1, 2961 2, 5598]. Seule la méthode de relaxation LMIR1
s’est révélée utile pour obtenir ces résultats.

Les figures 2.4 et 2.5 illustrent les résultats avec a = 2, (dans le cas une loi de commande
type PDC ne donne pas de solution) et les gains obtenus sont : k1 = 1, k2 = 0, 23,
F1 = [0, 2713 − 0, 3498] , F2 = [0, 5714 1, 0849] et :

P =

[
0, 0635 0, 0436
0, 0436 0, 0455

]

Les conditions initiales pour la simulation sont données par x(0) = [−0, 5 0, 2]T pour
le système et x̂ (0) = [−0, 5 0] pour l’observateur.

Laboratoire d’Automatique et de Mécanique Industrielles et Humaines
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Figure 2.4. : Résultats en simulation : Commande du modèle en boucle fermée avec x (0) =
[−0, 5 0.2]T et x̂ (0) = [−0, 5 0]T .
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Figure 2.5. : Résultats en simulation : Variables d’états du modèle en boucle fermée avec
x (0) = [−0, 5 0, 2]T et x̂ (0) = [−0, 5 0]T .
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2.7. Conclusion

La première partie de ce chapitre a montré quelques possibilités de transformation de
modèles non linéaires affines en la commande en un modèle flou de type Takagi Sugeno.
Un même modèle non linéaire pouvant avoir plusieurs modèles TS le représentant, il est
alors nécessaire de réaliser la transformation avec soin pour essayer d’obtenir le modèle
flou ayant un nombre de règles réduit.

La deuxième partie du chapitre propose l’utilisation d’une loi de commande de type
CDF au lieu d’une PDC. Les conditions de stabilisation sont données et montrent que ce
changement de loi de commande se fait au détriment de la formulation LMI. Néanmoins,
un algorithme utilisant des schémas de relaxation impliquant des problèmes formulés
sous forme LMI, en fixant une des variables à trouver, est proposé. Le problème de cet
algorithme de recherche des paramètres de la loi de commande est que le nombre de
problèmes LMIs croit de façon exponentielle en fonction du nombre de règles, l’avantage
étant que les solutions obtenues permettent souvent d’étendre de façon significative les
domaines de stabilisation, par rapport à une stabilisation à l’aide d’une loi de type PDC.
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Chapter 3
Stabilité et stabilisation non quadratique de
modèles flous

�Le vrai danger, ce n’est pas quand les ordi-
nateurs penseront comme les hommes, c’est
quand les hommes penseront comme les or-
dinateurs.�
Sydney J. Harris.

Γ∆ΘΛΞΠΣ
Υ Φ
Ψ Ω
β δ
ζ θ
λ ξ
φ ψ
ϑ   ∂ [ \ ]

C
e chapitre propose de nouvelles conditions de stabilité pour les modèles flous
de type Takagi Sugeno comprenant un régulateur flou et/ou un observateur flou,
basées sur l’utilisation d’une fonction de Lyapunov non-quadratique. Seul le cas

discret est décrit en détail, le cas continu peut-être trouvé dans [Blanco et al., 1999].
Dans le cas de la stabilisation, l’utilisation d’une loi de commande CDF (Compensation

& Division pour modèles Flous) [Vermeiren, 1998] dans un cas particulier de modèles flous
permet de dégager de nouvelles conditions de stabilité ainsi qu’un principe de séparation.
Ces conditions se montrent moins conservatives que celles données dans [Tanaka et al.,
1998].

Une seconde approche basée sur les travaux de [de Oliveira et al., 1999] est présentée.
Elle permet l’obtention de nouvelles conditions de stabilité qui semblent néanmoins aussi
conservatives que celles de [Tanaka et al., 1998].

Sommaire

3.1. Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.2. Limites de l’approche quadratique . . . . . . . . . . . . . . 55

3.2.1. Test d’existence de P > 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.2.2. Intérêt de l’utilisation de fonction de Lyapunov non quadratique 56
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3.1. Introduction

Très souvent, l’étude de la stabilité et de la stabilisation des systèmes fait appel à des
fonctions de Lyapunov quadratiques. Un certain nombre de travaux proposent l’utilisa-
tion de fonctions de Lyapunov non quadratiques [Johansson, 1999] et montrent l’apport
de cette approche. La proposition faite dans ce troisième chapitre est l’utilisation d’une
fonction de Lyapunov non quadratique pour les modèles flous TS. Dans le cas des mo-
dèles flous continus, une première approche est proposée dans [Blanco et al., 1999] qui est
reprise en début de ce chapitre.

Dans la suite, les travaux présentés se placent dans le cas des modèles flous TS dis-
crets. Deux approches différentes sont utilisées pour obtenir des conditions de stabilité
non quadratiques. La première approche correspond globalement à une extension du cas
quadratique au cas non quadratique qui dans le cas de la stabilité d’un modèle flou TS
discret se fait au prix du nombre de conditions. Pour la stabilisation, en utilisant une loi
PDC, cette première approche ne permet pas dans le cas général d’obtenir une formulation
de type LMI des conditions obtenues. Une solution peut néanmoins être proposée avec
l’utilisation d’une loi de type CDF dans un cas particulier de modèles flous TS discrets.

La deuxième approche mise en œuvre est basée sur une proposition de transforma-
tion matricielle proposée dans [de Oliveira et al., 1999] et basée sur le complément de
Schur. Elle permet alors de proposer une formulation LMI des conditions de stabilisation
avec une loi PDC dans le cas général de modèles flous TS discrets. De plus, le principe
de séparation existant dans le cas quadratique en utilisant des modèles flous dont les
variables de prémisse sont mesurables est également étendu aisément au cas non quadra-
tique. Toutes les propositions sont illustrées par des exemples qui permettent de montrer
que les conditions obtenues sont moins conservatives que leurs équivalents quadratiques
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3.2. Limites de l’approche quadratique

La stabilité est une des propriétés fondamentales de la commande des systèmes com-
plexes. Elle définit les conditions de convergence de l’état du système à son point d’équi-
libre stable. Les fonctions de Lyapunov quadratiques sont considérées dans un premier
temps pour l’analyse de la stabilité des systèmes non linéaires.

Comme il a été montré au chapitre 1, le résultat de l’analyse de la stabilité des systèmes
décrit par

ẋ (t) = A (t) x =
r∑

i=1

hi (t) Aix (t)

où hi (t) ≥ 0 et
∑r

i=1 hi (t) = 1 est donnée par l’obtention d’une solution au problème
d’optimisation convexe suivant :

P = P T > 0

AT
i P + PAi < 0, i = 1, . . . , r. (3.1)

Il est important de noter que ces conditions sont suffisantes mais non nécessaires. De plus
comme il s’agit d’un problème d’optimisation convexe, si une matrice P existe elle sera
forcément trouvée.

Cette mise sous forme d’inégalité linéaire matricielle (LMIs) permet de rendre l’analyse
quadratique de la stabilité facilement applicable.

3.2.1. Test d’existence de P > 0

[Johansson, 1999] décrit un test rapide d’existence de la matrice P commune qui
permet de prouver la stabilité d’un système linéaire par morceau. Ce test peut être étendu
au système flou décrit par x (t + 1) =

∑r
i=1 hi (z (t)) Aix (t). Il est énoncé de la manière

suivante :

Propriété 3.2.1. S’il existe des matrices définies positives Ri telles que

Ri = RT
i > 0 pour i = 1, . . . , r∑

i

(
RiA

T
i + AiRi

)
> 0 (3.2)

alors @P > 0 telle que AT
i P + PAi < 0.

Il n’existe donc pas de solution aux LMIs (3.1) et il n’est pas possible de conclure sur
la stabilité du système.
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Proof. S’il existe des matrices Ri vérifiant les inégalités (3.2), alors ∀P > 0,

Trace


 P︸︷︷︸

>0

∑
i

(
RiA

T
i + AiRi

)

︸ ︷︷ ︸
>0


 > 0

∑
i

Trace
(
PRiA

T
i + PAiRi

)
> 0

à l’aide de la propriété Trace (A ·B) = Trace (B · A)

∑
i

Trace
[(

RiA
T
i P + RiPAi

)]
> 0

∑
i

Trace


 Ri︸︷︷︸

>0


AT

i P + PAi︸ ︷︷ ︸
non <0





 > 0

Il est alors possible de conclure que AT
i P + PAi n’est pas négative et les conditions de

stabilité (3.1) ne peuvent être vérifiées.

3.2.2. Intérêt de l’utilisation de fonction de Lyapunov non
quadratique

Bien que l’utilisation des conditions de stabilité quadratique permettent de determi-
ner de manière rapide et précise la stabilité et la stabilisation (par différentes lois de
commande) des systèmes complexes (non linéaires, linéaire variant dans le temps), dans
certains cas, ces résultats se montrent très conservatifs.

[Johansson, 1999] définit trois cas où l’analyse de la stabilité quadratique se montre
conservative :

– dans le cas des systèmes saturés,
– dans le cas de l’utilisation de système linéaire par morceaux, aucune information

sur la partition de l’espace d’état n’est prise en compte,
– certains systèmes n’acceptent pas de fonction de Lyapunov pour l’analyse de la

stabilité.

Bien que l’analyse de la stabilité quadratique soit très intéressante du point de vue de
la mise en œuvre pratique, ces trois points deviennent les motivations principales de
l’analyse de la stabilité par fonctions de Lyapunov non quadratiques. L’exemple suivant
issu de [Johansson, 1999] illustre ces propos.
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Figure 3.1. : Système de commande de séléction (gauche) et sa forme bouclée (droite)

Avec r1 = r2 = 0, en supposant que S est un système linéaire de la forme ẋ = Ax+Bu,
alors la boucle fermée peut s’écrire

ẋ = Ax + B min
(
kT

1 x, kT
2 x

)
.

Cette réécriture induit la forme d’un système linéaire par morceau avec les dynamiques
suivantes

ẋ =

{ (
A + BkT

1

)
x si kT

1 x < kT
2 x,(

A + BkT
2

)
x si kT

2 x ≤ kT
1 x.

en posant k = k1 − k2, A1 = A + BkT
1 et A2 = A + BkT

2 , on obtient alors

ẋ =

{
A1x si kT x < 0,
A2x si kT x ≥ 0.

En considérant le système particulier A =

[ −5 −4
−1 −2

]
, B =

[ −3
−21

]
et k =

[
1
0

]
,

l’analyse de la stabilité par la fonction de Lyapunov V (x) = xT Px, ne permet pas de
conclure sur la stabilité du système. Une alternative est alors de considerer la fonction
candidate de Lyapunov

V (x) =

{
xT Px si kT x < 0,

xT Px + η
(
kT x

)2
si kT x ≥ 0.

avec P > 0 et η > 0 ∈ R, construite de telle sorte qu’elle soit continue et quadratique
par morceau. Les valeurs appropriées de η et P peuvent être déterminées en résolvant les
LMIs suivantes :

P = P T > 0, P + ηkkT > 0,
AT

1 P + PA1 < 0 AT
2

(
P + ηkkT

)
+

(
P + ηkkT

)
A2 < 0.

qui admet une solution simple avec P =

[
1 0
0 3

]
et η = 9.

L’analyse de la stabilité dans le cas continu est due à [Blanco et al., 1999]. Le para-
graphe suivant résume les résultats de ses travaux.
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58 / 138 Chapitre 3 : Stabilité et stabilisation non quadratique de modèles flous

3.3. Stabilité des modèles flous T-S continus

La fonction candidate de Lyapunov considérée dans ces travaux est décrite par :

V (x(t), z(t)) = xT (t)

[
r∑

i=1

hi (z(t)) Pi

]
x(t) (3.3)

avec Pi ∈ Rn×n matrices symétriques définies positives et hi(z(t)) les poids des règles
du modèle flou tels que ∀t, ∑r

i=1 hi(z(t)) = 1. De façon évidente cette fonction est une
fonction de Lyapunov pour les modèles flous TS.

Remarque 3.3.1. cette fonction candidate de Lyapunov est plus générale dans le sens de
l’inclusion que celle choisie dans [Tanaka et al., 1998], car il suffit de choisir Pi = P, ∀i ∈
{1, . . . , r} pour se ramener au cas des fonctions candidates quadratiques.

Afin de trouver les conditions de stabilité du modèle flou (1.2), la dérivée de la fonction
candidate de Lyapunov précédement définie est étudiée.

3.3.1. Majoration de V̇ (x (t) , z (t))

La fonction V (x (t) , z (t)) est définie positive avec V (x (t) , z (t)) = 0 pour x = 0. La
dérivée de V le long de toutes les trajectoires du système est décomposée en deux termes :

V̇ (x, z) =

(
∂V

∂x

)
ẋ +

(
∂V

∂z

)
ż = l1 (x, z) + l2 (x, z) ,

V̇ (x, z) =
r∑

i=1

hi(z)
d

dt

(
xT Pix

)
+

r∑
i=1

dhi(z)

dt
xT Pix

avec :

l1(x, z) = 2ẋT

(
r∑

i=1

hi(z)Pi

)
x, (3.4)

l2(x, z) = xT

(
r∑

i=1

(
dhi(z(t))

dt

)
Pi

)
x. (3.5)

On suppose que hi (z) est dérivable par rapport au tempst. Il est alors possible de
trouver une majoration de l2 (x, z) de la forme l2 (x, z) ≤ xT f (z) Rx.

Majoration de l1 L’expression de l1 (x, z) est définie par :

l1(x, z) = xT

(
r∑

i=1

r∑
j=1

hi(z)hj(z)(AT
j Pi + PiAj)

)
x, (3.6)

et la symétrie de (3.6) donne :

l1(x, z) = xT

(
r∑

i=1

hi(z)2Mii + 2
r∑

i=1

r∑
j>i

hi(z)hj(z)Mij

)
x, (3.7)
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avec Mij = 1
2
((AT

j Pi + PiAj) + (AT
i Pj + PjAi)), (i, j) ∈ {1, . . . , r} , j > i.

Pour la partie des sous modèles non croisés Mii, il existe une matrice S ∈ Rn×n définie
négative qui satisfait :

AT
i Pi + PiAi < S ∀i ∈ {1, . . . , r} . (3.8)

Pour la partie des modèles croisés Mij, j > i, il existe une matrice symétrique M ∈
Rn×n qui satisfait :

(AT
j Pi + PiAj) + (AT

i Pj + PjAi) ≤ 2M, ∀(i, j) ∈ {1, . . . , r}2 , j > i. (3.9)

En conséquence, :

l1(x, z) < xT

(
r∑

i=1

hi(z)2S +
r∑

i=1

r∑
j<i

2hi(z)hj(z)M

)
x,

l1(x, z) < xT

(
r∑

i=1

hi(z)2S +

(
1−

r∑
i=1

hi(z)2

)
M

)
x.

En définissant la fonction H(z) ∈ Rr, H(z)T = [h1(z), ..., hr(z)], la majoration de
(3.6) suivante peut être écrite :

l1(x, z) < xT
(
M + ‖H(z)‖2 (S −M)

)
x (3.10)

Majoration de l2 L’expression de l2 (x, z) est définie par (3.5).
Comme

r∑
i=1

(
dhi(z(t))

dt

)
= 0,

avec P0 ∈ Rn×n , l2 est équivalente à :

l2(x, z) = xT

(
r∑

i=1

(
dhi(z(t))

dt

)
(Pi − P0)

)
x.

De plus, seules les valeurs positives sont recherchées afin de majorer l2, (3.5) peut donc
être majorée par :

l2(x, z) ≤
r∑

i=1

∣∣∣∣
dhi(z(t))

dt

∣∣∣∣
∣∣xT (Pi − P0) x

∣∣ .

Soit la matrice définie positive R ∈ Rn×n telle que :

−R ≤ Pi − P0 ≤ R, ∀i ∈ {1, . . . , r} (3.11)

Avec f(z) =
∑r

i=1

∣∣∣dhi(z(t))
dt

∣∣∣ ∈ R+, l2(x, z) peut être majorée par :

l2(x, z) ≤ xT f(z)Rx. (3.12)

Finalement V̇ (x, z) = l1 (x, z) + l2 (x, z) est majorée par :

V̇ (x, z) ≤ xT
(
M + ‖H(z)‖2 (S −M) + f(z)R

)
x (3.13)

Cette majoration va permettre de définir les conditions de stabilité décrites dans le
paragraphe suivant.
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3.3.2. Analyse de la Stabilité et de la stabilisation

La stabilité asymptotique global du modèle flou de type T-S (1.2) est définie par le
théorème suivant :

Théorème 3.3.1. [Blanco et al., 2000] Considérons le modèle flou (1.2). Supposons qu’il
existe un ensemble de matrices définies positives {Pi, i ∈ {1, . . . , r}}, une matrice définie
positive R, une matrice définie négative S et deux matrices symétriques M,P0 ∈ Rn×n

telles que :
AT

i Pi + PiAi < S ∀i ∈ {1, . . . , r} ,

(AT
j Pi + PiAj) + (AT

i Pj + PjAi) ≤ 2M, ∀(i, j) ∈ {1, . . . , r}2 , j 6= i.

−R ≤ Pi − P0 ≤ R, ∀i ∈ {1, . . . , r}
et hi (z) , i ∈ {1, . . . , r} qui satisfassent :

M + ‖H(z)‖2 (S −M) + f(z)R ≤ 0, ∀z ∈ Rp,

alors l’origine est globalement asymptotiquement stable.

La preuve est directe en utilisant les majorations des paragraphes précédents et le
théorème de Lyapunov. La résolution de ces inégalités est faite à l’aide des outils LMIs
présentés dans le §1.5.3.

Le problème de stabilisation est relativement proche du problème de stabilité. Le
problème de résolution numérique est plus difficile, car dans ce cas le système d’équations
est exprimé en terme d’inégalités bilinéaires matricielles (BMIs) qui ne possède pas encore
d’algorithmes de résolution. Cependant l’extension à la stabilisation des modèles flous T-S
est immédiate en utilisant différents types de commande.

– Commande par retour d’état linéaire :
Ce cas est tout à fait similaire au problème de stabilité, et les matrices Ai sont
remplacées par les expressions Ai − BiF0, avec F0 gains du retour d’état, dans les
inégalités du théorème 3.3.1.

– Commande CDF dans le cas particulier ∃ki > 0, Bi = kiB :
Ce cas est tout à fait similaire au problème de stabilité, et les matrices Ai sont
remplacées par les expressions Ai−BiFi , avec Fi gains de la commande par retour
d’état flou, dans les inégalités du théorème 3.3.1.

– Commande PDC :
En considérant Mijk = (Ai −BiKj)

T Pk + Pk (Ai −BiKj), les inégalités (3.8) et
(3.9) deviennent :

Miii < S, ∀i ∈ {1, . . . , r} ,

Miji + Miij + Mjii ≤ 3M ∀(i, j) ∈ {1, . . . , r}2 , j 6= i,

Mijk + Mikj + Mjki + Mjik + Mkij + Mkji ≤ 6M ∀(i, j, k) ∈ {1, . . . , r}3 , i 6= j 6= k.

La majoration de l1(x, z) est alors définie par la nouvelle expression :

l1(x, z) ≤ xT

(
M +

(
r∑

i=1

h3
i (x)

)
(S −M)

)
x.
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et le théorème de stabilité global 3.3.1 est utilisé en prenant en compte ces nouvelles
expressions.

3.4. Stabilité non quadratique des modèles flous T-S
discrets

Le but de cette partie est de présenter de nouvelles conditions de stabilité et de sta-
bilisation pour les modèles flous MIMO discrets, basées sur l’utilisation de l’approche
de Lyapunov. La fonction candidate de Lyapunov est non quadratique et décrite par
V (x(t)) = xT (t) [

∑
i hi (z(t))Pi]x(t). Le modèle flou discret utilisé est celui décrit par (1.6).

Notons que la fonction de Lyapunov se réduit en une fonction quadratique si on choisit
∀i, Pi = P , avec

∑
i hi (z(t)) = 1. Le cas présenté se trouve donc dans un cadre plus

général que dans [Tanaka et al., 1998].

3.4.1. Analyse de la stabilité : 1ère approche

Les conditions de stabilité quadratique sont rappelées ci-dessous :

Théorème 3.4.1. [Tanaka et Sugeno, 1992] Soit le modèle flou discret suivant : x(t+1) =∑r
i hi (z(t)) Ai(t)x(t)

Si ∃ P > 0 telle que ∀i AT
i PAi − P < 0 (3.14)

alors le modèle flou est globalement asymptotiquement stable.

Afin d’obtenir les conditions de stabilité dans le cas non quadratique, le lemme suivant
est nécessaire :

Lemme 3.4.1. Avec Pi, Pj, Pk trois matrices définies positives :
si AT

j PiAj − Pj < 0 et AT
k PiAk − Pk < 0 alors AT

j PiAk + AT
k PiAj − Pj − Pk < 0

Proof. En prenant (Aj − Ak)
T Pi (Aj − Ak) = AT

j PiAj +AT
k PiAk−AT

j PiAk−AT
k PiAj nous

avons :

AT
j PiAk + AT

k PiAj

−Pj − Pk = − (Aj − Ak)
T Pi (Aj − Ak)

+AT
j PiAj − Pj + AT

k PiAk − Pk

< − (Aj − Ak)
T Pi (Aj − Ak) ≤ 0

car Pi > 0

Le théorème suivant donne des conditions de stabilité dans le cas non quadratique :
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Théorème 3.4.2. Soit le modèle flou discret suivant : x(t + 1) =
∑r

i hi (z(t)) Ai(t)x(t)

Si ∃ Pi, Pj > 0 i, j ∈ {1 . . . r} telles que ∀i, j AT
j PiAj − Pj < 0 (3.15)

alors le modèle flou est globalement asymptotiquement stable.

Proof. Avec V (x(t)) = xT (t)
∑

i hi (z(t)) Pix(t) on a :

∆V (x(t)) = V (x(t + 1))− V (x(t))

= xT (t)

[(∑
j

hj (z(t)) AT
j

)(∑
i

hi (z(t + 1)) Pi

)

·
(∑

k

hk (z(t)) Ak

)
−

∑
i

hi (z(t)) Pi

]
x(t)

pour alléger les expressions on pose hi (z(t + 1)) = h+
i

∆V (x(t)) = xT




∑
j

hjA
T
j

∑
i

h+
i Pi

∑

k

hkAk −
∑

j

hjPj

=1︷ ︸︸ ︷∑
i

h+
i


 x

= xT




∑
i

h+
i




∑
j

hjA
T
j Pi

∑

k

hkAk −
∑

j

hjPj

∑

k

hk

︸ ︷︷ ︸
=1





 x

= xT
∑

i

h+
i

(∑
j

∑

k

hjhk

(
AT

j PiAk − Pj

)
)

x

= xT
∑

i

h+
i

(∑
j

h2
j

(
AT

j PiAj − Pj

)
+

∑
j

∑

k>j

hjhk

(
AT

j PiAk − Pj + AT
k PiAj − Pk

)
)

x

D’après le lemme 3.4.1 et sous les conditions (3.15) ∆V (x (t)) < 0.

3.4.1.1. Propriétés de l’approche non quadratique

La propriété suivante montre que les conditions de stabilité quadratique sont un cas
particulier des conditions de stabilité non quadratique.

Propriété 3.4.1. Supposons qu’il existe un ensemble de matrices Pi > 0 solutions des
inégalités (3.15).
Si ∃Pi / ∀j Pi − Pj ≥ 0 alors Pi est solution des conditions de stabilité quadratique
(3.14). Dans le cas contraire, les conditions de stabilité quadratique ne peuvent pas être
vérifiées, i.e. @P AT

i PAi − P < 0.

Laboratoire d’Automatique et de Mécanique Industrielles et Humaines
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Proof. Si ∃Pi/∀j Pi − Pj ≥ 0 alors :

AT
j PiAj − Pi = AT

j PiAj − Pj︸ ︷︷ ︸
<0

+ Pj − Pi︸ ︷︷ ︸
<0

< 0

et Pi est solution des conditions de stabilité quadratique.

Dans le cas contraire, en raisonnant par l’absurde, s’il existe une matrice P > 0 telle
que AT

i PAi−P < 0, alors de façon évidente ∀i, Pi = P sont solutions du théorème 3.4.2,
ce qui est en contradiction avec le fait @Pi telles que ∀j, Pi − Pj ≥ 0.

Exemple : Considérons le cas ou r = 2.

C.S. de Tanaka : AT
1 PA1 − P < 0 et AT

2 PA2 − P < 0

C.S. de (3.15) :

AT
1 P1A1 − P1 < 0 (3.16)

AT
2 P1A2 − P2 < 0 (3.17)

AT
1 P2A1 − P1 < 0 (3.18)

AT
2 P2A2 − P2 < 0 (3.19)

– Si d’après [Tanaka et Sugeno, 1992] ∃P , il suffit de prendre P1 = P2 = P et le
théorème 3.4.2 est vérifié.

– Si le théorème 3.4.2 est vérifié,
P = P1 et P1 < P2 donne AT

1 P1A1 − P1 < 0 équation (3.16),
P = P1 et P1 < P2 donne AT

2 P1A2 − P2 < P2 − P1 équation (3.17),
P = P2 et P1 > P2 donne AT

2 P2A2 − P2 < 0 équation (3.19),
P = P2 et P1 > P2 donne AT

1 P2A1 − P1 < P1 − P2 équation (3.18).

– Si P1 − P2 n’est ni positive ni négative (par exemple : P1 =

[
2 0
0 1

]
> 0, P2 =

[
1 0
0 2

]
> 0 et P1 − P2 =

[
1 0
0 −1

]
ni positive, ni négative, alors, ni P1, ni P2 ne

sont solution des conditions de [Tanaka et Sugeno, 1992].

Cette propriété illustre le fait que la stabilité quadratique est incluse dans la stabilité
non quadratique, ce qui était évidemment attendu puisqu’on se ramène à la stabilité
quadratique avec ∀i Pi = P . Néanmoins, cette propriété montre clairement les propriétés
que vérifient les matrices Pi dans les cas où les conditions de stabilité quadratiques ne
sont pas vérifiées.

Bien que le nombre de conditions soit plus important, r2 à la place de r dans le cas
de [Tanaka et Sugeno, 1992], des exemples simples, comme celui du paragraphe suivant,
permettent de mettre en évidence les avantages de cette approche.
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3.4.1.2. Exemple

Considérons le système non linéaire décrit pas le système d’équations suivant :

{
x1 (t + 1) = −0, 45x1 (t)− 0, 18x2 (t) + 1

π
arctan (x1 (t)) (0, 9x1 (t)− 0, 36x2 (t))

x2 (t + 1) = 0, 5x1 (t) + 0, 025x2 (t) + 1
π

arctan (x1 (t)) (x1 (t)− 1, 65x2 (t))
(3.20)

En réécrivant arctan (x1) de la manière suivante :

arctan (x1) =

(
− 1

π

(π

2
− arctan (x1)

)
+

1

π

(π

2
+ arctan (x1)

))
π

2

= l1h1 + l2h2

avec les fonctions d’appartenance F 1
1 (x1 (t)) = 1

π

(
π
2
− arctan (x1)

)
et F 1

2 (x1 (t)) = 1
π

(
π
2

+ arctan (x1)
)
,

le modèle flou à deux règles suivant représente exactement le modèle non linéaire (3.20) :
Si x1 (t) est F 1

1 (x1 (t)) alors

{
x1 (t + 1) = −0, 9x1 (t)
x2 (t + 1) = 0, 85x2 (t)

Si x1 (t) est F 1
2 (x1 (t)) alors

{
x1 (t + 1) = −0, 36x1 (t)
x2 (t + 1) = x1 (t)− 0, 8x2 (t)

.

La stabilité quadratique ne peut être démontrée, i.e. @P qui vérifie les conditions de
stabilité de [Tanaka et al., 1998]. Un résultat en stabilité non quadratique est donné par :

P1 =

[
4, 34817 0, 04312
0, 04312 1, 61152

]

P2 =

[
2, 8858 −0, 93287
−0, 93287 1, 82830

]

Pour illustrer la propriété 3.4.1, remarquons que les valeurs propres de P1 − P2 sont :

λP1−P2 =

[
1, 9102
−0, 6646

]
.

Afin de montrer l’apport de l’utilisation de la fonction de Lyapunov non quadratique
en terme de stabilité, il est alors possible de représenter de manière graphique les équipo-
tentielles de la fonction de Lyapunov.

Les courbes équipotentielles de Lyapunov consistent à représenter l’état du système
telle que la fonction la fonction de Lyapunov V (x (t)) =

∑
i hi (z) xT Pix soit constante en

fonction des variables d’état. Les courbes de ”niveaux” ainsi obtenues décrivent les zones
de l’espace d’état d’équi-énergie. Contrairement au cas quadratique les courbes décrites
ne sont pas des ellipses et peuvent, comme c’est le cas ici, ne pas être convexes, figure
3.2. La seconde courbe figure 3.2 décrit une trajectoire de l’état avec comme conditions

Laboratoire d’Automatique et de Mécanique Industrielles et Humaines
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initiales x0 = [−20 − 30]T , et les figures 3.3 et 3.4 donnent, pour ces conditions initiales,
l’évolution temporelle pour les variables d’état et pour la fonction de Lyapunov.
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Figure 3.2. : Représentation des équipotentielles de Lyapunov
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Figure 3.3. : Représentation des variables d’état du système avec les CI x0 = [−20 − 30]T
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Figure 3.4. : Fonction de Lyapunov V (x (t)) =
∑

i hi (z) xT Pix, x0 = [−20 − 30]T

3.4.2. Analyse de la stabilité : 2ème approche

La manière de procéder est issue des travaux de [de Oliveira et al., 1999], où l’on
considère le système linéaire incertain discret suivant :

x (t + 1) = A (α) x (t) (3.21)

où les matrices dynamiques A (α) appartiennent à un ensemble polytopique convexe défini

par A :=
{

A (α) : A (α) =
∑N

i=1 αiAi,
∑N

i=1 αi = 1, αi ≥ 0
}

. En utilisant la stabilité de

Lyapunov le lemme suivant décrit les conditions de stabilité du système incertain.

Lemme 3.4.2. [de Oliveira et al., 1999] Le système incertain (3.21) est stable de façon
robuste dans le domaine incertain si et seulement si il existe une matrice P (α) = P T (α) >
0 tel que

AT (α) P (α) A (α)− P (α) < 0

pour tout α tel que A (α) ∈ A.

Comme il n’y a pas de moyen systématique pour définir les matrices P (α), une manière
de résoudre le problème est de se ramener à la recherche d’une seule matrice de Lyapu-
nov P (α) = P par inégalité matricielle (LMIs). Les résultats obtenus sont évidemment
conservatifs, le lemme suivant donne les conditions de stabilité quadratique :
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Lemme 3.4.3. [de Oliveira et al., 1999] Le système incertain (3.21) est stable de façon
robuste dans le domaine incertain s’il existe une matrice P > 0 telle que

AT
i PAi − P < 0 ∀i ∈ {1, . . . , N} .

Le théorème principal décrit dans les travaux de [de Oliveira et al., 1999] est le suivant :

Théorème 3.4.3. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe une matrice symétrique P > 0 telle que AT PA− P < 0.

(ii) il existe une matrice symétrique P et une matrice G telles que

[
P AT GT

GA G + GT − P

]
> 0. (3.22)

La condition (ii) découle directement d’une extension de la condition (i) via le complé-
ment de Schur en introduisant un nouvelle matrice G. Notons que la condition P > 0 est
directement issue du premier bloc de (3.22) et que G n’est pas une matrice symétrique.

Ceci permet d’écrire de nouvelles conditions suffisantes pour le système incertain :

Théorème 3.4.4. [de Oliveira et al., 1999] Le système incertain (3.21) est stable de façon
robuste dans le domaine incertain s’il existe un ensemble de matrices Pi et une matrice
G telle que [

Pi AT
i GT

GAi G + GT − Pi

]
> 0

pour tout i = {1, . . . , N}.

La similitude avec les modèles flous TS va permettre d’envisager une autre écriture
pour les conditions de stabilité non quadratiques. En considérant toujours la fonction de
Lyapunov non quadratique définie par :

V (x(t)) = xT (t)

[∑
i

hi (z(t)) Pi

]
x(t)

on peut déduire le théorème de stabilité suivant :

Théorème 3.4.5. Soit le système flou T-S discret x(k+1) =
∑r

i hi (z (t)) Ai (t) x (t). S’il
existe des matrices symétriques Pi et des matrices Gi, i ∈ {1, . . . , r} telles que :

∀i, j
[

Pi AT
i GT

j

GjAi Gj + GT
j − Pj

]
> 0 (3.23)

alors le modèle flou est globalement asymptotiquement stable.
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Proof. Considérons la fonction de Lyapunov non quadratique V (x (t)) suivante définie
par V (x (t)) = xT (t)

∑
i hi (z (t)) Pix (t) et en posant hi (z (t + 1)) = h+

i , pour que le
système soit stable il est nécessaire de vérifier ∆V (x (t)) < 0 ∀x (t) 6= 0. Avec :

∆V (x (t)) = V (x (t + 1))− V (x (t))

=

(
r∑

i=1

hiAix (t)

)T (
r∑

i=1

h+
i Pi

)(
r∑

i=1

hiAix (t)

)
− xT (t)

r∑
i=1

hiPix (t)

En utilisant :

Si ∀i, j
[

Pi AT
i GT

j

GjAi Gj + GT
j − Pj

]
> 0 alors

r∑
i=1

r∑
j=1

hih
+
j

[
Pi AT

i GT
j

GjAi Gj + GT
j − Pj

]
> 0

d’où [ ∑r
i=1 hiPi

(∑r
i=1 hiA

T
i

) (∑r
i=1 h+

j GT
j

)
(∑r

i=1 h+
j Gj

)
(
∑r

i=1 hiAi)
∑r

i=1 h+
j

(
Gj + GT

j − Pj

)
]

> 0 (3.24)

En multipliant à gauche par
[
I −∑r

i=1 hiA
T
i

]
et à droite par

[
I

−∑r
i=1 hiAi

]
, et en

posant G =
∑r

i=1 h+
j GT

j l’expression (3.24) devient :

r∑
i=1

hiPi −
(

r∑
i=1

hiA
T
i

)(
r∑

i=1

hiGAi

)
−

(
r∑

i=1

hiA
T
i GT

)(
r∑

i=1

hiAi

)

+

(
r∑

i=1

hiA
T
i

)
(
G + GT

)
(

r∑
i=1

hiAi

)

−
(

r∑
i=1

hiA
T
i

)(
r∑

i=1

h+
j Pj

)(
r∑

i=1

hiAi

)
= −∆V (x (t)) > 0

Remarque 3.4.1. Dans [de Oliveira et al., 1999], le système utilisé est décrit par x (t + 1) =
A (α) x (t), la différence principale avec un modèle flou TS est que A (α) ne dépend pas
du temps. On retrouve les conditions décrites dans [de Oliveira et al., 1999], en utilisant
hj à la place de h+

j (ce qui indique que les hi sont indépendantes du temps). Comme il
est évidemment impossible de déterminer la valeur des h+

j par rapport à la valeur aux
instants précédents hj, il est donc nécessaire de vérifier r2 conditions.

3.4.2.1. Exemple

Considérons le modèle flou décrit par les deux règles suivantes issu du modèle non
linéaire du §3.4.1.2 :

Si x1 (t) est F 1
1 (x1 (t)) alors

{
x1 (t + 1) = −0, 9x1 (t)
x2 (t + 1) = ax2 (t)
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Si x1 (t) est F 1
2 (x1 (t)) alors

{
x1 (t + 1) = −0, 36x1 (t)
x2 (t + 1) = x1 (t)− 0, 8x2 (t)

.

En utilisant les conditions du théorème 3.4.5, on peut démontrer la stabilité jusqu’à a =
0, 8896 avec les matrices d’états suivantes :

A1 =

[
0, 9 0
0 a

]
et A2 =

[
0 −0, 36
1 −0, 8

]
.

On retrouve la propriété 3.4.1, par exemple dans le cas où a = 0, 86 on obtient :

P1 =

[
248, 04 −2, 43
−2, 43 91, 22

]
, P2 = 102 ·

[
185, 01 −45, 06
−45, 06 100, 72

]

et

G1 =

[
72, 97 −2, 72
−2, 30 29, 39

]
, G2 =

[
51, 99 −7, 51
−15, 21 33, 60

]

Pour illustrer la propriété , remarquons que les valeurs propres de P1 − P2 sont :

λP1−P2 =

[
35, 64
−9, 27

]
.

Pour la stabilité, deux approches ont été décrites qui permettent d’étendre les condi-
tions de stabilité du cas quadratique. Les avantages et inconvénients des deux approches
vont apparâıtre dans le paragraphe suivant traitant de la stabilisation.

3.5. Stabilisation non quadratique

On s’intéresse dans cette partie à la stabilisation non quadratique des modèles flous,
en utilisant des lois de commande de type PDC et/ou CDF.

3.5.1. 1ère approche

Considérons le modèle flou en boucle fermée suivant :
x(t + 1) =

∑r
i=1 hi (z(t)) (Ai(t)x(t) + Biu(t)) en utilisant une loi de commande PDC :

u (t) = −
r∑

i=1

hiFix (t) (3.25)

le modèle en boucle fermée s’écrit :

x(t + 1) =

(
r∑

i=1

hi (z(t)) Ai −
r∑

i=1

r∑
j=1

hi (z(t)) hj (z(t)) BiFj

)
x(t) (3.26)

Les conditions de stabilisation sont données dans le théorème suivant :
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Théorème 3.5.1. Le modèle en boucle fermée (3.26) est globalement asymptotiquement
stable si ∃ Pi > 0 et Fi, ∀i ∈ {1 . . . r} telles que :

{
GT

iiPmGii − Pi < 0 ∀i,m ∈ {1 . . . r} ,

2
(

Gij+Gji

2

)T

· Pm ·
(

Gij+Gji

2

)
− Pi − Pj < 0 j > i, ∀i, m ∈ {1 . . . r} .

(3.27)

Proof. Avec ∆V (x (t)) = V (x (t + 1))−V (x (t)) il vient, toujours avec hi (z(t + 1)) = h+
i

:

∆V (x (t)) = xT

(∑
m

h+
m

∑
i

∑
j

∑

k

∑

l

hihjhkhl (Ai −BiFj)
T Pm (Ak −BkFl)

−
∑

i

hiPi

)
x

En posant Gij = Ai −BiFj après quelques manipulations simples :

∆V (x (t)) ≤ xT

(
1

4

∑
m

h+
m

(∑
i

∑
j

hihj (Gij + Gji)
T Pm (Gij + Gji)− 4

∑
i

hiPi

))
x

= xT

(∑
m

h+
m

(∑
i

∑
j

hihj

(
Gij + Gji

2

)T

Pm

(
Gij + Gji

2

)
−

∑
i

hiPi

))
x

= xT

(∑
m

h+
m

∑
i

h2
i

(
GT

iiPmGii − Pi

)

+
∑
m

h+
m

∑
i

∑
j>i

hihj

(
2

(
Gij + Gji

2

)T

Pm

(
Gij + Gji

2

)
− Pi − Pj

))
x

Le problème de résolution numérique est ici plus difficile, car le système d’équations
(3.27) est exprimé en terme d’inégalités bilinéaires matricielles (BMIs) qui ne possède pas
encore d’algorithmes de résolution efficaces. Néanmoins, en utilisant une CDF dans le cas
particulier ∀i, Bi = kiB et ki > 0, il est possible d’obtenir un problème sous forme de
LMIs.

3.5.1.1. Stabilisation dans un cas particulier

Dans le cas particulier : ∀i, Bi = kiB et ki > 0, et en utilisant une loi CDF, on rappelle
que le modèle en boucle fermée s’écrit [Guerra et al., 1999; Guerra et Vermeiren, 2000] :

x(t + 1) =
∑

i

hi (z(t)) (Ai −BiFi) x(t) (3.28)

Avec une fonction de Lyapunov non quadratique les conditions de stabilisation sont
résumées dans le théorème suivant qui est directement issu du théorème 3.4.2.
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Théorème 3.5.2. Le modèle en boucle fermée (3.28) est globalement asymptotiquement
stable si ∃ Pi, Pj > 0 et Fi, i, j ∈ {1 . . . r} telles que :

∀i, j (Ai −BiFi)
T Pj (Ai −BiFi)− Pi < 0. (3.29)

L’intérêt de ce cas particulier, est l’obtention d’un problème LMI. Effectivement, après
multiplication par P−1

i à droite et à gauche il vient :
(
P−1

i AT
i − P−1

i F T
i BT

i

)
Pj

(
AiP

−1
i −BiFiP

−1
i

)− P−1
i < 0 (3.30)

En utilisant le complément de Schur [El Ghaoui, 1997], avec Xi = P−1
i et Mi =

FiP
−1
i = FiXi, (3.30) devient :

∀ i, j

[
Xi XiA

T
i −MT

i BT
i

AiXi −BiMi Xj

]
> 0 (3.31)

Cette première approche a permis de proposer de nouvelles conditions de stabilisation
non quadratiques. Néanmoins la formulation LMI ne semble possible que dans un cas
particulier de modèles flous discrets et en utilisant une loi de commande de type CDF.
Un exemple à la fin de ce chapitre montre l’apport dans ce cas des nouvelles conditions.

Le paragraphe suivant utilise la deuxième approche qui va permettre de donner une
solution de type LMI au cas général des modèles flous discrets utilisant une PDC.

3.5.2. 2ème approche

Le but de cette seconde approche est de présenter de nouvelles conditions de stabi-
lisation pour les modèles flous MIMO discrets en se basant sur l’approche décrite dans
[de Oliveira et al., 1999]. Elle se place dans le cadre de l’utilisation d’un fonction candidate
de Lyapounov non quadratique (3.3) et d’une loi de commande PDC pour la stabilisa-
tion. La particularité de cette méthode est l’introduction d’une matrice G quelconque
dans les conditions de stabilité. Elle permet donc un degré de liberté supplémentaire pour
la résolution des inégalités de stabilisation.

Le théorème suivant permet de donner les conditions de stabilisation dans le cas non
quadratique pour un modèle flou TS associé à une loi PDC.

Théorème 3.5.3. Soit le système flou T-S discret : x(k + 1) =
∑r

i hi (z (t)) (Ai (t) x (t)
+Biu (t)) avec la loi de commande PDC, u (t) = −∑r

i=1 hiFix (t). S’il existe un ensemble
de matrices symétriques Pi, une matrice G et des gains de commande Fi tels que :

∀i, k
[

Pi GT
iiG

T

GGii G + GT − Pk

]
> 0, (3.32)

∀j > i, k

[
Pi + Pj (Gij + Gji)

T GT

G (Gij + Gji) 2
(
G + GT − Pk

)
]

> 0, (3.33)

avec Gij = (Ai −BiFj)
T , alors le modèle flou est globalement asymptotiquement stable.
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Proof. Considérons la fonction de Lyapunov non quadratique V (x (t)) suivante définie
par V (x (t)) = xT (t)

∑
i hi (z (t)) Pix (t). La démonstration est basée sur l’utilisation du

théorème 3.4.5 dans sa version transposée, ceci est du au fait de pouvoir obtenir les
produits GF T

i qui permettent une mise sous forme LMI. En posant hi (z (t + 1)) = h+
i , et

Gij = (Ai −BiFj)
T

Φkii =

[
Pi GT

iiG
T

GGii G + GT − Pk

]
, Φkij =

[
Pi + Pj (Gij + Gji)

T GT

G (Gij + Gji) 2
(
G + GT − Pk

)
]

si les inégalités (3.33) et (3.32) sont vérifiées alors l’expression suivante est vérifiée :

∑

k

h+
k

(∑
i

h2
i Φkii +

∑
i

∑
j>i

hihjΦkij

)
> 0

et est équivalente à : [ ∑
i hiPi αT

ijG
T

Gαij G + GT −∑
k h+

k Pk

]
> 0 (3.34)

avec αij =
∑

i h
2
i Gii +

∑
i

∑
j>i hihj (Gij + Gji) =

∑
i

∑
j hihjGij.

En multipliant à gauche par
[
I − αT

ij

]
et à droite par

[
I

−αij

]
, l’expression (3.34)

devient :
∑

i

hiPi − αT
ijG

T αij − αT
ijGαij +−αT

ij

(
G + GT

)
αij − αT

ij

∑

k

h+
k Pkαij = −∆V (x (t)) > 0

Remarque 3.5.1. Ces conditions peuvent être facilement décrites par des expressions LMIs
en effectuant le changement de variable Mi = GF T

i . Les conditions LMIs obtenues sont
alors les suivantes :

∀i, k
[

Pi AiG
T −BiMi

GAT
i −MT

i BT
i G + GT − Pk

]
> 0,

∀j > i, k

[
Pi + Pj AiG

T + AjG
T −BiMj −BjMi

GAT
i + GAT

j −MT
j BT

i −MT
i BT

j 2
(
G + GT − Pk

)
]

> 0,

Puis Fi = MT
i G−T . Notons que Pi > 0 est assurée par les premiers blocs des matrices

et que la régularité de G est assurée par le dernier bloc puisque G + GT > Pk > 0.
Notons également que le nombre de LMIs utilisées passe de r(r+1)

2
dans le cas quadratique

à r2(r+1)
2

.

Remarque 3.5.2. Dans le cas de la stabilisation, on ne peut pas, a priori, utiliser plusieurs
matrices Gi car la mise sous forme d’un problème LMI ne semble pas possible. Effecti-
vement, il est nécessaire de poser Mij = GiF

T
j et cette transformation ne permet plus

d’obtenir les Fj, i.e. rien ne garantit que MT
1jG

−T
1 = MT

2jG
−T
2 .
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Remarque 3.5.3. On retrouve les mêmes propriétés de réduction du nombre de LMIs dans
les cas particuliers de modèles flous. Si les matrices d’entrée vérifient ∀i ∃ki > 0, Bi = kiB,
en utilisant une loi de commande de type CDF au lieu d’une PDC, seules les LMIs (3.32)
sont nécessaires, le nombre de LMIs est alors r2 (r dans le cas quadratique).

3.6. Principe de séparation

Le dernier intérêt de cette approche non quadratique, est l’extension du principe de sé-
paration du cas quadratique. Rappelons que dans le cas quadratique, il existe un théorème
de séparation entre un observateur flou dont les variables de prémisse sont mesurables et
une loi de commande de type PDC [Ma et al., 1998], CDF [Guerra et Vermeiren, 1998] et
SSF [Vermeiren, 1998].

Dans ce cas, l’observateur utilise les mêmes variables de prémisse que le modèle flou
et s’écrit de la manière suivante :
Règle i de l’observateur :
Si z1(t) est F i

1 et z2(t) est F i
2 ... et zp (t) est F i

p

Alors

{
x̂(t + 1) = Aix̂(t) + Biu(t) + Ki(y(t)− ŷ(t))
ŷ(t) = Cix̂(t)

, i = 1, 2, . . . , r.

Après quelques manipulations, en utilisant une loi de commande PDC, on s’intéresse
à la stabilité du système complet suivant :

x (t + 1) =
∑

i

∑
j

hihj (Ai −BiFj) x (t) +
∑

i

∑
j

hihjBiFjx̃ (t) (3.35)

x̃ (t + 1) =
∑

i

∑
j

hihj (Ai −KjCi) x̃ (t)

avec x̃ (t) = x (t)− x̂ (t) (3.36)

La seule différence avec [Ma et al., 1998] est le remplacement de V (x (t)) = xT (t) Px (t)
par V (x (t)) = xT (t)

∑
i hiPix (t). Comme cette dernière fonction de Lyapunov vérifie les

même propriétés, i.e., il existe des réels c1, c2 et c3 tels que c1 ‖x‖2 ≤ V ≤ c2 ‖x‖2,
∆V ≤ −c3 ‖x‖2, le théorème de séparation reste donc valable.

Cela est vrai aussi bien pour la première approche que pour la deuxième. Enfin, on peut
aussi aisément, pour la partie observateur, remplacer la fonction de Lyapunov quadratique
V (x̃ (t)) = x̃T (t) Px̃ (t) par une fonction de Lyapunov non quadratique et conserver cette
propriété.

3.7. Exemples

Cette partie illustre les propriétés obtenues précédemment à l’aide de deux exemples.
Ils ont été construits en premier lieu pour montrer l’apport l’approche non quadratique.
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Un des exemples concerne le cas particulier ∀i ∃ki > 0, Bi = kiB, qui illustre le fait que les
problèmes LMIs, (3.31) issu de la première approche et (3.32) issu de la deuxième approche
ne sont pas équivalents, ce qui justifie de garder dans ce cas la première approche. Le
deuxième exemple quant à lui étant dans le cas général, il permet de justifier la deuxième
approche.

3.7.1. Exemple 1

Considérons le modèle non linéaire suivant :





x1 (t + 1) = x1 (t) + x2 (t) + 2x3 (t) + x1 (t) x2 (t) + x1 (t) x3 (t) + (3− 2x1 (t)) u (t)

x2 (t + 1) = −x1(t)
2

+ x2(t)
2

+
x2
1(t)

2
− x1(t)x2(t)

2
+ x1 (t) x3 (t)

x3 (t + 1) = x1 (t) + 3 (3− 2x1 (t)) u (t)
y (t) = x1 (t)

(3.37)
Avec x1 ∈ [−a, a] , z (t) = x1 (t), et le vecteur d’état : x (t) = [x1 (t) x2 (t) x3 (t)]T ,

le modèle flou à deux règles suivant représente exactement le modèle non linéaire (3.37)

avec F1 (t) = x1(t)+a
2a

et F2 (t) = a−x1(t)
2a

:
Si x1 (t) est F 1

1 (x1 (t)) alors





x (t + 1) =




1 1 + a 2 + a
a−1
2

a−1
2

a
1 0 0


 x (t)

+




3− 2a
0

3 (3− 2a)


 u (t)

y (t) =
[

1 0 0
]
x (t)

Si x1 (t) est F 1
2 (x1 (t)) alors





x (t + 1) =




1 1− a 2− a
−a+1

2
a+1
2

−a
1 0 0


 x (t)

+




3 + 2a
0

3 (3 + 2a)


 u (t)

y (t) =
[

1 0 0
]
x (t)

Et pour des raisons évidentes de commandabilité : a < 3
2
. En utilisant une loi de

commande de type PDC sur ce modèle flou et les conditions de stabilité [Tanaka et
al., 1998], la stabilisation peut-être démontrée si a ≤ 0, 653. En utilisant les conditions
relâchées [Tanaka et al., 1998], ce domaine est étendu à a ≤ 0, 802.

Notons que B2 = kB1 , avec k = 3+2a
3−2a

> 0, une loi de commande du type CDF est
donc applicable. Dans ce cas le domaine de stabilité est étendu à a ≤ 0, 996 en utilisant
une approche quadratique.
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Enfin, pour l’application de la stabilité non quadratique, la deuxième approche ne
permet pas d’étendre ce domaine (3.32), alors que la première approche (3.31) qui est
applicable dans ce cas permet de l’étendre à a ≤ 1, 035. Notons, par exemple pour a = 1,
que la proposition est vérifiée puisque la solution LMI obtenue donne :

P1 = 10−3 ×



0, 2342 0, 1935 0, 5039
0, 1935 0, 6577 0, 6143
0, 5039 0, 6143 1, 8079




P2 = 10−3 ×



1, 1549 −0, 8455 1, 3472
−0, 8455 0, 7934 −1, 0064
1, 3472 −1, 0064 1, 7661




et les valeurs propres de P1 − P2 sont : 10−3 × [
0, 0860 1, 5815 −2, 6822

]T
.

La sortie étant x1 (t), les prémisses de l’observateur flou ne dépendent que d’une va-
riable mesurée. On peut donc utiliser le théorème de séparation. Les résultats sont pré-
sentés figures 3.5 et 3.6. Les conditions initiales pour les simulations sont données par
x(0) = [0, 5 0, 1 0]T et x̂(0) = [0, 5 0 0]T , x1 étant mesurable on a x1 (0) = x̂1 (0).
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Figure 3.5. : Résultat en simulation : commande du système complet avec x (0) =
[0, 5 0, 1 0]T et x̂ (0) = [0, 5 0 0]T .
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Figure 3.6. : Résultat en simulation : variables d’état (système + observateur) du système
complet avec x (0) = [0, 5 0, 1 0]T et x̂ (0) = [0, 5 0 0]T

3.7.2. Exemple 2

Considérons le modèle flou à deux règles suivant utilisant les fonctions d’appartenance
F 1

1 (x1 (t)) = 1
π

(
π
2
− arctan (x1)

)
et F 1

2 (x1 (t)) = 1
π

(
π
2

+ arctan (x1)
)

:
Si x1 (t) est F 1

1 (x1 (t)) alors

x (t + 1) =

[ −0, 1 1
0, 25 −1

]
x (t) +

[
0, 65
0, 2

]
u (t)

Si x1 (t) est F 1
2 (x1 (t)) alors

x (t + 1) =

[ −1 −0, 5
−0, 75 2

]
x (t) +

[
1

0, 05

]
u (t)

Dans le cas quadratique, les conditions de stabilité [Tanaka et al., 1998] ne donnent
pas de résultats. Notons de plus, que même dans le cas d’une loi CDF, en utilisant les
relaxations décrites au chapitre 2, équations (2.8) et (2.9), il n’est pas possible de déter-
miner une solution à ce problème. Enfin, étant donné qu’il n’y a pas dépendance linéaire
entre B1 et B2, la première approche ne peut pas être utilisée. Pour cet exemple, seule la
deuxième approche permet de déterminer une solution pour ce modèle flou. En utilisant
(3.32) et (3.33) un résultat est donné par :

P1 =

[
35, 34 −152, 61
−152, 61 673, 22

]
,

P2 =

[
28, 76 −92, 71
−92, 71 312, 70

]
,

Mise en Œuvre de Lois de Commande pour les Modèles Flous de Type Takagi-Sugeno
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G =

[
42, 25 −157, 50
−163 642, 36

]
,

et les valeurs propres de P1 − P2 sont : [−3, 28 370, 38]T .

Les conditions initiales pour les simulations sont données par x(0) = [0, 2 − 0, 1]T .
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−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4
Variables d’états du système
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x
1

x
2

Figure 3.7. : Représentation des variables d’état du système avec les CI x(0) =
[0, 2 − 0, 1]T
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Figure 3.8. : Résultat en simulation : commande du système complet avec x(0) =
[0, 2 − 0, 1]T

3.8. Conclusion

Ce chapitre a permis de décrire la stabilité et la stabilisation de modèles flous en
utilisant une fonction de Lyapunov non quadratique prenant en compte le découpage du
modèle flou.

Dans le cas discret, deux approches ont été mises en œuvre, la première permet d’ob-
tenir des résultats en stabilité et en stabilisation dans un cas particulier de modèles flous,
mais ne permet pas de répondre au cas général des modèles flous, les conditions obtenues
étant des BMIs et la mise sous la forme d’un problème LMI semblant alors très difficile.

La deuxième approche du cas non quadratique permet à l’aide d’une transformation
basée sur le complément de Schur de déterminer un problème LMI dans le cas général.
Pour le moment, il semble qu’il faille garder les deux approches, étant donné que les
problèmes LMIs ne sont pas équivalents. Effectivement, si la deuxième est plus générale
que la première, dans le cas particulier où ∀i, Bi = ki · B et ki > 0, les conditions de la
première approche sont moins conservatives. Le théorème de séparation du cas quadratique
étant étendu facilement au cas non quadratique, on peut dire en conclusion, pour le cas
discret, que l’on a tout à gagner à utiliser les conditions de stabilité et de stabilisation
non quadratiques, et rien à perdre.
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Chapter 4
Application à un procédé réel : le double
pendule inversé

�À quoi bon soulever des montagnes quand
il est si simple de passer par dessus ?�
Boris Vian, écrivain surréaliste fran-
çais.

Γ∆ΘΛΞΠΣ
Υ Φ
Ψ Ω
β δ
ζ θ
λ ξ
φ ψ
ϑ   ∂ [ \ ]

C
es différentes recherches ont pu être appliquées sur un procédé réel développé
au sein du LAMIH (Laboratoire d’Automatique et de Mécanique Industrielles et
Humaines). Cette application concerne la commande en simulation et en temps

réel d’un système bien connu : le double pendule inversé. Cette plate-forme d’essais permet
de valider diverses lois de commande basées sur les modèles classiques linéaires ou non-
linéaires ou encore sur un modèle flou de type Takagi-Sugeno. Une plate-forme d’un simple
pendule déjà existante [Lebrun, 1997], [Vermeiren, 1998] a permis de mettre en œuvre le
double pendule après quelques modifications techniques.
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4.1. Introduction

De nombreuses méthodes de commande ont été testées sur ce type de plate-forme et
plus précisément sur le simple pendule inversé. En effet il est possible de trouver dans la
littérature des travaux concernant la commande d’un simple pendule inversé par des lois :

– basées sur un problème de contrôle d’énergie [Aström et Furuta, 1996], associées
à une séquence de balancement qui permet de relever le pendule de sa position
d’équilibre stable [Wei et al., 1995], [Vermeiren, 1998],

– basées sur la commande floue, soit en utilisant la notion d’ensembles flous et un régu-
lateur de type Mamdani [Yamakawa, 1989], [Kandel et al., 1993], [Lo et Kuo, 1998],
soit par la commande adaptative floue [Wang et al., 1996] ou encore en utilisant les
modèles de type Takagi-Sugeno [Vermeiren, 1998],

– basées sur les réseaux neuronaux [Anderson, 1989],
– basées sur la commande H∞ [Van Der Linden et Lambrechts, 1993],
– basées sur la méthode des moments [Jacob, 1995],
– basées sur la commande non linéaire [Wei et al., 1995],
– . . . .

En ce qui concerne la commande du double pendule inversé les exemples sont moins
nombreux. [Cheng et al., 1996] réalise la stabilisation d’un double pendule inversé par
une commande floue basée sur un régulateur de type Mandani. [Loftia, 1999] réalise la
commande floue en construisant les règles du régulateur en se basant sur la commande
du simple pendule. [Furuta et al., 1994] ont proposé un régulateur pour le double pendule
inversé en considérant une approche dans l’espace d’état et un observateur d’ordre réduit.

Le double pendule inversé est un système multivariable non linéaire instable avec des
constantes de temps très rapides. Cette plate-forme est reconnue pour être un système
difficilement stabilisable. Réaliser la commande en simulation et surtout en temps réel de
ce système multivariable fortement non linéaire et instable est un bon défi.
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4.2. Description de la plate forme

4.2.1. Le simple pendule inversé

La plate-forme a été réalisée dans le cadre d’un mémoire d’ingénieur CNAM [Lebrun,
1997]. Le simple pendule inversé, à partir duquel les modifications ont été faites afin de
réaliser un double pendule inversé, est composée d’un rail de guidage de 4 mètres avec
un chariot libre en translation de la socièté INA, pouvant supporter des vitesses linéaires
supérieures à 5 m/s (Cf. figure 4.1).

Figure 4.1. : La plate-forme d’essais : le simple pendule inversé

La motorisation du chariot est assurée par un moteur couple à aimants permanents de
marque PARVEX fourni par l’IUT GEII de Valenciennes couplé à un servo-amplificateur
de même marque. Ce dernier est assimilable à un régulateur de type PI, fournit un courant
impulsionnel de 40 ampères et autorise une tension d’entrée-sortie de ±10 volts.

La mesure de l’angle du pendule avec la verticale est réalisée par un codeur absolu de
la socièté IVO qui permet de transmettre un mot de 13 bits en liaison parallèle. Le pas
de codage est l’équivalent de 0.004̊ . Ce codeur est solidaire du chariot et porte sur son
axe le bras du pendule.

Le mesure de la position horizontale du chariot s’effectue grâce à un codeur incrémental
fixé sur l’axe d’entrâınement du rail de guidage. Ce codeur délivre 500 impulsions par tour
et possède deux voies décalées d’un quart de période permettant de detecter le sens de
déplacement du chariot. Il est aussi possible de le connecter via une interface RS422 qui
n’est pas utilisée dans le cadre du simple pendule. La valeur de la position du chariot
est donnée par le comptage/décomptage des impulsions. La précision de la mesure est de
0, 54 mm.

Le système permettant le traitement des différentes entrées et le pilotage du servo-
amplificateur est une carte d’acquisition entrée/sortie ATMIO-16-DE-10 de la société Na-
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tional Instruments montée dans un PC 486 DX 33Mhz. Tous les algorithmes de régulation
et d’aquisition sont programmés en C grâce aux librairies de LabWindows.

Un certain nombre de composants doivent être modifiés afin de passer au double
pendule inversé.

4.2.2. Modifications techniques

Du point du vue mécanique, un montage a été réalisé au sein du LAMIH afin de
permettre la mesure des angles des deux bras du pendule comme le montre la figure 4.2.
Un codeur identique au premier, solidaire lui aussi du chariot, permettra de donner la
valeur de l’angle du second bras. Le renvoi de la valeur de l’angle du codeur est réalisé
par un système de poulie et courroie crantée (Cf. figure 4.2).

⇒

Figure 4.2. : Passage du simple au double pendule inversé

Les développements concernant l’élaboration de lois de commande sont réalisés à l’aide
du logiciel Matlab/Simulink. Ce dernier permet une mise en œuvre rapide grâce à la simu-
lation aisée sous l’environnement graphique et à l’utilisation de bibliothèques spécialisées
(”Toolboxes”) pour le domaine de l’automatique. Le système de développement dSpace,
qui s’intègre à l’environnement Matlab/Simulink permet la validation rapide et directe
sur une maquette réelle.

Le schéma suivant montre tous les composants de la plate-forme d’essai.
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Carte d'acquisition

Armoire de
commande

Codeur
Incrémental

Rail de
Guidage

Chariot
MobileAccouplement

Moteur

Codeur angle
Pendule Supérieur

Codeur angle
Pendule Inférieur

Pendule Inférieur

Pendule Supérieur

Figure 4.3. : Schéma de principe du double pendule inversé

Une fois les modifications effectuées, la maquette finale réalisée dans le cadre de la
thèse est décrite par la figure 4.4.

Figure 4.4. : La plate-forme d’essais : le double pendule inversé

Afin de réaliser les simulations, un modèle du système réel est nécessaire. La partie
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suivante présente la détermination de différents modèles du double pendule inversé.

4.3. Modélisation du double pendule

Afin de réaliser la commande d’un tel système, une phase de modélisation est né-
cessaire pour permettre l’étude en simulation. À partir des équations de mouvement du
système chariot-pendule, un premier modèle mathématique non linéaire est calculé par les
équations de Lagrange. Afin de pouvoir appliquer des lois de commande, deux modèles
simplifiés sont dégagés :

(i) un modèle linéaire autour du point d’équilibre instable,

(ii) un modèle flou de type T-S, pour un domaine des angles plus important.

Le paragraphe suivant présente la mise en œuvre du modèle mathématique à partir du
modèle de connaissance.

4.3.1. Modèle de connaisance

Le double pendule inversé est composé d’un chariot mobile sur un rail de guidage. Le
double pendule, solidaire du chariot, est libre en rotation autour de deux axes, comme le
montre la figure 4.5.
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Figure 4.5. : Schéma de principe du double pendule inversé

La commande de ce système doit permettre la régulation de l’angle θ et β, respecti-
vement angle du bras inférieur avec la verticale et angle du bras supérieur avec la ver-
ticale, en partant d’une position initiale (θ0, β0) ∈ [−πrad, πrad], ainsi que la régulation
et la poursuite de la position x du chariot sur le rail en partant d’une position initiale
x0 ∈ [−1m, 1m].

Les équations éléctriques et mécaniques des différents composants de la plate-forme
fournissent un modèle de connaissance du système qui met en œuvre les différentes forces
décrites dans la figure 4.5.
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Lors des déplacements à grande vitesse (ce qui est le cas sur le pendule), les forces
dynamiques deviennent significatives et entrâınent des déviations de trajectoire [Lopez
et Foulc, 1984]. Dans ce cas les modèles géométriques (commande en position) et ciné-
matiques (commande en vitesse) sont inadaptés. Il devient nécessaire d’étudier le modèle
dynamique du système en tenant compte des forces inertielles, de Coriolis, centrifuges et
des couples moteurs.

Le but de la commande dynamique est de déterminer les forces ou les couples à ap-
pliquer aux articulations pour obtenir la configuration désirée à chaque instant. On écrit
alors :

Γ = F (q, q̇, q̈)

où Γ est le vecteur des forces généralisées, q, q̇, et q̈ désignent respectivement les co-
ordonnées, les vitesses et les accélérations généralisées.

Dans le cadre de notre étude le formalisme de Lagrange est utilisé.

Équations de Lagrange L’avantage de ce formalisme réside dans l’élimination des efforts
d’interaction. Le Lagrangien L d’un système est la différence entre l’énergie cinétique T
et l’énergie potentielle U [Boissonat et al., 1988] :

L = T − U

Par définition, les équations de Lagrange du système s’écrivent :

∂

∂t

(
∂L

∂q̇i

)
(q (t) , q̇ (t))− ∂L

∂qi

(q (t) , q̇ (t)) = Γi i = 1, 2, . . . , n (4.1)

où Γi désignent les forces généralisées n’intervenant pas dans l’énergie potentielle :
forces d’amortissement, forces et couples extérieurs et qi désignent les coordonnées généra-
lisées. Dans notre cas, d’après la figure 4.5, q = [x (t) , θ(t), β(t)] et q̇ =

[
d
dt

x(t), d
dt

θ(t), d
dt

β(t)
]
.

L’énergie cinétique T (q, q̇) peut être exprimée par une forme quadratique des vitesses
généralisées q̇ telle que :

T (q, q̇) = 1/2 q̇T (a(q)) q̇

où a(q) est une matrice symétrique d’ordre n.
L’énergie potentielle U peut être représentée par la somme des énergies potentielles de

chaque sous système mécanique :

U =
n∑

i=1

mighi

où mi représente la masse du sous système, et hi la hauteur du centre de gravité du sous
système par rapport au référentiel et g l’accélaration gravitationelle.

L’effet de l’ensemble moteur-poulies-rail de guidage et servo-amplificateur est assimilé
à un gain G intervenant sur la commande : la dynamique de cette ensemble est beaucoup
plus rapide que celle du système chariot-double pendule (ce régime transitoire n’affecte
pas le système).
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La figure 4.6 présente les différentes variables nécessaires à la réalisation du modèle.
Les caractéritisques du double pendule sont résumées dans le tableau suivant :

Notation Valeur

M Masse du Chariot
m1 Masse du pendule inférieur
l1 Demi longueur du pendule inférieur
m2 Masse du pendule supérieur
l2 Demi longueur du pendule supérieur
g Pesanteur
kO1 Coefficient de frottement au point O1

kO2 Coefficient de frottement au point O2

f Frottements
F (t) Force à appliquer au chariot
θ Angle entre le premier pendule et la verticale
β Angle entre le second pendule et la verticale
x Position du chariot

Table 4.1.: Tableau des variables du double pendule inversé.
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Figure 4.6. : Représentation des forces agissant sur le double pendule

Afin de calculer l’énergie cinétique du pendule, il est nécessaire de calculer les vitesses
des centres de gravité.
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Vitesses des centres de gravités D’après la figure 4.6 les vitesses des centres de gravité
sont données par les expressions suivantes [Tirmant, 2000] :

{
v1ph

= −l1θ̇ (t) cos θ (t)

v1pv = l1θ̇ (t) sin θ (t)
(4.2)

{
v2ph

= −2l1θ̇ (t) cos θ (t)− l2β̇ (t) cos β (t)

v2pv = 2l1θ̇ (t) sin θ (t) + l2β̇ (t) sin β (t)
(4.3)

avec θ, β les angles du double pendule et θ̇, β̇ les vitesses angulaires de chaque bras. Il
est alors possible de donner les équations de l’énergie cinétique du système.

Énergie cinétique T Son expression est donnée par :

T =
1

2
Mẋ2 +

1

2
m1

(
ẋ + v1ph

)2
+

1

2
m1v

2
1pv

+
1

2
m2

(
ẋ + v2ph

)2
+

1

2
m2v

2
2pv

et d’après (4.2) et ( 4.3) :

T =
1

2
Mẋ2 +

1

2
m1

(
ẋ− l1θ̇ cos θ

)2

+
1

2
m1

(
l1θ̇ sin θ

)2

+
1

2
m2

(
ẋ− 2l1θ̇ cos θ − l2β̇ cos β

)2

+
1

2
m2

(
2l1θ̇ sin θ + l2β̇ sin β

)2

(4.4)

=
1

2
(M + m1 + m2) ẋ2 − (m1 + 2m2) l1ẋθ̇ cos θ +

(
1

2
m1 + 2m2

)
l21θ̇

2

−m2l2ẋβ̇ cos β + 2m2l1l2θ̇β̇ cos (θ − β) +
1

2
m2l

2
2β̇

2 (4.5)

Énergie potentielle U L’expression de l’énergie potentielle est donnée par :

U = m1g (l1 + l1 cos θ) + m2g (2l1 + l2 + 2l1 cos θ + l2 cos β) (4.6)

= (m1 + 2m2) gl1 (1 + cos θ) + m2gl2 (1 + cos β) (4.7)

Calcul du Lagrangien Le Lagrangien est donnée par L = T−U et les équations d’Euler-
Lagrange s’écrivent :





d
dt

(
∂L
∂ẋ

)− ∂L
∂x

= F (t)− fẋ (t)
d
dt

(
∂L
∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= − (kO1 + kO2) θ̇ + kO2β̇

d
dt

(
∂L
∂β̇

)
− ∂L

∂β
= kO2 θ̇ − kO2β̇

(4.8)

en conséquence les équations du mouvement du système non linéaire sont données par :




M ′ẍ− P1θ̈ cos θ + P1θ̇
2 sin θ − P2β̈ cos β + P2β̇

2 sin β = Gu− fẋ

−P1ẍ cos θ + P4θ̈ + P3β̈ cos (θ − β)

+P3β̇
2 sin (θ − β)− P1g sin θ = − (kO1 + kO2) θ̇ + kO2 β̇

−P2ẍ cos β + P3θ̈ cos (θ − β)

−P3θ̇
2 sin (θ − β) + P5β̈ − P2g sin β = kO2 θ̇ − kO2 β̇

(4.9)
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avec M ′ = M+m1+m2, P1 = (m1 + 2m2) l1, P2 = m2l2, P3 = 2m2l1l2, P4 = (m1 + 4m2) l21
et P5 = m2l

2
2.

En posant X (t) =
[
x (t) θ (t) β (t) ẋ (t) θ̇ (t) β̇ (t)

]T

et Ẋ (t) =
[
ẍ (t) θ̈ (t) β̈ (t)

]
,

après quelques calculs, le système s’écrit sous la forme Ẋ (t) = f (X (t)) avec :

ẍ =
[[(

P4P5 − P 2
3 cos2 (θ − β)

) (
Gu− P1θ̇

2 sin θ − P2β̇
2 sin β − fẋ

)]

− [(−P1P5 cos θ + P2P3 cos β cos (θ − β))(
−P3β̇

2 sin (θ − β) + P1g sin θ − (kO1 + kO2) θ̇ + kO2 β̇
)]

+ [(−P1P3 cos θ cos (θ − β) + P2P4 cos β)(
P3θ̇

2 sin (θ − β) + P2g sin β + kO2 θ̇ − kO2 β̇
)]]

/ det (A) (4.10)

θ̈ =
[[
− (−P1P5 cos θ + P2P3 cos β cos (θ − β))

(
Gu− P1θ̇

2 sin θ − P2β̇
2 sin β − fẋ

)]

+
[(

M ′P5 − P 2
2 cos2 β

) (
−P3β̇

2 sin (θ − β) + P1g sin θ − (kO1 + kO2) θ̇ + kO2 β̇
)]

− [(M ′P3 cos (θ − β)− P1P2 cos θ cos β)(
P3θ̇

2 sin (θ − β) + P2g sin β + kO2 θ̇ − kO2β̇
)]]

/ det (A) (4.11)

β̈ =
[[

(−P1P3 cos θ cos (θ − β) + P2P4 cos β)
(
Gu− P1θ̇

2 sin θ − P2β̇
2 sin β − fẋ

)]

− [(M ′P3 cos (θ − β)− P1P2 cos θ cos β)(
−P1β̇

2 sin (θ − β) + P1g sin θ − (kO1 + kO2) θ̇ + kO2 β̇
)]

+
[(

M ′P4 − P 2
1 cos2 θ

)
(
P3θ̇

2 sin (θ − β) + P2g sin β + kO2 θ̇ − kO2 β̇
)]]

/ det (A) (4.12)

avec det (A) = M ′P4P5+2P1P2P3 cos θ cos β cos (θ − β)−P 2
2 P4 cos2 β−M ′P 2

3 cos2 (θ − β)−
P 2

1 P5 cos2 θ. À partir de ce modèle mathématique fortement non linéaire, un modèle li-
néarisé autour des très petits angles θ et β est calculé.

4.3.2. Modèles simplifiés

Le modèle mathématique basé sur le modèle de connaissance étant trop complexe et
très non linéaire, deux modèles simplifiés sont écrits. Le premier est un modèle linéarisé
autour du point de fonctionnement de l’équilibre instable, le second est un modèle flou
plus général, qui comprend un domaine des angles beaucoup plus vaste.

4.3.2.1. Modèle linéarisé

Dans ce modèle, de petites variations autour des angles θ = 0 et β = 0 sont considérées.
En remplaçant les termes non linéaires en sin et cos, par leurs développement limité au
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premier ordre et en négligeant les termes en θ̇2 et β̇2 le modèle linéarisé suivant est obtenu :

ẍ =
[[(

P4P5 − P 2
3

)
(Gu− fẋ)

]

−
[
(−P1P5 + P2P3)

(
P1gθ − (kO1 + kO2) θ̇ + kO2 β̇

)]

+
[
(−P1P3 + P2P4)

(
P2gβ + kO2 θ̇ − kO2 β̇

)]]
/ det (A) (4.13)

θ̈ = [[− (−P1P5 + P2P3) (Gu− fẋ)]

+
[(

M ′P5 − P 2
2

) (
P1gθ − (kO1 + kO2) θ̇ + kO2β̇

)]

−
[
(M ′P3 − P1P2)

(
P2gβ + kO2 θ̇ − kO2β̇

)]]
/ det (A) (4.14)

β̈ = [[(−P1P3 + P2P4) (Gu− fẋ)]

−
[
(M ′P3 − P1P2)

(
P1gθ − (kO1 + kO2) θ̇ + kO2β̇

)]

+
[(

M ′P4 − P 2
1

) (
P2gβ + kO2 θ̇ − kO2β̇

)]]
/ det (A) (4.15)

où det (A) = M ′P4P5 + 2P1P2P3 − P 2
2 P4 −M ′P 2

3 − P 2
1 P5.

4.3.2.2. Modèle flou TS

Le modèle décrit équations (4.10), (4.11) et (4.12), présente de nombreux termes non
linéaires. Pour obtenir, un découpage en nombre de règles minimal représentant sur un
intervalle des variables d’état, exactement le modèle non linéaire, il est nécessaire d’utiliser
une transformation sur les non linéarités suivantes :

– pour les variables d’état mesurables, θ et β :
sin (θ), sin (β), cos (θ), cos (β), cos2 (θ), cos2 (β), cos (θ − β) et cos2 (θ − β) ;

– pour les variables d’état non mesurables θ̇ et β̇ :
θ̇2sin (θ), β̇2sin (β), θ̇2sin (θ − β) et β̇2sin (θ − β).

Toutes ces fonctions étant bornées sur un intervalle des variables d’état, il est possible de
construire le modèle flou, Cf. chapitre 2, il sera alors composé de 212 = 4096 règles ! Il est
alors impératif de réaliser une réduction de ce nombre de règles. La structure spécifique
des termes non linéaires permet de faire des remarques intéressantes allant dans le sens
de la réduction de ce nombre de règles.

(i) Première remarque : il est possible d’utiliser la même transformation pour sin(x)
x

et
pour cos (x). Effectivement, pour x ∈ [−x0, x0] on peut écrire :

sin (x)

x
=

x0sin (x)− xsin (x0)

x (x0 − sin (x0))
· 1 +

x0 (x− sin (x))

x (x0 − sin (x0))
· sin (x0)

x0

,

cos (x) =
cos (x)− cos (x0)

1− cos (x0)
· 1 +

1− cos (x)

1− cos (x0)
· cos (x0) .
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La propriété intéressante sur les fonctions d’appartenance obtenues est (Cf. figure
4.7) :

pour x0 ∈
[
0,

π

2

[
, ∀x ∈ [−x0, x0] ,

∣∣∣∣
x0sin (x)− xsin (x0)

x (x0 − sin (x0))
− cos (x)− cos (x0)

1− cos (x0)

∣∣∣∣ < 2, 4%

Cette première remarque permet ”d’éliminer” les transformations sur les termes sui-
vants : cos (θ) et cos (β), le modèle flou obtenu est alors composé de 210 = 1024
règles.

(ii) Deuxième remarque : sur un intervalle de l’angle x ∈ [−x0, x0] (avec x0 entre 30o

et 50o) il est possible d’utiliser la même transformation pour cos (x) et cos2 (x).
Effectivement pour x ∈ [−x0, x0] on peut écrire :

cos2 (x) =
cos2 (x)− cos2 (x0)

1− cos2 (x0)
· 1 +

1− cos2 (x)

1− cos2 (x0)
· cos2 (x0) .

Une autre propriété intéressante est alors :

∀x ∈ [−x0, x0] ,

∣∣∣∣
cos2 (x)− cos2 (x0)

1− cos2 (x0)
− cos (x)− cos (x0)

1− cos (x0)

∣∣∣∣ < p%

avec, par exemple : pour x0 = 30o, p% = 1, 8%, pour x0 = 50o, p% = 5, 4%. Cette
deuxième remarque permet ”d’éliminer” les transformations sur les termes suivants :
cos2 (θ), cos2 (β) et cos2 (θ − β), le modèle flou obtenu est alors composé de 27 = 128
règles.

(iii) Troisième remarque : si l’on désire pouvoir utiliser le principe de séparation entre
le calcul des gains d’un observateur flou et d’une loi de commande (PDC, CDF ou
SSF) il est nécessaire que les variables de prémisse n’utilisent que variables mesu-
rables. Si les deux premières remarques ne correspondent qu’à des simplifications
mineures du modèle non linéaire, cette dernière remarque impose donc l’élimination
des termes θ̇2sin (θ), β̇2sin (β), θ̇2sin (θ − β) et β̇2sin (θ − β). Le modèle flou ob-
tenu est alors composé de 23 = 8 règles. Des essais ultérieurs montreront que cette
dernière remarque, bien que restrictive, se justifie en simulation et sur le système
réel.
Le vecteur des prémisses est alors : z (t) =

[
θ (t) β (t) cos (θ (t)− β (t))

]T
, et

avec f (x, x0) = x0sin(x)−xsin(x0)
x(x0−sin(x0))

, les fonctions d’appartenance sont :

F 1
1 (z1 (t)) = f (θ (t) , θ0), F 2

1 (z1 (t)) = 1− f (θ (t) , θ0),
F 1

2 (z2 (t)) = f (β (t) , β0), F 2
2 (z2 (t)) = 1− f (β (t) , β0),

F 1
3 (z3 (t)) = cos(θ(t)−β(t))−cos(θ0+β0)

1−cos(θ0+β0)
, F 2

3 (z3 (t)) = 1− F 1
3 (z3 (t)).
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Figure 4.7. : Fonctions d’appartenance des ensembles flous

À titre d’exemple une règle du modèle flou est donnée ci-après :

Règle 1 : Si θ (t) est F 1
1 et β (t) est F 1

2 et cos (θ (t)− β (t)) est F 1
3 alors :

ẋ (t) =




0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

0 −(P2P3−P1P5)P1g
den

(−P1P3+P2P4)P2g
den

−(P4P5−P 2
3 )f

den

0
(M ′P5−P 2

2 )P1g

den
−(M ′P3−P1P2)P2g

den
−(P1P5−P2P3)f

den

0 −(M ′P3−P1P2)P1g
den

(M ′P4−P 2
1 )P2g

den
−(−P1P3+P2P4)f

den

0 0
1 0
0 1

(−P1P5+P2P3−P1P3+P2P4)kO2
+(−P1P5+P2P3)kO1

den

(P1P5−P2P3+P1P3−P2P4)kO2

den
(−M ′P5+P 2

2−M ′P3+P1P2)kO2
+(−M ′P5+P 2

2 )kO1

den

(M ′P5−P 2
2 +M ′P3−P1P2)kO2

den
(M ′P3−P1P2+M ′P4−P 2

1 )kO2
+(M ′P3−P1P2)kO1

den

(−M ′P3+P1P2−M ′P4+P 2
1 )kO2

den




x (t)

+




0
0
0

P4P5−P 2
3

den
P1P5−P2P3

den−P1P3+P2P4

den




u (t)
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avec den = M ′P4P5 + 2P1P2P3 − P 2
2 P4 − M ′P 2

3 − P 2
1 P5 et M ′ = M + m1 + m2, P1 =

(m1 + 2m2) l1, P2 = m2l2, P3 = 2m2l1l2, P4 = (m1 + 4m2) l21 et P5 = m2l
2
2.

Le modèle flou complet est décrit en annexe A.1.

La seconde partie des travaux consiste à étudier la stabilisation en simulation du
système double pendule inversé, par deux lois de commande dans le cas discret en vue de
l’application réelle. Toute l’étude est faite à l’aide du modèle flou déterminé précédemment
et en utilisant la logiciel de calcul numérique Matlab .

4.4. Stabilisation du double pendule en simulation

Le double pendule inversé est un système instable, SIMO (”simple input”, ”multiple
output”), qui possède des non linéarités non négligeables dues à sa structure dynamique
et aux forces de friction. Il est très souvent utilisé pour la validation de lois de commande
et l’analyse de leurs performances [Cheng et al., 1996], [Terano et al., 1988].

Les objectifs de la commande d’un tel système sont de réguler les angles θ et β autour de
zéro (la position d’équilibre instable) et d’asservir la position x du chariot à une consigne
désirée.

Pour ces différentes simulations, le modèle non linéaire décrit par les expressions (4.10),
(4.11) et (4.12) issues des équation de Lagrange ont été utilisées. Les vitesses ẋ, θ̇ et β̇
n’étant pas accessibles, il est nécéssaire de les reconstruire. Deux types d’observateur
seront utilisés :

– un observateur linéaire, basé sur le modèle linéarisé du double pendule inversé,
– un observateur flou qui utilise les mêmes parties des prémisses que le modèle flou à

8 règles décrit plus haut,

Celui-ci ne rentre pas dans le cas particulier où les matrices Bi sont linéairement dépen-
dantes. Les lois de commandes appliquées seront de deux types : une loi linéaire (Linéaire
Quadratique) et une loi de type PDC. Une loi de commande de type CDF est envisa-
geable, en utilisant les résultats présentés au chapitre 2, i.e. les algorithmes de relaxation
utilisant des problèmes LMIs.

Afin de pouvoir, comparer ces lois de commande, le même observateur flou est utilisé.
Ce dernier est obtenu en utilisant les conditions de stabilité décrites dans [Tanaka et al.,
1998], [Guerra et al., 1999].

Les différents paramètres fixes du double pendule inversé sont décrits dans le tableau
suivant :
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Paramètre Valeur

M 33 kg.
m1 0, 25 kg.
l1 0, 2 m
m2 0, 25 kg.
l2 0, 2 m

g 9, 81 m.s-2

kO1 0, 00003 N.m/rad
kO2 0, 00003 N.m/rad
f 150N.m/rad
G 85

Table 4.2.: Tableau des paramètres numériques du double pendule inversé.

Deux autres paramètres sont nécessaires lors de l’utilisation soit du modèle flou, soit
de l’observateur flou, il s’agit des valeurs de θ0 et β0 qui décrivent le domaines de validité
des fonctions d’appartenances. Ces valeurs seront déterminées à l’aide des conditions de
stabilité données dans [Tanaka et al., 1998], [Guerra et al., 1999].

Il est important de noter que toutes les simulations ont été effectuées dans le cas
discret, en vue d’être appliquées au procédé réel.

Le point suivant montre l’intérêt de l’utilisation d’un observateur flou par rapport à
son homologue linéaire.

4.4.1. Calcul de l’observateur

4.4.1.1. Observateur flou vs observateur linéaire

Afin de montrer l’intérêt de l’utilisation d’un observateur flou, un premier essai est
effectué pour comparer une loi de commande linéaire associées à un observateur linéaire,
et la même loi de commande linéaire associée à un observateur flou sur le modèle non
linéaire du double pendule inversé décrit par les équations (4.10), (4.11) et (4.12).

Dans les deux cas, la synthèse de l’observateur et de la loi de commande linéaire a été
faite en utilisant les condition de stabilité décrite dans [Tanaka et al., 1998]. On se place
dans le cas où les conditions initiales sur les angles et la position sont identiques pour
le modèle et l’observateur x (0) = [0 θ0 β0 0 0 0]T et x̂ (0) = [0 θ0 β0 0 0 0]T . On constate
que le système non linéaire reste stable si θ0 ≤ 0, 358 rad et β0 ≤ 0, 3 rad dans le cas d’un
observateur linéaire et si θ0 ≤ 0, 376 rad et β0 ≤ 0, 3 rad dans le cas d’un observateur flou.
Outre le fait que le domaine de stabilité du modèle complet soit légèrement augmenté, il
est intéressant de noter, qu’avec la même loi linéaire, les vitesses θ̇ et β̇ sont beaucoup
mieux reconstruites et que les décrochements sur ces mêmes vitesses sont très réduits
comme le montre la figure 4.8.
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Figure 4.8. : Loi linéaire avec observateur linéaire et observateur flou : Variables d’états
non observables θ̇, β̇ et commande u avec les CI x (0) = [0 0, 32 0, 25 0 0 0]T

et x̂ (0) = [0 0, 32 0, 25 0 0 0]T .

4.4.1.2. Remarques sur la convergence des erreurs d’observation.

L’exemple précédent utilise des conditions initiales identiques pour le modèle et l’ob-
servateur. Dans le cas des variables de prémisse mesurables, il est possible d’initialiser
l’observateur avec les variables mesurées. Mais ceci n’est pas possible avec les variables
de prémisses non mesurables. Dans le cas réel, il risque donc d’y avoir une incertitude

Laboratoire d’Automatique et de Mécanique Industrielles et Humaines



4.4 Stabilisation du double pendule en simulation 97 / 138

sur les conditions initiales des vitesses. La convergence de l’erreur de prédiction d’état, en
simulation, doit alors être particulièrement ”soignée” pour ces variables.

L’observateur flou précédent a été calculé par résolution du problème LMI, qui ne
permet que difficilement de prendre en compte des performances. Le résultat dans le
cas de conditions initiales différentes sur les vitesses, figure 4.9, montre d’ailleurs que la
reconstruction des variables est loin d’être satisfaisante.
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Figure 4.9. : Loi linéaire avec observateur flou : Variables d’états non observables θ̇, β̇ et
avec les CI x (0) = [0 0, 2 0, 15 0 0, 5 0, 5]T et x̂ (0) = [0 0, 2 0, 15 0 0 0]T .

Afin d’introduire des paramètres de règlage pour l’observateur flou, un ”mélange”entre
synthèse quadratique et LMIs est réalisé. Une approche quadratique permettant d’assurer
une convergence rapide des vitesses est déterminé permettant de fixer le gain d’observation
du premier sous-modèle K1, qui correspond au modèle linéarisé. Les pôles de la boucle
fermée A1 − K1C1 sont donc fixés, et un placement de pôles permet de déterminer les
autres matrices de gain K2 à K8. La stabilité est assurée en vérifiant simplement qu’il
existe une matrice P > 0 qui vérifie le problème LMI suivant :

∀i ∈ {1, .., 8} , (Ai −KiC)T P (Ai −KiC)− P < 0

Il n’y a pas de sous modèles croisés puisque ∀i, Ci = C.
Après différents essais permettant d’ajuster les vitesses de convergence des erreurs

d’observation d’état sur les vitesses ẋ, θ̇ et β̇ on note que la variable d’état la plus difficile
à reconstruire est la vitesse angulaire du second pendule β̇. Les matrices de pondération
sont :

Qo = diag[ 10−2 10 10 10−2 106 108 ], et Ro = diag[ 10−4 1 1 ].
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et les résultats sont alors les suivants :

K1 =




1, 0003 0 0
0, 0005 1, 6004 −0, 0009
−0, 0001 −0, 0022 1, 9913
0, 1485 0, 0012 −0, 0004
0, 1764 200, 5936 −0, 5594
−0, 0257 −1, 3489 331, 0437




, K2 =




1, 0001 −0, 0077 −0, 0020
−0, 0335 1, 6399 0, 1102
−0, 0811 0, 1231 1, 9509
0, 1665 −2, 5228 −0, 6815
−11, 0610 213, 6458 36, 5825
−26, 9118 40, 5901 317, 3697




,

K3 =




0, 9993 −0, 0042 0, 0006
−0, 0296 1, 6619 0, 1272
−0, 0631 0, 1540 1, 9310
0, 0421 −1, 3944 0, 1879
−9, 7784 221, 0558 42, 1271
−20, 9504 50, 6304 310, 9123




, K4 =




1, 0000 −0, 0077 −0, 0021
−0, 0365 1, 6468 0, 1167
−0, 0842 0, 1341 1, 9441
0, 1781 −2, 5224 −0, 7131
−12, 0665 215, 9438 37, 7411
−27, 9605 44, 2375 315, 0902




,

K5 =




0, 9994 −0, 0054 −0, 0001
−0, 0342 1, 6616 0, 1275
−0, 0723 0, 1530 1, 9311
0, 0797 −1, 7710 −0, 0373
−11, 3007 220, 9578 42, 2279
−23, 9973 50, 2765 310, 9498




, K6 =




0, 9997 −0, 0044 0, 0056
0, 0449 1, 7482 0, 1771
0, 0722 0, 1998 1, 8429
0, 0973 −1, 4879 1, 8683
14, 8424 249, 7076 58, 8280
24, 0041 66, 1341 281, 4058




,

K7 =




0, 9994 −0, 0050 0, 0002
−0, 0328 1, 6619 0, 1275
−0, 0694 0, 1536 1, 9308
0, 0654 −1, 6463 0, 0552
−10, 8367 221, 0534 42, 2332
−23, 0380 50, 4858 310, 8719




, K8 =




1, 0001 −0, 0076 −0, 0013
−0, 0285 1, 6363 0, 1085
−0, 0668 0, 1148 1, 9545
0, 1271 −2, 4995 −0, 4213
−9, 4185 212, 4422 35, 9985
−22, 1533 37, 8329 318, 5602




.

A titre de comparaison, les mêmes conditions que précédemment sont fixées, et les
résultats donnés figure 4.10. La reconstruction est à présent quasiment parfaite.
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(b) Variables d’état β̇(k) et ˆ̇
β(k)

Figure 4.10. : Loi linéaire avec observateur flou : Variables d’états non observables θ̇, β̇ et
avec les CI x (0) = [0 0, 2 0, 15 0 0, 5 0, 5]T et x̂ (0) = [0 0, 2 0, 15 0 0 0]T .

Dans toutes les simulations suivantes, l’observateur flou pris en compte est celui qui
vient d’être décrit.

4.4.2. Loi de commande linéaire

On s’intéresse en premier lieu à déterminer les conditions qui permettent d’assurer
la vérification des LMIs correspondant à la stabilisation du modèle flou à 8 règles en
fonction des bornes θ0 et β0 de l’univers du discours des variables θ (k) et β (k). La figure
4.11 illustre ce domaine.
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Figure 4.11. : Région accessible pour une loi de commande linéaire.

Néanmoins, comme dans le cas de la synthèse de l’observateur, il est nécessaire d’in-
troduire des notions de performances dans le calcul de la commande.

Pour ce faire, la loi de commande est calculée comme minimisation du critère qua-
dratique J =

∫∞
0

(
XT (t) QcX (t) + UT (t) RcU (t)

)
dt les matrices de pondération étant

données par

Qc = diag
[

1 0 0 0 10 50
]
, et Rc = 1.

La matrice de gain de retour d’état obtenue est la suivante :

L = [0, 8443 61, 3800 − 76, 8337 0, 8423 − 0, 9565 − 8, 5183] .

Ce règlage se fait évidemment au ”prix” du domaine de stabilité, qui se réduit à θ0 ≤
0, 2 rad et β0 ≤ 0, 15 rad.

On se place dans le cas où les conditions initiales sur les angles et la position sont diffé-

rentes pour le modèle et l’observateur x (0) =
[
0 θ0 β0 0 θ̇0 β̇0 0

]T

et x̂ (0) = [0 θ0 β0 0 0 0]T .

Les résultats sont présentés dans les figures 4.12, 4.13 et 4.14.
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Figure 4.12. : Loi de commande linéaire avec observateur flou : x, θ et β avec les CI
x (0) = [0 0, 2 0, 15 0 0, 5 0, 5]T et x̂ (0) = [0 0, 2 0, 15 0 0 0]T .
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(a) Variables d’état ẋ(k) et ˆ̇x(k)
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Figure 4.13. : Loi de commande linéaire avec observateur flou : ẋ, θ̇ et θ̇ avec les CI
x (0) = [0 0, 2 0, 15 0 0, 5 0, 5]T et x̂ (0) = [0 0, 2 0, 15 0 0 0]T .

Laboratoire d’Automatique et de Mécanique Industrielles et Humaines



4.4 Stabilisation du double pendule en simulation 103 / 138

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

Temps (s)

C
om

m
an

de
 (

V
ol

t)

Commande Linéaire avec Observateur Flou

Commande Modèle Non Linéaire

Figure 4.14. : Loi de commande linéaire avec observateur flou : Commande u avec les CI
x (0) = [0 0, 2 0, 15 0 0, 5 0, 5]T et x̂ (0) = [0 0, 2 0, 15 0 0 0]T .

4.4.3. Loi de commande PDC

On s’intéresse en premier lieu à déterminer les conditions qui permettent d’assurer
la vérification des LMIs correspondant à la stabilisation du modèle flou à 8 règles en
fonction des bornes θ0 et β0 de l’univers du discours des variables θ (k) et β (k). La figure
4.15 illustre ce domaine.
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Figure 4.15. : Région accessible pour une loi de commande PDC.

Pour la commande, les matrices de pondération Qc et Rc du critère quadratique
J =

∫∞
0

(
XT (t) QcX (t) + UT (t) RcU (t)

)
dt sont constantes, respectivement définies non
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négative et positive,

Qc = diag
[

1 0 0 0 10 50
]
, et Rc = 1.

ont été utilisée afin de déterminer la matrice de gain de retour d’état du premier sous
modèle. Ensuite tous les autres sous modèles ont été calculés par placement de pôles
en prenant pour but, les pôles du premier sous modéle déjà calculé. Ce règlage se fait
évidemment au ”prix” du domaine de stabilité, qui se réduit à θ0 ≤ 0, 23 rad et β0 ≤
0, 18 rad. Les matrices de gain de retour d’état obtenues sont les suivantes :

F1 = [0, 8443 61, 3800 − 76, 8337 0, 8423 − 0, 9565 − 8, 5183] ,

F2 = [0, 2429 98, 3848 − 122, 9989 1, 8449 1, 1043 − 15, 0540] ,

F3 = [0, 8474 58, 2787 − 74, 3613 − 0, 8499 − 1, 2277 − 8, 3455] ,

F4 = [1, 2475 93, 0673 − 118, 6791 1, 8565 0, 5666 − 14, 6804] ,

F5 = [0, 8561 68, 0700 − 82, 8482 0, 8704 − 0, 7705 − 8, 8155] ,

F6 = [1, 2599 110, 0023 − 133, 4852 1, 8857 1, 6808 − 15, 7538] ,

F7 = [0, 8592 64, 4144 − 79, 9133 0, 8782 − 1, 0752 − 8, 6158] ,

F8 = [1, 2646 103, 6459 − 128, 2852 1, 8974 1, 0629 − 15, 3138] .

On se place dans le cas où les conditions initiales sur les angles et la position sont diffé-

rentes pour le modèle et l’observateur x (0) =
[
0 θ0 β0 0 θ̇0 β̇0 0

]T

et x̂ (0) = [0 θ0 β0 0 0 0]T .

Les résultats sont présentés dans les figures 4.16, 4.17 et 4.18.
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Figure 4.16. : Loi de commande PDC avec observateur flou : x, θ et β avec les CI x (0) =
[0 0, 2 0, 15 0 0, 5 0, 5]T et x̂ (0) = [0 0, 2 0, 15 0 0 0]T .
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Figure 4.17. : Loi de commande PDC avec observateur flou : ẋ, θ̇ et β̇ avec les CI x (0) =
[0 0, 2 0, 15 0 0, 5 0, 5]T et x̂ (0) = [0 0, 2 0, 15 0 0 0]T .

Laboratoire d’Automatique et de Mécanique Industrielles et Humaines



4.5 Stabilisation du double pendule en temps réel 107 / 138
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Figure 4.18. : Loi de commande PDC avec observateur flou : Commande u avec les CI
x (0) = [0 0, 2 0, 15 0 0, 5 0, 5]T et x̂ (0) = [0 0, 2 0, 15 0 0 0]T .

Sur ces premiers essais effectués en temps réel, il semble que la loi de commande PDC
permet d’éviter des décrochements constatés sur la loi de commande linéaire. Sur les
courbes présentées, le temps de stabilisation est à peu près identique, on notera toutefois,
que la commande linéaire atteint la valeur de saturation −4.

4.5. Stabilisation du double pendule en temps réel

Pour les différents essais effectués sur la maquette réelle, l’observateur flou décrit dans
le §4.4.1.2 est utilisé. Les mêmes matricesQo et Ro sont conservées pour calculer les dif-
férents gains d’observations K1 à K8. Les conditions initiales sur les angles θ et β sont
prises respectivement dans les intervalles [−0, 2rad 0, 2rad] et [−0, 15rad 0, 15rad].

Le paragraphe suivant présente la première approche utilisée, basée sur une commande
linéaire basée sur une synthèse quadratique.

4.5.1. Loi de commande linéaire quadratique

Ces essais constituent le premier jeu d’essais effectués sur le pendule réel.
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Figure 4.19. : Loi de commande Linéaire avec observateur linéaire : x et θ avec les CI
x (0) = [0 − 0, 17 − 0, 15 0 0 0]T .
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Figure 4.20. : Loi de commande linéaire avec observateur linéaire : β et u avec les CI
x (0) = [0 − 0, 17 − 0, 15 0 0 0]T .

La loi de commande obtenue permet de stabiliser le double pendule, en présentant de
fortes oscillations autour de 0.
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4.5.2. Loi de commande PDC
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Figure 4.21. : Loi de commande PDC avec observateur flou : Variables d’états observables
x θ avec les CI x (0) = [0 0, 2 0, 1 0 0 0]T .
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Figure 4.22. : Loi de commande PDC avec observateur flou : β et u avec les CI x (0) =
[0 0, 22 0, 1 0 0 0]T .

La loi de commande PDC présente de meilleures performances que la loi linéaire, tout
en gardant des oscillations autour de 0. Ces dernières sont dues à la bande morte du
pendule.
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4.6. Conclusion

Ce quatrième chapitre a permis de présenter une application de modélisation et de
commande sur un double pendule inversé. Après une modélisation basée sur les équations
dynamiques du système, un modèle flou a été obtenu à partir de plusieurs remarques
permettant de réduire le nombre de règles. Ce dernier a permis la mise en œuvre d’un
observateur flou composé de 8 règles.

Des essais ont été menés en simulation pour déterminer les domaines de validité de
lois de commandes de type linéaire et de type PDC. Enfin, quelques essais ont été menés
sur le système réel. Pour le moment, ces derniers essais ne sont pas concluants, et cela est
principalement dû aux paramètres du modèle qui nécessitent d’être estimés plus finement,
les frottements notamment. Ceci devra être réalisé à partir d’une optimisation de type
heuristique par exemple.

Enfin, pour pouvoir piloter ce système avec des conditions initiales sur les angles
quelconques, il sera nécessaire d’adjoindre une commande non linéaire de type séquence de
balancement, qui avait été réalisée pour le simple pendule [Vermeiren, 1998]. Il conviendra
alors d’affiner l’observateur flou, pour permettre de passer de cette loi de commande à
une loi de type PDC avec des conditions initiales sur les vitesses qui ne seront pas nulles.
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Chapter 5
Perspectives

�La théorie, c’est quand on sait tout et que
rien ne fonctionne. La pratique, c’est quand
tout fonctionne et que personne ne sait pour-
quoi.�
Albert Einstein.

Γ∆ΘΛΞΠΣ
Υ Φ
Ψ Ω
β δ
ζ θ
λ ξ
φ ψ
ϑ   ∂ [ \ ]

L
e début du chapitre 2 montre des façons de transformer un système non linéaire
affine en la commande en un modèle flou de type T-S, ainsi que l’importance de
ces transformations sur la conservativité des résultats obtenus en stabilité et

surtout en stabilisation. Le dernier chapitre propose alors des pistes permettant dans
certains cas de réduire le nombre de règles d’un modèle flou ou d’un observateur flou en
utilisation une mise sous une forme régulière du modèle non linéaire.

Sommaire

5.1. Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
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5.1. Introduction

Il semble que les commandes des modèles flous de type T-S arrivent à une certaine
”maturité”. Le début du chapitre 2 a montré des façons de transformer un système non
linéaire affine en la commande en un modèle flou de type T-S, ainsi que l’importance
de ces transformations sur la conservativité des résultats obtenus en stabilité et surtout
en stabilisation. La conservativité des résultats est évidemment due au fait de rechercher
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une matrice P > 0 unique pour tous les sous-modèles. En premier lieu, arriver à réduire
le nombre de sous-modèles est donc capital. En second lieu, pour un nombre de sous-
modèles donné, c’est la structure de ces sous-modèles qui peut se révéler importante. Par
exemple, avec un modèle de type T-S ayant la propriété : ∀i, Bi = B et une loi de type
PDC, il n’y a pas de sous-modèles croisés pour le modèle bouclé, ce qui permet d’éviter la
conservativité due aux LMIs croisées. Un autre exemple que l’on peut prendre concerne
le cas particulier des modèles flous T-S, rencontré plusieurs fois au cours de ce mémoire,
∀i, ∃ki > 0 Bi = kiB. Avec une loi de type PDC il est nécessaire de vérifier r(r+1)

2
LMIs. La

loi PDC remplacée par une loi CDF ramène ce nombre à r ce qui réduit la conservativité
des résultats.

Dans ce contexte, ce dernier chapitre propose des pistes de travail permettant de se
ramener vers des modèles possédant une des deux propriétés sur les matrices d’entrée.

5.2. Transformation des modèles T-S

En considérant un modèle flou de type T-S :

{
ẋ (t) =

∑r
i=1 hi (z (t)) (Aix (t) + Biu (t))

y (t) =
∑r

i=1 hi (z (t)) Cix (t)
(5.1)

le but est alors de se ramener à un modèle de la forme suivante, qui correspond à une
mise sous une forme régulière (5.2) :

{
ṡ1 (t) = fR

1 (s (t)) + D (s (t)) v (t)
ṡ2 (t) = fR

2 (s (t))
(5.2)

avec s1 (t) ∈ Rm et s2 (t) ∈ Rn−m et où D (s) est une matrice diagonale de rang plein
sur le domaine de validité de la transformation et v (t) est le nouveau vecteur des entrées.
L’intérêt de cette transformation est de se ramener à la forme suivante d’un modèle T-S :

{
ẋ (t) =

∑r
i=1 hi (z (t)) (Aix (t) + Bu (t))

y (t) =
∑r

i=1 hi (z (t)) Cix (t)
(5.3)

Cette forme permet donc de ne conserver à chaque fois que r LMIs pour la recherche
d’une loi de commande de type PDC. Un contexte général peut être donné faisant appel
à une transformation de type difféomorphisme [Guerra et al., 2000].

Pour illustrer ces propos, et l’intérêt de cette démarche, deux exemples sont pris en
compte.

5.3. Exemple 1

On considère le modèle non linéaire suivant :

{
ẋ1 (t) = f (x1 (t)) + x2(t)+u(t)

1+x2
2(t)

ẋ2 (t) = 2x1 (t) x2 (t) + 2x1 (t) u (t)

avec une fonction f non linéaire quelconque vérifiant : f (0) = 0, fmin ≤ f (x1) ≤ fmax et
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∀x2, |x2| < b. On peut écrire pour x1 (t) ∈ [−a , a] et x2 (t) ∈ [−b , b] :

x1 (t) = x1(t)+a
2a

· a + a−x1(t)
2a

· (−a) , x2
2 (t) =

x2
2(t)

b2
· b2 +

1−x2
2(t)

b2
· 0

et f (x1) = h1 (x1) α + h2 (x1) β avec : h1 (x1) = f(x1)−fmin

fmax−fmin
, h2 (x1) = fmax−f(x1)

fmax−fmin
, α = fmax

et β = fmin.
En utilisant 8 règles il est alors possible de proposer pour x1 (t) ∈ [−a , a] et x2 (t) ∈

[−b , b] un modèle T-S représentant le modèle non linéaire.
Si on recherche maintenant une forme régulière, le vecteur d’entrée s’écrivant :

g (x) =

[ 1
1+x2

2

2x1

]
.

La fonction λ (x) = −x2
1 + arctan (x2) est telle que : ∂λ(x)

∂x
· g (x) = 0 , ce qui permet de

définir le difféomorphisme suivant :
{

z1 = x1

z2 = −x2
1 + arctan (x2)

,

qui est global puisque le Jacobien est donné par :

J =

[
1 0

−2x1
1

1+x2
2

]
.

Avec ce changement de variables on aboutit au modèle non linéaire suivant :

{
ż1 (t) = f (z1 (t)) +

tan(z2(t)+z2
1(t))+u(t)

1+tan2(z2(t)+z2
1(t))

ż2 (t) = −2z1 (t) f (z1 (t))
.

Avec : u (t) = −x2 (t) + (1 + x2
2 (t)) (v (t)− f (x1 (t))) on aboutit à :

{
ż1 (t) = v (t)
ż2 (t) = −2z1 (t) f (z1 (t))

. (5.4)

En utilisant (5.4) on aboutit donc au modèle T-S suivant à deux règles :

Si x2 (t) est h1 (x2 (t)) alors : ż (t) =

[
0 0

−2fmax 0

]
z (t) +

[
1
0

]
v (t),

Si x2 (t) est h2 (x2 (t)) alors : ż (t) =

[
0 0

2fmin 0

]
z (t) +

[
1
0

]
v (t).

En choisissant une PDC, i.e. : u (t) = (h1 (x1 (t)) F1 + h2 (x1 (t)) F2) z (t) il suffit de
déterminer P = X−1 , M1 = F1X

−1 et M2 = F2X
−1 qui vérifient les LMIs suivantes :

i = 1, 2 XAT
i + AiX −BiMi −MT

i BT
i < 0

Enfin, la loi de commande obtenue est alors de la forme :

u (t) = −x2 (t) +
(
1 + x2

2 (t)
) ·(

(h1 (x1 (t)) F1 + h2 (x1 (t)) F2)

[
x1 (t)

−x2
1 (t) + arctan (x2 (t))

]
− f (x1 (t))

)
.
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Notons, évidemment, que si ce type de mise sous forme régulière peut s’avérer in-
téressante dans certains cas, elle ne peut l’être dans un contexte général. La raison est
simplement due au fait que, si ce type de transformation permet d’obtenir de bonnes
propriétés sur les matrices des entrées, elle peut ”complexifier” le reste du modèle, i.e.
introduire plus de non linéarités et donc un nombre de découpages plus important.

5.4. Exemple 2

On considère le modèle non linéaire suivant :




ẋ1 (t) = 2x2
1 (t) + x2 (t) + u (t)

ẋ2 (t) = x1 (t)− 4x3
1 (t)− 2x1 (t) x2 (t)− 2x1 (t) u (t)

y (t) = x1 (t)

On peut écrire pour x1 (t) ∈ [−a , a] :

x1 (t) = x1(t)+a
2a

· a + a−x1(t)
2a

· (−a) , x2
1 (t) =

x2
1(t)

a2 · a2 +
1−x2

1(t)

a2 · 0 qui permet d’écrire un
modèle flou TS avec 4 règles, donc un observateur flou à 4 règles également avec :

A1 =

[
2a 1

1− 4a2 −2a

]
, A2 =

[
2a 1
1 −2a

]
, A3 =

[ −2a 1
1− 4a2 2a

]
, A4 =

[ −2a 1
1 −2a

]
,

B1 = B2 =

[
1
−2a

]
, B3 = B4 =

[
1
2a

]
et C1 = C2 = C3 = C4 =

[
1 0

]
.

Si on utilise les conditions de stabilité classiques associées à une loi de type PDC, on
aboutit à des résultats très conservatifs : on ne peut prouver la stabilité que si a < 0, 707.

On peut alors déterminer un difféomorphisme qui permette une mise sous forme régu-

lière et l’obtention d’une loi de commande. Le vecteur d’entrée s’écrit : g (x) =

[
1

−2x1

]
.

λ (x) = x2
1+x2 est telle que : ∂λ

∂x
·g (x) = 0 , ce qui permet de définir le difféomorphisme sui-

vant :

{
z1 = x1

z2 = x2
1 + x2

, qui est global puisque le Jacobien est donné par : J =

[
1 0

2x1 1

]
.

Avec ce changement de variables on aboutit au modèle non linéaire suivant :

{
ż1 (t) = z2

1 (t) + z2 (t) + u (t)
ż2 (t) = z1 (t)

.

Clairement, ce dernier peut toujours être stabilisé en utilisant une loi de commande
du type : u (t) = −z2

1 (t) + f1z1 (t) + f2z2 (t) . Avec par exemple, f1 = −2 et f2 = −2 la
loi de commande obtenue est : u (t) = −3x2

1 (t)− 2x1 (t)− 2x2 (t).
L’intérêt cette fois-ci est de pouvoir associer cette loi de commande non linéaire avec

un observateur flou. Ce dernier est en plus très simple à obtenir puisqu’il suffit de le
réaliser sur le nouveau modèle flou obtenu, le nombre de règles passant de 4 à 2.

Ce dernier peut être obtenu très facilement, sans recours aux LMIs puisque avec
∀i, Ci =

[
1 0

]
et le découpage de x1 (t) il est possible de construire un observa-

teur tel que : A1 −K1C = A2 −K2C. En se fixant un but en observation, par exemple,
PButObservation (p) = p2 + 4p + 4, il vient immédiatement :
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K1 =

[
4− a

5

]
, K2 =

[
4 + a

5

]

La structure générale de l’observateur est alors donnée par :

Si x1 (t) est h1 (x1 (t)) alors : ż (t) =

[
a 1
1 0

]
z (t) +

[
1
0

]
u (t) +

[
4− a

5

]
(y (t)− ŷ (t))

Si x1 (t) est h2 (x1 (t)) alors : ż (t) =

[ −a 1
1 0

]
z (t)+

[
1
0

]
u (t)+

[
4 + a

5

]
(y (t)− ŷ (t))

et :

{
x1 = z1

x̂2 = ẑ2 − x2
1

. A titre d’illustration, la figure donne un exemple de réponse pour

les conditions initiales suivantes : x (0) = [0, 5 0, 7]T et x̂ (0) = [0, 5 0]T .

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

Temps (s)

x
1

x
1
 observée

Figure 5.1. : Variables x1avec les CI x (0) = [0, 5 0, 7]T et x̂ (0) = [0, 5 0]T .
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Figure 5.2. : Variables x2avec les CI x (0) = [0, 5 0, 7]T et x̂ (0) = [0, 5 0]T .
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

Temps (s)

Commande

Figure 5.3. : Commande u avec les CI x (0) = [0, 5 0, 7]T et x̂ (0) = [0, 5 0]T .

En conclusion de ce dernier chapitre, il semble très intéressant de pouvoir utiliser
des transformations sur les modèles flous de type T-S. Il faudrait étudier le cas général
permettant de ramener un modèle de T-S, éq. (5.1) vers un modèle sous forme régulière
(5.3). Au delà de cela il semble également intéressant de trouver s’il existe une classe
spécifique de ces modèles où cette transformation s’avère réellement judicieuse, plutôt
que de réaliser, comme cela a été le cas ici, une étude au cas par cas.

On peut alors arriver à ”mélanger” les outils issus de la commande floue et les outils
issus du non linéaire. Le deuxième exemple en est une bonne illustration puisqu’il permet
d’associer de façon simple une loi de commande non linéaire et un observateur flou.
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Conclusion Générale

�Il est rare de trouver un homme qui se
livre trois ans à l’étude, sans avoir en vue
un salaire...�
Confucius, Philosophe, historien et homme
d’État chinois. Extrait de ”Entretiens
du Mâıtre avec ses disciples”.

Γ∆ΘΛΞΠΣ
Υ Φ
Ψ Ω
β δ
ζ θ
λ ξ
φ ψ
ϑ   ∂ [ \ ]

C
ette thèse a trâıté de la mise en œuvre de lois de commande pour les modèles
flous de types Takagi-Sugeno.

Le premier chapitre a proposé un rapide rappel sur la commande floue basée sur la
recopie du savoir faire d’un opérateur humain, et quelques types de régulateur que l’on
trouve classiquement dans la littérature. La plupart des notions que l’on retrouve dans
ce contexte correspondent à des extensions du cas linéaire, RF-PID, modèle interne flou,
modes glissants flous etc. Les approches plus récentes se placent dans l’espace d’état et
utilisent des modèles de type Takagi Sugeno. Ils peuvent être obtenus soit par identification
entrée/sortie soit à partir d’un modèle non linéaire. Il semble difficile de justifier le mot
”flou” dans ce contexte, puisqu’il n’est plus du tout fait appel à un expert qui a une
connaissance subjective du procédé, mais bien à des outils mathématiques qui permettent
une mise sous la forme d’un modèle T-S. Il reste bien évidemment, que sans le passé
dû à la commande floue, ce type de modèles n’aurait peut-être jamais vu le jour. Le
premier chapitre présente alors les résultats les plus couramment utilisés en stabilité et
stabilisation pour ce type de modèles flous, aussi bien en continu qu’en discret.

Si on se place dans le cas d’une approche basée sur des fonctions de Lyapunov qua-
dratiques, il semble qu’il n’y ait plus grand chose à gagner par rapport aux travaux de
[Tanaka et al., 1998]. Il nous semble alors, que si l’on garde une approche de type qua-
dratique, l’effort doit être porté soit sur la modélisation, nombre de règles d’un modèle
T-S, structure des matrices, par exemple, soit sur la loi de commande à appliquer. Ces
deux points font l’objet du deuxième chapitre, et on montre qu’il est possible d’améliorer
la conservativité des résultats en modifiant la loi de commande. Il semble également que
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toute amélioration se fait au détriment de quelque chose. Dans le cas du changement de
la loi de commande, les conditions deviennent des BMIs au lieu de LMIs.

Une deuxième façon d’envisager une amélioration est alors de ”quitter” le cadre quadra-
tique. Le troisième chapitre propose un contexte d’études utilisant des fonctions de Lya-
punov non quadratiques prenant en compte les prémisses des modèles flous. Les conditions
obtenues contiennent de fait celles du cas quadratique, et permettent donc de diminuer
la conservativité des résultats. Cette fois-ci l’amélioration se fait au détriment du nombre
de conditions LMIs mises en œuvre.

Une application à un double pendule inversé est proposée dans le chapitre quatre. Une
modélisation permet de proposer un modèle non linéaire, qui est ensuite transformé et
réduit à un modèle flou à 8 règles qui sert de base à la construction d’un observateur
flou. Deux types de lois de commande ont été proposées ainsi que quelques essais sur le
système réel.

Enfin, le dernier chapitre revient sur l’effort qui doit être apporté à la mise sous la
forme d’un modèle de type T-S. Une mise sous forme régulière par l’intermédiaire d’une
transformation sur les variables d’état peut, d’une part, permettre de réduire le nombre de
non linéarités présentes, et d’autre part, mettre le modèle T-S dans une forme particulière
des matrices d’entrée qui réduit le nombre de conditions à vérifier.

Pour terminer ce mémoire, plusieurs remarques peuvent être faites. On a fait de moins
en moins de flou pour faire de plus en plus de commande, quelques améliorations ont pu
être proposées sans pouvoir faire ”sauter” quelques uns des ”verrous” inhérents à ce type
de méthodes. On peut effectivement se poser certaines questions.

Les notions de performance, qui sont capitales pour les systèmes réels, sont très difficiles
à formaliser en utilisant les LMIs, et il est alors nécessaire d’avoir recours à des ”mélanges”
pas forcément ”orthodoxes”.

En restant dans un contexte ”flou”, peut-on encore envisager d’introduire des connais-
sances subjectives a priori dans ce type d’études ?

Au lieu de considérer ce type d’approche, qui revient à utiliser des outils classiques
de l’automatique à d’autres outils venant, même de loin, du flou, il serait certainement
judicieux de proposer des notions utilisant le potentiel des ensembles flous, vers une théorie
de la stabilité floue ?
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Lund Institute of Technology, 1999.

[Kandel et al., 1993] A. Kandel, L. Li, et Z. Cao. Fuzzy inference and its applicability to
control systems. Fuzzy Sets and Systems, 48 :99–111, 1993.

[Kaufmann, 1973] A. Kaufmann. Introduction à la théorie des sous-ensemble flous
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diplôme d’ingénieur CNAM.

[Lee, 1990a] C.C. Lee. Fuzzy logic in control systems : fuzzy logic controller - part I.
IEEE Transactions on Systems, Man and Cybernetics, 20 :404–418, 1990.

[Lee, 1990b] C.C. Lee. Fuzzy logic in control systems : fuzzy logic controller - part II.
IEEE Transactions on Systems, Man and Cybernetics, 20 :419–435, 1990.

[Leung et al., 1996] F.H.F. Leung, L.K. Wong, et P.K.S. Tam. Fuzzy model based control-
ler for an inverted pendulum. Electronics Letters, 32(18) :1683–1685, 1996.

[Lo et Kuo, 1998] J.C. Lo et Y.H. Kuo. Decoupled fuzzy sliding-mode control. IEEE
Transactions on Fuzzy Systems, 6(3) :426–435, 1998.

[Loftia, 1999] A. Loftia. Two stage inverted pendulum. Internet : http://marg.ntu.ac.
uk/~lotfia/course/twostage.htm, 1999.

[Lopez et Foulc, 1984] P. Lopez et J.N. Foulc. Introduction à la Robotique. P.S.I. Éditest,
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[Melin et Ruiz, 1997] C. Melin et F. Ruiz. A passivity framework for fuzzy control sys-
tem stability : case of two-input-single-output fuzzy controller. Dans 6th International
conference on fuzzy systems, pages 367–370, Barcelona, Spain, 1997.

[Melin et Vidolov, 1996] C. Melin et B. Vidolov. Stabilisation of linear systems by fuzzy
controllers (Part I). RAIRO-APII-JESA, 30 (5) :675–705, 1996. (in french).

[Miyamoto et al., 1987] S. Miyamoto, S. Yasunobu, et H. Ihara. Predictive fuzzy control
and its application to automatic train operation systems. Analysis of Fuzzy Information,
1987. CRC Press, New York.

[Nakamori, 1994] Y. Nakamori. Fuzzy modeling for adaptative process control, chapitre
Fuzzy control systems. A. Kanel and G. Langholz, 1994.

[Nesterov et Nemirovski, 1994] Yu. Nesterov et A. Nemirovski. Interior point polynomial
methods in convex programming : Theory and applications. SIAM, Philadelphia, PA,
1994.

[Nikoukhah et al., 1995] R. Nikoukhah, F. Delebecque, et L. El Ghaoui. LMITOOL : a
package for LMI optimization in Scilab, 1995. http://www-rocq.inria.fr/scilab/.
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Appendix A
Le double pendule inversé

A.1. Modèle flou du double pendule inversé

Il est possible d’écrire le modèle flou de type Takagi-Sugeno du double pendule inversé.
Ce modèle comporte 8 règles.

Les huit règles décrivant le modèle flou sont :

Règle 1 : Si θ (t) est F 1
1 et β (t) est F 1

2 et cos (θ (t)− β (t)) est F 1
3 alors :

ẋ (t) =




0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

0 −(P2P3−P1P5)P1g
den

(−P1P3+P2P4)P2g
den

−(P4P5−P 2
3 )f

den

0
(MP5−P 2

2 )P1g

den
−(MP3−P1P2)P2g

den
−(P1P5−P2P3)f

den

0 −(MP3−P1P2)P1g
den

(MP4−P 2
1 )P2g

den
−(−P1P3+P2P4)f

den

0 0
1 0
0 1

(−P1P5+P2P3−P1P3+P2P4)kO2
+(−P1P5+P2P3)kO1

den

(P1P5−P2P3+P1P3−P2P4)kO2

den
(−MP5+P 2

2−MP3+P1P2)kO2
+(−MP5+P 2

2 )kO1

den

(MP5−P 2
2 +MP3−P1P2)kO2

den
(MP3−P1P2+MP4−P 2

1 )kO2
+(MP3−P1P2)kO1

den

(−MP3+P1P2−MP4+P 2
1 )kO2

den




x (t)

+




0
0
0

P4P5−P 2
3

den
P1P5−P2P3

den−P1P3+P2P4

den




u (t)

avec den = MP4P5 + 2P1P2P3 − P 2
2 P4 −MP 2

3 − P 2
1 P5.



132 / 138 Annexe A : Le double pendule inversé

Règle 2 : Si θ (t) est F 1
1 et β (y) est F 1

2 et cos (θ (t)− β (t)) est F 2
3 alors la représentation

d’état est :

ẋ (t) =




0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

0 −(P2P3−P1P5 cos(θ0+β0))P1g
den

(−P1P3 cos(θ0+β0)+P2P4)P2g
den

−(P4P5−P 2
3 cos2(θ0+β0))f

den

0
(MP5−P 2

2 )P1g

den
−(MP3 cos(θ0+β0)−P1P2)P2g

den
−(P1P5−P2P3 cos(θ0+β0))f

den

0 −(MP3 cos(θ0+β0)−P1P2)P1g
den

(MP4−P 2
1 )P2g

den
−(−P1P3 cos(θ0+β0)+P2P4)f

den

0
1
0

(−P1P5+P2P3 cos(θ0+β0)−P1P3 cos(θ0+β0)+P2P4)kO2
+(−P1P5+P2P3 cos(θ0+β0))kO1

den
(−MP5+P 2

2−MP3 cos(θ0+β0)+P1P2)kO2
+(−MP5+P 2

2 )kO1

den
(MP3 cos(θ0+β0)−P1P2+MP4−P 2

1 )kO2
+(MP3 cos(θ0+β0)−P1P2)kO1

den

0
0
1

(P1P5−P2P3 cos(θ0+β0)+P1P3 cos(θ0+β0)−P2P4)kO2

den
(MP5−P 2

2 +MP3 cos(θ0+β0)−P1P2)kO2

den
(−MP3 cos(θ0+β0)+P1P2−MP4+P 2

1 )kO2

den




x (t)

+




0
0
0

P4P5−P 2
3 cos2(θ0+β0)

den
P1P5−P2P3 cos(θ0+β0)

den−P1P3 cos(θ0+β0)+P2P4

den




u (t)

avec den = MP4P5 + 2P1P2P3 cos (θ0 + β0)− P 2
2 P4 −MP 2

3 cos2 (θ0 + β0)− P 2
1 P5 .

Règle 3 : Si θ (t) est F 1
1 et β (y) est F 2

2 et cos (θ (t)− β (t)) est F 1
3 alors la représentation

d’état est :

ẋ (t) =




0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

0 −(P2P3−P1P5 cos β0)P1g
den

(−P1P3+P2P4 cos β0)P2g
sin β0

β0

den

−(P4P5−P 2
3 )f

den

0
(MP5−P 2

2 cos2 β0)P1g

den

−(MP3−P1P2 cos β0)P2g
sin β0

β0

den
−(P1P5−P2P3 cos β0)f

den

0 −(MP3−P1P2 cos β0)P1g
den

(MP4−P 2
1 )P2g

sin β0
β0

den
−(−P1P3+P2P4 cos β0)f

den
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0
1
0

(−P1P5+P2P3 cos β0−P1P3+P2P4 cos β0)kO2
+(−P1P5+P2P3 cos β0)kO1

den
(−MP5+P 2

2 cos2 β0−MP3+P1P2 cos β0)kO2
+(−MP5+P 2

2 cos2 β0)kO1

den
(MP3−P1P2 cos β0+MP4−P 2

1 )kO2
+(MP3−P1P2 cos β0)kO1

den

0
0
1

(P1P5−P2P3 cos β0+P1P3−P2P4 cos β0)kO2

den
(MP5−P 2

2 cos2 β0+MP3−P1P2 cos β0)kO2

den
(−MP3+P1P2 cos β0−MP4+P 2

1 )kO2

den




x (t)

+




0
0
0

P4P5−P 2
3

den
P1P5−P2P3 cos β0

den−P1P3+P2P4 cos β0

den




u (t)

avec den = MP4P5 + 2P1P2P3 cos (β0)− P 2
2 P4 cos2 (β0)−MP 2

3 − P 2
1 P5.

Règle 4 : Si θ (t) est F 1
1 et β (y) est F 2

2 et cos (θ (t)− β (t)) est F 2
3 alors la représentation

d’état est :

ẋ (t) =




0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 −(P2P3 cos β0 cos(θ0+β0)−P1P5)P1g
den

(−P1P3 cos(θ0+β0)+P2P4 cos β0)P2g
sin β0

β0

den

0
(MP5−P 2

2 cos2 β0)P1g

den

−(MP3 cos(θ0+β0)−P1P2)P2g
sin β0

β0

den

0 −(MP3 cos(θ0+β0)−P1P2 cos β0)P1g
den

(MP4−P 2
1 )P2g

sin β0
β0

den

1
0
0

−(P4P5−P 2
3 cos2(θ0+β0))f

den−(P1P5−P2P3 cos β0 cos(θ0+β0))f
den−(−P1P3 cos(θ0+β0)+P2P4 cos β0)f
den
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0
1
0

(−P1P5+P2P3 cos β0 cos(θ0+β0)−P1P3 cos(θ0+β0)+P2P4 cos β0)kO2
+(−P1P5+P2P3 cos β0 cos(θ0+β0))kO1

den
(−MP5+P 2

2 cos2 β0−MP3 cos(θ0+β0)+P1P2 cos β0)kO2
+(−MP5+P 2

2 cos2 β0)kO1

den
(MP3 cos(θ0+β0)−P1P2 cos β0+MP4−P 2

1 )kO2
+(MP3 cos(θ0+β0)−P1P2 cos β0)kO1

den

0
0
1

(P1P5−P2P3 cos β0 cos(θ0+β0)+P1P3 cos(θ0+β0)−P2P4 cos β0)kO2

den
(MP5−P 2

2 cos2 β0+MP3 cos(θ0+β0)−P1P2 cos β0)kO2

den
(−MP3 cos(θ0+β0)+P1P2 cos β0−MP4+P 2

1 )kO2

den




x (t)

+




0
0
0

P4P5−P 2
3 cos2(θ0+β0)

den
P1P5−P2P3 cos β0 cos(θ0+β0)

den−P1P3 cos(θ0+β0)+P2P4 cos β0

den




u (t)

avec den = MP4P5+2P1P2P3 cos (β0) cos (θ0 + β0)−P 2
2 P4 cos2 (β0)−MP 2

3 cos2 (θ0 + β0)−
P 2

1 P5.

Règle 5 : Si θ (t) est F 2
1 et β (y) est F 1

2 et cos (θ (t)− β (t)) est F 1
3 alors la représentation

d’état est :

ẋ (t) =




0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

0
−(P2P3−P1P5 cos θ0)P1g

sin θ0
θ0

den
(−P1P3 cos θ0+P2P4)P2g

den

−(P4P5−P 2
3 )f

den

0
(MP5−P 2

2 )P1g
sin θ0

θ0

den
−(MP3−P1P2 cos θ0)P2g

den
−(P1P5 cos θ0−P2P3)f

den

0
−(MP3−P1P2 cos θ0)P1g

sin θ0
θ0

den

(MP4−P 2
1 cos2 θ0)P2g

den
−(−P1P3 cos θ0+P2P4)f

den

0
1
0

(−P1P5 cos θ0+P2P3−P1P3 cos θ0+P2P4)kO2
+(−P1P5 cos θ0+P2P3)kO1

den
(−MP5+P 2

2−MP3+P1P2 cos θ0)kO2
+(−MP5+P 2

2 )kO1

den
(MP3−P1P2 cos θ0+MP4−P 2

1 cos2 θ0)kO2
+(MP3−P1P2 cos θ0)kO1

den
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0
0
1

(P1P5 cos θ0−P2P3+P1P3 cos θ0−P2P4)kO2

den
(MP5−P 2

2 +MP3−P1P2 cos θ0)kO2

den
(−MP3+P1P2 cos θ0−MP4+P 2

1 cos2 θ0)kO2

den




x (t)

+




0
0
0

P4P5−P 2
3

den
P1P5 cos θ0−P2P3

den−P1P3 cos θ0+P2P4

den




u (t)

avec den = MP4P5 + 2P1P2P3 cos (θ0)− P 2
2 P4 −MP 2

3 − P 2
1 P5 cos2 (θ0).

Règle 6 : Si θ (t) est F 2
1 et β (y) est F 1

2 et cos (θ (t)− β (t)) est F 2
3 alors la représentation

d’état est :

ẋ (t) =




0 0 0
0 0 0
0 0 0

0
−(P2P3 cos(θ0+β0)−P1P5 cos θ0)P1g

sin θ0
θ0

den
(−P1P3 cos θ0 cos(θ0+β0)+P2P4)P2g

den

0
(MP5−P 2

2 )P1g
sin θ0

θ0

den
−(MP3 cos(θ0+β0)−P1P2 cos θ0)P2g

den

0
−(MP3 cos(θ0+β0)−P1P2 cos θ0)P1g

sin θ0
θ0

den

(MP4−P 2
1 cos2 θ0)P2g

den

1
0
0

−(P4P5−P 2
3 cos2(θ0+β0))f

den−(P1P5 cos θ0−P2P3 cos(θ0+β0))f
den−(−P1P3 cos θ0 cos(θ0+β0)+P2P4)f
den

0
1
0

(−P1P5 cos θ0+P2P3 cos(θ0+β0)−P1P3 cos θ0 cos(θ0+β0)+P2P4)kO2
+(−P1P5 cos θ0+P2P3 cos(θ0+β0))kO1

den
(−MP5+P 2

2−MP3 cos(θ0+β0)+P1P2 cos θ0)kO2
+(−MP5+P 2

2 )kO1

den
(MP3 cos(θ0+β0)−P1P2 cos θ0+MP4−P 2

1 cos2 θ0)kO2
+(MP3−P1P2)kO1

den
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0
0
1

(P1P5 cos θ0−P2P3 cos(θ0+β0)+P1P3 cos θ0 cos(θ0+β0)−P2P4)kO2

den
(MP5−P 2

2 +MP3 cos(θ0+β0)−P1P2 cos θ0)kO2

den
(−MP3 cos(θ0+β0)+P1P2 cos θ0−MP4+P 2

1 cos2 θ0)kO2

den




x (t)

+




0
0
0

P4P5−P 2
3 cos2(θ0+β0)

den
P1P5 cos θ0−P2P3 cos(θ0+β0)

den−P1P3 cos θ0 cos(θ0+β0)+P2P4

den




u (t)

avec den = MP4P5 + 2P1P2P3 cos (θ0) cos (θ0 + β0) − P 2
2 P4 − MP 2

3 cos2 (θ0 + β0) −
P 2

1 P5 cos2 (θ0).

Règle 7 : Si θ (t) est F 2
1 et β (y) est F 2

2 et cos (θ (t)− β (t)) est F 1
3 alors la représentation

d’état est :

ẋ (t) =




0 0 0
0 0 0
0 0 0

0
−(P2P3 cos θ0−P1P5 cos β0)P1g

sin θ0
θ0

den

(−P1P3 cos θ0+P2P4 cos β0)P2g
sin β0

β0

den

0
(MP5−P 2

2 cos2 β0)P1g
sin θ0

θ0

den

−(MP3−P1P2 cos θ0 cos β0)P2g
sin β0

β0

den

0
−(MP3−P1P2 cos β0 cos θ0)P1g

sin θ0
θ0

den

(MP4−P 2
1 cos2 θ0)P2g

sin β0
β0

den

1
0
0

−(P4P5−P 2
3 )f

den−(P1P5 cos θ0−P2P3 cos β0)f
den−(−P1P3 cos θ0+P2P4 cos β0)f
den

0
1
0

(−P1P5 cos θ0+P2P3 cos β0−P1P3 cos θ0+P2P4 cos β0)kO2
+(−P1P5 cos θ0+P2P3 cos β0)kO1

den
(−MP5+P 2

2 cos2 β0−MP3+P1P2 cos θ0 cos β0)kO2
+(−MP5+P 2

2 cos2 β0)kO1

den
(MP3−P1P2 cos θ0 cos β0+MP4−P 2

1 cos2 θ0)kO2
+(MP3−P1P2 cos θ0 cos β0)kO1

den
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0
0
1

(P1P5 cos θ0−P2P3 cos β0+P1P3 cos θ0−P2P4 cos β0)kO2

den
(MP5−P 2

2 cos2 β0+MP3−P1P2 cos θ0 cos β0)kO2

den
(−MP3+P1P2 cos θ0 cos β0−MP4+P 2

1 cos2 θ0)kO2

den




x (t)

+




0
0
0

P4P5−P 2
3

den
P1P5 cos θ0−P2P3 cos β0

den−P1P3 cos θ0+P2P4 cos β0

den




u (t)

avec den = MP4P5 +2P1P2P3 cos (θ0) cos (β0)−P 2
2 P4 cos2 (β0)−MP 2

3 −P 2
1 P5 cos2 (θ0).

Règle 8 : Si θ (t) est F 2
1 et β (y) est F 2

2 et cos (θ (t)− β (t)) est F 2
3 alors la représentation

d’état est :

ẋ (t) =




0 0 0
0 0 0
0 0 0

0
−(P2P3 cos β0 cos(θ0+β0)−P1P5 cos θ0)P1g

sin θ0
θ0

den

(−P1P3 cos β0 cos(θ0+β0)+P2P4 cos β0)P2g
sin β0

β0

den

0
(MP5−P 2

2 cos2 β0)P1g
sin θ0

θ0

den

−(MP3 cos(θ0+β0)−P1P2 cos θ0 cos β0)P2g
sin β0

β0

den

0
−(MP3 cos(θ0+β0)−P1P2 cos θ0 cos β0)P1g

sin θ0
θ0

den

(MP4−P 2
1 cos2 θ0)P2g

sin β0
β0

den

1
0
0

−(P4P5−P 2
3 cos2(θ0+β0))f

den−(P1P5 cos θ0−P2P3 cos β0 cos(θ0+β0))f
den−(−P1P3 cos θ0 cos(θ0+β0)+P2P4 cos β0)f
den

0
1
0

(−P1P5 cos θ0+P2P3 cos β0 cos(θ0+β0)−P1P3 cos θ0 cos(θ0+β0)+P2P4 cos β0)kO2
+(−P1P5 cos θ0+P2P3 cos β0 cos(θ0+β0))kO1

den
(−MP5+P 2

2 cos2 β0−MP3 cos(θ0+β0)+P1P2 cos θ0 cos β0)kO2
+(−MP5+P 2

2 cos2 β0)kO1

den
(MP3 cos(θ0+β0)−P1P2 cos θ0 cos β0+MP4−P 2

1 cos2 θ0)kO2
+(MP3 cos(θ0+β0)−P1P2 cos θ0 cos β0)kO1

den
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0
0
1

(P1P5 cos θ0−P2P3 cos β0 cos(θ0+β0)+P1P3 cos θ0 cos(θ0+β0)−P2P4 cos β0)kO2

den
(MP5−P 2

2 cos2 β0+MP3 cos(θ0+β0)−P1P2 cos θ0 cos β0)kO2

den
(−MP3 cos(θ0+β0)+P1P2 cos θ0 cos β0−MP4+P 2

1 cos2 θ0)kO2

den




x (t)

+




0
0
0

P4P5−P 2
3 cos2(θ0+β0)

den
P1P5 cos θ0−P2P3 cos β0 cos(θ0+β0)

den−P1P3 cos θ0 cos(θ0+β0)+P2P4 cos β0

den




u (t)

avec den = MP4P5+2P1P2P3 cos (θ0) cos (β0) cos (θ0 + β0)−P 2
2 P4 cos2 (β0)−MP 2

3 cos (θ0 + β0)−
P 2

1 P5 cos2 (θ0)a
Pour toutes les règles du modèle flou :

y(t) =




1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0


 x(t),

x(t) =




X(t)
θ(t)
β(t)

Ẋ(t)

θ̇(t)

β̇(t)




,

et M = M + m1 + m2, P1 = (m1 + 2m2) l1, P2 = m2l2, P3 = 2m2l1l2, P4 = (m1 + 4m2) l21
et P5 = m2l

2
2.
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Mise en œuvre de loi de commandes pour les modèles flous de type
Takagi-Sugeno.

Résumé : Comme dans le cas linéaire, il est nécessaire d’étudier la stabilité des boucles de régulation
floue. Dans la plupart des cas, l’étude de la stabilité et de la stabilisation est faite par une approche
utilisant une fonction de Lyapunov quadratique. Des propriétés de stabilité et de stabilisation peuvent
alors être déduites par la résolution d’un ensemble d’inégalités linéaires matricielles (LMIs).
Ce mémoire propose quelques travaux basés sur l’utilisation de la méthode de Lyapunov, pour effectuer
la synthèse de lois de commande pour des modèles utilisant une représentation floue de type Takagi-
Sugeno. La formulation LMI et son potentiel de résolution seront utilisés afin d’étendre les conditions
de stabilité trouvés dans la littérature.
Dans un premier temps, quelques propriétés qui permettent de ”passer” d’un modèle non linéaire
affine en la commande à un modèle flou de type Takagi Sugeno sont proposées, ainsi que de nouvelles
conditions de stabilité basées sur l’utilisation d’une loi de type CDF (Compensation et Division pour
modèles Flous).
Ensuite, une seconde approche, basée sur l’utilisation d’une fonction de Lyapunov non quadratique,
est présentée. Les travaux présentés sont focalisés sur le cas discret. Deux approches différentes sont
utilisées pour obtenir des conditions de stabilité non quadratiques. La première approche correspond
globalement à une extension du cas quadratique au cas non quadratique. La deuxième approche
mise en œuvre est basée sur une proposition de transformation matricielle. Toutes les propositions
sont illustrées par des exemples qui permettent de montrer que les conditions obtenues sont moins
conservatives que leurs équivalents quadratiques.
Ces résultats théoriques ont été appliqués à un système connu en simulation et en temps réel : le
double pendule inversé.
Enfin, quelques pistes sont données pour les travaux futurs dans la dernière partie. Elles consistent
à obtenir une forme régulière pour les modèles flous T-S permettant de réduire, dans certains cas, la
conservativité des résultats de stabilité et de stabilisation.

Mots clés : Modèle flou, commande floue, commande multi-variable, commande CDF, commande
PDC, stabilité de Lyapunov, stabilité quadratique, stabilité non quadratique, observateur flou, inégal-
ité linéaire matricielle (LMI), double pendule inversé.

Design and implementation of control law for Takagi-Sugeno fuzzy
models.

Abstract : As in the linear case, stability of closed loop including a fuzzy regulator is a key point.
In most of cases, the study of stability and stabilisation is done using quadratic Lyapunov functions.
Stability and stabilisation conditions are then derived using Linear Matrix Inequalities (LMIs).
This thesis proposes some works based on Lyapunov functions to do the synthesis of control laws for
Takagi Sugeno fuzzy models. The potential of LMI formulation is used in order to extend classical
results found in the literature.
A first part deals with the obtention of a Takagi Sugeno fuzzy model according to a non linear model
affine in the control. The classical control law for fuzzy model is turned out into another control law
called CDF (Compensation and Division for Fuzzy models).
A second part proposes to use a non quadratic Lyapunov function for stability and stabilisation of
T-S fuzzy models, and is mainly done in the discrete case. Two different approaches are considered.
A first one corresponds to an extension of the quadratic case. The second one is based on a matrix
transformation. These two approaches outperform the results of the quadratic case, and are illustrated
on several examples.
An application to the well-known double inverted pendulum is also done.
At last some tracks for future works are also given in a last part, consisting in obtaining a regular form
for T-S fuzzy models allowing to reduce, in some case, the conservatism of stability and stabilisation
results.

Keywords : Fuzzy model, fuzzy control, multivariable control, CDF control law, PDC control law,
Lyapunov stability, quadratic stability, non quadratic stability, fuzzy observer, linear matrix inequality
(LMI), double inverted pendulum.


