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INTRODUCTION

Ce travail est le résultat de trois ans de doctorat au Laboratoire de Mathématiques
Jean Leray (LMJL) au sein du département Mathématiques, Informatique et Biologie
(MIB) a I’Ecole Centrale de Nantes. Cette thése permet le rapprochement de deux dis-
ciplines de recherche : les mathématiques avec Mazen Saad et la biologie avec Aurélien
Serandour, autour d’une thématique commune. La thématique commune s’articule autour
de la problématique suivante : comment les mathématiques peuvent-elles aider un patient
atteint d'un cancer ? Plus spécifiquement, dans le cadre de cette these, on s’est intéressé a
la notion de "médecine personnalisée" autour de patients atteints d’un cancer spécifique :
le Glioblastome Multiforme (GBM). Cette thématique peut s’aborder de plusieurs fagons
a ’échelle, tres générale, des Mathématiques. Le domaine des mathématiques utilisé dans
cette these est celui de I'analyse numérique. On va présenter ici deux axes de recherche
autour de cette thématique. Un premier travail porte sur la modélisation analytique et
numeérique de ’évolution temporelle des cellules tumorales dans le cadre d’'un patient at-
teint de GBM. Un second travail porte sur la résolution des problémes inverses issus de
modeles de type diffusion-réaction dans un contexte de données rares en temps.

Le reste de l'introduction s’organise de la maniere suivante :

e présentation des notions et thématiques biologiques et mathématiques qui vont étre

utilisées dans la suite du manuscrit,

e breve introduction des contributions de la these donnant, notamment, le contexte

et les apports de chaque contribution pour la communauté scientifique,

e liste des publications produites pendant la these.

Notions et thématiques de la these

Autour de la biologie
Médecine personnalisée

La médecine personnalisée s’intéresse a la personnalisation des prises en charge des

patients a partir de leurs spécificités biologiques. Concretement, le but est d’adapter le
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Introduction

parcours de soins d'un patient pour optimiser l'efficacité de sa prise en charge. Ce type
de médecine part du postulat que des patients partageant des particularités identiques
auront tendance a nécessiter la méme prise en charge. La prise en charge d’'un nouveau
patient est alors orientée grace a ’analyse des patients partageant les mémes informations
biologiques et les mémes biomarqueurs au niveau des voies moléculaires des maladies, de
)

la génétique, de la protéomique ainsi que de la métabolomique.

La disponibilité de grandes quantités d’information en santé (big data santé) permet
l'essor de la médecine personnalisée. Par ailleurs, ce type de médecine est trés pluridisci-

)

plinaire, car son utilisation demande des connaissances en traitement des données, modé-
lisation, et médecine (entre autres). Les différents experts et chercheurs de ces domaines
peuvent donc réfléchir ensemble au devenir des patients dans le contexte d’une maladie,

alors qu’auparavant, cette question restait avant tout pour une question de médecine.

Glioblastome Multiforme (GBM)

L’Organisation Mondiale de la Santé (OMS) définit le Glioblastome Multiforme (GBM)
comme un cancer astrocytaire de grade IV. Il s’agit de la tumeur cérébrale la plus fré-
quente et la plus mortelle. Malgré la recherche active pour un nouveau traitement, le taux
de survie est tres faible : la survie médiane est d’environ 15 mois et seulement 5% des
patients survivent au moins 5 ans apres le diagnostic.

On estime a 2000 le nombre de nouveaux cas histologiques en France métropolitaine
(ANOCEF 2018 [3]). L’age médian est d’environ 64 ans (Ostrom et al. 2015 [79]). Le
référentiel Glioblastome de TANOCEF reporte une grande méconnaissance des facteurs
de risque d'un GBM. Les facteurs identifiés n’expliquent d’ailleurs qu’une faible proportion
des gliomes, y compris les cas familiaux des gliomes qui représentent moins de 5% des cas
(ANOCEF 2018 [3]). Le diagnostic repose sur deux types d’examen : un examen d’imagerie
et un examen anatomo-pathologique.

La méthode d’imagerie est 'IRM (Imagerie par Résonance Magnétique), elle est tres
fréquente pour analyser des zones cérébrales. Le standard pour le GBM consiste en 1'ac-
quisition de plusieurs séquences : séquence T1 avant et apres 'injection d'un produit de
contraste (gadolinium). La recommandation est de réaliser plus de séquences comme des
séquences T2 Flair, T1 post-Gd, T2 axiales ou des séquences multimodales (avec tenseur
de diffusion, ADC, perfusion). Dans la pratique, le diagnostic via l'imagerie se référe au
moins aux séquences IRM suivantes : T1, T1-Gadolinium, T2 et T2 Flair. Le reste des

séquences n’est pas forcément renseigné dans les bases de données publiques. On donne
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FIGURE 1 — Extrait de (Calabrese et al. 2020 [16]). Exemples de différentes séquences IRM
d’un méme patient, sur une méme coupe pendant un méme examen. L’aspect visuel des
IRM ne dépend ainsi que de la séquence.

un exemple concret d’une batterie ’IRM d’un patient avec plusieurs séquences en Figure
1. On peut y observer I'aspect visuel tres différent de la tumeur et des tissus environnants

selon la séquence utilisée.

L’examen anatomo-pathologique consiste a I’étude du tissu tumoral extrait par exé-
rese chirurgicale ou biopsie du patient. Cet examen analyse le tissu par trois approches :
histopathologique, immunohistochimie et biologie moléculaire. Le diagnostic histopatho-
logique permet de distinguer la morphologie du GBM : GBM a genes IDH non mutés
(GBM a cellules géantes, gliosarcome et GBM épithélioide), GBM a génes IDH mutés
et GBM NOS (Not Otherwise Specified) si le statut de mutation du gene IDH n’est pas
recherchable. L’analyse immunohistochimique et les méthodes de biologie moléculaire re-
cherchent des mutations sur des genes connus pour impacter le comportement tumoral.

Parmi ces recherches, on retrouve le statut de méthylation du promoteur du gene MGMT,
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le niveau d’expression des genes EGFR3 et cMET, la mutation du gene BRAF, de ATRX
et du promoteur de TERT.

Usuellement, les patients diagnostiqués d’'un GBM subissent une chirurgie en urgence
(si la tumeur est opérable), puis prennent un traitement combinant une radiothérapie
concomitante avec une chimiothérapie au Témozolomide (TMZ) (Stupp et al. 2005 [105]).
Aucune amélioration majeure du traitement n’a été découverte depuis ce protocole Stupp
datant de 2005, qui reste la référence pour la prise en charge des patients atteints de
GBM.

La recherche d’un traitement plus efficace reste une préoccupation majeure pour soi-
gner un GBM. Dans cette recherche, on trouve de plus en plus d’essais autour des thérapies
ciblées (Lim et al. 2018 [64]; Kamran et al. 2018 [51]) qui pourraient améliorer la survie

des patients.

Angiogenese induite par la tumeur

L’angiogenese regroupe 1’ensemble des processus biologiques qui expliquent la création
de nouveaux vaisseaux sanguins a partir d'un réseau pré-existant. Ces processus ne se
produisent pas seulement dans un contexte oncologique, mais il est connu que les cellules
tumorales sont capables d’utiliser I'angiogenése comme promoteur de la tumeur (Kim
and Lee 2009 [54]). Une illustration du processus de angiogenese induite par les cellules

tumorales est disponible dans la Figure 2.

Pour leurs croissances, les cellules tumorales ont besoin de nutriments et de dioxygene
O, qui proviennent des vaisseaux sanguins. Pendant la croissance tumorale, le cceur tu-
moral manque de O ce qui crée une zone d’hypoxie au centre de la tumeur. L’hypoxie
empéche la plupart des activités cellulaires, et est donc assimilée a un mécanisme de sup-
pression tumorale. Pour se défendre contre I'hypoxie, les cellules hypoxiques produisent
les facteurs pro-angiogenese comme les facteurs de croissance de 'endothélium vasculaire
(VEGF) qui sont les plus fréquents. Les facteurs pro-angiogenese promeuvent ’angioge-
nese, ce qui implique la production de nouveaux vaisseaux sanguins, et donc un plus grand

apport en nutriments et en O, aux cellules tumorales.
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FIGURE 2 — Illustration de 'angiogenese induite par les cellules tumorales. Les cellules
endothéliales constituent la surface des vaisseaux sanguins qui transportent les nutriments
et le dioxygene O, dans le cerveau. A cause de la croissance tumorale, des cellules hy-
poxiques apparaissent par manque de Os. Les cellules hypoxiques produisent des facteurs
de croissance vis-a-vis de I'angiogenese, en majorité des facteurs de croissance de 1’en-
dothélium vasculaire (Vascular Endothelial Growth Factors), qui forcent la création de
nouveaux vaisseaux sanguins.
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Autour des mathématiques
Analyse numérique

L’analyse numérique est une discipline a 'interface des mathématiques et de I'informa-
tique. Cette discipline s’intéresse a la fois au fondement et a ’application en pratique des
méthodes de résolution, par des opérations purement numériques, de problemes d’analyse
mathématique.

Plus formellement, 'analyse numérique est 1’étude des algorithmes de résolution de
problémes numériques par des problémes discrets en mathématiques continues (par oppo-
sition aux mathématiques discretes). Dans le cadre de cette these, il s’agit principalement
de trouver des solutions numériques a des équations différentielles qui proviennent de
la biologie. En tant que branche des mathématiques appliquées, son développement est

étroitement lié au développement des outils informatiques.

Systéme d’équations aux dérivées partielles (EDPs).

Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une équation différentielle, ¢’est-a-dire
une équation qui fait intervenir les dérivées successives d’une fonction, dont les solutions
sont des fonctions dépendant de plusieurs variables. En mathématiques appliquées, les
variables en question sont généralement le temps et 1’espace.

Un systeme d’EDPs fait intervenir plusieurs EDPs auxquelles on joint plusieurs condi-
tions. Les conditions peuvent étre de différentes natures. On distingue les conditions dites
"initiales", des conditions dites "aux bords".

Une condition initiale est une hypothese du systeme qui nous donne une information
ponctuelle en temps sur la solution. Par exemple, on sait que la solution f d’'une EDP
vérifie a linstant ¢t = 0 : f(t = 0,2) = exp(—2?) pour tout point x d’'un domaine réel. Le
plus souvent, l'information d'une condition initiale porte sur le temps initial du domaine
temporel. Cependant, cela pourrait étre a n’importe quel instant du domaine temporel.

Une condition aux bords intervient pour les systémes ou le domaine spatial admet des
bords. Cette condition est une hypothese sur le comportement spatial de la solution sur
le bord du domaine. Par exemple, on peut supposer que la solution d'une EDP est nulle
sur le bord du domaine (on parle de condition Dirichlet homogene), ou alors qu’il n'y
a pas de flux sortant au domaine (on parle de condition de Neumann homogene), mais
beaucoup d’autres choix sont possibles.

La plupart des systemes d’EDPs n’admettent pas de solution explicite, on ne peut

12
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alors qu’approcher numériquement la solution d’un tel systéme, grace a des méthodes
numériques utilisées en analyse numérique. Les questions récurrentes en mathématiques
vis-a-vis des EDPs sont portées sur I'existence d'une solution, 1'unicité des solutions et
la régularité des solutions par rapport aux données. Dans le cadre de cette these, on

s'intéresse majoritairement a l'approximation numérique de systemes d’EDPs.

Systéme de type Keller-Segel

Un systeme de type Keller-Segel fait partie de la catégorie des systemes d’EDPs. Ce
type de systéme fait intervenir au moins deux especes/quantités d’intéréts qui interagissent
entre elles.

En biologie, les systemes de type Keller-Segel sont utilisés majoritairement pour modé-
liser des phénomenes de chimiotaxie, c’est-a-dire, le mouvement des cellules induit par la
présence d’un signal chimique. Il y a une large variété de modeles possibles, on peut citer
ce travail (Arumugam and Tyagi 2021 [5]) qui énonce un nombre exhaustif de systemes de
type Keller-Segel.

Les applications en biologie de tels systémes sont trés nombreuses. On peut citer plu-
sieurs études : I'interaction entre méthanogene et hydrogene (Brileya et al. 2013 [14]), I'hé-
térogénéité phénotypique dans la sensibilité chimiotactique chez E. coli (Salek et al. 2019 [93]),
ou encore l'aérotactisme chez les bactéries Bacillus subtilis (Menolascina et al. 2017 [71]).

Concretement un systeme de type Keller-Segel a ’allure suivante :

diffusion de f termes de réaction
af —_—— ——
En -V - (DVf) +V - (AfVc) = R(f, o).
N—— —
M chimiotaxie de f vers le maximum en ¢

évolution temporelle de f

Dans un tel systéme, on a la présence d'un terme de diffusion, d’advection (chimiotaxie
en langage mathématique), et potentiellement des termes de réaction. Dans 1'exemple
donné, la chimiotaxie oriente le déplacement de la quantité décrite par f selon le gradient
de ¢, et comme le signe devant ce terme est "+", f se dirige vers le maximum en c. Les
termes de réaction sont des termes qui ne font pas intervenir de dérivée partielle. En
biologie, on y retrouve des termes relatifs a la reproduction cellulaire (par exemple mitose
ou méiose), a la mort cellulaire (par exemple apoptose ou nécrose), etc.

D’un point de vue purement mathématique, I’étude de tel systéeme n’est pas trivial.
En effet, la présence du terme de chimiotaxie/advection complique largement les études

théoriques du systéme : les espaces fonctionnels, les formulations variationnelles, ou en-
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core les méthodes d’approximation se compliquent. Cette thése n’étant pas uniquement
focalisée sur I'étude de tels systémes, on ne se focalisera pas sur ’écriture optimale des

systemes.

Systéeme de Turing

Dans ses travaux, Alan Turing s’est beaucoup intéressé a la formation naturelle des pat-
terns (rayures sur les tigres, taches sur les girafes, etc). Dans son ouvrage ( Turing 1953 [114]),
le chercheur explique mathématiquement I'apparition de tels phénomenes. Son explication
se base sur I’étude de systeme d’EDPs de type réaction-diffusion (une EDP avec un terme
de diffusion et un terme de réaction) entre deux quantités.

L’explication est la suivante : pendant la morphogénese d’un organisme, par exemple
un tigre, deux quantités, notées A et B, interagissent entre elles et sont responsables de
la pigmentation des rayures. Par exemple si la quantité A est plus grande que 1 a une
position du pelage, il y a un pigment noir, sinon le pelage reste orange. Pour des raisons
d’équilibre, les quantités A et B sont vouées a atteindre un état d’équilibre et donc de
prendre une valeur homogene et stationnaire (constante en espace et dans le temps).

Seulement Turing démontre que si une légere perturbation spatiale est présente au-
tour de cet état d’équilibre, elle peut étre instable pour la partie linéaire du probléme.
La perturbation va donc étre propagée dans le temps et son amplitude augmentera ex-
ponentiellement vite (le pattern se forme). La partie non-linéaire intervient une fois que
la perturbation est trop intense et va diriger le systéme vers une solution stationnaire
mais non-homogene (le pattern est formé et stable). Une description plus compléte et
mathématique est donné dans ce livre (Murray 2003 [72]).

Un systeme de Turing est donc un systeme d’EDPs de réaction-diffusion entre deux
quantités qui est capable de produire des patterns, on parle aussi de modeles de formation

de patterns. Concretement, 'allure d'un systeme de Turing est la suivante :

évolution temporelle de A
/\aA diffusion de A termes de réaction
— —dsV*PA = R(A,B)
ot
0B
— —dgV?’B = S(A,B)
ot ~—— —_———
) = diffusion de B termes de réaction
évolution temporelle de B

Les patterns formés par un tel systeme sont tres sensibles aux coefficients de diffusion
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dy et dp, ainsi qu'aux dérivées successives des termes de réaction R(A, B) et S(A, B).
C’est pour cela que chaque application des systemes de Turing a besoin de sa propre

étude.

Dans le cadre de cette these, 1'utilisation des systemes de Turing peut étre reliée a
I’étude du GBM. La question est alors : est-ce que des patterns interviennent et peuvent
donc se prédire dans la propagation du GBM chez un patient ? Il faut savoir qu’en pratique,
il n’y a pas d’observation expérimentale de tels patterns (les patients décedent avant ou

les patients guérissent).

Problémes inverses

La notion de problémes inverses consiste a trouver les causes d’'un modele connaissant
les conséquences. Cette approche permet notamment de calibrer les parametres/coefficients
d’un modele a partir de données expérimentales. On appelle estimation états-parametres
(combined state and parameter estimation) la calibration jointe des variables d’états d'un
modele, c’est-a-dire les inconnues d’un systéme, et des parameétres/coefficients du méme
modele. Ce type de probleme est tres répandu et a une communauté tres active dans de
nombreux domaines. On peut citer en exemple, la chimie (Dochain 2003 [28]), les systemes
dynamiques dans le secteur automobile (Wenzel et al. 2006 [119]; Song et al. 2019 [101]),
ou en océanographie (Simon et al. 2015 [99] ; Rafiee et al. 2011 [89]).

Typiquement, la méthode de résolution d’un probleme états-parametres est d’utiliser
des Filtres de Kalman (KFs) (Chui et al. 2017 [22]). Cette approche est classique dans
le milieu de 'assimilation de données et du contréle optimal. Les KFs fonctionnent avec
des systemes d’équations différentielles ordinaires (EDO), c’est-a-dire avec des systémes
dépendant uniquement d’une variable temporelle (et non pas de l'espace). A T'origine,
les filtres de Kalman ont été congus pour des systemes a dynamique linéaire, mais des
améliorations dans la méthode ont permis de gérer des dynamiques non-linéaires. On
peut citer par exemple les méthodes d’"'Unscented Kalman filter" (UKF) (Wan and Van
Der Merwe 2000 [117]) et de "Ensemble Kalman Filters" (EnKF') (Evensen 2003 [34]). Pour
des systemes d’EDPs les KFs ont besoin de méthodes plus raffinées.
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Introduction des contributions de these

Contribution 1 : autour des questions de modélisation analytique,

modélisation numérique et simulations du GBM chez un patient

En mathématiques, de nombreux modeles ont déja été développés pour modéliser
le comportement des tumeurs cérébrales gliales (englobant le GBM). On peut citer des
modeles sphériques autour de systemes d’EDPs (Papadogiorgaki et al. 2013 [83]; Stein
et al. 2007 [103]; Kim et al. 2009 [56]). D’autres approches tournent autour de modeles de
comportement élastique (Subramanian et al. 2019 [106]), ou encore de modeles de théories
évolutives des jeux (Basanta et al. 2011 [8]).

Le diagnostic d'un GBM est tardif dans ’évolution du cancer : la tumeur avoisine un
diametre de 3 centimetres au moment du diagnostic. A ce stade, les cellules tumorales
ont développé assez de mécanismes de promotions tumorales pour échapper au systeme
immunitaire et proliférer dans le cerveau. Dans ce contexte, il est assez usuel de modé-
liser la croissance tumorale d’'un GBM en se basant sur le phénomene de I'angiogenese.
On parle alors d’angiogenese induite par la tumeur. Des modeles d’angiogenéese ont déja
été développés dans la communauté scientifique : avec des systemes d’EDPs (Vilanova
et al. 2017 [115] ;Mantzaris et al. 2004 [68] ; Schugart et al. 2008 [96] ; Colin et al. 2015 [23]),
avec I'ajout de processus stochastiques ( Travasso et al. 2011 [113]), ou travaillant a I’échelle
mésoscopique (Spill et al. 2015 [102]).

Cependant, on va présenter ici un modele amélioré d’angiogeneése induite par la tumeur
en se basant sur des IRMs (Imagerie & Résonance Magnétique) de patient, et en prenant
en compte les différents traitements qui sont administrés en pratique. En effet, les IRMs
sont obligatoires pour confirmer un diagnostic de GBM ( Villanueva-Meyer et al. 2017 [116]).
De plus, les méthodes numériques actuelles permettent d’extraire beaucoup d’information
des IRMs, par exemple des techniques de deep learning sont utilisées pour de I’extraction
de données médicales (Lundervold and Lundervold 2019 [66]). Avec des outils numériques
comme CaPTK (Bakas et al. 2017 [6]; Pati et al. 2019 [84]), il est aussi possible d’obtenir
des segmentations automatiques des GBM a partir d’'TRMs.

D’autres sources de données existent : des études récentes ont démontré que I'on peut
extraire des informations phénotypiques des tumeurs a partir de données immunohistochi-
miques. Par exemple, on peut identifier le sous-type du GBM (Orzan et al. 2020 [77]). Dans
cette these, nous n’utiliserons pas de données immunohistochimiques, mais seulement des

IRMs.
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Numériquement, travailler sur un IRM est un véritable challenge. Les schémas numé-
riques usuels en biologie sont de type volumes finis, car ils sont consistants avec la notion
de flux. Cependant, des schémas classiques de type volumes finis, comme ceux basés sur
du TPFA (Two Point Flux Approximation), ne peuvent pas conserver la positivité des
solutions numériques sans contrainte sur le maillage. Un maillage issu d’'un IRM ne sa-
tisfait en général pas ce type de contrainte. On a alors besoin d’utiliser des méthodes
plus raffinées pour pouvoir assurer la positivité des solutions. Notre approche se base
sur un schéma CVFE (Control Volume Finite Element) dans lequel 'utilisation de flux

numériques non-linéaires de type Godunov permet d’assurer la positivité des solutions.

Pour décrire le plus fidelement possible le comportement des cellules tumorales d'un
patient atteint GBM a partir de son diagnostic, nous devons prendre en compte les dif-
férents traitements dans le modele. Actuellement, les patients atteints d'un GBM sont
soignés grace a de la chirurgie et & un traitement combinant radiothérapie et TMZ (chi-
miothérapie). On considérera donc uniquement ces traitements dans notre modele. Les
premiers modeles autour des gliomes s’intéressaient a la modélisation de la chimiothérapie
et de la chirurgie (Tracqui et al. 1995 [112]; Woodward et al. 1996 [120]). Depuis, des mo-
deles plus robustes ont été développés : sur I'impact de la chimiothérapie sur des cellules
hypoxiques (Hinow et al. 2009 [44]), sur I'hétérogénéité de 'action de la chimiothérapie
(Swanson et al. 2003 [108]), sur la chirurgie et la radiothérapie avec un modele d’hap-
totaxie (Enderling et al. 2010 [33]), sur I'impact de la chimiothérapie et la radiothérapie
sur des gliomes de grade faible (Ribba et al. 2012 [91]), sur l'utilisation de traitements
anti-angiogenese avec un modele de type grow-or-go (Saut et al. 2014 [95]), sur la pro-
pagation des métastases (Benzekry et al. 2012 [10]), sur I'utilisation d’agents anti-invasifs
sur des tumeurs solides (Ribba et al. 2006 [90]), et enfin sur 'impact des immunothérapies
pour des gliomes (Banerjee et al. 2015 [7]). Modéliser les traitements va nous permettre
de comparer leurs impacts théoriques (car modele théorique) sur la croissance du GBM

par rapport aux connaissances empiriques issues de la médecine.

Tout cela résulte en un systeme d’équations différentielles non-linéaires de 4 équations
avec 4 inconnues : la densité en cellules tumorales (u), la concentration en dioxygene (c),

la densité en cellules endothéliales (u.) et la concentration en facteurs de croissance des
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cellules endothéliales (v)

Opu =V - (M () (a(w)Vu = x1(u)Ve) = p1h(e) fur (u) = Pru = Tirear (L, u),
dic =V - (D3Ve) = apue — fac — vauc,

Opue =V - (Az(z)(a(ue) Ve — x3(ue) V0)) = p3fur(ue) — Batie,

0w — V- (Dy)Vv) = ayug(c)u — Byv — yau,v.

Dans ce modele, A, 3 correspond au tenseur de diffusion anisotrope des cellules dans le
cerveau. Dj 4 sont aussi des tenseurs de diffusion, mais isotropes dans le cerveau, relatifs
aux protéines. La fonction a décrit 'influence des cellules sur le processus de diffusion.
Pareillement, les fonctions x et f,, décrivent 'influence des cellules sur les processus de
chimiotaxie et de croissance, respectivement. Enfin, la fonction T},.,; regroupe I’ensemble

des termes relatifs aux traitements appliqués sur les cellules tumorales.

Nous avons construit un schéma numérique capable d’assurer des propriétés de positi-

vité malgré le fait d’avoir un maillage non contraint, car ayant la géométrie d’un cerveau.

Le schéma numérique consiste ainsi a approximer les valeurs de u, ¢, u. et v aux som-
mets du maillage ({zk }xeg) pour tout temps discret ({£,}o<n<n). On utilise la notation
wh pour 'approximation de w(zk,t,), ol w = u, ¢, u. ou v . Le schéma CVFE prend la

forme suivante : résoudre pour tout sommet K du maillage et pour tout n € [0, N]

o S (i — i)+ X AfaRy (g - upt)
oKkLEEK
> ARLAR G (G = ) = mueprh () f (i)
OKLEEK
- mKﬁlu?( - mKﬂreat( n+1, U +1)7
M
O?(Cnf;rl _CK + Z DKLnn+1( ( TIL<+1) —p(c’i“))
orLEEK
= myasul i — mu ol — pup
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MK (. n+1 (3) ~n+l/, ntl +1
° 5 (ug g —ul ) + > Agraih (ug —ulp)
oK LEEK
(3) ~n+1~n+1 1 1
- Z AKL&?{JFL H?{JFL (U?<+ - UZJF )
oK LEEK
=mgps/f ultl (UZ}}l) - mKﬁ3qu(l>
MK nt1 (4) =nt1 +1 +1
© 5t (Vg™ —vg) + Z Dicrngr (p(vg™) —pvr™))
okLEEK
= mpasg (g usd — m faott — 74“2,?“?{“-

Dans le systeme précédent, les matrices de diffusion (A%)L,D%:,Agi et D%‘b sont

approximées par une méthode de type éléments finis, les quantités at', @it nitl et

ntt sont des approximations de Godunov, et les termes convectifs (x5 et ') sont
approximés par un schéma amont. La description détaillée du schéma CVFE est indiquée

dans le Chapitre 2.

Un tel schéma numérique peut étre résolu numériquement avec une méthode de New-
ton. Cette résolution est cependant trés consommatrice en temps et en ressource infor-
matique, car les quatre équations sont couplées. Pour résoudre cette problématique, on
a développé un algorithme itératif qui, dans la pratique, est tres efficace pour calculer la

solution (u"™!, ¢yt vt Cet algorithme permet de découpler les quatre systémes

+1 n+1 n+1
e

est plus efficace que de résoudre un seul systeme quatre fois plus grand. On démontre par

(relatifs & u™*L, "1 w1 et v™*1) on résout alors quatre systémes indépendants, ce qui

ailleurs que la positivité des solutions est conservée pendant les itérations de ’algorithme.

Des simulations numériques ont été effectuées en modélisant tous les différents trai-
tements usuels pour un GBM : chirurgie, chimiothérapie et radiothérapie. Tout cela
nous permet d’observer le comportement de la tumeur en fonction de la combinaison
de traitements utilisés. Les simulations montrent un comportement réaliste qui s’aligne
avec les connaissances empiriques issues de la médecine. Ces simulations numériques
sont disponibles a ’adresse https://www.youtube.com/watch?v=vJkMJI5bNoWA. De ma-
niere générale, les résultats de cette premiére partie sont regroupés dans l'article (Alonzo
et al. 2022 [1]) et fait 'objet des chapitres 2 et 3.
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Contribution 2 : autour de la formulation et de la résolution de
problémes inverses provenant de modeles de réaction-diffusion a

2 especes

Méme si beaucoup de problemes d’assimilation de données fonctionnent sur des sys-
temes de type EDO, d’autres proviennent de systeme de type EDP. Parmi ces systemes
d’EDP, on a des problemes de type réaction-diffusion. Ce type de probleme intervient
beaucoup en biologie (Murray 2002 [73]; Jones et al. 2009 [50]).

Par ailleurs, en biologie, la nécessité de devoir résoudre des problémes d’assimilation de
données provient de la notion de médecine personnalisée. Dans ce contexte, on s’intéresse a
utiliser les données d’un patient pour guider sa prise en charge par rapport a la prévention,
le diagnostic, le traitement et le suivi de sa maladie (NIH 2022 [75]).

Des travaux existent déja sur la résolution de problemes de calibration états-parametres
autour de systemes de type EDP dans le contexte de la modélisation tumorale (Swanson
et al. 2000 [107] ; Konukoglu et al. 2009 [59] ; Rochoux et al. 2018 [92] ; Hogea et al. 2008 [45] ;
Grenier et al. 2014 [41]).

L’utilisation de données "réelles" impose d’utiliser des méthodes qui fonctionnent avec
peu de données disponibles dans le temps. En effet, on ne peut pas espérer, dans un
contexte réaliste, d’obtenir un IRM d’un patient tous les jours sur une longue période de
temps. Une solution pour résoudre ce probleme est de faire de I'interpolation des données
pour faire comme si on avait des données disponibles a chaque instant. Il est méthodolo-
giquement plus simple de résoudre un probléme inverse dans ce cas. Il ne reste alors qu’a
avoir une méthode d’interpolation des données performantes comme celle proposée dans
ce papier (Collin et al. 2021 [24]).

Un autre probleme pour la résolution de problemes inverses basée sur des systemes
d’EDPs, est le cotit algorithmique propre a la résolution du systéme originel. En effet, pour
chaque calibration des parameétres, il est souvent nécessaire de devoir a nouveau résoudre
le systeme originel avec les nouveaux parametres pour évaluer la qualité (en un certain
sens) de la calibration. Résoudre un systéme d’EDPs peut déja étre trés consommateur
en temps et en espace, il est alors tres important en pratique de minimiser, ou au moins
de controler, le nombre de résolutions du systeme. De nombreux travaux portent sur la
réduction du nombre d’appels aux résolutions cotiteuses. On se réfere au travail de ( Grenier
et al. 2018 [42]) pour I'amélioration d’'une méthode d’estimation de parameétres popula-

tionnelle, grace a la combinaison d’un algorithme classique pour le domaine (SAEM) et
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de méthodes de krigeage pour limiter les cotits de résolution du systéme originel.

Dans notre travail, nous développons une méthode pour résoudre des problemes in-
verses autour des modeles de type réaction-diffusion sans recourir a de I'interpolation de
données. Cette méthode permet de calibrer a la fois un vecteur d’état (V) et un ensemble
de parametres (1) d'un modele quand on obtient des données issues d’un processus de
mesure.

Un apport majeur de notre travail est d’autoriser des erreurs potentielles dans les choix
de modélisation du modele. En effet, la plupart des problemes liés au controle optimal
font 'hypothese que la formulation du modele est correcte. Pourtant, il n’est pas rare
qu’un modele soit, en réalité, la simplification d'un systeme bien plus complexe, ou alors
que certains coefficients, supposés corrects, soient légerement incorrects. Pour toutes ces
raisons, nous autorisons dans ce travail, d’avoir des erreurs dans les choix de modélisation
et non pas seulement au niveau de la condition initiale et des parametres.

Nous illustrons notre méthode sur deux modeles : un systeme de type Keller-Segel qui

fait le lien avec la premiere contribution

9u _ . (DVu) + V.(DixuVe) = gi(u,c,0)  ,Y(t,x) € I xQ,

Bu _
& =V - (DyVe) = ga(u, ¢, 0) Nt x) el xQ,
u(t =0,2) = up(x), c(t=0,2) = co(x) Ve (),

DVu-1i— DyxuVe- -1 =0, DyNe-i=0 ,V(t,x) € I x 09,

et un systeme de Turing qui produit des patterns en espace

94 _V?A = pfi(A, B) V(t,z) el xQ
98 — dV?B = ufs(A, B) V(t,z) eI xQ
At =0,z) = Ao(z), B(t=0,z) = By(z) ,Vr e
VA-i=0, VB-i=0 Nt z) €T x 090

Dans notre approche, les problemes inverses sont écrits comme des problemes d’opti-
misation dont I'objectif est de minimiser trois sources d’erreurs : sur les choix de modélisa-
tion, sur les connaissances de la condition initiale, et sur la différence entre les prédictions
du modele et les mesures. On attribue a chaque source d’erreurs une matrice de cova-
riance (respectivement K, Ko, et Xe) qui traduit notre confiance par rapport aux choix

de modélisation, la calibration de ’état initial et des erreurs de mesure. Plus nous sommes
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confiants dans nos choix, plus la variance associée est faible.

La résolution de ces problémes inverses se base sur la réécriture sous forme variation-

nelle et se conclut par la résolution de deux systemes d’EDPs et avec une contrainte qui

correspond a 'annulation d’une fonction vectorielle. Cette résolution passe par la défi-

nition d’un probleme adjoint de variable A. Le probleme direct et le probleme adjoint

correspondent aux deux systemes d’EDPs précédemment énoncés. La contrainte vecto-

rielle provient du fait que les coefficients optimisent les sources d’erreurs.

En considérant 6 = (p, d, «, 5,7) pour le modele de Keller-Segel, concrétement, nous

montrons qu’une solution de ce probléme inverse est une solution (u*, c*, \*, 6*) qui résout

le systeme couplé suivant :

ou
oV

4 — V- (D1VA) —

/\(t = tf7ZL') =0
(D1V A —

G(0,u,¢,\) //[ZZ

D1X)\1VC) = (DQV)\Q —

(D1Vu) + V.(D1xuVe) = gi(u,c, )
e —V - (DVe) = galu, ¢, 0)
u(t =0,2) = ug(x) +
DiVu-1n—DyxuVe-n=0,DVe-n1=0

+ (KgqM)2

(Kaa\)1,c(t =0,2) =

Dlxvc V)\l (9g1
% — V- (DVAy) + V- (DixuVA) =

992 992 992 Og2
95 Dda 0B O

oo dn o e [y
95  da 9B By M dt dx = Ogs,
2

_@
ou

DyxuVA) -7 =

+ (KgqM)1 NV(t,x) € I x 9,
N(t,z) € I xQ,
co(r) + (KaaX%)2 ,Vr €9,
NV(t,x) € T x 08,
891 LAy — € (u,c) ,p-p-(t,x) € I x 0,
892 2Ny — € (u,c)y ,p.p.(t,x) €1 xQ,
,p.p.x € Q,
0 ,p-p-(t,x) € I x 00,

et qu'une solution du systeme de Turing, en considérant ¥ = (d, i), est une solution

(A*, B*, \*,¥*) qui résout le systéme couplé suivant :

At =0,z)
VA-

= Ao(z)

— V2A = pnfi(A, B)
%’f —dV?B = uf2(A, B) +
+ (Kuo\)1, Bt = 0,2) =
i=0,VB -7=0

+ (qu)‘)l
(qu}\)2
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D2\ = O O, — (A B) L pp.(tx) €T xQ,
Do — dV2hy = —pl2 N — %20, —€(A,B)y ,pp.(t, ) € I'xQ,
Mt =t x) =Xt =ts,x) =0 Pp-() €
VAN 7=V -7=0 ,p,p(t,x)e]xE)Q
T
FW,ABN= [ | hL o) -H dt dx = Oge.
1Jo |V2B fy(A,B) A2

Les systemes précédents sont difficiles a résoudre numériquement, car le probleme
direct a une condition initiale en ¢y alors que le probleme adjoint a une condition initiale
au temps final ¢¢. Cela implique que pour résoudre le probleme direct et adjoint en méme
temps, il faut résoudre les deux systemes globalement en temps. Pour pallier ce probléme,
nous construisons une méthode de résolution numérique des précédents systeémes et nous
I’évaluons a partir de données synthétiques (a l'instar de données expérimentales), c’est-

a-dire que les données sont générées artificiellement a partir de notre modele.

Notre méthode numérique permet de résoudre séparément le probleme direct et le
probléme adjoint. Pour cela, on utilise un algorithme itératif qui résout successivement le
probléeme direct dans son entiéreté (en temps et en espace), puis le probléme adjoint dans
son entiéreté (en temps et en espace). On utilise & chaque itération la solution précédente
du probléme adjoint pour résoudre le probleme direct (pour résoudre le probleme adjoint,
on utilise la solution précédente du probleme direct). Dans ce cadre, la résolution du
probléeme direct (ou du probleme adjoint) est beaucoup plus facile. Nous décrivons la
résolution spatiale de ces systemes dans les algorithmes correspondants dans le chapitre
2.

L’estimation paramétrique des différents systemes s’obtient grace a la contrainte vecto-
rielle. Notre stratégie numérique pour obtenir cette contrainte, est d’utiliser une méthode
de Newton-Raphson ot chaque itéré du procédé utilise ’algorithme itératif précédemment
décrit pour associer la variable d’état (V) et la variable adjointe (\) a 'itéré (itéré qui est

une estimation des coefficients).

La méthode numérique fonctionne avec des données synthétiques et nous faisons une
étude des hyperparametres de la méthode pour identifier leurs influences sur la résolution

numérique en pratique.
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Listes des productions scientifiques

Plusieurs contributions sont issues de ce travail : un article publié dans une revue

internationale :

e Alonzo, F., Serandour, A.A. & Saad, M. Simulating the behaviour of glioblastoma
multiforme based on patient MRI during treatments. J. Math. Biol. 84, 44 (2022).
https://doi.org/10.1007/s00285-022-01747-x

un article soumis a Journal of Computational and Applied Mathematics :

e Alonzo, F. & Dia B. & Saad, M. Combining state and parameter estimation problems
for reaction-diffusion models : Application to the Keller-Segel system and to the

pattern formation system.
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CHAPITRE 1

PREPARATION A L’ETUDE DU
GLIOBLASTOME MULTIFORME

Ce chapitre est un résumé des différentes connaissances utiles pour faire de la recherche
sur le GBM. On introduit un échantillon des connaissances nécessaires pour aborder se-
reinement le domaine.

On débute par donner des sources de données disponibles sur internet. On a identifié
trois bases de données pertinentes pour ’étude du GBM. On discute ensuite de 'avancée
des méthodes numériques autour de la segmentation automatique d’IRM qui nous permet,
en tant que mathématicien, de ne pas devoir avoir un radiologue obligé d’analyser des
IRMs pour nous. Par la suite, on donne un résumé non-exhaustif de tous les modeles,
puis de tous les coefficients, qui ont déja été étudiés et utilisés pour des patients atteints
de GBM (ou qui pourrait s’appliquer au GBM). Ces résumés nous ont surtout permis de
poser les différents modeles que nous utilisons et de paramétrer nos simulations. Enfin,
nous parlons des perspectives des thérapies ciblées pour le GBM. A T'heure actuelle,
il s’agit de la meilleure piste de recherche en médecine pour améliorer l'efficacité du
traitement administré aux patients atteints de GBM. Des résultats donnés ici pourraient
ne plus étre d’actualité assez rapidement, car plusieurs essais cliniques sont toujours en

cours.

1.1 Outils numériques autour du GBM

1.1.1 Base de données publiques

Dans le cadre de cette these, on utilise des données provenants de bases de données
publiques. Nous avons donc eu 'occasion de rechercher les différentes bases de données

existantes avec des IRMs de patients atteints d'un GBM. On présente ici trois bases de
données : CPTAC-GBM, Ivy GAP et TCGA-GBM.
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Chapitre 1 — Préparation a l’étude du Glioblastome Multiforme

CPTAC-GBM

Cette base de données (CPTAC-GBM 2020 [25]) contient des sujets de la cohorte
CPTAC-GBM (Clinical Proteomic Tumor Analysis Consortium Glioblastoma Multiforme)
du National Cancer Institute. CPTAC est un effort national visant a accélérer la com-
préhension de la base moléculaire du cancer grace a I'application de I'analyse a grande
échelle du protéome et du génome, ou protéogénomique. Les images radiologiques et pa-
thologiques des patients du CPTAC sont collectées et rendues publiques par The Cancer
Imaging Archive pour permettre aux chercheurs d’étudier les phénotypes du cancer qui
peuvent étre corrélés aux données protéomiques, génomiques et cliniques correspondantes.

L’imagerie radiologique est recueillie a partir de I'imagerie standard de soins effectuée
sur les patients immédiatement avant le diagnostic pathologique, et a partir d’examens de
suivi, le cas échéant. Pour cette raison, les ensembles de données d’images radiologiques
sont hétérogenes en termes de modalités de scanner, de fabricants et de protocoles d’ac-
quisition. La cohorte contient ainsi 66 patients au total dont 57 avec plusieurs examens
dans le temps (d’autres patients peuvent étre ajoutés dans le futur).

En plus de donner acces a des IRMs de patient, la base de données donne aussi des
renseignements protéomiques sur les patients. Cela est tres utile dans un long terme, si
I'on doit ajouter des facteurs protéomiques dans I'analyse du comportement du GBM.
Il existe deux principaux types d’études protéomiques : la protéomique de découverte et
la protéomique ciblée. Le terme "protéomique de découverte" fait référence a 1l’identifi-
cation et a la quantification "non ciblées" d’'un nombre maximal de protéines dans un
échantillon biologique ou clinique. Le terme « protéomique ciblée » fait référence a des
mesures quantitatives sur un sous-ensemble défini de protéines totales dans un échantillon
biologique ou clinique, souvent apres 'achevement d’études de découverte en protéomique

pour confirmer les cibles intéressantes sélectionnées.

Ivy GAP

Le projet Ivy Glioblastoma Atlas (Ivy GAP) (lvyGAP 2020 [47]) est un partenariat de
collaboration entre Ben and Catherine Ivy Foundation, I’Allen Institute for Brain Science
et le Ben et Catherine Ivy Center pour le traitement avancé des tumeurs cérébrales. Le but
du projet est de fournir des ressources en ligne pour les scientifiques et les médecins dédiés
au développement de traitements innovants et des diagnostics qui amélioreront la qualité

de vie et la survie des patients atteints d’un cancer du cerveau. Ces ressources permettent
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1.1. Outils numériques autour du GBM

I’exploration des bases anatomiques et génétiques de glioblastome aux niveaux cellulaires
et moléculaires.

La base de données contient des IRMs relatifs a 39 patients. Les mesures d’imagerie
sont prises a différents instants dans la pathologie. Comme pour la base de données
CPTAC-GBM, l'avantage sur le long terme de cette base de données est la disponibilité
de données génomiques (ici avec la disposition des coupes de tissus) pour coupler les

différentes sources d’information.

TCGA-GBM

La collecte de données de 1’Atlas du génome du cancer sur le glioblastome multiforme
(TCGA-GBM) (TCGA-GBM 2020 [110]) fait partie d'un effort plus large visant a créer une
communauté de recherche axée sur la connexion des phénotypes du cancer aux génotypes
en fournissant des images cliniques correspondant aux sujets de I’Atlas du génome du
cancer (TCGA). Les données cliniques, génétiques et pathologiques résident dans le portail
de données Genomic Data Commons (GDC) tandis que les données radiologiques sont
stockées dans The Cancer Imaging Archive (TCIA).

La base de données contient les radiologies de 25 patients, il n’y a qu’'un seul exa-
men de renseigné pour chaque patient contrairement aux deux autres bases de données

précédemment introduites.

1.1.2 Analyses automatiques d’IRMs
Plateforme-logiciel CaPTk

CaPTk (Bakas et al. 2017 [6] ; Pati et al. 2019 [84]) est une plate-forme logicielle, écrite
en C++, pour l'analyse d’images radiographiques du cancer, se concentrant actuellement
sur le cancer du cerveau, du sein et du poumon. CaPTk integre des outils avancés et vali-
dés exécutant divers aspects de I'analyse d’images médicales qui ont été développés dans
le contexte d’études de recherches cliniques actives et de collaborations visant a répondre
a des besoins cliniques réels. En mettant ’accent sur le fait d’étre un visualiseur d’images
tres léger et efficace et d’éliminer la condition préalable a une formation informatique sub-
stantielle, CaPTk vise a faciliter la traduction rapide d’algorithmes informatiques avancés
en flux de travail de routine pour la quantification clinique, ’analyse, la prise de décision

et la création de rapports.
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Son objectif a long terme est de fournir une technologie largement utilisée qui utilise
des analyses d’imagerie avancées pour la prédiction, le diagnostic et le pronostic du cancer,
ainsi que pour mieux comprendre les mécanismes biologiques du développement du cancer.

Le package tire parti de la valeur de I’analyse d’imagerie quantitative ainsi que de I'ap-
prentissage automatique pour dériver des signatures d’imagerie phénotypiques, basées sur
une fonctionnalité a deux niveaux. Au premier niveau, des algorithmes d’analyse d’images
sont utilisés pour extraire un riche panel de caractéristiques diverses et complémentaires,
telles que des histogrammes d’intensité multiparamétriques, des variables texturales, mor-
phologiques et cinétiques, la connectomique et des modeles spatiaux. Au deuxieme niveau,
ces caractéristiques radiomiques sont introduites dans des modeles d’apprentissage auto-
matique multi-variables pour produire des biomarqueurs diagnostiques, pronostiques et
prédictifs.

Pour l'analyse d'IRMs de patient atteint d’'un GBM, cet outil est tres intéressant
et assez développé pour étre utilisé. Concretement, le logiciel contient des méthodes de
pré-processing d’IRMs (débruitage, normalisation, etc) et des méthodes de segmentation.
Cela permet d’avoir une méthode numérique validée en amont de CaPTk pour faire de
la cartographie d'un cerveau. Concretement, on a acceés a un radiologue numérique pour
identifier les différentes zones tumorales. Le logiciel est trés ouvert pour des nouveaux
apports de la communauté scientifique et il est tres facile de contacter les développeurs.
On peut tres bien imaginer développer un module d’analyse complémentaire et de 'inclure
directement dans 1'outil CaPTk.

Segmentation automatique

Les avancées majeures de ces dernieres années dans I’analyse d’image et 'apprentissage
profond (deep learning en anglais), ont révolutionné ’analyse des imageries médicales. En
2021, autour de 700 articles sont associés a la recherche "brain tumor segmentation" et
"deep learning" sur Scopus'. En effet, les techniques d’apprentissage profond sont trés
efficaces pour faire de 'analyse d’'IRM, notamment pour faire de la segmentation. Le
logiciel CaPTk, précédemment introduit, utilise ce type de méthode pour segmenter les
images d'IRM.

En plus de la recherche technique des méthodes de segmentation automatique, des
concours sont organisés régulierement pour construire des méthodes d’apprentissage pro-

fond de plus en plus efficaces avec des données réelles. On peut citer le concours BraTS

1. lien vers le site internet Scopus
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1.2. Résumé non-exhaustif des modélisations en oncologie

(Multimodal Brain Tumor Segmentation Challenge), qui met a disposition de tout le
monde la banque de données d’IRM a analyser.

Dans ce contexte, il est naturel de pouvoir supposer d’avoir des lectures fiables d’'TRM
sans consultation explicite de radiologue. Cela ne pénalise pas les équipes de recherche en
mathématiques appliquées ne disposant pas directement d’une équipe de radiologue. De
plus, les méthodes d’apprentissage profond sont associées avec des taux d’erreurs, ce qui
n’est pas le cas d'un radiologue. On peut alors évaluer quantitativement la fiabilité d’une

mesure avec ces méthodes.

1.2 Résumé non-exhaustif des modélisations en on-

cologie

En oncologie, mais plus largement en biologie, on favorise énormément 1’écriture des
systémes EDPs sous forme parabolique (et non hyperbolique ou elliptique). En effet, la
forme parabolique permet d’interpréter les différents termes comme de flux, ce qui a
un sens avec des variables biologiques. On peut donc observer une grande diversité des
formulations possibles pour chaque fonction biologique. On donne ici un résumé, qui n’a
pas ’ambition d’étre une synthese complete de la discipline, mais qui peut récapituler les
modélisations les plus communes en oncologie.

Dans la suite de ce résumé, u représente la densité en cellules tumorales qui peut varier
en temps et en espace, ¢ représente la concentration d’une entité chimique (dioxygene
et/ou glucose) qui peut aussi varier en temps et en espace. Toutes les autres lettres
utilisées font référence a des constantes, sauf s’il apparait explicitement qu’elles dépendent

de l'espace (z) et/ou du temps ().

Prolifération des cellules

On décrit ici les différentes facons de modéliser la prolifération des cellules tumorales
(cela englobe les processus de mitose). Mathématiquement, il s’agit d'un terme de réac-
tion qui accroit la densité des cellules tumorales. Les modélisations communes sont les

suivantes :

e r X u (Bubba et al. 2019 [15]; Kim et al. 2009 [56]; Harpold et al. 2007 [43]; Nargis
et al. 2018 [74])
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o rxu(l—"—) (Stein et al. 2007 [103] ; Mallet and Pettet 2006 [67] ; Wang et al. 2009 [118] ;
Banerjee et al. 2015 [7] ; Hinow et al. 2009 [44] ; Perumpanani and Byrne 1999 [85] ; Kim
and Friedman 2010 [55]; Gerisch and Chaplain 2008 [38]; Domschke et al. 2014 [29];
Papadogiorgaki et al. 2013 [83] ; Eisenberg et al. 2011 [31] ; Khajanchi 2018 [52] ; Kolev
and Zubik-Kowal 2011 [58] ; Eftimie et al. 2017 [30] ; Khajanchi and Banerjee 2017 [53] ;
Enderling et al. 2010 [33]; Jbabdi et al. 2005 [48]; Jiang et al. 2014 [49]; Painter

et al. 2010 [82]; Matzavinos and Chaplain 2004 [69])
o rxu’(l—-%), §>1(Xuetal 2017 [121])

max

o r x u(l — [log(u)) (Bratus et al. 2014 [13])

Diffusion / Migration aléatoire des cellules

On décrit les différentes facons de modéliser la diffusion des cellules tumorales. Ma-
thématiquement, il s’agit d'un terme de diffusion qui nécessite un opérateur différentiel

d’ordre 2 en espace. Les modélisations communes sont les suivantes :

e DV?u (Bubba et al. 2019 [15] ; Kim et al. 2009 [56] ; Stein et al. 2007 [103] ; Perumpa-
nani and Byrne 1999 [85] ; Eisenberg et al. 2011 [31] ; Kolev and Zubik-Kowal 2011 [58] ;
Enderling et al. 2010 [33]; Jiang et al. 2014 [49]; Matzavinos and Chaplain 2004 [69] ;
Armstrong et al. 2006 [4] ; McDougall et al. 2012 [70]; Gallaher et al. 2014 [37] ; Pain-
ter 2009 [81]; Kndatsdéttir et al. 2014 [57))

e V-(D(x)Vu) (Kim and Friedman 2010 [55] ; Gerisch and Chaplain 2008 [38] ; Domschke
et al. 2014 [29] ; Jbabdi et al. 2005 [48] ; Harpold et al. 2007 [43] ; Branco et al. 2014 [12]

)
e V- (D(z)(1 —u)Vu) (Papadogiorgaki et al. 2013 [83])
o V- ((Dy(u—wuc)™ 4+ Dg)Vu) (Hinow et al. 2009 [44])
o V- ((D,(1— ﬁﬁ Jqudx) + D,)Vu) (Wang et al. 2009 [118])
e V- (DuVu) (Mallet and Pettet 2006 [67])

e DV - (uVlog(¥*)) (Levine et al. 2000 [63])
o V- (D(x)u**Vu) (Bratus et al. 2014 [13])

Chimiotaxie

La chimiotaxie décrit le mouvement des cellules tumorales en réponse a un stimulus

d’origine chimique. Mathématiquement, il s’agit d’'un terme de convection qui nécessite
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1.2. Résumé non-exhaustif des modélisations en oncologie

aussi un opérateur différentiel en espace. En revanche, il nécessite deux quantités d’intérét,

ici les cellules tumorales et les nutriments. Les modélisations communes sont les suivantes :
o XV - (u(l — ;*~)Vc) (Bubba et al. 2019 [15]; Painter 2009 [81])
o \V - (uexp wmax Ve¢) (Bubba et al. 2019 [15])
o \V - (+%Vc) (McDougall et al. 2012 [70])

1+&c

o \V. (WVC) (Kim et al. 2009 [56]; Kim and Friedman 2010 [55]; Eisenberg

et al. 2011 [31])

° \V- (#‘vclvc) (Delitala and Lorenzi 2017 [27])

e \V-(uVc) (Enderling et al. 2010 [33] ; Jiang et al. 2014 [49] ; Kndtsdéttir et al. 2014 [57])

Haptotaxie

Comme la chimiotaxie, 'haptotaxie décrit le mouvement des cellules tumorales en
réponse a un stimulus. La différence est que le stimulus n’est pas d’origine chimique.
Dans notre contexte, il s’agit en général d'un stimulus en réponse a la structure de la
matrice extracellulaire. Par exemple, si les fibres de la matrice cellulaire sont orientées
dans une direction précise, les cellules tumorales vont se déplacer le long de cet axe.
Mathématiquement, il s’agit d’'un terme de convection qui nécessite aussi un opérateur
différentiel en espace et deux quantités d’intérét, ici les cellules tumorales et la densité de

la matrice extracellulaire (e). Les modélisations communes sont les suivantes :

e x\V - (uVe) (Hinow et al. 2009 [44]; Perumpanani and Byrne 1999 [85]; Kolev and
Zubik-Kowal 2011 [58] ; Jiang et al. 2014 [49]; McDougall et al. 2012 [70] )

e \V . (er) (Kim et al. 2009 [56]; Kim and Friedman 2010 [55]; Eisenberg
et al. 2011 [31])

e x\V - (u(l —u)Ve) (Gerisch and Chaplain 2008 [38] ; Painter et al. 2010 [82])

Interactions cellules-cellules

Des effets microscopiques peuvent étre pris en compte dans un modele continu. Ces
effets sont regroupés sous les interactions cellules-cellules. Ces interactions sont tres bien
décrites dans un modele discret avec une formulation Lagrangienne du probleme. Mal-
heureusement, ces descriptions ne se traduisent pas facilement avec une formulation Eulé-

rienne. On utilise alors des termes non-locaux dans les opérateurs différentiels qui prennent
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la forme d’intégrales sur des volumes de références (V). Les modélisations communes sont

les suivantes :

\E (u|”7‘ Jy u(z + z)22=% dx¢) (Jiang et al. 2014 [49] ; Armstrong et al. 2006 [4])

|zo—=|

V- (u |”7‘ Sy u(x + x)(1 — uledwo)y ro=z dx ) (Armstrong et al. 2006 [4])

Umax |370 :L"

V- (urty fy Ak k2o 20—t dxg) (Kim et al. 2009 [56))

Su(z+zo)+9 |zo—2|

V- (ury Jv w(z4ao) (1—4etz0)y (g lro—aly zo— fe=yy dxo) (Gerisch and Chaplain 2008 [38];

Umax R |zo

Domschke et al. 2014 [29])

Equations temporelles du dioxygene et du glucose

Les nutriments des cellules tumorales sont, entre autres, le dioxygene et le glucose.

Ces deux quantités sont variables en espace et dans le temps, comme le sont les cellules

tumorales. On décrit alors leurs concentrations a 'aide de systemes d’EDPs. On donne

ici, 'allure globale de 1’évolution temporelle de tels systemes :

DV?c + au — B¢ (Bubba et al. 2019 [15]; Painter 2009 [81])

DV?c — puc — oc (McDougall et al. 2012 [70])

DV?¢ + g (Cmax — €) — Bugiapec — yc (Kim et al. 2009 [56] ; Hinow et al. 2009 [44])
DV2c— A5 (Kim et al. 2009 [56] ; Hinow et al. 2009 [44])

19m 4 e, (Levme et al. 2000 [63))

V- (DVe) = ®(u)(a+ 5%)(55) (Chen and Zou 2018 [20])
VZ2c+e(t,z)M(t,z) (Xu et al. 2017 [121])

QUyiane + V2 — Beu?, . (Delitala and Lorenzi 2017 [27))

DV?c + 0(1 — c)Ase(t, x) — Ochu (Poptawski et al. 2009 [87])

DV?c + ae — Yuyiape — e (Papadogiorgaki et al. 2013 [83])

DV2c1,ciumen: (Eisenberg et al. 2011 [31]; Steinkamp et al. 2013 [104])

DV?c — ucG(t, ) — oc (Eisenberg et al. 2011 [31] ; Steinkamp et al. 2013 [104])

Production et dégradation de la matrice extracellulaire

La matrice extracellulaire (e(¢,x)) est utilisée dans le processus de 'haptotaxie précé-

demment introduit. L’évolution temporelle de la matrice extracellulaire dépend de la den-

sité des cellules tumorales et de la concentration des enzymes de dégradation de matrice
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extracellulaire (M (t,z)). L’allure globale de I’évolution temporelle de la concentration en

matrice extracellulaire est donnée par les systemes suivants :

pu — yMe (McDougall et al. 2012 [70])

Ae(l — =) —yMe (Kim et al. 2009 [56]; Eisenberg et al. 2011 [31])

€max

Au(l — —%=) — yMe (Mallet and Pettet 2006 [67])

Umax

—~ue (Hinow et al. 2009 [44])

—yMe (Xu et al. 2017 [121]; Perumpanani and Byrne 1999 [85]; Papadogiorgaki
et al. 2013 [83] ; Jiang et al. 2014 [49] ; Nargis et al. 2018 [74] ; Poptawski et al. 2009 [87])

Ae(l1 — =) —yMu (Kim and Friedman 2010 [55])

€max

—yMe + u(1 —u — e) (Gerisch and Chaplain 2008 [38]; Domschke et al. 2014 [29];
Kolev and Zubik-Kowal 2011 [58])

—~ue? (Painter et al. 2010 [82])

Enzymes de dégradation de matrice

La matrice extracellulaire se dégrade naturellement, mais les cellules tumorales peuvent

accélérer ce processus afin de remodeler la matrice extracellulaire dans leurs intéréts.

L’évolution temporelle des enzymes de dégradation de matrice extracellulaire (M (¢, x))

est donnée par les systeémes suivants :

au + ague + DVAM — oM (Xu et al. 2017 [121]; Perumpanani and Byrne 1999 [85] ;
McDougall et al. 2012 [70])

DV?M + M — oM (Kim et al. 2009 [56]; Kolev and Zubik-Kowal 2011 [58]; Jiang
et al. 2014 [49])

11‘;/ (Kim and Friedman 2010 [55] ; Levine et al. 2000 [63])

DV2M + kue(t,z) — oM (Mallet and Pettet 2006 [67] ; Eisenberg et al. 2011 [31])
DV*M + ku (Poptawski et al. 2009 [87])

DV2M + ktyiqpe — oM (Gerisch and Chaplain 2008 [38] ; Domschke et al. 2014 [29] ;
Papadogiorgaki et al. 2013 [83])

DV2M + XM (1 — 32-) (Nargis et al. 2018 [74])

max
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Evolution temporelle des facteurs de croissance de ’endothélium

vasculaire

Les facteurs de croissance de I'endothélium vasculaire (VEGF) sont produits par les
cellules tumorales hypoxiques (en manque de dioxygene) pour accélérer les processus
d’angiogenese. Leurs concentrations (V (¢, z)) dépend de la location des cellules hypoxiques
(up(t,z)), des cellules endothéliales (u(t,x)), de la concentration en dioxygene et des
enzymes de dégradation de matrices. L’évolution temporelle de la concentration en VEGF
est donnée par les systémes suivants :

e auy, + DV?V —nu.V — oV (McDougall et al. 2012 [70])

o 2m — Ve 1V, (Levine et al. 2000 [63])

e auy, + DV?V —nu.V (Hinow et al. 2009 [44])

o DV?V + sMc —~V (Knitsdéttir et al. 2014 [57))

o DV?V — 4V + al,ciumen (Bratus et al. 2014 [13])

Evolution temporelle des cellules endothéliales

Les cellules endothéliales constituent la paroi des vaisseaux sanguins. On utilise cette
quantité pour symboliser la production des nutriments. Leur densité (u. (¢, x)) dépend de
la concentration en VEGF (V (t,2)) et de la matrice extracellulaire (e(t,z)). L’évolution

temporelle de la densité en cellules endothéliales est donnée par les systemes suivants :

o DV?u, —xV - (57 VV) — pV - (u.Ve) (McDougall et al. 2012 [70])

e DV - (u.Vlog(“)) (Levine et al. 2000 [63])
o DV%u, — V- (uexVV) + au.VAu (Hinow et al. 2009 [44])

1.3 Résumé non-exhaustif des coefficients utilisés dans
la modélisation du GBM

Pour réaliser des simulations d’un systeme, il est nécessaire de donner des valeurs
numériques a chaque parametre d’'un modele. Pour certains systemes théoriques, les co-
efficients sont choisis arbitrairement. Cependant, dans le cadre de simulation en biologie,
chaque coefficient a une interprétation biologique. On ne peut donc pas choisir "au hasard'

la valeur des coeflicients.
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1.3. Résumé non-ezxhaustif des coefficients utilisés dans la modélisation du GBM

Il est intuitif de penser que les coefficients d’un systéme biologique sont parfaitement
connus, mais il n’en est rien. En effet, il y a de I'hétérogénéité entre les patients, et cette
hétérogénéité se traduit par une variabilité dans les coefficients. Typiquement, chaque
article scientifique peut donner des valeurs différentes pour un méme coefficient. De plus,
certains coefficients sont difficilement mesurables en pratique et ne sont donc pas connus.

Dans cette partie, on résume les différentes valeurs des coefficients qui ont pu nous
intéresser dans nos travaux. Pour éviter d’avoir une bibliographie trop étendue, nous
n’avons pas ajouté dans la bibliographie, les articles qui ne sont cités que dans cette

partie.

Coefficients sur les cellules tumorales

Coeflicients Valeurs Unités Références
taux de proliféra-
' 0,000004 51 (Bubba et al. 2019 [15])
tion
0,0000027 51 (Kim et al. 2009 [56))
0,3 day ! (Stein et al. 2007 [103])
0,011 day* (Tracqui et al. 1995 [112])
(Woodward
0,012 day !
et al. 1996 [120])
0,00002 571 Chaplain 2005
23 h! (Gallaher et al. 2014 [37])
1 day~! (Stein et al. 2007 [103])
(Lai and Fried-
1,79 day~!
man 2020 [60])
0,0025-0,04 day ! (Basanta et al. 2011 [8])
0,0012 day~! (Jbabdi et al. 2005 [48])
10-100 year™ ! (Harpold et al. 2007 [43])
0,06 ht Zhong 2006
0,67 day—! Macklin 2009
diffusion 0,000000001 cm? - 571 Bray 1992
0,00000000017 cm? - 571 Shreiber 2003
1,00 1010 em? - st (Kim et al. 2009 [56))
1,00 1073 cm?. day (Stein et al. 2007 [103])
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1,25 107 cm?- day™! (Tracqui et al. 1995 [112])
2,00 108 em? 571 (Woodward
et al. 1996 [120])
8,64 1077 cm? - 57! (Vilanova et al. 2017 [115])
5,00 1073 pm- min~* (Chen and Zou 2018 [20])
3,50 10710 cm? - 571 Bray 2011
1,00 107° cm? - 571 Bray 1992
7,30 1079 cm? - 571 (Gallaher et al. 2014 [37])
1,00 10713 m? - 57! (Poptawski et al. 2009 [87])
12,96 mm?- day ! Li 1982
6 pm- min ! Goswani 2005
(Lai and Fried-
8,64 10~ 7 cm?- day~!
man 2020 [60])
5,00 107° cm? - 571 (Anderson 2005 [2])
0,005-0,3 mm?- day ™! (Basanta et al. 2011 [8])
50 mm?- year™! (Harpold et al. 2007 [43])
1,00 1011 cm? - 571 (Kim et al. 2009 [56])
1,00 102 mm?- day~! (Jbabdi et al. 2005 [48])
2,00 1073 mm?- day ! (Jbabdi et al. 2005 [48])
haptotaxie 2600 cm? - 57t M~! | Anderson 2000
2,0.(107°-107%) cm® g7t g7 (Kim et al. 2009 [56])
1,3 cm®2. M~1. s7! | Chaplain 2005
2600 cm? - s71 M~! | Anderson 1998
2600 cm? - 571 M~! | Anderson 2000
2600 cm? - s~ M~! | Macklin 2009
chimiotaxie (1,8-4,2).10~* cm®- gt g7t (Kim et al. 2009 [56])
0,504 mm- day ! (Vilanova et al. 2017 [115])
2600 cm? - s71 M~! | Anderson 1998
1,50 1078 cm? - 57! (Gallaher et al. 2014 [37))
pm?- min~! | (Kim and Fried-
1,00 103
nM~! man 2010 [55])
2,76 10~ e’ g st | (Kim et al. 2009 [56])
apoptose 4,00 1072 day™! (Tracqui et al. 1995 [112])
1,00 107 h! (Gallaher et al. 2014 [37))
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ments

0,32 day—! Frieboes 2007
(Lai and Fried-
0,17 day~!
man 2020 [60])
nécrose 5 day ! Tanaka 2009
mort par traite- ) . (Woodward
5,00 10~ day™

et al. 1996 [120])

Coefficients sur les cellules endothéliales

Coeflicients Valeurs Unités Références
diffusion 1,00 107° cm? - 571 (Kim et al. 2009 [56))
0,18 mm? - year™! (Basanta et al. 2011 [8])
prolifération 5,00 10~° s~ (Kim et al. 2009 [56])
haptotaxie 1,00 107° cm® g7t 57! (Perumpanani and
Byrne 1999 [85])
chimiotaxie 1,00 1073 cm® g7t g7t (Kim et al. 2009 [56])

Coeflicients sur la matrice extracellulaire

37

Coeflicients Valeurs Unités Références
diffusion 1,00 1077 cm? - 571 (Anderson 2005 [2])
1,70 10~° cm? - 57! (Kim et al. 2009 [56))
3,00 109 2 g1 (Perumpanani and
Byrne 1999 [85])
production 5,00 1076 s~ (Kim et al. 2009 [56])
1,26 106 51 (Kim et al. 2009 [56])
dégradation 3,00 10% cm?. g7t 71 (Kim et al. 2009 [56])
5,30 10° cm? mol™!- s~ | Chaplain 2005
1,00 10713 cm?- cell™- st | (Hinow et al. 2009 [44])
9.00 10° e g1 g1 (Kim and Fried-
’ man 2010 [55])
(Gerisch and Cha-
10 nM~t g7t

plain 2008 [38])
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mm?- mol -
2,24 1073 doy-! (Anderson 2005 [2])
ay
0,55 pm?- min~! Bauer 2009
3,00 10% cm?. g7t g7t (Kim et al. 2009 [56])
0,015 day™! Macklin 2009
réagencement 1,90 108 s71 Sfakianakis 2017
Oe€lIlCclents sur le diox ene
Coefficient le dioxyge
Coefficients Valeurs Unités Références
diffusion 1,00 107° cm? - 571 (Anderson 2005 [2])
. (Kim and Fried-
1,00 10* pm?- min~!
man 2010 [55])
157,248 mm?- day ! Kiran 2009
8,40 10* pm?- min~! MacDougall 1967
consommation
par les cellules | 6,25 107 mol- cell - s7! | Casciari 1992
tumorales
6,25 10717 mol- cell™*- s7' | (Anderson 2005 [2])
mol- cell7t- |
5,20 10712 - Kiran 2009
ay
fmol- cell =t
4,93 . Freyer 1985
min
consommation
mol- cell~1
par les cellules | 2,60 107! day-! (Anderson 2005 [2])
. ay
hypoglycémiques
consommation
mol- cell =t ]
par les cellules | 1,04 10713 - Martinez-Gonzalez 2012
. ay
hypoxiques
dégradation 0,0375 day™! (Anderson 2005 [2])
production 0,5025 day ™! (Anderson 2005 [2])
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1.3. Résumé non-ezxhaustif des coefficients utilisés dans la modélisation du GBM

Coefficients sur les enzymes de dégradation de la matrice ex-

tracellulaire
Coefficients Valeurs Unités Références
diffusion 1,00 107° cm? - 571 Enderling 2006
5,00 1077 cm? - 57! Saffarian 2004
2,50 107° cm? - 57! Chaplain 2005
1,00 10-° w51 (Kim and Fried-
man 2010 [55])
1,00 107 cm? - 57! (Anderson 2005 [2])
8,64 1073 mm?. day~! (Anderson 2005 [2])
8,00 107° m?- s~ Saffarian 2004
3,09 107 cm? - 571 Macklin 2009
production 6,94 1078 st (Kim et al. 2009 [56])
2,3 s~1 Chaplain 2005
22,9 st Sfakianakis 2017
. (Gerisch and Cha-
0,1 S .
plain 2008 [38])
6.00 10-3 mol- cell 1. | (Papadogiorgaki
’ day—* et al. 2013 [83])
150 day ! Macklin 2009
dégradation 5,00 107° s~ (Kim et al. 2009 [56])
1,00 1074 s71 Anderson 2000
s . (Kim and Fried-
5,00 10 S
man 2010 [55])
0.432 day~! (Papadogiorgaki
et al. 2013 [83))
15 day~! Macklin 2009
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Coefficients sur le glucose

40

Coeflicients Valeurs Unités Références
diffusion 1,20 10°¢ cm? - 57! Rong 2006
2,50 1071 m?. 7! (Poptawski et al. 2009 [87])
9,504 mm?- day~! Kiran 2009
1,30 1076 cm? - 571 Rong 2006
consommation
par les cellules | 2,56 1078 s! Li 1982
tumorales
1,45 101 1/In].mol: Kiran 2009
cell™1. day~!
2,56 1078 1/[n].s7! (Kim et al. 2009 [56])
consommation | -1
par les cellules | 1,45 107! ;r:;l o (Anderson 2005 [2])
hypoxiques
consommation ) -1
par les cellules | 7,23 10712 dma(;f;l R (Anderson 2005 [2])
hypoglycémiques
dégradation 0,11 day ! Kiran 2009
production 1,1 day* (Anderson 2005 [2])
Coefficients sur le VEGF
Coeflicients Valeurs Unités Références
production 14,42 h™! (Vilanova et al. 2017 [115])
0,78 h~! Serini 2003
1,70 10722 mol- cell ™' s71 | (Hinow et al. 2009 [44])
6.9 nM-pm?- (Knatsdottir
’ min~!- cell ™! et al. 2014 [57))
5,22 10710 pmok: - cell | (Basanta et al. 2011 8]
year
dégradation 0,23 h™! (Vilanova et al. 2017 [115])
8,02 1076 s~ Kudlow 1986
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1,50 1072 min~! Sorkin 2010
0,01083 min~! Bauer 2009
diffusion 10 pm?- st Serini 2003
2,90 1077 cm? - 57! Anderson 1998
1,66 10~° cm? - 57! Therne 2004
600 pm?- min—! Bauer 2009
10 pm?. s~ Serini 2003
3,15 mm? - year ™! (Basanta et al. 2011 [8])

Autres sources de parametres

Coefficients Valeurs Unités Références

nutriment néces-
saire pour la pro- | 0,75 nmol- mm 3 Tanaka 2009
lifération
19 mm Hg Shirinifard 2009

nutriment néces-
saire pour éviter | 0,5 nmol- mm 3 Frieboes 2007

la nécrose

taux de consom-

nmol-  mm™3
mation des méta- | 1786 - Tanaka 2009
a
bolites Y
capacité d’accueil 5 5
des tissus 2,39 10 cells- mm (Basanta et al. 2011 [8])
es tissu

2,39 10% cells: cm™3 (Basanta et al. 2011 [8])

seuil en VEGF (Steink
einkam

pour  l’angiogé- | 1,00 10~* pg- cell™t V P

et al. 2013 [104])

nese

1.4 Perspectives des thérapies ciblées pour le GBM

Le modele que nous allons énoncer dans le prochain chapitre se veut le plus fidele
possible a I’aspect clinique du cancer. Dans ce contexte, on a eu ’occasion d’aborder dans

I'introduction les traitements usuels pour un patient atteint d'un GBM : la chirurgie et
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FIGURE 1.1 — Liste des cibles potentielles pour des thérapies ciblées dans les glioblastomes.
Figure extraite de (Le Rhun et al. 2019 [61]).

la radiothérapie concomitante avec la chimiothérapie. Nous n’avons pas encore abordé
la question des thérapies ciblées dans le cadre du GBM. La notion de thérapies ciblées
est pourtant tres importante ces dernieres années grace aux avancées majeures dans la
caractérisation moléculaire des cancers et grace aux progres pharmacologiques avec le
développement de thérapies moléculaires ciblées. Ces thérapies moléculaires ciblées sont
plus efficaces et moins toxiques et ont déja révolutionné le pronostic de plusieurs cancers
systémiques, par exemple le mélanome ou encore le cancer bronchopulmonaire. Il est donc
naturel de se demander si ces thérapies moléculaires ciblées peuvent fonctionner pour le
GBM, ce qui explique les nombreux travaux de recherche sur ces thérapies ciblées. Un
résumé des avancées est disponible ici (Idbaih et al. 2015 [46]), et une description exhaustive
est disponible dans ces travaux (Touat et al. 2017 [111]; Le Rhun et al. 2019 [61]). Un

résumé visuel des différentes cibles moléculaire est disponible dans la Figure 1.1.

Un premier type de thérapie ciblée est I’ensemble des thérapies anti-angiogéniques. Ces
thérapies ont pour objectif de stopper le processus d’angiogenese décrit dans I'introduction
de ce manuscrit. Le médicament anti-angiogénique le plus avancé pour le GBM est le
bevacizumab (aussi connu sous le nom commercial "Avascin'). Ce médicament a déja
montré son intérét pour les patients atteints d’'un cancer du colon métastatique, mais il
n’a pas été accepté par 'agence européenne du médicament pour des patients atteints de
GBM (Chinot et al. 2014 [21]; Gilbert et al. 2014 [39]), faute de bénéfice thérapeutique.

Un essai clinique de phase II avait démontré un possible intérét d’utiliser le bevacizumab
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1.4. Perspectives des thérapies ciblées pour le GBM

avec la lomustine (Taal et al. 2014 [109]), mais il n’y a pas d’autres avancées pour les
traitements anti-angiogenese.

Un deuxieme type de thérapies ciblées est ’ensemble des inhibiteurs de la voie des
récepteurs a activité tyrosine kinase. En effet dans le contexte du GBM, il y a beaucoup de
mécanismes génétiques qui utilisent la voie des récepteurs membranaires a activité tyrosine
kinase. En particulier, la classification actuelle des GBM tient compte de ces différentes
altérations (Chen et al. 2017 [19]; Pisapia 2017 [86]). On peut citer 'amplification des
genes EGFR ou PDGFRA, les mutations ponctuelles sur les génes PI3K (mutation gain de
fonction) ou NF1 (mutation perte de fonction), et/ou les délétions homozygote des genes
PTEN ou NF1. Malheureusement, aucune thérapie concluante n’a été trouvée autour des
genes précédemment cités. Il ne faut pas oublier qu'un inhibiteur a activité tyrosine kinase
est spécifique a un gene, c’est-a-dire que tous les patients atteints d'un GBM ne pourront
pas étre traités avec un inhibiteur "universel".

Le dernier type de thérapies ciblées est ’ensemble des immunothérapies. Il s’agit ici
des thérapies qui permettent la réhabilitation du systeme immunitaire a éliminer les cel-
lules tumorales. En effet, dans la plupart des cancers, les cellules tumorales échappent
aux controles du systéme immunitaire et ne sont plus éliminées par celui-ci. De maniere
générale, on cherche a couper I'interaction entre les protéines PD1 (présentes sur les lym-
phocytes T) et les protéines PDL1 (présentes sur les cellules tumorales) qui empéche
les lymphocytes de reconnaitre les cellules tumorales comme des pathogenes pour 1'or-
ganisme. Dans les GBM, plusieurs anticorps monoclonaux anti-PD-1, le pembrolizumab
et le nivolumab par exemple, sont en cours d’évaluation. D’autres immunothérapies dont
les approches vaccinales sont également en cours dans le traitement des GBM. On peut
citer I’étude du rindopepimut qui cible une mutation spécifique des GBM (EGFR~vIII)
(Sampson et al. 2010 [94]).

Les thérapies ciblées pour les GBM sont donc beaucoup étudiées, mais n’offrent pour

I'instant aucune amélioration majeure dans les traitements.
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CHAPITRE 2

MODELISATION DU COMPORTEMENT
TUMORAL DU GLIOBLASTOME
MULTIFORME

Dans cette partie, nous nous intéressons a la formulation mathématique d’un systeme
d’EDPs vis-a-vis du comportement du GBM. L’objectif est ainsi de modéliser le phéno-
mene d’angiogenese induite par les cellules tumorales et les traitements utilisés contre le
GBM. Plusieurs processus biologiques sont modélisés pour étre en accord avec les connais-
sances en médecine, par exemple, le cycle cellulaire, I’apoptose, I’hypoxie ou encore I'an-
giogenese. Tout cela meéne a un systeme d’EDPs non-linéaire avec quatre équations et
quatre inconnus : la densité en cellule tumorale, la concentration en O, la densité en
cellules endothéliales et la concentration en VEGF.

Dans un second temps, ce modele doit étre utilisé pour faire des simulations réalistes du
développement du GBM a partir de I'IRM de diagnostic d’un patient. Pour cette raison,
nous traduisons le systeme précédent en format discret pour exhiber une solution numé-
rique. Nous développons ainsi un schéma numérique dont nous démontrons la positivité
des solutions et donnons les estimations d’énergies nécessaires pour prouver l'existence
de la solution discrete. Ce schéma numérique utilise un schéma CVFE (Control Volume

Finite Elements) non-linéaire en espace et est implicite en temps.

2.1 Modélisation de I’angiogenese par construction

d’un modele anisotrope dégénéré non-linéaire

Dans cette these, on propose un nouveau modele sur 'angiogenéese induite par la tu-
meur inspiré par les travaux de (Enderling et al. 2010 [33]) et (Hinow et al. 2009 [44]). Ces

travaux utilisent des équations de réaction-advection-diffusion entre les cellules tumorales
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Chapitre 2 — Modélisation du comportement tumoral du Glioblastome Multiforme

et leurs nutriments. Pour pouvoir modéliser I'entiereté du processus de ’angiogenese,
deux autres quantités sont introduites dans notre modele : les cellules endothéliales qui
délivrent le dioxygene dans le cerveau et les facteurs de croissance de I’endothélium vascu-
laire (VEGF) qui sont produits par les cellules tumorales hypoxiques pour promouvoir la
formation de nouvelles cellules endothéliales. Dans cette partie, nous allons décrire le mo-
dele de I'angiogenése induite par la tumeur et décrire les différents processus biologiques
impliqués.

Soit 2 un sous espace de R? connecté, ouvert et borné et soit Ty > 0 un temps final
fixé. € représente l'espace délimité par le cerveau en 2D, car sur une coupe axiale d'un
IRM, T représente le temps final lors des simulations en prenant par défaut ¢y = 0 comme
instant initial. On note alors 'espace-temps Qr, = Qx]0, Ty[ et son sous-ensemble sur le
bord de € par X, = 0Qx]0,T}[. Si 2 représente la partie du cerveau oti se développe la
tumeur, 0f) est le bord de ce domaine. Cela comprend le crane, mais aussi les ventricules
s’ils apparaissent sur 'TRM (cela dépend d’ou est située la tumeur). Le comportement
des cellules tumorales pendant leur croissance et les différents traitements est décrit par

I’ensemble de ces équations :

Oru — V- (M (2)(a(w) Ve — xa(w)Ve)) = prh(c) fur () = fre — Toreat (£, 1), (1a)
Oyc — V - (DyVe) = ague — [Bac — vouc, (1b)
Opue — V- (Az(z)(a(ue) Ve — X3(ue) V) = p3 fur(te) — Baue, (1c)
0w — V- (DyVv) = aug(c)u — Bav — Yauev. (1d)

On associe au systeme (1a)-(1d) des conditions de bord homogene de type Neumann :

(Ar(z)a(u)Vu — Ay (x)x1(u)Ve) -7t = 0, (2a)
DoVe -l =0, (2b)
(As(2)a(ue) Ve — As()xs() V) -7 = 0, (20)
D,Vv-n=0. (2d)

Ces conditions de flux modélisent le fait qu’il n’y a pas d’échange entre le cerveau et le reste
du corps. C’est une hypothese naturelle pour le GBM, car dans la pratique, les tumeurs
primaires de GBM ne se diffusent pas en dehors du cerveau. Ce n’est évidemment pas le cas
pour une tumeur cérébrale secondaire d’origine métastasique, mais il se trouve que ce type

de tumeur se traite trés bien en pratique par résection totale de la tumeur (uniquement

46



2.1. Modélisation de l’angiogenése par construction d’un modéle anisotrope dégénéré
non-linéaire

pour la partie tumorale dans le cerveau, la tumeur initiale peut poser beaucoup plus de

problémes a guérir).

On associe a chaque quantité une condition initiale en temps donnée par :

w(z,t =0) = wo(z),Vr € Q,w = u, ¢, ue, v. (3)

Dans le systeme (1a)-(1d), u est le ratio entre la densité en cellules tumorales (nombre
de cellules par ch) et la capacité maximale du tissu ,,q., ¢ est la concentration en Oy

2w, est le ratio entre la densité en cellules endothéliales et la capacité

en pumol - cm™
maximale du tissu w,,q, et v est la concentration en VEGF en pmol - em™2. La somme
des deux populations cellulaires est notée ur = u + u.. Cette modélisation permet de
normaliser les densités des populations cellulaires entre 0 et 1, c’est-a-dire que l'on a
presque partout en temps et en espace 0 < u,u, < 1 (on démontre cette propriété plus
loin dans ce manuscrit). Biologiquement, on s’attend a ce que ce soit la densité totale en
population cellulaire qui soit majorée par la capacité totale du tissu : 0 < u +u. < 1 et
non pas seulement chaque population cellulaire de facon indépendante. Nous ne sommes
pas capables de montrer cette propriété a partir de nos choix de modélisation, mais nous

montrerons dans nos simulations, qu’en pratique, cette propriété est bien obtenue.

Les fonctions a(-), x.(+) et fu.(-) sont dépendantes des populations cellulaires et sont
respectivement relatives a la diffusion, a la chimiotaxie et a la reproduction cellulaire.
Plus spécifiquement, les fonctions a(-), x.(+) et fu, () sont choisies & support dans |0, 1[.
Cette hypothese est cruciale pour démontrer la positivité des solutions numériques et la
majoration des populations cellulaires. La fonction g(-) dépend de la concentration en O,
et traduit la production de VEGF par les cellules tumorales en condition hypoxique. En
effet, les cellules tumorales ne produisent des VEGF que si et seulement si les cellules
tumorales sont dans une zone hypoxique. La fonction A(-) dépend de la concentration en
O, et permet aux cellules tumorales normoxiques d’entrer en mitose car seules les cellules
tumorales disposant d’assez de Oy peuvent proliférer. Aj(x) et Az(z) sont des tenseurs
de diffusion pour les cellules tumorales et les cellules endothéliales respectivement. Ces
tenseurs dépendent de leur position dans le cerveau. Plus précisément, la diffusion varie
selon si les cellules sont dans la matiere blanche, la matiére grise ou dans la zone post-
chirurgicale. D, et D4 sont deux tenseurs de diffusion isotrope associés a 1’05 et au VEGF,
respectivement. p; est le taux de reproduction des cellules tumorales, as est le taux de

production de Oy par les cellules endothéliales, ps est le taux de reproduction des cellules
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endothéliales et ay est le taux de production en VEGF par les cellules tumorales. 31 et 53
sont les taux d’apoptose des cellules tumorales et des cellules endothéliales respectivement,
B2 et B4 sont les taux de dégradation naturels en Oy et VEGF respectivement. 7, est le
taux de consommation en Oy par les cellules tumorales et 7, est le taux de consommation
du VEGF par les cellules endothéliales. La fonctionnelle T}, .q(+, <) représente les pertes

en cellules tumorales causées par I'utilisation des traitements.

Nos choix de modélisation font apparaitre beaucoup de parametres, que nous avons
précédemment décrits. Bien que certains parametres peuvent étre extraits de la littérature
scientifique comme dans le premier chapitre, la plupart de ces parametres doivent étre
vu comme propres a chaque patient. En effet, le GBM regroupe beaucoup de phénotypes
tumoraux différents et donc beaucoup de comportements peuvent étre observés selon le
sous-type tumoral. Par conséquence, la plupart des parametres doivent étre calibrés pour
chaque patient. Dans ce chapitre, on ne s’intéresse pas a cette problématique et nous

partons du principe que les parameétres choisis sont adaptés au patient en question.

La chirurgie, la chimiothérapie et la radiothérapie sont les traitements usuellement
employés contre le GBM. Ils peuvent tous étre inclus dans la modélisation du Systeme
(la)-(1d). La chirurgie est réalisée en urgence deés que le diagnostic du GBM est posé.
Cependant, certains patients ne peuvent pas subir une intervention chirurgicale a cause
de la non accessibilité de la tumeur. Dans ce cas, seule une biopsie est réalisée. Si la
chirurgie est réalisée, le cocur tumoral est retiré et la résection est la plus large possible

sans abimer les tissus sains environnants.

Dans notre modele, on suppose que la chirurgie se déroule a un instant t,,,, qui peut
arriver soit a l'instant initial, soit & un temps quelconque dans |0, Ty[. Numériquement,
la chirurgie est réalisée en réinitialisant a 0 les quantités de u, ¢, u. et v dans la zone

chirurgicale juste apres -

La chimiothérapie dans le cas du GBM est un médicament (Témodal) qui contient du
Témozolomide (TMZ). Cette molécule est administrée quotidiennement avec un dosage
de 75 mg/m? (Stupp et al. 2005 [105]). La partie de la chimiothérapie est modélisée dans

notre systeme par
Tchemo(ta ’LL) = kc(t)Dcheua (21)

ou k.(t) = 1 si et seulement si la chimiothérapie est effective au temps t et D, est le

taux de mort des cellules tumorales a cause de la chimiothérapie.
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2.1. Modélisation de l’angiogenése par construction d’un modéle anisotrope dégénéré
non-linéaire

Le probleme de la chimiothérapie est I’existence potentielle d’une résistance aux cel-
lules tumorales qui permet a ces cellules de ne plus étre impactées par le médicament.
Ces cellules résistantes peuvent continuer de proliférer librement et peuvent causer la re-
chute du patient. Dans ce manuscrit, nous ne considérons pas d’hétérogénéité tumorale
et considérons que toutes les cellules tumorales sont affectées équitablement par la chi-
miothérapie. Cette hypothese est tres forte car en pratique la moitié des patients traités
au TMZ ne répondent pas du tout au TMZ (Lee 2016 [62]). Cependant, le TMZ n’est
jamais utilisé seul comme alkylant, mais il est utilisé comme adjuvant a la radiothérapie.
En effet, on sait que 'utilisation du TMZ augmente l'efficacité de la radiothérapie, car
les alkylations de ’ADN provoquées par le TMZ et les coupures ADN provoquées par les
radiations ont un effet cytotoxique synergique (Stupp et al. 2005 [105]).

La radiothérapie est couramment utilisée dans la majorité des cancers, car 'utilisation
de la radiothérapie dépend surtout de la localisation de la tumeur et de sa propagation
dans I'espace et non du type de cancer. En effet, la radiothérapie fonctionne en délivrant
quotidiennement des faibles doses d’irradiation localisées sur le site tumoral, ces radiations
créent des micro-coupures dans ’ADN des cellules irradiées. Les cellules saines peuvent
réparer ces coupures dans I’ADN alors que les cellules tumorales ont beaucoup plus de mal
et en meurent. En revanche, la radiothérapie peut créer des effets secondaires indésirables
si les cellules saines sont trop affectées par les radiations. C’est pour cela que chaque type
de cancer a ses propres recommandations sur l'intensité et le fractionnement des doses a

administrer.

Dans le cadre du GBM, la radiothérapie est réalisée par 'administration de plusieurs
radiations en petites fractions. Le nombre de fractions et la dose nominale dépendent
des caractéristiques du patient, par exemple son age ou sa position sur les échelles de
performance, par exemple 1’échelle de Karnofsky, (ANOCEF 2018 [3]). L’efficacité de la
radiothérapie dépend de beaucoup de parametres : le nombre de fractions par jour Ny,q,
la dose nominale D, .4, la durée d'une irradiation 7, le temps entre deux irradiations
successives AT, le taux de dommage a 'ADN p et de parametres de sensibilité «, 5. En
France, il est recommandé de réaliser une radiothérapie cinq jours par semaine pendant
six semaines avec 30 fractions de 2G, par jour (ANOCEF 2018 [3]).

Comme plusieurs fractions sont administrées avec le GBM, nous modélisons la radio-

thérapie a partir des travaux de (Nilsson et al. 1990 [76])
Tradio<t7 U) = k:chemo (t) kr (t) Reffuj-{xE zone irradiée}(l‘)a (22)
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ou k.(t) = 1 si et seulement si la radiothérapie est effective a l'instant t et

cosh(ur) — 1
Reff = aNjracDrag + BN pracDrog(raa(per) + Q(H)MW(@%

pt — 1+ exp(—pur)
(u7)?
@ = exp(—pu(T + AT)),

No — Ng? — o+ o™

grad(/“—) = 2( )7

Nous utilisons le terme kepemo(t) pour modéliser 'augmentation de 'efficacité de la
radiothérapie si la chimiothérapie est concomitante avec la radiothérapie. Donc si la chi-
miothérapie n’est pas administrée a I'instant t, on impose que Kepemo(t) prenne la valeur de
1 and si la radiothérapie et la chimiothérapie sont concomitantes alors kepemo(t) = T > 1,
avec T le taux d’amélioration de la radiothérapie grace a la chimiothérapie.

Nous donnons a présent les hypotheses principales du modele (1a)-(3) a partir des

descriptions précédentes :

(A1) La fonction de diffusion a : R — R™ est une fonction continue telle que a(y) >
0,Vy €]0,1[ et a(y) = 0,Vy € R\|0, 1[.

(A2) La fonction de chimiotaxie x,, : R = R™,m = 1, 3 est continue et telle que x,,(y) >
0,Vy €]0,1] et xm(y) = 0,Vy € R\J0, 1[. De plus, nous supposons qu’il existe une
fonction p,, € C(R,R"),m = 1,3, telle que pu,,(y) = X‘i@),Vy €0, 1] et pn,(y) =
0,Vy € R\]0, 1].

(A3) Le tenseur de diffusion A,,(y),m = 1,3 est un tenseur borné, défini uniformément

positif sur Q, ce qui se traduit par 'existence de A%*™ A% > () tels que
0 < A"y < (Am(y)yly) < Aplyl*,m = 1,3,Vy € R%\{0}.
(A4) Tous les coefficients du Systeme (1a)-(1d) sont positifs
1, P1, o, Bay Y2, p3, B3,y Ba, 74 2 0.
(A5) La fonction f,.(y) € C(R,RT) est

fur(y) = y(1 = ur) 1 1y(y), (2.3)
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2.1. Modélisation de l’angiogenése par construction d’un modéle anisotrope dégénéré
non-linéaire

z+|z|
5

ouzt =

(A6) Les fonctions initiales sont dans L?(Q) et suivent les inégalités

Ug, Cos Uey, Vo > 0, p.p. dans €2 et up, ue, < 1, p.p. dans €.

(A7) g(-) est une fonction définie par morceaux qui permet la production de VEGF
par les cellules tumorales si et seulement si les cellules tumorales sont dans un
environnement hypoxique et la fonction h(-) est une fonction d’Heaviside autour

du seuil d’hypoxie, c’est-a-dire

g(y) - 1[Cnecr07chypo] (y) et h(y) = Hchypo (y) = 1[Chypoy+oo[(y)'

Cnecro €St le seuil en dessous duquel les cellules nécrosent et cjyp, est le seuil en

dessous duquel les cellules manquent de Oy pour fonctionner normalement.

(A8) La fonctionnelle Ti,eqr : RT x R — R est positive, définie par morceaux en espace
et en temps. Dans ce travail, les différents traitements sont la chirurgie, la chimio-
thérapie et la radiothérapie. La fonctionnelle Ty,.eq (-, ) modélise la chimiothérapie
et la radiothérapie et peut étre construite a partir de 'Equation (2.1) et (2.2) par
Tireat(t9) = Tonemo(ts9) + Traio(t, ). De plus, ¥t € R*,Vy € R™ : Theur(t,y) = 0.

Pour pouvoir prouver la positivité des solutions discretes au probleme, on utilise les

différentes fonctions suivantes définies sur R

n(v) = max(0, min(1,v)), p(v) = /f 77C(lz)7 (2.4)

n(v)p(v) = 0,¥v <0,
A(v) = /Ova(s)ds, £(v) = /0 Ja(s)ds, (2.5)

pour les mémes idées que dans les travaux de (Cancés and Guichard 2016 [17]; Canceés
et al. 2017 [18]; Foucher et al. 2018 [36]).

On définit la formulation faible associée au Probleme (1a)-(3).
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Chapitre 2 — Modélisation du comportement tumoral du Glioblastome Multiforme

Definition (Solution faible) : Sous les hypotheses (A1)-(A8), on dit qu'un ensemble de

fonctions mesurables (u,c,u.,v) est une solution faible du Probleme (1a)-(3) si

0 <ult,z),u.(t,x) <1,c(t,z),v(t

,2) > 0, p.p. dans Qry,
E(u) € L*([0,Ty]; HY(Q)), et Yio; € D(Q x [0,

Ty)),i=1,..,4)) on a

-/ /Q ,, Wrprdadt = /Q o () da
* //QT (MM(@V&“) — Ai(z)x1(u)Ve) - Viprdadt

- //QT (P1(0) fur () = Brtv = Tyrear(t, W) prddt,  (2.6)

— // cOypodxdt — / co(x)pSdx + // DsyVe - Vpodxdt
Qe Q Qry

= // (otie — Bac — yauc)podadt, (2.7)
Qry

_//QT ueﬁtwgdxdt—/gueo(x)@gdx
T //QTf(\/mAs(l’)VE(ue) — As(2)x3(ue) Vo) - Vipsdadt
- //QT (p3 fup(ue) — Baue)psdrdt, (2.8)

— // vOppydadt — / vo(z)plda + // DyNVv - Vy,dxdt
Qe Q Qry

- // (cug(c)u — Bav — Yauev)padxdt. (2.9)
QTy

On ne s’intéresse pas a la question de I'existence d’une solution faible dans ce travail,
et nous ne donnons donc pas de preuve de cette existence. Cependant, il y a beaucoup
de travaux autour des systémes de type Keller-Segel. Comme notre modele consiste en
deux systemes de type Keller-Segel couplés par les termes de réaction, on peut utiliser les

travaux de (Bendahmane et al. 2007 [9]). Ces travaux ont prouvé l'existence et la régularité
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2.2. Construction du systéme discret associé au Probléme (1a)-(3)

de type Holder des solutions faibles d'un systeme de type Keller-Segel.

2.2 Construction du systéme discret associé au Pro-
bléme (1a)-(3)

Dans cette partie, nous discrétisons le modele (1a)-(3) et donnons les approximations
numériques nécessaires pour réaliser des simulations sur un maillage de cerveau, c’est-a-

dire, un maillage sans contrainte qui est adaptée a I’anatomie d’un cerveau.

La discrétisation du Systéme (la)-(1d) est réalisée a partir des travaux de (Foucher
et al. 2018 [36]). On utilise deux types d’approximation : une approximation de type Ele-
ments Finis (FE) pour les termes de diffusion et un schéma décentré de type volumes finis
(FV) pour les termes de convection, a savoir, les troisiemes termes dans I'Equation (1a)
et (1c). Les approximations de type FE sont réalisées sur un maillage triangulaire primal

tandis que les approximations de type F'V sont réalisées sur le maillage dual barycentrique.

Soit T, une triangulation conforme du domaine €2, on définit I’ensemble ¢ recueillant
les sommets de T et on définit £ comme étant ’ensemble des arétes dans T. hr = I?él%(h J
est la taille de la triangulation 7, ol hy est le diamétre du J®™ triangle. 0 = 1}1637}_(% est

la régularité du maillage, ot p; est le diametre du cercle inscrit dans le J®™® triangle. Pour
chaque sommet K € ¢, on associe ses coordonnées a xx. Ex devient le sous-ensemble de
& contenant seulement les cotés ayant le sommet K comme extrémité et Tk ’ensemble
des triangles avec K comme sommet. Si deux sommets K et L sont reliés entre eux par

un co6té du maillage, on note alors ce coté par ok

Pour chaque sommet K € ¢, on associe son élément dual wyx qui est obtenu en reliant
les barycentres des triangles de I’ensemble T avec les barycentres des cotés de I'ensemble
Ek. La mesure de Lebesgue associée a wy est my. On note M le maillage dual et Hy

I’ensemble des EF Pisur 2 définis par
Hr={p€C’(Q): ¢ €P:i(R),V] €T}
On attribue & H7 sa base canonique (Pg)xey définie par

(I)K(.’L'L) =0KkL, VK, L €.
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Chapitre 2 — Modélisation du comportement tumoral du Glioblastome Multiforme

FIGURE 2.1 — [lustration d’un maillage primal 7 (en noir) et son maillage dual M (en
bleu).

De plus, on considere 'espace discret des volumes de contrdle yaq sur €2 défini par

xm = {6 : Q — R mesurable, Glux est constante ,\ VK € U}

On illustre dans la Figure 2.1, 'exemple d’un maillage primal 7 avec son maillage dual

M. Dans la suite, on considere avoir un pas de temps uniforme dans notre discrétisation

ot = NT—_{I, avec N un entier strictement positif et pour tout n € [0, N + 1] on note
t, = not.

Pour une donnée (w§)xeoneo,n+1], il existe une unique reconstruction via les EFs

w5 et une unique reconstruction constante par morceau w5 telles que

w7’75t(t,l’> = w’?’ = Z w}l(@K(l'), Va € Qth € (tn—htn]a
Kev

wmeot(t,r) = wh, Vo € wg,Vt € (th-1,tn)],

W= U, C,Ue, V.

Le schéma numérique CVFE (Control Volume Finite Element) non-linéaire utilisé pour

la discrétisation du Systeme (1a)-(3) est donné par I’ensemble des équations suivantes :

1
wh = —— wo(y)dy, VK € 9, avec w = u, ¢, u, v, (2.10)
mK WK
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2.2. Construction du systéme discret associé au Probléme (1a)-(3)

et VK € 9,Vn € [0, N]

m
= R =)+ 3 AR (i - )
oK LEEK
>° ARpaiE i T = ) = micpi () fan (i)
oK LEEK

- mKﬂlu?(—H - mKTtreat(tn—i-la uT]L(—H)v (211)

m n n n n
5t (CK+1_CK ) + Z DKLUKJEI(Z?(CKJrl) p(ci™)

OKLEEK
= mgooul — myBacit — puitlet, (2.12)
mg -
W( up el — )+ > AKL wr( Z}_{l _UZJEI)
oKk LEEK
Z AKL~7IL<J5:1/~L?<JFLI(U?(+1 ZH)
ok EEK
= prgfuﬁ% (ug}}l) - mKﬁguZ}}l, (2.13)
mg _
5t — (v —vg) + Z DKLU?(JEI(Z?(U?{H) p(vpt)
OKRLEEK
—mKCMQ(C}l(H)U?{H mKﬂ4U?< 74”2}11’?(“' (2-14)

Dans le systeme précédent, nous avons utilisé une approximation EF pour les flux de

diffusion ou les coefficients de rigidité sont donnés par

KL =— [oAn(2) - VO (z) - VO (x)de m=1,3,

(2.15)
DY) = — [, DiV®y(z) VP, (2)dz, i =2,4.
On définit les intervalles
i) = (min(ug™, wft), max(uit up™)], 1Y = [min(ul K ul ), max(ul i ul T,
Jitt = [min(c™, ), max(ci, Y], IR = min(upt, op ), max(vEt vpth),

que l'on utilise pour construire nos approximations de type Godunov pour les quantités
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Chapitre 2 — Modélisation du comportement tumoral du Glioblastome Multiforme

n+l ~n+1 n+1 et —n+1 .,

Okgr,> Ak NIkn €V kL -
max a(s), si AW, >0 max a(s), siAY), >0
) KL = Y ) KL = %
n+1 s€Tp ! ~n+1 seli)
min a(s), si Ay <0, min a(s), si Ay <0,
ey ety
max 7(s), si D¥ >0 max 7(s), si DY >0
n+177 ’ KL = % an ) KL =—
ntl _ ) s€TRd potl ) sk 2.17
Nkr = X X (2) 777KL - . . (4) ( : )
mlnr}rln(s), si Dy, <0, mﬂln(s), si Dy, < 0.
s€ET kT, sed,

Ces termes sont utiles pour s’assurer de la positivité des solutions. Les fonctions p; et

{3 sont approximées avec un schéma amont :

1 n 1 n . 1 T n
Mi )(UKH> + M% )(ULH)a S1 A%)L(CK+1 - CLH) >0,

n+1
T S oo R (2.18)
M% )(UKH) + ﬂi )(uL+l)a sl Ag{i:(%{“ — ) <o,
(3, n+1 (3)(, n+l i AB) (Al iy 5
S w7 (ug )+ g (ul ), st ARy (vE vp) >0,

i () + P Y, si AG (vt — ot <o,

ou les fonctions uil), u%l), ,uf) et uf) sont données par :

i) = [y Ve == W) dy, m=13,
VieR, x=a" —a, 7 =max(0,7) et x~ = max(0, —z).

La description de toutes les variables, coefficients, fonctions, espaces et composantes du

maillage est résumée dans les tableaux 2.1 a 2.5 qui sont a la fin de ce chapitre.

2.3 Propriétés du systeme discret

Dans cette partie, on s’intéresse a démontrer les bonnes propriétés de notre résolution
numérique du systéme discret (2.11)-(2.14). Dans un premier temps, nous montrons la

positivité de toutes les quantités et la majoration des populations cellulaires. Ensuite,
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2.8. Propriétés du systéme discret

nous introduisons ’algorithme itératif que nous avons construit pour résoudre en pratique
le Systeme (2.11)-(2.14). Enfin, nous prouvons lexistence de la solution numérique en

donnant les estimations d’énergies associées.

2.3.1 Positivité et majoration des solutions

Nous voulons montrer que le schéma numérique (2.11)-(2.14) est biologiquement cohé-
rent. Ici, on prouve que les densités en cellules tumorales et endothéliales sont comprises
entre 0 et 1 alors que les concentrations en Oy et VEGF sont seulement positives. L’Equa-
tion (2.11) et ’'Equation (2.13) ont des termes similaires, nous prouvons la positivité de

leurs solutions dans la Proposition 1.

Proposition 1 (Positivité des densités en populations cellulaires). Supposons que u% > 0
(resp. u) i > 0) pour tout K € 0, alors pour tout n € [1, N 4 1] la solution (uf)key de
UEquation (2.11) (resp. (ul g )keo de I’Equation (2.13)) est positive.

Démonstration. Nous allons montrer le résultat seulement pour u™ car le raisonnement
est parfaitement identique pour montrer la positivité de u”. Cette preuve fonctionne par
récurrence sur n, supposons alors que pour un n € [0, N] on a u% > 0,VK € 9.

On définit up, = uj' = %%u "1 et adoptons la notation uy, = u}™, VL € 9. Par la

suite, en multipliant le terme de I'Equation (2.11) associé & K, par —uy, , on obtient

mg _2 MK n n+1
ug, + U, = AKLaKL U, — ur)ug,
ot ot
oKLEEK
1) n+1 n+l/ n+l n+1y — __ n+1 —
+ ) Nipak pip (g — ' ug, = —mgpih(ci )fu;t; (uk, Jug,
oxLEEK ’

- mKﬁlu;{i + ijjtreat@nJrl; UK*>u;(*- (220)

D’apres les hypotheses (A5) et (A8), les fonctions fi,,. () et Tirear(t, -) sont prolongées par
0 en dehors de [0, 1], ce qui implique que

fu;ﬁ; ('UJK*)UI_(* =0et ﬂreat(tn—i-l, U’K*>u[_(* = 0.

. . 1 , . A . ’
Ensuite, si Ag()L < 0, on a nécessairement a}"‘(*Llu %, = 0 gréace au fait que a(-) est prolongée
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Chapitre 2 — Modélisation du comportement tumoral du Glioblastome Multiforme

par 0 en dehors de [0, 1], ce qui donne
n+1 n+1
Z A% LaKL (uk, — Z A KL aKL (uk, — up)ug, -
oKk LEEK oKLEEK

(ug, —ur) > 0 par définition de ug, et AY KL a}?}} > 0, donc on a la positivité du troisieme

terme de 'Equation (2.20), c’est-a-dire

— 3 A uk, —up)ug, >0. (2.21)

oKLEEK

Pour le quatrieme terme de I’Equation (2.20) on a

ur,
o e.) + ) (un) = pua(e,) = pa(0) + [ ()" ds,
UK,
(1) Dy, B M e d
pr (ug,) + pp 7 (un) = pa(uk,) — 1 (0) (11(s)) " ds,
UK,
Donc, comme ug, < up, on en déduit que
(1) (1) — — o [ (s s >
(/ﬂ (uk,) + g (UL))UK* = tug, (11(s))"ds >0,
’U,K*
(1) (1) — — = [ (s ds < 0
(MT (UK*)WLl% (UL»UK* = TlUg, (11(s))"ds < 0.
UK,

D’apres les définitions de a’;' dans I'Equation (2.16) et de p/%;' dans 'Equation (2.18),
on a AW amitymdl (et — ™ ugk, > 0 peu importe le signe de AY (e — ity ce qui

nous donne la positivité du quatrieme de ’Equation (2.20), c’est-a-dire

+ Y ARpaiE i (G = g, > 0. (2.22)

oKLEEK

Avec les inégalités (2.21) et (2.22), on peut alors conclure que le membre gauche de

I'Equation (2.20) est positif. D'un autre coté

mg _2 mg n-‘rl _
— Uk, + —ugug, Z A% LaKL (uk, —ur)ug,
ot ot
ok LE€EEK
n+l n+l/ n+l n+1 _ -2
+ Z A LaKL wir (Ce Cr, )UK* = _mKﬁluK* <0,
oKLEEK

Donc tous les termes du membre gauche de la précédente inégalité sont nuls car ils étaient
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2.8. Propriétés du systéme discret

positifs ou nuls. Ce qui implique en particulier que "g—fu;é = 0, ce qui donne le résultat

de la proposition. O

Maintenant, nous souhaitons montrer que les densités en cellules tumorales et endo-
théliales sont majorées par 1. Cette majoration a un sens biologique, car les tissus ont
une capacité d’accueil maximale. Comme pour la Proposition 1, cette majoration est

démontrable, car notre modele est dégénéré. La Proposition 2 résume cette propriété.

Proposition 2 (Majoration des populations cellulaires). Supposons que 0 < u9% < 1
(resp. 0 < w) o < 1) pour tout K € ¥, alors pour tout n € [1, N + 1] la solution (uf)key
de I’Equation (2.11) (resp. (ul g )keo de I’Equation (2.13)) est majorée par 1.

Démonstration. Nous allons seulement démontrer le résultat pour u” mais les mémes
étapes sont nécessaires pour montrer que u est majoré par 1. Cette preuve fonctionne
par récurrence sur n. Supposons que pour un n € [0, N], on a vy < 1,VK € 9.

On pose ug- = upt = r}}aq}s{uzﬂ et adoptons la notation uy, = uf™ VL € 9. Alors en

S
multipliant le terme de 'Equation (2.11) associé a K* par (1 — ug+)~, on obtient

mg _ mg n _
+ > Al La’}&l (ures —up)(1 —ug«)”
oKLEEK
Z AKLG%JFLIM?LI(CnKH C%H)(l — ug+)”
oKLEEK

= mucprh(ci) fpen (ure ) (1 — uges)”

—mKﬁluK*(l—uK*) —mKﬂreat(th,uK*)(l—uK*)_. (223)

En utilisant le résultat de la Proposition 1, on obtient que ug+ > up > 0,VL € 4. Si

AY <0, on a alors alh(

dehors de [0,1]. Sachant que a’%;' > 0, on a

1 —ug+)~ = 0 comme la fonction a(-) est prolongée par 0 en

AV a1 = ug)™ >0,

puis en observant que (ug+ —uy) > 0, on en conclut que le troisieme terme de I’Equation
(2.23) est positif, c’est-a-dire

+ 3 A uke —un)(1 = ugs)” > 0. (2.24)

oKLEEK
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Comme la fonction f,.(-) est prolongée par 0 en dehors de [0, 1], on a fug+1§ (uge)(1 —

ug+)" = 0. Comme (up < ug+) et
Up*
i ses) + 150 () = o (ures) = (0) = [ () ds,
ur,
(1) (1) _ RN
i i) + i (n) = (e ) = (0) + [ (i),
ur,
on a
’LLK*
(1 (urce) + P (un) ) (1 = wre) ™ = —(1 = ) / $))*ds <0,
U g *
(1 () + 8 () (1 = ugee)™ = +(1 = ugee)™ / ~ds > 0.
Finalement, indépendamment du signe de Al (¢! — ¢2+)

AL (= e it (1 — )™ <0,

et, en ayant a;’ > 0, on en conclut que le quatritme terme de I'Equation (2.23) est

positif, ¢’est-a-dire

= X AR T = T~ uke)” 2 0, (2:25)

okLEEK

Gréace a 'Equation (2.24) et (2.25) et a la positivité de la fonction Tyeq(+, ), on en
déduit que

m m _
5? (1—UK ) |2+5—f(1—u”K)(1—uK* + Z AKLG}L(—El UK* _UL)(l_uK*)
oK LEEK
— > AR S (e = (L - uge)”
oKLEEK
= —mgSiugs(1 — ug+)” — MrTireat(tng1, Ui+ ) (1 — ug+)” < 0.

Donc tous les termes du membre gauche de ’Equation (2.23) étant nécessairement non-
négatifs, ils sont nuls. En particulier : % (1 — uK*)_2 =0, donc (1 —ug+)~ =0, ce qui

nous donne le résultat de la proposition. O

A Tlinstar des populations cellulaires, les concentrations en Oy et en VEGF sont tres

petites par rapport a la concentration maximale théorique dans un tissu. De plus, ’évo-
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lution de la concentration en Oy et en VEGF est trop faible devant la concentration
maximale pour que des effets liés au manque de place operent : tout se passe comme si
ces concentrations n’étaient pas majorée. Nous ne nous intéressons donc pas a la majora-
tion des concentrations en Oy et en VEGF pendant la résolution numérique. Cependant,
il faut tout de méme prouver la positivité de ces concentrations. L’Equation (2.12) et
I'Equation (2.14) ne sont pas dégénérées, ce qui implique que les arguments donnés dans
la Proposition 1 ne peuvent pas étre utilisés pour la positivité en O, et en VEGF. Cela

mene a la Proposition 3.

Proposition 3 (Positivité de la concentration en O, et en VEGF). Supposons que ¢ > 0
(resp. v > 0) pour tout K € ¥, alors pour tout n € [0, N + 1] la solution (¢)kes de
I’Equation (2.12) (resp. (Vi) ke de U'Equation (2.14)) est positive.

Démonstration. Nous allons démontrer le résultat seulement pour ¢” mais le méme rai-
sonnement peut étre appliqué pour montrer la positivité de v™. Cette preuve fonctionne

par récurrence sur n, supposons alors qu’il existe n € [0, N] telle que ¢ > 0,VK € 9.

On pose c, = cpt! = 111{11%0”;1 et utilisons la notation VL € 9, ¢, = ¢}, En multi-

pliant le terme de I'Equation (2.12) associé avec K, par —cg,, on obtient

mg 2 mg _

Wcl_@ + 5t K. Ge— > DKLTIWrl (p(ck,) — pler))ck,
ok LEEK
n+1 n+l —

= —mgoou, " Cg, — mKﬁzc[} — YUy CK (2.26)
Gréace aux résultats de la Proposition 1 et de la Proposition 2, on sait que u?*!, uj;! >

0, ce qui induit que

2
—mpaulTeg <0, —mgfcg. <0 et — 'yQU}L(HcK < 0.

n+1

Si D(2L < 0 alors nj5y'cie. = 0. En constatant que ;" > 0 et que la fonction p(-) est

croissante sur R, on a nécessairement (p(cg,) — p(cr)) < 0, ce qui implique que

2 n —
— 3 DRt p(ex,) — plen))ek,

oKLEEK

== 3 (DR wlex,) — plen))ex, > 0. (2.27)

oxLEEK
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De plus

mg 2 mg _

— 2 n —
5t CK. + 57 —Cg,Cx — Z Dg()LUK—EI plex,) — pler))ck,

oxLEEK

+1 n+1

" _
= —MpgQU,  Cg, —mKﬁch — YU cK < 0.

Les termes du membre gauche de 'Equation (2.26) étant non-négatifs, on en déduit

qu’ils sont tous nuls. En particulier cl_(i = 0, ce qui donne le résultat de cette proposition.

]

Quelque chose d’essentiel pour le reste du raisonnement, est d’observer que les Pro-
positions 1, 2 et 3 restent vraies méme si le Systeme (2.11)-(2.14) devient semi-implicite
en temps plutét qu’entierement implicite. Autrement dit, on peut considérer un schéma
semi-implicite en remplacant ¢"*! par ¢" dans 'Equation (2.11), v par u" dans 'Equa-
tion (2.12) et PEquation (2.14), v"™! par v" dans ’'Equation (2.13), u?*! par u” dans
I'Equation (2.12) et I'Equation (2.14) et les Propositions 1, 2 et 3 resteraient vraies.

En connaissance de ce résultat, nous allons approximer la solution du schéma implicite
(2.11)-(2.14) a l'aide d’un algorithme itératif se basant sur la version semi-implicite du
systeme. De cette fagon, les propriétés biologiques resteront vérifiées pendant la résolution

numeérique.

2.3.2 Description de I’algorithme utilisé pour résoudre le Sys-
téme (2.11)-(2.14)

Dans cette partie, nous proposons un algorithme itératif qui nous permet d’approximer
la solution du schéma implicite (2.11)-(2.14). L’idée principale de cet algorithme est de
résoudre le systéme non-linéaire (2.11)-(2.14) avec une méthode itérative.

La résolution naturelle pour I'entiéreté du systéme non-linéaire (2.11)-(2.14) est d’uti-
liser une méthode de type Newton ce qui impose de devoir trouver simultanément les
quatre inconnues du systéme a chaque itération.

On préférerait résoudre les quatre systemes non-linéaires correspondant a chacune des
équations de (2.11) a (2.14), et en conséquence, réduire les besoins en mémoire. De plus,
il est bien plus efficace de résoudre les quatre équations, de ’Equation (2.11) a I’'Equation
(2.14), plutdt que le systeme complet directement.

C’est pour cela que dans ce travail, nous développons une méthode itérative qui per-

met de découpler le Systeme (2.11)-(2.14), simplifiant la résolution numérique tout en
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convergeant vers la solution du probléeme implicite.

On suppose que Vg et Vg appartiennent a (L?(2))? et on considére une solution

1% = (uk, e, ul ¢, Vi) key donnée pour un certain n.

On recherche alors la solution H’“rl au temps ¢, comme étant la limite du processus

itératif décrit dans I’Algorithme 1.

Algorithme 1 Processus itératif pour calculer la solution du Systéme (2.11)-(2.14) au

temps ¢, 11 connaissant la solution au temps t,,.

Entrée : La solution (uf, ¢, ug g, Vi) ke
. . : n+l n+1 n+1 n+1
Sortie : La solution (u} ™, i, ul e, V' ) kev
On initialise le processus itératif avec les valeurs connues au temps t,. Le processus
itératif est indexé par m.
0
1: w%) =wp, VK €9, w =u,c,u.,v
2:m+<0 > m est I'indice du nombre d’itérations du processus

3: tant que Le processus itératif n’a pas convergé faire

On calcule indépendamment (u™) kep, () kes, (WK ) kes et (V) ke
4: Calcul de (™) key en utilisant () kes, (uﬁ?))K@g, (CR)Kev et (ul'g)keo -
”;f( Wt =)+ % AKLa%zl mtl _ g metly
OKLEEK
— Y MR R (R =)
OKLEEK
= mKh(C%)plfu%K (UT[?JFI) mKﬂlu}?Jrl - mKT;freat(thrla u?{LJrl)' (228)

5: Caleul de (3™ kes en utilisant (c © ))K@9 et (u'y)rew -

mg m m m
5t \CK (gt — CK + ), DKLUK},H (p(cfth) = p(cf™)
oKLEEK

= mgoouly — Mg Pol™ — Ut (2.29)

6: Calcul de (uzﬁl);{eg en utilisant (UZ?K)K@% (ug();(eg, (W) ey et (V) ke :
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mg (3
ol —ul) + Y A aR (i — el
ok LEEK
3) ~
— > ARapt et R — o)
oKk LEEK
= prgfu%K(qu;gl) mgBsult. (2.30)
T Calcul de (U?(H_l)[(@g en utilisant (Uﬁ?))K@g, (W) keo, (CR)Kkes et (UZLK)Keﬂ :

MK, m 0 4) —m m m
R o)+ Y Dt () — p(op )
oKkLEEK
= myoayg(cR)uf — mKBwK — Yau) KU}?H. (2.31)
8: m<+—m-+1

9: fin tant que

m+1 m+1 m+1 _  m+1 ~ m .m m m
On a (ug™, cg yUe kUK )KeﬂN(uKacKaue,KavK)Keﬁ

. n+l n+l  n+l | ntl m .m ,m m
10: (U, g U s VR ) ren < (UR, CR U, VR ) Keo

Observons qu’a chaque itération m, le Systeme (2.28)-(2.31) de I’Algorithme 1 est
non-couplé.

Soit 7 1 X = (@1, &, 1, D) — X = (u,c, ue,v) lapplication qui pour tout vecteur

7) € (R#7)* associe la solution X = (u,c,u.,v) du Systéme (2.28)-(2.31).

En remplacant X par (v, ™, u™,v™) et X par (u, ™t u o™t le processus

e’

X = (@, ¢, 1.,

itératif est équivalent a

Xm+1 - T(n)<X’m>’

(2.32)
Xo € E={(wz,y,2) € R :0<w,y<let0<mz}

Observons que le schéma numérique (2.28)-(2.31) est consistant, c¢’est-a-dire que si la
suite (X, )m>o converge, alors X, — I

On considere que X, 11 = (u™ "y o™+ lorsque Derreur relative vérifie

||wm+1 _ wm||2

e < €7, aveC W = U, C, Ue, U
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oll ¢; = 1072 est un seuil numérique. Pour approximer X,,,; a partir de X,, on résoud
(2.28)-(2.31) avec une méthode de Newton avec une erreur de convergence ey = 1071, On
remarque que choisir de résoudre le schéma semi-implicite (2.28)-(2.31) au lieu du systéeme
couplé (2.11)-(2.14) permet de résoudre quatre systemes petits plutét que de résoudre un
seul systeme quatre fois plus grand.

Enfin, on utilise une méthode de gradient conjugué avec un critére d’arrét e de 10713
pour résoudre chaque itération de la méthode de Newton.

Nous rappelons que 0 < uf, ug , < 1 et ¢, vi > 0 pour tout K € ¥ et n > 0, donc les
solutions de notre méthode itérative vérifient 0 < u™,ul* <1 et ¢™,v™ > 0 pour m > 0
car les Propositions 1, 2 et 3 restent vraies.

Pour montrer I'existence de la solution du Systéme (2.28)-(2.31) et que I'application

7" est bien définie, nous allons utiliser les estimations d’énergie suivantes.
Lemma 1. I] existe Cy(Ay, 07), Ca(Ds, 07) > 0 tels que :

Z |AKL|am+1(U%+1 - UTLHH)2 < Z AKLGTI?ZI wt - uan+1)27 (2-33)

ok EE UKLEE

Z |DKL|77m+1( (C%H) p(CTH))Q

O'KLeg

<G Y DRt (™) = p(er ™) (2:34)

UKLGS

Démonstration. Cela provient des Lemmes 3.1-3.3 dans (Canceés and Guichard 2016 [17]).
O

m+1)

(Ul ) i (resp. (ViFH!) k) vérifie une inégalité similaire & celle de (u} At

(resp. ( i)

avec une constante Cs(As, 07) (resp. Cy(Dy, 67)).
Lemma 2. [] existe C5(Ds,07), Cs(Dy, 07) tels que

> IDRLIRE () = p(ep ) (e = )

O'KLE(Sv

< Cs Y Dt (™) = ple ™) (e — ), (2.35)

O'KLGS
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> IDRLIRE (p(oR ™) = pop ) (it = up )

o EE

<Cs Y DRpigt (ith) — p(op ) (it = vpth). (2.36)

ok EE

Démonstration. La preuve repose sur le fait que

> IDRLIRE () = p(ep ™) (e — )

ok EE
(C%Jrl C?Jrl)
— |D ‘nm—i—l( ( m—i—l) _p(cm+1)) - —
2, Pm ) e = pler )

pleg™#p(ep ™)

(Cm+1 _Can+1)

(p( 7n+1) p(c'm+l))
R. On peut alors utiliser les mémes arguments que ceux des lemmes 3.1-3.3 dans (Cancés

et sur le fait que la quantité

est non-négative car p(-) est croissante sur

and Guichard 2016 [17]) pour montrer que

m+1 m+1y _ (et (gt =t
UES ‘D L|77 ( ( Ck ) p( L )) (p( ?-&-1) p(czz—i-l))

pleig ™ #p(el ™)

<G Y DR - sl )
B ox€E (p<0%+ ) p(Can+ ))
Pl H#p(ep )
Les mémes étapes sont utilisées pour I'inégalité de v. O

Maintenant, nous voulons prouver I’existence de la solution du Systeme (2.28)-(2.31).
La preuve est plutdt longue, utilise les estimations d’énergie et le théoreme du point fixe
de Brouwer. L’existence de la solution du Systeme (2.28)-(2.31) et les propriétés induites

sont données dans la Proposition 4.

Proposition 4 (Existence de la solution numérique). Pour tout n € [0, N] et Vm > 0

il existe une solution (u™" ¢™ T ™+ ™) des équations (2.28)-(2.31) vérifiant 0 <

um—i—l’ u;n—i—l é 1 et Cm—&-l’Um—H Z 0

Démonstration. La preuve fonctionne par récurrence sur m.

On considere I'application W = (W, W, W,.., W,) @ (R#)* — (R#7)* ou VK € 9,
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pour tout n € [0, N] et Ym >0

YK m
e Wu(y))k = mx—— + Z AKLCLKJLrl (Y —y1)
OKLEEK
Z AKL REET (R — ) — prlh(C?)fug{K(yK)
OKLEEK

+ mKﬁlyK + mKT;freat@m—i-la yK)>

mpg

« We)r = 5 (k= i)+ 3 Dy (p(yx) — p(yr))
OKLEEK
— miooug ' + Moy + 2URYK,
Mg ~m+1
e W (y)k = W(?JK —ulg)+ Y AKLaKL Y — YL)
okLEEK
Z AKJ?JLFIM?JLFI( K — VL)
oKkLEEK
— mgpsfup, (Yx) + mi B3y,
mg m—+1
* Wol))i = -y —vi) + 3 Dt (plyx) — plyr))
OKRLEEK
—mgaug(Cg)uy +mg Bayx + Yaug kYK -
On observe que si W(u™", ™ ™ pm+) = (0 alors (u™ !, ¢™ 1 w1 o™ F1) est une

solution de (2.28)-(2.31).

L’objectif de la premiere étape de la preuve est de démontrer qu’il existe & > 0

tel que Y|yl > & : W(y),y) > 0. Pour cela, on développe l'expression de (W(y),y) =
Wauu)s yu) + We(We), ye) + W (Yue)s Yu)+ VoY), Yo)s ¥ = (Yus Yes Yue, Yo) Pour obtenir
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des inégalités. On a

mg mg 1) m
e Wul(y).y) = > 5 — Yk — Y UK + S A @ (i — yr)?
Ked Key oxL€E

— > ANRLaRT RN R = )y —yn) = D2 mieprh(CR) fup (Y)Y
oKLEE Ked

+ Z mKﬁly%( + Z mKEreat(tm—i-layK)yK?
Kev Key

m m -
« Wely)w) = 30~ wic = > s chuc+ 30 DRyt (p(yx) — p(ye)) (ke — y1)
Ked Kev oxLEE

m 2 m, 2
- E MK QU (YK + g mi B2y + E VUK Yk
Ked Ked Ked

e Wu (y),y) = Z St y% Z Ttue,KyK + Z A} )LGKZI(QK - yL)2
Ked Ked ok €E
3 ~Mm n m
Z A(K)L KZIMKEI(UK —v1)(Yx —yL)
oK LEE

-y mK,03fug{K(yK)yK +> m By,
Kev Kev

e Wuly),y) = > %yi > 5 vy + > Dyt (p(yr) — plyr)) (ke — yi)

Ked oL €EE

— Z Mg (Cr)ugyr + Z M Biys + Z 74UZ?K?J?(-
Kev Kev Kev

Avec le Lemme 1, on sait que ZUKLGSA La?fl(y[( — yL) >0, > e Ag){?}zl(y;( —
yr)> > 0 et avec le Lemme 2 on a Y, c¢ D%)Ln%”zl(p(y;() — p(yr))(yx — yr) = 0,

Sosce DSr it (0(yx) — p(yr)) (v — yr) > 0 car p(-) est croissante sur R.

68



2.8. Propriétés du systéme discret

Puis, nous avons pour tout A > 0

Z AKLarngLrlﬂ%j:rl(C% —cr)(yx — ZUL)

O'KLES
> _)\72 A m+1, m+l/ m _  m\\2 1 _ 2
Z Z (Arraky iy (g —cr)) 2 Z (yx —yr)
2 2\
oL EE oL EE
)\2 m m\\2 2 2
- = Z (Axrars=®hr=r) (K — 1)) _ﬁ(#g)”yHQa
oL EE
et
— > ARant s = o)y — yi)
O'KL€€
> _)‘j AB) gmAlamtlm myy2 1 . 2
= Z (ARraks ixr (vig —vi')) 2 Z (yx —yr)
2 2\
oL EE oL EE
)\2 A(3) ~ ~ m m\\2 2 5 2
2~ > (ARLare®yfireer) (v — V7)) —ﬁ(# Myll2-
O'KLeg

Donc, nous obtenons ces inégalités

W), ) = CElyull2 = OS2 lyulla — €5,
Wele)s ve) = CElyell2 = C5 [yl
Wae Wa)s Yu) = Oy |12 = Oy |2 — C5*,

Wa(®), 50) = CElyolI2 — C5|yol2,

. ) 2HE)St
avec I’expression des constantes suivantes, avec \ tel que \? > % et en notant mqen =
M

min myr < myg < max mg = m\y
Kev M

Kev
u mdown 2 E u mup U
o = M2 o o = T ) i e (0) > 0
t
o A2 m
C':g )= 2 > <AKLGL°° (R)ML>(R) (CK — cp))? > 0,
oKLEE
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0P =T o o (R s,
ofr) = M 2HE) o, ol = T ) 4 it o (9) >
€5 =2 S (Maummiim (0F — V) > 0.
oxL€EE
cl = m?tm >0, el = m}&(#ﬁ)(%gi(tv%) +ay) > 0.

Cela implique que

>0
Wly).y) > min(C, 7, ") ) |1y
— max(Cf", 7, 5", )yl — O — 4.

Il existe donc k > 0 & partir duquel V||y||3 >k : W(y),y) > 0.

Supposons qu’il n’existe pas z € R¥>*#? qui vérifie W(z) = 0, dans ce cas, on peut
définir application S : y € B(0,k) — kHW € B(0,k). S est continue par propriétés
de la fonction W, donc d’apres le théoreme du point fixe de Brouwer il existe un point

fixe g de S sur B(0, k) vérifiant
L W)
]

en prenant la norme de ¢ a partir de I’'Equation (2.37), on obtient ||g|| = k£ > 0 alors qu’en
W@),9) 0
W( )|| -

m—&-l’ Cm—i—l,

j= (2.37)

faisant le produit scalaire entre ’'Equation (2.37) et 7, on obtient : ||7||* = —k
Par I'absurde, il existe donc z tel que W(z) = 0. Donc il existe une solution (u
u™ 1 p™ ) au Systeme (2.28)-(2.31). O

Pour résumer nous avons prouvé que la solution implicite du schéma numérique (2.11)-
(2.14) était la limite du schéma numérique itératif (2.28)-(2.31). De plus, nous avons
démontré que ce systeme itératif conservait les propriétés biologiques a chaque itération
de I’Algorithme 1. Enfin, nous avons prouvé I'existence de la solution du Systeme (2.28)-

(2.31) a chaque itération du processus.
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2.4 Glossaire de toutes les notations introduites dans

le chapitre 2 et utilisées dans le chapitre 3

Description de toutes les variables

Variables Descriptions

U ratio entre la densité en cellules tumorales et la capacité d’accueil maxi-
male du tissu

c concentration en Oy en pmol - cm™2

Ue ratio entre la densité en cellules endothéliales et la capacité d’accueil
maximale du tissu

v concentration en VEGF en pmol - cm ™2

U densité totale en population cellulaire divisée par la capacité d’accueil
maximale du tissu : somme de u et u,

Uy approximation numérique de u au sommet xx et au temps t,

ck approximation numérique de ¢ au sommet zx et au temps t,

(O approximation numérique de u, au sommet rx et au temps ¢,

Vg approximation numérique de v au sommet rx et au temps t,

(L approximation numérique de uy au sommet rx et au temps t,

A%)L approximation numérique du flux de diffusion A(x)7 sur le co6té ok,

AP approximation numérique du flux de diffusion Az(x)7 sur le coté ogy,

D?L approximation numérique du flux de diffusion D, sur le c6té o,

D%)L approximation numérique du flux de diffusion D47 sur le coté oxp,

a%r, approximation numérique de la fonction de diffusion a(-) évaluée en u
sur le coté okt

Wi approximation numérique de la fonction de chimiotaxie p;(-) évaluée en
u sur le coté ok,

kL approximation numérique de la fonction 7(-) évaluée en ¢ sur le coté
OKL

a%r, approximation numérique de la fonction de diffusion a(-) évaluée en u,
sur le coté oy,

i approximation numérique de la fonction de chimiotaxie p3(-) évaluée en

U, sur le coté o
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-Nn
KL

approximation numérique de la fonction 7n(-) évaluée en v sur le coté

OKL

Description de tous les coefficients

Coefs Descriptions Unités

T Temps final des simulations day

p1 taux de reproduction des cellules tumorales day~!

51 taux d’apoptose des cellules tumorales day~!

Q9 taux de production en O, par les cellules endothéliales p mol- day—*

[ taux de dégradation naturel en O, day—!

Y2 taux de consommation en O, par les cellules tumorales day !

P3 taux de reproduction des cellules endothéliales day~!

03 taux d’apoptose des cellules endothéliales day—!

oy taux de production en VEGF par les cellules endothé-  p mol- day™?
liales

B4 taux de dégradation naturel en VEGF day—!

Y4 taux de consommation en VEGF par les cellules en- day ™!
dothéliales

D, matrice de diffusion isotrope de 'Oy dans le cerveau  (cm?- day—!)2*?

D, matrice de diffusion isotrope du VEGF dans le cerveau  (cm?- day—1)2*?

Chypo seuil en Oy en dessous duquel les cellules deviennent pmol - cm ™2
hypoxiques

Crecro seuil en O, en dessous duquel les cellules deviennent pmol - cm™2
nécrotiques

Uz capacité maximale du tissu cells -em™2

ht taille de la triangulation T cm?

Or régularité de la triangulation 7

ot pas en temps utilisé dans les simulations day

tn n-ieme valeur discrete du temps day

D.pe taux de mort cellulaire induit par la chimiothérapie  day~!

Reyry taux de mort cellulaire induit par la radiothérapie day~!

Ntrac nombre de fractions quotidiennes pour la radiothéra-

pie
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D, od dose de radiation en une fraction G,
T temps d’irradiation pour une fraction min
AT temps entre deux irradiations consécutives min
1 taux de dommage a ’ADN min~!
a parameétre de sensibilité day~'- G
I6; parameétre de sensibilité day—" - G?
dwm taux de diffusion des cellules dans la matieére blanche cm?- day—!
dgm taux de diffusion des cellules dans la matiére grise cm?- day~!
dps taux de diffusion des cellules dans la zone post- cm?- day~!
chirurgicale
dy taux de diffusion de 'O, et du VEGF dans le cerveau cm?- day !
€1 seuil numérique pour stopper le processus lié a T(")(-)
EN seuil numérique pour stopper la méthode de Newton
€a seuil numérique pour stopper la méthode du gradient
conjugué
T taux d’efficacité entre la radiothérapie seule et la com-
binaison radiothérapie et chimiothérapie
A coefficient de chimiotaxie des cellules tumorales cm? - pmol™t
day—!
A3 coefficient de chimiotaxie des cellules endothéliales cm? - pmol™t
day~!
Description de toutes les fonctions
Fonctions Descriptions
A (Y) matrice de diffusion isotrope liée aux cellules tumorales
As(+) matrice de diffusion isotrope liée aux cellules endothéliales
a(+) fonction de diffusion des populations cellulaires
x1(*) fonction de chimiotaxie des cellules tumorales
x3(+) fonction de chimiotaxie des cellules endothéliales
() fonction rationnelle entre yi(+) et a(-)
w3(+) fonction rationnelle entre y3(-) et a(-)
f) fonction de reproduction des cellules tumorales et endothéliales

Tireat(,+) fonctionnelle relative aux traitements
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Tehemo(+, -) morts cellulaires induits par la chimiothérapie

Tradgio(+,-) morts cellulaires induits par la radiothérapie

9(-)
h(:)

n

Ug

kchemo ( )

grad(')

hn()

production de VEGF en milieu hypoxique

reproduction des cellules tumorales en condition normoxique

normale sortante d’un bord

densité initiale en cellules tumorales dans le cerveau

concentration initiale en Oy dans le cerveau

densité initiale en cellules endothéliales dans le cerveau

concentration initiale en VEGF dans le cerveau

fonction utilisée pour s’assurer de la positivité des concentrations en O,
et en VEGF

fonction utilisée pour s’assurer de la positivité des concentrations en Oq
et en VEGF

primitive de la fonction af(-)
primitive de la fonction m
base canonique de 'espace H+
primitive de la fonction (1/(+))"
primitive de la fonction —(p/(+))~

fonctionnelle dont les antécédents de 0 sont solutions du systeme prin-
cipal

suite de fonctions utilisée pour approximer la solution implicite du sys-
teme a partir de schéma semi-implicite

fonction indicatrice relative a la période ou la chimiothérapie est admi-
nistrée

fonction indicatrice relative a la période ou la radiothérapie est admi-
nistrée

fonction égale a T quand la chimiothérapie et la radiothérapie sont
utilisées simultanément

fonction utilisée dans la modélisation de la réponse a la radiothérapie

fonction utilisée dans la modélisation de la réponse a la radiothérapie

Description de tous les espaces

Espaces

Descriptions
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o)

™

In—l—l
KL

jnJrl

KL
n+1

JKL

E

espace de travail correspondant a la surface de cerveau disponible sur
un IRM 2D délimité par le crane

bord de 2

triangulation conforme de €2

ensemble des cotés de T

ensemble des sommets de T

sous-ensemble de £ ayant K comme sommet
ensemble des triangles ayant K comme sommet
maillage dual associé a T

espace des éléments finis Py (R)

espace discret des volumes de controle

intervalle des valeurs entre u/%" et uf™!

intervalle des valeurs entre ¢t et ¢t

intervalle des valeurs entre u" ! et u”F!

intervalle des valeurs entre vi-tt et vt

ensemble des vecteurs admissibles comme condition initiale

Description de toutes les composantes du maillage

Composantes Descriptions

hy diametre du triangle ¢

Pt diametre du cercle inscrit dans le triangle ¢

Tx coordonnées du sommet K

OKL coté délimité par les sommets K et L

WK I’élément du maillage dual construit autour du sommet K
my mesure de Lebesgue du domaine wg
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CHAPITRE 3

SIMULATION DU COMPORTEMENT
TUMORAL DU GLIOBLASTOME
MULTIFORME

Dans cette partie, on réalise des simulations du modele décrit dans le chapitre pré-
cédent. Le schéma numérique est non-linéaire avec un schéma de type CVFE en espace
et un schéma implicite en temps. Les simulations qui ont été réalisées, different par la
combinaison des traitements (chirurgie, chimiothérapie et radiothérapie). Ces différences
permettent de comparer théoriquement l'intérét de la combinaison des traitements par
rapport aux connaissances empiriques de la médecine. On constate que notre modele

théorique produit des comportements réalistes.

3.1 Données pour les simulations

Nos simulations numériques sont basées sur les IRMs du patient C3L_ 16 dans la base
de données (CPTAC-GBM 2020 [25]). Ce patient (60 ans, IMC : 28.81, SC : 2.07 m?) a été
diagnostiqué d’'un GBM de 4.3 cm dans son lobe pariétal, et en est décédé 77 jours apres
le diagnostic.

Il y a plusieurs types d'IRM de ce patient a partir desquels nous pouvons extraire des
informations pertinentes pour notre modélisation. Dans la Figure 3.1, on observe qu’une
séquence T1 met l'accent sur la différence entre matiere blanche (en blanc) et matiere
grise (sombre), une séquence T1-Gado sépare correctement le cocur tumoral et I'cedéme
du cerveau et les séquences T2 et FLAIR affichent la zone en pleine croissance du GBM.

A partir de ces IRMs, nous avons construit un maillage triangulaire 7 sur lequel nous
réalisons nos simulations. En pratique nous avons utilisé le logiciel AutoCAD (version
0.161.0.0 AutoCAD 2018.1.2 Update) pour construire le maillage. Pour cela, il suffit de

mettre manuellement des sommets sur les bords des régions d’intéréts, ici, sur I'extérieur
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Prop T2 TRF X: -166.47 AXT1:C X:-149.92
Y:333.81 Y: 86.85

WW:2923 " WW:4525
WL14G1 Imaios Dicom Viewer ne doit pas étre utilisé 3 des fins de diagnostic 16!23 WL:ZZGZ Imascs Dicom Viewer ne doit pas étre utiisé 3 des fins de diagnostc
X: -159.68 Ax Flair ilFSE H
Y: 396.29

WW:3343
WL:1671

Imaios Dicom Viewer ne doit pas éire ufiisé & des fins de diagnossc Imaios Dicom Viewer ne dait pas &ire ubiisé & des fins de diagnosse

F1GURE 3.1 — Extrait de quatre IRMs, en coupe axiale, issus du patient C3L_ 16 de la
base de données (CPTAC-GBM 2020 [25]). Ces IRMs représentent les quatre séquences
IRM usuelles pour poser le diagnostic de GBM. Ces séquences sont : un T2 en haut a
gauche, un T1 avec Gadolinium en haut a droite, un T1 en bas a gauche et un FLAIR en
bas a droite.
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3.1. Données pour les simulations

TABLEAU 3.1 — Parametres relatifs aux maillages primal et dual. Cela inclut le nombre
de sommets, de triangles, de cotés, de sommets internes ainsi que la surface minimale et
maximale de M.

sommets triangles cOtés sommets intérieurs min myg max my
Kev Kev
1083 1963 3022 423 6.47 x 1076 em?  1.91 x 107* em?

du cerveau, du cceur tumoral, de 'edeme et de la zone de croissance tumorale. Une fois
ces points placés, nous avons utilisé le logiciel Triangle (version 1.6) (Shewchuk 1996 [97] ;
Shewchuk 2002 [98]) pour obtenir automatiquement le reste de la triangulation et recueillir
T. Le maillage primal et dual obtenus sont donnés dans la Figure 3.2a. Les informations

relatives au maillage primal 7 sont données dans le Tableau 3.1.

A partir des informations lisibles sur les IRMs de la Figure 3.1, nous pouvons extraire
manuellement des données dans le cerveau : la position de la matiere blanche et de la
matiere grise, ainsi que la segmentation de la tumeur. La segmentation du cerveau obtenue
est représentée dans la Figure 3.2b dans laquelle on observe : la matiere grise en bleu
foncé, la matiere blanche en bleu clair, le coeur tumoral avec des cellules hypoxiques en
vert, 'cedéme en jaune et la zone de croissance tumorale en rouge. Par simplification, on
suppose qu’avant la chirurgie la diffusion de la tumeur se comporte comme si la tumeur

était dans de la matiere blanche.

Pour résoudre le schéma numérique (2.11)-(2.14) on suit les mémes indications que

celles données dans le chapitre précédent avec I’Algorithme 1.

Nous choisissons de modéliser la diffusion et la chimiotaxie avec les fonctions suivantes

en accord avec les hypotheses (Al) et (A2)

(
y) = M(y(1 —9)*1p1(y), M = 1.0 em® - day~" - pmol ™" (Anderson 2005 [2]),
) = Xs(y(1 —9))*Lp1(y), Az =2.25 x 10%em® - day™" - pmol .

Méme s’il existe des expressions plus détaillées pour modéliser la diffusion dans la
matieére blanche, par exemple (Painter and Hillen 2013 [80]), nous utilisons une version
plus simple, mais qui permet de ne pas avoir a utiliser un IRM de type DTI (Diffusion
Tensor Imaging) qui n’est pas obligatoire pour poser un diagnostic de GBM. On choisit

ici que la diffusion dans la matiere blanche est 5 fois plus rapide que dans la matiere grise.
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(a) Maillage primal et dual (b) Segmentation du cerveau

FIGURE 3.2 — (a) Maillage primal 7 (en noir) et maillage dual M (en rouge) associés aux
IRMs de la Figure 3.1. (b) Segmentation du cerveau sur le maillage primal 7 en accord
a la Figure 3.1 : la matiere grise en bleu foncé, la matiere blanche en bleu clair, le coeur
tumoral en vert, I'cedéme en jaune et la zone croissante en rouge. P1, P2 et P3 sont trois
points que l'on utilisera plus loin dans le chapitre pour observer le comportement local
de la densité tumorale dans les différentes zones de la tumeur.
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3.1. Données pour les simulations

Ce ratio est multiplié par un facteur 10 pour la diffusion dans la zone post-chirurgicale.

On a donc
dwm  Six est dans la matiere blanche,
10
A (z) = di(2) [0 1] , avec d1(v) {d,,, siz est dans la matiére grise,
dps si x est dans la zone post-chirurgicale,

As(z) = 1.8 x 1072 x A (x) comme proposé dans (Curtin et al. 2020 [26]),
g

Dy,=d .
4 ‘1o 1

Les différents coefficients du Systéme (1la)-(1d) suivants I’hypothese (A4) sont donnés
dans le Tableau 3.2.

TABLEAU 3.2 — Valeurs des coefficients utilisés dans le Systeéme (1a)-(1d) qui sont iden-
tiques a toutes les simulations

Coefs Valeurs Unités Descriptions Références
p1 2.7 x 1071 day* taux de croissance des (Curtin
cellules tumorales et al. 2020 [26])
b1 1.7 x 1071 day=! taux d’apoptose des (Lai and Fried-
cellules tumorales man 2020 [60])
Qo 100 pmol -day™'  taux de production en ce travail
O, par les cellules en-
dothéliales
B 3.75x107%  day™! taux de dégradation (Anderson 2005 [2])
de 'O,
Ya 6 day=* taux de consomma- ce travail
tion en Oy par les cel-
lules tumorales
P3 49 %1073 day™! taux de croissance des ce travail
cellules endothéliales
s 3.1x107%  day! taux d’apoptose des ce travail

cellules endothéliales
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(671

Ba

V4

uma:z:

da
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Chypo

Cnecro

340

15.6

1.4

2.39 x 108

2.7 x 1074

5dym

50 g

8.6

8.6 x 107!
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90

pmol - day=!
day=!
day=!

cells -cm ™2
em? - day ™!
em? - day ™!
em? - day™t
em? - day™t
em? - day™?
umol - em ™2
pmol - cm™2

taux de production en
VEGF pour les cel-
lules tumorales

taux de dégradation
du VEGF

taux de consomma-
tion du VEGF par les
cellules endothéliales
capacité maximale des
tissus

taux de diffusion des
cellules dans la ma-
tiere grise

taux de diffusion des
cellules dans la ma-
tiere blanche

taux de diffusion des
cellules dans la zone
post-chirurgicale
taux de diffusion de
'O,

taux de diffusion du
VEGF

seuil en dessous du-
quel les cellules sont
hypoxiques

seuil en dessous du-
quel les cellules sont

nécrotiques

ce travail

(Curtin
et al. 2020 [26])
(Curtin
et al. 2020 [26])
(Curtin
et al. 2020 [26])
(Curtin
et al. 2020 [26])

(Jbabdi
et al. 2005 [48])

ce travail

ce travail
ce travail

ce travail

ce travail

A partir de la chronologie d’un patient atteint d'un GBM (ANOCEF 2018 [3]), les

traitements sont donnés en suivant ces regles :

e La chirurgie est réalisée au jour 1, c’est-a-dire 24 heures apres le début de la simula-

tion. La chirurgie retire toutes les cellules et protéines présentes dans les trois zones
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3.2. Simulations numériques

tumorales segmentées a partir de la Figure 3.2b.

e La radiothérapie et la chimiothérapie commence simultanément le quatorzieme jour

et dure six semaines.

e La chimiothérapie est réalisée tous les jours de traitement donc en I’Equation (2.1) on
a ke(t) = 1pase (t) et dans 'Equation (2.2) on a Eepemo(t) = T-1as6) () +1r\j14,56[(1)-
e La radiotherapie est réalisée périodiquement cing jours consécutifs suivis de deux

jours de repos. Donc dans ’Equation (2.2) on a

kr(t) = 1[14,19} (Jl21,26] | J[28,33] |J[35,40] | J[42,47] | J[49,54] (t)

e La radiothérapie est réalisée localement ou la chirurgie a été réalisée mais aussi sur
une bande de 3 cm autour de la zone tumorale. Cette région additionnelle est réalisée

manuellement sur 'ordinateur.

Les expériences réalisées dans (Stupp et al. 2005 [105]) démontrent une amélioration de
33% dans la survie médiane des patients en comparant radiothérapie seule et radiothérapie
concomitante avec la chimiothérapie au TMZ. Il n'y a pas d’étude ou les patients ne
regoivent que la chimiothérapie car cela serait déontologiquement inacceptable (perte
d’espérance de vie en absence de radiothérapie). On choisit alors arbitrairement de prendre
% pour la valeur de T méme si cette valeur peut étre surestimée.

Les valeurs de tous les parametres propres aux traitements sont résumés dans le Ta-
bleau 3.3. La plupart d’entre eux viennent des travaux de (Powathil et al. 2007 [88]) avec
les méthodes de traitement données dans le référentiel en France (ANOCEF 2018 [3]).

3.2 Simulations numériques

Six simulations du Systeme (1a)-(3) ont été réalisées selon la combinaison de traitement
disponible : avec ou sans chirurgie, chimiothérapie et radiothérapie seule (expérience 1 a
4), puis 'utilisation concomitante de la radiothérapie et de la chimiothérapie avec ou sans
la chirurgie (expérience 5 et 6). Le détail des simulations est donné dans le Tableau 3.4
avec les coefficients du Tableau 3.2 et du Tableau 3.3.

Pour les conditions initiales, on initialise les valeurs de g et u., a partir des IRMs
du patient donnés dans la Figure 3.1. A partir de la localisation sur les IRMs du coeur
tumoral et de I’cedéme, on initialise 1y & 12 x 10* cellules -cm~2 dans le coeur tumoral et

a 5.5 x 107 cellules -cm~2 dans 1’cedéme. Dans la zone de croissance tumorale, on initialise
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TABLEAU 3.3 — Parametres relatifs aux traitements

Para- Valeurs Unités  Descriptions Références
metres
a 2T %1072 Gt paramétre de sensibilité  (Powathil et al. 2007 [88];
ANOCEF 2018 [3])
3 2 x 1078 G parametre de sensibilité  (Powathil et al. 2007 [88];
ANOCEF 2018 [3])
Nfrae 30 nombre de fractions par (ANOCEF 2018 [3])
jour
T 5.8 x 107° day=! temps d’irradiation ce travail
AT 29x107%  day~! durée entre les irradia- ce travail
tions
0 11.04 day™  taux de dommage a (Powathil et al. 2007 [88])
I’ADN
T 5 taux d’efficacité de la (Stupp et al. 2005 [105])
radiothérapie avec le
TMZ
D pe 1.96 x 1072 day~! taux de mort cellulaire (Powathil et al. 2007 [88])
par chimiothérapie
Diaa 2 G, dosage d’une irradiation (ANOCEF 2018 [3])

TABLEAU 3.4 — Résumé des traitements utilisés dans chaque simulation

Simulations Chirurgie Chimiothérapie (TMZ) Radiothérapie
1 non non non
2 oui non non
3 non oui non
4 non non oui
5 non oui oui
6 oui oui oui
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(a) Cellules tumorales (b) Cellules Endothéliales

FIGURE 3.3 — (a) La densité initiale en cellules tumorales par cm? (ug). (b) La densité
initiale en cellules endothéliales par em? (u,, ).
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FIGURE 3.4 — (a) Concentration initiale en Oy en pmol.cm™2 (cg). (b) Concentration
initiale en VEGF en pmol.cm™2 (vy).

85



Chapitre 3 — Simulation du comportement tumoral du Glioblastome Multiforme

la. population en cellules tumorales & ug(z) = 1.4 x 108 exp(—£ |z — x|) cellules -cm™2,

avec x. la position du centre de la tumeur. En dehors des précédentes zones, ug vaut 0.
A partir de la localisation de la matiere blanche et de la matiere grise, on initialise u, a
7.17x 107 cellules -cm~2 dans la matiére grise et a 2.39 x 10° cellules -cm 2 dans la matiére
blanche. Les distributions initiales en cellules tumorales et en cellules endothéliales sont
disponibles en Figure 3.3.

Les concentrations en Oy et VEGF ne sont pas visibles sur les IRMs standards utilisés
pour diagnostiquer le GBM, comme ceux présentés en Figure 3.1. Nous avons estimé leurs
concentrations initiales a partir des deux expressions précédentes de ug et u.,, en résolvant
les équations stationnaires (sans le terme temporel) relatives a ’'Equation (2.12) et I'Equa-
tion (2.14). Les conditions initiales obtenues sont données en Figure 3.4. On s’attendrait
a obtenir une distribution plus lisse, c¢’est-a-dire quelque chose sans irrégularité, autour de
la tumeur, heureusement, pendant les premiers temps de la simulation ces distributions

se lissent convenablement.

En effet, pendant les simulations, la concentration en Oy se stabilise entre 74 et 104

pmol - cm ™2

et le VEGF est produit ponctuellement par les cellules hypoxiques. Sans
utiliser de traitement, la tumeur continue de grandir dans le cerveau, agrandissant le
coeur hypoxique, I'cedéme et la zone de croissance tumorale. De plus, sans traitement, de
nouvelles cellules endothéliales sont produites pour approvisionner les cellules hypoxiques
en O, et leur permettre de continuer de proliférer.

Pour suivre I'impact des différents traitements sur le comportement global de la tu-
meur, nous montrons sur la Figure 3.5 le nombre total de cellules tumorales dans le cerveau
et sur la Figure 3.6 la quantité totale de VEGF dans le cerveau.

Nous donnons aussi dans la Figure 3.7, 3.8 et 3.9 le nombre de cellules tumorales par
ecm? & trois points dans le cerveau, a savoir P1, P2 et P3. P1 est localisé dans le coeur
tumoral, P2 dans I'cedéme et P3 dans la zone de croissance tumorale comme décrit dans
la Figure 3.2b. Avec ces figures, on analyse I'impact des traitements au niveau local.

On met a disposition une vidéo des six simulations détaillées dans le Tableau 3.4, il
suffit de suivre ce lien https://www.youtube.com/watch?v=vJkMI5bNoWA.

Le comportement de la tumeur dépend beaucoup des traitements utilisés, c’est-a-dire,
de la chirurgie, de la chimiothérapie et de la radiothérapie. Nous analysons I'impact de
chaque traitement dans les paragraphes suivants.

Réaliser une chirurgie le premier jour permet de décroitre drastiquement le nombre de

cellules dans le cerveau tout en stoppant I'angiogenese induite par la tumeur car il n'y a
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FIGURE 3.5 — Nombre total des cellules tumorales dans le cerveau au cours du temps selon
le schéma thérapeutique. Si réalisée, la chirurgie est faite le premier jour, la chimiothérapie
(TMZ) est administrée du quatorziéme au cinquante-sixieme jour et la radiothérapie est
réalisée cinq jours sur sept du quatorzieme au cinquante-sixiéme jour. Les courbes "No
treatment" (sans traitement) et "TMZ" sont tres proches et difficilement séparables a cette
échelle.
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FIGURE 3.6 — Quantité totale en VEGF, en umol, dans le cerveau dans le temps selon
les différents schémas de traitement. Si réalisée, la chirurgie est faite le premier jour, la
chimiothérapie (TMZ) est administrée du quatorziéme au cinquante-sixieme jour et la
radiothérapie est réalisée cinq jours sur sept du quatorzieme au cinquante-sixiéme jour.
Les courbes "Radiotherapy" (radiothérapie) et "TMZ+Radiotherapy' (radiothérapie et
TMZ) sont trés proches et difficilement séparables & cette échelle. Les pics observables
avant le cinquieme jour sont diis a la mauvaise connaissance des conditions initiales.
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plus de cellules hypoxiques dans le cerveau. Il reste seulement les cellules tumorales dont
la présence n’était pas révélée sur les IRMs. Cependant, les cellules restantes proliferent

rapidement, car le cerveau n’est plus en manque d’Os, cela peut causer une rechute.

C’est pour ces raisons que dans la Figure 3.5, la trajectoire de la courbe "Surgery"
(chirurgie seule) commence avec une forte chute le premier jour, puis revient au niveau
de la courbe "No treatment" (sans traitement). On peut aussi voir dans la Figure 3.6 que

les phénomenes d’angiogenese induite par la tumeur reprennent au soixante-dixieme jour.

En conclusion, la chirurgie n’est pas suffisante seule pour arréter la croissance tumorale.
Cependant, elle stoppe localement la prolifération des cellules : il n’y a aucune cellule
restante aux points P1 et P2 apres la chirurgie ce qui explique pourquoi dans la Figure
3.7 et dans la Figure 3.8, les courbes ou la chirurgie est utilisée ne sont pas affichées. P3
est aussi dans la zone chirurgicale mais aussi sur la frontiere avec la zone de croissance
tumorale. Certaines cellules proches de P3 qui n’ont pas été touchées diffusent rapidement
vers P3, ce qui explique pourquoi dans la Figure 3.9 il y a toujours des cellules tumorales
a P3 apres la chirurgie.

L’utilisation seule du Témozolomide (TMZ) n’a pas d’incidence & 1’échelle globale sur
la croissance de la tumeur. En effet, dans la Figure 3.5 les trajectoires de la courbe "TMZ'
et 'No treatment' (sans traitement) sont similaires. Cependant, le TMZ a un impact
au niveau local sur la prolifération de la tumeur sur deux dynamiques. D'une part, le
TMZ est un alkylant et provoque des cassures dans 'ADN des cellules tumorales. Ces
cassures provoquent la mort de certaines cellules tumorales, mais le taux de mort reste
tres faible. D’autre part, la baisse en densité tumorale provoque un rétrécissement de la
zone hypoxique. On peut observer ce rétrécissement sur la Figure 3.6 car moins de VEGF
est produit pendant la chimiothérapie. Malheureusement, a cause de ce rétrécissement,
plus de cellules tumorales peuvent se reproduire. En conclusion, il y a un équilibre entre la
mort des cellules tumorales et le fait que plus de cellules tumorales peuvent se diviser ce
qui, a I’échelle globale, n’impacte pas la masse tumorale totale. Localement, la densité en
cellules tumorales peut légerement augmenter (par rapport a sans traitement), c’est le cas
en P2, ou alors légerement diminuer comme en P1 et P3. Il est important de repréciser
que le TMZ est utilisé en pratique que concomitant avec la radiothérapie et qu’aucun
patient ne peut éthiquement étre soigné uniquement avec cette chimiothérapie dans le
cadre du GBM.

En dernier lieu, la radiothérapie affecte beaucoup le comportement de la tumeur dans

nos simulations. Son utilisation diminue drastiquement le nombre de cellules tumorales
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FIGURE 3.7 — Nombre de cellules tumorales par cm? a P1 au cours du temps selon les
différents schémas de traitement. La position de P1 (dans le coeur tumoral) est montrée
dans la Figure 3.2b. Si réalisée, la chirurgie est faite le premier jour, la chimiothérapie
(TMZ) est administrée du quatorziéme au cinquante-sixieme jour et la radiothérapie est
réalisée cing jours sur sept du quatorzieme au cinquante-sixieme jour. Les traitements
utilisant la chirurgie ne sont pas affichés, car aucune cellule tumorale n’est présente en
P1 apres la chirurgie.

90



3.2. Simulations numériques

Chemotherapy

—No treatment

T™Z
—Radiotherapy
—TMZ+Radiotherapy

-
o
[e2)
T T

N N
o o

[«2) ~
T man

-
o
[6)]
an

—
o
N
T

Radiotherapy

[ | II-II II- 1
11 | N T I I | L1 | T | | | | | J

30 40 50 60 70 80 90 100
Time (days)

Number of tumour cells per cm? at P2

—
o
w
o
A*
o
N
o

FIGURE 3.8 — Nombre de cellules tumorales par em? a P2 au cours du temps selon les
différents schémas de traitement. La position de P2 (dans 'cedéme) est montrée dans la
Figure 3.2b. Si réalisée, la chirurgie est faite le premier jour, la chimiothérapie (TMZ)
est administrée du quatorzieme au cinquante-sixiéme jour et la radiothérapie est réalisée
cing jours sur sept du quatorzieme au cinquante-sixieme jour. Les traitements utilisant la
chirurgie ne sont pas affichés, car aucune cellule tumorale n’est présente en P2 apres la
chirurgie.

91



Chapitre 3 — Simulation du comportement tumoral du Glioblastome Multiforme

=—No treatment
=——Surgery
T™MZ
——Radiotherapy
=—=TMZ+Radiotherapy
- Surgery+TMZ+Radiotherapy

Chemotherapy

N
o
[ee]

A o e 1 e 11 e e e s e e

-
o
[«

—
o
N

Number of tumour cells per cm? at P3

_Surgery Radiotherapy .

E;A/ | :___;\:___;:_\__;:_—_;Ir__; :_\__;: | | | | |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time (days)

FIGURE 3.9 — Nombre de cellules tumorales par cm? a P3 au cours du temps selon les
différents schémas de traitement. La position de P3 (dans la zone de croissance tumorale)
est montrée dans la Figure 3.2b. Si réalisée, la chirurgie est faite le premier jour, la
chimiothérapie (TMZ) est administrée du quatorzieme au cinquante-sixieme jour et la
radiothérapie est réalisée cinq jours sur sept du quatorziéme au cinquante-sixieme jour.
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dans les zones irradiées comme on peut le voir dans les figures 3.5-3.9. On retrouve aussi
le fait que le taux de mort des cellules tumorales dii a la radiothérapie est augmenté en
combinaison avec le TMZ, comme il a été observé dans (Stupp et al. 2005 [105]).

La Figure 3.7, la Figure 3.8 et la Figure 3.9 décrivent le comportement local de la
densité en cellules tumorales selon les schémas de traitement. A cette échelle, le compor-
tement de la tumeur peut beaucoup différer entre les traitements administrés et peut étre
contre-intuitif en connaissant le comportement global de la tumeur.

Par exemple, dans la Figure 3.7 et la Figure 3.8, la densité en cellules tumorales
décroit lorsqu’aucun traitement n’est utilisé. Cela provient du processus de I'angiogenese
induite par la tumeur et, plus spécifiquement, de si les cellules tumorales sont dans une
zone hypoxique ou non. En inspectant I'Equation (2.11), le terme de réaction a deux

comportements :

e localement nous sommes dans une zone hypoxique ou nécrotique (P1 et P2 sans
traitement). Cela implique que h(c)f,.(u) = 0 et donc que le terme de réaction est

strictement négatif, c’est-a-dire que la densité tumorale décroit dans le temps.

e localement nous sommes dans une zone normoxique (P3 sans traitement). Cela
implique que h(c)fu,(u) > 0 et donc que le terme de réaction est usuellement

positif, ¢’est-a-dire que la densité tumorale augmente dans le temps.

Ce raisonnement explique aussi comment la densité en cellules tumorales peut étre plus
grande a P1 par rapport a P2 dans la Figure 3.7 et la Figure 3.8 avec la radiothérapie
plutét que sans.

Dans nos simulations, on peut observer par la Figure 3.5 que 'utilisation de la ra-
diothérapie concomitante a la chimiothérapie donne le minimum en nombre de cellules
tumorales autour du cinquantieme jour plutot que l'utilisation de la chirurgie avec la
radiothérapie et la chimiothérapie. Cette observation peut s’expliquer par le fait que la
chirurgie booste la prolifération des cellules survivantes puisqu’il n’y a plus d’hypoxie dans
le cerveau. Ces cellules diffusent dans le cerveau et certaines se retrouvent en dehors des
zones irradiées. Cependant, dans le long terme, il y a moins de cellules tumorales dans le
cerveau en utilisant la chirurgie avec la radiothérapie et la chimiothérapie ce qui implique
un plus long temps de survie global en utilisant tous les traitements.

Comme nous 'avons énoncé dans I'introduction du modele, nous avons une contrainte
biologique sur la capacité d’accueil maximale des tissus qui implique que 0 < u + u, < 1.
Méme si nos choix de modélisation ne nous permettent pas de démontrer cette propriété,

nous l'obtenons en pratique dans nos simulations. On peut 1’observer en suivant le lien
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FIGURE 3.10 — Norme L™ de la densité cellulaire totale ur normalisée entre 0 et 1 au
cours du temps. La fonction ¢ — |[ur(t, .||z est affichée pour chaque simulation. Une
région zoomée est ajoutée pour pouvoir observer chaque trajectoire.

suivant : https://youtu.be/dw4k8X5nLcg. Ce lien mene a une vidéo qui montre la densité
totale en population cellulaire pour toutes les simulations. La norme L% de la densité

cellulaire totale normalisée au cours du temps est aussi donnée dans la Figure 3.10.

3.3 Conclusions et perspectives pour le Chapitre 2
et 3

Il est important de rappeler que tous les résultats qui sont présentés dans le Chapitre
3 sont basés sur notre modele théorique avec des traitements théoriques. En particulier,
on ne compare pas nos simulations & des IRMs post-diagnostic (pour le moment). On ne
peut donc pas poser de conclusion sur la combinaison de traitement la plus "optimale",
on ne peut que constater ce que simule notre modeéle.

Le modele présenté est fortement adapté pour des patients atteints de GBM. En effet,

la modélisation utilise les traitements spécifiques a ce cancer et les simulations numériques
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sont réalisées a partir d’'une géométrie de cerveau et d’'une tumeur gliale. De plus, nous
avons prouvé dans le Chapitre 2 'existence de la solution numérique, et donc, nous avons
démontré que la résolution numérique est réalisable en pratique. De maniere remarquable,
on retrouve aussi que le comportement de la tumeur pendant nos simulations, est en
accord avec les connaissances empiriques de la médecine. Dans toutes les simulations,
apres I'administration de tous les traitements, la tumeur reprend sa prolifération jusqu’a

étre ralentie par le coeur tumoral hypoxique.

Meéme avec ces points forts, notre modélisation possede des faiblesses. Plus spécifique-
ment, notre modele manque de complexité entre les traitements et la réponse des cellules
tumorales. En effet dans notre modele, si on voulait augmenter le taux de mort des cellules
tumorales induit par la radiothérapie, on choisirait d’augmenter la dose d’irradiation. Ce-
pendant, une dose plus élevée impacterait les cellules saines du cerveau qui risquerait de
ne pas pouvoir réparer correctement les coupures dans ’ADN comme avant. La chirurgie,
dans notre modele, semble étre moteur de la prolifération des cellules tumorales rescapées.
Il faudrait alors privilégier I'utilisation de la radiothérapie avec la chimiothérapie comme
nous l'avions observé sur la Figure 3.5. Cependant, il ne semble pas correct de laisser une
zone nécrotique dans le cerveau d’un patient puisque sa présence a des effets négatifs sur
les tissus environnants. Par 'exemple, ’acheminement en O, sera amoindri pour les tissus

sains pour tenter d’approvisionner les cellules tumorales hypoxiques.

Nous avons aussi décidé dans nos travaux de ne considérer qu'une seule population
tumorale qui réagit uniformément aux traitements. L’introduction d’une hétérogénéité
tumorale serait pertinente dans le cadre du GBM, car c’est un cancer "multiforme" ou
intervient beaucoup d’hétérogénéité inter-patient et intra-patient. Par exemple, I’hétéro-
généité pourrait intervenir sur l'efficacité des traitements, le taux de diffusion ou le taux de
migration de chaque phénotype. A terme, il serait nécessaire de considérer plusieurs sous-
populations tumorales qui ne suivraient pas exactement la méme équation que I’Equation
(1a) selon l'origine de I'hétérogénéité.

Dans les précédents chapitres, modifier la valeur des coefficients du Systeme (1a)-(1d)
est la seule fagon de changer le comportement de la croissance tumorale, comme avoir
une prolifération plus rapide, avoir une production de VEGF accrue ou avoir un taux
de diffusion plus grand. Cette approche fonctionne tres bien quand les coefficients du
Systeme (la)-(1d) sont connus et bien identifiés pour chaque patient. Il est vrai que de
nos jours, beaucoup d’informations peuvent étre extraites au moment du diagnostic :

a partir d’algorithmes sur des données d’immunohistochimies (Orzan et al. 2020 [77]),
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d’analyse du contenu des vésicules extracellulaire dans le micro-environnement du GBM
(Simon et al. 2020 [100]) ou du sous-type du GBM en accord avec la description de ’'OMS
(Louis et al. 2016 [65]). Cependant, ces informations ne sont pas reliées explicitement aux
différents coefficients, dans ce cas, il faut extrapoler la valeur des coefficients a partir des
informations et les adapter vis-a-vis de la croissance de la tumeur.

Une solution pour trouver les coefficients d’un patient, est de considérer les coefficients
comme des inconnues du systeme et d’écrire le Systéme (la)-(3) comme un probléme
d’optimisation avec la connaissance de la solution a différents instants. La méthode telle
quelle est compliquée a résoudre car il y a plus d’inconnues que d’équations ce qui nécessite
d’avoir une grande quantité d’information au moment du diagnostic car sinon il n’y a pas
de simulation ou prédiction possible apres le diagnostic.

Notre premiere approche pour résoudre ce probleme a été de suivre les travaux de
(Collin et al. 2021 [24]). On identifie les coefficients a des fonctions temporelles et on
utilise des filtres de Kalman et de Luenberger pour adapter le modele a un patient au
cours du temps. Cette méthode permet d’avoir un unique modele qui s’adapte a chaque
patient pendant les simulations en associant les simulations aux données.

Nous proposons cependant une nouvelle méthode de résolution de ce type de probleme

inverse. Cette méthode fait ’objet des deux prochains chapitres.
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CHAPITRE 4

ESTIMATION ETATS-PARAMETRES POUR
DES MODELES DE REACTION-DIFFUSION.
APPLICATION A UN SYSTEME DE
KELLER-SEGEL ET A UN SYSTEME DE
FORMATION DE PATTERN.

Les problemes inverses cherchent a trouver les causes d’'un modele a partir de 1’ob-
servation de leurs conséquences. Cette approche permet de calibrer les parametres d’'un
modele pour correspondre a des données. Dans ce chapitre, on introduit une méthode
qui permet de résoudre des problemes inverses associés a des systemes d’EDPs de type
réaction-diffusion. Nous illustrons cette méthode sur deux modeles : un systeme de type
Keller-Segel utilisé pour la chimiotaxie et un systéme de Turing qui produit des patterns.
La méthode est définie comme un probléeme d’optimisation qui minimise trois sources
d’erreurs possibles : au niveau des choix de modélisation, de I'estimation de la condition
initiale et sur la confiance des données issues des mesures. La résolution de ce probleme
inverse provient de la réécriture de la forme variationnelle du probleme et revient a ré-
soudre deux systemes d’EDPs avec une contrainte d’annulation d’une fonction vectorielle.

La résolution numérique de ces problemes inverses fait 1’objet du chapitre 5.

4.1 Formulation du probléeme inverse

4.1.1 Description du probleme

Dans cette these, on ne s’intéresse qu’a de l'estimation états-parametres autour de

systeme de type réaction-diffusion. On s’intéresse spécifiquement a un systeme de type
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Keller-Segel, qui provient des chapitres précédents, et a un systéeme de Turing.
Par simplification du temps de calcul pour les simulations, on ne s’intéresse qu’a des
systemes a deux especes, mais tout ce travail peut se généraliser a des systemes avec plus

d’especes. On introduit les deux systémes qui nous intéressent ici.

Systéme de Keller-Segel

En biologie, les systémes de type Keller-Segel sont largement utilisés pour modéliser
des phénomenes de chimiotaxie, c¢’est-a-dire du mouvement des cellules en réponse a un
signal chimique. Il y a une grande variété de systemes de type Keller-Segel (Arumugam
and Tyagi 2021 [5]), tout comme il y a une multitude d’applications de tels systemes en
biologie. Notre choix de systeme de type Keller-Segel provient de notre modele sur le
GBM introduit dans le Chapitre 2. Formellement, il s’agit d'un modele de chimiotaxie

entre une population cellulaire v et un signal chimique c,

9u 7. (D1Vu) + V.(DixuVe) = gi(u,c,0)  V(t,x) €I xQ,

ot
% -V (DQVC) = g?(“a ¢, 9) ,V(t,x) el x Q, (4 1)
u(t =0,2) = up(x), c(t=0,2) = co(x) Vo € Q, '

D\Vu -1 — DyxuVe- -1 =0, DyVe-ii=0 ,V(t,z) € I x .

On identifie v a la densité de cellules tumorales, normalisée entre 0 et 1, et ¢ a la concen-
tration en O,. Plus spécifiquement, on modélise I'interaction entre les cellules tumorales
et 'O, dans un espace €2 au cours d’un intervalle de temps I. Le modele est donc une
simplification du modele que nous avons utilisé dans notre travail (Alonzo et al. 2022 [1]),
et qui permet en pratique de modéliser le comportement du GBM. Les cellules tumorales
diffusent naturellement avec une matrice de diffusion symétrique D, sont attirées par le
gradient en Oy avec un coefficient de chimiotaxie y. L’O, diffuse naturellement avec une
matrice de diffusion symétrique Dy. Nous avons aussi des termes de réaction pour chaque

variable qui sont donnés par les fonctions g; et go

e, 0)=pu(l —u)—0
g1 e,0) = pull =) = ou , avec 0 = (p,d,a, 3,7) > 0. (4.2)
ga(,¢,0) = au — fie — yue

La fonction g; modélise une croissance logistique de taux de croissance p, avec un taux

d’apoptose . La fonction g, modélise la production d’Oy par les cellules tumorales avec
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4.1. Formulation du probléme inverse

un taux «, une dégradation naturelle de taux 3, ainsi qu’un terme de consommation par
les cellules tumorales avec un taux =.

On associe au Systeme (4.1) des conditions initiales ug et ¢y, respectivement pour u
et ¢, et on ajoute des conditions aux bords homogenes de type Neumann.

Les coefficients de diffusion et de sensibilité Dy, Dy, et x sont en général bien connus,
alors que, les coefficients de réaction p, 0, a, 5 et v, définis dans 'Equation (4.2), ne sont
pas connus en pratique. Notre objectif pour ce probleme est de calibrer 6 = (p, d, o, 3,7)

a partir de mesures.

Systéme de Turing

Certains systemes de type réaction-diffusion sont connus pour étre capable de produire
des patterns stables chez différents organismes pendant la morphogéneése (formation des
organes), comme en témoigne le travail fondamental de ( Turing 1953 [114]). Comme les
patterns sont omniprésents dans les sciences du vivant, les études autour des systémes de
Turing surviennent dans beaucoup de disciplines. L’explication générale de la production
de patterns stables dans I’espace ne sera pas donnée dans ce manuscrit, on se réfere au livre
de (Murray 2003 [72]) pour avoir une explication détaillée du processus. Pour illustrer notre
méthode, nous utilisons une formulation générale adimensionnelle d’un systéme entre un
subtrat et un inhibiteur issu de (Murray 2003 [72]) qui modélise un grand ensemble de

formations de patterns. La forme générale d’un systeme est donnée par :

94— V?A = pufi(A, B) V(t,z) €T xQ

98 _ dV?B = uf2(A, B) N(t,z)el xQ (43)
At =0,2) = Ao(x), B(t=0,z) = By(z) ,VYx e

VA-i=0, VB-i=0 Y(t,x) €T x 00

Ici A et B sont la concentration en substrat (oxygene) et en enzyme uricase respecti-
vement. Le coefficient isotrope de diffusion de 1'oxygene est normalisé a 1, alors que le
coefficient isotrope de diffusion de I'uricase est donné par le coefficient d > 1. Les termes

de réaction sont donnés par les fonctions f; et fy et ont la forme générale

A B) =k —A—h(A, B),
fl( ) 1 ( ) avec h/(A’ B) e L%? (44)
f2(A,B) = ks(ks — B) = h(A, B), 1+ A+ kA
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pondérés par un coefficient 1 > 0. Les patterns obtenus avec le Systeme (4.3) dépendent
des parametres d, p et (k;)1<;<s5. Dans le Systeme (4.3), on suppose que les coefficients d

et p sont inconnus, et on cherche donc a calibrer
U= (d’ M)a (45)

a partir de mesures. Cela implique que les coefficients (k;)1<;<5 sont supposés connus.

4.1.2 Définition d’une mesure

Dans notre travail, la notion de mesure est reliée & un temps d’acquisition ¢; dans I,
a un ensemble de m valeurs interprétées comme des données et un vecteur d’état ¥, qui
est le couple (u, c) pour le Systeme (4.1) et le couple (A, B) pour le Systéme (4.3).

Formellement, une mesure est un vecteur de R¥7(¥)m

qui donne la quantité mesurée
de ¥ a linstant ¢;. Un ensemble de N,,., mesures est une matrice Do, € RNmeaxsize(¥)m

correspondant & un nombre N,,., de mesures de ¥ a des temps distincts (¢, ¢, ..., tN,...)-

Definition 1 (Fonction de mesure .5¢). La fonction € est le lien entre le vecteur d’état

et la quantité mesurée, c’est-a-dire que F€(V(t;,-)) est la quantité mesurée avec le vecteur
U(t;,-).

Par exemple, si on considére qu'un vecteur état contient la taille (h) et le poids (w) d'un

w
ﬁ.

Dans ce cadre, deux mesures d’IMC obtenues a deux temps distincts ¢; et to pourrait
étre dy, = 26.7 et d;, = 25.3. Dans le cadre du GBM, N,,,., représente le nombre d’TRMs

réalisés aux différents temps t1, to, ... N, ..

individu, mais que I’on mesure son IMC, alors la fonction de mesure est 7 (h,w) =

Dans ce manuscrit, on considere des mesures directes, c’est-a-dire que (VU (t;,-)) —
(U(t;, 7)) 1<j<m, ce qui est un vecteur de R*™ car W(¢;, z;) € R% On pourrait cependant
considérer d’autres fonctions de mesures. Nous avons juste besoin que cette fonction soit

assez lisse pour pouvoir la manipuler comme on le fait plus loin dans ce chapitre.
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4.1.3 Ecriture du probleme d’optimisation

L’idée dans ce chapitre est d’identifier les valeurs des coefficients de # pour le Systeme
(4.1), et celles de ¥ pour le Systéeme (4.3), lorsque 1'on dispose d'un ensemble de mesures.
De ce point de vue, on a besoin de définir un critére qui décrit a quel point une proposition
de coefficients convient pour son systeme. En prenant en compte qu’en pratique, les erreurs
proviennent de l’estimation de la condition initiale du modele, de la fiabilité du modele
pour décrire le phénomene sous-jacent et de la différence entre les données réelles et la

prédiction du modele, on va tenter de minimiser ces trois sources d’erreurs.

Usuellement, une facon d’introduire des erreurs dans un modele est d’ajouter du bruit

stochastique dans les termes qui ont des erreurs. Dans notre cas, on ajoute un terme

T
stochastique ¢, = {qt(lz) qt@z)} qui suit un processus gaussien centré

JV(/’L(N qu) avec Ha ( ) (Qt, ) R2
qu : (t’ ok l’,y) € ]2 X Q2 — COV(Qt,$7 q&y) € R2><27

dans les équations différentielles, ou E représente I'espérance et Cov la matrice de cova-

T
riance. Ensuite, on ajoute a, = [ag) a:(f)} qui suit un processus gaussien centré

g 1T €€ — E(a;) = Oge,

N (pay Koa) avec
Koo i (z,y) € 2+ Cov(ag, a,) € R¥*2

dans les conditions initiales, et € un vecteur gaussien centré de R?*™

pe = E(€) = Orem,

N (pe, Lee) avec
Y = Cov(e, €) € R#mx2m

dans le processus de mesure. Plus précisément, on considere avoir une erreur €, indépen-

dante du temps d’acquisition de la mesure d; € R*™ qui suit la relation
H(U(ti,)) = di + € (4.6)
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Dans ce cas, le Systeme (4.1) devient

du—V - (D, V) dt +V.(DyxuVe) dt = g1 (u, ¢, ) dt +qi ) dt V() € [ x Q,
dc =V - (DyVe) dt = go(u, ¢, 8) dt +q§2 dt V(t,x) e I xQ,
u(t = 0,2) = up(x) + alV), c(t =0,z) = co(z) + al?) Vo € Q,
D\Vu- -1 — DyxyuVe-n =0, DyVe-n=0 NV(t,x) € I x 09,
J(u(ts, ), c(ti,-)) =d; + € .1 <@ < Npea,
(4.7)

et pour les mémes raisons le Systeéme (4.3) devient

dA —V2Adt = pufy (A, B) dt +¢.Y) dt Nt x) el xQ,

dB —dV2Bdt = ufs(A, B) dt +4i2 dt V(t,z) el xQ,

At =0,2) = Ag(z) + all, B(t =0,z) = By(x) +al? Vx €, (4.8)
VA-ii=0, VB-ii=0 Y(t,x) € 1 x 09,
H(A(ti,-), B(ti,)) = di + € ;1 <4 < Nipea-

On peut définir I'inverse des matrices de covariance précédemment introduites qui se-
ront utilisées plus loin dans ce chapitre. On définit W, I'inverse de la matrice de covariance

K, par

V(tl,t2> € [2,V($1,Q?2) € Q2 :

//Qqu(tl, s, 1, u) Ky (s, ta, u, x0) duds = 0(x1 — 22)0(t1 — t2)ly, (4.9)
I

ou la fonction § renvoie 1 en 'origine et 0 ailleurs. On définit W,, 'inverse de la matrice

de covariance K,, par
V(xy,29) € Q% /QWaa(xl,u)Kaa(u,xg) du = §(z1 — x9)ls, (4.10)
et M, 'inverse de la matrice de covariance Y. par la relation usuelle
MeeXoee = LeeMee = lap. (4.11)

Sous les hypotheses gaussiennes, chercher un maximum de vraisemblance est équivalent
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a minimiser I'erreur quadratique associée. On s’intéresse donc ici a minimiser

/(‘I’ﬂ?) = 61(‘11777) +€2(‘I’777) +€3(‘I’777)7 (412)

ou ey, eg et ez sont définis dans 'Equation (4.13), I'Equation (4.16) et I'Equation (4.17)
respectivement. Dans 'Equation (4.12), ¥ est le vecteur d’état du systéme, c’est-a-dire
que U = (U, Uy) = (u, ¢) pour le Systeme (4.1) et ¥ = (¥, ¥y) = (A, B) pour le Systeme
(4.3). Le vecteur n contient les coefficients inconnus associés, c’est-a-dire que n = 6 pour
le Systéme (4.1) et n = ¥ pour le Systeéme (4.3). L’erreur quadratique associée avec les

choix de modélisation est donnée par :

e (U, n) = ;//1 //Q EU, T (t, )W, (t, z,5,9)E(¥,n)(s,y) dxdy dt ds. (4.13)

L’opérateur £ renvoie l'erreur de modélisation, c’est-a-dire que pour le Systeme (4.7)

V- (D (D — 9
5(\1/777)@73;):( ot \Y a(c 1VU>+V( 1XUVC) g1(u,0, )

5 — V- (D2Ve) — ga(u, ¢, 0) ) (t, z), (4.14)

et que pour le Systeme (4.8)

DA 2
&L VA — A B
et = [ o v ATIAD ) g, (4.15)
L’erreur quadratique associée au choix de la condition initiale est :
1
62(\Ija Tl) = 5 /L(@O - (I)())T(x)Waa(x: y)(\PO - (PO)(y) dx dy . (416)

La quantité Wy est W(to,-) alors que ®q est I’état initial supposé, c’est-a-dire que g =
(ug, co) pour le Systeme (4.1) et que &g = (Ag, By) pour le Systeme (4.3). Enfin,
1 Nmea T
es(U,n) =5 3 (di = H(V(t:, )" Meeldi = A (U (L, -))), (4.17)

=1

est 'erreur quadratique entre les mesures et les prédictions du modele. 77 étant le fonction

de mesure définie dans la Définition 1.

On peut réécrire la somme de I'Equation (4.17) sous la forme d'un vecteur avec d =

(d dy - de)T,%(\If)z(;f(q/(tl,-)) H(U(ly, ) - %(\y(tNmea,-)))Teten
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Chapitre 4 — Estimation états-parameétres pour des modeles de réaction-diffusion.

posant [M..] comme une matrice par blocs de A, x2m(R) contenant N,,., fois la matrice

M., sur la diagonale et rien ailleurs, c¢’est-a-dire

Mee O2m><2m e 02m><2m
02m><2m Mee
[M] . .
O2m><2m
02m><2m cee 02m><2m Mes

Enfin, on définit les opérateurs o = [; [ -dx dt et x .= [, - dx pour simplifier les notations.

Tout cela nous permet de réécrire la fonction # de I'Equation (4.12) sous la forme :

1 1
F(U,n) = §5T oWy0E+ 5(\1/0 — )T x Wi * (Tg — By)

e1(¥,n) e2(¥,n)

b 5(d = AT~ A @)). (418)

63(\:[,777)

On conclut cette partie en disant que 'objectif de ce chapitre est de trouver le couple

(¥, n) de chaque systéme qui minimise la fonction J de ’Equation (4.18).

4.2 Résolution du probleme inverse

Certaines méthodes existent déja pour minimiser des fonctions comme J de I’Equation
(4.18). On peut citer la méthode du représentant de (Eknes and Evensen 1997 [32]) ou de
maniere plus générale, 1'utilisation d’algorithme génétique (Goldberg 2013 [40]). Méme si
ces méthodes peuvent étre utilisées pour notre probleme, elles sont connues pour étre tres
consommatrices en temps d’exécution et de maniere générale, font 'hypothese qu’il n’y a
pas d’erreur ni dans les choix de modélisation, ni dans I’estimation de la condition initiale,
c’est-a-dire qu’ils font ’hypothese que e; = e = 0. La méthode que 'on développe ici
n’a pas besoin de ces hypotheéses. Cette méthode est inspirée des travaux de (Evensen
et al. 2009 [35]), ou des systemes similaires sont résolus, mais avec des modeles scalaires,

c’est-a-dire sans variable d’espace.
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4.2.1 Solution faible du probleme inverse

Avant de pouvoir définir les formulations variationnelles du Systéme (4.7) et du Sys-
teme (4.8), nous avons besoin de pouvoir faire face aux nouveaux termes stochastiques
introduits. Pour cela, on définit la variable adjointe au vecteur d’état ¥ qui sera utilisée

dans la suite de ce travail.

Definition 2 (Variable adjointe \). On définit la variable \ par

Ai(t,x) €I x Q= Wt z,-) 0 E(V,n)
o Al(taw)
At 2)|
Dans ce contexte, A\; est la variable adjointe de ¥; (u ou A) et Ay est la variable
adjointe de ¥, (c ou B).

Nous donnons a présent un autre lien qui permet de relier A aux systemes originels

par l'intermédiaire de ce lemme :

Lemma 3 (Lien entre A et V). On a pour tout t € I et x € Q

Kyt -z, )o X = {(quAh]

(Kqq))
—// ot s,z y)A(s,y) dy ds,
=&V, n)(t, ).

Démonstration. On a juste besoin de remplacer A par son expression

Kot x,-) oA = // aa(t, 8,7, y)A(s,y) dy ds,
_// tS.TyW (,7y,)05(\1/,77)dyd8,

://Q//Qqu t,s,x,y)qu(s,7“,y,u)g(ﬁ!,n)(r,u)dudrdyds,
I I

et de réaliser l'intégration selon u et s pour utiliser la relation entre la matrice de cova-
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riance Ky, et son inverse W,, donné dans I'Equation (4.9),

qu(t,~,x,')o)\:/I/Q(S(t—T)5(x—y)|25(\l’,n)(r,y)dydr,

=E(V,n)(t, ).
]

Par conséquence, on peut réécrire le Systeme (4.7) par

9u T - (D1Vu) + V.(DixuVe) = gi(u,c,0) + (KA1, V(t,z) € 1 xQ

e — V- (DoVe) = galu, c,0) + (Kog\)2 Y(t,x) el xQ

u(t =0,2) = up(z) +all, c(t=0,7) = co(z) +al®? Ve (4.19)

DVu-1i— DyxuVe- -7 =0, DyVe-n=0 N(t,z) € I x 09

‘%ﬂ(u(tﬂ)7c(tl’)) :dl+e 71 <1< Nmeaa

et le Systeme (4.8) par

%_VQA:Mfl(AvB)_’_(qu)\)l N(t,z) e I xQ
% —dV?B = IUfQ(Aa B) + (quA)2 ,V(t,{l?) el x)
At =0,2) = Ag(z) + alV, B(t=0,z) = By(z) +al? VxeQ (4.20)
VA -1 =0, VB-n=0 NV(t,x) € 1 x 00
%(A(tiv')7B(tiv')) =d;+e ;1 <1 < Nyea

K o\

Avec la notation {( qq)\il} = K(t,-, z,-)o\ comme introduite dans le lemme précédent.
qq”*)2

Il est important d’observer que le Systeme (4.19) et le Systeme (4.20) n’ont plus besoin

d’utiliser le processus gaussien ¢, .. A cette étape, nous avons toujours besoin explicitement
du processus gaussien a, dans les conditions initiales, mais nous montrerons plus loin, dans
la Proposition 6, que nous n’en aurons plus besoin au final.

Nous pouvons a présent définir la formulation variationnelle du Systeéme (4.19) et du

Systéme (4.20) avec la définition de A du Lemme 3.

Definition 3 (Solution faible du Systéeme (4.19)). Etant donné X tel que [

(qu/\)l c
(K gq)2
(L*(2))? et des trajectoires all),a® dans L*(Q), une solution faible associée au Systéme
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4.2. Résolution du probléme inverse

(4.19) correspond a trouver presque pour tout t € I, u(t,-) € HY(Q) N L>®(Q) et c(t,-) €
HY(Q), avec g1(u,c,0) et ga(u,c,8) € L*(Q) respectant la formulation variationnelle :

d
—/uvdx—l—/ D1Vu~Vvdx—/ xDruVe - Vo dx =
dt Q Q Q
Vv e HY(Q)
/le(U,C, 9)’UdX+/Q(qu)\)1vdx
d
o /ch dx—l—/Q 9Ve - Vwdx (4.21)
Yw € HY(Q)
/QQ(U,C, H)T,U dX+/(qu)\)2de
Q Q
u(t = 0) = up + alV Vo € Q
c(t=0)=cy+al? Vo e )

L’objectif principal ici n’est ni de montrer 1’existence des solutions faibles, ni de mon-
trer que les espaces utilisés sont optimaux. Nous avons choisi ces espaces avant tout pour
s’assurer que chaque terme dans la formulation variationnelle (4.21) est un sens. On se
réfere a ces différents travaux (Osaki et al. 2002 [78] ; Bendahmane et al. 2007 [9] ; Blanchet
et al. 2006 [11]) sur P'existence des solutions faibles pour ces systemes de type Keller-Segel

similaires au notre.

(qu/\)l
(KggA)2
(L*(2))? et des trajectoires all),a? dans L*(Q), une solution faible associée au Systéme
(4.20) correspond a trouver presque pour tout t € I, A(t,-) € H'(Q) et B(t,-) € H'(Q),
avec fi(A, B), fa(A, B) € L*(Q), respectant la formulation variationnelle :

Definition 4 (Solution faible du Systéme (4.20)). Etant donné X tel que [

d
f/ Ade+/ VA VVdx =
dt Jo Q
VYV e HY(),
/Qufl(A, B)de+/g(quA)1de
d
2[R / B. _
dt/Q Wds+ [ dVB- VI dx @)
YW e HY(Q),
/Qqu(A,B)WdH/Q(quA)ZWdX
At =0) = Ay + alV Vo e Q,
B(t =0) = By +a® V€ Q.
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4.2.2 Minimisation de ¢

Nous rappelons que nous souhaitons de minimiser la fonction (¥, n) — _#(¥,n) don-

née par :

1 1
I (Y, n) = §5T oWy 0E&+ 5(% — D)7k Waa * (T — D)

4 ;(d — A(W)T[M](d — (),

définie sur l'espace E = (H'(Q2))? x (RT)#7. Ce probléme d’optimisation a de bonnes
propriétés par la structure de la fonction ¢ : c’est une somme de fonctions quadratiques.
Nous savons donc que la fonction # aura un minimum global sur £, le probleme est qu’il
n’a aucune raison d’étre unique a cause de la non-linéarité du modele et ¢ peut aussi

avoir des minimums locaux. Un minimum (¥*,7*) de ¢ sur E respecte
d_Z(¥*,n") - (0V,én) =0, pour toute direction (¥, én) € E. (4.23)

Pour caractériser ce minimum, nous avons besoin de calculer la différentielle de _#. On
rappelle que la différentielle d'une fonction h de variables W et n pour les directions 6W
et on est donnée par
oh oh
dh(¥,n) - (0¥, 0n) = —(¥,n) - 0V + —(¥,n) -6 4.24
(U,m) - (69, 0m) = 5 (¥,7) +877( ;1) - 01 (4.24)
En utilisant la regle de la chaine pour la différentielle des fonctions de réaction de I’Equa-
tion (4.2), on obtient :

ou

dgi(u,c,0) - (6u,6¢,60) = [~2pu+p—6 0] 5
&

+lu—u? —u 0 0 060, (4.25)

dgs(u,c,0) - (du,dc,d0) = {a —vc —B— ’yu} v + [0 0 u —c —uc} 00, (4.26)

pour le Systeme (4.7), et pour celles de 'Equation (4.4), on obtient :

dA

dfi(A, B) - (6A,0B) = — |(1+ 2(A, B)) 2%(A, B)] .

, (4.27)
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4.2. Résolution du probléme inverse

0A

dfs(A, B) - (6A,0B) = — [24(A,B) (ks + 24(A, B))] 5l

(4.28)

pour le Systeme (4.8).

L’opérateur £, défini dans 'Equation (4.14), est quadratique pour le systeme de Keller-
Segel. La différentielle de £ est donc

d€(u,c,0) - (du,dc,00) =
(%? — V- (D1Véu) + V - (Dyx0uNc) + V - (DyxuVdc) — dgi (u, ¢, 8) - (du, dc, 59))

Qe —V - (DaVéc) — dga(u, c,0) - (6u, ¢, 60)

(4.29)

pour le Systeme (4.7). Pour le probléme sur la formation de pattern, la linéarité de I'opé-

rateur de diffusion nous donne :

dE(A, B,9) - (5A, 6B, 60) =

B4 _ V20A — pdfi (A, B) - (8A,0B) — dufi(A, B) (4:30)
%8 dV25B 6dV2B — pdfs(A, B) - (6A,6B) — dufs(A,B))

Sila mesure est directe, ¢’est-a-dire que la fonction 2 est (U (¢, -)) = (Y (¢, ;) )1<j<m.

alors la différentielle de 77 peut s’écrire sous la forme d’une intégrale :

A (W) - (8W(t,-)) = (0U(¢, xj))1<j<m,

= // U (s,u) x (0(t —s)0(z; — y)i1<j<m) dsdy,
= (0¢)

ou x représente le produit cartésien usuel. La différentielle de 7# est donc bien réécrite

sous forme intégrale, on utilisera d’ailleurs la notation

OV o H(0;) = // OV(s,u) x H(0)(s,u)dsdu. (4.31)

L’Equation (4.31) est tres importante dans notre travail, car notre méthode pour
résoudre les problemes inverses repose sous la reformulation de la différentielle de _# sous

forme intégrale.
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Proposition 5 (Expression de la différentielle de #). La différentielle de 7 est

d_Z(V,n)-(60,dn) =d&W,n)" - (5W,dn) 0 A
+ UL (t = 0) % W % (Ug — Bg) — 06U 0 H(5,)[Mc](d — H(T)), (4.32)

ou A\ est associée a V et n selon la Définition 2.

Démonstration. Grace a ’'Equation (4.18), la différentielle de ¢ est la somme des diffé-

rentielles de eq, ey et ez,
d 7 (¥,n) - (00,0n) = de(V,n) - (8F,0n) + dex(¥,n) - (00, 0n) + des(V,n) - (5¥, on).

Les fonctions eg, ey et e3 sont quadratiques, donc la différentielle de la somme de e; (¥, ),

ea(U,n) et e3(V,n) est donnée par

d& (W, )T - (6, 6n) 0 Wy 0 E(V,n)

dey (‘I’m)'((s‘l’,&?)

+ UL+ W % (Wg — )
dez(¥,n)-(6,6m)
—dA(0)" - (69)[MJ(d — H(T)) .

des(‘l’vn)'(5‘1’7577)

On définit A a partir de la Définition 2 avec W et n associé. Alors la différentielle de e;

peut se reformuler, en utilisant le Lemme 3, par

Enfin, on utilise la notation introduite dans I'Equation (4.31) pour la différentielle de eg

pour conclure la preuve de cette proposition. O

Avec l'introduction de la variable adjointe A, on voit tres bien que son expression
apparait explicitement pour trouver un minimum de ¢ sur E. Le probleme est que son
expression n’est donnée que par l'intermédiaire de W. Cependant, si I’on considere (¥*, %)
un minimum global de ¢ sur E. Alors la variable adjointe A* associée a (¥*,n*), selon
la Définition 2, peut étre vue comme la solution d’un systéeme d’EDPs. L’idée a présent

est d’expliciter le systeme d’EDPs suivi par \* pour en obtenir une meilleure expression.
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Definition 5 (Solution faible A associé au Systéme (4.19)). Etant donné Ve € (L*(Q))<,
ue L*(Q), Zgi(u,c,0), Zgi(u,c,0), Zga(u,c,0), Lgs(u,c,0) dans L=(Q) et € (u,c) =
C (u,c)
[%”(u, )2

= E] o H(8)[M)(d — 7 (u,c)) € (L*())%. On définit le probléme varia-

At )

tionnel suivant : trouver presque pour toutt € I \(t,) = Mlt, )
2\by”

] € (HY(Q))? tels que
Yo € HY{(Q) N L®(Q) et Vw € H'(Q)

d/ /\lvdx—i—/ DIV/\l-VvdX—/ DixVe-VAvdx
dt Jo Q Q

. dg1

p Q Ju o OJc
f/ Adeer/ DQV)\Q«deX—/ DixuVA; - Vo dx
dt Jo Q Q

9913\ v dx — Agvdx—/%u &)1 dx

. 092 g2
= /Q 90 Aw dx /Q 9 Aow dx /Q‘f(u,c)gw dx
Al(t:tf,x)zo, )\g(t:tf,x):O, Vo € ()

Comme nous 'avions déja abordé dans la Définition 3, les espaces utilisés dans la Dé-
finition 5 ne sont pas optimaux. On donne juste des espaces qui permettent formellement
de donner un sens pour tous les termes de la formulation variationnelle.

A(t, -
Si A(t,-) = i )] est une solution faible associée au Systeéme (4.19), d’apres la

Xa(t, )

Définition 5, alors on a :

MV (D1VA) — DixVe VA = =20\ — %5\, —F(u,c)y  ,pp.(t,x) €1 x9Q
% =V - (DyVAg) + V- (DixuVA) = 892)\1 ag2 2y — C(u,c)y ,pp.(t,w) €l xQ
Mt =tpx)=X(t=t;z)=0 ,p-p.(z) € Q
(D1V)\1 - D1X)\1VC) = (DQV)\Q - D1XUV)\1) =0 ,pp(t, SL’) el x o2
(4.33)

Definition 6 (solution faible de A associée au Systeme (4.20)). Etant donné 2 f1(A, B) €
L>(Q), % f1(A,B) € L=(Q), & f>(A,B) € L*(Q), 2 fo(A,B) € L*(Q0) et €(A,B) =
% (A, B), 1

Cg(A7 B)2 1 © %<5)[Mee](d - %(A, B)) S (Lz(Q))Z On déﬁmt le pr’obléme varia-
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Ai(t,-)

tionnel suivant : trouver presque pour tout t € I \(t,-) = L\ (i)
2(t, -

] € (HY(Q))? tels que
YV, W € HY(Q)

d
7/ )\1de+/ VA - VV dx
dt Ja Q

B 8f1 6f1
N oA gV dx HoB

AQde—/ (A, B),V dx
d/ AQde+/ dVAg-Vde
dt Ja Q

B 3f2 dfs
= — [ nS2wdx —/u A2de—/ﬂ(g(,4,B)Qde

Al(t:tf,fﬂ):o, )\Q(t:tf, ):0, Vo € Q

)\1({;7 )

2 t7 :
Définition 6, alors on a :

Si A(t, ) =

] est une solution faible associée au Systeme (4.20), d’apres la

P2\ = —plhN — i, — (A, B),  pp.(tz) €l xQ

% —dVPhy = —pB2N — 9N, — €(A,B)y ,p.p.(t,x) €1xQ (430
Mt =trx)=X(t=t;,2)=0 ,p.p-(x) € Q

VA -T=VA-1=0 ,p.p-(t,x) € I x O

Proposition 6 (Solution du probléme inverse). Soit (V*,n*), une solution du Systéme
(4.19) (resp. du Systéme (4.20)), étre un minimum de Z auquel on associe \* d partir de
la Définition 2. Alors \* est une solution faible associée a (V*,n*) d’aprés la Définition 5
(resp. Définition 6), et le triplet (n*, U*, \*) annule une fonction vectorielle G (n*, U*, \*)
définie dans ’Equation (KS 3)(resp. F (n*, V*, \*) définie dans I’Equation (PF 3)). Tout

cela se résume en disant que (u*,c*\*,0%) est une solution du systéme couplé (KS 1)-
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4.2. Résolution du probléme inverse

(KS 2)-(KS 3) :

ou

St =V - (D1Vu) + V.(DixuVe) = gi(u,c,0) + (KA1 ,V(t,z) € I xQ,
e —V - (D2Ve) = galu, ¢, 0) + (Kgg)a V(t,x) €I xQ,
u(t =0,2) = up(z) + (KX’ Yz € Q, (KS1)
c(t=0,7) = co(x) + (K)o Vo € Q,
D\Vu-1— DyxuVe-1n=0,D,Ve-11=0 V(t,x) € I x 09.
‘?tl — V- (DiVA) = DixVe- VA
,p-p-(t,x) € T xQ,
= —%)\1 - %)\2 — € (u,c)y
O ou Jc
5 V - (DyVA) + V- (DixuVA;)
,p-p-(t,x) € I x Q, (KS 2)
= —aafj)\l — 38902)\2 — € (u,c)q
AMt=t;xz)=0 ,p.p.x € €,
(D1V A — Dyx\Ve) =0 ,p-p-(t,x) € I x 09,
(Da3V Ay — DixuVy) -1l =0 ,p.p-(t,x) € I x O0N.
991 9q1 991 dq1 O¢u T A
%(e,u,c,A):/I/Q [ggp 63;2 g;; gﬁ ggv] . Lj dt dx = Ogs. (KS 3)
9 095 da 0B Oy

Et que (A*, B*A\*,9%) est une solution du systéme couplé (PF 1)-(PF 2)-(PF 3) :

%T? — V?A = Mfl(A7 B) + (qu/\)l
B _ IV2B = jufa(A, B) + (Kyg))s

B(t = 0, I‘) = BO(CU> + (Kaa>\0)2
VA-in=0,VB-1n=0

)

V(t,z) € I x o0

NV(t,x) e T xQ,
NV(t,x) € 1 x 0,
A(t = 0, w) = AQ(I) + (Kaa)\o)l )

YV € (),
YV € €,

(PF 1)
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O — V)| = —ugﬁ A1 — ,ug]; X —C(A,B);  ,pp.(t,x) el xQ,
;m —dV g = —pd2 N\ — 122N, — €(A,B)y ,pp.(t, ) el xQ, (PF 2)
Mt =tp,z) =Xt =1pz)=0 ,pp-(x) €

(

VA -n=VA-1=0 , PP t,m)GIXE)Q.

T

_ - AAB)] [n B
F(0,A,B,\) = /I/Q V5 HAB) LJ dt dx = Oge. (PF 3)
\ (Kaa/\o)l o
Ou (Kaa)\o)2 = Kaa( ) * )\(to, )

Démonstration. Nous allons montrer le résultat de la proposition pour le systeme de
Keller-Segel, mais le méme raisonnement est utilisé pour le systeme de Turing.

Le résultat provient de I’écriture de la condition de I'Equation (4.23) avec I’expression
de la différentielle de J donnée dans I'Equation (4.32), ce qui nous donne pour tout
(0¥,n) e E

dET(U* ") - (60, 0m) 0 X* 4+ 00U x W % (U5 — &) — 00T 0 S(6) M..(d — H(T*)) = 0

A B C

A

2

Y

On développe les intégrales sur le temps et ’espace, ce qui nous donne pour A =

en enlevant les astérisques pour la lisibilité,

a6
A= // 7“ —V - (D1Véu) + V- (D1xéuVe)
+V- (Dlxuv&) —dgi(u,c,0) - (du,dc,00)) A\ dx dt,

/ / (&sc — V- (DyV6e) — dgs(u, ¢, 0) - (du, oc, 59)) Ao dxdt
Ensuite, on obtient
B= /95\11[{ (Waa % (W — @) dx,

et
= /I /Q U (t, x) x H(5)[Me](d — (1)) dt dx

L’idée a présent, est de mettre en facteur 6W ou on pour tous les termes, et d’enlever
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tous les termes différentiels portant sur dW et d7. Ceci est réalisé avec des intégrations par
parties en temps et en espace quand nécessaire, et d’utiliser les formulations variation-
nelles pour enlever les termes qui ne nous intéressent pas. Cela nous donne des conditions

indépendantes qui construisent le systeme suivi par A\. On a

Ay = // a(su)\ldxdt—//gv'(D1V5u))\1dxdt

2
Al

l

+//QV-(D1X5ch))\1 dxdt+//QV-(D1XuV5c))\1 dx dt
I JI

A} Af

_/I/Q[—qu—i-p—é 0] [?Z] Aldxdt—/l/g[u(l—u) ~u 0 0 0]00A dxdt.

AP

5
Al

Les termes A} et AY sont déja sous la bonne forme intégrale, on a besoin de modifier tous

les autres, car il y a des dérivées sur du ou dc.

On réalise une intégration par parties en temps pour s’occuper du terme A} ce qui

nous donne

Al = /5uth1tf dx—/éuto)\lto dx—//—(s dxdt.

Finalement, on intégre deux fois en espace les termes A%, A3 et A}

A%://Qv-(DlvauAl)dxdt—//QDlvau-wldxdt,
I I
:/ DiVéu - iih dxdt+// V-(Dlv/\l)éudxdt—// DIV, - idudx dt,
IJoQ I1JQ I1J0Q
Ai’:/I/QV-(Dlxéch)\l)dxdt—/I/QDlxézLVc-V)\l dx dt,
:// Dlxvc-ﬁ)\léudxdt—//Dlxéch-V/\ldxdt,
IJoQ I1JQ
A%:/I/QV-(DIXUV(SC/\l)dth—/I/QDlxuv&-Vx\l dx dt,
:// Dlxu/\1V6c~ﬁdxdt+// V - (D1xuVA;)dcdx dt
IJoQ I1JQ

—// DixuVA; - tdcdx dt.
1.Jo0

Gréace a la formulation variationnelle du systeme de Keller-Segel de I’'Equation (4.21), on
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obtient
/ DVéu - i)\ dxdt — / / DixuMVéc-ndxdt =0, (4.35)
1.Jo9 109

ce qui implique que chaque terme dans A; est correctement factorisé. Avec le méme

raisonnement, on peut montrer que

O
Ay = /Q Se(t ;) ha(ty) dx — /Q Se(to) ha(to) dx — /1 /Q Shdedxdt
—// v-(DQVAQ)acdde// DoV, - iide dx dt
I1JQ IJ09Q

_/I/Q{a—yc —ﬁ—yu] [?é] )\gdxdt—/l/g{() 0 u —c —uc} 00Ny dx dt .

Au final, on peut regrouper tous les termes précédents selon leur factorisation. Pour
chaque équation sur A\; et Ay, on a la factorisation sur la solution spatiale au temps ¢y

dans 'Equation (4.36) et sur la solution spatiale au temps ¢, dans ’Equation (4.37)

/Q SU(t) TN (ty) dx = 0, Vo (1), (4.36)

/ 50 (o) (W % (U5 — B5) — N*(t0)) dx = 0, VU (o). (4.37)
Q
Maintenant, nous avons les conditions aux bords au cours du temps,

/a ) / u (D1 VA — Dix\Ve) - i) dt dx = 0, Vou sur I x 99, (4.38)
I

/BQ / 5¢ (D3VAs — DixuVAL) - ) dt dx = 0, Vée sur I x 99, (4.39)
I

le systeme d’EDPs en temps et en espace suivi par A; et Ay Vou, dc sur I x

du o (% —V - (D1VA) — DixVe-VA — 3891)\1 - (9agl>\2 C (u, c)1> =0, (4.40)
sco @A; — V- (DyVAy) + V- (DyyuVA;) — %%1 %‘]2 o — € (u, c)2> —0. (4.41)

Enfin, nous avons la factorisation par 66
/ / 891 %%2) dx dt 69 = 0, V36, (4.42)

Comme les équations (4.36), (4.38), (4.39), (4.40) et (4.41) doivent étre vérifiées pour
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tout du et dc sur leur ensemble, on conclut que A; et Ag sont solutions du Systeme (KS 2).

L’Equation (4.37) meéne a
Waa * (Vo — @) — A(tp) =0, sur Q,

ce qui nous donne, en multipliant ’expression précédente par K, *x, 'expression équiva-

lente
U = Py + Kyo * A(to), sur Q.

Cela nous donne le fait que U est une solution de (KS 1).

L’Equation (4.42) méne a

// agl ae)ddt_o

c’est-a-dire que (¥, 0, \) est solution de ’Equation (KS 3). O

On conclut ce chapitre en disant que la solution de notre probléeme inverse est de
trouver une solution du Systéme (KS 1)-(KS 3), pour le probleme de Keller-Segel, et le
Systeme (PF 1)-(PF 3) pour le probleme sur la formation de patterns. L’idée du prochain

chapitre est de montrer que ces systemes peuvent étre résolus numériquement en pratique.
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CHAPITRE b

RESOLUTION NUMERIQUE DES
PROBLEMES INVERSES

Notre objectif, dans ce chapitre, est de résoudre numériquement les deux problémes
inverses précédemment établis. On cherche donc a faire une estimation numérique états-
parametres avec des données éparses en temps. On va présenter dans un premier temps
notre méthode numérique que nous avons créée pour résoudre les systémes sous-jacents.
En effet nous développons un schéma numérique qui résout de fagon plus efficace les
systemes couplés par rapport a un algorithme classique de Newton. Puis, nous illustrerons
sur les deux exemples de systeme que la résolution numérique fonctionne avec des données
synthétiques et nous donnerons une premiere ébauche d’étude des hyperparametres de la

méthode.

5.1 Les schémas numériques

On souhaite résoudre numériquement le Systeme (KS 1)-(KS 3) et le Systeme (PF 1)-
(PF 3). Ces systemes sont non-linéaires et chaque inconnue apparait de fagon explicite
ou implicite dans chaque équation. Dans ce cadre, utiliser directement une méthode de
résolution classique comme l'algorithme de Newton semble invraisemblable pour résoudre
le Systeme (KS 1)-(KS 3) ou le Systeme (PF 1)-(PF 3).

Dans ce travail, on développe une stratégie numérique beaucoup plus efficace pour
résoudre ces systemes. L’idée générale est de découpler les inconnues et d’utiliser une
méthode itérative pour reconstruire la solution des systemes. Concretement, on se fixe
une valeur de 7. On calcule alors les valeurs de W(n) et A(n), associés avec cette valeur de
n, avec une méthode itérative selon 1’Algorithme 2.

Une fois que l'on obtient le triplet (¥(n), A(n),n), on cherche & obtenir une meilleure
estimation de n. On effectue cette calibration de n en suivant une méthode de Newton-

Raphson projetée, appliquée a la fonction G pour le Systeme (KS 1)-(KS 3) ou a la fonc-
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Chapitre 5 — Résolution numérique des problémes inverses

Algorithme 2 Méthode itérative pour obtenir les valeurs de W et A associées avec les
valeurs de 7.

Entrée : n < un ensemble de coefficients
Sortie : ¥, A « Approximation numérique de ¥ et \ associées a 7

Initialisation
1: WY résoud le Systéme (4.1) ou le Systéme (4.3)
2: m+<0 > m est le nombre d’itérations du processus
On découple ¥ et A du Systeme (KS 1)-(KS 3) ou du Systeme (PF 1)-(PF 3)
3: tant que (U™),,>0 et (\"),,>0 n’ont pas convergé faire
4: A" résoud (KS 2) ou (PF 2) avec ¥ = U™ > Algorithmes (4) et (5)
5: Ut résoud (KS 1) ou (PF 1) avec A = \™ > Algorithmes (6) et (7)
6: m<+—m+1
7: fin tant que
8 (W, \) « (T™ ™)

tion F pour le Systeme (PF 1)-(PF 3). Avec cette nouvelle estimation de 7, on répete
alors le processus précédent jusqu’a ce que 7 soit correctement calibré comme décrit dans
I’Algorithme 3.

Dans I’Algorithme 2, les itérations de W™ et \™ sont réalisées numériquement avec un
schéma de type différences finies. La résolution est détaillée dans I’Algorithme (4), (5),
(6), et (7). La convergence des suites (W™, \(™)), - méme si on ne la démontre pas dans

ce manuscrit, est observée en pratique.

Pour aider la recherche des coefficients dans 7, on fait I’hypothese de pouvoir chercher
n dans un espace plus restreint que R™. En effet, il est courant d’avoir des connaissances
en amont de la résolution sur les valeurs vraisemblables des coefficients, typiquement leur
ordre de grandeur. On suppose ici, qu’il existe une limite inférieur et supérieur possible
pour chaque coefficient, c’est-a-dire qu’il existe I, > 0 € R#" et u, > 0 € R#" tels que
Iy < n < up. On suppose aussi avoir un nombre N, > 0 de contrainte en inégalité linéaire,
c’est-a-dire qu'il existe A € RN*#7 et b € RMe tels que A x n < b.

On peut alors définir 'espace des contraintes K = {n € R% : [, < n < w et An < b},
et son projeté orthogonal associé pg. Ils sont utilisés dans 1’Algorithme 3 pour la partie

"projetée" de la méthode.

Dans les Algorithmes (4), (5), (6), et (7), correspondants respectivement a la résolution
du Systeme (KS 2), (PF 2), (KS 1), et (PF 1), la résolution numérique se passe en deux
temps. En effet on calcule, dans un premier temps, un état intermédiaire de la solution

obtenu en ne gardant que les termes qui ne possedent pas de dérivées en espace. On se
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5.1. Les schémas numériques

Algorithme 3 Méthode de Newton-Raphson projetée pour calibrer les coefficients de 7.

Données : [, uy, A, b, la fonction F (resp.G), 0 < h < 1

Entrée : n° > Une premiere estimation de 7
Sortie : L’estimation finale de 7, qui minimise J et résout I'Equation (KS 3) ou
(PF 3)

Vérifier que n° € K = {x € R*" : [, < x <y, et Ax < b} > espace des contraintes

1: k<0

10:

tant que (7*);>0 n’a pas convergé faire
Approximation de la jacobienne de F au point n*
pour ¢,j < 1: #n faire
Jacli, j) + eF (P T > €; = [l
F(n) est calculé a partir de I’Algorithme 2 pour obtenir W(n) et A(n)
fin pour
Méthode de Newton Raphson projetée
At résout Jac x (T — k) = —F(nk) > méthode de Newton Raphson
L pr () > projection de 7**! sur K
k+—Fk+1
fin tant que
RS

retrouve alors avec un systéme d’équations aux dérivées ordinaires (il n’y a que la variable

du temps) que l'on résout avec une méthode numérique de type Runge-Kutta d’ordre

4. Dans un second temps, on résout alors le reste du systéme a partir de la solution

intermédiaire et des termes de dérivées temporelles. Selon la facilité pour appliquer un

schéma numérique en espace, on a "juste" a résoudre une équation différentielle sans terme

de réaction.

Algorithme 4 Résolution numérique du Systeme (KS 2)

1:

Données : N, At, P = th_ttO +1

Entrée : Une estimation (p, 0, a, 5,7) de 6 et une approximation de (u, c) € My p(R)

qui résout le Systeme (KS 1)

Sortie : Une approximation de (A1, A2) € My p qui résout le Systeme (KS 2)
1 1 0
-1 2 -1

G — DiAt s
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2

10:

11:

12:

13:

14:

15:
16:

1 -1 0
-1 2 -1
H:D]QL2At
-1 2 -1
0 -1 1
:)\P<—O )
m<+— P—1
: tant que m > 1 faire

+In

Schéma numérique de Runge-Kutta 4

On définit h™ : (A, \g) € (RV)?
A1
A2
ki = h™(u™, ™)
ko = ™ ((u™, ™) + §tky)
ks = h™((u™, ™) + Stky)
ky = ™ ((u™, ™) + Atks)
)\’T-‘-g )\T+1
=
VARSI PUas

-1 1
-1 0

0

A résout (—G + Meono) AT = — X

—1

0 1

-1 1

Résolution de Ay a partir de AT

I

diag(9ug1(u™, ™))  diag(Oegi(u™,c™))
diag<au92(umacm)) diag<8092<um7 m))

V= ﬁMvcm; Mconv = Duxad dlag(vm)Mv

2h

s1 une mesure est disponible

1
m+3

Schéma amont pour le terme convectif
Nm = DlXAt (Ag + Ad)

conv h2

Ayt résout —HAY!

m<+m—1

17: fin tant que

m+2
_)\2 2 — Nm ° um

conv
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5.1. Les schémas numériques

A DY D ¥ if
18: |7« AL Al M
I YR T IV

On définit deux matrices que nous utilisons dans ’Algorithme (4) :

0 0
A, (A1(2) - A(1)* —(A1(2>'— A(1))” (5.1
I 0 (M (N) = M(N =1)F —(M(N) = A(N —1))”
1) =n@) ) =) 0
Ag = (5.2)
—(M(N =1 = M(N)T (AN =1) = M(N)*
i 0 0

Algorithme 5 Résolution numérique du Systéme (PF 2)

Données : N, At, P = th_ttO +1
Entrée : Une estimation (d, ) de ¥ et une approximation de (A4, B) € My p(R) qui
résout le Systeme (PF 1)

Sortie : Une approximation de (A1, A\2) € My p qui résout le Systeme (PF 2)

1 -1 0
-1 2 -1
G:% +In
-1 2 -1
0 -1 1|
1 -1 0]
-1 2 -1
H =d%} +In
1 2 -1
0 1 1
AP0 _
m<+ P —1

tant que m > 1 faire
Matyy = pAt diag(—0afi(A™, B™))
Matyy = pAt diag(—0p f1(A™, B™))
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10:

11:

12:

13:

14:
15:
16:

17:

Maty; = pAt diag(—0d4 fo( A™, B™))
MCLtQQ = [,LAt dlag(—anz(Am7 Bm))

si une mesure est disponible alors

A résout
sinon
A" résout

fin si
m<+m—1

fin tant que

At AL 22
<_
A AL A2

—G - Matu
—M&tgl

-—G — MCLtH
—Matgl

A
Ay

—Mat12
—H — MatQQ

—M(ltlz

—H — M(LtQQ_

AT = N — At

)\m — )\m—i—l

C(A™ B™),
C(A™,B™),

Algorithme 6 Résolution numérique du Systeme (KS 1)

@

Données :

Entrée :

N, At, P =
Une estimation (p,d,«, 3,7) de 6 et une approximation de (A, \y) €

ty—to
At

+1

My p(R) qui résout le Systeme (KS 2)
Sortie : Une approximation de (u,c) € My p qui résout le Systeme (KS 1)

1 -1
-1 2 -1
G — D}112At + Iy
-1 2 -1
L 0 _1 J
T _
-1 2 -1
H = L2t + Iy
-1 2 -1
0 -1
cul <y + _(Kaa/\l)l; o+ (KaaA)o
m < 2
: tant que m + 1 < P faire

Schéma numérique de Runge-Kutta 4

m

. [gmum, c)

;™)

95" (u
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5.1. Les schémas numériques

10:

11:

12:

13:
14:

15

16:

o [orren + )
g5 ((u™, ™) + Sth)|
o ot em + 2k
g5 ((u™, ™) + 5ths) |
by — g7 ((u™, ™) + Atks)
95" ((u™, ™) + Atks)
umts " At
L"HJ = | m + 5 (kL + ko + ks + ky)

Différences finies pour obtenir ¢™*!

¢ résout He™ = (¢ 4 ALK A™H),)
Obtention de u™*! & partir de ¢™+!

Schéma amont pour le terme convectif de ¢™*?

Nmtl = PB4+ ) > C, et Cy définis dans (5.3) et (5.4)
Différences finies pour obtenir u™*1

wt résout (G — Nt = (4 tz 4 ALK A™)1))

m < m+1

: fin tant que

-

[ 0 0 0
c, = (c(2) - c(1))* —(0(2)'— (1))~ (5.3)
i 0 (c(N) —c(N =1))" —(c(N)—c(N—=1))"
[—(c(1) — ¢(2))" (c(1) —e(2)* 0
—(c(N=1) =c(N))™ (e(N—=1)=¢(N))*
i 0 0 0

Algorithme 7 Résolution numérique du Systéme (PF 1)

ty—to

: N, At, P =22 +1
Entrée : Une estimation (d, 1) de ¥ et une approximation de (A, A2) € My p(R) qui
résout le Systeme (PF 2)

Données
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Sortie : Une approximation de (A, B) € My p qui résout le Systeme (PF 1)

1 -1 0
-1 2 -1
1:G=% + Iy
-1 2 -1
0 -1 1
1 -1 0]
-1 2 -1
2: H =d%} + Iy
-1 2 -1
0 -1 1
3 Al A+ (Koo\)1; B+ By + (Kuu)%)s
4: m+<+1

5: tant que m + 1 < P faire

Schéma numérique Runge-Kutta 4

A™ . B™
6: kl _ fl( ’ )
| fo(A™, B™) )
W o AT B+ S
| F2((A™, B™) + 5tk
N A (C RS 0
F2((A™B™) + Sths) |
o p o [HUAT B+ k)
| F2((A™, B™) + Atks)
Am—i—% Am
10: Bm+§] = | gm| (k1 + ko + ks + ky)

Schéma des différences finies
11: A™ pésout GA™E = A s 4 ALK A,
12: B résout HB™! = Bmts 4 At(KgA™)s

13: m+<m-+1

14: fin tant que

5. A Al A2 AP
B B! B?> ... Bf
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5.2. Exemples de résolution numérique

5.2 Exemples de résolution numérique

Dans cette partie, on montre un exemple de résolution numérique du probléme inverse
du systeme de Keller-Segel et un autre pour celui de Turing. L’objectif est de présenter
les performances en pratique de la résolution. Méme s’il y a beaucoup d’hyperparametres
liés a la résolution numérique, on les fixera dans cette partie. On étudiera leurs impacts

dans la partie suivante.

5.2.1 Probleme de Keller-Segel

Pour le Systeme de Keller-Segel, comme on observe en pratique une augmentation
du nombre de cellules tumorales et de la concentration en Oy au cours du temps, on a
-1 1 0 00 —1078

et b= .
0 0 -1 10 —1078

Pour notre test, on choisit I, = [0.07,0.06,0.07,0.009, 0.05] et u, = [0.6,0.5,0.4,0.06, 0.2]
pour borner la recherche de #, sachant que la vraie valeur des parametres est 6,, =
[0.2;0.1;0.1; 0.03; 0.08].

Notre simulation numérique est réalisée sur un maillage uniforme avec N = 100 points

nécessairement p > 6 et a« > . On pose alors A =

sur [0, 1], et entre to = 0 et t; = 7.1. Le pas en temps uniforme est At = 0.01, et nous
obtenons des mesures a chaque point (m = N) tous les 100 pas en temps (Ny,eo = 8).

Les conditions initiales sont

up(r) =-exp(l — m) X Los07(2), y(x) = 5517,

co(z) =0.5x up(z),

et nous fixons les valeurs D; = 5-1075, Dy = 1-107% et y = 1 - 10!, Les matrices de

covariance sont données par

Zes = 1071 X [Nmea7
= O¢ X ‘[Nmea7
Koa(,y) =102 x d(z —y) x I,

=02 X 0(z — y) x Iy,

Ky (t,z,s,y) = (1072)? x min(t, s) X 6(z — y) X I,

= (0,)* x min(t, s) x §(z — y) X L.
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o, ¥, exact by
02
1 08 1 0.8 0.2 015
06 06 - 0.1
0.4 0.4 0.05
-0. 0
02 02
5 1
-0.05
. A . 0.5 . X
P
0 % ) 0
% 00 o«
v, ¥, exact A,
0
07
0.6 0 0.05
06 04
05 . 03 -0.1 0.1
0.4
. -0.2
03 02 0.15
02 o 03 0.2
5 1801 5 1 5 1
. 0.5 . 0.5 . X 0.25
% e 0 % e 0 % °
S o f
S 0 o s e 0 0 o S 0 o o

F1GURE 5.1 — Solutions du systeme de Keller-Segel sans résoudre le probléme inverse.
Dans la colonne de gauche, on donne la solution numérique du Systéme (4.1) associée a
6° ~[0.2864, 0.0647, 0.3075, 0.0529, 0.1281], comparée la solution avec les vrais coefficients
(0 = 0.,) dans la colonne du milieu. Dans la derniére colonne, nous donnons la variable
adjointe obtenue avec une mauvaise calibration des états-parametres.

Les processus stochastiques sont donc indépendants en espace et ¢, suit un processus
de Wiener en temps. En pratique, on risque surtout de se tromper sur I'exposant de la
puissance de 10, on calibre donc numériquement log;,(#) plutét que 6 directement.

On donne un exemple de simulation numérique avec une premieére estimation 6° ~
[0.2864, 0.0647, 0.3075, 0.0529, 0.1281] qui a été tiré aléatoirement selon une loi uniforme
sur K.

Dans la Figure 5.1, on peut voir les valeurs de ¥; = u et ¥y = ¢ associées a cette
premiere supposition. Ces valeurs peuvent étre comparées a celles que 1’on obtient avec
les coeflicients exacts. Les valeurs de A\; et Ay mettent 'accent sur les erreurs entre ¥ et
U act- On peut observer que 6° n’est pas la bonne valeur pour notre probléme inverse.
En effet, on peut déja voir une différence de forme entre v and uczq., Mais surtout entre
C et Cepact- On voit aussi cette différence a travers 'amplitude des valeurs de A et \q. Ici
le maximum d’amplitude de A est autour de 0.1.

La derniere calibration de 6 obtenue par 1I’Algorithme 3 est donnée dans la Figure 5.2.
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v 1 o 1 exact A1
%1078 6
0.8 1 08 1 4
0.5 2
0.6 0.6 0
0
0.5 2
0.4 0.4 05 -4
0 - -6
0.2 0.2 8
5 1 5 1
-10
P 0.5 & 05
0 7 S 0 % 2
7% 0o & % 00 < <10®
\Izz \Ifzexact )‘z £10°?

x10°°

0.4 - 04 15 12
10
0.3 : 0.3 10
0.2 5
02 02
0
0.1 0.1
5 1 5 1
) 0.5 . 0.5
0 % e 0 % @ 0
K 00 o e o o

0

o
A~ o o

[

FIGURE 5.2 — Solution du probléme inverse lié au systeme de Keller-Segel obtenu par
résolution du Systeme (KS 1)-(KS 3) avec la premiere supposition §°. Dans la colonne de
gauche, on a le vecteur d’état prédit, comparé au vecteur d’état exact dans la colonne
du milieu. Dans la derniere colonne, nous avons la variable adjointe associée au vecteur
d’état calibré.
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. Estimation of p Estimation of §
10 0.5
* (ﬂk)k: o 0.4 - (Jk)k: 0
___________ P oxact 0.3 LI
= ~lower bound ) = ~lower bound
= -upper bound = -upper bound
*
* % 02
* ®
*
*
0.1 %
107
*
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Estimation of « Estimation of g Estimation of ~
dpmmm e e — = — 0.06 02 -
U.SSE @ o 0.05% * e R o
03 ®exact 0.04 ¥ ¥ ‘* * 0.15 o Yexact
0.25 lower bound " L woooH # |— -lower bound
upper bound 0.03 ", ] i b #%|= -upper bound
0.2 : . * *
* 0.1 wk **
0.15 0.02 * ™ * *
* () o s S
—3 *
* ‘exact *
0.1 = =lower bound ¥ ¥
= =y r bound L™
0.01 Epe
——————————————— 0.05
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

FIGURE 5.3 — (0%)>0 : calibrations de 6 pendant le procédé numérique de 1’Algorithme
3.

Ici, on ne voit pas de différence visuelle entre (u, ¢) et leurs valeurs exactes, ce qui suggere
que la valeur finale de 6 est correcte. Cette suggestion est confortée par 'amplitude de A
trés faible, de I'ordre de 1078.

Dans notre exemple, I’Algorithme 3 a convergé en 36 itérations. Ces itérations sont
données dans la Figure 5.3. On peut y observer que les coefficients convergent effectivement
vers leurs valeurs exactes. La convergence peut étre plus rapide pour certains coefficients,

par exemple celle de p et 9.

5.2.2 Probleme de la formation de pattern

Pour le systeme de Turing, nous n’avons pas de connaissance préliminaire sur la rela-
tion entre d et p.

Pour notre test, on choisit , = [15,25] et u, = [25,35] pour limiter la recherche des
coefficients de 9, sachant que les vrais parametres sont ., = [20; 30].

Notre simulation numérique est réalisée sur un maillage uniforme de N = 100 points
sur [0, 1], et entre ¢y = 0 et t; = 2. Le pas uniforme en temps est At = 0.001, et nous

avons des mesures a chaque point (m = N), et tous les 100 pas de temps (Npeq = 21).
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Les conditions initiales sont données par la résolution de fi(A, B) = fa(A, B) =0 ce
qui donne
Ao(z) =~ 9.9338,
Bolz) ~ 9.2892,
et on fixe les valeurs k; = 92, ky = 64, k3 = 1.5, ky = 18.5 et k5 = 0.1. Les matrices de

covariances sont données par

EEE = (10_1)2 X IN'mea,?
= 0-62 X ]Nmea7
Kaa(,y) = (107 x d(z — y) x I,

(5.7)
=02 X §(x — y) x Iy,

Ky (t,z,s,y) = (10742 x min(t, s) X 6(x — y) X I,

=02 xmin(t,s) x §(z —y) x L.

Les processus stochastiques sont donc indépendants en espace et ¢, suit un processus
de Wiener en temps. Comme 9 ne contient que deux coefficients, plutét que cinqg pour
0, la résolution est beaucoup plus rapide en pratique. Cela nous permet d’enquéter plus

facilement sur I'utilisation, en pratique, de notre méthode pour calibrer des coefficients.

Un exemple de calibration est donné, & partir de la premiere estimation 9° ~ (23.23,26.75).
Cette premiere valeur pour les coefficients a été obtenue a partir d'un tirage aléatoire se-
lon une loi uniforme sur K. La prédiction du vecteur état associée a cette estimation des
coefficients est donnée dans la Figure 5.4. A premiere vue, les valeurs de A et B semblent
étre proches des valeurs exactes. Cependant, elles sont bien distinctes comme on le peut

conclure par I'intermédiaire de I'amplitude de A qui est autour de 200.

La calibration finale renvoie les valeurs de A et B données dans la Figure 5.5. Le vecteur
d’état est visuellement correct par rapport aux valeurs attendues. En plus, 'amplitude de
A est autour de 1075, Dans cet exemple, la convergence est obtenue aprés 8 calibrations.

Les itérés (9%)r>0 pendant le procédé sont données dans la Figure 5.6.
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At,x) A(t,x) exact A

25 1000

20 500
-500 200
-1 00123 -400

-600

B(t,x) 12 B(t,x) exact 12 )‘2
1.5 100
" 100
105 50
0 R,
10 ~ 0
9.5 -100
’ 200 o =0
- T
8 ) W 18 -100
P .
7.5 //,)G 0 o e o

FIGURE 5.4 — Solutions du systeme de Turing obtenues sans résoudre le probléme inverse.
Dans la colonne de gauche, nous avons la solution du Systéme (4.3) obtenue avec 90 =
[23.23;26.75], comparée a celle attendue dans la colonne du milieu avec ¥ = ¥,,. dans la
derniere colonne, nous avons la variable adjointe correspondant a la mauvaise estimation
états-parametres.
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FIGURE 5.5 — Solution du probléme inverse du systeme de Turing obtenue en résolvant le
Systéme (PF 1)-(PF 3) en commengant avec la premiére estimation 9°. Dans la colonne
de gauche, nous avons le vecteur d’état prédit, comparé au vecteur état attendu dans la
colonne du milieu. Dans la derniere colonne, nous donnons la variable adjointe associée
au vecteur d’état calibré.
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FIGURE 5.6 — (9%)>0 : calibrations de ¥ au cours du procédé numérique de I’Algorithme
3.
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5.3 Influences des hyperparametres sur la résolution
numeérique

Les performances de la résolution numérique dépendent du choix des hyperparametres
que l'on doit fixer avant la résolution. Nous listons ici une liste des hyperparametres qui

peuvent influencer la résolution numérique en pratique. On a :

e le choix des matrices de covariance Y., K4, et K4y Méme si d’autres expressions
peuvent étre choisies, nous pouvons étudier dans un premier temps l'impact des

coeflicients o, 0, et o, définis dans I'Equation (5.6) et 'Equation (5.7).

e la quantité de données disponible pendant les processus de mesure. On distingue
le nombre de mesures N,,., réalisées et le nombre de données m que l'on récolte a
chaque mesure. N,,., est directement lié au temps entre deux mesures consécutives

Am que I'on suppose constant pour nous.

e la présence ou 'absence de bruit dans le modele. Soit dans les choix de modélisation,
c’est-a-dire avec le processus gaussien ¢ , ou parce qu’'un coefficient supposé correct
ne ’était pas réellement, soit dans la calibration de la condition initiale, ¢’est-a-dire
qu’il y a un processus gaussien a,, soit dans le processus de mesure, c’est-a-dire qu’il

Yy a une erreur gaussienne e.

e l'étendue de l'espace K utilisé pour restreindre la recherche de 7. Cela passe par le

choix des limites [, et uy.

On étudie I'impact de chacun des hyperparametres précédemment identifiés. Pour cela
nous prenons le systeme de Turing comme la résolution est plus rapide. Nous réalisons 21
simulations différentes ot ’on ne modifie qu’un seul hyperparameétre a la fois pour observer
son impact. Chaque résolution commence a partir de la méme premiere estimation des
coefficients ¥° et la méme condition initiale (Ag, By) qui sont choisies identiques a celles

de la partie précédente. Le détail des simulations est résumé dans le Tableau 5.1.

TABLEAU 5.1 — Description de toutes les simulations réalisées pour étudier I'influence des
hyperparametres. Pour simplifier les notations S est le numéro de la simulation.

S Description de la simulation

1 simulation de référence avec o, = 107, 0, = 1074, 0, = 107*, Am = 100A¢,
m=N, q.=0,a,=0,¢=0, 1l =[15,25], et u, = [25,35].

2 Comme la simulation 1, mais avec o, = 1072,
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3 Comme la simulation 1, mais avec o, = 107°.

4 Comme la simulation 1, mais avec o, = 1073,

5) Comme la simulation 1, mais avec o, = 1075,

6 Comme la simulation 1, mais avec o, = 107°.

7 Comme la simulation 1, mais avec o, = 107°.

8 Comme la simulation 1, mais avec Am = 200At.

9 Comme la simulation 1, mais avec Am = 50At.

10 Comme la simulation 1, mais avec moitié moins de point de mesure, c’est-a-dire
que m = %, choisis aléatoirement.

11 Comme la simulation 1, mais avec m = 10 points de mesure équitablement
répartis.

12 Comme la simulation 1, mais avec m = 1 point de mesure au centre de 'inter-
valle d’étude.

13 Comme la simulation 1, mais avec un processus de Wiener dans la simulation
exacte d’écart-type 1074

14 Comme la simulation 1, mais la valeur de k, est réglée sur 18.7 pour la solution
exacte.

15 Comme la simulation 1, mais la valeur de k4 est réglée sur 18.55 pour la solution
exacte.

16 Comme la simulation 1, mais il y a un bruit gaussien sur la condition initiale
d’écart-type 1072,

17 Comme la simulation 1, mais il y a un bruit gaussien sur la condition initiale
d’écart-type 1073,

18 Comme la simulation 1, mais il y a un bruit gaussien dans le processus de
mesure d’écart-type 1071,

19 Comme la simulation 1, mais il y a un bruit gaussien dans le processus de
mesure d’écart-type 10°.

20  Comme la simulation 1, mais on prend [, = [10,20] et u;, = [30, 40].

21 Comme la simulation 1, mais on prend I, = [0, 0] et u, = [+00, +00].

Pour illustrer quantitativement 'impact des hyperparametres, on donne dans le Ta-
bleau 52 les quantités ||A — Ae$| |Loo(t0’tf7L2(Q)), ||B — Bea:| |Loo(t01tf’L2(Q)), ||>\1 | |Loo(t01tf7L2(Q)),
[ X2|| Lo (to,t5,L2(0)), le nombre d’itérations utilisées dans 1’Algorithme (3) pour calibrer 7,

et |7 — Nex|oo, pour chaque simulation décrite dans le Tableau 5.2.
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TABLEAU 5.2 — Quantités d’intéréts pour chaque simulation décrite dans le Tableau
3.1. Pour simplifier les notations dans le tableau, on a S le numéro de la simulation,
N (A) = ||A = Acxl|L=(1.22(0)), A (B) = ||B — Beallroo(1,02(0)), A (A1) = [|Ai]lzoe1,220)),
N (A2) = || A2]|Lo=(1,2(2)) €t NC' le nombre de calibration.

S A A (B) N (A1) A () NC 11— Nealo
1 4.99107* 9.37107°  0.1427 0.0263 ) 0.0019
2 1.69 1075 1.92107¢  0.5232 0.0930 ) 6.96 107°
3 5.00 107" 9.32 1075  0.0014 2.63107* 5 0.0018
4 1.6510° 1.93107%  0.0051 9.10107* 5 6.33 107°
) 5.02107*  9.26 107°  0.1444 0.0265 ) 0.0017
6 4.91107*  9.35107°  0.1395 0.0257 ) 0.0020
7 4.92107*  9.38107°  0.1399 0.0258 ) 0.0020
8 6.2518 0.8789 6.26 10 572.6649 2 5.0000
9 1.40 107 3.39 1075  0.0337 0.0050 10 0.0019
10 2.71107%  4.73107°  0.0251 0.0040 ) 0.0025
11 3.7810° 881107% 37610 6.8110° 5 4.99 10~*
12 4.6437 0.5457 0.5151 0.0908 3 5.0000
13 3.26 107°  9.13107%  0.0031 570 107* 5 4.16 1071
14 0.3846 0.1743 80.4624 8.1984 ) 0.6745
15 0.0959 0.0442 12.5195 1.3404 ) 0.1884
16 8.06 10~ 1.13107*  0.1606 0.0170 ) 0.0029
17 0.0065 9.53 10~  1.3231 0.1363 ) 0.0170
18 0.0355 0.0049 3.6368 0.3718 ) 0.0670
19 0.1611 0.0402 3.8503 0.3581 4 2.0268
20 4.17107* 866 107°  0.0715 0.0123 6 0.0026
21 6.31107¢  1.5410°°% 52610°* 7.6910° 8 8.45 107°

On décrit a présent I'influence de chacun des hyperparametres sur la résolution numé-

rique.
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Influence de o,

Les simulations 1, 2 et 3 ne different que par rapport a la valeur de o.. On peut
observer I'impact de cet hyperparametre sur la Figure 5.7. Cet hyperparameétre n’impacte
pas le nombre de calibrations nécessaire a l'obtention de 7 car il n’affecte que l'ordre de
grandeur de \. En effet, lorsque o, diminue, 'amplitude de A augmente. Cela provient de
I'EDP suivi par A dans le Systeme (PF 2), o le terme C(A, B) est linéaire en o'

Influence of o,

lIA-A 2y " 1B-B_,l 2, llo-8_JI_
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F1GURE 5.7 — Comparaison des résultats entre les simulations 1, 2 et 3. La courbe jaune
et la courbe rouge, bien que distinctes, sont trés proches sur les deux premieres fenétres.
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Influence de o,

Les simulations 1, 4 et 5 ne different que par rapport a la valeur de o,. On peut observer
I'impact de cet hyperparametre sur la Figure 5.8. Cet hyperparametre n’impacte pas le
nombre de calibrations nécessaire a 1’obtention de 7, il impacte, en revanche, la bonne
calibration de la condition initiale. En effet, on peut observer dans le Tableau 5.2 que les

valeurs de ||A — Acx(to, -)||r2) et [|B — Bea(to, -)||r2(q) diminuent lorsque o, diminue.

Influence of o,

IA-A_ 2 - IB-B Il 2 [19-8 Il
. 10° # ®
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10 / ®
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~ -3
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F1GURE 5.8 — Comparaison des résultats entre les simulations 1, 4 et 5. La courbe bleu
et la courbe rouge, bien que distinctes, sont trés proches dans toutes les fenétres.
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Influence de o,

Les simulations 1, 6 et 7 ne different que par rapport a la valeur de o,. Nous pouvons
voir dans le Tableau 5.2 que cet hyperparametre n’a pas du tout d’influence sur la réso-
lution numérique. Cela s’explique par le fait que nous utilisons des données synthétiques,
c’est-a-dire que les mesures sont obtenues directement a partir de notre modele avec les
bons coefficients dans n. Donc, il n’y a pas vraiment d’erreur de modélisation ici, ce qui
sous-entend qu’on est capable de trouver un 7 qui convient pour notre modele.

Cependant, on peut espérer que cet hyperparametre aura de 'importance lorsque la
méthode sera utilisée avec des données non-synthétiques, car le modele sous-jacent pourra

étre imprécis.

Influence of aq
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FI1GURE 5.9 — Comparaison des résultats entre les simulations 1, 6 et 7. Toutes les courbes,
bien que distinctes, sont tres proches dans chaque fenétre.

139



Chapitre 5 — Résolution numérique des problémes inverses

Influence du temps entre chaque mesure

Les simulations 1, 8 et 9 ne different que par rapport au temps Am entre deux mesures
consécutives. On peut observer I'impact de cet hyperparametre dans la Figure 5.10. Cet
hyperparametre impacte directement 'efficacité de la calibration dans I’Algorithme 3. En
effet, si nous n’avons pas assez de mesure (Simulation 8 avec Am = 200At), la calibration
ne fonctionne pas : 1 prend une valeur sur le bord du domaine K. Il y a donc besoin d’avoir
'assez de mesure' pour obtenir une calibration correcte de 7. Cependant, avoir trop de
mesure est contre productif, car il y a besoin de plus de calibrations lorsque Am = 50At

qu'avec Am = 100At¢, méme si les deux calibrations restent correctes.

Influence of the time between measurements
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F1GURE 5.10 — Comparaison des résultats entre les simulations 1, 8 et 9.
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Influence de m

Les simulations 1, 10, 11 et 12 ne différent que par rapport au nombre m de points de
données par mesure. On peut observer I'impact de cet hyperparametre dans la Figure 5.11.
Comme pour Am, cet hyperparametre impacte directement ’efficacité de la calibration.
Ne pas avoir assez de points de mesure (Simulation 12 avec m = 1) meéne a une mauvaise
calibration de n. Cependant, avoir trop de points de mesure est contre productif car, bien

que la calibration soit correcte, 'amplitude de A augmente lorsque m augmente.

Influence of m
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FIGURE 5.11 — Comparaison des résultats entre les simulations 1, 10, 11 et 12.

Nous insistons sur le fait que Am et m n’ont pas du tout le méme role dans la calibra-

tion. En effet, si on inspecte la performance de la calibration en fonction de volume total

_m_

Am
parfois méme si on a le méme volume total de données. Par exemple, les simulations 8 et

de données (linéaire en ), on peut alors constater que la calibration ne fonctionne pas

10 ont le méme volume total de données, mais la calibration ne fonctionne pas dans la

simulation 8, alors que c’est le cas pour la simulation 10.
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Influence des erreurs de modélisation

Les simulations 1, 13, 14 et 15 ne different que par rapport aux choix de modélisation.
On peut observer 'impact de cet hyperparametre dans la Figure 5.12. On considére deux
sources possibles d’erreur de modélisation. La premiere consiste a ajouter du bruit gaussien
(selon un processus de Wiener) dans la solution exacte (Simulation 13), tandis que l'autre
consiste a modifier la valeur du coefficient k; dans la solution exacte. Ces deux types
d’erreur n’impactent pas la résolution numérique de la méme maniere. En effet, I'ajout
du bruit gaussien n’impacte pas la calibration alors que la modification de k4 entraine la
bonne convergence des itérés, mais la calibration ne donne pas exactement les coefficients
attendus. Plus k, est loin est de sa vraie valeur, plus la calibration donne des coefficients
éloignés.

Un probleme qui arrivera en pratique est que cette erreur de modélisation ne se voit
pas a travers \. Cela veut dire qu’en pratique on ne peut pas déterminer si nous avons

une erreur de modélisation.

Influence of errors in the modelling
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FIGURE 5.12 — Comparaison des résultats entre les simulations 1, 13, 14 et 15.

142



5.8. Influences des hyperparameétres sur la résolution numérique

Influence des erreurs relatives a la condition initiale

Les simulations 1, 16 et 17 ne different que par rapport a l'estimation de la condi-
tion initiale. On peut observer 'impact de cet hyperparametre dans la Figure 5.13. Cet
hyperparametre n’impacte ni le nombre de calibrations nécessaire pour obtenir 7, ni la
performance de la calibration. En effet, la présence d'une erreur gaussienne dans la condi-
tion initiale ne fait que créer un pic au temps initial ¢y dans les erreurs ||[A — Ac,||r2(0)
et ||B — Beg||12(). Comme pour les choix de modélisation, une mauvaise estimation de la

condition initiale ne peut pas étre vu sur .

Influence of errors in the initial condition
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FIGURE 5.13 — Comparaison des résultats entre les simulations 1, 16 et 17.

143



Chapitre 5 — Résolution numérique des problémes inverses

Influence des erreurs dans le processus de mesure

Les simulations 1, 18 et 19 ne different que par rapport aux erreurs dans le processus
de mesure. On peut observer I'impact de cet hyperparameétre dans la Figure 5.14. Cet
hyperparametre impacte le résultat de la calibration. En effet plus U'erreur € est élevée,
plus la calibration est éloignée des coefficients attendus.

Une bonne nouvelle a la présence des erreurs dans le processus de mesure, est qu’elles
sont visibles dans l'allure de A : les courbes t — [[Ai(t,-)||r2() et t = |[A2(t, )| L2(q) sont

moins lisses. Cela implique ce type d’erreur est détectable en pratique.

Influence of errors in the measurement process
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FIGURE 5.14 — Comparaison des résultats entre les simulations 1, 18 et 19.
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5.4. Conclusion du Chapitre 4 et 5

Influence de I’étendue de K via [, et v,

Les simulations 1, 20 et 21 ne different que par rapport aux valeurs de [, et u,. On
peut observer I'impact de cet hyperparametre dans la Figure 5.15. Cet hyperparametre
impacte 'efficacité de la calibration. En effet plus 'espace entre [, et u;, est grand, plus
il y a d’itérations nécessaires a la calibration. En pratique, cela récompense la bonne
connaissance de 'ordre de grandeur des coefficients dans n. Mais de bonnes calibrations de
71 sont obtenues méme sans connaissance en amont sur I’ensemble des valeurs admissibles

pour 7 (il faut quand méme donner une premiére estimation).

Influence of the range between Ib and ug
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FI1GURE 5.15 — Comparaison des résultats entre les simulations 1, 20 et 21.

5.4 Conclusion du Chapitre 4 et 5

Dans les deux chapitres précédents, nous avons développé une méthode qui permet de
résoudre des problemes inverses pour des modeles de réaction-diffusion. Cette méthode
demande de résoudre deux systéemes d’EDPs (correspondant au modele direct et au sys-
teme adjoint) couplés a 'annulation d’'une fonction vectorielle de méme dimension que
le nombre de coefficients a calibrer. Bien que le systéme complet semble tres compliqué

a résoudre, il a 'avantage d’étre déterministe et de ne pas devoir utiliser de méthode
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de statistique. De plus, on a montré que ces probléemes inverses pouvaient étre résolus
numériquement et que l'estimation états-parametres fonctionnait avec des données syn-
thétiques. La formulation du probleme inverse vient de la réécriture du modele direct
sous la forme d’'un probléeme d’optimisation en remaniant le modele direct sous sa forme
variationnelle. Le probleme d’optimisation prend en compte les erreurs dues aux choix de
modélisation, a la calibration de la condition initiale et a la différence entre les mesures et
les prédictions du modele. Chaque systeme d’EDPs possede son propre probleme inverse.
Les hyperparametres de chaque probleme inverses peuvent étre attribués pour chaque

systeme spécifiquement.
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CONCLUSION

Perspectives a court terme

On cherche a dresser ici des pistes de recherche pour poursuivre les différents travaux

présentés dans ce manuscrit.

e Poursuivre les travaux de modélisation et simulation autour du GBM. Dans cette
these, nous avons proposé et simulé un modele de GBM (Alonzo et al. 2022 [1]). La
modélisation est aboutie, ¢’est-a-dire que le modele proposé est complet pour décrire
le comportement du GBM, mais il est possible de faire des améliorations d’un point
de vue numérique. En effet, nous identifions deux pistes d’amélioration : utiliser un
"meilleur" schéma numérique et effectuer des simulations en 3D. Ces deux pistes

sont détaillées dans les deux prochains points.

e Le schéma numérique actuel est déja correct et ses propriétés sont suffisantes pour ce
dont on a besoin en pratique. Pour rappel, le schéma numérique utilisé ici, se base
sur le schéma CVFE (Control Volume Finite Element). Ce schéma nous permet
d’assurer la positivité des solutions numériques de notre systéme et la majoration
des densités des populations cellulaires. De plus, nous avons montré ’existence des
solutions numériques vis-a-vis de ce schéma. Nous pourrions utiliser un schéma dit
DDFV (Discrete Duality Finite Volume), qui est une amélioration du schéma CVFE,
dans le sens ou les gradients sont mieux approximés. Avec ce type de schéma, on sait
qu’a priori, on va toujours conserver les bonnes propriétés (positivités des solutions),
la vraie question sera de pouvoir démontrer 1’existence de solution numérique. Nous
travaillons déja, actuellement sur ces problématiques notamment avec Moustafa

Ibrahim de I'université américaine du Moyen-Orient.

e Les différences de comportement des simulations entre 2D et 3D peuvent étre large-
ment minimisées dans des milieux tres hétérogenes. Le cerveau ne fait pas exception
dans ce domaine : la répartition entre matiere blanche et matiere grise est tres hété-
rogene dans le cerveau. On sait que la diffusion des cellules tumorales est différente

entre ces deux milieux : la diffusion est plus rapide dans la matiere blanche. Il est

147



donc plus que nécessaire pour avoir un aspect pratique, de pouvoir faire des simu-
lations en 3D sur une vraie géométrie de cerveau. Dans cette these, nous avons une
géométrie de cerveau, mais seulement sur une coupe 2D qui ne peut pas rendre
compte des effets 3D. Le schéma numérique actuel peut trés bien s’appliquer en
3D : 'hypothese de 2D est surtout pour la facilité de la résolution numérique mais
n’est pas fondamentale dans les propositions. La difficulté de la simulation 3D est
surtout son cofit algorithmique. Ajouter une dimension rend le systeme plus large
a résoudre en espace. Différentes techniques d’optimisation devront stirement étre
utilisées pour faire de simulations en 3D, sans avoir recours a un supercalculateur.
On n’abandonne pas du tout 'aspect mathématique en travaillant sur cette théma-
tique mais on ne cherche pas a développer un nouveau schéma numérique spécifique

pour la 3D.

Dans notre travail sur la calibration des parameétres, nous utilisons différentes mé-
thodes numériques de résolution. Parmi ces différentes méthodes, on a besoin dans
I’Algorithme (3), d’approximer la jacobienne d’une fonction. Cette jacobienne ne
peut pas étre calculée explicitement, on a besoin de réaliser une simulation com-
plete du systéme pour tous les coefficients de la jacobienne (nombre de parametres
élevé au carré). En pratique, c’est cette approximation qui est la plus consommatrice
en temps, et cela s’empire drastiquement plus il y a de parametres a calibrer. Il fau-
drait alors se pencher sur des méthodes plus efficaces pour approximer la jacobienne
de la fonction, ou alors, proposer une autre méthode numérique pour calibrer les

parametres.

Relier encore plus les deux contributions. En effet, la contribution sur I’estimation
paramétrique se base sur une simplification du systeme de 'angiogenéese, maintenant
que l'on constate que la méthode fonctionne, on peut tenter de I'appliquer sur le
systeme de I'angiogenese. Au-dela de "juste" appliquer I'estimation paramétrique au
systeme de 1’angiogenese, cette combinaison des contributions nous permettrait de
comparer simulations et vraies données. En effet, la méthode de calibration utilisée
donne une notion d’erreur entre deux trajectoires (la fonction J que I’on minimise
nous donne cette erreur). Cela montrera la pertinence de la modélisation pour la
croissance du GBM et permettra de calibrer le modele sur chaque patient directe-

ment sans la connaissance réelle des parametres des patients.

La méthode de calibration introduite dans cette theése est utilisée, mais pas créée

spécifiquement, pour des modeles autour du GBM. On a illustré ici que la méthode
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s’appliquait & deux systemes distincts (Keller-Segel et Turing). L’idée générale de
la méthode concerne une plus large variété de modeles. En effet, on peut résoudre
similairement tout systeme de type réaction-diffusion, et pour un systéme avec plus
que deux inconnues. On arrive par ailleurs a appliquer la méthode avec un systéme
de type réaction-diffusion-advection (Keller-Segel). Un travail peut alors porter sur
la généralisation de la méthode pour tout systéme de type réaction-diffusion, voir de
tout systeme parabolique, avec une écriture plus formelle du modele. On peut alors
se poser la question des espaces fonctionnels a utiliser, la généralisation du systéme

adjoint, la généralisation de la contrainte vis-a-vis des parametres.

La généralisation pour les systemes linéaires semble étre une bonne piste pour com-
mencer. La généralisation pour les systémes non-linéaires va faire intervenir des
espaces spécifiques pour chaque modele, mais il est peut-étre possible de faire une

bonne généralisation malgré cette difficulté.

Pour 'instant, nous avons présenté notre méthode de calibration avec des modeles
unidimensionnels. En dehors des travaux présentés dans ce manuscrit, nous avons
fait un test de la méthode sur le modele de Turing, utilisé précédemment, en 2D.
Nous avons pu observer que la méthode fonctionnait tres bien en 2D. Le souci ma-
joritaire rencontré qui nous a empéché de détailler les résultats, est le temps de
simulation. En effet nous avons programmé la résolution numérique du Chapitre 5
sur Matlab (& l'origine pour pouvoir utiliser les librairies pré-existantes sur les filtres
de Kalman), il faudrait passer a un langage plus optimisé pour la résolution de cal-
cul différentiel. Une fois sur un langage optimisé, on peut alors tester la méthode
de calibration sur des modeles en 2D et 3D pour observer leurs potentiels complets.
L’analyse théorique de la méthode ne change pas, on n’avait pas besoin de 1’hy-
pothese unidimensionnelle dans les calculs. Cependant, il faut adapter le schéma
numérique, on utilise un schéma basé sur les différences finies car il se préte tres
bien a des simulations unidimensionnelles sur un maillage uniforme. Le schéma de-
vient caduc en multidimensionnel avec un maillage non-uniforme. Heureusement, on
peut directement utiliser la résolution numérique employée dans le Chapitre 2 et le

Chapitre 3. Elle est adaptée pour le multidimensionnel et les maillages non-réguliers.

On a abordé l'influence des hyperparametres sur les performances de 1'estimation
états-parametres. En testant, non exhaustivement, les différents impacts des hyper-
parametres, on a mis en lumiere que les valeurs utilisées sont essentielles pour les

performances de la méthode. Il est donc nécessaire de donner des indications pour
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déterminer le meilleur jeu d’hyperparametres a utiliser pour un modele. Une re-
cherche aux niveaux des méthodes statistiques, notamment autour du deep learning,
semble pertinente. Ce type de méthode s’utilise de plus en plus pour la calibration

d’hyperparametre.

Notre méthode d’estimation états-parametres ne demande actuellement des com-
pétences uniquement d’analyse numérique. Un des avantages est que la résolution
ne fait pas intervenir de technique d’estimation statistique comme les méthodes de
Monte-Carlo qui sont cotiteuses en itération. En revanche, un probleme majeur de
ne pas utiliser des éléments de la statistique est le manque de la notion d’intervalle
de confiance. En effet, un aspect qui nous semble capital en pratique, est de pouvoir
donner un intervalle de confiance vis-a-vis de la calibration de chaque coefficient.
Dans ce cadre, la méthode ne fait pas qu'une calibration, elle donne un intervalle
(le plus restreint possible) des valeurs les plus vraisemblables pour chaque coeffi-
cient. La vraie difficulté de cette problématique, est de savoir comment on peut

faire intervenir les intervalles de confiance a partir du systeme d’EDPs final.

Dans nos exemples, on utilise des fonctions de mesures directes, c¢’est-a-dire qu’on
mesure directement la quantité d’intérét. Notre méthode s’applique, a priori, a un
échantillon plus large de fonction de mesure. Il suffit qu’elle soit différentiable, car ce
qui nous intéresse est de pouvoir réécrire la différentielle sous forme intégrale comme
dans I'Equation (4.31). On peut alors tester plus de fonction de mesure, notamment
des fonctions discretes. En effet, la lecture d’'un IRM ne donne pas directement une
valeur continue. On observe plutot les zones de la segmentation : cceur hypoxique,
cedeme ou zone de croissance tumorale. Dans ce cadre, on utilise plutét une fonc-
tion de mesure de Chan-Vese. Les travaux de (Rochoux et al. 2018 [92]) montrent

I’'adéquation de cette fonction de mesure pour des études d’TRMs.

Notre vision actuelle des applications est restreinte aux applications médicales.
Comme nous l'avons déja évoqué, notre méthode d’estimation états-parametres
fonctionnent pour les systemes d’EDP de type réaction-diffusion, et donc, pas forcé-
ment que ceux utilisés dans les applications médicales. Nous sommes actuellement en
train d’étudier I'utilité de la méthode pour les milieux poreux, car c¢’est un domaine

d’expertise de Mazen Saad.
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Perspectives a long terme

On cherche ici a dresser des objectifs a long terme de recherche qui semble atteignable,

notamment en suivant les précédentes perspectives :

e A T'heure actuelle, aucune thérapie ciblée n’est utilisée pour traiter les patients
atteints d'un GBM. Aucune preuve actuelle n’est connue, a notre connaissance,
sur ’émergence proche d’une thérapie ciblée. Il ne faut pourtant pas oublier de
prendre en compte ces thérapies dans les modélisations, car elles sont plus difficiles
a intégrer. En effet, les thérapies ciblées font intervenir un réseau d’interaction, et
donc demande une modélisation assez fine des phénomenes mis en jeu. Notamment,
le réseau d’interaction dépend de la thérapie en question et amene de I’hétérogénéité
cellulaire selon la sensibilité de chaque type cellulaire. Il faut donc garder en vue,
la prise en compte de ces traitements dans les modélisations méme si la pratique ne

les considere pas pour l'instant.

e En partant du principe que I'on arrive a identifier les parametres d’un patient gréace
a notre méthode de calibration, on peut étudier la distribution (au sens probabi-
liste) des parametres entre les patients. L’idée est de déterminer la distribution des
parametres parmi les patients atteints d’'un GBM. Selon la distribution observée,
on peut en déduire des choses intéressantes. Si la distribution est indépendante du
sous-type de la tumeur, c’est-a-dire que tous les patients ont la méme probabilité
d’obtenir une méme combinaison de parametres, 'analyse s’arréte la, il suffit juste
de bien identifier la loi de distribution (espérance, variance). Si la distribution n’est
pas indépendante entre chaque patient, on peut faire de la classification et cher-
cher les criteres génétiques qui influencent la distribution. On peut alors vérifier si
la classification actuelle des GBM est correctement catégorisée, dans le sens ou les
criteres actuels donnent la méme classification que l'identification de parametre. Si
ce n’est pas le cas, on a alors une nouvelle méthode de classification qui classe les
patients selon des valeurs de parametre proche, ce qui pourrait étre en accord a la

classification actuelle, mais rien n’est assuré.

En effectuant la calibration sur une grande cohorte de patients, on peut aussi cher-
cher des marqueurs génétiques qui influenceraient la distribution. On peut dans
un premier temps regarder si les marqueurs génétiques déja connus se retrouvent

identifiés par cette méthode, puis chercher si d’autres marqueurs émergent.

e Enfin, il faut se rapprocher d’un hopital avec des patients atteints de GBM. Les

151



banques d’IRMs publiques ne sont pas nombreuses pour des GBM. Il serait donc
tres intéressant de se rapprocher d'un service de radiologie pour avoir des IRMs
supplémentaires pour les tests. Cependant, il faut surtout se rapprocher des cli-
niciens pour savoir si les informations que l'on extrait des patients est bénéfique
en pratique. D’un point de vue mathématique, la méthode donne des informations
supplémentaires qui n’étaient pas disponibles avant pour les médecins : on apporte
une nouvelle information. Il reste a savoir si cette information est suffisante pour
orienter des décisions cliniques. En effet, on peut imaginer qu’on va avoir tendance
a augmenter les doses de traitement si un patient a une diffusion plus accrue de
ses cellules tumorales. Il y a quand méme la réalité du terrain qui peut rendre la

méthode intéressante sur le papier, mais inutilisable en pratique.
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CENTRALE
NANTES

Méthodes numériques pour le Glioblastome Multiforme et pour la résolution de pro-
blémes inverses autour des systémes de réaction-diffusion

Mot clés : Bio-mathématiques, Problémes inverses, Simulation numériques, Bio-modélisation,

Analyse numérique

Résumé : Le Glioblastome Multiforme est la
tumeur cérébrale gliale la plus fréquente et
la plus mortelle chez ’'Homme. Les mathé-
matiques ont 'opportunité de pouvoir innover
la prise en charge des patients dans la dé-
marche actuelle de médecine personnalisée.
Cette thése propose deux contributions ma-
jeures autour de cette thématique. Une pre-
miére contribution porte sur la modélisation
et la simulation la plus réaliste possible de la
propagation des cellules tumorales du Glio-
blastome Multiforme chez un patient aprés
son diagnostic. Ce travail modélise le phé-
nomene d’angiogenése induite par la tumeur.
Un schéma et algorithme numérique sont utili-

sés pour conserver la positivité des solutions.
Enfin, les simulations sont comparées aux
connaissances issues de la médecine. Une
seconde contribution porte sur I'estimation
des parametres des modéles de type réaction-
diffusion. La méthode développée permet de
résoudre des problémes inverses en résol-
vant deux systémes d’équations aux dérivées
partielles avec une contrainte fonctionnelle, et
non avec des outils statistiques. La résolution
numérique d'un tel probléme est donnée et
évaluée sur deux exemples de modeles avec
des données synthétiques. La méthode per-
met ainsi de déterminer des parameétres d’un
modeéle avec des données éparses en temps.

Numerical methods for Glioblastoma Multiforme and for solving inverse problems around

reaction-diffusion systems

Keywords: Bio-mathematics, Inverse problems, Numerical simulations, Bio-modelling, Nu-

merical analysis

Abstract: Glioblastoma Multiforme is the
most frequent and deadliest brain tumour.
Mathematics stand as an innovative tool to en-
hance patient care in the context of personal-
ized medicine. This PhD showcases two ma-
jor contribution to this theme. A first contri-
bution works on the modelling and simulating
of a realistic spreading of the tumour cells in
Glioblastoma Multiforme from a patient’s di-
agnosis. This work models tumour induced
angiogenesis. A numerical scheme and al-
gorithm are used to ensure positivity of so-

lutions. Finally, simulations are compared to
empirical knowledge from Medicine. A sec-
ond contribution is on parameter estimation
for reaction-diffusion models. The developed
method solves inverse problems by solving
two partial differential equation systems with a
functional constraint, without using statistical
tools. Numerical resolution of such problems
is given and showcased on two examples of
models with synthetic data. This method en-
ables to calibrate parameters from a model us-
ing sparse data in time.
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