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Résumé

Ce manuscrit donne une présentation synthétique et une mise en perspective de mor-
ceaux choisis de mes travaux de recherche effectués depuis 2014 en vue de l’obtention
de l’habilitation à diriger des recherches en mathématiques appliquées. Ceux-ci portent
principalement sur l’analyse statistique de deux objets mathématiques : les processus
déterministes par morceaux et les arbres aléatoires. Les premiers constituent un modèle
dynamique sur un espace continu en temps continu quand les seconds sont statiques et
intrinsèquement discrets. S’ils sont donc de nature différente, l’approche suivie pour leur
étude statistique est commune : développer des méthodes algorithmiques d’extraction
de l’information rigoureuses, fondées sur la théorie et vérifiées expérimentalement. C’est
cette idée que les quatre chapitres de ce mémoire cherchent à illustrer.

Les deux premiers chapitres sont consacrés aux processus markoviens déterministes par
morceaux. On s’intéresse d’abord au problème de l’estimation de leur taux de saut dans
un cadre général et lorsqu’une unique trajectoire en temps long est observée. On se
concentre dans un second temps sur l’estimation de fonctionnelles liées aux croisements,
continus ou survenant lors de sauts, de ces processus.

On propose dans les deux derniers chapitres de ce manuscrit des méthodes d’analyse
statistique des données arborescentes. On commence par étudier théoriquement à
travers un modèle probabiliste le noyau des sous-arbres pour en proposer ensuite des
généralisations. Enfin, on construit des estimateurs consistants des paramètres inconnus
de la loi de naissance d’arbres de Galton-Watson conditionnés par la taille ou la hauteur.
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Abstract

This manuscript, written in French, provides a summary and contextualisation of selected
parts of my research work carried out since 2014 in order to obtain the habilitation to con-
duct research in applied mathematics. It mainly deals with the statistical analysis of two
distinct mathematical objects: piecewise-deterministic processes and random trees. The
first one is a dynamic model on a continuous space in continuous time, while the latter
are static and intrinsically discrete. If they are therefore different in nature, the approach
followed for their statistical study can be shared. It consists in the development of rigor-
ous algorithmic methods of information extraction, based on theory and experimentally
verified. The four chapters of this thesis seek to illustrate this idea.

The first two chapters are devoted to piecewise-deterministic Markov processes. We
address the problem of estimating their jump rate in a general framework from the obser-
vation of a single trajectory within a long time window. We then focus on the estimation
of functionals related to crossings, either continuous or occurring during jumps.

In the last two chapters of this manuscript, we propose methods for the statistical anal-
ysis of tree data. We start by studying guarantees of the subtree kernel for a probabilistic
model. We take advantage of this theoretical insight to propose some generalisations of
the kernel. Finally, we build consistent estimators of the unknown parameters of the birth
distribution of Galton-Watson trees conditioned on size or height.

7





Remerciements

En premier lieu, je tiens à exprimer ma reconnaissance sincère à celle et ceux qui ont
accepté de rapporter ce manuscrit, Julien Chiquet, Benoîte de Saporta et Marc Tom-
masi, pour leur temps, leurs efforts et leurs mots sur mon travail et mon parcours. Mes
remerciements chaleureux vont également aux autres membres du jury, Anne Gégout,
Jean-Baptiste Durand, Franck Picard et bien sûr Christophe Godin, pour son soutien et sa
confiance dans ce projet d’habilitation. Nul doute que je me sentirai très bien entouré le
jour de la soutenance.

Je pense aussi en écrivant ces lignes à mes coauteur·e·s, et plus largement à tout·e·s
mes collègues chercheur·se·s ou des services d’appui, en particulier de Lyon et de Nancy,
avec qui j’ai partagé des équations sur un tableau, des questionnements sérieux ou ab-
surdes, un cours ou simplement un café. Ce manuscrit leur doit beaucoup.

Si j’ai savamment évité les risques d’un inventaire à la Prévert dans le paragraphe
précédent, je tiens à remercier plus spécialement et par ordre chronologique : Alexan-
dre Genadot, Anne Gégout, François Dufour, Christophe Godin, Benoît Henry et Florian
Ingels. Leur apport scientifique et humain est incommensurable.

J’ai une pensée émue pour le reviewer anonyme, que je maudis parfois pour sa com-
préhension partielle et sa mauvaise foi, mais dont les rapports ont permis bien souvent
d’améliorer les travaux qui constituent ce mémoire. Je veux lui dire ici que la statue
érigée en son honneur à Moscou n’est pas un hommage suffisant.

À chaque période sa couleur musicale. Celle de cette habilitation a des tons de Clara
Luciani et de Therapie TAXI, avec des nuances de Superblue de Kurt Elling et Charlie
Watson. En osant espérer qu’un peu de leur talent ait pu s’immiscer dans mon écriture.

Enfin, pour leurs sourires et tout le reste, Marine et Iphigénie : merci.

9





Table des matières

Prologue 13

1 Estimation du taux de saut d’un processus markovien déterministe par morceaux 19
1.1 Processus markoviens déterministes par morceaux . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.2 Appliquer le modèle à intensité multiplicative à tout prix . . . . . . . . . . . . 23
1.3 Exploiter autrement l’équation (7) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.4 Estimateur quotient de λ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.5 Conclusion et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2 Croisements des processus markoviens déterministes par morceaux 37
2.1 Croisements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.2 Caractéristiques d’absorption . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.3 Nombre moyen de croisements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.4 Conclusion et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3 Noyau des sous-arbres et généralisations 49
3.1 Arboriculture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.2 Fonction de poids exponentielle : une bonne idée ? . . . . . . . . . . . . . . 54
3.3 Calcul du noyau des sous-arbres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.4 Vers le noyau des sous-forêts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.5 Conclusion et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4 Estimation de modèles de Galton-Watson conditionnés 67
4.1 Conditionnement des arbres de Galton-Watson . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.2 Conditionnement par la taille : estimation de la variance . . . . . . . . . . . 70
4.3 Conditionnement à survivre : estimation des lois de naissance . . . . . . . . 74
4.4 Conclusion et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

Bibliographie exogène 81

11





Prologue

Ce manuscrit constitue une synthèse et une mise en perspective de morceaux choisis
de mes travaux post-thèse, réalisés en tant que chargé de recherche à l’Inria, d’abord
à Nancy puis à Lyon, en vue de l’obtention de l’habilitation à diriger des recherches en
mathématiques appliquées. Les statistiques sont le principal domaine de ce document,
avec le soutien des probabilités appliquées, de l’informatique théorique ou de la simula-
tion numérique selon les objets d’intérêt et les approches choisies.
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Prologue

Grille de lecture

Publications issues de la thèse : [P1–6]

Les publications qui sont directement issues de ma thèse sont celles antérieures à 2014.
[P1] traite de problèmes de régression semi-paramétrique abordés sous l’angle de la
quantification optimale en norme Lp. [P2] et [P4] concernent la statistique des processus
de renouvellement marqués comme préliminaire au sujet central de la thèse : la statis-
tique non-paramétrique des processus markoviens déterministes par morceaux (PDMPs
pour l’anglais piecewise-deterministic Markov processes), abordée dans [P3] et [P5–6].

Processus markoviens déterministes par morceaux : [P7–10], [P12] et [P20]

Après la thèse, j’ai continué mon exploration du monde de la statistique des PDMPs
jusqu’en 2017, même si le hasard d’une rencontre m’a mené à nouveau sur cette voie
quelques années plus tard. Dans la poursuite de mes travaux de thèse, j’ai notamment
étudié l’estimation non-paramétrique du taux de saut d’un tel processus dans [P9–10].
Ces deux publications seront présentées dans le chapitre 1 avec un rappel opportun de
[P2] et [P6]. J’ai également considéré l’estimation de fonctionnelles liées aux croisements
de ces processus dans [P7] et [P12], qui seront traitées dans le chapitre 2. Les publica-
tions restantes portent sur des problématiques de modélisation : en fiabilité en collabora-
tion avec des mécaniciens dans [P8] (qui pourrait appartenir à la catégorie précédente
puisque ce travail a débuté avant ma thèse, mais s’est aussi poursuivi bien au-delà) et en
mécanique quantique dans [P20] (mon co-auteur, physicien de formation, avait étudié
pendant sa thèse des modèles PDMPs de mécanique quantique).

• Chapitre 1 : [P9–10]
Estimation du taux de saut d’un processus markovien déterministe par morceaux

• Chapitre 2 : [P7] et [P12]
Croisements des processus markoviens déterministes par morceaux

Arbres aléatoires : [P13–16], [P18], [P21] et [P24–26]

Le post-doctorat a été l’occasion pour moi de découvrir un nouvel objet d’étude : les
données arborescentes. La question initiale à laquelle je me suis intéressé dans [P15–
16] puis très indirectement dans [P26] porte sur la compression avec perte des arbres
non-ordonnés. J’ai fait évoluer ce sujet vers l’apprentissage statistique, notamment sous
l’angle des méthodes à noyaux dans [P18] et [P24], en conservant des idées de compres-
sion (cette fois sans perte) comme outil d’énumération. Ces deux publications seront au
cœur du chapitre 3. La statistique des arbres est également étudiée sous l’hypothèse de
modèles probabilistes dans [P13] (arbres de Galton-Watson conditionnés par la taille) et
[P25] (arbres de Galton-Watson conditionnés à survivre), contributions présentées dans
le chapitre 4. Les algorithmes développés à la faveur de l’ensemble de ces travaux ont
été implémentés en Python dans la librairie treex, que j’ai développée, d’abord seul puis
avec l’aide d’autres contributeurs, et qui a été publiée dans [P14].

• Chapitre 3 : [P18] et [P24]
Noyau des sous-arbres et généralisations

• Chapitre 4 : [P13] et [P25]
Estimation de modèles de Galton-Watson conditionnés
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Prologue

Autres thèmes : [P11], [P17], [P19] et [P22–23]

Au fil des années, j’ai eu l’occasion de m’intéresser à d’autres sujets que ceux mentionnés
ci-dessus, notamment en lien avec les chaînes de Markov : [P11] porte sur des techniques
d’approximation d’intégrale par échantillonnage préférentiel (importance sampling en
anglais) markovien ; une collaboration avec des informaticiens des réseaux a abouti à
l’introduction d’un algorithme stochastique de type MCMC (Markov chain Monte Carlo)
pour l’atténuation d’un trafic trop important dans [P17]. [P19] est un article de biologie
auquel ma contribution se résume à un support méthodologique dans l’analyse des don-
nées. La question posée dans [P22] concerne l’acquisition de la structure arborescente
de plantes via l’apprentissage par transfert d’un réseau de neurones de la littérature es-
timé pour la segmentation. Enfin, on se demande comment comparer numériquement
différents tests d’adéquation de Cramér-von Mises pour la régression dans [P23].

Intentions

Les principaux objets mathématiques auxquels je me suis intéressé sont les PDMPs et les
arbres aléatoires ; ils apparaissent naturellement dans le titre de ce document. Il s’agit
de concepts très différents : le premier est un processus stochastique évoluant en temps
continu sur des espaces continus alors que le second est intrinsèquement discret et ne
fait a priori pas apparaitre de dynamique temporelle. Par conséquent, les outils mathé-
matiques à mettre en œuvre pour leur étude sont eux aussi de nature différente : la
convergence des chaînes de Markov joue un rôle prépondérant dans l’analyse du pre-
mier, alors que les questions algorithmiques et de complexité sont au cœur de l’étude du
second. Mais finalement, peu importe la nature des objets étudiés, la démarche que j’ai
suivie me semble au fond la même : la question qui m’intéresse profondément est tou-
jours celle du développement d’une approche statistique algorithmique rigoureuse. Je
veux dire par là que c’est la construction d’une méthode d’extraction de l’information à
partir de données issues de modèles qui m’a préoccupé dans la plupart de mes publi-
cations. Et à chaque fois, j’ai cherché à ce que celle-ci soit fondée sur la théorie, illustrée
numériquement et idéalement vérifiée expérimentalement.

La suite de ce manuscrit est constituée de 4 chapitres, chacun donnant une présen-
tation et une mise en perspective de 2 publications : comme indiqué ci-dessus, les
chapitres 1 et 2 traitent de la statistique des PDMPs alors que les chapitres 3 et 4 con-
cernent l’analyse de données arborescentes. J’ai choisi ces 8 contributions car elles
me semblent représentatives de l’ensemble de mes travaux, de mon évolution théma-
tique, mais également de ma démarche scientifique. En plus de décrire les modèles
ou les données considérés et les principaux résultats obtenus, j’ai essayé de retranscrire
l’approche statistique que j’ai suivie et de montrer comment l’analyse algorithmique des
données émerge de la théorie. Le contenu des chapitres est donc à mon sens très dif-
férent de celui qu’on peut attendre d’un article scientifique. En particulier, les démonstra-
tions des résultats théoriques et leurs validations numériques ou expérimentales ne sont
jamais décrites in extenso. La lecture seule des chapitres devrait néanmoins permettre
d’avoir une idée assez précise du contenu de ces 8 articles, et d’aider le cas échéant à
leur lecture (même si, par souci d’homogénéité des notations de ce manuscrit, celles-ci
peuvent différer de l’article au chapitre afférent).
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1
Le grand saut

Estimation du taux de saut d’un processus
markovien déterministe par morceaux

Ce chapitre est consacré au problème de l’estimation du taux de saut d’un proces-
sus markovien déterministe par morceaux (abrégé en PDMP pour l’anglais piecewise-
deterministic Markov process), aussi général que possible, à partir d’une unique observa-
tion en temps long. Après avoir défini la dynamique de tels processus ainsi que le cadre
de travail choisi dans la section 1.1, les travaux de thèse [P2] et [P6] seront rappelés en
section 1.2. La stratégie suivie et les résultats obtenus dans [P10] (comme applications
de [P6]) sont présentés en section 1.3. Le cœur de ce chapitre se situe en section 1.4,
dédiée à l’article [P9].

1.1 Processus markoviens déterministes par morceaux

1.1.1 Définition

Un PDMP est un processus à temps continu (Xt)t∈R+
, évoluant de manière déterministe

pour presque tout t selon une équation différentielle, mais subissant ponctuellement
des transitions aléatoires (appelées sauts) à des instants aléatoires. Un tel processus,
défini sur un ouvert E de Rd muni de la tribu borélienne B(E), est décrit par un triplet
(λ,Q,Φ) où λ : E → R+ est le taux de saut gouvernant l’apparition des instants de saut,
Q : B(E) × E → [0, 1] est le noyau de transition régissant la loi des sauts, et Φ : R × E → E
est le flot auquel obéit la dynamique déterministe. Si on note Tn les instants de saut du
processus (avec T0 = 0), la dynamique du processus (Xt)t∈R+

entre les instants Tn et Tn+1,
conditionnellement à XTn , s’écrit ainsi :

• Pour tout Tn ≤ t < Tn+1, Xt = Φ(t − Tn|XTn) ;

• La position XTn+1
en Tn+1 est sélectionnée selon le noyau Q appliqué à la position

juste avant le saut Φ(Tn+1 − Tn|XTn), i.e.

E
[
φ(XTn+1

) |XTn , Tn+1 − Tn
]
=

∫
E

Q(dy|Φ(Tn+1 − Tn|XTn))φ(y). (1)

19



1 Estimation du taux de saut d’un processus markovien déterministe par morceaux

Figure 1: Trajectoire typique d’un PDMP débutant en XTn−1
, évoluant de manière déter-

ministe pendant la durée (aléatoire) Sn puis sautant vers la position (aléatoire)
XTn avant de reprendre sa dynamique déterministe. Celle-ci se termine en heur-
tant ∂E au bout du temps Sn+1 = t+(XTn).

Il reste alors à décrire la loi des instants de saut, ce qu’on fait généralement via la fonction
de survie conditionnelle des durées inter-saut Sn+1 = Tn+1 − Tn,

P(Sn+1 > t |XTn = x) = exp

(
−

∫t
0

λ(Φ(s|x))ds

)
1{0≤t<t+(x)}, (2)

où t+ : E → R+ ∪ {+∞} désigne le temps (déterministe) d’atteinte de la frontière ∂E de E
suivant le flot Φ,

t+(x) = inf {t ≥ 0 : Φ(t|x) ∈ ∂E}.
L’équation (2) se lit ainsi : conditionnellement à XTn , le n + 1e saut a lieu selon le taux
non-homogène λ◦Φ(·|XTn) à moins que le flot n’ait atteint la frontière de l’espace d’état
avant. La figure 1 fournit une illustration de la trajectoire d’un PDMP.

Cette classe de processus a été introduite par Davis dans les années 1980 avec l’am-
bition de décrire une grande variété de modèles stochastiques non-diffusifs [34, 35]. Sans
prétendre à l’exhaustivité, on en trouve des applications récentes en fiabilité [25, 36], en
assurance [68] ou en biologie [27]. D’autres exemples sont présentés dans le chapitre 2
ainsi que dans [P8] et [P20]. Il existe également des extensions de ces processus en
dimension infinie, notamment dans le cadre de modèles de neurosciences [22, 46].

1.1.2 Objectif : estimer λ

La question en jeu dans la suite est un problème d’inférence statistique : on suppose
qu’on dispose d’observations d’un PDMP et on cherche à construire de bons estimateurs
des caractéristiques inconnues, c’est-à-dire des fonctions des données dont on souhaite
qu’elles s’approchent au plus près de leur cible, et surtout que leur précision s’améliore
quand le nombre d’observations croit.

On peut imaginer des schémas d’observation de PDMPs variés mais celui choisi dès
la thèse, i.e. dans [P3] et [P6], ainsi que dans les articles ultérieurs [P9–10], est le suivant :
une seule version du processus (Xt)t∈R+

est observée, en temps long. Cette hypothèse est
équivalente à observer la chaîne de Markov (XTn , Sn+1)n∈N en temps long lorsqu’on con-
nait le flot Φ. On ne s’intéressera donc pas dans la suite à l’estimation de la dynamique
déterministe.

D’autres schémas d’observation sont bien sûr possibles : dans les applications décrites
dans [P8] ou [P20], on s’attend plutôt à observer des versions indépendantes du proces-
sus en temps fini. Le schéma d’observation choisi ci-dessus oblige à ne tenir compte que
de l’aléa markovien sans profiter d’observations i.i.d., a priori plus faciles à traiter. Il faut
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Figure 2: Trajectoire de la figure 1 observée parfaitement, i.e. sans bruit, mais sur une grille
temporelle discrète en vert et observée à travers un bruit additif en orange.
Dans le second cas, le saut parait beaucoup plus difficile à identifier.

noter que le contexte le plus difficile est aussi le plus réaliste : observer le PDMP (en temps
long ou non) sur une grille temporelle discrète, non-alignée avec les instants de saut, et
sans connaitre le flot. Si le PDMP est parfaitement observé, on peut espérer déterminer
ses instants de saut (au pas de temps de la grille près) en utilisant des hypothèses de
modélisation sur leur fréquence ou sur l’effet du noyau de transition, et ainsi retrouver le
flot (et finalement revenir au schéma ci-dessus à l’incertitude sur le temps de saut près).
Mais s’il est en plus observé à travers un bruit, comme dans [24, 26, 43], le problème
d’estimation d’un tel processus partiellement observé devient plus ardu (cf. la figure 2).

Les cadres de travail choisis dans les articles [P3], [P6] et [P9–10] portant sur l’estima-
tion des PDMPs sont très généraux : l’objectif est en effet de construire des estimateurs
des quantités d’intérêt applicables à une grande variété de modèles. Par exemple,
on ne souhaite pas fixer la dimension de l’espace d’état du processus (on le suppose
seulement métrique séparable dans [P6], même si cette hypothèse sera abandonnée au
profit de Rd dans les publications ultérieures), ni les formes de la dynamique déterministe,
du noyau de transition ou du taux de saut. En particulier, les estimateurs construits et
étudiés sont non-paramétriques.

L’espace d’état typique des PDMPs introduits notamment pour des problèmes de fia-
bilité est de la forme

E =
⋃
m∈M

{m}× Em,

où M ⊂ N et Em ⊂ Rdm : l’état du processus est un couple dont la première composante
(souvent appelée mode) reste constante entre deux sauts et joue le rôle de paramétri-
sation de la dynamique déterministe de la seconde, elle continue, et éventuellement
de son espace de définition. C’est la motivation principale du choix d’un espace d’état
aussi général que possible. On se contente de Rd dans [P3] et [P9] mais les algorithmes
et résultats s’étendent sans aucune difficulté à des processus à mode discret.

Comme on l’a mentionné plus tôt, le flotΦ est supposé connu. Il nous faut donc estimer
les deux quantités suivantes :

• La loi conditionnelle des durées inter-saut Sn+1 sachant XTn , gouvernée par la com-
posée λ ◦Φ ;

• La loi de la position XTn sachant celle juste avant le saut Φ(XTn−1
, Sn), viz. le noyau

de transition Q.

Dans les deux cas, il s’agit de lois conditionnelles. [P3], issue de la thèse, traite du pro-
blème de l’estimation de Q (via des méthodes non-paramétriques récursives) et ne sera
plus considérée dans ce chapitre. La suite est dédiée à l’estimation du taux de saut λ
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telle qu’envisagée dans [P10] et surtout [P9] et en regard du travail effectué au cours de
la thèse dans [P6] sur l’estimation de la loi conditionnelle des durées inter-saut.

La littérature sur la statistique de PDMPs généraux observés en temps long est peu con-
séquente, et concerne surtout le cas unidimensionnel [44, 66, 67] pour lequel on peut
profiter de la monotonie du flot pour identifier des relations entre la loi invariante et les
caractéristiques du processus. Dans le cadre non-paramétrique et en temps long, mais
pour des familles de processus spécifiques issues de la biologie, on peut notamment citer
[39, 55, 71]. Une étude de la vraisemblance est présentée dans [56, 5 Likelihood Pro-
cesses]. On renvoie également la lectrice ou le lecteur à toutes les références mention-
nées dans [P3], [P6] et [P9–10].

1.1.3 Difficultés attendues

L’aléa d’un PDMP (Xt)t∈R+
est contenu dans la chaîne de Markov (XTn , Sn+1)n∈N. Si le

caractère aléatoire de ces processus est donc discret, leur dynamique en temps continu
ainsi que l’intrication des deux aléas (durées inter-saut et transitions) rendent le problème
de leur estimation délicat, en particulier l’estimation du taux de saut, avec des difficultés
originales par rapport à l’estimation des chaînes de Markov ou des processus de renou-
vellement. On note ci-dessous quelques particularités statistiques des PDMPs :

• Le taux de saut du processus est en fait λ ◦Φ (le taux λ est pris le long du flot, ce qui
permet en particulier de préserver le caractère markovien du processus sans avoir
des durées inter-saut exponentielles). Par conséquent, les méthodes d’estimation
directe regardant Sn+1 sachant XTn mènent à la composée λ ◦ Φ (ou à une autre
quantité caractéristique de la loi mais directement fonction de λ ◦Φ), et non λ.

• Si (Xt)t∈R+
est markovien, le processus à temps continu restant en XTn entre les ins-

tants Tn et Tn+1 (et subissant les transitions décrites par l’équation (1)) n’est pas un
processus de Markov mais un processus de renouvellement marqué, pour lequel la
loi de la marque XTn+1

sachant le passé dépend de la marque précédente XTn et
du temps passé dans celle-ci Sn+1.

• Le temps d’atteinte de la frontière t+(XTn) joue le rôle d’une censure déterministe
de la durée aléatoire Sn+1, fonction de la position.

• Dès que la dimension de l’espace est supérieure à 2, conditionnellement à XTn , la
position juste avant le prochain saut Φ(Sn+1|XTn) appartient presque sûrement à un
espace de mesure nulle (la courbe décrite par le flotΦ(·|XTn)), et ce même si toutes
les caractéristiques du processus sont à densité.

1.1.4 Hypothèse principale : ergodicité du PDMP

Notre problème est double : il faut à la fois construire une quantité fonction des données
dont on espère qu’elle sera un bon estimateur de λ et montrer ses propriétés de con-
vergence. Évidemment, ces deux aspects sont intrinsèquement liés. L’estimation d’une
loi conditionnelle Y|X se fait naturellement via l’estimation de la loi du couple (X, Y) sur
l’estimation de la loi du conditionnement X. Pour un PDMP, la loi du couple et la loi du
conditionnement évoluent au cours du temps et il est alors tout indiqué de se passer de
cette dépendance au temps en supposant une forme de stationnarité. L’hypothèse la
plus forte demande à la loi de la chaîne de Markov (XTn , Sn+1)n∈N de ne pas dépendre
du temps. Si une telle loi existe, on l’appelle loi stationnaire ou loi invariante. On considère
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plutôt une hypothèse plus faible en ne requérant qu’une forme d’ergodicité assurant la
convergence du processus vers sa loi invariante. L’hypothèse d’ergodicité peut être faite
indifféremment sur le PDMP (Xt)t∈R+

ou la chaîne discrète (XTn , Sn+1)n∈N [29]. La cons-
truction des estimateurs passe donc par l’estimation de lois invariantes de chaînes de
Markov et les propriétés de convergence découleront de l’hypothèse d’ergodicité.

On suppose donc qu’il existe une loi π∞ telle que, pour toute condition initiale XT0 ,

∥πn − π∞∥VT → 0,

où πn désigne la loi de XTn et ∥ · ∥VT la norme en variation totale. Cette hypothèse est
vérifiée sous des conditions de minoration du noyau de la chaîne (XTn)n∈N (condition
de Döblin dans [P3, Assumption A.2] ou minoration moins subtile dans [P10, Assumption
3.1]). On peut alors montrer que la chaîne de Markov (XTn)n∈N (et les chaînes associées
comme (XTn , Sn+1)n∈N) vérifient le théorème ergodique presque sûr [32, Theorem 4.3.15]
et un théorème de la limite centrale [32, Theorem 4.3.16], qui nous seront utiles pour
mettre en lumière la qualité de nos estimateurs.

Les autres hypothèses imposées dans les publications concernées portent sur la régu-
larité et/ou le caractère borné des fonctions en jeu, ou sont très spécifiques à une ana-
lyse (on pense ici à [P10] où l’espace d’état de (XTn)n∈N est supposé fini). Ces hy-
pothèses ne seront pas détaillées sauf si elles jouent un rôle majeur dans la construction
de l’estimateur.

1.2 Appliquer le modèle à intensité multiplicative à tout prix

1.2.1 Estimateur de Nelson-Aalen

Éloignons nous des PDMPs un instant pour traiter de données i.i.d. (Xn)1≤n≤N observées
sous une censure à droite C (qu’on suppose ici fixée pour ne pas s’embarrasser de détails
superflus pour notre propos), i.e. on dispose seulement des Yn = min(Xn, C) pour estimer
la loi des Xn.

Le taux de risque λ des Xn, défini par λ = f/G où f est leur densité et G leur fonction
de survie, caractérise leur loi et est souvent la quantité d’intérêt dans des problèmes
d’analyse de survie. Pour l’estimer, en particulier à partir de données censurées, une
méthode efficace est l’estimateur de Nelson-Aalen [1]. Son introduction passe par la
définition du processus de comptage à temps continu (NN(t))t∈[0,C),

NN(t) =

N∑
n=1

1{Yn≤t}.

Ce processus est central pour la raison suivante : le processus (MN(t))t∈[0,C) donné par

MN(t) = NN(t) −

∫t
0

λ(s)YN(s)ds, (3)

avec YN(t) =
∑N
n=1 1{Yn≥t}, fait apparaitre la quantité cible λ et est une martingale.

L’estimateur de Nelson-Aalen en t ∈ [0, C) est alors

Λ̂N(t) =

∫t
0

YN(s)
−1dNN(s) =

N∑
n=1

YN(Yn)
−11{Yn≤t},
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où

YN(t)
−1 =

{
1/YN(t) si YN(t) > 0,

0 sinon.

Λ̂N(t) fournit un bon estimateur du taux de risque cumulé Λ(t) =
∫t
0
λ(s)ds. En effet, Λ̂N

converge, uniformément sur tout compact, en probabilité vers sa cible [6, Theorem IV.1.1]
et vérifie un résultat de normalité asymptotique [6, Theorem IV.1.2].

Pour obtenir un estimateur de λ, on applique un lissage à noyau similaire à ce qu’on
fait pour estimer une densité à partir de la fonction de répartition empirique. Cet esti-
mateur, appelé estimateur de Ramlau-Hansen [86], vérifie notamment des propriétés de
convergence uniforme (sur tout compact éloigné de 0) en probabilité [6, Theorem IV.2.2].

Comme f est au signe près la dérivée de G, on a

G(t) = exp

(
−

∫t
0

λ(s)ds

)
, (4)

et on comprend, en regard de l’équation (2), que λ est le parfait analogue de la com-
posée λ ◦ Φ des PDMPs. En outre, la durée inter-saut Sn+1 d’un PDMP s’écrit Sn+1 =
min(Šn+1, t

+(XTn)) avec

P(Šn+1 > t|XTn) = exp

(
−

∫t
0

λ̌XTn
(s)ds

)
,

où λ̌ doit vérifier, pour t < t+(x), λ̌x(t) = λ(Φ(t|x)). Il est alors clair que la stratégie de
Nelson-Aalen et la méthode de lissage de Ramlau-Hansen sont de bons candidats à
l’estimation du taux λ ◦Φ d’un PDMP.

L’estimateur de Nelson-Aalen peut en fait être défini dès lors que l’intensité de saut
(l’intégrande du compensateur (terme intégral dans l’équation (3)) du processus de
comptage) se met sous forme multiplicative, ce qui permet des applications de cette
méthode dans des contextes bien plus variés que celui des données censurées à droite
(cf. les multiples exemples présentés dans [6]). Cette hypothèse est adroitement appelée
modèle à intensité multiplicative. Mais les PDMPs vérifient-ils une propriété de ce type ?
Avant de s’y intéresser, on regarde le cas des processus de renouvellement marqués,
dont le lien avec les processus qui nous intéresse a déjà été évoqué.

1.2.2 Application aux processus de renouvellement marqués

Dans [P2], on applique le modèle à intensité multiplicative décrit ci-dessus à des pro-
cessus de renouvellement marqués dont l’espace d’état est aussi général que possible,
ce qui interdit a priori le lissage en espace. On va travailler avec l’approximation dis-
crète en espace du processus de renouvellement dont il faudra montrer que le taux est
suffisamment proche de celui du processus original.

On considère donc un processus de renouvellement (Xt)t∈R+
à valeurs dans un espace

métrique séparable E. Partant de X0, on commence par déterminer la 1re durée inter-
saut S1 dont la loi est donnée par

P(S1 > t|X0) = exp

(
−

∫t
0

λ(s|X0)ds

)
1{0≤t<t+(X0)}.

Entre les instants T0 = 0 et T1 = S1, le processus est constant : Xt = X0. En t = T1,
un saut a lieu selon le noyau de transition Q(·|X0). Partant de XT1 , la durée inter-saut
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S2 et la transition à l’instant T2 = T1 + S2 sont déterminées de la même manière. Ainsi
de suite, on obtient un processus de renouvellement marqué dont les durées inter-saut
dépendent des marques, alors que les marques ne dépendent que de la précédente.
On fait l’hypothèse d’ergodicité de la chaîne des marques.

La dynamique d’un tel processus est très similaire à celle d’un PDMP à la différence
notable près que les marques ne dépendent pas de la durée inter-saut précédente. Il
s’agit donc d’un excellent exercice d’application du modèle à intensité multiplicative.

Afin d’estimer le taux de saut λ(·|x), on considère un ensemble A ∋ x et on introduit le
processus de comptage (Nn(t|A))t∈[0,t+(A)) (avec t+(A) = infA t

+),

NN(t|A) =

N−1∑
n=0

1{XTn∈A}1{Sn+1≤t}. (5)

On peut montrer [P2, Theorem 4.13] que son compensateur est donné par

N−1∑
n=0

1{XTn∈A}1{Sn+1≥t} λ(t|XTn). (6)

Lorsque l’espace d’état est discret, en prenant A réduit à {x}, on peut éliminer la dépen-
dance en n du taux de saut en le remplaçant par λ(t|x) et on obtient à nouveau le mo-
dèle à intensité multiplicative (ce qui est décrit pour des processus similaires sans l’horloge
déterministe t+ dans [6, Example IV.1.9]). Dans le cas général, prendre A = {x} ne mène à
rien sinon à un processus de comptage presque sûrement nul dès que la loi des marques
est à densité. Malgré tout, rien ne nous empêche de considérer le processus

YN(t|A) =

N−1∑
n=0

1{XTn∈A}1{Sn+1≥t}

ainsi que l’estimateur de Nelson-Aalen

L̂N(t) =

∫t
0

YN(s|A)
−1dNN(s|A).

À cause de la discrétisation en espace, on peut montrer [P2, Theorem 4.17] que L̂N(t|A)
estime le taux cumulé L(t|A) =

∫t
0
l(s|A)ds dont l’intégrande est une version moyennée

sur A (sous la loi invariante π∞) du taux de saut λ,

l(t|A) =

∫
A
f(t|z)π∞(dz)∫

A
G(t|z)π∞(dz)

,

où f et G sont la densité et la fonction de survie conditionnelles associées à λ vérifiant
λ(t|x) = f(t|x)/G(t|x). Dès lors, les bonnes propriétés des estimateurs peuvent être mon-
trées en contrôlant l’erreur entre λ(t|x) et l(t|A) en fonction du diamètre de A sous des
hypothèses de régularité des fonctions en jeu [P2, Lemma 4.20].

1.2.3 Cas des PDMPs

Pour les PDMPs, nous allons devoir être plus précis dans la construction des compensa-
teurs et de leur filtration. Par souci de concision, on ne tient pas compte ici du temps
déterministe d’atteinte de la frontière, i.e. t+ ≡ +∞.
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On note (Fn+1t )t∈R+
la filtration engendrée par le processus à un saut t 7→ 1{Sn+1≤t}.

Alors, si on s’intéresse au processus t 7→ 1{XTn∈A}1{Sn+1≤t}, son compensateur dans la
filtration (σ(XTn)∨Ft)t∈R+

est bien t 7→ 1{XTn∈A}1{Sn+1≥t}λ(Φ(t|XTn)). On peut tenter de re-
produire la démarche mise en place pour les processus de renouvellement : on s’attend
en effet à ce que le compensateur du processus à N sauts donné par l’équation (5)
s’exprime comme la somme des compensateurs de manière analogue à l’équation (6),
simplement en remplaçant λ(t|XTn) par λ ◦Φ(t|XTn).

La filtration à considérer pour déterminer le compensateur de ce processus est(
σ(XT0 , . . . , XTN−1

)∨

N−1∨
n=0

Ft

)
t∈R+

comme pour les processus de renouvellement considérés ci-dessus. On fait alors face au
problème suivant : la loi du processus t 7→ 1{S1≤t}, i.e. la loi de S1, dans cette filtration
est envisagée conditionnellement à la position précédente XT0 mais aussi à la position
qui suit XT1 . Or, la connaissance de XT1 change en général la loi de S1 : le processus
gouverné par Φ(t|x) = x + t et Q(dy|x) = δx/2(dy) en est un très bon exemple.

Ceci nous donne l’intuition que l’application du modèle à intensité multiplicative aux
PDMPs va mener à l’estimation de la loi des durées inter-saut Sn+1 conditionnellement
aux positions courantes XTn et aux positions suivantes XTn+1

. Sans supposer t+ ≡ +∞
comme dans l’énoncé des filtrations ci-dessus, on montre [P6, Proposition 3.5] que cette
loi est donnée par le taux de saut

λ̃(t|x, y) =
f(t|x)Q(y|Φ(t|x))

H(y, t|x)
, (7)

où

H(y, t|x) =

∫t+(x)

t

f(s|x)Q(y|Φ(s|x))ds + G(t+(x)|x)Q(y|Φ(t+(x)|x),

avec
P(XT1 ∈ B, S1 > t|XT0 = x) =

∫
B

dyH(y, t|x). (8)

Dès lors, l’application de la stratégie décrite ci-dessus pour les processus de renouvelle-
ment va nous conduire à estimer une approximation en espace l̃(t|A,B) de λ̃(t|x, y),
A × B ∋ (x, y). Pour revenir aux caractéristiques du PDMP d’intérêt, on manipule un peu
l’équation (7) afin d’obtenir la densité conditionnelle des durées inter-saut

f(t|x) =

∫
dy λ̃(t|x, y)H(y, t|x).

Disposant d’un estimateur de l̃(t|A,B) et d’après l’équation (8), on considère l’approxi-
mation de f(t|x) ∑

B∈B

l̃(t|A,B)P(XT1 ∈ B, S1 > t|XT0 ∈ A),

où B est une partition de l’espace d’état, dont on peut montrer sous des hypothèses de
régularité qu’elle approche aussi bien qu’on le souhaite sa cible [P6, Proposition 2.4]. La
probabilité conditionnelle inconnue restante sera estimée par son équivalent empirique
[P6, Proposition 2.6]. Le principal résultat de consistance obtenu est la convergence,
uniforme sur tout compact en temps et en espace, en probabilité de l’estimateur ainsi
construit de la densité conditionnelle f [P6, Theorem 2.7].
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Appliquer la méthodologie de Nelson-Aalen à l’estimation du taux de saut d’un PDMP
peut sembler être une bonne idée mais leur dynamique particulière induit deux défauts
majeurs (qu’il était difficile de soupçonner) :

• Pour estimer f(t|x) en un point x fixé, on doit estimer le taux λ̃(t|x, y) et la probabilité
H(y, t|x) sur tout l’espace d’état en y.

• Le modèle à intensité multiplicative vise à estimer un taux de risque sans passer
par un estimateur quotient de type f/G. Or, on estime finalement 3 quantités ; la
probabilité conditionnelle P(XT1 ∈ B, S1 > t|XT0 ∈ A) étant elle-même estimée par
un quotient.

Par ailleurs, le taux λ du processus reste inestimé à ce stade. Ces constats sont le point
de départ des travaux [P9–10] présentés dans la suite.

1.3 Exploiter autrement l’équation (7)

On propose ici de construire un estimateur de λ à partir de l’équation (7) sans passer par
la densité conditionnelle f. Cette section reprend succinctement l’article [P10].

1.3.1 Une expression de λ

La stratégie développée consiste à remarquer les points (certes triviaux) suivants :

• λ(x) = λ(Φ(0|x)) = f(0|x)/G(0|x) = f(0|x).

• H(y, 0|x) = R(y|x) où R désigne le noyau de la chaîne (XTn)n∈N.

Avec l’équation (7), on obtient

λ(x) =

∫
dy λ̃(0|x, y)R(y|x).

On pourrait réutiliser la méthode de Nelson-Aalen et le lissage de Ramlau-Hansen pour
estimer λ̃(0|x, y) ainsi qu’un estimateur de R afin d’obtenir une estimation plug-in du taux
λ. Mais cela reviendrait à se contenter de la valeur au bord de l’intervalle de temps
(t = 0) de l’estimateur de Nelson-Aalen lissé, et on se rappelle que la convergence uni-
forme en probabilité est établie pour tout compact éloigné de 0. Au lieu de cela, sous
l’hypothèse t+ bornée, on propose de décomposer λ̃(·t+(x)|x, y) sur une base de L2[0,1]
(indépendante du couple (x, y)), i.e., pour s ∈ [0, 1],

λ̃(st+(x)|x, y) =
∑
p∈N

θp(x, y)Bp(s),

où les coefficients θp(x, y) = ⟨Bp, λ̃(·t+(x)|x, y)⟩ ont l’avantage de rendre compte du com-
portement de λ̃(·|x, y) sur son intervalle de définition. On a finalement

λ(x) =
∑
p∈N

Bp(0)

∫
dy θp(x, y)R(y|x). (9)

Cette équation peut être exploitée de multiples manières, notamment dans le cas con-
tinu via des techniques de discrétisation (comme dans ce qui précède), mais la solution
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proposée dans [P10] fait l’hypothèse de transitions discrètes, i.e. Q(dy|x) est une mesure
discrète dont le support ne dépend pas de x. Dans ce cas,

λ(x) =
∑
p∈N

Bp(0)
∑
y

θp(x, y)R(y|x). (10)

Par souci de rigueur, il nous faut remarquer que dès les équations (7) et (8) on suppose
que le noyau Q(dy|x) est à densité par rapport à une mesure notée abusivement dy, la
densité étant elle-même notéeQ(y|x). Le noyau R(dy|x) de la chaine est par conséquent
à densité, notée R(y|x) par rapport à la même mesure ; ces deux quantités apparaissent
dans l’expression (9) de λ. Celle-ci reste vraie dans le cas général en remplaçant dyR(y|x)
par R(dy|x) et la forme (10) de λ dans le cas discret en est donc bien une application,
même si, cette fois, R(y|x) désigne R({y}|x).

1.3.2 Estimation

Commençons par remarquer le point clé suivant : comme nous sommes dans le cas dis-
cret, comme pour les processus de renouvellement (cf. [P2, 3 Discrete state space] et [6,
Example IV.1.9]), le modèle à intensité multiplicative est vérifié dès lors que le compensa-
teur fait bien intervenir le taux λ̃(t|x, y). Par conséquent, on peut construire l’estimateur

de Nelson-Aalen ̂̃ΛN(t|x, y) de Λ̃(t|x, y) =
∫t
0
λ̃(t|x, y)dt. Dans la suite, G̃ désigne la fonction

de survie conditionnelle associée, comme dans l’équation (4).

On estime les coefficients θp(x, y) par plug-in,

θ̂
p
N(x, y) =

1

t+(x)

∫1
0

Bp(u)d
̂̃
ΛN(ut

+(x)|x, y),

et R(y|x) par son équivalent empirique,

R̂N(y|x) =

∑N−1
n=0 1{XTn=x,XTn+1

=y}∑N−1
n=0 1{XTn=x}

.

L’estimateur du taux de saut du PDMP est obtenu en remplaçant les inconnues apparais-
sant dans l’équation (10) par leur estimateur, mais également en tronquant la somme au
terme τN qui sera défini plus tard,

λ̂N(x) =

τN∑
p=0

Bp(0)
∑
y

θ̂
p
N(x, y)R̂N(y|x). (11)

Il est indispensable de préciser τN pour rendre cet estimateur calculable. On peut se
douter que sa valeur sera importante dans la preuve de la consistance de λ̂N. On sup-
pose dans [P10, Assumptions 3.5] que la suite (τN)N∈N vérifie une condition technique
peu exploitable en pratique. Mais on montre aussi [P10, Remark 3.6] que, si on choisit la
base de Fourier ou la base de Legendre, prendre τN = o(

√
N) est suffisant pour que cette

condition technique soit vérifiée. En particulier, le nombre de termes n’est pas aléatoire,
mais seulement fixé par le nombre de données disponibles.

1.3.3 Résultats de convergence

Outre l’hypothèse de décomposition de λ̃ sur une base de L2[0,1] (vérifiant l’hypothèse
technique mentionnée ci-dessus, mais vérifiée pour les bases de Fourier et de Legen-
dre) et le caractère borné de t+, on suppose, comme on l’a mentionné plus haut, que
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l’espace d’état E de la chaîne (XTn)n∈N est fini, mais également que tous les coeffi-
cients de la matrice de transition R sont strictement positifs (ce qui en particulier induit
l’hypothèse d’ergodicité).

La convergence de l’estimateur R̂N(y|x) est connue [32, 4.4 Statistics of Markov chains],

R̂N(y|x)
p.s.−→ R(y|x) et

√
N
(
R̂N(y|x) − R(y|x)

)
L→ N(0, σ2R(x, y)),

où

σ2R(x, y) =
R(y|x)(1 − R(y|x))

π∞(x)
.

On montre un résultat similaire pour les θ̂pN(x, y), mais la convergence presque sûre est
remplacée par une convergence en probabilité comme pour l’estimateur de Nelson-
Aalen.

Proposition 1 [P10, Proposition 3.3] Pour tout couple (x, y) ∈ E2, on a

θ̂
p
N(x, y)

P→ θp(x, y) et
√
N
(
θ̂
p
N(x, y) − θ

p(x, y)
)

L→ N
(
0, σ2θ(p, x, y)

)
,

où la variance asymptotique σ2θ(p, x, y) est donnée par

σ2θ(p, x, y) =
1

R(y|x)π∞(x)t+(x)

∫1
0

Bp(s)2 λ̃(t+(x)s|x, y)

G̃(t+(x)s|x, y)
ds.

On prouve aussi la convergence de l’estimateur (11) de λ.

Proposition 2 [P10, Proposition 3.7] Pour tout x ∈ E, on a∣∣∣̂λN(x) − λ(x)∣∣∣ P→ 0.

1.3.4 Test de nullité des coefficients

On peut exploiter la normalité asymptotique de la proposition 1 afin de construire un test
de nullité des coefficients ; test particulièrement utile pour ne pas tenir compte de termes
inutiles dans la définition (11) de λ̂N. Pour cela, il nous faut estimer la variance inconnue
qui y apparait, ce qu’on fait à nouveau par plug-in,

σ̂2θ,N(p, x, y) =
1

R̂N(y|x)π̂∞,N(x)t+(x)2
∫1
0

Bp(s)2d

[̂̃
GN(t

+(x)s|x, y)

]−1
,

où

• π̂∞,N(x) = ∑N−1
n=0 1{XTn=x}/N estime la loi invariante π∞(x) ;

• ̂̃
GN(s|x, y) = exp

(
−
̂̃
ΛN(s|x, y)

)
est l’estimateur de Fleming-Harrington de G̃(s|x, y).

La statistique de test est

T
p
N(x, y) =

N θ̂
p
N(x, y)

2

σ̂2θ,N(p, x, y)
,

dont les comportements différents sous les hypothèses nulle θp(x, y) = 0 et alternative
θp(x, y) ̸= 0 doivent discriminer ces deux options. C’est ce qu’on montre dans le résultat
ci-dessous.
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Corollaire 3 [P10, Corollary 3.4] Si Bp est dérivable à dérivée continue sur [0, 1], alors, sous
l’hypothèse nulle θp(x, y) = 0,

T
p
N(x, y)

L→ χ2(1).

Sous l’hypothèse alternative θp(x, y) ̸= 0, la statistique de test tend vers l’infini.

1.4 Estimateur quotient de λ

Dans [P9], on cherche à estimer la loi des durées inter-saut sans passer par le modèle
à intensité multiplicative comme dans tout ce qui précède, et en acceptant donc de
calculer des estimateurs quotients. De plus, on souhaite, comme dans [P10], revenir à la
caractéristique λ du PDMP.

Cette fois, l’espace d’état E est un ouvert de Rd, ce qui nous autorise à utiliser des
méthodes de lissage en espace. Pour permettre une présentation de la méthode d’esti-
mation et des résultats aussi peu techniques que possible, nous allons supposer dans le
manuscrit et contrairement au papier original, t+ ≡ +∞.

1.4.1 Estimation des lois jointes

On introduit les estimateurs π̂∞,N, F̂N et ĜN,

F̂N(x, t) =
1

N

N−1∑
n=0

1

vdnwn
Kd

(
XTn − x

vn

)
K1

(
Sn+1 − t

wn

)
,

ĜN(x, t) =
1

N

N−1∑
n=0

1

vdn
Kd

(
XTn − x

vn

)
1{Sn+1>t},

π̂∞,N(x) =
1

N

N−1∑
n=0

1

vdn
Kd

(
XTn − x

vn

)
,

où Kp est un noyau sur Rp, p ∈ {1, d}, et les fenêtres sont définies pour tout n par vn =
v0(n+ 1)−α et wn = w0(n+ 1)−β. Ces trois quantités sont des estimateurs à noyau récursifs
(la fenêtre de lissage wn (en espace) ou vn (en temps) est fonction de l’indice de la
somme n et non du nombre total de données N) de lois de probabilité, tels qu’introduits
dans [99]. Dans notre cas, on s’attend plutôt à estimer la loi invariante des données
[41, 54].

La raison pour laquelle nous introduisons ces estimateurs est la suivante :

• Le rapport f̂N(t|x) =
F̂N(x,t)
π̂∞,N(x)

estime la densité conditionnelle f(t|x) ;

• Le rapport ĜN(t|x) =
ĜN(x,t)
π̂∞,N(x)

estime la fonction de survie conditionnelle G(t|x) ;

• Le rapport λ̂ ◦ΦN(t|x) = F̂N(x,t)

ĜN(x,t)
estime la composée λ ◦Φ(t|x).

Autrement dit, ce triplet nous permet de construire très simplement des estimateurs quo-
tients des trois caractéristiques principales de la loi conditionnelle des durées inter-saut.

Afin d’obtenir leur convergence et leur normalité asymptotique, on s’intéresse à l’étude
vectorielle du triplet (F̂N(x, t), ĜN(x, t), π̂∞,N(x)). Le résultat principal de [P9] établit la
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convergence et la normalité asymptotique vectorielles de ce triplet d’estimateurs sous
l’hypothèse d’ergodicité ainsi que des conditions de régularité des caractéristiques du
PDMP [P9, Assumptions 2.3 & 2.4] et des noyaux [P9, Assumptions 3.1], et pour des para-
mètres de lissage α et β bien choisis, viz. (α, β) ∈ A, avec

A =
{
(α, β) ∈ R2 : α > 0, β > 0, αd + β < 1, αd + β + 2min(α, β) > 1

}
,

dont on peut montrer le caractère non-vide. De plus, le résultat énoncé et démontré
dans [P9] intègre la possibilité d’un temps d’atteinte de la frontière fini, ce qui complique
à la fois la méthode d’estimation (condition sur les fenêtres initiales) et surtout les preuves.

Théorème 4 [P9, Theorem 3.3] Si π∞(x)f(t|x) > 0, alors F̂N(x, t)

ĜN(x, t)
π̂∞,N(x)

 p.s.−→
 π∞(x)f(t|x)
π∞(x)G(t|x)
π∞(x)


et on a la normalité asymptotique,

N
1−αd−β

2

 F̂N(x, t)

ĜN(x, t)
π̂∞,N(x)

 −

 π∞(x)f(t|x)
π∞(x)G(t|x)
π∞(x)

 L→ N(03, Σ(x, t, α, β)),

où la matrice de covariance Σ(x, t, α, β) est dégénérée : seul le coefficient (1, 1) est
strictement positif et vaut

Σ(x, t, α, β)1,1 =
τ21τ

2
dπ∞(x)f(t|x)

1 + αd + β
,

avec τ2p =
∫

Rp K2p, p ∈ {1, d}.

La matrice de covariance est dégénérée car la vitesse des estimateurs π̂∞,N(x) et
ĜN(x, t) est plus rapide que celle de F̂N(x, t) : F̂N(x, t) est lissé à la fois en espace et
en temps alors que π̂∞,N(x) et ĜN(x, t) sont seulement lissés en espace. Il est donc naturel
de s’intéresser au couple (π̂∞,N(x), ĜN(x, t)) pour lequel on peut aussi établir un théorème
de la limite centrale [P9, Theorem 3.6],

N
1−αd

2

([
ĜN(x, t)
π̂∞,N(x)

]
−

[
π∞(x)G(t|x)
π∞(x)

])
L→ N(02, Σ

′(x, t, α)),

où Σ ′(x, t, α) est diagonale.

Si on admet que l’ergodicité supposée est de plus géométrique, i.e. ∥πN − π∞∥VT ≤
b−n, b > 1, alors, sous la condition supplémentaire 2(αd + β) < 1, on peut appliquer
une technique déjà utilisée dans [P4] (pour l’estimation de Q) pour établir une forme de
convergence uniforme des estimateurs [P9, Proposition 3.7].

Un corollaire important du théorème 4 concerne la normalité asymptotique de f̂N(t|x),
obtenue en utilisant le lemme de Slutsky, ce qui donne tout son intérêt au résultat vectoriel
[P9, Corollary 3.8],

N
1−αd−β

2

(
f̂N(x, t) − f(t|x)

)
L−→ N

(
0,

τ21 τ
2
d f(t|x)

(1 + αd + β)π∞(x)

)
.

Un résultat similaire existe pour les estimateurs de la fonction de survie conditionnelle
G(t|x) [P9, Corollary 3.9] et de la composée λ ◦Φ(t|x).
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1.4.2 Estimation de λ le long du flot

Comme autre corollaire [P9, Corollary 3.10] du théorème 4, on a

λ̂ ◦ΦN(t|x)
p.s.−→ λ ◦Φ(t|x),

et

N
1−αd−β

2

(
λ̂ ◦ΦN(t|x) − λ ◦Φ(t|x)

)
L→ N

(
0,

τ21 τ
2
d λ ◦Φ(t|x)

(1 + αd + β)π∞(x)G(t|x)

)
.

Mais on souhaite avoir accès à λ(x) et non à cette composée. Dans [P10], on écrit
λ(x) = λ ◦Φ(0|x). Mais nous pouvons généraliser cette approche. Pour cela, on suppose
que le flot peut être pris à rebours, ce que nous faisons depuis le début de ce chapitre
sans jamais l’avoir utilisé puisque Φ est défini sur R × E. On note

Cx = {Φ(−t|x) : 0 ≤ t < t−(x)},

où t−(x) est le temps déterministe d’atteinte de la frontière partant de x en suivant le flot
à rebours. Soit ξ ∈ Cx. Alors par définition il existe τx(ξ) tel que Φ(τx(ξ)|ξ) = x et donc

λ ◦Φ(τx(ξ)|ξ) = λ(x).

On peut ainsi construire une famille d’estimateurs de λ(x) le long de Cx,

λ̂ξ,N(x) = λ̂ ◦ΦN(τx(ξ)|ξ).

De ce qui précède, chacun de ces estimateurs converge presque sûrement vers λ(x) et
est asymptotiquement gaussien de variance

σ2ξ =
τ21τ

2
dλ(x)

(1 + αd + β)π∞(ξ)G(τx(ξ)|ξ)
.

1.4.3 Minimisation de la variance asymptotique

Parmi cette famille d’estimateurs, on aimerait choisir celui de variance asymptotique
minimale, i.e. estimer λ(x) par λ̂ξ⋆,N(x) où ξ⋆ maximise π∞(ξ)G(τx(ξ)|ξ). Ce critère est
intéressant car il émerge du calcul et contredit la première intuition qui aurait été de
maximiser π∞(ξ) afin de profiter du plus grand nombre possible de données XTn autour
de ξ. Mais ce choix ne nous aurait rien dit de la qualité de l’estimation en (ξ, τx(ξ)) qui
est le réel point d’intérêt.

La quantité π∞(ξ)G(τx(ξ)|ξ) est malheureusement inconnue. Nous sommes malgré tout
chanceux puisqu’elle est précisément estimée par ĜN(ξ, τx(ξ)) ! Finalement, on estime
donc λ(x) par ̂̂

λN(x) = λ̂ξ̂⋆
N
,N(x), où ξ̂⋆N = argmax

ξ∈Cx

ĜN(ξ, τx(ξ)).

1.4.4 Sélection des paramètres de lissage

Le choix des fenêtres est toujours important dans les méthodes à noyau afin d’éviter un
sur ou un sous-ajustement aux données, mais il devient ici crucial : de trop fortes oscilla-
tions de ĜN(ξ, τx(ξ)) mèneraient par exemple à un choix erroné de ξ̂⋆N. Seul le paramètre
de lissage α apparait dans ĜN et c’est donc à lui que nous allons nous intéresser mais une
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procédure similaire peut être implémentée pour sélectionner le couple (α, β) apparais-
sant dans F̂N [P9, Proposition 3.15].

Il est classique de sélectionner le paramètre α en minimisant l’ISE (Integrated Square
Error),

ISEN(α) =

∫
Cx

[
π∞(ξ)G(τx(ξ)|ξ) − ĜN(ξ, τx(ξ))

]2
dξ

=

∫
Cx

π∞(ξ)2G(τx(ξ)|ξ)
2dξ + εN(α),

où
εN(α) =

∫
Cx

ĜN(ξ, τx(ξ))
2dξ − 2

∫
Cx

ĜN(ξ, τx(ξ))π∞(ξ)G(τx(ξ)|ξ)dξ.

α apparait seulement dans εN(α), c’est donc cette quantité qu’on cherche maintenant
à minimiser. Certes, l’inconnue π∞(ξ)G(τx(ξ)|ξ) continue à y apparaitre, mais on peut
contourner cette difficulté par la validation croisée : l’intégrale contre π∞(ξ)G(τx(ξ)|ξ)dξ
peut être estimée en évaluant l’intégrande le long d’une chaîne de Markov dont la loi
est celle-ci !

L’ISE que nous considérons ici n’est pas classique car fonction de données Markov et
intégrée le long du flot. Mais la difficulté principale, spécifique aux PDMPs, que nous
rencontrons concerne l’étape de validation croisée : en effet, il n’y a presque sûrement
aucune donnée sur Cx dès que d ≥ 2. Pour traiter ce problème, nous allons considérer
pour la validation croisée les données présentes dans le tube Tx,ρ de rayon ρ autour de
Cx,

Tx,ρ =
⋃

y∈Dx,ρ

Cy,

où Dx,ρ est l’intersection de la boule ouverte de centre x et de rayon ρ avec l’hyperplan
orthogonal à Cx. Par abus de notation, on note τx(ξ) le temps déterministe d’atteinte de
Dx,ρ partant de ξ ∈ Tx,ρ. L’estimateur de εN(α) est obtenu à partir de l’observation d’un
autre PDMP (Xt)t∈R+

, indépendant du premier et de même loi,

ε̂N,N,ρ(α) =

∫
Cx

ĜN(ξ, τx(ξ))
2dξ

−
2Γ
(
d−1
2

+ 1
)

Nπ
d−1

2 ρd−1

N−1∑
k=0

ĜN
(
XTk , τx(XTk)

)
1Tx,ρ

(XTk)1(τx(XTk
),+∞)(Sk+1),

où Γ désigne la fonction Gamma d’Euler. Sous des hypothèses de régularité addition-
nelles [P9, Assumptions 3.13], on a le résultat de convergence suivant qui nous assure la
bonne marche de la méthode de validation croisée.

Proposition 5 [P9, Proposition 3.14] Conditionnellement à l’observation de (Xt)t∈R+
,

lim
N→+∞
ρ→0

ε̂N,N,ρ(α) = εN(α) p.s.

En pratique, on ne s’attend pas à observer un second PDMP indépendant du premier.
On peut dans ce cas séparer la trajectoire observée en deux parties, l’une servant à
calculer les estimateurs et l’autre à l’apprentissage des paramètres de lissage.

L’algorithme d’estimation regroupant toutes les étapes développées ici a été implé-
menté et testé sur des exemples d’applications, dont des données réelles de propaga-
tion de fissure, en dimensions 1 et 2 [P9, 4 Simulation study].
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1.5 Conclusion et perspectives

[P9] a clos l’aventure débutée pendant la thèse autour de l’estimation du taux de saut
d’un PDMP général observé en temps long. Les spécificités de ces processus l’ont rendue
passionnante. Il était difficile de prévoir a priori que la stratégie de Nelson-Aalen, basée
sur le modèle à intensité multiplicative, s’avèrerait si ardue alors que la proximité PDMPs
/ processus de renouvellement markoviens la rendait si naturelle. Ce sont les calculs qui
ont permis d’aller contre l’intuition et de développer malgré tout un premier algorithme
d’estimation de la loi conditionnelle des durées inter-saut. Lorsqu’on cherche à minimiser
la variance asymptotique, il faut à nouveau aller contre l’intuition et mener les calculs
pour comprendre qu’il faut maximiser π∞(ξ)G(τx(ξ)|ξ) le long du flot et non la loi invarian-
te, ce qui a nécessité d’établir le théorème 4. Enfin, la mise en place de la validation
croisée a permis de mettre en évidence une difficulté déjà rencontrée dans [P3] lors de
l’estimation du noyau Q : dès la dimension 2, lorsque Q est à densité, on ne dispose pas
de données le long du flot. L’estimation des PDMPs recèle bien des surprises.

Mais finalement, laquelle des deux stratégies développées dans [P6] et [P9] est-elle la
plus performante ? Il est très difficile de répondre à cette question notamment car les
cadres de travail ont un peu évolué au cours du temps. Dans [P6], le temps et l’espace
sont traités différemment (lissage vs discrétisation) et je souhaitais unifier les deux ap-
proches, certes au prix d’un espace d’état moins général. En fait, si [P9] est écrit pour un
processus défini sur Rd, toute la démarche et les preuves s’adaptent aisément au cas très
utilisé en pratique d’un processus indexé par un mode discret. On peut néanmoins re-
marquer que trois estimateurs ont été nécessaires à la première approche, contre deux
dans la seconde, mais surtout, le retour au processus d’origine nous oblige à intégrer
en espace contre la seconde variable. Devoir estimer sur tout l’espace pour un résul-
tat ponctuel reste décevant et a grandement motivé [P9–10]. Afin de répondre plus
rigoureusement, il faudrait selon moi reprendre le modèle à intensité multiplicative sur Rd

avec lissage en espace et s’attacher à montrer un théorème de la limite centrale, dont
la variance serait comparée à celle obtenue dans [P9] pour f(t|x).

On voit qu’il n’est pas très judicieux d’estimer λ̃(t|x, y) pour revenir aux caractéristiques
du processus d’origine, mais on pourrait procéder autrement : approcher directement la
fonction de survie associée G̃(t|x, y) par l’estimateur de Kaplan-Meier [61] (ce qui se fait
comme pour l’estimateur de Nelson-Aalen sous l’hypothèse de l’intensité multiplicative),
puis appliquer un lissage en temps afin d’obtenir un estimateur direct de f̃(t|x, y). En
dérivant [P6, eq. (22)], on a

f̃(t|x, y) ∝ f(t|x)Q(y|Φ(t|x)).

En remplaçant f̃(t|x, y) par l’estimateur ainsi construit dans cette équation, puis en inté-
grant sur y, on obtient un estimateur, certes non-normalisé, de f(t|x). On souffre toujours
du problème de l’estimation globale pour n’estimer qu’en un point, mais cette méthode
est indubitablement plus directe. C’est elle qu’il faudrait comparer à l’approche quo-
tient.

L’intérêt principal de [P10] est de montrer une autre application de [P6] tout en explo-
rant une nouvelle façon de revenir au processus d’origine. Mais il présente aussi deux
limites conséquentes :

• En se contentant de λ(x) = λ(Φ(0|x)), on n’estime le taux de saut qu’en les points
chargés par Q(dy|x). Certes, il est normal en temps long de n’estimer que sur le
support de la loi invariante, mais, concernant la composée λ◦Φ, c’est sur le support
de la loi invariante de (XTn , Sn+1)n∈N qu’on aimerait estimer.
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1 Estimation du taux de saut d’un processus markovien déterministe par morceaux

• L’hypothèse que le support de Q(dy|x) est fini est déjà plutôt restrictive, mais sup-
poser de plus qu’il ne dépend pas de x est vraiment très fort. Pour éviter cette
hypothèse et améliorer la méthode d’estimation en la rendant applicable à des
noyaux à densité, on pourrait mettre en place une approche en deux étapes :
d’abord, discrétiser l’espace d’état, e.g. par des méthodes de quantification opti-
male en norme Lp [50] (techniques que j’avais étudiées pour de la régression semi-
paramétrique dans [P1]), puis appliquer l’estimateur de [P10] sur cette grille. C’est
l’idée à peine abordée dans la partie numérique de [P10] mais qui pourrait avoir
un certain intérêt pratique.

La limite de [P9] est de se contenter de l’estimateur de variance asymptotique mi-
nimale quand on pourrait combiner la famille d’estimateurs obtenue afin de construire
un meilleur estimateur (variance plus petite, meilleure vitesse...) : c’est le problème de
l’agrégation d’estimateurs [88]. Dans notre cadre de travail, les estimateurs sont en quan-
tité indénombrable, indexés le long du flot, et dépendants les uns des autres à travers les
données partagées dans les noyaux en temps et en espace. Si on s’inspire de la stratégie
développée dans [72] pour agréger ces estimateurs, il nous faudrait étudier leurs corréla-
tions, ce qui s’annonce pour le moins difficile mais sans aucun doute riche en rebondisse-
ments.

De mon point de vue, les algorithmes développés dans [P6] et [P9] n’ont pas vocation
à être appliqué à des cas pratiques pour lesquels on a un minimum d’expertise. Tenir
compte des particularités du modèle ne peut qu’améliorer l’estimation, et [44, 66, 67] en
sont de très bons exemples dans un cadre non-paramétrique et en temps long. Je vois
plutôt ces problèmes comme un moyen d’acquérir de la connaissance sur les PDMPs et
leurs spécificités, en particulier sur ce qui les différencie des processus de renouvellement.
Par ailleurs, ces études nous fournissent des clés au moment de mettre en œuvre une
méthode spécifique à un problème statistique faisant intervenir des PDMPs.
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2
À la croisée des chemins

Croisements des processus markoviens
déterministes par morceaux

Ce chapitre est dédié à des problèmes statistiques faisant intervenir des croisements
de processus markoviens déterministes par morceaux (PDMPs pour l’anglais piecewise-
deterministic Markov processes), et devrait être lu après le chapitre 1 (ou du moins sa
partie introductive) afin de disposer de certains prérequis. Deux publications indépen-
dantes seront présentées : [P7] porte sur l’estimation des caractéristiques d’absorption
d’un modèle de croissance-fragmentation, alors que [P12] propose un estimateur du
nombre moyen de croisements dans un cadre général.

2.1 Croisements

Dans le chapitre 1, on se pose la question de l’estimation des paramètres d’un PDMP
aussi général que possible, observé en temps long, et sous une hypothèse d’ergodicité.
En particulier, on montre comment estimer le taux de saut d’un tel processus. Mais les
paramètres de la dynamique ne sont pas nécessairement des quantités d’intérêt pour
certaines applications. D’autres caractéristiques, fonctions des trajectoires, peuvent être
pertinentes, comme la valeur moyenne du processus ou le nombre moyen de sauts ayant
eu lieu pendant un certain intervalle de temps.

On s’intéresse ici à l’une de ces fonctionnelles, précisément aux croisements de la tra-
jectoire d’un PDMP avec un seuil critique. Dans les applications, ce dernier correspond à
un niveau à ne pas dépasser sous peine d’engendrer une situation à risque. Il peut s’agir
d’un modèle décrivant la présence d’un contaminant alimentaire dont on ne souhaite
pas qu’il soit en excès, comme dans [12]. Cette situation apparait également en fia-
bilité où le PDMP en jeu décrit la taille d’une fissure [25] ou un niveau de corrosion [36]
dont la valeur ne doit pas dépasser un seuil d’alerte. Dans ces trois cas, le seuil critique
correspond à une valeur haute du processus, mais il peut également s’agir d’une valeur
basse : lorsqu’on modélise le capital d’un ménage par un PDMP, c’est une valeur mini-
male (représentant un seuil de pauvreté) qu’il faut éviter de franchir [65].
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2 Croisements des processus markoviens déterministes par morceaux

Ces problèmes appliqués peuvent être appréhendés essentiellement sous deux angles
différents :

• Sous l’angle statistique, on cherche à estimer les caractéristiques des croisements,
comme la probabilité de croisement, la loi de l’instant de premier croisement, le
nombre moyen de croisements, etc. C’est le point de vue de [12, 25], mais aussi de
ce chapitre.

• Avec le regard de la théorie du contrôle, on suppose qu’on peut intervenir sur la
dynamique afin d’éviter ou de retarder la situation risquée. [36] traite par exemple
d’un problème d’arrêt optimal : on cherche à stopper la trajectoire avant que
celle-ci n’atteigne le niveau critique de corrosion d’un matériel, mais évidemment
le plus tard possible pour éviter des maintenances trop fréquentes.

Ce chapitre présente deux publications plutôt différentes, mais qui traitent toutes les
deux du problème statistique de l’estimation des caractéristiques des croisements. [P7],
présentée dans la section 2.2, porte sur un modèle spécifique de croissance-fragmenta-
tion issu d’une application des PDMPs en assurance [65]. Le croisement d’intérêt a lieu
lors d’un saut du processus et correspond à son absorption (non-souhaitée) dont on va
chercher à estimer la probabilité et la loi de l’instant en fonction de la condition initiale
de la trajectoire. Dans [P12], décrite dans la section 2.3, on vise cette fois à estimer
le nombre moyen de croisements continus (c’est-à-dire qui ne sont pas dus à un saut)
d’une hyper-surface par un PDMP général sur Rd.

2.2 Caractéristiques d’absorption

2.2.1 Un problème d’assurance

Le modèle en jeu dans cette partie est le processus de Markov (Xt)t∈R+
de générateur

Lf(x) = rmax(x − 1, 0)f ′(x) + λ

∫1
0

(f(zx) − f(z))G(z)dz,

où r et λ sont strictement positifs et G est une densité sur [0, 1]. Sa dynamique peut être
décrite ainsi :

• Partant d’une condition initiale plus grande que 1, le processus croit exponentielle-
ment au taux r, alors que si celle-ci est plus petite que 1, il reste constant.

• Le processus subit ponctuellement des fragmentations : le processus décroit instan-
tanément d’une certaine fraction de sa valeur, fraction tirée selon G, à des instants
aléatoires distribués selon un processus de Poisson de paramètre λ.

On peut dès lors noter que l’intervalle [0, 1] est absorbant : lorsqu’une fragmentation
amène le processus dans cet intervalle, il y reste piégé et va inexorablement plonger
vers 0 au fil des fragmentations futures.

Ce modèle provient de [65] et relève en fait de problématiques d’assurance. On sup-
pose qu’un foyer parvient à épargner à taux constant une part de ses revenus (la part
au-dessus de 1, en unité arbitraire) et se constitue donc une épargne exponentiellement
croissante au cours du temps. À des instants aléatoires, le foyer subit des événements
indésirables qui l’amènent à puiser dans ses ressources. Lorsqu’une fragmentation fait
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2 Croisements des processus markoviens déterministes par morceaux

plonger le capital du foyer dans l’intervalle [0, 1], il y reste : c’est le piège de la pauvreté
(poverty trap en anglais). Les taux λ et r sont ce qu’ils sont, mais le foyer peut prendre
une assurance qui l’aidera lors des événements fâcheux, avec deux conséquences :

• La part des revenus que le foyer parvient à épargner est réduite par le coût de
l’assurance : il s’agit maintenant de la part au-dessus de 1 + ϵ.

• L’assurance permet au foyer de moins dépenser lors des fragmentations : la fraction
de capital perdue sous la nouvelle loi G a tendance à être plus petite que sous la
précédente loi. Mais attention, le piège de la pauvreté est aussi plus grand : [0, 1+ϵ].

Le problème qui se pose alors au foyer est de trouver une assurance G qui lui permet-
te d’éviter d’atteindre la pauvreté (ou plutôt de l’atteindre avec une probabilité suf-
fisamment faible ou dans un temps suffisamment long) avec un coût ϵ qui lui permette
de continuer à épargner, le tout en tenant compte de son capital initial.

Les auteurs de [65] proposent notamment une technique numérique de calcul de la
probabilité d’absorption, en présence ou non d’une assurance, afin de discuter la possi-
bilité d’éviter le piège de la pauvreté. Constatant que les paramètres d’un tel processus
sont a priori inconnus (sauf r qu’il suffit de demander à la banque), nous posons dans
[P7] la question de l’estimation de la probabilité d’absorption, mais aussi de la loi du
temps d’absorption. Ces quantités sont faciles à estimer par leur équivalent empirique
lorsqu’on dispose d’observations indépendantes de plusieurs processus. Cependant, il
faut noter que le triplet (λ,G, r) dépend du foyer. Il en est de même pour les caractéris-
tiques d’absorption qui devraient donc être estimées à partir d’une seule trajectoire.

On suppose donc qu’on observe une seule trajectoire du processus (Xt)t∈R+
en temps

long. Comme le taux r est connu, ainsi qu’on l’avait remarqué dans le chapitre précé-
dent, il est équivalent d’observer la dynamique en temps continu ou seulement lors des
fragmentations, dont la suite des instants est notée (Tn)n∈N. On s’intéresse à l’estimation
de la probabilité d’absorption

p(x) = P(∃ t, Xt ∈ [0, 1]|X0 = x),

et de la loi de l’instant d’absorption

tm(x) = P(XTm ∈ [0, 1], XTm−1
/∈ [0, 1]|X0 = x).

Si elle n’est pas considérée dans [65], la loi de l’instant d’absorption parait être un ex-
cellent complément à la loi d’absorption dans le problème pratique d’assurance : si le
piège de la pauvreté doit advenir mais dans un temps supérieur à la durée de vie du
foyer, l’assurance parait peu utile.

2.2.2 Estimation semi-paramétrique d’un PDMP absorbant

Le processus (Xt)t∈R+
est un PDMP (cf. le chapitre 1) sur R+ dont les caractéristiques

locales sont les suivantes :

• Le taux est constant de valeur λ ;

• Le noyau de transition Q(dy|x) est donné par

Q(dy|x) =
1

x
G
(y
x

)
dy ;
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2 Croisements des processus markoviens déterministes par morceaux

• Le flot Φ(t|x) est donné par

Φ(t|x) =

{
(x − 1) exp(rt) + 1 si x > 1,

x sinon.

La loi des transitions peut sembler peu intuitive en regard de la description qualitative de
la dynamique qui a été faite plus tôt. En fait, on peut montrer qu’il existe une suite i.i.d.
(Yn)n∈N de loi G telle que

XTn = Φ(Tn − Tn−1|XTn−1
)Yn.

Les Yn représentent les fractions de capital restant après les épisodes de fragmentation.

Dans le cas de l’observation de plusieurs trajectoires i.i.d., les caractéristiques d’absorp-
tion peuvent être estimées par leur équivalent empirique. Mais, comme dans le chapitre
précédent, une seule version du processus est observée, jusqu’au Ne saut. Notre seul
accès aux deux quantités d’intérêt p(x) et tm(x) est donc le calcul, et celui-ci fera sans
le moindre doute intervenir les inconnues λ et G. Celles-ci sont faciles à estimer : comme
on vient de le voir, les durées inter-fragmentation et les fragmentations elles-mêmes sont
i.i.d. Nous ne posons pas la question de leur estimation mais celle de l’estimation des
caractéristiques d’absorption à partir de ces estimateurs.

Le cadre statistique est assez similaire à celui envisagé dans le chapitre précédent : on
observe une seule trajectoire en temps long. On note deux différences principales :

• L’estimation des caractéristiques locales ne présente pas de difficulté particulière
puisque la dynamique s’exprime comme fonction de variables i.i.d.

• Aucune hypothèse d’ergodicité ici puisque le processus est absorbant.

Nous sommes face à un problème d’estimation semi-paramétrique puisque la forme
de G n’est pas spécifiée. Nous la supposons néanmoins bornée et telle que∫1

0

G(u)/udu < 1 + r/λ,

(cf. [P7, Assumptions 3.1] mais aussi les conditions imposées dans [P7, Theorems 3.6 & 3.8]).

De plus, on suppose qu’on dispose d’estimateurs λ̂N et ĜN de λ et G, construits à partir
de l’observation des N premières fragmentations, qui vérifient les hypothèses suivantes :

• Il existe 0 < λ∗ < λ < λ∗ tels que λ̂N ∈ [λ∗, λ
∗] ;

• λ̂N
P→ λ ;

• ∥ĜN − G∥∞ → 0 ;

•
∫1
0
|ĜN(u) − G(u)|u

−1du
P→ 0.

Les deux premières conditions sont satisfaites par l’estimateur du maximum de vraisem-
blance tronqué : la tâche de déterminer λ∗ et λ∗ est laissée à un expert. La troisième est
vérifiée si G est uniformément continue par l’estimateur de Parzen-Rosenblatt [83, 89]
avec une condition additionnelle sur les fenêtres de lissage. Seule la quatrième hy-
pothèse peut sembler baroque, mais nous montrons dans [P7, C Discussion on the condi-
tion CG2 ] qu’elle est vraie pour l’estimateur de Parzen-Rosenblatt dès lors que G est nulle
sur un petit intervalle autour de 0 et suffisamment régulière.
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2.2.3 Estimation du noyau de (XTn)n∈N

Le noyau R(dy|x) de la chaîne de Markov (XTn)n∈N est à densité R(y|x) par rapport à la
mesure de Lebesgue. Celle-ci s’écrit [P7, Proposition 3.2]

R(y|x) =

{
λ(x−1)λ/r

r

∫min(y/x,1)

0
G(u)uλ/r(y − u)−λ/r−1du si x > 1,

1
x
G
(
y
x

)
sinon.

La densité conditionnelle R(y|x) est centrale pour exprimer les quantités d’intérêt p(x)
et tm(x). Son estimateur R̂N(y|x) est obtenu par plug-in en remplaçant les paramètres
inconnus λ et G par leur estimateur vérifiant les hypothèses ci-dessus. On montre la con-
vergence uniforme de cet estimateur.

Proposition 6 [P7, Corollary 3.4] R̂N(y|x) converge, uniformément sur [0,+∞)× [1,+∞), en
probabilité vers R(y|x).

Ce résultat est établi via une majoration de l’erreur uniforme entre R̂N(y|x) et R(y|x) par
les erreurs d’estimation de λ et de G [P7, Proposition 3.3]. C’est en fait cette majoration
qui est utilisée dans les démonstrations des convergences à venir.

2.2.4 Estimation de la probabilité d’absorption

L’idée ici est d’exprimer p(x) comme solution d’une équation de Fredholm du second
type sur L1(1,+∞) [P7, Proposition 3.5],

p − Kp = s,

où l’opérateur intégral K est défini par

K : h ∈ L1(1,+∞) 7→ ∫+∞
1

h(y)R(y|x)dy,

et s(x) =
∫1
0
R(y|x)dy. De manière classique, lorsque la norme subordonnée ~K~ est stricte-

ment inférieure à 1, l’unique solution de cette équation peut être approchée numérique-
ment en itérant l’opérateur K : après M itérations, p peut être approchée par

pm =

M∑
m=0

Kms.

On construit des estimateurs de l’opérateur K et de la fonction s en remplaçant dans leur
expression R(y|x) par son estimateur R̂N(y|x). On obtient l’estimateur suivant de p,

p̂M,N =

M∑
m=0

K̂mN ŝN,

dont la convergence est énoncée dans le résultat qui suit.

Proposition 7 [P7, Theorem 3.6] L’équation de Fredholm p − K̂Np = ŝN a une unique solu-
tion et ∥p̂M,N − p∥1 tend vers 0 en probabilité lorsque M et N tendent vers l’infini.
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2.2.5 Estimation de la loi de l’instant d’absorption

On montre que la suite (tm)m∈N donnant la loi de l’instant d’absorption (comme fonction
de la condition initiale) vérifie l’équation récursive

tm = Ktm−1,

avec t1(x) =
∫1
0
R(y|x)dy [P7, Proposition 3.7]. La suite des estimateurs (̂tm,N(x))m∈N est

construite selon la même équation récursive dans laquelle l’opérateur K a été remplacé
par son estimateur K̂N, i.e. le noyau R(y|x) a été remplacé par R̂N(y|x),

t̂m,N = K̂Nt̂m−1,N,

avec t̂1,N(x) =
∫1
0
R̂N(y|x)dy.

On peut alors remarquer le lien existant entre p̂M,N et la suite (̂tm,N)m∈N,

p̂M,N = ŝN +

M∑
m=1

t̂m,N.

Cette relation nous dit que les deux caractéristiques d’absorption peuvent être estimées
en une seule passe, mais aussi que le schéma numérique mis en place pour l’estimation
de p consiste à faire l’approximation suivante, pour M grand,

P(∃m,XTm ∈ [0, 1]|X0 = x) ≃ P(∃m ≤M,XTm ∈ [0, 1]|X0 = x). (12)

Et on a le résultat de convergence suivant.

Proposition 8 [P7, Theorem 3.8] Pour toutm, ∥tm− t̂m,N∥1 tend vers 0 en probabilité quand
N tend vers l’infini.

Outre les démonstrations des résultats de convergence, la suite de [P7] en présente
des illustrations numériques.

2.3 Nombre moyen de croisements

2.3.1 Un problème de GPS

On considère ici un PDMP sur Rd et on se donne une barrière, i.e. une hyper-surface de
l’espace d’état. On se demande combien de fois en moyenne la trajectoire va-t-elle
franchir cette barrière de manière déterministe, i.e. à un autre instant que lors d’un saut,
sur un horizon temporel [0, T ].

Dans le modèle de croissance-fragmentation précédent, le passage de la barrière 1
ne peut se produire qu’une fois, mais surtout se produit lors d’un saut et non en suivant
le flot déterministe. On peut par contre se donner une barrière x∗ ≫ 1 (correspondant
à un capital critique entrainant le paiement de nouveaux impôts par exemple) et se
poser la question du franchissement de cette barrière, qui cette fois ne peut avoir lieu
que de manière déterministe, mais peut bel et bien survenir plusieurs fois à cause des
fragmentations.

On suppose maintenant que la trajectoire du processus est échantillonnée sur une grille
temporelle discrète (tk)k∈N, i.e. on dispose des (Xtk)k∈N. Un franchissement de l’hyper-
surface S a lieu lorsque [Xtk , Xtk+1

] ∩ S ̸= ∅, sans qu’on soit capable de distinguer les
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Figure 3: Trajectoire déterministe par morceaux (les sauts induisent des changements
brusques de direction) franchissant la barrière S 4 fois mais échantillonnée d’un
seul côté de celle-ci. Les vecteurs vitesses évalués en t1 et en t4 nous ren-
seignent sur la possibilité d’un croisement entre t1 et t2 et entre t4 et t5. A con-
trario, le vecteur vitesse en t3 nous indique qu’un croisement entre t3 et t4 est
peu vraisemblable.

franchissements déterministes de ceux dus à des sauts sans hypothèses de modélisation.
Bien sûr, si l’échantillonnage est suffisamment précis (par rapport à la vitesse du proces-
sus), on ne rate aucun croisement de S. Mais dans le cas contraire, on peut être amené
à sous-estimer largement le nombre de croisements. Faisons alors l’hypothèse qu’on rate
un croisement ayant eu lieu entre les instants tk et tk+1, i.e. Xtk et Xtk+1

sont du même
côté de l’hyper-surface S. Si nous disposons de plus du vecteur vitesse Ẋtk , alors on a un
indice exploitable sur l’éventualité du croisement raté ! C’est ce que décrit la figure 3.

Lorsqu’ils analysent le comportement d’animaux marins à partir des trajectoires qu’ils
suivent, les biologistes se renseignent sur leur éloignement du nid via les franchissements
de barrières virtuelles concentriques autour de celui-ci. C’est le cas dans [45] qui étudie
des Goëlands bruns autour de leur nid basé sur l’île de Spiekeroog (île allemande de
la mer du Nord). Les trajectoires sont enregistrées par des équipements portatifs GPS
installés sur les oiseaux. Si on ajoute que certains GPS sont pourvus d’un accéléromètre
fournissant une estimée du vecteur vitesse de la trajectoire, on comprend la pertinence
du problème posé ci-dessus dès lors que les trajectoires peuvent être modélisées par des
PDMPs.

Dans [P12], nous supposons que nous observons un PDMP et son vecteur vitesse le long
d’une grille temporelle, et nous nous posons la question, sous différentes hypothèses, de
l’estimation du nombre moyen de croisements continus d’une hyper-surface.

2.3.2 Processus vs hyper-surface

Nous nous intéressons donc aux croisements continus d’un PDMP (Xt)t∈R+
, défini sur Rd,

avec une hyper-surface S. Néanmoins, l’article [P12] est écrit pour la classe plus générale
des processus lisses par morceaux (telle qu’introduite dans [17]), pour lesquels la distribu-
tion des sauts provient d’un processus ponctuel marqué. En particulier ces processus ne
sont en général pas markoviens. Par ailleurs, on suppose que le flot Φ(·|ζ) est solution du
problème de Cauchy

dx

dt
(t) = r(x(t)), avec x(0) = ζ,

où r est dérivable à dérivée continue.

Les conditions demandées au PDMP sont classiques et peu restrictives : outre la non-
explosion du processus ponctuel marqué [P12, Assumption 2.1], on suppose que, pour
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tout t, Xt admet une densité pt par rapport à la mesure de Lebesgue [P12, Assumption 2.2].

S est une hyper-surface compacte de Rd supposée C1. Dès la dimension 2, S est définie
comme la frontière d’un domaine de Rd, ce qui nous donne accès au vecteur unitaire
sortant normal à la surface en x, noté ν(x). En dimension 1, S = {x} et ν ≡ 1 par conven-
tion.

On dit que le PDMP (Xt)t∈R+
croise continûment S à l’instant τ si les deux conditions

suivantes sont remplies :

• Xτ− = Xτ ∈ S ;

• Il existe δ > 0 tel que Xt /∈ S pour tout t ∈ (τ − δ, τ + δ) \ {τ}.

Nous supposons enfin que le flot n’atteint pas S de manière tangentielle, i.e. pour tout
x ∈ S, le produit scalaire (r(x), ν(x)) est non-nul [P12, Assumption 2.3]. De plus, le nombre
(déterministe) de croisements de S suivant le flot depuis n’importe quelle condition initiale
doit rester fini à n’importe quel horizon fini.

2.3.3 État de l’art et objectif

En dimension 1, la barrière est un réel x et on a la formule suivante pour le nombre moyen
de croisements C(x,H) de celle-ci sur l’intervalle [0,H] par un processus non-stationnaire,

C(x,H) = |r(x)|

∫H
0

pt(x)dt. (13)

Ce résultat est énoncé et démontré dans [33]. On en trouve une version dans le cas
multi-dimensionnel mais pour des processus stationnaires dans [17]. Dans ce contexte,
l’objectif de [P12] est triple :

• Fournir une nouvelle démonstration de l’équation (13) (via le temps local) ;

• Étendre l’équation (13) à des processus non-stationnaires multi-dimensionnels ;

• Montrer l’intérêt d’un tel résultat pour le problème statistique cité dans l’introduction.

2.3.4 Formule de Kac-Rice

Le résultat principal de [P12] fournit le nombre moyen de croisements d’une hyper-surface
S par un PDMP non-stationnaire sur une fenêtre temporelle donnée.

Théorème 9 [P12, Theorem 2.10] Le nombre moyen C(S,H) de croisements de S sur
l’intervalle [0,H] est donné par

C(S,H) =

∫
S

|(r(x), ν(x))|

∫H
0

pt(x)dt hd−1(dx),

où hd−1 est la mesure de Hausdorff de dimension d − 1 sur Rd.

Les formules données dans [17, 33] peuvent alors être vues comme des cas particuliers
de ce résultat. De plus, on peut se contenter des croisements sortants (respectivement,
des croisements entrants) en remplaçant |(r(x), ν(x))| par max((r(x), ν(x)), 0) (respective-
ment, par −min((r(x), ν(x)), 0)).
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2.3.5 Estimation du nombre moyen de croisements

Afin de construire un estimateur de C(S,H), on envisage de procéder par plug-in en rem-
plaçant la densité inconnue pt apparaissant dans son expression par un estimateur. Dans
le cas stationnaire pt = p0, la densité du processus peut être estimée à partir d’une
seule trajectoire observée en temps long. Dans le cas non-stationnaire (et en l’absence
d’hypothèses de modélisation), seule l’observation de plusieurs trajectoires nous permet
d’accéder à cette quantité. Les deux cas sont considérés dans [P12] mais on se con-
tente ici du second.

On observe N trajectoires i.i.d. (Xnt )t∈R+
le long d’une grille temporelle régulière ti =

H(i− 1)/(M− 1), 1 ≤ i ≤M. Au pas de temps ti, la densité pti est estimée pour tout x ∈ S
par la méthode à noyau

p̂ti,N(x) =
1

N
√

det(BN)

N∑
n=1

Kd
(
B
−1/2
N

[
x − Xnti

])
,

où la fenêtre de lissage BN est une matrice symétrique définie positive. L’estimateur
ĈN,M(S,H) de C(S,H) est alors

ĈN,M(S,H) =

∫
S

|(r(x), ν(x))|
H

M − 1

[
M∑
i=1

p̂ti,N(x)

]
hd−1(dx).

Sous des hypothèses techniques sur le noyau Kd et la suite (BN)N∈N, on a le résultat de
consistance suivant.

Théorème 10 [P12, Theorem 3.1] ĈN,M(S,H) converge presque sûrement vers C(S,H)
lorsque N et M tendent vers l’infini.

La suite de [P12] consiste en une étude de simulations [P12, 4 Simulation study on piece-
wise deterministic Markov processes] visant notamment à comparer la formule de Kac-
Rice estimée à l’évaluation empirique (qui compte simplement les croisements). Dif-
férents modèles sont considérés, en dimensions 1 et 2, pour des processus stationnaires
et non-stationnaires continus (les sauts n’induisent que des changements de direction).
Notons que dans ce cas, l’estimateur empirique ne peut que sous-estimer (au sens large)
le nombre de croisements (le biais décroissant avec le pas de temps de la grille). Lorsque
les sauts affectent également la position, l’évaluation empirique compte également les
franchissements non-continus et peut alors (selon la fréquence des sauts et le pas de
temps) sur-estimer la cible.

Une illustration sur les données de [45] (trajectoires de Goélands brun autour de leur
nid) est également réalisée [P12, 5 Terrestrial and marine behaviors of a seabird species]
avec la limite suivante : les données GPS ne contenant pas les vecteurs vitesses, ceux-ci
ont été estimés. L’application de la formule de Kac-Rice n’utilise donc aucune infor-
mation de modèle supplémentaire par rapport à l’évaluation empirique. Les résultats
obtenus sont évidemment très similaires à une différence notable près. Si on regarde
C(S,H) comme une fonction de la distance de S au nid (qui permet typiquement de
quantifier l’éloignement des oiseaux), la formule de Kac-Rice fournit une estimation plus
lisse que l’évaluation empirique [P12, Fig. 14]. En effet, elle fait intervenir une estimation
lisse de la densité des trajectoires, qui a pour conséquence de lisser en espace le nombre
de croisements.

45
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2.4 Conclusion et perspectives

[P7] et [P12] ont permis d’aborder la question de l’estimation de fonctionnelles de PDMPs,
liées aux croisements d’un seuil ou d’une hyper-surface, par des méthodes de plug-in.
Même si le modèle de [P7] est très spécifique alors que celui de [P12] est assez général,
la difficulté dans les deux cas est d’exprimer la cible en fonction de paramètres locaux
facilement estimables puis d’étudier comment l’erreur d’estimation se propage de ceux-
ci jusqu’à la cible.

Dans [P7], les caractéristiques d’absorption du PDMP (Xt)t∈R+
sont définies comme

celles de la chaîne de Markov (XTn)n∈N et sont estimées comme telles via son noyau
R. Néanmoins, ce sont les caractéristiques G et λ qui sont accessibles : la difficulté du
problème réside donc dans l’expression particulière de R en fonction de celles-ci. Il s’agit
donc bien d’un problème de statistique des PDMPs et non des chaînes de Markov. On
peut malgré tout arguer que la loi de l’instant d’absorption comme instant de fragmenta-
tion du processus ne se situe pas dans l’échelle de temps (continu) du processus d’intérêt
mais dans celui (discret) de sa chaîne embarquée. C’est une limite de l’approche suivie
dans [P7] : il serait plus intéressant du point de vue de l’application d’estimer la loi de
inf {t ≥ 0 : Xt ∈ [0, 1]}, directement ou via tm(x).

Au delà du potentiel intérêt applicatif, [P7] fournit un exemple d’approche hybride
statistique / numérique pour les PDMPs. Certes les hypothèses sur les caractéristiques
locales et les résultats de convergence sont spécifiques à la forme du noyau R mais
la méthodologie est générique et peut facilement s’adapter à d’autres modèles. Par
ailleurs, il serait judicieux de comparer cette approche calculatoire à celle développée
dans [12] (appelée dans l’article simulation-based statistical inference) qui consiste à :

• Estimer les caractéristiques locales ;

• Simuler le modèle avec les paramètres estimés ;

• Estimer la quantité d’intérêt par Monte Carlo.

L’erreur issue de la mise en place de la méthode de Monte Carlo est très comparable
à l’erreur numérique due à l’approximation (12) dans notre problème. Et dans les deux
cas, on se demande comment va se propager l’erreur d’estimation à travers la méthode
de calcul de la quantité d’intérêt. L’une de ces deux approches est-elle universellement
meilleure que l’autre ? Si la réponse est non, peut-on identifier les familles de modèles sur
lesquelles l’une est plus efficace que l’autre ?

Finalement, je vois surtout [P7] comme un premier pas vers le problème plus intéressant
(du moins du point de vue de l’application) mais aussi plus difficile suivant. Le foyer a
accès à un ensemble fini d’assurances {Gi}1≤i≤I (on peut supposer que l’une d’entre
elles est égale à la loi des fragmentations de base, i.e. correspond en fait à l’absence
d’assurance) et peut en changer à certains instants (e.g. lors des fragmentations pour
conserver un cadre discret). Se pose alors un problème de bandit manchot : il faut
choisir la meilleure assurance (au sens de la probabilité d’absorption par exemple) sans
connaitre les Gi et en ayant donc à les estimer au fil de la trajectoire.

[P12] se distingue des approches statistiques développées dans le chapitre précé-
dant ainsi que dans [P7] par le schéma d’observation sélectionné : échantillonnage
le long d’une grille temporelle vs observation lors des instants de saut. Comme on l’a vu,
lorsqu’on estime les caractéristiques locales du processus, le second schéma est parti-
culièrement adaptée. Pour estimer la formule de Kac-Rice par plug-in, on a besoin de
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la densité du processus au cours du temps et cette fois, c’est l’observation sur une grille
temporelle qui est la plus adéquate. En particulier, les instants de saut ne sont d’aucune
importance. On peut alors se poser la question de l’estimation de la formule de Kac-
Rice lorsque le processus est observé lors des instants de saut, donc via l’estimation de la
densité à partir des caractéristiques locales. Dans le cas non-stationnaire où plusieurs tra-
jectoires sont observées, c’est sans intérêt : en effet, si on accède au processus lors des
instants de saut et que son flot est supposé connu, on dispose d’une estimation directe
par Monte Carlo du nombre de croisements. C’est lorsque le processus est stationnaire
(ou seulement ergodique) et observé en temps long que la question prend tout son in-
térêt : il faudrait alors étudier comment l’erreur d’estimation des caractéristiques locales
se propage jusqu’à la formule des croisements, mais également comprendre laquelle
des stratégies d’inférence présentées dans le chapitre précédent est la plus adaptée à
ce nouveau problème.

Lorsqu’on applique la formule de Kac-Rice aux trajectoires d’oiseaux observées par
GPS, on semble ne faire aucune hypothèse forte de modélisation, en particulier dans le
cas non-stationnaire. On suppose néanmoins que la partie déterministe évolue selon le
flot d’une équation différentielle : cette condition est fausse notamment dans le cadre
de trajectoires aller-retours. On peut malgré cela appliquer la formule de Kac-Rice en
distinguant, au voisinage de la barrière, les trajectoires entrantes de celles sortantes (on
sait qu’elles sont au même nombre car tous les oiseaux retournent au nid, dans les don-
nées utilisées du moins). A contrario, dans certaines zones (plutôt proches du nid, donc
de moins d’intérêt pour étudier leur éloignement), on remarque que les oiseaux peu-
vent être amenés à prendre de nombreuses directions différentes : l’astuce précédente
pourrait encore être appliquée mais après un clustering des trajectoires, qui reviendrait
à modéliser la dynamique par un processus à mode (typiquement : éloignement vers le
sud, retour depuis le sud, etc). L’application généralisée de la formule de Kac-Rice à ce
type de données nécessite donc encore un travail conséquent.
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3
La bifurcation

Noyau des sous-arbres et généralisations

Dans ce chapitre, on étudie un noyau de convolution pour les données arborescentes,
appelé noyau des sous-arbres. La section 3.1 est dédiée à la définition et à la motiva-
tion de ces concepts. On discute la forme exponentielle de la fonction de poids du
noyau des sous-arbres dans la section 3.2. La section 3.3 est consacrée à un nouvel al-
gorithme de calcul de ce noyau, particulièrement efficace dans le cas d’évaluations
répétées, qui permet de définir une nouvelle fonction de poids entrainée sur les données
d’apprentissage. Les sections 3.2 et 3.3 sont basées sur [P18]. La section 3.4 s’appuie sur
[P24] et développe les outils théoriques nécessaires à l’introduction d’un nouveau noyau
de convolution généralisant le noyau des sous-arbres. On conclut et présente quelques
perspectives dans la section 3.5. Ce travail a été effectué dans le cadre de la thèse de
Florian Ingels, de 2019 à 2022.

3.1 Arboriculture

3.1.1 Arbres : de quoi parle-t-on précisément ?

Arbres enracinés Un arbre est un graphe connexe sans cycle. Lorsqu’on désigne l’un
de ses nœuds pour jouer le rôle de racine, on imprime une direction canonique sur le
graphe : depuis n’importe lequel de ses nœuds, en suivant une arête, soit on s’éloigne
strictement de la racine, soit on s’en rapproche strictement. Un arbre T dont un nœud
a été désigné comme racine, notée R(T), est qualifié d’enraciné et est donc un graphe
dirigé. Les notions de parent et d’enfant proviennent de cette direction et découlent
donc directement du caractère enraciné :

• Depuis n’importe quel nœud v, il existe un seul chemin qui amène à se rapprocher
strictement de la racine. Le premier nœud qu’on rencontre sur ce chemin est le
parent de v, noté P(v). La racine est le seul nœud sans parent.

• Les enfants du nœud v sont tous ceux qui ont v pour parent, C(v) = {w : P(w) = v}.
Les nœuds sans enfants sont appelés feuilles de l’arbre : leur ensemble est noté
L(T).
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Figure 4: De gauche à droite : un graphe (non-connexe et avec un cycle) ; un graphe
connexe et sans cycle, i.e. un arbre ; un arbre enraciné (la racine est en haut et
imprime une direction canonique sur le graphe : de haut en bas, on part de la
racine pour arriver aux feuilles) ; un arbre enraciné étiqueté (dont l’espace des
étiquettes est un sous-ensemble de celui des couleurs).

La figure 4 présente le passage du concept de graphe à celui d’arbre enraciné en plus
de celui d’arbre étiqueté qui sera introduit un peu plus tard.

Arbres non-ordonnés On peut estimer que l’ordre des enfants de chacun des nœuds
d’un arbre enraciné n’a pas d’importance : dans ce cas l’arbre est dit non-ordonné.
Formellement, on passe par la notion d’isomorphisme d’arbre : soient T et S deux arbres
et φ : T → S une bijection ; on dit que φ est un isomorphisme d’arbre si elle préserve les re-
lations parent-enfants, i.e. si w ∈ C(v) ⇒ φ(w) ∈ C(φ(v)). (Si on s’autorise à travailler avec
des arbres de taille infinie, on doit ajouter φ(R(T)) = R(S).) L’existence d’un isomorphisme
d’arbre induit une relation d’équivalence sur l’espace des arbres enracinés : l’ensemble
des arbres non-ordonnés est l’espace quotient par celle-ci.

On peut également définir la notion d’arbre ordonné pour laquelle l’ordre des enfants
d’un nœud fait cette fois sens. Il faut noter en revanche qu’une part significative de
la difficulté des travaux qui vont suivre provient du caractère non-ordonné des arbres
considérés. Lorsqu’on sait traiter le cas non-ordonné, il suffit en général de fixer l’ordre
pour passer aux arbres ordonnés. Parfois, la complexité temporelle des algorithmes reste
étonnamment inchangée : déterminer l’existence d’un isomorphisme d’arbre en est un
excellent exemple puisque l’algorithme est linéaire (en la taille des arbres) pour ces deux
classes d’arbres. Néanmoins, si le problème est trivial pour les arbres ordonnés, il est plus
subtil dans le cas non-ordonné [3, Theorem 3.3]. Sauf mention contraire, les arbres de ce
chapitre sont non-ordonnés.

Arbres étiquetés On peut munir chacun des nœuds d’un arbre d’une information addi-
tionnelle dont l’espace d’état reste à ce stade non spécifié, e.g. un ensemble fini ou un
sous-ensemble de Rd. Un tel arbre est qualifié d’étiqueté (cf. de nouveau la figure 4).

Quelques notions importantes Un concept clé dans ce chapitre est celui de sous-arbre :
un sous-arbre T [v] d’un arbre T est l’arbre composé du nœud v et de toute sa descen-
dance dans T . Nous aurons aussi besoin de certaines caractéristiques topologiques,
comme la hauteur : la hauteur H(T) d’un arbre T est la longueur du plus long chemin
qui sépare la racine des feuilles. On peut la définir récursivement,

H(T) =

{
1 + max

c∈C(R(T))
H(T [c]) si T n’est pas réduit à un nœud,

0 sinon.

Autre notion topologique importante, le degré D(T) désigne le nombre maximal d’en-
fants dans l’arbre T ,

D(T) = max
v∈T

#C(v).
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3.1.2 De la modélisation à des problèmes d’apprentissage

Le concept mathématique d’arbre a de nombreux intérêts applicatifs, à la fois (mais pas
seulement) par son apparition spontanée dans la nature et par son utilisation ad infini-
tum en informatique. À propos du second point, on peut mentionner les arborescences
de fichiers sur un ordinateur, la structure inhérente aux langages à balises de type XML
(comme le HTML) ou encore les algorithmes de recherche fondés sur des décompositions
arborescentes de l’espace, comme les octrees en computer graphics [76] ou les algo-
rithmes CART [20] pour des problèmes de classification et de régression. Dans la nature,
on peut penser à toutes les notions de généalogie (des lignées cellulaires aux arbres phy-
logénétiques représentant les relations de parenté entre des groupes d’êtres vivants),
ainsi qu’aux plantes à différentes échelles [47] ou encore aux réseaux formés par les ri-
vières et leurs affluents [69, pp. 130–131]. Les données arborescentes sont ubiquitaires et
requièrent donc une attention particulière quant à leur analyse.

Une question importante porte sur l’acquisition de ce type de données, triviale dans
certains cas (l’arbre caché derrière un fichier HTML se construit linéairement et sans au-
cune source d’erreurs... sinon le développeur lui-même bien sûr), extrêmement ardue
dans d’autres, en particulier en biologie (cf. par exemple [42] sur la reconstruction des
lignées cellulaires en biologie des plantes). La question de l’acquisition n’est pas au cœur
de mes préoccupations : seule [P22] a été l’occasion d’une excursion dans ce monde-là.
Je fais plutôt l’hypothèse que les données sont disponibles et restent à analyser.

La modélisation est fortement connectée à l’acquisition : selon les applications envisa-
gées et en fonction des informations disponibles dans les données, l’arbre sera considéré
ordonné ou non, étiqueté ou non, avec le cas échéant un espace des étiquettes à
identifier. L’échelle des objets étudiés est elle-même importante puisqu’elle peut faire
apparaitre ou disparaitre leur caractère arborescent : les réseaux de rivières ne sont
arborescents que vus de suffisamment loin.

L’étude des données arborescentes dépend évidemment du contexte applicatif, des
hypothèses de modélisation qui peuvent être faites ou non, et surtout de la question
posée. La formulation de celle-ci comme un problème d’apprentissage statistique est
une option qui peut s’avérer pertinente. Par apprentissage statistique, on entend princi-
palement les techniques de classification supervisée via lesquelles on souhaite appren-
dre, à partir de données classées, e.g. des photos de chats et de chiens, un classifieur
capable de prédire avec succès si une nouvelle photo est celle d’un chat ou d’un chien.
Par apprendre, on signifie deux choses :

• Le classifieur ne doit pas avoir été codé de manière explicite mais plutôt entrainé
sur les données disponibles [90].

• Le classifieur devrait s’améliorer lorsqu’on augmente la base de ses données d’en-
trainement [78, 1.1 Well-posed learning problems].

Lorsqu’on s’intéresse à la structure des plantes par exemple, mettre en évidence et com-
prendre les différences entre les phénotypes de différentes espèces peut être traité par
des techniques de classification supervisée, notamment via des algorithmes d’appren-
tissage des représentations. Ceux-ci cherchent à extraire des données d’entrainement
leurs caractéristiques importantes pour le problème de classification, i.e. les caractéris-
tiques qui comptent dans la prédiction, ce qui aide à l’interprétation du classifieur et
donc à la compréhension des données. C’est précisément à ce problème-ci qu’on va
s’intéresser dans ce chapitre. On peut citer [51, 93] pour des utilisations très différentes
(en biologie et en informatique) mais récentes de ce genre de méthodes.
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3.1.3 Approches à noyaux

L’espace des arbres n’admet pas de structure euclidienne [10], ce qui complique leur
étude tout en accroissant évidemment leur intérêt. Ce constat étant fait, je distingue les
grandes approches suivantes pour résoudre le problème de la classification supervisée :

• Un expert peut extraire des caractéristiques vectorielles de chacun des arbres et
ce sont elles qui seront utilisées dans l’algorithme de classification. Elles peuvent
décrire la topologie et/ou la distribution des étiquettes.

• On peut décrire la loi des données par un modèle probabiliste à plusieurs classes,
en estimer ses paramètres, puis affecter la nouvelle donnée à prédire à la classe la
plus vraisemblable selon ce modèle [52, 2.4 Statistical Decision Theory]. Ce type de
stratégie est employé dans [59] ; on pourra également consulter [37].

• L’espace des arbres peut être muni d’une distance [16] qui joue le rôle d’interface
avec l’algorithme de classification, comme celui des k plus proches voisins [52,
13.3 k-Nearest-Neighbor Classifiers].

• Au lieu d’une distance qui augmente avec la dissimilarité des données, on peut au
contraire considérer une fonction noyau qui quantifie leur similarité deux à deux.
Les algorithmes SVM [30] ou les réseaux de neurones convolutifs (cf. [74] pour des
problèmes non-supervisés) utilisent les données à travers le noyau sélectionné.

Sans aller jusqu’à des problèmes de classification, la question de la statistique inféren-
tielle de modèles d’arbres aléatoires sera abordée dans le chapitre 4 dédié à [P13] et
[P25]. [P15–16] et [P26] traitent de sujets fortement liés à des calculs de distance entre
arbres. Son titre est explicite, ce chapitre est consacré à la quatrième de ces approches,
et plus précisément à [P18] et [P24]. Si je ne me suis pas intéressé à la question des ex-
tractions de caractéristiques, nous allons voir qu’elle est, en un certain sens, équivalente
aux approches à noyaux.

Un noyau sur un ensemble E est une fonction K : E2 → R telle que pour tout N-uplet
(X1, . . . , XN) d’éléments de E (N quelconque), la matrice de Gram [K(Xi, Xj)]1≤i,j≤N est
symétrique semi-définie positive. Moralement, K(Xi, Xj) est un moyen d’évaluer la simila-
rité entre Xi et Xj.

Dans la première approche mentionnée ci-dessus, viz. l’extraction de caractéristiques,
on transporte les données depuis leur espace d’état E vers un espace H à travers une
fonction ϕ : E → H. Supposons maintenant que H est un espace de Hilbert, donc muni
d’un produit scalaire ⟨·, ·⟩H, et que l’algorithme de classification qu’on souhaite appliquer
aux ϕ(Xi) utilise ce produit scalaire : c’est le cas notamment si on cherche un séparateur
linéaire des classes [52, 4.5 Separating Hyperplanes]. D’après le théorème de Moore-
Aronszajn, se donner H et ϕ est équivalent à se donner une fonction noyau sur E [7] (cf.
également le théorème de Mercer [30, Theorem 3.6] qui, sous des hypothèses plus fortes,
a précédé [7] de près d’un demi-siècle).

Ce résultat majeur nous dit qu’un noyau K, en plus de quantifier la similarité, est un
émulateur de produit scalaire, sans qu’on ait à identifier l’espace de représentation H,
ni la transformation des données ϕ. La force des approches à noyaux vient alors du
fait que des algorithmes très efficaces (on a déjà mentionné les SVMs et les réseaux de
neurones convolutifs) ne font appel aux données qu’à travers leur produit scalaire. Une
différence majeure entre l’extraction de caractéristiques et les approches à noyaux con-
cerne toutefois ce qu’on modélise : dans le premier cas, on doit décrire la donnée ;
dans le second, on met dans le noyau ce qu’on sait (ou suppose) de la similarité entre
les données.
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3.1.4 Noyaux de convolution ⊃ noyau des sous-arbres

Si la littérature regorge de propositions de noyaux adaptés à des contextes applicatifs
et des problèmes de classification variés (cf. [91] en biologie computationnelle), la diffi-
culté de notre problème est très liée au caractère combinatoire de l’espace auquel on
s’intéresse. La construction par convolution [53] permet d’obtenir de grandes variétés
de noyaux et s’applique non seulement aux arbres mais plus généralement aux espaces
discrets comme les séquences et les graphes. Elle consiste à comparer les arbres sur la
base de leurs sous-structures,

K(T, S) =
∑
s∈S

wsφ(NT (s), NS(s)), (14)

où

• S est un ensemble de sous-structures des arbres ;

• ws est le poids de la sous-structure s ;

• NT (s) et NS(s) comptent le nombre d’occurrences de s dans T et S ;

• φ est un noyau sur N ou R. Dans la littérature, on choisit souvent φ(n,m) = nm, ce
qui restreint la somme aux sous-structures communes à T et S puisque φ(0,m) = 0.

Les notions de sous-structures et de nombre d’occurrences sont volontairement vagues,
mais permettent de regrouper sous une même formulation et sans technicité superflue
pour ce document de nombreux noyaux. On renvoie la lectrice ou le lecteur vers [53]
pour une présentation plus rigoureuse, plus technique, mais aussi plus élégante. Un exem-
ple typique (auquel ce chapitre est consacré) est le noyau des sous-arbres [96], adapté
aux arbres ordonnés ou non, étiquetés ou non. Comme son nom l’indique, l’ensemble
des sous-structures S est l’ensemble des arbres lui-même, et le nombre d’occurrences est
défini comme

NT (s) = #{v ∈ T : T [v] = s},

où le signe = doit être compris dans l’espace quotient.

Lorsqu’on souhaite mettre en place un noyau de convolution, il faut choisir la famille de
sous-structures S qui va permettre de quantifier au mieux la similarité entre les données
de manière adaptée à l’application : c’est une question de modélisation. Mais cela doit
être fait en regard de la difficulté du calcul du noyau induit. En effet, on peut être tenté
de choisir une famille très riche de sous-structures mais la complexité de l’évaluation du
noyau risque de devenir exponentielle, rendant le classifieur sans intérêt pratique. A con-
trario, choisir une famille de sous-structures pauvre induit un calcul facile du noyau mais
une comparaison qui peut ne faire que peu de sens. Un bon noyau résulte d’un compro-
mis entre la richesse des sous-structures et la complexité du calcul. Outre le noyau des
sous-arbres, mentionnons le subset tree kernel [28] et le noyau des sous-chemins [64]. On
peut se rapporter à [75] pour un état de l’art sur les méthodes à noyaux sur des espaces
d’arbres.

Le noyau des sous-arbres parait satisfaire ce compromis : les sous-arbres permettent
de décrire la topologie de l’arbre dont ils sont extraits, et l’article original [96] propose,
pour les arbres étiquetés, ordonnés ou non, un algorithme de calcul en temps linéaire,
qui a ensuite été revisité pour les arbres ordonnés dans [4, 75]. Mais dans les deux cas,
la fonction de poids est supposée exponentielle en la taille des sous-structures (même
si une stratégie algorithmique permettant de tenir compte de poids plus génériques est
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brièvement décrite dans [96] pour le noyau des sous-chaînes), typiquement ws = λ#s,
λ > 0. Le calcul récursif du noyau exploite cette hypothèse à travers des formules du
type

ws = λ
∏

c∈C(R(s))

ws[c].

La fonction de poids exponentielle parait avoir seulement un intérêt calculatoire. Mais
on peut la justifier du point de vue de la modélisation ainsi : si un sous-arbre s est commun
à T et S, alors tous ses sous-arbres le sont aussi et ont donc déjà compté dans le calcul
du noyau entre T et S. Afin de compenser la multiplicité exponentielle des sous-arbres les
plus petits dans le noyau, on accorde un poids décroissant exponentiellement vite aux
arbres les plus gros : on suppose donc λ ≤ 1.

L’histoire de ce chapitre débute ici : la fonction de poids exponentielle est-elle vraiment
une bonne idée ?

3.2 Fonction de poids exponentielle : une bonne idée ?

Dans cette partie, reprise de [P18, 2 Theoretical study], on construit un modèle d’arbres
aléatoires non-ordonnés ad hoc sur lequel on montre une propriété que devrait vérifier la
fonction de poids du noyau des sous-arbres. Comme dans [4, 75, 96], on prend φ(n,m) =
nm et l’expression (14) du noyau est réduite aux sous-arbres communs à T et S.

3.2.1 Un modèle probabiliste arborescent à deux classes

On introduit ici un modèle probabiliste à deux classes, 0 et 1, dont les réalisations sont des
arbres non-ordonnés et suffisamment simple pour montrer des résultats théoriques sur la
séparabilité de ces deux classes par le noyau des sous-arbres.

Le modèle est défini à partir de deux arbres T0 et T1 (de même hauteur H), édités aléa-
toirement pour définir les données des deux classes. Précisément, les éditions aléatoires
consistent à remplacer, dans T0 ou T1, un sous-arbre (tiré aléatoirement) par un arbre de
la même hauteur issu d’une suite (τh)h∈N telle que H(τh) = h : les données de la classe i
sont les arbres Tui obtenus comme Ti dans lequel le sous-arbre Ti[u] de hauteur hu a été
remplacé par τhu

. Le nœud u est tiré uniformément au hasard parmi les sous-arbres de
hauteur h dans Ti, où la hauteur h suit la loi binomiale BH,ρ/H, de support {0, . . . , H} et de
moyenne 0 < ρ < H.

On suppose désormais que les arbres T0 et T1 sont aussi différents que possible dans leur
structure :

• ∀ i ∈ {0, 1}, ∀u, v ∈ Ti \ L(Ti), si u ̸= v alors Ti[u] ̸= Ti[v], i.e. deux sous-arbres de Ti ne
sont jamais isomorphes, à l’exception des feuilles.

• ∀u ∈ T0 \ L(T0), ∀ v ∈ T1 \ L(T1), T0[u] ̸= T1[v], i.e. un sous-arbre de T0 n’est jamais
isomorphe à un sous-arbre de T1, à l’exception des feuilles.

• Soient u ∈ T0 et v ∈ T1. On considère les arbres édités T ′
0 = Tu0 et T ′

1 = Tv1 . Alors,
∀u ′ ∈ T ′

0 \ (τhu
∪ L(T ′

0)), ∀ v ′ ∈ T ′
1 \ (τhv

∪ L(T ′
1)), T

′
0[u

′] ̸= T ′
1[v

′], i.e. un sous-arbre d’un
arbre de la classe 0 n’est jamais isomorphe à un sous-arbre d’un arbre de la classe
1, à l’exception des feuilles et des sous-arbres qui proviennent de la suite (τh)h∈N.
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L’ensemble des paires d’arbres vérifiant ces conditions est non-vide (cf. [P18, Fig. 2] pour
un exemple). On peut commenter ces trois hypothèses :

• La première ne sert qu’à simplifier (ou rendre possibles) les calculs du noyau : le
nombre d’apparitions de n’importe quel sous-arbre (les feuilles exceptées) dans T0
ou dans T1 est 1.

• La deuxième condition assure que du point de vue du noyau des sous-arbres, ces
deux arbres sont les plus différents possibles. En effet, si w• désigne le poids des
feuilles,

K(T0, T1) = w•#L(T0)#L(T1),

qui est la valeur minimale du noyau.

• La troisième condition assure que la proximité entre les arbres édités T ′
0 et T ′

1 ne
provient que des éditions et non de changements collatéraux induits par elles. C’est
aussi une condition calculatoire.

L’idée de ce modèle jouet est que les arbres T0 et T1 sont deux formats standards d’un
fichier XML (typiquement des templates, par exemple de pages Web), aussi différents que
possible. Ils sont ensuite édités avec le même contenu, modélisé par la suite (τh)h∈N, pour
former les données des deux classes.

• Lorsque le paramètre ρ est proche de 0, les éditions ont tendance à avoir lieu à la
périphérie de l’arbre et à être peu massives. Les arbres de chacune des classes
continuent de ressembler au modèle dont elles sont issues. Les deux classes restent
facilement séparables sur la base du noyau des sous-arbres.

• Lorsque le paramètre ρ est grand, les éditions ont plutôt lieu proche de la racine et
sont plus massives. Le modèle initial est fortement dégradé et les données des deux
classes deviennent difficiles à distinguer sur la base de leurs sous-arbres.

3.2.2 Résultats théoriques

En s’appuyant sur la méthodologie développée pour les fonctions de similarité dans [11],
on étudie théoriquement la pertinence du noyau des sous-arbres sur le modèle qu’on
vient d’introduire pour l’algorithme de classification naïf suivant : on attribue à un nouvel
arbre la classe qui maximise la moyenne des noyaux avec les données d’apprentissage
de cette classe.

Pour simplifier les énoncés qui viennent, on introduit les notations suivantes,

Ci,h =

K(Ti, Ti) − max
{u∈Ti :H(Ti[u])=h}

K(Ti[u], Ti[u])

#L(Ti)
,

Gρ(h) = 1 −

H∑
k=h+1

BH,ρ/H(k).

Proposition 11 [P18, Corollary 3] Pour tout 0 ≤ h < H, un jeu de données d’apprentissage
équilibré de taille

2maxiK(Ti, Ti)
2

mini C2i,h

exp(2ρ)

H2
log

(
2

δ

)
est suffisant pour que, avec probabilité au moins 1 − δ, l’algorithme de classification sus-
mentionné induise une erreur de classification d’au plus 1 − Gρ(h) + δ.
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Cet énoncé est équivalent (à la discrétisation de [0, 1] induite par Gρ(h) près) à une
erreur de classification d’au plus 1 − ϵ + δ pour tout 0 < ϵ < 1. À ma connaissance, c’est
le premier résultat qui montre sur un modèle probabiliste (même naïf) la séparabilité des
classes par le noyau des sous-arbres. Mais l’intérêt de cette étude réside surtout dans la
proposition qui suit.

Proposition 12 [P18, 2.4 Weight of leaves] Le nombre de données d’apprentissage suf-
fisant pour induire une erreur d’au plus 1 − Gρ(h) + δ avec probabilité au moins 1 − δ
énoncé dans la proposition 11 est minimal lorsque le poids des feuilles dans K est nul.

La proposition 12 montre, certes pour un modèle probabiliste ad hoc, que la forme
exponentielle de la fonction de poids [4, 75, 96] est erronée puisqu’elle accorde un poids
maximal aux feuilles. Un poids des feuilles non-nul augmente artificiellement la valeur du
noyau au sein de chaque classe, sans faire croitre suffisamment sa valeur inter-classe,
ce qui affaiblit la séparabilité. Par construction, les feuilles sont les seuls sous-arbres en
commun entre les deux classes. Sans qu’on l’ait montré, il est tout à fait raisonnable de
penser que, sur un modèle plus général, tout sous-arbre apparaissant systématiquement
dans les deux classes devrait avoir un poids nul.

3.3 Calcul du noyau des sous-arbres

Dans cette partie, tirée également de [P18], on introduit un nouvel algorithme de calcul
du noyau des sous-arbres basé sur leur énumération parcimonieuse par une technique
de compression. Ceci nous permet en particulier de définir une nouvelle fonction de
poids, apprise sur les données et qui tient compte du résultat théorique qu’on vient de
montrer. Ces techniques sont adaptées aux arbres ordonnés ou non, étiquetés ou non,
mais sont présentées préférentiellement pour les arbres non-ordonnés.

3.3.1 Compression DAG d’un arbre et d’une forêt

La compression DAG d’un arbre T consiste à construire un graphe dirigé acyclique (DAG
pour l’anglais directed acyclic graph) qui en représente la structure sans les éventuelles
redondances de sous-arbres [48, 95]. Ce concept s’applique quelque soit le type d’iso-
morphisme considéré sur les arbres : ordonnés ou non-ordonnés, avec ou sans étiquettes,
mais on l’explique ici dans le cas non-ordonné.

On considère le graphe dirigé ∆ = (V, E) des classes d’équivalence des sous-arbres de
T : V est l’ensemble des sous-arbres de T à isomorphisme près. Une flèche relie les nœuds
u et v si v apparait sous la racine de u, i.e. (u, v) ∈ E si et seulement si v ∈ C(R(u)) où le
signe ∈ s’entend ici à isomorphisme près. Enfin, on ajoute sur chaque flèche (u, v) une
étiquette entière qui compte le nombre d’occurrences de v sous la racine de u.

Le graphe ainsi construit est un DAG qui compresse sans perte l’arbre T : il peut être
reconstruit sans équivoque depuis le graphe ∆ augmenté des multiplicités (cf. la figure 5
pour un exemple). À condition d’utiliser des tables de hachage, l’algorithme usuel de
compression DAG des arbres non-ordonnés [48, 95] a pour complexité temporelle

O(#T ×D(T)× log D(T)). (15)

En éliminant les sous-arbres redondants, on obtient évidemment un gain de place en
mémoire [19], mais on accélère aussi certains calculs [18].
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Figure 5: Un arbre non-ordonné T (à gauche) accompagné de sa compression DAG (à
droite) : T n’est pas étiqueté mais les racines de ses sous-arbres ont été coloriées
selon les classes d’équivalence, qu’on retrouve dans la version compressée.
Dans celle-ci, on lit par exemple que le sous-arbre vert est composé de deux
sous-arbres rouges, eux-mêmes composés d’un sous-arbre orange et d’un sous-
arbre bleu.

Figure 6: Une forêt (à gauche) accompagnée de sa compression DAG (à droite) : les
trois arbres de la forêt ont été placés sous une racine virtuelle (grise) qu’on
retrouve dans le DAG. Les flèches partant de la racine du DAG pointent vers
les classes d’équivalence des arbres de la forêt (qui ont été coloriées pour fa-
ciliter l’association avec leur version non-compressée).

La compression DAG s’étend sans peine aux forêts (multi-ensembles finis d’arbres) : il
suffit de placer les arbres de la forêt sous une même racine virtuelle puis de compresser
l’arbre ainsi obtenu. Les racines des arbres de la forêt sont les enfants de la racine du DAG
(cf. la figure 6). Dans [P18, Algorithm 1], on propose un algorithme de recompression DAG
qui s’applique en particulier à la compression DAG d’une forêt à partir des compressions
DAG des arbres qui la composent.

Proposition 13 [P18, Proposition 7] Soient (D1, . . . , DN) les versions compressées des arbres
non-ordonnés d’une forêt. La compression DAG de celle-ci se calcule à partir des Di en
temps

O

(
N∑
i=1

#Di × max
1≤i≤N

D(Di)×
[
log max

1≤i≤N
D(Di) + max

1≤i≤N
H(Di)

])
,

où les notions de degré D et de hauteur H prennent sur les DAGs le sens qu’elles ont sur
les arbres (cf. la sous-section 3.1.1).

3.3.2 Évaluation du noyau via la compression DAG des données

Par construction, la compression DAG d’une forêt permet l’énumération parcimonieuse
de tous les sous-arbres qui apparaissent dans celle-ci : seuls les sous-arbres de la forêt
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sont représentés par un nœud du DAG et chacun d’eux l’est exactement une fois. Par
conséquent, le support du noyau des sous-arbres (14) est précisément le DAG de la forêt
des données : les nœuds du DAG forment le plus petit ensemble tel que, quelle que soit
la paire d’arbres considérés parmi les données, le noyau s’exprime comme une somme
sur celui-ci.

Dans [P18, Proposition 12], on montre que le noyau des sous-arbres peut être évalué via
la compression DAG de la forêt des données. Si la complexité spatiale est sans commune
mesure avec celle de l’algorithme récursif originel [96] (car on doit stocker le DAG), la
complexité temporelle peut elle s’avérer intéressante.

Que les données arborescentes (T1, . . . , TN) soient accessibles dans leur forme com-
pressée (D1, . . . , DN) ou non, on calcule la compression DAG ∆ de la forêt qu’elles com-
posent (les complexités temporelles sont données par l’équation (15) si on dispose des
arbres et dans la proposition 13 si on dispose des DAGs). En une seule traversée de ∆, on
peut évaluer, pour chaque paire d’arbres (Ti, Tj), le support du noyau entre eux K(Ti, Tj)
qui se calcule alors en O(min(#Di,#Dj)), ce qui est bien plus rapide que le O(#Ti + #Tj)
de [96]. Autrement dit, une fois le prix de la compression DAG payé, le noyau peut être
évalué très rapidement, ce qui est particulièrement adapté à des situations qui nécessi-
tent des calculs répétés, comme le test de plusieurs fonctions de poids.

3.3.3 Fonction de poids

Dans la section 3.2, on regarde un modèle à deux classes pour lequel on montre que les
feuilles, seules sous-structures communes aux deux classes, devraient avoir un poids nul.
On suppose que dans des modèles plus généraux, toutes les sous-structures communes
aux deux classes devraient avoir un poids nul. Dans un problème à K ≥ 2 classes, on
étend ce principe de la façon suivante : un sous-arbre qui apparait dans plusieurs classes
devrait avoir un poids nul... sauf s’il apparait dans toutes sauf une puisque dans ce cas, il
permet de la discriminer.

En pratique on ne s’attend pas à ce qu’une sous-structure apparaisse systématique-
ment dans tous les arbres d’une ou plusieurs classes ; on procède donc de la façon sui-
vante. On note pk(s) la proportion des arbres de la classe k qui contiennent le sous-arbre
s. Le vecteur p(s) = (p1(s), . . . , pK(s)) est un élément de l’hypercube unité de dimension
K. Les cas favorables où s aide à discriminer une classe apparaissent lorsque ce vecteur
est proche d’un des sommets

ek = (0, . . . , 0, 1↑
k

, 0, . . . , 0) ou ek = (1, . . . , 1, 0↑
k

, 1, . . . , 1).

La fonction de poids qu’on propose est donc de la forme

ws = f

(
K

min
k=1

min(|p(s) − ek|, |p(s) − ek|)

)
, (16)

où f est une fonction positive décroissante telle que f(0) = 1 (s discrimine, positivement ou
négativement, une classe) et f(1) = 0 (l’argument de f dans l’équation (16) est supérieur
à 1 dès lors que s apparait systématiquement dans deux classes tout en étant absent de
deux autres, K ≥ 4).

Pour définir cette fonction de poids, il est nécessaire de calculer le vecteur p(s) pour
chaque sous-arbre s susceptible d’apparaitre dans le calcul du noyau. La compression
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DAG de la forêt des données est donc particulièrement adaptée à la construction de
cette fonction de poids, qui se fait en temps O(#∆(N + K2)) [P18, Remark 15]. Notons
qu’en pratique, pour éviter tout phénomène de sur-apprentissage, on scinde le jeu de
données d’apprentissage en deux parties : la première sert à construire la fonction de
poids, alors que la seconde est utilisée pour apprendre le classifieur.

3.3.4 Résultats sur des jeux de données réelles

La méthodologie décrite ci-dessus, couplée à un classifieur de type SVM, a été déployée
avec succès sur 8 jeux de données réelles, contenant des arbres ordonnés ou non, avec
ou sans étiquettes [P18, Tab. 1], avec des résultats au moins aussi bons qu’une fonction
de poids exponentielle dans 7 cas sur 8 et une amélioration relative du classifieur d’au
moins 90% dans 3 cas sur 8 [P18, Fig. 18]. Ce résultat est d’autant plus remarquable que
la moitié des données d’apprentissage ont servi à apprendre la fonction de poids.

L’exemple phare auquel nous avons appliqué notre méthode est le suivant : on es-
saie de prédire la langue d’un article Wikipédia à partir de sa topologie non-ordonnée
(formée par l’emboîtement arborescent de ses paragraphes, titres, listes numérotées ou
non...) sans tenir compte du moindre contenu textuel. (J’invite la lectrice ou le lecteur
à consulter [P18, Fig. 6] pour un exemple illustratif de ce qu’on entend par topologie du
fichier HMTL associé à une page Web.) Il s’agit bien sûr d’un exemple jouet, mais notons
que la question de la classification de pages Web à partir de leur topologie trouve cer-
taines applications pratiques, en particulier dans la détection de sites frauduleux [93].
Ajoutons que si l’application n’est pas des plus pertinentes, le problème de classification
parait très difficile (et c’est la raison pour laquelle il a été choisi !).

Dans cette étude, on se restreint à des articles Wikipédia écrits dans l’une des 4 langues
suivantes : anglais, allemand, espagnol et français ; et ceux composant les bases de
données d’apprentissage et de test ont été tirés aléatoirement parmi les centaines de
milliers, voire millions, de pages disponibles dans chaque langue. Peu importent le nom-
bre de données d’apprentissage, la valeur du paramètre de décroissance et la mesure
utilisée pour évaluer la classification, le taux de succès des SVMs en utilisant une fonc-
tion de poids exponentielle est autour de 50%. En utilisant la fonction de poids apprise
sur les données, ce taux est systématiquement au-dessus de 90% et frôle parfois les 100%
[P18, Fig. 8] !

La figure 7 reproduit le DAG d’un ensemble d’articles issus de Wikipédia [P18, Fig. 10].
Les sous-structures aidant à discriminer les langues, par leur présence ou par leur ab-
sence, sont peu nombreuses devant le grand nombre de sous-arbres d’une telle forêt. Le
poids (16) permet de les différencier et de leur donner une importance significative dans
le calcul du noyau. En plus de la classification précise que cette fonction de poids in-
duit, elle permet d’extraire les sous-structures d’intérêt et donc d’interpréter le classifieur.
Par exemple, l’un des sous-arbres permettant de discriminer par leur présence les pages
écrites en français correspond au copyright spécifique à cette langue. Mentionnons que
depuis le format standard des articles Wikipédia a quelque peu évolué et les propriétés
découvertes en 2019–2020 peuvent ne plus être valides aujourd’hui.

Enfin, si le poids (16) a de bonnes propriétés à la fois en classification et en interpréta-
tion, la forme exponentielle ne doit pas nécessairement être abandonnée : on a cons-
taté sur les données Wikipédia que lorsqu’on calcule le poids (16) moyen par hauteur,
on retrouve assez précisément une décroissance exponentielle (sauf pour les feuilles qui
doivent avoir un poids nul comme prédit par l’étude théorique) [P18, Fig. 7].
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absence en

présence en

absence en

présence en
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Figure 7: DAG d’une base de 240 articles dans 4 langues issus de Wikipédia. La taille d’un
nœud correspond à son poids (16) et sa couleur au sommet de l’hypercube
dont il est le plus proche. Par exemple, les nœuds bleus permettent de discrimi-
ner les articles écrits en anglais par leur présence, alors que les nœuds jaunes
ont tendance à être présents dans toutes les langues sauf en français. Figure
reproduite de [P18, Fig. 10].

3.4 Vers le noyau des sous-forêts

3.4.1 Limite du noyau des sous-arbres

Les noyaux de convolution (14) sont déterminés par la famille de sous-structures choisie
pour comparer les données. On a déjà mentionné qu’un bon choix de sous-structures
résulte d’un compromis entre leur richesse et la difficulté de calcul du noyau qu’elles
induisent. Mais on sait désormais que la fonction de poids joue un rôle déterminant et
que celle-ci peut être apprise sur les données dès lors qu’on sait énumérer le support du
noyau.

Le noyau des sous-arbres est inopérant sur l’exemple de la figure 8. Pourtant, les sous-
arbres sont la bonne famille de sous-structures à considérer, même si ce sont ici leurs
paires qui font sens pour séparer les données. Plus généralement, il peut s’agir de N-
uplets d’arbres (au lieu d’arbres seuls) qui permettent de discriminer des classes : les sous-
structures à considérer dans la convolution sont alors les sous-forêts. Pour définir le noyau
correspondant, avec l’estimation de la fonction de poids proposée précédemment, il
nous suffit d’énumérer les sous-forêts de la forêt des données : c’est, pour les arbres non-
ordonnés, la question qu’on se pose dans cette partie.

3.4.2 Recherche inversée

Par énumération, on entend ici la construction parcimonieuse de toutes les sous-forêts
d’un jeu de données. Pour résoudre ce problème, on passe par la question plus difficile
de l’énumération des forêts. Bien sûr, cet ensemble est infini : on ne s’attend donc pas
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Figure 8: Aucun des sous-arbres colorés ne permet de différencier, seul, ces 4 arbres, que
ce soit par sa présence ou par son absence. Mais les paires de sous-arbres le
peuvent : l’arbre de gauche par exemple est le seul à avoir dans sa structure le
sous-arbre bleu et le sous-arbre orange.

à construire explicitement toutes les forêts, mais plutôt à une stratégie de parcours de
l’espace de sorte à atteindre chaque forêt une et une seule fois. Un tel parcours peut être
décrit sous la forme d’un arbre d’énumération dont on attend (en plus de la couverture
parcimonieuse de l’espace) les bonnes propriétés suivantes :

• Le nombre de successeurs d’une forêt (dans l’arbre d’énumération) doit être linéaire
en la taille de la forêt ;

• Leur construction doit être polynomiale en la taille de la forêt ;

• La construction des forêts de profondeur K + 1, i.e. qui nécessitent K + 1 pas dans
l’arbre d’énumération, à partir des forêts de profondeur K, doit se faire en temps
polynomial.

En d’autres termes, un bon arbre d’énumération ne doit pas croitre trop vite.

Comme lorsqu’on construit un estimateur du taux de saut d’un processus détermi-
niste par morceaux dans le chapitre 1, on poursuit deux objectifs intrinsèquement liés :
on doit construire un arbre d’énumération des forêts tout en garantissant ses propriétés
souhaitées. Pour traiter ce problème, on procède par recherche inversée [9] (cf. égale-
ment [82, pp. 45–51]), technique utilisée avec succès pour l’énumération des arbres or-
donnés [80] puis non-ordonnés [81].

Plus formellement, l’espace qu’on cherche à parcourir est un ensemble partiellement
ordonné (E,≤) admettant un plus petit élément ∅. L’énumération par recherche inversée
passe par la construction d’une règle de réduction f : E \ {∅} → E qui vérifie les deux
propriétés suivantes :

• Pour tout x ∈ E \ {∅}, f(x) ≤ x ;

• Pour tout x ∈ E \ {∅}, il existe un entier k tel que fk(x) = ∅.

Il s’agit alors d’inverser f (au sens de la préimage, i.e. f−1(y) = {x ∈ E : f(x) = y}) pour
munir E d’un arbre d’énumération enraciné en son plus petit élément ∅.

Si on se donne de plus une propriété g : E→ {⊤,⊥} anti-monotone (si x ≤ y et g(y) alors
g(x), i.e. une propriété vérifiée sur un élément l’est aussi sur les éléments plus petits), alors
on peut filtrer l’arbre d’énumération pour ne parcourir que les éléments qui vérifient g.
C’est exactement ce qu’on fera pour ne retenir de l’arbre d’énumération que les sous-
forêts de la forêt des données : la propriété « être une sous-forêt des données » est bien
anti-monotone.
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3.4.3 Énumération des forêts non-redondantes

Par souci de parcimonie, on cherche à n’énumérer que les forêts non-redondantes, i.e.
les forêts (T1, . . . , TN) telles qu’aucun des arbres non-ordonnés Ti n’apparait comme sous-
arbre d’un des Tj. (On montre dans [P24, 4.1 Extension to forests with repetitions] qu’on
peut a posteriori ajouter de la redondance.) La difficulté provient du caractère non-
ordonné des arbres qui composent les forêts qu’on souhaite énumérer, de leur propre
caractère non-ordonné (on ne souhaite pas énumérer la forêt (T1, T2) puis plus tard la
forêt (T2, T1)), et enfin de la condition de non-répétition.

Lorsque se posent des problèmes d’ordre dans des tâches d’énumération, on peut
passer par la définition d’une forme canonique des objets d’intérêt, qui devrait fixer
tous leurs degrés de liberté. On énumère alors les formes canoniques sans se soucier
d’éventuelles répétitions. C’est notamment l’option choisie dans [81] où la forme cano-
nique d’un arbre non-ordonné est sa version ordonnée dont la masse est à gauche.

On se propose d’énumérer les forêts non-redondantes directement dans leur forme
compressée, ce qui permet de traiter plus facilement la condition de non-répétition et
d’être plus efficace, algorithmiquement et numériquement, dans l’utilisation des résul-
tats. On doit donc identifier une forme canonique pour les DAGs compressant des forêts
(qui forment un sous-ensemble des DAGs), ce qu’on propose de faire via la notion d’ordre
topologique.

Un ordre topologique sur un DAG ∆ est une bijection ψ : ∆ → {0, . . . ,#∆ − 1} telle que
ψ(x) > ψ(y) s’il existe une flèche de x vers y. On sait que les DAGs admettent un ordre
topologique (en fait, un graphe dirigé est un DAG si et seulement s’il admet un ordre
topologique [60]) mais il n’y a en général pas unicité : on peut même s’intéresser à
l’énumération par recherche inversée des ordres topologiques d’un DAG [9] ! Pour déter-
miner une forme canonique, nous allons donc devoir être plus subtils. Le résultat qui suit
définit une forme canonique sur les DAGs compressant des forêts.

Théorème 14 [P24, Theorem 2.4] Un DAG compresse une forêt non-redondante si et
seulement s’il admet un unique ordre topologique ψ qui vérifie :

• Si H(x) > H(y) alors ψ(x) > ψ(y) ;

• Si H(x) = H(y) et Cψ(x) >↑
ordre lexicographique

Cψ(y) alors ψ(x) > ψ(y),

où Cψ(x) désigne le N-uplet (ψ(u) : u ∈ C(x)) rangé dans l’ordre décroissant, et où les
notions de hauteur H et d’enfants C ont le même sens sur les DAGs que sur les arbres.

Ce résultat étant établi, on construit une règle de réduction [P24, Theorem 3.12] dont
la préimage se décompose selon les 3 règles suivantes (qui au passage préservent la
canonicité [P24, Proposition 2.10]) :

• Branchement [P24, Definition 2.6] : on ajoute dans ∆ une flèche entre v (nœud le
plus grand de ∆ selon l’ordre topologique ψ du théorème 14) et un nœud de hau-
teur strictement plus petite de telle sorte que Cψ(v) reste décroissant (au sens de
l’ordre lexicographique) ;

• Élongation [P24, Definition 2.7] : on ajoute à ∆ un nœud de hauteur H(∆) + 1 dont
l’unique enfant se situe à la hauteur H(∆) ;
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• Élargissement [P24, Definition 2.8] : on ajoute à ∆ un nœud w de hauteur H(∆) dont
les enfants vérifient Cψ(w) > Cψ(v) (où v était, avant l’ajout de w, le nœud le plus
grand de ∆ selon l’ordre topologique ψ).

On définit ainsi un arbre d’énumération des forêts non-redondantes directement dans
leur forme compressée (cf. [P24, Fig. 7] pour en voir une toute petite portion), et on
contrôle finement sa croissance. Dans le résultat qui suit, on note EK (respectivement
E≤K) l’ensemble des DAGs compressant des forêts à profondeur K (respectivement à
profondeur au plus K) dans l’arbre d’énumération.

Théorème 15 L’arbre d’énumération vérifie les propriétés suivantes :

• [P24, Theorem 3.3] Le nombre de successeurs d’un DAG compressant une forêt ∆
est Θ(#∆) ;

• [P24, Proposition 3.5] Ils se construisent incrémentalement en temps O(#∆×D(∆)) ;

• [P24, Theorem 3.6] Énumérer E≤K+1 se fait en temps O(K2#E≤K) ;

• [P24, Theorem 3.1] et [21, 58] Quand K tend vers l’infini,

EK = K!

(
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π2
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Le dernier point provient d’une équivalence inattendue entre les matrices d’adjacen-
ce (à quelques transformations près) des DAGs compressant des forêts et les matrices de
Fishburn lignes [P24, A A bijection between FDAGs and row-Fishburn matrices].

Dans le problème de calcul du noyau, on souhaite n’énumérer que les sous-arbres
d’une forêt de données, ce qu’on fait en contraignant l’arbre d’énumération qu’on vient
de construire à rester dans celle-ci [P24, 5 Enumeration of forests of subtrees]. Si malgré
tout il s’avère que le nombre de sous-forêts est trop grand pour l’application considérée,
on montre, en s’inspirant de [8] pour les sous-arbres non-ordonnés, comment on peut
ne générer que les sous-forêts suffisamment fréquentes [P24, 5 Enumeration of forests of
subtrees].

3.5 Conclusion et perspectives

La forme exponentielle de la fonction de poids du noyau des sous-arbres ne semble pas
être un choix judicieux en classification supervisée, à la fois d’un point de vue théori-
que mais aussi sur des jeux de données réelles. L’alternative proposée dans [P18], fi-
nalement très empirique même si fondée sur des résultats probabilistes pour un modèle
spécifique, montre qu’on peut améliorer significativement les taux de prédiction sans
changer la famille de sous-structures dans la convolution et en conservant le même al-
gorithme de classification. Toutefois, elle demande l’énumeration explicite de l’ensemble
des sous-structures présentes dans les données, ce qu’on fait via un algorithme de com-
pression pour le noyau des sous-arbres. On a poursuivi cette idée dans [P24] aux ordres
ultérieurs en mettant en place tous les outils théoriques et algorithmiques nécessaires à
l’introduction du noyau des sous-forêts par des méthodes d’énumération par recherche
inversée.
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L’histoire ne peut s’arrêter ainsi : il nous faut maintenant mettre en place toute la ma-
chinerie décrite dans [P18] pour ce nouveau noyau (à ma connaissance, on ne le trouve
nulle part dans la littérature). Deux questions importantes sont en suspens :

• La méthode d’énumération par recherche inversée développée dans [P24] permet-
elle d’évaluer sa matrice de Gram en un temps raisonnable sur des jeux de données
réelles comme ceux utilisés dans [P18] ?

• Permet-elle d’améliorer encore les taux de classification et/ou de mieux compren-
dre ce qui caractérise les données ? Idéalement, on aimerait trouver des paires de
sous-arbres typiques de certaines classes comme dans l’exemple de la figure 8.

Dans le cas où l’énumération exhaustive des sous-forêts ne permet pas un calcul suf-
fisamment rapide du noyau, plusieurs solutions sont envisageables. La première, déjà
mentionnée, consiste à n’énumérer que les sous-forêts suffisamment fréquentes, ce qui
nécessite l’introduction d’un seuil dont il faudra fixer la valeur intelligemment. Mais si
se restreindre aux sous-structures les plus nombreuses est une solution au problème nu-
mérique, elle peut aussi aller à l’encontre du message principal de ce chapitre : les
sous-structures les plus fréquentes apparaissent a priori dans toutes les classes et ne per-
mettent donc pas de les discriminer. On pourra peut-être résoudre cette apparente
contradiction en s’inspirant de [87] où des approximations de noyaux de convolution
pour les arbres sont construites en restreignant, par des techniques de programmation
dynamique, leur support aux sous-structures les plus pertinentes pour le problème consi-
déré.

Dans le contexte des méthodes à noyaux, la méthode de Nyström consiste à ap-
procher la matrice de Gram [K(Ti, Tj)]1≤i,j≤N par une matrice de rang plus faible [98],
via la sélection (aléatoire ou basée sur leurs propriétés [79]) de certaines données. Elle
est utilisée dans des cas où la matrice de Gram ne peut être stockée en mémoire ou
pour réduire (ou rendre envisageables) les temps de calcul du classifieur. On pourrait
considérer la méthode de Nyström comme un moyen de compenser le coût numérique
de l’énumération des sous-forêts. Par ailleurs, on peut s’interroger sur le lien existant entre
un algorithme comme celui de [79] (qui commence par trier les données selon leur per-
tinence pour le problème de classification avant d’en sélectionner un petit nombre) et
notre approche qui procède finalement de manière assez similaire sur les sous-structures.

La définition de la fonction de poids apprise sur les données est inspirée par le calcul
établi pour le noyau des sous-arbres dans le cadre d’un modèle probabiliste à deux
classes ad hoc. On montre que le poids des feuilles, seules sous-structures communes
aux deux classes, devrait être nul, ce qu’on généralise en trois étapes :

• Toute sous-structure commune aux deux classes devrait avoir un poids nul ;

• Dans un problème multi-classes, toute sous-structure qui apparait dans plusieurs
classes ou est absente de plusieurs classes devrait avoir un poids nul ;

• Dans la pratique, on considère la version continue de ce principe : le poids d’une
sous-structure est fonction de sa distance à ces deux archétypes.

Si les résultats obtenus sur les différents jeux de données semblent donner raison à ces
généralisations successives, force est de constater que rien de tout ça n’a été montré
théoriquement. Il serait de mon point de vue pertinent de s’y intéresser sans spécifier les
sous-structures en jeu dans la convolution. En plus de la forme du noyau, ajoutons que
le calcul utilise fortement l’hypothèse φ(n,m) = nm et qu’il serait judicieux d’envisager
d’autres noyaux φ.
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La question des étiquettes a été très peu évoquée tout au long de ce chapitre. Néan-
moins, les méthodes de [P18] s’étendent aisément aux arbres (ordonnés ou non) portant
des étiquettes discrètes car la compression DAG leur est adaptée. Mais concernant
l’énumération des forêts et des sous-forêts, le passage à ces objets plus compliqués de-
vrait nécessiter un peu plus de travail. Dans [P21], on développe de nouvelles techniques
algorithmiques qui prennent en compte les étiquettes à réécriture près. Typiquement, on
aimerait que deux arbres isomorphes dont les étiquettes de l’un sont toutes obtenues en
appliquant une transformation bijective (inconnue) à leur équivalent dans l’autre soient
considérés comme un même motif. On espère construire sur cette base de nouveaux
noyaux pertinents, qui généraliseront quoi qu’il en soit les méthodes de [P18]. Enfin, les
étiquettes continues restent un problème difficile pour lequel on pourra s’inspirer des al-
gorithmes introduits dans [31] pour le noyau des sous-arbres.

Dans ce chapitre, les données arborescentes sont systématiquement comparées sur
la base de leurs sous-arbres. Dans certaines applications, de telles comparaisons ne
semblent pas pertinentes, e.g. lorsqu’on observe des généalogies tronquées comme
dans [P25]. Dans d’autres, les sous-arbres sont la bonne sous-structure à considérer du
point de vue de la modélisation sans que les résultats de classification ne le montrent.
En effet, l’étape d’acquisition peut induire des erreurs dans la topologie des données
(e.g. causées par une sur-segmentation) qui rendent la comparaison par les sous-arbres
erronée : il est facile de se convaincre qu’un bruit topologique de très faible ampleur
(ajout ou suppression de quelques nœuds à proximité des feuilles) peut rendre deux ar-
bres isomorphes très dissemblables pour le noyau des sous-arbres. Dans ce cas, on peut
commencer par éliminer le bruit afin de reconstruire les topologies cachées des données
pour lesquelles le noyau des sous-arbres sera efficace. Une version de ce problème est
la détermination de l’arbre auto-emboîté le plus proche d’un arbre au sens de la dis-
tance d’édition (qui évalue le nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour trans-
former un arbre en un autre) : un arbre est dit auto-emboîté lorsque tous ses sous-arbres
d’une même hauteur sont isomorphes. Un algorithme polynomial est présenté dans [48]
pour un bruit soustractif. Dans [P15], j’ai proposé une solution exacte à ce problème
lorsque le bruit est additif ainsi qu’un nouvel algorithme dans le cas soustractif réalisant
une meilleure complexité que [48]. On met au point une heuristique adaptée à des bruits
quelconques dans [P16]. Dans [P26], on construit un algorithme incrémental de calcul de
la distance d’édition le long de marches aléatoires sur l’espace des arbres non-ordonnés,
comme préalable à la mise en place d’un algorithme de recuit simulé pour la résolution
approchée de ce problème d’optimisation.

Enfin, même si le contexte, les objets et les outils utilisés sont un peu différents, je souhaite
mentionner ici une importante source d’inspiration et de réflexions : le modèle de réseau
de neurones word2vec [77]. En supposant que le nombre de mots d’une langue est certes
grand mais fini (disons N), on peut les voir comme des vecteurs en utilisant le one-hot
encoding : le ne mot du dictionnaire est encodé par un vecteur de taille N composé
d’un unique 1 en position n entouré de zéros. Cette représentation passe ensuite à
travers les couches d’un réseau de neurones entrainé pour apprendre des propriétés
statistiques d’une langue. Les résultats impressionnants qui ont été obtenus montrent
qu’une représentation vectorielle naïve de très grande dimension peut être pertinente
malgré la combinatoire tant que le modèle d’analyse qui suit est suffisamment riche et
bien estimé. Dans [70], des arbres partiellement ordonnés étiquetés (représentant des
équations) sont considérés comme entrées et sorties d’un réseau de neurones du type
seq2seq entrainé pour calculer des primitives, montrant au passage que la combinatoire
des arbres peut être absorbée par ce type de modèle. Mes tentatives de construction
d’un réseau tree2vec restent malgré tout vaines pour l’instant.
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4
Une dernière excursion

Estimation de modèles de Galton-Watson conditionnés

Dans ce chapitre, on se concentre sur des problèmes d’inférence statistique pour des
modèles d’arbres aléatoires obtenus comme des processus de Galton-Watson condi-
tionnés. Deux articles sont présentés ici : [P13] concerne le conditionnement par la taille,
alors que [P25] traite du conditionnement à la survie. Même si le cadre théorique et
les problèmes posés sont de nature différente, on réutilise de nombreuses définitions et
notations posées dans le chapitre 3.

4.1 Conditionnement des arbres de Galton-Watson

4.1.1 Modèle de Galton-Watson

Le modèle de Galton-Watson est une loi de probabilité sur les arbres ordonnés définie
à partir d’une loi µ sur N, dite loi de naissance. Le processus récursif de définition d’un
arbre sous ce modèle est générationnel. L’unique nœud de génération 0 est la racine de
l’arbre. Récursivement, les nœuds de la génération n+1 sont obtenus à partir de ceux de
la génération précédente : à chaque nœud de la génération n, on ajoute un nombre
aléatoire d’enfants distribué selon µ. Dans ce contexte, la génération d’un nœud v est
aussi sa distance à la racine, qu’on appelle en général profondeur et qu’on notera dans
la suite d(v).

Il y a beaucoup à dire sur ce modèle, introduit indépendamment par Bienaymé [15]
et Galton et Watson [97] dans la seconde moitié du XIXe siècle pour étudier la disparition
des noms de famille. On se contentera ici de caractériser les grands comportements
émergents.

Si µ(0) = 0, les arbres issus de ce modèle sont tous infinis. A contrario, si µ(0) > 0, ils
peuvent n’être composés que d’un seul nœud. On distingue en fait les trois régimes
suivants selon la valeur moyenne µ de la loi de naissance :

• Régime sous-critique µ < 1 : le nombre moyen de nœuds d’un arbre de Galton-
Watson est fini.
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• Régime critique µ = 1 (et µ(0) > 0) : le nombre de nœuds est fini presque sûrement
mais infini en moyenne.

• Régime sur-critique µ > 1 : le nombre de nœuds est infini avec probabilité stricte-
ment positive.

4.1.2 Aparté : processus de codage

Tout arbre ordonné T peut être décrit de manière univoque par une suite finie d’entiers,
qu’on appelle processus de codage. Un exemple important de processus de codage
est le processus de contour C qui renvoie la suite des profondeurs des nœuds lorsque
l’arbre est visité en le contournant par la gauche comme sur la figure 9. Le nombre de
profondeurs reportées selon ce parcours est 2#T − 1 ; le processus de contour est en fait
l’interpolation linéaire de cette suite d’entiers sur l’intervalle [0, 2(#T − 1)].

Figure 9: Arbre (en haut à gauche) contourné par la gauche : les profondeurs des nœuds
sont reportées pour constituer le processus de contour C (en haut à droite), à
partir duquel l’arbre peut être retrouvé (en bas à gauche). Le chemin de Harris
H (en bas à droite) est défini comme le processus de contour augmenté de 1 et
rattaché à droite et à gauche en 0.

Il existe d’autres processus de codage, comme la marche des hauteurs, la marche
de Łukasiewicz ou le chemin de Harris qui va beaucoup nous intéresser par la suite. Le
processus de contour a le mauvais goût de revenir en 0 à chaque fois qu’on termine
l’exploration d’une branche émanant de la racine, qu’il s’agisse ou non de la dernière.
Le chemin de Harris H corrige cette observation : pour tout entier 1 ≤ n ≤ 2#T − 1,
H(n) = C(n − 1) + 1 et H(0) = H(2#T) = 0. Comme le processus de contour, le chemin de
Harris est l’interpolation linéaire de cette suite, cette fois sur [0, 2#T ].

Grâce à ce décalage, et contrairement au processus de contour, le chemin de Harris
peut être vu comme une excursion d’une marche aléatoire, i.e. une marche qui retourne
à son point de départ. Ce point est clé dans le conditionnement par la taille des modèles
de Galton-Watson.
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4.1.3 Conditionnement par la taille

Le modèle de Galton-Watson conditionné par la taille est la loi sur les arbres ordonnés
décrite ci-dessus mais regardée conditionnellement au nombre de nœuds de l’arbre
généré. Bien sûr, le conditionnement a un effet global sur le processus génératif et est
non-trivial. [38] présente une technique de simulation de cet objet probabiliste qui évite
la méthode de rejet directe (simuler jusqu’à l’obtention d’un arbre à n nœuds) et donne
une idée de l’effet du conditionnement sur sa loi.

De manière plutôt étonnante, plusieurs classes d’arbres aléatoires peuvent être vues
comme des modèles de Galton-Watson conditionnés par la taille [38, 57]. C’est par
exemple le cas de la loi uniforme sur les arbres ordonnés à n nœuds, obtenue à partir de
la loi de naissance géométrique de paramètre 1/2.

Autre fait remarquable, la loi d’un arbre de Galton-Watson de loi de naissance µ condi-
tionné par la taille est la même que pour n’importe quelle loi de naissance µ ′ de la forme
µ ′(i) ∝ θi × µ(i), θ > 0 (tant que la constante de normalisation est finie) [84, 6.3 Brownian
asymptotics for conditioned Galton-Watson trees]. Cela signifie que pour les arbres de
Galton-Watson conditionnés, la moyenne n’est pas identifiable et on peut supposer sans
perte de généralité qu’on est dans le régime critique µ = 1.

On note désormais Hn la marche de Harris d’un arbre de Galton-Watson conditionné
à avoir n nœuds. Comme on l’a précédemment remarqué, elle est définie sur l’intervalle
[0, 2n]. On peut alors considérer sa version normalisée t ∈ [0, 1] 7→ Hn(2nt). Le modèle de
Galton-Watson conditionné par la taille voit sa loi asymptotique caractérisée de la façon
suivante [5, Theorem 23], (

Hn(2nt)√
n

)
t∈[0,1]

L→ (
2

σ
et

)
t∈[0,1]

, (17)

où e désigne l’excursion brownienne (un mouvement brownien conditionné à ne revenir
en 0 qu’à l’instant 1) et σ l’écart-type de la loi de naissance µ : à la limite, seule la
variance de la loi de naissance subsiste.

La question statistique qui émane de ce résultat est la suivante : la loi de naissance
d’un arbre de Galton-Watson conditionné par la taille n’est pas pleinement identifiable,
mais peut-on estimer au moins sa variance, à partir d’une ou plusieurs observations, et
obtenir des garanties théoriques sur cet estimateur ? Cette question est traitée dans [P13]
dont les résultats sont décrits en section 4.2.

4.1.4 Conditionnement par la hauteur

On regarde maintenant un tout autre type de conditionnement des arbres de Galton-
Watson : le conditionnement par la hauteur. On considère la loi des arbres de Galton-
Watson induite par une loi de naissance sous-critique µ < 1 lorsqu’ils sont condition-
nés à être de hauteur h ou plus, i.e. à survivre jusqu’à la génération h si on poursuit
l’utilisation d’un vocabulaire issu de la généalogie. On sait qu’un arbre sous-critique est
fini presque sûrement ; lorsque h est grand, le conditionnement va donc à l’encontre
de ce phénomène. À la limite en loi, c’est un arbre infini qui apparait, appelé arbre de
Kesten [2, 62].

L’arbre de Kesten est un modèle de Galton-Watson à deux types : les nœuds normaux
dont la loi de naissance est µ et les nœuds spéciaux dont la loi de naissance Bµ est
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biaisée, Bµ(i) ∝ i × µ(i). Le processus générationnel est similaire aux arbres de Galton-
Watson classiques à ceci près qu’il faut distinguer les nœuds spéciaux : la racine de
l’arbre est spéciale et chaque nœud spécial donne naissance à exactement un nœud
spécial, tiré au sort parmi les enfants ; les autres sont normaux. Ceci fait sens puisque le
nombre d’enfants d’un nœud spécial est au moins 1 (en effet, Bµ(0) = 0).

Un arbre de Kesten est donc constitué d’une unique lignée de nœuds spéciaux, infinie,
et qui constitue une épine dorsale à laquelle sont attachés des arbres de Galton-Watson
sous-critiques (de loi de naissance µ).

Lorsqu’un arbre de Galton-Watson modélise un phénomène générationnel, typique-
ment une généalogie, plusieurs schémas d’observation sont envisageables : l’un d’entre
eux consiste à supposer qu’on observe le processus jusqu’à la génération h. D’un point
de vue statistique, on s’attend alors à estimer de mieux en mieux la loi de naissance
lorsque h grandit. Si la lignée qu’on observe n’est pas éteinte à la génération h, cela
peut être dû au hasard, ou à un biais dans la sélection des données, en particulier dans
le cas d’une population sous-critique. Dans ce cas, l’observation n’est pas distribuée
selon un modèle de Galton-Watson mais suit asymptotiquement la loi de Kesten. Mais
comment décider si on ne dispose que d’un seul arbre ? C’est ce problème qui est
abordé dans [P25] et qui sera traité dans la section 4.3.

4.2 Conditionnement par la taille : estimation de la variance

Dans cette partie reprise de [P13] on cherche à estimer le paramètre de variance d’un
modèle de Galton-Watson conditionné par la taille.

4.2.1 Généalogie

Lorsque j’ai découvert la convergence, donnée par l’équation (17), des arbres de Galton-
Watson conditionnés vers l’excursion brownienne (l’environnement probabiliste nancéien
n’y est pas pour rien), je m’interrogeais sur les différentes techniques disponibles pour
analyser des données non-euclidiennes comme les arbres (cf. la sous-section 3.1.3 du
chapitre précédent sur les arbres non-ordonnés). Les processus de codage fournissent
un point de vue fonctionnel sur les arbres ordonnés et permettent donc de les analyser
comme des courbes : l’approche semblait prometteuse.

Outre le fait que [92] utilisait déjà ces concepts pour l’analyse de données biomédi-
cales, ce n’est en fait pas si simple. Premièrement, le support des processus de codage
dépend de la taille des arbres. Si on souhaite comparer des données de différentes
tailles, on peut vouloir appliquer une renormalisation selon l’axe des abscisses. Mais en-
suite, selon quelle norme ? Pour se rendre compte du problème auquel on fait face, on
peut s’intéresser à l’exemple suivant : on cherche à comparer deux arbres ordonnés T et
S où S est obtenu à partir de T en ajoutant un unique nœud sous sa racine à gauche. Si
T est suffisamment gros, T et S peuvent être considérés comme très similaires. Pourtant la
différence des processus de contour subit fortement l’existence du premier enfant de la
racine de S. On comprend alors qu’on voudrait plutôt recaler les contours pour mettre en
évidence la similarité de T et S. Mais le phénomène mis en exergue sous la racine peut
exister à toutes les échelles : on voudrait alors s’autoriser à scinder les contours afin de les
recaler par morceaux. On est en train de redécouvrir la distance d’édition pour les arbres
ordonnés [16]. Toutes mes tentatives autour de ces questions sont restées infructeuses.
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Malgré tout subsiste la question statistique déjà posée de l’estimation du seul paramè-
tre identifiable des arbres de Galton-Watson conditionnés par la taille, viz. la variance
de la loi de naissance σ2. C’est la question qu’on traite dans [P13], mais je vois surtout
cet article comme un modeste apport à la statistique des arbres via leur processus de
codage.

Au moment de soumettre pour la première fois [P13] dans un journal, on découvre
l’article très récent [13] qui traite du même problème (estimation de la variance de la loi
de naissance d’arbres de Galton-Watson conditionnés par la taille), avec les mêmes ou-
tils (leur convergence vers l’excursion brownienne). D’un point de vue théorique, [13] sup-
pose directement l’observation de données issues du modèle asymptotique (ce qui ne
fait pas sens en pratique), et donc n’étudie pas la convergence des estimateurs lorsque
la taille des arbres tend vers l’infini, alors que c’est la question principale de [P13]. Mais au
delà de ce point important, la publication [13] rate un certain nombre de phénomènes
qu’elle nous a pourtant permis de pointer lorsqu’on a réécrit notre article (on y reviendra
dans la sous-section 4.2.4).

4.2.2 Moindres carrés

On observe un arbre de Galton-Watson conditionné à avoir n nœuds et on cherche à es-
timer l’inverse de l’écart-type de sa loi de naissance σ−1 en se basant sur la convergence
en loi, décrite par l’équation (17), de sa marche de Harris Hn vers l’excursion brownienne.
Pour cela, on utilise une approche de moindres carrés.

Cette convergence en loi a également lieu en moyenne [40, Theorem 1],

E
[
Hn(2nt)√

n

]→ 2

σ
Et,

où Et = E[et] = 4(2π)−1/2
√
t(1 − t). Une quantité qui semble alors pertinente pour ap-

procher σ−1 est

λ̂n = argmin
λ>0

∥∥∥∥Hn(2n·)√
n

− 2λE

∥∥∥∥2
2

=
⟨H(2n·), E⟩
2
√
n∥E∥22

.

Malheureusement, d’une convergence faible on ne peut rien espérer d’autre qu’une
convergence faible,

λ̂n
L→ σ−1Λ∞,

où la variable aléatoire Λ∞ = ⟨e,E⟩
∥E∥2

2

est caractérisée dans le résultat qui suit.

Théorème 16 [P13, Proposition 3.4]Λ∞ est à densité par rapport à la mesure de Lebesgue
avec

E[Λ∞] = 1 et V[Λ∞] =
1

∥E∥42

∫1
0

∫1
0

g(t, s)EtEsdt ds − 1,

où, lorsque 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,

g(t, s) =
2

π

[
3
√
t(s − t)(1 − s) + (2t(1 − s) + s(1 − t)) arcsin

(
t(1 − s)

s(1 − t)

)]
,

et g(t, s) = g(s, t) pour s < t.
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λ̂n n’est donc pas un estimateur de σ−1 (une erreur aléatoire intrinsèque persiste même
à la limite), mais si on le considérait comme tel, il serait asymptotiquement sans biais. Si
on veut construire un véritable estimateur de σ−1 à partir de la convergence (17), il nous
faut observer une forêt. Mais ne nous y trompons pas : la partie difficile de ce théorème
est en fait l’absolue continuité de Λ∞ par rapport à la mesure de Lebesgue.

4.2.3 Estimation à partir d’une forêt

On suppose maintenant qu’on observe une forêt d’arbres de Galton-Watson condition-
nés indépendants et de même variance de la loi de naissance. On note N la taille de
la forêt et n = (n1, . . . , nN) le vecteur des tailles des N arbres. Si on réitère l’approche
des moindres carrés en concaténant les contours des N arbres de la forêt, on obtient
simplement la moyenne empirique des λ̂ini

définis pour chacun des arbres de la forêt,

λn =
1

N

N∑
i=1

λ̂ini
.

Au lieu de mesurer l’adéquation desNmarches de Harris au contour moyen théorique,
on peut tâcher d’exploiter notre connaissance de leur distribution autour de celui-ci. En
effet, on sait qu’à la limite, les λ̂ini

sont distribués comme σ−1Λ∞. On peut donc estimer
σ−1 par

λ
W
n = argmin

λ>0

dW

(
1

N

N∑
i=1

δλ̂ini

, λΛ∞
)
,

où dW désigne la distance de Wasserstein. Un peu de calcul montre qu’on construit ainsi
une moyenne pondérée des λ̂ini

,

λ
W
n =

1

∥F−1Λ∞∥22

N∑
i=1

λ̂ini

∫ i/N
(i−1)/N

F−1Λ∞(s)ds,

où F−1Λ∞ désigne la fonction de répartition inverse de Λ∞. On tient ainsi compte de
l’asymétrie de la loi limite ; [P13, Fig. 3.4] en donne une représentation graphique.

Outre des résultats sur le biais (cf. [P13, Proposition 4.1] pour λn et [P13, Proposition 4.5]
pour λ

W
n ), on montre le résultat de consistance suivant valide pour les deux estimateurs

qu’on vient de construire.

Proposition 17 [P13, Propositions 4.2 & 4.8] Pour tout ϵ > 0, il existe n tel que, pour tout n
vérifiant min(n) ≥ n,

P
(
lim sup
N→+∞

∣∣∣λ∗n − σ−1
∣∣∣ < ϵ) = 1,

où ∗ ∈ {∅,W}.

4.2.4 Comparaison avec [13]

L’approche développée dans [13] exploite la convergence en loi vers l’excursion brow-
nienne des arbres de Galton-Watson conditionnés d’une manière différente. Si on tire
un nœud au hasard dans un tel arbre, alors, comme corollaire de l’équation (17), sa
profondeur normalisée par

√
n, notée δn, converge en loi vers une variable aléatoire

72



4 Estimation de modèles de Galton-Watson conditionnés

σ−1∆∞, où ∆∞ suit la loi de Rayleigh de paramètre d’échelle 1 [13, Proposition 4]. La
méthode d’estimation présentée dans [13] est basée sur l’utilisation de δn, qui joue en
quelque sorte un rôle équivalent à celui de λ̂n ci-dessus.

Le premier inconvénient à cette approche est qu’elle génère un biais : E[∆∞] = (π/2)1/2.
On peut le corriger aisément en considérant à la place δ̂n = (2/π)1/2δn, mais on fait alors
face à un second défaut, du moins quand on compare δ̂n à λ̂n : la variance asympto-
tique. En effet, en ne tenant compte que d’un seul nœud au lieu de tout le contour pour
estimer σ−1, on observe une variance intrinsèque plus grande,

V(Λ∞) ≃ 0.0690785 vs V

(√
2

π
∆∞
)

≃ 0.2732395.

À la fois biaisé et de variance asymptotique plus grande, l’estimateur construit dans [13]
est donc moins performant que le nôtre. Mais les différences entre les deux approches
ne s’arrêtent pas là.

On a constaté dans les simulations numériques que, du moins pour les lois de naissance
binaires, la convergence (17) se fait par en dessous. Pour des arbres finis, les estimateurs
de σ−1 construits sur la convergence vers l’excursion brownienne, qu’il s’agisse de λ̂n
ou δ̂n, présentent donc un biais d’autant plus grand que les arbres sont petits. Dans
[P13, 5 Simulation study], nous estimons cette erreur par des simulations numériques afin
de débiaiser les estimateurs.

Mais le véritable point important, à la fois d’un point de vue théorique et pratique, à
côté duquel passe [13] est sans aucun doute celui qui suit.

4.2.5 Et la variance empirique ?

En exploitant la convergence faible (17), on ne peut espérer estimer la variance de la loi
de naissance qu’à partir de l’observation d’une forêt. Mais en se focalisant sur l’analyse
fonctionnelle des processus de codage, ne passe-t-on pas à côté d’un estimateur cons-
truit sur un unique arbre ? S’il y a bien un candidat naturel, c’est la variance empirique
des nombres d’enfants. On ne l’a pas considérée jusqu’ici pour deux raisons :

• La moyenne empirique Mn des nombres d’enfants d’un arbre de Galton-Watson
conditionné Tn vérifie

Mn =
1

n

∑
v∈Tn

#C(v) = 1 −
1

n
.

Ce résultat est purement déterministe et reste donc vrai quel que soit le modèle
sous-jacent. Si la moyenne empirique n’estime pas la moyenne de la loi de nais-
sance (en présence ou non d’un conditionnement), que peut-on espérer de la
variance ?

• On s’attend à ce que le conditionnement par la taille bouleverse les réalisations de
la loi de naissance dans tout l’arbre.

Et pourtant... On note Vn la variance empirique des nombres d’enfants,

Vn =
1

n

∑
v∈Tn

(#C(v) −Mn)
2.
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Théorème 18 [P13, Theorem 2.6] Quand n tend vers l’infini,

E
[∣∣Vn − σ2

∣∣]→ 0.

Ce résultat, dont la preuve technique utilise la représentation développée dans [38]
pour la simulation ainsi que [100], montre qu’on peut estimer le seul paramètre identi-
fiable de la loi de naissance à partir d’une unique observation d’un arbre de Galton-
Watson conditionné par la taille, et enlève donc beaucoup de l’intérêt de [13] ainsi que
de notre étude des marches de Harris.

On montre néanmoins dans [P13, 5.3 Missing or noisy data] comment l’approche asymp-
totique peut être appliquée lorsqu’on dispose de données manquantes ou bruitées qui
ne permettent pas de calculer la variance empirique. Mais au delà du modèle particu-
lier des arbres de Galton-Watson conditionnés, je pense qu’il faut surtout voir ces deux
approches basées sur les marches de Harris comme des contributions à la statistique des
données arborescentes d’un point de vue fonctionnel.

En plus des méthodes et des résultats déjà présentés, une étude numérique des dif-
férents estimateurs considérés et une application à des données réelles complètent le
contenu de [P13].

4.3 Conditionnement à survivre : estimation des lois de naissance

On revient maintenant sur les arbres de Galton-Watson conditionnés par la hauteur.
Dans [P25], on étudie l’estimation par maximum de vraisemblance des lois de naissance
d’arbres à épine dorsale qui généralisent les modèles de Galton-Watson conditionnés ou
non à survivre.

4.3.1 Arbres de Galton-Watson à épine dorsale

Si un arbre de Galton-Watson de loi de naissance sous-critique µ n’a pas été conditionné
à survivre, tous les nombres d’enfants qu’il contient sont distribués selon µ. Si au con-
traire il est observé conditionnellement à la survie, il s’agit d’un arbre de Kesten dont
une unique branche suit la loi biaisée Bµ, où Bµ(i) ∝ i × µ(i), alors que tous les autres
nombres d’enfants suivent la loi µ. Afin de distinguer statistiquement ces deux cas, on les
voit comme des instances particulières d’un modèle plus général qu’on appelle arbre à
épine dorsale.

Un arbre à épine dorsale est un modèle de Galton-Watson à deux types : les nœuds
normaux dont les nombres d’enfants suivent la loi de naissance µ et les nœuds spéciaux
dont les nombres d’enfants sont distribués selon ν où ν(i) ∝ f(i) × µ(i). La racine est
spéciale et chaque nœud spécial donne naissance à un unique enfant spécial pris au
hasard parmi les enfants (comme pour l’arbre de Kesten).

Si on sait estimer le biais f d’un tel modèle observé pendant un grand nombre de
générations, on peut décider de la présence ou non du conditionnement à la survie :
si f ≡ 1, on retrouve un arbre de Galton-Watson usuel, alors que si f(i) = i, il s’agit d’un
arbre de Kesten.

Dans [P25], on s’intéresse à l’estimation des paramètres µ et f de ce modèle, à partir
d’une unique observation de l’arbre sur un grand nombre de générations. La difficulté
principale vient du fait que les types des nœuds (normaux ou spéciaux) ne sont évidem-
ment pas observés.
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4.3.2 Vraisemblance

Dans toute la suite, on suppose f(0) = 0, i.e. les arbres qu’on considère sont constitués
d’une épine dorsale infinie notée S (pour l’anglais spine). On fait également l’hypothèse
que le support de µ est fini, µ(i) = 0 pour tout i ≥ N+1. Enfin, il est important de remarquer
que le paramètre f n’est pas identifiable puisque tout autre biais αf induit la même loi de
naissance spéciale ν : on suppose sans perte de généralité que f vérifie

N∑
i=0

f(i)× µ(i) = 1.

On observe un arbre T issu de ce modèle jusqu’à la génération h. Précisément, les
nœuds v observés, c’est-à-dire les nœuds pour lesquels #C(v) est connu, sont ceux de
profondeur d(v) < h (on note leur ensemble Th). Les sous-arbres de T ne sont donc pas
nécessairement observés jusqu’aux feuilles. Dans ce contexte, la hauteur observée d’un
sous-arbre T [v] est définie comme

Ho(T [v]) = min(H(T [v]), ℓ − d(v)),

où ℓ est la longueur du chemin descendant de v aux nœuds non-observés : ℓ = +∞ si v
n’a pas de descendants non-observés et ℓ = h − d(v) sinon.

Pour estimer µ et f, on propose de procéder par maximum de vraisemblance. En repro-
duisant le raisonnement mené dans [14] pour les processus de Galton-Watson, on peut
voir que la vraisemblance du modèle s’écrit

Lh(µ, f) =
∑

d(v)<h

log µ(#C(v)) +
∑

v∈S,d(v)<h

log f(#C(v)) − h log
N∑
l=0

f(l)µ(l).

Si Lh fait intervenir l’ensemble de nœuds S supposé inconnu, son maximum en µ lui n’en
dépend pas, ce qui nous fournit un premier estimateur de la loi de naissance,

µ̂h = argmax
µ t.q.

∑
µ=1

Lh(µ, f)

=

 1

#Th

∑
d(v)<h

1{#C(v)=i}


i∈{0,...,N}

. (18)

Le maximum en f dépend de l’épine dorsale S et n’est donc d’aucune utilité à ce stade.

4.3.3 Le vilain petit canard

Une partie de l’épine dorsale S de l’arbre, ainsi que certains nœuds normaux, peuvent
être identifiés de manière purement algorithmique. C’est l’objet de la proposition qui suit.

Proposition 19 [P25, Proposition 1] Soit T un arbre à épine dorsale observé jusqu’à la
génération h et v un nœud observé de T de profondeur d(v).

• Si Ho(T [v]) + d(v) < h, alors v est normal.

• Si v est spécial, si ses enfants sont observés, et s’il a un unique enfant c tel que
Ho(T [c]) + d(c) ≥ h, alors c est spécial.
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Figure 10: Arbre à épine dorsale (en vert alors que les nœuds normaux sont en orange)
observé jusqu’à la ligne horizontale grise. En appliquant la proposition 19, une
portion de l’épine dorsale peut être identifiée (surlignée en vert). Les nœuds
dont la descendance s’éteint dans l’intervalle d’observation sont identifiés
comme normaux (surlignés en orange). Ni identifiées comme normales ou spé-
ciales, les lignées candidates Sh sont surlignées en bleu.

Ce résultat est illustré par l’exemple de la figure 10. En l’appliquant (récursivement depuis
la racine pour le second point) à l’arbre observé, on classe ses nœuds en trois catégories :
les nœuds identifiés comme normaux, ceux identifiés comme spéciaux, et ceux pour
lesquels on n’a pu conclure et qui forment les épines dorsales candidates (à la suite de
la portion spéciale détectée) dont on note l’ensemble Sh.

Au moment de choisir laquelle des lignées candidates est la vraie épine dorsale de
l’arbre, on peut être tenté de maximiser la vraisemblance Lh en S. On fait alors le constat
suivant : l’optimum en S dépend de f et réciproquement. Cette approche mène à
un algorithme itératif d’optimisation composante par composante. On préfère ici un
algorithme en une seule étape et pour lequel on parviendra à montrer un résultat de
convergence.

La clé de l’algorithme d’estimation de S est la suivante. Toutes les lignées candidates
qu’on observe ont été conditionnées à survivre jusqu’à la génération h (leur loi de nais-
sance est donc biaisée). Toutes sauf une : la véritable épine dorsale de l’arbre ! On la
détecte donc comme le vilain petit canard de l’ensemble Sh (où la loi de naissance
normale conditionnée à la survie Bµ est inconnue et donc estimée par Bµ̂h),

Ŝh = argmax
s∈Sh

dKL(s̃,Bµ̂h), (19)

où s̃ est la loi empirique des nombres d’enfants le long de s et dKL désigne la divergence
de Kullback-Leibler. Bien sûr, on évite un algorithme itératif car le maximum (18) de Lh en
µ ne dépend ni de f, ni de S.

4.3.4 Correction de µ̂h et estimation de f

Maintenant qu’on a estimé l’épine dorsale de l’arbre, on peut corriger l’estimateur µ̂h en
ôtant les nombres d’enfants de Ŝh de la moyenne empirique,

µ̂⋆
h(i) =

1

#Th − h

∑
v∈Th\Ŝh

1{#C(v)=i}. (20)
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Et on peut estimer f en maximisant Lh où S a été remplacée par son estimateur Ŝh,

f̂h(i) =
1

µ̂⋆
h(i)h

∑
v∈Ŝh

1{#C(v)=i}.

4.3.5 Convergence des estimateurs

Nous allons énoncer un unique résultat de convergence mais qui regroupe deux cas de
figure en fait très différents. En effet, nous nous sommes jusqu’ici placés dans un cadre où
la loi de naissance normale µ est sous-critique. On montre que dans ce cas l’ensemble
Sh est essentiellement réduit à la vraie épine dorsale S plus de petites perturbations,
qui ne sont pas d’ampleur suffisante pour fausser l’estimation de µ et f [P25, 4 Proof of
Theorem 4 in the subcritical case]. L’algorithme du vilain petit canard (19) est de peu
d’utilité ici : on peut même sélectionner Ŝh au hasard parmi Sh !

Le cas véritablement intéressant apparait lorsque µ est critique ou sur-critique : Sh est
alors de taille plus conséquente et peut contenir des grandes déviations de la loi de
naissance normale telles que

dKL(s̃,Bµ) ≫ dKL(S̃,Bµ).

En pareille situation, on ne peut malheureusement pas distinguer la vraie épine dorsale
de l’arbre. On peut en fait espérer estimer S lorsque la loi spéciale ν et la loi biaisée Bµ
sont suffisamment différentes devant la vitesse de croissance de la population normale
gouvernée par µ :

• Si la croissance de la population est raisonnable, Sh n’est pas trop gros et on ob-
serve peu de déviations à Bµ. S peut être estimée même si ν et Bµ sont proches
(sans être égales bien sûr).

• Si la population croit très vite µ ≫ 1, on ne peut pas estimer S à moins que ν et Bµ
ne soient très différentes.

D’un point de vue théorique, la similarité entre ν et Bµ est mesurée par une divergence
ad hoc D [P25, eq. (12)].

Théorème 20 [P25, Theorem 4] Si D(ν,Bµ) > log µ, alors

µ̂⋆
h

p.s.−→ µ, f̂h
p.s.−→ f et

#Ŝh ∩ S

h

p.s.−→ 1.

La démonstration dans les cas critique et sur-critique de ce résultat étudie les grandes
déviations de la population Sh [P25, 5 On the rate function of large deviations in sample
selection]. Une courte étude de simulations finalise cet article [P25, 7 Numerical illustra-
tion].

4.4 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre on s’est intéressé à des problèmes d’inférence statistique de deux mo-
dèles d’arbres aléatoires finalement très différents même si tous deux sont obtenus via le
conditionnement de processus de Galton-Watson. Dans les deux cas, on a construit des
estimateurs des paramètres du modèle et montré leur convergence.
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Lorsqu’on conditionne un arbre de Galton-Watson à avoir une taille fixée à l’avance,
l’unique quantité à estimer est la variance de la loi de naissance. On a prouvé que
celle-ci peut être estimée à partir de l’observation d’un unique arbre par sa version em-
pirique, alors même que la moyenne empirique est en général un piètre estimateur de la
moyenne de la loi de naissance. D’un point de vue théorique, il reste à traiter la question
de la normalité asymptotique de cet estimateur, notamment dans le but de construire un
test d’égalité de la variance, qui pourrait permettre de comparer les lois de deux arbres
indépendants.

Les bonnes propriétés de la variance empirique enlèvent de l’intérêt à l’approche
basée sur la convergence de la marche de Harris vers l’excursion brownienne. On a
exhibé dans [P13, 5.3 Missing or noisy data] des exemples jouets de bruits qui biaisent
fortement le calcul de de la variance empirique alors que la forme du contour est con-
servée, mais les applications réelles font toujours défaut. Malgré cela, je crois toujours
pertinentes les approches fonctionnelles pour les données arborescentes : [92] en est un
très bon exemple dans un cadre appliqué. Mais leur étude théorique passera sans doute
par d’autres modèles que les processus de Galton-Watson conditionnés.

Dans [P13], on a aussi montré que l’approche des moindres carrés (faisant intervenir à
la limite la variable aléatoire σ−1Λ∞) est de variance plus faible que lorsqu’on regarde
la marche de Harris en un nœud pris au hasard (qui converge vers σ−1∆∞) [13]. Dans ce
contexte, on peut se demander quelle est la variable aléatoire sans biais de variance
asymptotique minimale qu’on peut construire à partir de l’observation de la marche de
Harris. À propos du biais observé pour des arbres finis causé par la convergence par en
dessous vers l’excursion brownienne, il serait intéressant d’avoir des résultats théoriques
afin de corriger les estimateurs de manière plus rigoureuse, mais la littérature semble
avare sur ce point.

Enfin, rien ne distingue d’un point de vue théorique les estimateurs λn et λ
W
n construits

à partir de l’observation d’une forêt : tous deux vérifient la proposition 17. On observe
toutefois dans les simulations qu’ils ne sont pas sujets aux données aberrantes de la même
façon [P13, 5.3.1 Estimation with outliers] : par exemple, l’estimateur minimisant la dis-
tance de Wasserstein est moins sensible que son homologue des moindres carrés aux
données aberrantes plus petites que la cible σ−1, ce qu’on peut expliquer par les faibles
poids qui leur sont accordés (de la forme

∫i/N
(i−1)/N F

−1
Λ∞(s)ds avec i proche de 1). On

pourrait profiter de cette observation pour sélectionner l’estimateur en fonction de la
distribution des données.

Dans le cas des arbres de Galton-Watson à épine dorsale [P25], on a estimé la loi
de naissance µ et le biais f alors que les types des nœuds ne sont pas observés. On a
prouvé que dans le cas sous-critique, la détection algorithmique de l’épine dorsale est
suffisante pour construire de bons estimateurs. Dans le cas plus difficile (et finalement plus
intéressant) où la loi de naissance normale est critique ou sur-critique, on peut détecter
l’épine dorsale lorsque la loi spéciale ν et la loi biaisée Bµ sont suffisamment différentes
devant le taux de croissance de la population normale µ.

Après avoir estimé l’épine dorsale S, on a corrigé l’estimateur µ̂h en ôtant de la moyen-
ne empirique les nœuds identifiés comme spéciaux : il s’agit de l’estimateur µ̂⋆

h donné
par l’équation (20). Ceci n’a d’intérêt que dans le cas sous-critique où le nombre de
nœuds normaux n’est pas grand devant h ; ce phénomène est d’ailleurs observé dans
les simulations [P25, 7 Numerical illustration]. Mais alors, on pourrait proposer de réestimer
l’épine dorsale S, ce qui permettrait à la fois de corriger l’estimateur de f et construire
un nouvel estimateur de µ... et ainsi de suite. L’algorithme itératif qu’on obtient ainsi
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n’a pas d’intérêt du point de vue de la convergence établie dans le théorème 20 (car
ce qui compte dans le cas sous-critique est que les lignées candidates sont à peu de
choses près réduites à S), mais pourrait améliorer sensiblement les résultats numériques,
en particulier pour des observations de profondeur faible.

Lorsqu’on cherche à appliquer un tel résultat de convergence, il est important de pou-
voir attester de sa validité sur les données observées. Dans notre cas, cela revient à iden-
tifier le signe de log µ − D(ν,Bµ), ce qui ne peut être fait sans connaitre les paramètres
µ et f. Vérifier à partir des données le critère de convergence est une question ouverte
importante pour la mise en place de tests statistiques. Rappelons que la question qui a
motivé ce travail est de savoir si un arbre observé sur un grand nombre de générations
a été conditionné à survivre ou est issu d’un autre modèle. Les premiers outils théoriques
nécessaires au développement de ce test sont maintenant à notre disposition.

Les arbres à épine dorsale ne sont en définitive qu’une instance particulière de pro-
cessus de Galton-Watson multitypes, pour lesquels les problèmes d’inférence ont été
traités de multiples manières dans la littérature, mais la plupart du temps en supposant
l’observation des types [23, 63, 73]. Seulement quelques travaux [49, 85, 94] ne font pas
cette hypothèse et aucun ne traite des aspects théoriques. L’étude des arbres à épine
dorsale réalisée dans [P25] souligne les difficultés inhérentes à l’estimation des modèles à
types cachés et peut être vue comme un premier pas dans cette direction.
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