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Introduction générale

Depuis trois siècles, la théorie des équations différentielles occupe une place centrale au sein des ma-

thématiques. Les grands mathématiciens qui, à l’époque moderne, se sont intéressés à l’histoire de leur

discipline n’ont jamais manqué de le souligner, en des termes très voisins. Quelques citations, que l’on

pourrait d’ailleurs multiplier à l’envi, permettront de s’en convaincre aisément. En 1900, Émile Picard1

commence une conférence aux États-Unis par ces mots : “Je voudrais aujourd’hui jeter un coup d’œil sur

la théorie des équations différentielles, qui joue, en Analyse, un rôle considérable et dont les progrès im-

portent vivement à ses applications (…).” Jacques Hadamard2, quant à lui, saisit l’occasion d’un hommage

rendu à Henri Poincaré, en 1912, pour disserter sur le “problème qui joue lui-même le rôle principal dans

les mathématiques modernes. Ce problème, que les applications au monde physique ont imposé dès la

création du calcul infinitésimal, est l’intégration des équations différentielles et aux dérivées partielles.”

Plus récemment, Nicolas Bourbaki3 écrit : “La théorie des équations différentielles n’a cessé (…)

d’exercer la sagacité des mathématiciens, et d’être un terrain de prédilection pour l’application des mé-

thodes les plus variées de l’Analyse ; les questions qu’elle soulève sont très loin d’être toutes résolues, et

l’intérêt qui s’y attache est d’autant plus soutenu qu’elle constitue un des points de contacts les plus per-

manents et les plus fructueux entre les mathématiques et les sciences expérimentales : ces dernières y

trouvent souvent une aide précieuse, et en échange lui fournissent constamment de nouveaux problèmes.”

Enfin, en 1977, Jean Dieudonné4 développe encore le même thème : “Depuis 300 ans, la théorie des

équations différentielles n’a cessé d’être une des plus intensément étudiées de toutes les mathématiques ;

pour attaquer les innombrables problèmes qu’elles soulèvent, les méthodes les plus diverses ont été appli-

quées. (…) Depuis le XVIIe siècle, il n’est guère de phénomènes dans lesquels certaines grandeurs varient

continûment en fonction d’un paramètre (très souvent le temps) qui n’aient conduit à des problèmes

concernant des équations différentielles, et ces problèmes ont été une source constante de stimulation

pour la théorie mathématique de ces équations.”

Deux idées essentielles se dégagent de ces textes. D’une part, ce sont les applications (mécanique cé-

leste, physique mathématique…) qui font constamment surgir des problèmes conduisant à des équations

différentielles ; d’autre part, c’est la volonté d’intégrer ces équations différentielles qui entraîne, pour une

large part, le développement des méthodes de l’Analyse. Pourtant, l’histoire de la théorie des équations

différentielles a été relativement peu étudiée. Sans doute a-t-on exagérément développé une histoire de

l’Analyse centrée sur les fondements (notion de fonction, notion de limite…) et s’appuyant principalement

sur les grands traités didactiques (d’Euler, de Cauchy…) ? Peut-être a-t-on parfois perdu de vue que c’est

1 “Quelques vues générales sur la théorie des équations différentielles”, in Sur le développement depuis un siècle de quelques
théories fondamentales de l’analyse mathématique, Armand Colin, Paris, 1900, p. 32.
2 “Henri Poincaré et le problème des trois corps”, Revue de métaphysique et de morale, 21, 1912, pp. 617-658 ; Œuvres de
Jacques Hadamard, t. 4, Éditions du CNRS, Paris, 1968, p. 2007.
3 Fonctions d’une variable réelle. Théorie élémentaire, Hermann, Paris, 1976, p. IV-45.
4 Panorama des mathématiques pures. Le choix bourbachique, Collection “Discours de la méthode”, Gauthier-Villars, Paris,
p. 33 et p. 38.
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pour “construire” les solutions d’équations différentielles toujours plus générales que l’on a dû élargir la

notion de fonction et accepter de nouveaux modes de représentation (séries entières, séries de Fourier, in-

tégrales dépendant d’un paramètre…) ? Peut-être a-t-on trop négligé les problèmes au sein desquels les

grands concepts de l’Analyse se sont progressivement forgés avant de pouvoir faire l’objet d’une synthèse

décontextualisée ? À cet égard, il est symptomatique de constater que le 18e siècle a beaucoup moins reçu

les faveurs des historiens que le 19e. Cela s’explique assez bien si l’on garde à l’esprit qu’au 18e siècle, les

mathématiques se sont développées de façon exubérante en restant proches de la mécanique et de la phy-

sique, et que la rigueur, loin d’être absente des recherches de l’époque, n’y revêtait pas la forme qui nous

est aujourd’hui familière.

Face à une telle situation, nous avons voulu présenter une contribution à l’histoire de la théorie des

équations différentielles, pensant que le thème serait idéal pour montrer le fonctionnement réel des ma-

thématiques à partir de la résolution de problèmes. Plus précisément, après avoir pris connaissance des re-

cherches déjà conduites dans ce domaine aussi vaste qu’inexploré, nous avons choisi de nous pencher sur

l’histoire de l’analyse numérique des équations différentielles ordinaires, de 1671 à 1914. Tout d’abord,

signalons que l’expression “analyse numérique” doit être prise ici en son sens le plus noble : nous y

voyons le point de rencontre mutuellement fructueux entre l’analyse mathématique et le calcul numérique.

Afin de mettre en évidence cette dualité, nous avons préféré, pour le titre de notre travail, l’expression

“intégration approchée”, qui a l’avantage de rappeler que tout processus d’approximation présente à la fois

un caractère analytique et un caractère numérique, ainsi que nous le développerons longuement dans notre

premier chapitre. Par ailleurs, pourquoi la période de référence 1671-1914 ? D’un côté, 1671, c’est l’année

où Newton compose son traité sur les fluxions et les suites infinies, texte fascinant dans lequel on trouve la

première tentative systématique pour exprimer la solution d’une équation différentielle quelconque sous

forme de série infinie afin, entre autres objectifs, d’en permettre le calcul numérique. De l’autre côté,

1914, c’est le terme traditionnel que les historiens fixent au 19e siècle mais c’est aussi, en ce qui nous

concerne, le moment précis où les immenses recherches balistiques engendrées par le premier — puis le

second — conflit mondial font basculer l’analyse numérique dans l’époque moderne, en provoquant

l’automatisation des calculs et l’apparition des calculateurs électroniques.

Pour ce qui est de la méthode de travail, nous nous inscrivons dans la mouvance de l’école française

d’histoire des mathématiques, représentée notamment par Christian Houzel. On pourrait résumer cette mé-

thode en disant qu’il s’agit essentiellement d’une étude au plus près des textes originaux, se traduisant par

des analyses sobres et rigoureuses. Pour compléter la description, précisons quelques uns de nos choix :

• Nous faisons une histoire des “mathématiques officielles”, c’est-à-dire celles qui se sont concrétisées

par la publication d’articles de revues et de monographies. Certes, il aurait été intéressant de rechercher

aussi des textes inédits, des manuscrits, des lettres, des brouillons, etc., mais notre éloignement des fonds

d’archives nous a interdit d’explorer cette voie. Par ailleurs, nous avons essayé d’accorder un égal intérêt à

tous les mathématiciens, grands ou moins grands, et à toutes les tentatives, y compris celles n’ayant dé-

bouché sur rien d’important à l’époque contemporaine. Tout en nous gardant d’une conception téléo-

logique qui ne tendrait qu’à déceler dans les théories anciennes l’ébauche maladroite des théories ac-

tuelles, tout en rejetant une vision négatrice de l’histoire qui chercherait à interpréter, voire réécrire les

mathématiques d’autrefois à la lumière de celles d’aujourd’hui, nous ne nous sommes pas interdit d’em-

ployer, pour les besoins de certaines analyses, des concepts ou des formulations modernes, car nous pen-

sons que les conséquences que les mathématiques des 18e et 19e siècles ont eues — ou n’ont pas eues —

sur celles du 20e siècle font aussi partie de l’histoire des mathématiques des 18e et 19e siècles.
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• Nous sommes toujours retourné aux textes originaux, même dans les quelques cas où ils avaient déjà

fait l’objet d’études historiques fouillées. Ces textes constituant notre matière première, il était naturel

d’en tirer de nombreuses citations. Nous donnons presque toujours les extraits retenus dans la langue où ils

ont été écrits, accompagnés d’une traduction française établie sous notre responsabilité et ayant une valeur

purement indicative. Nous n’avons cité directement des versions françaises que pour quelques textes de

Leibniz et Newton. En effet, pour les écrits de Leibniz sur le calcul différentiel, on dispose d’une traduc-

tion récente, sérieuse et incontestable de Marc Parmentier tandis que, en ce qui concerne Newton, les an-

ciennes traductions du marquis de Buffon ou de Madame du Châtelet ont évidemment gardé une valeur

historique intrinsèque. Pour les textes en français ancien, nous avons, sauf exception, modernisé l’or-

thographe sans toucher à la ponctuation.

• Nous avons systématiquement cherché à comprendre les textes de l’intérieur, ce qui signifie, pour des

recherches à caractère mathématique, reconstituer le déroulement des formules et des calculs. Dans tous

les cas, nous avons conservé les notations symboliques propres à chaque auteur, notations que l’on doit

considérer comme inséparables de l’expression d’une pensée originale. Plus profondément, nous avons re-

fait une grande partie des calculs rencontrés, voire imaginé des calculs complémentaires à titre de vérifi-

cation ou de prolongement. Cet exercice, parfois fastidieux, nous a semblé incontournable pour tenir

compte d’une belle réflexion de Maurice Loi5 qui, sans doute, doit s’appliquer tout autant à l’historien des

mathématiques qu’au mathématicien : “C’est l’expression algébrique, l’équation du phénomène qui seule,

souvent, permet de le penser, comme si l’esprit acquérait des facultés nouvelles en la maniant, rendant

possible le mouvement spirituel de découverte”. Heureusement, les nombreux calculs nécessaires ont pu

être effectués en un temps très raisonnable grâce au logiciel de calcul formel Mathematica6.

• Nous avons accordé un grand soin à l’établissement de la bibliographie. Notre expérience de cher-

cheur isolé, en partie tributaire de la consultation à distance des documents, nous a fait sentir combien une

référence imprécise ou erronée pouvait facilement devenir inutilisable. Théoriquement, les références bi-

bliographiques devraient être établies selon la norme Z 44-005, publiée par l’AFNOR en décembre 1987.

Cependant, nous avons constaté qu’aucun historien des sciences ne s’y conformait strictement ! Nous

avons donc décidé d’élaborer un compromis entre la norme officielle (parfois exagérément contraignante)

et l’usage majoritairement constaté dans notre secteur de recherche, l’essentiel étant que toutes les infor-

mations nécessaires à la localisation d’un document soient présentes. La bibliographie finale est la réunion

des références citées au fil du texte dans les notes de bas de page ; en dehors d’un tout petit nombre de cas

particuliers, elle ne comprend que des documents que nous avons effectivement consultés et exploités.

5 “Rigueur et ambiguïté”, in Penser les mathématiques, Collection “Points Sciences”, Seuil, Paris, 1982, p. 110.
6 Stephen Wolfram, Mathematica. A system for doing mathematics by computer, 2e éd., Addison-Wesley, Redwood City,
Californie, 1991.
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Chapitre I

La problématique
de l’intégration approchée

Le problème de Cauchy pour les
systèmes différentiels ordinaires
a été, bien entendu, le plus
important problème
mathématique tant que l’artillerie
a régi le monde, tant que la
mécanique céleste a été la théorie
scientifique principale et
triomphante.

Jean Leray, 1963.
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Introduction

Ce chapitre préliminaire poursuit deux objectifs principaux :

• présenter le cadre général de la théorie des équations différentielles ordinaires, tel qu’il s’est mis en

place et a évolué, depuis la fin du 17e siècle jusqu’au début du 20e siècle, et dégager, au sein de ce cadre,

la problématique1 de l’intégration approchée ;

• situer notre recherche par rapport aux travaux récents des historiens des sciences.

Nous commencerons par un rapide panorama de l’intégration algébrique, essentiellement sous sa

forme la plus courante qui est l’intégration par quadratures. En effet, c’est par opposition à cette dernière

que se définira l’intégration approchée, dans un jeu de contrastes parfois flous entre algèbre et analyse,

entre exactitude et approximation, entre fini et infini.

Cependant, avant de mettre en évidence les différents sens que l’on peut donner à l’expression “inté-

gration approchée” et avant de préciser ceux que nous retiendrons pour notre travail, nous ouvrirons une

parenthèse sur les problèmes moteurs qui ont nécessité la création de méthodes d’approximation pour la

résolution des équations différentielles. Le calcul infinitésimal étant inséparable, depuis son origine, de la

mécanique newtonienne, il sera naturel de trouver parmi ces problèmes, au premier rang, la mécanique

céleste et la balistique.

Nous terminerons par une brève réflexion sur les rapports qu’entretiennent les mathématiques pures,

les mathématiques appliquées et le calcul numérique, champs de savoir au confluent desquels se consti-

tuent les théories et les pratiques de l’intégration approchée. Il n’est pas dans nos intentions — en tout état

de cause, nous en serions bien incapable — de présenter ici une étude philosophique générale sur les rela-

tions entre mathématiques et réalité2, ni même une nouvelle analyse épistémologique des rapports consti-

tutifs qui s’établissent entre les mathématiques et la physique3. Plus modestement, nous voulons suggérer,

à travers l’exemple hautement significatif de la résolution approchée des équations différentielles, com-

ment toutes ces relations ont été perçues et transformées par les mathématiciens de la période qui nous

occupe.

Ces réflexions générales permettront de délimiter progressivement le cadre de notre recherche et feront

apparaître les grands thèmes qui seront développés dans les chapitres ultérieurs.

1 Nous employons le mot “problématique” au sens suivant, donné par le Petit Robert : “ensemble de problèmes dont les élé-
ments sont liés”.
2 Voir G. Hirsch, “Mathématisation et réalité”, Dialectica, vol. 29, fasc. 1, 1975, pp. 5-24.
3 Voir J.-M. Lévy-Leblond, Article “Physique et mathématiques”, Encyclopædia Universalis.
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1. L’intégration par quadratures

1.1. Une première vague de résultats

1.1.1. Le problème inverse des tangentes

Vers le milieu du 17e siècle, grâce aux idées de Descartes et Fermat, le problème de la détermination

des tangentes à une courbe donnée pouvait être considéré comme résolu. Mais, dès 1638, Debeaune avait

invité les mathématiciens français à réfléchir aussi au problème réciproque : connaissant une propriété

vérifiée par la tangente (ou la sous-tangente, ou la normale, ou la sous-normale), retrouver la courbe4. Les

créateurs du calcul infinitésimal, Newton et Leibniz, chacun avec ses conceptions et son formalisme,

allaient accorder une place centrale à ce problème inverse des tangentes.

En 1671, dans La méthode des fluxions et des suites infinies5, Newton énonce les deux premiers pro-

blèmes à résoudre : “Problème I. Étant donnée la Relation des Quantités Fluentes, trouver la Relation de

leurs Fluxions. Problème II. Étant donnée la Relation des Fluxions, trouver celle des Quantités Fluentes.”

Dans le cas où il n’y a que deux variables x et y, le Problème II peut se présenter sous deux aspects : les

équations où n’intervient qu’une des fluentes, du type ẏ ẋ = f (x), et les équations plus générales où

apparaissent les deux fluentes, du type ẏ ẋ = f (x, y) . La technique employée, consistant à chercher la

solution sous forme de série infinie (cf. chap. II, 1.1), n’introduit pas de différence fondamentale entre les

deux cas.

Selon Scriba6, Leibniz s’intéresse également au problème inverse des tangentes dès 1673. Bien qu’uti-

lisant parfois, comme Newton, la méthode des séries, Leibniz cherche avant tout à réduire le problème aux

quadratures. En 1675, par exemple, on trouve dans un de ses manuscrits7 les cinq problèmes suivants, où σ
désigne la sous-normale :

(1)  σ = a2

y
 ;     (2)  σ = a2

x
 ;     (3)  x + σ = a2

y
 ;     (4)  x + σ = a2

x
 ;     (5)  σ = x2 + y2 .

(Voir, sur la figure I.1, la sous-normale σ = y
dy
dx

, ainsi que le triangle caractéristique leibnizien, la tan-

gente t, la sous-tangente s et la normale n.)

4 C. J. Scriba, “Zur Lösung des 2. Debeauneschen Problems durch Descartes”, Archive for history of exact sciences, vol. 1,
1961, pp. 406-419.
5 Methodus fluxionum et serierum infinitarum, 1671 ; trad. française par M. de Buffon, Paris, 1740.
6 “The inverse method of tangents : a dialogue between Leibniz and Newton (1675-1677)”, Archive for history of exact
sciences, vol. 2, 1964, pp. 113-137.
7 Catalogue critique des manuscrits de Leibniz, éd. A. Rivaud, Poitiers, 1914-1924, II, n° 1120 : “Methodi tangentium inversae
exempla”.
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t

s

x

y

dx

dy

n

σ

Fig. I.1. Le problème inverse des tangentes

Leibniz écrit les cinq équations sous la forme

(1)  y2dy = a2dx  ;     (2)  y dy = a2 dx
x

 ;     (3)  x dx + y dy = a2 dx
y

 ;

(4)  x dx + y dy = a2 dx
x

 ;     (5)  y dy = x2 + y2 dx .

Il intègre facilement la première, ramène les trois suivantes à la quadrature de l’hyperbole (dans le cas de

l’équation (3), il se trompe en confondant 
dx
y

⌠
⌡

 et 
dy
y

⌠
⌡

, pour la simple raison qu’il n’écrit pas encore, à

cette époque, l’élément différentiel sous le signe de sommation), et s’avoue impuissant face à la dernière

équation. Dans une lettre à Oldenburg, du 1er juillet 1677, il reconnaît l’échec de ses tentatives : “Nous ne

possédons pas encore, autant que je sache, la méthode inverse des tangentes.” Un peu plus tard, en 1686,

il précise sa conception du problème : “Mais la recherche des Quadratures indéfinies ou de leurs impossi-

bilités n’est elle-même à mes yeux qu’un cas particulier (bien plus simple) d’un problème beaucoup plus

vaste, que j’appelle Méthode inverse des tangentes, problème où est renfermée la plus grande partie de

toute la Géométrie transcendante. Si on pouvait le résoudre Algébriquement on pourrait considérer que

tout est dit, mais en réalité je ne vois encore rien paraître de satisfaisant à ce sujet.”8 Lorsqu’il ne peut

traiter un problème “algébriquement”, Leibniz fait appel aux séries, mais à titre provisoire, en vue des

applications, en attendant de disposer d’une meilleure méthode. Cette méthode idéale, il la décrit en 1702 :

“Les expressions à sommer ou bien sont purement et simplement données, ou bien renferment elles-

mêmes la somme cherchée, par exemple dy = yxdx
ax + yy

 faisant intervenir la somme inconnue y dans le dy

qu’il faut sommer. Dans les deux cas le problème délicat (problème que les notions en usage ne per-

mettent pas de résoudre) consiste à ramener les expressions affectées à des expressions pures, c’est-à-dire

s’agissant du calcul infinitésimal, ramener les équations différentielles de degré quelconque (différen-

tielles, différentio-différentielles, etc.) à des quadratures, et ainsi, en postulant ces dernières, à déterminer

une courbe à partir d’une propriété de ses tangentes ou de ses osculations de tous ordres.”9

8 “De geometria recondita et analysi indivisibilium atque infinitorum”, Acta Eruditorum, juin 1686 ; Leibnizens mathematische
Schriften, publiés par C. I. Gerhardt, Halle, 1850-1863 ; rééd. Olms, 1962, t. 5, pp. 226-233. Nous donnons les textes de Leibniz
dans la traduction de M. Parmentier, in Leibniz, Naissance du calcul différentiel, Collection Mathesis, Vrin, Paris, 1989.
9 “Specimen novum analyseos pro scientia infiniti circa summas et quadraturas”, Acta Eruditorum, mai 1702 ; Mathematische
Schriften, t. V, pp. 350-361.
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Ces textes sont clairs et vont à l’encontre de ce qu’écrivent certains historiens du calcul infinitésimal.

Comme l’a bien souligné Giusti10 : “Nella formulazione di Newton, non meno che in quella di Leibniz, i

problemi inversi non sono quello della derivazione e dell’integrazione, ma il problema diretto e quello

inverso delle tangenti ; in linguaggio moderno la differenziazione da una parte, e dall’altra l’integrazione

delle equazioni differenziali.”11 Dès le début, le problème des quadratures, c’est-à-dire l’intégration de

l’équation différentielle particulière dy dx = f (x), est intimement lié à la résolution de l’équation diffé-

rentielle plus générale dy dx = f (x, y) . Par ailleurs, deux points de vue sont en concurrence : Newton

imagine d’emblée une méthode de portée très large en appliquant aux équations différentielles la méthode

des séries déjà utilisée pour les quadratures, tandis que Leibniz se fixe pour objectif principal de ramener

le problème inverse des tangentes à celui des quadratures. Un double mouvement commence, que nous

suivrons en partie tout au long de notre travail : dans l’intégration exacte “algébrique”, on cherche à rame-

ner, comme Leibniz, l’intégration de toute équation différentielle à un nombre fini de quadratures ; dans

l’intégration “approchée”, à la suite de Newton, on cherche à étendre aux équations différentielles géné-

rales les techniques de calcul approché des intégrales. Dans cet ordre d’idées, Mahwin a centré, à juste

titre, l’un de ses articles12 sur l’enrichissement mutuel, du 17e siècle à nos jours, entre théories de l’inté-

gration et théories des équations différentielles.

1.1.2. Les succès du 18e siècle

La méthode d’intégration par quadratures, inaugurée par Leibniz, obtient des succès incontestables tout

au long du 18e siècle. Sur les résultats obtenus et les nombreux mathématiciens concernés, on dispose de

deux exposés d’époque fort instructifs : l’un, à caractère mathématique, dans le grand Traité du calcul

différentiel et du calcul intégral de Lacroix13 ; l’autre, à caractère historique, dans l’Histoire des mathé-

matiques de Montucla14. Voici comment, à l’aube du 19e siècle, Montucla résume la situation15 :

“Nous voici parvenus au second et plus difficile des deux cas indiqués plus haut, à celui dans lequel il

s’agit de différentielles mêlées entr’elles et avec leurs variables finies. (…) Cette partie du calcul infinité-

simal est aussi la plus difficile, et malgré la sagacité des plus grands Géomètres, il y a des cas sans

nombre où elle élude leurs efforts, ou pour mieux dire, le nombre des cas susceptibles de résolution, n’est

qu’extrêmement petit en comparaison de ceux qui s’y refusent encore.

Lorsqu’on a une équation différentielle où les indéterminées sont mêlées ensemble, il y a deux procé-

dés employés par les Géomètres. Le premier consiste à tâcher d’intégrer l’équation sans les séparer. (…)

Il est évident que, lorsque cela réussit, on a le rapport de ces variables exprimé en termes finis ; le reste

est l’ouvrage de l’algèbre ordinaire. (…)

Mais lorsqu’on ne peut parvenir à cette intégration, alors le second procédé a lieu. Il consiste à tâcher

de séparer les indéterminées les unes des autres (…). Alors le problème est réduit au cas que nous avons

traité dans l’article précédent, et l’équation est du moins constructible par la quadrature du cercle, ou de

l’hyperbole, ou de quelque courbe d’un ordre plus élevé.”

10 “A tre secoli dal calcolo, la questione delle origini”, Bolletino della Unione Matematica Italiana, vol. 6, fasc. 3-A, 1984,
pp. 1-55.
11 “Dans la formulation de Newton, et tout autant dans celle de Leibniz, les problèmes inverses ne sont pas ceux de la dériva-
tion et de l’intégration, mais le problème direct et le problème inverse des tangentes : en langage moderne, la dérivation d’une
part et l’intégration des équations différentielles de l’autre.”
12 “Problème de Cauchy pour les équations différentielles ordinaires et théories de l’intégration : influences mutuelles”,
Cahiers du séminaire d’histoire des mathématiques, vol. 9, Université P. et M. Curie, 1988, pp. 231-246.
13 Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, 1ère éd. (2 vol.), Paris, 1797-1798 ; 2e éd. (3 vol.), Paris, 1810-1814-1819.
14 Histoire des mathématiques, Paris, an X (1802).
15 Ibid., t. 3, p. 163.
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Montucla décrit fort bien les deux procédés classiques d’intégration des équations du premier ordre :

différentielle exacte et séparation des variables. L’idée de la séparation des variables vient de Leibniz

(1691). Très tôt, lui-même et les frères Bernoulli intègrent par ce procédé, soit directement, soit en s’y

ramenant par des changements de variables, les équations linéaires du premier ordre, les équations homo-

gènes, les équations dites “de Bernoulli” et, dans quelques cas particuliers, les équations du type proposé

par Riccati. Plus tard, Clairaut (1739) et Euler (1740) cherchent à ramener toute équation du premier ordre

à une différentielle exacte par la technique du facteur intégrant. Euler, virtuose en la matière, parvient à

intégrer de cette façon un grand nombre d’équations très particulières, sans pour autant dégager de

méthode générale. Parallèlement, Clairaut (1734), d’Alembert (1748), Euler (1768) et Lagrange (1774)

s’intéressent aussi à certains types d’équations non résolues par rapport à la dérivée et, à cette occasion,

découvrent et élucident le phénomène de l’intégrale singulière.

En ce qui concerne les équations d’ordre supérieur au premier, des progrès décisifs sont réalisés dans

le cas linéaire. D’Alembert (1762) observe que l’intégrale générale d’une équation linéaire d’ordre n est

obtenue en ajoutant une intégrale particulière de l’équation complète à l’intégrale générale de l’équation

homogène, et que la connaissance d’une intégrale particulière de l’équation homogène permet de se rame-

ner à une équation d’ordre n – 1. On se rend compte, à peu près à la même époque, de l’équivalence entre

l’intégration de l’équation de Riccati et celle de l’équation linéaire du second ordre. Un peu plus tard,

Lagrange (1774) prouve que l’intégrale générale de l’équation homogène d’ordre n est combinaison

linéaire d’un système de n solutions particulières (sans que le problème de l’indépendance linéaire de ces

solutions soit clairement posé) et met en œuvre la méthode de variation des constantes pour obtenir l’inté-

grale générale de l’équation non homogène au moyen de n quadratures. Par ailleurs, Euler (1743) intègre

les équations linéaires d’ordre quelconque à coefficients constants, et Lagrange étend les résultats d’Euler

aux systèmes linéaires à coefficients constants.

Ces résultats, qui ont fait l’objet d’innombrables développements dans tous les traités de calcul intégral

parus depuis celui de Lacroix, sont également bien connus d’un point de vue historique. Nous renvoyons

notamment aux études classiques de Vessiot16 et Ince17, ainsi qu’aux analyses plus récentes de Kline18 et

Dieudonné19.

Malgré les succès initiaux de l’intégration par quadratures, très vite est apparu le sentiment que seules

quelques classes particulières d’équations différentielles pourraient être résolues par cette voie. Pour le

dire, Painlevé20 emploie une belle métaphore :

“On ne saurait mieux comparer cet afflux de vérités nouvelles qu’au mouvement d’une vague qui

occupe en un instant l’espace grand ouvert devant elle et qui s’arrête au pied d’une ceinture de granit. La

vague s’arrêta quand tout ce qui était intégrable, dans les problèmes naturels, fut intégré.

Mais toutes les tentatives faites pour intégrer à l’aide d’opérations simples (quadratures et autres) une

équation différentielle quelconque avaient échoué. Il était donc plus que vraisemblable qu’une telle réduc-

tion était chimérique.”

16 “Méthodes d’intégration élémentaires”, Encyclopédie des sciences mathématiques pures et appliquées, t. 2, vol. 3, fasc. 1,
Gauthier-Villars, Paris, 1910. 
17 Ordinary differential equations, 1926 ; rééd. Dover, 1956. Voir Appendix A : “Historical note on formal methods of integra-
tion”, pp. 529-539.
18 Mathematical thought from ancient to modern times, Oxford University Press, New York, 1972, chap. 21 : “Ordinary diffe-
rential equations in the eighteenth century”, pp. 468-501.
19 “L’analyse mathématique au dix-huitième siècle”, in Abrégé d’histoire des mathématiques, Hermann, Paris, 1978 ; 2e éd.,
1986, pp. 38-43.
20 “Le problème moderne de l’intégration des équations différentielles”, Bulletin de la Société Mathématique de France, 28,
1904, pp. 193-208 ; Œuvres, t. 3, Éditions du CNRS, Paris, 1975, pp. 753-768.
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1.2. Énoncé du problème

Avant d’examiner en quel sens l’intégration par quadratures pouvait être considérée comme “chimé-

rique”, il serait bon de préciser le cadre de la théorie des équations différentielles ordinaires, tel qu’il s’est

dégagé tout au long du 18e siècle, et le vocabulaire de l’intégration algébrique.

1.2.1. Cadre général de la théorie des équations différentielles à la fin du 18e siècle

Vers la fin du 18e siècle, après avoir étudié de nombreux exemples, les mathématiciens avaient claire-

ment pris conscience des faits suivants, même s’il ne pouvaient pas les justifier en toute rigueur :

1) Tout problème d’équations différentielles ordinaires peut se ramener, au moins localement, à l’inté-

gration d’un système de n équations du premier ordre à n fonctions inconnues, de la forme

(1)     

  

dy1

dx
= f1(x, y1,K , yn )

L

dyn

dx
= f n (x, y1,K , yn ).













Un tel système est dit d’ordre n. En particulier, une équation différentielle d’ordre n,

  

dny
dxn = f x, y,

dy
dx

,K ,
dn−1y
dxn−1





 ,

se ramène à un système d’ordre n si l’on pose

  
y1 = y, y2 = dy

dx
, K , yn = dn−1y

dxn−1 .

2) La solution générale peut s’écrire

  y1 = ϕ1(x, C1,K , Cn ), K , yn = ϕn (x, C1,K , Cn ) ;

elle dépend essentiellement de n constantes arbitraires.

3) Une solution particulière est déterminée par les valeurs prises pour une valeur particulière x0 de la

variable :

  y1(x0 ) = a1, K , yn (x0 ) = an .

4) La connaissance d’une relation

  ψ (y1,K , yn ) = C ,

où C est une constante arbitraire, permet de se ramener à un système d’ordre n – 1. Une telle relation est

appelée intégrale première.

Ces résultats sont, à l’époque, considérés comme valables en toute généralité, ou du moins dans le

cadre des problèmes se présentant dans la pratique. On ne s’interroge pas encore sur les conditions de

régularité à imposer éventuellement aux fonctions f i  pour assurer l’existence et/ou l’unicité des solutions.

L’existence est prouvée, de fait, par la construction algébrique (c’est-à-dire à l’aide d’un nombre fini

d’opérations) d’une solution effective.

Le rôle des constantes d’intégration et leur détermination par la connaissance d’un point particulier de

la courbe intégrale avaient été mis en évidence par Newton, dès ses premières tentatives d’intégration par
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les séries (cf. chap. II, 1.1.4), de même que par Leibniz, en réponse à une erreur de Jacques Bernoulli

(cf. chap. III, 1.1.2). C’est ainsi que Leibniz écrit21, en 1694, à propos des quadratures indéfinies : “Nous

pouvons faire intervenir une telle constante au cours de la sommation chaque fois que les conditions du

problème n’y font pas obstacle. J’ai tenu à faire cette précision car je m’aperçois qu’on n’y prend pas

assez garde, or il faut en tenir compte pour obtenir une solution générale. Pour des points H et A iden-

tiques, une infinité de courbes conviennent, selon les variations du segment b, de sorte qu’on peut déter-

miner me semble-t-il la courbe solution passant par un point donné.” Malgré quelques hésitations, le pro-

blème central de la théorie est déjà, dès le début du 18e siècle, celui que nous appelons aujourd’hui pro-

blème de Cauchy : déterminer la courbe intégrale passant par un point donné.

1.2.2. Intégration en termes finis et intégration par quadratures

Leibniz souhaitait intégrer les équations différentielles algébriquement, éventuellement en les rame-

nant à la quadrature du cercle ou de l’hyperbole. Dans le cas général du système (1), cela revient à déter-

miner les fonctions inconnues au moyen d’équations finies où n’interviennent, en nombre fini, que les

opérations algébriques usuelles et les fonctions transcendantes exponentielles et circulaires. Dans ce cas,

on parle d’intégration explicite ou en termes finis. Les fonctions construites par ce procédé sont appelées

fonctions élémentaires. Lorsqu’on s’autorise, de plus, à recourir à des intégrations indéfinies en nombre

fini (c’est-à-dire si l’on considère la primitivation comme une nouvelle opération algébrique), on obtient

ce qui est appelé l’intégration par quadratures.

Quelles sont les équations différentielles susceptibles d’être intégrées en termes finis ou par quadra-

tures ? Au 18e siècle, les réponses sont assez confuses et évoluent vite. En 1703, Leibniz, qui étudie la

quadrature des fractions rationnelles en tentant de les décomposer en éléments simples, écrit22, en réponse

à Jean Bernoulli : “Je me vois malgré tout contraint d’exprimer mon désaccord, car d’après lui, tous les

cas peuvent se ramener (en dehors des quadratures ordinaires) à la quadrature du Cercle et de l’Hyper-

bole, alors que dans l’article que j’ai mentionné, paru dans les Acta de Mai dernier, j’ai démontré

qu’apparaissent indéfiniment et successivement d’autres espèces de quadratures rationnelles transcen-

dantes, de degré de plus en plus grand, indépendantes les unes des autres, et que les quadratures de

l’Hyperbole et du Cercle n’en sont que les premières et les plus simples.” Leibniz se trompe ; s’agissant

des fractions rationnelles, nous savons aujourd’hui que c’est Bernoulli qui avait raison. D’Alembert23

devait l’établir rigoureusement en s’appuyant sur le théorème fondamental de l’Algèbre. Par contre,

d’Alembert n’est pas parvenu à réduire à la quadrature du cercle ou de l’hyperbole certaines différentielles

irrationnelles, en particulier celles liées à la rectification de l’ellipse. À peu près à la même époque, Mac-

Laurin arrivait à une constatation analogue dans son Traité des fluxions24 : “Les arcs d’un cercle, et les

aires hyperboliques, ou logarithmiques, ne peuvent pas s’exprimer en termes Algébriques ; mais on les a

calculés avec une grande exactitude, par différentes méthodes. On peut, par leur moyen, mesurer aisé-

ment, avec des quantités Algébriques, tous les segments des sections coniques, et les arcs d’une parabole ;

et lorsqu’on détermine par là une fluente, on regarde cette détermination comme le second degré de réso-

lution. Lorsqu’il ne paraît pas qu’une fluente puisse se mesurer par les aires des sections coniques, on

21 “Constructio propria problematis de curva isochrona paracentrica, ubi et generaliora quaedam de natura et calculo differen-
tiali osculorum, et de constructione linearum transcendentium, una maxime geometrica, altera mechanica quidem, sed genera-
lissima. Accessit modus reddendi inventiones transcendentium linearum universales, ut quemvis casum comprehendant, et tran-
seant per punctum datum”, Acta Eruditorum, août 1694 ; Mathematische Schriften, t. 5, pp. 309-318.
22 “Continuatio analyseos quadraturarum rationalium”, Acta Eruditorum, janvier 1703 ; Mathematische Schriften, t. 5,
pp. 361-366.
23 “Recherches sur le calcul intégral”, Mémoires de l’Académie des Sciences de Berlin, 1748 (1746).
24 A treatise of fluxions, 2 vol., Edinburgh, 1742 ; trad. française, 2 vol., Paris, 1749.
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peut néanmoins en certains cas, les mesurer par leurs arcs, et c’est là comme le troisième degré de réso-

lution (…).” Et ainsi de suite… Faut-il voir chez MacLaurin ou d’Alembert la conviction intime qu’il

existe plusieurs classes, voire une infinité de classes, de fonctions transcendantes irréductibles les unes aux

autres, ou le simple aveu que la réduction espérée n’a pas encore pu être réalisée ? Il est difficile de

répondre. Quoi qu’il en soit, tout restait à faire pour délimiter avec rigueur le champ d’application des

méthodes algébriques d’intégration.

1.3. Limites de l’intégration algébrique

1.3.1. Les tentatives de Condorcet

Christian Gilain25 a mis en évidence l’apport, jusque là méconnu, de Condorcet à la théorie de l’inté-

gration en termes finis. En 1764, Fontaine26 s’était déjà proposé de construire des Tables donnant les inté-

grales de toute équation différentielle “possible” mais il se limitait en fait aux intégrales algébriques des

équations différentielles algébriques et ne parvenait pas à dégager un nombre fini de cas, ce qui rendait la

méthode obscure et impraticable. L’année suivante, dans un ouvrage ambitieux27, Condorcet pense sup-

pléer aux défauts de la théorie de Fontaine et annonce un peu hâtivement : “En effet, 1° il n’y a aucune

équation différentielle à laquelle cette méthode ne s’applique, 2° je donne pour chacune la manière de

trouver toutes les formes dont l’intégrale est susceptible, et je démontre que le nombre en est fini. Le reste

ne dépend donc plus que de l’algèbre ordinaire : j’intégrerai donc toute équation différentielle qui ne sera

pas absurde.” De même, dans sa Lettre à d’Alembert de 176828, il affirme “qu’il n’y a aucune intégrale

qui ne se puisse construire en supposant la quadrature du cercle et celle de l’hyperbole ; en sorte que la

ligne droite, la ligne circulaire et l’espace hyperbolique soient les seules quantités géométriques

essentiellement différentes, toutes les lignes courbes où l’on a y égal à une fonction de x, pouvant s’y rap-

porter”. Condorcet semble persuadé que les intégrales des équations différentielles à coefficients élémen-

taires sont toujours des fonctions élémentaires. Cette erreur peut surprendre si l’on garde à l’esprit les

recherches antérieures, citées plus haut, sur la rectification de l’ellipse.

Condorcet dépasse rapidement cette erreur de jeunesse. Dans un mémoire de 177229, il révèle une con-

ception enfin claire de l’intégration en termes finis. Il définit les fonctions que nous avons appelées “élé-

mentaires” : “je n’appelle ici, comme dans le reste de ce Mémoire, fonctions en termes finis, que les fonc-

tions algébriques, logarithmiques et exponentielles”, et propose une classification pertinente des équations

différentielles : “nous aurons donc, 1° des équations intégrables en termes finis ; 2° des équations

réductibles à des quadratures dont l’élément est exprimé en termes finis ; 3° des équations qui ne sont pas

même réductibles aux quadratures”.

À partir de 1772, Condorcet s’intéresse en priorité à la politique et aux sciences sociales et ne publie

presque plus de travaux de mathématiques pures. Pourtant, par une étude minutieuse de nombreux manus-

crits et documents inédits, Gilain a établi que l’encyclopédiste n’en avait pas pour autant abandonné ses

recherches sur les équations différentielles. On trouve dans les papiers de Condorcet, mais en général sans

démonstration, certains résultats qui seront redécouverts et établis plus tard par Abel et Liouville, en parti-

25 “Condorcet et le calcul intégral”, in R. Rashed et al., Sciences à l’époque de la Révolution française. Recherches historiques,
Blanchard, Paris, 1988, pp. 87-147.
26 Mémoires donnés à l’Académie Royale des Sciences, non imprimés dans leur temps, 1764.
27 Du calcul intégral, Paris, 1765.
28 Lettre à M. d’Alembert sur le système du monde et le Calcul intégral, in Essais d’Analyse, t. 1, Paris, 1768.
29 “Recherches de calcul intégral”, Mémoires de l’Académie Royale des Sciences, 1775 (1772 I), pp.1-99.
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culier un “théorème de Liouville” considéré comme le théorème fondamental de l’intégration en termes

finis : si y est une fonction algébrique de x dont l’intégrale indéfinie peut s’exprimer en termes finis, alors

on peut écrire

  
y dx = t + A logu + B logv + L + C logw∫ ,

où A, B, … , C sont des constantes et t, u, v, … , w des fonctions algébriques de x.

Gilain a ainsi réhabilité Condorcet, qui apparaît désormais comme l’un des créateurs de la théorie algé-

brique de l’intégration des équations différentielles et un précurseur des profonds travaux du 19e siècle sur

ce thème.

1.3.2. La réponse négative de Liouville

Après Condorcet et avant Liouville, au moins deux mathématiciens ont annoncé qu’ils possédaient une

théorie de l’intégration en termes finis : Laplace et Abel. Laplace n’a jamais publié les démonstrations

promises. Quant à Abel, le mémoire qu’il a écrit sur le sujet a été perdu. Tous deux, en particulier,

semblent avoir prouvé la conjecture, souvent énoncée au 18e siècle, que certaines intégrales elliptiques ne

sont pas réductibles à la quadrature du cercle et de l’hyperbole. Un extrait de la Théorie analytique des

Probabilités, publiée par Laplace en 181230, est significatif de l’état de la question avant les travaux déci-

sifs de Liouville. Ayant montré que les fonctions exponentielles, algébriques et logarithmiques sont essen-

tiellement distinctes, Laplace écrit :

“Ces principes fondés sur la nature même des fonctions, peuvent être d’une grande utilité dans les

recherches analytiques, en indiquant les formes dont les fonctions que l’on se propose de trouver, sont

susceptibles, et en démontrant leur impossibilité dans un grand nombre de cas ; mais alors il faut être

bien sûr de n’omettre aucune des formes possibles. Ainsi la différentiation laissant subsister les quantités

exponentielles et radicales, et ne faisant disparaître les quantités logarithmiques, qu’autant qu’elles sont

multipliées par des constantes ; on doit en conclure que l’intégrale d’une fonction différentielle ne peut

renfermer d’autres quantités exponentielles et radicales, que celles qui sont contenues dans cette fonction.

Par ce moyen, j’ai reconnu que l’on ne peut pas obtenir en fonction finie explicite ou implicite de la

variable x, l’intégrale 
dx

1 + α x2 + β x4

⌠
⌡

. J’ai démontré pareillement que les équations linéaires aux dif-

férences partielles du second ordre entre trois variables, ne sont pas le plus souvent, susceptibles d’être

intégrées sous une forme finie ; ce qui m’a conduit à une méthode générale pour les intégrer sous cette

forme, lorsqu’elle est possible.”

Venons-en à Liouville, dont la vie et l’œuvre ont été étudiées de manière approfondie par Lützen31.

Liouville chercha des méthodes pour décider si l’intégrale indéfinie d’une fonction algébrique, ou plus

généralement élémentaire, est à son tour une fonction élémentaire. Grâce au théorème fondamental cité

plus haut, et à une généralisation de ce résultat, il réussit à prouver qu’un grand nombre d’intégrales, en

particulier certaines intégrales elliptiques, ne peuvent pas être exprimées en termes finis. Pour ce qui est

des équations différentielles ordinaires, ses idées sont contenues dans trois mémoires32 de 1839-41.

30 Théorie analytique des probabilités, Courcier, Paris, 1812 ; 2e éd., 1814, p. 7.
31 Joseph Liouville 1809-1882 : Master of pure and applied mathematics, Springer-Verlag, New York, 1990. Nous exploitons
ici le chap. 9 : “Integration in finite terms”.
32 “Mémoire sur l’intégration d’une classe d’équations différentielles du second ordre en quantités finies explicites”, Journal de
mathématiques pures et appliquées, s.1, t. 4, 1839, pp. 423-456 ; “Mémoire sur les transcendantes elliptiques de première et de
seconde espèce, considérées comme fonctions de leur module”, Ibid., s. 1, t. 5, 1840, pp. 441-464 ; “Remarques nouvelles sur
l’équation de Riccati”, Ibid., s. 1, t. 6, 1841, pp. 1-13.
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Dans le premier de ces écrits, Liouville prouve que, pour une équation linéaire du second ordre

d 2y
dx2 = P(x) y ,

où P est un polynôme non constant, l’intégrale générale n’est jamais exprimable en termes finis. À la fin

du mémoire, il remarque que les raisonnements utilisés pourraient s’appliquer sans changement au pro-

blème de l’intégration par quadratures. Ces raisonnements s’apparentent à ceux que Ruffini, Abel et Ga-

lois avaient imaginés, un peu plus tôt, pour démontrer l’impossibilité de résoudre par radicaux l’équation

générale du cinquième degré. Les deux problèmes sont, en effet, analogues : d’un côté, on veut ramener

toute équation différentielle à un nombre fini d’équations simples de la forme dy dx = f (x) ; de l’autre

côté, on veut ramener toute équation algébrique à un nombre fini d’équations simples de la forme xn = a .

L’année suivante, Liouville établit que les intégrales elliptiques33

E(x) = dα 1 − x2 sin2 α
0

α

∫      et     F(x) = dα

1 − x2 sin2 α0

α
⌠
⌡

,

considérées comme fonctions de leur module x, ne sont pas exprimables par quadratures pour α ≠ 0. Le

résultat est obtenu en appliquant les méthodes du mémoire de 1839 à l’équation différentielle

d 2y
dx2 = − (1 + x2 )2

4(x − x3 )2 y ,

vérifiée par la fonction E(x) pour α = π 2 .

Enfin, en 1841, Liouville montre que l’équation de Riccati

dy
dx

+ ay2 = bxm

n’est intégrable par quadratures que pour les valeurs de l’exposant m déjà identifiées par les frères Ber-

noulli vers 1720, à savoir m = − 4n
2n ± 1

, où n est un entier naturel. Il y parvient en ramenant, par change-

ment de variable, l’équation de Riccati à une équation linéaire du second ordre, du même type que celles

des deux mémoires précédents.

1.3.3. Nécessité du recours à l’intégration approchée

Ainsi, Liouville prouvait rigoureusement ce qu’on pressentait depuis longtemps : l’impossibilité de

résoudre par quadratures la plupart des équations différentielles. Malgré ce résultat négatif, la voie de l’in-

tégration algébrique ou formelle, consistant, de façon générale, à tenter d’exprimer les solutions à l’aide

d’un nombre fini d’opérations portant sur un ensemble bien délimité de fonctions de base, devait con-

naître, dans la seconde moitié du 19e siècle, d’importants développements dont nous ne pouvons guère

parler ici. Citons simplement le nom de Sophus Lie, qui a associé à chaque équation différentielle un

groupe de transformations jouant un rôle analogue à celui du groupe de Galois d’une équation algébrique,

et qui a pu expliquer par la structure de ce groupe les cas connus d’intégrabilité par quadratures. Par ail-

leurs, notons au passage que l’intégration algébrique semble susciter, de nos jours, un regain d’intérêt, en

lien avec la conception de logiciels de calcul formel34.

33 Sur les intégrales et fonctions elliptiques, que nous rencontrerons à plusieurs reprises, voir C. Houzel, “Fonctions elliptiques
et intégrales abéliennes”, in J. Dieudonné et al., Abrégé d’histoire des mathématiques, 2e éd., pp. 293-314.
34 Mentionnons en passant les recherches de M. Rosenlicht (1968), R. Risch (1969) et J. H. Davenport (1979), qui ont appro-
fondi les résultats de Liouville et ont conduit à des algorithmes programmés au sein des logiciels Macsyma et Reduce.
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Les avancées de Liouville montraient surtout, de façon définitive, qu’il ne fallait pas compter sur l’in-

tégration algébrique pour répondre aux besoins des applications. C’est l’autre voie, celle de Newton, celle

de l’intégration approchée, faisant appel à une infinité d’opérations, qu’il fallait approfondir pour pouvoir

étudier les propriétés et calculer les valeurs numériques des solutions des équations issues de la physique

mathématique. Contrairement à ce que laissent croire certains traités d’enseignement, c’est bien l’intégra-

tion approchée qui se trouve au cœur de la théorie des équations différentielles. Depuis les débuts du cal-

cul infinitésimal, les grands mathématiciens ne s’y sont pas trompés. Nous aurons l’occasion d’examiner

longuement les positions de ceux des 18e et 19e siècles. Pour l’instant, contentons-nous de citer deux

témoignages plus récents. Vers 1935, Henri Lebesgue écrivait35 :

“D’une façon générale, si tous les calculs finis, exacts, les seuls qu’admettaient les Anciens, ont con-

servé toute leur importance mathématique, s’ils doivent être connus et étudiés par les Mathématiciens

actuels, leur importance pratique a considérablement diminué, et est parfois disparue totalement. Partout

ces calculs, dits exacts, ont été détrônés par les calculs approchés et souvent les calculs exacts ne sont

considérés que parce qu’ils conduisent au mode le plus simple de calcul approché. Dans les cours de

licence, on ne cherche plus, comme autrefois, à multiplier indéfiniment les cas où l’on peut intégrer exac-

tement une équation différentielle ou calculer exactement une quadrature ; on passe au plus vite sur ces

techniques qui ne sont plus en accord avec les autres chapitres où l’on étudie les intégrales et les qua-

dratures sans faire appel à des expressions explicites exactes.”

Plus près de nous, Jean Dieudonné abonde dans le même sens36 : “Il serait d’une extrême naïveté de

croire, sur l’exemple de quelques cas simples montés en épingle (tels que l’équation linéaire du premier

ordre), que l’on puisse en général obtenir les solutions de ′x = f (t, x)  par “quadratures”, c’est-à-dire en

appliquant un certain nombre de fois l’opération consistant à calculer une primitive d’une fonction

connue. Ici comme partout, le but de l’Analyse est la formation d’algorithmes d’approximation des solu-

tions cherchées, dans tous les sens que l’on peut donner à ce mot.”

L’exploration historique de l’intégration approchée sous toutes ses formes est, d’une certaine façon,

l’objet de notre recherche. Pour baliser le terrain, avant d’examiner plus en profondeur les divers sens que

l’on peut donner à l’expression “intégration approchée”, nous proposons d’étudier succinctement les

grands problèmes qui ont motivé les mathématiciens des 18e et 19e siècles. Qu’est-ce qui les a poussés à

imaginer de nouvelles méthodes, susceptibles de contourner en pratique l’impossibilité de la réduction aux

quadratures ?

35 “Sur la mesure des grandeurs”, L’Enseignement mathématique, 1931/35 ; rééd. Blanchard, Paris, 1975, p. 26.
36 Calcul infinitésimal, Hermann, Paris, 2e éd., 1980, p. 360.
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2. Les problèmes moteurs

À la fin du 17e siècle, les premiers problèmes conduisant à des équations différentielles sont soit des

problèmes géométriques (liés aux propriétés des tangentes, courbures, quadratures, rectifications…), soit

des problèmes physiques (étude des oscillations du pendule et recherche de courbes isochrones, trajet des

rayons lumineux dans un milieu non uniforme et problème des trajectoires orthogonales, forme d’une

corde flexible inextensible fixée à ses extrémités…). Ces problèmes, souvent anecdotiques, apparaissent

comme des défis que les mathématiciens se lancent les uns aux autres dans leur correspondance. Ils con-

duisent aux équations différentielles les plus simples et aux cas usuels d’intégration par quadratures.

Au 18e siècle, surgissent des problèmes plus systématiques et plus difficiles, résistant aux méthodes

élémentaires, à la suite de la formulation des axiomes de la mécanique par Newton. La physique mathé-

matique fournit quantités d’équations aux dérivées partielles qui se ramènent, par séparation des variables,

à des équations différentielles ordinaires. La mécanique des points matériels, ou des corps solides, donne

directement naissance à des systèmes de telles équations. Au sein de ce foisonnement, il nous semble que

deux domaines ont joué un rôle véritablement moteur dans la mise au point de méthodes d’intégration

approchée : la Mécanique céleste et la Balistique. Nous retrouverons effectivement ces deux disciplines

tout au long de notre travail. La mécanique céleste est le lieu par excellence des développements en séries

(cf. chap. II) ; la méthode des perturbations imaginée par les astronomes conduit, sous sa forme analy-

tique, à la méthode des approximations successives (cf. chap. IV) et, sous sa forme numérique, aux qua-

dratures mécaniques et aux méthodes de différences finies à pas liés (cf. chap. V). La balistique, quant à

elle, fait constamment appel au calcul des courbes intégrales par arcs successifs ; elle a puissamment moti-

vé les méthodes de différences finies à pas séparés (cf. chap. III) et les méthodes graphiques (cf. chap. VI).

Afin d’éviter les répétitions, nous allons présenter dès maintenant, et une fois pour toutes, quelques

généralités sur ces deux disciplines omniprésentes, en soulignant ce qui, de par la nature des problèmes

rencontrés, nécessitait de recourir à l’intégration approchée. Par contre, les secteurs de la physique mathé-

matique qui ont joué un rôle plus ponctuel — comme la théorie de la capillarité — seront considérés ulté-

rieurement, dans les chapitres spécialisés.

2.1. La mécanique céleste

2.1.1. Objet de la mécanique céleste

La mécanique céleste37 est fondée sur le principe de l’attraction universelle de Newton, qui a permis

de retrouver les lois de Kepler. Newton s’était refusé à expliquer cette “force” qui s’exerce à distance

entre les corps, et s’était contenté d’en donner l’expression mathématique. Beaucoup, tels d’Alembert, la

37 P. Humbert, “L’astronomie de la Renaissance à nos jours”, in Histoire de la science, sous la direction de M. Daumas, Ency-
clopédie de La Pléiade, Gallimard, Paris, 1957 (Voir “Le triomphe de la mécanique céleste”, pp. 754-777).
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considéraient comme mystérieuse et incompréhensible, aussi de grands efforts furent-ils accomplis pour

confronter les prévisions de la théorie aux observations. En quelque sorte, le but principal de la mécanique

céleste est de savoir si la loi de Newton suffit à expliquer, à elle seule, l’ensemble des phénomènes astro-

nomiques. Peut-elle rendre compte des “inégalités” observées des mouvements des planètes par rapport

aux ellipses képlériennes ? Permet-elle de résoudre le problème de la stabilité du système solaire : les

courbes à peu près elliptiques décrites par les corps célestes sont-elles périodiques ou vont-elles se défor-

mer indéfiniment ?

Les grandes figures du 18e siècle associées à la mécanique céleste sont Clairaut, d’Alembert, Euler,

Lagrange et Laplace. Ils consacrent à ce sujet de nombreux mémoires, extrêmement longs et touffus, et

n’hésitent pas à entreprendre des calculs gigantesques. Laplace a fait une synthèse magistrale de ces tra-

vaux dans son Traité de mécanique céleste38, contribuant ainsi au succès définitif du système de pensée

newtonien par rapport aux systèmes concurrents39.

Les recherches se poursuivent, dans le même esprit, tout au long du 19e siècle. Une nouvelle synthèse

de grande ampleur est alors réalisée par Tisserand40. Celle de Poincaré41, à peu près contemporaine mais

beaucoup plus profonde, annonce de nombreux travaux du 20e siècle. On trouvera enfin un exposé com-

plet et récent de la théorie, incroyable d’érudition, dans le traité monumental du japonais Hagihara42. Il

n’est, bien sûr, ni dans nos objectifs ni dans nos possibilités d’entreprendre ici une histoire de la méca-

nique céleste (quoique, au sens large, une telle histoire fasse intégralement partie de notre sujet), aussi

renvoyons-nous, de façon générale, aux quatre traités classiques précités. Nous nous contenterons d’y

puiser librement, en fonction des besoins, quelques éléments utiles à l’illustration de notre propos.

Le problème central de la mécanique céleste est l’étude du mouvement de plusieurs masses soumises à

l’attraction mutuelle. C’est le fameux problème des n corps. La description du système solaire fait, par

exemple, intervenir dix corps principaux (le Soleil et neuf planètes). Un problème plus restreint, important

pour la pratique, est celui des trois corps, qui concerne en particulier le système Soleil-Terre-Lune. Nous

allons rappeler les caractéristiques de ce problème fondamental des n corps, en commençant par le cas le

plus simple où il n’y a que deux corps en présence.

2.1.2. Le problème des deux corps

Considérons deux points matériels A et B, de masses mA et mB , en interaction gravitationnelle et for-

mant un système isolé. Dans un référentiel galiléen d’origine O, dont les axes Ox, Oy, Oz pointent vers

trois étoiles fixes, les équations fondamentales de la dynamique s’écrivent, en notant k la constante de

l’attraction universelle,

(1)     

mA

d 2 OA
→

dt2
= − k mAmB

BA
→

BA3

mB

d 2 OB
→

dt2
= − k mBmA

AB
→

AB3
.













38 Traité de mécanique céleste, 5 vol., Paris, 1799-1825.
39 J. Merleau-Ponty, “Laplace : un héros de la science «normale»”, La Recherche, n° 98, mars 1979, pp. 251-258.
40 Traité de mécanique céleste, 4 vol., Gauthier-Villars, Paris, 1889-1896.
41 Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste, 3 vol., Gauthier-Villars, Paris, 1892-1899.
42 Celestial Mechanics, The MIT Press, Japan Society for the Promotion of Science, vol. I-V, 1970-1976.
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Par rapport aux coordonnées de la position et de la vitesse des deux points, le système (1) est un système

différentiel d’ordre 12. En ajoutant les deux équations, il vient

  

d 2

dt2 (mA OA
→

+ mB OB
→

) =
r
0 ,

et, par suite,   mA OA
→

+ mB OB
→

= t
r
a +

r
b , où  

r
a et

r
b  sont deux vecteurs constants arbitraires. On obtient ainsi

six intégrales premières, traduisant le fait que le centre de masse G des deux points matériels suit un mou-

vement rectiligne uniforme. Le repère (G, Gx, Gy, Gz) étant à son tour galiléen, on peut prendre pour ori-

gine O  = G . Il suffit alors d’étudier le mouvement relatif du point B  dans le repère non galiléen

(A, Ax, Ay, Az) : les mouvements absolus de A et B s’en déduiront par simple homothétie. Les six inté-

grales premières précédentes permettent, en fin de compte, de se ramener à un système d’ordre 6, qui

s’écrit vectoriellement

d 2 AB
→

dt2 = − k (mA + mB )
AB
→

AB3 .

En désignant par   
r
r = AB

→
 le rayon vecteur du point B dans le nouveau repère (A, Ax, Ay, Az) et en posant

µ = k (mA + mB ), ce système s’écrit encore

(2)     
  

d 2 r
r

dt2 = − µ
r
r
r3 .

Par suite, le moment cinétique de B, noté  
r
σ , vérifie

  

d
r
σ

dt
= mB

r
r ∧ d 2 r

r
dt2 =

r
0 ,

et donc   
r
σ = r

c , où   
r
c  est un nouveau vecteur constant arbitraire. Il apparaît par là trois nouvelles intégrales

premières, appelées intégrales des aires. La conservation du moment cinétique de B entraîne que le mou-

vement relatif a lieu dans un plan passant par A et de direction fixe. Enfin, en multipliant la relation (2) par

  d
r
r dt , il vient

  

d 2 r
r

dt2 ⋅ d
r
r

dt
= − µ

r
r
r3 ⋅ d

r
r

dt
,

soit, par intégration,

  

1
2

d
r
r

dt






2

− µ
r

= d ,

où d est une constante arbitraire, qui représente l’énergie totale dans le mouvement relatif. La conserva-

tion de l’énergie fournit ainsi une dernière intégrale première, appelée intégrale de la force vive.

Grâce aux trois intégrales des aires et à l’intégrale de la force vive, le système (2), qui est d’ordre 6,

peut se ramener à un système d’ordre 2 portant, par exemple, sur les coordonnées polaires ρ et θ du

point B dans le plan du mouvement relatif. Deux circonstances physiques permettent d’achever l’intégra-

tion. La loi du mouvement ne dépend pas du temps (le système est autonome, i.e. le temps t ne figure pas

dans les seconds membres des équations différentielles) et, de plus, cette loi est invariante par rotation

autour de l’origine dans le plan du mouvement relatif. En adoptant ici, pour un instant, le langage de Lie,

il en résulte que le système d’ordre 2, auquel on vient d’aboutir, admet deux groupes de transformations à

un paramètre   (ρ, θ, t) a (ρ, θ, t + λ )  et   (ρ, θ, t) a (ρ, θ + µ, t). Cela permet de réduire le système à deux
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équations du premier ordre donnant dρ dθ  et dρ dt  en fonction de ρ seul. Dès lors, θ et t peuvent se cal-

culer en fonction de ρ, chacun par une quadrature.

Le problème des deux corps est donc intégrable par quadratures. On peut achever cette intégration de

façon classique43, en montrant que le point B décrit, dans le plan du mouvement relatif, une conique de

foyer A, et en retrouvant, dans le cas elliptique, les lois de Kepler. Ces résultats, que nous avons choisi

d’exposer en langage moderne afin de faire apparaître les raisons profondes du succès de l’intégration par

quadratures, se trouvent, pour la première fois, dans les Principia de Newton44, où ils font l’objet d’un

traitement géométrique n’exploitant pas encore les ressources du calcul différentiel et intégral. Le mouve-

ment rectiligne uniforme du centre de gravité est énoncé dans le Corollaire 4 des “Lois du mouvement” :

“Le centre commun de gravité de deux corps ou de plusieurs corps ne change point son état de mouve-

ment ou de repos, par l’action réciproque de ces corps ; ainsi le centre commun de gravité de tous les

corps qui agissent les uns sur les autres (supposé qu’il n’y ait aucune action ni aucun obstacle extérieur)

est toujours en repos, ou se meut uniformément en ligne droite.” La conséquence quant au mouvement

relatif d’un des corps par rapport à l’autre est tirée dans le Théorème 20 :“Deux corps qui s’attirent mutu-

ellement décrivent autour de leur centre commun de gravité, et autour l’un de l’autre, des figures sem-

blables.” La conservation du mouvement cinétique avait été établie auparavant, dès le Théorème 1, con-

cernant les mouvements à force centrale : “Dans les mouvements curvilignes des corps, les aires décrites

autour d’un centre immobile, sont dans un même plan immobile, et sont proportionnelles au temps.”

L’intégration de l’équation différentielle réduite du second ordre se trouve, sous forme géométrique, dans

la solution du Problème 9, dont la formulation est déjà, très clairement, celle d’un “problème de Cauchy” :

“Supposant que la force centripète soit réciproquement proportionnelle au quarré de la distance au

centre, et que la quantité absolue de cette force soit connue, on demande la courbe qu’un corps décrit en

partant d’un lieu donné, avec une vitesse donnée, suivant une ligne droite donnée.” Enfin, un bilan com-

plet de l’étude du problème des deux corps est dressé dans le Corollaire 2 du Théorème 21 : “Deux corps

qui s’attirent avec des forces réciproquement proportionnelles au quarré de leur distance décriront (…)

autour de leur commun centre de gravité, et autour l’un de l’autre, des Sections coniques dont le foyer

sera dans le centre autour duquel ces figures sont décrites.”

2.1.3. Le problème des trois corps

Dans le cas général du problème des n corps, qui se formalise par un système différentiel d’ordre 6n,

on dispose des dix mêmes intégrales premières : les six intégrales du mouvement rectiligne uniforme du

centre de masse, les trois intégrales des aires et l’intégrale de la force vive. Poincaré a démontré qu’il

n’existe pas d’autre intégrale uniforme que les précédentes45. On peut donc se ramener à un système

d’ordre 6n – 10, puis, par des réductions analogues à celles du cas des deux corps, à un système d’ordre

6n – 12, mais il n’est pas possible d’aller au delà. Pour n ≥ 3, le problème des n corps n’est plus intégrable

par quadratures. Pour n = 3, on peut le réduire au mieux à un système du sixième ordre (du quatrième

ordre si le mouvement est plan). C’est ce qui fait que, par nature et pour une large part, la mécanique

céleste relève du champ d’intervention de l’intégration approchée.

Quelle était l’attitude des mathématiciens, avant que leurs espoirs se voient ruinés par la réponse né-

gative de Poincaré ? Revenons aux débuts de la mécanique céleste. En 1747, Clairaut s’attaque au pro-

43 Voir G. Pascoli, Éléments de mécanique céleste, Armand Colin, Paris, 1993, pp. 80-87.
44 Philosophiae naturalis principia mathematica, Londres, 1687 ; Principes mathématiques de la philosophie naturelle, trad.
Mme du Châtelet, Paris, 1759.
45 Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste, op. cit., t. 1, chap. 5 : “Non-existence des intégrales uniformes”.
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blème des trois corps, déjà partiellement étudié par Newton, et réussit à le mettre en équations46. Il par-

vient à rendre compte à peu près correctement du mouvement de l’apogée de la Lune, en imaginant une

méthode qualifiée par Jean Itard47 de “première résolution approchée du problème des trois corps”48. Un

peu plus tard, il s’intéresse au mouvement des comètes et prédit le passage au périhélie de la comète de

Halley, en 1759, avec une erreur d’environ un mois (cf. chap. V, 2.1). En réponse à diverses contestations,

il est amené à publier une mise au point dans le Journal des Sçavans de novembre 1759, dans laquelle on

lit notamment : “Si on veut établir que MM. d’Alembert, etc., pouvaient résoudre le problème des trois

corps dans le cas des comètes aussi bien que moi, je l’accorde très volontiers. Mais c’est un fait qu’il

n’avait pas été résolu avant moi, ni dans la théorie ni dans l’exécution.” Dans un autre article de la même

année, Clairaut expose devant l’Académie des Sciences sa conception du problème. Nous reprenons ci-

dessous, en omettant le détail des calculs, quelques extraits fort instructifs de ce mémoire49.

“Ce qui fut dit dans la dernière assemblée sur la difficulté du Problème proposé, me fit avancer

qu’elle était légère lorsqu’on ne considérait que l’art de trouver les équations qui expriment les condi-

tions demandées, mais qu’elle était très considérable quant à la résolution de ces équations. Pour justifier

la première de ces assertions, la vérité de la seconde n’étant que trop bien établie, je vais faire voir que

non seulement je trouve avec la plus grande facilité ces équations sans employer d’autres principes de

mécanique que celui des flèches proportionnelles aux forces et aux quarrés des instants : mais encore que

je tire des six équations différentielles du second degré qui se présentent d’abord, quatre équations diffé-

rentielles du premier, dont deux s’intègrent entièrement. Je ne parle ici que du cas où les trois corps se

meuvent dans un même plan. Mais ce que je donne s’applique avec la même facilité lorsque le mouvement

se passe dans des plans différents.

A P Q R

M

N

OL

K
H

Fig. I.2. (Clairaut, 1747)

Soient M, N, O les positions des trois corps pour un instant quelconque, AP = r, AQ = t, AR = x,

PM = s, QN = u, RO = y les coordonnées répondantes à ces points. Soient de plus m, n, q les masses de

ces corps, z le temps écoulé depuis un moment donné.

46 “De l’orbite de la Lune en ne négligeant pas les quarrés des quantités de même ordre que les perturbations”, Mémoires de
l’Académie des Sciences pour 1748.
47 “Clairaut (Alexis-Claude) (1713-1765)”, in Essais d’histoire des mathématiques, réunis et introduits par R. Rashed, Blan-
chard, Paris, 1984, p. 302.
48 Jean Itard parle évidemment de la première intégration approchée analytique car, dans les Principia de Newton, on trouve
déjà une résolution approchée du problème des trois corps, mais sous forme géométrique.
49 “Mémoire lu à l’Académie des Sciences le 23 juin 1759. Contenant des réflexions sur le Problème des trois corps, avec les
Équations différentielles qui expriment les conditions de ce Problème”, Journal des Sçavans, août 1759, Lambert, Paris,
pp. 563-566.
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Les forces qui agissent sur le corps M sont 
n

MN 2  et 
q

MO2 , dont l’une le pousse vers N, l’autre vers O.

Décomposant chacune de ces forces en deux autres qui soient perpendiculaires et parallèles à l’axe AP,

on aura 
n(MK)
MN 3 + q (MH)

MO3  pour la force totale parallèle à l’axe, laquelle multipliée par le quarré dz2  de

l’instant, doit donner la valeur de la seconde différentielle de l’abscisse. La seconde différence de l’or-

donnée sera de même exprimée par 
n(NK)
MN 3 + q (OH)

MO3 . Faisant la même remarque pour les autres corps,

on aura les six équations suivantes50.

I.
n.t − r

MN 3 + q . x − r

MO3 = ddr

dz2

II.
n.u − s

MN 3 + q .y − s

OM3 = dds

dz2

III.
q . x − t

ON 3 − m.t − r

MN 3 = ddt

dz2

IV. − q .u − y

ON 3 − m.u − s

MN 3 = ddu

dz2

V. − m. x − r

MO3 − n. x − t

NO3 = ddx

dz2

VI.
n.u − y

NO3 − m.y − s

MO3 = ddy

dz2

(…) En choisissant deux quelconques des six équations différentielles, par exemple, les deux dernières,

les équations à résoudre pour le problème des trois corps sont donc :

I. − m.x − r

MO3 − n. x − t

NO3 = ddx

dz2

II.
n.u − y

NO3 − m.y − s

MO3 = ddy

dz2

III. m dr + ndt + q dx = a dz

IV. m ds + ndu + q dy = b dz




 qui s'intègrent

 entièrement

V. m.s dr − r ds + n.udt − t du + q.y dx − x dy = c dz

VI.
mn

MN
+ qm

MO
+ qn

ON
+ f = m.dr2 + ds2 + n.dt2 + du2 + q.dx2 + dy2

dz2

Intègre maintenant qui pourra.

(…) J’ai trouvé les six équations que je viens de donner dès les premiers temps que j’ai envisagé le

problème des trois corps, mais je n’ai jamais fait que peu d’efforts pour les résoudre, parce qu’elles

m’ont toujours paru peu traitables. Peut-être promettront-elles plus à d’autres. Pour moi je les ai promp-

tement abandonnées pour employer la méthode d’approximation. Newton avait suivi la même voie lors-

qu’il avait examiné les mouvements de la Lune.”

La mise en équations de Clairaut est magistrale. En effet, la réduction maximale possible est obtenue

d’emblée : nous reconnaissons dans les équations III et IV les intégrales du mouvement du centre de

gravité, dans V l’intégrale des aires et dans VI celle de la force vive. L’expression “intègre qui pourra”

50 Nous avons corrigé les erreurs typographiques évidentes du texte original. Signalons aussi que Clairaut utilise le surlignage
en guise de parenthèses : t − r = (t − r) .
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résonne comme un défi, lancé par un jeune mathématicien sûr de lui et intimement convaincu qu’on ne

fera pas mieux. Lorsque d’Alembert se frotte à son tour à la mécanique céleste, il pense de même51 : “Au

reste, comme les équations que j’ai déduites de ma théorie ne sont résolues que par approximation, et ne

paraissent pouvoir l’être que de cette manière (…)”. Ainsi, dès le milieu du 18e siècle, tous les efforts se

sont tournés, faute de mieux, vers la recherche de méthodes d’approximation. Delambre, dans son Rapport

à l’Empereur de 1808, en fait clairement état52 : “Ce n’est qu’en se créant des méthodes d’approximation,

qu’Euler, Clairaut et d’Alembert ont pu, vers le milieu du siècle dernier, soumettre au calcul les circons-

tances de l’attraction réciproque des trois corps : depuis ce temps les géomètres se sont occupés sans

cesse à varier et à perfectionner ces méthodes, et M. Laplace en a fait l’objet le plus spécial de ses re-

cherches dès son entrée dans la carrière des sciences.”

Le grand Laplace avait lui-même insisté sur la démarche incontournable de la mécanique céleste, dia-

lectique permanente entre progrès des méthodes d’approximation des mathématiciens et progrès des tech-

niques d’observation des astronomes53 : “L’extrême difficulté des problèmes relatifs au système du

monde, force de recourir à des approximations qui laissent toujours à craindre que les quantités négli-

gées n’aient sur leurs résultats, une influence sensible. Lorsque les géomètres ont été avertis par l’obser-

vation, de cette influence, ils sont revenus sur leur analyse : en la rectifiant, ils ont toujours retrouvé la

cause des anomalies observées ; ils en ont déterminé les lois, et souvent ils ont devancé l’observation, en

découvrant les inégalités qu’elle n’avait pas encore indiquées.”

2.1.4. La méthode des perturbations

Quel est le principe général qui sous-tend les méthodes d’approximation des astronomes ? Pour étudier

le mouvement d’un astre, l’idée est de se limiter, en première approximation, à l’attraction la plus impor-

tante qu’il subit de la part des corps environnants (celle du Soleil pour une planète, celle de la planète

mère pour un satellite…). L’astre décrit alors, à chaque instant, une orbite képlérienne idéale, appelée

orbite osculatrice. Dans un deuxième temps, on fait intervenir les attractions secondaires des autres corps

en présence, et les phénomènes divers susceptibles de jouer un rôle (non-sphéricité des corps, forces dissi-

patrices dues aux marées dans le cas de la Terre…), conçus comme des forces “perturbant” l’orbite képlé-

rienne instantanée. L’orbite réelle apparaît ainsi comme l’enveloppe des orbites osculatrices. De façon très

suggestive, on peut mettre les équations du mouvement sous la forme suivante54, où x, y, z sont les coor-

données rectangulaires de l’astre étudié, m sa masse, M la masse du corps attracteur principal et R une

fonction représentant l’ensemble des actions perturbatrices :

d 2x
dt2 = − k (M + m)

r2 x + ∂R
∂x

d 2y
dt2 = − k (M + m)

r2 y + ∂R
∂y

d 2z
dt2 = − k (M + m)

r2 z + ∂R
∂z

.















Si l’on néglige les termes en R, on retrouve les équations du problème des deux corps, et l’orbite oscula-

trice képlérienne. Dans le cas où cette orbite est elliptique, on choisit souvent comme inconnues six élé-

51 Recherches sur la précession des équinoxes et la nutation de l’axe de la terre dans le système newtonien, Paris, 1749 ;
rééd. Culture et civilisation, Bruxelles, 1967, p. XXXVI de l’Introduction.
52 J. B. Delambre, Rapport à l’Empereur sur le progrès des sciences, des lettres et des arts depuis 1789. Sciences mathémati-
ques, 1808 ; rééd. Belin, Paris, 1989, p. 121.
53 P. S. Laplace, Exposition du système du monde, 1796 ; rééd. Fayard, Paris, 1984, p. 397.
54 B. Morando, Article “Mécanique céleste”, Encyclopædia Universalis.
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ments orbitaux qui la caractérisent, par exemple : le demi-grand axe a, l’excentricité e, l’inclinaison i, la

longitude du noeud ascendant Ω, l’argument du périhélie ω et l’instant de passage au périhélie τ (fig. I.3).

P

N

iΩ

ωO

x

z

y

Fig. I.3. Éléments caractéristiques d’une orbite elliptique

On peut alors remplacer le système différentiel précédent par un système de six équations du premier

ordre donnant les variations des “constantes” a, e, i, Ω, ω, τ, compte tenu de la fonction perturbatrice R.

On obtient par là les équations de Lagrange de la mécanique céleste55.

De façon générale, on regroupe sous le terme de méthode des perturbations toutes les techniques qui

consistent à travailler par approximations à partir du mouvement képlérien non perturbé. Plus précisé-

ment, dans la méthode des perturbations générales56, on cherche à exprimer les solutions analytiquement,

sous forme de développements en séries, tandis que, dans la méthode des perturbations spéciales57, on

procède à une intégration numérique directe des équations différentielles. Signalons au passage que, en

astronomie, toutes les intégrations numériques sont appelées quadratures mécaniques.

Nous aurons l’occasion de revenir sur les perturbations générales dans les chapitres II et IV, et sur les

perturbations spéciales dans les chapitres III et V. On y trouvera, au fur et à mesure, le détail des tech-

niques et des exemples de calculs effectifs. Pour l’instant, remarquons simplement que toutes ces mé-

thodes, quelle que soit la mise en équations adoptée (coordonnées rectangulaires, variation des éléments

osculateurs ou autre), ont pour objet la résolution approchée d’un système différentiel d’ordre 6 (parfois

moins, s’il y a des hypothèses simplificatrices), dont les valeurs initiales — ou les constantes arbitraires —

sont déterminées par l’observation. Il faut, nous semble-t-il, en tirer dès à présent une leçon : il serait

réducteur d’écrire une histoire simplifiée de l’intégration approchée, se limitant au cas d’une seule équa-

tion différentielle du premier ou du second ordre, alors que cette histoire s’est constituée dans la confron-

tation permanente à des systèmes complexes multidimensionnels. Évidemment, la lourdeur des méthodes

et des calculs a tout pour rebuter : une fois que les historiens de la mécanique céleste ont parlé, en quel-

ques phrases vagues, d’“approximations successives” et de “perturbations”, ils deviennent vite discrets

quant aux détails de la mise en œuvre. Nous essaierons, pour notre part, d’entrer dans ces détails sur des

exemples significatifs.

55 Voir G. Pascoli, Éléments de mécanique céleste, op. cit., pp. 101-102.
56 J. Levy, “Perturbations générales”, in E. Schatzman et al., Astronomie, Encyclopédie de la Pléiade, Gallimard, Paris, 1962.
57 J. Kovalevsky, “Perturbations spéciales”, Ibid.
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2.2. La balistique

La balistique s’intéresse au mouvement des corps pesants lancés dans l’espace, en particulier à celui

des projectiles tirés des bouches à feu. La balistique extérieure a pour objet l’étude du mouvement du pro-

jectile à partir de l’instant où il sort de la bouche à feu ; ce mouvement dépend essentiellement de la vi-

tesse initiale acquise, de l’action de la pesanteur et de la résistance de l’air. La balistique intérieure étudie,

au contraire, le mouvement du projectile à l’intérieur de la bouche à feu et cherche à déterminer avec

précision les conditions initiales réalisées à la sortie du canon, conditions dont la balistique extérieure a

besoin pour prendre le relais.

La balistique a suscité d’immenses recherches, financées par les gouvernements, les armées et les

industries de l’armement. Les plus grands mathématiciens y ont participé, aux côtés d’innombrables ingé-

nieurs. Pour la période qui nous intéresse, on trouve dans trois articles58 de l’Encyclopédie des sciences

mathématiques un exposé complet des travaux antérieurs à 1914.

2.2.1. Problème fondamental de la balistique extérieure

Désignons par (x, y) les coordonnées du centre de gravité du projectile (l’origine est fixée au point de

départ de la trajectoire, c’est-à-dire au centre de la bouche à feu ; l’axe des x est horizontal et situé dans le

plan de tir ; l’axe des y est vertical et dirigé vers le haut). Au point courant (x, y), on associe :

• θ : inclinaison sur l’horizontale de la tangente à la trajectoire ;

• p : pente de la tangente p = tanθ = dy
dx





  ;

• s : arc de la trajectoire compté à partir de l’origine ;

• v : vitesse du projectile ;

• t : durée du trajet depuis l’origine.

On note θ0 et v0 les conditions initiales qui déterminent la trajectoire, c’est-à-dire l’angle de tir et la

vitesse du projectile à la sortie du canon. Enfin, on désigne par g l’accélération de la pesanteur et on repré-

sente par une fonction F(v) la résistance du milieu, qui dépend de la vitesse acquise.

Les équations différentielles du mouvement sont

(1)     

d 2x
dt2 = d(vcosθ )

dt
= − F(v) cosθ

d 2y
dt2 = d(vsinθ )

dt
= − F(v) sinθ − g.










L’usage, en balistique, est de prendre pour variable indépendante l’angle θ. Du système (1), on tire la

relation essentielle

dθ
dt

= − gcosθ
v

,

qui permet de déterminer les différentes grandeurs liées à la trajectoire par le nouveau système

58 C. Cranz et E. Vallier, “Balistique extérieure”, Encyclopédie des sciences mathématiques pures et appliquées, t. 4, vol. 6,
fasc. 1, Gauthier-Villars, Paris, 1913 ; C. Cranz et C. Benoît, “Balistique intérieure”, Ibid. ; F. Gossot et R. Liouville,
“Développements concernant quelques recherches de balistique exécutées en France”, Ibid.
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(2)     

gd(vcosθ ) = v F(v)dθ

gdx = − v2dθ

gdy = − v2 tanθ dθ

gdt = − v
cosθ

dθ

gds = − v2

cosθ
dθ.
















La solution du problème repose entièrement sur la première équation du système (2), appelée équation

de l’hodographe. En effet, lorsqu’elle est intégrée, c’est-à-dire quand v est exprimé en fonction de θ, les

autres grandeurs x, y, t, s s’obtiennent par de simples quadratures. L’intégration, exacte ou approchée, de

cette équation est bien le problème mathématique central de la balistique extérieure.

Il y a un cas simple dans lequel cette équation est intégrable : le cas où F(v) = 0, ce qui revient à négli-

ger la résistance du milieu ou, en d’autres termes, à étudier le mouvement dans le vide. L’intégration

directe du système (1) conduit alors à

x = (v0 cosθ0 )t

y = (v0 sinθ0 )t − 1
2 gt2 .





Par élimination du temps, on obtient une équation cartésienne montrant que la trajectoire est une

parabole :

y = x tanθ0 − gx2

2v0
2 cos2 θ0

.

Ce cas particulier joue presque, en balistique, le même rôle que le problème des deux corps en méca-

nique céleste. La résistance de l’air peut être considérée comme une action perturbant la trajectoire para-

bolique idéale. De même, dans des théories plus complexes, on fait intervenir des actions perturbatrices

complémentaires (influence de la forme du projectile, de la rotation de la Terre, du vent, etc.).

Dans la pratique, la résistance d’un milieu en fonction de la vitesse n’est connue que de façon empi-

rique. Le plus souvent, la fonction F est déterminée par une table de valeurs issues de mesures expérimen-

tales. Dans ces conditions, l’intégration de l’équation fondamentale de la balistique ne peut être qu’une

intégration approchée. Toutefois, il apparaît une différence essentielle avec l’intégration approchée des

équations de la mécanique céleste. En mécanique céleste, la force perturbatrice est déterminée exactement,

sous forme analytique, à partir de la loi de l’attraction universelle. C’est tout naturellement que les astro-

nomes sont conduits à chercher des solutions approchées elles-mêmes analytiques, par des développe-

ments en séries ou des approximations successives. Au contraire, en balistique, la résistance de l’air est

donnée par une table de valeurs numériques (éventuellement par une formule analytique interpolant, au

mieux, ces valeurs empiriques, mais sans être issue d’une loi physique universelle et incontestable). Cela

entraîne, en général, une démarche d’un autre type : l’intégration directe des équations différentielles par

un procédé numérique ou graphique.

Les deux démarches s’expliquent aussi relativement aux buts respectifs des deux disciplines. En méca-

nique céleste, il y a, bien sûr, un objectif pratique : le calcul des éphémérides nécessaires aux astronomes

ou aux navigateurs, mais ce n’est pas l’objectif essentiel. La motivation principale est, comme nous

l’avons vu, philosophique et gratuite : il s’agit de savoir si la loi de Newton suffit à expliquer l’ensemble

des phénomènes astronomiques. À cette fin, il est indispensable de développer une théorie analytique

abstraite et rigoureuse. De son côté, la balistique est beaucoup plus pragmatique. Son objectif unique est
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de dresser, à l’usage des artilleurs, des tables de tir donnant la portée (i.e. la distance de l’origine au point

de chute) en fonction de l’angle de tir et de la vitesse initiale du projectile. Elle fonctionne en combinant

en permanence mesures expérimentales, calculs numériques et méthodes graphiques. On ne sera pas

surpris de la trouver à l’origine des méthodes les plus pratiques d’intégration approchée des équations

différentielles.

2.2.2. Bref historique des débuts la balistique extérieure

En rupture avec une longue lignée de recherches fondées — depuis Aristote jusqu’à Tartaglia — sur

des conceptions erronées du mouvement, Galilée (1637) avait mis en évidence la trajectoire parabolique

des projectiles dans l’hypothèse où l’on néglige la résistance de l’air et proposait, dans la pratique, de tenir

compte de cette résistance par des corrections empiriques59. À sa suite, Newton (1687) fut le premier à

élaborer une véritable théorie du mouvement d’un corps dans un milieu résistant, dans laquelle on peut

voir le début de la balistique rationnelle. La contribution de Newton, qui fait l’objet du second livre des

Principia, a été minutieusement analysée par Michel Blay60.

Newton étudie d’abord l’influence de la résistance du milieu sur le mouvement rectiligne uniforme,

dans le cas où la résistance est proportionnelle à la vitesse ( F(v) = av), au carré de la vitesse ( F(v) = bv2)

ou à une combinaison des deux ( F(v) = av + bv2 ). Il fait ensuite intervenir la gravité et s’intéresse, dans

les trois mêmes cas, à l’influence de la résistance sur le mouvement rectiligne vertical varié. Dans toutes

ces situations, la résolution des équations différentielles du mouvement se ramène à l’intégration de frac-

tions rationnelles en v. Comme pour le problème des deux corps, Newton n’utilise pas ici le calcul infini-

tésimal. Il résout le problème géométriquement, grâce à une connaissance très fine des propriétés du

cercle et de l’hyperbole.

Plusieurs mathématiciens ont cherché, comme Newton, mais sans se limiter à un mouvement recti-

ligne, des formes particulières de la fonction F rendant les équations du système (2) intégrables par qua-

dratures. D’Alembert (1744) a découvert plusieurs types de fonctions répondant à cet objectif. Euler

(1753) a approfondi le cas F(v) = bv2, déjà envisagé par Newton. Jacobi (1842) a considéré plus généra-

lement les fonctions F(v) = a + bvn  ; pour a = 0 et n = 3 ou 4, il a montré que le problème conduisait à des

intégrales elliptiques. D’autres mathématiciens, à la suite de Jean Bernoulli (1719), ont tenté de modifier

légèrement l’équation de l’hodographe de façon à ce que les variables se séparent et que l’intégration par

quadratures devienne possible.

Ces recherches théoriques, visant à réussir une intégration par quadratures au prix de n’importe quel

artifice, avaient pour inconvénient majeur, comme on s’en doute, de fournir des solutions ne décrivant que

fort imparfaitement la réalité observée. Plus constructives ont été les tentatives directes d’intégration

approchée, sous forme numérique (cf. chap. III) ou graphique (cf. chap. VI), par Euler (1753), Legendre

(1782), Poncelet (1829) et d’autres après eux. Le moment venu, nous les étudierons de manière précise.

2.2.3. Quelques remarques sur la balistique intérieure

En balistique intérieure, où entrent en jeu des phénomènes chimiques et thermodynamiques complexes

liés à la combustion de la poudre, les mises en équations sont extrêmement délicates. Elles font intervenir

des paramètres fort difficiles à mesurer (comme la pression) et reposent sur des hypothèses toujours

59 E. Barbin et M. Cholière, “La trajectoire des projectiles de Tartaglia à Galilée”, Mathématiques, arts et techniques au
XVIIème siècle, Publications de l’Université du Maine n° 4, 1987, pp. 40-147.
60 “Le traitement newtonien du mouvement des projectiles dans les milieux résistants”, Revue d’histoire des sciences, t. 40,
n° 3/4, 1987, pp. 325-355.
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contestables et contestées. Nous renvoyons à l’article de Gossot et Liouville, cité plus haut, pour plus de

détails. Pour l’instant, empruntons-leur simplement cette citation61 : “L’intégration rigoureuse des équa-

tions de la balistique intérieure doit être en effet regardée comme impossible, et cependant le seul moyen

de pouvoir compter sur les vérifications de la théorie est de ne faire aucune simplification ou hypothèse,

dont le degré d’approximation soit contestable ; en d’autres termes, il faut ne rien changer aux équations

différentielles et s’en servir, sans pouvoir les intégrer.”

Plus encore que la balistique extérieure, la balistique intérieure relève du champ d’intervention de l’in-

tégration approchée. Nous la retrouverons dans les chapitres II et IV.

61 Op. cit., p. 176.
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3. L’intégration approchée

Nous venons de voir que la plupart des applications physiques de la période classique, en dehors de cas

limites simples, conduisaient à des équations différentielles non intégrables par quadratures. Pour les

besoins de la pratique, il fallait bien, pourtant, décrire les solutions de ces équations, et, d’une manière ou

d’une autre, en calculer des valeurs numériques. Avant d’étudier comment les mathématiciens ont abordé

la question dans toute sa généralité, il semble pertinent de se pencher sur le cas particulier des équations

différentielles de la forme dy dx = f (x), c’est-à-dire sur le problème du calcul approché des intégrales.

En effet, nous savons déjà que, depuis les débuts du calcul infinitésimal, il y a toujours eu une réflexion

conjointe sur le problème particulier et sur le problème général.

3.1. Les quadratures approchées

3.1.1. Tout ramener à des quadratures approchées ?

Remarquons tout d’abord que, du point de vue du calcul numérique, résoudre une équation différen-

tielle par quadratures ne fait que ramener le problème au calcul approché d’une ou plusieurs intégrales.

Condorcet62 en est clairement conscient : “Dans la plupart des problèmes utiles, qu’on se propose, on les

a résolus d’une manière suffisante pour la pratique, lorsqu’on les a réduits aux quadratures, qu’on

cherche ensuite à trouver par une méthode approchée.”

Depuis l’antiquité, de nombreux efforts avaient été consacrés à l’obtention de quadratures, exactes ou

approchées, pour diverses figures planes. Au 17e siècle, ces efforts avaient été concrétisés par la décou-

verte de procédés systématiques pour l’évaluation de l’aire sous une courbe. Il était naturel de vouloir

exploiter cet acquis en tentant d’y ramener tout problème différentiel.

Une démarche qui va dans la même direction est celle d’Euler, lorsqu’il cherche à exprimer la solution

d’une équation différentielle sous la forme d’une intégrale définie dépendant d’un paramètre. Signalons

que Kline, Dieudonné (dans les ouvrages classiques déjà cités) et Simonov63 situent la première apparition

de cette idée dans trois publications différentes d’Euler ! Peu importe. La méthode, appliquée aux équa-

tions linéaires du second ordre, est surtout développée dans le second volume des Institutiones calculi

integralis64 : Euler obtient d’abord les solutions sous forme de série, dont la somme est ensuite représentée

par une intégrale définie dépendant d’un paramètre. La difficulté essentielle réside dans la détermination

des limites d’intégration. Euler appelle cette méthode “Constructio per quadratura curvarum”, ce qui

62 Traité du calcul intégral, traité inédit et inachevé, 1778-1782 ; cité par C. Gilain, in “Condorcet et le Calcul intégral”,
op. cit., p. 105.
63 “Sur les recherches d’Euler dans le domaine des équations différentielles”, Revue d’histoire des sciences, t. 21, 1968,
pp. 131-156.
64 Opera omnia, s. 1, vol. 12, p. 221-245.
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montre bien qu’il s’agit encore, pour lui, d’une intégration par quadratures, destinée à suppléer à l’inté-

gration classique lorsque celle-ci est manifestement impossible.

Si l’on parvient à exprimer la solution d’une équation différentielle sous l’une des formes

y(x) = f (t)dt
a

x

∫      et    y(x) = f (x, t)dt
a

b

∫ ,

ou comme combinaison finie de telles expressions, le problème peut être considéré comme résolu, dans la

mesure où l’on dispose de méthodes efficaces de quadrature approchée. En effet, calculer une table de

valeurs numériques de la solution y revient à calculer, pour chaque valeur donnée de la variable x, une ou

plusieurs intégrales définies.

Cette volonté de tout ramener à des quadratures numériques a manifestement joué un grand rôle dans

l’intégration approchée des équations différentielles. Examinons donc, à présent, comment était conçu le

problème des quadratures approchées.

3.1.2. Les différents types de quadratures approchées

En 1682, Leibniz trouve une solution “exacte” de l’antique problème de la quadrature du cercle, en

exprimant l’aire du cercle de diamètre 1 par la série infinie

π
4

= 1 − 1
3

+ 1
5

− 1
7

+ 1
9

− 1
11

+ 1
13

− 1
15

+ 1
17

− 1
19

+ etc.

En réponse aux contestations de ses contemporains, qui lui dénient le caractère exact de cette solution,

Leibniz est amené à expliciter les différents sens selon lesquels on peut aborder un problème de

quadrature65 :

“Mais comme je m’aperçois que beaucoup n’ont pas bien saisi ce qu’on cherchait réellement, préci-

sons qu’on peut considérer quatre Quadratures, c’est-à-dire quatre manières de convertir un cercle en un

carré égal, ou en une autre figure rectiligne dépendant du rapport entre le cercle et le carré construit sur

le diamètre : par le calcul, par un tracé de lignes, et dans les deux cas soit rigoureusement soit de manière

approchée. J’appelle Analytique la Quadrature résultant d’un calcul rigoureux, Géométrique celle

obtenue par une construction rigoureuse ; le calcul approché fournit une approximation, une construction

approchée un Mécanisme.”

Un peu plus loin, Leibniz détaille sa classification. Il distingue trois types de quadratures analytiques :

lorsque le résultat est un nombre rationnel ou algébrique (i.e. solution d’une équation algébrique), il s’agit

d’une quadrature “Algébrique” ; lorsque le résultat est au contraire solution d’une équation transcendante,

c’est une quadrature “Analytique transcendante” ; enfin, le terme de quadrature “Arithmétique” est réser-

vé au cas où la valeur cherchée apparaît en tant que somme d’une série convergente.

Leibniz précise également ce qu’il entend par quadrature géométrique : il s’agit pour lui d’une cons-

truction au moyen d’un mouvement exact réglé sur une courbe algébrique ou transcendante. En cela, il

s’oppose directement à la classification antérieure de Descartes. Rappelons que les Anciens acceptaient

dans leur géométrie les droites, les cercles et les sections coniques, et rejetaient toutes les autres courbes

dans la catégorie des courbes mécaniques. Ces dernières courbes étaient utilisées, par défaut, pour la solu-

tion approximative et imparfaite de problèmes difficiles résistant aux méthodes rigoureuses (quadrature du

cercle, duplication du cube, trisection de l’angle). Descartes avait élargi la notion de courbe géométrique

65 “De vera proportione circuli ad quadratum circumscriptum in numeris rationalibus expressa”, Acta Eruditorum, février
1682 ; Mathematische Schriften, t. 5, pp. 118-122.
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en y incluant désormais toutes les courbes algébriques, c’est-à-dire celles susceptibles d’être représentées,

grâce à sa nouvelle méthode des coordonnées, par une équation algébrique. De ce point de vue, plus rien

ne distinguait, en effet, la droite, le cercle et les sections coniques des courbes algébriques de degré supé-

rieur au second. Le nouveau critère pertinent de classification devenait le degré de l’équation, puisqu’il ne

dépendait pas du repère choisi. Par opposition, les courbes mécaniques n’étaient autres, désormais, que les

courbes non algébriques. Pour Descartes, dans l’emploi des courbes géométriques, “c’est seulement la

justesse du raisonnement qu’on recherche”, tandis que dans celui des courbes mécaniques, “la justesse

des ouvrages qui sortent de la main est désirée”66.

Leibniz, à son tour, élargit la notion de courbe géométrique en acceptant, aux côtés des courbes algé-

briques, les courbes ayant une équation transcendante. Cependant, même s’il aboutit à une classification

différente, Leibniz est fondamentalement d’accord avec Descartes dans la mesure où, pour lui, l’opposi-

tion essentielle est entre ce qui peut faire l’objet d’un raisonnement rigoureux, autrement dit ce qui appar-

tient aux mathématiques, et ce qui n’est que procédé technique par nature approximatif.

Les quadratures analytique et géométrique sont “exactes” (Leibniz emploie ce mot plusieurs fois),

même si elles font intervenir des sommes de séries convergentes ou des courbes transcendantes. L’impor-

tant n’est pas ici la faisabilité du calcul ou de la construction ; ce sont des quadratures “idéales”. Au con-

traire, les quadratures approximative et mécanique sont les quadratures “réelles” que l’on exécute dans la

pratique, lorsqu’il faut aboutir à un résultat numérique effectif ou à une construction graphique concrète.

Chez Leibniz apparaissent déjà clairement les deux logiques qui vont sous-tendre toute l’histoire de l’in-

tégration approchée : la logique des mathématiques d’un côté, la logique des applications et du calcul

numérique de l’autre.

Voyons à présent comment le problème est perçu, un peu plus d’un siècle plus tard, après les intenses

— et souvent infructueuses — recherches du 18e siècle pour exprimer en termes finis les primitives des

fonctions élémentaires. En 1810, Lacroix67 écrit :

“La nécessité de recourir dans le plus grand nombre de cas aux moyens approximatifs, mène à l’inté-

gration par les séries ; mais celle qui s’opère par le développement de la différentielle, donne rarement

une formule convergente, ce qui est cependant indispensable toutes les fois qu’il s’agit d’applications

numériques ; aussi renvoyait-on alors à ce qu’on appelait la quadrature mécanique des courbes. Ce

moyen consistait sans doute, dans les premiers temps, à tracer la courbe qui a pour ordonnée le coeffi-

cient différentiel, et à déterminer son aire par une approximation graphique. C’est du moins ainsi qu’on

peut expliquer comment les premiers géomètres qui se sont occupés du Calcul intégral, regardaient

comme résolu, un problème réduit à la quadrature d’une courbe ; mais bientôt on a construit des formules

pour déduire des valeurs d’un certain nombre d’ordonnées, cette quadrature mécanique (…).”

Lacroix présente ainsi trois procédés de quadrature approchée, devenus classiques au début du 19e

siècle : l’intégration terme à terme d’un développement de la fonction en série, l’interpolation polynomiale

de la fonction à partir d’un nombre fini de points, l’évaluation graphique de l’aire sous la courbe. Ces

procédés s’inscrivent respectivement dans la lignée des quadratures arithmétique, approximative et

mécanique de Leibniz (tandis que le calcul direct, à partir de l’expression d’une primitive en termes finis,

correspondrait à une quadrature algébrique ou analytique transcendante). La méthode considérée comme

la plus performante semble être l’interpolation polynomiale, ainsi que le confirme Montucla68 :

66 La Géométrie, appendice au Discours de la méthode, Leyde, 1637, p. 315.
67 Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, op. cit., t. 1, préface, p. XXXIX.
68 Histoire des mathématiques, op. cit., t. 3, p. 163.
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“On pourra me demander ce que dans pareils cas il faudra faire. Je répondrai qu’au défaut des séries

qui, dans ce cas, sont presque toujours ou trop compliquées ou trop peu convergentes, il n’est rien de

mieux que de recourir à la méthode différentielle de Newton. On y verra qu’un petit nombre comme trois,

quatre ou cinq ordonnées d’une courbe étant calculées, donnent plus promptement et avec plus d’exacti-

tude son aire qu’un très grand nombre de termes d’une série à laquelle on la réduirait.”

3.1.3. Ce qu’il faut savoir des quadratures approchées

En quoi consistent exactement ces différents procédés de quadrature approchée ? Quand et comment

sont-ils apparus ? Disons tout de suite qu’il n’est pas dans nos intentions de faire ici l’histoire du calcul

approché des intégrales. Cette histoire semble déjà connue de manière satisfaisante : pour une synthèse

récente et des références précises aux textes originaux, nous renvoyons au travail de Jean-Luc Chabert et

de son équipe69.

Notre objectif est uniquement l’intégration approchée de l’équation différentielle la plus générale

dy dx = f (x, y) , lorsque les deux variables sont véritablement “mêlées”. Toutefois, comme nous le ver-

rons, l’histoire de cette intégration approchée est faite d’efforts constants pour généraliser les procédés de

calcul approché des intégrales, aussi allons-nous présenter brièvement ce qu’il faut savoir du cas particu-

lier pour comprendre le cas général.

La méthode des séries et la méthode graphique n’appellent pas, pour l’instant, de commentaire

spécifique. Insistons plutôt sur la troisième méthode, utilisant un nombre fini d’ordonnées, que Montucla

attribue à Newton. Bien qu’on puisse lui trouver des prédécesseurs, c’est effectivement Newton qui, le

premier, développe la méthode dans toute sa généralité. Vers 1669, il parvient à calculer l’aire sous une

courbe “parabolique” (courbe représentative d’une fonction polynomiale de n’importe quel degré).

En 1687, dans les Principia70, il explique comment se servir de ce résultat pour approcher l’aire sous une

courbe quelconque :

“On peut trouver par-là, à peu près, les aires de toutes les courbes ; car si on a quelques points d’une

courbe quelconque qu’on se propose de quarrer, et qu’on imagine une parabole menée par ces mêmes

points : l’aire de cette parabole sera à peu près la même que celle de la courbe qu’on doit quarrer ; or on

a des méthodes très connues par lesquelles on peut toujours quarrer géométriquement les paraboles.”

En 1711, Newton explicite la formule de quadrature approchée obtenue par interpolation à partir des

ordonnées de la courbe en quatre points équidistants. Cette formule, appelée parfois “règle des trois hui-

tièmes”, s’écrit, en notation moderne,

f (t)dt
a

b

∫ ≈ b−a
8 f (a) + 3 f 2a+b

3( ) + 3 f a+2b
3( ) + f (b)[ ].

En 1722, Roger Cotes approfondit l’idée de Newton et calcule les formules analogues pour un nombre

de points équidistants compris entre 3 et 11 ; depuis, ces formules sont connues sous le nom de “formules

de Newton-Cotes”. En 1730, James Stirling redonne les formules de Newton-Cotes, accompagnées d’une

table de corrections qui permet d’évaluer l’approximation. De plus, Stirling remarque qu’un nombre

impair de points d’interpolation conduit à un résultat plus précis qu’un nombre pair. Cette remarque, sans

doute issue de constatations empiriques, est tout à fait pertinente : nous savons aujourd’hui que, si l’on

pose h = (b − a) n , où n est le nombre d’intervalles (ce qui correspond à n + 1 points), l’erreur est en hn+3

pour n pair, et en hn+2  pour n impair.

69 Histoire d’algorithmes, Belin, Paris, 1994, chap. 11 : “Quadratures approchées”.
70 Op. cit., Livre Troisième, Corollaire du Lemme V.
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En 1816, Gauss évalue l’erreur commise dans l’utilisation des formules de Newton-Cotes. Simulta-

nément, il introduit une nouvelle idée : si l’on n’impose aucune condition a priori dans le choix des n

points d’interpolation, on dispose de n degrés de liberté supplémentaires ; il est donc possible de détermi-

ner ces points de sorte que la formule soit exacte, non seulement pour les polynômes de degré inférieur ou

égal à n – 1, mais encore pour tous les polynômes de degré inférieur ou égal à 2n – 1. Grâce à cette idée,

Gauss trouve, en un certain sens, les formules de quadrature optimales. Lorsque l’intervalle est [–1, 1],

les n points d’interpolation à utiliser sont les racines du polynôme de Legendre de degré n. Pour cette

raison, ces méthodes sont appelées “méthodes de Gauss-Legendre”.

Récapitulons dans un tableau les formules de quadrature les plus courantes, accompagnées d’une éva-

luation de l’erreur commise. Ces méthodes bien connues joueront un rôle important dans l’intégration

approchée des équations différentielles.

formule des trapèzes
(Newton-Cotes à deux points) f (t)dt

a

b

∫ = b−a
2 f (a) + f (b)[ ] − (b−a)3

12 ′′f (ξ )

formule de Simpson
(Newton-Cotes à trois points) f (t)dt

a

b

∫ = b−a
6 f (a) + 4 f a+b

2( ) + f (b)[ ] − (b−a)5

2880 f (4) (ξ )

formule du point milieu
(Gauss-Legendre à un point) f (t)dt

a

b

∫ = (b − a) f a+b
2( ) + (b−a)3

24 ′′f (ξ )

formule de Gauss-Legendre
à deux points f (t)dt

a

b

∫ = b−a
2 f a+b

2 − b−a
2 3( ) + f a+b

2 + b−a
2 3( )[ ] + (b−a)5

4320 f (4) (ξ )

Tableau I.1. Méthodes usuelles de quadrature approchée

Remarquons que les formules de Newton-Cotes sont de type “fermé” (i.e. font intervenir les extrémités

de l’intervalle) et utilisent des points équidistants, tandis que les formules de Gauss-Legendre, par opposi-

tion, sont de type “ouvert” et font appel à des points quelconques. Pour un même nombre de points d’in-

terpolation, les formules de Gauss-Legendre sont bien plus précises que les formules de Newton-Cotes.

Malgré cela, elles ont été peu utilisées jusqu’à une époque récente car, dans un calcul effectué à la main, la

non-équidistance des points et la présence de coefficients irrationnels constituent de lourds handicaps.

Un autre apport crucial est dû à Thomas Simpson. En 1743, ce dernier émet l’idée suivante : plutôt que

d’approcher la fonction à intégrer par un même polynôme d’interpolation de degré élevé sur tout l’inter-

valle d’intégration, il est tout aussi efficace de découper l’intervalle en plusieurs parties égales suffisam-

ment petites, et d’utiliser sur chaque sous-intervalle un polynôme d’interpolation de faible degré. Il ap-

plique lui-même cette méthode avec des polynômes du second degré, qui ne sont autres, bien sûr, que les

polynômes d’interpolation de Newton-Cotes à trois points (c’est la raison pour laquelle le nom de Simp-

son est attaché à ce cas particulier). Ainsi, à chaque méthode simple de quadrature approchée de notre

tableau, correspond une méthode composée consistant à diviser l’intervalle [a, b] en n parties égales, et à

appliquer la méthode simple sur chacun des sous-intervalles.

À partir de l’idée de Simpson, on peut proposer une division des méthodes de quadrature approchée en

deux grandes classes. D’un côté, les méthodes globales, où l’on utilise, sur tout l’intervalle d’intégration,

une même expression très précise de la fonction à intégrer (que ce soit une série convergente, dans la

méthode des séries, ou un polynôme d’interpolation de haut degré, dans les méthodes simples de Newton-

Cotes et de Gauss-Legendre). De l’autre côté, les méthodes locales, où l’on se contente d’expressions

beaucoup moins précises (des polynômes d’interpolation de bas degré, dans les méthodes composées de

Newton-Cotes et de Gauss-Legendre), mais sur un grand nombre de petits intervalles.
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Une dernière question nous paraît importante à examiner : comment les géomètres anglais (Newton,

Cotes, Stirling, Simpson…) ont-ils effectué leurs calculs d’interpolation ? Il semble qu’ils n’écrivaient pas

les polynômes d’interpolation comme on le fait aujourd’hui, à la manière de Lagrange, mais plutôt en uti-

lisant des différences finies (à vrai dire, la situation est un peu plus complexe car les calculs et les raison-

nements se faisaient, dans les premiers temps, sous forme géométrique). Une formule capitale, à cet égard,

est celle trouvée par James Gregory, en 1670, et qui est également présente dans les œuvres de Newton.

Posons h = (b − a) n  et considérons la subdivision de l’intervalle [a, b] définie par xi = a + i h, pour

  i = 0, 1,K , n . En notation moderne, la formule de Gregory peut s’écrire

  
f (x) ≈ f (x0 ) + x − x0

1! h
∆f (x0 ) + (x − x0 )(x − x1)

2! h2 ∆2 f (x0 ) + L + (x − x0 )K (x − xn−1)
n! hn ∆n f (x0 ),

où l’on a posé ∆f (x0 ) = f (x1) − f (x0 ) , ∆2 f (x0 ) = ∆f (x1) − ∆f (x0 ) = f (x2 ) − 2 f (x1) + f (x0 ) , etc. Cette for-

mule fournit le polynôme d’interpolation de degré inférieur ou égal à n qui coïncide avec f en les n + 1

points   x0 , x1,K , xn . En l’intégrant pour n = 1, 2, 3, on obtient respectivement

f (t)dt
a

b

∫ ≈ (b − a) f (a) + 1
2 ∆f (a)[ ] = b−a

2 f (a) + f (b)[ ],

f (t)dt
a

b

∫ ≈ (b − a) f (a) + ∆f (a) + 1
6 ∆2 f (a)[ ] = b−a

6 f (a) + 4 f a+b
2( ) + f (b)[ ] ,

f (t)dt
a

b

∫ ≈ (b − a) f (a) + 3
2 ∆f (a) + 3

4 ∆2 f (a) + 1
8 ∆3 f (a)[ ] = b−a

8 f (a) + 3 f 2a+b
3( ) + 3 f a+2b

3( ) + f (b)[ ].
On reconnaît les premières formules de Newton-Cotes, c’est-à-dire la formule des trapèzes, la formule

de Simpson et la formule des trois huitièmes de Newton. On peut donc raisonnablement penser que c’est

ainsi que procédèrent les géomètres anglais. Plus important est le fait qu’on obtienne deux expressions des

formules de quadrature : l’une, directe, à partir des ordonnées connues de la courbe, l’autre, plus indirecte,

à partir des différences finies de ces mêmes ordonnées. La distinction n’est pas anodine. L’expression

directe est évidemment la mieux adaptée s’il s’agit d’effectuer un calcul d’intégrale isolé. Mais si l’on veut

dresser une table d’une fonction définie par une intégrale, c’est-à-dire si l’on doit réaliser plusieurs

quadratures d’une même fonction en faisant varier l’une des bornes d’intégration selon un pas fixé, il est

plus efficace (selon les techniques de calcul numérique de l’époque) de travailler à partir de la table des

différences finies de la fonction à intégrer.

Les quadratures approchées utilisant les différences finies ont été, nous semble-t-il, injustement négli-

gées par les historiens. On rencontre un exemple caricatural de ce dédain dans le traité de B. P. Moors71.

Cet auteur du début du 20e siècle consacre tout un chapitre, en apparence fort érudit, à l’histoire des qua-

dratures approchées. Pourtant, dans ce chapitre, il n’est jamais question de différences finies : l’auteur

reconstitue les calculs des géomètres anglais d’une manière largement anachronique. Peut-être un exemple

de ce qu’il ne faut pas faire en histoire des mathématiques ?

Il est pourtant incontestable que les techniques de quadrature numérique utilisant les différences finies

sont présentes dès le 17e siècle et connaissent ensuite, particulièrement au 19e siècle, des développements

considérables. Elles joueront un grand rôle dans l’histoire de l’intégration approchée des équations diffé-

rentielles. Nous y reviendrons abondamment dans le chapitre V. Pour l’instant, retenons simplement la

distinction, selon nous essentielle, entre deux catégories de formules de quadratures fondées sur l’interpo-

lation : d’une part, les formules donnant directement l’aire en fonction d’un nombre fini d’ordonnées,

71 Valeur approximative d’une intégrale définie, Gauthier-Villars, Paris, 1905, chap. 8 : “Notice historique sur la découverte et
le développement des méthodes d’approximation de l’aire de figures curvilignes”.
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équidistantes ou non, d’autre part, les formules donnant l’aire en fonction des différences finies d’un

nombre fini d’ordonnées équidistantes.

3.2. L’intégration approchée des équations différentielles

Revenons au problème général de l’intégration des “vraies” équations différentielles. Les tentatives

variées pour se ramener à des quadratures demeuraient insuffisantes. Une seule possibilité s’offrait aux

chercheurs : concevoir autrement le problème, accepter d’autres types de solutions. Nous allons tenter de

suivre la réflexion que les mathématiciens ont menée sur ce thème. Notre but est d’aboutir à une définition

opératoire de l’intégration approchée.

3.2.1. Qu’est-ce que l’intégration approchée ?

Condorcet72 est l’un des premiers à définir clairement le problème de l’intégration des équations

différentielles sous différents aspects. Lorsqu’une équation différentielle ne peut être résolue en termes

finis, il faut, dit-il, la “résoudre d’une autre manière”. Pour cela, il décrit comment il convient d’étudier

les solutions :

“De ce qu’une fonction ne saurait être donnée en termes finis, il ne s’ensuit pas qu’elle ne puisse être

l’objet des recherches analytiques ; elles peuvent même avoir trois objets principaux, l’un de réduire ces

fonctions en séries, l’autre d’en tirer des valeurs finies approchées ; le dernier enfin, de les réduire à de

certaines classes de fonctions, en sorte qu’une de ces fonctions étant supposée connue, elle donne toutes

les autres.”

Pour Condorcet, une fonction définie en tant que solution d’une équation différentielle peut être con-

nue de trois façons : par un développement en série, par une table de valeurs numériques approchées, par

une expression à partir de fonctions de référence. Le dernier point de vue est une bonne définition de ce

qu’on peut appeler intégration algébrique. Condorcet se place déjà au delà de l’intégration en termes finis

et de l’intégration par quadratures. Dans ces procédés traditionnels, on utilise comme fonctions de

référence, aux côtés des fonctions algébriques, les fonctions exponentielles, logarithmiques et trigono-

métriques. Si ces fonctions transcendantes ont finalement été acceptées par les mathématiciens (que l’on

songe aux réticences de Descartes !), c’est parce qu’elles sont peu à peu devenues familières et faciles à

utiliser : au 18e siècle, leurs propriétés sont bien connues, on sait en calculer des valeurs approchées à

n’importe quelle précision, on dispose de tables de valeurs numériques déjà constituées. À juste titre,

Condorcet imagine qu’on puisse étendre la classe des fonctions de référence en y incluant de nouvelles

transcendantes. Ce qui caractérise l’intégration algébrique, ce n’est pas l’ensemble des fonctions de base

supposées connues, c’est le fait que les solutions puissent s’exprimer au moyen d’un algorithme fini, c’est-

à-dire une suite finie d’opérations portant sur une classe précise de fonctions. De nombreuses recherches

devaient aller dans le sens prévu par Condorcet : on ne compte pas les tentatives faites pour intégrer

certains types d’équations différentielles au moyen des fonctions elliptiques, des fonctions de Bessel, etc.

Le couronnement de cette démarche est, sans nul doute, l’intégration des équations linéaires à coefficients

algébriques que Poincaré réalisa en créant pour l’occasion les fonctions fuchsiennes73.

72 “Recherches de calcul intégral”, Mémoires de l’Académie Royale des Sciences, 1775 (1772 I).
73 Voir l’article de J. Hadamard et J. Chazy dans l’Encyclopédie française, t. 1, Paris, 1937, en particulier le paragraphe
“Emploi de transcendantes spéciales. Fonctions fuchsiennes”, p. 1·78-8.
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Les deux autres types d’intégration selon Condorcet correspondent à ce qu’on peut appeler, par

opposition, l’intégration approchée. Celle-ci recouvre deux aspects : l’expression des solutions au moyen

d’un algorithme infini (par exemple une série) et la traduction concrète de cette expression en valeurs

numériques approchées. D’un côté, l’intégration approchée analytique, de l’autre, l’intégration approchée

numérique.

Un peu plus tard, en 1814, Lacroix74 affirme clairement la primauté de l’intégration approchée sur

l’intégration algébrique, lorsqu’on se place du point de vue des applications :

“Dans les premiers temps on cherchait à déterminer par les aires ou même par les arcs de quelques

courbes connues, l’ordonnée de la courbe demandée : depuis, on a laissé ces constructions de côté, parce

que, quelqu’élégantes qu’elles fussent dans la théorie, elles étaient toujours moins commodes et surtout

moins exactes dans la pratique, que les formules approximatives qui ont pris leur place.”

Ce texte constitue un tournant. Lacroix ne rejette pas l’intégration algébrique (la meilleure preuve de

son goût pour “l’élégance de la théorie” est qu’il consacre une partie considérable de son Traité à énumé-

rer tous les procédés connus d’intégration par quadratures), mais il est conscient que le problème central

de la théorie des équations différentielles est désormais celui de l’intégration approchée, au sens le plus

large du terme. Malgré cette grande lucidité, Lacroix manque ici de souffle créateur. Dans le Traité, il se

contente de compiler toutes les méthodes d’approximation — méthodes disparates et insuffisamment fon-

dées — imaginées au 18e siècle. Il faudra attendre Cauchy pour que le sujet soit renouvelé de façon

magistrale et que puissent débuter sur de nouvelles bases les importantes recherches du 19e siècle.

Pour terminer, nous allons nous pencher sur deux nouvelles définitions de l’intégration approchée,

données au début du 20e siècle par des mathématiciens de premier plan : Painlevé et Hadamard. Ces

textes, qui reflètent fidèlement l’état du problème à la fin de notre période d’étude, nous permettront de

préciser la classification de Condorcet. En 1904, Painlevé écrit ceci75 :

“D’une manière générale, une équation différentielle irréductible devra être regardée comme

intégrée si, par un procédé quelconque d’approximation indéfinie (série, fraction continue, intégrale

définie, etc.) on arrive à représenter l’intégrale générale dans tout son domaine d’existence (réel ou

complexe), avec une erreur aussi petite qu’on veut et dont on saura donner une limite, la représentation

mettant en évidence les propriétés fondamentales de l’intégrale, permettant de tenir compte des conditions

initiales, etc.”

Nous retrouvons, élargie, la notion d’intégration approchée analytique de Condorcet. Alors que Con-

dorcet n’envisageait que les séries, Painlevé autorise la représentation de la solution par n’importe quel

algorithme infini. Mais ce qui est vraiment nouveau, c’est que Painlevé énonce explicitement que cet algo-

rithme doit être convergent et qu’on doit pouvoir évaluer l’erreur commise lorsqu’on arrête l’algorithme

au bout d’un nombre fini d’étapes. Ces conditions permettent de s’assurer de l’existence de la solution et

donnent du sens au calcul éventuel de valeurs approchées.

Alors que Painlevé envisage surtout une intégration approchée analytique, Hadamard, en 1937, déve-

loppe plus longuement l’intégration approchée numérique, et les problèmes pratiques qu’elle soulève76 :

74 Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, op. cit., t. 2, p. 447.
75 “Le problème moderne de l’intégration des équations différentielles”, op. cit., p. 762.
76  Encyclopédie française, t. 1, Paris, 1937, paragraphe “Différentes manières de concevoir le problème de l’intégration”,
p. 1·76-4.
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“Toutes les fois que l’intégration formelle n’est pas possible, et même dans beaucoup de cas où elle

l’est, il ne peut s’agir que de construction approchée. La solution est «plus ou moins» construite suivant

que l’erreur avec laquelle elle est calculée est plus ou moins réduite, et on a une méthode de construction

valable, du moins en théorie, si, en multipliant suffisamment le nombre des opérations, on peut arriver à

rendre cette erreur aussi petite qu’on le veut.

En pratique, la question est différente. On doit évidemment se préoccuper de diminuer autant que pos-

sible le nombre des opérations, d’économiser autant que possible les calculs pour obtenir le résultat avec

une précision donnée. C’est encore, comme on le voit, un point de vue auquel le problème peut être «plus

ou moins» résolu.

Ce calcul, purement numérique, en chiffres, est, dans beaucoup de cas, spécialement pour l’ingénieur,

le seul que l’on puisse entreprendre. En particulier, il ne peut être question que de lui lorsque les fonc-

tions qui figurent dans l’équation, ou dans les équations différentielles, sont données non pas par des lois

mathématiques qui en fournissent l’expression générale, mais par des tables empiriques consignant des

résultats d’expérience.”

3.2.2. Notre définition de l’intégration approchée

Au risque de quelques répétitions, il est temps de formuler très précisément la conception de l’intégra-

tion approchée à laquelle nous sommes parvenu. L’intégration approchée des équations différentielles se

présente sous deux facettes :

1) L’intégration approchée analytique, qui a pour but de représenter la solution au moyen d’un algo-

rithme infini convergent. Paradoxalement, c’est une intégration “exacte”, puisque la limite du processus

infini “est” la solution. Mais c’est une intégration exacte idéale, une création abstraite de l’esprit du

mathématicien : la construction théorique de l’intégrale, qui fait appel à une infinité d’opérations, est con-

crètement hors de portée.

2) L’intégration approchée numérique et graphique, qui a pour but de traduire la solution exacte idéale

en une solution approchée utilisable en pratique : table de valeurs numériques approchées de la fonction

ou construction géométrique approchée de la courbe intégrale. Pour garder un sens, cette “traduction” doit

être accompagnée d’une évaluation de l’erreur commise, c’est-à-dire de l’écart qui sépare la solution

approchée réelle de la solution exacte idéale.

Les deux formes de l’intégration approchée sont complémentaires et indissociables. Elles se consti-

tuent simultanément dans une dialectique que nous étudierons en détail au fil des prochains chapitres : une

méthode d’intégration analytique est toujours créée en passant à la limite dans un procédé empirique d’in-

tégration numérique ; inversement, la troncature d’un algorithme infini d’intégration analytique fournit un

algorithme fini d’intégration numérique.

3.2.3. Étendre les quadratures approchées aux équations différentielles générales

Pour organiser notre travail, il nous reste à classifier les procédés d’intégration approchée. Cette classi-

fication existe déjà : c’est la classification des quadratures approchées que nous avons dégagée plus haut.

En effet, comme nous l’avons déjà dit, toute l’histoire de l’intégration approchée des équations différen-

tielles est faite de tentatives pour généraliser les quadratures approchées. L’intégration par quadratures

avait pour but de tout ramener à des quadratures, c’est-à-dire, dans la pratique, à des quadratures appro-

chées. Inversement, lorsque ce n’est plus possible, on peut remarquer que le problème de Cauchy

dy
dx

= f (x, y) et y(x0 ) = y0
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peut se mettre sous la forme intégrale équivalente

y(x) = y0 + f (t, y(t))dt
x0

x

∫ .

L’idée de base de toutes les méthodes d’intégration approchée, sans exception, est alors de calculer l’inté-

grale du second membre par une méthode convenable de quadrature approchée. La difficulté vient évi-

demment du fait que l’équation intégrale est implicite : le calcul de quadrature fait intervenir la fonction

inconnue cherchée. Toutes les méthodes aboutissent ainsi à déterminer implicitement la solution y, ou un

nombre fini de ses valeurs, par une équation fonctionnelle, ou un système d’équations numériques, qu’il

reste à résoudre. La situation est tout à fait analogue pour un système d’équations différentielles du pre-

mier ordre, ou pour une équation d’ordre supérieur, qui se ramène à un tel système.

On peut donc situer toutes les méthodes classiques d’intégration approchée des équations différen-

tielles dans la filiation directe des méthodes de quadrature approchée, en gardant, avec à peine quelques

améliorations, la classification initiale de Leibniz. Cette classification, présentée dans le tableau ci-des-

sous, constituera le schéma directeur de notre étude.

Quadratures approchées

Intégration approchée des équations différentielles

Développement en série
de la fonction à intégrer

et intégration
terme à terme

Calcul à partir
d'un nombre fini

d'ordonnées
équidistantes ou non

Calcul à partir
des différences finies

d'un nombre fini
d'ordonnées
équidistantes

Évaluation de l'aire
par une méthode

graphique

Méthode des séries
et méthode des
approximations 

successives
(sous forme analytique)

Méthode des
différences finies

à pas séparés

Méthode des 
approximations 

successives (sous forme 
numérique) et méthode 
des différences finies

à pas liés

Méthode
graphique

chapitres II et IV chapitre III chapitre V chapitre VI

Intégration 
approchée 
analytique

Intégration approchée numérique
Intégration 
approchée
graphique

Fig. I.4. Des quadratures approchées à l’intégration approchée des équations différentielles

Ce schéma doit être considéré comme un simple cadre de travail, assez grossier mais bien pratique

pour fixer les idées. Il est clair que les cloisons ne sont pas étanches. Il y aura des connexions entre les

différentes filières : les constructions approchées les plus pratiques peuvent conduire à des théorèmes

d’existence, donc à des solutions analytiques, les solutions analytiques peuvent servir au calcul numé-

rique, les méthodes numériques peuvent se traduire graphiquement, etc.
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3.3. Le problème de l’existence

Nous avons évoqué à plusieurs reprises, de manière incidente, le problème important de l’existence des

solutions. Dans l’intégration algébrique, ce problème ne se pose pas : la construction effective d’une

solution, à partir d’un nombre fini d’opérations portant sur des fonctions dont l’existence est déjà acquise,

assure du même coup l’existence de cette solution. La situation est complètement différente lorsqu’on fait

intervenir un nombre infini d’opérations élémentaires. Quel sens donner à une telle construction ? Obtient-

on vraiment quelque chose de réel ? Le recours à l’intégration approchée amène inévitablement à s’inter-

roger sur l’existence des solutions (et accessoirement sur leur unicité : deux processus infinis issus de

méthodes distinctes définissent-ils la même solution ?).

3.3.1. L’expression mathématique du déterminisme

Depuis Newton, la plupart des lois de la physique classique reposent sur le postulat que l’état d’un sys-

tème ne dépend que de son état immédiatement antérieur, et non de son passé plus lointain. Mathémati-

quement, ces lois se traduisent par des équations différentielles qui décrivent la variation infinitésimale du

phénomène. L’intégration consiste précisément à déduire, de ces relations instantanées, celles qui existent

entre deux états quelconques, un instant initial et un instant final.

La physique mathématique du 18e siècle, forte de ses succès, est foncièrement déterministe. Il semble

évident que, si la loi différentielle et les conditions initiales sont connues, alors la solution du problème est

parfaitement déterminée. Cette conception a été immortalisée par Laplace dans un texte célèbre77 :

“Nous devons donc envisager l’état présent de l’univers, comme l’effet de son état antérieur, et comme

la cause de celui qui va suivre. Une intelligence qui pour un instant donné, connaîtrait toutes les forces

dont la nature est animée, et la situation respective des êtres qui la composent, si d’ailleurs elle était assez

vaste pour soumettre ces données à l’analyse, embrasserait dans la même formule, les mouvements des

plus grands corps de l’univers et ceux du plus léger atome : rien ne serait incertain pour elle, et l’avenir

comme le passé, serait présent à ses yeux. L’esprit humain offre dans la perfection qu’il a su donner à

l’astronomie, une faible esquisse de cette intelligence. Ses découvertes en mécanique et en géométrie,

jointes à celle de la pesanteur universelle, l’ont mis à la portée de comprendre dans les mêmes

expressions analytiques, les états passés et futurs du système du monde.”

Ainsi, dans la période classique, le problème de l’existence ne se pose pas vraiment. Puisque les équa-

tions différentielles traduisent des phénomènes physiques déterministes, il ne fait pas de doute que ces

équations admettent des solutions vérifiant des conditions initiales (ou des conditions aux limites) don-

nées. Les expliciter n’est qu’une question de technique algébrique ou analytique. Diverses considérations

d’ordre mathématique viennent d’ailleurs conforter cette certitude des savants du 18e siècle. Pour ne

prendre que l’exemple le plus simple du problème de Cauchy pour une équation du premier ordre, les

mathématiciens constatent et utilisent régulièrement les faits suivants :

1) L’équation 
dy
dx

= f (x, y) et la condition y(x0 ) = y0  permettent de connaître, par dérivation, les va-

leurs d’une solution éventuelle et de toutes ses dérivées au point initial, donc semblent déterminer parfai-

tement cette solution par sa série de Taylor.

77 Théorie analytique des probabilités, Courcier, Paris, 2e éd., 1814, Introduction, p. 2.
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2) La relation 
dy
dx

= f (x, y) fournit la pente de la tangente, en un point quelconque, à une courbe inté-

grale éventuelle. En assimilant cette courbe, selon la conception leibnizienne, à un polygone à une infinité

de côtés confondus avec les tangentes, il semble possible de la construire de proche en proche à partir du

point initial.

3) Le problème équivaut à l’équation intégrale y(x) = y0 + f (t, y(t))dt
x0

x

∫ . Il paraît naturel de pouvoir

déterminer la solution par des substitutions successives (ou par identification, si on la cherche sous une

forme déjà donnée), ainsi qu’on y parvient, conformément à la méthode de Newton, dans la résolution des

équations numériques.

Ces remarques constituent, en fait, des méthodes de construction d’une solution dont l’existence n’est

pas mise en doute. À défaut d’une construction exacte impossible à réaliser pratiquement, elles fournissent

au moins des constructions approchées. Nous verrons que ces idées sont présentes, dès les débuts du calcul

infinitésimal, chez Newton et chez Leibniz, et qu’elles connaissent de grands développements tout au long

du 18e siècle, en particulier en mécanique céleste et en balistique.

3.3.2. Le théorème fondamental d’existence

Au début du 19e siècle, une réflexion s’engage sur les fondements de l’analyse. En France, cette ré-

flexion est menée par les mathématiciens nommés dans les nouvelles institutions d’enseignement supé-

rieur issues de la Révolution. Dans le domaine des équations différentielles comme dans beaucoup

d’autres, Cauchy est à citer au premier rang. Selon une célèbre phrase de Painlevé, c’est lui “qui a assis

sur des bases indestructibles la théorie générale des équations différentielles”. En effet, Cauchy a mani-

festé la volonté de fonder la théorie de façon rigoureuse, indépendamment de la mécanique et de la géo-

métrie. Ses travaux, complétés par ceux de ses successeurs, ont abouti à deux versions de ce qui est con-

sidéré aujourd’hui comme le théorème fondamental d’existence pour les équations différentielles. Les

démonstrations de ce théorème reposent précisément sur l’approfondissement théorique des constructions

empiriques rappelées plus haut. En ce sens, Cauchy se situe pleinement dans la double tradition des fonda-

teurs du calcul infinitésimal. Ainsi que l’écrit Mahwin78, “s’il est incontestablement révolutionnaire,

l’apport de Cauchy n’en couronne pas moins les recherches de ses illustres prédécesseurs : par ses liens

avec la méthode des polygones d’Euler, sa première méthode se rattache, en fin de compte, à la tradition

leibnizienne ; quant à sa seconde méthode, elle constitue la justification de l’algorithme d’intégration par

les séries introduit par Newton”.

Dans la première version du théorème, l’existence d’une solution est assurée dans un voisinage du

point initial x0 , sous réserve que la fonction f du second membre soit continue en x et y, et lipschitzienne

en y. Cauchy a obtenu une première démonstration de ce résultat, avec des hypothèses légèrement plus

fortes, à partir de la deuxième idée, celle qui consiste à construire la courbe par arcs successifs. En consé-

quence, on parle de méthode polygonale. La démonstration de Cauchy a été ensuite améliorée par

Lipschitz. Vers la fin du 19e siècle, Picard a trouvé une seconde démonstration, très différente et plus

simple, en exploitant la troisième idée, celle des approximations successives.

Dans la deuxième version du théorème, on suppose que la fonction f est analytique en x et y, ce qui

garantit l’existence d’une solution elle-même analytique dans un voisinage de x0 . La démonstration,

encore due à Cauchy, vient, cette fois, de la première idée, celle du développement de Taylor. Comme elle

78 “Problème de Cauchy pour les équations différentielles et théories de l’intégration : influences mutuelles”, op. cit., p. 235.
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consiste à majorer la série formelle obtenue par une série convergente, elle est qualifiée de méthode des

majorantes ou de méthode du calcul des limites.

Ce qui différencie essentiellement les deux versions du théorème — et qui n’était peut-être pas claire-

ment perçu à l’époque de Cauchy —, c’est que la première version est un théorème d’existence dans le

champ réel, alors que la deuxième version est un théorème d’existence dans le champ complexe.

Par contre, les trois démonstrations sont du même type, en ce sens qu’elles sont constructives.

Monna79 oppose, à ce propos, une notion d’existence forte, caractéristique de l’analyse classique, à une

notion d’existence faible, présente dans certains théorèmes modernes où l’on se contente de raisonner sur

des classes de fonctions possédant certaines propriétés, sans construire effectivement les solutions.

3.3.3. Bilan des recherches historiques sur le théorème fondamental

On a beaucoup écrit sur l’histoire du théorème fondamental d’existence. L’étude classique de Pain-

levé80, publiée en 1910 dans l’Encyclopédie des sciences mathématiques, a fait longtemps autorité. La

meilleure preuve est qu’on en retrouve les analyses et les conclusions, quasiment mot pour mot, dans de

nombreux travaux d’historiens : c’est le cas dans ceux d’Itard81, Dobrovolski82, Kline83, Dieudonné84. La

situation a évolué lorsque Christian Gilain a retrouvé et édité85, en 1981, les feuilles imprimées du cours

que Cauchy dispensait à l’École Polytechnique, vers 1824, aux élèves de seconde année. Cet enrichisse-

ment du corpus des textes originaux de référence — resté figé depuis qu’il avait été établi par Painlevé —

a entraîné une nouvelle vague de publications qui, cette fois, se sont contentées de paraphraser les analyses

de Gilain. On peut citer, en particulier, Youschkevitch86 et Rabhi87. La thèse de Rabhi, sans apporter

d’élément nouveau, a le mérite de présenter une synthèse complète et pratique des travaux antérieurs.

Toutes ces recherches historiques ont été centrées sur l’aspect purement théorique du problème. De

notre côté, ce qui nous intéressera en priorité sera, bien entendu, l’interaction entre les démonstrations

constructives du théorème fondamental d’existence et les méthodes pratiques d’intégration approchée

(voir le chapitre II pour la méthode des majorantes, le chapitre III pour la méthode polygonale et le cha-

pitre IV pour la méthode des approximations successives).

3.4. Intégration qualitative et intégration quantitative

Dans la seconde moitié du 19e siècle, la théorie des équations différentielles a connu d’importants

développements dans deux directions que nous n’avons pas encore évoquées : l’étude dans le champ com-

79 “Évolution des problèmes d’existence en analyse”, Séminaire de philosophie et mathématiques de l’ENS, publication de
l’Université Paris-Nord, 1983.
80 “Existence de l’intégrale générale. Détermination d’une intégrale particulière par ses valeurs initiales”, Encyclopédie des
sciences mathématiques pures et appliquées, t. 2, vol. 3, fasc. 1, Gauthier-Villars, Paris, 1910, pp. 1-57.
81 “Analyse mathématique et Théorie des nombres”, in R. Taton, Histoire générale des sciences, t. 3, PUF, Paris, 1961 ; voir le
paragraphe “Les théorèmes d’existence pour les équations différentielles”, pp. 60-61.
82 “Contribution à l’histoire du théorème fondamental des équations différentielles”, Archives internationales d’histoire des
sciences, 22, 1969, pp. 223-234.
83 Mathematical thought from ancient to modern times, op. cit., pp. 717-721.
84 “L’analyse fonctionnelle”, in Abrégé d’histoire des mathématiques, op. cit., pp. 316-323.
85 A.-L. Cauchy, Équations différentielles ordinaires. Cours inédit (fragment), Introduction de Christian Gilain, Études
vivantes, Paris ; Johnson reprint corporation, New York, 1981.
86 “Sur les origines de la «méthode de Cauchy-Lipschitz» dans la théorie des équations différentielles ordinaires”, Revue d’his-
toire des sciences, t. 34, n° 3-4, 1981.
87 Quelques théorèmes d’existence et d’unicité dans la mathématique du 19ème siècle, Thèse de doctorat, Université de Nantes,
1990.
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plexe et la théorie géométrique. Nous devons aussi, pour être complet, situer notre conception de l’intégra-

tion approchée par rapport à ces nouveaux points de vue.

3.4.1. Les équations différentielles dans le champ complexe

La méthode des majorantes de Cauchy — jointe à sa théorie des fonctions de variable complexe — a

naturellement conduit les mathématiciens à privilégier l’étude des équations différentielles dans le champ

complexe. Le théorème fondamental d’existence n’est qu’un théorème local. Le problème central qui se

pose ensuite est l’étude globale du prolongement analytique d’une solution à partir d’un point ordinaire.

Ce problème mène à d’importantes recherches sur les points singuliers des solutions, en lien avec l’étude

des points singuliers des fonctions analytiques, et sur les développements asymptotiques des solutions au

voisinage d’un point singulier. Ces recherches, dont quelques-uns des principaux acteurs sont Briot,

Bouquet, Riemann, Fuchs et Poincaré, ont été analysées en profondeur par Dobrovolski88, Schlissel89 et,

plus récemment, par Jeremy Gray90.

3.4.2. La théorie géométrique de Poincaré

Dans l’esprit des études globales réalisées dans le champ complexe, mais soucieux de revenir, en vue

des applications, dans le champ réel, Poincaré a défini, dans un mémoire célèbre91, une nouvelle concep-

tion de l’intégration des équations différentielles :

“Une théorie complète des fonctions définies par les équations différentielles serait d’une grande uti-

lité dans un grand nombre de questions de Mathématiques pures ou de Mécanique. Malheureusement, il

est évident que dans la grande généralité des cas qui se présentent on ne peut intégrer ces équations à

l’aide des fonctions déjà connues, par exemple à l’aide des fonctions définies par les quadratures. (…)

Il est donc nécessaire d’étudier les fonctions définies par des équations différentielles en elles-mêmes

et sans chercher à les ramener à des fonctions plus simples. (…)

Rechercher quelles sont les propriétés des équations différentielles est donc une question du plus haut

intérêt. On a déjà fait un premier pas dans cette voie en étudiant la fonction proposée dans le voisinage

d’un des points du plan. Il s’agit aujourd’hui d’aller plus loin et d’étudier cette fonction dans toute l’éten-

due du plan. Dans cette recherche, notre point de départ sera évidemment ce que l’on sait déjà de la fonc-

tion étudiée dans une certaine région du plan.

L’étude complète d’une fonction comprend deux parties :

1° Partie qualitative (pour ainsi dire), ou étude géométrique de la courbe définie par la fonction ;

2° Partie quantitative, ou calcul numérique des valeurs de la fonction. (…)

C’est naturellement par la partie qualitative qu’on doit aborder la théorie de toute fonction et c’est

pourquoi le problème qui se présente en premier est le suivant :

Construire les courbes définies par des équations différentielles.

Cette étude qualitative, quand elle sera faite complètement, sera de la plus grande utilité pour le cal-

cul numérique de la fonction et elle y conduira d’autant plus facilement que l’on connaît déjà des séries

convergentes qui représentent la fonction cherchée dans une certaine région du plan, et que la principale

88 “Sur l’histoire de la classification des points singuliers des équations différentielles”, Revue d’histoire des sciences, 25,
1972, pp. 3-11.
89 “The development of asymptotic solutions of linear ordinary differential equations, 1817-1920”, Archive for history of exact
sciences, vol. 16, 1976/77, pp. 307-378.
90 Linear differential equations and group theory from Riemann to Poincaré, Birkhäuser, Boston, 1986.
91 “Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle”, Journal de mathématiques pures et appliquées, s. 3, t. 7,
1881, pp. 375-376.
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difficulté qui se présente est de trouver un guide sûr pour passer d’une région où la fonction est représen-

tée par une série à une autre région du plan où elle est exprimable par une série différente.”

Pour suppléer à l’intégration par quadratures, Poincaré propose donc deux façons d’aborder l’étude des

équations différentielles :

1) L’intégration qualitative (ou géométrique) a pour but de décrire les propriétés globales des solutions

(allure générale, comportement asymptotique, propriétés topologiques, etc.). Il s’agit de mettre au point de

nouvelles méthodes permettant, en l’absence de toute expression explicite, d’obtenir néanmoins des résul-

tats exacts concernant une solution ou un ensemble de solutions.

2) L’intégration quantitative a pour but l’expression locale d’une solution par des séries convergentes

et le calcul numérique des valeurs de cette solution au voisinage de chaque point (les différents calculs

locaux pouvant être reliés valablement grâce à l’étude globale précédente). On retrouve là ce que nous

avons appelé “intégration approchée”, sous les deux formes analytique et numérique.

L’objectif principal de Poincaré est l’application à la mécanique céleste. Dans ce domaine, les deux

points de vue sont indispensables : la description analytique du mouvement des planètes pendant un temps

fini et le calcul des éphémérides sont d’espèce quantitative ; la recherche des solutions périodiques et

l’ambitieux problème de la stabilité du système solaire sont d’espèce qualitative. Les deux démarches sont

d’ailleurs complémentaires : l’étude qualitative préalable peut guider et justifier le calcul numérique tandis

que des intégrations numériques empiriques peuvent conduire à des conjectures sur le comportement

global.

La théorie géométrique de Poincaré est à la source des vivantes recherches actuelles sur les systèmes

dynamiques. L’histoire de cette théorie a fait l’objet d’importantes contributions de Christian Gilain92.

3.4.3. Quelle intégration approchée ?

L’analyse historique fait ainsi apparaître que la théorie des équations différentielles s’est développée

dans trois cadres. Pour reprendre une définition de Michèle Artigue93, ce sont, par ordre d’apparition : “le

cadre algébrique de la résolution «exacte» par des formules explicites, expressions finies, développements

en séries, expressions intégrales ; le cadre numérique de la résolution numérique approchée ; le cadre

géométrique, enfin, de l’étude globale, qualitative du portrait de phase de l’équation”. Alors que nous

avions défini l’intégration algébrique comme étant l’intégration en termes finis ou par quadratures, on

notera que Michèle Artigue adjoint au cadre algébrique l’intégration formelle à l’aide d’expressions infi-

nies. Tant qu’il n’est pas question de convergence, on peut effectivement considérer qu’il s’agit d’algèbre

et non d’analyse. Par rapport à cette nouvelle classification, notre définition de l’intégration approchée, qui

correspond à l’intégration quantitative de Poincaré, recouvre une partie du cadre algébrique (l’expression

explicite des solutions par des expressions infinies) et la totalité du cadre numérique. Afin de limiter

raisonnablement notre sujet, nous conviendrons de ne prendre en compte que l’intégration quantitative

92 La théorie géométrique des équations différentielles de Poincaré et l’histoire de l’analyse, Thèse de troisième cycle, Univer-
sité Paris I, 1977 ; “La théorie qualitative de Poincaré et le problème de l’intégration des équations différentielles”, Cahiers
d’histoire et de philosophie de sciences, 34, 1991, pp. 215-242.
93 Michèle Artigue a développé cette analyse et ses conséquences didactiques sur l’enseignement actuel des équations diffé-
rentielles au niveau DEUG dans divers écrits, notamment : “Une recherche d’ingénierie didactique sur l’enseignement des
équations différentielles en premier cycle universitaire”, Cahiers du Séminaire de didactique des mathématiques et de l’infor-
matique de Grenoble, Édition IMAG, 1989 ; “Enseigner autrement les équations différentielles en DEUG première année”, in
Enseigner autrement les mathématiques en DEUG A première année, IREM de Lyon, 1990, pp. 113-128 ; “Functions from an
algebraic and graphic point of view : cognitive difficulties and teaching practices”, in The concept of function : aspects of
epistemology and pedagogy, G. Herel et E. Dubinsky (éd.), MAA Notes n° 25, pp. 109-132.
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dans le champ réel. En effet, nous souhaitons rester assez près des applications. Dans ces dernières, les

équations différentielles sont à coefficients réels et le problème le plus fréquent qui se pose dans la pra-

tique est ce qu’on appelle aujourd’hui le problème de Cauchy en un point ordinaire. Ce problème com-

prend trois aspects : 1) dans un certain domaine fini autour du point initial, s’assurer de l’existence et de

l’unicité de la solution ; 2) en trouver une expression analytique exacte, finie lorsque c’est possible, infinie

le plus souvent ; 3) calculer des valeurs numériques approchées de cette solution, à partir de l’expression

analytique éventuelle ou directement à partir des équations différentielles.

Aux 18e et 19e siècles, ce problème fut sans doute le problème central des mathématiques, ainsi que le

disait Jean Leray, en 1963, dans une phrase94 résumant magnifiquement le sujet que nous nous proposons

de traiter et l’esprit dans lequel nous souhaitons l’aborder : “Le problème de Cauchy pour les systèmes

différentiels ordinaires a été, bien entendu, le plus important problème mathématique tant que l’artillerie

a régi le monde, tant que la mécanique céleste a été la théorie scientifique principale et triomphante.”

Nous ne nous interdirons pas de rencontrer occasionnellement le problème de Cauchy en un point sin-

gulier, le problème aux limites, l’analyse complexe ou la théorie qualitative, mais uniquement dans leurs

interactions avec le problème quantitatif réel en un point ordinaire, tel qu’il a été défini ci-dessus.

94 Citée par J. Mawhin, in Analyse, De Bœck, Bruxelles, 1992.
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4. Mathématiques pures, mathématiques appliquées, calcul numérique

Depuis les origines du calcul infinitésimal, la théorie des équations différentielles n’a cessé d’être au

carrefour des mathématiques et de la physique. Elle a entraîné la création de méthodes variées, en même

temps que l’approfondissement de nombreux concepts de l’Analyse. Les difficultés théoriques soulevées,

jointes à la nécessité pratique d’obtenir malgré tout des solutions numériques, en font un terrain de prédi-

lection pour l’étude des rapports qui se constituent, depuis le 18e siècle, entre les mathématiques pures, les

mathématiques appliquées et le calcul numérique.

4.1. Mathématiques pures et mathématiques appliquées

4.1.1. Vers un divorce entre les mathématiques et leurs applications ?

Une opinion, souvent exprimée, consiste à affirmer l’existence d’une rupture entre les mathématiques

et leurs applications dans le courant du 19e siècle. Lisons ce qu’écrit Painlevé à ce sujet95 :

“[Au 18e siècle], les sciences théoriques et expérimentales se développent dans une étroite connexité :

tout progrès en Analyse a son retentissement immédiat en Physique, et réciproquement. (…)

C’est ce qui explique pourquoi certains esprits, un peu superficiels, estiment qu’il y a un abîme entre

l’Analyse moderne et l’Analyse d’il y a cent ans. Les Mathématiques, à les en croire, se seraient volontai-

rement détournées de la réalité pour devenir une sorte de science de curiosité, vivant sur elle-même, un

jeu d’esprit dont le seul intérêt serait la difficulté et dont les efforts ne sauraient plus contribuer d’aucune

manière à l’étude rationnelle de l’Univers.”

Il est vrai que, pour Newton ou Euler, pour Gauss ou Cauchy, il n’y a pas de frontières nettes entre

mathématiques pures, mathématiques appliquées, mécanique céleste, physique mathématique, etc. Ces

grands esprits sont universels, leurs œuvres sont multiformes. Ils sont également mathématiciens, physi-

ciens, ingénieurs, calculateurs. Ils développent les théories les plus abstraites comme les techniques de

calcul les plus concrètes, au gré des besoins des applications variées auxquelles ils s’intéressent.

L’exemple de Cauchy, particulièrement significatif, mérite d’être détaillé dans la mesure où il s’agit du

savant qui a joué le rôle principal dans la théorie des équations différentielles. Nous avons, pour cela, la

chance de disposer des études biographiques récentes de Bruno Belhoste96, qui ont largement renouvelé

l’ancien livre de Valson97. Après une formation à l’École Polytechnique et à l’École des Ponts et Chaus-

sées, Cauchy entame une carrière d’ingénieur, qu’il abandonne assez rapidement pour devenir, en 1815,

95 “Le problème moderne de l’intégration des équations différentielles”, op. cit., pp. 754-755.
96 Cauchy. Un mathématicien légitimiste au XIXe siècle, Belin, Paris, 1985 ; Augustin-Louis Cauchy. A biography, Springer-
Verlag, New York, 1991. Les renseignements sur la vie de Cauchy que nous exploiterons tout au long de notre travail seront,
sauf mention contraire, issus des livres de Belhoste.
97 La vie et les travaux du Baron Cauchy, 2 vol., Gauthier-Villars, Paris, 1868 ; rééd. Blanchard, Paris, 1970.
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professeur d’analyse et de mécanique à l’École Polytechnique et, l’année suivante, membre de l’Académie

des Sciences. Jusqu’en 1830, il dispense également des cours de mécanique à la Faculté des sciences et

des cours de physique mathématique au Collège de France. La révolution de 1830 le conduit à suivre

Charles X en exil. À son retour à Paris, en 1838, Cauchy s’intéresse à la mécanique céleste pour préparer

son élection, en 1839, au Bureau des Longitudes. Élu, mais non nommé à cause de son refus de prêter

serment, il s’enferme alors dans un isolement qui ne prend fin qu’en 1848, lorsque, après la Révolution, il

obtient la chaire d’astronomie mathématique à la Sorbonne. On voit que le déroulement de sa carrière a

amené Cauchy à être en permanence au carrefour des mathématiques et de leurs applications. Dans la

lignée de ses illustres prédécesseurs Newton ou Euler, son œuvre immense (27 volumes rassemblant des

publications étalées sur 47 ans) touche à tous les secteurs des mathématiques, de la mécanique, de

l’optique et de l’astronomie.

Dans la seconde moitié du 19e siècle, on commence à rencontrer, au contraire, ce qu’on peut appeler

des mathématiciens “purs”. Certains savants, tels Picard ou Painlevé, bien que n’abandonnant pas totale-

ment les recherches appliquées, se comportent comme des mathématiciens purs dans une grande partie de

leur travail scientifique. Les mathématiques se séparent peu à peu de l’astronomie, de la géodésie ou de la

physique, et semblent devenir l’étude d’objets et de structures très abstraits. L’influence externe des

sciences de la nature joue un rôle moins important qu’auparavant. Le plus souvent, les théories mathé-

matiques conduisent à d’autres théories mathématiques sans déboucher directement sur des applications.

Dans le cas des équations différentielles, Painlevé illustre cette tendance générale au développement

interne des mathématiques et en montre l’intérêt98  :

“(…) il est bien évident, d’une part, qu’on n’épuisera jamais toutes les équations parfaitement inté-

grables, d’autre part, qu’une équation prise au hasard ne rentrera pas dans ces types spéciaux. L’intérêt

de ces classes remarquables d’équations, qui est évident au point de vue purement mathématique, pour-

rait donc sembler moindre au point de vue des applications, si l’on ne savait quel bénéfice les méthodes

générales retirent toujours de problèmes difficiles et précis, élucidés à fond.”

L’intégration par quadratures est l’exemple type d’une théorie mathématique qui peut sembler parfai-

tement inutile, tout comme la résolution par radicaux des équations algébriques. L’ingénieur dispose, dans

les deux cas, de méthodes approchées permettant d’obtenir des valeurs numériques de la solution à une

précision arbitraire. Pour l’utilisateur, le problème est complètement résolu. Disposer de formules finies

exactes d’un certain type n’apporte, en pratique, rien de plus. Pourtant, ces recherches algébriques, qui

sont notamment à l’origine de la théorie des groupes, ont eu des retombées considérables d’une autre

nature. De façon surprenante, elles ont donné lieu à des applications dans des domaines fort éloignés des

problèmes initiaux.

Cette importance d’une démarche indépendante a priori de toute application particulière, Condorcet

l’affirmait déjà, au moment même où il entreprenait ses recherches sur l’intégration en termes finis99 :

“Il me semble qu’il est plus naturel de perfectionner, autant qu’on le peut, l’instrument dont on veut se

servir, et l’employer ensuite, que de se proposer un objet particulier, et préparer l’instrument pour ce seul

objet. Il me semble que c’est ainsi que chez Newton les découvertes purement analytiques en précédèrent

l’application. C’est aussi la route que j’ai suivie, en dirigeant d’abord mes efforts vers les difficultés du

Calcul intégral pris en lui-même, sans songer encore à en faire quelque application.”

98 “Le problème moderne de l’intégration des équations différentielles”, op. cit., p. 765.
99 Préface à l’ouvrage Essais d’Analyse, Paris, 1768, p. XXVI.
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Le problème n’est donc pas si simple. Les mathématiciens ont toujours, même à l’âge classique, accor-

dé une place importante au développement interne de leur science. Inversement, au début du 20e siècle, on

trouve encore des savants, tels Poincaré, qui, comme Cauchy, s’intéressent avec un égal bonheur à

l’analyse, à la mécanique céleste et à la physique. La séparation apparente entre les mathématiques et leurs

applications vient plutôt du fait que, à la suite des progrès des sciences et de l’accumulation des connais-

sances, on aboutit à une spécialisation inévitable. À partir de la seconde moitié du 19e siècle, ce sont, à

quelques exceptions près, des hommes différents qui développent les mathématiques d’une part, les

applications d’autre part.

4.1.2. Le cas de l’Allemagne

Dans le cas de l’Allemagne, Gert Schubring s’est penché sur la séparation entre les mathématiques et

leurs applications, en centrant son étude sur l’itinéraire de Felix Klein100. Nous lui empruntons les

quelques informations qui suivent.

Felix Klein était inquiet de la séparation, depuis le temps de Gauss, entre mathématiques pures et

mathématiques appliquées, et souhaitait œuvrer pour rétablir une certaine unité dans l’enseignement alle-

mand. Il est intéressant de suivre les positions successives que Klein a été amené à prendre dans ce

contexte. En 1901, Klein qualifiait les mathématiques pures de “précises” et les mathématiques appli-

quées d’“approximatives”. À la suite d’une critique de Stäckel, pour qui les mathématiques appliquées,

loin d’être approximatives, avaient les mêmes exigences de rigueur et utilisaient les mêmes méthodes de

raisonnement que les mathématiques pures, Klein modifia son point de vue et, en 1907, redéfinit les

mathématiques appliquées comme étant les “mathématiques précises des relations approximatives”.

Encore un peu plus tard, sous l’influence de Runge, Klein considéra enfin les mathématiques pures et les

mathématiques appliquées comme les deux branches d’une seule et même discipline, leur attribuant res-

pectivement le rôle “législatif” et le rôle “exécutif”.

Runge — qui jouera un grand rôle dans notre histoire de l’intégration approchée — a beaucoup con-

tribué à revaloriser les mathématiques appliquées, en leur conférant une unité méthodologique à un

moment où elles étaient éclatées en de nombreuses sous-disciplines autonomes. Pour lui, les mathé-

matiques appliquées sont l’étude des principes théoriques sous-tendant les méthodes numériques et gra-

phiques employées par les astronomes, les physiciens, les ingénieurs, etc., et la généralisation de ces prin-

cipes en vue de futures applications potentielles. Sa définition fut adoptée officiellement par un congrès de

mathématiciens appliqués, en 1907, dans les termes suivants : “L’essence des mathématiques appliquées

réside dans la création et la mise en pratique de méthodes pour la solution numérique et graphique des

problèmes mathématiques”.

4.1.3. Les exemples de la balistique et de la mécanique céleste

Jetons un rapide regard sur la façon dont l’opposition mathématiques pures/mathématiques appliquées

a été perçue dans nos domaines de prédilection, ceux de la balistique et de la mécanique céleste. Au sein

même des applications, les mathématiciens ont tendance à délaisser parfois les nécessités pratiques au pro-

fit du développement interne de leur discipline. Dans son Dictionnaire des mathématiques appliquées,

paru en 1884, Sonnet semble mettre en doute l’utilité de certaines recherches balistiques101 :

100 “Pure and applied mathematics in divergent institutional settings in Germany : the role and impact of Felix Klein”, in The
history of modern mathematics. Volume II : Institutions and applications, edited by D. E. Rowe and J. McCleary, Academic
Press, New York, 1989, pp. 170-207.
101 Dictionnaire des mathématiques appliquées, Hachette, Paris, 1884, p. 108.
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“Nous n’entrerons ici dans aucuns détails relatifs à l’hypothèse où la résistance de l’air serait pro-

portionnelle au carré de la vitesse, quoique la plupart des géomètres qui se sont occupés de balistique se

soient servis de cette hypothèse. Leurs travaux se rapportent beaucoup plus, en effet, aux mathématiques

pures qu’aux mathématiques appliquées, et se recommandent bien plus par les efforts qu’ont faits les ana-

lystes pour intégrer les formules différentielles du mouvement que par le parti qu’ils ont tiré de leurs

méthodes pour la solution pratique du problème.”

C’est également le constat de Cranz et Vallier, dans l’Encyclopédie des sciences mathématiques, qui

ont l’air de penser que ces recherches théoriques confinent à l’absurde102 :

“F. Siacci a récemment fait connaître 14 nouvelles fonctions qui permettent de ramener le problème à

des quadratures. Trois de ces nouvelles fonctions F(v) renferment 4 constantes arbitraires, les autres 11.

On n’a pas encore recherché si l’une de ces nouvelles formes était applicable aux buts pratiques de la

balistique.”

En mécanique céleste, la situation est très différente. On revendique haut et fort l’indépendance des

investigations, en minimisant les retombées pratiques éventuelles. Poincaré est le meilleur interprète de

cet idéalisme103 :

“On pourrait bien parler de la marine, dont personne ne peut méconnaître l’importance, et qui a

besoin de l’Astronomie. Mais ce serait prendre la question par son petit côté.

L’Astronomie est utile, parce qu’elle nous élève au-dessus de nous-même ; elle est utile, parce qu’elle

est grande ; elle est utile parce qu’elle est belle ; voilà ce qu’il faut dire.”

Par ces mots, Poincaré ne fait d’ailleurs que reprendre les termes plus anciens, tout aussi lyriques et

emphatiques, de Laplace104 :

“L’Astronomie, par la dignité de son objet et par la perfection de ces théories, est le plus beau monu-

ment de l’esprit humain, le titre le plus noble de son intelligence. (…)

Conservons avec soin, augmentons le dépôt de ces hautes connaissances, les délices des êtres pen-

sants. Elles ont rendu d’importants services à la Navigation et à la Géographie ; mais leur plus grand

bienfait est d’avoir dissipé les craintes produites par les phénomènes célestes, et détruit les erreurs nées

de l’ignorance de nos vrais rapports avec la nature ; erreurs et craintes qui renaîtraient promptement, si

le flambeau des sciences venait à s’éteindre.”

4.1.4. Deux démarches de l’esprit

Des considérations précédentes, il se dégage une différence fondamentale entre mathématiques pures

et mathématiques appliquées, différence indépendante, d’ailleurs, du fait que ces disciplines soient prati-

quées ou non par les mêmes savants. L’analyse de cette différence a été approfondie par Dieudonné105 :

“On oppose «mathématiques pures» et «mathématiques appliquées», ce qui peut s’interpréter comme

laissant entendre qu’il y a plus de différence entre ces deux parties que dans les autres sciences. Et de

fait, si l’on analyse un peu plus ce que désignent ces noms, on arrive à la conclusion que ce sont bien

deux démarches de l’esprit très différentes, qu’il vaudrait mieux appeler «mathématiques» et

102 “Balistique extérieure”, op. cit., p. 33.
103 La valeur de la science, Flammarion, Paris, 1905 ; rééd. Flammarion, 1970, p. 115.
104 Exposition du système du monde, 5e éd., Bachelier, Paris, 1824 ; in J.-P. Verdet, Astronomie et astrophysique, Collection
“Textes essentiels”, Larousse, Paris, 1993, p. 704.
105 Pour l’honneur de l’esprit humain, Collection “Histoire et philosophie des sciences”, Hachette, Paris, 1987, p. 29.
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«applications des mathématiques». En effet, quand on compare, par exemple, la biologie moléculaire et la

pathologie clinique, elles s’occupent toutes deux des mêmes objets, les cellules, considérées tantôt dans

leur structure interne, tantôt dans le comportement global d’un organe du corps dont elles sont les élé-

ments. Au contraire, les «objets» dont traitent les mathématiciens ne sont pas du tout de même nature que

ceux des ingénieurs et des physiciens.”

Selon le point de vue de Dieudonné, qui relève d’une conception platonicienne vraisemblablement par-

tagée par une majorité de mathématiciens, les mathématiques sont caractérisées par un souci de certitude

et de rigueur. Leur objet n’est pas le monde sensible. Elles ont tendance à se détacher des applications et à

“penser” de façon autonome. En contrepartie, leur perfection idéale reste inaccessible aux utilisateurs. Les

mathématiques appliquées ne sont donc pas, en général, l’application directe des mathématiques aux situa-

tions concrètes. Souvent, les ingénieurs et les physiciens, qui, eux, ont pour buts principaux la fidélité à

l’expérience et l’action sur le réel, doivent forger leurs propres instruments mathématiques et élaborer des

méthodes de traitement des équations permettant d’aboutir, même en l’absence de représentation symbo-

lique, à des expressions calculables.

4.2. Mathématiques et calcul numérique

Les mathématiciens, qu’ils soient purs ou appliqués, sont confrontés inévitablement, à un moment ou à

un autre, au calcul numérique, c’est-à-dire à la “réalisation” en chiffres des objets abstraits qu’ils mani-

pulent. Une histoire de l’intégration approchée des équations différentielles ne peut, selon nous, passer

sous silence les problèmes théoriques et pratiques posés par cette traduction.

4.2.1. Nécessité de préparer le calcul numérique

Les mathématiciens de l’époque classique restent toujours très préoccupés par le calcul numérique

effectif. Fourier, pour ne citer qu’un exemple, prend la peine d’en parler dès le début de sa Théorie analy-

tique de la chaleur106, théorie qui va reposer entièrement sur l’intégration d’équations différentielles :

“La méthode qui en dérive ne laisse rien de vague et d’indéterminé dans les solutions ; elle les conduit

jusqu’aux dernières applications numériques, condition nécessaire de toute recherche, et sans laquelle on

n’arriverait qu’à des transformations inutiles. (…)

Cette interprétation numérique des résultats est pourtant nécessaire, et c’est un degré de perfection

qu’il serait très important de donner à toutes les applications de l’analyse aux sciences naturelles. On

peut dire que tant qu’on ne l’a pas obtenu, les solutions demeurent incomplètes ou inutiles, et que la

vérité qu’on se proposait de découvrir n’est pas moins cachée dans les formules d’analyse, qu’elle ne

l’était dans la question physique elle-même.”

Il semble que ce souci de préparer le calcul numérique se soit peu à peu estompé pendant le 19e siècle.

En 1911, vers la fin de notre période d’étude, Montessus et Adhémar, auteurs d’un important ouvrage de

calcul numérique, reprochent aux mathématiciens de se complaire dans les hautes sphères de l’abstraction

et d’empêcher, par voie de conséquence, l’accès des utilisateurs aux théories nouvelles107 :

“Un très grand nombre de théories de l’Analyse mathématique seraient susceptibles d’applications

numériques, si on se donnait la peine de les «préparer» convenablement. Ce travail n’a pas, en général,

106 Théorie analytique de la chaleur, Didot, Paris, 1822, p. XII du Discours préliminaire et p. 11.
107 Calcul numérique, Doin, Paris, 1911, p. 141.
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beaucoup absorbé les savants, plus préoccupés de la beauté des formes analytiques que de leur réalisation

en chiffres : je parle des savants modernes, car leurs devanciers, Gauss, par exemple, ou Hermite, avaient

une prédilection pour cette réalisation en chiffres rendant les résultats palpables ! Il arrive ainsi que le

calcul numérique des solutions des équations différentielles est assez peu avancé.”

La complexité croissante de la traduction numérique des théories nouvelles a entraîné, au 20e siècle, la

création d’une branche spécifique des mathématiques, l’analyse numérique, entièrement vouée à cette

tâche. Cette branche n’existe pas de façon autonome dans la période qui nous occupe, mais on en discerne

les prémisses, dispersées au sein des mathématiques, de l’astronomie et de la physique. Nous voulons pré-

cisément identifier ces prémisses, tout au moins en ce qui concerne les équations différentielles ordinaires.

Quand nous parlons, ci-dessus, de préparation du calcul numérique, il ne s’agit évidemment pas du

processus de mathématisation qui, grâce à des hypothèses simplificatrices de nature physique, conduit

d’un phénomène naturel brut à un système d’équations différentielles ordinaires. Nous parlons bien de ce

qui est l’objet de l’analyse numérique et qui commence après la mise en équations, à savoir la “traduction

en chiffres” des solutions dont l’analyse mathématique a prouvé l’existence et donné des représentations

infinies convergentes. À ce propos, il n’est pas inutile de rappeler — même si cela ne nous concerne pas

ici — que les erreurs dues à la mise en équations du phénomène sont, le plus souvent, bien plus impor-

tantes que celles dues au traitement numérique proprement dit des équations.

4.2.2. Vers une histoire de l’analyse numérique des équations différentielles

L’histoire de l’analyse numérique des équations différentielles a été peu étudiée. Pour couvrir la pé-

riode antérieure à 1914, on dispose d’un point de départ incontournable dans l’article de Runge et

Willers108 de l’édition allemande de l’Encyclopédie des sciences mathématiques (en raison de la guerre,

cet article n’a pas été publié dans l’édition française). Rappelons que cette encyclopédie n’est pas un ou-

vrage d’histoire, mais un panorama, accompagné de nombreuses références historiques et bibliogra-

phiques, des connaissances mathématiques du début du 20e siècle. En ce qui concerne les travaux propre-

ment historiques, on peut citer en priorité deux contributions récentes : le livre de Goldstine109, qui a

ouvert la voie, et la synthèse de Jean-Luc Chabert110, fort claire, qui a le mérite de contenir des extraits

des textes originaux les plus importants.

Ces deux exposés très proches ne sont pourtant pas suffisants. Ils présentent une histoire assez sché-

matique, limitée à quelques faits saillants, qui ne permet pas, selon nous, de saisir pleinement l’évolution

du problème de l’intégration approchée dans son unité et sa diversité, dans sa continuité et ses ruptures. Si

l’on ouvre un livre actuel d’analyse numérique au chapitre “équations différentielles”, on tombera à peu

près immanquablement sur les termes suivants : “méthode d’Euler”, “méthodes de Runge-Kutta”,

“méthodes d’Adams” ; il y aura aussi, assez souvent, quelques mots rapides sur une “méthode des séries”

et une “méthode des approximations successives”, avec des références à Cauchy et à Picard. Les histoires

de Goldstine et Chabert s’organisent autour de ces quelques noms qui sont passés à la postérité : Euler,

Cauchy, Picard, Runge, Kutta, Adams. Il nous a semblé qu’il y avait encore beaucoup à faire pour redon-

ner à d’autres mathématiciens la place qu’ils méritent, identifier l’origine des méthodes et mieux insérer

l’histoire de l’intégration approchée dans l’histoire générale de l’Analyse.

108 “Numerische und graphische Quadrature und Integration gewöhnlicher und partieller Differentialgleichungen”, Encyklo-
pädie der Mathematischen Wissenschaften, Leipzig, 1909-1921.
109 A history of numerical analysis from the 16th through the 19th century, Springer-Verlag, New York, 1977.
110 “Résolutions approchées d’équations différentielles”, in J.-L. Chabert et al., Histoire d’algorithmes, op. cit., pp. 415-448.
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Pour aller plus loin que Chabert, trois autres documents nous ont été particulièrement utiles, avant tout

par leurs riches bibliographies : un court article S. M. Kiro et I. V. Chal’tseva111, une étude de C. W. Gear

et R. D. Skeel112 et le beau livre d’analyse numérique de E. Hairer, S. P. Nørsett et G. Wanner113.

4.3. L’intégration approchée : un problème multiforme

En résumé, tout nous montre que l’intégration approchée est un problème multiforme. À travers les

points de vue variés des mathématiciens, astronomes, physiciens, ingénieurs, calculateurs, au fil des enri-

chissements successifs, on perçoit la permanence d’une problématique vivante. L’intégration approchée se

situe au carrefour de trois domaines de savoir en interaction : les applications des mathématiques, les

mathématiques théoriques et le calcul numérique, ainsi que nous avons essayé de le représenter dans le

schéma ci-dessous. Il serait vain d’y superposer une distinction rigide entre mathématiques pures et

mathématiques appliquées. Disons simplement que les trois domaines font incontestablement partie des

mathématiques et qu’une histoire sérieuse de l’intégration approchée ne doit en négliger aucun.

Applications des mathématiques
• Équations différentielles de la 

mécanique céleste, de la balistique,
de la physique mathématique
• Confrontation des résultats 

numériques et des observations

Mathématiques théoriques
• Théorèmes d'existence

• Algorithmes infinis d'intégration exacte
• Convergence et évaluation

rigoureuse de l'erreur
• Grands concepts de l'analyse

Calcul numérique
• Méthodes d'intégration
numérique et graphique

• Évaluation empirique de l'erreur
• Techniques de calcul

(tables de logarithmes, interpolation, 
différences finies, instruments

de calcul et de dessin)

Intégration 
approchée des 

équations 
différentielles

Fig. I.5. Les trois facettes de l’intégration approchée

111 “Origine et développement des méthodes numériques de résolution du problème de Cauchy pour les équations différen-
tielles ordinaires”, Narisi z istorii prirodoznavstva i tehniki, n° 27, Kiev, 1981, pp. 3-14 (en ukrainien).
112 “The development of ODE methods : a symbiosis between hardware and numerical analysis”, in A history of scientific
computing, edited by S. G. Nash, ACM Press, New York, 1990, pp. 88-105.
113 Solving ordinary differential equations I. Nonstiff problems, second revised edition, Springer-Verlag, New York, 1993.
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Outre la lecture des publications scientifiques, une façon intéressante de suivre l’évolution du pro-

blème de l’intégration approchée sous ses différents aspects, en particulier au 19e siècle, consiste à ana-

lyser les transpositions didactiques qui en ont été réalisées, pour divers publics, dans les ouvrages d’ensei-

gnement. De place en place, en guise de complément, nous examinerons donc brièvement quelques ma-

nuels français destinés aux élèves des classes préparatoires ou aux élèves des écoles d’ingénieur et des

écoles techniques, et quelques traités issus de cours professés dans les facultés des sciences (souvent de

niveau plus élevé). Pour le choix d’un corpus d’ouvrages, limité mais significatif, nous nous sommes

grandement inspiré des travaux de Martin Zerner114.

114 “Sur l’analyse des traités d’analyse : les fondements du calcul différentiel dans les traités français, 1870-1914”, Cahier de
didactique des mathématiques n° 30, IREM, Université Paris VII, 1986 ; La transformation des traités français d’analyse
(1870-1914), Pré-publication de l’Université de Nice-Sophia-Antipolis, juin 1994.
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Conclusion

À l’issue d’un premier tour d’horizon du problème de l’intégration approchée, il est possible d’exposer

les quatre principaux thèmes, tous dialectiques, qui seront développés dans les prochains chapitres :

1) L’influence mutuelle entre le problème des quadratures et le problème inverse des tangentes. Alors

que la plupart des tentatives pour ramener toute équation différentielle à des quadratures échouent, inver-

sement, toutes les techniques imaginées pour le calcul approché des intégrales sont étendues avec succès à

la résolution approchée des équations différentielles.

2) Les preuves constructives d’existence. Les procédés empiriques de calcul approché d’une solution

fournissent, par passage à la limite, des preuves constructives du théorème fondamental d’existence pour

le problème de Cauchy. Inversement, la troncature des algorithmes infinis dont la convergence est prouvée

par les théoriciens conduit à des procédés finis d’intégration approchée dont on peut évaluer l’erreur.

3) Le rapport entre les mathématiques et leurs applications. La mécanique céleste et la physique

mathématique motivent l’étude des équations différentielles. Entre les mains des mathématiciens, cette

étude se dégage peu à peu des applications et se développe selon des nécessités internes. Inversement, les

utilisateurs mettent au point de façon empirique, indépendamment des théoriciens, des méthodes numé-

riques et graphiques performantes.

4) Le dilemme du calcul numérique. Les théoriciens prouvent la convergence des algorithmes d’inté-

gration approchée, évaluent a priori les différents types d’erreurs et définissent une façon idéale de

conduire les calculs. Inversement, les praticiens, soumis à des contraintes de temps et de financement,

confrontés aux insuffisances des techniques et des instruments de calcul disponibles, exécutent ces calculs

de manière beaucoup plus pragmatique.

Des thèmes secondaires se superposeront aux précédents. Il y aura le thème de la notion de fonction.

Se poser la question : “qu’est-ce qu’une solution d’une équation différentielle ?”, c’est inévitablement

s’interroger sur ce qu’est une fonction. Il y aura le thème des écoles nationales de mathématiques. Sans

que nous en traitions en détail, on s’apercevra que, plus que la langue ou le lieu de publication, c’est la

nationalité des mathématiciens qui conditionne en grande partie l’enchaînement des idées et l’approfon-

dissement des méthodes. C’est ainsi que le chapitre III sera, pour l’essentiel, allemand, le chapitre IV,

français, et le chapitre V, anglais. Il y aura aussi un thème qui nous est cher, le thème didactique. Nous

nous intéresserons, en arrière-plan, à la diffusion et à l’enseignement des idées nouvelles concernant

l’intégration approchée.

Notre ambition est de développer simultanément tous ces thèmes, pour chacune des grandes méthodes

que nous avons identifiées plus haut. Seule une vision multiforme de l’Analyse est, selon nous, capable de

restituer le problème de l’intégration approchée dans toute sa richesse.
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La méthode des séries

On raconte que Newton
communiqua à Leibniz un
anagramme à peu près comme
ceci : aaaaabbbeeeeii, etc.
Leibniz, naturellement, n’y
comprit rien du tout ; mais nous
qui avons la clef, nous savons
que cet anagramme veut dire, en
le traduisant dans le langage
moderne : «Je sais intégrer toutes
les équations différentielles», et
nous sommes amenés à nous dire
que Newton avait bien de la
chance ou qu’il se faisait de
singulières illusions.

Henri Poincaré, 1908.
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Introduction

Dès les premiers temps du calcul infinitésimal, l’emploi des séries apparaît étroitement lié à la résolu-

tion des problèmes de quadratures. Sans vouloir remonter abusivement jusqu’à la progression géométrique

potentiellement infinie utilisée par Archimède pour quarrer la parabole, on peut considérer que la première

série véritablement infinie, au sens moderne du terme, est la série logarithmique envisagée simultanément

par Nicolas Mercator et William Brouncker, en 1668, pour effectuer la quadrature de l’hyperbole.

L’exploitation systématique des séries infinies commence à peu près au même moment, avec les travaux

mathématiques d’Isaac Newton. Bien entendu, des quadratures à l’intégration des équations différen-

tielles, il n’y a qu’un pas qui est vite franchi.

La vulgarisation des séries provoque une évolution considérable du concept de fonction, qui s’élargit

soudain bien au delà des expressions algébriques de Descartes. La liberté, nouvellement acquise, d’itérer

une infinité de fois les opérations élémentaires de l’algèbre, c’est-à-dire de faire appel à des algorithmes

infinis (séries, mais aussi fractions continues et produits infinis), entraîne peu à peu l’apparition des nou-

velles fonctions transcendantes indispensables à la résolution des problèmes de la physique mathématique.

Cependant, tout au long du 18e siècle, les problèmes causés par l’irruption de l’infini dans le calcul

algébrique restent masqués par une confiance inébranlable en la validité des calculs purement formels.

Plus tard, au 19e siècle, la nécessité de justifier ces raisonnements d’un nouveau type se fait sentir. On

assiste alors à une réflexion en profondeur sur la notion de convergence, destinée à préciser en quel sens

les expressions infinies sont susceptibles de représenter quelque chose de réel.

Pour ce qui concerne l’intégration des équations différentielles par les séries, nous allons suivre les

étapes de cette évolution, depuis les premières tentatives empiriques de Newton et Leibniz jusqu’aux

recherches théoriques de Cauchy et Weierstrass, en passant par les calculs virtuoses d’Euler. Dans ce cha-

pitre, il sera surtout question des séries entières obtenues grâce à la formule de Taylor ou à la méthode des

coefficients indéterminés. Pour l’instant, les séries de fonctions issues des techniques d’approximations

successives, en particulier les séries liées à la méthode des perturbations des astronomes (séries trigono-

métriques, développements par rapport à un paramètre…) ne seront que partiellement évoquées. Vu leur

spécificité et leur importance, elles feront l’objet d’une étude particulière dans le chapitre IV.
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1. Les fondateurs : Newton et Leibniz

Vers 1669, Newton semble être en possession d’une méthode des séries1 lui permettant de résoudre

tous les problèmes d’intégration. Peu après, il expose ses idées de façon systématique dans La méthode

des fluxions et des suites infinies2, traité écrit en 1671 quoique publié seulement en 1736. Parallèlement, à

partir de 1673, Leibniz développe des considérations analogues. Sur la correspondance échangée, à ce

sujet, entre les deux fondateurs du calcul infinitésimal par l’intermédiaire d’Oldenburg, et sur la querelle

de priorité qui s’ensuivit, nous renvoyons à l’édition critique des œuvres mathématiques de Newton, éta-

blie par Whiteside3, ainsi qu’à l’article de Scriba4. Ici, notre but sera simplement d’examiner comment les

deux mathématiciens ont utilisé les séries, chacun de son côté, pour s’attaquer au difficile problème in-

verse des tangentes. Nous étudierons aussi, dans le prolongement immédiat de Newton et Leibniz, les con-

tributions de quelques autres représentants de l’école anglaise et de l’école continentale.

1.1. La méthode des séries infinies de Newton (1671)

1.1.1. Énoncé newtonien du problème inverse des tangentes

Dans La méthode des fluxions, l’intention majeure de Newton est d’effectuer les opérations littérales

de l’algèbre à l’aide des suites infinies, de la même façon qu’on effectue les opérations numériques de

l’arithmétique au moyen des fractions décimales. Au développement décimal d’un nombre correspond le

développement en série d’une expression littérale. Le parallélisme est complet tant qu’il s’agit des opéra-

tions usuelles (addition, soustraction, multiplication, division, extraction de racines), mais Newton ne s’en

tient pas là : il a également en vue les opérations nouvelles qui apparaissent dans l’étude des courbes, en

particulier lors de la recherche des tangentes et du calcul des quadratures. Pour cela, il s’intéresse à la

“variation” des quantités littérales et définit les notions de “fluente” et de “fluxion” (p. 21)5 :

“J’appellerai Quantités Fluentes, ou simplement Fluentes ces Quantités que je considère comme aug-

mentées graduellement & indéfiniment, je les représenterai par les dernières Lettres de l’Alphabet v, x, y

& z pour les distinguer des autres quantités qui dans les Équations sont considérées comme connues et

déterminées qu’on représente par les Lettres initiales a, b, c &c. & je représenterai par les mêmes der-

1 Dans cette partie, conformément à l’usage de l’époque, les mots “suite” et “série” seront souvent employés l’un pour l’autre.
2 Methodus fluxionum et serierum infinitarum, 1671 ; The method of fluxions and infinite series, trad. anglaise de J. Colson,
Londres, 1736 ; La méthode des fluxions et des suites infinies, trad. française de M. de Buffon, Paris, 1740.
3 The mathematical papers of Isaac Newton, vol. 3, 1670-1673, edited by D. T. Whiteside, Cambridge University Press, 1969.
Voir en particulier les pp. 20-27.
4 “The inverse method of tangents : a dialogue between Leibniz and Newton (1675-1677)”, Archive for history of exact
sciences, vol. 2, 1964, pp. 113-137.
5 Nos numéros de page renvoient à la traduction française de Buffon parue en 1740 ; rééd. Blanchard, Paris, 1994. On peut
trouver le texte latin original dans The mathematical papers of Isaac Newton, op. cit.
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nières Lettres surmontées d’un point v̇, ẋ, ẏ & ż  les vitesses dont les Fluentes sont augmentées par le

mouvement qui les produit, & que par conséquent on peut appeler Fluxions.”

Après avoir résolu sans difficulté le “Problème I. Étant donné la Relation des Quantités Fluentes,

trouver la Relation de leurs Fluxions.”, c’est-à-dire le problème de la dérivation, Newton aborde le pro-

blème inverse (p. 26) : “Problème II. Étant donnée la Relation des Fluxions, trouver celle des Quantités

Fluentes.” Ce Problème II est divisé en trois sous-problèmes (p. 30) :

“XIII. Mais à l’égard de ce Problème nous pouvons distinguer les Équations en trois Classes.

XIV. La première des Équations où il ne se trouve que les deux Fluxions & l’une des Fluentes.

XV. La seconde où il se trouve les deux Fluxions & les deux Fluentes.

XVI. La troisième où il se trouve des Fluxions de plus de deux Quantités.”

La première classe comprend les équations de la forme ẏ ẋ = f (x) (ou ẏ ẋ = g(y) , qui se ramène aus-

sitôt à ẋ ẏ = f (y)). La solution consiste à prendre pour variable indépendante (Newton dit “quantité cor-

rélative”) la seule fluente présente dans l’équation, à développer en série la quantité du second membre et

à intégrer terme à terme, ce qui conduit à une expression, en général infinie, de la variable dépendante (la

“quantité relative”). On peut voir là une généralisation audacieuse des résultats acquis auparavant pour

les polynômes. Par ailleurs, la troisième classe englobe toutes les équations aux dérivées partielles ; elle ne

nous intéresse pas ici. Il reste à examiner la deuxième classe, la plus importante pour notre propos, celle

des équations fluxionnelles de la forme ẏ ẋ = f (x, y) .

Pour le piquant de l’anecdote, signalons que Newton, dans la Lettre à Oldenburg pour Leibniz du 3

novembre 1676, a résumé les deux façons de traiter ce problème dans une anagramme :

“5accdæ10effh11i4l3m9n6oqqr8s11t9v3x : 11ab3cdd10eæg10ill4m7n6o3p3q6r5s11t8vx,

3acæ4egh5i4l4m5n8oq4r3s6t4v, aaddæeeeeeiijmmnnooprrrsssss ttuu.”

Newton, qui voulait certainement prendre date sans pour autant dévoiler à Leibniz la teneur de sa décou-

verte, a révélé plus tard, en 1712, la signification de l’anagramme : “Una Methodus consistit in extrac-

tione fluentis quantitatis ex æquatione simul involvente fluxionem ejus : altera tantum in assumptione

Seriei pro quantitate qualibet incognita ex qua cætera commode derivari possunt, & in collatione termi-

norum homologorum æquationis resultantis, ad eruendos terminos assumptæ Seriei.”6

Nous allons étudier ces deux versions de la méthode des séries, telles qu’elles sont exposées, en 1671,

dans La méthode des fluxions. Étant donné qu’il s’agit du premier traité abordant la théorie des équations

différentielles de manière abstraite et générale, indépendamment de tout problème particulier de géométrie

ou de mécanique, il nous semble important d’examiner avec soin les douze équations sélectionnées par

Newton. Cela permettra de mettre en évidence la richesse et les limites du texte fondateur que nous avons

pris comme point de départ historique de l’intégration approchée.

1.1.2. Première version : les approximations successives

Avant de commencer le calcul, les équations doivent être “préparées” : il faut les mettre sous la forme

ẏ ẋ = f (x, y)  et développer le second membre en série par rapport à x et à y. Cela consiste essentielle-

ment à réduire “à une somme de termes simples” les fractions et les racines qui sont initialement pré-

sentes. De plus, lorsque l’un des dénominateurs est égal à x ou y, par exemple à x, il faut le remplacer par

6 “Une méthode consiste à extraire une quantité fluente d’une équation qui contient en même temps sa fluxion ; une autre à
supposer une série pour l’une quelconque des quantités inconnues, de laquelle les autres peuvent être convenablement dé-
duites, et à rassembler les termes homologues de l’équation résultante, de façon à déterminer les termes de la série supposée.”
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b + x, ou b − x , ou x – b, de façon à pouvoir effectuer le développement en série. Cette dernière manipula-

tion revient à faire un changement de variables.

Après ces préliminaires, Newton détaille la première version de sa méthode en s’appuyant sur quatre

exemples (pp. 34-38) :

(1)     
ẏ
ẋ

= 1 − 3x + y + x2 + xy

(2)     
ẏ
ẋ

= 1 + y
a − x

(3)     
ẏ
ẋ

= 3y − 2x + x
y

− 2y
xx

(4)     
ẋ
ẏ

= 1
2 y − 4y2 + 2yx1 2 − 4

5 x2 + 7y5 2 + 2y3

Ces quatre équations ont visiblement été choisies de manière à couvrir l’ensemble des situations suscep-

tibles d’être rencontrées :

• l’équation (1) est ce qui peut arriver de plus simple : un second membre polynomial, qui ne nécessite

aucune préparation ;

• dans l’équation (2), il intervient un paramètre et, de plus, le second membre doit être développé en

série, ce qui conduit à l’équation 
ẏ
ẋ

= 1 + y
a

+ xy
a2 + x2y

a3 + x3y
a4 , &c.  ;

• l’équation (3) exige une préparation plus complexe : en substituant 1 – x à x et 1 – y à y, on obtient

l’équation 
ẏ
ẋ

= 1 − 3y + 2x + 1 − x
1 − y

+ 2y − 2
1 − 2x + x2 , qui, par un développement en série, s’écrit ensuite

ẏ
ẋ

= − 3x + 3xy + y2 − xy2 + y3 − xy3 + y4 − xy4 , &c. + 6x2y − 6x2 + 8x3y − 8x3 + 10x4y − 10x4 , &c. ;

• enfin, l’équation (4) est là pour montrer que la méthode peut aussi s’appliquer avec des exposants

fractionnaires, tout en illustrant le cas où c’est la fluente y qui est choisie comme variable indépendante.

Voyons comment est traitée la première équation. Les calculs sont disposés dans un tableau (p. 35) :

+ 1 − 3x + xx

+ y

+ xy

∗ + x − xx + 1
3 x3 − 1

6 x4 + 1
30 x5, &c.

∗ ∗ + xx − x3 + 1
3 x4 − 1

6 x5 + 1
30 x6 , &c.

Somme 1 − 2x + xx − 2
3 x3 + 1

6 x4 − 4
30 x5, &c.

y = x − xx + 1
3 x3 − 1

6 x4 + 1
30 x5 − 1

45 x6 , &c.

“Soit proposée l’équation ẏ ẋ = 1 − 3x + y + x2 + xy, j’écris de suite & de gauche à droite dans une

ligne au-dessus les Termes 1 − 3x + x2 , qui ne sont pas affectés de la Quantité Relative y ; & j’écris le

reste y & xy dans une Colonne à main gauche. Et d’abord je multiplie le premier Terme 1 par la Quantité

Corrélative x, & divisant le produit 1x ou x par le nombre 1 des Dimensions, j’écris x
1  ou simplement x

dans le Quotient au-dessous ; puis au lieu de y substituant cette Valeur dans les Termes + y & + xy de la

Colonne à main gauche, j’ai + x & + xx, que j’écris vis-à-vis & à main droite : ensuite je prends dans ce

qui reste les Termes les plus bas – 3x & + x, dont la Somme – 2x multipliés par x devient – 2xx, qui divisé

par le nombre 2 des Dimensions donne – xx pour le second Terme de la Valeur de y dans le Quotient.
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Prenant donc ce Terme & le substituant au lieu de y, j’ai – xx & − x3  qu’il faut ajouter respectivement

aux Termes + x et + xx, écris vis-à-vis de y & yx. Je prends de même les plus bas Termes + xx – xx + xx,

de la Somme xx desquels &c. je tire le troisième Terme + 1
3 x3 , de la Valeur de y, & après l’avoir substitué

&c. je tire des plus bas Termes 1
3 x3  & − x3  ; le quatrième Terme − 1

6 x4 . Ce que l’on peut continuer aussi

longtemps qu’on le jugera à propos.”

Ce procédé pour “extraire” la fluente y, terme après terme, est tout à fait analogue à celui utilisé au

début du traité (pp. 6-7) pour extraire une racine d’une équation numérique. Nous pouvons l’analyser

comme un schéma itératif, en interprétant le calcul de Newton de la façon suivante : prenons y0 = 0

comme première approximation de l’équation différentielle ′y = 1 − 3x + x2 + (1 + x) y  ; en substituant

dans le second membre, on obtient ′y = 1 − 3x + x2 , puis, en négligeant les termes d’ordre supérieur ou

égal à 1, ′y = 1, d’où la nouvelle approximation y1 = x  ; en substituant à nouveau, on aboutit à l’équation

′y = 1 − 2x + 2x2 , qui, par suppression des termes d’ordre supérieur ou égal à 2, s’écrit plus simplement

′y = 1 − 2x , d’où l’approximation y2 = x − x2 ; et ainsi de suite.

Les trois autres équations sont traitées de la même manière, moyennant des calculs évidemment un peu

plus compliqués. On peut voir dans cette version de la méthode des séries la première mise en œuvre de la

méthode des approximations successives pour la résolution des équations différentielles, méthode dont

nous suivrons les développements ultérieurs tout au long du chapitre IV. Par cet algorithme, Newton est

convaincu d’avoir complètement résolu le problème inverse des tangentes. Il écrit, sûr de lui (p. 39) :

“Ainsi j’ai donc achevé ce Problème épineux & le plus difficile de tous les Problèmes [par une] Méthode

générale dans laquelle j’ai compris toutes les Difficultés.” Bien entendu, une telle solution ne saurait

aujourd’hui nous satisfaire, ainsi que le souligne ironiquement Poincaré en résumant l’histoire de la

découverte de Newton7 : “On raconte que Newton communiqua à Leibniz un anagramme à peu près

comme ceci : aaaaabbbeeeeii, etc. Leibniz, naturellement, n’y comprit rien du tout ; mais nous qui avons

la clef, nous savons que cet anagramme veut dire, en le traduisant dans le langage moderne : «Je sais

intégrer toutes les équations différentielles», et nous sommes amenés à nous dire que Newton avait bien

de la chance ou qu’il se faisait de singulières illusions.” En effet, Newton se contente de fournir un algo-

rithme permettant d’extraire les premiers termes d’une série vérifiant formellement l’équation. En général,

ces termes se succèdent sans obéir à aucune loi, ce qui fait qu’il est absolument impossible d’en déduire

quoi que ce soit concernant le comportement de la solution.

Suivent quelques autres équations, destinées à présenter des variantes et des compléments (remarquons

la simplification des écritures : la fluxion ẋ  est prise pour unité, ce qui permet de remplacer ẏ ẋ  par ẏ ) :

(5)     ẏ = 1
y

− xx

(6)     ẏ = 3 − 2y − yy
x

(7)     ẏ = − y + 1
x

− 1
xx

Newton montre comment résoudre ces équations directement, sans les préparer. Pour l’équation (7), il

introduit des exposants négatifs dans l’expression en série de la solution.

7 Science et méthode, Flammarion, Paris, 1908 ; rééd. 1920, p. 33.



Chapitre II 63

1.1.3. Deuxième version : les coefficients indéterminés

Un peu plus loin, Newton présente une deuxième version de la méthode des séries, qui consiste à rai-

sonner “en supposant à la manière des Analystes que ce qu’on cherche est donné” (p. 41). La technique

est illustrée par la résolution de l’équation

(8)     ẏ = y
2x

+ 1 − 2x + 1
2 xx .

On cherche la solution sous la forme y = 2ex + 2 f x2 + 2gx3 + 2hx4 . Après substitution de cette expres-

sion dans les deux membres de l’équation, les valeurs des coefficients sont déterminées par identification.

Les calculs sont disposés dans un tableau très clair (p. 42) :

1 − 2x + 1
2 xx

y
2x

   e + f x + gxx + hx3

Somme   + 1 − 2x + 1
2 xx

+ e + f x + gx2 + hx3

par Hypothèse   y =

par Conséquent  y =

Donc Valeur        

réelle de      y =

2ex + 2 f x2 + 2gx3 + 2hx4

|| || || ||

+ x − x2 + 1
6 x3

+ ex + 1
2 f x2 + 1

3 gx3 + 1
4 hx4

2x − 4
3 x2 + 1

5 x3

Cette deuxième version de la méthode des séries est celle qui, plus tard, sera appelée classiquement

méthode des coefficients indéterminés. Pour la décrire dans toute sa portée, Newton prend la peine de

détailler un second exemple fort intéressant :

(9)       ẏ = 3y
4x

.

Cette fois, le premier terme du développement de la solution est cherché sous la forme y = exs . Newton

veut signifier ainsi que, dans cette technique, peuvent être supposés indéterminés à la fois les coefficients

et les exposants. Trouver le premier exposant, celui par lequel commence la série, est effectivement la

principale difficulté, d’autant plus que cet exposant peut être positif, négatif ou fractionnaire, sans que l’on

ait toujours les moyens de le “deviner” a priori.

Les trois dernières équations ont à nouveau pour but de présenter quelques variantes et compléments :

(10)     ẏ = y
xx

+ 1
xx

+ 3 + 2x − 4
x

(11)     ẏ = 3xy2 3 + y

(12)     ẏ = 2y1 2 + x1 2y1 2

Pour l’équation (10), Newton développe la solution selon les puissances décroissantes de la variable indé-

pendante. Enfin, pour les équations (11) et (12), il montre comment un changement de variable permet de

se ramener à des exposants entiers de la variable dépendante, ce qui simplifie notablement les calculs : en
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substituant z = y1 3 dans (11), on aboutit à l’équation ż = x + 1
3 z  ; de même, la substitution z = y1 2  ramène

l’équation (12) à la forme plus simple ż = 1 + 1
2 x1 2.

1.1.4. Le problème de la constante d’intégration

Pour presque toutes les équations, Newton exhibe seulement une solution particulière. En général, il

s’agit d’une solution vérifiant y(0) = 0, sauf dans les cas où un changement de variables a permis d’éviter

la difficulté liée à la présence d’un point singulier. C’est ainsi que, dans l’équation (3), remplacer x par

1 − x  et y par 1 – y, puis chercher une solution de la nouvelle équation vérifiant y(0) = 0, revient en fait à

chercher une solution de l’équation initiale telle que y(1) = 1.

Newton signale pourtant que le calcul peut être conduit de plusieurs façons (p. 38) : “J’ai dit que ces

Résolutions d’Équations pouvaient se faire d’une infinité de manière différentes. En effet, si vous prenez

non seulement le premier Terme de la suite supérieure ; mais telle autre Quantité donnée que vous vou-

drez pour le premier Terme du Quotient & que vous opériez comme ci-dessus, vous en viendrez toujours à

bout.” Pour illustrer cette remarque, Newton reprend l’équation (1), note a le premier terme (dans le cal-

cul itératif, cela revient à prendre y0 = a pour première approximation), et aboutit à la “solution générale”

y = x − x2 + 1
3 x3 − 1

6 x4 , &c. + a 1 + x + x2 + 2
3 x3 + 5

12 x4 , &c.( ).

Dans le cas de l’équation (9), où il a cherché le premier terme sous la forme exs  par la méthode des

coefficients indéterminés, Newton obtient naturellement la solution générale y = ex3 4 , car l’identification

conduit à s = 3 4 sans faire apparaître de condition sur e.

En dehors des deux équations précédentes, Newton ne s’intéresse guère à la solution générale. Il

semble parfaitement convaincu qu’il y a toujours une infinité de solutions dépendant d’une constante arbi-

traire, mais, en quelque sorte, il laisse au lecteur le soin de choisir lui-même, pour les besoins éventuels

d’un problème particulier, la constante qui l’arrange.

Newton signale cependant, à propos de l’équation (7), que la faculté d’introduire une constante arbi-

traire peut servir à trouver les solutions en termes finis d’une équation fluxionnelle, s’il en existe (p. 41) :

“On peut observer en passant que dans le nombre infini de manières dont on peut résoudre cette

Équation, il s’en trouve souvent qui déterminent en Termes finis la Valeur de la Quantité, & cela en se

terminant tout d’un coup comme dans l’Exemple précédent ; il n’est pas même difficile de trouver ces

façons en prenant quelque Symbole pour le premier Terme, & en lui donnant après la Solution quelque

Valeur convenable qui puisse rendre finie la suite entière.”

Un problème important est soulevé : la méthode des séries permet-elle de retrouver les solutions en

termes finis que l’on sait déterminer autrement dans certains cas ? Si l’on passe en revue les douze équa-

tions du traité, on constate qu’il y en a au moins huit qui sont intégrables par quadratures : en effet, les

équations (1), (2), (7), (8), (9) et (10) sont linéaires, tandis que les équations (11) et (12) se ramènent à une

équation linéaire par un changement de variables (des quatre autres équations, on ne peut pas dire grand

chose, si ce n’est que l’équation (6) est sans doute le premier exemple connu d’équation de Riccati8). Afin

de discuter valablement cette question de l’intégration en termes finis, rassemblons dans un tableau les

solutions générales – telles qu’on sait les trouver aujourd’hui – des huit équations intégrables exactement,

avec, en regard, les solutions particulières données par Newton.

8 Cela semble contredire une affirmation de Watson (in A treatise on the theory of Bessel functions, second edition, Cambridge
University Press, 1966, p. 1) : “The earliest appearance in Analysis of an equation of Riccati’s type occurs in a paper on
curves which was published by John Bernoulli in 1694.” Watson a cependant raison si l’on considère que la date officielle de
publication du traité de Newton est 1736.
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Équation Solution générale Solution de Newton Constante

(1) 4 − x + ex + x 2 2 6 e− t − t 2 2 dt
0

x

∫ − 4 + C( ) x − x2 + 1
3 x3 − 1

6 x4 + &c. C = 0

(2) 1
2

x − a + C
a − x





 x + x2

2a
+ x3

2a2 + x4

2a3 + &c. C = a2

(7) 1 x + Ce− x 1 x C = 0

(8) C x + 2x − 4
3 x2 + 1

5 x3 2x − 4
3 x2 + 1

5 x3 C = 0

(9) Cx3 4 ex3 4 C = e

(10) x2 + 4x − 1 + Ce−1 x x2 + 4x − 1
x

+ 1
2x2 − 1

6x3 + &c. C = 1

(11) − 9 − 3x + Cex 3( )3 1
8 x6 + 1

24 x7 + 1
288 x8 + &c. C = 9

(12) C + x + 1
3 x3 2( )2

x2 + 2
3 x5 2 + 1

9 x3 C = 0

Tableau II.1. Les exemples de Newton (1671) intégrables sous forme finie

Nous constatons que les équations (2), (8), (9) et (12) sont intégrables en termes finis algébriques, les

équations (7), (10) et (11) en termes finis algébriques et exponentiels et l’équation (1) par quadratures. De

plus, toutes les équations, sauf la première, ont au moins une solution particulière qui s’exprime en termes

finis algébriques (pour C = 0). Newton n’exhibe cette solution que dans quatre cas sur sept, se contentant,

dans les autres cas, d’une série infinie alors que le résultat fini exact était tout à fait à sa portée. Nous ne

sommes pas d’accord avec l’interprétation suggérée par Whiteside, qui écrit, à propos de l’équation (2)9 :

“it is unfortunate that he has not seen that his original equation can be put in the immediately quadrable

form (…)”10, ou, à propos de l’équation (10)11 : “it seems unfortunate that he has not detected the finite

particular solution (…)”12. L’hypothèse qui nous paraît la plus probable est, tout simplement, que Newton

n’a pas cherché à intégrer les équations exactement, ni à appliquer sa propre méthode pour trouver des

solutions en termes finis à partir d’un développement en série, car là n’était pas son souci majeur. C’est

flagrant si l’on considère l’équation (2) : Newton est certainement capable de calculer la somme d’une

série géométrique (il le fait à plusieurs reprises dans le traité) et donc, même s’il n’avait pas su intégrer

l’équation directement, il aurait pu retrouver sans difficulté une solution en termes finis à partir de la série

du texte.

Selon nous, il est clair que le but premier de la méthode des suites infinies n’est pas de résoudre les

équations différentielles en termes finis (même si, parfois, on peut obtenir cette résolution exacte comme

sous-produit), mais bien de fournir un procédé universel d’intégration. Pour marquer le caractère général

du procédé en question, Newton a décidé de donner systématiquement, pour les douze équations, des

développements en série sans terme constant, même si ce ne sont pas toujours les plus simples. Cela ne

l’empêche pas d’indiquer sans ambiguïté que d’autres choix sont possibles, meilleurs, voire nécessaires,

en fonction des buts particuliers que l’on se fixe dans la pratique.

9 The mathematical papers of Isaac Newton, op. cit., vol. 3, p. 101, note (149).
10 “il est regrettable qu’il n’ait pas vu que son équation initiale peut se mettre sous la forme immédiatement intégrable (…)”.
11 Ibid., p. 110, note (162).
12 “il semble regrettable qu’il n’ait pas détecté la solution particulière en termes finis (…)”.
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1.1.5. Trois caractéristiques de la méthode newtonienne des séries

Dans le traité, presque toutes les applications de la méthode des fluxions sont des applications de la

dérivation : maxima et minima, tangentes, courbures. Il apparaît une seule application de l’intégration,

dans le “Problème IX. Trouver l’Aire d’une Courbe proposée quelconque”, mais elle ne concerne que le

calcul des intégrales. Il est donc difficile de savoir dans quel contexte Newton utilisait la méthode des

séries pour les équations différentielles générales, et comment, dans la pratique, il réalisait les calculs

numériques. On peut toutefois dégager trois caractéristiques essentielles de la méthode newtonienne d’in-

tégration par les séries.

Tout d’abord, ainsi que nous l’avons vu, c’est une méthode universelle destinée à traiter de la même

façon tous les problèmes qui peuvent se présenter. Si des méthodes alternatives d’intégration en termes

finis sont développées — plus loin dans le traité — pour le calcul des aires, ce n’est pas le cas pour les

équations différentielles générales. Aucun exemple d’intégration exacte n’est donné pour une équation à

variables mêlées, si ce n’est de manière fortuite, lorsqu’une solution en termes finis apparaît spontanément

à l’issue de l’intégration par les séries. Contrairement à ce qui se passera sur le Continent, la méthode des

séries vient en premier, les méthodes d’intégration algébrique ensuite. En 1671, Newton se place résolu-

ment dans une perspective d’intégration approchée.

Second point important : c’est une méthode conçue pour le calcul numérique. Dans le cas des quadra-

tures, Newton donne plusieurs exemples de “Calcul en nombres” où il se montre virtuose dans la manipu-

lation des séries, avec une intuition très fine de leur convergence et même de leur rapidité de convergence,

bien que ces notions ne soient pas présentes explicitement. Il obtient ainsi des aires hyperboliques ou cir-

culaires avec une quinzaine de chiffres significatifs exacts. En particulier, il trouve à cette précision des

valeurs correctes de π et de log 2. De ce point de vue, on comprend pourquoi il ne servirait à rien d’obtenir

une expression finie de l’aire faisant intervenir des fractions, des racines ou des logarithmes, puisque, de

toute façon, il faudrait réduire cette expression en série pour la calculer effectivement. Autant réduire en

série avant même l’intégration !

Concrètement, Newton n’envisage pas des séries réellement infinies, mais toujours des sommes d’un

nombre fini de termes de la forme xs , avec des exposants qui peuvent être positifs, négatifs ou fraction-

naires. Contrairement à ce que feront plus tard Leibniz et surtout Euler, Newton ne cherche presque jamais

à “définir” complètement les séries en donnant une expression ou une loi de formation du terme général

(sauf omission de notre part, il le fait une seule fois, pour les aires hyperboliques, sans doute à cause de

l’importance et de l’omniprésence des logarithmes). Chez lui, l’infini reste potentiel. Dans chaque

exemple, il extrait seulement quatre, cinq, six termes de la série, avec des coefficients numériques expli-

cites, autant qu’il en faudrait pour les besoins d’un calcul éventuel mais pas plus.

Une dernière caractéristique de la méthode des séries, soulignée par Newton lui-même, est qu’il s’agit

seulement d’une méthode empirique de découverte de la solution. Une preuve ou une vérification reste

indispensable (p. 45) :

“Le Problème est donc résolu, mais la Démonstration reste & n’est pas aisée à trouver par la Syn-

thèse ; la matière est trop compliquée & trop variée pour qu’on doive se servir de cette Méthode, qui au

lieu d’éclaircir jetterait ici de l’obscurité ; ainsi l’on se contentera de l’atteindre par l’Analyse en cher-

chant tout simplement si de l’Équation trouvée on peut revenir à l’Équation proposée, ce qui prouvera

assez que la Méthode est sûre.”
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En 1768, dans leurs Elemens du calcul intégral13, les pères jésuites Le Seur et Jacquier prétendront

justifier rigoureusement la méthode des séries de Newton : “La démonstration de Newton ne consiste qu’à

vérifier l’opération, lorsqu’elle est faite, et à examiner si elle rend la différentielle proposée. Mais nous

donnerons ici une démonstration générale de ce beau problème, tirée des principes du calcul diffé-

rentiel.” Quelle est donc cette démonstration générale que Newton n’aurait pas été capable de découvrir

par lui-même ? Le Seur et Jacquier commencent par écrire : “Si on suppose présentement, comme on a

coutume de faire dans l’analyse, que la série qu’on cherche, et qui doit exprimer la valeur de y en x, soit

trouvée (…)”. Puis, reprenant le premier exemple de Newton :

dy
dx

= 1 − 3x + xx + y + xy ,

ils le traitent en posant successivement y = x + X , y = x − xx + ′X , y = x − xx + 1
3 x3 + ′′X , etc. Ce faisant,

nos révérends pères ne démontrent rien de plus que leur illustre prédécesseur ! En effet, ils se contentent

de formaliser l’algorithme des approximations successives que Newton présentait de manière plus com-

pacte, sous forme de tableau (cf. 1.1.2).

Plusieurs historiens ont relevé le fait que Newton considérait sa méthode des séries comme un simple

outil technique permettant d’obtenir des conjectures (c’est peut-être pour cela qu’il n’a pas jugé utile de la

publier), et qu’il préférait les démonstrations géométriques, à la manière des Anciens14. Effectivement, si

l’on examine les Principia, on s’aperçoit que presque tous les résultats sont énoncés et démontrés sous

forme géométrique, bien que le calcul infinitésimal soit partout sous-jacent, en particulier lorsqu’il est

question de mécanique céleste ou de balistique (cf. chap. I). Il est alors tentant de formuler l’hypothèse

suivante : de même qu’Archimède découvrait ses formules de quadrature ou de cubature par des considé-

rations mécaniques, avant de les démontrer, conformément au canon euclidien, par la méthode d’exhaus-

tion, est-ce que Newton n’aurait pas découvert la plupart des théorèmes des Principia par la méthode des

fluxions et des suites infinies, avant de les présenter géométriquement ?

Un passage de La méthode des fluxions permet d’imaginer comment il aurait pu procéder. Dans ce pas-

sage, il est question d’un moyen pour “Trouver les Aires des Courbes par des approximations méca-

niques” (pp. 128-130), avec une illustration dans le cas du cercle.

A B

D

F

Fig. II.1

Le cercle AFD, de diamètre unité, étant représenté par l’équation x − xx = ż ż  (x désigne l’abscisse AB

et z l’aire AFBD, dont la fluxion est l’ordonnée BD), l’intégration par les séries conduit à

z = 2
3 x3 2 − 1

5 x5 2 − 1
28 x7 2 − 1

72 x9 2 , &c.

13 2 vol., Parme, 1768 (voir vol. 2, p. 73).
14 P. Brunet, “Vues sur la pensée mathématique de Newton”, in Les grands courants de la pensée mathématique, présentés par
F. Le Lionnais, Cahiers du Sud, 1948 ; rééd. Rivages, Paris, 1986, pp. 242-252. Voir aussi M. Kline, Mathematical thought
from ancient to modern times, p. 365.
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Newton considère alors les deux rectangles BD × AB = x x − xx  et AD × AB = x x , et cherche une

combinaison linéaire de ces deux quantités dont les premiers termes du développement en série coïncident

avec ceux de z. Il trouve :

2
5 BD × AB + 4

15 AD × AB = 2
3 x3 2 − 1

5 x5 2 − 1
20 x7 2 − 1

40 x9 2 , &c.,

ce qui lui permet d’affirmer que la combinaison des deux rectangles approche l’aire avec une erreur de
1
70 x7 2 + 1

90 x9 2 , &c. La méthode se généralise sans difficulté : en prenant davantage de rectangles, on peut

approcher l’aire d’aussi près que l’on veut.

À la lumière de cet exemple, il n’est pas absurde d’imaginer que, peut-être, Newton traduisait certains

problèmes de mécanique par des équations fluxionnelles, les résolvait par la méthode des séries, cherchait,

comme ci-dessus, une construction géométrique approchée pour les premiers termes de la série et, enfin,

présentait directement cette solution géométrique sans en mentionner l’origine. En particulier, Newton est

le premier à étudier le problème des trois corps (propositions LXVI à LXIX des Principia). Il le fait, bien

sûr, sous forme géométrique. Tisserand15 a montré que les résultats de Newton coïncidaient avec ceux que

l’on peut tirer analytiquement des équations de Lagrange de la mécanique céleste (qui donnent les déri-

vées des éléments elliptiques caractérisant l’orbite osculatrice : cf. chap. I). Tisserand affirme notam-

ment16 :

“Ce que nous dirons plus loin prouvera que Newton connaissait l’expression de dϖ dt  à l’aide des

composantes S et T  de la force perturbatrice et, très probablement aussi, celles de dθ dt  et dϕ dt .

J’incline à penser qu’il connaissait toutes les formules, mais qu’au lieu de les publier il a préféré en tirer

un grand nombre de propositions géométriques qu’il a obtenues en ne considérant chaque fois que l’effet

de l’une des composantes.”

Tout cela reste hautement spéculatif. À moins de faire, comme Tisserand, de l’histoire-fiction, ce n’est

pas chez Newton que nous pourrons puiser nos premiers exemples d’intégration approchée des équations

différentielles de la mécanique céleste et de la balistique. Il faudra nous contenter des intégrations appro-

chées abstraites, hors contexte, que nous avons étudiées plus haut. Malgré tout, les trois caractéristiques

dégagées traduisent bien l’attitude habituelle, qu’on pourrait qualifier de pragmatiste, de Newton : le plus

souvent, les mathématiques ne sont pas étudiées pour elles-mêmes, mais en tant que préliminaire à des

recherches de philosophie naturelle. La primauté va indéniablement aux applications.

1.2. Recherches ultérieures de Newton

En 1704, Newton publie, en appendice à son Opticks, le Tractatus de Quadratura Curvarum. Il s’agit

d’une version très raccourcie d’un manuscrit qu’il avait élaboré pendant l’hiver 1691/2 et qu’il avait

communiqué alors à ses amis David Gregory, Fatio de Duillier et Edmond Halley. Dans ce manuscrit

inachevé17, Newton, s’aventurant bien au delà de la quadrature des courbes, avait visiblement en projet

une nouvelle exposition de la méthode générale des fluxions et des suites infinies. De fait, en ce qui con-

cerne l’intégration des équations fluxionnelles, les propositions XI et XII du manuscrit18 élargissent consi-

dérablement la théorie de 1671.

15 Traité de mécanique céleste, t. 3, chap. 3 : “Théorie de la lune de Newton”.
16 Ibid., p. 33.
17 “The revised and augmented treatise on quadrature”, in The mathematical papers of Isaac Newton, vol. VII, 1691-1695,
pp. 48-182.
18 Ibid., p. 70 et p. 92.
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1.2.1. Une autre façon d’aborder les équations fluxionnelles

L’énoncé de la Proposition XI — “Data æquatione fluxiones duarum simplicium quantitatum invol-

vente, invenire relationem quantitatum”19 — est suivi de l’exposé d’une méthode décomposée en sept

cas. Les six premiers cas, longuement développés et accompagnés de nombreux exemples, recouvrent des

techniques variées d’intégration exacte, à peu près identiques à celles qui sont découvertes simultanément

par Leibniz et les frères Bernoulli : séparation des variables, facteurs intégrants, changements de variables.

Le septième et dernier cas, quant à lui, n’est là que pour préparer la proposition suivante : “Cas. 7. Si

relatio inter y et z per regulas horum casuum inveniri nequit, eruenda est quantitas y ex æquatione in

serie interminata convergente per Propositionem sequentem et tentanda est hujus reductio in æquationem

finitam.”20

On observe une première différence avec le traité de 1671 : Newton accorde désormais une large place

à l’intégration exacte avant de s’intéresser à l’intégration par les séries. En outre, il insiste fortement sur le

fait que l’intégration par les séries peut servir à la recherche systématique d’une intégrale sous forme finie.

Alors qu’en 1671, Newton voulait avant tout présenter sa nouvelle méthode des séries, il est clair qu’il

souhaite maintenant rédiger un exposé complet rassemblant, dans un ordre logique, tous les procédés d’in-

tégration connus de lui. On peut supposer que, durant les vingt années qui viennent de s’écouler, Newton a

subi l’influence de Leibniz, au point de se rapprocher en partie des positions continentales (cf. 1.3).

Comme annoncé, l’intégration par les séries fait l’objet de la proposition suivante, la Proposition XII :

“Ex æquatione quantitates duas fluentes vel solas vel una cum earum fluxionibus involvente quantitatem

alterutram in serie interminata convergente extrahere”21. Dans le traitement de ce problème, on note une

seconde évolution importante. En 1671, Newton avait procédé par accumulation d’exemples, laissant la

méthode se dégager d’elle-même par induction. Cette méthode, dans la version des approximations

successives comme dans celle des coefficients indéterminés, n’avait jamais été clairement formalisée.

En 1691, on assiste avec intérêt à un saut qualitatif vers un niveau supérieur d’abstraction : Newton pré-

sente un algorithme unique, sous forme littérale, pour l’équation fluxionnelle la plus générale, et fait

suivre cet exposé d’un seul exemple d’illustration22.

Résumons l’essentiel de cet algorithme. Soit une équation fluxionnelle en z (dont la fluxion est prise

pour unité) et en   y, ẏ, ˙̇y, ˙̇̇y, ˙̇̇̇y,K Trois cas sont successivement envisagés : si z est petit, on cherche à

extraire y sous forme d’une série de puissances croissantes de z ; si z est grand, on essaie, au contraire, de

construire une série de puissances décroissantes ; enfin, si z a une “taille moyenne” et varie autour d’une

quantité w, on pose z = w + x afin de se ramener au premier cas. Dans la suite, nous nous contenterons

d’étudier le premier cas.

La méthode consiste à regrouper, d’une part, les termes ne faisant intervenir que la quantité z, qui sont
de la forme kzλ , et, d’autre part, ceux qui font intervenir la quantité y et ses fluxions, autrement dit les

termes de la forme lzµ yα ẏβ ˙̇yγ ˙̇̇yδ ˙̇̇̇yε  (pour fixer les idées, la théorie est exposée avec seulement quatre

fluxions). On considère ensuite le terme kzλ  de plus bas degré parmi ceux du premier type et on note ν le

19 “Étant donnée une équation mêlant les fluxions de deux quantités simples, trouver la relation entre les quantités.”
20 “Cas 7. Si la relation entre y et z ne peut être trouvée par ces règles, on extraira de l’équation la quantité y sous forme de
série infinie convergente au moyen de la Proposition suivante et on essaiera de la réduire à une équation finie.”
21 “D’une équation mêlant deux quantités fluentes, soit seules, soit avec leurs fluxions, extraire l’une ou l’autre de ces quanti-
tés sous forme de série infinie convergente.”
22 Sur le manuscrit de 1691, il y a seulement le mot “exemple” suivi d’un blanc. L’exemple a été rédigé quelques mois plus
tard et communiqué à John Wallis. Voir The mathematical papers of Isaac Newton, vol. VII, pp. 178-180 et note (98) de la
p. 94.
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plus grand des nombres 
λ − µ + β + 2γ + 3δ + 4ε

α + β + γ + δ + ε
 obtenus en parcourant tous les termes du second type.

Newton affirme alors, sans aucune justification, que le premier terme de la série cherchée pour y est de la
forme azν  et qu’il suffit d’une simple substitution dans l’équation pour obtenir la valeur du coefficient a.

Une fois le premier terme déterminé, on pose y = azν + p  et on se ramène à une équation fluxionnelle en z

et p, à laquelle on applique le même processus pour trouver le second terme de la série, et ainsi de suite.

Tentons de reconstituer le point crucial du raisonnement, c’est-à-dire la détermination de l’exposant ν.

L’équation a été mise sous la forme

(1)       kzλ + o(zλ ) = lzµ yα ẏβ ˙̇yγ ˙̇̇yδ ˙̇̇̇yε + L.

Si l’on suppose que y = azν + o(zν ), alors le terme de plus bas degré de lzµ yα ẏβ ˙̇yγ ˙̇̇yδ ˙̇̇̇yε  est de degré

µ + α ν + β(ν − 1) + γ (ν − 2) + δ (ν − 3) + ε(ν − 4). Pour que l’égalité (1) soit possible, on doit avoir, pour

tous les termes du second membre, l’inégalité

µ + α ν + β(ν − 1) + γ (ν − 2) + δ (ν − 3) + ε(ν − 4) ≥ λ ,

qui s’écrit encore

ν ≥ λ − µ + β + 2γ + 3δ + 4ε
α + β + γ + δ + ε

,

et, par suite, l’exposant ν est nécessairement le plus grand des nombres 
λ − µ + β + 2γ + 3δ + 4ε

α + β + γ + δ + ε
.

Si ce raisonnement conduit bien au résultat du texte, c’est au prix d’une erreur : nous avons laissé de

côté le cas où deux ou plusieurs termes du second membre pourraient comporter des puissances de z

d’ordre inférieur à λ, mais s’annuleraient mutuellement. Considérons, par exemple, l’équation fluxionnelle

y ˙̇y + ẏ2 = z . Si l’on pose y = azν + o(zν ), l’équation devient a2ν (2ν − 1) z2ν −2 + o(z2ν −2 ) = z. L’algo-

rithme de Newton conduit à prendre 2ν − 2 = 1, soit ν = 3 2 et a2 = 1 3. On trouve alors les solutions

exactes y = z3 2 3  et y = − z3 2 3 . Mais il y a une autre possibilité, c’est que ν (2ν − 1) = 0, c’est-à-dire

ν = 0 ou ν = 1 2 . Il y a donc aussi des solutions en séries du type  y = az0 + L
 
et du type   y = az1 2 + L.

À titre de vérification, une intégration exacte immédiate aboutit à y = ± c + dz + z3 3  : selon les valeurs

de c et d, on retrouve les développements en série précédents.

Il est difficile de savoir si l’erreur de Newton est involontaire ou s’il s’agit d’une attitude délibérée

destinée à privilégier l’obtention de solutions particulières au détriment de solutions dépendant de cons-

tantes arbitraires. Curieusement, cette erreur se retrouve régulièrement dans la littérature du 18e siècle (par

exemple chez Euler : cf. chap. III, 2.1.3).

1.2.2. Le parallélogramme de Newton

L’étude de l’unique exemple de Newton permettra d’approfondir l’examen de la méthode des séries

de 1691. Il s’agit de l’équation

(1)     y2 − z2 ẏ − dd + dz = 0.

Ici, λ = 0, correspondant au terme constant dd. Le quotient 
λ − µ + β

α + β
 vaut 0 pour le terme y2  et –1

pour − z2 ẏ . Il faut donc prendre ν = 0, et on trouve facilement que le premier terme de la série est d.

Avant de passer aux étapes suivantes du calcul, il nous paraît intéressant de relier la détermination de

l’exposant ν à une technique analogue que Newton avait présentée dans le traité de 1671, sous une forme
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très différente, pour la résolution en série des équations ordinaires — sans fluxions — de la forme

f (z, y) = 0. La technique, bien que reposant sur l’utilisation d’un rectangle, est connue sous le nom de

parallélogramme de Newton (on l’appelle aussi méthode du polygone de Newton, pour des raisons qui

apparaîtront ultérieurement à l’occasion de l’étude des travaux de Taylor : cf. 1.4.2). Nous allons nous

autoriser une extrapolation aux équations fluxionnelles du type f (z, y, ẏ) = 0 , bien que cela n’apparaisse

pas explicitement dans le manuscrit de 1691.

Dans un tableau à double entrée, mettons en abscisses les puissances de y et en ordonnées celles de z.

Plaçons chaque terme de l’équation dans la case adéquate : pour cela, il faut prendre garde qu’un terme de

la forme lzµ yα ẏβ  = lzµ yα ẏβ żβ( )  correspond à la puissance α + β  de y et à la puissance µ − β  de z.

  

zµ −β zµ yα ẏβ

M

z1 d z z2 ẏ

z0 dd y2

y0 y1 y2 K y(α +β )

Fig. II.2. Le parallélogramme de Newton

La méthode du parallélogramme de Newton consiste à faire pivoter une droite autour du terme situé le

plus en bas et à gauche, dans le sens des pentes croissantes, jusqu’à ce que cette droite rencontre un autre

terme. Ce terme est alors celui qui permet de trouver l’exposant ν. En effet, la droite qui joint le terme en
bas à gauche, de coordonnées (0, λ ), à un terme quelconque, de coordonnées (α + β , µ − β ), a pour pente
µ − β − λ

α + β
= − ν , et c’est précisément cette quantité qu’il s’agissait de rendre minimale.

Reprenons à présent l’étude de l’exemple et résumons dans un tableau les étapes ultérieures du calcul.

équation fluxionnelle premier terme
de la série

changement de
variable

étape 1 y2 − z2 ẏ − dd + dz = 0 d y = d + p

étape 2 2dp + p − zz ṗ + dz = 0 − 1
2 z p = − 1

2 z + q

étape 3 2dq − zq + qq + 3
4 zz − zzq̇ = 0 − 3zz

8d
q = − 3zz

8d
+ r

étape 4 2dr + 9z3

8d
− rz + 9z4

64dd
− 3zzr

4d
+ rr − zzṙ = 0 − 9z3

16dd
…

Tableau II.2. Résolution d’une équation fluxionnelle par approximations successives

Après quatre étapes, Newton conclut que la racine est

y = d + p = d − 1
2 z + q = d − 1

2 z − 3zz

8d
+ r = d − 1

2 z − 3zz

8d
− 9z3

16dd
− &c.

et que l’on peut continuer l’opération pour extraire autant de termes que l’on veut.
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1.2.3. Bilan sur la méthode des séries de 1691

La méthode des séries de 1691, celle de la maturité, consiste en un perfectionnement de la méthode des

approximations successives de 1671. La principale nouveauté est un algorithme qui, en dépit de ses insuf-

fisances, se veut un moyen systématique pour déterminer les termes successifs de la série. Si Newton a

abandonné la méthode des coefficients indéterminés, c’est sans doute à cause de son caractère trop res-

trictif : en effet, cette dernière ne peut réussir que si l’on connaît d’avance la loi de progression des expo-

sants et le premier de ces exposants. Par opposition, la méthode de 1691 présente l’avantage d’être univer-

selle. Elle permet de résoudre en série toute équation fluxionnelle de la forme   f (z, y, ẏ, ˙̇y, ˙̇̇y, ˙̇̇̇y,K) = 0 .

Remarquons que Newton envisage désormais des équations de n’importe quel ordre alors que, en 1671, il

n’avait résolu que des équations du premier ordre. De plus, il insiste sur le fait que la méthode s’applique

aussi lorsqu’il n’y a aucune fluxion, c’est-à-dire aux équations de la forme f (z, y) = 0. Une remarquable

unité théorique est réalisée entre toutes les équations faisant intervenir deux quantités : une seule et même

technique permet, dans tous les cas connus, d’extraire l’une des quantités en fonction de l’autre sous la

forme d’une série potentiellement infinie.

Nous terminerons en relevant quelques conséquences importantes tirées de la Proposition XII : “Ubi

quantitas y ex æquatione resolvenda extrahitur, ejus fluxiones ẏ, ˙̇y, ˙̇ẏ , &c simul prodeunt. (…) Hinc vero

si series prodit hujus formæ y = az + bz2 + cz3 + dz4 + ez5 + &c.  (…) fluxiones ipsius y, ubi z evanescit,

habentur ponendo ẏ ż = a , ˙̇y ż2 = 2b, ˙̇ẏ ż3 = 6c , ˙̇̇̇y ż4 = 24d , ˙̇˙˙̇y ż5 = 120e, &c. (…) Et hinc si in

æquatione resolvenda scribatur w + x pro z ut in casu tertio et resolvendo æquationem prodeat series

ex + f xx + gx3 + hx4 + &c. , fluxiones ipsius y ex assumpta utcumque magnitudine ipsius z habebuntur in

æquationibus finitis ponendo x = 0 et w = z. Nam tales erunt æquationes ẏ ż = e , ˙̇y ż2 = 2 f , ˙̇ẏ ż3 = 6g ,
˙̇̇̇y ż4 = 24h, &c. per Corollarium superius collectæ.”23

Ainsi, on assiste à la découverte de la formule de Taylor, à la fois au voisinage de l’origine et au voisi-

nage d’un point quelconque, et cela plus de vingt ans avant Taylor (cf. 1.4.1). Toutefois, aucun usage n’est

fait de cette formule. En particulier, elle n’est pas exploitée pour l’intégration des équations fluxionnelles.

À ce propos, Newton dit seulement que, si l’on a pu extraire une quantité y sous forme de série entière,

alors les coefficients de cette série peuvent servir au calcul des fluxions de y. Mais, ne pensant pas à

raisonner dans l’autre sens, il ne réalise pas que, si l’on pouvait calculer les fluxions de y à partir de

l’équation fluxionnelle et des conditions initiales, alors on pourrait en déduire le développement en série

entière de la quantité inconnue y. Bien que parvenu tout près du but, Newton ne sera pas le créateur de la

méthode de la série de Taylor pour l’intégration des équations différentielles. Il faudra attendre Bernoulli

(cf. 1.3.3) et Taylor (cf. 1.4.1).

1.3. L’emploi des séries par Leibniz et Jean Bernoulli

Venons-en aux recherches continentales. Nous savons déjà (cf. chap. I) que Leibniz s’est intéressé au

problème inverse des tangentes à partir de 1673 et que, quelques années plus tard, il employait les séries

23 “Quand la quantité y est extraite de l’équation à résoudre, ses fluxions ẏ, ˙̇y, ˙̇ẏ , & c.  en résultent en même temps. (…) Donc

si la série s’avère être de la forme y = az + bz2 + cz3 + dz4 + ez5 + & c., on obtient les fluxions de y, lorsque z s’évanouit, en

posant ẏ ż = a, ˙̇y ż2 = 2b, ˙̇ẏ ż3 = 6c , ˙̇̇̇y ż4 = 24d , ˙̇˙˙̇y ż5 = 120e, &c. (…) Et donc, si dans l’équation à résoudre on écrit
w + x à la place de z, comme dans le troisième cas, et si de la résolution de l’équation provient une série
ex + f x x + gx3 + hx 4 + & c. , les fluxions de y pour toute valeur supposée de z seront obtenues en équations finies en posant

x = 0 et z = w. De fait, ces équations seront ẏ ż = e , ˙̇y ż2 = 2 f , ˙̇ẏ ż3 = 6g, ˙̇̇̇y ż4 = 24h, &c. d’après le Corollaire
précédent.”
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pour résoudre certains problèmes de quadratures : un de ses premiers succès, dont il était très fier, fut la

quadrature du cercle à l’aide d’une série infinie de nombres rationnels. Nous allons voir à présent, à tra-

vers quelques articles des Acta Eruditorum, comment il envisageait l’usage des séries dans les problèmes

différentiels plus généraux.

1.3.1. De l’intégration en termes finis à l’intégration par les séries

En 1686, constatant qu’on ne dispose pas encore de méthode algébrique pour le résoudre, Leibniz

donne son point de vue sur le problème inverse des tangentes24 :

“Je vais donc montrer comment on pourrait le mener à bonne fin, au même titre que celui de la qua-

drature indéfinie. À l’exemple des Algébristes qui ont autrefois représenté les quantités inconnues par des

lettres, c’est-à-dire des nombres généraux, j’ai employé pour les courbes inconnues dans les problèmes

transcendants, des équations générales, autrement dit indéfinies ; à titre d’exemple, l’abscisse et l’ordon-

née étant x et y, je pose pour la courbe inconnue l’équation

0 = a + bx + cy + exy + fxx + gyy etc.

Grâce à cette équation, écrite de manière indéfinie, mais en réalité finie (car on peut toujours déter-

miner jusqu’à quel degré il faut s’élever), je cherche la tangente à la courbe puis, en comparant le

résultat avec la propriété des tangentes qu’on proposait, je découvre la valeur des lettres a, b, c que j’ai

supposées et je détermine ainsi l’équation de la courbe qu’on recherche. Mais à ce stade certaines lettres

demeurent parfois arbitraires, on peut dans ce cas trouver une infinité de courbes correspondant à ce

qu’on désire, c’est la raison pour laquelle, voyant que la suite ne permettait pas de déterminer totalement

le problème, beaucoup l’estimaient insurmontable. Nous obtenons les mêmes résultats avec les séries, et

je connais de surcroît de nombreux moyens d’abréger les calculs, mais je n’en traiterai pas ici. S’il se

trouve que la comparaison n’aboutisse pas, je déclare que la courbe cherchée n’est pas Algébrique mais

transcendante.”

À la lecture de ce passage, on peut supposer que Leibniz, à l’origine, employait la méthode des coef-

ficients indéterminés dans le seul but de trouver l’équation d’une courbe algébrique solution. Il est bien

clair, dans le texte, que le degré de l’équation est “indéfini” (et non pas infini) et que c’est le calcul qui va

le déterminer. Leibniz pensait probablement, dans un premier temps, que les équations différentielles à

coefficients algébriques admettaient des solutions s’exprimant elles-mêmes en termes finis algébriques. Il

a dû constater ensuite que, dans certains cas, “la comparaison n’aboutissait pas”, c’est-à-dire que la

méthode conduisait à représenter une solution éventuelle par une équation infinie. C’est sans doute à partir

de là qu’il a fait éclater le carcan imposé par Descartes et qu’il a accepté de considérer les courbes ayant

une équation infinie comme solutions d’un nouveau type, en les qualifiant de “transcendantes”.

La préférence de Leibniz pour la recherche des équations sous la forme f (x, y) = 0, plutôt que sous la

forme y = f (x) , s’explique aisément par sa volonté de trouver les solutions en termes finis algébriques.

La forme y = f (x)  (à laquelle fait référence la méthode des séries évoquée, en deuxième position, vers la

fin du texte) risque de conduire à une série infinie dans laquelle on ne saurait pas reconnaître le dévelop-

pement d’une expression finie composée de fractions et de racines. La forme f (x, y) = 0, par contre, per-

met de décider, à coup sûr, si la solution est algébrique ou transcendante. Contrairement à Newton, Leib-

niz se place toujours dans une problématique d’intégration algébrique et ce n’est que par nécessité, lors-

24 “De geometria recondita et analysi indivisibilium atque infinitorum”, Acta Eruditorum, juin 1686 ; Mathematische Schriften,
t. 5, pp. 226-233.
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qu’il ne peut pas faire autrement, qu’il envisage des équations infinies, puis des séries infinies. Par rapport

au géomètre anglais, l’ordre de priorité est inversé.

Dans le même article, Leibniz suggère que sa méthode, convenablement généralisée, pourrait per-

mettre d’identifier aussi les solutions en termes finis faisant intervenir des logarithmes, des arcs circu-

laires, voire des transcendantes plus complexes. Il faudrait, par exemple, chercher l’équation de la courbe

sous la forme f (x, y, v) = 0, avec une troisième lettre v symbolisant une quantité transcendante supplé-

mentaire ; de même, il faudrait introduire d’autres lettres si plusieurs transcendantes s’avéraient néces-

saires à l’intégration. La méthode est prometteuse mais le texte, bien vague, sans exemple, ne permet pas

de s’en faire une idée précise. D’ailleurs, Leibniz lui-même, dans un article ultérieur25, avoue que cette

technique n’est pas vraiment au point :

“La question de savoir si on peut réaliser une quadrature grâce à la courbe logarithmique, ou même à

des mesures de coniques, relève d’un autre type d’analyse que je distingue de la méthode inverse des

tangentes. Je reconnais avoir en ce domaine proposé entre autres d’utiliser l’équation générale d’une

courbe indéfinie a + bx + cy etc. et il me semble, pour l’avoir constaté en la mettant en pratique sur des

exemples, que les ressources qu’on peut en tirer ne sont pas négligeables. Mais il faudrait encore y

travailler et y introduire des simplifications.”

Après ces diverses tentatives pour intégrer en termes finis, algébriques ou transcendants, Leibniz en

vient à explorer, à son tour, la méthode des séries infinies. Cette dernière méthode apparaît tardivement

dans ses publications scientifiques (nous ne parlons pas ici de sa correspondance). Il va s’inspirer naturel-

lement de la méthode des coefficients indéterminés, qu’il avait tout d’abord mise au point, comme nous

l’avons vu ci-dessus, pour la recherche d’équations finies.

1.3.2. La méthode des coefficients indéterminés

La méthode des séries, dans la version des coefficients indéterminés, est publiée dans un article

de 169326, dont voici l’introduction :

“Alors qu’autrefois les moyens employés pour trouver des Séries infinies ont été, suivant l’exemple de

leur inventeur Nicolas Mercator du Holstein, les divisions et, selon l’exemple du Grand Géomètre Isaac

Newton, les extractions, il m’a semblé qu’on pouvait les obtenir plus aisément et de manière plus univer-

selle en supposant connue la série recherchée, de telle sorte que les coefficients des termes qu’elle com-

porte soient déterminés progressivement. Une propriété de la courbe étant donnée, que ce soit par une

formule du calcul ordinaire, de calcul intégral, différentiel ou différentio-différentiel même très complexe,

on peut toujours aboutir à une série exprimant ce qu’on cherche, exactement, si on considère la série tout

entière, par une approximation aussi précise qu’on veut, si on en prend une partie.”

La dernière phrase est, pour nous, extrêmement intéressante. Leibniz définit clairement les deux

usages que l’on peut faire des séries dans les problèmes d’intégration : on peut réaliser une intégration

exacte (ce que nous avons appelé intégration approchée analytique), quand on considère la série tout

entière, ou une intégration approchée numérique, si l’on se contente des premiers termes. Newton, tra-

vaillant pour les sciences naturelles, s’en tenait, plus ou moins, à la seconde interprétation. Leibniz, qui se

25 “Constructio propria problematis de curva isochrona paracentrica…”, Acta Eruditorum, août 1694 ; Mathematische
Schriften, t. 5, pp. 309-318.
26 “Supplementum geometriæ practicæ sese ad problemata transcendentia extendens, ope novæ methodi generalissimæ per
series infinitas”, Acta Eruditorum, avril 1693 ; Mathematische Schriften, t. 5, pp. 285-288.
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pose davantage en mathématicien, est attaché à la première : il envisage une série comme donnée dans sa

totalité et définissant un nouvel être mathématique.

Trois exemples viennent illustrer la méthode. Les deux premiers consistent, essentiellement, à déter-

miner des développements en série de ln(1 + x) et de sin x  à partir des équations différentielles vérifiées

par ces fonctions. À propos de la série du sinus, Leibniz écrit que “l’arc en pratique doit être sensiblement

inférieur au rayon”, ce qui montre une conscience assez nette de la distinction entre, d’une part, la repré-

sentation mathématique abstraite de la solution par une série convergente et, d’autre part, le calcul numé-

rique effectif, qui n’est possible que si la série converge assez rapidement.

Le troisième exemple est à la fois le plus complexe et le plus significatif. Il s’agit de l’équation diffé-

rentielle a
dz
dy

+ z − y = 0 , issue d’un problème classique de Debeaune : trouver une courbe à partir d’une

propriété de ses tangentes. La solution est cherchée sous la forme z = by + cy2 + ey3 + f y4 etc. ; comme

chez Newton, la série est supposée sans terme constant, ce qui ne permet d’obtenir qu’une solution parti-
culière. Par dérivation, dz dy = b + 2cy + 3ey2 + 4 f y3 etc., d’où, en remplaçant dans l’équation,

0 =

a
dz

dy
= ab + 2acy + 3aey2 + 4af y3 etc.

+ z = + by + cy2 + ey3 etc.

− y = − 1y










Le calcul des valeurs de b, c, e, f, etc., de proche en proche, par identification des coefficients, conduit à

z = y2

1.2 a
− y3

1.2.3a2 + y4

1.2.3.4 a3 − y5

1.2.3.4.5a4 etc.

Dans cette série, Leibniz reconnaît (en notations modernes) z = y − a(1 − e− y a ), ce qui l’amène à con-

clure : “Nous voyons par là qu’il est possible d’obtenir parfois aisément par des séries infinies des

valeurs exactes finies y compris transcendantes ; contentons-nous pour l’instant de noter qu’au moins

dans la pratique, nous pouvons grâce à cette méthode résoudre les problèmes les plus embarrassés avec

toute la précision souhaitable.” Nous retrouvons, une nouvelle fois, le souci majeur de Leibniz de par-

venir à des solutions en termes finis. Il utilise d’abord la méthode des séries comme moyen indirect d’in-

tégration algébrique et seulement ensuite, par défaut, comme méthode de résolution approchée.

1.3.3. Le perfectionnement de Jean Bernoulli

On sait combien le dialogue entre Leibniz et Jean Bernoulli a été fructueux pour le développement du

calcul infinitésimal. Nous allons voir un exemple de cette collaboration féconde. En réponse à l’article de

Leibniz de 1693, étudié ci-dessus, Bernoulli publie, l’année suivante27, une nouvelle version de la mé-

thode des séries, présentée en ces termes : “placet hic apponere seriem universalem, quæ omnes quadra-

turas, rectificationes, aliorumque differentialium integralia generaliter exprimit”28. Étant donné un élé-

ment différentiel de la forme ndz , où n est une quantité composée, de manière quelconque, d’indé-

terminées et de constantes, Bernoulli écrit

(1)     ndz = + ndz + zdn − zdn − zzddn
1.2.dz

+ zzddn
1.2.dz

− z3dddn
1.2.3.dz2 &c. ,

27 “Additamentum effectionis omnium quadraturarum & rectificationum curvarum per seriem quandam generalissimam”, Acta
Eruditorum, novembre 1694 ; Johannis Bernoulli Opera omnia, t. 1 Lausanne et Genève, 1742, pp. 125-128.
28 “il est agréable de présenter ici une série universelle, qui exprime de manière générale toutes les quadratures, rectifications
et autres intégrales différentielles”.
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d’où aussitôt, par intégration,

(2)     Integr. ndz = + nz − zzdn
1.2.dz

+ z3ddn
1.2.3.dz2 − z4dddn

1.2.3.4.dz3 &c.

On comprend mieux ce calcul fort laconique si, dans la série (1), on regroupe les termes deux par deux

pour faire apparaître des différentielles de produits :

ndz = + (ndz + zdn) − zdz .
dn
dz

+ z2

1.2
.d

dn
dz











 + z2

1.2
dz .

ddn
dz2 + z3

1.2.3
.d

ddn
dz2











 &c.

Dans le cas où n est une fonction de z, compte tenu du fait que, comme Newton ou Leibniz, Bernoulli

prend toujours la primitive qui s’annule en zéro, nous pouvons réécrire la formule (2), en notation

moderne, sous la forme

  
n(z)dz

0

z

∫ = − n(z)
(0 − z)

1!
+ ′n (z)

(0 − z)2

2!
+ ′′n (z)

(0 − z)3

3!
+ ′′′n (z)

(0 − z)4

4!
+ L






.

Nous reconnaissons, à peu de chose près, le développement que nous avons déjà rencontré chez Newton et

qui est attribué traditionnellement à Taylor (cf. 1.4.1).

Bernoulli utilise la formule (2) pour retrouver les séries que Leibniz avait calculées, l’année précé-

dente, par la méthode des coefficients indéterminés. C’est ainsi qu’il obtient, à son tour, les développe-
ments en série du logarithme et du sinus, et qu’il revient à l’équation de Debeaune ds = (ydy − sdy) : a ,

celle que Leibniz écrivait a
dz
dy

+ z − y = 0 . Il pose z = y, r = y – s, n = r : a, et calcule les différences suc-

cessives de n grâce à l’équation différentielle. Reconstituons, pour y voir clair, le détail du calcul de dn :

dn = dr
a

= dy − ds
a

= 1
a

dy − ydy − sdy
a





 = ady − (y − s)dy

aa
= ady − rdy

aa
.

Bernoulli trouve ainsi successivement 
dn
dz

= a − r
a2 , 

ddn
dz2 = − a + r

a3 , 
dddn
dz3 = a − r

a4 , etc., d’où, par substitu-

tion dans la formule (2) :

s = ry
a

− (a − r)y2

1.2.a2 − (a − r)y3

1.2.3.a3 − (a − r)y4

1.2.3.4.a4 &c.,

ce qui s’écrit encore, en remplaçant r par sa valeur :

as − yy + sy
− aa + ay − as

= yy
1.2 aa

+ y3

1.2.3a3 + y4

1.2.3.4 a4 &c.

Bernoulli remarque, à juste titre, que la dernière égalité détermine la solution s. Mais nous voyons

aussitôt l’inconvénient de cette façon de procéder. En effectuant un développement de Taylor, non pas au

point constant 0, mais au point variable z, on aboutit, en général, à une détermination implicite de la

solution. Nous pouvons, cependant, considérer que Bernoulli est presque l’inventeur de la méthode de la

série de Taylor, troisième version de la méthode des séries, qui consiste à déterminer directement les

termes successifs du développement de la solution à partir de l’équation différentielle et des équations dé-

rivées. Leibniz devait féliciter Bernoulli pour ce “procédé merveilleux” et allait engager ses propres re-

cherches, peu après, dans la même voie.
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1.4. Le Methodus incrementorum de Taylor (1715)

En 1715, Brook Taylor publie à Londres le Methodus incrementorum directa & inversa. Le traité

repose sur la méthode des “incréments” (différences finies). Conformément à la conception de Newton

selon laquelle les fluxions des quantités sont proportionnelles à leurs incréments évanouissants, la mé-

thode des fluxions est retrouvée et “éclairée” à partir de celle des incréments. Le principe de base utilisé

dans les raisonnements est que, à partir d’une proposition vraie concernant les incréments, on obtient une

proposition vraie concernant les fluxions en faisant évanouir les incréments et en remplaçant leurs propor-

tions par des fluxions. Grâce à cette double théorie, Taylor fait progresser l’étude des équations aux diffé-

rences finies et des équations différentielles, et aborde de nouvelles applications géométriques et phy-

siques. En ce qui concerne plus précisément les équations différentielles, il élargit les résultats de Newton

dans trois directions que nous allons successivement explorer.

1.4.1. La méthode de la série de Taylor

À partir de la formule d’interpolation de Gregory-Newton, présente dans les Principia, Taylor obtient,

par un audacieux passage à la limite, la formule qui porte aujourd’hui son nom. C’est le Corollaire 2 de la

Proposition 7 : pendant qu’une quantité z devient z + v en “fluant” uniformément, une quantité x dépen-

dant de z deviendra

x + ẋ
v

1 ż
+ ˙̇x

v2

1.2 ż2 + ˙̇̇x
v3

1.2.3 ż3 &c.

Les historiens ont découvert des anticipations de cette formule29 dans les écrits de cinq mathémati-

ciens : James Gregory (1671), Newton (1691), Leibniz (avant 1694), Jean Bernoulli (1694) et Abraham de

Moivre (1708). Il semble cependant que, parmi les cinq, seul Jean Bernoulli ait eu l’idée d’une application

aux équations différentielles (cf. 1.3.3).

Taylor, à son tour, perçoit la possibilité et l’intérêt d’une telle application. En guise d’exemple (Scho-

lie de la Proposition 8), il considère l’équation fluxionnelle

(1)     ˙̇xz + n ˙̇xx − ẋ − ẋ2 = 0 .

Tout d’abord, il calcule les premières fluxions de x :

(2)     ˙̇x = ẋ + ẋ2

z + nx
,   ˙̇̇x = 2 − n

ẋ ˙̇x
z + nx

,   x
4 = 3 − 2n

ẋ ˙̇̇x
z + nx

,   x
5 = 4 − 3n

ẋx
4

z + nx
,

et remarque que les fluxions suivantes peuvent s’en déduire par analogie, sans nouveau calcul. Ensuite, il

note c et ċ  les conditions initiales du problème, c’est-à-dire les valeurs de x et ẋ  lorsque z = a. Grâce aux

formules (2), les valeurs de   ̇̇c, ˙̇̇c,K peuvent être calculées en fonction de c et ċ , et, par le Corollaire 2 de

la Proposition 7, la nouvelle valeur de x pour z = a + v peut être donnée sous forme d’une série ne dépen-

dant que des conditions initiales c et ċ  :

  
c + ċv + ˙̇c

v2

1.2
+ ˙̇̇c

v3

1.2.3
+ L = c + ċv + ċ + ċ2

a + nc

v2

1.2
+ 2 − n

ċ2 + ċ3

a + nc
2

v3

1.2.3
+ L .

Taylor se sert enfin de ce développement pour trouver une solution sous forme finie de l’équation (1).

29 Une étude très fouillée des origines de la formule de Taylor se trouve dans L. Feigenbaum, “Brook Taylor and the Method of
Increments”, Archive for history of exact sciences, vol. 34, 1985, pp. 1-140.
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Au vu de cet exemple, on peut considérer que Taylor est le véritable inventeur de la méthode de la

série de Taylor pour l’intégration par les séries des équations différentielles. En effet, il met en œuvre

cette méthode sous forme explicite en développant l’intégrale au point initial, alors que Bernoulli ne

l’avait fait que sous forme implicite par un développement au point courant. Dans la mesure où Taylor est

le premier à exploiter de cette façon la formule qui porte son nom pour résoudre le problème central de

l’Analyse, c’est-à-dire la résolution des équations fluxionnelles, il nous semble que la dénomination de

“formule de Taylor” n’est pas totalement usurpée.

1.4.2. Une nouvelle version du parallélogramme de Newton

Un peu plus loin dans le traité, on trouve également la méthode des coefficients indéterminés, à propos

de l’équation ˙̇x − ẋz − 2x = 0 . Conformément à la seconde méthode de Newton, l’intégrale, cherchée sous

la forme x = A + Bz + Cz2 + Dz3 + Ez4 + &c., est obtenue sans difficulté par substitution dans l’équation

et identification. Taylor rappelle cependant que cette méthode ne réussit pas toujours car il est souvent

impossible de deviner à l’avance la forme de la série. Il faut donc se rabattre sur la première méthode de

Newton, consistant à extraire les termes l’un après l’autre sans préjuger de leur forme. C’est l’occasion

(Proposition 9) d’un exposé renouvelé de la règle du parallélogramme (cf. 1.2.2), illustré par l’équation

(1)     1 + zx − z3 2x ẋ − ˙̇x = 0.

Pour un premier terme du développement de x cherché sous la forme Azθ , les exposants correspondant

aux différents termes de l’équation sont respectivement 0 pour 1, θ + 1 pour zx , 2θ + 1
2  pour z3 2x ẋ ,

θ − 2 pour ˙̇x . Taylor représente géométriquement ces exposants :

A

C E

D

H

G

F B

θ + 1

2θ + 1/2

θ – 2

0

Fig. II.3. Le polygone de Taylor (1715)

Le schéma est un avatar du parallélogramme de Newton : l’abscisse représente la partie de l’exposant

provenant des facteurs en x et l’ordonnée celle provenant des facteurs en z. Taylor explique, par un rai-

sonnement assez difficile à suivre, que l’on doit tracer le polygone joignant les points symbolisant les dif-

férents exposants et que l’on doit égaler les valeurs associées à deux sommets consécutifs de ce polygone.

D’un point de vue moderne, tout ceci s’explique assez bien par la théorie de la convexité. En effet, consi-

dérons le polygone qui délimite l’enveloppe convexe des exposants (dans le cas général, il peut y avoir

des points à l’intérieur). Le problème est de minimiser la forme linéaire  (s, t) a sθ + t  sur l’ensemble des

points représentatifs des exposants (pour trouver une série ascendante), ou de la maximiser (pour une série

descendante), avec un extremum atteint en au moins deux points (pour ne pas aboutir à un coefficient nul).

Or, nous savons que si une forme linéaire atteint un même extremum en deux points d’un polygone con-

vexe, elle l’atteint nécessairement en deux sommets appartenant à un même côté. On retrouve bien l’idée

de Taylor d’égaler les valeurs associées à deux sommets consécutifs quelconques. Le procédé du parallé-
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logramme se trouve ainsi généralisé de façon tout à fait remarquable : Newton, avec sa droite pivotant

autour d’un sommet particulier dans un sens donné, n’utilisait, en fait, qu’un seul côté du polygone ;

Taylor, quant à lui, les exploite tous30.

Dans le cas de l’équation (1), particulièrement bien choisie, la technique permet de dégager quatre

séries solutions, correspondant aux quatre côtés du polygone. Taylor ne pousse pas très loin les calculs,

préférant commenter longuement sa méthode et les particularités de cet exemple étonnant. Dans le tableau

ci-dessous, on trouvera l’essentiel de l’étude et les quatre séries obtenues (dont nous avons calculé

quelques termes de plus que dans le texte) :

côté du
polygone

équation
associée

exposant du
premier terme

de la série

liste des valeurs
associées aux

sommets

série

AH 0 = θ − 2 θ = 2
0, 0, 3, 9

2
minimum donc
série ascendante

  
1
2 z2 + 0z7 2 + 1

40 z5 − 2
143 z13 2 + L

HG θ − 2 = 2θ + 1
2 θ = − 5

2

− 9
2 , − 9

2 , − 3
2 , 0

minimum donc
série ascendante

  
7
2 z−5 2 + 0z−1 − 14

29 z1 2 + 4z2 + L

GE 2θ + 1
2 = θ + 1 θ = 1

2

3
2 , 3

2 , 0, − 3
2

maximum donc
série descendante

  2z1 2 − 1
2 z−1 − 3

20 z−5 2 − 101
640 z−4 + L

EA θ + 1 = 0 θ = −1
0, 0, − 3

2 , − 3
maximum donc

série descendante
  − z−1 − z−5 2 − 11

2 z−4 − 155
4 z−11 2 + L

Tableau II.3. Extraction de quatre séries solutions d’une équation fluxionnelle

Ce traitement purement formel ne débouche sur rien de spécial. Dans sa conclusion, Taylor se contente de

noter le caractère surprenant du résultat : “Quare series hoc modo inventæ sunt omnes particulares, neque

accommodari possunt ad conditiones Problematis, ob defectum coefficientium indeterminatorum”31.

1.4.3. Le problème de la réfraction de la lumière dans l’atmosphère

La Proposition 27, la dernière du traité, est consacrée à une application physique : le problème de la

réfraction d’un rayon lumineux qui traverse l’atmosphère terrestre. À un point donné du rayon, on associe

trois quantités variables : l’altitude x (distance au centre de la Terre), la densité y de l’atmosphère et

l’angle de réfraction, qui est noté FGH en lien avec une figure du texte, et que nous noterons α pour

simplifier. L’étude physique du problème conduit à deux équations fluxionnelles : tout d’abord, la densité

de l’air est reliée à l’altitude par l’équation

(1)     ẏ = − a2yẋ
cx2 ,

30 Le même polygone a été réutilisé par Puiseux, en 1850, pour étudier les branches d’une courbe algébrique au voisinage d’un
point singulier. En 1889, revenant d’une certaine façon aux idées de Taylor, Henry B. Fine a étendu la méthode de Puiseux aux
équations différentielles dans le mémoire “On the functions defined by differential equations, with an extension of the Puiseux
polygon construction to these equations”, American Journal of Mathematics, vol. 11, pp. 317-328. Dans une autre direction,
Christian Houzel a montré que la technique du polygone de Newton-Taylor était déjà utilisée en substance par les mathéma-
ticiens arabes du 12e siècle pour la résolution numérique des équations du troisième degré : “Sharaf al-Dın  al- T⋅ usı  et le poly-
gone de Newton”, Arabic Sciences and Philosophy, vol. 5, 1995, pp. 239-262.
31 “C’est pourquoi les séries trouvées de cette façon sont toutes particulières, et ne peuvent pas être adaptées aux conditions
du Problème, à cause de l’absence de coefficients indéterminés”.
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puis la fluxion de l’angle de réfraction est exprimée en fonction de l’altitude et de la densité par la relation

(2)     α̇ = a2byẋ

2cx2 ×1 + y × 1+y
1+d x2 − b2

.

Par des calculs assez compliqués, qui mêlent les équations (1) et (2) et qui font appel à plusieurs chan-

gements de variables, Taylor parvient à extraire l’angle de réfraction sous forme de série, par deux mé-

thodes différentes. Le détail de ces calculs ne nous semble pas présenter un grand intérêt car on n’y per-

çoit pas de principe conducteur susceptible d’être généralisé. Par contre, ce qu’il est important de retenir,

c’est que la méthode des séries est, apparemment pour la première fois, employée à la résolution d’un

système d’équations fluxionnelles.

La lecture du Methodus incrementorum est fascinante. Taylor y fait preuve, presque à chaque page,

d’une rare inventivité. Il réalise, en particulier, une synthèse personnelle remarquablement enrichie des

premiers travaux sur la méthode des séries : rappel de la méthode des coefficients indéterminés, perfec-

tionnement de l’algorithme des extractions successives de Newton avec mise au point définitive de la

technique du parallélogramme, invention de la méthode de la série de Taylor, application de la méthode

des séries aux systèmes d’équations fluxionnelles. Le Methodus incrementorum mériterait sans doute

d’occuper une place plus importante dans les livres d’histoire du calcul infinitésimal.

1.5. Deux conceptions de l’intégration

Nous arrivons au terme de ce qu’on pourrait appeler, pour l’intégration des équations différentielles

par les séries, la période initiale de fondation. Vers 1715, sont en place les trois versions classiques de la

méthode, soit, par ordre chronologique d’apparition, les approximations successives (Newton), les coeffi-

cients indéterminés (Newton et Leibniz) et la série de Taylor, sous forme implicite (Jean Bernoulli) et

explicite (Taylor). Ces méthodes sont d’ores et déjà utilisées avec confiance et sûreté, malgré la présence

de zones d’ombre : on ne perçoit pas toujours que la méthode des coefficients indéterminés est plus géné-

rale que celle de la série de Taylor, on n’identifie pas clairement le rôle théorique de la constante d’inté-

gration, on ne soulève guère la question de la convergence si ce n’est lors des calculs numériques effectifs.

Par ailleurs, on n’est pas capable d’expliquer pourquoi la méthode conduit tantôt à plusieurs solutions et

tantôt à aucune, tantôt à des séries particulières et tantôt à des séries dépendant de constantes arbitraires.

Pendant cette première phase, l’utilisation des séries est révélatrice de deux conceptions nettement dif-

férentes du problème inverse des tangentes. D’un côté, celle de Newton et des géomètres anglais, pour qui

la méthode des séries est la méthode générale et quasi définitive d’intégration, de l’autre côté, celle de

Leibniz, de Bernoulli et des savants continentaux, qui s’intéressent en priorité à l’intégration algébrique en

termes finis. Cette opposition se manifeste de manière exemplaire dans les remarques que fit Jean Ber-

noulli à propos d’un livre de Stone32. En choisissant quelques citations de l’un et de l’autre, nous avons

reconstitué un court dialogue imaginaire, dans lequel Stone défend les positions des anglais, et Bernoulli

celles des continentaux :

Stone : “Le Calcul intégral ne va pas sans le secours des Séries… il faut développer [les Problèmes]

en Séries infinies.”

32 “Remarques sur le livre intitulé «Analyse des infiniments petits comprenant le Calcul intégral dans toute son étendue, &c.»,
par Mr. Stone, de la Société Royale de Londres, imprimé à Paris en 1735”, Johannis Bernoulli Opera omnia, op. cit., t. 4,
pp. 169-177.
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Bernoulli : “Il y a bien des occasions, où les Séries sont inutiles, & où le Problème se résout mieux

sans elles, que par elles.”

Stone : “On ne peut trouver les Intégrales exprimées par des fractions, ou par des quantités sourdes ;

qu’en faisant disparaître, dans les unes leur dénominateur complexe, dans les autres leur signe radical ;

ce qui se fait par le moyen d’une Série infinie.”

Bernoulli : “Notre Géomètre ne paraît pas être fort habile dans le Calcul intégral ; puisqu’il ne sait

pas la pratique d’intégrer grand nombre de quantités différentielles, exprimées par des fractions, ou par

des quantités sourdes, sans recourir à des Séries infinies.”

Stone : “D’où il est évident que la méthode inverse des Fluxions, ou la méthode des intégrations,

revient à celle de trouver la somme d’une Série.”

Bernoulli : “Il n’est pas nécessaire, en plusieurs occasions, de recourir aux Séries ; savoir toutes les

fois que l’on peut trouver l’intégrale en termes finis, soit algébriques, soit exponentiels. La méthode d’in-

tégrer consiste dans un algorithme, contenant des règles certaines pour parvenir à l’intégrale d’une diffé-

rentielle donnée, si la chose est faisable. Il est comme de la méthode de trouver les racines d’une équation

algébrique. On pourrait sans doute aussi trouver les racines par des Séries ; mais ce serait une grande

folie, si quelqu’un voulait se servir des Séries pour les racines, lorsqu’on serait en état de les exprimer en

termes finis. En un mot les Séries ne doivent être employées que dans la dernière nécessité, lorsque les

Règles ne sont pas applicables.”

Cette divergence initiale devait avoir de lourdes conséquences pendant les deux siècles suivants. Les

géomètres anglais, disposant d’une méthode pratique “définitive” pour traiter tous les problèmes surgis-

sant au sein des applications, allaient se détourner de l’étude théorique des équations différentielles, et res-

ter à l’écart de toutes les recherches continentales consacrées à l’intégration algébrique, à l’intégration

approchée analytique, aux théorèmes d’existence. Nous ne retrouverons les mathématiciens britanniques

que dans la seconde moitié du 19e siècle, lorsque, toujours dans l’esprit de Newton, ils imagineront de

nouvelles méthodes empiriques d’intégration approchée numérique (Adams, Darwin…, cf. chap. V) ou

graphique (Kelvin…, cf. chap. VI).

Pour les trois prochains chapitres et pour la fin de celui-ci, nous resterons donc, sauf exception, sur le

Continent. L’étude de la méthode des approximations successives, vu son importance en mathématiques et

en astronomie, sera reprise dans le chapitre IV. Dans l’immédiat, nous allons suivre l’évolution de la

méthode des séries sous ses deux autres formes, les coefficients indéterminés et la série de Taylor. Il est

inutile de s’intéresser davantage aux continuateurs immédiats de Newton et Leibniz, qui n’apportent rien

d’autre de nouveau. Notre prochaine étape sera, directement, l’analyse de l’œuvre d’Euler. Le mathémati-

cien suisse devait, avec une virtuosité inégalée, amener l’emploi des séries jusqu’à sa perfection formelle.
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2. La virtuosité eulérienne

À lui seul, Euler pourrait incarner les mathématiques du 18e siècle. Né en Suisse mais résidant tantôt à

Saint-Pétersboug et tantôt à Berlin, écrivant indifféremment en latin, en allemand ou en français, entrete-

nant une correspondance régulière avec la plupart des mathématiciens continentaux, il s’est trouvé au

carrefour des recherches de son temps. Doué d’une puissance créatrice hors du commun, il a bâti une

œuvre immense qui a fait progresser de manière significative tous les domaines des mathématiques et de

la physique.

En particulier, ses travaux sur les équations différentielles sont considérables. En nous limitant à ceux

qui font intervenir, sous une forme ou sous une autre, la méthode des séries, nous avons pu repérer de

nombreux mémoires et chapitres de traités, occupant au total plusieurs centaines de pages. Il n’était pas

possible d’en faire ici une étude exhaustive. Pour une vue d’ensemble sur les problèmes de physique

mathématique et les types d’équations différentielles qui ont conduit Euler à employer les séries, nous

renvoyons aux analyses historiques de Watson33, Simonov34, Kline35 et Dieudonné36. De notre côté, nous

avons choisi de mettre l’accent sur quelques textes peu connus qui semblent représentatifs des conceptions

et des méthodes eulériennes. Il s’agira, d’une part, d’une série de travaux théoriques sur les équations de

Riccati et les équations linéaires du second ordre, afin d’avoir le point de vue d’Euler “mathématicien”,

d’autre part, d’un traité d’artillerie, pour découvrir le comportement d’Euler “physicien”.

2.1. Recherches sur l’équation de Riccati et l’équation linéaire du second ordre

2.1.1. Sources des travaux d’Euler

En 1694, Jean Bernoulli indique qu’il n’a pas réussi à séparer les variables dans l’équation différen-
tielle x2dx + y2dx = a2dy. En 1702, Jacques Bernoulli ramène l’équation dy = y2dx + x2dx  à l’équation

linéaire du second ordre ddu : u = − x2dx2 , grâce au changement de variables y = − du udx . L’année sui-

vante, il résout l’équation du second ordre en série et en déduit une solution de l’équation initiale sous la

forme d’un quotient de deux séries. En 1724, à la suite d’une proposition du Comte Riccati, Daniel Ber-
noulli s’intéresse à une équation plus générale, qui peut s’écrire dy + ay2dx = bxmdx , et montre que cette

équation est intégrable en termes finis pour les valeurs de m de la forme − 4n
2n ±1

, avec n entier. En 1763,

d’Alembert appelle “équation de Riccati” toute équation de la forme dy dx = P + Qy + Ry2 , où P , Q , R

sont des fonctions données de x.

33 A treatise on the theory of Bessel functions, op. cit., chap. 1 : ”Bessel functions before 1826”.
34 “Sur les recherches d’Euler dans le domaine des équations différentielles”, Revue d’histoire des sciences, t. 21, 1968,
pp. 131-156.
35 Mathematical thought from ancient to modern times, pp. 478-489 et pp. 709-715.
36 Abrégé d’histoire des mathématiques, 2e éd., pp. 31-43. 
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Tout au long de sa carrière scientifique, Euler s’est intéressé à l’équation de Riccati. Il a notamment

établi que l’équation générale de Riccati est réductible à l’équation linéaire du second ordre, que, si une

solution particulière est connue, l’équation peut être intégrée par deux quadratures et que, si deux solu-

tions particulières sont connues, il suffit d’une seule quadrature.

L’intérêt des mathématiciens pour les équations de Riccati et pour les équations linéaires du second

ordre vient du fait qu’il s’agit des équations les plus simples que l’on rencontre après les équations liné-

aires du premier ordre. En effet, l’équation ′y = ay + b  se généralise de deux façons naturelles, soit en

′y = ay2 + by + c , soit en ′′y = a ′y + by + c. La possibilité de réduire chacune de ces équations à l’autre,

par les changements de variables y = − ′z az  et y = exp z∫( ) , avait dû frapper les esprits. En tout cas, l’in-

tégration par quadratures de ces deux types d’équations était l’étape incontournable, le verrou à faire sau-

ter, si l’on voulait avancer de manière significative vers l’intégration algébrique des équations différen-

tielles les plus générales. Comme nous allons le voir, Euler s’y est employé avec un rare acharnement.

Pour exprimer les solutions, il a eu recours à tous les moyens imaginables : séries, intégrales définies dé-

pendant d’un paramètre, fractions continues…

Cet acharnement ne s’explique pas seulement par des raisons purement mathématiques. Euler avait

besoin d’intégrer des équations linéaires du second ordre dans nombre de ses travaux de géométrie et de

physique. Dès 1728, il rencontre des équations du second ordre à propos du mouvement d’un pendule

dans un milieu résistant. En 1733, le calcul de la longueur d’un quart d’ellipse le conduit à une équation

linéaire du second ordre, puis à une équation de Riccati. En 1736, il aborde, à la suite de Daniel Bernoulli,

l’étude des oscillations d’un fil pesant vertical, homogène ou non. Plus tard, en 1764, il s’intéresse aux

vibrations d’une membrane circulaire. Dans ces dernières recherches, il traite diverses équations aux déri-

vées partielles en séparant les variables, ce qui le conduit à des équations linéaires du second ordre qu’il

ne sait pas intégrer exactement. On le voit faire un usage de plus en plus fréquent des séries, usage qui

devient systématique à partir de 1750. En particulier, il rencontre à plusieurs reprises des équations de

Bessel ou des équations équivalentes, et donne la première expression générale des fonctions de Bessel.

Le contexte étant ainsi brossé à grands traits, nous allons analyser en détail quelques travaux théo-

riques d’Euler consacrés à des équations de Riccati ou des équations linéaires du second ordre, travaux

dans lesquels sont utilisées les séries.

2.1.2. Un exemple d’intégration en termes finis

Nous avons tout d’abord sélectionné un exemple dans lequel Euler fait intervenir les séries pour réussir

une intégration en termes finis, dans la pure tradition leibnizienne. Dans un mémoire de 173937, apparaît

l’équation38

2adds + sdt2

b
+ adt2

g
sin.A

t
a
= 0.

Dans un premier temps, Euler intègre cette équation linéaire du second ordre en cherchant une solution

particulière de l’équation homogène associée, puis en faisant varier la constante pour se ramener à l’inté-

gration successive de deux équations linéaires du premier ordre. Vient alors ce commentaire pour nous

surprenant : “Cum istae integrationes penitus sint insolitae ac propterea non cuivis diiudicatu faciles,

37 “De nove genere oscillationum”, Commentarii academiæ scientiarum Petropolitanæ, 11, 1750 (1739), pp. 128-149 ; Opera
omnia, s. 2, vol. 10, p. 78.
38 La notation sin.A désigne le “sinus de l’arc”, par opposition à A.sin qui est l’arc dont on connaît le sinus.
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aliam methodum particularem exponam, cuius ope eaedem aequationes integrales erui queant.”39 La

seconde méthode évoquée est celle des séries. Plutôt que l’intégration directe, aujourd’hui accessible à un

bon étudiant de première année, Euler semble signifier que c’est l’intégration indirecte, par l’intermédiaire

des séries, qui est familière à ses contemporains pour ce type d’équation.

Dans cette seconde démarche, le sinus est développé en série et l’intégrale est cherchée par la méthode

des coefficients indéterminés. Après identification et détermination des coefficients, Euler, avec son habi-

leté coutumière, regroupe les termes de la série en quatre paquets afin de “reconnaître” l’expression

s = α cos.A
t

2ab
+ β 2ab sin.A

t

2ab
+ ab 2ab

g(a − 2b)
sin.A

t

2ab
− a2b

g(a − 2b)
sin.A

t
a

,

qui, dépendant de deux constantes arbitraires, fournit bien la solution générale de l’équation (1).

Nous retrouvons là l’un des usages classiques des séries, depuis Newton et surtout Leibniz : l’obten-

tion d’intégrales sous forme finie. Dans la suite, nous allons voir comment cette façon d’employer les

séries a été renouvelée et élargie par Euler.

2.1.3. Un mémoire sur l’équation de Riccati (1733)

En 173340, Euler aborde à son tour l’équation

(1)     axndx = dy + y2dx ,

qui avait déjà suscité beaucoup d’intérêt chez les géomètres. Reprenant l’idée de Jacques Bernoulli, il

pose y = dt tdx  pour se ramener à l’équation du second ordre axnt dx2 = ddt . Il cherche ensuite t sous la

forme d’une série   1+ �xn+2 + �x2n+4 + �x3n+6 + etc. et trouve facilement

(2)     t = 1+ axn+2

(n +1)(n + 2)
+ a2x2n+4

(n +1)(n + 2)(2n + 3)(2n + 4)
+ a3x3n+6

(n +1)(n + 2)(2n + 3)(2n + 4)(3n + 5)(3n + 6)
+ etc.

À partir de là, Euler se démarque de ses prédécesseurs. Depuis les travaux de Jacques Bernoulli,

l’expression de la solution y de l’équation (1) comme quotient de deux séries ne semblait pas satisfaisante

car, si les séries représentant dt dx  et t sont parfaitement définies, il n’en va pas de même de la série

quotient : la loi de formation de son terme général ne se laisse pas deviner. On peut raisonnablement

penser que c’est l’échec des tentatives pour calculer explicitement la série quotient qui a poussé Euler à

s’engager dans une autre voie. Peu de temps auparavant, il avait mené des recherches sur la rectification

de l’ellipse41. Par une intégration terme à terme, il avait exprimé la longueur du quart d’ellipse sous forme

de série par rapport à l’excentricité de l’ellipse. En cherchant une équation différentielle vérifiée par cette

série, il avait été conduit à une équation linéaire du second ordre, puis à une équation de Riccati particu-

lière. Dans le mémoire qui nous occupe, il a l’idée de raisonner dans l’autre sens. Après avoir transformé

l’équation de Riccati (1), ainsi que nous l’avons vu, en équation linéaire du second ordre et après avoir

obtenu la série (2), il cherche à faire apparaître cette série comme le résultat de l’intégration terme à terme

d’une intégrale définie dépendant d’un paramètre. Pour cela, il introduit une série dépendant de plusieurs

constantes arbitraires, dont la forme généralise celle rencontrée dans la rectification du quart d’ellipse, et

39 “Comme ces intégrations sont tout à fait inhabituelles et, à cause de cela, ne sont pas faciles à trouver pour n’importe qui,
je vais exposer une autre méthode particulière, grâce à laquelle des équations intégrales peuvent être découvertes.”
40 “Constructio æquationis differentialis axndx = dy + y2dx ”, Commentarii academiæ scientiarum Petropolitanæ, 6, 1738
(1732/3), pp. 124-137 ; Opera omnia, s. 1, vol. 22, pp. 19-35.
41 “Specimen de constructione æquationum differentialium sine indeterminatarum separatione”, Commentarii academiæ scien-
tiarum Petropolitanæ, 6, 1738 (1732/3), pp. 168-174 ; Opera omnia, s. 1, vol. 20, pp. 1-7.
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parvient à déterminer les constantes conformément au but poursuivi. Par des calculs très compliqués42, il

montre que, à une constante multiplicative près, t est égal à l’intégrale (dépendant du paramètre x)

(3)     
c

2

n+2

ba x n z 2

1+bz 2

+ c
− 2

n+2

ba x n z 2

1+bz 2

2(1+ bz2 )
n+1

n+2

dz

0

∞
⌠

⌡




,

ce qui permet finalement d’exprimer la solution y = dt tdx  de l’équation de Riccati initiale comme quo-

tient de deux intégrales. Dans l’intégrale (3), b est une constante arbitraire et c désigne le nombre dont le

logarithme est 1 (“numerum cuius logarithmus est 1”)43.

Dans ce texte, Euler ne fait pas seulement du calcul formel ; contrairement à ce qu’on écrit parfois, il

sait aussi se préoccuper de la convergence des expressions infinies qu’il utilise. En effet, il signale que la

“construction” précédente de la solution n’est valable que lorsque n est compris entre 0 et – 2. Cet enca-

drement équivaut à l’inégalité 
2n + 2
n + 2

> 1 ; c’est précisément la condition pour que l’intégrale (3) soit con-

vergente. Pour couvrir les cas manquants, Euler rappelle une transformation, due à Daniel Bernoulli, qui

montre que, si on sait intégrer l’équation (1) pour n = m, alors on peut aussi l’intégrer pour n = – m – 4.

En définitive, les séries ont été utilisées, non pour elles-mêmes, mais comme un outil permettant d’ar-

river à une “construction par quadratures”. À ceux qui mettraient en doute la validité de la construction à

cause de la borne infinie, Euler répond par avance, non sans un certain humour, que le changement de

variables z = u (1− u) permettrait, si on l’estimait préférable, de se ramener à une intégration entre 0 et 1.

Euler se place ainsi dans la tradition des quadratures, tout en donnant un sens considérablement élargi à ce

procédé d’intégration44.

Dans la dernière partie du mémoire, Euler cherche à calculer exactement l’intégrale (3). Ce faisant, il

réussit l’intégration en termes finis de l’équation de Riccati (1) lorsque n = − 4k
2k +1

 ou n = − 4k − 4
2k +1

,

avec k entier, c’est-à-dire pour les mêmes valeurs que Daniel Bernoulli. On imagine facilement Euler très

déçu, après tant d’efforts, de ne pas avoir pu trouver de nouveaux cas d’intégrabilité…

2.1.4. Encore l’équation de Riccati (1762)

En 176245, Euler utilise à nouveau les séries pour étudier l’équation de Riccati

(1)     dy + ayy dx = accx2n−2dx .

Le mémoire a pour objet la résolution de deux problèmes : 1) trouver des valeurs de n pour lesquelles

l’équation admet une solution algébrique ; 2) dans les cas où une solution algébrique a été identifiée, ache-

ver l’intégration par quadratures. L’énoncé des deux problèmes laisse déjà prévoir que, comme en 1732,

les séries ne seront utilisées qu’à titre intermédiaire.

42 Le texte original comporte une erreur de calcul, qui a été corrigée par Henri Dulac, l’éditeur des volumes 22 et 23 des Opera
omnia.
43 Les historiens situent dans un manuscrit posthume d’Euler, daté de 1728, le choix de la lettre e pour désigner la base des
logarithmes népériens. Nous avons ici la preuve que ce choix n’était pas encore définitif en 1732.
44 M. Deakin a inventorié, dans l’œuvre d’Euler, un certain nombre d’exemples de “constructions par quadratures” utilisant, de
façon analogue, des intégrales définies dépendant d’un paramètre, et y a vu l’anticipation des transformations intégrales
modernes : “Euler’s invention of integral transforms”, Archive for history of exact sciences, vol. 33, 1985, pp. 307-319.
45 “De resolutione æquationis dy + ayydx = bxmdx ”, Novi Commentarii academiæ scientiarum Petropolitanæ, 9, 1764
(1762/3), pp. 154-169 ; Opera omnia, s. 1, vol. 22, pp. 403-420.
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Ce nouveau mémoire commence de la même manière que le précédent. Par le changement de variables

y = cxn−1 + dz
azdx

, Euler se ramène à l’équation linéaire du second ordre

(2)     
ddz
dx2 + 2acxn−1dz

dx
+ (n −1)acxn−2z = 0.

En posant z = Ax
− n+1

2 + Bx
− 3n+1

2 + Cx
− 5n+1

2 + Dx
− 7n+1

2 + etc., il trouve une solution particulière de (2),

z = x
− n+1

2 + (nn −1)
8n

x
− 3n+1

2

ac
+ (nn −1)(9nn −1)

8n ⋅16n
x
− 5n+1

2

a2c2 + (nn −1)(9nn −1)(25nn −1)
8n ⋅16n ⋅24n

x
− 7n+1

2

a3c3 + etc.,

qui lui permet d’exprimer la solution y de (1) comme quotient de deux séries. Les deux séries se terminent

lorsque (2i +1)2 nn −1 = 0  pour un certain entier i, c’est-à-dire lorsque 2n − 2 = − 4i − 2 ± 2
2i +1

. On retrouve,

une nouvelle fois, la condition de Daniel Bernoulli. Lorsque cette condition est satisfaite, la méthode des

séries permet donc de trouver une solution particulière algébrique. Euler prend la peine d’écrire explicite-

ment cette solution pour dix valeurs de n !

Reste à traiter le second problème, c’est-à-dire achever l’intégration pour les valeurs de n qui viennent

d’être identifiées. Pour cela, Euler utilise les résultats sur l’équation de Riccati qu’il avait découverts et

publiés l’année précédente. Une solution particulière étant connue, l’intégration peut s’achever par deux

quadratures. Après calcul, il vient

(3)     y = cxn−1 + dz
azdx

+ e
− 2ac x n

n

zz e
− 2ac x n

n adx :zz∫
.

Euler a alors l’idée de chercher une seconde solution particulière de (1). Pour cela, il fait, cette fois, le

changement de variables y = − cxn−1 + du
audx

 et trouve

u = x
− n+1

2 − (nn −1)
8n

x
− 3n+1

2

ac
+ (nn −1)(9nn −1)

8n ⋅16n
x
− 5n+1

2

a2c2 − (nn −1)(9nn −1)(25nn −1)
8n ⋅16n ⋅24n

x
− 7n+1

2

a3c3 + etc.

Deux solutions particulières de (1) étant connues, on peut achever l’intégration par une seule quadrature.

On aboutit à une autre expression de la solution générale, dans laquelle D est une constante arbitraire :

(4)     y = cxn−1 + dz
azdx

+ 2c

z(De
2ac

n x n

z − u)
.

Euler n’utilise les formules (3) et (4) que dans les cas où les séries qui représentent z et u se terminent,

car son but est uniquement une intégration traditionnelle par quadratures. Pourtant, dans le résumé placé

en tête du mémoire, il trouve tout à fait remarquable qu’on parvienne à des formules intégrales aussi

simples que (3) et (4) bien que z et u puissent continuer à l’infini (“cum igitur hae formae z et u adeo in

infinitum excurrere queant”). Euler est visiblement conscient que ses calculs formels restent valables

lorsque les séries sont infinies. Sans que ce soit tout à fait explicite, on peut dire qu’il élargit le procédé

d’intégration par quadratures d’une autre manière que par le recours à des intégrales définies dépendant

d’un paramètre. L’extension se fait, cette fois, par l’introduction de nouvelles transcendantes aux côtés des

transcendantes hyperboliques et circulaires. Cet emploi des séries sera, plus tard, à la base de la théorie

des fonctions spéciales.
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2.1.5. Le traité de calcul intégral de 1769

Dans le second tome du grand traité de calcul intégral d’Euler, on trouve deux chapitres plus particu-

lièrement consacrés à l’intégration par les séries des équations linéaires du second ordre46. Le chapitre VII

traite des équations du type ddy + axny dx2 = 0 ; ces équations avaient été rencontrées par Euler dans ses

recherches sur les oscillations d’un fil pesant vertical non homogène (elles se ramènent, par un change-

ment de variables, à une équation de Bessel) et dans ses recherches sur l’équation de Riccati (voir, ci-des-

sus, le mémoire de 1733). Le chapitre VIII est censé couvrir l’équation la plus générale du second ordre

ddy + Mdxdy + N y dx2 = Xdx2  mais, en fait, n’y sont abordées que les équations de la forme

(1)     xx (a + bxn )ddy + x (c + exn )dx dy + ( f + gxn ) y dx2 = 0.

Ce dernier type est toutefois suffisamment vaste puisque, pour des valeurs convenables de a, b, c, e, f,

g, n, il contient les équations de Bessel, les équations de Legendre, les équations hypergéométriques et

bien d’autres équations classiques. C’est sans doute parce que la plupart des équations de la physique

mathématique rentraient dans ce moule qu’Euler en a fait le premier objectif à atteindre avant de s’atta-

quer à l’équation générale.

Il serait fastidieux de passer en revue les nombreux calculs, extrêmement répétitifs, de ces deux cha-

pitres. Nous donnerons directement les conclusions que nous avons tirées de leur étude :

1) Désormais, contrairement à l’attitude adoptée dans les mémoires précédents, les séries ne sont plus

seulement un outil transitoire. Certes, l’essentiel des efforts est encore consacré à répertorier des cas d’in-

tégration exacte, mais il y a aussi des exemples où les séries ne se terminent pas. L’intégration par les

séries acquiert, en quelque sorte, droit de cité : Euler n’hésite plus à donner une série comme expression

finale de la solution générale d’une équation différentielle. Il emploie fréquemment l’expression “intégra-

tion par les séries”, ce qui montre bien qu’il accepte désormais un nouveau type d’intégration, autre que

l’intégration par quadratures.

2) Euler utilise systématiquement la méthode des coefficients indéterminés. Il cherche toujours une

solution sous la forme y = xλ (A + Bxα + Cx2α + Dx3α + etc.). L’exposant α est “deviné” d’emblée à par-

tir d’un rapide examen de l’équation différentielle ; il peut être positif ou négatif, entier ou fractionnaire.

Dans un second temps, la substitution de y conduit à déterminer l’exposant λ comme racine d’une équa-

tion du second degré, puis, de proche en proche, les coefficients A, B, C, D…

3) Le fait que λ soit racine d’une équation du second degré entraîne l’existence de deux, une ou zéro

solution(s) sous forme de série(s). Lorsqu’on en trouve deux, pas de problème : on peut en déduire, par

addition, une solution dépendant de deux constantes arbitraires, c’est-à-dire la solution générale. La diffi-

culté surgit lorsqu’il y a, pour λ, une racine réelle double ou deux racines imaginaires. Par le recours à des

arguments heuristiques acrobatiques (du genre : x0 0  équivaut à lx , où l  désigne le logarithme népérien),

Euler en vient à chercher la solution sous la forme y = u + vlk x  dans le cas d’une racine double et sous la

forme y = vsin.µ lx + ucos.µ lx  dans le cas des racines imaginaires (où u, v sont des fonctions inconnues

et k, µ des constantes)47. En substituant cette expression de y dans l’équation différentielle et en annulant

séparément les termes en 1 et lk x , ou les termes en sin.µ lx et cos.µ lx , on détermine les fonctions u et v

46 Institutionum calculi integralis, vol. 2, Saint-Pétersbourg, 1769 ; Opera omnia, s. 1, vol. 12, chap. VII : “De resolutione
æquationis ddy + axn ydx 2 = 0 per series infinitas”, pp. 147-176, chap. VIII : “De aliarum æquationum differentio-differentia-
lium resolutione per series infinitas”, pp. 177-202.
47 Cette idée est issue de recherches antérieures sur la rectification de l’ellipse, qui avaient débouché sur une équation du
second ordre du même type : “Animadversiones in rectificationem ellipsis”, Opuscula varii argumenti, 2, 1750, p. 121 ; Opera
omnia, s. 1, vol. 20, p. 21.
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par un système de deux équations différentielles du second ordre. Par exemple (p. 195), dans le cas des

racines imaginaires, l’équation (1) conduit au système

I. xx (a + bxn )ddv + x (c + exn )dxdv + ( f + gxn )vdx2

− 2µ x (a + bxn )dxdu − µµ (a + bxn )vdx2

+ µ (a + bxn )udx2

− µ (c + exn )udx2











= 0,

II. xx (a + bxn )ddu + x (c + exn )dxdu + ( f + gxn )udx2

+ 2µ x (a + bxn )dxdv − µµ (a + bxn )udx2

− µ (a + bxn )vdx2

+ µ (c + exn )vdx2











= 0.

Euler cherche les fonctions u et v sous forme de séries, en posant

  

v = Axλ + Bxλ +n + Cxλ +2n + Dxλ +3n + etc.,

u = �xλ + �xλ +n + �xλ +2n + �xλ +3n + etc.

Il est conduit à un système “croisé” déterminant simultanément λ, µ et les coefficients. Après la tentative

plutôt maladroite de Taylor (cf. 1.4.3), Euler est sans doute celui qui a le plus fait pour étendre aux sys-

tèmes les différentes techniques d’intégration approchée qui se mettent en place progressivement au 18e

siècle. Nous le voyons ici appliquer à un système la méthode des séries ; nous le verrons plus loin étendre

la méthode polygonale (cf. chap. III) et la méthode des approximations successives (cf. chap. IV).

2.2. Recherches balistiques

Un volume entier des Opera omnia d’Euler est consacré à la balistique. L’étude de deux passages d’un

traité d’artillerie de 174548 permettra de savoir comment le mathématicien suisse utilisait les séries dans

les applications.

2.2.1. Un problème de balistique intérieure

Dans le premier chapitre (pp. 177-185), Euler s’intéresse à ce qui se passe dans un canon après

l’inflammation de la poudre.

A

A

B

B

E F C Z M N

E F C Z M N

z

z

m n

m n

Fig. II.4. L’intérieur d’un canon vu par Euler (1745)

Une quantité de poudre AACC a été placée au fond du canon AABB. Euler fait l’hypothèse de la

combustion instantanée de la poudre et suppose que, à l’instant initial, la réaction chimique dégage un

volume EEFF de gaz comprimé occupant la partie centrale du volume AACC, tandis que les matières

48 Neue Grundsätze der Artillerie, Berlin, 1745 ; Opera omnia, s. 2, vol. 14.
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résiduelles se répartissent également entre AAEE  et FFCC. En se détendant, le gaz comprimé va

communiquer au cylindre FFCC un mouvement de translation qui va propulser le boulet vers l’extérieur

du canon. Au bout d’un certain temps, le gaz comprimé EEFF occupe le nouveau volume EEMM. Euler

pose EM = x et note v  la vitesse acquise par le disque avant MM (avec des unités convenables, v repré-

sente la hauteur de laquelle un corps pesant doit tomber pour acquérir la même vitesse). En supposant,

pour commencer, qu’il n’y a pas de boulet dans le canon, Euler montre que v est relié à x par l’équation

différentielle

(1)     
(m + (α −1)n)b dv

2α dx
=

1− 1− mb
αqx( )2

3

1− 1− 1
q( )23

β h − h − v ,

dans laquelle b = AC, α = AC EF , h représente la pression de l’air extérieur et m, n, q, β sont des para-

mètres liés à la nature de la poudre (ces paramètres traduisent, directement ou indirectement, la densité

initiale de la poudre, les densités du gaz comprimé et de la matière résiduelle après la combustion, et

l’échauffement dû à cette combustion).

Le problème est de calculer, à partir de cette équation, la vitesse acquise à la sortie du canon, c’est-à-

dire la valeur de v  lorsque x = EB = a, sachant qu’à l’instant initial, on a x = EF = b α  et v = 0.

Pour faciliter le calcul, Euler néglige le dernier terme v du second membre et remplace le dénomina-

teur 1− 1− 1
q( )2

3  par 2
3q , ce qui est pleinement justifié par la valeur numérique de q (q = 800). Le second

membre est alors développé en série :

(m + (α −1)n)b dv
2α dx

= 3qβh
2

1− 1− mb
αqx( )2

3




− h

= βh
mb
α x

+ m2b2

6α 2qx2 + 2m3b3

27α 3q2x3 + 7m4b4

162α 4q3x4 + etc.



 − h,

puis intégré terme à terme (l désigne le logarithme népérien) :

(m + (α −1)n)b
2α

v = βh
mb
α

l
α x
b

+ m2b
6αq

− m2b2

6α 2qx
+ etc.



 +

hb
α

− hx.

Euler ne soulève pas la question de la convergence de la série, mais il n’y a pas de problème car, sur

l’intervalle d’intégration ( b
α ≤ x ≤ a), on a toujours 

mb
αqx ≤ 1

2 , compte tenu des valeurs numériques des

constantes. À partir de ces mêmes valeurs numériques, il apparaît que les derniers termes sont négli-

geables devant le premier, ce qui permet à Euler d’exprimer une valeur approchée de v pour x = a par la

formule finale très simple

v = 2βmh
m + (α −1)n

l
αa
b

.

Euler traite ensuite un exemple numérique : pour α = 2, β = 4, a = 1419 32, b = 21 8, h = 29100,

m = 400, n = 1000, il trouve v = 15302. Le calcul est difficile à suivre pour un lecteur moderne car,

d’une part, il intervient des unités de mesure “exotiques”, telles le “Englische Zoll” (le pouce anglais) ou

le “Rheinl. Schuh” (le pied rhénan) et, d’autre part, la même lettre l, qui désignait le logarithme népérien

dans les calculs littéraux, désigne le logarithme décimal dans les calculs numériques. Une fois ces pièges

déjoués, nous avons pu calculer une valeur très précise de v  à partir d’une intégration numérique directe

de l’équation (1) par la méthode de Runge-Kutta, sans aucune hypothèse simplificatrice ; nous avons

trouvé v = 15186,3. On constate que, par une méthode en apparence très grossière, Euler a commis une
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erreur relative inférieure à 1%. La précision est remarquable. On peut l’expliquer par la compensation

maîtrisée de deux erreurs volontaires. En effet, les hypothèses simplificatrices faites sur l’équation diffé-

rentielle (– v ≤ 0 et 1− 1− 1
q( )2

3 ≥ 2
3q ) conduisent, toutes deux, à majorer le second membre, donc la déri-

vée dv dx , donc enfin la valeur de v. Inversement, après l’intégration en série, en ne gardant que le pre-

mier terme, on néglige un ensemble de termes dont la somme est positive, ce qui diminue la valeur de v.

Le bilan de ce calcul est, selon nous, extrêmement significatif. L’équation différentielle (1) est

linéaire ; pourtant, Euler ne l’intègre pas par quadratures. Il n’a pas non plus recours à la méthode directe

d’intégration par séries, dans la version des coefficients indéterminés, dont il fait un usage quasi constant

dans ses écrits mathématiques. Il préfère une approche plus intuitive qui, en gros, ressemble à la technique

des approximations successives de Newton (cf. 1.1.2). En effet, ce qu’a fait Euler pourrait être présenté
ainsi : 1) on prend comme première valeur approchée la valeur initiale v0 = 0 ; 2) on développe en série le

second membre et on ne conserve que le terme “prépondérant”, ce qui conduit à l’équation
dv
dx

= 2βmh
(m + (α −1)n) x

 ; 3) en intégrant, on obtient la nouvelle valeur approchée v1 =
2βmh

m + (α −1)n
l
α x
b

,

qui n’est autre que celle du texte. On pourrait poursuivre le processus…

Dans la suite du texte, le problème est repris avec, désormais, la présence d’un boulet à l’intérieur du

canon. Le traitement est tout à fait analogue. Euler calcule, sous diverses hypothèses, la vitesse initiale du

boulet à la sortie du canon, et discute ces hypothèses à la lumière de résultats expérimentaux.

2.2.2. Un problème de balistique extérieure

Après avoir résolu le problème fondamental de la balistique intérieure, c’est-à-dire l’estimation de la

vitesse initiale du boulet, Euler s’intéresse, plus loin dans le traité, à la détermination du mouvement du

boulet dans l’air après la sortie du canon. Dans une partie du second chapitre (pp. 368-380), il envisage le

cas du mouvement vertical varié, une situation qui avait déjà été traitée par Newton sous forme géo-

métrique (cf. chap. I).

A

E

P
p

Fig. II. 5

Le boulet sort du canon au point E, avec la vitesse initiale b . Il s’élève jusqu’au

point A, en lequel sa vitesse est nulle, puis redescend. Euler prend le point A comme

origine et pose AE = a. Le boulet passe par le point P tel que AP = z à deux instants t,

lors du mouvement ascendant avec la vitesse v  et lors du mouvement descendant

avec la vitesse u .

Les équations différentielles du mouvement ascendant et du mouvement descen-

dant sont respectivement :

(1)     
4nchdv = 4ngchdz + 3hv dz + 3vv dz

dt = − dz

v
 ;







(2)     
4nchdu = 4ngchdz − 3hudz − 3uudz

dt = dz

u
 .







Dans ces équations, c est le diamètre du boulet, n la densité du boulet (par rapport à l’air), h la pression

de l’air et g = 1−1 n  un coefficient qui prend en compte la diminution de la gravité due à la poussée d’Ar-

chimède. Dans la première équation de chacun des systèmes (1) et (2), le premier terme du second

membre traduit la gravité, les deux autres termes la résistance de l’air. Dans le mouvement ascendant, la
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gravité et la résistance de l’air s’ajoutent pour ralentir le boulet ; au contraire, ces deux effets s’opposent

dans le mouvement descendant.

Euler rappelle que ces systèmes sont intégrables par quadratures. En effet, la première équation est de

la forme dz = dv
A + Bv + C v2  ; selon le signe du discriminant, elle fournit l’altitude en fonction de la

vitesse, soit par la quadrature du cercle, soit algébriquement, soit par les logarithmes. Une fois la première

équation intégrée, la seconde équation donne le temps en fonction de l’altitude par une simple quadrature.

Il faut cependant remarquer que les formules finales qui lient deux à deux les trois grandeurs t, z et v sont

compliquées et peu adaptées au calcul numérique (d’autant plus qu’il y a deux groupes de formules

— l’un pour le mouvement ascendant, l’autre pour le mouvement descendant — qu’il faut combiner pour

l’étude du mouvement global). Euler décide donc de procéder à une intégration par les séries, afin de dis-

poser d’une “approximation commode” (“eine bequeme Näherung”). Observons, une nouvelle fois,

qu’une méthode d’intégration approchée est appliquée à un système d’équations différentielles (cf. 2.1.4).

Pour faciliter les calculs, Euler néglige la poussée d’Archimède (en remplaçant g = 1−1 n  par g = 1),

ce qui est justifié par la valeur numérique de n (n = 6647), et pose m = 4nc 3h. Dans ces conditions, la

première équation du système (1) s’écrit

(3)     mhhdv = mhhdz + hv dz + vv dz .

Comme v = 0 pour z = 0, Euler commence par remplacer v par 0 dans l’équation (3), qui devient

dv = dz. Il en déduit que z est le premier terme du développement en série de v et cherche ensuite v sous la

forme v = z + α z2 + β z3 + γ z4 + δ z5 + etc.  La méthode des coefficients indéterminés conduit à

v = z + z2

2 mh
+ (1+ 2 m) z3

6m2h2 + (1+ 8m) z4

24 m3h3 + (1+ 22 m +16m2 ) z5

120 m4h4 + etc.

De même, pour le mouvement descendant, on trouve

u = z − z2

2 mh
+ (1− 2 m) z3

6m2h2 − (1− 8m) z4

24 m3h3 + (1− 22 m +16m2 ) z5

120 m4h4 − etc.

Euler en déduit les développements

1

v
= 1

z
1− z

4 mh
+ (1−16m) z2

96m2h2 + (1−16m) z3

384 m3h3 − (1+ 32 m + 256m2 ) z4

10240 m4h4 − etc.



 ;

1

u
= 1

z
1+ z

4 mh
+ (1+16m) z2

96m2h2 − (1+16m) z3

384 m3h3 − (1− 32 m + 256m2 ) z4

10240 m4h4 + etc.



 .

En multipliant par dz et en intégrant entre z = 0 et z = a, on obtient les durées respectives des mouve-

ments ascendant et descendant :

2 a − a a
6mh

+ (1−16m)a2 a
240 m2h2 + (1−16m)a3 a

1344 m3h3 − (1+ 32 m + 256m2 )a4 a
46080 m4h4 − etc. ,

2 a + a a
6mh

+ (1+16m)a2 a
240 m2h2 − (1+16m)a3 a

1344 m3h3 − (1− 32 m + 256m2 )a4 a
46080 m4h4 − etc. ;

puis, par addition, la durée totale t du mouvement en fonction de l’altitude a atteinte :

t = 4 a + a2 a
120 m2h2 − a3 a

42 m2h3 − (1+ 256m2 )a4 a
23040 m4h4 + etc.
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Dans la pratique, ce n’est pas l’altitude qui est facile à mesurer, mais le temps. Ce n’est donc pas la

formule précédente qui est utile, mais la formule réciproque, celle qui donne l’altitude en fonction du

temps. Par la classique méthode du “retour des suites”, Euler aboutit à la série

a = t
4
− t5

215.3.5m2h2 + t7

217.3.7m2h3 + t9

229.3.5m4h4 + t9

221.5.9m2h4 − etc.

Cette formule finale lui permet de mettre au point une sorte de protocole expérimental : 1) on mesure

le temps qui sépare l’instant du tir de la retombée du boulet sur le sol ; 2) on calcule l’altitude atteinte par

le boulet ; 3) on en déduit la vitesse initiale du boulet. Le but est de comparer cette mesure indirecte de la

vitesse initiale à la valeur qui avait été obtenue tout autrement, par l’étude du mouvement du boulet à

l’intérieur du canon. Il apparaît que la vitesse initiale réelle est plus faible que celle que laissait prévoir la

balistique intérieure…

Nous laisserons Euler seul face à cette divergence qui ne nous concerne pas. Retenons simplement

que, dans le traitement concret des équations différentielles de la mécanique, il applique à la lettre les

techniques exposées dans La méthode des fluxions de Newton. En effet, Euler combine la méthode des

approximations successives pour l’obtention du premier terme de la série et la méthode des coefficients

indéterminés pour les suivants. En outre, il se contente d’extraire quelques termes de la série, en fonction

de la précision requise par le calcul pratique, sans chercher à définir le terme général. Enfin, il manifeste

une grande aisance dans les opérations sur les séries (composition, réciproque…).

2.3. L’héritage eulérien

2.3.1. Deux façons très différentes d’utiliser les séries

En guise de bilan, nous sommes tenté de dire qu’Euler, sans apporter d’idée véritablement nouvelle,

développe jusqu’à leurs ultimes possibilités les techniques imaginées à la fin du siècle précédent par

Newton et Leibniz.

Dans ses œuvres mathématiques, Euler se situe directement dans la filiation de Leibniz et de Jean Ber-

noulli. Les séries, utilisées dans le but de réussir des intégrations exactes, doivent être entièrement défi-

nies, avec des formules explicites pour le terme général. Pour cela, la méthode des coefficients indétermi-

nés est la seule utilisée car elle permet de trouver directement des relations de récurrence entre les termes

successifs. Toutefois, cette contrainte d’une définition complète ne peut être satisfaite que pour des équa-

tions très particulières : on voit donc Euler, tout au long de sa vie, se limiter aux équations linéaires du

second ordre et aux équations qui leur sont intimement liées, à savoir les équations de Riccati. Le plus

souvent, les séries ne servent d’ailleurs pas à l’expression finale de la solution, mais jouent le rôle d’ex-

pressions infinies transitoires, d’intermédiaires de calcul, permettant de réaliser une intégration par qua-

dratures, soit au sens traditionnel, soit en des sens élargis (par l’utilisation d’intégrales définies dépendant

d’un paramètre ou par l’introduction de nouvelles transcendantes). Le but de toutes ces recherches n’est

pas le calcul numérique (ou, du moins, pas directement) ; le but est purement théorique : il s’agit de réali-

ser des intégrations approchées analytiques telles que nous les concevons, c’est-à-dire des intégrations

exactes idéales.

Dans ses recherches physiques, Euler s’inspire, au contraire, de Newton. Une attitude pragmatique est

de rigueur. Seuls les premiers termes des séries sont “extraits” des équations différentielles, par les tech-

niques empiriques newtoniennes. Grâce à ses talents de calculateur, par sa perception très fine des ordres
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de grandeur et du poids relatif des différents termes, Euler obtient souvent une précision remarquable à

l’issue de calculs assez peu volumineux. Les séries ne sont plus des objets mathématiques idéaux, mais de

simples outils techniques au service des problèmes concrets étudiés. Dans les applications, Euler ne se

conduit plus en mathématicien, mais en physicien. La meilleure preuve en est que, souvent, pour des rai-

sons pratiques, il renonce à exploiter de possibles intégrations par quadratures. Nous retrouvons bien la

philosophie de Newton : il faudrait de toute façon développer en série après l’intégration par quadratures

pour calculer numériquement les intégrales, autant développer avant !

2.3.2. La question de la convergence

Que ce soit dans les travaux théoriques ou dans les travaux appliqués, la question de la convergence

des séries, bien que toujours sous-jacente, est rarement évoquée explicitement. À ce sujet, une phrase

relevée dans le Calcul intégral exprime bien, selon nous, l’attitude d’Euler49 : “Si exponens m fuerit posi-

tivus et unitate maior, hae series eo magis convergunt, quo minor valor quantitati x tribuatur ; aliis vero

casibus in praxi hae series adhiberi nequeunt, nisi forte eae ipsae in alias convergentes transformari pos-

sint.”50 Pour comprendre cette remarque, il faut dissocier deux problèmes : celui de l’existence des inté-

grales et celui de la convergence des séries représentant ces intégrales. Pour Euler, l’existence va de soi ;

c’est un problème qui n’aura d’ailleurs guère de sens avant le début du 19e siècle. Par contre, la conver-

gence est clairement perçue en tant que problème concret lié au calcul numérique. Ce qui ressort de notre

citation, c’est que, qu’elles soient convergentes ou divergentes, les séries vérifiant formellement une

équation différentielle représentent toujours une solution de cette équation. En cas de divergence, ces

séries sont inutilisables en pratique, mais c’est alors une simple affaire de calcul algébrique que de les

transformer en d’autres séries qui soient, elles, convergentes.

En fin de compte, il convient de se garder d’un amalgame trop hâtif : si Euler n’est pas du tout

conscient du problème de l’existence et de l’unicité des intégrales, en revanche, il maîtrise assez bien celui

de la convergence des séries.

2.3.3. Transmission par Lacroix

Le Traité du calcul différentiel et intégral de Lacroix a joué un rôle essentiel dans la transmission des

acquis des 17e et 18e siècles concernant la méthode des séries. Dans la bibliographie de l’ouvrage, sont

cités comme sources principales La méthode des fluxions de Newton, le Methodus incrementorum de

Taylor et les Institutiones calculi integralis d’Euler. On peut donc considérer que l’exposé de Lacroix

donne une image fidèle de la situation à l’issue des importants travaux d’Euler.

La méthode des séries, qui occupe le début du sixième chapitre du tome II51, est présentée en ces

termes : “Après avoir épuisé les moyens connus pour intégrer une équation différentielle, il faut chercher

à la résoudre par approximation, c’est-à-dire, à en tirer la valeur de y en x, au moyen d’une série.” Il est

frappant de constater que, pour Lacroix, “intégration approchée” est synonyme d’“intégration par les

séries”. La méthode polygonale, exposée dans un autre chapitre, est considérée comme une “construction

géométrique” des intégrales, et non comme une méthode destinée au calcul numérique.

49 Op. cit., vol. 2, p. 149.
50 “Si l’exposant m est positif et plus grand que l’unité, ces séries convergent d’autant plus vite que la valeur attribuée à x est
plus petite ; mais, dans les autres cas, ces séries ne peuvent convenir en pratique, à moins que, d’aventure, ces mêmes séries
puissent être transformées en d’autres convergentes.”
51 Nous nous référons à la 2e édition de 1814.
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En se plaçant dans le cas d’une équation d’ordre n, Lacroix commence par la méthode de la série de

Taylor. La formulation en est extrêmement concise (p. 409) :

“On a d’abord pour cela la formule

  
y = A + A1

x − a
1

+ A2

(x − a)2

1.2
+L + An−1

(x − a)n−1

1.2 K (n −1)
+ f (a, A, A1,K, An−1)

(x − a)n

1.2 K n
+ etc. ,

qui donne le développement de y, suivant les puissances de x – a, relatif à l’équation différentielle

quelconque

  

dny
dxn = f x, y,

dy
dx

,
d 2y
dx2 ,K ,

dn−1y
dxn−1





 ,

et dans lequel les valeurs des fonctions 
 
y,

dy
dx

,
d 2y
dx2 ,K ,

dn−1y
dxn−1 , lorsque x = a, sont les constantes arbi-

traires   A, A1,K, An−1 . Cette série peut toujours être rendue convergente, en n’assignant à x que des

valeurs très peu différentes de a.”

On peut relever la ferme conviction que la série est toujours convergente, au moins dans un voisinage

du point initial. Il est difficile de se prononcer sur une telle affirmation en l’absence, dans le passage cité,

de toute hypothèse sur la fonction f. Il faut remonter beaucoup plus haut dans le traité pour trouver des

précisions sur le contexte. Selon Lacroix, tant que la fonction f demeure réelle et finie, le développement

en série de Taylor peut être effectué et, par suite, l’équation admet certainement une solution (p. 294) :

“Une remarque importante qui s’offre ici d’elle-même, c’est que lorsque la fonction désignée par la

lettre f, et déduite de l’équation différentielle proposée, ne sera point imaginaire, c’est-à-dire, si cette

équation conduit à des valeurs réelles pour le coefficient différentiel de l’ordre n, il existera toujours un

développement de la fonction déterminée par cette même équation qui, d’après cela, ne tombera jamais

dans une impossibilité absolue, quoiqu’il puisse arriver qu’on n’ait aucun moyen de l’intégrer, ni même

d’en tirer des approximations praticables. Cette propriété qui est particulière aux équations différentielles

à deux variables, peut aussi s’établir par des considérations géométriques, comme on le verra dans la

suite.”

Ainsi, la possibilité de calculer formellement un développement de Taylor suffit à justifier l’existence

d’une intégrale ; rien n’est là pour prouver la convergence de la série. Dans la dernière phrase du texte,

Lacroix évoque une autre façon de prouver l’existence, par le recours à la méthode polygonale de Leibniz

(cf. chap. III, 3.1.1). Cette seconde méthode nous apparaît aujourd’hui comme tout aussi insuffisante que

la première. Cependant, le fait même d’imaginer qu’une équation pourrait, éventuellement, “tomber dans

une impossibilité absolue”, est incontestablement une nouveauté. Euler et ses prédécesseurs n’avaient

jamais évoqué explicitement le problème de l’existence. Il est vraisemblable que ce problème ne prend

corps que vers la fin du 18e siècle, à l’époque de Lacroix, lorsqu’on se convainc définitivement que cer-

taines équations ne pourront jamais être intégrées par quadratures.

Vient ensuite la seconde technique classique, présentée, à juste titre, comme la plus ancienne (p. 411) :

“Les premiers analystes qui se sont occupés de l’intégration approximative des équations différentielles,

avaient recours à la méthode des coefficients indéterminés (…).” La méthode est illustrée sur des équa-

tions linéaires du premier et du second ordre qui sont, pour l’essentiel, des exemples empruntés à Euler. À

l’issue de ces calculs (p. 426), Lacroix constate que, “dans tous les exemples précédents, la loi des expo-

sants de la série a été aperçue aisément, mais il n’en est pas toujours ainsi, lorsque l’équation différen-

tielle proposée passe le premier degré.” Par ces mots, Lacroix fait apparaître au grand jour ce qui était
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sous-jacent dans les travaux d’Euler : sauf exception, la méthode des coefficients indéterminés ne permet

une intégration approchée analytique que pour les équations linéaires. En effet, lorsque les équations diffé-

rentielles sont linéaires, les équations numériques qui déterminent les coefficients restent du premier degré

et peuvent donc être résolues de façon à déterminer complètement la loi de la série. D’ailleurs, à la suite

d’Euler et pendant tout le 19e siècle, l’usage principal de la méthode des coefficients indéterminés sera la

résolution des équations linéaires du second ordre et la définition, au moyen des séries, de nouvelles trans-

cendantes utiles à la physique mathématique.

Dans le cas d’une équation non linéaire du premier ordre, Lacroix conseille de préparer l’équation par

un changement de variables : si les valeurs initiales sont x = a et y = b, on pose x = a + t et y = b + u, de

sorte que les nouvelles variables t et u s’évanouissent simultanément. Puis (p. 426), “la série supposée

pour u étant prise dans la forme générale

u = Atα + Btβ + Ct γ + etc.,

on substitue d’abord Atα et α Atα −1dt au lieu de u et de du, puis l’on applique à la détermination de a et

de A, les règles indiquées dans les nos cités de l’Introduction ; l’on pose après u = Atα + ′u et ′u = Btβ  ;

on détermine b et B, et ainsi de suite.” Dans le cas d’une équation du second ordre, on procéderait de

même en posant x = a + t et y = b + ct + u, pour tenir compte de la condition initiale supplémentaire

dy dx = c.

Ce dernier procédé n’est autre que le procédé original de Newton pour extraire de l’équation les termes

successifs d’un développement en série. Dans le cas d’une équation non linéaire, il n’est évidemment

question que d’extraire quelques termes, en fonction de la précision souhaitée pour le calcul numérique.

Lacroix termine par quelques commentaires à ce sujet : “Le procédé que je viens d’exposer succinctement,

et dont l’usage est indispensable quand la série de Taylor ne peut pas exprimer le développement de la

fonction déterminée par l’équation différentielle proposée, est susceptible de quelques observations qui

s’offriraient aisément dans les applications ; mais il n’est guère utile, parce qu’il ne mène le plus souvent

qu’à des séries peu convergentes, et dont la loi ne se laisse pas apercevoir.” Outre le fait, déjà signalé,

que la loi de la série “ne se laisse pas apercevoir”, on observera que, pour la première fois, est mise en

évidence la plus grande généralité de la méthode des coefficients indéterminés par rapport à la série de

Taylor. Aucun commentaire n’avait été fait auparavant à ce sujet, même si, depuis les premiers exemples

de Newton, il était clair que l’introduction d’exposants négatifs ou fractionnaires pouvait permettre

d’exprimer des solutions en des points singuliers, dans des cas où un développement de Taylor n’aurait

pas eu de sens.

La synthèse de Lacroix est très représentative de la période charnière qui sépare l’analyse d’Euler de

celle de Cauchy. D’une part, la technique est au point et ne variera plus ; d’autre part, des problèmes

théoriques commencent à être formulés, qui appellent un approfondissement d’une autre nature.
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3. Un foisonnement d’algorithmes infinis

Nous venons de voir comment est née la méthode des séries et comment, grâce à Euler, elle est, pour-

rait-on dire, sortie de l’enfance. De façon plus précise, nous avons suivi jusqu’ici les prolongements de

l’idée initiale de Newton, c’est-à-dire le développement de toute fonction selon les puissances de la va-

riable indépendante, puissances positives ou négatives, entières ou fractionnaires. Pourtant, dans la

seconde moitié du 18e siècle et au début du 19e siècle, ce type de développement ne suffit plus à répondre

aux besoins. Pour diverses raisons, pratiques ou théoriques, les mathématiciens font appel à d’autres algo-

rithmes infinis : séries trigonométriques, fractions continues, etc. Avant d’aborder la question fondamen-

tale de la convergence des séries, qui caractérise la naissance de l’analyse moderne, on ne peut éviter

d’ouvrir une grande parenthèse sur la façon dont ces nouveaux algorithmes infinis, promis à des avenirs

plus ou moins féconds, ont été utilisés pour l’intégration des équations différentielles.

3.1. L’emploi des séries trigonométriques par Euler

Les phénomènes astronomiques étant souvent périodiques, il peut sembler naturel de résoudre les

équations de la mécanique céleste par des séries trigonométriques. Euler est l’un des premiers à avoir

emprunté cette voie, qui le conduisit ultérieurement à des travaux théoriques généraux sur le développe-

ment des fonctions en séries trigonométriques. Parallèlement, les mêmes séries apparaissaient à propos

des équations aux dérivées partielles de la physique mais, du moins au début, les deux lignées de re-

cherches semblent indépendantes. En mécanique céleste, le principe général adopté par Euler pour l’em-

ploi des séries trigonométriques est analogue à celui que Newton avait édicté pour les séries de puis-

sances : développer en séries trigonométriques les seconds membres des équations, puis chercher un déve-

loppement des solutions sous la même forme. Nous allons rapporter brièvement les premiers exemples

d’application de ce principe, tels que nous avons pu les identifier dans les Opera omnia.

3.1.1. Le mouvement général des corps célestes (1747)

En 1747, Euler cherche à mettre au point une théorie générale du mouvement des corps célestes52. Il

s’intéresse notamment au mouvement d’un corps attiré vers un point fixe par une force centrale ne dépen-

dant que de la distance. Sous cette hypothèse, le temps t et les coordonnées polaires r et ϕ du corps mobile

sont reliés par le système d’équations différentielles

(1)     

dt = rdr

Brr − AA − rrR

dϕ = Adr
r Brr − AA − rrR

,










52 “Recherches sur le mouvement des corps célestes en général”, Mémoires de l’académie des sciences de Berlin, 3, 1749
(1747), pp. 93-143 ; Opera omnia, s. 2, vol. 1, pp. 1-44.
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dans lequel A et B sont des constantes, et R une fonction du rayon vecteur r qui représente l’action de la

force centrale.

Dans le cas où la force centrale est “réciproquement proportionnelle au quarré de la distance”, Euler

introduit l’anomalie moyenne ζ (un angle proportionnel au temps) puis, dans un second temps, l’anomalie

excentrique v (associée à l’anomalie moyenne par l’équation de Kepler53 ζ = v + k sin v ). Ces change-

ments de variables permettent de ramener le système (1) au système très simple

(2)     

r = c(1+ k cosv)

dϕ = dv 1− kk
1+ k cosv

,







dans lequel c et k sont de nouvelles constantes.

Bien que la seconde équation du système (2) soit intégrable exactement, Euler préfère recourir aux

séries lorsque la constante k est très petite. Il écrit

1
1+ k cosv

= 1− k cosv + k2 cos2 v − k3 cos3 v + k 4 cos4 v − k5 cos5 v + etc.,

et, par linéarisation des puissances du cosinus, parvient à mettre la série sous la forme

 
1

1+ k cosv
= A − Bcosv + C cos2v − Dcos3v + E cos4v − etc.,

avec une loi de récurrence définissant parfaitement les coefficients. L’opération conduit tout droit à la

détermination de l’angle ϕ par une intégration terme à terme de l’équation différentielle. Dans une phrase

très newtonienne, Euler conclut : “Or pourvu que l’excentricité k ne soit pas trop grande, les coefficients

de ces termes décroissent si subitement, que trois ou quatre termes suffisent pour la plus grande préci-

sion, qu’on peut souhaiter dans l’Astronomie. Et c’est pour cette raison, que cette manière de déterminer

la valeur de l’angle ϕ, quoiqu’elle renferme une série infinie, est préférable à la première, où l’intégra-

tion a réussi parfaitement.” Nous retrouvons l’attitude générale adoptée par Euler dans ses recherches

appliquées : comme en balistique (cf. 2.2), il n’hésite pas à renoncer à une intégration exacte afin de faci-

liter le calcul numérique.

Dans la suite du texte, Euler reprend l’étude lorsque la force centrale n’est plus tout à fait propor-

tionnelle à l’inverse du carré de la distance, ce qui se traduit par l’adjonction d’un terme perturbateur.

Dans ce cas, il pose r = c(1+ k cosv + s)  pour le nouveau rayon vecteur et, par substitution dans le sys-

tème général (1), détermine la “correction” s sous forme de série trigonométrique. Des calculs longs et

techniques conduisent à des développements de r et de ϕ pour divers types de forces centrales.

3.1.2. Les inégalités de Saturne et de Jupiter (1748)

Un exemple beaucoup plus élaboré d’emploi des séries trigonométriques se trouve dans un mémoire

sur les inégalités de Jupiter et de Saturne54, mémoire qui remporta le prix de l’Académie des Sciences de

Paris pour l’année 1748. Le sujet était formulé ainsi : “Une Théorie de Saturne et de Jupiter, par laquelle

53 Voir G. Pascoli, Éléments de mécanique céleste, op. cit., p. 85.
54 “Recherches sur la question des inégalités du mouvement de Saturne et de Jupiter, sujet proposé pour le prix de l’année
1748, par l’Académie royale des sciences de Paris”, 1748, Opera omnia, s. 2, vol. 1, pp. 45-157. Pour situer le problème des
inégalités de Jupiter et de Saturne dans l’histoire de l’astronomie, voir C. Wilson, “The great inequality of Jupiter and Saturn
from Kepler to Laplace”, Archive for history of exact sciences, vol. 33, pp. 15-290. Pour situer le mémoire d’Euler dans l’his-
toire des séries trigonométriques, voir J.-B. Pecot, Histoire des relations d’orthogonalité en analyse, Thèse de doctorat, Univer-
sité de Nantes, 1992.
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on puisse expliquer les inégalités que ces deux Planètes paraissent se causer mutuellement, principale-

ment vers le temps de leur conjonction”. Plus tard, Laplace commenta le travail d’Euler en ces termes55 :

“C’est à la première pièce d’Euler sur les mouvements de Jupiter et de Saturne qu’il faut rapporter

les premières recherches sur les perturbations des mouvements planétaires. Cette pièce, couronnée par

l’Académie des Sciences en 1748, fut remise au Secrétariat de cette Académie le 27 juillet 1747, quelques

mois avant que Clairaut et d’Alembert communiquassent à l’Académie les recherches analogues qu’ils

avaient faites sur le problème des trois corps, qu’ils nommèrent ainsi parce qu’ils avaient appliqué leurs

solutions au mouvement de la Lune attirée par le Soleil et par la Terre. Mais les différences de leurs

méthodes à celles d’Euler prouvent qu’ils n’avaient rien emprunté de sa pièce. (…)

Euler considère d’abord les perturbations indépendantes des excentricités et des inclinaisons. Pour

cela, il développe les forces perturbatrices en sinus et cosinus d’angles croissant comme le temps.”

Alors que les solutions de Clairaut et de d’Alembert pour le problème des trois corps s’apparentent à

des approximations successives (cf. chap. IV, 1.1.1 et 1.1.2), Euler procède, en gros, à une intégration

directe. Dans la lignée du mémoire de l’année précédente, que nous avons commenté ci-dessus, il cherche

les solutions sous forme de séries trigonométriques selon la méthode des coefficients indéterminés. Pour

faciliter le travail, il suppose que le mouvement de Jupiter suit exactement les lois de Kepler et se propose

de déterminer les dérangements de celui de Saturne. En outre, afin de décomposer la difficulté, il procède

en quatre étapes : 1) il fait l’hypothèse que les deux orbites sont circulaires et situées dans un même plan ;

2) il introduit l’excentricité de l’orbite de Saturne ; 3) il introduit l’excentricité de l’orbite de Jupiter ; 4) il

prend enfin en compte l’inclinaison mutuelle des deux orbites. Les cent pages du mémoire sont une suite

de calculs extraordinairement complexes, mais découlant d’une seule idée initiale : le développement des

solutions en séries trigonométriques. Pour mettre cette idée en évidence, il suffira de décrire les grandes

lignes de la première étape.

Dans le cas des orbites circulaires et coplanaires, après diverses hypothèses simplificatrices complé-

mentaires, Euler aboutit à la détermination du mouvement perturbé de Saturne par un système de deux

équations différentielles du second ordre. En dernière analyse, ce système se présente sous la forme

(1)     

d 2r
dω 2 = F ω , r,

dx
dω







d 2x
dω 2 = G ω ,

dr
dω





 .










La difficulté provient de ce que les seconds membres contiennent chacun un terme affecté du facteur

(1− gcosω )−3 2  et que le développement habituel de ces termes engendre des séries trop lentement conver-

gentes car la valeur de g est environ 4 5. Euler se propose alors de chercher un développement en série

trigonométrique pour l’expression plus générale (1− gcosω )−µ . L’année précédente, il avait seulement

traité le cas µ = 1, dans lequel se produisaient des simplifications remarquables. Pour un exposant µ quel-

conque, la linéarisation des puissances du cosinus et l’identification à partir des égalités

(1− gcosω )−µ = 1+ µ
1

gcosω + µ(µ +1)
1.2

g2 cos2 ω + µ(µ +1)(µ + 2)
1.2.3

g3 cos3ω + etc.

= A + Bcosω + C cos2ω + Dcos3ω + etc.

définit chacun des coefficients par une série infinie dont la somme ne se laisse pas calculer. Euler s’en sort

autrement en considérant la quantité s = (1− gcosω )−µ  comme fonction de ω et en construisant une équa-

55 Traité de mécanique céleste, t. 5, Bachelier, Paris, 1825, p. 339.
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tion différentielle du premier ordre vérifiée par s, à partir de laquelle il trouve une relation de récurrence

liant trois termes consécutifs de la suite des coefficients A, B, C, D, etc. Il ne lui reste plus qu’à concevoir

un procédé de calcul approché des deux premiers coefficients A et B, en fonction desquels les suivants

seront obtenus de proche en proche. La nouvelle série s = A + Bcosω + C cos2ω + Dcos3ω + etc. n’est

pas plus convergente que l’ancienne mais Euler remarque qu’elle “produira pourtant, par les intégrations

qui sont à faire, des séries infinies extrêmement convergentes”. La principale difficulté de la théorie du

mouvement de Saturne — difficulté qui n’en était pas une pour le mouvement de la Lune car, dans ce cas,

la constante g était très petite — se trouve ainsi surmontée.

Euler revient alors au système (1), remplace la quantité s par son développement en série trigonomé-

trique et réussit à trouver une intégrale première de la seconde équation, de la forme dx dω = H(ω , r) . En

substituant cette expression dans la première équation, il obtient une équation du second ordre par rapport

à la seule fonction r, qui s’écrit

0 = mmddr
µµdω 2 + mmr + Acosω + Bcos2ω + C cos3ω + Dcos4ω + etc.,

avec des coefficients A, B, C, D, etc. calculés à partir des valeurs déjà connues A, B, C, D, etc.

À l’issue de cette longue préparation, il suffit de chercher la solution sous la même forme que le

second membre, en posant r = ′A + ′B cosω + ′C cos2ω + ′D cos3ω + etc. et en appliquant la méthode des

coefficients indéterminés. Une dernière substitution dans l’équation dx dω = H(ω , r)  et une dernière inté-

gration permettent d’exprimer également l’autre fonction inconnue x en série trigonométrique. Les séries

obtenues sont extrêmement convergentes, ainsi que le met en valeur une application numérique. Les prin-

cipaux concurrents d’Euler en mécanique céleste devaient le féliciter pour l’originalité et l’efficacité de

son idée. Clairaut lui écrivit56 : “ce qui m’a plu infiniment dans votre morceau, c’est votre méthode de

réduire la quantité 1− gcosω −µ
 en série commode”, et d’Alembert57 : “ce qui m’a plu davantage dans

votre pièce, c’est la manière dont vous trouvez par une série l’expression de 1− gcosω −µ
, et l’usage que

vous en faites”.

En définitive, nous retiendrons que c’est la convergence trop lente des développements en séries de

puissances rencontrés dans certains problèmes de mécanique céleste qui a amené Euler à concevoir des

développements en séries trigonométriques. Le mémoire d’Euler de 1748 fut le point de départ de gigan-

tesques recherches sur le développement des perturbations planétaires en séries trigonométriques, dont on

peut avoir un aperçu en consultant le Traité de mécanique céleste de Tisserand.

3.2. Les fractions continues d’Euler et de Lagrange

3.2.1. Origine des fractions continues

Il est courant de voir les prémisses de la théorie des fractions continues58 dans le livre X des Éléments,

au moment où Euclide établit un critère pour décider de la commensurabilité de deux grandeurs. D’autres

anticipations ont été signalées dans la littérature arabe et médiévale, ainsi qu’une première tentative de

définition dans le Liber abaci (1202) de Fibonacci. Cependant, les historiens situent la véritable décou-

56 Lettre du 11 septembre 1747, Opera omnia, s. 4, A, t. 5, p. 173.
57 Lettre du 17 juin 1748, Ibid., p. 287.
58 Pour l’histoire des fractions continues, voir : Claude Brezinski, History of continued fractions and Padé approximants,
Springer-Verlag, New York, 1991.
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verte des fractions continues dans les œuvres de deux mathématiciens de Bologne, plus précisément dans

l’Algebra de Rafael Bombelli, qui a connu deux éditions en 1572 et 1579, et dans un petit livre de Pietro

Antonio Cataldi, publié en 1613. Malgré tout, il faut attendre 1655 pour que Brouncker écrive explicite-

ment le premier développement en fraction continue d’un nombre, celui de 4 π . Peu après, Wallis trouve

les formules de récurrence qui définissent les réduites, Huygens étudie les propriétés de ces réduites et, au

début du 18e siècle, Cotes découvre un développement du nombre e.

Le premier exposé systématique de la théorie est réalisé par Euler, en 173759. Euler montre notamment

comment passer de l’expression d’un nombre en fraction continue à son expression en série, et

inversement. Si 
  
b0 +

a1

b1

+ a2

b2

+L + an

bn

+L est une fraction continue infinie et 
An

Bn







 la suite de ses

réduites, on a

  
b0 +

a1

b1

+ a2

b2

+L + an

bn

+L = b0 +
a1

B1

− a1a2

B1B2

+ a1a2a3

B2B3

− a1a2a3a4

B3B4

+L + (−1)n−1 a1a2 Kan

Bn−1Bn

+L.

Dans l’autre sens, on peut écrire

  
c1 − c2 + c3 − c4 +L + (−1)n−1cn +L = c1

1
+ c2

c1 − c2

+ c1c3

c2 − c3

+ c2c4

c3 − c4

+L + cn−2cn

cn−1 − cn

+L.

Dans divers mémoires, Lagrange approfondit, à partir de 1767, les résultats d’Euler. En particulier, il

montre les avantages, par rapport à la méthode de Newton-Raphson, de l’utilisation des fractions conti-

nues dans l’approximation d’une racine d’une équation algébrique60 : les réduites successives donnent

alternativement des valeurs approchées par défaut et par excès, la racine est rationnelle si et seulement si

le processus s’arrête au bout d’un nombre fini d’opérations et, dans le cas où la racine est irrationnelle, on

dispose, à chaque étape, d’une estimation fine de l’erreur commise.

Depuis toujours, l’attrait des mathématiciens pour les fractions continues vient du fait que, en un cer-

tain sens, elles fournissent les approximations rationnelles optimales d’un nombre réel. Dans la lignée des

premiers succès obtenus en arithmétique et en calcul numérique, il était naturel de vouloir également les

utiliser — à la place des séries — dans la résolution approchée des équations différentielles.

3.2.2. Emploi des fractions continues par Lagrange

En 1776, peu après ses recherches sur la résolution approchée des équations algébriques, Lagrange

publie un mémoire intitulé “Sur l’usage des fractions continues dans le calcul intégral”61. De même qu’il

avait mis en évidence, pour un nombre, les avantages d’un développement en fraction continue sur un

développement décimal, il se propose de montrer, cette fois pour une fonction, l’intérêt que peut présenter

un développement en fraction continue par rapport à un développement en série (p. 301) :

“On connaît depuis longtemps la méthode des séries pour intégrer par approximation les équations

différentielles dont l’intégrale finie est impossible, ou du moins très difficile à trouver ; mais cette mé-

thode a l’inconvénient de donner des suites infinies lors même que ces suites peuvent être représentées

par des expressions rationnelles finies. La méthode des fractions continues a tous les avantages de celle

59 “De fractionibus continuis dissertatio”, Commentarii academiæ scientiarum Petropolitanæ, 9, 1744 (1737), pp. 98-137 ;
Euler reprendra ce thème dans l’Introductio in Analysin infinitorum, Lausanne, 1748 ; Introduction à l’analyse infinitésimale,
trad. de J.-B. Labey, Paris, 1796, pp. 277-304.
60 “Sur la résolution des équations numériques”, Mémoires de l’Académie royale des Sciences et Belles-Lettres de Berlin, t. 23,
1769 ; Œuvres, t. 2, Gauthier-Villars, Paris, 1868, pp. 539-578.
61 Nouveaux mémoires de l’Académie royale des Sciences et Belles-Lettres de Berlin, 1776 ; Œuvres, t. 4, 1869, pp. 301-332.
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des séries et est en même temps exempte de l’inconvénient dont nous venons de parler ; car, par cette

méthode, on est assuré de trouver directement la valeur rationnelle et finie de la quantité cherchée

lorsqu’elle en a une, parce qu’alors l’opération se termine d’elle-même ; et quand l’opération va à

l’infini, on a une marque certaine que la quantité cherchée ne peut être exprimée par une fonction

rationnelle et finie.”

Lagrange se situe clairement dans la tradition leibnizienne : le recours à un processus infini est vécu

d’abord comme un moyen indirect de réussir une intégration algébrique dans les cas difficiles et seule-

ment ensuite comme un procédé d’intégration approchée. À cet égard, l’apport des fractions continues

peut paraître mince : elles permettront de trouver les intégrales qui s’expriment en termes finis rationnels,

mais pas les intégrales en termes finis algébriques ni a fortiori celles en termes finis transcendants.

L’algorithme de décomposition en fraction continue est simple dans son principe. Soit une équation

différentielle quelconque entre deux variables x et y. On cherche d’abord la partie principale ξ de y en x

lorsque x est supposée très petite et on pose y = ξ
1+ ′y

. En substituant cette expression de y dans l’équa-

tion de départ, on obtient une équation différentielle vérifiée par la nouvelle fonction ′y . Tout est prêt

pour recommencer. On trouve successivement ′y = ′ξ
1+ ′′y

, ′′y = ′′ξ
1+ ′′′y

, etc., d’où, finalement,

  

y = ξ

1+ ′ξ

1+ ′′ξ

1+ ′′′ξ
1+L

.

Si la fraction continue s’arrête, on a trouvé une solution rationnelle. Dans le cas contraire où le proces-

sus va à l’infini, Lagrange règle la question de la convergence par un raisonnement sommaire. Comme

pour les séries, il se convainc facilement qu’il y a toujours convergence, au moins dans un voisinage de

l’origine (p. 303) : “comme nous avons vu que les quantités  ′y , ′′y , ′′′y ,K sont toujours nécessairement

très petites lorsque x est supposée très petite, il s’ensuit que les quantités  ′ξ , ′′ξ , ′′′ξ ,K seront aussi très

petites dans la même supposition ; par conséquent la fraction continue sera toujours d’autant plus con-

vergente que x sera plus petite, et approchera d’autant plus de la vraie valeur de y qu’on y prendra plus

de termes”.

D’un point de vue technique, la principale difficulté de la décomposition est de déterminer, à chaque

étape, la partie principale, qui est de la forme axα . Nous retrouvons le même problème que dans la mé-

thode des séries : après substitution dans l’équation et réduction en série, il faut trouver une valeur de α
telle que deux ou plusieurs exposants de x soient égaux, tout en étant plus petits que tous les autres. On

pourrait y arriver par des essais systématiques, en égalant deux à deux tous les exposants, mais Lagrange

met un point d’honneur à établir un algorithme rigoureux visant à minimiser le nombre d’essais. Cet algo-

rithme, fort clair mais long à exposer (il occupe six pages du mémoire), n’est rien d’autre qu’une variante

du “parallélogramme de Newton” (cf. 1.2.2 et 1.4.2). Dernière remarque d’ordre général : Lagrange si-

gnale qu’on pourrait faire un développement de la solution au voisinage de l’infini, si l’on s’intéressait

aux grandes valeurs de la variable x. Il va de soi qu’on pourrait aussi effectuer un développement au voisi-

nage de n’importe quel autre point. Voyons à présent les exemples contenus dans le mémoire. Lagrange

considère uniquement des équations de Riccati, qu’il écrit sous la forme générale

(1)     N + Py +Qy2 + R
dy
dx
= 0 .
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La raison de cette curieuse restriction n’est pas donnée mais on la devine lorsqu’on se rend compte que,

pour une équation du type (1), toutes les équations transformées vérifiées par   ′y , ′′y , ′′′y ,K sont encore du

type (1) (c’est dû au fait qu’on passe d’une fonction à la suivante par une transformation homographique).

Grâce à cette propriété remarquable, les équations de Riccati sont peut-être les seules équations pour les-

quelles il soit parfois possible de trouver des formules de récurrence définissant complètement le dévelop-

pement en fraction continue de la solution ! Lagrange est bien conscient de cette difficulté (s’il avait réussi

à résoudre par les fractions continues une équation autre qu’une équation de Riccati, il n’aurait pas man-

qué de nous en faire part), mais il préfère ne pas en parler car cela réduirait ouvertement la portée de sa

méthode. Il s’ingénie à souligner, au contraire, que l’équation de Riccati est “très générale” (p. 310).

Le premier exemple est celui de l’équation

(2)     my + (1+ x)
dy
dx
= 0.

Après avoir calculé patiemment les huit premiers termes, Lagrange donne l’expression “générale” de la

solution (il n’y a pas, comme on pourrait le souhaiter aujourd’hui, de raisonnement par récurrence s’ap-

puyant sur une expression littérale du terme générique ; il faut sans doute comprendre que les huit termes

connus permettent d’induire sans ambiguïté tous les suivants) :

  

y = a

1+ m x

1−
(m −1) x

2

1+
m +1

3
x
2

1−
m − 2

3
x
2

1+
m + 2

5
x
2

1−
m − 3

5
x
2

1+
m + 3

7
x
2

1−L

.

La fraction continue s’arrête lorsque m est entier. Lagrange retrouve la même conclusion en intégrant

directement l’équation (2), qui est linéaire. L’intégrale finie est y = a (1+ x)m  ; en identifiant les deux

résultats, Lagrange obtient une expression en fraction continue de (1+ x)m  qu’il juge “assez remar-

quable” (p. 316). Cette nouvelle formule du binôme sert aussitôt de point de départ à cinq pages de cal-

culs virtuoses dans la tradition eulérienne, qui n’ont plus rien à voir avec les équations différentielles. En

prenant m infiniment petit, puis infiniment grand, Lagrange développe en fraction continue les quantités

log(1+ x)  et ex . Par diverses transformations, il trouve encore d’autres développements en fractions con-

tinues des fonctions usuelles hyperboliques et circulaires.

Les deux derniers exemples sont traités de la même manière :

(3)     1− (1+ xn )
dy
dx
= 0 ;

(4)     1+ 2mxy − y2 + nx2 dy
dx
= 0.
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Pour l’équation (3), les fractions continues conduisent à de nouvelles expressions infinies pour certaines

fonctions usuelles ; pour l’équation (4), elles permettent de retrouver des cas d’intégrabilité connus de

l’équation de Riccati.

En définitive, le bilan est en retrait par rapport à ce que laissait supposer l’introduction du mémoire.

Lagrange a mis en évidence deux apports non négligeables des fractions continues : l’obtention de nou-

velles propriétés des fonctions usuelles et l’intégration de certaines équations de Riccati (soit en trouvant

une solution particulière rationnelle, ce qui permet d’achever l’intégration par quadratures, soit au moyen

d’une expression infinie explicite de la solution générale). Mais ces applications restent du domaine des

mathématiques abstraites. Lagrange ne réussit pas à nous convaincre que, comme les séries, les fractions

continues pourraient servir, en pratique, à la résolution approchée d’une équation différentielle quel-

conque. En effet, il reconnaît lui-même que “la forme des fractions continues est peu commode pour les

opérations algébriques” (p. 327). En dehors de cas très spéciaux, on pourra, certes, calculer péniblement

les premiers termes du développement, mais, en général, on n’obtiendra, au bout du compte, qu’une pré-

cision faible en regard d’un volume de calcul prohibitif.

3.2.3. Emploi des fractions continues par Euler

Euler a écrit à au moins deux reprises, en 177562 et 178063, sur l’emploi des fractions continues dans la

résolution des équations différentielles, mais ces travaux n’ont été publiés que longtemps après, à titre

posthume. Les deux mémoires traitent, une nouvelle fois, de l’équation de Riccati dy dx + ay2 = bxm .

Sans entrer dans des détails techniques extrêmement fastidieux (l’ensemble n’est qu’une longue suite de

changements de notations, changements de variables et transformations formelles d’écritures), nous nous

contenterons de résumer le point de départ et les idées essentielles de chacun des textes.

En 1775, Euler s’intéresse aux fractions continues du type

a + 1

b + 1

c + 1

d + 1
e + etc.

,

dont les termes a, b, c, d, e… forment une progression arithmétique de raison ∆. Il nous dit avoir rencontré

ces fractions continues dans diverses recherches antérieures et se propose de développer des résultats déjà

esquissés en 175064.

Euler montre que la somme de la fraction continue est égale à

1+ 1
a∆

+ 1
1.2ab∆2 +

1
1.2.3abc∆3 +

1
1.2.3.4abcd∆4 + etc.

1
a
+ 1

ab∆
+ 1

1.2abc∆2 +
1

1.2.3abcd∆3 +
1

1.2.3.4abcde∆4 + etc.
 .

Pour calculer cette somme, il introduit une variable x et la fonction

62 “Summatio fractionis continuæ cuius indices progressionem arithmeticam constituunt dum numeratores omnes sunt unitates
ubi simul resolutio æquationis Riccatianæ per huiusmodi fractiones docetur”, Opuscula analytica, 2, 1785, pp. 217-239 (daté
du 18 septembre 1775) ; Opera omnia, s. 1, vol. 22, pp. 174-194.
63 “Analysis facilis æquationem Riccatianam per fractionem continuam resolvendi”, Mémoires de l’académie des sciences de
Saint-Pétersbourg, 6, 1813/14, pp. 12-29 (daté du 20 mars 1780) ; Opera omnia, s. 1, vol. 22, pp. 414-430.
64 “De fractionibus continuis observationes”, Commentarii academiæ scientiarum Petropolitanæ, 11, 1750, pp. 32-81 ; Opera
omnia, s. 1, vol. 14, p. 291.
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z =
1+ x∆

a∆
+ x2∆

1.2ab∆2 +
x3∆

1.2.3abc∆3 +
x4∆

1.2.3.4abcd∆4 + etc.

1
a
+ x∆

ab∆
+ x2∆

1.2abc∆2 +
x3∆

1.2.3abcd∆3 +
x4∆

1.2.3.4abcde∆4 + etc.

 .

Son idée est de chercher une équation différentielle vérifiée par z, de résoudre cette équation et de rempla-

cer x par 1 dans la solution, de manière à retrouver la somme de la fraction continue initiale. Notons bien

que la problématique première des recherches d’Euler n’est pas du tout d’intégrer les équations différen-

tielles à l’aide des fractions continues, mais, au contraire, de calculer la somme des fractions continues en

passant par l’intermédiaire d’une équation différentielle (c’est sans doute la présence du quotient de deux

séries qui lui a fait faire un rapprochement avec l’équation de Riccati : cf. 2.1.3 et 2.1.4).

Euler montre que z est la solution, qui vérifie z = a pour x = 0, de l’équation de Riccati

(1)     zzdx = azdx + x∆dx − xdz ,

ce qui lui permet de trouver une expression finie de la somme de la fraction continue, pour certaines

valeurs de ∆ correspondant aux cas connus d’intégrabilité par quadratures de l’équation (1). Dans la der-

nière partie du mémoire, Euler renverse la problématique et intègre au moyen des fractions continues

diverses équations de Riccati qui se ramènent à la forme (1), en retrouvant au passage, lorsque les frac-

tions continues se terminent, les cas d’intégrabilité dus à Daniel Bernoulli.

Le ressort principal des calculs eulériens réside dans l’identification de plusieurs écritures, obtenues

par diverses méthodes, d’un même nombre ou d’une même fonction. Simonov65 a pertinemment souligné

que, dans le cas des équations différentielles, le procédé n’est justifié que dans la mesure où l’on s’est

assuré au préalable de l’unicité de la solution. Or, comme on s’en doute, Euler ne se préoccupe pas plus du

problème de l’unicité que de celui de l’existence. Conformément à la pensée du 18e siècle, il va de soi,

pour lui, que des conditions initiales données déterminent toujours une unique solution. Certes, cette con-

viction est sans conséquence en un point ordinaire, mais, ici, il s’avère que, pour les valeurs positives

de ∆, le point (0, a) est un point singulier de l’équation (1). En un tel point, nous savons que l’unicité n’est

pas garantie : Euler n’aurait-il pas commis des erreurs en identifiant des écritures représentant des solu-

tions distinctes ? En fait, dans le cas présent, le point singulier est toujours un col (au sens de la classi-

fication de Poincaré), c’est-à-dire que, par le point (0, a), passent deux courbes intégrales et deux seule-

ment, dont l’une, d’équation x = 0, ne définit pas z comme fonction de x. Tout se passe donc comme s’il y

avait unicité : Euler ne pouvait pas se tromper.

Dans le second mémoire, celui de 1780, Euler veut simplifier et approfondir les résultats auxquels il

était parvenu à la fin du mémoire précédent. Il part de l’équation de Riccati

(2)     axdz − czdx + zzdx = xndx ,

et remarque que le changement de variables z = c + xn p  conduit à l’équation

axdp − (c + na)pdx + ppdx = xndx ,

qui est identique à (2), au changement près de c en c + na. À partir de là, la voie est ouverte pour obtenir,

par récurrence, le développement de z en une fraction continue dont les termes sont en progression arith-

métique. Euler retrouve ainsi, en raisonnant dans l’autre sens, les résultats du premier mémoire et les enri-

chit de compléments.

65 “Sur les recherches d’Euler dans le domaine des équations différentielles”, op. cit., pp. 134-136.
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On est frappé par la grande similitude entre le mémoire de Lagrange de 1776 et les mémoires d’Euler

de 1775 et 1780. La priorité va certainement à Euler puisque, dès 1750, il percevait un lien entre les frac-

tions continues et les équations de Riccati. Vers 1775, les deux hommes ont repris des recherches sur le

même sujet. Peut-être en ont-ils parlé dans leur correspondance ? On ne sait si Lagrange s’est inspiré du

mémoire d’Euler de 1775 ou si, au contraire, c’est Euler qui, apprenant que Lagrange abordait la question,

a été stimulé pour approfondir les résultats esquissés vingt-cinq ans auparavant. Enfin, il n’est pas impos-

sible que la publication du mémoire de Lagrange, en 1776, ait poussé Euler à entreprendre une troisième

et dernière série d’investigations.

3.2.4. Autres apparitions des fractions continues

La méthode des fractions continues est mentionnée dans le Traité du calcul différentiel et intégral de

Lacroix66, juste après celle des séries. Lacroix indique que la même méthode des coefficients indéterminés

peut être utilisée dans les deux cas et enchaîne en écrivant : “Supposons, par exemple, qu’on ait l’équa-

tion P +Qy + Ry2 + S
dy
dx
= 0, (…)”. Dans la suite, on retrouve, presque mot pour mot — est-ce pour faire

original que les lettres N, P, Q, R ont été changées en P, Q, R, S ? —, le mémoire de Lagrange de 1776,

avec les trois mêmes exemples. Il est clair que Lacroix n’a pas réfléchi lui-même à la technique des frac-

tions continues et qu’il s’est contenté de recopier mécaniquement son modèle, par simple souci d’exhaus-

tivité. En effet, il n’ajoute pas, comme souvent, des commentaires ou des compléments personnels.

En dehors de ces pages didactiques de Lacroix qui n’apportent rien de neuf — sinon sur la manière

dont sont fabriqués les grands traités —, on trouve une nouvelle utilisation des fractions continues dans la

Théorie analytique de la chaleur de Fourier, publiée en 182267. Dans le chapitre VI, Fourier étudie le

mouvement de la chaleur dans un cylindre solide. À un moment, il doit montrer qu’une certaine équation a

toutes ses racines réelles. Dans cette équation, intervient la quantité ′y y, où y est solution de l’équation

différentielle

(1)     y + dy
dθ
+ θ d 2y

dθ 2 = 0,

ce qui l’amène à chercher un développement de ′y y en fraction continue. Des égalités y + ′y + θ ′′y = 0,

′y + 2 ′′y + θ ′′′y = 0 , etc., il tire 
′y

y
= − 1

1+ θ ′′y
′y

, 
′′y
′y = − 1

2 + θ ′′′y
′′y

, etc., et il conclut aussitôt que

′y
y
= − 1

1− θ

2 − θ

3 − θ
4 − etc.

 .

Cette résolution habile ne saurait nous surprendre car nous savons que, si l’on pose z = ′y y , l’équa-

tion linéaire du second ordre (1) se transforme en l’équation de Riccati

dz
dθ

= − z2 − 1
θ

z − 1
θ

.

66 2e éd., t. 2, 1814, pp. 427-435.
67 Théorie analytique de la chaleur, Didot, Paris, 1822, p. 381. Le même passage se trouve déjà dans le mémoire sur la
“Théorie de la propagation de la chaleur”, soumis à l’Académie des Sciences de Paris le 21 décembre 1807 : voir I. Grattan-
Guinnes, Joseph Fourier 1768-1830, The MIT Press, Cambridge (Massachussets) et Londres, 1972, p. 357.
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Fondamentalement, Fourier ne fait donc rien de plus que Lagrange ou Euler.

Ince68 signale d’autres intégrations “logarithmiques” d’équations linéaires du second ordre au moyen

des fractions continues, analogues à celle que nous avons trouvée chez Fourier : au tout début du 20e

siècle, Perron a donné un critère général de convergence et a intégré l’équation de Bessel ; Ince lui-même

a intégré l’équation hypergéométrique. Ces rares exemples confirment les conclusions que nous avons

déjà plus ou moins dégagées et que nous allons récapituler de manière précise :

1) Parce qu’elles sont fonctions homographiques de chacun de leurs termes, les fractions continues

sont intimement liées aux équations de Riccati (de même que, parce qu’elles sont fonctions linéaires de

chacun de leurs termes, les séries entières sont intimement liées aux équations linéaires).

2) L’emploi des fractions continues s’inscrit dans la longue lignée des recherches menées pour réussir

l’intégration algébrique des équations de Riccati, lignée qui devait aboutir, en 1841, au résultat négatif de

Liouville. Chez Euler, en particulier, les fractions continues sont un outil abstrait, d’ordre purement

mathématique, qui n’est pas destiné à l’intégration approchée numérique.

3) Lagrange a tenté, sans succès, de faire des fractions continues une méthode générale d’intégration

approchée analytique et numérique pouvant concurrencer la méthode des séries. Malgré ses efforts, il n’a

pu se détacher des équations de Riccati.

4) Les équations de Riccati sont assez répandues dans la pratique puisqu’elles contiennent les équa-

tions linéaires du premier ordre et que les équations linéaires du second ordre s’y ramènent. La technique

d’intégration approchée par les fractions continues aurait donc pu répondre à une large partie des besoins

de la physique mathématique. Malgré cela, sans doute à cause de la complexité des calculs nécessaires, la

tentative de Lagrange n’a pas connu de prolongement significatif.

3.3. Les séries d’interpolation de Kramp

En 1819/20, le professeur Kramp, doyen de la faculté des sciences de Strasbourg, publie dans les

Annales de Gergonne une série de trois articles consacrés à l’intégration par approximation des équations

différentielles. Il y développe une méthode personnelle et originale, aujourd’hui complètement oubliée.

3.3.1. La méthode de Kramp

Le premier article de la série porte un titre plutôt ambitieux : “Essai d’une méthode générale, servant à

intégrer, avec une approximation illimitée, toute équation différentielle à deux variables”69. Dans l’intro-

duction, Kramp précise ses intentions (p. 1) :

“Dans plusieurs précédents mémoires, nous avons enseigné à construire des formules à l’aide des-

quelles on peut intégrer, entre deux limites données et avec tout le degré d’approximation qu’on peut

désirer, toute fonction différentielle d’une seule variable : nous nous proposons de montrer ici comment,

en suivant l’esprit de la même méthode, on peut parvenir à intégrer, avec le même degré d’approximation,

toute équation différentielle d’ordre et de degré quelconque, entre deux variables x, y. Ce sujet semble

devoir mériter d’autant plus d’intérêt que notre indigence, relativement à cette branche d’analyse, n’est

68 Ordinary differential equations, 1926 ; rééd. Dover, 1956, pp. 178-182.
69 Annales de mathématiques pures et appliquées, recueil périodique rédigé et publié par J. D. Gergonne, t. 10, Nîmes, 1819 et
1820, pp. 1-32.
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malheureusement que trop bien connue ; que les équations généralement intégrables se réduisent à un

très petit nombre de classes ; et qu’encore leurs intégrales ne sont, pour la plupart, que des équations

compliquées et transcendantes, dont on ne saurait, le plus souvent, tirer aucun parti, pour obtenir la

valeur de l’une des variables en fonction de l’autre.”

Nous retrouvons l’énoncé de deux des thèmes constants de l’intégration approchée : d’une part, l’inté-

gration algébrique, malgré son intérêt théorique, ne suffit pas à répondre aux besoins de la pratique ;

d’autre part, la résolution approchée des équations différentielles trouve son inspiration dans le calcul

approché des intégrales.

Entrant ensuite dans le vif du sujet, Kramp considère une équation différentielle quelconque

(1)     
  
F x, y,

dy
dx

,
d 2y
dx2 ,

d3y
dx3 ,KK

dny
dxn





 = 0,

et rappelle que son intégrale générale admet une expression de la forme

  y = f (x, C1, C2 , C3,KK Cn ).

Une fois les constantes   C1, C2 ,K , Cn  déterminées par n conditions distinctes, on obtient une intégrale

particulière y = ϕ(x) . Le problème habituel qui se présente est alors, pour une valeur quelconque a attri-

buée à x, de calculer une valeur approchée de ϕ(a). Kramp se propose d’y parvenir directement, à partir

de l’équation différentielle et des conditions qui déterminent les constantes, sans passer par une intégra-

tion algébrique. L’idée de base est d’approcher la courbe intégrale, au voisinage de a, par une “courbe

parabolique” d’équation

(2)       y = A + Bx + Cx2 +LL + Rxm ,

puis de faire x = a dans cette équation polynomiale. Les m + 1 coefficients sont déterminés par m + 1

équations obtenues en imposant à la courbe (2) de remplir les n conditions déterminant les constantes et,

en outre, de vérifier l’équation (1) pour m – n + 1 valeurs de x peu différentes de a. Kramp conseille de

choisir le degré m de sorte que m – n + 1 soit un entier impair 2p + 1, puis de prendre comme valeurs de x

les nombres   a, a ± z, a ± 2z, a ± 3z,K , a ± pz , avec z très petit. Il propose même de remplacer z par 0

dans le résultat final car, d’après lui, la précision dépend directement de la petitesse de z. Cette précision

sera, d’autre part, d’autant meilleure que le degré m du “polynôme d’interpolation” aura été choisi plus

grand. En fait, ce polynôme apparaît comme la troncature, inévitable en pratique, d’une série d’inter-

polation idéale.

Kramp passe immédiatement, sans autre commentaire et sans la moindre justification, à l’étude

d’exemples. Avant d’examiner ces exemples, nous proposons de reprendre et d’analyser la méthode

— telle que nous l’avons comprise — dans le cas simple du problème de Cauchy

(3)     
dy
dx
= f (x, y)

y(0) = 0.







Cela permettra de mettre en évidence les idées sous-jacentes sans être gêné par la complexité des écri-

tures. Gardons les notations de Kramp : ϕ sera la solution du système (3), a le point en lequel on veut

calculer la valeur de ϕ, z un nombre “petit” et P(x) = A + Bx + Cx2 + Dx3  le polynôme d’interpolation

que, pour fixer les idées, nous supposerons d’abord de degré 3. La condition initiale P(0) = 0 se traduit

par A = 0. Les autres coefficients B, C, D sont déterminés implicitement par le système
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(4)     

′P (a − z) = f (a − z, P(a − z))

′P (a) = f (a, P(a))

′P (a + z) = f (a + z, P(a + z)).







Posons g(x) = f (x, P(x)). D’après la formule de Gregory-Newton et le système (4), le polynôme P vérifie

′P (x) = g(a − z) + (x − (a − z))
∆g(a − z)

z
+ (x − a)(x − (a − z))

∆2g(a − z)
2z2 .

En faisant tendre z vers 0, on obtient

′P (x) = g(a) + (x − a) ′g (a) + (x − a)2

2
′′g (a),

puis, par intégration entre 0 et a,

P(a) = ag(a) − a2

2
′g (a) + a3

6
′′g (a).

En reprenant ces calculs pour un polynôme de degré quelconque et en passant librement d’un degré

fini à un degré infini, on trouve finalement que la valeur, en un point a, de la solution ϕ du problème de

Cauchy est déterminée implicitement par la série infinie (avec, désormais, g(x) = f (x, ϕ(x)) ) :

  
ϕ(a) = ag(a) − a2

2!
′g (a) + a3

3!
′′g (a) − a4

4!
′′′g (a) +L.

Il s’agit exactement de la formule que Jean Bernoulli avait découverte en 1694 (cf. 1.3.3), mais Kramp

y est parvenu par une voie très différente, consistant à généraliser aux équations différentielles l’emploi de

la série d’interpolation de Gregory-Newton (le raisonnement est tout à fait analogue à celui de Taylor dans

le Methodus incrementorum). Le point commun des démarches de Bernoulli et de Kramp est de travailler

localement, non au voisinage du point initial, comme dans la méthode classique des séries, mais au voisi-

nage du point courant, celui en lequel on veut calculer la valeur de la solution. En procédant ainsi, on peut

naturellement espérer une meilleure précision, mais l’inconvénient, que nous avons déjà souligné, est

d’aboutir à une expression implicite de la valeur cherchée. En revanche, la grande originalité de Kramp est

de remplacer le calcul des dérivées successives de la fonction du second membre de l’équation différen-

tielle par le calcul de ses différences finies, ce qui est beaucoup plus simple d’un point de vue pratique.

3.3.2. Application aux fonctions usuelles

Venons-en aux exemples, qui sont présentés de la façon suivante (p. 5) : “Il ne nous reste plus présen-

tement qu’à appliquer notre procédé à des exemples ; mais, afin de faire mieux apprécier les services

qu’on peut s’en promettre, nous choisirons de préférence des équations qu’on sache intégrer, et dont

l’intégrale soit connue. En outre, afin qu’on puisse juger de l’influence du nombre des termes admis dans

la valeur hypothétique de y sur l’exactitude de la formule finale, nous ferons croître ce nombre par degré,

en le prenant d’abord fort petit, et en l’augmentant ensuite successivement.”

Tous les exemples concernent le calcul des fonctions usuelles à partir des équations différentielles qui

les définissent. Le premier problème est le calcul du logarithme naturel y = Log. x  d’un nombre x donné, à

partir du problème de Cauchy

x
dy
dx
= 1

y(1) = 0.
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Kramp applique sa méthode avec, successivement, des polynômes d’interpolation de degré 1, 3, 5. Résu-

mons la conduite du calcul dans le cas du degré 3. Soit a le nombre dont on veut calculer le logarithme et

soit P(x) = A + Bx + Cx2 + Dx3  le polynôme cherché. Ses coefficients sont déterminés par le système

P(1) = 0

(a − z) ′P (a − z) = 1

a ′P (a) = 1

(a + z) ′P (a + z) = 1.










Après résolution du système et remplacement de z par 0, on trouve

P(x) = − 2 − 9a +18a2

6a3 + 3
a

x − 3
2a2 x2 + 1

3a3 x3 .

En faisant finalement x = a, on obtient pour valeur approchée du logarithme

Log.a = − 2 + 9a −18a2 +11a3

6a3 = a −1
a

+ (a −1)2

2a2 + (a −1)3

3a3 .

Ayant trouvé des formules analogues à un, trois et cinq termes, Kramp conclut abruptement (p. 12) :

“Il n’est pas nécessaire d’aller plus loin pour être conduit à soupçonner que, si on admettait une infi-

nité de termes dans la valeur hypothétique de y, auquel cas le procédé pourrait passer pour rigoureux, on

aurait

  
Log. x = x −1

x
+ 1

2
x −1

x






2

+ 1
3

x −1
x







3

+ 1
4

x −1
x







4

+ 1
5

x −1
x







5

+L ;

or, cette valeur est en effet exacte ; car si l’on y fait 
x −1

x
= − t  d’où x = 1

1+ t
, elle devient, en substituant

et changeant les signes,   Log.(1+ t) = t − 1
2 t2 + 1

3 t3 − 1
4 t4 + 1

5 t5 −L, formule connue.

Ainsi, l’exemple que nous avons choisi, tout en justifiant complètement notre méthode, montre claire-

ment, en outre, que cette méthode n’est point seulement un procédé approximatif, mais qu’elle peut même

donner le développement général et rigoureux en série d’une fonction transcendante proposée.”

Ce passage est révélateur d’un certain style des mathématiques du 18e siècle et du début du 19e siècle.

C’est une période où l’on cherche avant tout à découvrir de nouveaux résultats, sans toujours s’attacher à

les établir solidement par un raisonnement déductif rigoureux. Ayant trouvé une formule valable avec un,

trois et cinq termes, Kramp en déduit aussitôt qu’elle est valable pour tout nombre fini de termes, et

même, sans se préoccuper de convergence, pour un nombre infini de termes. De façon analogue, ayant

constaté sur un seul exemple que sa méthode donnait un résultat cohérent, il en conclut qu’elle est complè-

tement justifiée. Nous sommes en plein dans des mathématiques inductives.

Par contre, Kramp distingue bien les deux niveaux d’intégration approchée contenus dans sa méthode :

le “procédé approximatif” lorsqu’on utilise un polynôme d’interpolation de degré fini et le “développe-

ment rigoureux en série” lorsqu’on passe à la limite. Pour les fonctions usuelles, un avantage indirect est

de conduire à des développements en série inhabituels, autres que les classiques développements en série

entière. De même que pour le logarithme, Kramp obtient des expressions infinies pour la fonction expo-

nentielle et les fonctions circulaires, qu’il valide en montrant qu’elles se ramènent aux développements

classiques. Mais, s’attaquant ensuite à la fonction ArcTangente, il ne parvient pas à effectuer la même

réduction pour le développement compliqué auquel il aboutit, ce qui le pousse à écrire (p. 29) : “Il ne

serait peut-être pas aisé de ramener ce développement aux formules connues ; mais on ne saurait néan-
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moins en contester l’exactitude. Pour ne laisser aucun doute à cet égard, appliquons-le à la recherche du

nombre π 4 (…).” Cette phrase est extrêmement intéressante : dans les mathématiques empiriques que

pratique Kramp, il y a deux niveaux de vérification, correspondant aux deux niveaux d’intégration appro-

chée ; lorsque, comme ici, on ne parvient pas à une vérification analytique, on se rabat sur une vérification

numérique. Dans le cas présent, la manœuvre se termine par un succès : Kramp obtient la série

π
4
= − 1

4






n≥1
∑

n−1 20n2 −19n + 4
(4n − 3)(4n − 2)(4n −1)

,

dont les treize premiers termes fournissent neuf décimales correctes pour π 4.

À l’issue de ce premier article, nous restons sur notre faim. Les équations différentielles vérifiées par

les fonctions usuelles sont très simples ; comme elles sont linéaires, les coefficients du polynôme d’inter-

polation sont déterminés par un système d’équations lui-même linéaire, donc facile à résoudre. Par contre,

nous aimerions savoir comment procède Kramp face à une équation différentielle non linéaire et, en parti-

culier, comment il gère, dans ce cas, la résolution du système d’équations non linéaires, dépendant des

deux paramètres a et z, sur lequel tout repose ! La conclusion de l’article nous laisse espérer de prochaines

informations (p. 32) : “Nous étant ainsi assurés de l’exactitude et de la commodité de notre méthode, par

son application à des cas déjà connus ; il ne nous reste plus qu’à l’appliquer à des équations différen-

tielles qu’on ne sait pas encore intégrer, et à examiner si elle ne serait pas susceptible de quelques sim-

plifications ; et ce sera l’objet d’un second mémoire.”

3.3.3. Application aux équations linéaires à coefficients constants

Le second article de la série est intitulé “Intégration par approximation de toute équation différentielle

quelconque”70. Pourtant, il est entièrement consacré à une méthode d’intégration approchée de l’équation

(1)     y + dy
dx
= Q,

où Q est une fonction connue de x, avec, il est vrai, la vague indication que la même méthode pourrait être

appliquée à une équation linéaire d’ordre quelconque et à coefficients constants.

Kramp rappelle que l’équation (1) admet l’intégrale générale y = Ce− x + e− x ex∫ Q dx  et constate que,

dans la pratique, on doit tout d’abord calculer l’intégrale contenue dans l’expression de la solution particu-

lière par une méthode approchée, puis effectuer la multiplication par e− x . Il lui semble plus économique

de déterminer directement une solution particulière de l’équation (1) par une méthode approchée, sans

passer par l’expression exacte.

Le principe général du procédé utilisé est le suivant : on cherche la solution sous la forme d’un poly-

nôme de degré m vérifiant l’équation (1) en m + 1 points équidistants de l’intervalle d’intégration. Par rap-

port à la méthode exposée dans l’article précédent, on peut noter deux évolutions :

1) On n’impose plus au polynôme de vérifier une condition initiale puisque, à présent, on souhaite

simplement trouver une solution particulière, n’importe laquelle, de l’équation (1).

2) Surtout, Kramp a renoncé à son idée la plus originale, qui était de chercher un polynôme différent

au voisinage de chaque point a, avec des points d’interpolation de la forme   a, a ± z, a ± 2z,K. De ponc-

tuelle, la technique devient globale : on utilise désormais un unique polynôme d’interpolation, valable sur

70 Annales de mathématiques pures et appliquées, t. 10, pp. 317-340.
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tout l’intervalle d’intégration. C’est sans doute face à la complexité des calculs nécessités par sa première

méthode que Kramp a révisé ses ambitions à la baisse.

Le nouveau procédé est une adaptation directe aux équations différentielles des techniques, fondées

sur l’interpolation polynomiale, que Newton avait imaginées pour le calcul approché des intégrales.

Kramp affirme qu’avec un polynôme de degré m, on obtiendra environ m décimales exactes, ce qui ne

peut apparaître que comme une pétition de principe : on ne voit pas du tout ce qui pourrait garantir une

telle précision.

Dans la partie centrale de l’article, Kramp cherche un polynôme  y = A + Bx + Cx2 + Dx3 +L + N x12

du douzième degré, et prend comme points d’interpolation les valeurs entières de 0 à 12. Par la résolution

d’un système linéaire de treize équations à treize inconnues, il calcule les coefficients du polynôme en

fonction des différences finies de la fonction Q du second membre de l’équation différentielle. En posant

qi = Q(i) , ∆qi = qi+1 − qi, ∆
2qi = 1

2 (∆qi+1 − ∆qi ) , ∆3qi = 1
3 (∆

2qi+1 − ∆
2qi ), etc., il obtient, après des calculs

fort longs,

y = q0

+ (x −1)∆q0

+ (x2 − 3x + 3)∆2q0

+ (x3 − 6x2 +14x −14)∆3q0

+ (x4 −10x3 + 41x2 − 88x + 88)∆4q0

+ etc.

Ce polynôme de degré 12 est censé couvrir tous les besoins puisque, dans la pratique, on n’utilise

jamais plus de douze décimales et que, d’autre part, on peut obtenir tous les polynômes d’interpolation de

degré inférieur en supprimant simplement, dans la formule, les différences finies d’ordre trop élevé. Tou-

tefois, Kramp ne s’en tient pas là et dégage, de manière inductive, une loi générale de formation des coef-

ficients du polynôme d’interpolation de degré quelconque. Son commentaire final révèle le même niveau

de rigueur que dans le premier article (p. 330) : “La démonstration rigoureuse de ce théorème serait sans

doute fort difficile ; mais en attendant nous l’adopterons, avec d’autant plus de fondement qu’il nous con-

duira à des résultats exacts et décisifs.”

Kramp termine justement en vérifiant que, dans quelques exemples où le second membre Q de l’équa-

tion différentielle est un polynôme de bas degré, la formule générale d’interpolation fournit l’unique solu-

tion polynomiale exacte de l’équation. Mais, comme dans son premier article, il repousse à plus tard les

“vrais” exemples de résolution approchée qui pourraient permettre d’apprécier réellement les avantages de

sa méthode (p. 340) : “Les résultats obtenus dans ce mémoire ont tous été exacts et rigoureux ; et ils ont

dû l’être à raison de ce que les exposants de toutes les puissances dont se composait la quantité Q étaient

entiers et positifs. Dans le mémoire qui suivra celui-ci, nous prendrons pour Q des fonctions quelconques

de x ; nous leur appliquerons la même méthode ; nous serons conduits à des résultats absolument neufs, et

nous aurons lieu d’être satisfaits de leur exactitude ; conséquence nécessaire de l’approximation que

nous avons employée.”

Le troisième et dernier article s’intitule simplement “De l’intégration approchée des équations diffé-

rentielles”71 (on observera que, depuis le début, chaque titre est plus sobre que le précédent, comme si

Kramp découvrait progressivement la difficulté du problème et prenait conscience de son impuissance à le

71 Annales de mathématiques pures et appliquées, t. 10, pp. 361-378.
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résoudre efficacement en toute généralité). Cet article ne peut que décevoir : Kramp y reprend simplement

les calculs précédents dans le cas de l’équation différentielle à peine plus générale

y + n
dy
dx
= Q,

où n est un facteur constant. À cause de la présence du paramètre n, la résolution du système linéaire de

treize équations à treize inconnues est extrêmement compliquée : à elles seules, les valeurs obtenues pour

les treize coefficients du polynôme d’interpolation occupent huit pages du mémoire !

Kramp vérifie à nouveau que la méthode donne une solution particulière exacte dans le cas où le

second membre de l’équation différentielle est un polynôme et conclut : “La méthode est surtout infini-

ment précieuse dans les cas innombrables où la différentielle (…) n’est pas intégrable à la rigueur ; parce

qu’alors elle fait connaître la véritable valeur de l’inconnue ou de la variable y, avec une approximation

beaucoup plus rapide que toute autre méthode connue ; ce que nous ferons voir dans le premier mémoire

qui suivra celui-ci.”

Nous avons épluché en vain toute la collection des Annales de Gergonne : il n’y eut pas d’autre

mémoire. Kramp n’est sans doute jamais parvenu à rendre ses techniques opérationnelles pour des équa-

tions différentielles suffisamment générales. Nous retiendrons de lui l’image d’un mathématicien de

second ordre qui n’a guère le sens de l’analyse numérique. Trop soucieux de mettre au point des procédés

qui redonnent des résultats exacts dans les cas où les équations différentielles sont intégrables sous forme

finie, il ne parvient pas à penser véritablement en termes d’intégration approchée. Malgré la présence de

quelques idées intéressantes, ses articles n’ont pas eu de postérité et ses méthodes n’ont jamais été

appliquées.

3.4. L’impasse de l’algébrisation de l’analyse

Il est temps de mettre un peu d’ordre dans le foisonnement d’algorithmes infinis auquel nous venons

d’assister. Dès le milieu du 18e siècle, ce souci fut celui de certains auteurs, à commencer par Condorcet,

qui travaillèrent à des classifications et des généralisations.

3.4.1. Une classification de Condorcet

En 1768, Condorcet esquisse une classification des algorithmes infinis pouvant servir à l’intégration

des équations différentielles72 :

“Je vais examiner ici différentes formes de suites infinies, pour voir s’il n’y en a pas quelqu’une qui

puisse, dans tous les cas, donner une valeur approchée de y, quelle que soit l’équation différentielle

entre y & x. Je considère d’abord la suite infinie de la forme a + bx + cx2 + d x3, &c. Cette suite peut tou-

jours représenter y, si, l’équation étant donnée en y & ′x , on y a fait ′x = x + g , g restant une constante

indéterminée. (…)

Je prends ensuite la forme 
a + bx + cx2 + d x3 + ex4 , &c.
′a + ′b x + ′c x2 + ′d x3 + ′e x4 , &c.

. Cette dernière forme peut quelquefois

représenter la valeur de y, quel que soit x, d’une manière approchée, même y étant toujours petit (…).

72 “Lettre à M. d’Alembert sur le système du monde et le calcul intégral”, op. cit., pp. 83-86.



Chapitre II 113

Laissant donc ces deux formes de suites, qui ne peuvent être d’une grande utilité, je considère cette

nouvelle forme, a + bcos. x + ccos.2x + d cos.3x + ecos.4x, &c. Cette suite, qui représente généralement

la valeur de y en x, & qu’on peut rendre plus généralement convergente en prenant la forme

  

a + bcos. x + ccos.2x +L&c.

+ ′b sin. x + ′c sin.2x +L&c.

a l’avantage de pouvoir représenter y à peu près, quel que soit x (…).”

Dans cette classification, on retrouve toutes les expressions formelles imaginées auparavant : les séries

entières (utilisées depuis Newton), les quotients de deux séries entières (apparus à propos des équations de

Riccati) et les séries trigonométriques (introduites par Euler en mécanique céleste). Condorcet se propose

d’examiner sous quelles conditions chacun de ces développements infinis est susceptible de représenter la

solution d’une équation différentielle et dans quelles limites il est convergent. Malheureusement, le résul-

tat est d’autant plus décevant que le projet était ambitieux : le texte de 1768, des plus obscurs, n’apporte

aucune réponse exploitable à ces questions essentielles. Faute d’hypothèses précises sur la forme des

équations différentielles, en l’absence de toute étude de cas concrets, le programme de Condorcet se dilue

dans une généralité excessive jusqu’à en devenir inconsistant.

Entre les lignes du texte de Condorcet, on retrouve certaines des tendances des mathématiques de la fin

du 18e siècle73 : intérêt pour les problèmes les plus généraux, recherche de méthodes universelles, pri-

mauté de l’algèbre. Dans le droit fil des conceptions cartésiennes, le premier rôle est accordé à la méthode

des coefficients indéterminés : la solution d’un problème quelconque est cherchée sous une forme géné-

rale donnée a priori, finie ou infinie, avec des coefficients littéraux à déterminer par les conditions du pro-

blème. Comme on s’en doute, une telle démarche, aussi séduisante soit-elle, bute immanquablement sur la

complexité des calculs nécessaires, qui deviennent vite inextricables.

3.4.2. La tendance à l’algébrisation de l’analyse

Les travaux de Condorcet se rattachent, en partie, à un mouvement général d’algébrisation de l’ana-

lyse. Ce mouvement74 commence en 1748 avec l’Introductio in Analysin Infinitorum d’Euler. Dans ce

traité, Euler se propose d’exposer les préliminaires algébriques à l’étude du calcul infinitésimal. Il s’agit

d’une sorte d’exploration systématique des possibilités de calcul formel sur les expressions infinies. Les

problèmes philosophiques liés à l’infini étant évacués, la justification des raisonnements provient de la

simple manipulation correcte des symboles selon des règles bien précises.

En continuité avec Euler, Lagrange adopte également une position algébrique et formelle dans sa

Théorie des fonctions analytiques de 1797 : “Le calcul des fonctions sert de plus à lier le calcul différen-

tiel directement à l’algèbre, dont on peut dire qu’il a fait jusqu’à présent une science séparée. (…) Il est

donc plus naturel et plus simple de considérer immédiatement le développement des fonctions sans

employer le circuit métaphysique des infiniment petits ou des limites ; et c’est ramener le calcul différen-

tiel à une origine purement algébrique, que de le faire dépendre uniquement de ce développement.”

Selon cette conception formaliste, une fonction se confond avec la loi de formation des termes de la

série qui la représente. Dans le même esprit, on voit apparaître diverses théories des dérivations, dont le

73 Les caractéristiques générales de l’œuvre mathématique de Condorcet ont été analysées par Christian Gilain et Christian
Houzel in Condorcet : mathématicien, économiste, philosophe, homme politique, Colloque international sous la direction de
Pierre Crépel et Christian Gilain, Minerve, 1989.
74 Sur les travaux d’Euler et Lagrange que nous évoquons ci-après, voir les articles de Christian Houzel et Jean-Louis Ovaert in
Philosophie et calcul de l’infini, Maspero, Paris, 1976.
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but est de déterminer la loi par laquelle les termes successifs du développement d’une fonction “dérivent”

l’un de l’autre. L’une de ces théories, parmi les plus abouties, se rencontre dans l’ouvrage Du calcul des

dérivations, publié en 1800 par le mathématicien alsacien Arbogast75. Par ailleurs, les théories de la déri-

vation ont une étroite parenté avec les travaux de l’École combinatoire allemande dont Kramp, un autre

alsacien, est l’un des représentants les plus significatifs. Ces mathématiciens élaborent, d’une part, des

formules de développement très générales à l’aide d’un symbolisme de plus en plus abstrait, et, d’autre

part, des tables de coefficients destinées à développer concrètement les fonctions qui interviennent dans

des situations précises. Pour son Analyse des réfractions astronomiques et terrestres de 1798, Kramp a,

par exemple, introduit la notion de “faculté analytique” (une généralisation de la notion de factorielle),

avec la notation

  a
n|d = a(a + d)(a + 2d)K a + (n −1)d[ ],

et a exposé une théorie de ces expressions.

Quant on souhaitait intégrer les équations différentielles les plus générales, il était difficile de ne pas

succomber à la tentation algébrique. En faisant appel à des formes de développements infinis de plus en

plus complexes, on espérait réussir une intégration pouvant être qualifiée d’“exacte” dans la mesure où la

loi de formation du développement serait parfaitement élucidée. Entre les mains d’analystes de premier

plan, qui restent proches des grands problèmes théoriques, des applications et du calcul numérique, cette

position peut être féconde : lorsqu’Euler fait intervenir les séries trigonométriques, il s’agit d’accélérer la

convergence des séries de la mécanique céleste (cf. 3.1) ; lorsqu’Euler et Lagrange font appel aux frac-

tions continues, c’est afin de réussir l’intégration par quadratures des équations de Riccati (cf. 3.2). Les

nouvelles expressions infinies introduites dans ces conditions, même en l’absence d’utilité immédiate,

portent en germe de grandes théories : séries de Fourier et approximants de Padé. Par contre, chez les

mathématiciens de second ordre, la position formaliste devient vite stérile. Nous en avons rencontré un

exemple caricatural (cf. 3.3.3) lorsque nous vîmes Kramp dresser, au prix d’un énorme calcul, une table de

polynômes d’interpolation pour l’intégration approchée des équations différentielles linéaires du premier

ordre à coefficients constants !

3.4.3. Résolution “technique” de toutes les équations différentielles par Wro\o(´;n)ski

Un cas extrême, un peu à part dans l’histoire des mathématiques, est celui de Wro\o(n;´)ski. Né en

Pologne, J\o(´;o)zef Maria Hoëné, dit Wro\o(n;´)ski, s’installe à Paris en 1810. Peu après, il soumet à

l’Institut plusieurs mémoires assez étranges, mêlant mathématiques et philosophie, qui reçoivent un

accueil distant. Des versions enrichies de ces textes peu connus ont été imprimées par la suite.

Dans l’Introduction à la philosophie des mathématiques et Technie de l’algorithmie76, Wro\o(n;´)ski

reprend la notation des factorielles générales de Kramp :  x
m|ξ = x(x + ξ )(x + 2ξ )(x + 3ξ )K, et introduit,

pour une fonction ϕ quelconque de la quantité x, ce qu’il appelle “faculté algorithmique générale” :

  ϕ xm|ξ = ϕ x.ϕ(x + ξ ).ϕ(x + 2ξ ).ϕ(x + 3ξ )K À partir de là, un peu dans le même esprit que Condorcet, il

entreprend une classification des algorithmes infinis utilisés en mathématiques, qu’il ramène à “quatre

algorithmes techniques primitifs” :

1) schéma des “séries” : Fx = A0 + A1ϕx + A2ϕx2|ξ + A3ϕx3|ξ + etc. (où ϕ est une fonction arbitraire

prise pour “mesure algorithmique”) ;

75 Voir la thèse de Jean-Pierre Friedelmeyer : “Le calcul des dérivations d’Arbogast dans le projet d’algébrisation de l’analyse
à la fin du XVIIIe siècle”, Cahiers d’histoire et de philosophie des sciences, n° 43, Université de Nantes, 1994.
76 Courcier, Paris, 1811.
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2) schéma des “fractions continues” : Fx = A0 +
ϕx

A1 +
ϕ(x + ξ )

A2 +
ϕ(x + 2ξ )
A3 + etc.

 ;

3) schéma des “produites continues” : Fx = f 0x × f1x × f 2x × f 3x × etc.  ;

4) schéma des “facultés strictement dites” : Fx = (ψz)ϕx |ξ  (où z et ξ sont des quantités données, ψ une

fonction de z et ϕ une fonction arbitraire de x prise pour “mesure algorithmique”).

Il se propose ensuite de définir un “algorithme technique systématique”, appelé “Loi algorithmique

absolue” (p. 252) :

“Soit donc Fx une fonction, donnée immédiatement ou médiatement, dont on demande la mesure ou

l’évaluation, c’est-à-dire la génération technique ; et soient Ω0 ,Ω1,Ω2 , etc.  des fonctions arbitraires de

la variable x, prises pour la mesure algorithmique, fonctions qui peuvent être liées par une loi, ou n’avoir

entre elles aucune liaison ; on aura, suivant la déduction précédente, pour la génération technique en

question, l’expression générale

Fx = A0 .Ω0 + A1.Ω1 + A2 .Ω2 + A3.Ω3 + etc.,

A0 , A1, A2 , etc.  étant des quantités indépendantes de la variable x. (…)

Nous nous contenterons ici de remarquer que cette loi fondamentale doit consister dans l’expression

algorithmique générale des coefficients A0 , A1, A2 , etc. , qui sont évidemment des quantités composées de

déterminations particulières de la fonction proposée Fx et des fonctions auxiliaires Ω0 ,Ω1,Ω2 , etc.  ; et

de plus, que ces déterminations particulières doivent être arbitraires, ou correspondre à une valeur arbi-

traire de la variable x, pour que la loi en question ait une généralité absolue.”

La possibilité d’un telle loi générale de développement des fonctions provient directement de considé-

rations métaphysiques. En particulier, le problème de la convergence ou de la divergence des développe-

ments est présenté comme dépassé (p. 230) : “De là vient proprement la signification déterminée des

séries dites divergentes ; signification qui était un des points les plus obscurs de la métaphysique de

l’Algorithmie : on voit, en effet, suivant notre déduction, que toutes les séries en général, convergentes ou

divergentes, sont, dans tous les cas, les résultats des transformations consécutives véritables des fonctions

qu’elles servent à développer, en fonctions prises pour moyen de ce développement. Nous pouvons nous

dispenser de parler des conditions de la convergence des séries, et d’autres résultats, faciles à déduire

des principes métaphysiques que nous avons reconnus pour ces fonctions techniques.”

Grâce à sa loi algorithmique absolue, Wro\o(n;´)ski n’hésite pas à considérer les mathématiques

comme une discipline en voie d’achèvement (p. 263) : “Tous les problèmes des Mathématiques, en les

considérant par rapport à la détermination de la valeur des quantités, peuvent être résolus aujourd’hui.”

De notre côté, nous aimerions évidemment savoir comment la loi algorithmique absolue permet d’intégrer

une équation différentielle quelconque ! Un début de réponse est donné dans la Réfutation de la théorie

des fonctions analytiques de Lagrange77, publiée en 1812 :

“Pour compléter l’utilité que peut donner, au Mémoire présent, cette résolution technique de l’équa-

tion générale, nous allons l’appliquer, comme exemple, à la détermination d’une quantité x donnée par

une équation quelconque 0 = Φ(x, a), immanente ou transcendante, primitive ou différentielle ; Φ(x, a)

désignant une fonction quelconque des quantités x et a. Nous nous contenterons ici de déduire le dévelop-

77 Blankenstein, Paris, 1812, p. 32.
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pement de x, suivant les puissances d’une fonction génératrice arbitraire ϕa  de la quantité a : c’est déjà

beaucoup plus que ce qu’on a fait jusqu’à ce jour dans l’Algorithmie.”

Pour ce faire, la fonction Φ(x, a)  est d’abord développée en série sous la forme

(1)     0 = A0 + A1.ϕa + A2 .(ϕa)2 + A3.(ϕa)3 + etc.

Les coefficients A0 , A1, A2 , etc.  de ce développement sont des fonctions de x, obtenues à partir des fonc-

tions Φ, ϕ et d’une valeur particulière ȧ  de a selon des formules complexes de dérivation. Ensuite, la

seconde étape consiste à résoudre l’équation (1) par rapport à x, ce qui aboutit à une expression explicite

de la quantité x en fonction de a, du type

x = Q0 +Q1.ϕa +Q2 .(ϕa)2 +Q3.(ϕa)3 + etc.,

avec des coefficients Q0 , Q1, Q2 , etc.  déterminés par une sorte de formule générale du retour des séries.

La description du procédé de résolution est suivie de cette conclusion :

“Pour peu qu’on examine cette application de la résolution technique de l’équation générale, on verra

facilement, ainsi que nous l’avons annoncé, que cette résolution embrasse les équations primitives et les

équations différentielles. Dans le cas de ces dernières équations, les fonctions A0 , A1, A2 , etc.  seront des

fonctions de x et des dérivées différentielles de cette variable ; et il faudra, dans les expressions des coef-

ficients Q0 , Q1, Q2 , etc. , considérer ces dérivées comme étant des fonctions de x, et substituer après les

opérations, à leur place, leurs valeurs données par les équations différentielles de l’équation proposée.”

D’une certaine façon, Wro\o(n;´)ski ambitionne de réaliser un aboutissement formel de la méthode des

séries dans la double tradition des fondateurs du calcul infinitésimal. Le désir d’un algorithme unique, à la

fois pour les équations ordinaires et pour les équations différentielles, se situe directement dans la filiation

de la méthode des suites infinies de Newton. Par contre, la volonté de définir explicitement la loi de for-

mation du développement, de façon à en embrasser simultanément l’ensemble des termes, est pleinement

leibnizienne. Enfin, du point de vue technique, l’algorithme de Wro\o(n;´)ski apparaît comme une

gigantesque généralisation de la méthode de la série de Taylor, dont il englobe les deux formes, implicite

et explicite.

Malheureusement, la théorie de Wro\o(n;´)ski reste, en grande partie, à l’état de programme. Le texte,

obscur et laconique, ne permet pas de porter un jugement véritable sur cette audacieuse construction. Les

formules, extrêmement abstraites, ne sont pas démontrées — si ce n’est par des arguments métaphy-

siques — et aucun exemple ne vient nous convaincre qu’elles sont réellement utilisables pour un calcul

effectif. D’après l’article “Wro\o(n;´)ski” du Dictionary of scientific biography, il semblerait que des tra-

vaux de la fin du 19e siècle et du début du 20e siècle aient précisé et justifié la “loi suprême” de

Wro\o(n;´)ski. En ce qui nous concerne, nous nous contenterons de donner la parole aux contemporains du

mathématicien polonais, afin de savoir comment une théorie aussi étrange et ambitieuse a été perçue lors

de sa divulgation. Assez curieusement, on trouve le commentaire suivant dans un dictionnaire de 183578 :

“Mais, si la résolution théorique des équations différentielles est encore si peu avancée, il n’en est pas

ainsi de leur résolution technique, ou, comme on le dit communément de leur résolution par approxima-

tion, cette dernière est complètement donnée par une formule de développement très remarquable, due à

M. Wronski.”

78 A. S. de Montferrier, Article “Intégral (Calcul)”, Dictionnaire des sciences mathématiques pures et appliquées, Dénain et
Delamare, Paris, 1835, p. 142.
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Comment un dictionnaire sérieux de mathématiques pouvait-il affirmer que le problème de l’inté-

gration approchée était ainsi résolu de manière définitive ? Plus réaliste semble l’appréciation portée par

Legendre et Arago79 sur l’un des mémoires de Wro\o(n;´)ski :

“On a peine à deviner les raisons qui peuvent déterminer M. Wronski à ne donner toujours ses for-

mules, que comme des espèces d’énigmes dont il invite les géomètres à chercher la solution. N’aurait-on

pas quelque sujet de penser qu’à force de généraliser les formules de développement, l’auteur n’est plus

en état de les démontrer ?

Il ne sera pas peut-être inutile de remarquer ici que ces formules, quelque générales qu’elles soient,

n’ont qu’une utilité bornée ; elles ne peuvent servir que dans des cas très simples, et il est fort douteux

qu’on tire jamais parti, pour la solution de quelque problème important, des formules prolixes que

quelques géomètres allemands ont publiées sur le développement des fonctions. (…)

En résumé, vos commissaires ne peuvent avoir aucune opinion sur les formules de développement que

renferme le Mémoire dont nous venons de rendre compte, parce que l’auteur ne les a pas démontrées ; et

parce que, de plus, il les a présentées en termes inintelligibles.”

3.4.4. Insuffisance de l’analyse algébrique

Pouvait-on résoudre le problème de l’intégration approchée en s’appuyant seulement sur l’algèbre ?

Après les travaux de Condorcet, Kramp ou Wro\o(n;´)ski, il semble que non : la voie de l’analyse algé-

brique apparaît comme une impasse. De plus, au début du 19e siècle, on assiste à un renouvellement du

concept de fonction à la suite des avancées de la physique. Une fonction devient un objet plus abstrait, non

nécessairement exprimable au moyen des seules opérations algébriques. Dans ce cadre élargi, l’analyse

algébrique se montre encore plus défaillante. Le temps des égalités portant sur des expressions infinies est

dépassé ; l’avenir appartient à des méthodes nouvelles fondées sur des inégalités et des encadrements. Le

problème central va vite devenir celui de la convergence des séries et de l’évaluation de leurs restes.

79 Rapport de l’Institut, sur la «Réfutation de la Théorie des Fonctions analytiques de Lagrange», lu à la Classe des Sciences,
lundi 11 novembre 1811, et fait par MM. Legendre et Arago (ce rapport est cité et critiqué par Wro\o(n;´)ski lui-même dans son
livre de 1812).
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4. Convergence des séries et existence des intégrales

Après le foisonnement créateur du 18e siècle, vient une période de réflexion sur les fondements. On

souhaite introduire en analyse une rigueur comparable à celle que les Anciens avaient conférée à la géo-

métrie. En ce qui concerne l’intégration des équations différentielles, des doutes s’insinuent quant à la va-

lidité du recours aux séries infinies, avant que la méthode ne soit enfin légitimée par Cauchy et, de façon

indépendante, par Weierstrass.

4.1. Doutes sur la méthode des séries

4.1.1. L’emploi des séries au 18e siècle

D. T. Whiteside80 a inventorié les anticipations de la notion de convergence d’une suite dans les

mathématiques anciennes et médiévales, ainsi que chez les géomètres anglais de la fin du 17e siècle,

notamment Newton, Brouncker, Gregory. Ces mathématiciens avaient, de façon assez naturelle, une per-

ception empirique correcte des problèmes de convergence car ils employaient toujours les suites ou les

séries infinies dans un contexte de calcul numérique.

Au siècle suivant, les séries sont utilisées de manière plus abstraite, dans un cadre qui s’apparente à

l’actuelle théorie des séries formelles. Une certaine séparation s’installe entre le domaine numérique et le

domaine formel : on considère que les séries, plus généralement les expressions infinies, représentent tou-

jours un nombre ou une fonction, bien que, dans certains cas, elles soient impropres au calcul numérique ;

lorsqu’elles sont divergentes (ou trop lentement convergentes), elles peuvent néanmoins faire l’objet de

manipulations algébriques ou analytiques conduisant à d’autres expressions mieux adaptées au calcul.

Euler, par exemple, manifeste un sens intuitif très correct des notions de limite et de rapidité de con-

vergence d’une suite. Il imagine de nombreuses transformations pour accélérer la convergence des séries,

en vue de calculs numériques très précis. Simultanément, il manipule sans gêne des séries divergentes et

essaie de les “sommer” à l’aide d’autres expressions analytiques de la fonction représentée. C’est ainsi81

que la série   y = x − 1!x2 + 2!x3 − 3!x4 + L, qui diverge pour toute valeur non nulle de la variable, est

formellement solution de l’équation différentielle x2 ′y + y = x . Or cette équation admet une seule solution

dans [0, + ∞[ telle que y(0) = 0, donnée par y(x) = e1/ x 1
t

e− 1/ tdt
0

x
⌠
⌡

. Euler en déduit, pour x = 1, l’égalité

  
e

1
t

e− 1/ tdt
0

1
⌠
⌡

= 1 − 1! + 2! − 3! + L + (−1)n n! + L.

80 “Patterns of mathematical thought in the later seventeenth century”, Archive for history of exact sciences, vol. 1, 1960/62,
pp. 179-388 (voir le paragraphe “Infinite series, limit-processes and convergence”, pp. 252-270).
81 “De seriebus divergentibus”, Novi commentarii academiæ scientiarum Petropolitanæ, 5, 1760 (1754/5), pp. 205-237 ; Opera
omnia, s. 1, t. 14, pp. 585-617.
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En quelques mots, le point de vue du 18e siècle sur les séries pourrait se résumer ainsi : on se contente,

en général, d’un traitement algébrique formel bien qu’on dispose de la définition d’une série convergente

et qu’on sache déterminer le domaine de convergence de certaines séries à termes variables ; de plus,

l’emploi des séries divergentes conduit, le plus souvent, à des résultats cohérents malgré l’apparition de

quelques paradoxes qui entraînent des polémiques.

4.1.2. Les précurseurs de Cauchy

En 1797, avec la Théorie des fonctions analytiques, et en 1808, avec les Leçons sur le calcul des fonc-

tions, Lagrange tente de fonder le calcul différentiel sur le développement des fonctions en séries

entières82. Tout en proclamant le caractère algébrique et formel du développement (cf. 3.4.2), il souligne

la nécessité de légitimer le passage du formel au numérique par une preuve rigoureuse de la convergence

de la série. À cet effet, il établit la formule de Taylor avec reste intégral et la formule de Taylor avec reste

“de Lagrange”, formules qui permettent, par un encadrement du reste, de prouver la convergence et d’es-

timer l’erreur provenant des termes négligés. Par là, Lagrange s’oppose vigoureusement au flou des

méthodes de ses prédécesseurs : “La perfection des méthodes d’approximation dans lesquelles on emploie

les séries, dépend non seulement de la convergence des séries, mais encore de ce qu’on puisse estimer

l’erreur qui résulte des termes qu’on néglige, et à cet égard on peut dire que presque toutes les méthodes

d’approximation dont on fait usage dans la solution des problèmes géométriques et mécaniques, sont

encore très imparfaites. Le théorème précédent pourra servir dans beaucoup d’occasions à donner à ces

méthodes la perfection qui leur manque, et sans laquelle il est souvent dangereux de les employer.”83

Dès 1784, Lagrange avait d’ailleurs appliqué magistralement ces principes dans un mémoire consacré au

calcul numérique des intégrales elliptiques84 : contrairement aux usages de l’époque, il y prouvait systé-

matiquement la convergence des séries et calculait des majorants simples de leurs restes.

D’autres mathématiciens manifestent, à l’occasion de problèmes particuliers, une attitude analogue à

celle de Lagrange. En 1813, Gauss fait une étude rigoureuse de la convergence de la série hypergéomé-

trique pour les valeurs réelles et complexes de la variable ; l’année précédente, dans une lettre à Bessel, il

s’était élevé contre l’usage des séries divergentes. De même, en 1816, Bolzano étudie la convergence de la

série du binôme en critiquant les démonstrations antérieures de la formule du binôme, fondées, selon lui,

sur un emploi abusif des séries infinies.

Le mathématicien portugais J. Anastácio da Cunha, redécouvert récemment, est également à citer par-

mi les précurseurs de Cauchy. Dans un traité peu connu85, publié en portugais en 1790 et traduit en fran-

çais en 1811, il cherche à exposer avec rigueur l’analyse infinitésimale. En ce qui concerne les séries, il

donne une définition de la convergence, s’interdit d’employer des séries divergentes et détermine chaque

fois le domaine de convergence des séries à termes variables grâce à un critère de comparaison terme à

terme des séries à termes positifs (en général, il compare la série étudiée à une série géométrique). Cepen-

dant, les historiens n’ont pas tous compris de la même façon la définition de la convergence donnée par

Cunha : alors que Youschkevitch86 l’avait interprétée restrictivement, Franco de Oliveira87 a soutenu de

manière convaincante qu’elle était équivalente au “critère de Cauchy”.

82 J.-L. Ovaert, “La thèse de Lagrange et la transformation de l’analyse”, in C. Houzel, J.-L. Ovaert, P. Raymond, J.-J. Sansuc,
Philosophie et calcul de l’infini, Maspero, Paris, 1976.
83 Théorie des fonctions analytiques, Paris, 1797, p. 50.
84 “Sur une nouvelle méthode de calcul intégral pour les différentielles affectées d’un radical carré sous lequel la variable ne
passe pas le quatrième degré”, Mémoires de l’Académie royale des sciences de Turin, t. 2, 1784-85 ; Œuvres, t. 2, pp. 253-312.
85 Principios mathematicos, Lisboa, 1790 ; Principes mathématiques, Bordeaux, 1811.
86 “J. A. da Cunha et les fondements de l’analyse infinitésimale”, Revue d’histoire des sciences, t. 24, n° 1, 1973, pp. 3-22.
87 “Anastácio da Cunha and the concept of convergent series”, Archive for history of exact sciences, vol. 39, 1988, pp. 1-12.
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4.1.3. Cauchy et les séries

Le traité de Cunha étant passé inaperçu, c’est à Cauchy qu’allait revenir l’honneur d’asseoir sur des

bases solides et quasi définitives la théorie des séries. Ses fonctions de professeur à l’École Polytechnique

l’avaient amené à entreprendre, à partir de 1816, une réflexion en profondeur sur les fondements de l’Ana-

lyse. On trouve les résultats de cette réflexion dans les cours publiés à partir de 1821. Dans l’introduction

de l’Analyse algébrique88, Cauchy énonce les principes qui l’ont guidé : “Quant aux méthodes, j’ai cher-

ché à leur donner toute la rigueur qu’on exige en géométrie, de manière à ne jamais recourir aux raisons

tirées de la généralité de l’algèbre. Les raisons de cette espèce, quoique assez communément admises,

surtout dans le passage des séries convergentes aux séries divergentes, et des quantités réelles aux

expressions imaginaires, ne peuvent être considérées, ce me semble, que comme des inductions propres à

faire pressentir quelquefois la vérité, mais qui s’accordent peu avec l’exactitude si vantée des sciences

mathématiques.” Plus loin, il précise sa position vis à vis des séries : “Il est vrai que, pour rester cons-

tamment fidèle à ces principes, je me suis vu forcé d’admettre plusieurs propositions qui paraîtront peut-

être un peu dures au premier abord. Par exemple, j’énonce dans le chapitre VI, qu’une série divergente

n’a pas de somme (…). Ainsi, avant d’effectuer la sommation d’aucune série, j’ai dû examiner dans quels

cas les séries peuvent être sommées, ou, en d’autres termes, quelles sont les conditions de leur conver-

gence ; et j’ai, à ce sujet, établi des règles générales qui me paraissent mériter quelque attention.” Par

cette attitude “un peu dure”, Cauchy reprend à son compte les exigences de Lagrange. À partir de là,

l’usage des séries divergentes à la façon d’Euler est, pour longtemps, frappé d’interdit : il faudra attendre

la fin du 19e siècle pour que reprennent les recherches théoriques sur la sommation des séries divergentes

et sur l’emploi des séries asymptotiques en calcul numérique89.

Pour ce qui est de l’application aux équations différentielles, la méthode des séries reposait implicite-

ment, depuis l’origine, sur la possibilité de dériver terme à terme, ou d’intégrer terme à terme, une série de

fonctions. La légitimité de ces opérations fut fortement mise en doute par Abel, en 182690 : “On applique

aux séries infinies toutes les opérations, comme si elles étaient finies ; mais cela est-il bien permis ? je

crois que non. Où est-il démontré qu’on obtient la différentielle d’une série infinie en prenant la différen-

tielle de chaque terme ?” Cauchy avait bien démontré, dans ses cours, que si une série de fonctions conti-

nues est convergente, alors sa somme est continue91 et peut être intégrée terme à terme92, mais les justifi-

cations fournies étaient insuffisantes en l’absence d’une notion explicite de convergence uniforme. À ce

propos, il est difficile de parler d’erreur ; il s’agissait plutôt d’une situation inévitable liée à l’imprécision

des fondements de l’Analyse. D’ailleurs, il est probable que, lorsque Cauchy pensait à la convergence

d’une série de fonctions, il était plus proche de l’idée de convergence uniforme que de celle de conver-

gence simple. En effet, dans son théorème de 1823, on peut voir une nuance significative dans le fait qu’il

écrive : “supposons que la série soit convergente pour toute valeur de x”, plutôt que : “supposons que,

pour chaque valeur de x, la série soit convergente”. Cauchy distinguera plus clairement les deux notions

en 1853, avant que Weierstrass ne démontre de manière définitive, dans ses cours inédits93 de 1861, les

théorèmes sur la continuité, la dérivabilité et l’intégrabilité d’une série de fonctions. Toutefois, comme le

fait remarquer Dugac94, la plupart des démonstrations faites auparavant restent essentiellement correctes

car elles ne concernent, en général, que des séries entières.

88 Cours d’analyse de l’École royale polytechnique, I.re partie. Analyse algébrique, Debure, Paris, 1821.
89 Voir É. Borel, Leçons sur les séries divergentes, 2e éd., Gauthier-Villars, Paris, 1928.
90 Lettre du 16 janvier 1826, in Œuvres complètes de Niels Henrik Abel, nouvelle édition, t. 2, Christiania, 1881, p. 258.
91 Analyse algébrique, op. cit., p. 131.
92 Résumé des leçons données à l’École royale polytechnique sur le calcul infinitésimal, t. 1, Debure, Paris, 1823, p. 157.
93 Voir P. Dugac, “Éléments d’analyse de Karl Weierstrass”, Archive for history of exact sciences, vol. 10, pp. 41-176.
94 “Fondements de l’Analyse”, in Abrégé d’histoire des mathématiques, 2e éd., p. 252.
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La méthode des séries reposait également sur une confiance aveugle dans le développement de Taylor.

À de nombreuses reprises, Cauchy mit en garde contre les pièges redoutables liés à ce développement : il

y a des fonctions indéfiniment dérivables en un point mais dont la série de Taylor diverge partout sauf en

ce point (voir, ci-dessus, l’exemple d’Euler) ; dans d’autres cas, la série de Taylor converge dans un voisi-

nage du point considéré, mais vers une autre fonction que la fonction de départ (en 1822, Cauchy imagina

l’exemple, devenu célèbre, de la fonction f (x) = exp − 1 x2( ) , prolongée par f (0) = 0, dont la série de

Taylor à l’origine est identiquement nulle95).

Dans un premier temps, ces difficultés parurent insurmontables. Pour l’intégration approchée des

équations différentielles, Cauchy fut conduit à abandonner les séries au profit d’un procédé d’une autre

nature. Dans les cours de l’École Polytechnique, il développa longuement, à la place des séries, la

méthode polygonale d’Euler et s’en servit pour mettre au point un premier théorème d’existence

(cf. chap. III). Plus tard, à partir de 1831, il revint aux séries, se sentant désormais capable de justifier

rigoureusement leur emploi. C’est cette partie de son œuvre que nous allons étudier à présent.

4.2. Le calcul des limites de Cauchy

Après les événements de 1830 et la fuite de Charles X, Cauchy, refusant de prêter serment au nouveau

roi, choisit l’exil. Son activité scientifique ne s’arrête pas pour autant. On le voit notamment publier, à

Turin, en 1831, un mémoire de mécanique céleste dans lequel il développe des résultats cruciaux de la

théorie des fonctions de variable complexe et, à Prague, en 1835, un mémoire sur les équations différen-

tielles, connu sous le nom de mémoire de Prague. Ces mémoires, publiés d’abord sous une forme litho-

graphiée à diffusion restreinte, ont été repris ensuite dans les Exercices d’analyse et de physique

mathématique96.

Dans le mémoire de 1831, Cauchy expose des résultats devenus classiques97. À partir de la “formule

intégrale de Cauchy”, il obtient, pour un rayon X fixé, les égalités

  
f (n) (0) = 1.2.3K n

2π
X −ne−np −1 f (Xep −1 )dp

−π

π

∫ ,

d’où il tire les “inégalités de Cauchy”

  mod f (n) (0) < 1.2.3K n X −n ∧ f (x),

dans lesquelles x = Xep −1  et ∧ f (x)  désigne la plus grande valeur du module de f (x)  lorsque l’angle p

varie. Cauchy peut alors en déduire, par comparaison à une série géométrique, que “la fonction f (x) est

développable par le théorème de MacLaurin en une série convergente ordonnée suivant les puissances

ascendantes de x, lorsque, le module de x étant égal ou inférieur à X, la fonction f (x) reste finie et conti-

nue pour le module X ou pour un module plus petit de la variable réelle ou imaginaire x”. En d’autres

termes, la fonction f est représentée par sa série de MacLaurin dans le disque de centre 0 et de rayon égal à

la distance de 0 à la singularité la plus proche. C’est le fameux théorème de Turin. En 1831, les hypo-

95 “Sur le développement des fonctions en séries et sur l’intégration des équations différentielles ou aux différences partielles”,
Bulletin de la Société Philomatique, 1822, pp. 49-54 ; Œuvres Complètes, s. 2, t. 2, pp. 276-282.
96 “Mémoire sur la mécanique céleste et sur un nouveau calcul appelé calcul des limites” (lithographié à Turin en 1831),
Œuvres complètes, s. 2, t. 15, pp. 262-411 ; “Mémoire sur l’intégration des équations différentielles” (lithographié à Prague en
1835), Œuvres complètes, s. 2, t. 11, pp. 399-465. Sur les conditions d’élaboration et de diffusion du mémoire de Prague, on
pourra consulter K. Rychlík, “Un manuscrit de Cauchy aux Archives de l’Académie tchécoslovaque des Sciences”, Revue
d’histoire des sciences, t. 10, 1957, pp. 259-261.
97 Voir J.-L. Verley, “Les fonctions analytiques”, in Abrégé d’histoire des mathématiques, 2e éd., p. 137.
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thèses sur la fonction f restent encore très vagues ; Cauchy les précisera à plusieurs reprises dans des tra-

vaux ultérieurs. Le théorème de Turin constitue le point de départ d’une nouvelle technique — appelée

alors calcul des limites et connue aujourd’hui sous le nom de méthode des majorantes — qui permet de

prouver avec rigueur la convergence des séries rencontrées dans diverses branches de l’analyse. Dès 1831,

Cauchy annonce une possible application aux équations différentielles. Ce sera chose faite en 1835, dans

le mémoire de Prague.

4.2.1. Le contenu du mémoire de Prague (1835)

Le mémoire de Prague est un long texte de 67 pages. Dès les premiers mots, nous savons qu’il va être

question d’intégration par les séries (p. 399) : “Le nombre des équations différentielles que l’on peut inté-

grer en termes finis étant très peu considérable, on a depuis longtemps essayé de substituer, pour de sem-

blables équations, l’intégration par série à l’intégration directe.” Après avoir décrit la méthode classique

de la série de MacLaurin, Cauchy met une nouvelle fois en évidence les difficultés qui lui sont attachées :

“Toutefois, les considérations précédentes ne donnaient nulle certitude que l’on eût effectivement intégré

l’équation proposée, ni même que cette équation admît une intégrale. Car, d’une part, rien ne prouvait

que la série obtenue fût convergente, et l’on sait que les séries divergentes n’ont pas de sommes ; d’autre

part, une série même convergente, qui provient du développement d’une fonction effectué à l’aide de la

formule de MacLaurin, ne représente pas toujours la fonction dont il s’agit.” Cauchy rappelle alors le

cheminement qui fut le sien au début de sa carrière (p. 400) : “L’intégration par séries des équations dif-

férentielles était donc illusoire, tant qu’on ne fournissait aucun moyen de s’assurer que les séries obte-

nues étaient convergentes, et que leurs sommes étaient des fonctions propres à vérifier les équations pro-

posées ; en sorte qu’il fallait nécessairement ou trouver un tel moyen, ou chercher une autre méthode à

l’aide de laquelle on pût établir généralement l’existence de fonctions propres à vérifier les équations

différentielles et calculer des valeurs indéfiniment approchées de ces mêmes fonctions. La première et

peut-être jusqu’à présent la seule méthode qui remplisse ce double but, pour un système quelconque

d’équations différentielles, me paraît être celle que j’ai publiée dans mes Leçons de seconde année pour

l’École royale Polytechnique.” Suit un résumé détaillé de la méthode polygonale, avant que l’introduction

ne se termine par cette phrase (p. 404) : “Les avantages qu’offre la méthode ci-dessus rappelée se re-

trouvent avec d’autres encore dans celle que je vais maintenant exposer.” Cauchy se propose donc d’éta-

blir une seconde méthode rigoureuse d’intégration des équations différentielles, méthode qu’il place sur le

même plan que la première, celle de 1824.

Autant l’introduction est limpide, autant le corps du mémoire est touffu, redondant, difficile à lire.

Nous allons résumer le contenu des trois grandes parties que nous avons pu distinguer, en nous autorisant

à simplifier légèrement les explications et les notations de Cauchy.

• Première partie (pp. 404-413) : “réduire l’intégration d’un système d’équations différentielles à l’inté-

gration d’une seule équation aux différences partielles du premier ordre”

On considère un système d’équations différentielles 
  

dx
X

= dy
Y

= dz
Z

= L = dt
T

, qui se met aussi, lorsque

l’on choisit t pour variable indépendante, sous la forme

(1)     
  
dx = X

T
dt ,     

 
dy = Y

T
dt ,     

 
dz = Z

T
dt ,     …
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Si x, y, z, … sont les intégrales qui prennent respectivement les valeurs ξ, η, ζ, … pour une valeur par-

ticulière τ de t, on peut écrire

(2)     

  

x = ϕ (ξ , η, ζ ,K , τ, t)

y = χ (ξ , η, ζ ,K , τ, t)

z = ψ (ξ , η, ζ ,K , τ, t)

LL










avec des fonctions ϕ, χ, ψ, … vérifiant les conditions  ϕ (ξ , η, ζ ,K , τ, τ) = ξ ,   χ (ξ , η, ζ ,K , τ, τ) = η ,

  ψ (ξ , η, ζ ,K , τ, τ) = ζ , …

Les systèmes de valeurs x, y, z, …, t et ξ, η, ζ, …, τ jouent évidemment le même rôle (p. 406), donc on

a aussi

(3)     

  

ξ = ϕ (x, y, z,K , t, τ)

η = χ (x, y, z,K , t, τ)

ζ = ψ (x, y, z,K , t, τ)

LL










avec les nouvelles conditions   ϕ (x, y, z,K , t, t) = x ,  χ (x, y, z,K , t, t) = y ,  ψ (x, y, z,K , t, t) = z , … Le

système (3), ou le système (2), fournit les intégrales générales x, y, z, … du système d’équations différen-

tielles (1), intégrales qui dépendent des constantes arbitraires ξ, η, ζ, …

Cauchy note X, Y, Z, …, pour simplifier, les fonctions des seconds membres du système (3). En diffé-

rentiant la première équation de ce système, on trouve

    
0 = ∂X

∂t
+ dx

dt
∂X
∂x

+ dy
dt

∂X
∂y

+ dz
dt

∂X
∂z

+ L = ∂X
∂t

+ X
T

∂X
∂x

+ Y
T

∂X
∂y

+ Z
T

∂X
∂z

+ L ,

donc X, et de même Y, Z, … sont des solutions de l’équation linéaire aux dérivées partielles (p. 408)

(4)     
    

∂U
∂t

+ X
T

∂U
∂x

+ Y
T

∂U
∂y

+ Z
T

∂U
∂z

+ L = 0 ,

qui vérifient les conditions X = x, Y = y, Z = z, … pour t = τ. Cauchy ne donne pas de nom à l’équa-

tion (4). Dans un mémoire ultérieur, il l’appellera équation caractéristique.

Réciproquement, soient X, Y, Z, … des intégrales de l’équation (4) vérifiant les conditions X = x,

Y = y, Z = z, … pour t = τ. Si on égale ces intégrales à des constantes arbitraires ξ, η, ζ, …, le système

  

ξ = X(x, y, z,K , t, τ)

η = Y(x, y, z,K , t, τ)

ζ = Z(x, y, z,K , t, τ)

LL










détermine implicitement des fonctions x, y, z, … de t au voisinage de τ, car le déterminant fonctionnel

  

D(X, Y, Z,K)
D(x, y, z,K)

 est égal à 1 pour t = τ (Cauchy n’attribue pas de nom, ni de notation, à ce déterminant).

Ces fonctions x, y, z, … sont dérivables et vérifient 
 
0 = ∂X

∂t
+ ∂X

∂x
dx
dt

+ ∂X
∂y

dy
dt

+ ∂X
∂z

dz
dt

+ L. En combi-

nant avec la relation 
    
0 = ∂X

∂t
+ X

T
∂X
∂x

+ Y
T

∂X
∂y

+ Z
T

∂X
∂z

+ L, et en procédant de même avec Y, Z, …, on

obtient le système (p. 412)
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0 = ∂X
∂x

dx
dt

− X
T





 + ∂X

∂y
dy
dt

− Y
T





 + ∂X

∂z
dz
dt

− Z
T





 + L

0 = ∂Y
∂x

dx
dt

− X
T





 + ∂Y

∂y
dy
dt

− Y
T





 + ∂Y

∂z
dz
dt

− Z
T





 + L

0 = ∂Z
∂x

dx
dt

− X
T





 + ∂Z

∂y
dy
dt

− Y
T





 + ∂Z

∂z
dz
dt

− Z
T





 + L

LL
















De la non-nullité du déterminant fonctionnel, on peut conclure que 
 

dx
dt

= X
T

, 
  

dy
dt

= Y
T

, 
  

dz
dt

= Z
T

, …, c’est-

à-dire que x , y , z , … sont des intégrales du système (1). Enfin, pour t = τ, on obtient l’égalité

  ξ = X(x(τ), y(τ), z(τ),K , τ, τ) = x(τ), et de même η = y(τ), ζ = z(τ), …, ce qui montre que les condi-

tions initiales imposées sont satisfaites.

Ainsi, l’intégration du système (1) a été ramenée au problème suivant : trouver l’intégrale U de l’équa-

tion linéaire aux dérivées partielles (4) qui se réduit à une fonction donnée  u = f (x, y, z,K) de x, y, z, …

pour une valeur donnée τ de t.

• Deuxième partie (pp. 413-431) : intégration formelle en série de l’équation caractéristique par la

méthode des approximations successives

Cauchy écrit l’équation aux dérivées partielles (4) sous la forme intégrale équivalente

    
U − u = − X

T
∂U
∂x

+ Y
T

∂U
∂y

+ Z
T

∂U
∂z

+ L



τ

t
⌠
⌡

dt .

Dans un style très laplacien, Cauchy note  ∇ et �  les opérateurs — les “systèmes d’opérations à effectuer

sur une fonction donnée” — qui apparaissent dans le second membre et qui sont définis par

      
∇U = − X

T
∂U
∂x

+ Y
T

∂U
∂y

+ Z
T

∂U
∂z

+ L



τ

t
⌠
⌡

dt = − � U
τ

t

∫ dt .

Cela permet de mettre l’équation caractéristique sous la forme symbolique très compacte

(5)     U = u + ∇U.

Cauchy s’appuie alors (p. 414) sur la linéarité de l’opérateur ∇ pour procéder à des substitutions suc-

cessives dans l’équation à point fixe (5) (cf. chap. IV), ce qui fait apparaître la solution cherchée en tant

que somme de la série

(6)     
  
U = u + ∇u + ∇2u + ∇3u + L = u

1 − ∇
.

Cauchy est bien conscient du caractère formel de ce raisonnement. Fidèle à ses principes, il affirme

clairement qu’il faut d’abord prouver la convergence de la série (6), puis vérifier que sa somme satisfait à

l’équation différentielle. La convergence sera prouvée correctement dans la dernière partie du mémoire,

comme nous le verrons plus loin. Par contre, la vérification de l’équation différentielle (p. 415) est insuffi-

sante car Cauchy se borne à écrire

  ∇U = ∇(u + ∇u + ∇2u + L) = ∇u + ∇2u + ∇3u + L = U − u ,

en appliquant son théorème de 1823 sur l’intégration terme à terme d’une série convergente de fonctions

continues. Il y manque la convergence uniforme.
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Lorsque     X , Y , Z ,K , T  ne renferment pas la variable indépendante t (on dit aujourd’hui que le sys-

tème est autonome), il vient facilement

    
U = u + τ − t

1
� u + (τ − t)2

1.2
�

2 u + L = e(τ − t ) � u .

En appliquant successivement cette formule avec u = x, u = y, u = z, …, on obtient les intégrales générales

de l’équation (1) sous la forme

(7)     

    

ξ = x + τ − t
1

� x + (τ − t)2

1.2
�

2 x + L

η = y + τ − t
1

� y + (τ − t)2

1.2
�

2 y + L

ζ = z + τ − t
1

� z + (τ − t)2

1.2
�

2 z + L

LL
















Ainsi, dans le cas où le système est autonome, on retrouve l’expression classique des solutions sous la

forme d’une série de Taylor dont les coefficients sont obtenus à partir des équations différentielles et de

leurs équations dérivées. En effet, il suffit d’observer que

    
� x = X

T
= dx

dt
, 
      

�
2 x = X

T
∂
∂x

X
T





 + Y

T
∂
∂y

X
T





 + L = dx

dt
∂
∂x

X
T





 + dy

dt
∂
∂y

X
T





 + L = d

dt
X
T





 = d 2x

dt2 , etc.

Il est intéressant de noter que le système (7), obtenu par Cauchy, donne les solutions sous forme impli-

cite, de façon tout à fait analogue à ce que nous avons déjà rencontré chez Jean Bernoulli (cf. 1.3.3) et

chez Kramp (cf. 3.3.1), car le développement de Taylor se fait au point courant (x, y, z, …, t) plutôt qu’au

point initial (ξ, η, ζ, …, τ). Au delà de la diversité des démarches, on observe donc une certaine continuité

dans la façon de penser et de réaliser cette version de la méthode des séries. La supériorité de Cauchy est

évidemment d’avoir remarqué l’interchangeabilité des points (x, y, z, …, t) et (ξ, η, ζ, …, τ), ce qui permet

de revenir aussitôt à une expression explicite des intégrales. En fait, on peut même se dispenser d’effec-

tuer le changement : il suffit de considérer que, dans les formules (7), (x, y, z, …, t) est le point initial et

(ξ, η, ζ, …, τ) le point courant. C’est ce que fera Cauchy dans la suite du mémoire.

• Troisième partie (pp. 431-465) : preuve de la convergence des séries à l’aide du calcul des limites

Cauchy introduit cette dernière partie par une référence au mémoire de Turin (p. 431) : “Il nous reste à

faire voir comment on peut s’assurer généralement que les séries (…) du paragraphe précédent sont con-

vergentes, du moins pour des valeurs de la différence t – τ ou τ – t suffisamment rapprochées de zéro, et

comment on peut alors fixer des limites supérieures aux erreurs que l’on commet en conservant seulement

dans chaque série les n premiers termes. Le nouveau calcul que j’ai désigné sous le nom de calcul des

limites dans un Mémoire sur la Mécanique céleste, lithographié à Turin, (…) fournit diverses méthodes à

l’aide desquelles on peut atteindre ce double but.”

Cauchy donne successivement quatre démonstrations de la convergence des séries et quatre théorèmes

récapitulatifs correspondant aux cas d’une seule équation autonome, d’une seule équation non autonome,

d’un système autonome, d’un système non autonome. L’ensemble est répétitif, les notations sont lourdes.

Nous nous contenterons, pour illustrer les idées et le style de 1835, de rendre compte du second théorème,

celui qui concerne une seule équation du premier ordre non autonome (p. 446). Plus loin, nous aurons

l’occasion de retrouver le cas général dans la version simplifiée que Cauchy publiera en 1842.
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Soit une équation   dx = F (x, t)dt . En “démultipliant”, pour plus de clarté, la variable t et l’opéra-

teur   � , Cauchy met l’expression en série de la solution sous la forme

(8)     
    
ξ = x − ′� x d ′t

τ

t

∫ + ′� ′′� x d ′t d ′′t
τ

′t

∫τ

t

∫ − ′� ′′� ′′′� x d ′t d ′′t
τ

′′t

∫τ

′t

∫τ

t

∫ d ′′′t + L .

Remarquons que, d’une part, il a permuté librement les opérateurs 
 

et∫ � , utilisant ainsi, sans le dire, un

“théorème de dérivation sous le signe somme”, et que, d’autre part, il a écrit les éléments différentiels
d ′t , d ′′t , d ′′′t , … dans l’ordre inverse de l’ordre actuel.

Les fonctions à intégrer se calculent sans difficulté. On trouve

    

′� x = F (x, ′t )

′� ′′� x = F (x, ′t )
∂F (x, ′′t )

∂ x

′� ′′� ′′′� x = F (x, ′t ) F (x, ′′t )
∂ 2F (x, ′′′t )

∂ x2 + ∂F (x, ′′t )
∂ x

∂F (x, ′′′t )
∂ x







etc.

Cauchy applique alors les “inégalités de Cauchy”, pour chaque valeur de   ′t , ′′t , ′′′t ,K, à la fonction

  F (x, t)  et à ses dérivées par rapport à x. Par un calcul purement technique qui ne mérite pas d’être

rapporté ici, il obtient que le terme général de la série (8) a une “valeur numérique” (une valeur absolue)

inférieure à

  
2(τ − t)

∧F [x + x, t + θ(τ − t)]
r{ }n

∧ (x + x) ,

où x = r ep −1 et où   ∧F [x + x, t + θ(τ − t)] désigne le maximum du module de   F [x + x, t + θ(τ − t)]

lorsque l’angle p décrit toutes les valeurs possibles, sans que r change, et lorsque θ décrit l’inter-

valle [0, 1]. Par comparaison à une série géométrique, on voit que la série (8) est convergente lorsque la

valeur numérique de τ − t  vérifie l’inégalité

  
mod (τ − t)

∧F [x + x, t + θ(τ − t)]
r{ } < 1

2
.

Enfin, Cauchy recommande de choisir le module r, qui jusque là était resté indéterminé, de sorte que la

limite assignée à τ − t  par l’inégalité précédente soit la plus grande possible (p. 445).

Si l’on reprend la totalité du raisonnement de Cauchy, il faut s’intéresser à l’expression

(9)     
  

F (x + rep −1 , t + θ(τ − t))
r

pour une valeur initiale (t, x) fixée, puis, tout en veillant à rester dans le domaine où la fonction F
“demeure finie et continue”, il faut successivement : 1) trouver le maximum du module de (9) lorsque

l’angle p décrit toutes les valeurs possibles, ce qui conduit à une fonction de θ, r et τ ; 2) trouver le maxi-

mum de la fonction précédente lorsque θ décrit [0, 1], d’où une nouvelle fonction, cette fois de r et de τ ;

3) trouver le minimum de cette dernière fonction lorsque r varie, d’où une dernière fonction de τ seul,

qu’on peut noter k(τ) ; 4) résoudre l’inéquation τ − t k(τ) < 1
2 , ce qui fournit effectivement un voisinage

de t tel que, pour toute valeur de τ appartenant à ce voisinage, la série (8) soit convergente.

Comme on le voit, le processus qui aboutit à la détermination d’un intervalle de convergence autour de

la valeur initiale et — toujours par comparaison à une série géométrique — à une majoration de l’erreur

commise lorsqu’on se limite aux n premiers termes de la série, est extrêmement lourd. En guise



Chapitre II 127

d’exemple, Cauchy traite complètement le cas de l’équation dx = (x + t)i dt , où i est un nombre positif

donné (pp. 447-449). Bien que l’équation choisie soit relativement simple, les quatre étapes décrites ci-

dessus exigent des calculs très compliqués.

Nous arrivons au terme du mémoire de Prague, que Cauchy conclut triomphalement par ces mots

(p. 463) : “En résumé, les formules qui précèdent transforment en une théorie complètement rigoureuse

l’intégration par séries d’un système quelconque d’équations différentielles.” Cette conclusion fait naître

trois questions.

Tout d’abord, quel est le champ d’application de la nouvelle théorie ? Tout au long du mémoire, les

variables et les fonctions sont réelles. Une phrase de la conclusion le confirmerait après coup, si l’on avait

pu en douter : “Ajoutons que ces nouveaux théorèmes, comme ceux que nous avons ici énoncés, peuvent

être facilement étendus au cas où les variables et les fonctions comprises dans les équations différentielles

données deviendraient imaginaires.” De plus, comme nous l’avons déjà vu, Cauchy se place apparem-

ment dans le même cadre que pour son premier théorème d’existence de 1824. Pourtant, il utilise des

hypothèses beaucoup plus fortes. Par exemple, dans le cas d’une seule équation   dx = F (x, t)dt , la fonc-

tion F doit être continue en (x, t) et analytique en x dans un voisinage du point initial. Il s’agit donc d’un

second théorème d’existence, moins général que le premier, mais Cauchy ne semble pas en être conscient.

Deuxième question : la méthode est-elle réellement praticable du point de vue numérique ? La réponse

est clairement non. Sauf cas particulier, la détermination d’un intervalle de convergence et la majoration

de l’erreur — tels que Cauchy les présente — conduisent à des calculs inextricables. De plus, une fois

déterminé le nombre de termes de la série à conserver pour obtenir une précision donnée, le calcul de ces

termes par des intégrations successives est loin d’être simple pour un système non autonome. Dans son

état actuel, la nouvelle méthode paraît moins pratique que celle de 1824.

Enfin, et c’est la question qui nous semble la plus importante : de quelle intégration par séries s’agit-

il ? Nous avons vu que, sauf dans le cas d’un système autonome, la méthode de l’équation caractéristique

ne conduisait pas à la traditionnelle série de Taylor. Quelles sont donc ces autres séries qui intéressent

Cauchy ? D’où proviennent-elles ? Pour comprendre le mémoire de Prague, il est indispensable d’appro-

fondir ce point. Mais, auparavant, il sera utile de préciser davantage le contexte des nouvelles recherches

de Cauchy sur les équations différentielles.

4.2.2. Un mémoire de mécanique céleste

Assez curieusement, beaucoup d’historiens ont ignoré le mémoire de Prague. À propos du second

théorème d’existence, Dieudonné écrit98 : “Ce résultat (justifiant le procédé d’intégration par séries

entières des analystes du dix-huitième siècle) avait été obtenu d’une autre manière par Cauchy dès 1831.

Dans la méthode qu’il appelle «Calcul des limites» (et que l’on désigne aujourd’hui sous le nom de

«méthode des majorantes») il a l’idée, pour une équation scalaire du premier ordre ′y = f (x, y) , de com-

parer l’équation à une autre ′y = F(x, y), où F est une «majorante» de f (…).” Ce texte contient au moins

trois inexactitudes. Ce n’est pas en 1831, mais en 1835, que Cauchy réalise l’application du calcul des

limites aux équations différentielles. Il ne s’agit pas, du moins dans un premier temps, de justifier le pro-

cédé d’intégration par séries entières puisque les séries du mémoire de Prague ne sont pas, en général, des

séries entières. Enfin, en 1835, il n’est encore jamais question de comparer les solutions de deux équations

différentielles. Fidèle à son habitude, Dieudonné projette le plus loin possible dans le passé les concep-

tions et les méthodes actuelles. Dans le moindre embryon d’idée, il voit la totalité d’une théorie achevée.

98 “L’analyse fonctionnelle”, in Abrégé d’histoire des mathématiques, 2e éd., p. 318.
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Une position différente est celle de Kline99 : “Cauchy’s second method of establishing the existence of

solutions of differential equations, the method of dominant or majorant functions, is more broadly appli-

cable than his first one and was applied by Cauchy in the complex domain. The method was presented in

a series of papers in the Comptes Rendus during the years 1839-42.”100 Kline fait débuter l’histoire du

second théorème d’existence assez tard, au moment où Cauchy lui donne une forme proche de la forme

actuelle. En occultant les premières recherches, en faisant croire que la théorie s’est directement constituée

dans sa version définitive, Kline masque l’enchaînement des idées et nie le processus historique de

découverte.

En parcourant des travaux historiques plus anciens, nous avons retrouvé tantôt l’attitude de Dieudonné,

tantôt celle de Kline. Dans les deux cas, l’impasse est faite sur le mémoire de Prague. Est-ce dû à sa lon-

gueur, à sa difficulté ? Ce n’est pas impossible. Quoique souvent cité, le mémoire de 1835 a rarement été

lu. Son contenu a été longtemps assimilé, à tort, à celui de mémoires antérieurs ou postérieurs. Il faut

attendre 1981 pour que Christian Gilain101 en effectue une première analyse sérieuse. Gilain a bien mis en

évidence les différences entre les deux théorèmes d’existence, ainsi que les rapports entre la seconde

théorie des équations différentielles et la théorie naissante des fonctions de variable complexe. Nous ne

reviendrons pas davantage là-dessus. Par contre, il nous semble que Gilain escamote un point essentiel en

rejetant dans une simple note de bas de page la remarque que les séries de Cauchy ne sont pas toujours des

séries entières102. De plus, nous ne partageons pas sa conclusion sur les motivations de Cauchy. Selon

Gilain, les résultats du mémoire de Prague seraient principalement issus de la volonté d’insérer le théo-

rème d’existence pour les équations différentielles dans un ensemble théorique unifié, ensemble théorique

fondé sur des principes nouveaux liés à l’utilisation de fonctions de variable complexe. Autrement dit, les

nouvelles recherches de Cauchy s’expliqueraient, avant tout, par les nécessités internes du développement

de l’analyse. Nous allons voir que ce n’est pas le cas.

Pour alimenter le débat, nous disposons, en plus du mémoire de Prague, des notes et mémoires que

Cauchy présenta à l’Académie des sciences à partir de son retour en France, en 1839. Nous ne donnerons

pas la liste complète des textes qui concernent les équations différentielles, tant ils sont nombreux103. En

effet, durant cette période, Cauchy avait pris l’habitude de communiquer l’état de ses recherches presque

au jour le jour. Inévitablement, ses écrits étaient redondants, chacun reprenant le précédent avec seulement

quelques variantes et quelques nouveautés. Nous ne retiendrons ici que certains extraits susceptibles

d’éclairer le contexte du mémoire de Prague.

En 1839, Cauchy fait un bilan des recherches menées durant son exil104 : “On sait que je me suis déjà

occupé, à diverses reprises, de l’intégration des équations du mouvement de notre système planétaire, et

que tel a été l’objet direct ou indirect de plusieurs des Mémoires que j’ai publiés à Turin et à Prague,

dans les années 1831, 1832, 1833 et 1835.” Il n’y a pas d’ambiguïté : l’objectif principal et constant fut

l’intégration des équations différentielles de la mécanique céleste. Cauchy explique qu’il s’est lancé dans

99 Mathematical thought from ancient to modern times, p. 718.
100 “La seconde méthode de Cauchy pour établir l’existence des solutions des équations différentielles, la méthode des fonc-
tions dominantes ou majorantes, est applicable plus généralement que sa première méthode et fut appliquée par Cauchy dans
le domaine complexe. La méthode fut présentée dans une série de notes publiées dans les Comptes Rendus pendant les années
1839-42.”
101 Introduction au cours inédit de Cauchy, paragraphe “Le second théorème d’existence”, pp. XLI-XLIX.
102 Ibid., p. XLIII, note (13).
103 Painlevé, dans son article de l’Encyclopédie des sciences mathématiques, donne les références des quinze plus importants !
104 “Mémoire sur l’intégration des équations différentielles des mouvements planétaires”, Comptes rendus, t. 9, pp. 184-190, 5
août 1839 ; Œuvres complètes, s. 1, t. 4, pp. 483-491.
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des recherches de mécanique céleste, conduisant à la publication du mémoire de 1831, à la suite d’une

question posée par Plana, un mathématicien rencontré à Turin105 :

“C’est dans ce Mémoire que j’ai donné des formules pour la détermination directe de chacun des

coefficients numériques relatifs aux perturbations des mouvements planétaires, et pour la simplification

de calculs qui exigent quelquefois, des astronomes, plusieurs années de travail. Un des membres corres-

pondants de cette Académie, M. Plana, m’ayant parlé du temps que consumaient de pareils calculs, je lui

dis que j’étais persuadé qu’il serait possible de les abréger, et même de déterminer immédiatement le

coefficient numérique correspondant à une inégalité donnée. Effectivement, au bout de quelques jours, je

lui rapportai des formules à l’aide desquelles on pouvait résoudre de semblables questions, et dont j’avais

déjà fait l’application à la détermination de certains nombres qu’il est utile de considérer dans la théorie

de Saturne et de Jupiter.”

Un peu plus loin, Cauchy explique comment il poursuivit ses recherches en direction de l’intégration

des systèmes d’équations différentielles. En réponse aux affirmations de Kline et Dieudonné, cet extrait

prouve clairement que le premier texte sur l’intégration par séries des équations différentielles est bien le

mémoire de Prague106 :

“Les principes de ce nouveau calcul se trouvent exposés, avec des applications à la Mécanique

céleste, dans les Mémoires lithographiés à Turin, sous les dates du 15 octobre 1831, de 1832 et du 6 mars

1833. L’accueil bienveillant que reçurent ces Mémoires, dès qu’ils eurent été publiés, dut m’encourager à

suivre la route qui s’était ouverte devant moi, et à exécuter le dessein que j’avais annoncé (Mémoire du

15 octobre 1831), de faire voir comment le nouveau calcul peut être appliqué aux séries qui représentent

les intégrales d’un système d’équations différentielles linéaires ou non linéaires. Tel est effectivement

l’objet d’un Mémoire lithographié à Prague en 1835, et dans lequel je montre, d’une part, comment on

peut s’assurer de la convergence des séries en question ; d’autre part, comment on peut fixer des limites

supérieures aux modules des restes qui complètent ces mêmes séries.”

Dans le mémoire de Prague lui-même, Cauchy explique (p. 404) que son idée de réduire l’intégration

d’un système d’équations différentielles à l’intégration d’une seule équation aux différences partielles est

issue des travaux de Hamilton sur les équations de la dynamique (1834) ; dans le post-scriptum rajouté

ultérieurement (p. 464), il signale que la même idée se retrouve dans la Mécanique céleste : par l’intégra-

tion d’une seule équation aux dérivées partielles, Laplace a obtenu cinq intégrales générales du mouve-

ment elliptique. D’autre part, les derniers mots du mémoire de Prague sont les suivants : “Enfin j’appli-

querai la méthode ci-dessus exposée, et le quatrième théorème en particulier, à l’intégration des équa-

tions différentielles qui expriment les mouvements simultanés des astres dont se compose notre système

planétaire.” Tout ceci montre bien que le mémoire de Prague est un mémoire de mécanique céleste : il est

issu de problèmes de mécanique céleste et il est conçu pour être appliqué à la mécanique céleste.

L’intérêt de Cauchy pour la mécanique céleste fut encore avivé, en 1839, par sa candidature au Bureau

des Longitudes, à la place laissée vacante par le décès de Prony. Dans les années 1839-40, d’abord pour

préparer son élection, puis, une fois l’élection acquise, pour justifier son nouveau poste, Cauchy redoubla

d’efforts pour publier quantité de mémoires de mécanique céleste. Les motivations liées au déve-

loppement de l’analyse mathématique pure, invoquées par Gilain, ne nous semblent donc pas prédo-

minantes dans la période 1831-40. Elles n’apparaîtront véritablement que dans des écrits plus tardifs, à

partir de 1842.

105 Ibid., p. 483.
106 Ibid., p. 485.
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4.2.3. Quelle méthode des séries dans le mémoire de Prague ?

Venons-en à la nature des séries du mémoire de Prague. Pour bien montrer l’intérêt de cette question,

il nous semble utile de prendre d’abord un exemple très simple, sur lequel nous pourrons observer l’effet

des différentes méthodes des séries.

Considérons le “problème de Cauchy” linéaire non autonome

dx
dt

= x + t

x(τ) = ξ .







La méthode de l’équation caractéristique de 1835 conduit au développement en série

  

(1) ξ = x + ∇x + ∇2x + ∇3x + L

= x + τ − t
1!

x + t + τ − t
2





 + (τ − t)2

2!
x + t + τ − t

3




 + (τ − t)3

3!
x + t + τ − t

4




 + L .

On voit qu’il ne s’agit pas d’une série entière en τ − t , contrairement à la classique série de Taylor :

  

(2) ξ = x + τ − t
1!

dx
dt

+ (τ − t)2

2!
d 2x
dt2 + (τ − t)3

3!
d3x
dt3 + L

= x + τ − t
1!

(x + t) + (τ − t)2

2!
(x + t + 1) + (τ − t)3

3!
(x + t + 1) + L .

Au passage, on vérifie que les séries (1) et (2) ont toutes deux pour somme ξ = − 1 − τ + (x + t + 1) eτ − t  (ce

qui équivaut à x = − 1 − t + (ξ + τ + 1) et −τ ). On retrouve bien la solution exacte fournie par l’intégration

directe. On constate enfin, par un calcul immédiat, que la série (1) coïncide avec la série issue de la

méthode des approximations successives (cf. chap. IV) :

  
ξ = x + (x + u)du

t

τ

∫ + du
t

τ

∫ (x + v)dv +
t

u

∫ du
t

τ

∫ dv
t

u

∫ (x + w)dw +
t

v

∫ L .

Cette coïncidence est générale pour les équations linéaires. Cauchy le démontre presque dans le

mémoire de Prague. En effet, il considère (p. 421) une équation de la forme

dx = [f(t) + x F(t)] dt ,

et applique sa méthode de l’équation caractéristique pour aboutir à la série

  

ξ = x 1 − F(t)dt
τ

t

∫ + F(t) F(t)dt
τ

t

∫ dt − L
τ

t

∫[ ]
− f(t)

τ

t

∫ 1 − F(t)dt
τ

t

∫ + F(t) F(t)dt
τ

t

∫ dt − L
τ

t

∫[ ] dt.

On peut imaginer, à partir de là, un prolongement aux calculs de Cauchy. Pour plus de clarté, écrivons

le résultat précédent sous la forme

  

ξ = x − [f(u) + x F(u)]
τ

t

∫ du + [f(u) + x F(u)]
τ

t

∫ du F(v)dv
τ

u

∫ − [f(u) + x F(u)]
τ

t

∫ du F(v)dv
τ

u

∫ F(w)dw
τ

v

∫ + L

= x + [f(u) + x F(u)]
t

τ

∫ du + [f(u) + x F(u)]
t

τ

∫ du F(v)dv
u

τ

∫ + [f(u) + x F(u)]
t

τ

∫ du F(v)dv
u

τ

∫ F(w)dw
v

τ

∫ + L .

Nous aurons besoin de la formule

(3)     g(u)du
t

τ

∫ h(v)dv
u

τ

∫ = h(u)du
t

τ

∫ g(v)dv
t

u

∫ ,
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qui se démontre au moyen d’une intégration par parties :

g(u) h(v)dv
u

τ

∫( )t

τ

∫ du = g(v)dv
t

u

∫( ) h(v)dv
u

τ

∫( )[ ]
u= t

u=τ
− g(v)dv

t

u

∫( )(− h(u))
t

τ

∫ du

= h(u) g(v)dv
t

u

∫( )t

τ

∫ du.

En appliquant plusieurs fois la formule (3), on peut renverser l’ordre des intégrations dans chaque terme

du développement en série de l’intégrale de l’équation linéaire :

  

ξ = x + [f(u) + x F(u)]
t

τ

∫ du + [f(u) + x F(u)]
t

τ

∫ du F(v)dv
u

τ

∫ + [f(u) + x F(u)]
t

τ

∫ du F(v)dv
u

τ

∫ F(w)dw
v

τ

∫ + L

= x + [f(u) + x F(u)]
t

τ

∫ du + F(u)du
t

τ

∫ [f(v) + x F(v)]
t

u

∫ dv + F(u)du
t

τ

∫ F(v)dv
t

u

∫ [f(w) + x F(w)]
t

v

∫ dw + L .

On constate ainsi que la série issue de la méthode de l’équation caractéristique est la même que celle

provenant de la méthode des approximations successives. Avec des adaptations mineures, on pourrait

reprendre la même démonstration sous forme vectorielle et prouver que le résultat s’étend au cas d’un

système d’équations différentielles linéaires.

D’une certaine façon, une preuve rigoureuse de la convergence de la méthode des approximations suc-

cessives pour les équations différentielles ordinaires linéaires est contenue en filigrane dans le mémoire de

Prague. Dire que Cauchy en était conscient serait abusif. Par contre, ce qui paraît probable, c’est que

Cauchy se soit inspiré des résultats déjà connus à cette époque pour les équations linéaires (cf. chap. IV).

Grâce à la méthode de l’équation caractéristique, il a imaginé un moyen détourné pour étendre aux équa-

tions non linéaires les techniques de développement en série déjà pratiquées pour les équations linéaires.

D’ailleurs, il nous le dit clairement dans un mémoire de 1840107 :

“De plus, l’équation caractéristique a sur les équations aux différences partielles de M. Hamilton le

grand avantage d’être linéaire, ce qui permet, non seulement de développer immédiatement son intégrale

en une série qui reste convergente tant que le module de l’accroissement attribué à la variable indépen-

dante ne dépasse pas certaines limites, mais encore de rendre utiles pour l’intégration d’un système quel-

conque d’équations différentielles tous les théorèmes relatifs à l’intégration des équations linéaires.”

On constate d’ailleurs que presque tous les exemples donnés par Cauchy dans le mémoire de Prague

sont des équations linéaires, ou des systèmes d’équations linéaires. Cauchy dit aussi, à un moment

(p. 465) : “Si d’ailleurs on songe à la rigueur et à la simplicité des méthodes appliquées ci-dessus à l’in-

tégration par séries des équations linéaires (…)”. Tout ceci montre bien que ce qui intéresse Cauchy, ce

ne sont pas les équations autonomes, associées à la série de Taylor, mais les équations linéaires, associées

aux approximations successives.

Beaucoup plus tard, en 1855, il soulignera encore l’originalité de ses résultats de 1835 par rapport à

ceux de Briot et Bouquet108 :

“Ajoutons que séries dont il est ici question ne se réduisent à des séries ordonnées suivant les puis-

sances ascendantes de la différence t − τ  que dans le cas particulier où les fonctions     T , X , Y , Z , K
deviennent indépendantes de la variable t. Dans le cas où ces fonctions renferment la variable t, les divers

termes des séries obtenues, cessant d’être proportionnels aux diverses puissances de t − τ , sont fournis

107 “Sur l’intégration des systèmes d’équations différentielles”, Comptes rendus, t. 10, pp. 957-969, 29 juin 1840 ; Œuvres
complètes, s. 1, t. 5, pp. 236-249.
108 “Rapport sur un Mémoire présenté à l’Académie par MM. Briot et Bouquet, et intitulé : Recherches sur les fonctions défi-
nies par les équations différentielles”, Comptes rendus, t. 40, p. 557, 12 mars 1855 ; Œuvres complètes, s. 1, t. 12, pp. 243-256.
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par des intégrations successives, et, par suite, ils peuvent revêtir des formes mieux appropriées à la solu-

tion des problèmes. Ainsi, par exemple, en Astronomie, on obtient le plus ordinairement des séries ordon-

nées, non suivant les puissances ascendantes du temps, mais, ce qui est bien préférable, suivant les sinus

et cosinus des multiples de certains arcs proportionnels au temps.”

Cauchy rappelle ainsi que son but initial n’était pas de justifier les développements en série entière,

mais les développements obtenus par des “intégrations successives”, à la manière des astronomes. Ces

développements peuvent prendre des formes variées. Cauchy évoque ici les développements en série tri-

gonométrique. Dans d’autres mémoires, il a essayé d’appliquer le calcul des limites aux développements

en série par rapport à un petit paramètre (une faible masse ou une faible excentricité) (cf. chap. IV).

4.2.4. Bilan sur le mémoire de Prague

Pour en terminer avec le mémoire de Prague, résumons les principaux points de notre analyse :

1) Au départ, le but de Cauchy n’est pas de prouver l’existence des intégrales des équations différen-

tielles. Cette existence a déjà été prouvée en 1824. Son but n’est pas non plus de justifier la méthode de la

série de Taylor des analystes du 18e siècle, méthode qui ne lui inspire aucune confiance.

2) Le but premier de Cauchy est de valider les procédés d’intégration approchée analytique de la

mécanique céleste. En effet, les astronomes n’utilisaient pas la méthode polygonale de 1824, pourtant

théoriquement parfaite, mais avaient coutume de recourir à des développements en série très divers,

presque toujours obtenus par des techniques d’approximations successives. Cauchy souhaite donc prouver

que ces développements infinis sont convergents et aptes à représenter les intégrales dont l’existence et

l’unicité est acquise depuis 1824 (d’où, mais seulement après coup, un second théorème d’existence). Le

côté pratique de cet objectif est évidemment le calcul des erreurs liées à l’emploi des premiers termes des

séries pour le calcul numérique.

3) Pour réaliser l’intégration par séries des équations différentielles quelconques, Cauchy en vient, au

terme d’un cheminement qui n’est pas complètement élucidé, à combiner, d’une part, l’idée de Hamilton

d’utiliser une équation auxiliaire aux dérivées partielles et, d’autre part, la technique, déjà bien connue

en 1835, d’intégration des équations linéaires par substitutions successives.

4) Cauchy s’intéresse uniquement aux solutions réelles des équations différentielles à coefficients

réels. Pour prouver la convergence des séries, il utilise le théorème de Turin, mais les accroissements ima-

ginaires attribués aux quantités réelles ne sont considérés que comme des intermédiaires de calcul. Cauchy

ne semble pas se rendre compte que cela implique des hypothèses supplémentaires fortes sur les seconds

membres des équations différentielles. En tout cas, ces hypothèses ne sont pas clairement formulées.

5) A posteriori, Cauchy observe que, dans le cas des équations autonomes, sa méthode de l’équation

caractéristique ne diffère pas de l’ancienne méthode de la série de Taylor. C’est sans doute cette constata-

tion qui lui redonne confiance dans la série de Taylor et qui le pousse, dans un but évident de simplifica-

tion, à prendre cette dernière comme point de départ de ses recherches ultérieures, y compris dans le cas

des équations non autonomes.

Parce qu’il nous a semblé être encore insuffisamment connu, nous avons cru utile d’insister longue-

ment sur le mémoire de Prague. Malgré son caractère transitoire, c’est, à nos yeux, un texte capital pour la

compréhension de l’évolution de la méthode des séries. Par contre, nous passerons beaucoup plus rapide-

ment sur les travaux ultérieurs de Cauchy.
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4.2.5. Travaux ultérieurs de Cauchy

Dans un mémoire de 1842109, qui ne fait plus référence à la mécanique céleste, Cauchy présente de

façon nouvelle l’intégration par séries des systèmes d’équations différentielles. Étant donné un système

(1)       Dt x = X, Dt y = Y, Dt z = Z, K

dans lequel X, Y, Z, … désignent des fonctions connues de x, y, z, …, t, et étant données les valeurs

  ξ , η, ζ ,K que prennent les variables x, y, z, … pour t = τ, Cauchy affirme d’emblée que, si ces valeurs

sont développables par la série de Taylor en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascen-

dantes de τ − t , alors on aura les formules

  

ξ = x + τ − t
1

Dt x + (τ − t)2

1.2
Dt

2 x + L

η = y + τ − t
1

Dt y + (τ − t)2

1.2
Dt

2 y + L

ζ = z + τ − t
1

Dt z + (τ − t)2

1.2
Dt

2 z + L

LL
















et que, réciproquement, ces séries représenteront les intégrales du système tant qu’elles seront conver-

gentes. On constate que la méthode de l’équation caractéristique a été complètement abandonnée au profit

de la série de Taylor. Le calcul des limites va permettre de prouver aisément la convergence des séries de

Taylor, alors que les critères usuels de convergence des séries sont impraticables à cause de la complexité

croissante des coefficients issus des dérivations successives des seconds membres des équations.

Cauchy attribue aux variables des accroissements imaginaires de modules respectifs x, y, z, …, t et

suppose que les seconds membres des équations différentielles restent continus pour ces modules et pour

des modules plus petits. Il note     X , Y , Z ,K les plus grands modules des fonctions X, Y, Z, … correspon-

dants aux modules x, y, z, …, t, et montre que les coefficients des développements de Taylor des inté-

grales du système (1) sont inférieurs, en module, à ceux des intégrales du système auxiliaire

(2)     

  

Dt x = a x−1y−1z−1K t−1

Dt y = b x−1y−1z−1K t−1

Dt z = c x−1y−1z−1K t−1

LL











Si l’on tient compte des conditions que Cauchy impose aux constantes a, b, c, …, la première équation

du système (2) devient

    

Dt x = X

− x
x





 − y

y




 − z

z




 L − t

t






,

ou encore, en faisant le changement de variables  x = x1 − x, y = y1 − y, z = z1 − z,K, t = t1 − t,

    

Dt x1 = X

1 − x1

x




 1 − y1

y




 1 − z1

z




 L 1 − t1

t






,

109 “Mémoire sur l’emploi du nouveau calcul, appelé calcul des limites, dans l’intégration d’un système d’équations différen-
tielles”, Comptes rendus, t. 15, pp. 14-25, 4 juillet 1842 ; Œuvres complètes, s. 1, t. 7, pp. 5-17.
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et de même pour les autres équations. On constate que, à quelques détails près de présentation, le système

auxiliaire de Cauchy est le même que celui qui sera utilisé par Briot et Bouquet en 1854 (cf. 4.2.6) et dont

la forme ne variera plus par la suite.

En 1842, Cauchy a donc mis en place les idées essentielles de la méthode des majorantes : la série

formelle de Taylor est convergente et représente la solution cherchée dans un voisinage du point initial,

parce qu’elle est dominée par une série entière convergente à coefficients positifs, obtenue comme déve-

loppement de la solution d’une équation différentielle auxiliaire intégrable par quadratures.

Néanmoins, ce mémoire de 1842 présente encore deux faiblesses. D’une part, pour déterminer effecti-

vement un intervalle de convergence et une borne d’erreur, Cauchy propose une méthode qui apparaît,

tout comme celle du mémoire de Prague, fort compliquée et difficile à mettre en pratique. Il appartiendra à

Briot et Bouquet de la simplifier. D’autre part, Cauchy semble toujours se placer dans le champ réel et ne

précise pas de manière suffisante les hypothèses que doivent vérifier les seconds membres des équations

différentielles. Il invoque seulement la “continuité” de ces seconds membres dans un voisinage complexe

du point initial réel. Il faut attendre un mémoire de 1852 pour que ces hypothèses soient clarifiées : désor-

mais, les seconds membres doivent être des fonctions de variable complexe finies, monodromes (i.e. pre-

nant une valeur unique pour une valeur donnée de la variable) et monogènes (i.e. ayant même dérivée dans

toutes les directions). Les intégrales sont elles-mêmes finies, monodromes et monogènes dans un disque

de rayon inférieur à la distance au premier point singulier.

Il est frappant de constater que, peu à peu, les recherches initiales de Cauchy en mécanique céleste se

sont transformées en recherches d’analyse pure. Au terme d’un cheminement qui aura duré une vingtaine

d’années, Cauchy en vient à présenter un théorème d’existence dans le champ complexe, pour des sys-

tèmes d’équations différentielles dont les seconds membres sont des fonctions holomorphes.

4.2.6. La simplification de Briot et Bouquet (1854)

Le 21 août 1854, Charles Briot et Jean-Claude Bouquet, deux élèves de Cauchy, présentent à l’Institut

un mémoire110 qui commence par ces mots : “Les cas où l’on peut intégrer une équation différentielle

sont extrêmement rares et doivent être regardés comme des exceptions. Mais on peut considérer une

équation différentielle comme définissant une fonction, et se proposer d’étudier les propriétés de cette

fonction sur l’équation différentielle elle-même.” On notera le changement de point de vue, caractéristique

du milieu du 19e siècle : il ne s’agit plus d’intégrer une équation différentielle, opération définitivement

considérée comme illusoire, mais d’étudier une fonction définie par une équation différentielle. Comme

Briot et Bouquet le disent par ailleurs, “on peut regarder les équations différentielles comme la source

inépuisable des transcendantes nouvelles”.

Le mémoire continue par un rappel des résultats de Cauchy : “Soit

du
dz

= f (z, u)

une équation différentielle du premier ordre ; u sera une fonction de z, définie par la condition de satis-

faire à l’équation différentielle et d’admettre une valeur initiale donnée u0  pour z = z0 . M. Cauchy a

démontré que si le coefficient différentiel f (z, u) est une fonction finie, continue, monodrome et mono-

gène pour les valeurs de u et de z voisines de u0  et de z0 , la fonction intégrale u est elle-même finie,

110 “Recherches sur les propriétés des fonctions définies par des équations différentielles”, Journal de l’École Polytechnique,
36e cahier, t. 21, 1856, pp. 133-198.
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continue, monodrome et monogène pour les valeurs de z voisines de z0 . Nous donnons une démonstration

plus simple de ce théorème de l’illustre mathématicien ; c’est là notre point de départ.”

Il suffit de se placer dans le cas où u0 = z0 = 0. En supposant que le coefficient différentiel reste fini,

continu, monodrome et monogène dans des cercles de rayons ρ et r, en notant M le maximum du module

de la fonction f dans ce domaine, Briot et Bouquet rappellent que les dérivées partielles de la fonction

f (z, u) ont, pour z = u = 0, des valeurs inférieures, en module, aux dérivées correspondantes de la

fonction

ϕ(z, u) = M

1 − z
ρ





 1 − u

r






.

L’intégrale de l’équation différentielle auxiliaire

dv
dz

= M

1 − z
ρ





 1 − v

r






,

qui prend la valeur v = 0 pour z = 0, est déterminée implicitement par l’équation du second degré (dans

laquelle L désigne le logarithme népérien)

(1)     v − v2

2r
= − Mρ L 1 − z

ρ




 .

Briot et Bouquet remarquent que cette intégrale v reste finie, continue, monodrome et monogène jusqu’au

point où les deux racines de l’équation (1) deviennent égales entre elles, c’est-à-dire lorsque v = r. La

valeur correspondante R de z est donnée par la formule

(2)     L 1 − R
ρ





 = − r

2Mρ
.

Il en résulte que, pour les valeurs de z dont le module est inférieur à R, la série de Taylor

  
u = du

dz






0

z
1

+ d 2u
dz2







0

z2

1.2
+ d3u

dz3






0

z3

1.2.3
+ L

définit une fonction finie, continue, monodrome et monogène qui satisfait à l’équation initiale.

La simplification essentielle de Briot et Bouquet réside dans la formule (2), qui s’écrit encore

R = ρ(1 − e
− r

2Mρ ).

On dispose ainsi d’un intervalle de convergence plus grand que celui de Cauchy et, surtout, très facile à

déterminer. Ce n’est qu’à partir de là que la méthode devient réellement pratique.

La méthode s’étend sans difficulté à un système de m équations simultanées (on constatera que les

notations de Briot et Bouquet ne sont pas très heureuses)

  

du
dz

= f (z, u , ′u ,K),
d ′u
dz

= f1(z, u , ′u ,K), K

La formule donnant une limite de convergence devient

R = ρ(1 − e
− r

(m+1)Mρ ),
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à condition de noter M un majorant des modules des fonctions f, f1, … lorsque le module de z reste infé-

rieur ou égal à ρ, et lorsque les modules de u, ′u , … restent inférieurs ou égaux à r.

4.3. La voie parallèle allemande

Pendant qu’en France, Cauchy et ses disciples mettaient au point le second théorème d’existence, des

résultats analogues étaient découverts en Allemagne, de façon indépendante, par Weierstrass et ses élèves.

Il convient de dire quelques mots de cette voie parallèle.

4.3.1. Les travaux de Weierstrass

Nous savons, par une lettre de Mittag-Leffler à Hermite111, que Weierstrass souffrait de voir ses tra-

vaux sur les équations différentielles ignorés par l’école française :

“Je sais du reste que M. Weierstrass regarde M. Poincaré comme étant un homme de talent. Un de

mes élèves M. de Ramsey qui vient de Berlin où il a passé une année m’a raconté que M. Weierstrass dans

un cours à l’université a loué le talent de M. Poincaré mais qu’il a dit en même temps que M. Poincaré

dans ses Thèses pour obtenir le grade de docteur n’a pas correctement expliqué le rôle de Cauchy dans le

problème de l’intégration des équations différentielles et qu’il a eu tort de ne pas mentionner le travail de

Weierstrass lui-même en «Analytische Facultäten». Le travail de Weierstrass est antérieur à celui des

Messieurs Briot et Bouquet mais M. Poincaré qui devait savoir ça par le mémoire de Madame

Kovalewsky — s’il n’a pas connu le travail «Analytische Facultäten» — n’en dit pas un mot.”

À partir de 1840, Weierstrass avait entrepris de bâtir une théorie des fonctions analytiques (au sens

actuel : une fonction est analytique dans un ouvert du plan complexe si elle est développable en série

entière au voisinage de chaque point), théorie qui, en un certain sens, était l’aboutissement du rêve de

Lagrange de fonder l’analyse sur les séries entières112. En 1842113, soit la même année que Cauchy,

Weierstrass démontre par la méthode des majorantes le théorème sur l’existence des solutions analytiques

d’un système différentiel. La principale différence est que Weierstrass s’appuie, non sur le calcul intégral,

mais directement sur les propriétés des séries entières. Nous retiendrons l’énoncé de ce théorème d’exis-

tence tel qu’il figure dans un article publié en 1856114 :

“Es seien   x1, x2 ,K , xn  als Functionen einer unabhängigen veränderlichen Grösse x durch ein System

von n Differential-Gleichungen

  

F x1, x2 ,K ,
dx1

dx
,

dx2

dx
,K ,

d 2x1

dx2 ,
d 2x2

dx2 ,K



 = 0,

F1 x1, x2 ,K ,
dx1

dx
,

dx2

dx
,K ,

d 2x1

dx2 ,
d 2x2

dx2 ,K



 = 0,

u.s.w.

definirt, wo F, F1, … ganze Functionen von  x1, x2 ,K und deren Differential-Coefficienten, die bis zu einer

beliebigen Ordnung ansteigen können, bezeichnen, und es seien  ϕ1(x), ϕ2 (x),K , ϕn (x) unendliche

Reihen von der Form Σ aα xα , welche, statt  x1, x2 ,K , xn  in die aufgestellten   α = 0 L ∞  Differential-

111 Lettre du 20 août 1881, citée par P. Dugac, in “Éléments d’analyse de Karl Weierstrass”, op. cit., p. 156.
112 J.-L. Verley, “Les fonctions analytiques”, op. cit., pp. 145-148.
113 “Definition analytischer Functionen einer Veränderlichen vermittelst algebraischer Differentialgleichungen”, Werke, t. 1,
Berlin, 1894 (1842), pp. 75-85.
114 “Über die Theorie der analytischen Facultäten”, Journal für die reine und angewandte Mathematik, 51, 1856, pp. 1-60.
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Gleichungen gesetzt, denselben formell Genüge leisten : so werden diese Reihen, wenn nicht für beliebige,

doch stets für alle solche Werthe von x sämmtlich unbedingt convergiren, die, ihrem analytischen Modul

nach, einen bestimmten Gränzwerth g nicht erreichen. Sie stellen dann continuirliche Functionen von x

dar, welche die Differential-Gleichungen wirklich befriedigen. Der genannte Grenzwerth ist aber der

Modul eines solchen Werthes von x, in dessen Nähe eine der Functionen  ϕ1(x), ϕ2 (x),K , ϕn (x), oder

einer ihrer Differential-Coefficienten, unendlich gross wird.”115

Nous ferons seulement deux remarques à propos de ce théorème. La première, c’est que Weierstrass se

restreint aux équations différentielles algébriques. Mais, si l’on revient un peu en arrière, on s’aperçoit que

tous les exemples d’équations différentielles traités par Newton, Leibniz, ou Euler étaient des équations

différentielles algébriques. Les mathématiciens précédant Weierstrass et Cauchy ne pensaient sans doute

pas à autre chose qu’aux équations algébriques lorsqu’ils parlaient d’équations “générales”. La seconde

remarque, c’est que Weierstrass ne raisonne pas à partir des séries de Taylor, mais à partir de séries dont

les coefficients sont déterminés par le fait de satisfaire formellement aux équations. C’est la principale dif-

férence entre les écoles française et allemande : alors que les résultats de Cauchy, Briot et Bouquet justi-

fient l’ancienne méthode de la série de Taylor, le théorème de Weierstrass valide, quant à lui, l’ancienne

méthode des coefficients indéterminés. Par tradition, cette différence de présentation a longtemps perduré

dans les cours d’analyse des deux pays. C’est ainsi que, jusqu’à une époque récente, seule la théorie de

Cauchy était enseignée en France. Il a fallu attendre 1961 pour que Henri Cartan adopte le point de vue

concurrent dans un cours de licence. Dans l’introduction du cours, publié sous le titre de Théorie élémen-

taire des fonctions analytiques116, Cartan écrivait à ce propos : “j’ai préféré commencer par présenter

non le point de vue de Cauchy (fonctions dérivables et intégrale de Cauchy) mais le «point de vue de

Weierstrass», c’est-à-dire la théorie des séries entières convergentes”. En particulier, le chapitre VII du

livre, consacré au théorème d’existence et d’unicité pour les systèmes différentiels holomorphes, est le

reflet fidèle des raisonnements de Weierstrass que nous avons évoqués.

4.3.2. Les précisions de Sophie von Kowalevsky

Contrairement à Cauchy, Weierstrass a publié relativement peu et, en tout cas, n’a pas rédigé les cours

qu’il professait à Berlin. C’est souvent par l’intermédiaire de ses élèves que les détails de sa pensée nous

sont parvenus. Ainsi, en guise de préliminaire à des travaux célèbres sur les équations aux dérivées par-

tielles117, Sophie von Kowalevsky rappelle les résultats de son maître Weierstrass sur les équations diffé-

rentielles ordinaires. Elle insiste sur le fait que le théorème d’existence que nous avons cité ci-dessus a été

publié avant le résultat analogue de Briot et Bouquet. Nous retiendrons aussi les précisions qu’elle apporte

sur la détermination des séries formelles solutions. En effet, Weierstrass considérait des équations non

résolues par rapport aux dérivées d’ordre le plus élevé, ce qui peut poser des problèmes.

115 “Soient   x1, x2 , K , xn  définis comme fonctions d’une variable indépendante x par un système de n équations différentielles
(…), où F, F1, … désignent des fonctions entières de  x1, x2 , K et de leurs dérivées jusqu’à l’ordre qu’on voudra, et soient

  ϕ1(x), ϕ2 (x), K , ϕn (x) des séries infinies de la forme Σ aα xα , qui, si on les insère à la place de   x1, x2 , K , xn  dans les équa-
tions différentielles proposées, satisfont formellement à celles-ci : dans ces conditions, ces séries convergeront toutes absolu-
ment, sinon pour toutes les valeurs de x, du moins pour celles dont le module analytique ne dépasse pas une certaine valeur
limite g. Elles représentent alors des fonctions continues de x qui satisfont vraiment les équations différentielles. Quant à la
valeur limite en question, c’est le module d’une valeur de x  au voisinage de laquelle une des fonctions   ϕ1(x), ϕ2 (x), K , ϕn (x)
ou une de ses dérivées devient infinie.”
116 Hermann, Paris, 1961, p. 7.
117 “Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen”, Journal für die reine und angewandte Mathematik, 80, 1875, pp. 1-5.
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Soit une équation différentielle algébrique

  
G x, y,

dy
dx

,K ,
dny
dxn





 = 0,

où G est une fonction entière rationnelle. Si l’on cherche une solution sous la forme ν bν
(x − a)ν

ν!0

∞

∑ , les

constantes   a, b0 , b1,K doivent vérifier, tout d’abord, l’équation  G(a, b0 , b1,K , bn ) = 0 , puis, pour

λ = 1, 2, … , des équations de la forme

  ′G (a, b0 , b1,K , bn ) bn+λ + Hλ (a, b0 , b1,K , bn+λ −1) = 0,

où ′G  est la dérivée partielle de G par rapport à la dernière variable, et Hλ une fonction entière et ration-

nelle. D’où le théorème :

“Nimmt man die Constanten   a, b0 , b1,K , bn  willkürlich, jedoch so an, dass die Gleichung

  G(a, b0 , b1,K , bn ) = 0  eine einfache Wurzel bn hat, so lassen sich die Grössen   bn+1, bn+2 ,K stets in

eindeutiger Weise so bestimmen, dass ν bν
(x − a)ν

ν!0

∞

∑ , für y gesetzt, der Gleichung formell genügt.”118

Une fois assurée l’existence et l’unicité d’une série formelle satisfaisant à l’équation différentielle,

Sophie von Kowalevsky rappelle que cette série est convergente et représente effectivement une solution

dans un voisinage du point initial. Elle énonce des résultats identiques avec un système d’équations diffé-

rentielles. Enfin, elle signale que la théorie resterait valable pour des équations différentielles qui ne

seraient plus algébriques, mais analytiques.

4.4. Conclusion sur le second théorème d’existence

Vers le milieu du 19e siècle, on peut considérer que la méthode des séries a été légitimée par Cauchy

et Weierstrass. Certes, le second théorème d’existence n’est valable que pour des systèmes d’équations

différentielles analytiques, mais c’est la situation courante dans les applications, que ce soit en mécanique

céleste ou dans les diverses branches de la physique mathématique.

Le second théorème d’existence a été obtenu par deux voies parallèles. Pour ce qui est des outils utili-

sés, Cauchy a travaillé autour des approximations successives et de la série de Taylor, se situant plutôt

dans la lignée de Newton, de Taylor et de l’école anglaise. Weierstrass, quant à lui, a repris la méthode

des coefficients indéterminés, dans la tradition germanique de Leibniz et Euler. La différence ne porte,

bien sûr, que sur les outils techniques. Fondamentalement, Cauchy et Weierstrass démontrent le même

théorème. En se situant sur le plan de l’analyse mathématique pure, ils transcendent tout autant les tech-

niques numériques de Newton que le calcul algébrique formel de Leibniz et Euler.

Les travaux de Cauchy et de Weierstrass ont connu de nombreux perfectionnements et prolongements,

qui ont été répertoriés par Painlevé, dans son article de l’Encyclopédie des sciences mathématiques. Méray

(1857) et Königsberger (1889) ont proposé d’autres démonstrations du théorème fondamental. Picard

(1886), Stäckel (1898), Lindelöf (1896), Féjer (1906), Goursat (1907) ont réussi, de diverses manières, à

118 “Si l’on choisit les constantes   a, b0 , b1, K, bn de façon arbitraire, mais de telle sorte que l’équation

  G (a, b0 , b1, K , bn ) = 0  ait une racine simple bn, alors il est toujours possible de déterminer sans équivoque les quantités

  bn+1, bn+2 , K de telle manière que y, défini par ν bν
(x − a)ν

ν !0

∞
∑ , satisfasse formellement à l’équation.”
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augmenter le rayon de convergence des séries. Mittag-Leffler (1899) a encore étendu le domaine de con-

vergence, en remplaçant les séries entières par des séries de polynômes. D’autre part, Picard (1893) et

Painlevé (1897) ont montré que, en un sens assez général, il n’existait pas, en dehors de l’unique solution

holomorphe de Cauchy, d’autres solutions non holomorphes.

Le second théorème d’existence a surtout été le point de départ d’immenses recherches sur l’intégra-

tion des équations différentielles dans le champ complexe, l’étude des intégrales au voisinage des points

singuliers, l’étude des solutions asymptotiques. Mais tout ceci est en dehors de notre sujet.
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5. La méthode des séries dans la seconde moitié du 19e siècle

Vers le milieu du 19e siècle, après la mise au point théorique de Cauchy (1842) et la simplification de

Briot et Bouquet (1854), on peut considérer que la méthode des séries a atteint une phase d’équilibre. Sous

des hypothèses de régularité assez restrictives, mais presque toujours vérifiées dans la pratique, on sait

désormais que le problème de Cauchy en un point ordinaire admet une unique solution développable en

série entière convergente dans un voisinage du point initial ; de plus, on sait déterminer concrètement un

intervalle de convergence ainsi qu’un majorant de l’erreur commise en ne conservant que les premiers

termes de la série.

Il reste à voir, pour la période allant de 1842 à 1914, comment la méthode des séries a été perçue et

appliquée par les utilisateurs et comment elle a été diffusée dans l’enseignement.

5.1. La méthode des séries dans les applications

5.1.1. La méthode des séries en balistique

En 1921, l’ingénieur général P. Charbonnier, inspecteur général de l’artillerie navale, a publié un

important traité119 qui nous semble constituer, en ce qui concerne la balistique, une excellente synthèse

des conceptions et des résultats antérieurs à 1914.

Au début du chapitre III, intitulé “Développement en série en un point de la trajectoire”, Charbonnier

rappelle que les séries constituent l’outil de base de la balistique : “S’il n’est pas possible, en général, de

résoudre le problème balistique par l’intégration des équations différentielles, il est, par contre, toujours

facile, sans intégration, d’obtenir un développement en série qui, entre certaines limites, permettra le cal-

cul d’un très petit arc de trajectoire.” Rappelons (cf. chap. I, 2.2.1) qu’à un point de la trajectoire (dans le

plan de tir) sont associées cinq variables principales : l’abscisse, l’ordonnée, la vitesse, le temps et l’incli-

naison de la tangente. Charbonnier établit cinq groupes de formules donnant, pour chaque choix possible

de la variable indépendante, les développements en série des quatre autres quantités. Ces développements

sont limités à trois termes, car les termes suivants “deviennent vite très compliqués”. Vient alors un com-

mentaire intéressant :

“Les formules qui sont établies dans le présent Chapitre présentent le plus grand intérêt pratique, non

qu’on puisse, à cause de la complication des calculs et de la faible convergence de la plupart de ces

séries, étendre bien loin leur application correcte et utile, mais parce qu’elles donnent l’expression des

limites des formules de la balistique, quand l’arc devient de plus en plus petit. Elles peuvent servir, en les

maniant convenablement, de base à des méthodes très précises et très utiles de calcul des trajectoires par

arcs successifs.”

119 Traité de balistique extérieure, t. 1, Doin et Gauthier-Villars, Paris, 1921, p. 583.
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Nous voyons apparaître les limites pratiques de la méthode des séries : les termes successifs que l’on

obtient par le développement de Taylor donnent vite lieu à des calculs inextricables, à cause des dériva-

tions nécessaires ; de plus, la convergence des séries n’est bonne qu’au voisinage du point initial : dès

qu’on s’en éloigne, il faut faire appel à un nombre de termes de plus en plus grand et l’on retombe sur

l’inconvénient précédent. Très tôt, comme le rappelle Charbonnier et comme nous le verrons dans le

chapitre III, les balisticiens ont donc exploité l’ancienne idée que Simpson avait appliquée au calcul des

intégrales : au lieu d’utiliser un grand nombre de termes de la série sur l’ensemble de la trajectoire, il vaut

mieux découper celle-ci en “arcs successifs” et se contenter, sur chaque arc, d’un petit nombre de termes

de la série.

Au sujet de la convergence, les commentaires restent fort vagues : “Mais si, pour les applications pra-

tiques, où il s’agit toujours d’amplitudes très faibles, il ne peut y avoir de doute sur la légitimité d’emploi

de ces formules, on doit ajouter cependant que la convergence de ces séries, pour de fortes valeurs de

l’amplitude de l’arc, n’est point démontrée, d’une manière générale tout au moins.” Dans les traités de

balistique, il n’est apparemment jamais question de déterminer avec précision l’intervalle de convergence

des séries, et encore moins de procéder à un calcul a priori de l’erreur. Charbonnier, se référant sans doute

au théorème de Cauchy qui garantit la convergence dans un voisinage du point initial, se borne à donner

aux artilleurs un conseil pétri de bon sens : ne prenez pas de risques, n’appliquez pas les formules sur des

arcs de trajectoire trop grands !

5.1.2. La méthode des séries en mécanique céleste

En mécanique céleste, la situation est analogue. En 1857, Cauchy120 lui-même faisait des remarques

voisines de celles de Charbonnier :

“De ces principes appliqués au système des équations qui représentent les mouvements simultanés de

plusieurs astres, on conclut que les valeurs des inconnues comprises dans ces équations seront générale-

ment développables en séries ordonnées suivant les puissances entières et positives de t, dans le voisinage

de toute valeur finie de t à laquelle correspondront des valeurs finies des inconnues, à moins que cette

valeur ne fasse évanouir l’une des variables qui représentent les distances mutuelles des astres donnés.

Toutefois les développements des inconnues en séries ordonnées suivant les puissances entières et

positives du temps offrent l’inconvénient très grave d’exiger, dans le cas même où ils sont convergents,

des calculs très pénibles, vu que la convergence est très lente quand le temps a une grande valeur.”

À cause de la faible convergence des séries de Taylor et de la pénibilité de leur obtention, les astro-

nomes avaient donc rarement recours à des séries entières par rapport au temps. Ils préféraient des séries

trigonométriques ou des développements par rapport à un paramètre. Indépendamment du mode de déve-

loppement utilisé, comment se comportaient-ils vis à vis de la convergence et de l’évaluation de l’erreur ?

Un extrait d’un mémoire de l’astronome américain Hill121, à qui l’on doit une importante contribution à la

théorie du mouvement de la Lune, résume bien l’attitude la plus fréquente :

“I regret that, on account of the difficulty of the subject and the length of the investigation it seems to

require, I have been obliged to pass over the important questions of the limits between which the series

are convergent, and of the determination of superior limits to the errors committed in stopping short at

definite points. There cannot be a reasonable doubt that, in all cases, where we are compelled to employ

120 “Sur l’intégration des systèmes d’équations différentielles, et spécialement de ceux qui expriment les mouvements des
astres”, Comptes rendus, t. 44, p. 805, 20 avril 1857 ; Œuvres complètes, s. 1, t. 12, pp. 445-448.
121 “Researches in the Lunar Theory”, American journal of mathematics, vol. 1, 1878, pp. 5-26, 129-147, 245-260. Nous
aurons l’occasion de revenir sur ce mémoire : cf. chap. III, 2.3.2.
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infinite series in the solution of a problem, analysis is capable of being prefected to the point of showing

us within what limits our solution is legitimate, and also of giving us a limit which its error cannot sur-

pass. When the coordinates are developed in ascending powers of the time, or in ascending powers of a

parameter attached as a multiplier to the disturbing forces, certain investigations of Cauchy afford us the

means of replying to these questions. But when, for powers of the time, are substituted circular functions

of it, and the coefficients of these are expanded in powers and products of certain parameters produced

from the combination of the masses with certain of the arbitrary constants introduced by integration, it

does not appear that anything in the writings of Cauchy will help us to the conditions of convergence.”122

Hill est convaincu qu’il doit être possible, par une analyse adaptée, de prouver la convergence des

séries de la mécanique céleste dans tous les cas, même dans ceux qui n’ont pas été étudiés par Cauchy.

Toutefois, dans sa recherche personnelle, il évacue le problème de la convergence et renonce au calcul de

l’erreur sous prétexte que son sujet est déjà assez difficile sans ça !

La croyance de Hill en la convergence de tous les développements de la mécanique céleste était trop

optimiste. Poincaré devait montrer123 que les séries trigonométriques censées représenter la solution du

problème des trois corps ne sont pas, en général, convergentes, bien que, ayant le caractère de séries

divergentes asymptotiques, elles puissent tout de même fournir, dans une certaine mesure, des approxima-

tions numériques convenables.

5.1.3. Les recherches de Poincaré et Sundman

Le fait de ne pouvoir trouver des séries entières convergeant pour toute valeur de la variable indépen-

dante avait conduit à employer d’autres types de développements qui s’étaient révélés divergents. Cette

situation était ressentie, d’une certaine façon, comme l’échec de la méthode des séries. Au début d’un

mémoire de 1882, Poincaré rappelle cette insuffisance124 :

“Cauchy a démontré depuis longtemps que, si l’on a un ensemble d’équations différentielles simulta-

nées telles que

dy
dx

= f1(x, y, z, t),
dz
dx

= f 2 (x, y, z, t),
dt
dx

= f 3(x, y, z, t),

les intégrales peuvent se développer en séries convergentes ordonnées suivant les puissances de x − x0 ,

x0  étant la valeur initiale de la variable x. Malheureusement ces séries ne restent convergentes que pour

les petites valeurs de x − x0  ; aussi, dans la plupart des applications, dans le calcul des perturbations, par

exemple, leur a-t-on préféré d’autres séries et en particulier des séries trigonométriques.”

122 “Je regrette, compte tenu de la difficulté du sujet et de la longueur des recherches qu’il semble exiger, d’avoir été obligé de
passer sous silence les importantes questions des limites entre lesquelles les séries sont convergentes, et de la détermination
des bornes supérieures des erreurs commises en les arrêtant net en des points précis. Il ne peut y avoir de doute bien fondé
concernant le fait que, dans tous les cas où nous sommes contraints d’employer des séries infinies pour la résolution d’un pro-
blème, l’analyse puisse être conduite jusqu’au point de nous montrer dans quelles limites notre solution est légitime, et aussi de
nous fournir une limite que l’erreur ne peut pas dépasser. Quand les coordonnées sont développées selon les puissances crois-
santes du temps, ou selon les puissances croissantes d’un paramètre intervenant en tant que multiplicateur dans les forces
perturbatrices, certaines recherches de Cauchy nous offrent les moyens de répondre à ces questions. Mais quand, aux puis-
sances du temps, sont substituées des fonctions circulaires du temps, dont les coefficients sont développés en puissances et pro-
duits de certains paramètres issus de la combinaison des masses et de certaines des constantes arbitraires introduites par
l’intégration, il ne semble pas que quoi que ce soit dans les écrits de Cauchy puisse nous aider à trouver les conditions de
convergence.”
123 Voir Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste, t. 1, Introduction, p. 3.
124 “Sur l’intégration des équations différentielles par les séries”, Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 94,
pp. 577-578, 27 février 1882.
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Poincaré a alors une idée très originale pour former des développements convergeant pour toute valeur

réelle de la variable :

“J’ai pensé qu’il y aurait quelque intérêt à rechercher si l’on ne peut pas intégrer les équations diffé-

rentielles par des séries qui restent convergentes pour toutes les valeurs réelles de la variable. Voici com-

ment on peut procéder. On peut ramener un système quelconque de relations algébriques entre un nombre

égal de fonctions d’une seule variable indépendante et les dérivées de ces fonctions à la forme suivante :

  

dx1

X1

= dx2

X2

= L = dxn

Xn

,

où   X1, X2,K, Xn  sont des polynômes entiers en  x1, x2 ,K, xn . J’introduis une variable auxiliaire s définie

par l’équation différentielle

  

dx1

X1

= dx2

X2

= L = dxn

Xn

= ds
X1

2 + X2
2 + L + Xn

2 + 1
.

Je démontre qu’on peut toujours trouver un nombre α tel que  x1, x2 ,K, xn  puissent s’exprimer par des

séries ordonnées suivant les puissances de 
eα s − 1
eα s + 1

 et convergentes pour toutes les valeurs de s. Les

coefficients sont des fonctions rationnelles de α, des coefficients des polynômes X et des valeurs initiales

des variables.

Cette formule permet de calculer   x1, x2 ,K, xn , tant que ces quantités restent réelles et ne prennent pas

des valeurs qui annulent à la fois   X1, X2,K, Xn . Si, par exemple, on voulait l’appliquer aux équations de

la Mécanique céleste, les séries resteraient convergentes pour toutes les valeurs réelles du temps.”

Résumons le principe de la méthode de Poincaré. On cherche la solution réelle d’un problème réel,

mais en supposant toutefois que le système différentiel est analytique. Si l’on sait que la solution est holo-

morphe dans une bande B du plan de la variable indépendante s, ayant l’axe réel pour ligne médiane et de

largeur constante égale à π α , on peut recourir à la transformation S = eα s − 1
eα s + 1

, qui effectue la représenta-

tion conforme de la bande B sur le disque de centre 0 et de rayon 1 du plan de la variable S. Dans ce

disque, la solution considérée est fonction holomorphe de S, et par suite développable en série entière

en S. Donc, en revenant à la variable s, on représente cette solution dans la bande B par un développement

en série entière en 
eα s − 1
eα s + 1

. En particulier, ce développement converge pour toute valeur réelle de la

variable s. Dans le passage que nous avons cité, Poincaré explique comment, par le choix d’une variable

auxiliaire s convenable, on peut appliquer son idée à tout système d’équations différentielles algébriques.

Fondamentalement, ce que démontre Poincaré, c’est que, si un problème différentiel n’a pas de singularité

dans un voisinage de l’axe réel, alors il est possible de l’intégrer globalement par des séries convergeant

pour toute valeur réelle de la variable. C’est le dépassement du théorème de Cauchy, qui ne garantissait

qu’une représentation locale, et, d’une certaine façon, l’achèvement de la méthode des séries.

L’idée de Poincaré a été appliquée par l’astronome finlandais Sundman125 à l’intégration du problème

des trois corps126. En dehors du cas très particulier où les corps pourraient se choquer tous les trois au

même instant, cas exclu si l’on suppose que les constantes des aires ne sont pas toutes nulles, Sundman a

réussi une intégration complète par les séries, résumée par le théorème suivant :

125 “Mémoire sur le problème des trois corps”, Acta mathematica, 36, 1913, pp. 105-179. Ce mémoire développe les résultats
publiés auparavant dans les Acta Societatis Fennicæ: t. 34, note du 17 décembre 1906 et t. 35, note du 18 janvier 1909.
126 Pour des détails sur le théorème de Sundman, voir : C. L. Siegel, J. K. Moser, Lectures on celestial mechanics, Springer-
Verlag, Berlin, 1995, pp. 60-68.
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“Si les constantes des aires dans le mouvement des trois corps par rapport à leur centre commun de

gravité ne sont pas toutes nulles, on peut trouver une variable τ telle que les coordonnées des corps, leurs

distances mutuelles et le temps soient développables en séries convergentes suivant les puissances de τ qui

représentent le mouvement pour toutes les valeurs réelles du temps, et cela quels que soient les chocs qui

se produisent entre les corps.”

Étant donnés trois corps P0 , P1, P2, on note r0 = P1P2 , r1 = P2P0 , r2 = P0P1 leurs distances mutuelles.

Sundman remplace le temps t par une nouvelle variable ω définie par la relation dt = Γ dω  et la condi-

tion t = 0 pour ω = 0, avec

Γ = (1 − e
−

r0

l )(1 − e
−

r1

l )(1 − e
−

r2

l ),

où l est une constante inférieure à tout instant aux deux plus grandes des distances r0 , r1, r2 . Sundman

prouve que le changement de variable t  a ω est une bijection croissante de ] − ∞, + ∞[ sur ] − ∞, + ∞[,

puis, en appliquant le théorème de Cauchy, que les coordonnées des trois corps, leurs distances et le temps

sont des fonctions holomorphes de ω dans une certaine bande de largeur 2Ω comprise entre deux droites

parallèles à l’axe réel et symétriques par rapport à cet axe. On se retrouve dans la situation imaginée par

Poincaré. Il ne reste plus qu’à introduire une dernière variable τ par la “transformation bien connue”

ω = 2Ω
π

log
1 + τ
1 − τ

τ = e
π ω
2Ω − 1

e
π ω
2Ω + 1

.













Les coordonnées des trois corps et le temps sont alors développables suivant les puissances de τ
si τ < 1. Comme les valeurs réelles de τ entre –1 et 1 correspondent univoquement aux valeurs réelles

de t entre − ∞ et +∞, on a bien obtenu une intégration du problème des trois corps par des séries qui

convergent pour toute valeur réelle du temps.

Dans son mémoire, Sundman ne donne pas d’application concrète de ces nouvelles séries. Il est facile

de comprendre pourquoi : ainsi que l’explique Hadamard127, “si l’on introduit les valeurs des masses et

les conditions initiales correspondant aux mouvements des planètes et de la lune, on peut constater que

les séries ainsi obtenues ont une convergence extraordinairement lente, et par suite qu’elles n’ont aucune

valeur pratique directe.”

Même si l’intégration de Sundman est inutilisable en pratique, elle revêt une importance théorique

considérable. Elle constitue, en quelque sorte, l’aboutissement de la méthode des séries en tant que mé-

thode d’intégration approchée analytique. Pour Picard128, elle fournit la solution définitive du problème

des trois corps : “Plaçons-nous au point de vue de l’Analyse pure, pensant seulement à l’intégration ri-

goureuse des équations différentielles du problème des trois corps. Nous pouvons dire alors que le Mé-

moire de M. Sundman est un travail faisant époque pour les Analystes et les Astronomes mathématiciens.”

Pendant que les mathématiciens purs entraînaient l’astronomie vers les plus hautes sphères de l’abs-

traction, d’autres astronomes, dans les observatoires, devaient calculer concrètement les éphémérides des

corps célestes. Ceux-là, confrontés à la réalité, rencontraient évidemment les mêmes problèmes que les

127 Encyclopédie française, t. 1 Paris, 1937, paragraphe “Extension du domaine de convergence par un changement de
variable”, p. 1·78-12;
128 “Le problème des trois corps, à propos des recherches récentes de M. Sundman”, Bulletin des sciences mathématiques,
1913, pp. 313-320.
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balisticiens. Pour contourner les limitations pratiques de la méthode des séries, eux aussi allaient se

tourner vers des calculs de trajectoires par arcs successifs, ainsi que nous le verrons dans les prochains

chapitres.

5.2. La méthode des séries dans l’enseignement

5.2.1. Le traité de l’abbé Moigno

L’abbé Moigno avait suivi les cours de Cauchy au Collège de France et à la Faculté des Sciences, et, à

cette occasion, s’était lié avec le grand mathématicien. En 1836, il obtient une chaire de mathématiques à

l’École normale supérieure ecclésiastique de la rue des Postes, où il est chargé de la formation des jeunes

jésuites en mathématiques et sciences physiques. Pour préparer ses leçons, il reçoit les conseils de Cauchy

et s’inspire des manuscrits que ce dernier lui confie. En 1840, il publie, toujours avec le soutien de

Cauchy, le premier tome des Leçons de calcul différentiel et de calcul intégral. Un second tome suit

en 1844129, qui traite en particulier des équations différentielles. Cet ouvrage eut un succès certain et

contribua beaucoup à la diffusion des idées de Cauchy. Après le traité de Lacroix et les cours de Cauchy,

on peut le ranger parmi les livres qui ont eu une influence importante sur l’enseignement de l’analyse.

Les trois dernières leçons du tome 2 sont consacrées, totalement ou en partie, à l’intégration des équa-

tions différentielles par les séries. Le contenu de ces leçons est bien décrit par la table des matières dont

voici un extrait :

Trente-neuvième leçon
(…) — Intégration par séries, à l’aide des formules de Taylor ou de Maclaurin ; par la méthode des coefficients indé-
terminés. — Application à l’équation de Riccati. — Transformation des séries obtenues en intégrales définies. — Cas
où l’intégration s’achève. — (…)

Quarantième leçon
Exposition d’une méthode nouvelle et rigoureuse d’intégration d’un système quelconque d’équations différentielles
simultanées du premier ordre. L’intégration de ce système d’équations est ramené à la recherche des intégrales particu-
lières d’une équation auxiliaire aux dérivées partielles. — Application à divers exemples. — Développement des inté-
grales cherchées en séries.

Quarante-unième leçon
Détermination des limites entre lesquelles les séries qui représentent les intégrales générales d’un système d’équations
différentielles restent convergentes, et des erreurs que l’on commet en conservant seulement, dans chaque série, les n
premiers termes. — (…)

Pour être complet, il faut signaler que, dans la trente-neuvième leçon, il y a également quelques déve-

loppements sur l’intégration des équations linéaires du second ordre par approximations successives ;

nous en parlerons dans le chapitre IV.

La partie de la trente-neuvième leçon que nous avons retenue ici est très proche de Lacroix, c’est-à-

dire d’Euler, tandis que, dans les deux leçons suivantes, nous reconnaissons le contenu exact du mémoire

de Prague. En ce qui concerne ce dernier, la seule différence avec le texte original réside dans les nota-

tions, que Moigno a changées parce qu’il jugeait celles de Cauchy trop étranges130 : “M. Cauchy a choisi

les notations   � s, ∇s . Il m’a été impossible de les admettre, à cause de leur étrangeté, et surtout parce

qu’en même temps qu’elles ne disent rien à l’esprit, on peut à peine les énoncer.”

129 Leçons de calcul différentiel et de calcul intégral rédigées principalement d’après les méthodes de M. A.-L. Cauchy et éten-
dues aux travaux les plus récents des géomètres, t. 2, Bachelier, Paris, 1844.
130 Ibid., p. 730.
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Les leçons de Moigno sont comme des couches géologiques d’âges différents qui se superposent sans

se mélanger. Dans la trente-neuvième leçon, Moigno dit qu’il ne faut employer la méthode des séries

qu’avec beaucoup de réserve, ce qui ne l’empêche pas de reprendre les calculs formels d’Euler sans se

préoccuper, la plupart du temps, de convergence. Dans la leçon suivante, il affirme que Cauchy a fait

connaître un nouveau procédé d’intégration par séries qui permet de démontrer rigoureusement l’existence

des intégrales générales. Aucun rapprochement sérieux n’est fait entre les contenus des deux leçons. Dans

l’élaboration de son traité, Moigno ne procède pas à un travail de refonte et de réécriture analogue à celui

qui caractérise les cours de Cauchy. Il se contente de juxtaposer, parfois maladroitement, des extraits de

diverses sources.

Le traité de Moigno est représentatif d’une époque charnière. Écrit avant que Cauchy ne termine ses

recherches sur le second théorème d’existence et avant les travaux de Briot et Bouquet, c’est un ouvrage

qui est encore fortement imprégné des conceptions du 18e siècle.

5.2.2. Ouvrages plus tardifs

Pour terminer, examinons la place de la méthode des séries dans les ouvrages postérieurs à 1854, c’est-

à-dire ceux qui étaient véritablement en mesure d’intégrer les nouveaux acquis théoriques.

En ce qui concerne les livres de niveau supérieur, on observe deux tendances assez naturelles, selon le

public visé. En 1887, dans son Cours d’analyse de l’École Polytechnique131, Jordan parle en mathémati-

cien à de futurs mathématiciens (ou, du moins, feint de croire que tous les polytechniciens sont destinés à

devenir mathématiciens). Dans le premier chapitre du tome 3, on trouve une démonstration de l’existence

des intégrales, très rigoureuse, qui s’inspire directement du mémoire de Briot et Bouquet. Plus loin, dans

le second chapitre, un long développement (67 pages) est consacré à l’intégration des équations linéaires

par des séries, dans lequel il est question notamment de l’étude des intégrales aux environs d’un point cri-

tique et de l’intégration des équations linéaires du second ordre de la physique mathématique. L’ensemble

est très théorique ; les problèmes pratiques liés au calcul numérique effectif ne sont qu’à peine évoqués, en

quelques lignes, à la suite du théorème d’existence. À l’opposé de Jordan, l’autre tendance est représentée

par le traité de Calcul numérique132, publié en 1911 par R. de Montessus et R. d’Adhémar, dans la

Bibliothèque de mathématiques appliquées dirigée par M. d’Ocagne. Les volumes de cette collection se

veulent des ouvrages de référence pour les utilisateurs des mathématiques et sont écrits soit par des pro-

fessionnels, soit par des enseignants des écoles d’ingénieurs. Dans le chapitre sur l’intégration numérique

des équations différentielles, rédigé par Adhémar, il n’y a pas un seul mot sur la méthode des séries.

Lorsqu’une équation différentielle n’est pas intégrable par quadratures, on conseille au lecteur d’utiliser la

méthode des différences d’Euler-Cauchy ou, pour plus de précision, la méthode des différences de Runge.

En définitive, les choix de Jordan et d’Adhémar sont révélateurs de l’évolution divergente de la méthode

des séries à la fin du 19e siècle : pour les mathématiciens, elle est à son apogée en tant que méthode d’in-

tégration théorique dans le champ complexe ; pour les utilisateurs, c’est une méthode numérique morte,

déjà reléguée dans l’oubli.

Dans les ouvrages de niveau plus élémentaire, il est clair que les auteurs ne peuvent pas présenter une

théorie des fonctions de variable complexe, ni une démonstration du second théorème d’existence. Il est

d’autant plus intéressant de scruter leur comportement vis à vis de la méthode des séries. À ce sujet, nous

131 Cours d’analyse de l’École Polytechnique, t. 3 : “Calcul intégral, équations différentielles”, Gauthier-Villars, Paris, 1887.
132 Calcul numérique, Doin, Paris, 1911.



Chapitre II 147

avons repéré deux attitudes significatives. Certains auteurs, tels Cournot133 ou Brahy134, ne font aucune

mention des travaux de Cauchy et présentent un traitement formel des séries, en tout point conforme à

celui que nous avons rencontré dans le traité de Lacroix ou dans la trente-neuvième leçon de Moigno.

Dans ce type d’ouvrage, on rencontre toujours les deux équations fondamentales étudiées par Euler,
d 2y

dx2 + axny = 0 et 
dy

dx
+ ay2 = bxm , qui nécessitent un traitement très technique, au milieu d’exemples

“scolaires” fabriqués sur mesure, pour lesquels les séries conduisent immédiatement à une solution en

termes finis. Par ailleurs, la convergence des séries n’est jamais étudiée ; dans une phrase très eulérienne,

qui ne met aucunement en doute la validité intrinsèque d’un développement formel, Cournot se contente

d’écrire : “Une telle série peut servir à calculer les valeurs numériques de y pour toutes les valeurs de x

qui rendent la série convergente”. En rupture avec ce comportement du 18e siècle, la seconde attitude est

celle des auteurs qui parlent des séries d’une façon davantage conforme aux mathématiques de leur temps.

Tannery et La Vallée Poussin se servent de la série de Taylor en tant que méthode heuristique destinée à

convaincre leurs étudiants de l’existence des intégrales. Tous deux signalent ensuite que cette existence

pourrait être démontrée rigoureusement par le théorème de Cauchy. Tannery135 écrit : “L’étude des condi-

tions dans lesquelles la série est convergente, la démonstration, d’ailleurs facile, de ce fait que la somme

de cette série vérifie effectivement l’équation différentielle sont en dehors du cadre du présent Livre.”

Quant à lui, La Vallée Poussin136 donne les hypothèses du théorème de Cauchy, avant de conclure, avec

regret : “la démonstration de cette propriété ne peut trouver place ici.” Ces deux derniers auteurs ont

renoncé aux calculs techniques d’Euler au profit d’une présentation “culturelle” de la méthode des séries,

destinée à préparer les étudiants aux cours de niveau supérieur. Il est vrai que Tannery et La Vallée Pous-

sin étaient des mathématiciens d’une autre envergure que Cournot ou Brahy…

Nous arrivons à une conclusion somme toute bien banale. Les mathématiciens de haut niveau, ceux qui

sont au contact du “savoir savant”, enseignent la méthode des séries conformément au statut qu’elle a

acquis dans les recherches les plus récentes. Les théoriciens incorporent le théorème de Cauchy et toutes

ses conséquences, les numériciens abandonnent définitivement la méthode des séries, mais tous se re-

trouvent pour dépasser l’héritage eulérien. Par contre, les enseignants de base (qui sont évidemment la

majorité) perpétuent encore, à la fin du 19e siècle, les techniques et les conceptions eulériennes. Leurs

manuels répètent à l’infini celui de Lacroix.

133 Traité élémentaire de la théorie des fonctions et du calcul infinitésimal, Hachette, Paris, 1857.
134 Exercices méthodiques de calcul intégral, Gauthier-Villars, Paris, 1895.
135 Leçons d’algèbre et d’analyse à l’usage des élèves des classes de mathématiques spéciales, Gauthier-Villars, Paris, 1906.
136 Cours d’analyse infinitésimale. Deuxième partie, Louvain, 1899.
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Conclusion

La méthode des séries se présente, avant tout, comme une méthode globale d’intégration approchée.

L’idée principale qui la caractérise est la volonté de représenter l’ensemble de la courbe intégrale par une

même expression infinie, que ce soit une série de Taylor, une fraction continue d’Euler ou de Lagrange,

ou une série d’interpolation de Kramp.

Du point de vue des mathématiques pures, la méthode des séries est conçue, dans un premier temps,

comme un outil technique intermédiaire au service de l’intégration par quadratures. Elle acquiert ensuite

son autonomie et sert à définir de nouvelles transcendantes. Toutefois, il n’y a guère que les équations

linéaires du second ordre qui se laissent facilement intégrer par les séries (ou, ce qui revient à peu près au

même, les équations de Riccati par les fractions continues). Dans cette direction, les recherches d’Euler

servent de point de départ à la gigantesque théorie des fonctions spéciales, omniprésente pendant tout

le 19e siècle.

Le dépassement du point de vue formel se fait grâce à des sauts successifs dans l’abstraction. La

convergence locale est prouvée par Cauchy au prix d’un passage dans le champ complexe. Le second

théorème d’existence est la source d’immenses développements sur les équations différentielles dans le

champ complexe, qui, dans la seconde moitié du 19e siècle, éloignent grandement la méthode des séries de

la réalité des applications. Ce divorce se manifeste de manière exemplaire dans les travaux de Poincaré et

Sundman : l’intégration globale du problème des trois corps par des séries convergeant pour toute valeur

réelle de la variable réalise, certes, un vieux rêve des analystes et constitue, en un sens, l’aboutissement de

la méthode des séries en tant que méthode d’intégration approchée analytique, mais la solution idéale

obtenue se révèle totalement impropre aux besoins pratiques de l’astronomie.

Du point de vue des applications et du calcul numérique, la méthode des séries est utilisée depuis

Newton comme méthode d’intégration numérique de base, lorsqu’il n’est pas possible d’effectuer une

intégration par quadratures ou lorsque cette dernière serait trop compliquée. Cependant, les utilisateurs se

rendent vite compte que, en dehors de situations simples, la méthode des séries fait apparaître deux incon-

vénients importants qui limitent considérablement son efficacité : elle est lourde à mettre en œuvre et elle

donne des résultats peu précis dans les problèmes globaux, dès qu’on s’éloigne un peu du point initial. La

tendance naturelle va donc être de renoncer à une utilisation globale des séries au profit d’un calcul des

courbes intégrales par arcs successifs. L’utilisation de la série de Taylor par arcs successifs sera à la base

des méthodes d’Euler et de Runge-Kutta (cf. chap. III). Dans le même ordre d’idées, si Kramp avait songé

à exploiter sa série d’interpolation utilisant les différences finies, non pas globalement, mais par arcs suc-

cessifs, il n’aurait pas été loin de découvrir les méthodes de différences finies à pas liés (cf. chap. V).

Du point de vue numérique, la méthode des séries était condamnée d’avance. Si les livres actuels

d’analyse numérique la mentionnent encore, ce n’est plus en tant que méthode vivante et autonome, mais

parce que, bien entendu, elle continue à fournir le soubassement de toutes les autres méthodes.
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La méthode des différences
finies à pas séparés

Nous obtiendrons de la sorte un
polygone remplaçant la courbe
inconnue, c’est-à-dire une courbe
Mécanique tenant lieu de courbe
Géométrique, du même coup
nous voyons bien qu’il est
possible de faire passer la courbe
Géométrique par un point donné,
puisqu’une telle courbe est la
limite où en définitive s’effacent
progressivement les polygones
convergents.

G. W. Leibniz, 1694.
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Introduction

L’idée d’assimiler localement une équation différentielle à une équation aux différences finies paraît

des plus naturelles quand on se souvient de l’une des origines du calcul différentiel, rappelée par La-

grange1 : “Mais on a pensé que la considération des différences finies pouvait conduire à celle des diffé-

rences infiniment petites, et que le calcul aux différences finies conserverait toute sa rigueur, en devenant

calcul différentiel par l’omission des termes infiniment petits. Et de là est née la méthode des limites dans

laquelle on regarde le rapport des différences infiniment petites, comme la limite du rapport des diffé-

rences finies, et les équations différentielles, comme les limites des équations aux différences finies.”

N’est-ce pas de cette manière que Brook Taylor, en 1715, avait établi la célèbre formule qui porte son

nom ? Inversement, n’est-il pas logique de revenir à une équation aux différences finies pour approcher

une équation aux différences infiniment petites ?

Nous appelons méthode des différences finies toute méthode qui, pour calculer la valeur en x de la

solution y, vérifiant la condition initiale y(x0 ) = y0 , de l’équation différentielle dy = f (x, y)dx , consiste à

réaliser une subdivision de l’intervalle [x0 , x] et à remplacer, successivement sur chaque intervalle de la

subdivision, l’équation différentielle par une équation aux différences finies. Désignons la subdivision par

  x0 < x1 <L< xn = x  et les valeurs calculées de proche en proche, grâce aux équations aux différences, par

  y0 , y1,K , yn . À la fin, on prend yn comme valeur approchée de la valeur exacte y(x) , avec l’espoir que

l’approximation soit bonne lorsque le pas de la subdivision est petit. Géométriquement, cela revient à

remplacer la courbe intégrale par la ligne brisée joignant les points de coordonnées (xi , yi ) . Si, à chaque

étape, le calcul de yi+1 ne fait intervenir que la valeur précédente yi , on dit que la méthode est à un pas ou

à pas séparés ; si, au contraire, on utilise plusieurs des valeurs précédentes, on parle de méthode multipas

ou à pas liés. Nous n’envisageons, dans ce chapitre, que les méthodes de différences finies à pas séparés.

L’histoire de ces méthodes est souvent présentée de la façon suivante : d’abord, Euler inventa la

méthode de base, celle d’ordre 1 ; ensuite, Cauchy s’en servit pour la démonstration du théorème fonda-

mental d’existence, connu aujourd’hui sous le nom de théorème de Cauchy-Lipschitz ; enfin, Runge,

Heun et Kutta construisirent les méthodes d’ordre supérieur utilisées par les calculateurs modernes. Bien

qu’essentiellement exact, cet aperçu historique méritait d’être étoffé. Nous avons voulu aller au delà d’une

schématique pièce en trois actes, et reconstituer la trame d’une évolution plus continue, plus riche, plus

nuancée.

1 Leçons sur le calcul des fonctions, Paris, 1808, leçon 19, p. 243.
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1. Vers la méthode d’Euler

Presque tous les historiens situent l’apparition de la “méthode d’Euler” en 1768, dans le premier vo-

lume des Institutiones calculi integralis. Il semble pourtant difficile de croire qu’Euler ait pu écrire direc-

tement un exposé abstrait aussi abouti. Seul, Garrett Birkhoff signale avec lucidité que2 “already by 1753,

Euler had invented various numerical methods for computing approximate (piecewise analytic) solutions

of systems of ordinary differential equations for which no formal solution was known (…). The simplest of

these was the Euler-Cauchy polygon method ; his more accurate «Euler-Otto» algorithm for ballistic

applications was still in practical use late in the 19th century.”3 Birkhoff fait allusion à des recherches sur

la trajectoire d’un corps dans un milieu résistant, problème central de l’artillerie. Pour notre part, nous

avons trouvé des procédés numériques analogues dans les œuvres astronomiques d’Euler, en particulier

dans un mémoire de 1759 sur la détermination du mouvement perturbé d’une planète ou d’une comète.

Ces travaux de balistique et de mécanique céleste montreront clairement que, chez Euler, la pratique a

précédé la théorie ! Ce n’est qu’après s’être frotté longuement à des applications substantielles que le

grand mathématicien a pu mettre au point le texte didactique simplifié et épuré de 1768.

Mais, avant d’entreprendre l’étude des méthodes numériques d’Euler, il n’est pas inutile de rappeler

que l’idée de remplacer une équation différentielle par une succession d’équations aux différences finies,

ou, géométriquement, une courbe intégrale par une ligne polygonale, est une idée bien plus ancienne, déjà

présente chez les fondateurs du calcul infinitésimal.

1.1. Des idées déjà présentes chez Newton et Leibniz

1.1.1. Le mouvement troublé des corps célestes : Newton (1687)

Dans deux corollaires de la Proposition 17 du Livre premier des Principia, Newton présente une

méthode d’approximation très générale pour l’étude du mouvement d’un corps dont l’orbite képlérienne

est troublée par l’action d’une force perturbatrice :

“Cor. 3. De-là, si le corps se meut dans une section conique quelconque, & qu’il soit dérangé de son

orbite par une impulsion quelconque ; on pourra connaître la nouvelle orbite dans laquelle il circulera

ensuite, en composant le mouvement que ce corps a déjà avec le mouvement que cette impulsion seule lui

aurait imprimé ; car par ce moyen on aura le mouvement du corps lorsqu’il part du lieu donné dans

lequel il a reçu l’impulsion suivant une ligne droite donnée de position.

2 A source book in classical analysis, Harvard University Press, Cambridge, Massachussetts, 1973, p. 242.
3 “déjà en 1753, Euler avait inventé des méthodes numériques variées pour calculer des solutions approchées (analytiques par
morceaux) de systèmes d’équations différentielles ordinaires pour lesquels on ne connaissait pas de solution formelle (…). La
plus simple d’entre elles était la méthode polygonale d’Euler-Cauchy ; l’algorithme plus précis d’«Euler-Otto» pour les appli-
cations balistiques était encore en usage vers la fin du 19ème siècle.”
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Cor. 4. Et si ce corps est continuellement troublé dans sa révolution par quelque force qui lui soit

imprimée extérieurement, on connaîtra à peu près la courbe qu’il décrira, en prenant les changements

que cette force produit dans plusieurs points quelconques, & en estimant par l’ordre de la série les chan-

gements continuels dans les lieux intermédiaires.”

Le Corollaire 4 énonce clairement le principe d’une construction approchée de la trajectoire par arcs

successifs. Il s’agit de déterminer un nombre fini de points de la courbe en passant d’un point au suivant

par une construction géométrique traduisant la composition de deux mouvements instantanés. En outre,

plutôt que de joindre les points obtenus par des segments et de se contenter d’une ligne brisée, Newton

propose d’utiliser une interpolation polynomiale. En effet, nous interprétons l’expression “par l’ordre de

la série” comme signifiant “au moyen d’une série d’interpolation”, et nous y voyons une allusion à la

série d’interpolation de Gregory-Newton présentée dans une autre section des Principia.

Newton utilise les idées contenues dans les Corollaires 3 et 4 à de nombreuses reprises, mais avec des

arcs infiniment petits, ce qui lui permet d’obtenir, au moyen de la quadrature des courbes, des solutions

géométriques exactes pour des problèmes qui pourraient se traduire aujourd’hui par des équations diffé-

rentielles intégrables par quadratures. Par contre, nous n’avons pas trouvé dans les Principia d’application

effective du Corollaire 4, c’est-à-dire de construction approchée au moyen d’arcs finis. Lorsque Newton

s’intéresse au problème des trois corps, dans la Proposition 66 du Livre premier, il dégage seulement des

résultats de nature qualitative sans donner d’indication sur les méthodes employées. En particulier, il n’y a

aucun calcul approché explicite conduisant à des résultats quantitatifs. Clairaut4 a reproché à Newton

l’obscurité de cette partie des Principia :

“On ne voit guère pour retrouver le chemin qui peut avoir conduit M. Newton à toutes ces équations,

que quelques corollaires de la proposition 66 du premier livre, où il donne la manière d’estimer les forces

perturbatrices du Soleil, que j’ai exposée dans ce Chapitre. On sent bien à la vérité que celle des deux

forces qui agit dans le sens du rayon de l’orbite de la Lune, se joignant à la force de la terre, altère la

proportion inverse du quarré des distances, & doit changer tant la courbure de l’orbite, que le temps dans

lequel la Lune la parcourt : mais comment M. Newton a-t-il employé ces altérations de la force centrale,

& quels principes a-t-il suivi pour éviter ou pour vaincre la complication extrême, & les difficultés du

calcul que présente cette recherche ? C’est ce qu’on n’a pas encore pu découvrir du moins d’une manière

satisfaisante.”

Malgré son caractère vague et peu opératoire, le Corollaire 4 cité plus haut est certainement à l’origine

des diverses méthodes de quadrature mécanique utilisées par les astronomes pour résoudre numérique-

ment le problème des trois corps. Les premiers calculs d’envergure devaient avoir lieu en 1759, motivés

par le retour de la comète de Halley. Les techniques élaborées par Euler seront étudiées un peu plus loin,

tandis que celles de Clairaut trouveront place dans le chapitre V.

1.1.2. L’isochrone paracentrique : Leibniz (1694)

En 1687, Leibniz soumet au monde savant le problème de la courbe isochrone5 : “Trouver une ligne

de descente, dans laquelle le corps pesant descende uniformément, et approche également de l’horizon en

4 “Exposition abrégée du système du monde”, supplément aux Principes mathématiques de la philosophie naturelle, Paris,
1759, t. 2, p. 108-109 (quoique signé de Mme du Châtelet, ce supplément est, en substance, attribué à Clairaut : voir les articles
de P. Brunet et R. Taton).
5 En ce qui concerne l’origine et l’énoncé des problèmes de l’isochrone et de l’isochrone paracentrique, nous suivons l’analyse
de Michel Blay in La naissance de la mécanique analytique, PUF, Paris, 1992, pp. 63-77. Pour d’autres détails érudits concer-
nant l’isochrone paracentrique, voir F. Gomès Teixeira, Traité des courbes spéciales remarquables planes et gauches, t. 2,
Gauthier-Villars, Paris, 1909, pp. 50-55.
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des temps égaux”. En d’autres termes, il s’agit de déterminer la courbe qu’un point pesant doit décrire

pour qu’il garde une vitesse constante selon la direction verticale. Les premières solutions, qui n’utilisent

pas directement le nouveau calcul différentiel, sont publiées par Huygens en 1687 et par Leibniz en 1689.

Par la suite, Jacques Bernoulli et son frère Jean Bernoulli devaient donner deux autres solutions, cette fois

en écrivant et en intégrant explicitement une équation différentielle. Entre temps, Leibniz avait lancé un

nouveau défi, celui de l’isochrone paracentrique : “(…) chercher une autre isochrone, voisine de la pré-

cédente, sur laquelle un corps pesant s’éloigne (ou se rapproche) uniformément, non pas comme on l’a

supposé jusqu’à présent, d’une ligne horizontale, mais d’un point déterminé. Le problème serait donc :

trouver la courbe sur laquelle la chute d’un corps pesant est telle qu’il s’éloigne ou se rapproche unifor-

mément d’un point donné.” À présent, il s’agit de déterminer la courbe décrite par un point pesant de sorte

que sa distance à un point fixe varie proportionnellement au temps employé à parcourir chaque arc de la

courbe. En 1694, Jacques Bernoulli découvre une solution reposant sur la rectification de la courbe trans-

cendante y = axx dx

a4 − x4

⌠
⌡

. La même année, dans un article6 des Acta Eruditorum, Leibniz réplique par

deux autres méthodes, l’une géométrique, l’autre mécanique7, que nous allons examiner.

Le problème est introduit ainsi8 : “On cherche quelle est la courbe Isochrone paracentrique 1C2C3C

sur laquelle un corps pesant, descendant d’une hauteur H, se rapproche ou s’éloigne régulièrement d’un

centre A, c’est-à-dire d’un point fixe, et donc telle que les éléments des distances par rapport à A soient

proportionnels aux éléments de temps.” L’article contient une seule figure très riche servant de support

aux deux raisonnements. Pour plus de clarté, nous n’avons conservé ci-dessous (fig. III.1) que les élé-

ments utiles à la compréhension de la méthode mécanique, celle qui nous intéresse plus particulièrement.

La hauteur constante AH est notée a ; le temps t est représenté par la distance AC ; les autres variables

liées au point générique C sont l’arc c de la courbe et les distances x = AB et z = AL.

H

A

B

R

ω

1M
2M

1C
2C

1P

1Q

1θ

1L

2L

Fig. III.1. L’isochrone paracentrique (Leibniz, 1694)

6 “Constructio propria problematis de curva isochrona paracentrica, ubi et generaliora quaedam de natura et calculo differentiali
osculorum, et de constructione linearum transcendentium, una maxime geometrica, altera mechanica quidem, sed generalis-
sima. Accessit modus reddendi inventiones transcendentium linearum universales, ut quemvis casum comprehendant, et tran-
seant per punctum datum”, Acta Eruditorum, août 1694 ; Mathematische Schriften, t. 5, pp. 309-318.
7 Sur le sens que les mots “géométrique” et “mécanique” ont pour Leibniz, voir chap. I, 3.1.2.
8 Signalons aussi que, dans les notations de Leibniz, les indices sont placés à gauche des lettres, et non à droite comme c’est
l’usage aujourd’hui. Il en résulte, pour nous, une difficulté certaine à lire les formules et à suivre les calculs.
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À l’issue d’une mise en équations relativement facile à suivre, Leibniz obtient la relation

(1)      dc = dt aa + ax
a

,

qui nous sera utile plus loin, et, surtout, l’équation différentielle

(2)     
dt
at

= a dz

a3z − a z3
,

qui définit la courbe cherchée. Observons que Leibniz choisit, pour repérer le point C, les variables t et z.

Il s’agit, en quelque sorte, de coordonnées polaires à partir de l’origine A et de l’axe HA, puisque t = AC

est la distance à l’origine et z = AL caractérise l’angle MAL ou CAL.

La première solution, qualifiée de “géométrique”, consiste à remarquer que l’équation (2), qui est à

variables séparées, s’intègre immédiatement par quadratures. Leibniz trouve 2 at = aa
dz

a3z − a z3

⌠
⌡

+ b,

où b est une constante arbitraire, puis termine en ramenant la quadrature du second membre à la recti-

fication d’une courbe algébrique. Ce faisant, il insiste longuement sur la supériorité de sa solution par rap-

port à celle de Jacques Bernoulli. Effectivement, la comparaison des deux démarches appelle deux re-

marques importantes :

1) La solution de Leibniz est plus simple dans la mesure où elle se ramène à la rectification d’une

courbe algébrique tandis que celle de Jacques Bernoulli nécessitait la rectification d’une courbe transcen-

dante, elle-même définie par une quadrature. Au delà de ce constat, on peut se demander pourquoi les

deux mathématiciens ne se contentent pas d’une solution définie par quadratures et cherchent, dans la

mesure du possible, à remplacer les quadratures par des rectifications. La raison est sans doute d’ordre

pratique : sur une figure, il est plus facile d’évaluer la longueur d’une courbe que l’aire d’une surface.

2) Contrairement à Jacques Bernoulli, qui ne trouvait qu’une seule courbe solution, Leibniz met en

évidence qu’il y en a une infinité. Après la brève remarque de Newton dans La méthode des fluxions

(cf. chap. II, 1.1.4), c’est la seconde fois dans l’histoire du calcul infinitésimal qu’apparaît clairement une

constante d’intégration, traduisant la possibilité de faire passer la courbe cherchée par un point quelconque

donné a priori (cf. chap. I, 1.2.1).

Après la solution géométrique, Leibniz en vient à une seconde solution, qualifiée de “mécanique” :

“(…), je vais donner un moyen Mécanique certes, mais qui a sa valeur grâce à son universalité et sa faci-

lité d’exécution, permettant de faire passer par un point donné (chaque fois que faire se peut) toutes les

courbes inconnues transcendantes données différentiellement, et ceci de manière aussi exacte qu’on peut

le souhaiter, même si à l’inverse du procédé Géométrique exposé plus haut (…), il n’emprunte pas les

vrais points mais seulement des points voisins des vrais. Son intérêt est de nous renseigner sur la possibi-

lité, la forme et la nature des courbes, bien avant que nous puissions même en connaître la solution réelle.

Bien plus, il peut s’appliquer également aux différentio-différentielles de tout degré.”

À la lecture de cet extrait, on s’aperçoit que, pour Leibniz, la méthode mécanique joue, dans une cer-

taine mesure, le même rôle que la méthode des séries (cf. chap. II, 1.3.2) : il s’agit d’un procédé heuris-

tique et transitoire, permettant d’explorer empiriquement la courbe et de deviner éventuellement la forme

d’une solution exacte par quadratures. Dans le cas de l’isochrone paracentrique, la méthode consiste à

construire une ligne polygonale à partir d’un point 1C  pris arbitrairement. Résumons la construction du

point suivant 2C  (fig. III.1) : on trace un rayon A2 M  voisin du rayon initial A1M  ; on construit la perpen-

diculaire 1C1θ  à la droite A2 M  et on marque le point 1P  tel que 1θ1P = AH  ; à partir du milieu ω de AB,
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on construit de manière classique le point R tel que AR soit la moyenne proportionnelle de AH et HB ; le

cercle de centre 1C  et de rayon AR coupe en 1Q la perpendiculaire à A1P menée de 1P  ; enfin, la droite

1C1Q coupe le rayon A2 M  en le point 2C  cherché. Leibniz n’explique pas cette construction, il se

contente de dire qu’il s’agit d’“un autre point très voisin 2C tel que le segment 1C2C soit le côté d’un

polygone tenant lieu de courbe”. Selon la conception leibnizienne, cela signifie que le segment 1C2C  est

une portion d’une tangente à la courbe. Tentons de le justifier. Soit α l’angle que fait le segment 1C2C

avec le rayon A2 M  ; il vient

cosα = 1θ1P

1C1Q
= AH

AR
= AH

AH.HB
= a

a(a + x)
.

Par ailleurs, soit β l’angle que fait la tangente à la courbe en 1C  avec le rayon A1M . Compte tenu de la

formule (1) rappelée plus haut, on a

cosβ = dt
dc

= a

a(a + x)
.

L’égalité des angles α et β montre que le segment 1C2C  est effectivement une bonne approximation de la

tangente à la courbe au point 1C .

Le tracé d’un arc élémentaire étant ainsi expliqué, penchons-nous sur la fin de la construction : “Nous

chercherons de la même manière à partir du point 2C le point 3C  et ainsi de suite. Nous obtiendrons de

la sorte un polygone 1C2C3C  etc. remplaçant la courbe inconnue, c’est-à-dire une courbe Mécanique

tenant lieu de courbe Géométrique, du même coup nous voyons bien qu’il est possible de faire passer la

courbe Géométrique par un point donné 1C, puisqu’une telle courbe est la limite où en définitive

s’effacent progressivement les polygones convergents. Nous disposons en même temps d’une série de

grandeurs ordinaires convergeant vers la grandeur transcendante cherchée.”

Dans ce passage, nous constatons la présence des deux idées fondamentales de la méthode que, à la

suite de Leibniz, nous pouvons appeler méthode polygonale : 1) on peut construire une courbe approchée

en remplaçant la courbe inconnue par une suite de segments voisins des tangentes fournies par l’équation

différentielle ; 2) lorsque la longueur des segments tend vers zéro, la ligne polygonale converge vers la

courbe cherchée. Ce texte sonne assez étrangement : pour convaincre Jacques Bernoulli qu’on peut faire

passer l’isochrone paracentrique par n’importe quel point donné, Leibniz en vient à formuler exactement

l’idée que Cauchy utilisera pour la démonstration de son premier théorème d’existence de 1824. Bien en-

tendu, pour Leibniz, la convergence des polygones vers une courbe solution va de soi. Cela découle natu-

rellement de la conception des courbes qui est omniprésente dans les écrits du géomètre allemand : une

courbe n’est autre qu’un polygone à une infinité de côtés infiniment petits ; une tangente n’est autre

qu’une droite joignant deux points de la courbe infiniment proches. On passe des méthodes géométriques

(exactes) aux méthodes mécaniques (approchées) en remplaçant simplement les côtés infiniment petits et

en nombre infini de la courbe par les côtés petits et en nombre fini d’un polygone.

Revenons sur la construction du segment élémentaire. Si Leibniz avait construit l’angle α = β au

point 1C  plutôt qu’au point 2C  — ce qui n’aurait présenté aucune difficulté —, il aurait obtenu une

construction exacte de la tangente à la courbe en 1C . On peut se demander pourquoi, au lieu de cette cons-

truction exacte simple et naturelle, il préfère une construction approchée de la tangente au point 2C , autre-

ment dit la construction d’une droite de pente inconnue en un point inconnu. Il est vrai que, dans la con-

ception de Leibniz, le côté infiniment petit représenté par le segment fini 1C2C  est une tangente à la

courbe à la fois en 1C  et en 2C  : il ne saurait donc y avoir de différence significative entre les deux cons-

tructions. Mais, dans ce cas, pourquoi choisir la plus compliquée ? Connaissant l’intérêt de Leibniz pour le



156 Chapitre III

calcul numérique et graphique — n’a-t-il pas réfléchi à la construction d’une machine à calcul et d’un

intégraphe (cf. chap. VI, 2.1.1) ? —, il est permis de penser que ce choix n’est peut-être pas dû au hasard.

Pour faciliter l’analyse, oublions les notations de Leibniz et supposons que l’isochrone paracentrique

soit déterminée, en coordonnées cartésiennes, par l’équation différentielle dy = f (x, y)dx . La construction

exacte de la tangente au point initial 1C  correspondrait à la méthode d’Euler, c’est-à-dire à l’équation aux

différences ∆y = f (x, y)∆x . Par contre, la construction approchée de la tangente au point final 2C , à la

façon de Leibniz, est un équivalent géométrique de la résolution approchée de l’équation implicite

∆y = f (x + ∆x, y + ∆y)∆x , qui caractérise ce qu’on appelle aujourd’hui la méthode d’Euler implicite ou

rétrograde. Bien que les deux méthodes soient d’ordre9 1 et bien que la méthode implicite paraisse a

priori déraisonnable, les traités modernes d’analyse numérique nous apprennent que l’erreur de la

méthode implicite est inférieure à celle de la méthode explicite10. Pour illustrer ce phénomène, nous avons

représenté (fig. III.2) une isochrone paracentrique tracée à partir de son expression exacte par quadratures

(pour a = 1), une ligne brisée obtenue selon le programme de construction de Leibniz et la ligne brisée

associée obtenue selon le programme modifié correspondant à la méthode d’Euler11. Ainsi que le prouvera

Cauchy en 1824 (cf. 4.1.2), ces deux lignes brisées encadrent la courbe.

-1 -0.5

-0.5

Leibniz

Euler

Fig. III.2. Deux constructions approchées d’une isochrone paracentrique

On constate que Leibniz a fait le bon choix. Nous n’avons, bien sûr, aucune certitude mais nous fai-

sons l’hypothèse que Leibniz a réalisé une construction analogue à la nôtre afin d’identifier empirique-

ment la ligne brisée la plus proche de la courbe.

1.2. Une méthode dans l’air du temps

Ainsi que nous venons de le voir, la méthode polygonale, tout au moins dans son principe, est claire-

ment présente chez Newton comme chez Leibniz. Chez les deux mathématiciens, elle apparaît quasiment

en tant que méthode graphique — Newton compose les impulsions par la règle du parallélogramme,

Leibniz construit les tangentes à la règle et au compas — mais il s’agit sans doute, en partie, d’un effet

déformant dû au langage géométrique omniprésent à la fin du 17e siècle : une traduction numérique serait

9 L’ordre d’une méthode d’intégration numérique est pris au sens de Runge : cf. 5.2.
10 Voir M. Crouzeix et A.-L. Mignot, Analyse numérique des équations différentielles, 2e éd., Masson, Paris, 1992, p. 87-88.
11 Nous avons adopté un pas constant pour la coordonnée horizontale. Si, comme le texte semble le suggérer, on adoptait un
pas constant pour l’angle polaire, le résultat serait encore plus favorable à Leibniz.
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immédiate. L’idée de base de la méthode polygonale est tellement simple (ou, plus exactement, tellement

inhérente aux fondements du calcul infinitésimal) qu’il semble un peu ridicule de vouloir l’attribuer seule-

ment à Euler. Pour alimenter ce débat sur les sources, on peut citer un texte de Condorcet12 daté de 1768,

soit l’année même de publication du premier tome des Institutiones calculi integralis. Sans référence à

Euler, Condorcet énonce le principe général d’une méthode de différences finies, en insistant sur la

simplicité du procédé :

“La première méthode d’approximation que je vais considérer, est tellement simple qu’elle ne

demande que les connaissances les plus élémentaires ; & la marche en est sûre : mais elle ne s’applique

qu’aux cas où les phénomènes peuvent être observés dans leurs plus petites variations sensibles. Je sup-

pose d’abord que j’aie une équation en y, dy, d 2y, d3y,  &c. x & dx, dx étant constant : cela posé, je

cherche par l’observation quelles sont les valeurs de y, ′y , ′′y , ′′′y , &c. qui ont lieu dans les phénomènes,

lorsque x = a, ′a , ′′a , ′′′a , &c. ces valeurs ne différant entre elles que d’une quantité constante, & telle-

ment petite, que son quarré soit imperceptible avec les instruments les plus parfaits : & pour avoir les

valeurs suivantes sans observations, je fais dans l’équation dy = ′y − y, ddy = ′′y − 2 ′y + y ,

d3y = ′′′y − 3 ′′y + 3 ′y − y, &c. dx = ′x − x  ; & j’ai une équation qui doit avoir lieu généralement entre un

nombre donné de y consécutifs, & égal à l’exposant de l’ordre de l’équation, augmenté de l’unité. J’ai de

cette équation la valeur de ′′′y , par exemple, en x, ′x , y, ′y , ′′y  ; donc j’ai celle de y IV  semblablement en

′′′y , ′′y , ′y , ′′x , ′x . Mais j’ai ′′′y  par la précédente, & ′′x = 2 ′x − x  ; donc j’ai y IV  en y, ′y , ′′y , x & ′x .

J’aurai de même yV  & toutes les valeurs suivantes de y : ces valeurs ne différeront des vraies que de

quantités de l’ordre ′x − x
2
, qui, par l’hypothèse, sont imperceptibles.”

Afin d’y voir plus clair, explicitons la méthode de Condorcet dans les cas courants. Pour une équation
résolue du premier ordre dy = f (x, y)dx  et les valeurs initiales x et y, Condorcet détermine les valeurs sui-

vantes par les relations ′y − y = f (x, y)( ′x − x), ′′y − ′y = f ( ′x , ′y )( ′′x − ′x ), etc. Ce n’est rien d’autre que

la méthode d’Euler, qui consiste à remplacer l’équation différentielle par l’équation aux différences finies
∆y = f (x, y)∆x  sur une succession de petits intervalles. Dans le cas d’une équation du second ordre

d 2y = f x, y, dy
dx( )dx2 , Condorcet ne prend pas comme données de départ les valeurs de la fonction et de sa

dérivée en un point, mais celles de la fonction en deux points voisins. La raison de ce choix, facile à com-

prendre, est d’ordre pratique : dans les phénomènes mécaniques, il est plus commode de mesurer la posi-
tion d’un point que sa vitesse. À partir des points initiaux x, y et ′x , ′y , Condorcet détermine les valeurs

suivantes par les relations ′′y − 2 ′y + y = f x, y, ′y −y
′x −x( )( ′x − x)2 , ′′′y − 2 ′′y + ′y = f ′x , ′y , ′′y − ′y

′′x − ′x( )( ′′x − ′x )2 ,

etc. Il s’agit, cette fois, de l’équation aux différences finies ∆2y = f x, y, ∆y
∆x( )∆x2. Et ainsi de suite… Le

fait que Condorcet traite les équations d’ordre supérieur différemment d’Euler (cf. 2.2), en s’orientant vers

des méthodes multipas, laisse penser qu’il n’y a pas eu d’influence particulière de l’un sur l’autre.

Ainsi, il est clair que, en 1768, la “méthode d’Euler” est une méthode connue depuis bien longtemps et

considérée comme élémentaire. À cette occasion, comme souvent dans ses écrits, Condorcet se contente

de grands principes : il n’étudie aucune application, il ne se lance dans aucun calcul, il ne développe pas

plus avant les idées intéressantes contenues dans le passage précédent (notamment à propos de l’esti-

mation de l’erreur). On se retrouve presque au même point que dans les textes de Newton ou Leibniz : des

méthodes prometteuses mais aucune application d’envergure. C’est là qu’il faut rendre justice à Euler : il

est sans doute le premier à avoir réellement exploité l’idée polygonale dans des travaux conséquents de

mathématiques appliquées.

12 “Lettre à M. d’Alembert sur le système du monde et le calcul intégral”, pp. 66-67, in Essais d’analyse, t. 1, Paris, 1768.
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1.3. Le mouvement d’un corps dans un fluide résistant : Euler (1753)

Nous avons vu dans le chapitre II comment Euler, en 1745, avait traité la question du mouvement d’un

boulet de canon lancé verticalement. Bien que les équations différentielles soient, dans ce cas, intégrables

par quadratures, il avait utilisé la méthode des séries pour obtenir une solution pratique. Un peu plus tard,

en 175313, il aborde le problème le plus général de l’artillerie, celui d’un corps lancé obliquement dans un

milieu résistant.

1.3.1. Le problème central de l’artillerie

Les anciennes tables d’artillerie, fondées sur les trajectoires paraboliques de Galilée, ne donnaient pas

satisfaction. Pour s’approcher davantage de la réalité, il fallait tenir compte de la résistance de l’air. Dans

l’hypothèse communément admise d’une résistance proportionnelle au carré de la vitesse, c’est Jean

Bernoulli qui avait réussi le premier, en 1721, après les recherches infructueuses de Newton, à donner une

solution du problème en recourant à des quadratures de courbes transcendantes. Euler commence son

mémoire en rappelant que cette solution théorique n’a pas encore pu être exploitée :

“Voilà donc ce grand problème résolu, et même très bien résolu, il y a longtemps. Cependant la solu-

tion, quelque bonne qu’elle soit dans la théorie, est pourtant telle, qu’on n’en a pu tirer jusqu’ici le

moindre secours pour la pratique, et pour en corriger la fausse théorie fondée sur la parabole, à laquelle

les Artilleristes sont encore obligés de s’en tenir, quoiqu’ils n’en connaissent que trop l’insuffisance.

Ainsi il est certain que cette solution n’a apporté aucun avantage réel à l’avancement de l’Artillerie.”

Euler projette donc d’élaborer de nouvelles tables qui permettraient de calculer plus précisément la

“hauteur à laquelle la bombe arrive” et le “point où elle doit retomber en terre”, à partir de l’“élévation

du mortier”, de la “vitesse dont la bombe en sort”, du diamètre et du poids de la bombe. Dans ce but, il

commence par rappeler la solution théorique du problème. La courbe décrite par un globe dans un fluide

quelconque est notée CNAMH (fig. III.3). La droite BAE est l’horizontale passant par le point le plus haut

de la courbe ; CNA est la branche ascendante, AMH la branche descendante.

Fig. III.3. Étude théorique de la courbe balistique (Euler, 1753)

13 “Recherches sur la véritable courbe que décrivent les corps jetés dans l’air ou dans un autre fluide quelconque”, Mémoires
de l’académie des sciences de Berlin, 9, 1755 (1753), pp. 321-352 ; Opera omnia, s. 2, vol. 14, pp. 413-447.
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Pour l’étude de la branche descendante, on repère le point M par son abscisse AP = x et son appliquée

PM = y ; de plus, s désigne l’arc de la courbe AM, t le temps de parcours de l’arc AM et v la “hauteur due

à la vitesse du globe” en M. La hauteur v est celle de laquelle un corps pesant doit tomber dans le vide

pour acquérir la même vitesse que le globe : si on note g la hauteur de laquelle un corps pesant tombe dans

le vide en une seconde14, la vitesse du globe est 4gv . Enfin, α et c sont deux constantes, calculées à

partir du diamètre et du poids du boulet, qui interviennent respectivement dans les expressions de la

gravité et de la résistance de l’air.

Les équations différentielles du mouvement, qui définissent x et y en fonction de t, sont des équations

compliquées du second ordre, aussi Euler choisit-il de tout exprimer en fonction du paramètre p = dy dx ,

qui est la tangente de l’angle PTM = ϕ, c’est-à-dire de l’inclinaison du mouvement par rapport à l’horizon

(cf. chap. I, 2.2.1). Cela conduit à définir la courbe intégrale comme courbe paramétrée :

dx = dp

C + 1
c dp 1+ pp∫

,

dy = pdp

C + 1
c dp 1+ pp∫

.

Pour simplifier les écritures, Euler met la constante d’intégration C sous la forme C = n c et désigne par P

l’arc parabolique15

P = dp 1+ pp∫ = 1
2 p 1+ pp + 1

2 l ( p+ 1+ pp ).

Avec ces nouvelles notations, tous les éléments de la trajectoire — l’abscisse x, l’appliquée y, l’arc s, le

temps t et la hauteur v — s’expriment, ainsi que l’avait découvert Jean Bernoulli, à l’aide de quadratures

de fonctions transcendantes (les intégrales sont prises en sorte qu’elles s’évanouissent pour p = 0) :

x = c
dp

n + P
⌠
⌡

, y = c
pdp

n + P
⌠
⌡

,

s = c
dp 1+ pp

n + P
⌠
⌡

= cl
n + P

n
,

t = 2c

α
dp

n + P
⌠
⌡

, v =
1
2 αc (1+ pp)

n + P
.

Pour la branche ascendante, on dispose d’un groupe de formules analogues, obtenues simplement en

remplaçant P par – P. Euler remarque alors que, dans ces deux groupes d’équations, seule la constante n

joue un rôle essentiel : “Or, pour connaître les courbes qu’un corps peut décrire dans un fluide, il faut

remarquer, qu’il y en a une infinité d’espèces différentes, qui sont déterminées par les diverses valeurs du

nombre n. Car, tandis que le nombre n demeure le même, les courbes seront toujours semblables

entr’elles, ou bien de la même espèce, quelle que soit la différence entre les quantités α et c ; puisque

celles-ci n’entrent dans le calcul, que pour déterminer la grandeur de la courbe, sans en changer l’es-

pèce, et outre cela le mouvement même du corps.” Autrement dit, les constantes α et c n’interviennent

qu’en tant que facteurs multiplicatifs : il suffit donc, dans la pratique, de disposer, pour chaque valeur

de n, de tables donnant en fonction de p, ou de ϕ, les valeurs de

dp
n + P

⌠
⌡

,
pdp

n + P
⌠
⌡

, l
n + P

n
,

dp

n + P
⌠
⌡

,
1+ pp

n + P
.

14 Le g d’Euler est donc la moitié de notre g actuel.
15 Rappelons que la lettre l représente le logarithme népérien.
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Une étude théorique de la courbe montre (fig. III.3) qu’il y a, pour la branche descendante, une

asymptote verticale EF et, pour la branche ascendante, une asymptote oblique OL. L’angle OLB, ou incli-

naison de l’asymptote par rapport à l’horizon, représente pratiquement l’élévation du mortier, c’est-à-dire

l’une des données concrètes dont on dispose dans la réalité. Euler établit une formule reliant la valeur de n

à l’angle OLB et décide finalement de dresser des tables correspondant aux différentes valeurs de cet

angle. Il prévoit de se limiter à 18 espèces de courbes, autrement dit de dresser 18 tables, correspondant

aux valeurs de l’angle OLB de 0° à 85°, de 5° en 5°. Chaque table comprendra deux parties, l’une pour la

branche ascendante, l’autre pour la branche descendante, chacune donnant les valeurs de x, y, s, t et 4gv

pour toutes les valeurs de l’inclinaison ϕ, de 5° en 5°. Cet ensemble de tables devrait pouvoir répondre à

tous les besoins : “à l’aide de 18 Tables de cette forme on sera en état de résoudre toutes les questions,

qui peuvent se rencontrer dans l’Artillerie”. En effet, toute valeur ne se lisant pas directement dans une

des tables pourra être calculée par interpolation.

1.3.2. La méthode d’Euler-Otto

Venons-en à la méthode numérique utilisée pour dresser les tables. Euler signale que, si on se limitait à

une petite portion de courbe MAN au voisinage du sommet A, l’angle ϕ et sa tangente p resteraient petits,

ce qui permettrait d’obtenir des approximations commodes au moyen de développements en série. Cepen-

dant, la méthode des séries n’est pas utilisable pour l’ensemble de la courbe : “dès qu’on en veut con-

naître une plus grande portion, ces approximations ne sont plus d’aucun usage ; et alors, puisqu’il n’y a

pas moyen d’intégrer les formules trouvées pour x, y et le temps t, on sera réduit à en chercher la valeur

par la voie des quadratures”. La voie des quadratures repose sur un principe général rappelé un peu plus

loin et qui n’est autre que celui de la méthode polygonale : “Le plus sûr moyen de calculer chacune de ces

espèces sera de partager toute la courbe en plusieurs morceaux, et d’en calculer chacun à part : car alors

on n’aura qu’à rassembler les calculs de tous ces morceaux.”

Soit donc Mm un morceau de la courbe (fig. III.3). On note respectivement p et q les tangentes des

inclinaisons en M et m, P et Q les arcs paraboliques correspondants. La longueur de l’arc Mm est alors

Mm = Am − AM = cl
n + Q

n
− cl

n + P
n

= cl
n + Q
n + P

.

Considérant le milieu η entre les inclinaisons en M et en m, Euler prend pour portions de l’abscisse et de

l’appliquée associées à cet arc les quantités

Pp = ccosη l
n + Q
n + P

,

pm − PM = csinη l
n + Q
n + P

.

En d’autres termes, la méthode consiste à remplacer chaque arc de la courbe par un segment de même

longueur que l’arc et ayant une inclinaison moyenne entre les inclinaisons de la courbe aux extrémités de

l’arc. Par ailleurs, la vitesse se calcule directement en faisant la moyenne des valeurs aux extrémités de

l’arc et le temps est obtenu comme quotient de l’arc par la vitesse.

Euler calcule une seule table à titre de modèle, celle de la douzième espèce correspondant à

n = 1,822067, soit à une élévation du mortier de 55°. Nous donnons ci-dessous un extrait de la partie de la

table concernant la branche descendante. Le facteur 2,302585 traduit le passage des logarithmes hyperbo-

liques aux logarithmes communs ; les distances sont exprimées en “pieds de Rhin” et les temps en

secondes ; les nombres sur la deuxième ligne de chaque case sont les différences (utiles pour l’interpola-

tion). Cette table est suivie d’une construction par points de la courbe de douzième espèce (fig. III.4).
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ESPÈCE XII.

POUR LA BRANCHE DESCENDANTE

Inclin.

en M

L’arc AM

= 2,302585 c

mult. par

L’abscisse AP

= 2,302585 c

mult. par

L’appliquée PM

= 2,302585 c

mult. par

La vitesse en M

= 2αgc

mult. par

Le temps par AM

= 
2,302585 c

2αg

mult. par

0° 0,000 0000

20 3933

0,000 0000

20 3739

0,000 0000

8895

0,740 8247

– 14 4229

0,000 0000”

27 7997

5 0,020 3933

19 9209

0,020 3739

19 7505

0,000 8895

2 6002

0,726 4018

– 8 2616

0,027 7997

27 5814

… … … … … …

80 1,026 5652

551 3732

0,476 7264

71 9686

0,836 7866

546 6560

1,308 4740

73 3500

1,020 9969

410 0500

85 1,577 9384 0,548 6950 1,383 4426 1,381 8240 1,431 0469

Fig. III.4. Tracé par points de la courbe balistique (Euler, 1753)

Euler n’a pas calculé les dix-sept autres tables. Le travail fut repris, en 1764, par le comte de Gräve-

nitz16 et surtout, en 1842, par le général Otto17, qui publia des tables complètes devant rester en usage jus-

qu’à la fin du 19e siècle. La méthode conçue par Euler pour la construction approchée de la courbe balis-

tique est habituellement appelée “méthode d’Euler” par les balisticiens. Il est préférable, à la suite de

Birkhoff, de l’appeler méthode d’Euler-Otto afin d’éviter toute confusion avec l’élémentaire méthode

polygonale d’Euler-Cauchy.

1.3.3. Analyse comparée de quatre méthodes balistiques

Tentons d’analyser plus en profondeur la méthode d’Euler-Otto. Par la même occasion, nous examine-

rons quelques variantes proposées ultérieurement par les balisticiens. Dans son Traité de balistique18, paru

16 Abhandlungen über die Bahn der Artilleriegeschosse, Rostock, 1764 ; trad. par F. X. J. Rieffel, Paris, 1844.
17 Tafeln für den Bombenwurf, Berlin, 1842 ; trad. par F. X. J. Rieffel, Paris, 1845.
18 Leneuveu, Paris, 1848, pp. 155-162.
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en 1848, Didion présente quatre méthodes de construction de la trajectoire par points, dont nous allons

résumer les idées essentielles. À cette fin, il est utile de se remettre en mémoire les équations différen-

tielles de la courbe balistique :

dx = c dp
n + P

,

dy = c pdp
n + P

.

1) La méthode des quadratures, la plus simple, consiste à faire la somme des valeurs de ∆x et ∆y

obtenues en “partageant l’intervalle des valeurs extrêmes [de l’inclinaison ϕ] en un très grand nombre de

parties que l’on fera égales pour plus de simplicité”. Autrement dit, on utilise les équations aux

différences

∆x = c∆p
n + P

,

∆y = c p∆p
n + P

.

2) La méthode d’Euler-Otto consiste, comme nous l’avons vu, à exploiter le fait que l’abscisse curvi-

ligne est connue exactement. Chaque arc de la courbe est remplacé par un segment de même longueur,

dont l’inclinaison est la moyenne des inclinaisons aux extrémités de l’arc. Si l’on note respectivement ϕ
et ′ϕ  les inclinaisons initiale et finale, cela revient à utiliser les équations aux différences

∆x = ∆s cos
ϕ + ′ϕ

2




 ,

∆y = ∆s sin
ϕ + ′ϕ

2




 .

3) En 1782, Legendre19 constate que, en redressant les arcs partiels, la méthode d’Euler-Otto conduit,

en général, à des projections trop grandes. Pour épouser davantage la forme d’un arc de courbe, il propose

d’utiliser un arc de cercle de même longueur et ayant mêmes inclinaisons aux extrémités. La méthode de

Legendre se traduit par les équations aux différences

∆x = ∆s cos
ϕ + ′ϕ

2






sin 1
2 (ϕ − ′ϕ )

1
2 (ϕ − ′ϕ )

,

∆y = ∆s sin
ϕ + ′ϕ

2






sin 1
2 (ϕ − ′ϕ )

1
2 (ϕ − ′ϕ )

.

4) Enfin, en 1848, Didion soutient qu’il vaudrait mieux utiliser des arcs de parabole puisqu’il y a de

nombreux cas (vitesse faible, projectile lourd) où la trajectoire est proche de la trajectoire dans le vide,

c’est-à-dire d’une parabole. La méthode de Didion consiste donc à remplacer l’arc de la courbe par un arc

de parabole de même longueur et ayant mêmes inclinaisons aux extrémités. Les équations aux différences

correspondantes sont

∆x = ∆s
tanϕ − tan ′ϕ
P(ϕ) − P( ′ϕ )

,

∆y = ∆s
tanϕ − tan ′ϕ
P(ϕ) − P( ′ϕ )

tanϕ + tan ′ϕ
2

.

19 Dissertation sur la question de balistique proposée par l’Académie des sciences et belles lettres de Prusse, Berlin, 1782 ;
réimprimée en partie in Journal de l’École Polytechnique, s. 1, 11, an X, et Journal des armes spéciales, 1845 et 1846.
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En guise d’illustration, nous avons représenté ci-dessous (fig. III.5) ce que donneraient les trois der-

nières méthodes dans un cas très simple qui n’a rien à voir avec la balistique (il s’agit d’un morceau de la

courbe d’équation y = − x3 ) : autour du vrai arc de courbe (en gras), on distingue le segment d’Euler, l’arc

de cercle de Legendre et l’arc de parabole de Didion.

Euler

Legendre

Didion

Fig. III.5. Trois méthodes balistiques

Comment apprécier la précision de ces diverses méthodes ? Avec une mauvaise foi évidente, Didion

évalue la qualité des méthodes d’Euler et de Legendre en comparant les résultats numériques qu’elles

fournissent à ceux issus de sa propre méthode, ce qui revient à postuler que la méthode de Didion donne

les valeurs exactes ! Nous proposons une analyse d’une autre nature. Il est clair que ces techniques numé-

riques sont extrêmement spécifiques : elles sont conçues pour le cas très particulier des équations diffé-

rentielles de la balistique. Pour pouvoir les comparer aux autres méthodes rencontrées dans ce chapitre, il

serait utile d’en trouver un équivalent applicable à une courbe définie par une équation différentielle du

type dy = f (x, y)dx . Pour cela, faisons le quotient des équations aux différences donnant ∆x et ∆y . Nous

trouvons, pour les quatre cas :

• méthode des quadratures : 
∆y
∆x

= p = f (x, y)  ;

• méthode d’Euler-Otto et méthode de Legendre :

∆y
∆x

= tan
ϕ + ′ϕ

2




 = tan

tan−1 p + tan−1 ′p
2





 = tan

tan−1 f (x, y) + tan−1 f (x + ∆x, y + ∆y)
2





  ;

• méthode de Didion : 
∆y
∆x

= tanϕ + tan ′ϕ
2

= p + ′p
2

= f (x, y) + f (x + ∆x, y + ∆y)
2

.

Nous constatons que la méthode des quadratures correspond à la méthode élémentaire d’Euler-Cauchy,

tandis que les méthodes d’Euler-Otto, Legendre et Didion correspondraient toutes trois à une sorte de

méthode implicite des trapèzes. La seule différence est que, pour Euler-Otto et Legendre, la moyenne se

fait sur les inclinaisons des tangentes, tandis que, pour Didion, elle se fait sur les pentes des tangentes.
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Alors que la méthode d’Euler-Cauchy est d’ordre 1, un calcul simple montre que les trois autres méthodes

sont d’ordre 2. Ce calcul fait aussi apparaître que les prétendues améliorations de Legendre et de Didion

sont fondamentalement illusoires. Pour en revenir à Euler, nous retiendrons que, en 1755, ce grand calcu-

lateur n’utilise pas la méthode polygonale la plus simple. Il a déjà mis au point une méthode polygonale

d’ordre plus élevé, analogue à la méthode des trapèzes utilisée pour le calcul approché des intégrales. Bien

entendu, il faut se garder de toute extrapolation hâtive : en 1755, il ne semble pas qu’Euler ait perçu la

possibilité et l’intérêt de ce type de méthode en dehors du contexte spécifique de la balistique.

1.4. Le dérangement du mouvement d’une planète : Euler (1759)

1759 fut l’année du retour de la comète de Halley. Au terme d’un calcul gigantesque, Clairaut avait pu

annoncer devant l’Académie des Sciences, en novembre 1758, que le passage au périhélie aurait lieu vers

la mi-avril 1759, soit avec une erreur de seulement un mois (cf. chap. V, 2.1). On comprend que nombre

de mathématiciens, dont Euler, aient entrepris simultanément des recherches sur ce sujet d’actualité.

1.4.1. Euler dans les traces de Newton

Cette même année 1759, Euler présente un mémoire intitulé “Recherches sur le dérangement du mou-

vement d’une planète par l’action d’une autre planète ou d’une comète”20. Dépassant le cas de la comète

de Halley, Euler se place dans la situation générale de deux corps décrivant une orbite autour du Soleil

considéré comme fixe. En supposant que l’un des corps suive exactement une orbite képlérienne, on

demande de déterminer les dérangements subis par le mouvement de l’autre corps. Ainsi que le souligne

Euler, “il est indifférent, si ces deux corps marquent l’un et l’autre des planètes ou des comètes, ou bien

l’un une planète et l’autre une comète ; et partant la même solution servira à déterminer les dérange-

ments tant d’une planète que d’une comète, en tant qu’ils sont produits par l’action d’une autre planète

ou comète”. Euler sait bien que ce problème central de l’Astronomie se refuse à toute tentative de résolu-

tion exacte, aussi s’engage-t-il dans la voie de l’approximation :

“Mais ce problème est assujetti à des difficultés si insurmontables, qu’on est obligé de se contenter

des approximations, qui nous découvrent à peu près les dérangements que nous cherchons.

Il dépend de l’adresse de l’Analyste de rendre ces approximations aussi simples qu’il est possible, et

de les représenter d’une manière propre à en faire usage dans la pratique. C’est là le but que je me pro-

pose dans les recherches présentes.”

Examinons la façon dont Euler aborde le problème (fig. III.6) : “Que le mouvement du corps, dont le

mouvement est supposé connu, se fasse dans le plan que la table représente , et que ce corps s’y trouve à

présent en P ; or l’autre corps, dont le mouvement est troublé par l’attraction de celui-là, soit présen-

tement en Z hors du plan de la table, où il aura une certaine vitesse selon une certaine direction Zz, par

laquelle il décrira dans un instant l’élément Zz. En faisant abstraction du corps P, ce mouvement élé-

mentaire appartiendra à une certaine section conique, ayant l’un de ses foyers en A, dans laquelle le

corps continuerait à se mouvoir conformément aux règles de Kepler, s’il n’était pas assujetti à l’action de

l’autre corps P. Or, à cause de cette action, le mouvement du corps Z appartiendra à une nouvelle section

conique et pour connaître ce mouvement, on n’aura qu’à déterminer pour chaque instant cette section

conique, à laquelle il appartient.”

20 Mémoires de l’académie des sciences de Berlin, 15, 1766 (1759), pp. 338-364 ; Opera omnia, s. 2, vol. 25, pp. 258-280.
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Fig. III.6. (Euler, 1759)

On retrouve, presque mot pour mot, le Corollaire 3 de la Proposition 17 du Livre premier des Prin-

cipia (cf. 1.1.1). Finalement, le but d’Euler n’est autre que de traduire le vague Corollaire 4 de Newton en

une méthode numérique concrète, générale, utilisable dans la pratique.

1.4.2. Mise en équations du problème des trois corps

Commençons par présenter le système de repérage et un premier groupe de notations. Les points A, P

et Z représentent respectivement le Soleil, le corps dont le mouvement est connu et le corps dont le mou-

vement est troublé. L’origine est placée en A, supposé au repos, et AB est une ligne fixe dans le plan du

mouvement de P. Dans ce plan, la position de P est déterminée par sa distance au Soleil u = AP et par sa

longitude θ = BAP. Le corps Z, quant à lui, est repéré par ses coordonnées rectangulaires x = AX, y = XY et

z = YZ, où Y est le pied de la perpendiculaire abaissée de Z sur le plan BAP et X  le pied de la perpen-

diculaire abaissée de Y sur la droite AB. De plus, on note A, B, C les masses respectives du Soleil, du corps

Z et du corps P, et on introduit les deux autres distances mutuelles v = AZ et w = PZ. Dans un premier

temps, les équations du mouvement de Z sont écrites sous la forme suivante, où g désigne une constante :

1°. ddx = − 2gdt2 (A + B)x
v3 + C(x − ucosθ )

w3 + C cosθ
uu





 .

2°. ddy = − 2gdt2 (A + B)y
v3 + C(y − usinθ )

w3 + Csinθ
uu





 .

3°. ddz = − 2gdt2 (A + B)z
v3 + Cz

w3




 .

Puis, Euler s’ingénie à “chasser” les coordonnées rectangulaires de Z au profit d’éléments déterminant

l’orbite elliptique instantanée ΩΠΖ. À cet effet, il introduit les neuf quantités suivantes (fig. III.6) :

• longitude de la ligne des nœuds : ψ = ΒΑΩ ;

• inclinaison de l’orbite ΩΠΖ au plan BAP : ω ;

• position du périhélie Π : ξ = ΩΑΠ ;

• demi-paramètre de l’orbite : p ;

• excentricité de l’orbite : q ;

• anomalie vraie : s = ΠΑΖ ;

• argument de latitude : σ = ΩΑΖ ;

• distance au Soleil : v = AZ ;

• demi-axe de l’orbite : r.
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Cette description est redondante : nous savons qu’il suffirait de six éléments orbitaux pour caractériser

l’ellipse osculatrice (cf. chap. I, 2.1.4). Par ailleurs, pour faciliter les calculs, Euler associe à l’élément de

temps dt l’angle élémentaire dϕ décrit par le corps Z pendant le temps dt, ainsi que l’angle élémentaire dζ
du mouvement moyen (dζ est l’angle qui serait parcouru dans le temps dt si le corps décrivait uniformé-

ment un cercle de rayon c autour du Soleil, où c désigne la distance moyenne de la Terre au Soleil).

Après une douzaine de pages de calculs assez embrouillés, Euler aboutit à un système différentiel du

dixième ordre qui détermine les neufs éléments du mouvement elliptique en fonction du temps (il y a une

dixième équation car l’angle ϕ est pris pour variable principale à la place du temps)21 :

(0)     dϕ = dt 2gp(A + B)
vv

,

(1)     dp = − 2nuv3ΠΗ dϕ
c3 ,

(2)     dr = rrdp
vv

− 2nqrrvv dϕ sin s
c3 p

(Gv − Hucosλ ),

(3)     dq = pdr − r dp
2qrr

,

(4)     ds = dϕ − dp − v dqcoss
qvsin s

,

(5)     dv = qvv dϕ sin s
p

,

(6)     dψ = dp sinη sinσ
2 pΠ

,

(7)     dω = dψ cotσ sinω ,

(8)     dσ = dϕ − dψ cosω ,

(9)     dξ = dσ − ds.

Le raisonnement conduisant à ce système est qualifié d’“Analyse fort embarrassée, mais qu’il ne sera

pas difficile de rendre un peu plus aisée”. Effectivement, si Euler avait travaillé un peu plus, il aurait pu

aboutir à quelque chose ressemblant au système épuré des six équations de Lagrange de la mécanique

céleste. De toute façon, son souci n’était pas d’optimiser le traitement théorique du problème, mais plutôt

de préparer au mieux les calculs numériques. C’est pour cela, en particulier, qu’il a mis le système sous

une forme triangulaire : “En représentant ces dérangements, j’ai eu en vue la commodité du calcul, et j’y

ai introduit les changements déjà trouvés pour en déduire plus aisément les autres.” En clair, chaque

équation définit une nouvelle dérivée en fonction des dérivées définies par les équations précédentes.

Euler signale qu’on peut “développer ces formules en les réduisant toutes à l’angle dϕ, ce qui servira

aussi à connaître plus clairement la dépendance de chaque changement des éléments”. La résolution en

cascade du système (1)-(9) et l’exploitation de l’équation (0) permettent de tout ramener, en fin de

compte, à l’élément dt, ce qui montre que, fondamentalement, le système d’Euler est de la forme

dp = f1 dt, dr = f 2 dt, dq = f 3 dt,

ds = f 4 dt, dv = f 5 dt, dψ = f 6 dt,

dω = f 7 dt, dσ = f 8 dt, dξ = f 9 dt,

avec neuf fonctions f i  des variables t, p, r, q, s, v, ψ, ω, σ, ξ.

21 Les nouvelles lettres qui apparaissent dans ce système représentent des quantités auxiliaires introduites “pour la commodité
du calcul”. Nous n’avons pas cru utile de les préciser ici.
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1.4.3. Traitement numérique du système

La fin du mémoire est consacrée à la méthode numérique proprement dite et à l’organisation pratique

des calculs. Grâce au système différentiel, “on est en état d’assigner tous les changements, qui sont pro-

duits dans le mouvement du corps Z et son orbite par l’action du corps P pendant le temps infiniment

petit dt, auquel répond l’angle élémentaire dζ, selon le mouvement moyen. Or, à moins que ces change-

ments ne varient très rapidement, on pourra prendre pour dt le temps d’un jour, et ainsi calculer successi-

vement les changements pour tous les jours de suite.”

Euler donne alors un schéma de calcul extrêmement détaillé qui rassemble, dans l’ordre, tous les cal-

culs à effectuer pour trouver, à partir des éléments du mouvement des deux corps connus à un certain

temps, les changements correspondant à une journée. Le schéma se conclut par cette phrase : “Par ce cal-

cul on trouve non seulement les changements causés dans l’orbite du corps Z pendant l’intervalle du

temps proposé dt, mais aussi le vrai lieu de ce corps pour la fin de ce temps, dont on pourra se servir dans

le calcul de l’intervalle de temps suivant.”

La méthode consiste donc, pour le calcul numérique, à remplacer les intervalles de temps infiniment

petits dt par des intervalles finis successifs égaux à un jour. À partir du moment où l’on a posé dt = 1 jour,

le système d’équations différentielles devient un système d’équations aux différences finies. Euler utilise

les mêmes notations pour les différences infiniment petites et pour les différences finies, mais on pourrait

évidemment écrire le nouveau système sous la forme

∆p = f1 ∆t, ∆r = f 2 ∆t, ∆q = f 3 ∆t,

∆s = f 4 ∆t, ∆v = f 5 ∆t, ∆ψ = f 6 ∆t,

∆ω = f 7 ∆t, ∆σ = f 8 ∆t, ∆ξ = f 9 ∆t.

Tout ceci montre que, en 1759, Euler maîtrise si bien la “méthode d’Euler” qu’il est capable de l’utili-

ser pour résoudre un système différentiel du neuvième ordre. Devant la complexité du système, il n’a pas

cherché à mettre au point une méthode plus précise, contrairement à ce qu’il avait fait en balistique. Il faut

dire aussi que les éléments de l’orbite elliptique instantanée d’une planète ou d’une comète varient en

général très lentement, ce qui ne justifie pas le recours à un procédé plus performant.

1.5. Encore le problème des trois corps : Lambert (1767)

En 1767, Lambert publie un mémoire au titre prétentieux : “Solution générale et absolue du problème

de trois corps moyennant des suites infinies”22. De fait, on y trouve seulement, au milieu de considérations

historiques et philosophiques — le problème des trois corps est comparé à celui de la quadrature du

cercle —, quelques développements mathématiques un peu naïfs qui sont loin de fournir une solution

générale réellement exploitable. Dans ce domaine, Lambert n’a évidemment pas la carrure de ses illustres

prédécesseurs : Clairaut, d’Alembert et Euler. Malgré tout, son mémoire contient les grandes lignes d’une

méthode numérique importante.

La façon dont Lambert présente le problème des trois corps est intéressante. Il demande que, “la posi-

tion des corps, leurs vitesses & leurs directions étant données pour un certain moment, on puisse assigner

la position, les vitesses & les directions pour un autre moment quelconque donné”. C’est, très clairement,

la formulation d’un “problème de Cauchy” pour un système d’équations différentielles du second ordre.

22 Histoire de l’académie des sciences de Berlin, t. 23, 1767, pp. 353-364.
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Lambert précise aussi ce que doit être une solution : “la solution n’est complète & absolue, que lorsque

toutes les circonstances du système peuvent être déterminées directement pour un moment quelconque, en

n’employant que le temps écoulé depuis le moment qu’on a fait servir de base au calcul, & qui par là tient

lieu d’époque”. Nous retrouvons le vieux rêve qui prit corps dès que les astronomes firent leur deuil de la

possibilité d’une solution exacte sous forme finie : on aimerait disposer, par défaut, d’une solution sous

forme de séries infinies convergeant pour toute valeur du temps. Contrairement à ce que pourrait laisser

supposer le titre du mémoire, Lambert n’atteint nullement cet objectif théorique mais, en revanche, met en

place une technique de quadrature mécanique permettant de résoudre le problème de façon approchée.

La technique est exposée dans un cas très simplifié : “Le cas que j’examinerai est celui où les trois

corps qui s’attirent mutuellement, se trouvent & se meuvent en une même ligne droite. Je choisis ce cas,

afin de débarrasser le calcul de la pluralité des dimensions, qui, sans rendre le calcul plus difficile, le

rendraient plus prolixe, au préjudice de la clarté que demande l’explication d’une méthode.” Dans le cas

de trois corps alignés, au lieu de neuf équations différentielles du second ordre, il n’y en a que trois, déter-

minant, en fonction du temps, les distances des trois points à un point donné pris pour origine :

− ddz : dτ 2 = M
(y + z)2 + N

(x + z)2

− ddy : dτ 2 = P
(y + z)2 − N

(x − y)2

− ddx : dτ 2 = P
(x + z)2 + M

(x − y)2 .

Lambert cherche les trois distances sous forme de suites infinies

z = a + bτ + cτ 2 + dτ 3 + eτ 4 + etc.

y = α + βτ + γ τ 2 + δ τ 3 + ετ 4 + etc.

x = A + Bτ + Cτ 2 + Dτ 3 + Eτ 4 + etc.

en remarquant que les premiers coefficients sont les distances initiales, les seconds sont les vitesses ini-

tiales et les suivants sont déterminés par l’équation différentielle. Le problème est que les séries ainsi cal-

culées par la méthode des coefficients indéterminés ne sont pas convergentes pour toute valeur du temps.

C’est là que Lambert propose de remplacer la méthode globale des séries par un calcul procédant par pas :

“On ne pourra donc calculer les distances x, y, z, que pour des temps τ assez petits pour que les suites

trouvées soient encore suffisamment convergentes. Ce n’est pas cependant que par là ces suites cessent

d’être d’usage. Car toute la différence qu’il y a, c’est qu’il faut calculer par intervalles. Qu’on prenne

p. ex. un temps t suffisamment petit, & on trouvera les distances x, y, z répondantes. On trouvera de plus

les vitesses moyennant les mêmes suites différentiées,

dz : dt = b + 2ct + 3dt2 + 4et3 + etc.

dy : dt = β + 2γ t + 3δ t2 + 4ε t3 + etc.

dx : dt = B + 2Ct + 3Dt2 + 4Et3 + etc.

Ces nouvelles distances & vitesses étant trouvées, on les substituera aux précédentes a, α, A ; b, β, B, &

par là on déterminera de nouveau les coefficients, afin de pouvoir ensuite déterminer l’état du système tel

qu’il sera après un second intervalle de temps. C’est ainsi qu’on pourra continuer autant qu’il sera

nécessaire pour parvenir jusqu’au moment qu’on s’était proposé de calculer.”
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Dans cet algorithme, il est sous-entendu, comme c’est l’usage, qu’on ne calcule effectivement que les

premiers termes des séries, selon la précision souhaitée. De toute façon, les équations n’étant pas linéaires,

il ne serait pas possible de déterminer explicitement la suite complète des coefficients. Nous constatons

donc que Lambert ne fait rien d’autre que mettre en place la méthode d’Euler améliorée, avec développe-

ment de Taylor, telle qu’Euler l’exposera l’année suivante. De plus, en faisant porter le calcul par inter-

valles à la fois sur les fonctions et leurs dérivées, Lambert ramène le système de trois équations du second

ordre à un système de six équations du premier ordre, ainsi qu’Euler conseillera de le faire, deux ans plus

tard, dans le second tome des Institutiones calculi integralis.

Cette méthode générale pour résoudre numériquement tout système d’équations différentielles est la

seule originalité d’un mémoire qui, par ailleurs, ne contient que des banalités et ne méritait guère d’être

publié. Euler a sans doute envisagé avant Lambert une méthode polygonale fondée sur le développement

de Taylor, mais nous n’en avons pas trouvé trace dans ses œuvres antérieures à 1768. On peut expliquer

cette absence par la nature des recherches astronomiques qui constituaient, vers cette époque, la préoccu-

pation principale d’Euler. Dans le cas général du problème des trois corps, il est évident que la technique

de Lambert est difficilement applicable : avec neuf équations du second ordre, la détermination des coef-

ficients des séries (même en se limitant aux trois ou quatre premiers termes) serait extrêmement fasti-

dieuse. On comprend qu’Euler, dans son texte de 1759, en soit resté à la méthode polygonale la plus

simple, d’autant plus qu’il avait abandonné les coordonnées rectangulaires au profit des coordonnées ellip-

tiques, qui sont sujettes à des changements moins rapides.

1.6. Bilan sur l’emploi de la méthode polygonale avant 1768

Les textes (de Newton, Leibniz, Euler, Lambert, Condorcet) que nous avons étudiés permettent

d’aborder autrement l’histoire de la méthode des différences finis à pas séparés. Celle-ci ne commence pas

en 1768 : à cette date, les grandes idées qui vont être développées par Euler sont déjà en place. La

méthode polygonale la plus simple, celle d’Euler-Cauchy, semble la chose du monde la mieux partagée.

De façon plus générale, l’idée polygonale de Leibniz, qui consiste à approcher la courbe intégrale par une

succession de segments s’approchant au mieux des arcs réels, connaît diverses variantes. On tente de

remplacer la tangente au point initial de l’arc de courbe par la tangente au point final (Leibniz) ou par une

“moyenne” entre ces deux tangentes (Euler). Reposant, comme nous le savons aujourd’hui, sur des équa-

tions aux différences implicites, ces idées ne réussissent que dans des contextes très particuliers et ne

débouchent pas sur la formulation de méthodes générales. Plus constructive est l’idée de Lambert d’ex-

ploiter le développement de Taylor de la solution, tel qu’il peut se calculer à partir de l’équation différen-

tielle, pour approcher plus précisément les arcs élémentaires de la courbe intégrale. Cette heureuse syn-

thèse entre méthode polygonale et méthode des séries a désormais l’avantage de conduire à un procédé

applicable en toute généralité. Tout naturellement, c’est l’idée de Lambert qu’Euler va retenir pour son

grand traité de calcul intégral.

En ce qui concerne plus précisément les méthodes d’intégration approchée utilisées par Euler avant

1768, nous pouvons faire, à partir des textes que nous avons examinés23, deux constatations :

1) Quand, dans ses travaux de physique mathématique, Euler débouche sur une seule équation diffé-

rentielle ordinaire, il utilise toujours la méthode des séries (cf. chap. II, 2). Il est vrai qu’il s’agit, le plus

23 Cette réserve est importante car il va de soi que nous n’avons pas pu étudier en détail les 72 volumes des Opera Omnia.
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souvent, d’une équation linéaire du premier ou du second ordre, cas qui se prête particulièrement bien à la

recherche de développements en série par la méthode des coefficients indéterminés.

2) Inversement, lorsque Euler a recours à une méthode numérique par pas, c’est toujours pour résoudre

un système de plusieurs équations différentielles du premier ou du second ordre.

Au moment où nous allons entreprendre l’étude du traité de calcul intégral de 1768, il nous semble

donc important de ne pas oublier que ce sont les systèmes d’équations différentielles de la balistique et de

la mécanique céleste, systèmes résistant à la méthode des séries, qui ont contraint Euler à emprunter la

voie des quadratures mécaniques. Pour des raisons didactiques, la théorie de l’intégration “par approxi-

mation” va ensuite être exposée dans le cas d’une seule équation, mais elle n’est pas destinée en priorité à

ce contexte simplifié.
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2. La méthode d’Euler

Tant dans le premier volume des Institutiones calculi integralis, où sont traitées les équations différen-

tielles du premier ordre, que dans le second volume, pour les équations du second ordre, c’est le dernier

chapitre qui est consacré à l’intégration par approximation24 : signe qu’il s’agit d’un dernier recours,

lorsque toutes les méthodes d’intégration exacte — y compris par les séries — ont échoué. Dans ces cha-

pitres, on trouve le premier exposé détaillé du procédé d’intégration numérique connu depuis sous le nom

de méthode d’Euler. Comme il arrive parfois dans l’histoire des mathématiques, cet exposé a cristallisé

plusieurs dizaines d’années de recherches antérieures avec tant de limpidité que son contenu a pu appa-

raître comme une création soudaine.

2.1. La méthode d’Euler pour les équations du premier ordre

2.1.1. Exposé de la méthode

Dans le premier volume, l’étude des équations du premier ordre commence par la résolution du Pro-

blème 85 (p. 424) : “Proposita aequatione differentiali quacunque eius integrale completum vero proxime

assignare.”25 Soit dy dx = V  une équation différentielle telle que y = b lorsque x = a. On cherche d’abord

la valeur de y lorsque x = a + ω, avec ω petit. L’idée est de considérer V comme constante entre a et a + ω.

En posant V = A, on obtient dy dx = A , d’où, en tenant compte des valeurs initiales, y = b + A(x − a) . Ce

processus donne la valeur de y pour une valeur de x proche de a. En l’itérant, on pourra atteindre la valeur

de y pour une valeur de x aussi éloignée que l’on voudra (plus grande ou plus petite que a) : “Quemad-

modum ergo hic ex valoribus initio datis x = a et y = b proxime sequentes x = a + ω et y = b + Aω
invenimus, ita ab his simili modo per intervalla minima ulterius progredi licet, quoad tandem ad valores a

primitivis quantumvis remotos perveniatur. Quae operationes quo clarius ob oculos ponantur, sequenti

modo successive instituantur.”26

  

Ipsius 

x

y

V

valores successivi

 a,  ′a ,  ′′a ,  ′′′a ,  aIV ,  K ′ x,  x

 b,  ′b ,  ′′b ,  ′′′b ,  bIV ,  K ′ y,  y

 A, ′A , ′′A , ′′′A , AIV ,  K ′ V,  V.

24 Institutionum calculi integralis, volumen primum, Saint Petersbourg, 1768, pp. 493-508 (sectio secunda, caput VII : De inte-
gratione aequationum differentialium per approximationem) ; volumen secundum, Saint Petersbourg, 1769, pp. 342-358 (sectio
prima, caput XII : De aequationum differentio-differentialium integratione per approximationes).
25 “Étant donnée une équation différentielle quelconque, en trouver une intégrale complète très proche.”
26 “De même qu’ici, à partir des valeurs initiales x = a et y = b, nous avons trouvé les valeurs suivantes très proches x = a + ω
et y = b + Aω, de même on peut progresser à partir d’elles, au moyen d’intervalles très petits, jusqu’à ce que l’on parvienne
enfin à des valeurs aussi éloignées que l’on voudra des valeurs initiales. Pour mettre plus clairement en évidence ces opéra-
tions, disposons-les de la façon suivante.”
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Ainsi, de proche en proche, ′b = b + A( ′a − a) , ′′b = ′b + ′A ( ′′a − ′a ) , ′′′b = ′′b + ′′A ( ′′′a − ′′a ) , etc. jusqu’à

y = ′y + ′V(x − ′x). Il s’agit bien d’une méthode des différences finies, reposant sur l’équation aux dif-

férences ∆y = V(x, y)∆x . On peut noter que son application ne souffre apparemment aucune restriction :

V est une fonction “quelconque” de x et de y, et on peut calculer la valeur de y pour une valeur de x “aussi

éloignée qu’on voudra” de a.

Dans un chapitre antérieur du même volume (chapitre 7 de la première section), Euler avait déjà pré-

senté, en utilisant les mêmes termes, les mêmes notations et le même tableau récapitulatif, la résolution

approchée de l’équation différentielle la plus simple dy dx = V , avec une fonction V de la seule va-

riable x. L’approximation de y(x)  était donnée, à partir d’une subdivision  a = a0 < a1 < L < an = x , par

une somme finie explicite du type27

y(x) ≈ b + V(ai )(ai+1 − ai )
i=0

n−1

∑ .

Dans le cas général, la formulation est identique, quoiqu’un peu plus complexe : on aboutit à une somme

finie du type

y(x) ≈ b + V(ai , bi )(ai+1 − ai )
i=0

n−1

∑ ,

où les bi  sont définis de proche en proche par les relations

b0 = b ,

bi+1 = bi + V(ai , bi )(ai+1 − ai ), 0 ≤ i ≤ n − 1.




Le parallélisme est donc complet entre le calcul approché des intégrales et la résolution approchée des

équations différentielles générales. On peut y voir une nouvelle preuve de l’unité du problème inverse des

tangentes (cf. chap. I, 1.1.1).

Par ailleurs, on assiste à un changement de cadre significatif : Euler rejette complètement le langage

géométrique de ses devanciers (en particulier, son texte ne contient aucune figure). Pour lui, l’analyse est

fondée sur le concept de fonction, concept purement formel dégagé de toute intuition cinématique ou

géométrique28. Il n’est plus question, comme chez Leibniz, de construire géométriquement un polygone

tenant lieu de courbe ; il s’agit désormais de calculer numériquement des valeurs approchées d’une fonc-

tion. De ce nouveau point de vue, il serait pourtant abusif de prétendre que la méthode d’Euler soit déjà

telle que nous la concevons aujourd’hui, c’est-à-dire une méthode d’approximation fonctionnelle. En

effet, rien, dans le texte, ne peut laisser croire qu’Euler cherche à approcher la fonction inconnue, sur tout

un intervalle, par une fonction continue affine par morceaux (une telle fonction serait d’ailleurs, au sens

d’Euler, une fonction “discontinue” peu fréquentable, car définie par une “expression analytique” diffé-

rente sur chacun des intervalles). Plus modestement, l’objectif est de calculer une table de valeurs appro-

chées d’une fonction définie implicitement par une équation différentielle et une condition initiale. Cette

table servira ensuite, éventuellement, à calculer d’autres valeurs approchées de la fonction par un procédé

quelconque d’interpolation (pas forcément linéaire).

2.1.2. Remarques pratiques

L’exposé de la méthode est suivi de remarques concernant la mise en œuvre pratique du calcul :

27 Nous revenons ici à une notation indicielle moderne, plus pratique que celle d’Euler.
28 Sur la notion de fonction chez Euler, voir C. Houzel, “Euler et l’apparition du formalisme”, in C. Houzel, J.-L. Ovaert,
P. Raymond, J.-J. Sansuc, Philosophie et calcul de l’infini, Maspero, Paris, 1976.
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“Quo minora accipiuntur intervalla, per quae valores ipsius x progredi assumuntur, eo accuratius

valores pro singulis eliciuntur. Interim tamen errores in singulis commissi, etiamsi sint multo minores, ob

multitudinem coacervantur.”29

“Errores autem in hoc calculo inde oriuntur, quod in singulis intervallis ambas quantitates x et y ut

constantes spectemus sicque functio V pro constante habeatur. Quo magis ergo valor ipsius V a quovis

intervallo ad sequens immutatur, eo maiores errores sunt pertimescendi.”30

Euler, en calculateur expérimenté, analyse l’influence du nombre d’intervalles. Quand on prend des

intervalles plus petits, les erreurs deviennent plus faibles sur chaque intervalle mais s’accumulent en plus

grand nombre. La remarque est quelque peu elliptique : si l’on est persuadé que la solution approchée est

de plus en plus proche de la solution exacte lorsque le nombre d’intervalles augmente, il ne fait pas de

doute que l’erreur globale diminue, même si les erreurs élémentaires sont plus nombreuses ; il s’agit donc,

plus probablement, d’une allusion aux erreurs d’arrondi dues au calculateur qui, elles, risquent bien de

s’accumuler dangereusement lorsque le nombre de calculs élémentaires augmente. D’autre part, Euler est

conscient que la méthode est d’autant plus efficace que V varie peu sur chacun des intervalles. C’est une

sorte d’invite à moduler la taille des intervalles successifs en fonction des variations constatées de V. D’où

l’intérêt de ne pas prendre forcément des intervalles tous égaux : on comprend maintenant pourquoi la

méthode a été présentée avec une subdivision quelconque, et non avec une subdivision régulière.

Par ailleurs, le procédé nécessite une adaptation lorsque V s’évanouit ou devient infini. Dans ce cas,

remplacer sur [a, a + ω] l’équation dy dx = V  par dy dx = 0 ou par dy dx = ∞  ne serait pas satisfaisant :

cela reviendrait à garder constante soit la valeur de y, soit celle de x ; l’approximation serait trop grossière.

Dans ces considérations, on peut relever la parfaite symétrie des rôles joués par x et y. Euler semble penser

en permanence l’équation différentielle sous la forme Pdx = Qdy , et une solution comme une relation

entre x et y, l’une ou l’autre de ces quantités pouvant indifféremment être choisie comme variable indé-

pendante. Dans ce contexte, une solution “singulière” est une solution qui annule l’un des coefficients dif-

férentiels P ou Q. Si le cas se produit, au lieu de remplacer la fonction V (ou 1 V ) par une constante sur

l’intervalle [a, a + ω] (ou [b, b + ψ]), on la remplacera par le premier terme non nul de son développement

de Taylor, en la considérant comme fonction de x (ou de y).

Euler illustre ce cas par l’exemple de l’équation 
dy
dx

= aa
xx − yy

, avec la condition initiale x = y = a. En

posant x  = a + ω et y  =  a + ψ , et en choisissant y comme variable indépendante, l’équation s’écrit
dω
dψ

= (a + ω )2 − (a + ψ )2

a2 . Un raisonnement par linéarisation permet de trouver, au premier ordre,

dω dψ = −2ψ a, soit ω = − ψ 2 a . La valeur approchée ′b  correspondant à ′a  sera donc définie par

a( ′a − a) = − ( ′b − b)2 , soit ′b = b + − a( ′a − a)  (la non-unicité de la solution ne semble pas perçue).

En résumé, la méthode s’applique toujours, sous la forme générale suivante : sur chacun des intervalles

successifs, dont la taille est ajustée au fur et à mesure selon l’importance des variations de V, on consi-

dère V soit comme fonction de x, soit comme fonction de y, et on la remplace par le premier terme non nul

de son développement de Taylor (presque toujours une constante).

29 “Plus petits sont choisis les intervalles par lesquels on fait progresser les valeurs de x, plus précises sont les valeurs obte-
nues pour chaque intervalle particulier. Entre temps cependant, les erreurs commises dans chaque intervalle particulier, même
si elles sont bien plus petites, s’accumulent en raison de leur grand nombre.”
30 “Or, dans ce calcul, les erreurs proviennent de ce que nous considérons dans chaque intervalle particulier les deux quanti-
tés x et y, et par suite la fonction V, comme constantes. Donc, plus la valeur de V change d’un intervalle au suivant, plus on
doit redouter de grandes erreurs.”
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2.1.3. Comparaison avec la méthode des séries

Euler souligne l’avantage de cette méthode d’intégration par rapport à celle des séries, qui présente,

selon lui, deux défauts : d’une part, elle ne fournit pas toujours une intégrale complète (i.e. dépendant

d’une constante arbitraire) ; d’autre part, la série obtenue n’est pas toujours convergente pour toutes les

valeurs de x.

L’exemple choisi pour illustrer les deux défauts mentionnés n’est pourtant pas convaincant. Consi-

dérant l’équation dy + y dx = axndx , Euler cherche une solution sous la forme y = Axα + Bxα +1 + etc.

(avec A ≠ 0). En substituant cette série dans l’équation, il obtient

α Axα −1 − axn + (α + 1)B + A[ ]xα + etc. = 0,

d’où α = n + 1, A = a
n + 1

, B = − A
n + 2

, etc., et, par conséquent, une seule série solution

(1)     y = axn+1

n + 1
− axn+2

(n + 1)(n + 2)
+ axn+3

(n + 1)(n + 2)(n + 3)
− etc.

Il affirme alors que, d’une part, la méthode des séries ne fournit qu’une intégrale particulière (celle pour

laquelle y = 0 quand x = 0), et que, d’autre part, cette série ne converge que pour les petites valeurs de x.

Pour ce qui est de la convergence, Euler fait référence à une notion qui n’est pas la nôtre. Lisons la

définition de l’Encyclopédie méthodique31 : “lorsque la suite ou série va toujours en approchant de plus

en plus de quelque quantité finie, & que par conséquent les termes de cette série, ou les quantités dont elle

est composée, vont toujours en diminuant, on l’appelle une suite convergente”. Pour les grandes valeurs

de x, la série (1) ne satisfait pas à cette définition : le terme général commence par croître en valeur abso-

lue et les sommes partielles commencent par s’éloigner de la limite. Dans ce cas, quoique convergente au

sens actuel, la série (1) n’est pas adaptée au calcul numérique ; c’est pour cela qu’elle est rejetée.

Pour ce qui est de l’intégrale particulière, Euler commet, de toute évidence, une erreur : il a supposé à

tort, en identifiant α Axα −1  et axn , que α ≠ 0. Sans cette restriction, on trouve bien une série dépendant

d’une constante arbitraire, qui n’est autre que le développement de la solution générale de l’équation

linéaire étudiée :

  y = axn − naxn−1 + n(n − 1)axn−2 + L + (−1)n n! a + Ce− x .

Cette erreur est surprenante car, dans d’autres chapitres du traité, Euler détermine correctement l’intégrale

complète d’équations linéaires analogues32. Il n’en reste pas moins qu’Euler est parfaitement conscient

des limites de la méthode des séries : on ne trouve pas toujours une série qui soit formellement solution

d’une équation différentielle donnée pour une condition initiale donnée ; quand on en obtient une, il peut

arriver qu’elle soit divergente — ou trop lentement convergente — pour la nouvelle valeur de x dont on

veut calculer la valeur correspondante de y. C’est pour cela qu’il était nécessaire de disposer d’une autre

méthode d’intégration approchée, susceptible de conduire à des résultats numériques dans tous les cas.

2.1.4. Perfectionnement de la méthode

Constatant que l’erreur provient du fait que, dans chaque intervalle, on a assimilé la fonction V à une

constante, ce qui est trop grossier, surtout lorsque les intervalles ne sont pas très petits, Euler propose de

perfectionner la méthode en évaluant mieux la variation de V. C’est l’objet du problème suivant, le Pro-

31 D’Alembert et al., Encyclopédie méthodique. Mathématiques, Panckoucke, Paris, 1784-1789, t. 3, p. 29.
32 Voir, par exemple, le Problème 117, dans le chapitre 7 de la première section du second volume.
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blème 86 (p. 427) : “Methodum praecedentem aequationes differentiales proxime integrandi magis perfi-

cere, ut minus a veritate aberret.”33

Euler montre que, à la valeur x = a + ω , on peut associer la quantité

y = b + Aω + 1
2

Bω 2 + 1
6

Cω 3 + 1
24

Dω 4 + etc. ,

avec des coefficients déterminés par les valeurs prises par la fonction V et ses dérivées pour les valeurs

initiales x = a et y = b :

A = dy
dx

= V,

B = ddy
dx2 = dV

dx




 + V

dV
dy





 ,

C = d3y
dx3 = ddV

dx2




 + dV

dx






dV
dy





 + 2V

ddV
dxdy





 + V

dV
dy







2

+ VV
ddV
dy2





 ,

D = d 4y
dx4 = etc.

Les nouvelles valeurs de x  et y ainsi trouvées peuvent alors être prises comme valeurs initiales pour

l’intervalle suivant. Concernant la formule donnant y, il est clair que, dans la pratique, on ne considère

qu’un nombre fini de termes. Le perfectionnement de la méthode consiste donc à remplacer, sur chaque
intervalle, l’équation aux différences ∆y = V(x, y)∆x  par l’équation aux différences plus précise

∆y = dk −1

dxk −1 [V(x, y)]
∆xk

k!k =1

m

∑  (les dérivées sont prises par rapport à x, en considérant y comme fonction

de x). Quelques commentaires permettent de mieux cerner la nature de ce perfectionnement :

“Quoniam hic variabilitatis functionis V rationem habuimus, intervalla iam maiora statuere licet, ac

si illas formulas A, B, C, D, etc. in infinitum continuare vellemus, intervalla quantumvis magna assumi

possent ; tum autem pro y oriretur series infinita.”34

“Si seriei inventae tantum binos terminos primos sumamus, ut sit y = b + Aω, habebitur determinatio

praecedens, unde simul patet errorem ibi commissum sequentibus terminis iunctim sumtis aequari.”35

“Etiamsi autem seriei inventae plures terminos capiamus, consultum tamen non erit intervalla nimis

magna constitui, ut ω valorem modicum obtineat, praecipue si quantitates B, C, D, etc. evadant valde

magnae.”36

Tout d’abord, Euler affirme que, plus on considère de termes de la série de Taylor, plus on peut se per-

mettre de prendre de grands intervalles, puisque l’approximation locale de V se fait avec davantage de pré-

cision. Ainsi, la prise en compte d’un plus grand nombre de termes n’est pas destinée, en priorité, à aug-

menter la précision finale mais plutôt, à précision constante, à diminuer le nombre d’intervalles et donc le

nombre d’étapes du calcul. Il est même rappelé que, si l’on pouvait envisager une infinité de termes, la

solution y serait représentée exactement par la série ; dans ce cas idéal, il suffirait d’un seul intervalle pour

33 “Perfectionner davantage la méthode précédente pour intégrer les équations différentielles avec plus de précision, afin de
moins s’écarter de la vérité.”
34 “Puisqu’ici nous avons tenu compte de la variation de la fonction V, il est permis dès lors de choisir des intervalles plus
grands, et si nous voulions continuer à l’infini ces formules A, B, C, D etc., des intervalles aussi grands que l’on veut pour-
raient être ajoutés ; mais, dans ce cas, on aura pour y une série infinie.”
35 “Si pour la série trouvée nous prenons seulement les deux premiers termes, de sorte que y = b + Aω, on aura la valeur pré-
cédente, d’où en même temps il est clair que l’erreur commise ici est égale à la somme des termes suivants.”
36 “Or, même si nous prenons plusieurs termes pour la série trouvée, il conviendra de choisir des intervalles pas trop grands,
de sorte que ω garde une valeur assez petite, surtout si les quantités B, C, D, etc. finissent par devenir très grandes.”
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calculer une valeur de y correspondant à une valeur donnée de x. On retrouverait alors la méthode des

séries. Euler remarque ensuite que, si l’on prend seulement les deux premiers termes, on retrouve la

méthode de base et que, dans ce cas, l’erreur commise est égale à la somme des termes négligés. Il y a là

une première tentative d’évaluation de l’erreur, ou tout au moins de son ordre de grandeur, qui dépend des

valeurs des dérivées successives de V. Si ces dérivées sont “grandes”, il vaut mieux ne pas choisir des

intervalles trop grands.

La fin du chapitre est consacrée au traitement de quelques exemples (tous littéraux) et, à nouveau, à

des conseils pour le cas où l’un des coefficients différentiels deviendrait nul ou infini. Concernant ce cas,

Euler dit lui-même qu’il n’y a pas lieu de s’étendre davantage sur des règles “qui n’auront presque jamais

d’application”…

En définitive, il nous semble que l’apport essentiel d’Euler réside dans cette méthode “améliorée”.

C’est elle qu’il conviendrait d’appeler méthode d’Euler ; toutefois, pour la distinguer de la méthode de

base lorsqu’il risque d’y avoir ambiguïté, il vaut mieux l’appeler méthode d’Euler avec développement de

Taylor. Il faut y voir une synthèse destinée à dépasser à la fois les inconvénients de la méthode polygonale

la plus simple (faible précision) et ceux de la méthode des séries (convergence locale). Euler a pu opérer

cette synthèse en combinant les résultats de ses recherches abstraites sur la méthode des séries

(cf. chap. II) et l’expérience de la méthode polygonale acquise dans ses travaux de mathématiques appli-

quées (cf. 1.3 et 1.4). En théorie, la méthode d’Euler avec développement de Taylor est une méthode

parfaite, d’ordre aussi élevé que l’on veut. Comme nous le verrons plus loin, elle servira de référence à

toutes les autres méthodes de différences finies.

2.2. La méthode d’Euler pour les équations du second ordre

Dans le second volume de son traité de calcul intégral, Euler aborde le problème de l’intégration par

approximation des équations différentielles du second ordre. L’exposé est en tout point calqué sur celui du

premier volume, aussi nous nous contenterons de le résumer brièvement.

Étant donnée une équation d 2y dx2 = V  (où V  est maintenant fonction des quantités x, y et dy dx),

Euler explique qu’elle équivaut, en posant p = dy dx , à un système de deux équations du premier ordre :

dy
dx

= p

dp
dx

= V(x, y, p),









et que l’intégration, pour être déterminée, requiert deux conditions initiales y = b et p = c, pour x = a. Si

l’on cherche les nouvelles valeurs de y et p pour une valeur a + ω de x proche de a, on peut considérer,

pour le calcul de p, que, sur l’intervalle [a, a + ω], V reste constante égale à F, d’où p = c + Fω, puis, pour

le calcul de y, que p reste constante égale à c, d’où y = b + cω. À partir des nouvelles valeurs x = a + ω,

y = b + cω, p = c + Fω, on peut procéder de semblable façon sur l’intervalle suivant et arriver, de proche

en proche, aux valeurs de y et de p correspondant à la valeur de x proposée. Autrement dit, on remplace le

système d’équations différentielles par le système d’équations aux différences

(1)     
∆y = p∆x

∆p = V(x, y, p)∆x.
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Euler accompagne la méthode des mêmes conseils et compléments que dans le premier volume : la

méthode est d’autant meilleure que les intervalles sont plus petits, à condition que c et F ne deviennent pas

trop grands ; si c ou F devient grand, on peut choisir y ou p pour variable indépendante ; on peut aussi

améliorer la précision en prenant davantage de termes dans le développement de Taylor.

Pour illustrer ce dernier point, Euler traite un exemple d’une façon qui revient à utiliser le système

d’équations aux différences

(2)     
∆y = p∆x + V

∆x2

2
+ dV

dx
∆x3

6

∆p = V ∆x + dV
dx

∆x2

2
.









Au cours du calcul, il commet une erreur de signe (le dernier terme de chaque ligne est affecté du signe

moins) mais, par contre, la dérivée de V par rapport à x est déterminée correctement ; on donnerait aujour-

d’hui le résultat sous la forme

dV
dx

= ∂V
∂x

+ ∂V
∂y

dy
dx

+ ∂V
∂p

dp
dx

= ∂V
∂x

+ p
∂V
∂y

+ V
∂V
∂p

.

En comparant le système (2) au système (1), on observe une certaine incohérence : alors que, dans la

méthode de base, ∆y  et ∆p  étaient développés au même ordre par rapport à ∆x , ils sont, à présent, déve-

loppés au même ordre par rapport à V. Tout à l’heure, Euler raisonnait comme s’il avait affaire à deux

équations du premier ordre indépendantes ; maintenant, il semble se souvenir qu’elles proviennent d’une

équation du second ordre et que p est la dérivée de y. Cette incohérence et l’erreur de signe précédente

laissent une impression d’improvisation. Cela s’explique bien si l’on se souvient qu’Euler, en 1769,

n’avait encore jamais traité de cette manière les équations du second ordre rencontrées dans ses recherches

(la première application effective n’aura lieu qu’en 1774 : cf. 2.3.1). Auparavant, il avait transformé

l’équation du second ordre de la courbe balistique en un système paramétrique de deux équations du pre-

mier ordre, en prenant pour variable auxiliaire l’inclinaison de la courbe ; en mécanique céleste, le sys-

tème d’équations du second ordre du problème des trois corps était devenu un système d’équations du

premier ordre par passage aux coordonnées elliptiques ; dans ses autres recherches de physique mathéma-

tique, les équations du second ordre, toujours linéaires, avaient été intégrées par la méthode des séries.

C’est certainement pour que son traité de calcul intégral soit complet qu’Euler a voulu, en 1769, étendre

aux équations du second ordre les techniques numériques mises au point pour le premier ordre. Dans ce

but, il emploie un procédé formel très général pour transformer toute équation du second ordre en un sys-

tème de deux équations du premier ordre, mais, par manque d’expérience, il hésite encore sur la “bonne”

adaptation de la méthode numérique.

La fin du chapitre contient de longs développements au sujet des équations singulières, avec diverses

techniques fort ingénieuses pour déterminer des développements asymptotiques pouvant remplacer le

développement de Taylor en un point où l’un des coefficients différentiels s’annule ou devient infini.

Nous laisserons de côté cette partie qui n’entre pas directement dans le cadre de notre étude. Euler écrit

d’ailleurs, à plusieurs reprises, que de tels développements ne sont que très rarement nécessaires dans la

pratique courante du calcul numérique.
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2.3. Deux exemples d’application

Nous espérons avoir mis en évidence que les deux chapitres des Institutiones calculi integralis consa-

crés à l’intégration numérique des équations différentielles sont plus riches que ce qu’on en dit habituel-

lement. Euler a formalisé, de manière quasi définitive, une méthode d’intégration numérique générale

(elle peut s’appliquer à tout système d’équations différentielles, une fois ce dernier ramené à un système

d’équations du premier ordre) et souple (on peut adapter la longueur des intervalles, on peut prendre plus

ou moins de termes dans le développement de Taylor, on peut changer de variable indépendante, on peut

utiliser un développement asymptotique au voisinage des points singuliers). Bien entendu, l’existence de

l’intégrale et la convergence des valeurs approchées vers les valeurs exactes lorsque le pas de la subdivi-

sion tend vers zéro sont considérées comme des évidences, ou, plus exactement, ne sont pas considérées

du tout. Par contre, du point de vue pratique, la méthode d’Euler avec développement de Taylor semble a

priori de nature à donner toute satisfaction aux utilisateurs.

Pendant plus d’un siècle, la méthode d’Euler est restée la seule méthode générale disponible d’intégra-

tion numérique directe. En effet, les deux grands groupes de méthodes qui lui ont succédé, celles de

Runge-Kutta et celles d’Adams-Størmer, n’ont vu le jour que vers la fin du 19e siècle. Il est donc intéres-

sant de savoir quel accueil a reçu la méthode d’Euler, entre 1770 et 1900, dans le champ des mathéma-

tiques appliquées. Le domaine le plus significatif est évidemment celui de la mécanique céleste, où ont

lieu les calculs les plus importants. Assez curieusement, il est difficile d’y trouver des exemples d’utili-

sation de la méthode d’Euler : les astronomes semblent avoir toujours préféré les quadratures mécaniques

par approximations successives, à partir de schémas de différences finies (cf. chap. V). Pour ce qui est de

la méthode d’Euler, nous n’avons réussi à identifier que deux applications dignes d’intérêt : la première

est due à Euler lui-même (1774) — c’était bien le moins qu’on pouvait espérer —, la seconde à l’astro-

nome américain Hill (1878).

2.3.1. Le danger dû à l’approche d’une comète : Euler (1774)

Le passage de la comète de Halley, en 1759, avait fait naître des craintes à propos du danger que pour-

rait représenter une comète s’approchant très près de la Terre. Y avait-il un risque de collision ? L’orbite

terrestre pouvait-elle être modifiée de façon importante ? La comète pouvait-elle être satellisée et devenir

une seconde Lune ? La comète de Lexell, en 1770, relança ces interrogations. Les observations montraient

qu’elle semblait décrire une orbite elliptique avec une période de révolution d’environ cinq ans et demi,

alors qu’on ne l’avait jamais vue auparavant ! Une étude plus fine permit de découvrir qu’elle avait dû

passer très près de Jupiter ; on fit alors l’hypothèse que la planète géante avait fortement modifié sa trajec-

toire, à tel point que, d’invisible lors de ses précédents passages, elle était devenue visible en 1770.

C’est dans ce contexte qu’Euler réalise, en 1774, une étude sur les conséquences du passage d’une

comète à proximité de la Terre37. Pour cela, il se place dans une situation simplifiée, en supposant que la

Terre décrit une orbite circulaire autour du Soleil, et qu’une comète, de même masse que la Terre, se

dirige vers le Soleil sur une ligne droite contenue dans le plan de l’écliptique. Il détermine ensuite des

positions et des vitesses initiales telles que, en l’absence de toute perturbation, les deux corps soient desti-

nés à entrer en collision au bout de deux jours. Il se propose alors d’étudier le mouvement réel des deux

corps sous l’effet de leur attraction mutuelle, au moyen d’une intégration numérique.

37 “Commentatio hypothetica de periculo a nimia cometae appropinquatione metuendo”, Novi commentarii academiae scien-
tiarum Petropolitanae, 19, 1775 (1774), pp. 499-548 ; Opera omnia, s. 2, vol. 29, pp. 293-335.
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Dans le plan de l’écliptique (fig. III.7), on prend pour origine le Soleil S et on choisit une direction

fixe Sγ. Les coordonnées rectangulaires de la Terre T sont désignées par X et Y, celles de la comète Z par x

et y. Les distances mutuelles entre les trois corps sont notées ST = u, SZ = v, TZ = w. L’unité de distance

est le rayon terrestre, tandis que le temps τ est mesuré en jours.

S

T

Z

X x

Y

y

ϕω

ψ

γ

u

v
w

Fig. III.7. Passage d’une comète Z à proximité de la Terre T

On introduit aussi la longitude héliocentrique ϕ de la Terre, et les longitudes héliocentrique ω et géo-

centrique ψ de la comète. Ces angles auxiliaires serviront uniquement à faciliter le calcul de u, v et w,

grâce aux formules

tang ϕ = Y
X

, tang ω = y
x

, tang ψ = y − Y
x − X

,

u = X
cosϕ

, v = x
cosω

, w = x − X
cosψ

.

En effet, ces formules sont mieux adaptées à l’emploi des tables de logarithmes car elles fournissent u, v

et w par deux quotients, alors que les formules en coordonnées cartésiennes contiennent une somme.

Les équations différentielles du mouvement s’écrivent

ddX = − ∆ Xdτ 2

u3 + δ (x − X)dτ 2

w3 − δ xdτ 2

v3 ,

ddY = − ∆Ydτ 2

u3 + δ (y − Y)dτ 2

w3 − δ ydτ 2

v3 ,

ddx = − ∆ xdτ 2

v3 − δ (x − X)dτ 2

w3 − δ Xdτ 2

u3 ,

ddy = − ∆ ydτ 2

v3 − δ (y − Y)dτ 2

w3 − δYdτ 2

u3 ,

où ∆ et δ sont deux constantes telles que l ∆ = 9,6118924 et l δ = 4,0555899. D’autre part, les valeurs ini-

tiales choisies sont X = 24 000 ; Y = 0 ; dX dτ = 0 ; dY dτ = 412,896 ; x = 25 139,328 ; y = 865,296 ;

dx dτ = −570,036 ; dy dτ = −19,621. D’après ces valeurs numériques, on observe que le dernier terme

de chacune des équations peut toujours être négligé dans les calculs, alors que le terme central devient

important lorsque la Terre et la comète se rapprochent.

Euler emploie la méthode décrite dans le second volume des Institutiones calculi integralis. À partir

des valeurs initiales et des dérivées secondes fournies par les équations différentielles, les valeurs

suivantes sont calculées, pour l’instant τ + dτ, par les formules
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′X = X + dX + 1
2 ddX,

′x = x + dx + 1
2 ddx,

d ′X
dτ

= dX
dτ

+ ddX
dτ 2 ,

d ′x
dτ

= dx
dτ

+ ddx
dτ 2 ,

′Y = Y + dY + 1
2 ddY,

′y = y + dy + 1
2 ddy,

d ′Y
dτ

= dY
dτ

+ ddY
dτ 2 ,

d ′y
dτ

= dy
dτ

+ ddy
dτ 2 .

C’est donc la deuxième technique évoquée en 1769 qui a été retenue : des développements d’ordre 2

pour les fonctions inconnues et d’ordre 1 pour leurs dérivées. Ce choix permet d’exploiter au mieux les

équations différentielles sans augmenter démesurément le volume de calcul. Aller au delà nécessiterait de

faire intervenir les dérivées troisièmes, dont l’expression formelle est très compliquée. D’autre part, le

calcul va être fait avec des intervalles de longueur variable, de plus en plus petits tant que les deux corps

se rapprochent, de plus en plus grands ensuite, lorsqu’ils s’éloignent. Euler prend successivement

dτ = 1, 1
2 , 1

4 , 1
8 , 1

16 , 1
8 , 1

16 , 1
8 , 1

4 , 1
2 , 1, ce qui permet d’obtenir la position des deux corps pour les temps

τ = 0, 1, 1 1
2 , 1 3

4 , 1 7
8 , 115

16 , 2 1
16 , 2 1

8 , 2 1
4 , 2 1

2 , 3, 4 . Pour chaque pas, le calcul fait l’objet d’un tableau détaillé.

Ces tableaux occupent 16 pages du mémoire. Voici l’une des étapes de cet énorme calcul :

CALCULUS PRO TEMPORE τ = 1 7
8 d  POST EPOCHAM

27. Sumto igitur dτ = 1
8  et dτ 2 = 1

64  sequentia elementa prodibunt :

X = 23 987,546
x = 24 058,992

x − X = 71, 446
dX = −13,188 ⋅ dτ
dx = − 582,631 ⋅ dτ

Y = 774,146
y = 828, 090

y − Y = 53,944
dY = 412,804 ⋅ dτ
dy = − 20,147 ⋅ dτ

calculus igitur ad modum praecedentis ita procedit

a lY = 2,8888229
subtr. l X = 4,3799857

l tang ϕ = 8,5088372
ideoque ϕ = 1° , 5 ′0 ,5 ′′4

a l y = 2,9180775
subtr. l x = 4,3812774
l tang ω = 8,5368001

ideoque ω = 1° , 5 ′8 ,1 ′′7

a l(y − Y ) = 1, 7319431
subtr. l(x − X) = 1,8539799

l tang ψ = 9,8779632
ergo ψ = 37° , ′3 , ′′9

ad l X = 4,3799857
l sec ϕ = 10, 0002260

lu = 4,3802117
hinc u = 24 000, 03

ad l x = 4,3812774
l sec ω = 10, 0002569

lv = 4,3815343
hinc v = 24 073,23

ad l(x − X) = 1,8539799
l sec ψ = 10, 0979467

lw = 1,9519266
hinc w = 89,521

ad l∆ = 9,6118924
add. l X = 4,3799857

3,9918781
subtr. lu3 = 3,1406351

l
∆ X
u3 = 0,8512430

l tangϕ = 8,5088372

l
∆Y
u3 = 9,3600802

ergo
∆ X
u3 = 7,100

et
∆Y
u3 = 0,229

ad l∆ = 9,6118924
add. l x = 4,3812774

3,9931698
subtr. lv3 = 3,1446029

l
∆x
v3 = 0,8485669

l tangω = 8,5368001

l
∆y
v3 = 9,3853670

ergo
∆x
v3 = 7, 056

et
∆y
v3 = 0,243

ad lδ = 4, 0555899
add. l(x − X) = 1,8539799

5,9095698
subtr. lw3 = 5,8557798

l
δ (x − X)

w3 = 0, 0537900

l tangψ = 9,8779632

l
δ (y − Y )

w3 = 9,9317532

ergo
δ (x − X)

w3 = 1,132

et
δ (y − Y )

w3 = 0,854

Nunc adhuc duplicentur valores 
δ (x − X)

w3 et
δ (y − Y )

w3 , ut sit

ddX = − 4,836 ⋅ dτ 2 , ddx = − 9,320 ⋅ dτ 2

ddY = +1, 479 ⋅ dτ 2 , ddy = −1,951 ⋅ dτ 2
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hincque colligimus

′X = 23 987,546 − 13,188 ⋅ dτ − 2, 418 ⋅ dτ 2

′Y = 774,146 + 412,804 ⋅ dτ + 0, 739 ⋅ dτ 2

′x = 24 058,992 − 582,631 ⋅ dτ − 4,660 ⋅ dτ 2

′y = 828, 090 − 20,147 ⋅ dτ − 0,975 ⋅ dτ 2

deinde

d ′X = − 13,188 ⋅ dτ − 4,836 ⋅ dτ 2

d ′Y = + 412,804 ⋅ dτ + 1, 479 ⋅ dτ 2

d ′x = − 582,631 ⋅ dτ − 9,320 ⋅ dτ 2

d ′y = − 20,147 ⋅ dτ − 1,951 ⋅ dτ 2

ubi pro calculo sequente sumi debet dτ = 1
16 .

CALCULUS PRO TEMPORE τ = 1 15
16 d  POST EPOCHAM

28. Elementa igitur huius calculi ita se habebunt

X = 23 986, 713
x = 24 022,560

x − X = 35,847
dX = −13, 490 ⋅ dτ
dx = − 583,213 ⋅ dτ

Y = 799,943
y = 826,837

y − Y = 26,884
dY = 412,896 ⋅ dτ
dy = − 20,269 ⋅ dτ

Fig. III.8. Une page de calcul d’Euler (1774)

En examinant attentivement ces tableaux, on s’aperçoit qu’Euler n’applique pas tout à fait l’algorithme

présenté au début du mémoire. Une modification destinée à mieux évaluer la variation des dérivées se-

condes fait l’objet d’une note (“Annotatio”, p. 311) située en plein milieu du second tableau de calcul. Il

s’avère que les dérivées secondes sont constituées, d’une part, de termes en 1 u2  et en 1 v2 , qui varient

lentement et qu’on peut supposer constants sur chaque intervalle, et, d’autre part, de termes en 1 w2  qui,

eux, varient très rapidement lorsque la comète et la Terre sont proches. D’après la nature du problème de

l’attraction, Euler estime que ces termes sont environ multipliés par quatre sur chacun des intervalles choi-

sis pour la phase d’approche des deux corps, et divisés par quatre sur chaque intervalle de la phase

d’éloignement. Pour le calcul, il décide donc de multiplier par deux leur valeur initiale sur chaque

intervalle du premier type (on voit cette opération au centre du tableau ci-dessus : “Nunc adhuc

duplicentur valores…”), et de diviser par deux pour le second type. En d’autres termes, il prend, à chaque

pas, la moyenne géométrique entre la valeur initiale connue et la valeur finale estimée.

Essayons de reconstituer le raisonnement sous-jacent à cette nouvelle méthode implicite des trapèzes.

Euler dit que la perturbation augmente continuellement “labente” (“en tombant”, “en glissant”). Il faut

sans doute comprendre que la courbe “tombe” constamment sous ses cordes, c’est-à-dire que la fonction

est convexe. De plus, cette fonction est “davantage convexe” qu’une exponentielle : pour une exponen-

tielle, il y aurait quadruplement sur chacun des intervalles de la subdivision t, t + dt, t + 2dt, t + 3dt, …,

tandis qu’ici, c’est le cas avec t, t + dt, t + dt + 1
2 dt, t + dt + 1

2 dt + 1
4 dt , … Dans cette situation, pour une

fonction f logarithmiquement convexe, on dispose des inégalités

f
a + b

2




 ≤ f (a) f (b) ≤ f (a) + f (b)

2
.

Dans la phrase suivante, ainsi qu’il avait fait en balistique, Euler écrit : “convenit medium sumere” (“il

convient de prendre un milieu”). Lors du choix de ce “milieu”, compte tenu du type de la fonction, Euler a

dû réaliser que la formule classique des trapèzes conduisait à une valeur de l’intégrale beaucoup trop
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grande et la formule du point milieu à une valeur trop petite, avant de se décider finalement pour la

moyenne géométrique des valeurs aux extrémités (fig. III.9).

f
a + b

2






f (a) f (b)

f (a) + f (b)
2

a + b

2
a b

Fig. III.9. Trois méthodes implicites des trapèzes

Pour juger du bien-fondé de ce choix, nous avons repris le calcul de la distance u de la Terre au Soleil

pendant la phase d’approche de la comète. En effet, dans les dérivées secondes des coordonnées de la

Terre, le premier terme, quasiment constant tout au long du phénomène, ne joue aucun rôle significatif : la

situation est idéale pour apprécier le traitement qu’Euler fait subir au second terme. Ce serait moins pro-

bant avec les coordonnées de la comète car le premier terme de leurs dérivées secondes a une variation

plus importante : il serait difficile d’identifier la part de l’erreur provenant de l’approximation du premier

terme et celle provenant de l’approximation du second. Dans le tableau ci-dessous, nous avons fait figurer

les valeurs de u obtenues par quatre méthodes : 1) la méthode décrite dans le texte principal du mémoire,

c’est-à-dire le développement de Taylor à l’ordre 2, sans amélioration ; 2) la même méthode améliorée par

la formule classique des trapèzes, avec moyenne arithmétique ; 3) la variante utilisée effectivement par

Euler, c’est-à-dire une amélioration par la formule des trapèzes avec moyenne géométrique ; 4) une

méthode de Runge-Kutta d’ordre 4. Tous les calculs ont été faits avec dix chiffres supplémentaires afin de

neutraliser l’effet des erreurs d’arrondi (les résultats de la troisième colonne sont donc légèrement diffé-

rents des résultats originaux d’Euler : il va de soi que ce dernier, dans un calcul à la main et aux tables de

logarithmes, ne pouvait se payer le luxe de conserver autant de décimales surabondantes).

Développement de
Taylor à l’ordre 2

Amélioration par les
trapèzes en moyenne

arithmétique

Choix d’Euler :
idem avec moyenne

géométrique

Méthode de
Runge-Kutta

24 000,000
24 000,003
24 000,008
24 000,014
24 000,021
24 000,028

24 000,000
24 000,003
24 000,011
24 000,024
24 000,039
24 000,056

24 000,000
24 000,003
24 000,010
24 000,021
24 000,033
24 000,046

24 000,000
24 000,003
24 000,011
24 000,022
24 000,033
24 000,045

Tableau III.1. Comparaison de quatre méthodes d’intégration approchée
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Ces résultats confirment nos prévisions : la méthode de base donne des valeurs trop petites et la méthode

classique des trapèzes des valeurs trop grandes. Par contre, les résultats d’Euler sont très voisins de ceux

que l’on obtient avec une méthode théoriquement plus performante.

Faisons un bilan sur l’essentiel, en oubliant que les dérivées secondes sont composées de deux termes

traités différemment et en revenant, avec les notations de 1769, à une seule équation du second ordre de la
forme d 2y dx2 = V(x, y) (les équations du problème des trois corps ne font pas intervenir les dérivées

premières). Dans le texte principal du mémoire, Euler propose d’utiliser les équations aux différences

∆y = p∆x + V(x, y)
∆x2

2
,

∆p = V(x, y)∆x .

En réalité, au lieu de calculer exactement les valeurs que prend la fonction V aux points initiaux des inter-

valles, il évalue approximativement la moyenne géométrique de celles qu’elle prend aux points initiaux et

finaux, ce qui peut se traduire par le système implicite

∆y = p∆x + V(x, y) V(x + ∆x, y + ∆y)
∆x2

2
,

∆p = V(x, y) V(x + ∆x, y + ∆y) ∆x .

Par cette amélioration, la méthode devient une méthode d’ordre 3 permettant, à moindre coût, d’obtenir à

peu près la même précision qu’avec un développement de l’intégrale jusqu’à la dérivée troisième.

De façon similaire, pour une équation du premier ordre dy = f (x, y)dx , on pourrait utiliser l’équation

aux différences

∆y = f (x, y) f (x + ∆x, y + ∆y) ∆x = ln−1 ln f (x, y) + ln f (x + ∆x, y + ∆y)
2





 ∆x .

On obtiendrait une méthode d’ordre 2, ainsi qu’avec n’importe quelle autre moyenne.

Au terme de cette magistrale leçon de calcul numérique, Euler peut dresser une table des positions de

la comète et de la Terre pour les quatre jours qui suivent l’instant initial :

TABULA

motum tam terrae quam cometae exhibens

τ ϕ u ω v ψ w

D.  h.     
0.  0      
1.  0      
1.12      
1.18      
1.21      
1.22 1/2
2.  1 1/2
2.  3      
2.  6      
2.12      
3.  0      
4.  0      

 g.  m.  s.
0.  0.  0
0.59.  8
1.28.43
1.43.31
1.50.54
1.54.36
2.  2.  0
2.  5.42
2.13.  6
2.27.52
2.57.27
3.56.37

24 000,00
24 000,01
24 000,02
24 000,03
24 000,04
24 000,04
24 000,06
24 000,10
24 000,12
24 000,14
24 000,10
24 000,01

 g.  m.  s.
1.58.17
1.58.17
1.58.17
1.58.17
1.58.17
1.58.17
1.58.17
1.58.17
1.58.17
1.58.17
1.58.16
1.58.16

25 154,08
24 580,60
24 291,32
24 146,00
24 073,23
24 036,22
23 963,77
23 927,24
23 854,04
23 707,51
23 413,05
22 818,74

 S. g. m. f.
1.7.12.57
1.7.13.11
1.7.11.57
1.7.  9.  3
1.7.  3.  9
1.7.  0.  3
7.7.37.23
7.7.22.16
7.7.20.25
7.7.17.10
7.7.16.32
7.7.15.40

1430,697
  715,302
  357,724
  178,928
    89,521
    44,808
    44,657
    89,298
  178,780
  357,240
  714,957
1429,903

Tableau III.2. Mouvements de la Terre et de la comète (Euler, 1774)

Au delà de quatre jours, la comète et la Terre sont suffisamment éloignées pour que leur attraction

mutuelle devienne négligeable. Euler détermine donc, à partir des valeurs finales du tableau précédent, les
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nouvelles orbites des deux corps. La conclusion est optimiste : il y a peu de danger à craindre du passage

d’une comète à proximité de notre planète. En effet, les orbites sont à peine modifiées. La comète suit une

orbite parabolique très proche de la droite initiale ; en particulier, elle n’est pas capturée par la Terre. La

Terre, quant à elle, adopte une orbite elliptique de très faible excentricité, quasiment indiscernable du

cercle initial.

2.3.2. Recherches sur la théorie de la Lune : Hill (1878)

Notre second exemple se situe un siècle plus tard, en 1878. Il s’agit peut-être de la dernière utilisation

d’envergure de la méthode d’Euler avec développement de Taylor. Dans le cadre de ses travaux sur la

théorie de la Lune, l’astronome Hill reprend38, longtemps après Lagrange, la recherche de solutions pério-

diques pour le problème des trois corps39. Le système Soleil-Terre-Lune présente des caractéristiques qui

permettent de simplifier les équations du mouvement : les trois corps se meuvent dans un même plan et

l’un d’eux — le Soleil — a une masse beaucoup plus importante et se trouve à une distance très grande.

Dans un repère orthogonal situé dans le plan de l’écliptique, ayant pour origine le centre de la Terre et

pour axe des abscisses l’axe qui va de la Terre vers le Soleil, on désigne par x et y les coordonnées de la

Lune et par r = x2 + y2  la distance de la Terre à la Lune. Hill établit, de façon classique40, que le mou-

vement relatif de la Lune est déterminé, avec des unités convenables, par le système d’équations

différentielles

(1)     

d 2x
dt2 − 2

dy
dt

+ 1
r3 − 3



 x = 0,

d 2y
dt2 + 2

dx
dt

+ 1
r3 y = 0,










Ces équations admettent une intégrale première, l’intégrale des forces vives dans le mouvement relatif ou

intégrale de Jacobi, qui s’écrit

dx2 + dy2

dt2 = 2
r

+ 3x2 − 2C .

Hill montre que le système (1) admet des solutions périodiques d’un certain type et se propose d’étu-

dier les trajectoires de ces solutions en fonction de la constante C de l’intégrale de Jacobi. Lorsque C est

petite, la trajectoire est voisine d’un cercle ; pour de plus grandes valeurs de C, la trajectoire ressemble

d’abord à une ellipse de plus en plus excentrique, puis sa forme s’éloigne de celle d’une ellipse jusqu’à

l’apparition de deux points de rebroussement situés sur l’axe des ordonnées. Ce cas limite, correspondant

à la plus longue période de révolution, est appelé “Moon of maximum lunation”(fig. III.10).

Hill se propose de construire par points quelques-unes de ces trajectoires. Pour les courtes périodes de

révolution, il emploie, avec diverses variantes extrêmement techniques, la méthode des séries. Pour les

plus longues périodes de révolution, en particulier pour la partie de la trajectoire au voisinage des points

de rebroussement, la méthode des séries ne convient plus : “For moons of much longer lunations the

methods hitherto used are not practicable, and, in consequence, we resort to mechanical quadratures.”41

38 “Researches in the Lunar Theory”, American journal of mathematics, vol. 1, 1878, pp. 5-26, 129-147, 245-260.
39 Pour une analyse des travaux de Hill, centrée sur le problème des solutions périodiques, voir H. Poincaré, Les méthodes nou-
velles de la mécanique céleste, t. 1, pp. 104-109.
40 Voir H. Poincaré, Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste, t. 1, p.11. Nous retrouverons le même système d’équa-
tions différentielles dans les travaux de Darwin : cf. chap. V, 4.1.1.
41 “Pour les lunes de plus grandes périodes, les méthodes utilisées jusqu’ici ne sont pas praticables et, par conséquent, nous
avons recours à des quadratures mécaniques.”
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La méthode de quadrature mécanique présentée en détail dans le texte n’est autre que la méthode d’Euler

avec développement de Taylor à l’ordre 6 !

Fig. III.10. La “Moon of maximum lunation” (Hill, 1878)

Le calcul des dérivées successives, à lui seul, force l’admiration. Hill part des formules de récurrence

dn+2x
dtn+2 = 2

dn+1y
dtn+1 + 3

dnx
dtn − dn

dtn (r− 3x),

dn+2y
dtn+2 = −2

dn+1x
dtn+1 − dn

dtn (r− 3y),

et remarque que, pour obtenir les dérivées de r− 3x et r− 3y  par la formule de Leibniz, il suffit (sic) de

connaître les dérivées de r− 3 , dérivées dont il calcule les quatre premières :

d(r−3 )
dt

= − 3r−5 x
dx
dt

+ y
dy
dt





 ,

d 2 (r−3 )
dt 2 = − 3 r−5 x

d 2 x
dt 2 + y

d 2 y
dt 2 + dx 2

dt 2 + dy2

dt 2






+ 15r− 7 x
dx
dt

+ y
dy
dt







2

,

d 3 (r−3 )
dt3 = − 3r−5 x

d 3x
dt3 + y

d 3y
dt3 + 3

dx
dt

d 2 x
dt 2 + 3

dy
dt

d 2 y
dt 2







  + 45r− 7 x
dx
dt

+ y
dy
dt





 x

d 2 x
dt 2 + y

d 2 y
dt 2 + dx 2

dt 2 + dy2

dt 2






− 105r−9 x
dx
dt

+ y
dy
dt







3

,

d 4 (r−3 )
dt 4 = − 3r−5 x

d 4 x
dt 4 + y

d 4 y
dt 4 + 4

dx
dt

d 3x
dt3 + 4

dy
dt

d 3y
dt3 + 3

d 2 x
dt 2







2

+ 3
d 2 y
dt 2







2





  + 60 r− 7 x
dx
dt

+ y
dy
dt





 x

d 3x
dt3 + y

d 3y
dt3 + 3

dx
dt

d 2 x
dt 2 + 3

dy
dt

d 2 y
dt 2







+ 45r− 7 x
d 2 x
dt 2 + y

d 2 y
dt 2 + dx 2

dt 2 + dy2

dt 2






2

  − 630 r−9 x
dx
dt

+ y
dy
dt







2

x
d 2 x
dt 2 + y

d 2 y
dt 2 + dx 2

dt 2 + dy2

dt 2






+ 945r−11 x
dx
dt

+ y
dy
dt







4

.
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Tout est alors en place pour décrire l’algorithme : “By means of these formulæ x and y can be expan-

ded in series of ascending powers of t, as far as the term involving t6 , provided we know the values of x, y,

dx dt  and dy dt  corresponding to t = 0. Taking t sufficiently small to make the terms, involving higher

powers of t than the sixth, insignificant, as, for instance, t = 0.05 or t = 0.1, we can ascertain the values

of x, y, dx dt  and dy dt  at the end of this time. With these values we can again construct new series for x

and y in powers of t, in which the latter variable is counted from the end of the previous time. By repeti-

tions of this process the integration can be carried as far as desired. Jacobi’s integral, which has not been

put to use in the preceding formulæ, can be employed as a check.”42

Hill ne donne aucun détail sur la façon dont il a organisé pratiquement les calculs, ni sur le temps qu’il

y a consacré. Les résultats n’en sont que plus impressionnants.

2.4. Conclusion sur la méthode d’Euler

Si nous jetons a posteriori un regard d’ensemble sur l’œuvre d’Euler dans le domaine de l’intégration

numérique, nous constatons la présence de deux types de méthodes de différences finies (qui peuvent se

combiner dans la pratique) :

1) La méthode d’Euler avec développement de Taylor, méthode théorique générale, seule digne d’être

exposée dans un traité de calcul intégral destiné à des mathématiciens.

2) Des variantes de la méthode implicite des trapèzes, qui relèvent de l’expérience du calculateur, qui

permettent d’améliorer empiriquement la précision sans augmenter sensiblement le volume de calcul, qui

nécessitent une adaptation propre à chaque problème étudié et qui restent enfouies au sein des mathéma-

tiques appliquées. Ces procédés ne sont pas formalisés, faute d’un algorithme universel pour remplacer les

équations aux différences implicites par des formules explicites équivalentes.

La méthode d’Euler avec développement de Taylor n’a jamais vraiment quitté son statut de méthode

théorique. Euler lui-même l’a toujours utilisée avec les dérivées premières pour les équations du premier

ordre et avec les dérivées secondes pour les équations du second ordre, c’est-à-dire avec les dérivées four-

nies directement par les équations différentielles ; dans ses recherches appliquées, il n’a jamais cherché à

améliorer la précision en prenant en compte des dérivées d’ordre supérieur, contrairement à ce qu’il pré-

conisait dans son traité de calcul intégral. Un calculateur de son envergure avait dû identifier très vite les

inconvénients pratiques que cela aurait entraînés. Ces inconvénients sont soulignés par Lacroix43 qui,

après avoir présenté, par acquit de conscience, la méthode d’Euler avec développement de Taylor, conclut

qu’elle est inutilisable (il se place dans le cas d’une équation d’ordre n, pour laquelle on est obligé de

développer l’intégrale au moins jusqu’à l’ordre n) : “ce procédé n’est guère praticable, tant parce qu’il

exige beaucoup de calcul, qu’à cause que les erreurs de chaque opération influent sur la suivante”.

L’introduction de dérivées d’ordre supérieur entraîne la multiplication des schémas de calcul : à chaque

étape, on doit calculer autant de valeurs qu’il y a de dérivées, chacune selon un algorithme différent. De

plus, le nombre d’opérations élémentaires à effectuer à chaque pas est tel que, rapidement, l’erreur de

42 “Au moyen de ces formules, x et y peuvent être développés en séries de puissances ascendantes de t, jusqu’au terme en t6 ,
pourvu que nous connaissions les valeurs de x, y, dx dt  et dy dt  correspondant à t = 0. En prenant t suffisamment petit pour
rendre insignifiants les termes contenant des puissances de t plus grandes que la sixième, par exemple t = 0.05 ou t = 0.1, nous
pouvons déterminer les valeurs de x, y, dx dt  et dy dt  à la fin de ce temps. Avec ces valeurs, nous pouvons construire de nou-
velles séries pour x et y selon les puissances de t, dans lesquelles cette dernière variable est comptée à partir de la fin du temps
précédent. Par la répétition de ce processus, l’intégration peut être poussée aussi loin que l’on veut. L’intégrale de Jacobi, qui
n’a pas été utilisée dans les formules précédentes, peut servir à une vérification.”
43 Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, 2e éd., t. 2, pp. 409-411.
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calcul risque de l’emporter sur l’erreur de méthode, annulant ainsi le gain de précision escompté. Dans la

méthode d’Euler avec développement de Taylor, on retrouve, en fait, la lourdeur de la méthode des séries

(cf. chap. II, 5.1), multipliée par le nombre d’intervalles de la subdivision ! Il n’est pas étonnant que, en

dehors d’exemples factices dans les traités d’enseignement, nous n’ayons trouvé qu’une seule application

réelle de cette technique coûteuse. Les calculs de Hill sont, en ce sens, exemplaires : ils confinent, à peu

de chose près, aux limites des possibilités d’un calculateur humain.

Finalement, telle que nous l’analysons aujourd’hui, l’œuvre d’Euler semble appeler des approfondis-

sements dans deux directions :

1) Faire entrer définitivement la méthode d’Euler dans le giron des mathématiques, en prouvant que

l’algorithme (en commençant par sa version la plus simple) est convergent et que sa limite est effective-

ment une solution de l’équation différentielle. Ce sera l’apport essentiel de Cauchy et de Lipschitz (cf. 3).

2) Remplacer le développement de Taylor de l’intégrale à un ordre donné, procédé théoriquement

parfait mais concrètement inadapté, par des équations aux différences explicites, générales et pratiques,

permettant d’obtenir une précision du même ordre. Après une longue période de tâtonnement (cf. 4), ce

sera l’un des grands succès de l’école allemande de mathématiques appliquées (cf. 5).
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3. Le théorème de Cauchy-Lipschitz

Dans cette partie, nous allons étudier les prolongements théoriques de l’œuvre d’Euler. Il s’agira

d’analyser comment — et pourquoi — l’ancienne méthode polygonale de Leibniz, devenue, en 1768,

méthode numérique d’Euler, a pu fournir à Cauchy (1824) et à Lipschitz (1868) la matière de la démons-

tration d’un théorème d’existence pour les équations différentielles dans le champ réel.

3.1. Le dépassement des conceptions leibniziennes

3.1.1. Une vision géométrique et infinitésimale tenace

Pendant plus d’un siècle, la conception leibnizienne de ce qu’est la solution d’une équation différen-

tielle, vue géométriquement en tant que “courbe limite où en définitive s’effacent progressivement les

polygones convergents” (cf. 1.1.2), semble indépassable. On la retrouve, sans changement significatif,

dans divers écrits. C’est le cas, par exemple, dans un mémoire de Condorcet daté de 176944:

“Je suppose que j’aie une courbe donnée par une équation différentielle d’un ordre n, & que suppo-

sant son abscisse x divisée en m parties égales ′x , je prenne, au lieu de la courbe, les angles d’un poly-

gone inscrit qui ait m côtés, j’aurai l’expression de la me ordonnée de ce polygone par une équation

entre y, n ordonnées supposées connues, m et ′x  ; & supposant dans l’équation donnée que dx soit ′x ,

& dy la différence entre deux ordonnées du polygone, j’en pourrai tirer l’équation du polygone d’autant

plus approchée que m est plus grand, en sorte que lorsque m est infini, cette équation devient une suite

infinie & en même temps la vraie équation du polygone & de la courbe qui se confond alors avec lui.”

Chez Condorcet, comme chez Leibniz, la courbe préexiste à la construction du polygone approché et

au passage à la limite : elle est déjà “donnée par l’équation différentielle” ; son existence n’est aucune-

ment mise en doute. Un peu plus tard, vers la fin du 18e siècle, on note cependant une légère évolution

dans le traité de Lacroix. S’appuyant sur la méthode d’Euler avec développement de Taylor, Lacroix45

tente de prouver qu’une équation différentielle “exprime toujours quelque chose de réel” :

“Avant d’aller plus loin, je ferai remarquer que la considération des courbes osculatrices fournit une

construction approximative des équations différentielles à deux variables de tous les ordres, qui ne sau-

rait guère être utile dans la pratique, mais qui prouve que ces équations expriment toujours quelque chose

de réel, comme on l’a vu au n° 591. En commençant par les équations du premier ordre, comme elles ne

donnent que la valeur de dy dx, il faudra prendre arbitrairement un premier point M, dont les coordon-

nées a et b, étant mises à la place de x et de y dans l’équation proposée, fourniront une valeur de dy dx

44 “Mémoire sur la nature des suites infinies, sur l’étendue des solutions qu’elles donnent, et sur une nouvelle méthode
d’approximation pour les équations différentielles de tous les ordres”, Histoire de l’académie royale des sciences de Paris,
1769, p.197.
45 Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, 2e éd., t. 2, p. 451.



Chapitre III 189

qui sera la tangente de l’angle que doit faire avec l’axe des abscisses la droite MT qui touche au point M

la courbe cherchée. Prenant ensuite sur cette droite un second point ′M , il s’éloignera d’autant moins de

la courbe cherchée qu’il sera plus voisin du point M, et les valeurs de A ′P , ′P ′M , qui en résultent, étant

substituées à la place de x et de y dans l’équation proposée conduiront à une seconde valeur de dy dx,

qui fera connaître la position d’une seconde droite ′M ′T  qui différera très peu de MT, et s’approchera

par conséquent beaucoup de la courbe cherchée. En continuant ainsi, on représentera cette courbe par un

polygone M ′M ′′M  etc. dont les côtés, à la vérité, s’en éloigneront de plus en plus, mais qui pouvant être

conçus aussi resserrés qu’on voudra, font voir qu’il existe une série de points consécutifs pour lesquels

l’équation différentielle proposée a lieu puisqu’on peut approcher indéfiniment de ces points.”

A B

M

M'

M" M'''

T

T'

T"

N'

N"

P P' P" P'''

Fig. III.11. La méthode d’Euler vue par Lacroix

On observe donc, dans ce texte, une tentative pour justifier, au moyen de la méthode polygonale, la

“possibilité” de l’équation différentielle, c’est-à-dire l’existence d’une intégrale. Un peu plus haut dans le

traité, Lacroix avait déjà justifié cette existence en s’appuyant sur le développement de Taylor du coeffi-

cient différentiel (cf. chap. II, 2.3.3). Les deux raisonnements sont du même type : ils nous apparaissent

aujourd’hui comme des arguments heuristiques susceptibles d’emporter la conviction, mais non comme

des preuves rigoureuses. La faisabilité d’une construction finie — un polygone à un nombre fini de côtés

ou un développement de Taylor à un nombre fini de termes — ne saurait suffire à garantir que cette

construction admet une limite, ni que cette limite est bien ce que l’on cherche.

Dans la dernière phrase du texte, il y a une autre nouveauté à souligner : Lacroix est conscient du fait

que les côtés du polygone “s’éloignent de plus en plus” de la courbe. En effet, si le premier point de la

ligne brisée est bien un point de la courbe intégrale cherchée, ce n’est plus le cas ensuite : les étapes ulté-

rieures de la construction utilisent des points “voisins” de la courbe, c’est-à-dire, en fait, des points appar-

tenant à d’autres courbes intégrales de l’équation différentielle. On sent planer un doute : Lacroix déploie

beaucoup d’efforts pour expliquer que la méthode polygonale est malgré tout raisonnable. Ce doute

n’avait pas effleuré Condorcet (voir texte précédent), qui parlait très librement de “polygone inscrit” dans

la courbe, comme si tous ses sommets avaient réellement appartenu à la courbe cherchée.

Nous terminerons ce bref tour d’horizon de la persistance des idées leibniziennes en examinant un

manuscrit d’Ampère, datant probablement de 1822/23, qui a été retrouvé par Bruno Belhoste46. On peut y

lire notamment ceci :

46 “Le cours d’analyse de Cauchy à l’École polytechnique en seconde année”, Sciences et techniques en perspective, vol. 9,
Université de Nantes, 1984-85, pp. 101-117.
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“Tâchons de construire la courbe dont l’équation est dy dx = f (x, y) , et qui passe par un point

donné B ; nous aurons à ce point dy dx = f (AC, BC), ce qui donne l’inclinaison de la tangente BK ;

prenons sur cette tangente une petite partie B ′B  et cherchons la tangente au nouveau point ′B  ; elle nous

sera donnée par l’équation dy dx = f (A ′C , ′B ′C ) ; faisons à ce point la même opération qu’en B et nous

obtiendrons un autre point ′′B  ; en continuant toujours de même nous trouverons les sommets

′′′B , BIV , etc. d’un polygone qui s’écartera de plus en plus de la courbe, mais cependant tel que si les

parties B ′B , ′B ′′B , ′′B ′′′B , etc., étaient infiniment petites, on aurait la courbe elle-même, et qu’il s’en éloi-

gnera d’autant moins qu’elles seront plus petites ; la limite des polygones qu’on obtient ainsi en prenant

ces parties de plus en plus petites, sera la courbe elle-même, dont cette construction prouve la réalité. Il

s’en suit que toute équation différentielle où la valeur de dy dx n’est pas constamment imaginaire a

nécessairement une intégrale réelle ; l’intégrale serait toujours imaginaire dans le cas contraire, mais

n’en existerait pas moins ; il y a donc toujours une intégrale, et par conséquent, d’après ce que nous

avons vu, un facteur propre à rendre intégrable l’équation différentielle.”

Il n’est pas besoin de figure pour comprendre les explications d’Ampère et pour se rendre compte

qu’elles suivent fidèlement celles de Lacroix. L’intérêt de ce texte est surtout de montrer que, au moment

même où Cauchy est en train d’élaborer son premier théorème d’existence, ses contemporains sont encore

tout imprégnés des conceptions de Leibniz.

3.1.2. Pourquoi remettre en question l’existence de l’intégrale ?

Cauchy est entré en 1805, à 16 ans, à l’École Polytechnique, où il a assisté au cours d’analyse de

Lacroix. Plus tard, à partir de 1815, il est devenu, à son tour, l’un des deux professeurs d’analyse et de

mécanique de l’École. L’autre était alors Ampère, ancien répétiteur de Lacroix. Chacun des deux profes-

seurs se chargeait, en alternance, d’une nouvelle promotion et la suivait sur deux ans. L’étude des équa-

tions différentielles était prévue en seconde année. Dans le cours de Cauchy sur les équations différen-

tielles, on aurait pu s’attendre à retrouver le style de Lacroix et d’Ampère. Pourtant, comme nous le ver-

rons plus loin, Cauchy va se démarquer fortement de ses maîtres et collègues. Dès à présent, on peut

s’interroger sur les raisons de cette divergence et avancer quelques explications :

1) L’échec des nombreuses tentatives destinées à intégrer algébriquement toutes les équations diffé-

rentielles avait conduit à mettre en doute la conviction initiale de Leibniz, selon laquelle il existerait tou-

jours une intégrale en termes finis ou, à défaut, par quadratures. La méthode des séries avait permis, pen-

dant un temps, de suppléer à l’intégration par quadratures et d’évacuer, de fait, le problème de l’existence.

En effet, réduite au calcul de séries entières (ou, plus généralement, de séries de fonctions d’un type

donné) vérifiant formellement les équations différentielles, la méthode des séries fonctionnait comme une

méthode algébrique généralisée. La découverte, par Cauchy, des pièges liés au développement de Taylor

(cf. chap. II, 4.1.3) engendra à nouveau le doute. À partir de là, on pouvait commencer à se demander ce

que serait une intégrale n’admettant aucune expression algébrique imaginable, ni finie, ni infinie, et, en fin

de compte, percevoir l’existence de cette intégrale comme un problème en soi.

2) Jusqu’à la fin du 18e siècle, on s’était surtout intéressé à des équations différentielles particulières,

issues de problèmes de géométrie ou de mécanique. La réalité des phénomènes étudiés ne faisant pas de

doute, il n’y avait pas de raison de s’interroger sur l’existence des intégrales. C’est bien dans ce contexte

qu’il faut replacer les méthodes d’intégration approchée d’Euler : leur seul but était le calcul numérique

des solutions des équations différentielles de la physique mathématique, dans les cas où l’habileté de

l’analyste n’avait pas permis d’en trouver une expression explicite adaptée. La situation change, au début

du 19e siècle, lorsque des mathématiciens de premier plan, tels Cauchy, doivent enseigner les mathéma-
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tiques à des élites. Les nécessités de ce type d’enseignement engendrent une réflexion sur les fondements :

on voit naître, à la fois, le souci de la rigueur et celui de la généralité. Dans ce cadre, si l’on veut dire

quelque chose de sérieux d’une équation différentielle générale, indépendante de tout contexte concret et

n’ayant aucune forme analytique particulière, la seule possibilité qui se présente est de partir d’un procédé

de construction approchée et de définir l’intégrale à partir de ce procédé. D’ailleurs, il n’est pas certain

qu’il y ait eu, chez Cauchy, une interrogation philosophique préalable sur l’existence : c’est peut-être le

désir d’enseigner rigoureusement l’intégration numérique qui a conduit à des recherches sur l’évaluation

de l’erreur et, indirectement, à la convergence et au sentiment que cette convergence assurait l’existence.

3) Depuis Euler, il y avait une volonté de fonder le calcul infinitésimal indépendamment de la géomé-

trie et de la mécanique. C’est pour cela qu’Euler avait fait reposer l’analyse sur la notion de fonction.

Cauchy va encore plus loin et souhaite se débarrasser des infiniment petits leibniziens : à la place, il s’ap-

puie le plus souvent, dans ses cours, sur la notion de limite. Sans support géométrique, sans recours aux

infiniment petits, la méthode polygonale s’effondre : la contemplation du système des équations aux diffé-

rences d’Euler ne saurait, à elle seule, nourrir l’intuition et emporter la conviction. Une démonstration

d’un nouveau type devient indispensable pour justifier rigoureusement que le passage à la limite donne

naissance à une intégrale.

Ces quelques pistes n’épuisent pas le sujet : le fait que, soudain, au début du 19e siècle, on se soit posé

le problème de l’existence de certains objets abstraits reste, en partie, un mystère inexpliqué. Monna47 voit

dans l’émergence de ces problèmes d’existence une rupture essentielle dans l’évolution des mathéma-

tiques, et situe dans les cours de Cauchy le véritable point de départ de l’analyse, c’est-à-dire le moment

où le calcul infinitésimal se libère de l’algèbre.

Avant d’aborder les leçons de seconde année sur les équations différentielles, signalons que, dans le

cours de première année48, Cauchy s’était déjà posé le problème de l’existence des primitives : “Dans le

calcul intégral, il m’a paru nécessaire de démontrer généralement l’existence des intégrales ou fonctions

primitives avant de faire connaître leurs diverses propriétés.” Chez Euler, nous avions observé un parallé-

lisme complet entre le calcul approché des intégrales et l’intégration numérique des équations différen-

tielles, avec une intervention similaire des “sommes de Riemann” (cf. 2.1.1). La situation est analogue

chez Cauchy : l’existence des primitives et celle des solutions des équations différentielles sont traitées de

la même manière, avec le même vocabulaire, les mêmes notations et le même schéma de démonstration.

C’est le signe que Cauchy a directement cherché son inspiration dans les Institutiones calculi integralis,

plutôt que dans le traité de Lacroix. Tout comme Euler, Cauchy semblait tenir beaucoup à l’unité du pro-

blème inverse des tangentes, ainsi que le prouve un papier découvert par Guitard49 :“il existe dans les

archives d’Ampère un manuscrit où Cauchy a écrit, sous les yeux d’Ampère, au recto, la démonstration

d’existence de l’intégrale comme limite de somme, qui est dans le Calcul intégral de 1823, et au verso, la

démonstration d’existence de la septième leçon du cours de 1824”. Par ce papier, Cauchy voulait peut-

être rallier Ampère à ses idées et le convaincre d’abandonner la présentation géométrique de Lacroix…

47 Methods, concepts and ideas in mathematics : aspects of an evolution, Centrum voor Wiskunde en Informatica, Amsterdam,
1980.
48 Résumé des leçons données à l’École royale polytechnique sur le calcul infinitésimal, Debure, Paris, 1823 (Avertissement,
p. VI et vingt-unième leçon : “Intégrales définies”, p. 81).
49 “La querelle des infiniment petits à l’École polytechnique au XIXe siècle”, Historia Scientiarum, vol. 30, 1986, pp. 01-61.



192 Chapitre III

3.2. Le cours de Cauchy de 1824

Heureusement pour l’histoire de l’analyse, un fragment du cours de Cauchy sur les équations différen-

tielles — que l’on croyait perdu — a été retrouvé par Christian Gilain en 1977, à la bibliothèque de

l’Institut, et publié en 198150. Selon Gilain, le fragment en question a été imprimé en 1824 et correspond à

l’enseignement dispensé aux élèves de seconde année en 1823/24. Pourtant, divers indices font penser que

le contenu en a été élaboré plus tôt, sans doute dès l’année universitaire 1819/20, peut-être même avant51.

3.2.1. Un cours novateur

Le cours retrouvé se compose de treize leçons, soit 136 pages. En voici la table des matières :

Première leçon. — Intégration des équations différentielles du premier ordre.

Deuxième leçon. — Intégrales de l’équation linéaire et de l’équation homogène du premier ordre.

Troisième leçon. — Sur les équations différentielles de premier ordre, que l’on intègre en substituant à la fonction inconnue
y la dérivée de cette même fonction.

Quatrième leçon. — Sur les divers facteurs à l’aide desquels on peut rendre intégrable une équation différentielle du
premier ordre.

Cinquième leçon. — Recherche d’une équation différentielle dont l’intégrale générale est connue. Méthode par laquelle on
peut déduire certaines intégrales singulières de l’intégrale générale.

Sixième leçon. — Détermination de la constante arbitraire que renferme l’intégrale générale d’une équation différentielle
du premier ordre entre les variables x et y, dans le cas où l’on connaît la valeur particulière de y qui répond à une valeur
donnée de x.

Septième leçon. — Exposition d’une méthode à l’aide de laquelle on peut intégrer par approximation un grand nombre
d’équations différentielles du premier ordre.

Huitième leçon. — Application de la méthode exposée dans la septième leçon à l’intégration d’une équation différentielle
quelconque du premier ordre entre deux variables x, y.

Neuvième leçon. — Limite des erreurs que l’on peut commettre en se servant de la méthode exposée dans la septième
leçon pour le calcul numérique des valeurs particulières de la variable y, considérée comme fonction de x, et détermi-
née par une équation différentielle du premier ordre.

Dixième leçon. — Revue de toutes les intégrales particulières ou singulières qui peuvent appartenir à une équation diffé-
rentielle du premier ordre. Propriétés de quelques-unes de ces intégrales.

Onzième leçon. — Sur les caractères distinctifs des intégrales singulières d’une équation différentielle du premier ordre.

Douzième leçon. — Méthodes diverses qui peuvent être employées au calcul numérique des valeurs particulières de la
variable y considérée comme fonction de x, et déterminée par une équation différentielle du premier ordre.

Treizième leçon. — Exposition d’une méthode à l’aide de laquelle on peut intégrer par approximation des équations
différentielles simultanées du premier ordre entre plusieurs variables x, y, z, …

L’examen de cette table des matières fait apparaître le caractère profondément novateur du cours. En

rupture avec ses prédécesseurs, ainsi qu’avec les instructions officielles52, Cauchy rassemble dans les cinq

premières leçons, très claires et sans développement superflu, les techniques connues pour intégrer les

équations différentielles particulières du programme. Dans la première leçon, on trouve l’“intégration

immédiate” (différentielle exacte, notamment équation à variables séparées), l’“intégration par le moyen

d’un facteur” (utilisation d’un facteur intégrant pour se ramener à une différentielle exacte) et l’“intégra-

tion par substitution” (changement de variable pour se ramener à une équation que l’on sait intégrer). La

deuxième leçon est consacrée aux équations linéaires et homogènes, la troisième aux équations résolues

50 A.L. Cauchy, Équations différentielles ordinaires. Cours inédit (fragment), Introduction de Christian Gilain, op. cit.
51 Des arguments en faveur de cette thèse sont avancés par Belhoste (“Le Cours d’Analyse de Cauchy à l’École polytechnique
en seconde année”, op. cit.) et Guitard (“La querelle des infiniment petits à l’École Polytechnique au XIXème siècle”, op. cit.).
52 Le programme de seconde année de 1823/24 relatif aux équations différentielles est annexé à la réédition du cours de
Cauchy par Gilain (op. cit., p. 145).
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en y, c’est-à-dire de la forme y = f (x, ′y ) , avec l’exemple de l’équation de Clairaut. La quatrième leçon

approfondit la recherche des facteurs intégrants, la cinquième l’étude des intégrales singulières. La

sixième leçon, qui sert en quelque sorte de transition, montre que connaître l’intégrale générale F(x, y, C)

dépendant d’une constante arbitraire revient à déterminer une fonction y de x, vérifiant l’équation différen-

tielle et prenant une valeur donnée y0 pour une valeur donnée x0 de la variable. C’est à partir de ce dernier

point de vue, appelé aujourd’hui problème de Cauchy, qu’est abordé le problème de l’existence et du cal-

cul numérique des solutions. Ces deux questions sont indissociables53 : il suffit, pour s’en convaincre, de

lire les titres des septième, huitième et neuvième leçons. Enfin, après un intermède sur les propriétés des

intégrales singulières, les deux dernières leçons traitent à nouveau de l’intégration approchée : la dou-

zième présente diverses méthodes de calcul numérique et la treizième, malheureusement incomplète,

aborde l’étude des systèmes. En résumé, sur les 136 pages retrouvées du cours de seconde année, 86 pa-

ges, dont 27 consacrées à des exemples numériques, traitent de l’intégration par approximation des équa-

tions différentielles du premier ordre. Il s’agit, selon nous, d’un véritable cours d’analyse numérique.

La direction de l’École a fait plusieurs fois des reproches à Cauchy sur la conception de son enseigne-

ment : “L’enseignement des mathématiques pures, aux dires de beaucoup de personnes en état d’émettre

une semblable opinion, est poussé trop loin dans l’École, et ce luxe dans cette partie non applicable à la

Science tourne au préjudice des autres branches.”54 ;“Il est de fait que M. Cauchy (…), se laissant aller

sans mesure à son imagination, (…) employait un luxe d’analyse sans doute convenable pour des

mémoires à lire à l’Institut, mais surabondant pour l’enseignement des élèves de l’École et même nui-

sible ; qu’il négligeait ainsi d’exercer les élèves aux applications.”55 On reprochait donc à Cauchy de

privilégier, de façon générale, la théorie au détriment des applications. Pourtant, Cauchy accordait une

large place à l’analyse numérique dans ses cours : on trouve par exemple dans l’Analyse algébrique

de 1821 une note intitulée “Sur la résolution numérique des équations”, ou dans le cours de Calcul inté-

gral de 1823 une leçon ayant pour titre “Formules pour la détermination des valeurs exactes ou appro-

chées des intégrales définies”. Son goût pour le calcul numérique était grand, comme l’atteste le mathéma-

ticien Bertrand qui assistait à ses leçons à la Sorbonne en 1849 : “La troisième [leçon], il m’en souvient,

fut presque entièrement consacrée à l’extraction de la racine carrée et, le nombre 17 étant pris pour

exemple, les calculs furent poussés jusqu’à la dixième décimale.”56 S’il y a eu incompréhension, c’est

que, en rupture avec l’usage de l’époque, Cauchy pratiquait une analyse numérique ambitieuse : démons-

tration de l’existence des objets à calculer, preuve de la convergence des algorithmes employés, majora-

tion rigoureuse de l’erreur.

3.2.2. Le premier théorème d’existence

Le point central du cours est évidemment le théorème d’existence exposé dans les septième et huitième

leçons. L’étude de ce théorème ayant été faite de façon détaillée par Gilain, nous nous contenterons d’en

donner un bref résumé.

53 Cauchy a insisté dans d’autres écrits sur cette unité existence-calcul approché : “J’ajouterai que la méthode dont je fais
usage pour démontrer l’existence dans tous les cas possibles, sert en même temps à calculer, avec telle approximation que l’on
veut, les valeurs des intégrales particulières correspondant à des valeurs données des variables.” (“Sur le développement des
fonctions en série et sur l’intégration des équations différentielles ou aux différences partielles”, 1822, Œuvres complètes, s. 2,
t. 2, p. 276) ; “méthode à l’aide de laquelle on pût établir généralement l’existence des fonctions propres à vérifier les équa-
tions différentielles et calculer des valeurs indéfiniment approchées de ces mêmes fonctions.“ (“Mémoire sur l’intégration des
équations différentielles”, 1840, Œuvres complètes, s. 2, t. 11, p. 400).
54 Cette mise en garde adressée à Cauchy en 1819 par le directeur de l’École est rapportée par B. Belhoste, Cauchy. Un mathé-
maticien légitimiste au XIXe siècle, op. cit., pp. 78-80.
55 Rapport du directeur de l’École au ministre de l’Intérieur en 1821 (Belhoste, op. cit., pp. 83-85).
56 B. Belhoste, op. cit., p. 198.
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Dans la sixième leçon, Cauchy procède à une analyse heuristique permettant d’introduire la méthode.

Si   y = F (x) est une solution de l’équation dy = f (x, y) dx  remplissant la condition   y0 = F (x0 ), si l’on

s’intéresse à la valeur Y prise par F pour une nouvelle valeur X de la variable x, si l’on désigne par

  x1, x2 ,K , xn−1 des valeurs de x formant une suite croissante entre x0 et X, et par   y1, y2 ,K , yn−1  les valeurs

correspondantes de y, on obtient, par application du théorème des accroissements finis, le système

(1)     

  

y1 − y0 = (x1 − x0 ) f x0 + θ0 (x1 − x0 ), F [x0 + θ0 (x1 − x0 )]{ }
y2 − y1 = (x2 − x1) f x1 + θ1(x2 − x1), F [x1 + θ1(x2 − x1)]{ }
&c…
Y − yn−1 = (X − xn−1) f xn−1 + θn−1(X − xn−1), F [xn−1 + θn−1(X − xn−1)]{ },










où   θ0 , θ1, θ2 ,K , θn−1 sont des nombres inférieurs à l’unité. Cauchy remarque alors que, si les différences

xi − xi−1  sont très petites et si la fonction  f [x, F (x)] est continue, on aura un nouveau système

(2)     

y1 − y0 = (x1 − x0 ) f (x0 , y0 )

y2 − y1 = (x2 − x1) f (x1, y1)

&c…
Y − yn−1 = (X − xn−1) f (xn−1, yn−1),










fournissant une valeur de Y différant très peu de sa valeur véritable. Cet algorithme de calcul approché de

  F (X)  n’est autre que la méthode d’Euler.

Dans les leçons suivantes, la septième et la huitième, Cauchy procède à un changement de point de vue

radical. Alors que, chez Euler, cet algorithme servait à calculer des valeurs approchées d’une intégrale

dont l’existence était une donnée préalable, Cauchy prend cet algorithme comme point de départ et montre

que, sous certaines conditions de régularité de la fonction f, il converge, lorsque le pas de la subdivision

tend vers zéro, vers une fonction limite qui est solution, au moins localement, du “problème de Cauchy”.

La rupture épistémologique est indéniable : il n’y a plus une solution existant a priori dont on chercherait

à calculer des valeurs approchées ; c’est, au contraire, le processus même d’approximation qui définit la

solution. Il s’agit d’une preuve constructive d’existence.

Au début de la septième leçon, Cauchy part du système (2), et s’en sert pour définir une fonction

  Y = F (x0 , x1, … , xn−1, X, y0 ). En supposant que les fonctions f (x, y)  et χ(x, y) = df (x, y)
dy

 (notée aujour-

d’hui ∂f ∂y ) sont continues, pour x entre x0 et X et pour y quelconque, et qu’elles sont respectivement

majorées “en valeur numérique” (i.e. en valeur absolue) par des constantes A et C, il établit succes-

sivement quatre théorèmes que nous pouvons résumer ainsi :

1) Y peut se mettre sous la forme

Y = y0 + (X − x0 ) f x0 + θ (X − x0 ), y0 ± Θ A(X − x0 )[ ],

où θ et Θ sont deux nombres inférieurs à l’unité.

2) Si l’on attribue à y0 un accroissement β0, l’accroissement correspondant de Y est majoré en valeur

absolue par β0 eCH , où l’on a posé H = X − x0 . (Ce résultat essentiel, qui peut être appliqué de façon

analogue pour un accroissement de l’un quelconque des yi , servira ensuite à évaluer l’effet sur Y du pas-

sage à une subdivision plus fine.)

3) Lorsque le pas de la subdivision tend vers zéro, Y converge vers une limite dépendant uniquement

de x0, X  et y0, ce qui définit donc un nombre  F (x0 , X, y0 ), que l’on peut noter plus simplement  F (X)

quand x0 et y0 sont fixés.
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4) La fonction   y = F (x), définie, pour tout x entre x0 et X, par le même processus que celui utilisé

ci-dessus pour définir   F (X) , prend la valeur y0 en x0 et vérifie l’équation différentielle dy = f (x, y) dx .

Gilain a souligné les faiblesses de cette démonstration : utilisation implicite de la continuité uniforme

de f sur le rectangle [x0 − a, x0 + a] × [y0 − Aa, y0 + Aa], recours intuitif à un “critère de Cauchy” pour

établir la convergence de Y, preuve insuffisante de l’unicité. Ainsi que nous l’avons déjà remarqué à pro-

pos de la convergence uniforme des séries de fonctions (cf. chap. II), plutôt que d’erreurs, il vaut mieux

parler d’imprécisions inévitables liées à l’état des fondements de l’analyse au début du 19e siècle. En par-

ticulier, la conception de la continuité que Cauchy avait en tête était probablement plus proche de notre

continuité uniforme que de notre continuité simple57.

Dans la huitième leçon, est énoncé le fameux théorème général d’existence locale d’une solution au

“problème de Cauchy” dans un rectangle de sécurité :

“Concevons que, les expressions f (x0 , y0 ), χ(x0 , y0 ) étant des quantités finies, on désigne par A, C

deux nombres supérieurs à leurs valeurs numériques, et par a une quantité positive ou négative, choisie

de telle manière que, pour des valeurs de x renfermées entre les limites x0, x0 + a, et pour des valeurs de y

renfermées entre les limites y0 – Aa, y0 + Aa, les deux fonctions f (x, y), χ(x, y) restent continues par rap-

port aux variables x, y, et demeurent comprises, la première entre les limites – A, + A, la seconde entre les

limites – C, + C. Dans cette hypothèse, les théorèmes 1, 2, 3, 4 de la leçon précédente subsisteront encore,

si l’on a pris pour X une moyenne entre les deux quantités x0 et x0 + a.”

La fin de la huitième leçon contient plusieurs exemples de détermination d’un tel rectangle de sécurité

(avec le souci de choisir a maximum) ainsi qu’une étude du prolongement de la solution au delà de x0 + a.

Enfin, dans la treizième leçon, Cauchy étend sa méthode aux systèmes d’équations du premier ordre, avec

une démonstration calquée sur l’exposé de la septième leçon concernant une seule équation.

3.2.3. Une méthode d’approximation interne

Il nous semble que l’esprit de la méthode de Cauchy n’a pas été toujours bien saisi. Avant de nous

expliquer sur ce point, rappelons que, en analyse numérique, on distingue deux classes de méthodes : les

méthodes internes et les méthodes externes58. Pour approcher un élément x d’un ensemble E, il semble

naturel de construire les éléments xn de la suite d’approximation dans l’ensemble E lui-même ; on dit alors

que la méthode est interne. Mais, dans certains cas, on peut être amené à choisir les xn en dehors de E,

d’où la notion opposée de méthode externe.

En général, les traités modernes d’analyse présentent la méthode de Cauchy comme une méthode

externe59. Soit à résoudre, sur l’intervalle [x0 , X], le problème de Cauchy dy = f (x, y)dx  et y(x0 ) = y0 ,

dans le cas courant où f est de classe C1. Pour cela, on partage l’intervalle [x0 , X] en n éléments égaux, on

construit une ligne brisée selon la méthode d’Euler et on fait tendre n vers l’infini. On obtient ainsi une

suite de fonctions continues affines par morceaux qui converge uniformément vers la solution y du pro-

blème de Cauchy sur [x0 , X]. L’intégrale y, fonction de classe C1 (oublions qu’elle est même de classe C2

dans notre cas courant), est approchée par une suite (Yn ) de fonctions qui sont seulement de classe C1 par

57 Voir H. Lombardi, “L’uniformité, un concept implicite efficace chez Cauchy”, Repères-IREM, n° 5, octobre 1991,
pp. 112-126. Cette thèse permet de rendre correctes les démonstrations de Cauchy d’une façon plus simple et plus satisfaisante
que par le recours à l’analyse non standard.
58 Voir J.-L. Ovaert et J.-L. Verley, article “Analyse numérique”, Encyclopædia Universalis.
59 Voir, par exemple, J. Dieudonné, Calcul infinitésimal, Hermann, Paris, 2e éd., 1980, p. 363.
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morceaux. Par exemple, pour une subdivision en trois intervalles x0 < x1 = x0 + h < x2 = x0 + 2h < x3 = X ,

avec h = (X − x0 ) 3, on définit d’abord les ordonnées des points de la subdivision par

(1)     

y1 = y0 + h f (x0 , y0 )

y2 = y1 + h f (x1, y1)

Y = y3 = y2 + h f (x2 , y2 ),







puis la fonction continue affine par morceaux par

Y3(x) =

y0 + y1 − y0

h
(x − x0 ) si x ∈[x0 , x1]

y1 + y2 − y1

h
(x − x1) si x ∈[x1, x2 ]

y2 + y3 − y2

h
(x − x2 ) si x ∈[x2 , X].














Nous pensons que cette interprétation n’est pas forcément conforme au texte original de Cauchy. Dans

ce texte, il est clairement dit (4e théorème de la septième leçon) que le processus d’approximation qui a

conduit à la valeur Y de l’intégrale au point X doit être appliqué, à l’identique, à chacun des points x de

l’intervalle [x0 , X]. Si nous reprenons notre exemple et si nous suivons à la lettre les instructions de

Cauchy, il faut observer que le Y = y3  du système (1) ne dépend que de X et le noter y3(X), puis rempla-

cer X  par x pour obtenir une fonction y3(x)  qui est prise comme intégrale approchée sur l’intervalle

[x0 , X]. Cette fonction, qui est de classe C1 comme f, s’exprime par

y3(x) = y0 + x−x0

3 f (x0 , y0 ) + x−x0

3 f x0 + x−x0

3 , y0 + x−x0

3 f (x0 , y0 )( )
+ x−x0

3 f x0 + 2(x−x0 )
3 , y0 + x−x0

3 f (x0 , y0 ) + x−x0

3 f x0 + x−x0

3 , y0 + x−x0

3 f (x0 , y0 )( )( ).

Ainsi, on obtient une nouvelle suite (yn ) d’intégrales approchées qui converge uniformément vers y

sur [x0 , X], mais, cette fois, les intégrales approchées sont des fonctions régulières, de classe C1 comme y.

En ce sens, la méthode de Cauchy devient une méthode interne.

0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

y3

Y3

Fig. III.12. La méthode de Cauchy : une méthode interne
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Pour illustrer la différence entre les deux démarches, nous avons pris l’exemple très simple de l’équa-

tion différentielle ′y = x + y , avec la condition initiale y(0) = 0,1 et l’intervalle [0, 1]. Sur la figure III.12,

nous avons représenté l’intégrale exacte y, l’intégrale approchée Y3 de style eulérien et l’intégrale appro-

chée y3 qui nous semble davantage correspondre à la pensée de Cauchy. L’intégrale approchée de Cauchy

est plus précise que celle d’Euler : la précision est la même aux points extrêmes, mais elle est meilleure en

tout point intermédiaire puisque le pas de la subdivision est plus petit. De plus, dans le cas où, comme ici,

f est un polynôme, la méthode de Cauchy permet d’approcher une intégrale transcendante par une suite de

polynômes, ainsi que dans la méthode de la série de Taylor ou dans celle des approximations successives.

Dans cette analyse, nous avons fait abstraction du fait que Cauchy n’utilisait pas des subdivisions

régulières, mais des subdivisions quelconques. En fait, nous pensons que les subdivisions quelconques

ont, comme nous l’avons vu chez Euler, un but uniquement utilitaire : elles offrent la possibilité de modu-

ler la taille des intervalles au cours du calcul pour s’adapter au mieux aux variations du coefficient diffé-

rentiel. Pour la théorie, les subdivisions régulières suffisent : c’est le choix qui est fait dans les manuels

modernes. Il est quasiment certain que Cauchy, en dehors de calculs numériques effectifs très particuliers,

ne songeait qu’à des découpages réalisés selon une loi régulière : dans le cours de 1823 sur le calcul de

primitives60, il dit que, “pour plus de simplicité, on suppose ordinairement que les quantités (…) sont en

progression arithmétique” ; dans le même cours, renouant avec une antique tradition, il ajoute qu’“on

pourrait supposer encore que les quantités (…) forment une progression géométrique dont la raison dif-

fère très peu de l’unité” ; enfin, dans le cours de 1824, tous les exemples, sans exception, utilisent des

subdivisions en progression arithmétique.

Pour en revenir à la nature de la méthode de Cauchy, il est clair que l’interprétation externe s’impose

du point de vue pratique : il n’est pas question de calculer une ligne brisée en chaque point de la courbe ;

par souci d’économie, on se contente de calculer celle qui est associée au point final et on l’utilise sur tout

l’intervalle d’intégration. Par contre, notre interprétation en tant que méthode interne est beaucoup plus

intéressante du point de vue théorique. C’est d’ailleurs celle qui a été retenue par les mathématiciens de la

fin du 19e siècle, lorsqu’ils ont cherché des prolongements au théorème de Cauchy-Lipschitz : dévelop-

pements de l’intégrale en séries de fonctions régulières et, en particulier, en séries de polynômes61.

3.2.4. La majoration de l’erreur

Revenons au cours de Cauchy. La neuvième leçon nous intéresse tout particulièrement, puisqu’elle

débute par un calcul des “limites des erreurs que l’on peut commettre en se servant de la Méthode expo-

sée dans la septième leçon”. En reprenant les notations des leçons précédentes, en désignant, de plus,

par δ le pas de la subdivision, par H la longueur X − x0  de l’intervalle et par D un majorant de la valeur

numérique de f (x ± θδ , y ± Θ Aδ ) − f (x, y)  lorsque θ et Θ varient entre 0 et 1 (autrement dit, un majorant

de f ( ′x , ′y ) − f (x, y)  lorsque ′x − x < δ  et ′y − y < Aδ ), Cauchy obtient que l’erreur commise est

majorée par   HeCHD .

Reste à évaluer D. En considérant la quantité f (x ± θδ , y ± Θ Aδ ) − f (x, y)  comme une fonction de δ,

on peut écrire

f (x ± θδ , y ± Θ Aδ ) − f (x, y) = ±θ ϕ(x ± θ t, y ± Θ At) ± Θ Aχ(x ± θ t, y ± Θ At)[ ]
0

δ

∫ dt ,

60 Résumé des leçons sur le calcul infinitésimal, op. cit., p. 86.
61 Voir E. Picard, Traité d’analyse, 3e éd., t. 2, pp. 362-368 et 382-384.
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où ϕ et χ désignent respectivement les dérivées partielles de f par rapport à x et y. Si T est une fonction de t

qui reste constamment supérieure en valeur absolue à la fonction intégrée dans le second membre, on

aboutit à l’estimation 
  
D ≤ T dt

0

δ

∫ .

Sous l’hypothèse supplémentaire que la fonction ϕ reste finie et continue, et est majorée en valeur

absolue par B, on peut prendre T = B + AC et on obtient pour limite de l’erreur

(B + AC) HeCHδ .

Outre ce cas simple et usuel, Cauchy donne trois autres exemples :

1) Lorsque f (x, y) = f1(x, y) + (x − x0 )µ f 2 (x, y) , avec µ inférieur à 1 et f1, f2 des fonctions qui sont

respectivement majorées en valeur absolue, ainsi que leurs dérivées, par A1, A2, B1, B2, C1, C2, on obtient

pour limite de l’erreur

B1 + AC1 + (B2 + AC2 ) Hµ[ ]δ + A2δ
µ{ } HeCH .

2) Lorsque f (x, y) = f1(x, y) + (x − x0 )l (x − x0 ) f 2 (x, y) , avec les mêmes hypothèses que précédem-

ment, on obtient

B1 + AC1 + (B2 + AC2 ) Hµ[ ]δ + A2δ l(δ ){ } HeCH .

3) Plus généralement, il est question du cas f (x, y) = u f1(x, y) + v f 2 (x, y) + w f 3(x, y)+&c., où les

fonctions fi restent bornées ainsi que leurs dérivées, et où u , v, w… sont des fonctions de la seule

variable x.

À côté de l’existence locale de la solution, cette évaluation rigoureuse de l’erreur est la seconde nou-

veauté importante du cours de 1824. Pour estimer la précision de ses résultats, Euler ne disposait que de

son flair de calculateur. Avec Cauchy, nous entrons véritablement dans l’analyse numérique moderne.

3.3. Le théorème de Cauchy vu par ses contemporains

La théorie de Cauchy a, semble-t-il, été peu diffusée. Indépendamment des résumés de cours de

seconde année, imprimés mais destinés à un usage interne à l’École Polytechnique, Cauchy, qui pourtant

publiait à tour de bras, n’a pas cru bon de faire éditer son cours sur les équations différentielles, ni même

son premier théorème d’existence. Il a attendu 1835 pour en donner un simple résumé en tête du mémoire

de Prague (cf. chap. II, 4.2.1). Faut-il y voir la marque que ce théorème n’avait guère d’importance pour

lui ? En tout cas, la théorie de Cauchy n’a longtemps été connue que par l’intermédiaire de deux de ses

collaborateurs : Coriolis et Moigno.

3.3.1. L’exposé de Coriolis (1837)

Coriolis était répétiteur de Cauchy à l’École Polytechnique. On l’imagine facilement se pencher sur le

cours de seconde année de son maître et approfondir, dans le cadre des travaux dirigés dont il avait la

charge, les méthodes qui y sont exposées. Quoi de plus naturel que de le voir, quelques années plus tard,

publier un mémoire sur la question ? Ce mémoire de 183762, bien que régulièrement mentionné par les

historiens, n’a pas encore été analysé de manière satisfaisante. C’est pourtant un texte instructif à deux

titres : d’une part, il contient de nouvelles méthodes de calcul approché, que nous examinerons plus loin,

62 Journal de mathématiques pures et appliquées, t. 2, Paris, 1837, pp. 229-244.
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d’autre part, et c’est ce qui va nous intéresser dans l’immédiat, il révèle la façon dont les idées de Cauchy

ont été comprises — ou incomprises — par ses proches et, au delà, par ses contemporains.

Le mémoire s’intitule “Sur le degré d’approximation qu’on obtient pour les valeurs numériques d’une

variable qui satisfait à une équation différentielle, en employant pour calculer ces valeurs diverses équa-

tions aux différences plus ou moins approchées”. Ce titre est déjà clair en lui-même : il s’agit, avant tout,

du calcul numérique de la solution et de l’évaluation de l’erreur commise ; il n’y a plus, comme dans les

titres des leçons de Cauchy, l’ambition de prouver l’existence de cette solution en la construisant comme

limite d’un processus convergent. Le contenu de l’article va confirmer cette première impression. Coriolis

annonce ainsi son programme (p. 230) :

“M. Cauchy est, je crois, le premier qui ait fixé une limite à l’erreur commise lorsque, pour calculer

les valeurs de y tiré de l’équation différentielle dy = f (x, y)dx , où les variables x et y paraissent toutes

deux dans la fonction qui exprime la valeur de dy dx, on se sert de l’équation aux différences

∆y = f (x, y)∆x .

Nous allons d’abord exposer la marche qu’il a suivie, puis nous donnerons des limites analogues

lorsqu’on emploie diverses autres équations aux différences plus ou moins approchées de l’équation

différentielle.”

En quatre pages, Coriolis reprend, à sa façon, le travail de Cauchy. Se plaçant dans un rectangle de

sécurité [x0 , x0 + a] × [y0 − b, y0 + b], sur lequel f et certaines de ses dérivées restent bornées, et désignant

par A un majorant (en valeur absolue) de f, il énonce le problème central de la façon suivante :

“Supposons qu’après avoir pris ∆x = x − x0

n , on calcule yn au moyen des équations successives

y1 − y0 = f (x0 , y0 )∆x,

y2 − y1 = f (x1, y1)∆x,

M

yn − yn−1 = f (xn−1, yn−1)∆x.

Il s’agit de reconnaître quelle altération recevrait cette valeur de yn, si, au lieu de diviser x − x0  en n

parties, on multipliait indéfiniment les éléments en sous-divisant chacun des accroissements ∆x en m

éléments ′∆ x  plus petits.”

Par rapport à la preuve originale du maître, on peut noter cinq faiblesses dans celle de l’élève :

1) Ne sont envisagées que des subdivisions régulières, alors que Cauchy considérait des subdivisions

quelconques. Cela n’est pas bien grave en soi mais, par contre, une subdivision en n éléments étant don-

née, Coriolis se contente d’étudier le passage à une subdivision ayant pour nombre d’éléments un multiple

de n. Pour établir la convergence de la suite des yn en utilisant un “critère de Cauchy”, il faudrait aller plus

loin et considérer, à partir de deux subdivisions en n et p éléments, une nouvelle subdivision ayant pour

nombre d’éléments un multiple commun à n et p.

2) Coriolis commet une erreur lors de la prise en compte du rectangle de sécurité (p. 231) :

“Tant que ∆x ne dépassera pas b A, c’est-à-dire que A∆x < b, on sera sûr que chacune des sommes

qui forment les deuxièmes membres sera inférieure à A∆x , et qu’ainsi tous les y qui paraissent dans le

calcul seront tous compris entre les limites y0 ± A∆x  ou y0 ± b.”

Ce qui importe, ce n’est pas ∆x = (x − x0 ) n < b A , mais bien x − x0 < b A (Cauchy, huitième leçon).

Certes, au moment où il écrit la phrase précédente, Coriolis ne s’intéresse qu’à un élément donné xr +1 − xr
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de la première subdivision en n éléments de longueur ∆x , élément qu’il va subdiviser en m nouveaux

éléments, mais il oublie que, d’une part, yr a été obtenu à partir de y0 et que, d’autre part, il se propose

“d’examiner maintenant quelle sera l’altération partielle produite sur yn par cette variation δ yr +1 en

supposant que l’on ne change pas le mode de division entre yr +1 et yn, et que cette dernière quantité ne

soit ainsi modifiée que par le seul changement de yr +1”. C’est bien sur tout l’intervalle [x0 , x] qu’il faut

veiller à ne pas sortir du rectangle de sécurité.

3) Coriolis parvient à l’égalité

yr +1 = yr + f xr + θ ∆x, yr ± θ A∆x[ ]∆x ,

où θ est un nombre inférieur à l’unité. Cauchy (septième leçon) écrivait, comme nous l’avons vu,

Y = y0 + (X − x0 ) f x0 + θ(X − x0 ), y0 ± Θ A(X − x0 )[ ],

avec deux nombres θ et Θ inférieurs à l’unité. L’utilisation d’une même lettre θ pour désigner des nombres

a priori distincts (sinon le résultat est faux) ne facilite pas la compréhension des démonstrations (Coriolis

emploie systématiquement une seule lettre, jusqu’à quatre occurrences dans la même égalité, chaque fois

qu’il applique la formule de Taylor).

4) L’hypothèse que ∂f ∂x  est bornée sur le rectangle de sécurité est utilisée d’emblée, avant de passer

à la limite, alors que Cauchy démontrait d’abord l’existence d’une limite sans faire appel à cette hypothèse

supplémentaire et s’en servait ensuite, dans certains cas, pour faciliter la majoration l’erreur.

5) Coriolis ne démontre pas que la limite y de la suite des yn est effectivement solution du problème.

Au delà de ces points d’ordre technique, qui sont révélateurs d’une régression manifeste de la rigueur

par rapport à l’enseignement de Cauchy, examinons les conclusions auxquelles parvient Coriolis.

Ayant posé f (x, y) < A , 
∂f

∂x
(x, y) < P  et 

∂f

∂y
(x, y) < Q , il aboutit à l’inégalité

δyn < (P + AQ)
(1 + Q∆x)n − 1

Q






∆x ,

qui donne un majorant de l’accroissement de yn lorsqu’on subdivise chacun des éléments xr +1 − xr  en

d’autres plus petits. L’inégalité est meilleure que celle de Cauchy (neuvième leçon), qui, en l’adaptant aux

notations de Coriolis, pouvait s’écrire

δyn < (P + AQ) x − x0 eQ x − x0 ∆x .

En effet, on a

(P + AQ)
(1 + Q∆x)n − 1

Q






∆x < (P + AQ)
eQ x − x0 − 1

Q
∆x < (P + AQ) x − x0 eQ x − x0 ∆x .

Le terme central est celui qui est retenu aujourd’hui dans les traités d’analyse numérique63. Cela permet

d’avoir un majorant de la forme M∆x , avec une constante M ne dépendant plus du nombre d’intervalles.

Quoi qu’il en soit, Coriolis conclut (p. 233) :

63 Voir, par exemple, E. Hairer, S.P. Nørsett, G. Wanner, Solving ordinary differential equations I, Springer Verlag, 2e éd.,
1992, p. 40.
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“Cette inégalité subsistant, quel que soit le nombre des nouvelles sous-divisions de chacun des n élé-

ments ∆x en d’autres plus petits, elle aura encore lieu à la limite quand le nouvel y deviendra la valeur

exacte ; ainsi elle donne une limite de l’erreur que l’on commet en prenant yn au lieu de la limite.

La marche précédente, tout en donnant une limite pour l’erreur commise, a l’avantage de démontrer

que yn converge vers une limite lorsque n croît indéfiniment, et qu’il y a une fonction qui satisfait à

l’équation différentielle : les valeurs de cette fonction peuvent ainsi se calculer par la méthode précédente

avec telle approximation qu’on voudra.

Telle est l’analyse qu’on doit à M. Cauchy.”

L’ordre des paragraphes est révélateur de la pensée de Coriolis. L’existence de la limite n’est pas mise

en doute, puisque, dit-il d’abord, “le nouvel y deviendra la valeur exacte”. Et, effectivement, si l’on

admet l’existence de la limite, la plupart des faiblesses de la démonstration n’en sont plus, dès lors qu’il

s’agit seulement de calculer un majorant de l’erreur commise. Le titre du mémoire ne promettait d’ailleurs

rien d’autre. Le deuxième paragraphe de la citation ci-dessus pourrait alors se comprendre ainsi : en raffi-

nant la démonstration, comme l’a fait Cauchy, on parviendrait à“démontrer que yn converge vers une

limite” et “qu’il y a une fonction qui satisfait à l’équation différentielle”. Mais ce n’est pas le but de

Coriolis et, de toute façon, sa démonstration est loin d’atteindre ce but. On a plutôt l’impression que

Coriolis a cherché à simplifier la démonstration de Cauchy pour mettre directement à la disposition des

utilisateurs une formule d’erreur adaptée au cas le plus courant : subdivision régulière et coefficient diffé-

rentiel de classe C1.

En résumé, bien que sachant qu’on peut démontrer l’existence de la solution, Coriolis en revient plus

ou moins aux conceptions précédentes et semble juger ce théorème d’existence comme un luxe inutile. Par

contre, ce qui a été bien assimilé, c’est la technique de majoration de l’erreur. À ce propos, Coriolis ter-

mine la première partie de son mémoire par une nouvelle amélioration personnelle (p. 233) : “Nous

remarquerons maintenant que si l’on admet a priori que la fonction y existe, la limite précédente peut être

réduite de moitié.” Cela conforte notre analyse : en faisant la supposition “si l’on admet a priori que la

fonction y existe”, Coriolis reconnaît implicitement qu’il n’a pas tout à fait démontré cette existence. En

effet, si l’existence avait été correctement démontrée à la manière de Cauchy, il serait permis, sans faute

logique, de s’en servir pour améliorer la majoration de l’erreur. L’idée consiste, une subdivision étant don-

née, à étudier l’effet, sur chaque intervalle de la subdivision, non plus du passage à une subdivision plus

fine, mais directement du passage à la limite.

Pour l’intervalle [xr , xr +1] de la subdivision d’origine, on a

yr +1 = yr + f (xr , yr )∆x .

En divisant cet intervalle en m sous-intervalles, on obtient, par la méthode des moyennes de Cauchy

appliquée sur le rectangle [xr , xr + ∆x] × [yr − A∆x, yr + A∆x], la nouvelle valeur

yr +1
1 = yr + f (xr + θ ∆x, yr ± θ A∆x)∆x .

La différence de ces deux valeurs, considérée comme fonction de ∆x , peut être majorée grâce au théo-

rème des accroissements finis :

δyr +1 = f (xr + θ ∆x, yr ± θ A∆x)− f (xr , yr ) ∆x ≤ (P + AQ)∆x2 .

De son côté, la limite y (en fait la valeur en xr +1 de la solution du problème de Cauchy y(xr ) = yr ) vérifie

y = yr + f (xr , yr )∆x + df (xr + θ ∆x, yr ± θ A∆x)
dx

∆x2

2
,
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d’où la nouvelle différence

δyr +1 = df (xr + θ ∆x, yr ± θ A∆x)
dx

∆x2

2
≤ (P + AQ)

∆x2

2
.

On a ainsi divisé la différence élémentaire par deux, ce qui entraîne, la fin du raisonnement étant inchan-

gée, une division par deux de l’erreur totale.

Que dire, en conclusion, du travail de Coriolis ? La première remarque concerne le style : le texte est

difficile à suivre, souvent elliptique ; les nombreuses coquilles typographiques et les notations abusives

n’améliorent pas la lisibilité. Plus grave : les démonstrations sont incomplètes, voire erronées. On est loin

du niveau de rigueur fixé par Cauchy, qui va devenir la norme au 19e siècle. T. M. Flett64, le seul historien

qui semble avoir lu correctement le mémoire de Coriolis, lui consacre une unique phrase assassine : “The

account of the method given by Coriolis (1837) reads like a student’s attempt to reproduce from memory a

proof that he has not understood, and it is impossible to reconstruct Cauchy’s argument from it.”65

3.3.2. L’exposé de Moigno (1844)

Pendant longtemps, le second tome des Leçons de calcul différentiel et de calcul intégral rédigées

d’après les méthodes et les ouvrages publiés ou inédits de M. A. L. Cauchy, livré au public en 1844 par

l’abbé Moigno, fut la principale source pour connaître le contenu du cours de Cauchy sur les équations

différentielles. Il est donc intéressant de comparer la copie au modèle, ainsi que nous l’avons fait à propos

du mémoire de Coriolis, afin de savoir comment les idées novatrices de Cauchy ont été comprises et diffu-

sées vers le milieu du 19e siècle.

S’il y a une grande similitude entre les deux exposés66, ceux-ci ne sont pas tout à fait identiques :

Moigno a introduit quelques modifications personnelles qui ne sont pas sans signification. Nous en

retiendrons deux67 :

1) Un enrichissement : Moigno incorpore la remarque de Coriolis permettant de réduire de moitié

l’erreur commise.

2) Une régression : dans un premier temps, Moigno revient à la construction géométrique des lignes

polygonales, dans le style de Lacroix et Ampère. Pour lui, cette construction “prouve” déjà l’existence,

avant même d’avoir recours au raisonnement de Cauchy : “Intégrer c’est construire la courbe ou la

déterminer au moins par son équation. Nous prouverons plus tard analytiquement et rigoureusement que

l’intégrale d’une équation quelconque du premier ordre à deux variables existe, et qu’on peut en obtenir

des valeurs aussi approchées que l’on voudra ; quelques considérations géométriques mettent aussi cette

existence hors de doute”. L’attitude est identique à celle de Coriolis : on trouve exagérée la rigueur de

Cauchy et on regrette la vieille méthode géométrique, si intuitive et si convaincante. Le cadre géométrique

infinitésimal est prégnant : peu de mathématiciens de la première moitié du 19e siècle semblent capables

de suivre Cauchy dans ses efforts pour le dépasser.

64 Differential analysis, Cambridge University Press, Cambridge, 1980 (“Historical notes on existence and uniqueness theo-
rems for differential equations and on differential and integral inequalities”, pp. 148-149).
65 “L’exposé de la méthode donné par Coriolis (1837) ressemble à la tentative d’un étudiant de reproduire de mémoire une
preuve qu’il n’a pas comprise, et il est impossible de reconstituer à partir de là l’argumentation de Cauchy.”
66 Ce sont les leçons 22 à 29 et 33 du tome 2 du traité de Moigno qui correspondent aux leçons retrouvées de Cauchy.
67 Ces modifications montrent bien que Moigno ne se contente pas toujours de recopier les cours de Cauchy mais fait, à l’occa-
sion, une synthèse avec d’autres sources. Cela doit inciter à une grande prudence dans l’interprétation des passages de Moigno
pour lesquels on ne dispose pas des textes originaux de Cauchy.
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En résumé, si Coriolis et Moigno contribuent à une diffusion minimale de la théorie de Cauchy, ils le

font sans éclat, en n’assimilant pas complètement les idées nouvelles et en revenant fréquemment à des

conceptions anciennes.

3.4. Du théorème d’Euler-Cauchy au théorème de Cauchy-Lipschitz

La méthode d’Euler, enrichie d’une preuve de la convergence et d’une évaluation de l’erreur, est deve-

nue, dans un premier temps, la méthode d’Euler-Cauchy. Dans les livres d’analyse plus récents, on parle

plutôt de méthode de Cauchy-Lipschitz. Ce glissement de terminologie est significatif d’un changement de

statut : la méthode quitte peu à peu le domaine du calcul numérique, supplantée par des méthodes plus

performantes, pour être pleinement acceptée au sein des mathématiques abstraites, en tant que preuve d’un

théorème d’existence oublieux de ses origines (avant que cette preuve ne soit elle-même oubliée dans cer-

tains traités modernes qui, par une sorte de négation de l’histoire, démontrent le théorème de Cauchy-

Lipschitz par la méthode des approximations successives de Picard). En demeurant, pour un temps, dans

le domaine de l’analyse abstraite, nous allons explorer rapidement les prolongements théoriques du théo-

rème de Cauchy dans la seconde moitié du 19e siècle.

3.4.1. Le mémoire de Lipschitz (1868)

Le premier théorème d’existence de Cauchy était resté confidentiel jusqu’à la parution du traité de

Moigno, en 1844. Entre temps, Cauchy et ses élèves, en France, Weierstrass et les siens, en Allemagne,

avaient travaillé sur la méthode des séries (cf. chap. II) et avaient orienté les mathématiciens vers l’étude

des équations différentielles dans le champ complexe. Il a fallu attendre 1868 pour que le champ réel

suscite à nouveau l’intérêt, avec la publication d’un mémoire de R. Lipschitz en italien68 (le fait de n’avoir

pu publier ni en allemand ni en français est sans doute significatif de la désaffection de la communauté

mathématique de cette époque pour le sujet abordé). Une traduction française, à laquelle nous nous référe-

rons, est parue huit ans plus tard, en 187669 (signalons au passage que plusieurs livres, ignorant le texte

original de 1868, situent incorrectement la démonstration de Lipschitz en 1876).

L’article commence par un hommage à Weierstrass, Briot et Bouquet, pour les résultats obtenus dans

le champ complexe : “Les progrès les plus importants qu’ait réalisés la théorie des équations différen-

tielles simultanées, depuis les travaux de Jacobi, ont leur point de départ dans le développement de la

théorie des quantités imaginaires.” Cela permet à Lipschitz de définir ensuite, par opposition, l’objectif

de ses recherches personnelles :

“Si, au contraire, les expressions qui entrent dans le système d’équations différentielles ne sont don-

nées que dans le cas où les éléments de ces expressions sont réels et ne souffrent point une extension

immédiate au cas où ces éléments sont imaginaires, on n’est plus autorisé à admettre que les fonctions

inconnues soient développables en séries, procédant suivant les puissances entières et positives d’expres-

sions linéaires de la variable indépendante. Il faut se placer sur un autre terrain pour établir les condi-

tions de possibilité d’une intégration complète. Aucun travail ayant précisément ce but n’est parvenu à

ma connaissance : c’est l’objectif des recherches qui suivent.”

68 “Disamina della possibilità d’integrare completamente un dato sistema di equazioni differenziali ordinarie”, Annali di
Matematica pura ed applicata, s. 2, t. 2, 1868-69, pp. 288-302.
69 “Sur la possibilité d’intégrer complètement un système donné d’équations différentielles”, Bulletin des sciences mathéma-
tiques et astronomiques, t. 10, 1876, pp. 149-159.
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Il est manifeste que Lipschitz n’a pas entendu parler des cours de Cauchy70. D’ailleurs, l’un des rédac-

teurs du Bulletin a cru bon d’ajouter une note à ce sujet au bas de la p. 150 : “L’auteur ne connaît pas évi-

demment les travaux de Cauchy, qui ont été résumés d’une manière incomplète par M. l’abbé Moigno,

dans son Traité de Calcul intégral, et ceux de Coriolis, dans le Journal de Liouville.”

Lipschitz considère un système d’équations différentielles de la forme

(1)     
  

dyα

dx
= f α (x, y1, y2 ,K , yn ), α = 1, 2,K ,n.

Les fonctions f α  sont définies sur “un ensemble de valeurs ayant entre elles une connexion continue”,

qui est appelé le “champ” G. Ces fonctions doivent être uniformes, continues et rester numériquement

inférieures à un nombre donné. De plus, pour deux systèmes quelconques de valeurs tels que la variable

indépendante reste la même, elles doivent vérifier les inégalités

(2)       f
α (h, k1, k2 ,K , kn ) − f α (h, l1, l2 ,K , ln )[ ] < cα ,1 k1 − l1[ ] + cα ,2 k2 − l2[ ] + L + cα ,n kn − ln[ ],

dans lesquelles les crochets représentent la valeur absolue et les cα ,β  sont des constantes positives.

Lipschitz introduit ensuite un système de valeurs  (x0 , y0
1, y0

2 , K , y0
n ) situé à l’intérieur du champ G.

Par conséquent, il existe des quantités positives a0 , b0
α et c0

α  telles que le champ défini par les inégalités

x − x0[ ] ≤ a0 , yα − y0
α[ ] ≤ b0

α  soit compris dans l’intérieur de G et que, sur ce champ, on ait les inégalités

f α[ ] < c0
α . Étant donnée une dernière quantité positive A0  vérifiant les conditions A0c0

α < b0
α , A0 < a0 , le

champ défini par les inégalités x − x0[ ] ≤ A0, yα − y0
α[ ] ≤ b0

α  est appelé H0 .

Moyennant toutes ces hypothèses et notations, Lipschitz énonce le principal résultat de son mémoire

en ces termes : “Sous ces conditions, il existe toujours un système unique de n fonctions   y
1, y2 ,K , yn ,

satisfaisant aux équations différentielles (1), variant d’une façon continue à l’intérieur du champ H0

quand la variable x parcourt le chemin qui va de x0 − A0 à x0 + A0 , satisfaisant enfin aux équations

yα = y0
α  pour la valeur de x, x = x0 .”

Le théorème est très proche de celui énoncé par Cauchy dans la treizième et dernière leçon du cours

de 1824, celle consacrée aux systèmes d’équations différentielles du premier ordre. La principale diffé-

rence réside dans l’introduction des conditions (2), appelées aujourd’hui conditions de Lipschitz, qui élar-

gissent l’hypothèse de Cauchy sur l’existence et la continuité des dérivées partielles des fonctions f α  par

rapport aux variables   y
1, y2 ,K , yn .

Le raisonnement de Lipschitz est également très voisin de celui de Cauchy. En se plaçant, pour fixer

les idées, du côté droit de x0 , on considère une subdivision  x0 < x1 < x2 < L < xp = x0 + A0  puis, pour

  a = 0, 1,K , p − 1, on construit des systèmes de valeurs  (xa+1,ηa+1
1 , ηa+1

2 ,K , ηa+1
n ) conformément à la

méthode polygonale d’Euler. L’inégalité fondamentale, qui évalue les conséquences du passage à une sub-

division plus fine et sur laquelle repose toute la démonstration, s’écrit ici

ya+1
α − ηa+1

α[ ] < − 1 + encA 0

nc
λ ,

où c désigne la plus grande des constantes cα ,β  et λ est un nombre qui, d’après la continuité des fonc-

tions f α , peut être pris aussi petit que l’on veut, à condition que le pas de la subdivision initiale ait été

choisi assez petit. Le majorant de l’erreur est celui que l’on donne de nos jours. Ainsi que nous l’avons

70 Dans son introduction au cours de Cauchy, Gilain affirme, sans donner de référence précise, que le traité de Moigno aurait
été traduit en allemand en 1846. Cela semble faux car, dans l’édition allemande de l’Encyclopédie des sciences mathématiques,
Runge renvoie à une traduction réalisée en 1876. Cette dernière date explique mieux l’ignorance de Lipschitz.
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déjà vu pour le cas d’une seule équation (cf. 3.3.1), ce majorant est meilleur que celui de Cauchy, qui,

pour un système et avec les notations de Lipschitz, s’écrirait A0 encA 0 λ .

Il est inutile d’en dire plus sur un théorème dont la formulation et la démonstration nous sont fami-

lières puisqu’on les retrouve presque sans changement dans certains livres d’analyse actuels. On peut dire

que, grâce à Lipschitz, le fameux théorème de Cauchy-Lipschitz atteint en 1868 sa forme définitive.

Malgré tout, la conclusion du mémoire mérite quelque attention. Dans une attitude très moderne,

Lipschitz étudie la nécessité de chacune des hypothèses. Tout d’abord, il met en évidence le caractère
essentiel des conditions (2). Pour cela, il considère une seule équation dy dx = f (x, y) , remplace la

condition (2) par l’hypothèse f (h, k) − f (h, l)[ ] < c h − l[ ]δ , avec δ < 1, et montre que la “démonstration

s’écroule”. Ensuite, il s’intéresse à l’hypothèse de la continuité des fonctions f α . Dans le cas d’une seule

équation, il remarque que, si la fonction f ne dépend que de x, le raisonnement prouve que l’intégrale

f (ξ )dξ
x0

x

∫  a un sens et que sa dérivée est égale à f (x). Or, dit-il, d’après un mémoire de Riemann, l’exis-

tence de l’intégrale dépend d’une condition plus générale que la continuité mais, dans ce cas, on n’est plus
assuré que la dérivée soit égale à f (x). C’est pour cette raison qu’il a “cru devoir conserver la condition

de la continuité des fonctions f α  pour ce qui est de l’étude de l’intégration des équations différentielles”.

Ainsi, par peur de perdre la réciprocité des opérations de dérivation et d’intégration, Lipschitz n’ose pas

franchir le pas qui consisterait à remplacer l’équation différentielle 
dy
dx

= f (x, y) par l’équation intégrale

y = y0 + f (t, y(t))dt
x0

x

∫  et à accepter comme “solutions généralisées” de l’équation différentielle les solu-

tions de l’équation intégrale selon un sens élargi du procédé d’intégration.

3.4.2. Recherches ultérieures

Signalons, pour mémoire, quelques prolongements directs des travaux de Lipschitz. Painlevé (1896) et

Picard (1899) établissent que la méthode de Cauchy-Lipschitz converge dans tout l’intervalle de régularité

du système et en déduisent des séries de polynômes qui convergent et représentent la solution sur tout cet

intervalle. Picard (1888) montre que, pour un système analytique, la méthode de Cauchy-Lipschitz s’ap-

plique sans modification à l’étude des intégrales analytiques du système. Pour se faire une idée précise de

ce premier groupe de prolongements, le mieux est de consulter le Traité d’analyse de Picard.

Dans une autre direction, Volterra (1881), assimilant pleinement les idées de Riemann, entreprend la

généralisation du théorème de Lipschitz. En particulier, il se demande si la seule continuité des coeffi-

cients différentiels suffirait à assurer l’existence d’une solution au problème de Cauchy, mais n’apporte à

la question qu’une réponse partielle. Sous cette seule hypothèse de continuité, Peano (1886, 1890) prouve

complètement que le système admet au moins une solution et que, en général, il en existe une infinité. Les

résultats de Peano sont complétés par La Vallée Poussin (1893), Arzelà (1895) et Osgood (1898). Les

deux premiers, s’inspirant encore des travaux de Riemann, démontrent l’existence des intégrales de

l’équation dy dx = f (x, y)  dans le cas où la fonction f, continue en y, est discontinue mais intégrable par

rapport à x. Osgood, quant à lui, précise la démonstration de Peano et affaiblit les conditions de Lipschitz

assurant l’unicité de la solution. Les travaux de Volterra, de Peano et de leurs successeurs ont été analysés

par Mahwin71 et Flett72.

71 “Problème de Cauchy pour les équations différentielles et théories de l’intégration : influences mutuelles”, op. cit.,
pp. 236-241.
72 Differential analysis, op. cit.,  pp. 155-164.
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3.4.3. Sur la double genèse du théorème de Cauchy-Lipschitz

Revenons quelques instants sur l’indépendance des preuves de Cauchy et de Lipschitz. Dans ses ar-

ticles de 1868 et 1876, ce dernier cite comme sources d’inspiration les recherches de Weierstrass, Briot et

Bouquet dans le champ complexe et le travail de Riemann sur la définition de l’intégrale73. À partir de là,

on observe que Lipschitz, au début de ses investigations, s’est retrouvé à peu près dans la même situation

que Cauchy en 1824 : il avait acquis la volonté d’établir l’existence dans le champ réel (en constatant que

cette existence venait d’être prouvée dans le champ complexe) et, pour cela, il songeait à l’outil des

sommes de Riemann provenant du traité de calcul intégral d’Euler74 (sommes dont Riemann avait mis en

évidence la fécondité pour la définition de l’intégrale). Les mêmes causes produisant les mêmes effets, il

n’est pas surprenant que le premier théorème d’existence ait été inventé une seconde fois.

C’est sans doute en 1876, lors de la publication de son article en France, que Lipschitz a appris par

l’intermédiaire des rédacteurs du Bulletin des sciences mathématiques qu’il y avait une preuve antérieure

de Cauchy. Lipschitz a ensuite fait référence à cette preuve dans son traité d’analyse de 188075. Tout

comme celle de Cauchy, la preuve de Lipschitz a été mal diffusée. Il est assez surprenant de constater que,

vers la fin du 19e siècle, certains auteurs se placent dans la lignée de Cauchy, d’autres dans celle de

Lipschitz, mais rares sont ceux qui connaissent les deux sources. L’article de Lipschitz de 1868, en italien,

est naturellement à l’origine des travaux de Volterra et de Peano. En 1881, Volterra écrit76 : “La prima

dimostrazione della esistenza degli integrali di equazioni differenziali, soddisfacenti a date condizioni, è

dovuta a Cauchy. I signori Briot e Bouquet hanno dimostrato il teorema di Cauchy con maggiore

semplicità (…). Indipendentemente dalla considerazione della sviluppabilità in serie degli integrali, il

sig. Lipschitz e il sig. Houël dànno una dimostrazione della esistenza degli integrali delle equazioni diffe-

renziali ordinarie, di cui il concetto ha analogia con quello della dimostrazione della esistenza degli inte-

grali definiti di Riemann.”77 Il ressort clairement de ces lignes que Volterra ne connaît pas, lui non plus,

le premier théorème d’existence de Cauchy : bien que citant aussi Houël, il prend directement la suite de

Lipschitz. Peu après, dans un article de 1886 sur l’intégrabilité d’une équation différentielle du premier

ordre78 (théorie qui sera généralisée aux systèmes en 1890, dans un texte étonnant79 entièrement écrit en

langage symbolique), Peano, faisant référence à Volterra, reprend quasiment mot pour mot la citation pré-

cédente. Dans l’autre sens, on trouve un article de Runge de 1894 (que nous étudierons plus loin, en 5.1,

car il est au point de départ des méthodes de Runge-Kutta) qui, cette fois, s’inscrit dans le prolongement

de Cauchy en ignorant complètement Lipschitz. Un article de Mie de 189380, qui se propose de simplifier

et de reformuler en langage courant la preuve formalisée de Peano, est apparemment l’un des premiers

textes citant à la fois Cauchy (par l’intermédiaire de Moigno et Coriolis) et Lipschitz de manière explicite.

73 “Über die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe”, Habilitationsschrift, Göttingue, 1854 ;
Gesammelte mathematische Werke, 2e éd., Teubner, Leipzig, 1892, pp. 227-271.
74 Pour une histoire globale des sommes de Riemann, voir : J. Mahwin, “Présences des sommes de Riemann dans l’évolution
du calcul intégral”, Cahiers du Séminaire d’histoire des mathématiques, 4, Université Pierre et Marie Curie, 1983, pp. 117-147.
75 Lehrbuch der Analysis, t. 2, Bonn, 1880.
76 “Sui principii del calcolo integrale”, Giornale di Matematiche, vol. 19, 1881, pp. 333-372.
77 “La première démonstration de l’existence de l’intégrale d’une équation différentielle satisfaisant à une condition donnée
est due à Cauchy. Messieurs Briot et Bouquet ont démontré le théorème de Cauchy avec la plus grande simplicité (…). Indé-
pendamment des considérations sur le développement en séries des intégrales, M. Lipschitz et M. Houël ont donné une dé-
monstration de l’existence des intégrales des équations différentielles ordinaires, dans laquelle l’argument est analogue à celui
de la démonstration de l’existence des intégrales définies de Riemann.”
78 “Sull’integrabilità delle equazioni differenziali di primo ordine”, Atti della Reale Accademia delle Scienze di Torino, vol. 21,
1886, pp. 677-685.
79 “Démonstration de l’intégrabilité des équations différentielles ordinaires”, Mathematische Annalen, 37, 1890, pp. 182-228.
80 “Beweis der Integrirbarkeit gewöhnlicher Differentialgleichungssysteme nach Peano”, Mathematische Annalen, 43, 1893,
pp. 553-568.
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Le schéma ci-dessous rassemble, de manière synthétique, l’ensemble des filiations évoquées dans les

paragraphes précédents (les textes traitant du second théorème d’existence sont cités entre crochets) :

Euler (1768)

Cauchy (1824)

Coriolis (1837)

Moigno (1844)
Riemann (1854)

[Cauchy (1835)]

[Briot et Bouquet (1856)]

[Weierstrass (1842)]

Lipschitz (1868)

Volterra (1881)

Peano (1886,1890)

Mie (1893)

Lipschitz (1880)

Runge (1894)

La Vallée Poussin (1893)
Arzelà (1895)
Osgood (1898)

Runge (1895)
Heun (1900)
Kutta (1901)
Runge (1905)

Picard (1888)
Painlevé (1896)
Picard (1899)

Fig. III.13. Recherches autour de la méthode polygonale d’Euler-Cauchy

Autour du premier théorème d’existence, démontré de façon indépendante par Cauchy et par Lipschitz

à partir des lignes polygonales d’Euler, se dégagent finalement deux grandes lignées de recherches assez

différentes. Une première lignée, germano-italienne, va d’Euler à Peano et au delà, en passant par Rie-

mann, Lipschitz et Volterra. C’est, en quelque sorte, une voie d’analyse pure : l’aspect numérique de la

méthode d’Euler ayant été vite oublié, on assiste à un cheminement vers des théorèmes d’existence et/ou

d’unicité de plus en plus abstraits, démontrés par des méthodes de moins en moins constructives à partir

d’hypothèses de plus en plus faibles. Au contraire, dans la seconde lignée, qui va d’Euler à Runge, Heun

et Kutta, en passant par Cauchy et Coriolis, le théorème d’existence n’apparaît jamais coupé de la cons-

truction de méthodes numériques pratiques : nous sommes tenté de dire que cette voie germano-française

est celle de l’analyse numérique au sens noble du terme.

En laissant de côté les recherches théoriques motivées par le développement interne de l’analyse et en

revenant au point de vue initial d’Euler, nous consacrerons précisément la fin de ce chapitre à l’étude des

procédés numériques élaborés par Cauchy et Coriolis (cf. 4), puis par Runge, Heun et Kutta (cf. 5).
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4. Une barrière infranchissable : la méthode implicite des trapèzes

On se souvient de la situation à laquelle nous étions parvenu, à la fin du 18e siècle, dans le domaine

des méthodes de différences finies à pas séparés (cf. 2.4) : la méthode d’Euler avec développement de

Taylor était alors une méthode peu pratique et peu pratiquée (sauf, bien entendu, à l’ordre 1), tandis que se

développaient timidement des méthodes alternatives s’appuyant sur les formules de quadrature les plus

courantes (formule des rectangles à droite et formule des trapèzes). Dans la période suivante, au début du

19e siècle, les cours de Cauchy (cf. 3.2) provoquent un saut qualitatif dans la pratique du calcul numé-

rique : la convergence de l’algorithme utilisé et l’évaluation de l’erreur commise passent au premier plan.

Désormais, la mise au point de procédés d’intégration numérique ne pourra plus éluder ces questions.

C’est dans ce nouveau cadre que nous allons poursuivre l’histoire des efforts entrepris pour remplacer la

méthode d’Euler avec développement de Taylor. Nous essaierons de comprendre pourquoi soixante-dix

ans de nouvelles recherches (1824-1894) n’ont pas permis d’aller au delà de ce qu’avait déjà (plus ou

moins) imaginé Euler, à savoir la méthode implicite des trapèzes.

4.1. Les tentatives de Cauchy (1824)

Le cours de Cauchy de 1824 ne se réduit pas à la démonstration d’un théorème d’existence. Il contient

aussi, dans la neuvième leçon, plusieurs exemples détaillés illustrant la nouvelle méthode numérique

d’Euler-Cauchy et, dans la douzième leçon, de nombreuses variantes destinées à améliorer la précision en

tirant parti d’hypothèses supplémentaires. Pourquoi un tel luxe de détails, alors que la part consacrée au

calcul numérique était beaucoup plus faible dans les cours de première année81 ? Sans doute parce que,

dans le domaine des équations différentielles, Cauchy innovait fortement et savait que ses étudiants ne

trouveraient rien d’analogue dans les traités disponibles à l’époque.

4.1.1. Exemples d’application de la méthode d’Euler-Cauchy

Dans la neuvième leçon, quatre exemples sont proposés :

(Ex. 1)    dy = cos
x + y

5




 dx, y(0) = 0.

(Ex. 2)    dy = dx
1+ x2 + y2 , y(0) = 0.

(Ex. 3)    dy = tang(x2 + y2 )dx, y(0) = 0.

(Ex. 4)    dy = (x1 2 + y1 2 )dx, y(0) = 1.

81 Dans l’Analyse algébrique de 1821, nous n’avons recensé qu’un seul exemple de calcul numérique de somme de série et
deux exemples de résolution numérique d’équations ; de même, un seul exemple de calcul numérique d’intégrale dans le Calcul
infinitésimal de 1823.
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Pour chacun des exemples, Cauchy détermine un rectangle de sécurité et applique l’une des formules don-

nant “la limite de l’erreur que l’on peut commettre”. Plus précisément, il calcule, dans chaque cas, un

majorant du pas δ de la subdivision qu’il suffit de prendre pour obtenir une nouvelle valeur de y à la pré-

cision 10−m , c’est-à-dire avec m décimales exactes. Dans ce raisonnement, seule l’erreur de méthode est

prise en compte ; le problème de l’erreur de calcul, qui peut être grande si le pas de la subdivision est petit

et les calculs intermédiaires nombreux, n’est pas soulevé.

Le premier exemple va jusqu’au calcul effectif de y(1). Pour les trois autres équations, il n’y a que la

détermination du rectangle de sécurité et le calcul a priori de l’erreur : il est patent que Cauchy voulait

surtout illustrer ces étapes préalables entièrement nouvelles, sans insister sur le calcul proprement dit de la

ligne polygonale, qui ne présente pas de difficulté majeure. Pour en revenir au premier exemple, Cauchy

montre que, pour obtenir la précision 1 10, il suffit que le pas de la subdivision soit inférieur à 0,2046…

Par suite, l’intervalle [0, 1] est partagé en cinq éléments égaux à 0,2. Le calcul complet est disposé de

manière très claire :

y1 = 0,2 ,
x1 + y1

5
= 0,08 = (0,0509…) π

2 ,

y2 = 0,2 + 0,2.cos(5d ,0 ′9 ) = 0,399… ,
x2 + y2

5
= 0,1598…= (0,1017…) π

2 ,

y3 = 0,399…+ 0,2.cos(10d ,1 ′7 ) = 0,596… ,
x3 + y3

5
= 0,2393…= (0,1523…) π

2 ,

y4 = 0,596…+ 0,2.cos(15d ,2 ′3 ) = 0,791… ,
x4 + y4

5
= 0,3182…= (0,2025…) π

2 ,

Y = 0,791…+ 0,2.cos(20d ,2 ′5 ) = 0,981…

On observe que les tables trigonométriques utilisées respectent la division centésimale du quadrant, con-

formément à l’usage en vigueur depuis la Révolution82. Après vérification, il s’avère que tous les chiffres

fournis dans le tableau sont exacts. Il est certain que les calculs intermédiaires ont été effectués avec au

moins une décimale surabondante83.

D’un point de vue pédagogique, ce premier exemple nous paraît à la fois bien et mal choisi. On com-

prendra mieux cette opinion en contemplant le graphique de la page suivante (fig. III.14), qui représente la

solution exacte sur [0, 1] et (au dessus, presque confondue) la solution polygonale approchée ayant servi

au calcul de y(1).

La solution exacte étant presque linéaire entre 0 et 1, il est naturel qu’elle soit bien approchée par la

méthode d’Euler. L’avantage est qu’on obtient la précision souhaitée en cinq étapes seulement, d’où un

calcul bref, faisable devant des étudiants pendant un cours. L’inconvénient, par contre, est de laisser croire

que la méthode est performante et qu’on s’en sortira toujours à si bon compte dans les applications. Bien

entendu, ce n’est pas le cas : Cauchy a établi dans la huitième leçon que, lorsqu’on divise l’intervalle en n

parties égales, la convergence est lente, en 1 n. C’est peut-être aussi pour cela qu’il ne développe qu’un

seul calcul numérique — sur un exemple idéalement choisi — dans cette leçon, repoussant les autres cal-

culs effectifs à la douzième leçon, dans laquelle seront exposées des techniques permettant d’améliorer

grandement la précision.

82 R. de Prony avait été chargé de dresser de nouvelles tables à douze décimales selon la division centésimale du quadrant,
comprenant les fonctions trigonométriques et leurs logarithmes.
83 Dans Œuvres, s. 1, t. 5, p. 443, Cauchy conseille de conserver deux chiffres supplémentaires.



210 Chapitre III
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Fig. III.14. Le premier exemple de Cauchy : une approximation de la meilleure qualité

On peut également imaginer que, après un exemple détaillé en cours, les autres étaient étudiés en tra-

vaux dirigés sous la direction du répétiteur Coriolis. Examinons donc les autres calculs, pour apprécier

leur “faisabilité” par les élèves de l’École Polytechnique. On se propose, comme dans le premier exemple,

de calculer une nouvelle valeur de la solution à la précision 1 10.

Pour le calcul de y(1) dans l’exemple 2, l’inégalité de la p. 78 conduit à prendre δ = 0,04, c’est-à-dire à

diviser l’intervalle en 25. De même, pour le calcul de y(0,9) dans l’exemple 3, l’inégalité de la p. 79

conduit à δ = 0,002, autrement dit à un partage en 450 sous-intervalles. L’exemple 4, quant à lui, est choisi

pour illustrer le cas où ∂f ∂x  n’est pas bornée au voisinage de (x0 , y0 )  et où une majoration de l’erreur

est plus délicate à obtenir. En suivant le raisonnement de Cauchy de la p. 80, on aboutit ici, pour le calcul

de y(1), à prendre δ  = 0,0004, ou encore à partager l’intervalle en 2500.

En adoptant un autre point de vue, ne cherchons plus une précision a priori de 1 10, mais effectuons

systématiquement les calculs avec une subdivision en cinq intervalles, comme dans l’exemple 1. Les gra-

phiques ci-après (fig. III.15) permettent d’apprécier la qualité de l’approximation polygonale obtenue. Sur

ces graphiques, on observe clairement que la précision réelle est bien meilleure que celle prévue par les

majorations théoriques (pour l’exemple 2, on a, en fait, une précision inférieure à 1 10 par un partage de

l’intervalle en 5, alors que la majoration préalable de l’erreur imposait un partage en 25).
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  Exemple 2   Exemple 3   Exemple 4
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Fig. III.15. Autres exemples de Cauchy (1824)

Les exemples de Cauchy apparaissent, en fin de compte, soigneusement choisis et gradués. Ils

montrent bien un double phénomène : d’une part, la méthode converge lentement et, sauf cas particulier,

engendre un volume prohibitif de calcul ; d’autre part, la limite de l’erreur établie dans la neuvième leçon,

outre qu’elle soit souvent difficile à calculer, se révèle, en général, grossièrement exagérée par rapport à

l’erreur réelle constatée (tout au moins dans les cas où l’on peut comparer avec la vraie valeur, lorsqu’on

connaît une méthode d’intégration exacte). Le but de Cauchy était sans doute, à travers cette série

d’exemples, de montrer à ses étudiants les insuffisances de la méthode de base, justifiant ainsi la douzième

leçon, entièrement consacrée à de nouvelles techniques de calcul numérique.

4.1.2. Combinaison des méthodes d’Euler progressive et rétrograde

Voici l’introduction de cette douzième leçon :“La méthode que nous avons développée dans les 7e, 8e

et 9e leçons n’est pas la seule à l’aide de laquelle on puisse effectuer l’intégration par approximation des

équations différentielles du premier ordre. Plusieurs autres méthodes, que nous allons faire connaître,

peuvent être employées au même usage ; et en général elles méritent d’être préférées, parce qu’elles

resserrent les limites entre lesquelles les valeurs des inconnues se trouvent comprises.”

Cauchy se place désormais, “pour plus de commodité”, dans le cas où la fonction f garde un signe

constant : la solution   y = F (x) est alors monotone sur l’intervalle [x0 , x0 + a]. La première méthode con-

siste à remarquer que, si l’on suppose la fonction f (x, y)  séparément croissante (ou décroissante) par rap-

port à x et à y, les valeurs exactes   F (xi ) sont encadrées par les valeurs approchées84 yi et zi données par les

schémas suivants :

(1)     yi = yi−1 + (xi − xi−1) f (xi−1, yi−1) ;

(2)     zi = zi−1 + (xi − xi−1) f (xi , zi ) .

Les problèmes posés par la définition implicite des zi dans le schéma (2) ne sont pas abordés. A priori,

zi−1  étant supposé connu, l’équation peut déterminer zéro, une ou plusieurs valeurs de zi , et même dans le

cas où il n’y aurait qu’une seule valeur, rien ne garantit que (xi , zi )  appartienne au rectangle de sécurité.

Cauchy ne formule pas non plus explicitement l’hypothèse que f (x, y)  est séparément croissante (ou

décroissante) par rapport à x et à y. Si nous la retenons pour cette étude, c’est qu’elle est vérifiée et utilisée

dans tous les exemples traités, que ce soient ceux de la neuvième leçon ou ceux de cette douzième leçon.

84 Cauchy utilise la même notation yi dans les deux cas ; c’est nous qui distinguons pour plus de clarté.
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Par contre, bien que ce soit suggéré comme possible par son raisonnement, Cauchy n’illustre pas

l’autre hypothèse simple que f (x, y)  puisse être croissante par rapport à une variable et décroissante par

rapport à l’autre, ce qui ferait apparaître deux nouveaux schémas d’approximation :

(3)     yi = yi−1 + (xi − xi−1) f (xi−1, yi )  ;

(4)     zi = zi−1 + (xi − xi−1) f (xi , zi−1).

Revenons aux schémas (1) et (2) et essayons de justifier les affirmations plutôt vagues contenues dans
le texte, concernant le calcul des zi par approximations successives. Une condition suffisante pour que le

schéma (2) détermine une valeur unique de zi est que, pour tout y, (xi − xi−1)
∂f
∂y

(xi , y) < 1. Sachant que

∂f
∂y

(xi , y) ≤ C  et que xi − xi−1 ≤ δ , il suffit donc que le pas de la subdivision vérifie δC < 1. Autrement

dit, le schéma (2) définit sans ambiguïté une suite  z0 , z1,K, zn  dès que le pas est assez petit.

Plaçons-nous, pour fixer les idées, dans le cas où a est positif, et f positive et séparément croissante par

rapport à x et à y (la solution F est alors croissante et convexe). Démontrons par récurrence que, pour

tout i,   yi ≤ F (xi ) ≤ zi . Au départ,   y0 = F (x0 ) = z0. Si l’on suppose que  yi−1 ≤ F (xi−1) ≤ zi−1 , on tire de

l’égalité fondamentale de Cauchy

  F (xi ) = F (xi−1) + (xi − xi−1) f xi−1 + θ(xi − xi−1), F (xi−1) + Θ(F (xi ) − F (xi−1))[ ] ,

où θ et Θ sont deux nombres inférieurs à l’unité, les inégalités

  F (xi−1) + (xi − xi−1) f (xi−1, F (xi−1)) ≤ F (xi ) ≤ F (xi−1) + (xi − xi−1) f (xi , F (xi )),

d’où, d’après l’hypothèse de récurrence,

  yi−1 + (xi − xi−1) f (xi−1, yi−1) ≤ F (xi ) ≤ zi−1 + (xi − xi−1) f (xi , F (xi )).

Pour terminer, remarquons que la fonction  y a y − zi−1 − (xi − xi−1) f (xi , y) est croissante (puisque

1− (xi − xi−1)
∂f
∂y

(xi , y) > 0 sous l’hypothèse faite que δC < 1), négative pour   y = F (xi ) et nulle pour

y = zi , d’où   F (xi ) ≤ zi . Finalement, on a bien  yi ≤ F (xi ) ≤ zi .

Le schéma (1) n’est autre que la méthode d’Euler classique, qu’on qualifie parfois de progressive ou

explicite ; le schéma (2), quant à lui, correspond à la méthode d’Euler rétrograde ou implicite que nous

avons déjà rencontrée à propos de la construction de l’isochrone paracentrique par Leibniz (cf. 1.1.2).

L’intérêt de considérer les deux schémas simultanément est, comme nous venons de le justifier, l’encadre-

ment de la valeur exacte par deux valeurs approchées, l’une par défaut, l’autre par excès. Ce phénomène

est illustré par un retour sur le premier exemple de la neuvième leçon : dy = cos
x + y

5




 dx, y(0) = 0 . Ici,

le coefficient différentiel est positif et décroissant par rapport à chacune des deux variables. À partir d’une
subdivision de l’intervalle [0, 1] en cinq, Cauchy obtient  F (1) = 0,9810… par la méthode explicite,

  F (1) = 0,9659… par la méthode implicite et conclut : “Si l’on prend la demi-somme des nombres

0,9810… et 0,9659…, savoir, 0,9735… pour valeur de l’inconnue  F (1), l’erreur commise sera inférieure

à la demi-différence 
0,9810… − 0,9659…

2
= 0,008…”. Avec une telle stratégie85, il devient inutile d’évaluer a

85 La stratégie qui consiste, à partir d’un encadrement, à prendre pour valeur approchée la demi-somme et pour erreur la demi-
différence, se rencontre déjà dans l’Analyse algébrique, Note III, p. 462, à propos de la résolution numérique d’une équation, et
dans le Calcul infinitésimal, 22e leçon, p. 88, à propos du calcul approché d’une intégrale.
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priori l’erreur commise. C’est appréciable car il n’est pas toujours commode de trouver des majorants de f

et de ses premières dérivées partielles sur un rectangle de sécurité.

Les schémas (1) et (2) se traduisent respectivement par les équations aux différences ∆y = f (x, y)∆x

et ∆y = f (x + ∆x, y + ∆y)∆x . Pourquoi Cauchy n’a-t-il pas imaginé, lors d’une subdivision en plusieurs

intervalles, de prendre la demi-somme à chaque pas au lieu de le faire seulement à la fin ? Il aurait obtenu

la méthode implicite des trapèzes au sens strict, caractérisée par l’équation aux différences

∆y = f (x, y) + f (x + ∆x, y + ∆y)
2

∆x .

Nous voyons une explication à ce relatif manque d’audace : Cauchy, soucieux d’être à la fois rigou-

reux et pratique, s’est centré sur l’obtention d’un encadrement de la solution, seule façon d’apprécier sim-

plement l’erreur commise. En effet, déjà dans le cas de la méthode d’Euler explicite, l’erreur est difficile à

majorer et nécessite des hypothèses supplémentaires pas toujours vérifiées ; de plus, les exemples

montrent que le majorant théorique obtenu est souvent relativement grand par rapport à l’erreur réelle, ce

qui entraîne de nombreux calculs inutiles. On conçoit donc que Cauchy ait abandonné la recherche d’algo-

rithmes susceptibles de converger plus rapidement que celui d’Euler au profit de techniques d’encadre-

ment ne nécessitant pas de calcul a priori de l’erreur86. Dans cet esprit, il réussit une adaptation pragma-

tique de la méthode des trapèzes, qui entraîne un gain considérable : sur l’exemple étudié, l’erreur devient

inférieure à 1 100, alors qu’elle était de 1 10 dans la méthode d’Euler simple. Cela traduit bien le passage

d’une méthode d’ordre 1 à une méthode d’ordre 2.

4.1.3. Autres méthodes de différences finies

La deuxième méthode s’applique lorsque f (x, y)  est croissante (ou décroissante) par rapport à y ; sup-

posons-la croissante, avec de plus a et f positifs. On a alors 
 
F (xi ) − F (xi−1) = f (x, F (x))dx

xi−1

xi

∫ , d’où

  
f (x, F (xi−1))dx

xi−1

xi

∫ ≤ F (xi ) − F (xi−1) ≤ f (x, F (xi ))dx
xi−1

xi

∫ ,

ce qui conduit aux schémas d’approximation

(5)     yi = yi−1 + f (x, yi−1)dx
xi−1

xi

∫  ;

(6)     zi = zi−1 + f (x, zi )dx
xi−1

xi

∫ .

Cette méthode s’applique bien lorsqu’on connaît explicitement “la valeur de l’intégrale indéfinie

f (x, y)dx∫ , dans laquelle y est considérée comme constante”, c’est-à-dire une primitive de f (x, y)  par

rapport à x. Les schémas (5) et (6) sont plus précis que les schémas (1) et (2) ; en fait, dans (1), on

approche l’intégrale du second membre de (5) par la formule des rectangles à gauche, et dans (2) celle du

second membre de (6) par la formule des rectangles à droite. L’efficacité de cette nouvelle méthode est
illustrée sur le même exemple que précédemment :  F (1) est encadré par 0,9776… et 0,9702…, d’où

  F (1) = 0,9739… à 0,003… près ; l’erreur a été à nouveau réduite dans une proportion significative.

86 La démarche est exactement la même que celle suivie dans le Calcul infinitésimal de 1823 (22e leçon) pour le calcul appro-
ché des intégrales définies. Dans le cas d’une fonction monotone, Cauchy encadre l’intégrale grâce aux méthodes des rec-
tangles à gauche et à droite, puis prend la demi-somme comme valeur approchée et la demi-différence comme limite de
l’erreur. Cela revient à utiliser la méthode des trapèzes, mais sans majoration directe de l’erreur. Pour une intégrale, les calculs
élémentaires sont indépendants : il revient au même de faire la demi-somme sur chaque intervalle de la subdivision ou
seulement à la fin. Pour une équation différentielle à variables mêlées, ce n’est plus le cas.
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On reprend ensuite l’exemple 4 de la neuvième leçon : dy = (x1 2 + y1 2 )dx . Cette équation, qui ne s’in-

tègre par aucune méthode connue, joue le rôle de première application véritable, alors que l’équation pré-

cédente, que l’on savait intégrer exactement, avait plutôt servi de test pour les différentes techniques d’en-

cadrement. Pour cet exemple 4, Cauchy avait pris, dans la neuvième leçon, la condition initiale y(0) = 1,

afin que les conditions du théorème fondamental soient satisfaites. Maintenant, pour le calcul numérique,

il s’intéresse au cas y(0) = 0 : on peut être surpris de le voir calculer des valeurs approchées de “la solu-

tion” dans un cas où son théorème d’existence et d’unicité ne s’applique pas ! L’équation du schéma (6)

est ici du second degré, ce qui permet d’expliciter zi et donc d’éviter un calcul fastidieux par approxi-

mations successives. Les schémas (5) et (6) deviennent, pour un partage en dix de l’intervalle,

yi = yi−1 + 2
3

i
10( )3 2

− i−1
10( )3 2[ ] + 0,1 yi−1

1 2  ;

zi = zi−1 + 0,005 + 2
3

i
10( )3 2

− i−1
10( )3 2[ ] + 0,1 0,0025 + 2

3
i

10( )3 2
− i−1

10( )3 2[ ] + zi−1 .

Le calcul s’annonce pénible à cause des extractions de racines carrées. C’est l’occasion de tester les capa-

cités de calculateur de Cauchy. Comparons ses résultats à ceux que l’on peut obtenir aujourd’hui en

grande précision :

i
Résultats de

Cauchy pour les yi

Troncatures
d’ordre 4 des yi

Résultats de
Cauchy pour les zi

Troncatures
d’ordre 4 des zi

 1
 2
 3
 4
 5
 6
 7
 8
 9
10

0,0210…
0,0741…
0,1512…
0,2429…
0,3662…
0,5008…
0,6522…
0,8096…
0,9917…
1,1887…

0,0210
0,0741
0,1512
0,2493
0,3662
0,5009
0,6523
0,8196
1,0023
1,1999

0,0414…
0,1136…
0,2092…
0,3255…
0,4604…
0,6127…
0,7817…
0,9666…
1,1668…
1,3768…

0,0414
0,1137
0,2093
0,3255
0,4604
0,6128
0,7819
0,9668
1,1670
1,3820

Tableau III.3. Précision des résultats numériques de Cauchy

Si y4 = 0,2429… est une coquille typographique (au lieu de 0,2492…, valeur évidemment utilisée pour la

suite), par contre y8 = 0,8096… (au lieu de 0,8196…) est une erreur qui a des conséquences non négli-

geables sur y9 et y10. Pour les zi , la dernière valeur est curieusement très imprécise. Cauchy, qui nous est

apparu comme un calculateur tout aussi inventif qu’Euler, semble moins efficace dans l’exécution.

La troisième méthode, similaire à la seconde, consiste à échanger les rôles de x et de y. On retrouve

une autre idée d’Euler, celle de choisir la variable indépendante la mieux adaptée au calcul. On suppose
cette fois f (x, y)  croissante (ou décroissante) par rapport à x. Plaçons-nous dans le cas où a et f sont posi-

tifs, et f (x, y)  croissante par rapport à x. De l’égalité 
 
xi − xi−1 = ′F (x)dx

f (x, F (x))xi−1

xi⌠
⌡

, on déduit les inégalités

  

dy
f (xi , y)F ( xi−1 )

F ( xi )
⌠
⌡

= ′F (x)dx
f (xi , F (x))xi−1

xi⌠
⌡

≤ xi − xi−1 ≤ ′F (x)dx
f (xi−1, F (x))xi−1

xi⌠
⌡

= dy
f (xi−1, y)F ( xi−1 )

F ( xi )
⌠
⌡

,

d’où les schémas d’approximation

(7)     
dy

f (xi−1, y)yi−1

yi⌠
⌡

= xi − xi−1,          (8)     
dy

f (xi , y)zi−1

zi⌠
⌡

= xi − xi−1,
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qui définissent implicitement yi et zi de proche en proche. Cette méthode est intéressante lorsqu’on peut

déterminer explicitement une primitive de la fonction 1 f (x, y) par rapport à y. D’autre part, le schéma (7)

redevient (1) lorsqu’on approche l’intégrale par la formule des rectangles à gauche, et (8) redevient (2)

pour la formule des rectangles à droite.

La leçon se termine par quelques considérations sur le cas général d’une équation Pdx + Qdy = 0, qui

devient, par intégration,

  
Pdx

x0

X

∫ + Q ′F (x)dx
x0

X

∫ = 0.

À cette occasion, Cauchy dévoile l’idée unique qui lui a permis d’imaginer tous les schémas d’approxi-

mation précédents et qui pourrait permettre d’en construire d’autres : encadrer chacune des intégrales du

premier membre par deux expressions algébriques ne dépendant que de x0, X ,   F (x0 )  et   F (x), et en

déduire un encadrement de l’intégrale   F (x).

4.2. Les tentatives de Coriolis (1837)

Comme le cours de Cauchy, le mémoire de Coriolis de 1837 est, en grande partie, un travail d’analyse

numérique. À l’instar de son maître, Coriolis y développe plusieurs méthodes de différences finies, toutes

accompagnées d’une évaluation de l’erreur.

4.2.1. L’erreur de la méthode d’Euler avec développement de Taylor

Après le calcul de l’erreur de la méthode d’Euler la plus simple, réalisé par Cauchy (cf. 3.2.3) et amé-

lioré par Coriolis (cf. 3.3.1), il était naturel d’entreprendre un travail analogue pour la méthode d’Euler

avec développement de Taylor. Si Cauchy ne l’a pas fait lui-même, c’est sans doute parce qu’il était

conscient du faible intérêt utilitaire de ce procédé. Coriolis, souhaitant combler cette lacune, commence

par rappeler l’idée d’Euler d’utiliser “une équation aux différences formée d’un certain nombre de termes

de la série de Taylor”87 :

∆y = f (x, y)∆x + df (x, y)
dx

∆x2

2
+…+ dm−1 f (x, y)

dxm−1

∆xm

1.2.3…m
.

Dans le cas m = 1, l’erreur était de l’ordre de ∆x  ; dans le cas général, on peut espérer qu’elle soit de

l’ordre de ∆xm . Pour s’en assurer, Coriolis établit la majoration

(1)     

  

δyn ≤ ∆xm A(m)

1.2.3…(m +1)

1+ Q∆x + ′A1
∆x 2

2 +L + A1
(m−1) ∆x m

1.2…m( )n

−1

Q + ′A1
∆x
2 +L + A1

(m−1) ∆x m−1

1.2…m

















,

où A(m)  et A1
( p)  (avec Q = A1

(0) ) désignent respectivement des majorants en valeur absolue de 
dm f (x, y)

dxm  et

de 
d
dy

d p f (x, y)
dx p . Cette majoration généralise celle qui avait été obtenue dans le cas m = 1 (cf. 3.3.1). Le

terme entre crochets ayant une limite finie quand le nombre n d’intervalles devient infini, l’erreur est bien
de l’ordre de ∆xm , comme prévu. Pour éviter le calcul et la majoration de nombreuses dérivées partielles

87 Dans les formules de Coriolis, nous avons rectifié les nombreuses coquilles typographiques du texte original.
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dont la complexité des expressions analytiques augmente rapidement, Coriolis propose justement de rem-

placer le terme entre crochets par sa limite :

δyn ≤ ∆xm A(m)

1.2.3…(m +1)
eQn∆x −1

Q






.

En dehors du cas m = 1, on n’est pas sûr que cette nouvelle majoration soit exacte ; cependant, il n’y a pas

grand risque à l’utiliser pour de grandes valeurs de n.

4.2.2. Une adaptation ratée de la méthode des trapèzes

Dans un autre passage, Coriolis souhaite “procéder d’une manière analogue à celle qu’on prend pour

les intégrales définies, quand on leur substitue l’aire d’un polygone au lieu de la somme des rectangles

inscrits”. Il entend par là la méthode des trapèzes, qui, pour le calcul des intégrales, s’écrit

∆y = f (x) + f (x + ∆x)
2

∆x .

Pour l’adaptation aux équations différentielles, il propose de prendre

(1)     ∆y = f (x, y) + f (x, y + f (x, y)∆x)
2

∆x .

Malheureusement, Coriolis se trompe dans l’évaluation de l’erreur. Par des développements de Taylor,

il trouve que l’erreur élémentaire est de l’ordre de ∆x3, et donc que l’erreur totale est de l’ordre de ∆x2 .

Ce n’est pas possible car, en développant le second membre de (1) par rapport à ∆x , on obtient

∆y = f (x, y)∆x + f (x, y)
∂f
∂y

(x, y)
∆x2

2
+ etc.,

alors que, pour la vraie valeur,

∆y = f (x, y)∆x + ∂f
∂x

(x, y) + f (x, y)
∂f
∂y

(x, y)




∆x2

2
+ etc.

Les termes d’ordre 2 ne se simplifient pas : l’erreur élémentaire est bien en ∆x2  et non en ∆x3. La

méthode de Coriolis est une méthode d’ordre 1, comme la méthode d’Euler, et non une méthode d’ordre 2,

comme annoncé dans le texte. Où se trouve l’erreur ? Elle vient de la décomposition de la p. 236 :

∆y = f (x, y) + f (x, y(x + ∆x))
2

∆x − f (x, y(x + ∆x)) − f (x, y + f (x, y)∆x)
2

∆x .

Pour le premier terme, Coriolis utilise une majoration déjà connue pour la formule des trapèzes, en consi-

dérant la fonction f (x, y(x)) comme une fonction de x. Pour que cela soit légitime, il aurait fallu écrire

f (x, y) + f (x + ∆x, y(x + ∆x)) à la place de f (x, y) + f (x, y(x + ∆x)). À cause d’une erreur de débutant,

Coriolis rate complètement son objectif !

4.2.3. Utilisation d’une équation linéaire approchée

Dernière idée exploitée : “Examinons encore ce que devient la limite de l’erreur quand on emploie

pour équation aux différences l’intégrale d’une équation différentielle linéaire très approchée de

l’équation différentielle du problème.” En posant y = y0 + η , on remplace l’équation différentielle

dy dx = f (x, y)  par l’équation linéaire

dη
dx

= f (x, y0 ) + df (x, y0 )
dy

η ,
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ce qui, en notant f (x, y) = a et 
df (x, y)

dy
= q , conduit au schéma d’approximation

yr+1 = yr +
xr

xr+1

∫ e
qdx

x

xr+1∫ a dx .

L’idée de linéariser une équation différentielle pour étudier les petites oscillations d’un phénomène

physique au voisinage d’un point d’équilibre est ancienne ; la nouveauté de Coriolis est d’en faire une mé-

thode de différences finies. Remarquons que cette idée généralise, d’une certaine façon, la méthode d’Eu-

ler, qui consiste à prendre dη dx = f (x0 , y0 ), et l’une des méthodes de Cauchy de la douzième leçon, qui

revenait à prendre dη dx = f (x, y0 ) . Toutefois, à part dans des cas simples, cette méthode semble peu

praticable. La perspective de devoir réaliser deux quadratures à chaque pas est peu motivante. La formule

d’erreur établie par Coriolis est tout aussi rébarbative ; on retiendra seulement que cette erreur est de

l’ordre de ∆x2 .

4.3. Bilan des recherches de Cauchy et Coriolis

Du cours de Cauchy et du mémoire de Coriolis, nous retiendrons deux enseignements essentiels :

1) L’idée commence à faire son chemin que, sans une majoration rigoureuse de l’erreur, une méthode

de calcul approché n’a pas grande valeur scientifique. L’évaluation de l’erreur peut se faire a priori, de

manière théorique, mais ce premier point de vue est lourd et coûteux en calculs superflus. Cauchy ne

l’adopte qu’une seule fois, pour la méthode d’Euler la plus simple, en lien avec la démonstration du théo-

rème d’existence. Coriolis, qui s’y rallie plus volontiers, tente de déterminer des bornes d’erreurs pour des

méthodes de différences finies plus complexes, mais se garde bien de donner le moindre exemple d’appli-

cation. Par contraste, un second point de vue intéressant, qui a la préférence de Cauchy, est l’évaluation de

l’erreur a posteriori à partir d’un encadrement de la valeur exacte par deux valeurs approchées.

2) La recherche de substituts à la méthode d’Euler avec développement de Taylor ne progresse pas de

manière significative. Cauchy, prisonnier d’une rigueur excessive, s’embourbe dans des techniques d’en-

cadrement sans avenir. Coriolis, de son côté, s’essaye à cette recherche de manière peu glorieuse : sa seule

idée intéressante, une adaptation explicite de la méthode des trapèzes, échoue à cause d’une erreur invrai-

semblable. On a l’impression d’être dans une impasse : aucune méthode de différences finies d’ordre

supérieur n’émerge de façon claire et incontestable. Comme chez Euler, il n’y a que des esquisses de

méthodes d’ordre 2. D’ailleurs, les tentatives de Cauchy et de Coriolis semblent n’avoir eu aucun prolon-

gement direct : on ne retrouve rien d’analogue avant la fin du 19e siècle.

4.4. La situation à la fin du 19e siècle

4.4.1. Un mémoire de Durand (1898)

Sur le Professeur W. F. Durand, de New York, nous n’avons pu dénicher aucun renseignement biogra-

phique. Tout ce que nous connaissons de lui est un mémoire de 1898, intitulé “Approximate methods for

the treatment of differential equations”88. Ce mémoire, qui a tout l’air d’être le résumé d’un enseignement

88 Annals of mathematics, vol. 12, 1898, pp. 110-117.
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dispensé dans une école d’ingénieurs, nous a paru constituer une excellente synthèse sur l’état d’avance-

ment des méthodes de différences finies à pas séparés, à la fin du 19e siècle, avant les recherches de

Runge, Heun et Kutta.

Le texte commence par ces mots : “Various approximate rules of integration devised for the purpose

of dealing with functions which do not admit of expression in analytical form are well known. It is the

purpose of the present paper to call attention to various allied methods for the approximate treatment of

such differential equations as do not admit of treatment by the usual analytical methods. For purposes of

illustration only two of the familiar rules for integration will be used.”89 L’objectif est clair : il s’agit

d’étendre aux équations différentielles les formules usuelles de quadrature approchée. Or, nous savons que

ce problème n’avait pas beaucoup progressé depuis deux siècles : seules les formules des rectangles et des

trapèzes avaient donné lieu à quelques adaptations disparates. Pourtant, Durand semble sous-entendre que

l’extension évoquée ne présente pas de difficulté majeure. De quoi parle-t-il exactement ?

Les méthodes sont présentées pour des équations du second ordre, en vue d’une utilisation en physique

mathématique. La première règle utilisée est celle des trapèzes. Nous sommes là en terrain connu. Durand,

s’appuyant sur les équations aux différences

(1)     y1 = y0 + ∆x

2
( ′y0 + ′y1),

(2)     ′y1 = ′y0 + ∆x
2

( ′′y0 + ′′y1 ),

propose de substituer ces valeurs dans l’équation différentielle, qui devient alors une équation en ′′y1 . Une

fois la valeur de ′′y1  calculée en fonction de y0 , ′y0 , ′′y0 , il suffit de la reporter dans (1) et (2) pour obtenir

celles de ′y1  et y1. Tout est alors prêt pour recommencer : à partir de ′′y1, ′y1, y1, on peut calculer ′′y2 , ′y2 , y2 ,

et ainsi de suite. Dans le cas d’une équation résolue de la forme

(3)     ′′y = f (x, y, ′y ),

on obtient ′′y1  comme solution de l’équation

′′y1 = f x0 + ∆x, y0 + ′y0 ∆x + 1
4 ( ′′y0 + ′′y1 )∆x2 , ′y0 + 1

2 ( ′′y0 + ′′y1 )∆x( ).

Il aurait été possible d’opérer dans l’autre sens, en substituant dans (1) et (2) les valeurs de la dérivée se-

conde données par (3). On aurait retrouvé, dans ce cas, le système d’équations aux différences usuel

∆y = ′y ∆x + 1
2 ∆ ′y ∆x

∆ ′y = 1
2 f (x, y, ′y ) + f (x + ∆x, y + ∆y, ′y + ∆ ′y )( )∆x.







Les deux procédés sont équivalents. Celui de Durand présente un double avantage : d’une part, il est utili-

sable pour une équation quelconque, qu’elle soit résolue ou non par rapport à ′′y , d’autre part, à chaque

pas, on doit résoudre, par la méthode des approximations successives, une seule équation numérique au

lieu d’un système de deux équations. Euler, quant à lui, préférait le second procédé : il est vrai qu’il ne

recourait pas à des approximations successives, mais résolvait le système d’équations aux différences par

des formules approchées explicites, particulières à chaque problème étudié. Oublions les détails de l’algo-

89 “On connaît bien diverses règles d’intégration approchée conçues pour traiter les fonctions qui n’admettent pas
d’expression sous forme analytique. Le but du présent article est d’attirer l’attention sur diverses méthodes apparentées pour
le traitement approximatif des équations différentielles qui ne relèvent pas des méthodes analytiques usuelles. Pour les besoins
de l’illustration, seules deux des règles familières d’intégration seront utilisées.”
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rithme. L’essentiel est que, avec Durand, on assiste pour la première fois à une formalisation complète et

correcte de la méthode implicite des trapèzes.

La seconde règle est celle de Simpson. Durand l’adapte de façon analogue, à partir des égalités

(4)     y2 = y0 + ∆x
3

( ′y0 + 4 ′y1 + ′y2 ) ,

(5)     ′y2 = ′y0 + ∆x
3

( ′′y0 + 4 ′′y1 + ′′y2 ).

Avec ce choix, nous quittons le domaine des méthodes à pas séparés. La formule de Simpson donne nais-

sance à une méthode à deux pas, nécessitant deux couples de valeurs initiales pour son démarrage. C’est

donc en ce sens, par une bifurcation vers les méthodes multipas, que Durand songeait à l’adaptation des

formules de quadrature d’ordre plus élevé. Pour ce qui relève des pas séparés, nous restons sur notre faim :

il ne nous propose aucune piste vraiment nouvelle.

La fin du mémoire contient cinq illustrations fort intéressantes, qui éclairent tour à tour chaque facette

du problème de l’intégration approchée :

1) Un exemple d’école, délibérément trop compliqué pour se prêter à une solution analytique :

y
dy
dx

d 2y
dx2 = sin x

dy
dx





 + log y

dy
dx





 .

La méthode des trapèzes est utilisée entre x = 0 et x = 3, avec le pas ∆x = 0.2 .

2) L’équation de Bessel x ′′y + ′y + xy = 0 , avec les conditions initiales x = 0, y = 1 et ′y = 0, dont la

solution est la fonction de Bessel de première espèce J0 . C’est l’occasion de montrer que, pour une équa-

tion différentielle linéaire, les équations aux différences sont elles-mêmes des équations linéaires et se

résolvent donc explicitement. Ici, l’équation du premier degré vérifiée par ′′y1  conduit à

′′y1 = −
′y0 + ∆x

2 ′′y0( ) + x1 y0 + ∆x ′y0 + ∆x 2

4 ′′y0( )
x1 + ∆x

2 + x1
∆x 2

4

.

C’est aussi l’occasion d’une étude comparative entre la méthode des séries, qui s’applique très bien à

l’équation de Bessel, et la méthode des trapèzes.

3) L’équation du pendule

d 2θ
dt2 + g

e
sinθ = 0 ,

dont la solution est une intégrale elliptique. Cette fois, les conditions initiales (t = 0, θ = π −10−3,

dθ dt = 0) sont choisies de sorte que le développement en série de la solution converge trop lentement

pour se prêter au calcul numérique : la méthode des trapèzes devient incontournable.

4) Un problème de mécanique : une tige verticale est solidaire d’un bras horizontal sur lequel glisse

sans frottement une masse m ; la tige tourne autour de son axe avec un moment de torsion constant ; le

mouvement de la masse m est déterminé par le système différentiel

d 2r
dt2 = r

dθ
dt







2

gW = a(W + B)
d 2θ
dt2 + mr

a
r

d 2θ
dt2 + 2

dr
dt

dθ
dt





 .
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À présent, le but est d’illustrer l’application à un système des méthodes numériques pas à pas.

5) L’équation d’un circuit électrique

f (t) = Ri + L
di
dt

,

où la fonction f (t), qui représente la force électromotrice, n’est connue que par une table de valeurs

mesurées expérimentalement. Cette dernière situation donne une idée de ce qui constitue le pain quotidien

des utilisateurs : en l’absence de toute formule analytique, la seule possibilité est une méthode d’intégra-

tion numérique par pas, avec le même pas que celui de la table des valeurs de f.

La qualité de cette série d’exemples laisse soupçonner que le cours de calcul numérique délivré par

Durand dans son école d’ingénieurs devait être très complet et très intéressant. De plus, son article donne

une bonne idée de ce que pouvait être l’enseignement de l’analyse numérique des équations différentielles

à la fin du 19e siècle, tout au moins dans les pays anglo-saxons.

4.4.2. Une théorie qui semble achevée

Nous disposons à présent de tous les éléments pour tirer une conclusion sur deux siècles de recherches

concernant la méthode des différences finies à pas séparés, depuis 1694 (construction approchée de l’iso-

chrone paracentrique par Leibniz) jusqu’à 1894 (premier article de Runge).

Lorsqu’on veut définir une méthode à pas séparés, on ne peut exploiter que deux points de chaque

intervalle : le point initial et le point final. Or, il n’existe que deux formules de quadrature approchée ne

faisant intervenir que ces deux points : la formule des rectangles et la formule des trapèzes. Tout autre

formule de quadrature fait appel à des points intermédiaires qui n’appartiennent pas à la subdivision. Cela

n’est pas gênant pour le calcul des intégrales mais cela engendre des difficultés insurmontables pour la

résolution des équations différentielles. Par exemple, la formule du point milieu et la formule de Simpson

conduiraient, respectivement, aux équations aux différences

∆y = f x + 1
2 ∆x, y x + 1

2 ∆x( )( )∆x,

∆y = 1
6 f (x, y) + 4 f x + 1

2 ∆x, y x + 1
2 ∆x( )( ) + f x + ∆x, y + ∆y( )[ ]∆x.

Ces équations semblent complètement inutilisables car elles sont doublement implicites : il y a une seule

équation pour déterminer, en même temps, les valeurs de l’intégrale à la fin de l’intervalle et au milieu de

l’intervalle ! Dans ce cas, la seule possibilité réside, apparemment, dans ce que fait Durand : étaler l’appli-

cation des formules sur deux intervalles consécutifs. On sort alors du domaine des méthodes à pas séparés

pour entrer dans celui des méthodes multipas.

Si l’on veut absolument garder une méthode à pas séparés, il ne reste plus que la formule des rec-

tangles et la formule des trapèzes. Il n’est donc pas surprenant de constater que toutes les tentatives étu-

diées depuis le début de ce chapitre ont tourné autour de ces deux formules. La formule des rectangles à

gauche, la seule à n’utiliser que le point initial, est aussi la seule à conduire à une méthode explicite : la

méthode polygonale d’Euler-Cauchy. De son côté, la formule des rectangles à droite donne naissance à la

méthode d’Euler implicite, explorée par Leibniz et Cauchy. Les deux méthodes précédentes sont

d’ordre 1. Elles conviennent pour des cas simples et pour les questions théoriques (par exemple, la dé-

monstration du théorème d’existence). Mais, en général, dans les applications, on a besoin de méthodes

plus précises : c’est pour cela que les mathématiciens ont plutôt cherché à adapter la méthode des trapèzes.

Cette adaptation a été déclinée sur tous les modes imaginables : moyenne sur les pentes des tangentes (le

plus souvent) ou sur leurs inclinaisons (Euler, Legendre) ; moyenne arithmétique (presque toujours) ou
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géométrique (Euler) ; moyenne sur chaque intervalle (c’est le plus naturel) ou seulement à la fin du calcul

(Cauchy) ; résolution de l’équation implicite par approximations successives (Cauchy, Durand) ou en

exploitant finement les particularités du problème étudié (Euler).

À la fin du 19e siècle, le filon paraît épuisé. Deux idées semblent communément admises, telles

qu’elles s’inscrivent en filigrane dans le mémoire de Durand : d’une part, avec des pas séparés, il n’est pas

possible de construire des méthodes d’ordre supérieur à 2 (si ce n’est, bien entendu, par l’emploi direct

du développement de Taylor, à la façon de Hill), d’autre part, en dehors du cas des équations linéaires, les

méthodes d’ordre 2 issues de la formule des trapèzes sont forcément implicites (la tentative maladroite de

Coriolis est restée sans écho). Pour l’obtention de méthodes d’ordre supérieur, explicites ou non, l’avenir

semble résider dans le développement des techniques multipas. Effectivement, beaucoup de recherches, en

particulier dans les pays anglo-saxons, ont déjà pris cette direction (cf. chap. V).

En 1898, Durand pouvait donc croire que la théorie des pas séparés ne comporterait définitivement que

deux volets : la méthode d’Euler avec développement de Taylor et la méthode implicite des trapèzes. Il ne

savait pas que, au même moment, des mathématiciens allemands étaient en train de remettre en question

ce schéma réducteur.
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5. Les méthodes de Runge-Kutta

La méthode des différences finies à pas séparés connaît un renouveau spectaculaire et inattendu vers la

fin du 19e siècle, sous l’impulsion du savant allemand Carl Runge. Disciple de Weierstrass, Runge est sur-

tout connu pour ses travaux de physicien, notamment en spectroscopie, mais il s’est également intéressé

aux mathématiques pures et appliquées tout au long de sa vie. Cet éclectisme lui a d’ailleurs valu quelques

ennuis dans sa carrière universitaire car il n’était reconnu ni comme mathématicien par les mathémati-

ciens, ni comme physicien par les physiciens ! En 1904, il a tout de même réussi à devenir le premier titu-

laire d’une chaire de mathématiques appliquées créée à Göttingen. À ce poste, il a beaucoup œuvré pour

donner un statut digne de ce nom aux mathématiques appliquées (cf. chap. I, 4.1.2). En particulier, il a

considérablement développé les méthodes numériques et graphiques nécessaires aux utilisateurs, et les a

exposées pour la première fois de façon rigoureuse dans deux livres qui ont fait longtemps autorité :

Graphical methods (New York, 1912) et Vorlesungen über numerisches Rechnen (Berlin, 1924), écrit,

pour ce dernier, en collaboration avec Hermann König.

Les méthodes que l’on appelle aujourd’hui méthodes de Runge-Kutta apparaissent dans un article de

Runge (1895), directement prolongé par deux articles de Heun (1900) et Kutta (1901). Du point de vue

mathématique, ces méthodes sont bien connues puisqu’elles sont reprises avec force détails dans les livres

actuels d’analyse numérique90 ; du point de vue historique, les trois articles de Runge, Heun et Kutta,

après une description superficielle de Goldstine91, ont été bien étudiés par Jean-Luc Chabert92. Dans ces

conditions, nous nous contenterons d’une présentation relativement brève des trois articles fondateurs, en

insistant de préférence sur les points négligés par Chabert. En revanche, nous enrichirons l’analyse histo-

rique grâce à deux autres articles de Runge (1894 et 1905) qui, encadrant chronologiquement les précé-

dents, permettront de les replacer dans une perspective plus vaste.

5.1. Runge (1894)

En 189493, Runge s’intéresse aux travaux d’Euler et de Cauchy sur les équations différentielles et

entreprend de les approfondir.

5.1.1. Une nouvelle preuve du théorème d’existence de Cauchy

Dans la première partie de l’article, Runge fait le point sur la théorie des équations différentielles du

premier ordre : “Nach dem Cauchy’schen Verfahren (es ist übrigens schon in Eulers Integralrechnung

90 Pour un traitement moderne de qualité, voir Hairer et al., Solving ordinary differential equations I, op. cit., chap. II.1 : “The
first Runge-Kutta methods”, pp. 132-142.
91 A history of numerical analysis, op. cit., paragraphe 5.9. : “Integration of differential equations”, pp. 285-294 (sans entrer
dans le détail, signalons que cet exposé — que l’on doit considérer comme dépassé — contient plusieurs inexactitudes). 
92 Histoire d’algorithmes, op. cit., chap. 12, paragraphes 3-4-5, pp. 425-441.
93 “Ueber angewandte Mathematik”, Mathematische Annalen, 44, Leipzig, 1894, pp. 437-448.
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nur ohne Beweis der Convergenz auseinandergesetzt) kann man bekanntlich die Gleichung dx dt = f (x t)

in ähnlicher Weise lösen, wie man ein Integral berechnet.”94

Pour calculer une valeur approchée de x en t = tn+1 à partir de la valeur initiale x(t0 ) = x0 , Runge in-

troduit des points intermédiaires t1, t2 ,… , tn  et le schéma de différences

xr+1 − xr = f (xr tr )(tr+1 − tr ) .

Puis, à condition que le taux d’accroissement 
f ( ′x t) − f (x t)

′x − x  reste dans des limites finies pour toutes les

valeurs x, ′x , t du domaine considéré et que f (x t) soit continu, il se propose de mettre en évidence, “wie
Cauchy gezeigt hat”95, que x = x0 + f (xr tr )(tr+1 − tr )∑  a une limite et que, considérée comme fonction

de t, cette limite constitue la solution de l’équation différentielle.

La preuve de la convergence, très claire, fait ressortir le rôle du caractère borné de 
f ( ′x t) − f (x t)

′x − x
. En

notant respectivement M et C des majorants (en valeur absolue) de f (x t) et de 
f ( ′x t) − f (x t)

′x − x
, τ le pas de

la subdivision et ε la plus grande valeur de f ( ′x ′t ) − f (x t)  lorsque ′t − t ≤ τ  et ′x − x ≤ Mτ , Runge

établit que le passage à une subdivision plus fine fait varier x de moins de

ε t − t0 eC t− t0 .

C’est exactement le résultat qu’avait trouvé Cauchy en 1824. Il en résulte la convergence puisque, nous dit

Runge, ε devient, avec τ, aussi petit que l’on veut. Seule la continuité est invoquée pour justifier cette

conclusion ; comme chez Cauchy, le concept sous-jacent de continuité uniforme n’est pas explicitement

présent96. Par ailleurs, on note quelques faiblesses : Runge ne prouve pas que la fonction de t définie par

la limite est solution de l’équation différentielle et n’aborde pas la question de l’unicité97.

Il est intéressant de noter que, tandis que Lipschitz ne semblait pas connaître les travaux de Cauchy,

Runge semble, quant à lui, ignorer ceux de Lipschitz. Tout comme Lipschitz, Runge s’est aperçu que la

différentiabilité des seconds membres par rapport à la variable dépendante n’était pas nécessaire et que

seul intervenait le caractère borné des taux d’accroissement. Par contre, le fait qu’il retrouve la majoration

de l’erreur de Cauchy, et non la majoration améliorée de Lipschitz, est la meilleure preuve de l’indépen-

dance des deux démarches (cf. 3.4.2).

5.1.2. Étude du schéma d’Euler perturbé

C’est dans les pp. 442-443 que Runge introduit une idée vraiment nouvelle, très importante pour l’ana-

lyse numérique. À côté du schéma d’Euler “exact”

xr+1 − xr

tr+1 − tr

= f (xr tr ),

94 “D’après la méthode de Cauchy (qui d’ailleurs est déjà exposée dans le Calcul intégral d’Euler, mais sans preuve de la con-
vergence), on sait que l’on peut résoudre l’équation dx dt = f (x t)  de façon semblable au calcul d’une intégrale.”
95 “comme l’a montré Cauchy”.
96 Runge ne fait pas référence aux résultats, pourtant antérieurs, de Heine publiés en 1870 et 1872. En fait, Runge ne précise
pas quelle définition de la continuité il utilise ; pratiquement, il s’agit de la continuité uniforme. Il en va de même pour Picard
(Traité d’analyse, t. 2, Gauthier-Villars, Paris, 1893) : la définition qu’il donne de la continuité correspond à notre notion de
continuité uniforme.
97 On trouve chez Picard (op. cit.) une démonstration précise de ces deux points ; pour l’unicité, la démonstration n’apparaît
d’ailleurs que dans la 3e édition de 1926.



224 Chapitre III

il définit un autre schéma, que l’on peut qualifier de “perturbé”, par

′xr+1 − ′xr

tr+1 − tr

= f ( ′xr tr ) + kr ,

dans lequel les nombres kr sont supposés “petits”. Cette situation correspond à la pratique du calcul

puisque, à chaque étape et sauf exception, ce n’est pas la valeur exacte de la fonction f qui est obtenue

mais seulement une valeur approchée, le terme correctif kr représentant précisément l’erreur sur le calcul

de f. Dans l’introduction de son article, Runge explique que la mission du mathématicien est d’évaluer

avec rigueur l’écart maximum possible entre la valeur calculée et la valeur réelle. Sans cela, dit-il, on ne

peut tirer du calcul aucune conséquence valable pour la réalité. En particulier, dans l’étude de phénomènes

physiques, on risque d’attribuer à des circonstances négligées, c’est-à-dire à une mise en équation insuffi-

sante, la différence rencontrée entre l’observation et le calcul, alors que cette différence n’est peut-être due

qu’à l’erreur même du calcul. Il est donc indispensable d’évaluer, outre l’erreur de méthode liée au choix

de la méthode d’approximation (erreur déjà calculée par Cauchy), l’erreur de calcul due à l’accumulation

des erreurs d’arrondis ou à la lecture de valeurs approchées de la fonction dans une table98 (nous avons vu,

à propos d’un exemple de la douzième leçon de Cauchy, que cette erreur de calcul pouvait être vite du

même ordre de grandeur que l’erreur de méthode, sans que Cauchy s’en aperçoive).

Runge établit alors, sans nouvelle hypothèse, que si l’on désigne par k un majorant en valeur absolue

des kr et par δ0  la différence ′x0 − x0  (la valeur initiale est peut-être elle-même connue de façon appro-

chée), la différence entre l’intégrale approchée ′x  et l’intégrale exacte n’excède pas

(ε + k) t − t0 + δ0( ) eC t− t0 .

En conséquence, Runge suggère (p. 443) que prendre un pas de subdivision très petit, quoique théori-

quement avantageux, est concrètement illusoire puisqu’il subsiste une erreur de calcul constante, indépen-

dante de ce pas99. Malheureusement, Runge ne donne pas d’exemple numérique pour illustrer son propos.

5.1.3. Généralisation aux systèmes d’équations différentielles du premier ordre

Dans le cas d’un système de s équations différentielles du premier ordre, noté

dx
dt

= f (x y…wt),
dy
dt

= g(x y…wt), … ,
dw
dt

= p(x y…wt) ,

Runge obtient des résultats analogues avec le schéma de calcul approché

  

xr+1 − xr = f (xr yr…wr tr )(tr+1 − tr ),

yr+1 − yr = g(xr yr…wr tr )(tr+1 − tr ),

M

wr+1 − wr = p(xr yr…wr tr )(tr+1 − tr ).

Plus précisément, il aboutit, pour le schéma exact, au majorant de l’erreur ε t − t0 es C t− t0 , qui généralise

parfaitement celui établi dans le cas d’une seule équation, en supposant désormais que les taux d’accrois-

sements 
f ( ′x y…wt) − f (x y…wt)

′x − x
,

f (x ′y …wt) − f (x y…wt)
′y − y

,… ,
f (x y… ′w t) − f (x y…wt)

′w − w
,  et ceux,

98 Pour être encore plus précis que Runge et coller vraiment à la réalité du calcul, on peut utiliser le schéma
′xr+1 = ′xr + ( f ( ′xr , tr ) + kr ) (tr+1 − tr ) + lr , où kr  désigne l’erreur avec laquelle est calculée ou connue la fonction f et lr  l’erreur

d’arrondi due au calculateur. Voir M. Crouzeix et A.L. Mignot, Analyse numérique des équations différentielles, 2e éd.,
Masson, Paris, 1992, p. 79.
99 Erreur qui peut même tendre vers l’infini si l’on tient compte des erreurs d’arrondi à chaque étape (voir note précédente).
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analogues, associés aux fonctions g, …, p, sont tous majorés en valeur absolue par une même constante C.

De son côté, Lipschitz introduisait plusieurs constantes X , Y, … , W telles que, avec les notations de

Runge,

f ( ′x ′y … ′w t) − f (x y…wt) ≤ X ′x − x + Y ′y − y +…+ W ′w − w ,

et de même pour les fonctions g, … , p. Les deux conditions reviennent finalement au même quant à

l’usage qui en est fait dans la démonstration, mais la formulation de Runge, plus pratique, permet une

expression simple et directe de l’erreur.

Dans le cas du schéma perturbé

  

′xr+1 − ′xr = f ( ′xr ′yr… ′wr tr ) + hr[ ](tr+1 − tr ),

′yr+1 − ′yr = g( ′xr ′yr… ′wr tr ) + kr[ ](tr+1 − tr ),

M

′wr+1 − ′wr = p( ′xr ′yr… ′wr tr ) + mr[ ](tr+1 − tr ),

Runge obtient pour majorant de l’erreur

ε + λ( ) t − t0 + γ 0( )esC t− t0 ,

où γ 0  est le plus grand des nombres ′x0 − x0 , ′y0 − y0 ,… , ′w0 − w0  et λ  le plus grand des nombres

h1 h2 … hn , k1 k2 … kn ,… , m1 m2 … mn .

L’article se termine ainsi : “Es ist hier nicht darauf abgesehen, möglichst enge Grenzen zu finden,

sondern es kam mir nur darauf an, die Durchführbarkeit der Rechnung zu zeigen. Im besonderen Fall

muss man natürlich versuchen die Grenzen so eng wie möglich zu berechnen, und man wird sich dabei

aller Vortheile zu bedienen haben, die der einzelne Fall gewährt. Dafür allgemeine Vorschriften zu geben,

liegt hier nicht in dem Bereich der Betrachtung.”100 Runge reconnaît donc que ses résultats restent d’un

intérêt théorique, les limites d’erreur trouvées étant en général, comme on s’en était déjà rendu compte

chez Cauchy, trop pessimistes. Ce sera l’objet de l’article de 1895 que de proposer des méthodes de calcul

vraiment pratiques, mais cet article de 1894 reste néanmoins d’une grande importance méthodologique car

il établit, d’une certaine façon, que vouloir calculer numériquement une solution d’une équation différen-

tielle est une attitude qui a un sens. En effet, ce que Runge a montré, c’est que, malgré les erreurs dues au

calculateur à chaque étape (erreurs liées à l’impossibilité de représenter les nombres réels sous forme

finie), le résultat du calcul reste proche de la solution cherchée, dans des limites que l’on peut évaluer de

manière précise.

5.2. Runge (1895)

Après la réflexion préliminaire de l’article de 1894, qui a assuré que l’utilisation de la méthode des dif-

férences finies était raisonnable pour approcher concrètement la solution d’un système différentiel du

premier ordre, Runge élabore, un an plus tard101, des perfectionnements de la méthode d’Euler ayant pour

but une convergence plus rapide.

100 “Je n’avais pas ici pour objectif de trouver des limites qui soient les plus étroites possibles, il m’importait seulement de
montrer que ce calcul est réalisable. Pour les cas précis, il faut bien sûr essayer de calculer les limites de la façon la plus
serrée possible, en mettant à profit tous les avantages qu’offre le cas isolé. Donner pour cela des consignes générales, voilà qui
sort du cadre des considérations présentes.”
101 “Ueber die numerische Auflösung von Differentialgleichungen”, Mathematische Annalen, 46, Leipzig, 1895, pp. 167-178.
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5.2.1. Généralisation des méthodes de quadrature mécanique

“Die numerische Berechnung irgend einer Lösung einer gegebenen Differentialgleichung, deren ana-

lytische Lösung man nicht keunt, hat, wie es scheint, die Aufmerksamkeit der Mathematiker bisher wenig

in Anspruch genommen (...). Es scheint nicht bekannt zu sein, dass sich die Methoden für die numerische

Berechnung von Integralen verallgemeinern lassen, so dass sie mit ähnlichem Erfolge auf jede beliebige

Differentialgleichung angewendet werden können. Ich habe im Folgenden eine Verallgemeinerung der

bekannten Simpson’schen Regel gegeben, deren Anwendung mir besonders brauchbar scheint, womit ich

aber nicht sagen will, dass nicht auch die andern Methoden mecanischer Quadratur brauchbare

Verallgemeinerungen geben können.”102

Dans cette introduction, Runge prétend que personne n’a encore pensé à généraliser aux équations dif-

férentielles les méthodes de calcul approché des intégrales. Il est donc clair qu’il ne connaît pas directe-

ment le cours de Cauchy de 1824, ni le mémoire de Coriolis de 1837, dans lesquels on trouve déjà des

tentatives pour adapter la méthode des trapèzes (cf. 4.1 et 4.2). A contrario, on peut en déduire que, pour

son article théorique de 1894, il s’est sans doute inspiré du traité de Moigno de 1844, dont une traduction

allemande avait été publiée en 1876.

Runge rappelle brièvement que, pour le calcul approché d’une intégrale, la méthode d’Euler (i.e. des

rectangles) conduit à une erreur du premier ordre par rapport au pas de la subdivision, les méthodes des

“trapèzes des tangentes” (i.e. du point milieu) et des “trapèzes des cordes” (i.e. des trapèzes au sens clas-

sique) à une erreur du deuxième ordre, enfin la règle de Simpson (qui revient à approcher la courbe par

des arcs de paraboles, ou à faire une moyenne entre les valeurs approchées des deux méthodes des tra-

pèzes) à une erreur du quatrième ordre. Il se propose tout naturellement d’adapter ces méthodes aux équa-

tions différentielles.

Alors que la méthode d’Euler reposait sur l’équation aux différences

(1)     ∆y = f (x0 y0 )∆x ,

Runge propose de prendre, pour les trapèzes des tangentes,

(2)     ∆y = f x0 + 1
2 ∆x, y0 + 1

2 f (x0 y0 )∆x( )∆x

et, pour les trapèzes des cordes,

(3)     ∆y = f (x0 y0 ) + f x0 + ∆x, y0 + f (x0 y0 )∆x( )
2

∆x .

Nous avons déjà vu que la généralisation stricte des méthodes de quadrature mécanique conduirait

plutôt aux équations aux différences

∆y = f x0 + 1
2 ∆x, y x0 + 1

2 ∆x( )( )∆x      et     ∆y = f (x0 , y0 ) + f x0 + ∆x, y0 + ∆y( )
2

∆x ,

mais que ces équations implicites sont peu pratiques. Dans le second cas, Coriolis avait bien pensé à rem-

placer le ∆y  du second membre par une valeur approchée au premier ordre, mais son étude était erronée

102 “Il semble que le calcul numérique d’une solution quelconque d’une équation différentielle donnée dont on ne connaît pas
la solution analytique soit un problème qui a jusqu’ici peu retenu l’attention des mathématiciens (...). Apparemment, on ignore
encore qu’il est possible de généraliser les méthodes de calcul numérique des intégrales de façon à ce qu’elles puissent être
appliquées avec la même réussite à n’importe quelle équation différentielle. J’ai, dans les pages qui suivent, donné une géné-
ralisation de la célèbre règle de Simpson, dont l’application me semble particulièrement utilisable, ce qui bien sûr ne signifie
pas que les autres méthodes de quadrature mécanique ne puissent pas, elles aussi, fournir des généralisations utilisables.”
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(cf. 4.2.2). Au contraire, Runge montre correctement, par des développements suivant les puissances

de ∆x , que la différence avec la vraie valeur est du deuxième ordre pour la méthode d’Euler, alors qu’elle

est du troisième ordre pour les deux méthodes des trapèzes. En effet, en notant une dérivée partielle par

rapport à x avec l’indice 1 et par rapport à y avec l’indice 2, on a, pour la vraie valeur,

  
∆y = f ∆x + ( f1 + f 2 f )

∆x2

2!
+ f11 + 2 f12 f + f 22 f 2 + f 2 ( f1 + f 2 f )( ) ∆x3

3!
+L,

et, pour les trois méthodes d’approximation définies plus haut,

(1)     ∆y = f ∆x ,

(2)     
  
∆y = f ∆x + ( f1 + f 2 f )

∆x2

2
+ f11 + 2 f12 f + f 22 f 2( ) ∆x3

8
+L,

(3)     
  
∆y = f ∆x + ( f1 + f 2 f )

∆x2

2
+ f11 + 2 f12 f + f 22 f 2( ) ∆x3

4
+L.

Malheureusement, si l’on combine les deux dernières méthodes de façon analogue à la règle de

Simpson, c’est-à-dire en calculant 2
3 (2) + 1

3 (3) , on obtient

  
∆y = f ∆x + ( f1 + f 2 f )

∆x2

2
+ f11 + 2 f12 f + f 22 f 2( ) ∆x3

6
+L,

qui ne coïncide pas avec la vraie valeur jusqu’au troisième ordre. D’où la nécessité d’une autre procédure.

Runge propose donc de généraliser différemment la méthode des trapèzes des cordes, en posant

(3a)     ∆y = ′∆ y + ′′′∆ y
2

,

avec ′∆ y = f (x0 y0 )∆x , ′′∆ y = f (x0 + ∆x, y0 + ′∆ y)∆x  et ′′′∆ y = f (x0 + ∆x, y0 + ′′∆ y)∆x . En dévelop-

pant (3a) selon les puissances de ∆x , on obtient désormais

  
∆y = f ∆x + ( f1 + f 2 f )

∆x2

2
+ f11 + 2 f12 f + f 22 f 2 + 2 f 2 ( f1 + f 2 f )( ) ∆x3

4
+L,

et, en considérant finalement le schéma 2
3 (2) + 1

3 (3a), on met en évidence une valeur approchée qui coïn-

cide avec la vraie valeur jusqu’aux termes du troisième ordre. Si f ne dépend pas de y, on retrouve exac-

tement la règle de Simpson pour le calcul d’une intégrale, avec une valeur approchée qui coïncide avec la

vraie valeur jusqu’aux termes du quatrième ordre. Lorsque f dépend de y, on constate, en poursuivant le

calcul, que les termes du quatrième ordre ne coïncident plus : la méthode de Runge ne généralise donc

qu’imparfaitement la règle de Simpson. En s’écartant légèrement des notations du texte et en adoptant

celles de Kutta, qui étudiera systématiquement ces méthodes en 1901, on peut résumer la méthode de

Runge du troisième ordre par l’équation aux différences

∆y = ′∆ + 4 ′′∆ + ′′′′∆
6

, avec 

′∆ = f (x, y)∆x

′′∆ = f x + 1
2 ∆x, y + 1

2 ′∆( )∆x

′′′∆ = f x + ∆x, y + ′∆( )∆x

′′′′∆ = f x + ∆x, y + ′′′∆( )∆x .










En définitive, les diverses méthodes de Runge reviennent à remplacer le développement de Taylor par

des substitutions successives bien choisies. Runge établit un peu plus loin (pp. 172-174) que des formules

analogues conviennent pour un système d’équations différentielles. Il fait seulement la démonstration dans

le cas d’un système de deux équations, mais sa preuve se prête à une généralisation immédiate.
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5.2.2. Les exemples numériques

Si Runge a montré que les méthodes d’Euler, des trapèzes et de Simpson engendraient des erreurs

d’ordre respectivement égal à ∆x, ∆x2 , ∆x3, il n’a en revanche calculé aucun majorant précis de ces

erreurs, ni a fortiori des erreurs des schémas perturbés correspondants, contrairement au programme affi-

ché en 1894. Il est donc intéressant d’analyser les deux exemples numériques proposés en 1895, afin d’ob-

server le comportement adopté dans la pratique.

Le premier problème (pp. 170-172) consiste, pour l’équation différentielle 
dy
dx

= y − x
y + x

 et la condition

initiale y(0) = 1, à calculer y(1). L’intégration exacte de l’équation réussit grâce à un passage en coor-

données polaires. Une fois constaté que la valeur de y(1) est comprise entre 1.498 et 1.499, il devient

possible de contrôler la méthode d’approximation. Pour cette dernière, Runge utilise trois pas de calcul, en
prenant : x0 = 0 ; x1 = 0.2 ; x2 = 0.5 ; x3 = 1. Au terme du troisième pas, il obtient la valeur très satisfai-

sante 1.499. On peut faire deux remarques importantes sur la conduite du calcul :

1) Runge a choisi x comme variable indépendante car, pour les trois pas, dy dx < 1. En effet, la préci-

sion de la méthode repose sur la convergence du développement de ∆y  suivant les puissance de ∆x . Si

dy dx > 1, il faut échanger les rôles de x et de y ; de façon générale, il faut systématiquement transformer

en variable indépendante celle des coordonnées qui varie le plus vite. Cette remarque, nous l’avons vu,

était déjà présente chez Euler et Cauchy. C’est le même argument qui justifie le choix d’un pas de plus en

plus grand (0.2 puis 0.3 puis 0.5), car dy dx  décroît avec x. L’idée d’adapter au fur et à mesure le pas de

la subdivision, dans le but d’économiser des calculs sans pour autant perdre en précision, n’est pas non

plus nouvelle. Finalement, Runge suit exactement les conseils d’Euler : choix de x ou de y comme va-

riable indépendante en fonction de la valeur de dy dx  ; intervalles de longueur variable, d’autant plus

grands que cette dérivée est petite.

2) Runge n’hésite pas à affirmer que la presque coïncidence, à l’issue du troisième pas, entre les deux

valeurs correspondant aux trapèzes des tangentes et aux trapèzes des cordes (1.499 et 1.499 par arrondi

d’ordre 3) garantit que l’erreur ne sera guère plus que de l’ordre du millième. Cette conclusion peut sur-

prendre si l’on a gardé en mémoire le texte précédent : en 1894, Runge exigeait que l’on détermine rigou-

reusement jusqu’à quel point la quantité réelle peut différer de la quantité calculée et il rappelait même, à

propos du calcul d’une racine d’une équation numérique, que la coïncidence de plusieurs décimales ne

prouve rien en soi :

“Es habe z. B. die Curve y = f(x) die Gestalt :

Fig. III.16

wo ein Minimum der Curve sehr nahe über der x Axe liegt. Wenn nun der wirkliche Werth gleich oder

sehr nahe gleich der Abscisse des Minimums ist, so kann f(x) sehr klein und dennoch die Wurzel der

Gleichung f(x) = 0 sehr weit entfernt sein, vorausgesetzt dass es sich nur um reelle Grössen handelt.”103

103 “Soit par exemple la courbe y = f(x) qui a la forme suivante, où un minimum de la courbe se situe juste au-dessus de l’axe
des x. Si à présent la valeur réelle équivaut à l’abscisse du minimum ou en est très proche, alors f(x) peut être très petit et la
racine de l’équation f(x) = 0 être pourtant très éloignée, à condition qu’il ne s’agisse que de quantités réelles.”
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Avant de revenir sur cette question, voyons le deuxième exemple, beaucoup plus intéressant d’un point

de vue historique et scientifique : c’est l’équation différentielle qui définit la forme d’une goutte ou d’une

bulle reposant sur (ou suspendue sous) un plan horizontal, équation que l’on ne sait pas résoudre analyti-

quement. Cette équation est issue d’une formule de Laplace (1805) selon laquelle la hauteur d’un point de

la goutte est proportionnelle à la moyenne des deux courbures principales en ce point. Runge semble igno-

rer que le même problème de capillarité avait déjà été traité par Bashforth et Adams, plus de quarante ans

auparavant, par une méthode numérique très performante (cf. chap. V). Passons sur les détails de la mise

en équation ; il nous suffira de savoir que, en désignant par z la coordonnée verticale d’un point de la

goutte (sur un axe orienté vers le bas), par r la distance à l’axe vertical et par ϕ l’angle formé par la méri-

dienne et le plan horizontal, la forme de la goutte est déterminée par le système différentiel

(1)     

dz
dr

= tanϕ

d(sinϕ)
dr

= 2z
a2 − sinϕ

r
.









À titre d’exemple, Runge se place dans le cas a = 1, choisit les conditions initiales r = 0, z = 1 et ϕ = 0,

et se propose de calculer r et z pour ϕ = π 2. Le système (1) est d’abord utilisé pour trois pas, de r = 0

jusqu’à r = 0.6, tant que tanϕ < 1. Un tableau détaillant les deux premiers pas du calcul figure dans l’ar-

ticle : nous le reproduisons ci-dessous (fig. III.17) après avoir reconstitué le troisième pas.

Dem Tangententrapez entsprechend Dem Sehnentrapez entsprechend

r z r z

0 1 0 0 1 0 1 0 0 1

0.1 0 0.1 0.2 0 0.2
0.1 1 0.1 0.1005 1 0.2 1 0.2 0.2041 1

0.2 0.0201 0.2 0.0408 0.2
0.2 1.0201 0.2 Tangententrapez 1.0408 0.2 0.2041 1.0816

1.0204 0.2082 Sehnentrapez 0.0408 0.2163
Differenz 0.0003 0.0082 0.0408 0.4163

1/3 Diff. 0.0001 0.0027 0.0204 0.2082

0.2 1.0202 0.2027 0.2070 1.0270 0.2 1.0202 0.2027 0.2070 1.0270

0.1 0.0207 0.1027 0.2 0.0414 0.2054
0.3 1.0409 0.3054 0.3207 1.0640 0.4 1.0616 0.4081 0.4470 1.1030

0.2 0.0641 0.2128 0.0894 0.2206
0.4 1.0843 0.4155 1.1096 0.4233 0.4672 1.1610

1.0876 0.4215 0.0934 0.2322
0.0033 0.0060 0.1348 0.4376

0.0011 0.0020 0.0674 0.2188

0.4 1.0854 0.4175 0.4595 1.1270 0.4 1.0854 0.4175 0.4595 1.1270

0.1 0.0459 0.1127 0.2 0.0919 0.2254
0.5 1.1313 0.5302 0.6253 1.2022 0.6 1.1773 0.6429 0.8393 1.2831

0.2 0.1251 0.2404 0.1679 0.2566
0.6 1.2105 0.6579 1.2533 0.6741 0.9126 1.3831

1.2226 0.6685 0.1825 0.2766
0.0121 0.0106 0.2744 0.5020

0.0040 0.0035 0.1372 0.2510

0.6 1.2145 0.6614

sinϕ tanϕ 2z − sinϕ
r sinϕ tanϕ 2z − sinϕ

r

Fig. III.17. Une feuille de calcul de Runge (1895)
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Dans le pas suivant, le coefficient différentiel tanϕ  devient plus grand que 1 et donc le système (1) ne

convient plus. Runge explique qu’on pourrait faire de z une variable indépendante et transformer le sys-

tème (1) en le système équivalent

dr
dz

= cotϕ

d(cosϕ)
dz

= − 2z + sinϕ
r

,









mais qu’il serait encore mieux de prendre cosϕ  pour variable indépendante et d’arriver en trois nouveaux

pas à cosϕ = 0, c’est-à-dire à ϕ = π 2. Nous avons reconstitué cette seconde partie du calcul, qui ne fi-

gure pas dans l’article, et nous l’avons présentée comme la première (fig. III.18).

Dem Tangententrapez entsprechend Dem Sehnentrapez entsprechend

r z r z

0.6 1.2145  0.75 –0.8547 –0.7538 0.6 1.2145  0.75 –0.8547 –0.7538

0.1068 0.0942 –0.125 0.2137 0.1884 –0.25
0.7068 1.3087  0.625 –0.5292 –0.6610 0.8137 1.4029  0.5 –0.3315 –0.5742

0.1323 0.1652 –0.25 0.0828 0.1435
0.7323 1.3797  0.5 0.6828 1.3580 –0.3988 –0.6908

0.7567 1.3950 0.0997 0.1727
0.0244 0.0153 0.3134 0.3611

0.0081 0.0051 0.1567 0.1805

0.7404 1.3848  0.5 –0.3608 –0.6250 0.7404 1.3848  0.5 –0.3608 –0.6250

0.0451 0.0781 –0.125 0.0902 0.1562 –0.25
0.7855 1.4629  0.375 –0.2317 –0.5729 0.8306 1.5410  0.25 –0.1347 –0.5218

0.0579 0.1432 –0.25 0.0337 0.1304
0.7983 1.5280  0.25 0.7741 1.5152 –0.1451 –0.5619

0.8036 1.5331 0.0363 0.1405
0.0053 0.0051 0.1265 0.2967

0.0018 0.0017 0.0632 0.1483

0.8001 1.5297  0.25 –0.1396 –0.5408 0.8001 1.5297  0.25 –0.1396 –0.5408

0.0174 0.0676 –0.125 0.0349 0.1352 –0.25
0.8175 1.5973  0.125 –0.0636 –0.5048 0.8350 1.6649  0  0 –0.4690

0.0159 0.1262 –0.25 0 0.1172
0.8160 1.6559  0 0.8001 1.6469  0 –0.4892

0.8175 1.6584 0 0.1223
0.0015 0.0025 0.0349 0.2575

0.0003 0.0008 0.0174 0.1287

0.8163 1.6567  0

cosϕ
dr

d(cosϕ )
dz

d(cosϕ ) cosϕ
dr

d(cosϕ )
dz

d(cosϕ )

Fig. III.18. Reconstitution d’une autre feuille de calcul de Runge

Runge annonce qu’il a trouvé r = 0.8169 et z = 1.6565, mais il affirme que la quatrième décimale n’est

pas fiable étant donné qu’il s’est servi de la règle à calcul. Effectivement, de notre côté, nous avons trouvé

r = 0.8163 et z = 1.6567. Nous avons travaillé comme Runge, en arrondissant chaque résultat intermé-

diaire à la quatrième décimale, la seule différence étant l’emploi d’une calculatrice électronique à la place

de la règle à calcul et des tables trigonométriques. Outre la précision du résultat, ce test permet d’évaluer

grossièrement le temps nécessaire pour conduire les calculs à la façon de Runge. Il est certain que nous

sommes moins expérimenté que lui dans ce genre de travail mais, en revanche, l’utilisation d’une calcu-

latrice nous a fait économiser le temps consacré à la lecture et à l’interpolation des valeurs dans une table
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trigonométrique. En prenant également en compte des temps substantiels de vérification, absolument

indispensables lorsque, comme ici, chaque valeur dépend de toutes les précédentes, nous estimons que,

dans les conditions de l’époque, il était possible de réaliser entre trois et cinq pas de calcul par heure.

Pour illustrer la totalité du processus numérique, nous avons représenté (fig. III.19) la forme de la

goutte obtenue à partir des sept points calculés dans les tableaux précédents.

-1 -0.5 0.5 1

2

1.5

1

z

r

Fig. III.19. Forme d’une goutte de liquide d’après les calculs de Runge

Enfin, nous avons repris le calcul par une méthode plus précise, tout en continuant au delà des points à

tangente verticale, ce qui donne une image plus satisfaisante (fig. III.20) d’une goutte reposant sur un plan

horizontal.

-1 -0.5 0.5 1

2

1.5

1

r

z

Fig. III.20. La même goutte en plus précis

Runge lui-même, insatisfait de son premier calcul, nous dit qu’il a recommencé avec des pas moitié

moins grands et qu’il a trouvé r = 0.8180 et z = 1.6568. Sa conclusion est alors que r = 0.818 et z = 1.657

avec l’exactitude d’une unité des millièmes. Comment peut-il prétendre à une telle précision alors qu’il a

réalisé les calculs intermédiaires avec seulement une décimale supplémentaire, qu’il s’est contenté de dé-

terminer les valeurs trigonométriques par interpolation dans une table à trois décimales et qu’il n’a fait au-
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cune étude a priori du système différentiel ni de la convergence du processus employé ? Ce qui est le plus

surprenant, c’est que son résultat est correct à la précision annoncée, ainsi que nous avons pu le vérifier. Il

est indéniable qu’apparaît là l’efficacité du calculateur chevronné qui “sent” comment organiser son cal-

cul ; de plus, le fait d’arrondir les résultats intermédiaires (au lieu de les tronquer comme Cauchy) entraîne

aussi une compensation probable des erreurs.

La conclusion est assez savoureuse : “Man kann übrigens auch mathematisch die Genauigkeit des

Verfahrens bestimmen. Ich glaube indessen, dass ein practischer Rechner sich meistens mit der gerin-

geren Sicherheit begnügen wird, die er aus der Uebereinstimmung seiner Resultate für grössere und klei-

nere Schritte gewinnt.”104 Ainsi, Runge praticien se conduit différemment de Runge théoricien. Manifes-

tement, les articles de 1894 et de 1895 ont été écrits selon des points de vue différents : d’un côté, la

théorie garantit que le processus d’approximation converge et qu’il est possible d’apprécier rigoureu-

sement tant l’erreur de méthode que l’erreur de calcul ; de l’autre côté, dans la pratique, on n’en fait rien

par souci d’économie et on se contente de s’arrêter lorsque le passage à un pas plus petit ne modifie pas

les décimales qu’on a décidé de conserver. Il n’y a plus cette belle certitude que Runge voulait donner à

un calcul approché, il reste seulement une bonne probabilité de ne pas obtenir de résultats aberrants.

L’article de Runge de 1895 devait avoir une grande influence sur les mathématiciens appliqués alle-

mands. Outre les prolongements de Heun et Kutta concernant les équations différentielles ordinaires,

étudiés ci-après, il convient de mentionner un mémoire de Richard Gans105 dans lequel on trouve une

transposition intéressante des techniques de Runge aux équations aux dérivées partielles de la forme

∂z
∂y

= f x, y, z,
∂z
∂x





 .

5.3. Heun (1900)

Dans un article paru en 1900106, Karl Heun se place dans la lignée de Runge, qu’il cite dans son intro-

duction, et se lance à son tour dans la recherche d’équations aux différences finies d’ordre supérieur pour

l’équation différentielle dy dx = f (x, y) . S’inspirant directement des méthodes de quadrature de

Gauss107, il introduit le schéma d’approximation

  

∆y = αν f (x + εν .∆x, y + ′∆νy){ }
ν=1

ν=n

∑ .∆x,

où

′∆νy = εν f (x + ′εν .∆x, y + ′′∆ν y).∆x,

′′∆ν y = ′εν f (x + ′′εν .∆x, y + ′′′∆ν y).∆x,

L

∆ν
(m)y = εν

(m−1) f (x, y).∆x,

104 “On peut en outre déterminer mathématiquement la précision de la méthode. Je crois néanmoins qu’une personne prati-
quant le calcul se contentera généralement du degré moins grand de certitude qu’il tirera de la concordance de ses résultats
pour les pas moyennement grands et petits.”
105 “Über die numerische Auflösung von partiellen Differentialgleichungen”, Zeitschrift für Mathematik und Physik, vol. 48,
1903, pp. 394-399.
106 “Neue Methode zur approximativen Integration der Differentialgleichungen einer unabhängigen Veränderlichen”,
Zeitschrift für Mathematik und Physik, 45, Leipzig, 1900, pp. 23-38.
107 C.F. Gauss, “Methodus nova integralium valores per approximationem inveniendi”, Commentaires de la Société scienti-
fique de Göttingen, vol. 3, 1816, pp. 39-76 ; Werke 3, 1876, pp. 165-196.
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et se propose de déterminer les paramètres  αν , εν , ′εν ,K , εν
(m−1) de façon à faire coïncider le plus possible

de termes du développement de Taylor de la valeur approchée ∆y  avec ceux du développement de la vraie

valeur. Rappelons que, conformément à la définition de Runge, on dit que la méthode est d’ordre n

lorsque n termes des deux développements sont identiques.

Par une étude systématique et répétitive, Heun dégage dix méthodes, dont cinq du second ordre, quatre

du troisième ordre et une du quatrième ordre. Parmi les méthodes du second ordre, il retrouve celles

appelées par Runge “trapèzes des tangentes” et “trapèzes des cordes”, ainsi que l’équation aux différences

∆y = 1
2 f (x + ε1∆x, y + ε1 f .∆x) + f (x + ε2∆x, y + ε2 f .∆x){ }∆x ,

où ε1 = 1
2 1− 1

3 3( ) et ε2 = 1
2 1+ 1

3 3( ) . Dans le cas où f ne dépend pas de y, on reconnaît la formule de

Gauss-Legendre à deux points, qui est alors du quatrième ordre.

Parmi les méthodes du troisième ordre, Heun retrouve celle de Runge et en dégage trois autres, dont

une qu’il juge particulièrement simple et intéressante, au point de l’illustrer par un exemple numérique. Il

s’agit du schéma de différences

∆y = 1
4 f (x, y) + 3 f x + 2

3 ∆x, y + ′∆ y( ){ }.∆x

′∆ y = 2
3 f x + 1

3 ∆x, y + 1
3 f .∆x( ).∆x.







C’est cette méthode particulière qui sera appelée par la suite “méthode de Heun” ; elle est plus simple que

celle de Runge en ce sens qu’elle nécessite un appel de moins à la fonction f (trois appels au lieu de

quatre). D’autre part, l’exemple est celui de l’équation

dy
dx

= 1

1+ 0.25 − (x − y)2
,

avec la condition initiale y = 0 pour x = 0. Heun calcule la valeur de y pour x = 1.2 au moyen d’une subdi-

vision régulière en quatre intervalles ; effectuant les calculs avec quatre décimales, il trouve y = 0.8307.

Par ailleurs, l’intégration exacte conduit à l’intégrale x = 1
2 sin y + y , ce qui permet de comparer avec la

“vraie” valeur 0.83077… On peut ainsi apprécier empiriquement la précision de la méthode. De façon gé-

nérale, Heun adopte une attitude pragmatique analogue à celle de Runge. Selon lui, une étude théorique de

l’erreur est inutile pour les praticiens (p. 24) : “Funktionentheoretische Betrachtungen habe ich in der

vorliegenden Darstellung nur andeutungsweise berührt, weil durch ein näheres Eingehen auf dieselben

den praktischen Zwecken nur in geringem Maße gedient wäre”108.

Enfin, Heun découvre une méthode du quatrième ordre, d’expression fort compliquée et finalement

peu pratique car elle impose huit appels à la fonction f. L’article se termine par une extension de ces tech-

niques aux systèmes différentiels du premier ordre, puis aux équations différentielles d’ordre quelconque.

Heun a ainsi magistralement étendu l’idée de Runge, ouvrant la voie à une exploration systématique de ce

nouveau type de méthode. Il est injuste que l’histoire n’ait pas retenu son nom à l’égal de ceux de Runge

et Kutta, d’autant plus que, pendant la seconde guerre mondiale, c’est l’une des méthodes de Heun qui fut

programmée sur le premier calculateur électronique ENIAC afin de calculer des tables de tirs pour des

batteries anti-aériennes109.

108 “Dans cette étude, je n’ai fait qu’effleurer les considérations relatives à la théorie des fonctions, car une étude plus appro-
fondie n’aurait été que de peu d’utilité pour les objectifs pratiques.”
109 Gear and Skeel, “The development of ODE methods”, op. cit., p. 96.
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5.4. Kutta (1901)

Un an à peine après Heun, Wilhelm Kutta reprend la recherche de méthodes de différences finies

d’ordre supérieur110. Après avoir analysé soigneusement les travaux de Runge et Heun, il est conduit à

définir un nouveau schéma général d’approximation, où les paramètres sont à déterminer, comme chez

Heun, de façon à retrouver les termes du développement de Taylor de ∆y  jusqu’à l’ordre souhaité :

  

′∆ = f (x, y)∆x,

′′∆ = f (x + κ∆x, y + κ ′∆ )∆x,

′′′∆ = f (x + λ∆x, y + ρ ′′∆ + (λ − ρ) ′∆ )∆x,

′′′′∆ = f (x + µ∆x, y + σ ′′′∆ + τ ′′∆ + (µ − σ − τ) ′∆ )∆x,

∆V = f (x + ν∆x, y + ϕ ′′′′∆ + χ ′′′∆ + ψ ′′∆ + (ν − ϕ − χ − ψ ) ′∆ )∆x,

M

∆y = a ′∆ + b ′′∆ + c ′′′∆ + d ′′′′∆ + e∆V +L,

L’introduction d’un plus grand nombre de paramètres entraîne certes des calculs plus compliqués

— d’autant plus que les paramètres sont déterminés par un système d’équations non linéaires — mais

permet en revanche une plus grande latitude dans la construction des schémas d’approximation. Pour

faciliter l’utilisation concrète des formules finales, deux conditions essentielles sont imposées : minimiser

le nombre d’appels à la fonction f et se limiter à des coefficients rationnels. Ainsi, alors que Heun s’était

dirigé vers la généralisation des formules de quadrature de Gauss, Kutta reprend, pour des raisons

pratiques, le point de vue initial de Runge, c’est-à-dire l’extension des formules de Newton-Cotes. Par des

développements très techniques et par nature fastidieux, Kutta trouve d’abord diverses méthodes du

premier, second et troisième ordres, dont la plupart de celles déjà présentes chez Heun, puis se consacre

tout spécialement aux quatrième et cinquième ordres.

5.4.1. Méthodes d’ordre 4

Au quatrième ordre, il dégage trois premières généralisations de la règle de Simpson (ce sont cette fois

de vraies généralisations : on retrouve la règle de Simpson lorsque f ne dépend pas de y et, de plus, la

méthode reste du quatrième ordre lorsque f dépend de y). Kutta trouve aussi une généralisation de la for-

mule des trois huitièmes de Newton, qui lui semble particulièrement performante, à tel point qu’il se

l’approprie dans la suite de l’article sous le nom de “méthode de Kutta” :

′∆ = f (x, y)∆x,

′′∆ = f x + 1
3 ∆x, y + 1

3 ′∆( )∆x,

′′′∆ = f x + 2
3 ∆x, y + ′′∆ − 1

3 ′∆( )∆x,

′′′′∆ = f (x + ∆x, y + ′′′∆ − ′′∆ + ′∆ )∆x,

∆y = ′∆ + 3 ′′∆ + 3 ′′′∆ + ′′′′∆
8

.

Le critère de comparaison entre les méthodes est toujours le nombre d’appels à la fonction f. En ce sens, la

“méthode de Kutta” est bien plus simple que l’unique méthode du quatrième ordre qu’avait découverte

Heun (quatre appels au lieu de huit). En cherchant à optimiser dans une autre direction, Kutta dégage plus

loin une dernière méthode du quatrième ordre, qui généralise encore la règle de Simpson, qui apparaît

110 “Beitrag zur näherungsweisen Integration totaler Differentialgleichungen”, Zeitschrift für Mathematik und Physik, 46,
Leipzig, 1901, pp. 435-453.
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comme un perfectionnement de celle de Runge et qui est “presque” du cinquième ordre : si l’on compare

les coefficients du cinquième ordre de la série exacte et de la série approchée, on peut regrouper les termes

en plusieurs paquets, les paquets correspondants étant chaque fois identiques à un facteur près voisin de

l’unité. C’est cette méthode qui est connue aujourd’hui sous le nom de “méthode de Runge-Kutta” :

′∆ = f (x, y)∆x,

′′∆ = f x + 1
2 ∆x, y + 1

2 ′∆( )∆x,

′′′∆ = f x + 1
2 ∆x, y + 1

2 ′′∆( )∆x,

′′′′∆ = f (x + ∆x, y + ′′′∆ )∆x,

∆y = ′∆ + 2 ′′∆ + 2 ′′′∆ + ′′′′∆
6

.

5.4.2. Méthodes d’ordre 5

Au prix de calculs dont la complexité est facile à imaginer, Kutta prétend construire également deux

méthodes du cinquième ordre. Malheureusement pour Kutta, Nyström a découvert en 1925111 que la se-

conde méthode était fondamentalement erronée. De surcroît, en vérifiant les formules du texte, nous avons

trouvé une légère incorrection dans la première méthode. Cette première méthode est indiquée p. 446 :

′∆ = f (x, y)∆x,

′′∆ = f x + ∆x
5 , y + ′∆

5( )∆x,

′′′∆ = f x + 2∆x
5 , y + 2 ′′∆

5( )∆x,

′′′′∆ = f x + ∆x, y + 15 ′′′∆ −20 ′′∆ +9 ′∆
4( )∆x,

∆V = f x + 3∆x
5 , y + 8 ′′′′∆ −52 ′′′∆ +180 ′′∆ −76 ′∆

100( )∆x,

∆VI = f x + 4∆x
5 , y + 8 ′′′′∆ +10 ′′′∆ +60 ′′∆ −18 ′∆

75( )∆x,

∆y = 17 ′∆ +100 ′′′∆ + 2 ′′′′∆ − 50∆V + 75∆VI

144
.

La formule est presque correcte. Il y a seulement une étourderie dans la dernière étape du calcul : Kutta se

trompe en recopiant l’un des coefficients, ce qui entraîne une erreur sur un second coefficient. Il suffit de

remplacer la cinquième ligne par ∆V = f x + 3∆x
5 , y + 8 ′′′′∆ −65 ′′′∆ +180 ′′∆ −63 ′∆

100( )∆x  pour obtenir une vraie

méthode d’ordre 5.

La seconde méthode vient juste après, p. 447 :

′∆ = f (x, y)∆x,

′′∆ = f x + ∆x
3 , y + ′∆

3( )∆x,

′′′∆ = f x + 2∆x
5 , y + 6 ′′∆ +4 ′∆

25( )∆x,

′′′′∆ = f x + ∆x, y + 15 ′′′∆ −12 ′′∆ + ′∆
4( )∆x,

∆V = f x + 2∆x
3 , y + 8 ′′′′∆ −50 ′′′∆ +90 ′′∆ +6 ′∆

81( )∆x,

∆VI = f x + 4∆x
5 , y + 4 ′′′′∆ −5 ′′′∆ +18 ′′∆ +7 ′∆

30( )∆x,

∆y = 48 ′∆ +125 ′′′∆ − 81∆V +100∆VI

192
.

111 “Über die numerische Integration von Differentialgleichungen”, Acta Societatis scientiarum Fennicae, vol. 50, fasc. 13,
1925, p. 5.
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Cette fois, Kutta se trompe beaucoup plus tôt, lors du calcul d’un des premiers coefficients, ce qui entraîne

des erreurs en cascade. Les deux dernières lignes sont à remplacer par :

∆VI = f x + 4∆x
5 , y + 8 ′′′′∆ +10 ′′′∆ +36 ′′∆ +6 ′∆

75( )∆x,

∆y = 23 ′∆ +125 ′′′∆ − 81∆V +125∆VI

192
.

À cause de ces erreurs, les méthodes “d’ordre 5” proposées par Kutta ne sont en fait que d’ordre 2

pour la première et d’ordre 1 pour la seconde ! Si Kutta avait vérifié sérieusement les deux formules ou

s’il les avait testées sur des exemples, il aurait sans doute détecté très vite ses erreurs. On peut penser que

son objectif prioritaire était de battre le record de Heun en montrant la possibilité d’atteindre le cinquième

ordre, et non de publier une formule sûre destinée à une utilisation réelle. Avec ces pages de Kutta, nous

atteignons de toute façon les limites du calcul à la main : ce n’est qu’à une époque récente, à l’aide de cal-

culateurs électroniques, que sera reprise la recherche de méthodes d’ordre supérieur au cinquième112. Ont

été ainsi obtenus des schémas d’ordre 6 par  Hu
(
ta  (1956), Butcher (1964) ; d’ordre 8 par Curtis (1970),

Cooper et Verner (1972) ; d’ordre 10 par Curtis (1975), Hairer (1978).

5.4.3. Un exemple-test

Kutta termine son article en comparant expérimentalement les cinq principales méthodes de diffé-

rences finies sur l’exemple

dy
dx

= y − x
y + x

, avec x = 0, y = 1.

Cet exemple n’est autre que l’un des deux choisis par Runge en 1895. Le problème admet une intégrale

exacte connue lg nat (x2 + y2 ) − 2arc tg x y = 0 , ce qui permet d’évaluer empiriquement la précision des

diverses méthodes d’approximation. Les cinq algorithmes envisagés sont : 1) le développement de Taylor

à l’ordre 4 ; 2) la méthode d’Euler avec partage en quatre de l’intervalle ; 3) la méthode de Runge

d’ordre 3 ; 4) la méthode de Heun d’ordre 3 ; 5) la méthode de Kutta d’ordre 4 qui généralise la règle des

trois huitièmes. Toutes ces méthodes font intervenir quatre appels à la fonction f (ou à ses dérivées pour le

développement de Taylor), sauf la méthode de Heun, qui n’en nécessite que trois. En gros, le but est donc

de comparer la précision à volume de calcul constant.

I II III

Taylor  0,1666667  0,3368533  0,4936913
Euler  0,1754353  0,3573505  0,5367900
Runge  0,1678487  0,3393690  0,4991167
Heun  0,1680250  0,3395806  0,4990390
Kutta  0,1678449  0,3392158  0,4982940
Wahrer Wert  0,1678417  0,3392094  0,4982784

Fehler I II III

Taylor  – 11750  – 23561  – 45871
Euler  + 75936  + 181411  + 385116
Runge  + 70  + 1596  + 8383
Heun  + 1833  + 3712  + 7606
Kutta  + 32  + 64  + 156

∆y

Tableau III.4. Comparaison de cinq méthodes d’intégration numérique (Kutta, 1901)

112 Voir Hairer et al., Solving ordinary differential equations I, op. cit., p. 179.
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Kutta présente (tableau III.4) les valeurs exactes et les résultats donnés par les cinq algorithmes pour

les mêmes pas que ceux que Runge avait choisis en 1895 : x = 0,2 (I), x = 0,5 (II) et x = 1,0 (III). Le

tableau donne aussi les écarts par rapport aux valeurs exactes. Toutes ces valeurs numériques montrent

naturellement que la méthode de Kutta est la plus performante.

En un sens, Kutta termine la longue marche commencée par Euler pour adapter aux équations diffé-

rentielles les méthodes usuelles de calcul approché des intégrales. Alors que, pendant plus d’un siècle, on

n’avait pas réussi à aller au delà de la méthode des trapèzes et de ses diverses variantes, les travaux de

Runge, Heun et Kutta permettent enfin d’accéder aux ordres supérieurs. Deux méthodes simples du qua-

trième ordre sont découvertes, l’une généralisant la règle de Simpson, l’autre la règle des trois huitièmes

de Newton, ainsi qu’une technique pour construire, quasiment à volonté, des méthodes de n’importe quel

ordre. En particulier, la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4, à l’instar de la méthode de Newton pour la

résolution approchée des équations numériques ou de la méthode de Simpson pour le calcul approché des

intégrales, réalise un bon compromis entre rapidité de convergence et facilité pratique de mise en œuvre :

elle est parfaitement adaptée aux besoins courants des ingénieurs et des mathématiciens appliqués. La mé-

thode des différences finies à pas séparés atteint ainsi un point d’équilibre, presque un achèvement.

5.5. Runge (1905)

En 1895, 1900 et 1901, Runge, Heun et Kutta s’étaient contentés de déterminer l’ordre des nouvelles

méthodes approchées qu’ils avaient construites, sans chercher une limite précise des erreurs commises.

Quelque temps plus tard, dans un mémoire peu connu de 1905113, Runge se propose de calculer un majo-

rant rigoureux de l’erreur pour celle des méthodes de Kutta que l’on appelle aujourd’hui “méthode de

Runge-Kutta”. Reprenant sa casquette de théoricien, Runge veut ainsi montrer sur un exemple qu’il est

possible de donner corps à son ambitieux programme de 1894.

Une équation différentielle dy dx = f (xy)  étant donnée, le schéma de différences qui permet de passer

des valeurs initiales x, y à de nouvelles valeurs ′x = x + h, ′y = y + κ  est écrit sous la forme

κ1 = f (xy)h,

κ2 = f x + 1
2 h, y + 1

2 κ1( )h,

κ3 = f x + 1
2 h, y + 1

2 κ2( )h,

κ 4 = f (x + h, y + κ3 )h,

p = κ1 + κ 4

2
, q = κ2 + κ3

2
, κ ≈ q + 1

3 ( p − q).

Pour l’estimation de l’erreur, Runge s’inspire de la méthode de Cauchy. L’hypothèse retenue est que

toutes les dérivées partielles de f jusqu’à l’ordre 4 sont bornées. Le calcul, présenté très clairement, se fait

en trois temps : on évalue successivement l’erreur locale pour un pas, la propagation de l’erreur locale

d’un pas au suivant et enfin l’erreur globale sur le résultat final, qui s’obtient en faisant la somme des

erreurs locales compte tenu de leur propagation.

L’erreur locale pour un pas, notée γ = κ − (q + 1
3 ( p − q)), est considérée comme une fonction de h.

Puisque la méthode est d’ordre 4, on a γ = h4

4!
d 4γ
dh4 (θh), avec 

d 4γ
dh4 (0) = 0. Par ailleurs, on peut écrire

113 “Ueber die numerische Auflösung totaler Differentialgleichungen”, Nachrichten von der königlichen Gesellschaft der
Wissenschaften zu Göttingen, 1905, pp. 252-257.
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1
4!

d 4γ
dh4 (h) = g1(h) + hg2 (h), où g1 et g2  sont des fonctions qui contiennent des dérivées partielles de f res-

pectivement jusqu’à l’ordre 3 et 4, avec de plus g1(0) = 0 . D’après l’hypothèse que toutes les dérivées

partielles de f jusqu’à l’ordre 4 sont bornées, il existe des constantes M1 et M2  telles que g1(h) ≤ M1h  et

g2 (h) ≤ M2. Il existe donc une constante M telle que 
1
4!

d 4γ
dh4 (h) ≤ Mh , d’où finalement γ ≤ Mh5.

Dans un second temps, on suppose que la valeur initiale y est entachée d’une erreur ε et on étudie

comment cette erreur se propage dans le calcul de q + 1
3 ( p − q). En notant m un majorant de ∂f ∂y , on

constate que les erreurs sur κ1, κ2 , κ3, κ 4  sont respectivement majorées par mhε , mhε 1+ 1
2 mh( ) ,

mhε 1+ 1
2 mh 1+ 1

2 mh( )( ), mhε 1+ mh 1+ 1
2 mh 1+ 1

2 mh( )( )( ). Il en résulte que l’erreur sur q + 1
3 ( p − q) est

majorée par mhε (1+ 1
2 mh + 1

6 m2h2 + 1
24 m3h3 ) . En choisissant le pas h assez petit pour que mh < 1, cette

erreur est encore majorée par 41
24 mhε , que l’on notera dans la suite m1hε .

À présent, tout est en place pour l’évaluation de l’erreur globale pour n pas, lorsqu’on calcule succes-

sivement les valeurs

  

x0 , y0 ,

x1 = x0 + h, y1 = y0 + q0 + 1
3 ( p0 − q0 ),

K

xn = xn−1 + h, yn = yn−1 + qn−1 + 1
3 ( pn−1 − qn−1).

Pour le premier pas, pas de difficulté : l’erreur sur y1 vérifie ε1 ≤ Mh5 . Ensuite, la situation se complique :

pour majorer l’erreur sur y2 , il faut tenir compte, en plus de l’erreur locale, de l’erreur sur y1 et de la façon

dont cette erreur se propage dans le calcul de q1 + 1
3 ( p1 − q1) . On obtient ε2 ≤ ε1 + Mh5 + m1hε1 puis, de

même, ε3 ≤ ε2 + Mh5 + m1hε2 , …, εn ≤ εn−1 + Mh5 + m1hεn−1. Par substitution, on aboutit à

  

εn ≤ Mh5 + (1+ m1h)Mh5 + (1+ m1h)2 Mh5 +L + (1+ m1h)n−1 Mh5

= Mh5 (1+ m1h)n −1
m1h

.

En posant xn − x0 = H , de sorte que h = H n , le majorant de l’erreur s’écrit encore

(1)     εn ≤ M
m1

H 4

n4 1+ m1H
n







n

−1



 < M

m1

H 4

n4 em1H −1( ).

On obtient donc une borne d’erreur pour la méthode de Kutta, tout à fait analogue à celle déjà connue pour

la méthode d’Euler d’ordre 1. Runge montre ainsi de façon brillante que la technique de majoration de

l’erreur imaginée par Cauchy en 1824 reste pleinement valable pour les méthodes de différences finies

d’ordre supérieur. Évidemment, le résultat présente surtout un intérêt théorique : l’obtention effective de

l’inégalité (1) nécessiterait le calcul et la majoration des dérivées partielles de f jusqu’à l’ordre 4, alors que

le calcul du développement de Taylor est précisément ce que l’on veut éviter en recourant à la méthode de

Runge-Kutta ! La démonstration de Runge n’en garde pas moins une importance considérable : grâce à

elle, la méthode de Runge-Kutta accède au même niveau de rigueur que la méthode d’Euler-Cauchy et

prend définitivement place au sein des mathématiques. Cependant, contrairement à celui de 1895, l’article

de Runge de 1905 semble être passé complètement inaperçu. En effet, dans un mémoire de 1919114,

H. T. H. Piaggio évoque la nécessité d’évaluer l’erreur commise lors de l’application des méthodes de

Runge, Heun et Kutta, et regrette que Runge “does not give any definite upper limit for this error” !

114 “On the numerical integration of differential equations”, The Philosophical Magazine, s. 6, vol. 37, 1919, pp. 596-600.
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5.6. La diffusion des méthodes de Runge-Kutta

5.6.1. En Allemagne

Dans un premier temps, c’est surtout en Allemagne que les méthodes de Runge-Heun-Kutta ren-

contrent le succès. À Göttingen, des élèves de Runge soutiennent des thèses sur leurs possibles applica-

tions pratiques : Boltze (1908) s’en sert dans l’étude des corps en rotation dans des liquides avec frotte-

ment faible ; Koch (1909) les applique aux courbes de capillarité et à un cas du problème des trois corps.

Les références de ces thèses sont données dans l’article de Runge et Willers de l’Encyclopédie des

sciences mathématiques, mais nous n’avons malheureusement pas pu les consulter : il faudrait aller les

chercher dans les bibliothèques des universités allemandes. Dans le monde des ingénieurs, la formule de

Runge d’ordre trois est employée par Hort115 à l’étude du mouvement dans des machines à un cylindre ;

de même, la formule de Heun d’ordre trois sert à M. T. Huber et S. Fuchs116 pour calculer les trajectoires

de tension principale lors de la déformation de deux cylindres circulaires pressés l’un contre l’autre. Pour

donner une idée des équations différentielles qui pouvaient être concrètement rencontrées par les ingé-

nieurs, voici celle à laquelle aboutissent Huber et Fuchs :

dy
dz

= − b2 + u
b2yz

u2 + b2z2

u
u

b2 + u
− u








2

+ b2yz
b2 + u









2

+ u2 + b2z2

u
u

b2 + u
− u













,

avec u = 1
2

y2 + z2 − b2 + y2 + z2 − b2( )2 + 4b2z2[ ] .

Au vu de cet exemple, on comprend très bien pourquoi, dans l’intégration approchée d’une équation
différentielle dy dz = f (y, z) , l’obsession de Kutta était de minimiser le nombre d’appels à la fonction f,

en priorité absolue sur toute autre considération ! Pour l’exemple de Huber et Fuchs, le calcul d’une seule

valeur de f est si coûteux que, par comparaison, les autres opérations de la formule de quadrature

(multiplications par des coefficients rationnels et additions) interviennent pour une part négligeable dans

le volume total de calcul. Voilà la raison pour laquelle nos deux ingénieurs, à ordre égal de convergence,

ont choisi la formule de Heun (trois appels à la fonction) plutôt que celle de Runge (quatre appels). Cette

préoccupation n’apparaît évidemment pas dans les exemples didactiques, tel celui de Runge : pour l’équa-

tion 
dy
dx

= y − x
y + x

, le calcul d’une valeur de f en plus ou en moins ne modifie pas de façon significative la

complexité du calcul numérique.

Il ne faut pourtant pas croire que les formules de Runge-Heun-Kutta aient été immédiatement adoptées

de façon générale en Allemagne. À la même époque, on trouve encore des ingénieurs qui s’en tiennent à la

méthode d’Euler d’ordre 1. Par exemple, pour le calcul des plaques bombées, Keller117 a besoin d’intégrer

une équation du second ordre de la forme 
d 2ψ
dx2 = f x, ψ ,

dψ
dx





 , avec un second membre des plus rebu-

tants. Pour ce faire, il propose le schéma

dψ
dx x+dx

= dψ
dx x

+ d 2ψ
dx2 dx ,

ψ x+dx = ψ x +
dψ
dx x

dx ,

115 Die Differentialgleichungen des Ingenieurs, Berlin, 1914, pp. 135-163.
116 “Spannungsverteilung bei der Berührung zweier elastischer Zylinder”, Physikalische Zeitschrift, 15, 1914, pp. 298-303.
117 “Berechnung gewölbter Platten”, Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, vol. 56, n° 49, 1912, pp. 1988-1993.
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en prenant la peine de préciser qu’il faut remplacer les différences infiniment petites par des différences

finies ! On reconnaît bien sûr la méthode d’Euler de 1769, appliquée à une équation du second ordre trans-

formée en un système de deux équations du premier ordre.

5.6.2. En France

Les méthodes de Runge font leur entrée en France en 1911, dans le célèbre cours de calcul numérique

de Montessus et Adhémar118. Après avoir rappelé que la méthode des différences de Cauchy est “la plus

naturelle et son champ d’application le plus étendu”, Adhémar expose les trois méthodes de Runge

(trapèzes des cordes, trapèzes des tangentes et méthode d’ordre trois généralisant imparfaitement la règle

de Simpson). Pour cela, il reprend mot pour mot (dans une traduction française) la quasi totalité de l’ar-

ticle de Runge de 1895, avec les deux mêmes exemples ! Nous retrouvons la même façon de rédiger un

traité que chez Lacroix ou Moigno : on met bout à bout plusieurs articles de recherche, sans spécialement

chercher à les refondre dans un tout cohérent. Le plagiat n’ayant pas alors le caractère répréhensible qu’il

a acquis depuis, la principale fonction de ces traités était finalement de diffuser tels quels auprès du “grand

public” les travaux les plus récents des mathématiciens.

À l’École Polytechnique, il semble que la méthode de Runge ait été adoptée un peu plus tard, après la

première guerre mondiale. En effet, si l’on se réfère aux polycopiés de cours de Humbert, qui était alors

professeur d’analyse, on ne trouve rien à ce sujet dans le cours de l’année 1913/14 tandis qu’un supplé-

ment a été ajouté en 1919/20 pour présenter la méthode de Runge d’ordre trois119. Ce supplément a été

rédigé par “Mr Jacques Chapelon, Professeur suppléant” et il est bien précisé que son contenu est “en

dehors des interrogations et examens”.

On retrouve ensuite la méthode de Runge dans le Cours d’analyse que Hadamard, lui aussi professeur

à l’École Polytechnique, a publié en 1930120. Si cet ouvrage mérite d’être cité ici plutôt que d’autres, c’est

parce qu’il contient une version erronée de la méthode en question ! Hadamard la présente sous la forme

bn = bn−1 +
h
6

αn + δn + 4βn( ), avec

αn = f (an−1, bn−1)

βn = f an−1 + 1
2 h, bn−1 + 1

2 hαn( )
δn = f (an−1 + h, bn−1 + hβn ),







avec seulement trois appels à la fonction f au lieu de quatre. Sans faire le moindre calcul, Hadamard

affirme que l’erreur ne porte que sur le terme du quatrième ordre “d’après le principe même de cette mé-

thode”. S’il avait vérifié, il se serait aperçu que son schéma — qui n’est pas du tout celui de Runge —

n’est pas d’ordre 3, mais seulement d’ordre 2. Cette légèreté est d’autant plus surprenante que, dans l’in-

troduction de l’ouvrage, Hadamard déclarait : “je n’ai pas cru pouvoir me dispenser d’accorder une sé-

rieuse attention à l’intégration numérique des équations différentielles”. En réalité, ainsi qu’il en fait

mention, Hadamard s’est directement inspiré d’un mémoire du mathématicien russe A.-N. Kriloff121 (nous

reparlerons de ce mémoire dans le chapitre V, à propos des méthodes d’Adams). Tout simplement — si

l’on peut dire —, Hadamard a recopié une erreur commise par Kriloff122. Il est clair que Kriloff n’a pas lu

118 Calcul numérique, Bibliothèque de mathématiques appliquées, Doin, Paris, 1911, p. 220.
119 Humbert, Cours d’Analyse, École Polytechnique, 2ème Division, 1919-1920, p. 46.
120 Hermann, Paris, 1930, p. 306.
121 “Sur l’intégration numérique approchée des équations différentielles avec application au calcul des trajectoires des projec-
tiles”, Mémorial de l’artillerie française, vol. 6, 1927, pp. 353-423.
122  L’erreur se trouve à la p. 366 du mémoire : Kriloff, voulant effectuer un développement de Taylor en se ramenant à un
développement précédent, remplace partout h par h 2  alors que la substitution n’aurait dû être faite que dans une partie de
l’expression.
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le mémoire de Runge : après en avoir sans doute entendu parler indirectement, il a cherché a reconstituer

lui-même la méthode et s’est trompé. Le plus amusant est que, après avoir comparé sur un exemple la pré-

cision de la (fausse) méthode de Runge à celle de la méthode d’Adams, il conclut sans étonnement à une

supériorité écrasante de la méthode d’Adams et ne comprend pas pourquoi la méthode de Runge est “très

vantée par les Allemands” ! De son côté, si Hadamard avait consulté le mémoire original, ou même le

cours d’analyse de son prédécesseur Humbert à l’École Polytechnique, il n’aurait pas propagé l’erreur.

5.6.3. Dans les pays anglo-saxons

Dans les pays anglo-saxons, il faut attendre beaucoup plus longtemps avant de rencontrer des réfé-

rences aux méthodes de Runge-Kutta. Comme nous l’avons déjà dit à propos du mémoire de Durand

(cf. 4.4.1) et comme nous le développerons longuement dans le chapitre V, les mathématiciens de culture

anglaise ont toujours préféré les méthodes multipas issues de la tradition newtonienne. Il est vrai que ces

méthodes n’ont pas l’inconvénient mis en exergue par Kutta : dans une méthode multipas, on ne fait qu’un

seul appel par pas à la fonction du second membre, tout le reste de l’algorithme se résumant à des calculs

élémentaires de différences.

En dehors du court article de Piaggio de 1919 (cf. 5.5), la première référence que nous ayons trouvée

se situe dans le livre d’analyse numérique de Whittaker et Robinson, paru en 1924123. Après une présen-

tation très détaillée de la méthode d’Adams, on découvre une simple note complémentaire de quelques

lignes pour signaler que “on the other methods which have been proposed for integrating differential

equations, the best known is that of Runge (1895), improved and extended by Kutta (1901)”124. En 1932,

on relève la même indifférence dans un article de synthèse, par ailleurs fort intéressant, de H. Levy125 : les

noms de Runge et de Kutta sont mentionnés sans commentaire au détour d’une phrase, alors que de nom-

breuses autres méthodes font l’objet de longs développements. Encore plus récemment, dans un livre paru

en 1953126, William Edmund Milne, un grand spécialiste américain de l’analyse numérique des équations

différentielles, consacre une trentaine de pages aux méthodes multipas et seulement deux à la méthode de

Runge-Kutta ! Milne écrit : “[This method] is celebrated, especially on the continent of Europe, and is

usually designated by the names of the principal authors, Runge and Kutta”127. Milne s’acharne ensuite à

mettre en évidence les défauts de la méthode de Runge-Kutta, allant même jusqu’à fabriquer, avec un

malin plaisir, des exemples pour lesquels la méthode de Runge-Kutta conduit à des erreurs cent fois

supérieures à celles engendrées par une méthode multipas bien choisie !

Pour conclure, nous résumerons en disant que, pendant le premier quart du 20e siècle et parfois au

delà, les méthodes de Runge-Kutta ont suscité l’enthousiasme en Allemagne, ont été diffusées timidement

et maladroitement en France, ont rencontré l’indifférence, voire le mépris, dans les pays anglo-saxons.

123 The calculus of observations. A treatise on numerical mathematics, Blackie, London and Glasgow, 1ère éd., 1924 ; 4e éd.,
1944, p. 367.
124 “Quant aux autres méthodes proposées pour l’intégration des équations différentielles, la plus connue est celle de Runge
(1895), améliorée et généralisée par Kutta (1901).”
125 “A numerical study of differential equations”, The Journal of the London Mathematical Society, 7, 1932, pp. 305-318.
126 Numerical solution of differential equations, Wiley, New York, 1953.
127 “[Cette méthode] est célèbre, spécialement sur le continent européen, et est habituellement désignée par le nom de ses
principaux auteurs, Runge et Kutta.”
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Conclusion

Trois hommes dominent ce chapitre : Euler, Cauchy et Runge. Ils ont fondé une branche de l’analyse

numérique moderne des équations différentielles, celle reposant sur la méthode des différences finies à pas

séparés :

1) Euler a mis en pratique l’idée polygonale de Leibniz dans de profondes recherches de balistique et

de mécanique céleste. Par l’intermédiaire des Institutiones calculi integralis de 1768-69, il a contribué à

diffuser largement la “méthode d’Euler avec développement de Taylor”.

2) Dans son enseignement à l’École Polytechnique, Cauchy a montré la convergence de la méthode

d’Euler du premier ordre, établissant ainsi l’existence d’une solution au “problème de Cauchy”, et a

évalué l’erreur de méthode.

3) À la fin du 19e siècle, Runge s’est inspiré des idées de Cauchy pour évaluer, outre l’erreur de

méthode, l’erreur de calcul. Par ailleurs, afin de remplacer le lourd développement de Taylor, il a ouvert

la voie à la recherche systématique de méthodes de différences finies d’ordre supérieur généralisant les

formules de quadratures de Newton-Cotes et de Gauss-Legendre.

L’ensemble apparaît comme une longue quête pour étendre aux équations différentielles l’une des

grandes familles de méthodes de quadratures numériques, quête butant longuement sur la méthode des

trapèzes (Cauchy, Coriolis), puis sur celle de Simpson (Runge, Heun), avant de culminer avec la décou-

verte par Kutta d’une véritable transposition d’ordre 4 de cette même règle de Simpson.

Pour ce qui relève de la pratique du calcul numérique, on observe une grande continuité : les conseils

d’Euler sont scrupuleusement suivis par tous. Si la théorie progresse, avec des exigences croissantes quant

à l’évaluation rigoureuse des différentes sources d’erreur, on reste pragmatique lors des calculs effectifs,

pour lesquels on se contente d’une appréciation empirique de la précision. La découverte de méthodes

d’ordre de convergence de plus en plus grand renforce la confiance dans les résultats obtenus, mais le fait

qu’une erreur de méthode faible puisse être dominée par une erreur d’arrondi importante due au grand

nombre de calculs intermédiaires nécessaires est encore mal perçu, si ce n’est incidemment par Runge.

Ce chapitre aurait pu être entièrement allemand. En effet, si l’on met bout à bout les travaux d’Euler,

de Lipschitz, de Runge, de Heun et de Kutta, on obtient un exposé complet et autonome de la méthode, à

la fois du point de vue théorique et du point de vue pratique. En réalité, les choses ne se sont pas déroulées

de cette façon : le rôle de Cauchy a été déterminant. Ce sont les travaux de Cauchy qui ont servi de

catalyseur auprès de Runge, et non ceux de Lipschitz. Le fait que Cauchy se soit largement intéressé à

l’aspect numérique du problème y est sans doute pour beaucoup.

Nous avons rassemblé dans un tableau final les principales équations aux différences rencontrées tout

au long de ce chapitre, avec des notations unifiées afin de faciliter la comparaison.

Tableau III.5. Principales méthodes de différences finies à pas séparés (page suivante)
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Nom Équation aux différences Ordre
Utilisation
pratique ou

exposé didactique

Majoration de
l’erreur ou calcul

de son ordre

méthode d’Euler
explicite

∆y = f (x, y) ∆x 1 Euler (1759)
Euler (1768)
Condorcet (1768)

Cauchy (1824)
Coriolis (1837)
Lipschitz (1868)
Runge (1894)

méthode d’Euler
implicite

∆y = f (x + ∆x, y + ∆y) ∆x 1 Leibniz (1694)
Cauchy (1824)

méthode d’Euler
avec développe-
ment de Taylor

∆y = d k−1

dxk−1 [ f (x, y)]
∆xk

k !k=1

m

∑
m Lambert (1767)

Euler (1768)
Hill (1878)

Coriolis (1837)

méthode
d’Euler-Otto ∆y = tan

tan−1 f (x, y) + tan−1 f (x + ∆x, y + ∆y)
2







∆x
2 Euler (1753)

Legendre (1782)
Otto (1842)

méthode implicite
des trapèzes ∆y = f (x, y) + f (x + ∆x, y + ∆y)

2
∆x

2 Cauchy (1824)
Didion (1848)
Durand (1898)

∆y = f (x, y) f (x + ∆x, y + ∆y) ∆x 2 Euler (1774)

∆y = f (t, y) dt
x

x+∆x

∫ 1 Cauchy (1824)

∆y = f (t, y + ∆y) dt
x

x+∆x

∫ 1 Cauchy (1824)

∆y = f (x, y) + f (x, y + f (x, y) ∆x)
2

∆x
1 Coriolis (1837) Coriolis (1837)

(majoration fausse)

∆y = e
∂f
∂y

(t, y)dt
u

x+∆x⌠
⌡ f (u, y) du

x

x+∆x
⌠
⌡

2 Coriolis (1837) Coriolis (1837)

méthode des
trapèzes des cordes ∆y = f (x, y) + f (x + ∆x, y + f (x, y) ∆x)

2
∆x

2 Runge (1895) Runge (1895)

méthode des tra-
pèzes des tangentes

∆y = f x + 1
2 ∆x, y + 1

2 f (x, y) ∆x( ) ∆x 2 Runge (1895) Runge (1895)

méthode de Runge
∆y = ′∆ + 4 ′′∆ + ′′′′∆

6
,

avec 

′∆ = f (x, y) ∆x

′′∆ = f x + 1
2 ∆x, y + 1

2 ′∆( ) ∆x

′′′∆ = f x + ∆x, y + ′∆( ) ∆x

′′′′∆ = f x + ∆x, y + ′′′∆( ) ∆x










3 Runge (1895) Runge (1895)

méthode de Heun
∆y = ′∆ + 3 ′′′∆

4
,

avec 

′∆ = f (x, y) ∆x

′′∆ = f x + 1
3 ∆x, y + 1

3 ′∆( ) ∆x

′′′∆ = f x + 2
3 ∆x, y + 2

3 ′′∆( ) ∆x








3 Heun (1900) Heun (1900)

méthode de Kutta
∆y = ′∆ + 3 ′′∆ + 3 ′′′∆ + ′′′′∆

8
,

avec

′∆ = f (x, y) ∆x

′′∆ = f (x + 1
3 ∆x, y + 1

3 ′∆ ) ∆x

′′′∆ = f (x + 2
3 ∆x, y + ′′∆ − 1

3 ′∆ ) ∆x

′′′′∆ = f (x + ∆x, y + ′′′∆ − ′′∆ + ′∆ ) ∆x










4 Kutta (1901) Kutta (1901)

méthode de
Runge-Kutta ∆y = ′∆ + 2 ′′∆ + 2 ′′′∆ + ′′′′∆

6
,

avec

′∆ = f (x, y) ∆x,

′′∆ = f (x + 1
2 ∆x, y + 1

2 ′∆ ) ∆x

′′′∆ = f (x + 1
2 ∆x, y + 1

2 ′′∆ ) ∆x

′′′′∆ = f (x + ∆x, y + ′′′∆ ) ∆x










4 Kutta (1901) Kutta (1901)
Runge (1905)
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La méthode des
approximations successives

Ayant ainsi une première valeur
approchée des variables, on
substitua dans les équations
différentielles, au lieu de chaque
variable, cette valeur, plus une
très petite indéterminée dont on
négligea le carré et les
puissances supérieures, et, en
continuant d’opérer ainsi, on eut
une seconde, une troisième, etc.
valeur approchée. Cette méthode,
analogue à celle de Newton pour
déterminer par approximation les
racines des équations
numériques, se présenta
naturellement aux géomètres qui
résolurent les premiers le
problème des trois corps.

Pierre-Simon de Laplace, 1776.
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Introduction

Le principe des approximations successives — se servir d’une solution approchée grossière d’un pro-

blème pour construire une nouvelle solution plus précise — est utilisé depuis longtemps, sous diverses

formes, pour la résolution des équations numériques. En dehors d’une première apparition chez Héron

d’Alexandrie, au 1er siècle, pour le cas très particulier du calcul des racines carrées, Roshdi Rashed1 a

montré que la méthode était essentiellement connue des mathématiciens arabes al- T⋅ usı , au 12e siècle, et

al-  Ka
(
sı , au 15e siècle, qui cherchaient à remédier à l’absence d’une solution explicite par radicaux pour

les équations algébriques de degré supérieur au second. Sans que l’on sache s’il y a eu transmission ou

redécouverte, la même méthode se retrouve en Occident chez Viète (1600), Kepler (1618), Harriot (1631),

Oughtred (1652) et d’autres, avant que Newton ne l’expose de manière systématique dans le De analysi

per aequationes numero terminorum infinitas de 1669, puis dans le Methodus fluxionum et serierum infi-

nitarum de 1671 et divers écrits ultérieurs. Nous avons vu (cf. chap. II, 1.1 et 1.2) comment Newton, allant

considérablement plus loin que ses prédécesseurs, a progressivement élargi la technique d’obtention de

racines par extractions successives jusqu’à ce qu’elle puisse s’appliquer indifféremment aux équations

numériques et aux équations littérales, aux équations algébriques et aux équations transcendantes, aux

équations implicites traditionnelles et aux nouvelles équations fluxionnelles. En ce qui concerne les équa-

tions différentielles et bien que cela soit rarement mis en valeur, il est clair que Newton est l’unique inven-

teur de la méthode des approximations successives, celle des trois versions de la méthode des séries que

nous allons étudier plus en détail dans ce chapitre.

L’histoire de la méthode des approximations successives a été esquissée par Painlevé2 au début du

siècle : selon lui, la “méthode a été depuis longtemps employée par les astronomes. J. Liouville en a dé-

montré la convergence dans un cas particulier, mais A. L. Cauchy semble avoir donné auparavant dans

son enseignement une démonstration générale de cette convergence. Cette démonstration est exposée par

F. N. M. Moigno qui, pour plus de simplicité, l’applique à l’équation linéaire du second ordre

d 2y dx2 = X(x)y. (…) Cette méthode a été retrouvée dans toute sa généralité par E. Picard.”

Depuis Painlevé, de nombreux historiens ont repris cette analyse des sources sans apporter d’élément

véritablement nouveau. Plusieurs questions méritaient cependant d’être posées : En quoi consistent les

approximations successives des astronomes ? Comment se rattachent-elles à la méthode initiale de

Newton d’une part, à la méthode moderne de Picard d’autre part ? Qui a conçu la première preuve de la

convergence : Liouville ou Cauchy ? Cauchy a-t-il réellement prouvé cette convergence en toute généra-

lité ? Est-ce seulement “pour plus de simplicité” que Moigno s’est restreint à certaines équations différen-

tielles linéaires ?

1 Entre arithmétique et algèbre. Recherches sur l’histoire des mathématiques arabes, Les Belles Lettres, Paris, 1984, chap. 3 :
“Équations numériques”.
2 “Existence de l’intégrale générale. Détermination d’une intégrale particulière par ses valeurs initiales”, Encyclopédie des
sciences mathématiques pures et appliquées, t. 2, vol. 3, fasc. 1, Paris-Leipzig, 1910, pp. 13-16.
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En lien ou non avec ces questions, les historiens se sont presque toujours intéressés au processus itéra-

tif en tant que troisième méthode de démonstration d’existence et d’unicité de la solution du problème de

Cauchy, après la méthode polygonale et le calcul des limites. De notre côté, conformément à notre pro-

blématique générale, nous considérerons aussi la méthode des approximations successives comme une

méthode d’intégration numérique. Toutefois, pour la commodité de l’exposition, l’essentiel de ce qui

concerne l’aspect proprement numérique sera repoussé au chapitre V.
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1. Les approximations successives des astronomes

C’est en astronomie que l’idée originale de Newton devait connaître ses applications les plus ambi-

tieuses. Dans ce domaine, “méthode des approximations successives” et “méthode des perturbations” sont

souvent synonymes. Pour préparer l’analyse de ce que recouvrent ces expressions, nous allons commencer

par examiner quelques textes des pionniers de la mécanique céleste (Clairaut, d’Alembert, Euler).

1.1. Les pionniers de la mécanique céleste

L’année 1747 fut une année de grâce pour la mécanique céleste. À peu près simultanément, trois géo-

mètres de première grandeur, Clairaut, d’Alembert et Euler, réussirent à mettre en équations le problème

des trois corps et à en donner les premières solutions approchées analytiques sous forme de développe-

ments en séries. Le 27 juillet 1747, Euler déposa à l’Académie des Sciences sa fameuse pièce sur les

mouvements de Jupiter et de Saturne, qui devait remporter le prix de 1748 (cf. chap. II, 3.1.2). Le 6 sep-

tembre, sans avoir eu connaissance du travail d’Euler, Clairaut remit au secrétaire perpétuel une enveloppe

cachetée contenant le fondement de sa théorie de la Lune3. Clairaut fit ensuite diverses communications

qui provoquèrent la réaction de d’Alembert. Ce dernier écrivit plus tard4 : “M. Clairaut lut à l’assemblée

publique de l’Académie le 15 Novembre 1747 un Mémoire dans lequel il prétendait que le mouvement de

l’Apogée de la Lune trouvé par la théorie, est la moitié plus lent que ne le donnent les observations. (…)

Tous les journaux firent mention de ce Mémoire, & quoique dans le même temps je fusse parvenu au

même résultat que M. Clairaut sur le mouvement de l’Apogée par une méthode très simple, & dont la

bonté ne m’était pas suspecte, je ne jugeai point à propos d’en rien publier alors. Une lettre que je reçus

quelque temps après de M. de Maupertuis, m’apprit que M. Euler était arrivé longtemps avant nous par

une autre méthode à la même conclusion, ce qui me confirma dans mon sentiment.”

Si les querelles de priorité firent rage, il n’y eut jamais d’accusation de plagiat : chacun des trois prota-

gonistes reconnut avec élégance que les méthodes des deux autres étaient différentes et indépendantes des

siennes. Les mémoires et ouvrages que Clairaut, d’Alembert et Euler consacrèrent par la suite au pro-

blème des trois corps représentent plusieurs milliers de pages. L’histoire de cette phase cruciale de la mé-

canique céleste est malheureusement très mal connue. En particulier, l’analyse des techniques mathéma-

tiques qui furent créées ou approfondies pour l’occasion reste presque entièrement à faire. Il faut avouer

que, par manque de points de repère, nous avons eu du mal à naviguer dans cette immense littérature. Pour

ce qui suit, nous avons sélectionné, sans aucune prétention à l’exhaustivité, quelques textes permettant de

cerner comment chacun des trois mathématiciens a mis en œuvre l’idée des approximations successives.

Les premiers textes dans lesquels apparaît cette idée sont deux mémoires que Clairaut et d’Alembert pré-

3 Voir René Taton, “Inventaire chronologique de l’œuvre d’Alexis-Claude Clairaut (1713-1765)”, Revue d’histoire des
sciences, t. 29, 1976, pp. 97-122 ; t. 31, 1978, pp. 268-271.
4 Recherches sur différents points importants du système du monde, Première partie, Paris, 1754, p. 113.
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sentèrent à peu près simultanément devant l’Académie des Sciences : celui que Clairaut déposa le 6

septembre 1747 et lut le 15 novembre 17475, et celui que d’Alembert déposa le 6 novembre 1747 et lut le

28 février 17486. Ne pouvant départager les deux concurrents, l’Académie décida de publier leurs mé-

moires à la suite l’un de l’autre dans son recueil de 1745. Toutefois, nous n’exploiterons pas directement

ces textes fondateurs7 car leur contenu a été repris avec beaucoup plus de détails dans les écrits ultérieurs

des deux mathématiciens.

1.1.1. Les approximations successives de Clairaut

Jeune prodige, Alexis-Claude Clairaut8 aurait appris à lire dans les Éléments d’Euclide et se serait

lancé dès l’âge de dix ans dans l’étude de l’Analyse des infiniment petits du Marquis de l’Hospital.

En 1731, ayant tout juste dix-huit ans, il est reçu à l’Académie des Sciences après avoir été remarqué pour

des recherches sur les courbes à double courbure. En 1732, à la suite de son ami Maupertuis, il se rallie à

la théorie newtonienne de l’attraction. Dès lors, une grande partie de son activité scientifique aura pour but

de vérifier, développer, promouvoir les idées newtoniennes, depuis l’expédition scientifique en Laponie

pour déterminer la forme de la Terre jusqu’à l’assistance apportée à Mme du Châtelet dans la traduction et

le commentaire des Principia. Après la mise en équations du problème des trois corps en 1747 (cf. chap. I,

2.1.3), les recherches de Clairaut en mécanique céleste s’organisent successivement autour de deux

grandes applications. C’est tout d’abord la théorie du mouvement de la Lune, dont la connaissance précise

est indispensable à la navigation. Sans parler de divers mémoires présentés à l’Académie, la principale

contribution de Clairaut consiste en la pièce qui remporta en 1750 le prix de l’Académie impériale des

Sciences de Saint-Pétersbourg. Nous nous référerons à la seconde édition de cette pièce, publiée à Paris

en 17659. À partir de 1757, les recherches de Clairaut prennent une nouvelle orientation, provoquée par le

retour annoncé de la comète de Halley. Là encore, ses publications sont nombreuses ; pour ce qui est de la

théorie du mouvement des comètes, nous exploiterons principalement un ouvrage de synthèse de 176010.

Dans la théorie de la Lune comme dans celle des comètes, Clairaut utilise la même forme (à quelques

détails près) des équations du problème des trois corps. Dans les deux cas, ces équations sont résolues par

approximations successives, avec cependant une différence fondamentale : pour la Lune, Clairaut procède

à une intégration approchée analytique fondée sur des développements en séries alors que, pour la comète

de 1759, la nature du problème le conduit à une intégration approchée numérique reposant sur des quadra-

tures mécaniques. Les calculs concernant la comète de Halley seront étudiés dans le chapitre V. Pour

l’instant, nous allons nous consacrer au mouvement de la Lune.

La Théorie de la Lune commence par le Problème I (p. 1) : “On demande l’équation d’une courbe

Mmµ décrite par un corps jeté avec une vitesse et suivant une direction quelconques ; en supposant ce

corps soumis à l’attraction de deux forces, l’une Σ qui tend vers un centre T, l’autre Π perpendiculaire à

5 “Du système du monde dans la gravitation universelle” (mémoire lu le 15 novembre 1747), Histoire de l’Académie des
Sciences de Paris, 1745, pp. 329-364.
6 “Méthode générale pour déterminer les orbites et les mouvements de toutes les planètes, en ayant égard à leur action mu-
tuelle” (mémoire lu le 28 février 1748), Histoire de l’Académie des Sciences de Paris, 1745, pp. 365-390.
7 Signalons simplement que, dans le volume de 1745 de l’Académie des Sciences, l’idée des approximations successives se
trouve à la p. 341 du mémoire de Clairaut et à la p. 375 de celui de d’Alembert.
8 Sur Clairaut, voir P. Brunet, “La vie et l’œuvre de Clairaut”, Revue d’histoire des sciences, t. 4, 1951, pp. 13-40 et 109-153 ;
t. 5, 1952, pp. 334-349 ; t. 6, 1953, pp. 1-17.
9 Théorie de la Lune déduite du seul principe de l’attraction réciproquement proportionnelle aux quarrés des distances,
seconde édition à laquelle on a joint des Tables de la Lune, construites sur une nouvelle révision de toutes les espèces de calcul
dont leurs équations dépendent, Dessaint & Saillant, Paris, 1765.
10 Théorie du mouvement des comètes, dans laquelle on a égard aux altérations que leurs orbites éprouvent par l’action des
planètes, avec l’application de cette théorie à la comète qui a été observée dans les années 1531, 1607, 1682 et 1759, Lambert,
Paris, 1760.
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cette direction.” La formulation et les notations sont très proches de celles de Newton dans les Principia.

Le corps M dont on étudie le mouvement est évidemment la Lune ; le centre T représente la Terre ; la

force accélératrice est décomposée en une partie dirigée vers T, qui s’écrit Σ = M rr + Φ , et une partie Π
perpendiculaire à la précédente ; dans cette décomposition, le terme M rr  traduit l’attraction de la Terre

tandis que les termes Φ et Π résument l’action perturbatrice du Soleil.

En désignant par x le temps, par r le rayon vecteur TM et par v l’angle BTM que fait le rayon TM avec

une droite fixe BT, Clairaut écrit les équations différentielles du mouvement de M en coordonnées

polaires :

(1)     rddv + 2drdv = Πdx2 , & rdv2 − ddr = M
rr
+ Φ



 dx2 .

Après multiplication par r, une intégration ingénieuse de la première équation du système (1) conduit à

une formule contenant une constante arbitraire f :

dx = r2dv

f 2 + 2 Π r3dv∫
.

Cette formule montre que, “lorsque la courbe sera connue”, c’est-à-dire lorsque l’on connaîtra la valeur

de r en fonction de v, le temps x s’en déduira par une simple quadrature. Par élimination du temps dans la

seconde équation du système (1), on obtient ensuite “l’équation très simple”

(2)     s + dds
dv2 + Ω = 0 ,

où l’on a fait le changement de variable s = 1− f 2 M r  et où l’on a posé

Ω =

Φ rr
M

+ Π rdr
M dv

− 2
Π r3dv

f 2
⌠
⌡

1+ 2
Π r3dv

f 2
⌠
⌡

.

Clairaut multiplie l’équation (2) par dv.cosv  et l’intègre, puis multiplie le résultat par dv cos.v2  (lire

dv cos2 v) et procède à une seconde intégration pour aboutir, après élimination de s, à “l’équation

cherchée de la courbe” :

(3)     
f 2

Mr
= 1− gsin.v − ccos.v + sin.v Ωdv∫ cos.v − cos.v Ωdv∫ sin.v,

dans laquelle g et c sont les constantes arbitraires issues des deux intégrations. L’avantage de la forme de

l’expression (3) est que “la première partie f 2 Mr = 1− gsin.v − ccos.v  exprime la section conique qui

serait décrite par la seule force M rr ”, en l’absence des forces perturbatrices.

Tout est maintenant en place pour décrire le processus d’approximation (p. 6) : “Quant à la seconde

partie de cette équation
 
sin.v Ωdv∫ cos.v − cos.v Ωdv∫ sin.v, qui exprime la correction qu’il faut faire à la

valeur 1− gsin.v − ccos.v de f 2 Mr  lorsqu’on veut avoir égard aux forces Π et Φ, il est évident qu’elle

donnera tout de suite, & sans rien négliger, la correction cherchée lorsque Φ et Π seront exprimées de

manière que Ω (…) ne dépendra que de l’angle v & de constantes ; & qu’elle fournira un moyen de dé-

terminer cette correction par approximation, quelles que soient les valeurs de Π  et Φ  (pourvu qu’on

connaisse d’abord à peu près l’orbite) en substituant dans Ω à la place de r la valeur tirée de la supposi-

tion faite pour la nature de cette orbite.”
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Résumons l’essentiel de la méthode en ayant à l’esprit que les forces Π et Φ dépendent de la position

du point M, c’est-à-dire de r et de v, et que, par suite, la quantité Ω est fonction de r, de v et de dr dv .

Clairaut est parti de l’équation différentielle (2), qui pourrait s’écrire

d 2r
dv2 = F v, r,

dr
dv





 ,

et, par deux intégrations, l’a transformée en l’équation intégrale (3), de la forme

r = G v, r,
dr
dv





 .

À partir d’une “supposition faite pour la nature de l’orbite”, c’est-à-dire à partir d’une première valeur r0

de la fonction inconnue r, on obtient une valeur corrigée de cette même fonction en substituant r0 dans le

second membre, soit

r1 = G v, r0 ,
dr0

dv




 .

Fort éloignée des procédés de Newton, la méthode de Clairaut n’est autre finalement que la méthode

des approximations successives de Picard dans toute sa pureté : transformation de l’équation différen-

tielle en une équation intégrale équivalente et itération à partir d’une valeur initiale.

La suite du texte aborde divers points techniques : détermination des constantes d’intégration f, g, c à

partir de la position et de la vitesse initiales du corps M, intégration du second membre de (3) lorsque Ω
est développé en série trigonométrique par rapport à v, détermination d’une ellipse mobile pouvant servir

de meilleure valeur initiale que l’ellipse immobile qui serait décrite en l’absence des forces perturbatrices.

L’idée sous-jacente à ces préparatifs est que, avec une “bonne” valeur initiale et en conservant suffisam-

ment de termes dans le développement en série de Ω, une seule correction devrait suffire pour obtenir une

précision convenable. Une fois ces lemmes utilitaires démontrés, il ne reste plus — en théorie — qu’à

procéder au calcul explicite des forces perturbatrices du Soleil et à l’intégration approchée effective des

équations. En fait, ces calculs se révèlent extrêmement complexes car les trois corps ne sont pas dans un

même plan : Clairaut est amené à perfectionner progressivement ses formules en faisant entrer en jeu l’in-

clinaison de l’orbite lunaire par rapport à l’écliptique, puis les variations du nœud et de l’inclinaison de

cette orbite. Nous n’irons pas plus avant dans la description de ces développements touffus qui occupent

l’essentiel du livre. Il nous suffira d’avoir mis en évidence le principe lumineux qui les sous-tend.

1.1.2. Les approximations successives de d’Alembert

La théorie de la Lune de d’Alembert est assez voisine de celle de Clairaut. On peut la trouver dans la

première partie des Recherches sur différents points importants du système du monde, ouvrage déjà cité.

D’Alembert note x et z les coordonnées polaires de la Lune (x pour le rayon vecteur, z pour l’angle), ψ et π
les forces perturbatrices (ψ pour la force radiale, π pour la force perpendiculaire), g et h des constantes

dépendant de la position et de la vitesse initiales. En posant u = 1 x , il aboutit à une équation du second

ordre identique, aux notations près, à celle de Clairaut :

ddu + udz2 − dz2

uugg
×

ψ − πdu
udz

1+ 2
πdz

u3g2h2
⌠
⌡

= 0.
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Pour l’intégration, d’Alembert remarque que l’orbite de la Lune ne diffère pas beaucoup d’un cercle,

ce qui l’amène à poser u = K + t , où K serait la valeur de u “si la Lune décrivait un cercle parfait”.

L’avantage de ce changement de variables est que la nouvelle quantité t reste très petite : il est donc pos-

sible de recourir aux “Méthodes connues pour la solution des Problèmes où l’on néglige de petites quan-

tités, c’est-à-dire en employant dans chaque correction une valeur de plus en plus exacte du rayon vec-

teur”. Dans cette phrase (p. xxxv du “Discours préliminaire”), d’Alembert fait évidemment allusion à la

méthode de Newton d’extraction des termes successifs d’un développement en série. Ici, après quelques

hypothèses simplificatrices destinées à prendre en compte les variations de l’inclinaison et du nœud de

l’orbite lunaire sans compliquer exagérément le calcul, l’équation vérifiée par t se met sous la forme

(1)     ddt + N 2tdz2 + Mdz2 = 0 ,

où N est une constante et M une fonction de t, de dt dz  et de sinus et cosinus d’angles dépendant de z.

Plus précisément, après développement des forces perturbatrices, la fonction M du second membre devient

une expression du type

  
M z, t,

dt
dz





 = (A0 (z) + A1(z)t + A2 (z)t2 +L) + dt

dz
(B0 (z) + B1(z)t + B2 (z)t2 +L) ,

où les Ai (z) et les Bi (z)  sont des fonctions trigonométriques de z. En pratique, on ne garde naturellement

que quelques termes du développement précédent, selon la précision souhaitée.

D’Alembert consacre tout le chapitre V (intitulé “Propositions de Géométrie nécessaires pour intégrer

l’équation de l’orbite lunaire”) au cas où la fonction M, ne contenant ni t, ni dt dz , se réduit à11

M = H + BCos. A + pz + CCos.D + qz + E Cos.F + rz &c.+ GSin. L + sz + PSin.Q + kz + &c.

Dans ce cas particulier où l’équation (1) est simplement une équation linéaire du second ordre à coeffi-

cients constants avec second membre, l’intégration se fait en exprimant les sinus et cosinus par des expo-

nentielles imaginaires. Le résultat est consigné dans un “article 25”, auquel il sera souvent fait référence.

Pour le cas général, la technique d’intégration approchée est décrite à partir de la p. 33 : “on effacera

d’abord dans la quantité M tous les termes où t & dt dz  se rencontrent, comme étant fort petits par rap-

port aux autres (…) : en cet état la quantité M sera de la forme qui a été supposée dans l’art. 25, & l’inté-

gration n’aura par conséquent aucune difficulté. Quand on aura ainsi trouvé la valeur approchée de t, on

substituera cette valeur & celle de la quantité dt dz  dans la quantité M, & on aura une nouvelle expres-

sion plus exacte de cette quantité M, laquelle ne contiendra encore que des quantités de la forme de celles

de l’art. 25, & qu’on intégrera par conséquent avec facilité. En opérant ainsi de suite, on approchera tou-

jours de plus en plus de la vraie valeur de t.”

En résumé, d’Alembert a ramené la théorie de la Lune à une équation de la forme

d 2t
dz2 + N 2t + M z, t,

dt
dz





 = 0,

pour laquelle des solutions approchées successives tn  sont obtenues en intégrant les équations linéaires du

second ordre à coefficients constants

d 2tn+1

dz2 + N 2tn+1 + M z, tn ,
dtn

dz




 = 0 .

11 Prendre garde que Cos.A + pz signifie cos(A + pz).
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D’un point de vue concret, on peut passer d’une étape à la suivante en posant tn+1 = tn + u , en écrivant une

nouvelle équation différentielle par rapport à u et en effaçant dans la seconde partie de l’équation les

termes en u et en du dz , tout comme lors de la première étape. Cela permet, à la manière de Newton, de

dégager à chaque itération un nouveau terme d’un développement en série de t sans avoir à refaire les cal-

culs liés aux termes précédents. Ainsi que le souligne d’Alembert (p. 109), “ces corrections réitérées

n’allongent en aucune manière le calcul, puisque toutes les opérations que l’on fait dans une des correc-

tions sont toujours utiles pour la suivante”.

De même que pour la théorie de la Lune de Clairaut, nous laisserons de côté les détails d’un calcul

aride occupant au total une centaine de pages. Reportons-nous plutôt directement au chapitre XV, intitulé

“Réflexions sur les calculs précédents”. Ce chapitre est passionnant car on y voit d’Alembert analyser sa

méthode avec un recul pénétrant tout en la comparant à celles de ses concurrents. D’Alembert fait d’abord

allusion à l’intégration directe par des séries trigonométriques employée par Euler dans la pièce sur le

mouvement de Saturne (cf. chap. II, 3.1.2) :

“À l’égard de l’intégration de cette équation, ou, ce qui revient au même, de la valeur de u qu’on en

doit tirer, j’aurais pu aussi me servir pour cela d’une Méthode fort simple ; car je n’avais qu’à supposer

u = R + PCos. Nz + DCos.2z − 2nz +GCos.2z − 2nz − Nz, &c.  R, P, D, G étant des coefficients indéter-

minés, & substituant ces valeurs dans l’équation différentielle, déterminer à l’ordinaire la valeur de

chaque coefficient. Cette manière d’appliquer la Méthode des indéterminées à la solution du Problème

dont il s’agit, est sans comparaison la plus courte et la plus facile de toutes, puisqu’elle ne demande ni

intégration ni aucune adresse de calcul. D’ailleurs elle se présente très naturellement, elle est extrême-

ment familière aux Géomètres, & elle a déjà été mise en usage une infinité de fois pour l’intégration des

équations. Cependant j’ai cru devoir lui préférer la Méthode que j’ai suivie, quoiqu’elle soit un peu plus

longue ; & voici les raisons qui m’y ont engagé.

Pour pouvoir supposer u = R + PCos. Nz + DCos.2z − 2nz +GCos.2z − 2nz − Nz, &c.  il faut s’être

assuré auparavant que u doit avoir en effet cette forme. Car une équation différentielle ou une équation

intégrée qui renferme des Signes ∫, peut avoir, & a souvent en effet plusieurs intégrales. Il faut donc dé-

montrer, ou que l’intégrale qu’on suppose est unique, ou au moins qu’elle est la seule qui convienne au

Problème proposé (…).

Or j’ai cru qu’il était plus court de chercher directement cette forme, en intégrant rigoureusement &

absolument l’équation proposée.”

D’Alembert donne deux exemples pour montrer les défauts de la méthode des coefficients indétermi-

nés. Tout d’abord, du fait que les coefficients ont une valeur inconnue au départ, on ne sait pas toujours

quels sont les termes pouvant être valablement négligés dans les approximations : en attribuant un ordre

de grandeur erroné à certains termes, d’Alembert a commis lui-même une erreur de ce type dans ses re-

cherches sur la précession des équinoxes. Par ailleurs, il peut arriver que la forme de la série supposée soit

insuffisante pour décrire le phénomène étudié : Euler aurait, paraît-il, commis cette seconde erreur au

début de sa pièce sur les mouvements de Jupiter et de Saturne, en oubliant de prévoir dans la série un

terme d’un certain type absolument indispensable pour décrire correctement le mouvement. En fin de

compte, d’Alembert est parvenu aux mêmes conclusions que Newton (cf. chap. II, 1.2.3) : après avoir

abandonné les coefficients indéterminés, il s’est convaincu que les approximations successives consti-

tuaient la seule méthode d’intégration “rigoureuse et absolue”.

Un peu plus loin, d’Alembert souligne cependant le point commun de sa démarche et de celle d’Euler :

“Au reste, il me paraît évident que si on applique à mon équation générale la Méthode des indéterminées,

on aura la solution, sinon la plus parfaite, au moins la plus courte qu’on puisse désirer du Problème des
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trois corps, ce qui me fait croire qu’il y a de l’avantage à laisser l’équation du Problème sous sa forme

différentielle, ainsi que nous l’avons fait M. Euler et moi.” Par là, d’Alembert rappelle en quoi sa solution

et celle d’Euler s’opposent essentiellement à celle de Clairaut : équation différentielle chez les uns, équa-

tion intégrale chez l’autre.

1.1.3. Difficultés engendrées par les séries de la mécanique céleste

L’intégration par approximations successives des équations du problème des trois corps fait surgir très

rapidement deux difficultés fondamentales : le problème des arcs de cercle et celui des petits diviseurs.

Ces deux difficultés, sur lesquelles la mécanique céleste va buter jusqu’à la fin du 19e siècle, sont déjà

clairement formulées par Clairaut et d’Alembert dans leurs théories de la Lune.

La première difficulté qui se présente vient du fait que, dans l’expression du rayon vecteur, les intégra-

tions successives font sortir la variable indépendante (l’arc de cercle) des signes cosinus et sinus. Il en

résulte la présence de termes non périodiques qui ne sauraient décrire correctement le mouvement pendant

un temps très grand. D’emblée, les astronomes se persuadent que le phénomène des arcs de cercle n’est

pas lié à la nature du problème mais seulement à la technique d’intégration employée. On considère

comme évident que les arcs de cercle et leurs puissances ne sont que le début du développement en série

entière de fonctions périodiques cachées et que, par une adaptation convenable des approximations suc-

cessives, on devrait pouvoir empêcher leur apparition.

Pour illustrer le problème des arcs de cercle, il nous a semblé que le mieux serait de reprendre un

exemple de d’Alembert après avoir remplacé les nombreuses constantes de la théorie de la Lune par des

valeurs numériques très simples. Considérons l’équation

d 2t
dz2 +

t
4
+ 1

4
+ 3t2

32
= 0 ,

avec les conditions initiales t = 0 et dt dz = 0 pour z = 0. Pour la première approximation, la résolution de

l’équation 
d 2t
dz2 +

t
4
+ 1

4
= 0 conduit à t1 = cos

z
2



 −1. On pose ensuite t = t1 + u, avec une correction u

déterminée par l’équation

d 2u
dz2 +

u
4
+ 3t1

2

32
= d 2u

dz2 +
u
4
+ 9

64
− 3

16
cos

z
2



 +

3
64

cos z = 0 .

Après intégration, la seconde approximation s’écrit

(1)     t2 = cos
z
2



 −1




+ 1

2
cos

z
2



 −1



 +

1
16

cos z −1( ) + 3
16

zsin
z
2











.

On voit que le second terme de la série contient un arc de cercle, provenant de l’intégration de

− 3
16

cos
z
2



 , tout simplement parce que 

i
2

 est racine de l’équation caractéristique r2 + 1
4
= 0  de l’équa-

tion sans second membre.

Pour éviter l’arc de cercle, d’Alembert propose de modifier l’équation différentielle avant de procéder

à la seconde approximation, en la remplaçant par

d 2t
dz2 +

t
4
− 3t

16
+ 1

4
+ 3t

16
+ 3t2

32
= d 2t

dz2 +
t

16
+ 1

4
+ 3t

16
+ 3t2

32
= 0.
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Après cette modification, la nouvelle valeur de la correction u est déterminée par l’équation
d 2u
dz2 +

u
16
+ 3t1

2

32
= 0. On trouve cette fois

(2)     t2 = cos
z
2



 −1




+ − cos

z
2



 −1



 +

16
5

cos
z
4



 −1



 +

1
20

cos z −1( )




,

ce qui est bien une expression sans arc de cercle. Notons que les développements (1) et (2) sont tout à fait

comparables. En effet, dans les deux cas, le second terme entre crochets a pour partie principale

− z6 20480.

Pour présenter le second problème, celui des petits diviseurs, nous nous inspirerons plutôt de Clairaut.

Souvenons-nous que ce dernier avait mis l’équation fondamentale donnant le rayon vecteur sous la forme

f 2 Mr = 1− gsin.v − ccos.v + ∆ , avec

∆ = sin.v Ωdv∫ cos.v − cos.v Ωdv∫ sin.v .

Lorsque la quantité Ω est développée en série trigonométrique, un terme du type cos.mv  donne naissance

dans ∆, par intégration, à un terme du type

cos.v − cos.mv
mm −1

.

Clairaut étudie soigneusement ce qui se passe suivant les valeurs de m. Le cas m = 1 correspond à l’em-

barras des arcs de cercle dont nous avons déjà parlé. Viennent ensuite deux autres cas posant problème12 :

“Lorsqu’il entrera dans Ω quelque cosinus d’un multiple de v très peu différent de l’unité, il en résul-

tera dans l’équation de l’orbite un terme dont le coefficient sera beaucoup plus considérable, à cause du

diviseur m2 −1 ; il faudra donc avoir grande attention à tous les termes de cette nature, & y porter plus

de scrupule que dans les autres, par rapport aux fractions qu’on négligera. (…)

Quant aux cosinus d’un très petit multiple de v, ils ne changeront presque pas en passant de Ω dans ∆,

mais ils demanderont cependant autant d’attention que ceux qui diffèrent peu de l’unité, à cause que

quand on passera de la valeur de 1 r  à celle du temps, ces termes qui en produiront toujours de même

espèce qu’eux, subiront dans l’intégration une division par la même petite fraction du multiple de v, ainsi

ils y pourront encore donner des termes considérables dans l’expression du temps.”

Ainsi, par le jeu des intégrations et des petits diviseurs, certains termes que l’on pouvait croire négli-

geables acquièrent en fait une importance considérable. Par suite, il peut arriver que, dans un développe-

ment en série trigonométrique, des termes apparaissant lors d’itérations d’ordre élevé aient le même ordre

de grandeur que les termes issus des premières corrections. Le paradoxe semble être que, quel que soit le

nombre de termes calculés, on ne sera jamais sûr de ne pas avoir négligé des quantités ayant une influence

sensible sur le résultat final !

Une mésaventure célèbre, causée par le phénomène des petits diviseurs, est arrivée à Clairaut,

d’Alembert et Euler dans le calcul du mouvement de l’apogée de la Lune. D’Alembert nous raconte ce qui

s’est passé13 : “Le premier terme de la Série ne donne à l’Apogée qu’environ la moitié du mouvement réel

qu’on trouve par les observations. Il était naturel de penser que les autres termes de cette Série, pris

ensemble, étaient beaucoup plus petits que le premier, comme il arrive pour l’ordinaire & comme on sup-

pose qu’il doit arriver dans les Problèmes qu’on résout par approximation, en négligeant de petites

12 Théorie de la Lune, op. cit., p. 12.
13 Recherches sur différents points importants du système du monde, op. cit., p. xxxvij du “Discours préliminaire”.



256 Chapitre IV

quantités. Aussi, M. Euler, M. Clairaut & moi, qui travaillions dans le même temps à la Théorie de la

Lune, avions trouvé par différentes Méthodes que le mouvement de l’Apogée déterminé par le calcul, était

la moitié plus lent que les Astronomes ne l’ont établi.” Dans un premier temps, cet écart entre calculs et

observations engendra le doute sur la validité de la théorie newtonienne, au point que Clairaut envisagea

même de modifier la loi de l’attraction en lui adjoignant un terme correctif proportionnel à la puissance

quatrième de la distance. Très vite, pourtant, Clairaut détecta la véritable cause de l’erreur. Reprenons le

récit de d’Alembert14 : “M. Clairaut, en calculant plus exactement la Série qui donne le mouvement de

l’Apogée, s’est aperçu le premier qu’il ne suffisait pas de s’en tenir au premier terme”. D’Alembert

explique enfin que, pour avoir une valeur satisfaisante du mouvement de l’Apogée, lui-même a dû pour-

suivre jusqu’au quatrième terme des “calculs difficiles par leur objet & rebutants par leur longueur”.

1.1.4. Les approximations successives d’Euler

Des trois pionniers de la mécanique céleste, Euler fut sans nul doute le plus inventif. C’est lui qui

imagina le plus grand nombre de méthodes nouvelles pour la résolution approchée du problème des trois

corps. Nous l’avons déjà vu faire appel aux développements en séries trigonométriques par la méthode des

coefficients indéterminés (cf. chap II, 3.1), à la variation des éléments elliptiques (cf. chap III, 1.4.2), aux

quadratures mécaniques par la “méthode d’Euler” avec ou sans développement de Taylor (cf. chap III,

1.4.3 et 2.3.1). Dans sa première théorie de la Lune, en 175315, Euler utilise aussi des approximations

successives, comme Clairaut et d’Alembert, mais il le fait sur le système du premier ordre donnant les va-

riations des éléments elliptiques. De plus, il combine les approximations successives et les coefficients

indéterminés : plus précisément, l’intégration se fait bien par itération mais, à chaque étape, la nouvelle

solution est cherchée par la méthode des coefficients indéterminés. Dans une seconde théorie de la Lune,

publiée en 177216, Euler introduit encore une idée nouvelle : revenant aux coordonnées rectangulaires et à

un système d’équations différentielles du second ordre, il cherche à développer les trois coordonnées selon

les puissances et produits de quatre paramètres. Plus de 450 pages de l’ouvrage sont consacrées à l’inté-

gration de trente et une équations différentielles déterminant successivement les premiers coefficients des

séries en question17 ! Cette idée fondamentale de développement par rapport à un paramètre se retrouve,

plus simple et plus claire, dans un mémoire composé en 1778 et intitulé “Nova methodus motum plane-

tarum determinandi”18. Dans ce mémoire, Euler expose une nouvelle méthode pour calculer avec préci-

sion les coordonnées planétaires. Son but est de fournir une alternative à la méthode traditionnelle fondée

sur la résolution approchée de l’équation transcendante de Kepler reliant l’anomalie excentrique à l’ano-

malie moyenne (cf. chap. II, 3.1.1). Quoique le raisonnement soit conçu pour s’appliquer à toute planète

dont l’orbite possède une faible excentricité, le texte accorde une place privilégiée à la Terre. Aussi, afin

d’alléger notre compte rendu, nous nous placerons directement dans ce cas particulier. La figure IV.1 ras-

semble les notations utiles.

14 Ibid., p. xxxix.
15 Theoria motus lunae exhibens omnes eius inaequalitates in additamento hoc idem argumentum aliter tractatur simulque
ostenditur quemadmodum motus lunae cum omnibus inaequalitatibus in numeris aliis modis repraesentari atque ad calculum
reuocari possit, Saint-Pétersbourg, 1753.
16 Theoria motuum lunae, nova methodo pertractata una cum tabulis astronomicis unde ad quodvis tempus loca lunae expedite
computari possunt, incredibili studio atque indefesso labore trium academicorum : Johannis Alberti Euler, Wolffgangi
Ludovici Krafft, Johannis Andreae Lexell, opus dirigente Leonhardo Eulero, Saint-Pétersbourg, 1772.
17 Pour des détails sur les théories de la Lune d’Euler, voir la Mécanique céleste de Tisserand.
18 Acta academiae scientiarum Petropolitanae, 1781 (1778), pp. 277-302.
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S

M

P

x

y

1

γ
ζ

ω

q

Fig. IV.1. Calcul des coordonnées d’une planète
à partir de son mouvement moyen

Le Soleil est en S ; un axe fixe Sγ est choisi pour le repérage. À la position réelle P de la planète, on

associe le point M du mouvement moyen. Il faut s’imaginer M comme un astre fictif qui décrirait unifor-

mément, en un an, un cercle ayant pour rayon la distance moyenne de la Terre au Soleil. L’angle ζ = γ SM

est un angle proportionnel au temps appelé longitude19 moyenne ; l’angle ζ + ω = γ SP est la longitude

vraie. La distance SM étant prise pour unité, on désigne par x = Mq et y = qP les coordonnées rectangu-

laires de la planète P dans le repère mobile lié au point M. Euler pense qu’il y aurait avantage à travailler

dans ce repère car, les quantités x et y demeurant très petites, la situation y est favorable pour procéder à

des approximations. Une fois que x et y auront été calculées en fonction de ζ, on pourra retrouver les

coordonnées rectangulaires de P par rapport à l’axe fixe Sγ grâce aux formules

tang.ω = y
1+ x

; SP = 1+ x
cos.ω

; X = SPcos.(ζ + ω ) ; Y = SPsin.(ζ + ω ).

Les fonctions inconnues x et y sont déterminées par le système différentiel

ddx
dζ 2 −

2 dy
dζ

− (1+ x) = − (1+ x)

(1+ x)2 + yy( )3 2 ,

ddy
dζ 2 +

2 dx
dζ

− y = − y

(1+ x)2 + yy( )3 2 .

En développant les seconds membres jusqu’au sixième ordre par rapport à x et y, Euler parvient aux équa-

tions “plus simples”

ddx
dζ 2 −

2dy
dζ

= 3x − 3xx + 4x3 − 5x4 + 6x5 − 7x6 etc.

+ 3
2 yy − 6xyy +15xxyy − 30x3yy + 105

2 x4yy etc.

− 15
8 y4 + 45

4 xy4 − 315
8 xxy4 etc.

+ 35
16 y6 etc.

ddy
dζ 2 +

2dx
dζ

= 3xy − 6xxy +10x3y −15x4y + 21x5y etc.

+ 3
2 y3 − 15

2 xy3 + 45
2 xxy3 − 105

2 x3y3 etc.

− 15
8 y5 + 105

8 xy5 etc.

19 Le mot “longitude”, employé ici par Euler, est synonyme d’“anomalie”.
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Les solutions sont ensuite cherchées sous forme de séries par rapport aux puissances de l’excentricité

de l’orbite, quantité également supposée très petite :

x = eP + eeQ + e3R + e4S + e5T + e6U etc.

y = ep + eeq + e3r + e4s + e5t + e6u etc.

Dans ce procédé original, le plus remarquable est que l’excentricité ne figurait pas explicitement dans le

système à résoudre. Une substitution dans le système et l’identification des coefficients des puissances

correspondantes de e conduisent à la détermination successive des fonctions P, Q, R, … et p, q, r, … par

les systèmes différentiels linéaires à coefficients constants suivants (fig. IV.2)20 :

Ordo primus,
continens partes sola litera e affectas.

I.
ddP
dζ 2 −

2dp
dζ

= 3P

II.
ddp
dζ 2 +

2dP
dζ

= 0

Ordo secundus,
continens partes per ee affectas.

I.
ddQ
dζ 2 −

2dq
dζ

= 3Q − 3PP + 3
2 pp

II.
ddq
dζ 2 +

2dQ
dζ

= 3Pp

Ordo tertius,
continens partes per e3  affectas.

I.
ddR
dζ 2 −

2dr
dζ

= 3R − 6PQ + 4P3 + 3pq − 6 ppP

II.
ddr
dζ 2 +

2dR
dζ

= 3pQ + 3qP − 6 pPP + 3
2 p3

Ordo quartus,
continens partes per e4  affectas.

I.
ddS
dζ 2 −

2ds
dζ

= 3S − 6PR − 3QQ + 3pr + 3
2 qq − 6 ppQ +12PPQ −12 pqP − 5P4 +15ppPP − 15

8 p4

II.
dds
dζ 2 +

2dS
dζ

= 3pR + 3qQ + 3rP −12 pPQ − 6qPP + 9
2 ppq +10 pP3 − 15

2 p3P

Ordo quintus,
continens partes per e5  affectas.

I.
ddT
dζ 2 −

2dt
dζ

= 3T − 6PS − 6QR + 3ps + 3qr +12PPR +12PQQ −12 prP − 6qqP − 20P3Q

+ 30 ppPQ + 30 pqPP − 15
2 p3q + 6P5 − 30 ppP3 + 45

4 p4P − 6 p2 R[ ] − 12 pqQ2[ ]

II.
ddt
dζ 2 +

2dT
dζ

= 3pS + 3qR + 3rQ + 3sP −12 pPR − 6 pQQ −12qPQ − 6rPP + 9
2 ppr

+ 9
2 pqq + 30 pPPQ +10qP3 − 45

2 ppqP − 15
2 p3Q −15pP4 + 45

2 p3PP − 15
8 p5

20 Nous avons corrigé quelques erreurs : à l’ordre 5, il manquait les deux termes que nous avons ajoutés entre crochets ; à
l’ordre 6, il y avait une coquille typographique (S au lieu de s) dans le terme que nous avons mis entre crochets.



Chapitre IV 259

Ordo sextus,
continens partes per e6  affectas.

I.
ddU
dζ 2 −

2du
dζ

= 3U − 6PT − 6QS − 3RR + 3pt + 3qs + 3
2 rr +12PPS + 24PQR + 4Q3 −12 psP −12qrP −12 prQ − 6qqQ

− 12 pqR − 6 ppS − 20P3R − 30PPQQ + 30 ppPR +15ppQQ + 60 pqPQ + 30 prPP +15qqPP − 15
2 p3r

− 45
4 p2q2 + 30P4Q − 90 p2 P2Q − 60 pqP3 + 45p3qP + 45

4 p4Q − 7P6 + 105
2 ppP4 − 315

8 p4PP + 35
16 p6

II.
ddu
dζ 2 +

2dU
dζ

= 3pT + 3qS + 3rR + 3sQ + 3tP −12 pPS −12 pQR −12qPR − 6qQQ −12rPQ − 6sPP + 9
2 pps[ ] + 9 pqr

+ 3
2 q3 + 30 pPPR + 30 pPQQ + 30qPPQ +10rP3 − 45

2 pprP − 45
2 pqqP − 45

2 ppqQ − 15
2 p3R − 60 pP3Q

− 15qP4 + 135
2 ppqPP + 45p3PQ − 75

8 p4q + 21pP5 − 105
2 p3P3 + 105

8 p5P

Fig. IV.2. Une page du mémoire d’Euler de 1778 : résolution d’un système
différentiel par approximations successives

Après ce premier tour de force, Euler entame patiemment l’intégration des systèmes. Pourtant, en dépit

de la puissance de calcul que nous lui connaissons, il abandonne après le quatrième. “Abandon” semble le

terme approprié : on ne voit pas pourquoi les développements auraient été effectués jusqu’à l’ordre 6 si, au

départ, l’intention n’avait pas été de résoudre tous les systèmes jusqu’au sixième. Dans ces conditions, la

conclusion prend une allure de pirouette : “Nimis longum foret huiusmodi calculos pro ordinibus

superioribus exsequi, praecipue cum motus Planetarum primariorum iam aliunde satis sit cognitus, atque

hic institutum nostrum in eo tantum versetur, ut specimen huius novae methodi tradamus.”21

Pour la détermination des conditions initiales, Euler a introduit la longitude ε de l’aphélie (point de

l’orbite le plus éloigné du Soleil) et a posé ζ − ε = θ . Voici les développements qu’il a obtenus22 pour x et

y à l’ordre 4 :

x = ecos.θ − ee 1
2 − 1

2 cos.2θ( ) − 3
8 e3 cos.3θ + e4 407

64 − 209
24 cos.2θ + 719

960 cos.4θ( ),
y = − 2esin.θ + 1

4 eesin.2θ + e3 9
8 sin.θ − 7

24 sin.3θ( ) + e4 355
48 sin.2θ + 49

480 sin.4θ( ).

À partir de ces développements, nous avons représenté l’orbite approchée d’Euler et nous l’avons

comparée à l’ellipse képlérienne traduisant la solution exacte du système différentiel (fig. IV.3). Pour qu’il

y ait quelque chose à voir sur le dessin, nous avons pris e = 1 8, soit une excentricité relativement grande,

et nous n’avons conservé que les premiers termes des développements de x et y. Sur des figures analogues

réalisées en tenant compte des développements à l’ordre 4, et a fortiori avec la valeur réelle de l’excen-

tricité de l’orbite terrestre (environ 1 60), nous avons pu observer que les deux courbes étaient quasiment

indiscernables, ce qui constitue une vérification frappante de la justesse et de l’intérêt de cette toute

nouvelle “méthode du petit paramètre” imaginée par le mathématicien suisse.

L’idée de développer les coordonnées planétaires en séries suivant les puissances de l’excentricité a

été largement reprise par les successeurs d’Euler. Laplace a étudié systématiquement ces séries et, en par-

21 “Il serait trop long de poursuivre les calculs de cette manière pour les ordres supérieurs, principalement parce que le mou-
vement des planètes les plus anciennes est déjà assez bien connu par ailleurs, et aussi parce que, à ce stade, notre façon de
procéder a été suffisamment détaillée pour constituer un modèle de notre nouvelle méthode.”
22 Nous avons corrigé deux erreurs dans le développement de x : le signe – au lieu de + devant le second terme, et la fraction
407 64 au lieu de 407 8  dans le quatrième terme.



260 Chapitre IV

ticulier, a déterminé à quelles conditions elles étaient convergentes23. Pour un traitement moderne du pro-

blème, on pourra se reporter au traité de Danjon24 ou à celui de Brouwer et Clemence25.

Orbite 
approchée

d'Euler

Ellipse
képlérienne

S-1 -0.5 0.5 1

-1

-0.5

0.5

1

Fig. IV.3. Ellipse képlérienne et orbite approchée d’Euler

1.2. Travaux théoriques de seconde génération

Dans les travaux de Clairaut, d’Alembert et Euler, l’intégration approchée des équations différentielles

par la méthode des approximations successives se fait toujours en situation, sur des exemples, à l’occasion

de problèmes particuliers de mécanique céleste. La volonté de formaliser et d’étendre la nouvelle méthode

apparaîtra seulement chez les mathématiciens de la génération suivante. À partir de 1775 environ, on

commence effectivement à trouver des exposés décontextualisés s’appliquant à des classes plus générales

d’équations, assortis de réflexions diverses sur la nature et les conditions de validité du procédé.

1.2.1. Où l’on se place dans la lignée de Newton et d’Alembert

En 1771, Condorcet tente une première classification des méthodes d’approximation imaginées par les

astronomes pour aborder le problème des trois corps26. Voici ce qu’il écrit à propos de la classe des

méthodes de substitutions successives :

23 “Mémoire sur le développement de l’anomalie vraie et du rayon vecteur elliptique en séries ordonnées suivant les puissances
de l’excentricité”, Mémoires de l’Académie des Sciences, s. 2, t. 6, 1827 (1823) ; Œuvres complètes, t. 12, pp. 549-566.
24 Astronomie générale, 2e éd., Librairie Blanchard, Paris, 1986, pp. 168-177.
25 Methods of celestial mechanics, Academic Press, New York et Londres, 1961, chap. II.
26 “Réflexions sur les méthodes d’approximation connues jusqu’ici pour les équations différentielles”, Histoire de l’Académie
Royale des Sciences de Paris, 1771, pp. 281-306.
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“[Les méthodes] qui ont été données les premières, consistent à supposer la quantité cherchée égale à

une valeur approchée, plus une petite quantité dont on néglige le carré ; à intégrer l’équation sous cette

forme, pour avoir la valeur de cette petite quantité, qu’il faut ajouter à la valeur moyenne de l’inconnue ;

à substituer dans la proposée cette nouvelle valeur de l’inconnue, plus une nouvelle petite quantité qu’on

déterminera de même, et ainsi de suite. Cette méthode, que la nécessité des substitutions successives rend

d’un usage fatigant lorsqu’on veut parvenir à une grande exactitude, a été très simplifiée par M. d’Alem-

bert (…) ainsi que par M. Euler (…).”

Pour l’instant, retenons simplement que seuls sont cités les noms de d’Alembert et d’Euler. En 1776,

dans la seconde partie de ses “Recherches sur le calcul intégral et sur le système du monde”27, Laplace fait

à son tour une synthèse sur les méthodes d’approximation des astronomes :

“C’est principalement dans l’application de l’Analyse au système du monde que l’on a besoin de

méthodes simples et convergentes, pour intégrer par approximation les équations différentielles ; celles

du mouvement des corps célestes se présentent, en effet, sous une forme si compliquée, qu’elles ne laissent

aucun espoir de réussir jamais à les intégrer rigoureusement ; mais, comme les valeurs des variables sont

à peu près connues, on imagina de substituer à leur place les quantités connues dont elles diffèrent tou-

jours fort peu, plus une très petite quantité ; et, en négligeant le carré et les puissances supérieures de

cette nouvelle indéterminée, on réduisit le problème à l’intégration d’autant d’équations différentielles

linéaires qu’il y avait de variables. Il ne restait plus ainsi qu’à intégrer ces équations ; or les géomètres

imaginèrent pour cela différentes méthodes, dont la plus ingénieuse me paraît être celle des coefficients

indéterminés de M. d’Alembert. Ayant ainsi une première valeur approchée des variables, on substitua

dans les équations différentielles, au lieu de chaque variable, cette valeur, plus une très petite indétermi-

née dont on négligea le carré et les puissances supérieures, et, en continuant d’opérer ainsi, on eut une

seconde, une troisième, etc. valeur approchée. Cette méthode, analogue à celle de Newton pour détermi-

ner par approximation les racines des équations numériques, se présenta naturellement aux géomètres

qui résolurent les premiers le problème des trois corps.”

L’idée des approximations successives est attribuée de la sorte à Newton, mais uniquement dans le cas

des équations numériques. Selon Laplace, c’est d’Alembert qui aurait adapté l’idée aux équations diffé-

rentielles. La méthode de d’Alembert, consistant à déterminer chaque nouvelle correction par la résolution

d’une équation linéaire du second ordre à coefficients constants, ne se rencontre certes pas chez Newton,

qui ne savait pas résoudre en termes finis ce dernier type d’équation. Elle présente néanmoins une parenté

indiscutable avec les recherches les plus tardives du géomètre anglais (cf. chap. II, 1.2), dans lesquelles,

ainsi que nous l’avons montré, le processus de corrections successives apparaît beaucoup plus nettement

que dans La méthode des fluxions de 1671. Ces recherches, quoique restées inédites, avaient été largement

reprises par Taylor et d’autres savants. Il est donc curieux de voir Laplace minorer si fortement le rôle

historique de Newton. Par ailleurs, dans le chapitre V du deuxième volume du Traité de mécanique

céleste, paru en 1799, Laplace explique plus précisément en quoi consiste, d’un point de vue mathé-

matique, cette fameuse méthode des approximations successives. Après avoir rappelé comment on peut

intégrer les équations linéaires à coefficients constants grâce à la technique lagrangienne de variation des

constantes arbitraires, Laplace écrit :

27 IIe partie, Mémoires de l’Académie des Sciences de Paris, 1776 ; Œuvres complètes, t. 8, Paris, 1891, pp. 369-477. On
retrouve des considérations analogues dans un autre mémoire de Laplace publié l’année suivante : “Mémoire sur l’intégration
des équations différentielles par approximation”, Mémoires de l’Académie des Sciences de Paris, 1777 ; Œuvres complètes,
t. 9, Paris, 1893, pp. 357-380.
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“Nous verrons ci-après que la détermination des mouvements célestes dépend presque toujours

d’équations différentielles de la forme

0 = d 2y
dt2 + a2y + α.Q,

Q étant une fonction rationnelle et entière de y, de sinus et de cosinus d’angles croissants proportionnel-

lement au temps représenté par t. Voici le moyen le plus facile d’intégrer cette équation.

On supposera d’abord α nul, et l’on aura, par le numéro précédent, une première valeur de y.

On substituera cette valeur dans Q, qui deviendra ainsi une fonction rationnelle et entière de sinus et

de cosinus d’angles proportionnels à t. En intégrant ensuite l’équation différentielle, on aura une seconde

valeur de y, approchée jusqu’aux quantités de l’ordre α inclusivement.

On substituera de nouveau cette valeur dans Q, et, en intégrant l’équation différentielle, on aura une

troisième valeur approchée de y, et ainsi de suite.”

Dans tout ceci, α est “un très petit coefficient constant qui, dans la théorie des mouvements célestes,

est de l’ordre des forces perturbatrices”. On remarque que, telle qu’elle est exposée par Laplace, la

méthode serait exactement celle de d’Alembert si la quantité inconnue était développée directement en

série de fonctions de la variable indépendante au lieu de l’être par l’intermédiaire des puissances d’un petit

paramètre. Autrement dit, l’idée du paramètre d’Euler a été pleinement incorporée au processus initial de

d’Alembert pour aboutir à une sorte de schéma unique et standard d’approximation analytique. Par la

suite, la présentation de Laplace sera reprise sans grand changement. En 1814, dans la seconde édition de

son Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, Lacroix écrit par exemple : “La méthode des substi-

tutions successives imaginée par Newton, pour résoudre par approximation les équations algébriques,

étant combinée avec l’intégration des équations du premier degré, donne le procédé le plus commode

pour intégrer par approximation les équations différentielles.” Encore un peu plus tard, Cauchy exprime

un point de vue analogue dans une note de 184028  :

“La détermination des mouvements des planètes et de leurs satellites est, comme l’on sait, un grand

problème que l’on parvient à résoudre, plus ou moins rigoureusement, à l’aide d’approximations succes-

sives. La première approximation, celle qui réduit chaque orbite à une ellipse, peut s’effectuer assez sim-

plement à l’aide des méthodes connues. (…)

La théorie du mouvement elliptique étant établie, comme on vient de le dire, il reste à examiner com-

ment on passera de cette théorie à celle des mouvements troublés par les actions réciproques des planètes

et de leurs satellites. Alors se présentent à résoudre deux problèmes importants d’Analyse, dont

M. Laplace s’est occupé dans le cinquième Chapitre du second Livre de la Mécanique céleste, et dont je

vais rappeler l’objet en peu de mots.

Le premier est l’intégration complète d’un système d’équations différentielles, lorsqu’on suppose

connues les intégrales approchées relatives au cas où l’on néglige certains termes. M. Laplace applique à

la solution de ce problème deux méthodes distinctes, savoir : 1° la méthode des facteurs, qui ne réussit

que dans le cas où les équations données sont linéaires, et reproduit alors les résultats obtenus par

Lagrange ; 2° la méthode des approximations successives, dont l’idée première pourrait être attribuée à

Newton. L’application directe de cette dernière méthode à un système d’équations différentielles ne donne

leurs intégrales complètes que dans des cas particuliers, par exemple, dans celui qu’indique M. Laplace,

et où la suppression des termes, que l’on néglige d’abord, transforme ces équations différentielles en

équations linéaires à coefficients constants.”

28 “Méthodes générales pour la détermination des mouvements des planètes et de leurs satellites”, Comptes rendus de l’Aca-
démie des Sciences de Paris, t. 11, août 1840, p. 179 ; Œuvres complètes, s. 1, t. 5, pp. 260-266.
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Pour les quatre savants que nous venons de citer (Condorcet, Laplace, Lacroix et Cauchy), il est clair

que la méthode des approximations successives des astronomes vient de Newton, via le point de vue diffé-

rentiel de d’Alembert et l’idée du petit paramètre d’Euler. Aucun des quatre ne fait référence à Clairaut.

1.2.2. Un exemple de Lagrange

Avant de passer à des considérations plus techniques, prenons le temps d’examiner un exemple détaillé

par Lagrange dans un mémoire de 178329. L’objet du mémoire est une nouvelle méthode pour faire dispa-

raître les arcs de cercle issus des intégrations successives. On y observe un effort pour se dégager du

contexte étroit de la mécanique céleste : “comme la méthode que j’ai trouvée pour ce Problème peut s’é-

tendre à d’autres questions du même genre et servir, en général, à l’avancement de l’Analyse, j’ai cru

devoir la développer à part et indépendamment de son application aux orbites des Planètes”. L’avantage,

pour nous, est d’assister au traitement d’équations autres que celles rencontrées jusqu’ici. Nous avons

retenu l’exemple de la p. 503 :

“Soit proposée l’équation différentielle

d 2y
dx2 −

1
y

dy2

dx2 −
i

(1+ iy)
dy2

dx2 + 2 iy(1+ iy) = 0 ,

dans laquelle i est un coefficient fort petit.

En cherchant à l’intégrer par approximation suivant les méthodes ordinaires, on rejettera d’abord les

termes affectés de i, et l’on aura

d 2y
dx2 −

1
y

dy2

dx2 = 0 ,

dont l’intégrale complète est y = aebx , a et b étant deux constantes arbitraires.

On fera maintenant y = aebx + i ′y , et, substituant, on aura après la division par i une équation du

même ordre en y’, pour laquelle il suffira de trouver une valeur satisfaisante de cette variable, puisque

l’expression de y contient déjà les deux constantes arbitraires a et b.

En négligeant de nouveau les termes affectés de i, on trouvera ′y = a2e2bx − aebx x2 . Faisant ensuite

′y = a2e2bx − aebx x2 + i ′′y , et opérant de la même manière, on trouvera

′′y = a3e3bx − 2 a2e2bx x2 + aebx x4

2
,

et ainsi de suite.

On aura donc pour la valeur de y la série  aebx + i ′y + i2 ′′y +L.”

En reconstituant les calculs, on s’aperçoit que la démarche de Lagrange revient à résoudre successive-

ment les équations différentielles

d 2y
dx2 −

1
y

dy
dx






2

= 0 ;

d 2 ′y
dx2 − 2b

d ′y
dx

+ b2 ′y = a2b2e2bx − 2aebx ;

d 2 ′′y
dx2 − 2b

d ′′y
dx

+ b2 ′′y = 4a3b2e3bx − 4a2e2bx − 8a2be2bx x − 2a2b2e2bx x2 + 6aebx x2 .

29 “Rectification des méthodes ordinaires d’approximation pour l’intégration des équations du mouvement des planètes”,
Nouveaux Mémoires de l’Académie royale des Sciences et Belles-Lettres de Berlin, 1783 ; Œuvres, t. 5, Gauthier-Villars, Paris,
1870, pp. 493-514.
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Malgré la complexité de l’équation proposée, on observe que l’équation non perturbée est facilement

intégrable, puis que, dans chaque itération, on doit résoudre une même équation linéaire du second ordre à

coefficients constants, avec toutefois un second membre de moins en moins sympathique. Cette équation

remplit donc exactement les deux conditions auxquelles Cauchy, quelques temps après (voir ci-dessus le

texte de 1840), subordonnera la réussite de la méthode : une première équation intégrable exactement sous

forme finie puis, lors des étapes suivantes, des équations linéaires à coefficients constants.

1.2.3. Exposés formels de la méthode des perturbations

Au début du 19e siècle, on trouve dans les traités didactiques des exposés intéressants dans la mesure

où, dans l’esprit du mémoire de Lagrange de 1783, ils tentent d’élargir les approximations successives des

astronomes à d’autres types de problèmes et d’équations. Le premier, Lagrange lui-même adopte le point

de vue de l’analyse pure dans sa Théorie des fonctions analytiques30. Il y présente une technique pour

achever l’intégration d’une équation non linéaire du premier ordre ′y = F(x, y) lorsqu’on en connaît une

solution particulière y = p. On cherche la solution générale sous la forme d’une série   y = p + iq + i2r +L

représentant le développement de y par rapport à une constante arbitraire i. En substituant dans l’équation

et en développant le second membre suivant les puissances de i, on aboutit à l’égalité

  
′p + i ′q + i2 ′r +L = F(x, p) + iq ′F ( p) + i2 r ′F ( p) + q2

2
′′F ( p)




+L ,

dans laquelle   ′F (y), ′′F (y),K désignent les dérivées de F(x, y) “prises relativement à y seul”. Par compa-

raison des termes affectés des mêmes puissances de i, on obtient des équations linéaires du premier ordre

  
′q = q ′F ( p), ′r = r ′F ( p) + q2

2
′′F ( p), K,

qui serviront à déterminer, de proche en proche, les fonctions inconnues q, r, … Lagrange conclut alors :

“Ayant déterminé les valeurs des quantités q, r, s, …, on aura cette valeur complète de y,

  y = p + iq + i2r +L, dans laquelle i sera la constante arbitraire qui manquait à la valeur particulière

y = p. Cette valeur sera à la vérité exprimée par une série, mais la convergence de cette série ne dépen-

dra que de la valeur de la constante i.

Cette méthode est aussi applicable, avec l’extension convenable, aux équations des ordres supérieurs

au premier ; mais les équations qu’on trouvera pour la détermination des fonctions inconnues seront du

même ordre, et par conséquent on ne pourra trouver, en général, les valeurs de ces fonctions que dans le

cas où les coefficients seront constants.”

Dans la dernière phrase, nous retrouvons la même constatation que chez Cauchy. Passons à un autre

exemple. Dans son grand traité31, Lacroix commence par présenter deux façons de conduire les approxi-

mations successives, sur l’exemple de l’équation

(1)     
d 2y
dx2 + y + α y2 = b.

La première façon consiste en de véritables substitutions successives, dans le style de Newton et d’Alem-

bert. Lacroix pense cependant qu’il est plus pratique de chercher directement la fonction inconnue sous la

forme y = Y + α ′Y + α 2 ′′Y + α 3 ′′′Y + etc., avec des fonctions indéterminées  Y, ′Y , ′′Y , ′′′Y ,K, à la manière

30 Nouvelle édition, Courcier, Paris, 1813, pp. 106-108.
31 2e éd., t. 2, 1814, pp. 435-440.
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d’Euler (1778) et Lagrange (1813). Cette seconde manière revient à effectuer formellement toutes les

substitutions dont on a besoin avant de procéder à l’intégration effective des équations alors que, dans la

première manière, on intègre les équations au fur et à mesure. Dans le cas présent, les termes de la série

sont déterminés, de proche en proche, par les équations

d 2Y
dx2 + Y = b,

d 2 ′Y
dx2 + ′Y = − Y 2 ,

d 2 ′′Y
dx2 + ′′Y = − 2Y ′Y ,

d 2 ′′′Y
dx2 + ′′′Y = − ′Y 2 − 2Y ′′Y ,

etc.

Lacroix précise ensuite la portée de la méthode. Elle s’applique aux équations du type

  

dny
dxn + a

dn−1y
dxn−1 + b

dn−2y
dxn−2 +L + hy = R + αS ,

où a, b, …, h sont des coefficients constants, R une fonction de x seul, S une fonction de x et y, et α une

quantité très petite. Elle s’applique enfin, sans changement, aux systèmes de telles équations.

Les présentations précédentes de Lagrange et Lacroix restent évidemment dans le domaine du calcul

formel. Aucune question n’est soulevée quant à la convergence des séries obtenues. Pour en terminer avec

cet aspect purement descriptif, signalons que, dans plusieurs de ses mémoires, Cauchy a repris l’idée (déjà

partiellement présente chez Euler et Lagrange) de réaliser un développement par rapport à un paramètre

ne figurant pas au départ dans les équations à résoudre. Par exemple, en 184232, Cauchy écrit : “on peut

chercher à développer, par la formule de Taylor ou de Maclaurin, les valeurs générales de x, y, z, …, ou

suivant les puissances ascendantes de la différence t − τ , ou même suivant les puissances ascendantes

d’un paramètre α que renfermeraient les équations données, ou enfin suivant les puissances ascendantes

d’un paramètre α que l’on introduirait dans ces équations, sauf à lui donner plus tard une valeur numé-

rique en le réduisant, par exemple, à l’unité”. Les différents cas évoqués par Cauchy, notamment le der-

nier, recouvrent bien la méthode des perturbations au sens moderne du terme33. Sous l’effet d’un glisse-

ment de sens associé à un processus d’abstraction, on est passé peu à peu de la perturbation des mouve-

ments elliptiques des planètes à la perturbation directe d’une équation différentielle quelconque par l’in-

troduction artificielle d’un petit paramètre. C’est sans doute à cause de cela que les expressions “méthode

des approximations successives” et “méthode des perturbations” sont souvent assimilées l’une à l’autre.

1.2.4. Le problème de la convergence

En mécanique céleste, le problème de la convergence ne se pose pas dans les mêmes termes qu’en ana-

lyse théorique. Pour les astronomes, même au 19e siècle, la notion de convergence reste celle d’Euler et de

l’Encyclopédie méthodique de d’Alembert (cf. chap. III, 2.1.3). Une série est considérée comme conver-

gente si ses termes décroissent constamment en valeur absolue, chacun étant beaucoup plus petit que le

précédent. Nous avons vu pourquoi, à cause du phénomène des arcs de cercles et de celui des petits divi-

32 “Mémoire sur le calcul des limites appliqué de diverses manières à l’intégration des systèmes d’équations différentielles”,
Comptes rendus, t. 15, 1er août 1842 ; Œuvres complètes, s. 1, t. 7, p. 72.
33 Voir C. Bender and S. A. Orszag, Advanced mathematical methods for scientists and engineers, McGraw-Hill, Singapore,
1978, p. 319.
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seurs, les séries de la mécanique céleste pouvaient souvent faire tomber en défaut cette définition de la

convergence. Dans la lignée de Clairaut, d’Alembert et Euler, des recherches gigantesques furent menées

jusqu’à la fin du 19e siècle pour contourner ces obstacles. Les mémoires de Lagrange et Laplace que nous

avons cités (on pourrait ajouter à la liste certains travaux de Poisson) sont presque entièrement consacrés à

des méthodes destinées à faire disparaître les arcs de cercle. Lorsque la variable indépendante est le temps,

les termes contenant des arcs de cercle sont qualifiés de termes séculaires, dans la mesure où ce sont des

termes non périodiques qui croissent indéfiniment avec l’écoulement des siècles. C’est dans la seconde

moitié du 19e siècle que furent accomplis les progrès décisifs permettant de se convaincre que l’on peut

toujours se débarrasser des termes séculaires, avec les travaux de Delaunay, Hill, Newcomb, Lindstedt et

surtout Gyldén. Par contre, malgré des efforts notables de Delaunay, Bohlin et Gyldén, on ne parvint pas à

résoudre de façon satisfaisante le problème des petits diviseurs. Poincaré devait montrer que ce semi-

échec était dans la nature des choses en établissant que les séries d’approximations successives de la mé-

canique céleste sont, en général, divergentes. Plus précisément, elles ont le caractère de séries divergentes

asymptotiques : leurs termes commencent par décroître rapidement en valeur absolue avant de se mettre à

croître indéfiniment mais, si l’on arrête le calcul de la série au terme de plus petite valeur absolue, on

obtient malgré tout une bonne approximation de la fonction que la série était censée représenter. C’est ce

qui explique que, pendant longtemps, ces séries aient revêtu l’aspect de séries convergentes au sens ancien

du mot : comme on ne calculait que les premiers termes, avant d’avoir rencontré les petits diviseurs, on

trouvait souvent de bonnes valeurs approchées tout à fait en accord avec les observations. L’histoire

détaillée de ces questions aurait entraîné des développements considérables. Cela n’était pas possible dans

le cadre limité qui est le nôtre. À regret, nous nous contenterons pour l’instant de renvoyer aux Méthodes

nouvelles de la mécanique céleste de Poincaré.

1.3. Une bifurcation essentielle

Si nous jetons un regard d’ensemble sur l’histoire de l’intégration approchée des équations différen-

tielles de la mécanique céleste, nous voyons une bifurcation essentielle en 1747, au moment précis où

Clairaut et d’Alembert imaginent en parallèle deux méthodes équivalentes, mais fort différentes, d’inté-

gration par approximations successives. Tentons de dégager l’essentiel des deux démarches en oubliant le

contexte primitif et en nous plaçant dans le cas simple du problème de Cauchy ′y = f (x, y), y(x0 ) = y0 .

La démarche différentielle de d’Alembert consiste à se ramener, pour chaque itération, à une équation

différentielle voisine que l’on sait intégrer sous forme finie. Pour cela, on cherche une décomposition

f (x, y) = f1(x, y) + f 2 (x, y) du second membre remplissant deux conditions : d’une part, l’équation

′y = f1(x, y) + g(x) s’intègre exactement pour toute fonction g ; d’autre part, la quantité f 2 (x, y)  reste

petite. Une telle décomposition ayant été réalisée, l’algorithme consiste à choisir une première valeur

approchée y0 (x) et à calculer les approximations suivantes en intégrant les équations

′yn+1 = f1(x, yn+1) + f 2 (x, yn (x)), yn+1(x0 ) = y0 .

Cette démarche est, d’une certaine façon, prisonnière des équations que l’on sait intégrer exactement.

À peu de chose près, on ne dispose, pour le premier ordre, que des équations linéaires et, pour les ordres

supérieurs, que des équations linéaires à coefficients constants. Cet état de fait constitue le fondement de

tous les exemples que nous avons rencontrés depuis le début de ce chapitre. Remarquons, au passage, que

la conception différentielle de d’Alembert a entraîné d’importantes recherches théoriques sur les équations

linéaires à coefficients constants. Les mémoires de mécanique céleste du 18e siècle contiennent souvent de

longs paragraphes spécialement consacrés à ce type d’équation. On y voit naître, peu à peu, différentes
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techniques que nous connaissons bien aujourd’hui : linéarisation des polynômes trigonométriques, utilisa-

tion des nombres complexes et des exponentielles imaginaires, variation des constantes… Nous n’avons

guère parlé de ces questions qui n’entrent pas directement dans notre sujet mais, à la lecture de certains

mémoires, nous avons eu parfois l’impression que, paradoxalement, c’étaient les nécessités de l’inté-

gration approchée qui provoquaient un approfondissement des techniques d’intégration exacte.

De son côté, la démarche intégrale de Clairaut s’affranchit totalement des équations différentielles

particulières que l’on sait intégrer exactement. L’idée générale est de transformer, par un moyen quel-

conque, le problème de Cauchy en une équation intégrale équivalente sur laquelle on puisse lancer direc-

tement l’itération. Dans le cas simple qui nous sert d’exemple, le plus naturel est évidemment de recourir

à l’équation intégrale

y = y0 + f (t, y(t))dt
x0

x

∫ .

Le processus d’approximation consiste alors à partir d’une première valeur approchée y0 (x) et à calculer

les suivantes au moyen des égalités

yn+1 = y0 + f (t, yn (t))dt
x0

x

∫ .

Ce n’est rien d’autre, comme nous l’avons déjà dit, que le point de vue moderne de Picard. L’avantage de

la démarche de Clairaut est qu’elle ramène directement l’intégration approchée des équations différen-

tielles aux quadratures approchées. Si l’on veut un développement en série, il suffit, à chaque étape, de

développer le second membre en série et d’intégrer terme à terme. De même, si l’on souhaite seulement

obtenir des valeurs numériques, il suffit d’exploiter les formules connues de quadratures approchées.

Dans l’histoire de la mécanique céleste, les astronomes ont préféré adopter le point de vue de d’Alem-

bert pour toutes leurs recherches analytiques, c’est-à-dire pour obtenir l’expression des solutions sous

forme de développements en séries. Le jugement de Laplace, faisant remonter la méthode des approxima-

tions successives à Newton par l’intermédiaire de d’Alembert, a injustement rejeté dans l’ombre le point

de vue de Clairaut. Ainsi que nous le verrons dans le chapitre V, ce second point de vue n’a été exploité

par les astronomes que pour le calcul pratique des perturbations spéciales au moyen de quadratures mé-

caniques, à la suite de la prédiction par Clairaut lui-même du retour de la comète de Halley.

Si, du côté de la mécanique céleste triomphante, c’est le point de vue de d’Alembert qui recueillit tous

les honneurs et déboucha sur la théorie moderne des perturbations, par contre, du côté de l’analyse pure, il

nous semble que c’est Clairaut qui a ouvert la voie conduisant à la méthode des approximations succes-

sives de Picard, à la nouvelle démonstration du théorème d’existence de Cauchy-Lipschitz et, plus généra-

lement, au théorème du point fixe de Banach. Dans la suite de ce chapitre, nous étudierons comment les

idées de Clairaut firent timidement leur chemin tout au long du 19e siècle avant d’être pleinement exploi-

tées à partir de 1890. Pour rendre justice à Clairaut, nous proposerions volontiers que la méthode des ap-

proximations successives soit appelée méthode de Clairaut-Picard. De même que, dans la méthode d’Eu-

ler-Cauchy, c’est Euler qui exposa le principe formel de la méthode polygonale avant que Cauchy ne la

transforme en un théorème rigoureux d’existence, dans la méthode de Clairaut-Picard, c’est Clairaut qui,

le premier, conçut le principe d’une équation intégrale à point fixe avant que Picard n’établisse, en toute

généralité, la convergence du processus itératif associé. Nous obtiendrions ainsi un parallélisme complet,

satisfaisant pour l’esprit, entre, d’une part, une méthode théorique d’Euler-Cauchy débouchant sur les mé-

thodes numériques de Runge-Kutta et, d’autre part, une méthode théorique de Clairaut-Picard se trouvant,

comme nous le verrons dans le chapitre V, à l’origine des méthodes numériques d’Adams-Størmer.
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2. Première preuve de la convergence : Liouville ou Cauchy ?

Plusieurs historiens attribuent à Liouville la première démonstration (dans un cas particulier) de la

convergence de la méthode des approximations successives. On fait le plus souvent référence à deux mé-

moires de 1837 et 1838, bien qu’on connaisse aujourd’hui la présence d’une telle preuve dans les travaux

de Liouville dès 1830. D’autres historiens, se fondant sur le traité de l’abbé Moigno, font l’hypothèse que

cette preuve aurait été donnée par Cauchy dans ses cours à l’École Polytechnique, donc avant 1830. Afin

d’enrichir de quelques nouveaux arguments ce débat sur les origines, nous allons reprendre l’examen des

exposés de Liouville et Moigno, puis nous interroger sur le rôle éventuel de Cauchy.

2.1. Analyse du problème de la convergence

Une réflexion préalable, tant sur la méthode des approximations successives que sur son utilisation

dans la démonstration du théorème fondamental d’existence, nous semble indispensable pour clarifier la

lecture des textes de la première moitié du 19e siècle. Après avoir fait le point sur la situation dont

Liouville et Cauchy héritèrent au début de leurs recherches, nous essaierons de cerner, en termes mo-

dernes, les difficultés fondamentales qu’ils allaient rencontrer sur leur chemin.

2.1.1. La situation au début du 19e siècle : un texte étonnant de Schmidten (1821)

Dans un mémoire34 paru en 1821, Henri Gerner Schmidten nous offre un panorama de la méthode des

approximations successives et de ses possibles applications dans les diverses branches de l’analyse :

“Depuis longtemps on se sert du principe des substitutions successives, comme d’une méthode d’ap-

proximation, fondée sur des valeurs particulières des quantités qui entrent dans l’équation proposée ; et

on l’a employée, faute de méthodes plus rigoureuses ; c’est pourquoi je me suis surtout attaché à l’expo-

ser sous un point de vue qui doit la faire considérer comme la seule méthode générale qui existe pour l’in-

tégration des équations.”

Ainsi, selon Schmidten, la méthode des approximations successives, connue depuis longtemps, s’ap-

plique à tous les types d’équations. Pour illustrer cette philosophie toute newtonienne, Schmidten propose

de nombreux exemples, en considérant tour à tour des équations différentielles à deux variables, des

équations aux différences finies à deux variables, des équations aux différences mêlées à deux variables et

des équations linéaires aux différences partielles. Ces exemples, traités de façon purement formelle,

donnent lieu à des développements calculatoires dans la tradition de l’école combinatoire allemande. Il

n’est évidemment pas fortuit que la contribution de Schmidten ait été publiée à la même époque et dans la

même revue que les mémoires de Kramp déjà étudiés dans le chapitre II. Si aucun des exemples de

34 “Mémoire sur l’intégration des équations linéaires”, Annales de mathématiques pures et appliquées, t. 11, n° 9, 1821,
pp. 269-316.
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Schmidten ne nous a paru digne d’être rapporté ici, par contre le début du texte contient un exposé abstrait

de la méthode des substitutions successives, d’une grande beauté formelle en même temps qu’étonnam-

ment moderne, que nous avons tenu à reproduire intégralement :

“Soit, en effet, y une fonction d’un certain nombre de variables indépendantes, donnée par l’équation

différentielle

ϕ.y = f .y  ;

ϕ. y étant une fonction qui contient les coefficients différentiels ou aux différences de l’ordre le plus élevé

qui soient dans l’équation proposée, et f .y  étant une autre fonction quelconque des variables indépen-

dantes [contenant] des coefficients différentiels ou aux différences ; on aura l’équation intégrale

y = X + 1
ϕ

f .y ;

1 ϕ  signifiant la fonction inverse de ϕ ; et X étant la fonction la plus générale qui satisfasse à l’équation

ϕ. X = 0.

Au moyen de cette relation implicite, on trouvera facilement la valeur explicite de y, par des substitu-

tions successives ; ce sera

  
y = X + 1

ϕ
f (X + 1

ϕ
f (X + 1

ϕ
f (X +L

Maintenant, il se peut que chaque substitution rapproche cette série de la véritable valeur de y ; mais

il se peut aussi qu’elle l’en éloigne ; et alors on devra donner une autre forme à la série ; ce qui est tou-

jours possible d’autant de manière différentes qu’il y en aura de partager l’équation entre les deux termes

ϕ. y et f . y .

On voit cependant que la valeur de y restera, en général, très compliquée, à moins que ϕ.y et f .y  ne

soient linéaires par rapport à y, ce qui embrasse déjà une classe d’équation très étendue et très impor-

tante : celle des équations linéaires.

On a, dans ce cas,

  
y = X + 1

ϕ
f . X + 1

ϕ
f

1
ϕ

f . X



 + 1

ϕ
f

1
ϕ

f
1
ϕ

f . X









 +L ;

et je me propose d’en exposer les principales conséquences (…).”

Ce texte appelle plusieurs groupes de remarques :

1) Schmidten raisonne directement sur une équation dont l’inconnue est une fonction. À cette fonction

sont appliqués des opérateurs sur lesquels on peut effectuer, à nouveau, des opérations d’un niveau supé-

rieur (par exemple, prendre l’inverse, c’est-à-dire appliquer l’opérateur réciproque). Le concept d’équa-

tion fonctionnelle paraît donc tout à fait clair en ce début du 19e siècle, soit plus tôt que ce que l’on dit

parfois. Si, en l’absence de toute notion topologique et de toute considération de convergence, il serait

abusif de parler déjà d’analyse fonctionnelle, par contre le terme d’algèbre fonctionnelle semble parfai-

tement approprié.

2) En dehors de la mécanique céleste, le point de vue intégral de Clairaut a réussi à faire un bout de

chemin. Pour des équations complexes, en particulier les équations aux dérivées partielles de la physique

mathématique, on a vite dû se rendre compte que seule une équation intégrale à point fixe pouvait per-

mettre de mettre en œuvre commodément le principe des substitutions successives. Sans avoir mené de re-

cherches particulières dans une direction qui nous aurait éloigné de notre sujet, nous faisons cependant
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l’hypothèse que, tout au long du 19e siècle, le principe des substitutions successives a surtout été utilisé

pour les équations aux dérivées partielles. Pour étayer cette hypothèse, il y a bien sûr l’exemple de l’équa-

tion caractéristique introduite par Cauchy dans le mémoire de Prague, exemple déjà longuement étudié et

sur lequel nous aurons encore l’occasion de revenir. Il y a aussi une analyse de Dieudonné allant dans le

même sens. S’interrogeant sur les sources d’inspiration de Picard, Dieudonné écrit35 : “Picard is directly

influenced by the fundamental earlier works of C. Neumann on the Laplace equation and of H. A. Schwarz

on the equation of vibrating membranes, which are the direct forerunners of the theory of integral equa-

tions”36. Si cette hypothèse se confirmait, on pourrait décrire ainsi l’évolution de la méthode des ap-

proximations successives : exclu de la mécanique céleste au profit de la conception différentielle de

d’Alembert, le point de vue intégral de Clairaut n’apportait pas grand chose dans les autres problèmes

conduisant à des équations différentielles ordinaires ; en effet, comme il s’agissait alors de trouver des

développements en séries de puissances, on disposait d’autres méthodes a priori plus pratiques : le déve-

loppement de Taylor et les coefficients indéterminés ; en dehors de quelques cas particuliers que nous

étudierons plus loin, les substitutions successives dans une équation intégrale à point fixe auraient donc

été réservées à des équations aux dérivées partielles, ce qui expliquerait en partie l’apparition tardive de la

théorie de Picard37.

3) Pour Schmidten, le problème de l’existence ne se pose pas. Lorsqu’il parle de la “véritable valeur

de y”, il est clair que cette valeur existe et qu’il s’agit seulement d’en trouver un développement en série.

De plus, les substitutions successives fournissent toujours la “valeur explicite de y”, que le développe-

ment soit convergent ou divergent. On est en plein dans la tradition eulérienne : les algorithmes infinis

restent recevables même quand ils ne débouchent pas sur la possibilité d’un calcul numérique. Une idée

supplémentaire très importante se greffe là-dessus : il y a une infinité de façons de transformer une équa-

tion en une équation à point fixe et, sans que l’on sache expliquer pourquoi, certaines équations à point

fixe conduisent à des séries convergentes et d’autres non.

4) En dehors des équations linéaires, les calculs sont inextricables ; plus précisément, la loi de forma-

tion du développement en série reste implicite. La situation est exactement la même que pour la méthode

des coefficients indéterminés. Pour une équation non linéaire, on peut toujours calculer l’un après l’autre

les premiers termes du développement mais on ne disposera jamais que d’un nombre fini de ces termes : le

développement reste potentiel. Or, pour aborder valablement le problème de la convergence, il faut pou-

voir raisonner sur l’infinité des termes de la série. On voit mal comment y parvenir sans disposer d’une

expression explicite, directe ou récurrente, de tous les termes. Si Schmidten se restreint aux équations

linéaires, c’est parce que, pour lui, dans l’optique de l’analyse algébrique, l’essentiel est de caractériser

complètement la loi de formation du développement. Plus tard, lorsqu’on s’intéressera à la convergence, il

sera également naturel, pour la raison que nous avons indiquée, de s’en tenir aux équations linéaires.

Ce texte de Schmidten de 1821 apporte la preuve que, au tout début du 19e siècle, la technique empi-

rique des substitutions successives avait déjà revêtu l’aspect d’un problème de point fixe très général, par-

faitement théorisé dans son aspect formel. Restait à expliquer ce qui, dans certains cas, provoquait le

succès numérique du procédé, c’est-à-dire déterminer des conditions suffisantes assurant la convergence

des séries obtenues.

35 History of functional analysis, North-Holland, 1981, p. 26.
36 “Picard est directement influencé par les travaux fondamentaux antérieurs de C. Neumann sur l’équation de Laplace et de
H. A. Schwarz sur l’équation des membranes vibrantes, qui sont les précurseurs directs de la théorie des équations intégrales.”
37 Cette argumentation est étayée par un article récent de Thomas Archibald : “From attraction theory to existence proofs : the
evolution of potential-theoretic methods in the study of boundary-value problems, 1860-1890”, Revue d’histoire des mathé-
matiques, 2, 1996, pp. 67-93.
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2.1.2. Point de vue moderne sur les difficultés à surmonter

Reprenons l’analyse complète du problème sous l’angle moderne. Une réflexion autour de la preuve de

Picard nous semble utile pour mettre en évidence a posteriori les difficultés qu’il a fallu surmonter pour

aboutir à cette preuve. Le problème de Cauchy

(1)     ′y = f (x, y)  et y(x0 ) = y0

peut se transformer en l’équation intégrale équivalente

(2)     y = y0 + f (t, y(t))dt
x0

x

∫ .

Ce changement de cadre essentiel donne l’idée de procéder à des substitutions successives. Il est tentant

de remplacer y par sa valeur dans le second membre pour aboutir, avec les abus de notation habituels, à

une nouvelle équation à point fixe

(3)     y = y0 + f x, y0 + f x, y( )dx
x0

x

∫( )dx
x0

x

∫ ,

dans laquelle on peut réitérer le processus. Ces manipulations formelles débouchent sur l’étude de la suite

de fonctions définie par

(4)     
y0 (x) = y0

yn+1(x) = y0 + f x, yn (x)( )dx
x0

x

∫ .






Voilà le début de l’exposé de Picard. Par ailleurs, n’oublions pas que la principale méthode d’intégra-

tion approchée du 18e siècle et du début du 19e siècle fut la méthode des séries. Le principal objectif des

mathématiciens était d’obtenir un développement en série de la solution. La meilleure preuve de la pré-

gnance de cet objectif réside dans l’attitude de Cauchy lui-même qui, après avoir émis de fortes réserves

sur la méthode des séries et exploré la méthode polygonale en guise d’alternative, est revenu assez vite à

l’emploi des séries, enfin légitimé par son calcul des limites. Or l’équation (3), avec ses emboîtements

successifs, ne se prête pas du tout à une écriture en série… sauf dans le cas où f est linéaire par rapport

à y. On peut alors écrire, par exemple,

y = y0 + f x, y0( )dx
x0

x

∫ + f x, f x, y0( )dx
x0

x

∫( )dx
x0

x

∫ + f x, f x, f x, y( )dx
x0

x

∫( )dx
x0

x

∫( )dx
x0

x

∫
et, de façon plus générale, y = yn + rn , où (yn ) est la suite définie par (4) et où le reste rn est exprimé en

fonction de y à l’aide de n + 1 quadratures.

Cette analyse n’aboutit bien sûr qu’à une condition nécessaire. La démonstration qui consiste à majo-

rer la valeur absolue de rn par une suite de limite nulle repose sur l’existence de y. Les mathématiciens

travaillant dans cette direction ne pouvaient obtenir que le développement en série convergente d’une

solution dont l’existence soit n’était pas problématique, soit était consciemment supposée acquise.

Afin d’établir rigoureusement l’existence d’une solution, il faut la construire comme limite de la

suite (4). Pour prouver la convergence de la suite (yn ), il faut oublier le reste rn et établir directement cette

convergence à l’aide d’un critère de Cauchy. Mais que la suite converge ne résout pas encore le problème,

reste à vérifier que sa limite simple y est bien solution de l’équation intégrale (2). Dans cette dernière

étape, la condition indispensable légitimant un passage à la limite dans (4) est la convergence uniforme de

la suite (yn ) sur l’intervalle [x0, x]. En définitive, et ce sera l’idée de Picard, on déduit cette convergence

uniforme de la convergence normale de la série yn+1 − yn( )∑ .
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La clé de la réussite réside donc, d’une part, dans une étude directe de la suite (4) faisant abstraction de

son origine et, d’autre part, dans le passage du point de vue des suites à celui des séries. Nous savons que

ces points de vue sont équivalents : à une série un∑ , on peut associer la suite   (u0 + u1 +L + un )  de ses

sommes partielles ; inversement, à une suite (un) on peut faire correspondre la série (un − un−1)∑  de ses

différences. Comme nous l’avons dit, le point de vue des séries ne pouvait sans doute être envisagé par les

mathématiciens du début du 19e siècle que pour une équation linéaire. Effectivement, plusieurs d’entre

eux ont cherché, dans ce cas, à résoudre le problème de Cauchy en posant

u0 = y0 , u1 = f (x, y0 )dx
x0

x

∫ , u2 = f x, f (x, y0 )dx
x0

x

∫( )dx
x0

x

∫ , … ,

c’est-à-dire en définissant une itération non par (4), mais par

(5)     
u0 (x) = y0

un+1(x) = f x, un (x)( )dx
x0

x

∫ .






Dans cette nouvelle démarche, on cherche d’emblée la solution sous la forme   y = u0 + u1 + u2 +L, ce qui

est naturel puisque l’objectif est précisément un développement en série.

En résumé, nous allons désigner par “point de vue A” la démarche qui consiste à travailler sur la

suite (4) obtenue par substitutions successives et à majorer un reste faisant intervenir la solution cherchée,

et par “point de vue B” l’autre approche où l’on cherche à établir directement la convergence de la

série (5). La compréhension des documents que nous allons étudier repose selon nous sur deux idées

essentielles :

1) Les substitutions successives ne conduisent pas de façon naturelle à un développement en série de la

solution, sauf dans le cas d’une équation linéaire. C’est ce qui explique sans doute que, avant Picard, tout

au moins dans les textes connus entre 1820 et 1890, personne n’ait envisagé la méthode des approxima-

tions successives en dehors du cas linéaire.

2) Dans le cas linéaire, le point de vue A ne mène qu’à un développement en série convergente d’une

solution dont l’existence est supposée acquise. Par contre, le point de vue B conduit à une preuve

constructive de l’existence d’une solution.

Avant Picard, tous les théoriciens travaillent ainsi sur des équations linéaires. La seule hypothèse

qu’ils font (sans presque jamais l’énoncer explicitement) est la continuité des coefficients différentiels.

Après coup, nous comprenons pourquoi elle pouvait leur suffire à établir la convergence dans tout l’inter-

valle de régularité : dans le cas linéaire, la condition de Lipschitz est automatiquement satisfaite et la res-

triction à un rectangle de sécurité n’est pas nécessaire. En plus des autres raisons que nous avons évo-

quées, cette “transparence” des propriétés en jeu a certainement contribué à retarder le passage du cas

linéaire au cas général.

Pour souligner la portée très large de ces réflexions liminaires, rappelons que le problème de Cauchy

pour un système d’équations différentielles du premier ordre se réduit encore à la forme (1), à condition de

considérer que x et y ne désignent plus des nombres mais des vecteurs, et qu’une équation d’ordre supé-

rieur se ramène classiquement à un système d’équations du premier ordre. Par ailleurs, les considérations

que nous avons développées gardent toute leur pertinence dans le cas où les conditions initiales seraient

remplacées par des conditions aux limites, par exemple pour un problème du type

′′y = f (x, y, ′y ), y(x0 ) = y0 , y(x1) = y1,

comme il s’en rencontre souvent en physique mathématique.
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2.2. Les recherches de Liouville (1830-1838)

Liouville a utilisé la méthode des approximations successives à au moins trois reprises : en 1830, à

l’occasion de travaux sur la théorie de la chaleur faisant suite à ceux de Poisson ; en 1837, dans le cadre

des recherches qui ont fondé la “théorie de Sturm-Liouville” ; enfin en 1838, lors d’une première tentative

pour élaborer une théorie générale des équations linéaires.

2.2.1. Les travaux sur la théorie de la chaleur

Nous savons grâce à Lützen38 que la méthode fut utilisée par Liouville dès 183039, et non à partir

de 1837 comme on l’avait longtemps cru. En cherchant à déterminer un état stationnaire u de la distri-

bution de température dans une barre métallique fine et homogène, de longueur l, dont les extrémités ont

une température fixée, Liouville est conduit à l’équation linéaire

(1)     
d 2u
dx2 = ε f (x)

Kω
u ,

assortie des conditions aux limites u(0) = θ et u(l) = ′θ  (les constantes ε, ω, K et la fonction f (x) caracté-

risent les propriétés géométriques et physiques de la barre).

Dans une première méthode de type polygonal, Liouville approche la fonction f (x) par une fonction

continue affine par morceaux, à partir de ses valeurs aux extrémités et en n – 1 points intermédiaires éga-

lement espacés (ce qui correspond dans la pratique à une situation expérimentale où l’on a effectué n + 1

mesures). Sur chacun des n intervalles, Liouville intègre l’équation approchée par la méthode des séries et

parvient à “exprimer élégamment” la solution “sous forme finie” par une intégrale généralisée dépendant

d’un paramètre. Les 2n constantes d’intégration qui apparaissent sont finalement déterminées par 2n

équations du premier degré traduisant les conditions aux limites et les 2n – 2 conditions de raccordement.

Liouville fait alors le commentaire suivant (p. 153) :

“Les développements dans lesquels on vient d’entrer donnent, en résumé, une méthode générale pour

intégrer, par approximation, l’équation linéaire du second ordre. L’approximation est poussée aussi loin

qu’on veut. En augmentant à volonté le nombre des équations du premier degré, auxquelles se ramène la

détermination des constantes, on s’approche indéfiniment de la valeur exacte cherchée. Une telle méthode

paraît suffisante, dans l’état actuel de l’analyse, vu la difficulté de résoudre exactement la question. Si

l’on veut toutefois, on peut la traiter d’une manière plus directe.”

Cette “manière plus directe” développée dans la suite du texte n’est autre que la méthode des

approximations successives. Liouville construit la solution générale de l’équation (1) sous la forme

  u = u0 + u1 + u2 +L, à partir de l’intégration du système

  

d 2u0

dx2 = 0,
d 2u1

dx2 = ε f (x)
Kω

u0 ,
d 2u2

dx2 = ε f (x)
Kω

u1 , K

Il trouve une combinaison linéaire de deux séries :

38 “Sturm and Liouville’s work on ordinary differential equations. The emergence of Sturm-Liouville Theory”, Archive for
history of exact sciences, vol. 29, n°4, 1984, pp. 309-376 ; Joseph Liouville 1809-1882 : Master of pure and applied mathe-
matics, Springer-Verlag, New York, 1990, chap. 10.
39 “Mémoire sur la théorie analytique de la chaleur”, Annales de mathématiques pures et appliquées, vol. 21, 1830/31,
pp. 133-181. Pour la petite histoire, signalons que le rédacteur en chef des Annales fait suivre le texte de Liouville d’une note
très sévère dans laquelle il écrit notamment : “Je crois devoir m’excuser, vis-à-vis du lecteur, de lui livrer un mémoire aussi
maussadement, je puis dire même, aussi inintelligiblement rédigé.” !
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(2)     u = A 1+ ε
Kω

dx
0

x

∫ f (x)dx
0

x

∫ + ε 2

K 2ω 2 dx
0

x

∫ f (x)dx
0

x

∫ dx
0

x

∫ f (x)dx
0

x

∫ +L








+ B x + ε
Kω

dx
0

x

∫ x f (x)dx
0

x

∫ + ε 2

K 2ω 2 dx
0

x

∫ x f (x)dx
0

x

∫ dx
0

x

∫ x f (x)dx
0

x

∫ +L








.

Les deux séries sont à termes positifs. Désignant par M la plus grande valeur de f (x) sur 0, l[ ], Liouville

prouve la convergence de la première série de (2) en la majorant par la série

  
1+ ε

Kω
Mx2

1.2
+ ε 2

K 2ω 2

M2x4

1.2.3.4
+L ,

et il procède de façon analogue pour la seconde série avant de conclure (p. 155) : “Ces deux suites sont

évidemment convergentes. En s’arrêtant à des termes de plus en plus éloignés, les restes nécessaires pour

en compléter la valeur décroissent rapidement. Donc, a fortiori, cela a lieu pour les deux suites qui

composent la valeur de u.” Il ne reste plus qu’à déterminer les deux constantes arbitraires A et B par les

conditions aux limites.

Dans ce raisonnement, nous reconnaissons le point de vue B. Liouville démontre l’existence d’une

solution de l’équation (1) remplissant les conditions aux limites en la construisant comme somme d’une

série convergente, mais la preuve reste incomplète car il manque la vérification que la somme de la série

satisfait à l’équation autrement que de façon formelle. Cette dernière étape nécessiterait de justifier une

double dérivation terme à terme. Toutefois, pour apprécier correctement le niveau de rigueur de la preuve

de Liouville, il faut se souvenir que la dérivation (ou l’intégration) terme à terme des séries n’était pas

problématique dans la première moitié du 19e siècle (cf. chap. II, 4.1).

2.2.2. La théorie de Sturm-Liouville

En 1836 et 1837, on trouve dans le Journal de mathématiques pures et appliquées une série de

mémoires de Sturm et de Liouville40 qui fondent ce que l’on appelle aujourd’hui la “théorie de Sturm-

Liouville”. Au début du mémoire de 1837, Liouville se propose de déterminer une fonction V de x et du

paramètre r, qui “se présente utilement dans la théorie de la chaleur et dans une foule de questions phy-

sico-mathématiques”. Cette fonction V doit satisfaire à l’équation différentielle

(1)     
d k dV

dx( )
dx

+ (gr − l)V = 0 ,

où g, k, l sont des fonctions positives de x, et aux conditions aux limites

(2)     
dV
dx

− hV = 0  pour x = x,

(3)     
dV
dx

+ HV = 0   pour x = X,

où les coefficients constants h, H sont positifs, nuls ou infinis.

Dans un premier temps, Liouville intègre l’équation (1) assortie de la condition (2), puis montre que la

solution non nulle obtenue (définie à une constante près) vérifie aussi (3), à condition que le paramètre r

40 Les principaux sont : Ch. Sturm, “Mémoire sur les équations différentielles linéaires du second ordre”, vol. 1, 1836,
pp. 106-186 ; J. Liouville, “Mémoire sur le développement des fonctions ou parties de fonctions en séries dont les termes sont
assujettis à une même équation différentielle du second ordre contenant un paramètre variable”, vol. 1, 1836, pp. 253-265 ;
J. Liouville, “Second mémoire sur le développement des fonctions ou parties de fonctions en séries dont les termes sont
assujettis à une même équation différentielle du second ordre contenant un paramètre variable”, vol. 2, 1837, pp. 16-35.
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prenne pour valeur l’un des termes d’une suite de nombres positifs croissant vers l’infini. On reconnaît

dans la seconde partie du raisonnement les prémisses de la théorie spectrale de Sturm-Liouville41. Ici,

nous nous intéresserons seulement à la première étape, à savoir l’intégration de (1) et (2) par la méthode

des approximations successives42. L’exposé est en tout point identique à celui du mémoire de 1830. Con-

formément au point de vue B, Liouville cherche la solution sous la forme  V = p0 + p1 +L + pn +L, avec

  
p0 = A 1+ h ′k dx

kx

x

∫( ), p1 = dx
kx

x

∫ (l − gr)p0 dx
x

x

∫ , K, pn+1 = dx
kx

x

∫ (l − gr)pn dx
x

x

∫ , K,

où ′k  est la valeur de k en x = x, et A une constante arbitraire (les relations (1) et (2) étant linéaires, il est

naturel que la solution soit définie à une constante multiplicative près). La convergence de la série est

établie à partir des inégalités

Pn < GP
k0







n
(x − x)2n

1.2.3...2n
,

dans lesquelles Pn désigne la valeur absolue de pn, k0 la plus petite valeur de k, P et G les plus grandes

valeurs absolues respectives de p0 et l – gr. Si la convergence est correctement justifiée à partir de la

convergence absolue, la démonstration souffre néanmoins des mêmes insuffisances qu’en 1830.

Il faut cependant noter une importante nouveauté par rapport au texte précédent : la démonstration est

désormais enrichie d’un assez long développement (p. 21) sur l’évaluation de “l’erreur commise, lorsque

l’on prend pour V les n premiers termes seulement de la série p0 + p1 + etc.” Cette étude est évidemment

essentielle en vue du calcul numérique. Liouville écrit  V = p0 + p1 +L + pn−1 + Rn , et majore le reste Rn

de deux façons. Tout d’abord à partir de la définition même de la série :

(4)     Rn < GP
k0







n
(x − x)2n

1.2.3…2n
+ etc.,

puis à partir de l’équation à point fixe V = p0 + dx
kx

x

∫ (l − gr)Vdx
x

x

∫ , dans laquelle il remplace V par sa

valeur, n – 1 fois, “conformément à la méthode connue des approximations successives”. En désignant

par W la plus grande valeur absolue de V, Liouville obtient la nouvelle estimation :

(5)     Rn < W
G
k0







n
(x − x)2n

1.2.3…2n
.

Le texte n’en dit pas plus, mais cet effort pour obtenir une seconde évaluation de l’erreur laisse suppo-

ser que la majoration (5) est, au moins dans certains cas, meilleure que la majoration (4). Tentons de le

justifier en poursuivant les calculs de Liouville. La solution V étant définie à un facteur multiplicatif près,

prenons pour fixer les idées A = 1. Dans ce cas, il est manifeste que P > 1. De l’inégalité (4), on déduit

Rn < G
k0







n
(x − x)2n

(2n)!
Pn ch

GP
k0

(x − x)










.

D’autre part,   V = p0 + p1 +L + pn +L conduit à W < P −1+ ch GP k0 (x − x)( ) et, d’après (5), il vient

Rn < G
k0







n
(x − x)2n

(2n)!
P −1+ ch

GP
k0

(x − x)










.

41 Pour un exposé historique (en langage et notation modernes) de cette théorie, voir J. Dieudonné, History of functional ana-
lysis, op. cit., pp. 16-21, ou M. Kline, Mathematical thought from ancient to modern times, op. cit., pp. 715-717.
42 La méthode itérative est également présente dans le mémoire de 1836, op. cit., p. 255, mais sous forme d’une courte note de
bas de page donnant le résultat sans aucune justification.
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Cette estimation de l’erreur est effectivement plus intéressante que la précédente lorsque n est grand.

Ainsi coexistent dans le mémoire de 1837 les points de vue A et B. Liouville n’est sans doute pas

conscient de la différence de statut qui caractérise, pour nous, les deux argumentations. Pourtant, il est

manifeste qu’il donne la primeur au point de vue B, grâce auquel il établit l’existence d’une solution et

son développement en série convergente. Ce n’est qu’après, une fois la convergence justifiée, qu’il fait

appel au point de vue A dans le but d’améliorer la majoration de l’erreur.

2.2.3. Théorie générale des équations linéaires

Liouville a cherché à étendre aux équations d’ordre supérieur les résultats, obtenus par Sturm, concer-

nant les équations différentielles linéaires du second ordre. N’ayant pas encore réussi à opérer cette

extension “d’une manière tout à fait générale”, il doit se contenter, dans un mémoire de 183843, “d’une

généralité très grande”. Il se restreint en effet à des équations d’un type particulier, assorties de condi-

tions convenables pour déterminer les constantes arbitraires :

“Dans ce premier Mémoire, je me borne à considérer les équations différentielles linéaires d’un ordre

quelconque µ, qui peuvent se mettre sous la forme

d.Kd.L…d.Md.NdU
dxµ + rU = 0 ,

K, L, … M, N étant des fonctions positives de x, et r un paramètre indépendant de cette variable. De plus

j’admets que pour une valeur particulière x de x, les quantités

  
U ,

NdU
dx

,
Md.NdU

dx2 , K
Kd.L…d.NdU

dxµ −1

sont égales à des constantes positives. Ces conditions laissent encore le paramètre r indéterminé. Mais on

déterminera ce paramètre à l’aide d’une nouvelle équation, si l’on exige par exemple que U se réduise à

zéro pour une certaine valeur X de x, X étant > x.”

Cette généralisation de la théorie de Sturm-Liouville se déroule dans un cadre purement mathéma-

tique, sans référence aux problèmes physiques qui en sont à l’origine. Une nouvelle fois, nous laisserons

de côté la partie liée à la détermination du paramètre — la recherche des “valeurs propres” — pour nous

consacrer à l’intégration de l’équation linéaire d’ordre µ et des µ conditions initiales. Avant de passer à un

ordre µ quelconque, Liouville traite en détail le cas µ = 2. Il s’agit alors de l’équation

(1)     
d.KdU

dx2 + rU = 0,

et des conditions initiales

(2)     U = A ,
KdU

dx
= B pour x = x,

où K est une fonction strictement positive, A et B des nombres positifs.

Pour apprécier la portée du cas traité par Liouville, rappelons que l’équation générale linéaire et
homogène du second ordre ′′U + k(x) ′U + l(x)U = 0 , où k et l désignent des fonctions continues sur un

certain intervalle contenant x, se ramène à l’équation réduite 
d
dx

K(x)
dU
dx






+ L(x)U = 0, avec K fonction

43 “Premier mémoire sur la théorie des équations différentielles linéaires et sur le développement des fonctions en séries”,
Journal de mathématiques pures et appliquées, t. 3, 1838, pp. 561-614.
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positive, si l’on pose K(x) = exp k(t)dt
x

x

∫( ) et L(x) = l(x)K(x). On voit que Liouville se restreint dans ce

mémoire au cas où L est constante.

L’intégration se fait selon le point de vue B, dans la lignée des mémoires de 1830 et 1837. Liouville

définit par récurrence une suite de fonctions (ϕn) en posant

ϕ0 = A + B dx
Kx

x

∫ , ϕn = dx
Kx

x

∫ ϕn−1dx
x

x

∫ ,

et affirme que la série   U = ϕ0 − rϕ1 + r2ϕ2 − r3ϕ3 +L satisfait à l’équation (1) et aux conditions ini-

tiales (2). La démonstration va pourtant beaucoup plus loin que dans les mémoires précédents. Désignant

par α la plus petite valeur de K sur [x, X] et posant ϕ = A + (B α )(X − x), Liouville établit les inégalités

ϕn < (x − x)2nϕ
1.2.3…2n.α n ,

dϕn

dx
< (x − x)2n−1ϕ

1.2.3…(2n −1).α n ,

qui lui permettent de conclure :

“Les séries

  

ϕ0 − rϕ1 + r2ϕ2 − r3ϕ3 +L ,

Kdϕ0

dx
− r

Kdϕ1

dx
+ r2 Kdϕ2

dx
−L ,

− rϕ0 + r2ϕ1 − r3ϕ2 +L ,

qui représentent respectivement les valeurs de U, KdU dx , d.KdU dx2 ou − rU , sont donc convergentes,

et il en est de même de leurs dérivées d’un ordre quelconque prises par rapport à r. De là il suit que les

dérivées soit par rapport à x, soit par rapport à r, des deux quantités U, KdU dx  ont des valeurs finies

exprimées par des séries convergentes : donc ces quantités elles-mêmes sont fonctions continues de x et

de r ; par suite la quantité d.KdU dx2 ou − rU  est aussi fonction continue de ces deux variables.”

Pour la première fois, Liouville démontre non seulement la convergence de la série qui définit la solu-

tion, mais aussi celle des séries dérivées. Certes, il n’est pas question de convergence uniforme mais,

s’agissant de séries entières, sa démonstration est en substance correcte et on peut considérer la dérivation

terme à terme comme justifiée. Nous pouvons voir dans ce texte la première preuve complète d’existence

de la solution d’un problème de Cauchy par la méthode des approximations successives.

2.3. Le traité de Moigno (1844)

Le tome 2 du traité de Moigno44 est daté de 1844 (cf. chap. II, 5.2.1 et chap. III, 3.3.2). Dans sa pré-

face, Moigno annonce qu’il a tenu compte de la plupart des mémoires publiés en France et à l’étranger.

C’est même par l’abondance de la matière à prendre en compte qu’il justifie la parution tardive du tome 2,

quatre ans après le tome 1. Il est donc abusif de prétendre que le texte de Moigno ne serait qu’une recopie

de documents imprimés ou manuscrits rédigés par Cauchy. Sur le sujet des approximations successives, il

n’est pas du tout exclu que Moigno ait eu connaissance des travaux de Liouville, en particulier les

mémoires de 1837-38, d’autant plus que Liouville est cité plusieurs fois dans la préface à propos d’autres

questions. Pour en revenir à Cauchy, il est tout aussi abusif de voir dans les cours de l’École Poly-

44 Leçons de calcul différentiel et de calcul intégral, tome 2 : Calcul intégral, op. cit.
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technique la seule source d’inspiration de Moigno : des mémoires publiés jusqu’en 1844, voire des notes

manuscrites inédites, ont pu être utilisés.

2.3.1. Place des approximations successives dans le traité

C’est dans la 39e leçon qu’apparaît la méthode des approximations successives, présentée comme

troisième méthode d’intégration par séries. En complétant ainsi les deux méthodes classiques que sont le

développement de Taylor et les coefficients indéterminés, Moigno innove incontestablement par rapport

aux traités de l’époque (p. 702) :

“Il est enfin une troisième méthode d’intégration par séries que nous exposerons en l’appliquant, pour

plus de simplicité, à l’équation linéaire du second ordre sans second membre

Dx
2 y + X1Dx y + X2 y = 0,

X1, X2 étant des fonctions quelconques de x. On peut d’abord ramener cette équation à la forme plus

simple

Dx
2 z = Xz  ;

il suffit en effet pour cela, comme nous l’avons vu, de faire y = uz, et de déterminer u à l’aide de l’équa-

tion du premier ordre 2Dx u + X1u = 0 , ou de faire u = e
− 1

2 X1 dx∫ .”

La méthode des approximations successives est exposée, “pour plus de simplicité”, dans le cas des

équations linéaires du second ordre sans second membre. C’est cohérent avec la stratégie annoncée de ne

faire appel aux séries qu’en dernier recours. En effet, sachant qu’une équation linéaire du premier ordre

s’intègre par quadratures et qu’une équation linéaire avec second membre se ramène à une équation sans

second membre, Moigno choisit bien le cas irréductible le plus simple pour lequel on ne dispose pas de

procédé connu d’intégration exacte. Au delà de ce cas particulier se voulant exemplaire, quelle portée

générale peut-on attribuer à la méthode développée ? Il semble raisonnable de penser que, dans l’esprit de

Moigno, elle puisse s’étendre à une équation linéaire de n’importe quel ordre, mais il serait hasardeux

d’aller au delà.

Examinons à présent la démonstration de la convergence afin de préciser le statut de la méthode.

Aucun historien n’a apparemment remarqué le fait que Moigno donne deux exposés légèrement différents

de cette preuve.

2.3.2. Le premier exposé de Moigno

La première preuve commence (p. 703) par une phrase importante : “Reste maintenant à développer la

valeur de z en série convergente.” Il s’agit clairement de rechercher une écriture particulière pour une

solution dont l’existence va de soi. En notant z0 et ′z0  les valeurs de z et ′z  pour une valeur donnée x0 de x,

Moigno intègre deux fois l’équation différentielle d 2z dx2 = Xz  pour obtenir l’équation intégrale

z = z0 + ′z0 (x − x0 ) + dx
x0

x

∫ Xzdx
x0

x

∫ ,

qu’il écrit plus simplement z = t + dx∫ Xz dx∫ , avec des notations évidentes destinées à alléger les écri-

tures ultérieures. Deux substitutions successives de z par sa valeur conduisent à

z = t + dx∫ Xt dx∫ + dx∫ X dx∫ Xt dx∫ + dx∫ X dx∫ dx∫ X dx∫ dx∫ Xz dx∫ .
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Reprenons à cet endroit le texte original : “En continuant cette même substitution, on obtiendra la

valeur de z exprimée par une série indéfinie de termes qui sont tels que chacun se déduit du précédent, en

multipliant par Xdx2, et intégrant deux fois de suite, à partir de x = x0. Le dernier terme seul contient z ou

la fonction inconnue qu’il s’agit de déterminer ; mais nous allons démontrer, 1° que ce dernier terme

décroît indéfiniment à mesure que le nombre de termes augmente ; 2° que la série tout entière approche

indéfiniment d’une certaine quantité finie qu’elle ne peut pas dépasser, et dont elle peut différer autant

que l’on voudra45.”

Passons sur la démonstration, rigoureuse et bien présentée mais n’apportant pas d’idée nouvelle par

rapport à Liouville, pour noter la conclusion : “Donc la série qui forme le second membre de l’équation

  
z = t + dx∫ Xt dx∫ + dx∫ X dx∫ Xt dx∫ + dx∫ X dx∫ dx∫ X dx∫ dx∫ Xt dx∫ +L ,

prolongée à l’infini, est convergente et a précisément pour somme l’intégrale cherchée z.”

On reconnaît dans ce premier exposé de Moigno le point de vue A. On ne peut que partager l’analyse

de Gilain46, pour qui “si la convergence de cette série est bien démontrée, le fait que sa somme satisfait à

l’équation n’est pas vérifié. (…) Il nous semble donc que la méthode des substitutions successives utilisée

par Moigno se situe encore dans le cadre de méthodes d’approximation de fonctions dont l’existence est

admise ; elle n’a pas le statut d’une démonstration d’existence.”

2.3.3. Le second exposé de Moigno

Les historiens ont abondamment commenté la preuve précédente mais n’ont apparemment pas pour-

suivi la lecture. Dans le paragraphe suivant (pp. 707-708), Moigno propose une autre façon de raisonner.

Cette section de la 39e leçon n’étant jamais citée, il nous semble utile de la retranscrire entièrement :

“On peut aussi développer en série l’intégrale générale de l’équation Dx
2 z = Xz  de la manière

suivante : on pose

  z = u0 + u1 + u2 +L + un,

  u0 , u1, u2 , K , un  étant n + 1 fonctions de x qu’il s’agit de déterminer, et qui sont liées entre elles par

l’équation

  Dx
2 u0 + Dx

2 u1 + Dx
2 u2 +L + Dx

2 un = Xu0 + Xu1 + Xu2 +L + Xun,

ou Dx
2 u∑ = Xu∑ . Admettons encore que pour x = x0, z et ′z  doivent prendre des valeurs arbitraires z0,

′z0 , et que les inconnues u0, u1, … vérifient d’abord les équations

  Dx
2 u0 = 0, Dx

2 u1 = Xu0 , Dx
2 u2 = Xu1, K , Dx

2 un = Xun−1 .

Puis intégrons ces équations à partir de x0, en admettant que u0 et ′u0  prennent les mêmes valeurs que z et

′z , et que, par conséquent, les équations

  u0 + u1 + u2 +L + un = z,      ′u0 + ′u1 + ′u2 +L + ′un = ′z

se réduisent, pour x = x0, à u0 = z0, ′u0 = ′z0,  u1 + u2 +L + un = 0 ,  ′u1 + ′u2 +L + ′un = 0 , supposons enfin

que l’on ait, pour x = x0,   u1 = 0, u2 = 0,K , un = 0, ′u1 = 0, ′u2 = 0,K , ′un = 0, il viendra

45 Ce dernier membre de phrase peut sembler ambigu. Il faut comprendre “d’aussi peu que l’on voudra”.
46 Introduction à la réédition du cours de Cauchy, op. cit., p. LII.
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u0 = z0 + ′z0 (x − x0 ) = t, u1 = dx∫ Xtdx∫ , u2 = dx∫ Xdx∫ dx∫ Xtdx∫ ,

  
u3 = dx∫ X dx∫ dx∫ X dx∫ dx∫ Xt dx∫ ,K , u4 =L , un =L ,

les intégrales étant toutes prises à partir de x0.

La valeur ainsi obtenue pour z ne satisfait pas proprement à l’équation proposée Dx
2 z = Xz , ou

  Dx
2 u0 + Dx

2 u1 +L + Dx
2 un = Xu0 + Xu1 +L + Xun ,

elle vérifie seulement celle-ci

  Dx
2 u0 + Dx

2 u1 +L + Dx
2 un = Xu0 + Xu1 +L + Xun−1  ;

mais on fait voir, à l’aide de raisonnements tout à fait semblables à ceux que nous avons employés ci-des-

sus, 1° que la somme   u0 + u1 + u2 +L + un tend toujours vers une limite finie à mesure que n augmente ;

2° que si l’on prend un nombre suffisant de fonctions  u0 , u1, u2 , K , un , … , déduites successivement l’une

de l’autre, comme nous l’avons indiqué, le terme Xun pourra devenir aussi petit que l’on voudra, et que,

par conséquent, la valeur   z = u0 + u1 + u2 +L + un vérifiera alors l’équation Dx
2 z = Xz .”

Ce deuxième exposé n’est autre que le point de vue B. On ne part plus d’une solution donnée que l’on

substitue dans une équation à point fixe pour exprimer cette solution en fonction d’elle-même, on cherche

à construire de toutes pièces une série solution. Une fois la convergence prouvée, la fin du texte montre

nettement que Moigno a le souci de vérifier que la somme de la série satisfait à l’équation. Certes, la

preuve est incomplète car il manque, comme dans les premiers travaux de Liouville, un argument pour

justifier la double dérivation terme à terme, mais cela conduit tout de même à nuancer l’analyse de

Gilain : il s’agit presque d’une démonstration d’existence. La seule différence avec Liouville est que le

point de vue B n’a plus chez Moigno la priorité : il vient en seconde position. On retrouve là une tendance

générale du traité : les idées les plus récentes et les plus originales sont souvent précédées d’un exposé

“classique” plus ancien dont Moigno n’arrive pas à se libérer47.

2.4. Traces dans l’œuvre de Cauchy

Les historiens se sont souvent avancés sans preuves quant au rôle exact de Cauchy. Pendant long-

temps, ils se sont contentés d’extrapoler à partir du traité de Moigno, jusqu’à ce que Dieudonné et Gilain

s’appuient, en 1981, sur la présence du procédé itératif dans le mémoire de Prague de 1835. Pour notre

part, nous avons retrouvé des traces de la méthode des approximations successives dans trois autres textes

liés à l’œuvre de Cauchy : deux documents d’archives édités par Belhoste et une Note de 1839.

2.4.1. Les cours de l’École Polytechnique avant 1830

En 1984 fut retrouvé dans les archives de l’École Polytechnique un cahier contenant la table des

matières du cours d’analyse de seconde année48. Une expertise rigoureuse de Belhoste49 montre que le

contenu de cette table a été rédigé par Cauchy durant l’année scolaire 1828/29. Dans le même travail,

47 Nous avons déjà observé ce comportement à propos de la méthode polygonale : Moigno fait précéder la démonstration
d’existence de Cauchy de la preuve géométrique intuitive de Lacroix, qui reste pour lui tout à fait convaincante.
48 École royale polytechnique/Programme du cours d’analyse de la 2ème année, Archives de l’École Polytechnique, cote
III-3b (ancienne cote X-IIb 177).
49 “Le cours d’analyse de Cauchy à l’École Polytechnique en seconde année”, Sciences et Techniques en Perspective, vol. 9,
pp. 101-117, Université de Nantes, 1984-85.
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Belhoste rapporte sa découverte, à Blois, d’un autre cahier50 contenant une recopie des notes prises par un

polytechnicien pendant le cours de Cauchy de 1829/30. Ces deux textes, bien que n’étant pas de première

main, nous renseignent grandement sur l’enseignement de Cauchy à propos des équations différentielles.

Les feuilles imprimées retrouvées par Gilain étant incomplètes, il est difficile de savoir si la méthode des

approximations successives était exposée par Cauchy dès 1823/24. Par contre, elle est présente dans les

deux documents plus tardifs publiés par Belhoste (sans que ce dernier, ayant d’autres centres d’intérêt,

n’en fasse état dans son commentaire).

Dans le résumé de cours rédigé par Cauchy en 1828/29, les approximations successives sont situées,

comme chez Moigno, parmi les méthodes d’intégration par séries. On y trouve le paragraphe suivant :

“Autre méthode applicable aux équations linéaires

Exemple : 
dny
dxn = y f (x).

y = u0 + u1 + etc.

  

dnu0

dxn + dnu1

dxn +L = u0 f (x) + u1 f (x) +L.

dnu0

dxn = 0 ;
dnu1

dxn = u0 f (x) ;
dnu2

dxn = u1 f (x) ; etc.

  u0 = C + ′C x +L + C(n−1)xn−1 ; u1 = etc. ; u2 = etc.

Ainsi l’on vérifie 
d 2y
dx2 = xmy en prenant

  
y = C 1+ xm+2

(m +1)(m + 2)
+L





 + ′C x + xm+3

(m + 2)(m + 3)
+L





 .”

On reconnaît d’une part le point de vue B, d’autre part des similitudes avec le second exposé de

Moigno ainsi qu’avec le mémoire de Liouville de 1830 (en particulier les mêmes notations u0, u1, … dans

les trois cas). S’agissant d’une simple trame de cours, il n’est pas possible de savoir si la méthode était

accompagnée d’une démonstration, ni a fortiori quel pouvait être le niveau de rigueur d’une telle démons-

tration. En revanche, il est clair d’après le titre du paragraphe que, pour Cauchy, vers 1830, la méthode

n’était applicable qu’aux équations linéaires.

Un autre point de ce résumé de cours a retenu notre attention. Cauchy présente la méthode polygonale
non comme en 1824, à partir de l’équation différentielle dy dx = f (x, y)  et du théorème des accroisse-

ments finis, mais désormais en s’appuyant sur l’équation intégrale p = f x, y0 + pdx
x0

x

∫( ), avec p = dy dx ,

et sur sa définition de l’intégrale comme limite de “sommes de Riemann”. Comme le souligne Belhoste51,

la démonstration est moins rigoureuse que celle de 1824. On peut l’expliquer par les recommandations du

Conseil de l’École poussant Cauchy à simplifier un enseignement jugé trop abstrait. Il ne nous semble pas

absurde de penser que le recours à une équation intégrale, vers 1830, dans le cadre de la méthode polygo-

nale, puisse aussi être lié à des recherches parallèles de Cauchy sur l’autre équation à point fixe

y = y0 + f (t, y)dt
x0

x

∫ , celle de la méthode des approximations successives. Cet argument contribuerait à

étayer une hypothèse de Dobrovolski : “il est vraisemblable que, déjà vers les années 1830, Cauchy ait

50 ANALYSE/Calcul intégral/Extrait du cours de M. Cauchy à l’École Polytechnique, 2ème année, 1829/1830, Archives dépar-
tementales du Loir-et-Cher, Fonds privé Saint-Venant.
51 Op. cit., pp. 106-107.
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été amené à l’idée que cette méthode peut être appliquée à la recherche des solutions des équations

différentielles”52.

Pour ce qui est du second document retrouvé par Belhoste, les notes de cours prises par un élève de

Cauchy en 1829/30 sont quasiment identiques au résumé élaboré par Cauchy lui-même l’année précé-

dente. La concordance des deux sources leur confère une authenticité certaine.

“Lorsque l’équation linéaire de l’ordre n est de la forme dny dxn = Xy , X étant une fonction de x, on

peut l’intégrer en série par le moyen suivant :

Posons   y = u + u1 + u2 + u3 +L, u, u1, u2 , u3 étant une suite de termes ne renfermant que x, on aura :

  

dnu
dxn + dnu1

dxn + dnu2

dxn +L = Xu + Xu1 + Xu2 +L.

Faisons remplir aux termes   u, u1, u2 ,K les conditions :

dnu

dxn = 0 ,
dnu1

dxn = Xu ,
dnu2

dxn = Xu1 ,
dnu3

dxn = Xu2 , etc.

On tirera de la première équation   u = C1 + C2x + C3x2 + C4x3 +L + Cnxn−1 . Substituant cette valeur

dans la seconde équation dnu1 dxn = Xu, le second membre sera fonction de x seul et on pourra tirer la

valeur de u, qu’on substituera dans la troisième équation, et ainsi de suite. Les quantités   u, u1,K forme-

ront les termes de la série donnant l’intégrale cherchée y.”

On retrouve une nouvelle fois le point de vue B et le second exposé de Moigno (avec en plus ici la

même notation X pour le coefficient de y). Il n’y a plus guère de doute que, tout au moins pour son second

exposé, Moigno se soit inspiré directement des cours de Cauchy donnés peu avant 1830. Par contre, nous

n’avons pas suffisamment d’éléments pour savoir qui, de Cauchy ou de Liouville, a conçu la première

preuve de convergence. Le cours de Cauchy de 1829/30 et le mémoire de Liouville de 1830 sont contem-

porains ; les deux hommes étaient à cette époque professeurs à l’École Polytechnique et se livraient cer-

tainement à de nombreux échanges d’idées : rien ne permet de trancher. À ce propos, signalons qu’on re-

trouve encore un exposé de la méthode des approximations successives, très proche du second exposé de

Moigno, dans le cours que Liouville professa à l’École Polytechnique en 1848/4953. Liouville s’inves-

tissait sans doute moins que Cauchy dans l’enseignement. Tout laisse penser que, lorsqu’il fut chargé à

son tour du cours d’analyse de seconde année et bien qu’il eût imaginé une preuve personnelle dans ses

recherches de 1830 sur la chaleur, Liouville s’est contenté de reprendre — via Moigno — la présentation

didactique mise au point par son prédécesseur.

2.4.2. Le mémoire de Prague de 1835

La principale intervention des approximations successives dans l’oeuvre de Cauchy se rencontre évi-

demment dans le mémoire de Prague de 1835. Nous avons étudié en détail (cf. chap. II, 4.2) comment

Cauchy, à partir d’une réflexion sur les méthodes de la mécanique céleste, avait été conduit à combiner le

recours à une équation linéaire aux dérivées partielles, le principe des substitutions successives et le nou-

veau calcul des limites pour développer les solutions d’un système différentiel en séries localement

convergentes. Nous avons vu que sa démonstration souffrait de la même faiblesse que la démonstration de

Moigno et les premières démonstrations de Liouville, dans la mesure où elle reposait sur une intégration

terme à terme incomplètement justifiée. Nous avons montré enfin que les séries issues de l’équation carac-

52 “Contribution à l’histoire du théorème fondamental des équations différentielles”, op. cit., p. 227.
53 Calcul intégral. 1847-49, Collection “Les cours historiques de l’École Polytechnique”, Ellipses, Paris, 1994, pp. 101-104.
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téristique ne coïncidaient avec les séries habituelles d’approximations successives que dans le cas des

équations linéaires. Pour achever de faire le lien avec tout ce qui a été développé depuis le début de ce

chapitre, il suffira de reprendre et compléter une citation de Cauchy donnée plus haut (cf. 1.2.1) :

“La détermination des mouvements des planètes et de leurs satellites est, comme l’on sait, un grand

problème que l’on parvient à résoudre, plus ou moins rigoureusement, à l’aide d’approximations succes-

sives. (…) M. Laplace applique à ce problème deux méthodes distinctes, savoir : (…) 2° la méthode des

approximations successives, dont l’idée première pourrait être attribuée à Newton. L’application directe

de cette dernière méthode à un système d’équations différentielles ne donne leurs intégrales complètes

que dans des cas particuliers (…). Mais fort heureusement l’application de la même méthode à l’équation

caractéristique résoudra le problème dans tous les cas.”

Il ressort clairement de tout ceci que Cauchy maîtrisait parfaitement la méthode des approximations

successives et, en particulier, la preuve de sa convergence, mais uniquement pour les équations différen-

tielles linéaires (ordinaires ou aux dérivées partielles). Il n’a pas su trouver une généralisation de la

méthode en question — au sens de Picard — pour les équations non linéaires. Au contraire, il a imaginé le

moyen détourné de l’équation caractéristique linéaire pour intégrer par les séries les équations différen-

tielles quelconques, ce qui l’a conduit à son second théorème d’existence. D’ailleurs, dans un second

temps, à partir de 1842, les approximations successives ont été abandonnées et le second théorème

d’existence a pu être prouvé directement à partir de la série de Taylor (cf. chap. II, 4.2.5).

2.4.3. Une note de 1839

Nous avons retrouvé dans les Œuvres complètes de Cauchy une dernière trace de la méthode des

approximations successives : il s’agit d’une note publiée en 1839 dans les Comptes Rendus de l’Académie

des Sciences54, intitulée “Note sur un théorème d’Analyse, et sur son application aux questions de Phy-

sique mathématique”. Dans cette note, le but de Cauchy est de prouver que, lorsque les coefficients d’une

équation différentielle linéaire d’un ordre quelconque sont des fonctions périodiques, la solution prend

pour de grandes valeurs de la variable des valeurs sensiblement égales à celles qu’elle prendrait si l’on

remplaçait chaque coefficient de l’équation par sa valeur moyenne. La démonstration de ce théorème

repose sur l’intégration approchée de l’équation par la méthode des approximations successives, présentée

comme une intégration par séries. Cauchy établit d’abord le résultat pour une équation du premier ordre

(1)      
dξ
dx

= Rξ .

Dans ce cas, après une première preuve utilisant l’intégration exacte sous forme finie, il écrit :

“On arriverait aux mêmes conclusions si, au lieu d’intégrer l’équation (1) sous forme finie, on appli-

quait à cette équation la méthode d’intégration par séries. En effet, en intégrant, à partir de x = 0, les

deux membres de l’équation (1) multipliés par dx, on trouvera

(11) ξ − ξ0 = Rξdx
0

x

∫  ;

puis, en substituant plusieurs fois de suite la valeur de ξ tirée de l’équation (11) dans cette équation

même, on en tirera

54 Comptes rendus, t. 8, p. 471 ; Œuvres complètes, s. 1, t. 4, pp. 228-236.
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ξ = ξ0 + Rξdx
0

x

∫
= ξ0 + ξ0 Rdx

0

x

∫ + R Rξdx
0

x

∫ dx
0

x

∫
=LLLLLLLLLLLLL ;

par conséquent

(12)     
  
ξ = ξ0 1+ Rdx

0

x

∫ + R Rdx
0

x

∫ dx +L
0

x

∫( ).”
Cauchy utilise librement le développement en série obtenu par substitutions successives comme s’il

s’agissait d’un résultat classique bien connu, sans qu’il soit besoin de redonner la preuve de la conver-

gence de la série (12) vers la solution cherchée. Cette attitude est compréhensible compte tenu que cette

preuve figurait sans doute dans le cours de l’École Polytechnique. Pour étudier le comportement asymp-

totique de la fonction définie par (12) pour de grandes valeurs de x, Cauchy prend ensuite un équivalent

de ξ en procédant terme à terme, sans autre justification. Cette attitude laisse penser que si, à la même

époque, Cauchy était en possession d’une preuve de la convergence de la méthode des approximations

successives en tant que théorème d’existence, cette preuve était sans doute analogue au second exposé de

Moigno : il devait y manquer la justification de la dérivation ou de l’intégration terme à terme.

Dans la suite, Cauchy reprend une démonstration similaire pour une équation du second ordre

d 2ξ dx2 = Rξ . En désignant par ξ0 et ϕ0 les valeurs initiales de ξ et dξ dx , il obtient l’équation intégrale

ξ = ξ0 + ϕ0x + Rξdx
0

x

∫ dx
0

x

∫ ,

puis, par substitutions successives, le développement

  
ξ = ξ0 1+ Rdxdx

0

x

∫0

x

∫ +L( ) + ϕ0 x + Rxdxdx
0

x

∫0

x

∫ +L( ) .

Il conclut enfin : “Le théorème énoncé pourra ainsi être démontré généralement, à l’aide de l’intégration

par séries, quels que soient l’ordre de l’équation linéaire donnée et le nombre de ses termes. Il y a plus :

le même théorème se démontrera encore de la même manière, si on l’étend à un système d’équations dif-

férentielles ou aux différences partielles, en l’énonçant comme il suit : Théorème.— Considérons un sys-

tème d’équations linéaires, différentielles ou aux différences partielles (…)”. Une fois de plus, la méthode

des approximations successives apparaît comme une technique intimement liée aux équations linéaires.

2.5. Conclusion sur Liouville et Cauchy

Il se dégage de l’examen des textes de Liouville, Moigno et Cauchy une image assez cohérente de ce

que pouvait être le statut de la méthode des approximations successives dans la première moitié du 19e

siècle. Tentons une synthèse :

1) L’opinion de Painlevé, selon laquelle Cauchy aurait donné dans son enseignement une démonstra-

tion générale de la convergence, retrouvée plus tard par Picard, apparaît totalement infondée. Il n’y a pas

le moindre indice permettant de penser que Cauchy, Liouville ou quelqu’un d’autre avant Picard ait pu

exposer une preuve en dehors du cas des équations linéaires55.

55 Il est intéressant de noter que, par exemple, J. Itard, dans son article “Analyse mathématique et Théorie des nombres” (in
R. Taton, Histoire générale des sciences, t. 3, PUF, Paris, 1961, p. 61), reprend mot pour mot l’affirmation de Painlevé. On
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2) Dans le cas des équations linéaires, contrairement au point de vue de Gilain, nous pensons que la

méthode des approximations successives avait déjà acquis le statut de preuve d’existence. C’est assez net

dans le mémoire de Liouville de 1838, dans le second exposé de Moigno issu des cours de Cauchy ou

même, indirectement, dans le mémoire de Prague de 1835. Certes, comme le rapporte Gilain, Cauchy a

toujours fait référence dans ses écrits à seulement deux théorèmes d’existence : “À la vérité, l’existence

des intégrales générales des équations différentielles, qui renferment une seule variable indépendante, se

trouve maintenant établie par deux méthodes diverses que j’ai données, la première dans mes leçons à

l’École polytechnique, la seconde dans un mémoire lithographié en 1835”56. Selon nous, cela s’explique

simplement par le fait que la méthode itérative, ne s’appliquant qu’aux équations linéaires, ne pouvait être

comptabilisée en tant que preuve générale d’existence. Cela s’explique aussi par le fait amplement mé-

connu que, chez Cauchy, les approximations successives sont consubstantiellement liées à la création du

second théorème d’existence. Tout naturellement, elles ne pouvaient pas être perçues comme constituant

une méthode distincte.

3) La faiblesse des démonstrations d’existence de Liouville et Cauchy réside dans la dérivation (ou

l’intégration) terme à terme non justifiée de séries de fonctions et, plus profondément, dans l’absence de

distinction entre convergence et convergence uniforme. L’insuffisance est du même type que celle de la

méthode polygonale de 1824, qui s’appuyait sur une notion de continuité uniforme non explicitée.

4) Il est enfin très difficile de trancher la querelle de priorité qui se joue entre Cauchy et Liouville par

historiens interposés. Les traces du cours de 1829/30 montrent clairement que le second exposé de

Moigno de 1844 est issu d’un enseignement de Cauchy dispensé avant 1830, et donc confèrent une cer-

taine antériorité à ce dernier. Mais, par ailleurs, la première démonstration publiée est celle de Liouville,

en 1830. Une seule conclusion certaine doit être retenue : c’est un peu avant 1830 que la méthode itérative

est passée — dans le cas linéaire — du stade de technique de calcul numérique utilisée sans justification

par les astronomes au stade de méthode rigoureuse d’intégration approchée.

peut s’interroger sur un curieux phénomène : une hypothèse est émise un jour par un historien sans preuve objective, puis est
répétée par des générations d’historiens sans vérification, et cette seule répétition suffit à lui donner de la consistance.
56 “Mémoire sur un théorème fondamental dans le calcul intégral”, Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 14, Paris,
1842, p. 1020.
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3. La généralisation de Picard

3.1. Approfondissement du cas linéaire

Entre le traité de Moigno de 1844 et les premiers travaux de Picard, vers 1890, on trouve une série de

recherches visant à généraliser la méthode des approximations successives dans le cas linéaire. Le but

commun de ces travaux est plus ou moins d’achever le programme esquissé par Liouville et Cauchy. Ces

deux savants avaient en effet laissé entendre que la méthode pouvait être utilisée pour intégrer une équa-

tion linéaire de n’importe quel ordre (Liouville, mémoire de 1839) ou même un système quelconque

d’équations linéaires (Cauchy, note de 1839), mais ils n’avaient jamais vraiment donné de démonstration

complète et générale. Ces recherches nouvelles de la seconde moitié du 19e siècle confirment ainsi le

point de vue précédemment développé, selon lequel la méthode itérative a longtemps été par nature inti-

mement et exclusivement liée à des problèmes linéaires. Il est patent que la linéarité a constitué une sorte

d’obstacle conceptuel tenace dont seul le dépassement pouvait permettre au procédé itératif d’acquérir

pleinement le statut de démonstration d’existence.

3.1.1. Caqué (1864) et Fuchs (1870)

En 1864, Caqué publie un article, intitulé “Méthode nouvelle pour l’intégration des équations diffé-

rentielles linéaires ne contenant qu’une variable indépendante”57, dans lequel l’équation linéaire générale

est considérée comme limite de l’équation aux différences finies correspondante. La méthode itérative est

précisément utilisée pour transformer cette équation aux différences finies avant d’effectuer le passage à la

limite. Le procédé paraît déjà archaïque : ce retour aux sources du calcul infinitésimal donne le sentiment

d’une nette régression par rapport à la démarche directe de Liouville et Cauchy. La démonstration de

Caqué est extrêmement lourde (vingt-cinq pages environ, alors que la plupart des preuves fondées sur la

méthode itérative ne dépassent guère deux ou trois pages) : plus encore que sa longueur, son aridité

semble propre à décourager le lecteur le plus tenace.

C’est bien l’opinion de Fuchs, lorsque ce dernier reprend le même problème en 187058 : “Dans le

journal de Liouville (année 1864) Mr. Caqué en se plaçant à un point de vue tout différent du nôtre, a

donné un développement en série des intégrales des équations différentielles linéaires qu’il trouve par le

passage d’une équation à différences finies. En essayant de remplacer cette voie naturellement épineuse

par une autre plus commode et plus courte, nous reconnûmes bientôt que la série de Mr. Caqué peut être

conçue comme cas spécial de la classe indiquée de représentations ; et par là elle nous servira dans ce

qui va suivre comme un simple exemple.”

57 Journal de mathématiques pures et appliquées, s. 2, t. 9, mai 1864, pp. 185-222.
58 “Sur le développement en série des intégrales des équations différentielles linéaires”, Annali di matematica pura ed appli-
cata, s. 2, t. 4, 1870/71, pp. 36-49.
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Pour intégrer l’équation linéaire générale

  y
(m) = pm−1y

(m−1) + pm−2y(m−2) + L + p0y + p,

lorsque   y, ′y , ′′y ,K , y(m−1)  prennent respectivement, pour x = x0, les valeurs   η0 , η1, η2 ,K , ηm−1, Fuchs

écrit cette équation sous la forme D1(y) = D2 (y) + p, où D 1(y) et D2(y) sont des fonctions linéaires et

homogènes de y et de ses dérivées, telles que D1(y) contienne y(m) et D2(y) contienne seulement les dérivées

de y jusqu’à l’ordre m – 1. Cette décomposition de l’équation présente une forte analogie avec le début du

texte de Schmidten (cf. 2.1.1). Fuchs développe ensuite la solution en série à partir de l’expression

  y = u0 + u1 + u2 + u3 + L + ur + vr−1 ,

dans laquelle   u0 , u1, u2 , u3,K , ur , vr−1 sont des intégrales successives des équations

  

D1(u0 ) = 0

D1(u1) = D2 (u0 ) + p

D1(u2 ) = D2 (u1)

D1(u3 ) = D2 (u2 )

L

D1(ur ) = D2 (ur−1)

D1(vr−1) = D2 (vr−1) + D2 (ur ).

Plus précisément, u0 est l’intégrale déterminée par les conditions initiales  η0 , η1, η2 ,K , ηm−1, alors que

tous les autres termes sont des intégrales “principales”, c’est-à-dire qui s’annulent, ainsi que leurs m – 1

premières dérivées, pour x = x0.

Alors que Fuchs présente sa démonstration comme nouvelle et inspirée par le souci de simplifier la dé-

marche passéiste de Caqué, nous n’avons aucun mal à reconnaître le second exposé de Moigno, avec les

mêmes notations et le même procédé de construction de la série, simplement transposé d’une équation du

second ordre à une équation d’ordre quelconque. La seule réelle nouveauté est l’utilisation systématique

de la théorie des déterminants pour exprimer les termes successifs de la série au moyen d’intégrations

réitérées faisant intervenir un système fondamental d’intégrales  y1, y2 ,K , ym  de l’équation D1(y) = 0.

L’intérêt est de pouvoir “calculer directement ces fonctions sans recourir chaque fois aux équations diffé-

rentielles”. Enfin, Fuchs conclut : “En choisissant convenablement D1(y) et partant   y1, y2 ,K , ym , on peut

obtenir que les termes de la série reçoivent des formes prescrites, telles qu’une recherche particulière les

demande. En tout cas, il est clair qu’il y a une infinité de représentations différentes du genre indiqué des

intégrales d’une équation différentielle linéaire.” Dans la lignée de Schmidten, Fuchs réalise ici qu’il y a

une infinité de façons de transformer une équation en équation à point fixe. Le cas envisagé par Caqué

était le plus simple, à savoir l’opérateur D1(y) = y(m) et, pour l’équation sans second membre associée

y(m) = 0, le système fondamental d’intégrales  y1 = 1, y2 = x, y3 = x2 ,K , ym = xm−1 .

3.1.2. Peano (1887)

En 1887, Peano publie un article en italien sur l’intégration par séries des équations différentielles

linéaires59. Nous nous référerons plutôt à la traduction française parue l’année suivante avec de légères

modifications60. L’originalité de Peano est double : la méthode itérative est utilisée pour intégrer un sys-

59 “Integrazione per serie delle equazioni differenziali lineari”, Atti della Reale Accademia delle Scienze di Torino, vol. 22,
1887, pp. 437-446.
60 “Intégration par séries des équations différentielles linéaires”, Mathematische Annalen, vol. 32, 1888, pp. 450-456.
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tème d’équations linéaires du premier ordre (alors qu’on s’était surtout intéressé, jusque là, à une seule

équation linéaire d’ordre supérieur) et, pour la première fois, un système d’équations est traité comme une

équation unique. Peano considère le système d’équations différentielles linéaires homogènes

  

dx1

dt
= r11x1 + L + r1nxn

. . . . . . . . .

dxn

dt
= rn1x1 + L + rnnxn

où les rij  sont des fonctions réelles de la variable t, continues dans l’intervalle (p, q). S’inspirant des tra-

vaux de Grassmann, Hamilton, Cayley et Sylvester61, il ramène le système à la seule équation

dx
dt

= R x ,

en introduisant le “nombre complexe” (le vecteur)  x = [x1,K , xn ] et la “substitution” (la transformation

linéaire) représentée par la “matrice” 

  

R =
r11 L r1n

. . .

rn1 L rnn












= rij{ }.

La moitié de l’article est naturellement consacrée à une étude préliminaire des propriétés de ces objets,

qui nous sont aujourd’hui si familiers mais qui étaient alors peu connus des mathématiciens. Pour com-

prendre la suite, il suffira de savoir que Peano définit les “modules” (les normes) d’un nombre complexe

et d’une substitution par les formules :

  

mod. x = x1
2 + x2

2 + L + xn
2 ;

mod. R = maximum de 
mod. (R x)

mod. x
.

Une fois ces notions et notations introduites, la démonstration de Peano est un modèle de rigueur, de

concision et d’élégance :

“Le système d’équations données se réduira à l’équation unique

(1)     
dx
dt

= R x .

Soit a un complexe constant quelconque. Posons :

′a = Ra dt,∫ ′′a = R ′a dt,∫ ′′′a = R ′′a dt,∫ … ,

où les intégrales s’étendent de t0 à t. On doit prouver que la série

(2)       x = a + ′a + ′′a + L

est convergente, et que sa somme x  est une fonction de t (qui, évidemment, a la valeur a  pour t = t0)

satisfaisant à l’équation (1). En effet puisque les rij  sont des fonctions continues de t dans l’intervalle

61 C’est vers 1843-45 que Cayley et Grassmann, voulant étendre le langage géométrique, considèrent les systèmes de n
nombres en tant qu’éléments d’un nouvel espace. Peano lui-même s’intéresse à la question en logicien et donne une définition
générale, proche de la nôtre, des espaces vectoriels et des applications linéaires sur le corps des nombres réels dans Calcolo
geometrico secondo l’Ausdehnungslehre di Grassmann, preceduto dalle operazioni della logica deduttiva, Torino, 1888. Sur la
naissance de ces nouveaux objets algébriques, voir J. Guérindon et J. Dieudonné, “L’Algèbre depuis 1840”, in J. Dieudonné,
Abrégé d’histoire des mathématiques, op. cit.
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(p, q), mod.R sera aussi une fonction continue de t, et soit m son maximum. En supposant, pour simplifier,

t > t0, on a :

mod. ′a ≤ mod.(Ra)dt ≤ mod.R ⋅ mod.a ⋅ dt ≤ m ⋅ mod.a ⋅ (t − t0 ),∫∫
mod. ′′a ≤ mod.(R ′a )dt ≤ mod.R ⋅ mod. ′a ⋅ dt ≤ 1

2
m2 ⋅ mod.a ⋅ (t − t0 )2 ,∫∫

etc.

mod.a(n) ≤ 1
n!

mn ⋅ mod.a ⋅ (t − t0 )n .

Donc la série (2) est uniformément convergente, car les modules des termes sont moindres que des

quantités constantes qui forment une série convergente. En différentiant les termes de (2) on obtient la

série   0 + Ra + R ′a + L, qui converge uniformément vers R x . Donc x satisfait bien à l’équation

proposée.”

Il s’agit, pour la première fois, d’une démonstration d’existence ne laissant rien à désirer : convergence

de la série en tout point de l’intervalle de régularité, justification correcte de la dérivation terme à terme

pour prouver que la série est bien solution de l’équation. Ce travail de Peano apparaît ainsi comme

l’ultime avatar des idées semées vers 1830 par Liouville et Cauchy. La seule possibilité de dépasser la per-

fection atteinte par le mathématicien italien réside désormais dans l’abandon de l’hypothèse de linéarité.

De façon surprenante, les éditeurs des œuvres de Peano62 font précéder l’article que nous venons d’étudier

d’un commentaire dans lequel ils revendiquent pour Peano la priorité par rapport aux travaux de Picard et

Lindelöf de 1891-94. Ils ne réalisent pas que ces travaux ne sont pas identiques : Peano n’a intégré que les

systèmes d’équations linéaires, alors que Picard et Lindelöf, en rupture avec tous leurs prédécesseurs,

vont s’intéresser aux systèmes d’équations quelconques.

3.2. L’exposé définitif de Picard

3.2.1. Sources de Picard

La première apparition de la méthode itérative dans les travaux de Picard se rencontre dans un

mémoire de 189063. Il y est surtout question de problèmes d’équations aux dérivées partielles. L’idée

d’utiliser les approximations successives pour la démonstration du théorème fondamental n’apparaît que

dans le chapitre V du mémoire (pp. 197-200), un peu comme en annexe : “Les méthodes d’approxima-

tions dont nous venons de faire usage peuvent évidemment être employées dans le cas des équations diffé-

rentielles ordinaires ; c’est un point sur lequel il ne me paraît pas inutile de s’arrêter, quoique nous

n’ayons qu’à appliquer des méthodes étudiées plus haut.” Picard ne semble pas encore être pleinement

conscient de la nouveauté et l’importance de sa découverte.

Si nous suivons Dieudonné (cf. 2.1.1), Picard a trouvé son inspiration dans les travaux de Neumann64

sur l’équation de Laplace

4π ρ(M) = (ρ(M) − ρ(P))
cosϕ
MP2 dσ

Σ

⌠
⌡

⌠
⌡

+ f (M)

62 G. Peano, Opere scelte, Edizioni Cremonese, Roma, 1957, vol. 1, p. 82.
63 “Mémoire sur la théorie des équations aux dérivées partielles et la méthode des approximations successives”, Journal de
mathématiques pures et appliquées, s. 4, t. 6, Paris, 1890, pp. 145-210.
64 Untersuchungen über das logarithmische und Newton’sche Potential, Teubner, Leipzig, 1877.
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et dans ceux de Schwarz65 sur l’équation des membranes vibrantes

∂ 2v
∂x2 + ∂ 2v

∂y2 + λ2 pv = 0 .

Nous renvoyons à Dieudonné pour un compte rendu détaillé de ces recherches. Neumann et Schwarz ont

effectivement recours à la méthode des approximations successives pour construire des solutions de leurs

équations respectives. C’est probablement en lisant des travaux de ce type que Picard eut l’idée d’étudier à

son tour des équations aux dérivées partielles par la méthode itérative. Par contre, nous remarquons que

les équations de Neumann et de Schwarz sont une fois de plus des problèmes linéaires et nous ne voyons

pas pourquoi Picard aurait trouvé là l’inspiration décisive lui permettant de franchir le pas vers la solution

du problème fondamental pour les équations différentielles ordinaires. Picard connaissait sans doute aussi

les travaux de Liouville et Cauchy (dans le Traité d’Analyse, il cite l’abbé Moigno), voire ceux de Peano

que nous avons étudiés plus haut, et il a pu y trouver directement tous les ingrédients nécessaires.

Ce qui est certain, c’est que Picard est le premier à appliquer la méthode itérative à un problème diffé-

rentiel non linéaire. C’est lui qui a l’idée cruciale de faire passer au second plan la suite des approxima-

tions successives (yn) pour étudier, à la place, la série y0 + (yn − yn−1)
n=1

+∞

∑  au moyen des mêmes hypothèses

que dans la méthode de Cauchy-Lipschitz. Voilà la seule idée vraiment nouvelle : à part elle, toutes les

autres composantes de la démonstration sont déjà présentes dans le mémoire de Liouville de 1839 ou celui

de Peano de 1887.

Pour certains historiens et beaucoup de mathématiciens du 20e siècle, la méthode des approximations

successives est connue et citée sous le nom de “méthode de Picard”. Cela ne nous semble pas injustifié

dans la mesure où Picard est, sans contestation possible, le premier à avoir démontré en toute généralité le

théorème fondamental. Tout ce que nous avons développé depuis le début de ce chapitre confirme que

Picard a franchi un véritable obstacle épistémologique en se libérant de la linéarité.

3.2.2. L’exposé du Traité d’Analyse

Dès la première édition de son célèbre Traité d’Analyse, en 189366, Picard livre au “grand public” sa

démonstration d’existence. Diverses améliorations voient le jour dans les années suivantes, aussi c’est plu-

tôt à la troisième édition67 qu’il faut se référer pour avoir une version définitive n’ayant plus guère varié

jusqu’à nos jours. Nous n’étudierons pas en détail la démonstration de Picard dans la mesure où on la

retrouve sans changement d’importance dans les traités d’analyse actuels68. Nous nous contenterons de

rappeler l’origine des divers points de cette preuve.

Le cadre est un système d’équations du premier ordre

  

dy1

dx
= f1(x, y1, y2 ,K , yn )

L

dyn

dx
= f n (x, y1, y2 ,K , yn ),












65 Gesammelte mathematische Abhandlungen, 2 vol., Springer, Berlin, 1890.
66 Traité d’Analyse, Gauthier-Villars, Paris, t. 2, 1ère éd., 1893, p. 301.
67 Traité d’Analyse, Gauthier-Villars, Paris, t. 2, 3e éd., 1926, p. 368.
68 On la retrouve mot pour mot dans les traités élémentaires ; à un niveau supérieur, elle est présentée dans un langage plus
“fonctionnel” : voir par exemple V. Arnold, Équations différentielles ordinaires, Éditions Mir, Moscou, 4e éd., 1988.
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avec des fonctions f i  finies, continues et majorées en valeur absolue par M dans un domaine défini par les

inégalités x − x0 ≤ a  et yi − yi
0 ≤ b , et vérifiant de plus, dans ce domaine, une condition de Lipschitz

  f i (x, ′y1, ′y2 ,K , ′yn ) − f i (x, y1, y2 ,K , yn ) ≤ k1 ′y1 − y1 + k2 ′y2 − y2 + L + kn ′yn − yn .

On cherche un système d’intégrales prenant, pour x0, les valeurs initiales yi
0 .

Dans son article de 1890, Picard traite le cas d’une seule équation. Il montre la convergence de la série

vers une solution sur l’intervalle [x0 − δ , x0 + δ ], avec δ = inf a, b
M , 1

k( ). L’intervalle de convergence est

donc moindre que pour la méthode de Cauchy-Lipschitz. Picard remarque par contre que la preuve reste

valable sans changement dans le cas où f est une fonction analytique des variables complexes x et y.

Dans un mémoire de 189169, puis dans la première édition du Traité d’Analyse de 1893, ainsi que dans

un autre mémoire de la même année70, Picard étend la démonstration à un système et établit l’existence

d’un système d’intégrales sur l’intervalle [x0 − δ , x0 + δ ], avec 
 
δ = inf a, b

M , 1
k1 +k2 + L +kn

( ). Il étudie

également sous quelles hypothèses supplémentaires on peut étendre le domaine de convergence.

Toujours en 1893, Bendixson71 établit, sans hypothèse supplémentaire, que la convergence est uni-

forme sur tout l’intervalle [x0 − δ , x0 + δ ], avec δ = inf a, b
M( ) , soit dans le même rectangle de sécurité

que pour la méthode de Cauchy-Lipschitz.

Enfin, en 1894, Lindelöf72 montre qu’il y a également convergence uniforme dans l’intervalle

[x0 − ′δ , x0 + ′δ ], avec 
  

′δ = inf a, 1
k1 +k2 + L +kn

log 1+ (k1 +k2 + L +kn )b
M0

[ ]( ), où M0 est un majorant en valeur

absolue des   f i (x, y1
0 , y2

0 ,K , yn
0 ) sur l’intervalle x − x0 ≤ a . Dans certains cas, ce nouvel intervalle de

convergence est plus étendu que le précédent, mais il va sans dire que ce type d’amélioration n’a pas

grand intérêt, ni d’un point de vue théorique, ni d’un point de vue pratique. Lindelöf établit aussi l’unicité

de la solution, ce que n’avait pas fait Picard. Ce dernier considérait sans doute ce point comme acquis par

la méthode de Cauchy-Lipschitz ; ce qui l’intéressait était uniquement de mettre en place un nouvel algo-

rithme d’approximation analytique de la solution.

3.2.3. Une méthode de portée très générale

Pour Picard, il est clair que la méthode itérative admet un large champ d’intervention. Dans ses pre-

miers travaux, de 1890 à 1893, il se consacre à la résolution de diverses équations fonctionnelles, pour

l’essentiel des équations aux dérivées partielles et des équations du second ordre avec conditions aux

limites, ainsi qu’à l’obtention de nouveaux résultats théoriques. Le chapitre V du tome III du Traité

d’Analyse rassemble certaines de ces applications. Nous retiendrons plus particulièrement un “théorème

général sur les équations différentielles linéaires renfermant un paramètre arbitraire”. Il y est question

d’une équation linéaire

  

dmy

dxm + P1(x, k)
d m−1y

dxm−1 + L + Pm (x, k) y = 0 ,

69 “Sur le théorème général relatif à l’existence des intégrales des équations différentielles ordinaires”, Bulletin de la Société
mathématique de France, t. 19, fasc. 3, 1891, pp. 61-64.
70 “Sur l’application des méthodes d’approximations successives à l’étude de certaines équations différentielles ordinaires”,
Journal de mathématiques pures et appliquées, s. 4, t. 9, Paris, 1893, pp. 217-271.
71 “Sur le calcul des intégrales d’un système d’équations différentielles par des approximations successives”, Öfversigt af
Kongl. Vetenskaps-Akademiens Förhandlingar, n° 9, Stockholm, 1893, pp. 599-612.
72 “Sur l’application des méthodes d’approximations successives à l’étude des intégrales réelles des équations différentielles
ordinaires”, Journal de mathématiques pures et appliquées, s. 4, t. 10, Paris, 1894, pp. 117-128.
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dont les coefficients sont des fonctions entières d’un paramètre k, continues par rapport à la variable x sur

un certain intervalle I. Picard démontre que, sur l’intervalle I, l’équation admet un système fondamental

d’intégrales fonctions entières de k, c’est-à-dire holomorphes dans tout le plan de la variable k. L’intérêt

de ce théorème est de légitimer, en un certain sens et pour les équations linéaires, la recherche de solutions

développables en série par rapport à un paramètre, telle qu’elle avait été longtemps pratiquée sans véri-

table justification.

Plus important est le fait de voir les approximations successives devenir une méthode générale de réso-

lution des équations fonctionnelles. La démarche de Picard trouve son aboutissement dans la thèse que

soutient Banach en 192073 et qui contient un théorème abstrait de point fixe :

“Si 1° U(x) est une opération continue dans E, le contre-domaine de U(x) étant contenu dans E,

2° il existe un nombre 0 < M < 1 qui pour tout x’ et x” remplit l’inégalité

U( ′x ) − U( ′′x ) ≤ M ′x − ′′x ,

il existe un élément x tel que x = U(x).”

Par la considération d’espaces abstraits munis de normes adéquates, la résolution de l’équation fonc-

tionnelle la plus complexe devient ainsi formellement identique à la résolution itérative de l’équation

numérique la plus simple. En quelque sorte, le théorème de Banach détermine sous quelles conditions les

procédés formels très généraux décrits par Schmidten (cf. 2.1.1) peuvent être considérés comme rece-

vables en analyse.

3.3. L’évaluation de l’erreur

Pendant la période 1895-1910, aussitôt après les travaux de Picard, plusieurs chercheurs se sont

intéressés, dans des études spécifiques, à l’erreur de la méthode des approximations successives. En parti-

culier, des recherches approfondies pour améliorer l’estimation de cette erreur ont été menées pendant

plusieurs années par Émile Cotton, de la Faculté des Sciences de Grenoble. Ces travaux ont donné lieu à

une série de publications74 rapprochées, souvent redondantes, chacune reprenant et améliorant les résultats

de la précédente. Pour éviter les répétitions, nous nous en tiendrons à une étude globale de la contribution

de Cotton, sans référence explicite à tel ou tel de ses cinq articles, et nous présenterons sous forme synthé-

tique les principales méthodes envisagées pour le calcul de l’erreur. Pour être complet, il faut mentionner

que Cotton s’est en partie inspiré de travaux de Severini75 à caractère beaucoup plus théorique. Nous ne

parlerons pas davantage de ces derniers car l’évaluation pratique des erreurs n’y joue qu’un second rôle au

service d’un objectif principal qui est l’approximation uniforme des solutions par des séries de polynômes,

en lien avec les travaux de Weierstrass.

73 Thèse publiée deux ans plus tard : “Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur application aux équations inté-
grales”, Fundamenta Mathematicae, 3, Warszawa, 1922, pp. 133-181.
74 “Sur l’intégration approchée des équations différentielles”, Comptes rendus de l’Académie des Sciences, note du 20 février
1905 ; “Sur l’évaluation des erreurs dans l’intégration approchée des équations différentielles”, Comptes rendus de l’Académie
des Sciences, note du 17 juillet 1905 ; “Sur l’intégration approchée des équations différentielles”, mémoire du 15 février 1906,
Acta Mathematica, 31, Stockolm, 1908, pp. 107-126 ; “Sur l’intégration approchée des équations différentielles”, Comptes ren-
dus de l’Académie des Sciences, note du 10 février 1908 ; “Sur l’intégration approchée des équations différentielles”, Bulletin
de la Société mathématique de France, t. 36, 1908, pp. 225-246.
75 “Sull’integrazione delle equazioni differenziali ordinarie del primo ordine”, Rendiconti del Reale Istituto Lombardo, s. 2,
vol. 31, 1898, pp. 657-667  ; “Sull’integrazione approssimata delle equazioni differenziali ordinarie del primo ordine”, Rendi-
conti del Reale Istituto Lombardo, s. 2, vol. 33, 1898, pp. 951-959.
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3.3.1. L’évaluation de l’erreur avant 1895

Rappelons tout d’abord comment on peut majorer l’erreur dans la méthode générale des approxi-

mations successives. Soit une suite définie par son premier terme x0 et la relation de récurrence

xn+1 = f (xn ) , où f est une application k-contractante, et soit x l’unique point fixe de f. Si l’on adopte notre

“point de vue B”, c’est-à-dire si l’on cherche à montrer la convergence en prouvant que la suite est une

suite de Cauchy, on aboutit à la majoration

(1)     xn − x ≤ kn

1− k
x1 − x0 .

Si, au contraire, on adopte notre “point de vue A”, en supposant connue l’existence du point fixe, on peut

écrire directement xn − x = f (xn−1) − f (x), d’où, par récurrence, l’inégalité

(2)     xn − x ≤ kn x0 − x .

Suivant les cas, c’est l’une ou l’autre des inégalités (1) et (2) qui conduit à la meilleure estimation de

l’erreur. Le principe commun est la comparaison à une série géométrique.

Revenons au cas particulier du problème de Cauchy pour une équation différentielle du premier ordre,

associé aux approximations successives

y0 (x) = y0

yn+1(x) = y0 + f (t, yn (t))dt.
x0

x

∫






Plaçons-nous dans un rectangle de sécurité [x0 − a, x0 + a] × [y0 − b, y0 + b], en supposant que f est

k-lipschitzienne par rapport à la seconde variable, que f est majorée en valeur absolue par M et que

a < b M . Notons y la solution du problème sur [x0 − a, x0 + a].

En se restreignant à un intervalle [x0 − α, x0 + α], avec α < 1 k , on peut se ramener au cas général

d’une application contractante76 et obtenir des majorations de l’erreur analogues à (1) et (2) par comparai-

son à une série géométrique de raison kα . Mais il est permis de faire mieux en comparant à une série

exponentielle, de convergence plus rapide. Le point de vue B conduit à la majoration

(1 bis)     yn (x) − y(x) ≤ M0

k
k p x − x0

p

p!p=n+1

∞

∑ ,

avec M0 = sup
x− x0 ≤a

f (x, y0 ) , tandis que le point de vue A conduit à l’autre majoration

(2 bis)     yn (x) − y(x) ≤ M
k

kn+1 x − x0
n+1

(n +1)!
,

avec, comme plus haut, M = sup
x− x0 ≤a, y− y0 ≤b

f (x, y) . Puisque M0 ≤ M  et 
k p x − x0

p

p!p=n+1

∞

∑ ≥ kn+1 x − x0
n+1

(n +1)!
,

c’est, à nouveau, l’une ou l’autre des estimations (1 bis) et (2 bis) qui est meilleure suivant le contexte.

Avant 1895, sans en faire un but en soi, beaucoup de mathématiciens ont été contraints d’estimer

l’erreur pour mener à bien leurs tentatives de démonstration de convergence. Résumons brièvement les

stratégies rencontrées :

76 Certains traités modernes, dans le souci d’appliquer directement le théorème du point fixe de Banach, adoptent ce point de
vue. Voir par exemple : S. Lang, Real analysis, Addison-Wesley, 1969 ; V. Arnold, Équations différentielles ordinaires,
Éditions Mir, Moscou, 4e éd., 1988.
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1) Les savants de la première période — ceux qui, avant Picard, ne considèrent que des équations

linéaires — travaillent tous par comparaison avec une série exponentielle. Ceux qui adoptent le point de

vue A (Moigno, 1844) obtiennent directement une estimation du type (2 bis). Ceux qui, plus rigoureu-

sement, suivent le point de vue B (Liouville, 1838 ; Peano, 1887) s’en tiennent à une estimation du type

(1 bis). Dans deux cas (Liouville, 1837 ; Fuchs, 1870), on observe une étude menée d’abord selon le point

de vue B pour prouver la convergence, puis une seconde majoration issue du point de vue A, avec l’idée

sous-jacente que cette seconde inégalité est peut-être meilleure que la première.

2) Dans ses travaux de 1890-1893, Picard raisonne curieusement par comparaison avec une série géo-

métrique, ce qui le conduit à restreindre l’intervalle de convergence et à obtenir une majoration générale

du type (1). Faut-il y voir un souci de simplicité ? Sans doute pas, car Picard présente lui-même comme

une faiblesse le fait que l’intervalle de convergence soit plus petit que dans la méthode de Cauchy-

Lipschitz. Si Picard avait songé avec succès à la série exponentielle, il l’aurait adoptée. Sachant que

Picard connaissait certainement le traité de Moigno et sans doute les mémoires de Liouville, il est surpre-

nant qu’il n’ait pas réussi l’adaptation à une équation quelconque des méthodes de ses prédécesseurs.

3) Bendixson (en 1893) et Lindelöf (en 1894) reviennent à la série exponentielle. Ils améliorent la

démonstration de Picard en obtenant, à nouveau, des majorations valables sans restriction de l’intervalle.

C’est enfin Lindelöf qui a l’idée, dans le cas général, de remplacer M par M0 dans l’inégalité (1 bis). Ce

faisant, il retrouve un usage qui allait de soi dans le cas linéaire, de par la séparation des variables.

3.3.2. La problématique générale de l’intégration approchée selon Cotton

Après avoir rappelé les estimations “naturelles” de l’erreur — celles qui apparaissent spontanément au

cours des démonstrations de convergence —, commençons l’étude de la contribution de Cotton. Le savant

grenoblois introduit le problème de l’intégration approchée en des termes qui rappellent fortement l’article

de Runge de 1894 (cf. chap. III, 5.1) :

“Les équations différentielles qui se présentent en Mécanique ou en Physique ne sont pas, en général,

exactement intégrables ; on doit donc, le plus souvent, substituer aux solutions exactes des solutions

approchées.

C’est un problème très important (et néanmoins peu étudié) que celui de l’estimation des erreurs que

comportent ces solutions approchées, c’est-à-dire la recherche des limites supérieures pour les valeurs

absolues de ces erreurs, ces limites étant des fonctions positives de la variable indépendante. Il permet, en

effet, de constater si les écarts entre les nombres prévus par le calcul et ceux donnés par les observations

sont dus à l’approximation des procédés mathématiques ou à celle des lois physiques adoptées.

A un autre point de vue, l’estimation des erreurs sert de guide dans l’application de certains procédés

d’intégration approchée en donnant un sens précis à la proposition intuitive : «il suffit que deux systèmes

différentiels soient assez voisins pour que leurs solutions soient aussi voisines qu’on le veut.»”

Dans un autre passage, Cotton précise les deux questions qui se posent pour l’analyse numérique des

équations différentielles. Première question : “Sachant que des fonctions satisfont à peu près aux condi-

tions initiales et aux équations différentielles (des limites supérieures des erreurs correspondantes étant

supposées connues), estimer l’erreur que ces fonctions présentent par rapport aux solutions exactes.”

Seconde question : “Trouver des conditions suffisantes pour que des solutions approchées d’un système

d’équations différentielles ne présentent, par rapport aux solutions exactes, que des erreurs inférieures,

en valeur absolue, à des nombres donnés.” Ramener le second problème au premier n’est pas bien dif-

ficile : Cotton y parvient, à la suite de Severini, en utilisant un artifice qui consiste à considérer les solu-

tions approchées en tant que solutions exactes d’un nouveau système, dont les solutions exactes de l’an-
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cien système sont des solutions approchées ! Dans la suite, nous n’examinerons donc que les tentatives de

Cotton pour résoudre au mieux le premier problème.

3.3.3. Les premières méthodes de Cotton

On considère un système

(S)     
  

dxi

dt
= f i (t ; x1,K , xn ) (i = 1, 2,K , n) ,

où les fonctions f i  sont continues77 et vérifient des conditions de Lipschitz

  f i (t ; ′x1,K , ′xn ) − f i (t ; x1,K , xn ) < bi1 ′x1 − x1 + L + bin ′xn − xn .

On désigne par   x1,K , xn  les intégrales qui prennent les valeurs initiales  a1,K , an pour t = 0 (on peut

toujours se ramener à t0 = 0) et on suppose qu’on connaît des fonctions   y1,K , yn , de classe C1 par

morceaux, vérifiant

  
yi (0) − ai < ηi et

dyi

dt
− f i (t ; y1,K , yn ) < α i .

Selon Cotton, ces inégalités traduisent l’idée de fonctions satisfaisant à peu près aux équations différen-

tielles et aux conditions initiales. Le problème est de savoir dans quelle mesure ces fonctions sont alors

des solutions approchées, c’est-à-dire d’estimer les erreurs δ i = xi − yi .

Tout d’abord, en se plaçant dans le cas où les yi vérifient exactement les conditions initiales (les ηi

sont nuls), en posant   kp = sup (b1p , b2 p ,K , bn p ),  K = k1 + k2 + L + kn  et  M0 = sup(α1, α2 ,K , αn ), Cotton

retrouve la même majoration de l’erreur que Lindelöf :

xi − yi < M0

K
eK t −1( ).

Pour obtenir cette majoration, Cotton utilise à son tour la méthode des approximations successives, à

une seule différence près : au lieu de prendre comme premières approximations des fonctions constantes

égales aux valeurs initiales, il prend les solutions approchées yi . Le changement de point de vue est capi-

tal : “Le plus souvent, nous ne nous préoccuperons pas de l’origine des solutions approchées, et, les sup-

posant connues, nous chercherons à estimer les erreurs correspondantes.” Autrement dit, la méthode des

approximations successives n’est plus seulement une méthode de calcul de solutions approchées, c’est

également une méthode d’évaluation de l’erreur commise sur des valeurs approchées issues de n’importe

quel procédé (par exemple celui de Cauchy-Lipschitz). Par ailleurs, en prenant comme valeurs initiales

des solutions approchées quelconques, Cotton suggère aussi que la méthode des approximations succes-

sives pourrait éventuellement servir à améliorer des valeurs approchées issues d’une autre méthode.

Une seconde idée consiste à associer au système (S) le système linéaire à coefficients constants

(Σ)     
  

dzi

dt
= bi1z1 + L + binzn + α i (i = 1, 2,K , n).

En appelant ψ i  les solutions de ce système qui prennent, pour t = 0, les valeurs ηi , Cotton montre

— toujours en utilisant la méthode itérative — que l’erreur vérifie

xi − yi < ψ i .

77 Dans toute cette partie, afin d’alléger le discours, nous n’indiquerons pas les domaines sur lesquels sont faites les hypothèses
et valables les conclusions.
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Afin de comparer les deux stratégies précédentes d’estimation de l’erreur, Cotton choisit l’exemple des

petits mouvements du pendule simple. L’équation du second ordre est équivalente au système

(S)     

dx
dt

= ′x

d ′x
dt

= − k2 sin x ,









et l’on impose les conditions initiales x(0) = 0 et ′x (0) = v , avec une vitesse initiale v assez petite. On

prend comme première approximation l’approximation habituelle qui consiste à linéariser le système en

identifiant sin x et x :

y = v
k

sin kt, ′y = vcoskt .

Les coefficients de Lipschitz sont 1 pour la première équation et k2 pour la seconde. De plus,

dy
dt

− ′y = 0     et     
d ′y
dt

+ k2 sin y = k2 sin y − y ≤ k2 y3

6
≤ v3

6k
.

Le M0 défini plus haut, que Cotton note ici α, est donc égal à v3 6k . La première méthode — celle de

Lindelöf, que Cotton appelle déjà “méthode habituelle” — fournit la majoration

y − x < α
1+ k2 e(1+k 2 ) t −1[ ].

Selon la seconde méthode, l’erreur est majorée par la solution du système linéaire associé

(Σ)     

dZ
dt

= ′Z

d ′Z
dt

= k2Z + α ,









qui prend des valeurs initiales nulles (puisqu’ici il n’y a pas d’erreur sur les valeurs initiales). On obtient

une majoration visiblement plus avantageuse que la précédente :

y − x < α
k2

ekt + e−k t

2
−1




.

Cet exemple est propre à convaincre tout lecteur de l’intérêt de la seconde méthode. Cotton remarque

toutefois que “quand on applique la proposition précédente à la détermination des erreurs que com-

portent certaines approximations classiques, les résultats numériques sont suivant les cas satisfaisants ou

invraisemblables”. La raison en est facilement compréhensible : les majorations qui permettent de former

le système (Σ) risquent, dans certains cas, d’être trop brutales et d’ôter toute signification réaliste aux

estimations de l’erreur. Il faut affiner la réflexion.

3.3.4. Des méthodes plus élaborées

Voulant aller plus loin, Cotton cherche donc d’où pourrait venir une amélioration des inégalités :

“Nous n’avons jusqu’ici trouvé que des limites supérieures des valeurs absolues des erreurs que com-

portent les solutions approchées d’un système d’équations différentielles, sans rien indiquer au sujet des

signes de ces erreurs. (…) On est alors conduit à penser qu’en tenant compte des signes des dérivées

partielles auxquelles correspondent les coefficients des inégalités de Lipschitz et de ceux des différences

  dyi dt − f i (t ; y1,K , yn ), on peut arriver à des résultats plus précis, en diminuant au besoin l’intervalle

d’étude.”
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Pour cela, Cotton propose d’écrire le système (S) sous la forme d’un système pseudo-linéaire

(S’)     
  

dxi

dt
− Ai1x1 − L − Ainxn = hi (t ; x1,K , xn ) ,

où les Aij  sont des fonctions de t et où les dérivées ∂hi ∂x j  sont supposées petites. Le procédé est

analogue à ce qu’on fait souvent en Mécanique lorsqu’on réduit les équations à leur partie linéaire (petits

mouvements, oscillations autour d’un état stable). Cotton conseille de prendre pour Aij  le résultat de la

substitution des solutions approchées   y1,K , yn  à  x1,K , xn  dans les dérivées ∂f i ∂x j , ou, par défaut, dans

la pratique, une fonction voisine de ce résultat. Une fois les coefficients Aij  déterminés, il vient

  hi (t ; x1,K , xn ) = f i (t ; x1,K , xn ) − Ai1x1 − L − Ainxn . On suppose que les ∂f i ∂x j  sont continues, de sorte

que les ∂hi ∂x j  soient effectivement petites au voisinage du système de solutions approchées. En posant

  gi (t) = dyi dt − Ai1y1 − L − Ainyn  et   Bi (t) = hi (t ; x1,K , xn ) − gi (t), où  x1,K , xn  est le système des solu-

tions exactes, on voit que les erreurs δ i = xi − yi  sont solutions du système

(σ)     
  

dδ i

dt
− Ai1δ1 − L − Ainδn = Bi (t).

C’est ce nouveau système linéaire à coefficients variables, dont les seconds membres ne sont pas entière-

ment connus, qui va servir à l’estimation des erreurs. Cotton rappelle tout d’abord un “procédé dû à

Cauchy” : si ϕk i (t, α )  désignent les systèmes de solutions du système homogène associé à (σ) tels que

ϕ i i (α, α ) = 1 et ϕk i (α, α ) = 0  pour k ≠ i, alors le système des solutions de (σ) qui s’annulent en t = t0 est

donné par les formules

  
δ k = [B1(α )ϕk1(t, α )

t0

t

∫ + L + Bn (α )ϕk n (t, α )]dα .

Cotton développe ensuite deux méthodes de calcul de l’erreur. “Une première méthode consiste à

remplacer chaque terme de la somme à intégrer par une fonction qui le domine.” Supposons que, au voi-

sinage des solutions approchées,   hi (t ; X1,K, Xn ) − gi (t) ≤ βi (t)  et ϕk i (t, α ) ≤ Φk i (t, α ) ; on montre alors

que, dans le cas où les solutions approchées satisfont exactement aux conditions initiales,

  
xk − yk < ∆k

1 = [β1(α )Φk1(t, α )
t0

t

∫ + L + βn (α )Φk n (t, α )]dα .

Puis vient une “seconde méthode d’estimation des erreurs consistant à calculer d’une façon approchée

les intégrales définies donnant les erreurs et à évaluer l’approximation correspondante”. L’idée est de

remplacer la fonction   Bi (t) = hi (t ; x1,K, xn ) − gi (t) , qui n’est pas connue exactement, par la fonction

  Bi
1(t) = hi (t ; y1,K, yn ) − gi (t) = f i (t ; y1,K, yn ) − dyi dt  qui, elle, ne fait intervenir que le système de

solutions approchées, puis de prendre comme valeur approchée de l’erreur δ k  l’intégrale

  
δ k

1 = [B1
1(α )ϕk1(t, α )

t0

t

∫ + L + Bn
1(α )ϕk n (t, α )]dα .

Si ∂hi ∂Xj < ci j (t), on obtient, en réutilisant les bornes d’erreurs précédemment calculées, la majoration

    Bi − Bi
1 = hi (t ; x1,K , xn ) − hi (t ; y1,K , yn ) ≤ ci1∆1

1 + L + cin∆n
1 = Bi (t) , d’où

    
δ k

1 − δ k < ∆k
2 = [B1(α )Φk1(t, α )

t0

t

∫ + L + Bn (α )Φk n (t, α )]dα .

En prenant comme nouvelles intégrales approchées yi
1 = yi + δ i

1 , on aboutit finalement à xi − yi
1 < ∆ i

2 .

Cotton devait publier ultérieurement un exemple — dont nous parlerons plus loin — montrant l’amé-

lioration que la seconde méthode apporte à la première ainsi que la nette supériorité de ces deux nouvelles

méthodes par rapport aux procédés antérieurs. Il est toutefois permis d’être effrayé d’avance par la lour-
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deur des calculs à effectuer ! Dans un autre ordre d’idée, Cotton exploite de manière théorique le dernier

procédé, qui consiste à diminuer les limites des erreurs en améliorant les intégrales approchées :

“Il est naturel de chercher à opérer sur les y1 comme sur les y et à en déduire un nouveau système de

solutions approchées y2, et ainsi de suite. Du système  y1
p ,K , yn

p on déduit le système   y1
p+1,K , yn

p+1  comme

système de solutions des équations

  

dyi
p+1

dt
− Ai1y1

p+1 − L − Ainyn
p+1 = hi (t ; y1

p ,K , yn
p ) (i = 1, 2,K , n)

déterminé par les conditions initiales auxquelles les x doivent satisfaire.

On peut démontrer que les approximations ainsi obtenues  y1
p ,K , yn

p tendent, lorsque p croît indéfini-

ment, vers des fonctions   x1,K , xn  qui sont les solutions exactes du système S. (…)

Le procédé d’approximations successives qui précède avait été employé en Mécanique, mais n’avait

pas été justifié jusqu’ici.

Il comprend en particulier le procédé de M. Picard, puisque les A (…) peuvent être nuls sans que la

théorie précédente cesse d’être valable.”

Dans ce texte, nous retrouvons les caractéristiques observées à propos de la méthode des perturbations

de la mécanique céleste : obtention d’un premier système d’intégrales approchées, utilisation de ces solu-

tions approchées pour linéariser le système différentiel, résolutions successives d’un même système

linéaire avec un second membre évolutif. Cotton redonne soudain à la méthode itérative une portée plus

étendue. En effet, la méthode moderne des approximations successives s’était dégagée peu à peu des

méthodes itératives plus larges employées en mécanique, grâce à une limitation très restrictive du champ

d’application de ces dernières. Le retour au point de vue intégral de Clairaut et une longue réflexion spé-

cifique sur le cas particulier des équations linéaires avaient conduit au procédé de Picard en tant que

preuve du théorème fondamental d’existence pour les équations différentielles ordinaires. En retour, la

méthode de Picard convenablement élargie permet à Cotton de prouver la convergence des procédés itéra-

tifs plus généraux de la mécanique78, ceux qui s’apparentent au point de vue différentiel de d’Alembert.

3.4. Deux applications

Dans la littérature du début du 20e siècle, il est difficile de trouver des applications concrètes de la

méthode de Picard en dehors du champ de l’analyse théorique. Signalons, pour mémoire, une tentative de

Davidoglou79, en 1900, pour intégrer par approximations successives l’équation

d 4y
dx4 = k ϕ(x) y ,

où k est un paramètre variable. Le problème est issu de l’étude des vibrations d’une verge élastique. Pour

coller à la réalité, on cherche une intégrale sur un intervalle [a, b], qui soit tangente à Ox en a et en b. Le

traitement de cette équation différentielle linéaire avec conditions aux limites, qui n’est pas sans rappeler

les recherches de Liouville des années 1830, n’apporte rien de vraiment nouveau. Aussi, laissant de côté

les recherches de Davidoglou, nous avons préféré développer deux applications de plus grande envergure.

78 On trouvera un intéressant développement sur les rapports entre méthode des approximations successives de Picard et prin-
cipe des petits mouvements de la mécanique dans E. et F. Cosserat, “Principes de la mécanique rationnelle”, Encyclopédie des
sciences mathématiques pures et appliquées, t. 4, vol. 1, fasc. 1, Paris-Leipzig, 1915, pp. 28-32.
79 “Sur une application de la méthode des approximations successives”, Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 130,
1900, pp. 692-695 et pp. 1241-1243.
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La première, indirecte, a été imaginée par Cotton pour tester ses différentes méthodes de calcul de l’er-

reur ; la seconde, concernant une équation intégro-différentielle de la balistique, servira à montrer que la

méthode a surtout intéressé les utilisateurs pour des équations fonctionnelles plus générales que les équa-

tions différentielles ordinaires !

3.4.1. Le pendule de Foucault (Cotton, 1909)

En 1851, le physicien Léon Foucault, expérimentateur de génie, avait mis en évidence le mouvement

de rotation de la Terre en réalisant, au Panthéon, la célèbre expérience du pendule qui porte son nom. Bien

que ne connaissant pas, semble-t-il, les travaux de Coriolis de 1832-35 sur la comparaison des accéléra-

tions relatives à deux systèmes de référence en mouvement l’un par rapport à l’autre, Foucault avait prévu

que le mouvement de rotation de la Terre sur elle-même se traduirait par une rotation du plan d’oscillation

du pendule par rapport à un repère lié à notre planète80.

Dans un mémoire de 190981, Cotton revient sur l’expérience de Foucault pour illustrer ses nouvelles

méthodes de calcul d’erreur : “Les équations du mouvement du pendule de Foucault ne semblent pas sus-

ceptibles d’une intégration exacte. Dans la théorie élémentaire de cet appareil, on réduit les équations à

leur partie linéaire. Je me suis proposé d’estimer l’approximation correspondante par les diverses

méthodes que j’ai proposées antérieurement, cet exemple me servant en quelque sorte de test-objet pour

apprécier leurs valeurs respectives.”

Grâce à quelques hypothèses simplificatrices, un choix convenable d’unités et l’emploi d’un repère

mobile par rapport à la Terre, Cotton parvient à mettre les équations du mouvement du pendule sous une

forme pseudo-linéaire de complexité raisonnable :

(S)     

d 2x
dt2 + x = (1− n)x − 2 ′′ω sin ′ω t

dz
dt

d 2y
dt2 + y = (1− n)y + 2 ′′ω cos ′ω t

dz
dt

.










À l’instant t = 0, les conditions initiales sont x = ρ, dx dt = 0, y = 0, dy dt = ′ω ρ . Sans reprendre tous les

détails de cette mise en équations, indiquons les éléments utiles pour la compréhension des calculs d’er-

reur. L’origine O du repère est le point de suspension du pendule, l’axe Oz est la verticale descendante ; la

longueur du pendule étant prise pour unité, les coordonnées x, y, z de la masse, supposée ponctuelle, véri-

fient z = 1− x2 − y2 . Les coefficients ′ω , ′′ω  et n dépendent des données géographiques (vitesse de rota-

tion de la Terre, latitude, accélération de la pesanteur) et des caractéristiques du pendule (masse, longueur,

tension du fil). Les conditions initiales correspondent à un pendule légèrement écarté de sa position ini-

tiale et abandonné sans vitesse initiale par rapport à la Terre.

Cotton prend comme solutions approchées de (S) les solutions du système linéaire

(S’)     

d 2x
dt2 + x = 0

d 2y
dt2 + y = 0










80 Sur l’expérience de Foucault, voir P. Costabel, “Apogée et incertitudes de la Mécanique classique”, in R. Taton, Histoire
générale des sciences, t. 3, PUF, Paris, 1961, pp. 103-106. Voir aussi J. Gapaillard, Et pourtant, elle tourne ! Le mouvement de
la Terre, Seuil, Paris, 1993, chap. 12 : “Le pendule de Foucault”.
81 “Sur l’intégration approchée des équations du pendule de Foucault”, Annales de l’Université de Grenoble, vol. 21, 1909,
pp. 99-115.
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qui vérifient les mêmes conditions initiales, à savoir x = ρ cos t, y = ′ω ρ sin t . Le but est d’évaluer les

erreurs x − x  et y − y , et d’en déduire un rectangle de centre M (x, y) où la projection M(x, y) du pen-

dule doit se trouver au bout d’une oscillation. Selon Cotton, la réduction classique des équations à leurs

parties linéaires (que l’on fait d’habitude sans justification pour les petites oscillations) sera légitimée si

l’écart maximum du pendule dans la région ainsi déterminée est nettement inférieur à la déviation obser-

vée expérimentalement. En d’autres termes, il s’agit de vérifier que la déviation imputable à l’intégration

approchée du système est faible par rapport à la déviation réellement due au phénomène physique.

Rappelons le principe de la première méthode de Cotton : les erreurs sont dominées par les solutions

d’un système linéaire à coefficients constants positifs, les coefficients de la partie homogène n’étant autres

que les coefficients de Lipschitz des seconds membres de (S). Cotton utilise ici la symétrie des erreurs et

l’artifice de Severini : il échange les rôles des deux systèmes et envisage les solutions exactes x et y de (S)

en tant que solutions approchées de (S’). L’avantage est que les coefficients de Lipschitz de (S’) sont plus

faciles à calculer que ceux de (S). En désignant par ϕ un angle supérieur à l’inclinaison initiale du pen-

dule, Cotton obtient, après quelques majorations, que les erreurs sont dominées par les fonctions ξ et η qui

s’annulent, ainsi que leurs dérivées, à l’instant initial et qui sont solutions du système linéaire

(Σ)     

d 2ξ
dt2 = ξ + ε sinϕ

d 2η
dt2 = η + ε sinϕ










où ε est une constante qui dépend de ϕ et des constantes du problème. L’intégration de (Σ) conduit à

x − x ≤ ξ  et y − y ≤ η , avec ξ = η = ε sinϕ (cos hyp t −1). Pour une oscillation, soit t = 2π, Cotton

trouve ξ = η ≈ 93ε sinϕ 82.

Cotton passe ensuite à ses méthodes les plus élaborées. Les erreurs ′x = x − x  et ′y = y − y  sont à

présent solutions du système linéaire

d 2 ′x
dt2 + ′x = β(t)

d 2 ′y
dt2 + ′y = γ (t)










où β(t) et γ (t) sont les valeurs que prennent les seconds membres de (S) lorsqu’on y substitue les solu-

tions exactes x(t) et y(t) du système. L’intégration selon le procédé de Cauchy donne

′x = β(α )sin(t − α )dα
0

t

∫ , ′y = γ (α )sin(t − α )dα
0

t

∫ .

Comme β et γ sont inférieurs en valeur absolue à ε sin ϕ (mêmes majorations que dans la méthode précé-

dente), on aboutit à x − x ≤ ξ  et y − y ≤ η , avec

ξ = η = ε sinϕ sin(t − α )
0

t

∫ dα .

Pour t = 2π (durée d’une oscillation), il vient ξ = η = 4ε sinϕ , ce qui est bien meilleur que précédemment.

Dans la dernière méthode, on remplace les fonctions inconnues β(t) et γ (t) par des fonctions voisines

β1(t) et γ 1(t) , obtenues en faisant des hypothèses simplificatrices sur les seconds membres et en y substi-

82 Ce résultat est surprenant, car ch(2π) – 1 ≈ 268. Nous ne voyons qu’une explication possible : Cotton a commis une énorme
étourderie en évaluant (grossièrement) l’expression voisine ch(2π – 1) ≈ 99.
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tuant les valeurs approchées x(t) et y(t) en place des valeurs exactes x(t) et y(t). Des valeurs approchées

des erreurs sont alors données par les formules

∆x = β1(t)sin(t − α )dt
0

t

∫ , ∆y = γ 1(t)sin(t − α )dt
0

t

∫ .

En prenant comme nouvelles intégrales approchées x + ∆x  et y + ∆y , on obtient enfin les majorations

x − x − ∆x < 4(ε1 + ε2 )sinϕ, y − y − ∆y < 4(ε1 + ′ε2 )sinϕ ,

où ε1, ε2 et ′ε2  sont des nouvelles constantes, susceptibles d’être nettement plus petites que ε. La mise en

œuvre de cette dernière méthode est extrêmement lourde : cinq pages de calcul !

Pour évaluer la performance des diverses méthodes, Cotton reprend les valeurs numériques de l’expé-

rience du Panthéon. Avec sinϕ = 3 67, la déviation constatée expérimentalement au bout d’une oscillation

avait été V = 0,00087. La déviation fictive maximum provenant de l’intégration approchée du système

peut être évaluée à 0,19 par la première méthode de calcul de l’erreur, 0,0082 par la seconde, 0,000136

par la troisième. On voit clairement que seule la méthode la plus compliquée d’estimation de l’erreur est

de nature à justifier l’approximation faite par les physiciens.

Pour intéressantes qu’elles soient, les méthodes de Cotton — et l’unique exemple d’application qu’il

en a donné — nous paraissent relever davantage d’un exercice de style que d’une stratégie réaliste. L’ex-

trême lourdeur de mise en œuvre est propre à décourager d’avance l’utilisateur le plus consciencieux qui,

très vite, se rangera au point de vue pragmatique usuel consistant à arrêter le calcul lorsque deux approxi-

mations successives coïncident à la précision demandée ! Faut-il s’étonner si les idées de Cotton semblent

n’avoir eu aucune postérité ? Nous n’en avons trouvé aucune trace, ni dans les travaux du début du 20e

siècle, ni dans les traités actuels d’analyse numérique.

3.4.2. L’équation de Résal-Sarrau de la balistique (Mussel, 1907)

Rappelons que l’objet de la balistique intérieure est l’étude du mouvement du projectile à l’intérieur de

la bouche à feu. En 1864, H. Résal met au point l’équation différentielle fondamentale de la balistique

intérieure en faisant l’hypothèse simple de la combustion instantanée de la poudre. En 1873, E. Sarrau

modifie cette équation en tenant compte de la durée de combustion de la charge ainsi que d’autres correc-

tions. Contrairement à celle de Résal, la nouvelle équation différentielle — appelée “équation de Résal-

Sarrau” — ne s’intègre pas exactement, ce qui pousse Sarrau à développer des procédés d’intégration

approchée. Il semble qu’il ait essayé sans succès des techniques itératives avant de se rabattre sur des

développements en série83.

Dans une note84 rédigée en 1907 à destination de ses supérieurs, publiée seulement en 1922,

E. Mussel, lieutenant-colonel d’artillerie breveté, remet le problème en chantier et cherche à “attirer l’at-

tention sur l’utilisation possible en Balistique de la méthode des approximations successives de

M. Picard”. Mussel développe d’abord des considérations générales :

83 On trouvera des “Notes historiques” sur la balistique intérieure dans F. Gossot et R. Liouville, “Développements concernant
quelques recherches de balistique exécutées en France”, Encyclopédie des sciences mathématiques pures et appliquées, t. 4,
vol. 6, fasc. 1, Paris-Leipzig, 1913, pp. 178-191.
84 “La méthode des approximations successives de M. Picard et ses applications possibles en balistique”, Mémorial de l’artil-
lerie française, vol. 1, 1922, pp. 217-224.
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“Supposons que l’étude théorique d’une bouche à feu conduise à l’équation différentielle simple, mais

non intégrable :

(1)     
dy
dx

= f (x, y).

On sait que l’intégrale générale dépend d’une constante arbitraire qu’on déterminerait par les condi-

tions initiales par exemple.

Or comment pourrait-on procéder pratiquement pour trouver, avec une approximation suffisante, la

loi théorique incluse dans l’équation (1).

Premier procédé.— Altérer légèrement la forme de la fonction f (x, y)  pour rendre l’équation (1)

intégrable.

Second procédé.— Faire un grand nombre d’expériences et en déduire, par exemple à l’aide de la

formule de Lagrange, une fonction y ayant un grand nombre de points communs avec le fonction vraie.

Le second procédé est beaucoup plus universel que le premier et satisfait mieux l’esprit mais il sup-

pose un grand nombre d’expériences comparables entre elles. Or cette condition peut être irréalisable. Le

prix de l’expérience peut aussi rendre un tel procédé impossible.

Au contraire faisons par exemple deux expériences très soignées. Introduisons dans l’équation (1) une

fonction y0 convenable, résultant, si l’on veut, d’une première approximation, et satisfaisant aux deux

premières expériences considérées.

De y0 déduisons par simple quadrature y1 à l’aide de l’égalité : dy1 dx = f (x, y0 ) , et, de proche en

proche, déduisons yn par simple quadrature de l’égalité : dyn dx = f (x, yn−1), à chaque fois nous détermi-

nerons la constante d’intégration par la condition de satisfaire à l’expérience.

Supposons les mesures absolument rigoureuses, M. Picard démontre alors que yn a une limite y et

que y est la solution vraie de l’équation (1).

Si les mesures ne sont pas absolument rigoureuses, y est toujours la solution vraie de l’équation (1)

mais convenant à des conditions initiales légèrement différentes de celles qui auraient dû être observées.

En d’autres termes il y a simple translation parallèle de la solution rigoureuse correspondante aux condi-

tions initiales par suite des erreurs expérimentales.

Ces erreurs ne comportent pas de résultante élevée capable d’interdire l’emploi de cette méthode.

Si donc la fonction f (x, y)  n’est pas trop compliquée, de simples quadratures permettront au prix

d’une ou deux expériences très soignées de se rapprocher autant qu’on voudra d’une solution théorique

vraie, différant assez peu de la solution qu’on trouverait si les moyens expérimentaux étaient irré-

prochables.”

Si nous avons conservé cette longue citation, c’est qu’elle nous semble représentative d’un autre point

de vue que ceux rencontrés jusqu’ici. Ce n’est plus un mathématicien théoricien qui parle, ni un mathé-

maticien appliqué travaillant pour le compte d’un utilisateur, mais bien un utilisateur direct. Les con-

traintes techniques (conditions des expériences) et économiques (coût) occupent le premier plan ; la conti-

nuité des solutions par rapport aux conditions initiales (par nature approximatives) est fondamentale pour

donner sens au résultat du calcul ; la réalisation de deux expériences (ou plus), alors qu’il suffirait d’une

seule condition initiale, a pour but de démarrer avec une solution approchée bien meilleure qu’une cons-

tante et donc de diminuer notablement le volume ultérieur de calcul.

Mussel en vient ensuite à l’objet principal de sa note, l’équation de Résal-Sarrau, qui s’écrit

(1+ y)
d 2y
dx2 + θ

dy
dx







2

= 1− λε X + µε 2 X 2 ,
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où l’on a posé X = d 2y
dz2







0

x
⌠
⌡

α

dz , et où α, θ, λ , ε, µ  sont des constantes dépendant des bouches à feu et

des conditions de chargement. Mussel estime qu’il n’est pas rigoureux d’utiliser une série limitée pour

l’intégration approchée de cette équation intégro-différentielle — critique-t-il par là l’usage de ses col-

lègues ? — et propose, à la place, une méthode inspirée de celle de Picard. Il écrit l’équation sous la forme

d 2y
dx2 = Φ X,

dy
dx

, y



 ,

en se ramenant aux conditions aux limites x = 0, y = 0 ; x = b, y = B. Il construit par itération une suite de

fonctions (yn) et démontre que yn a une limite y pour n infini, puis que cette limite y satisfait à l’équation

de Résal-Sarrau. Le raisonnement, calqué sur celui de Picard, est parfaitement clair et rigoureux. On peut

voir là la preuve que nos artilleurs non seulement recevaient une formation mathématique très solide, mais

encore se tenaient au courant des développements les plus récents de l’Analyse. Mussel termine par des

considérations pratiques : à condition de choisir avec beaucoup de soin la première fonction y0, il suffira

de s’arrêter à y2 pour des canons courts, et à y3 pour des canons plus longs. On retrouve l’idée que les

approximations successives ne peuvent être mises en œuvre concrètement que pour un très petit nombre

d’itérations (trois est le maximum acceptable pour Mussel) ; au delà le calcul devient prohibitif. Par

conséquent, il est indispensable de construire, à partir d’expériences et de mesures très précises, une pre-

mière approximation déjà bonne.
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Conclusion

Trouvant sa source première chez Newton, la méthode des approximations successives s’est d’abord

épanouie au sein de la mécanique céleste triomphante, principalement sous la forme différentielle de

d’Alembert. De son côté, la forme intégrale de Clairaut, injustement négligée par les analystes, est

longtemps restée liée aux équations différentielles linéaires. Ce n’est qu’avec Picard, vers 1890, qu’elle a

acquis valeur générale pour devenir la troisième façon de démontrer le théorème fondamental d’existence,

bien après la méthode polygonale et le calcul des limites. Si elle a rendu de grands services pour démon-

trer des résultats théoriques, la méthode de Picard a toujours été considérée, sous l’angle numérique,

comme une méthode peu pratique conduisant à un volume prohibitif de calcul. En dehors des anciennes

quadratures mécaniques des astronomes, que nous étudierons dans le prochain chapitre, son emploi en

théorie des équations différentielles ordinaires a vite été circonscrit à la vérification et l’amélioration de

valeurs approchées obtenues par d’autres méthodes. Par contre, elle a été effectivement utilisée pour

résoudre numériquement des équations fonctionnelles plus générales (équations intégrales ou intégro-

différentielles).

Du point de vue épistémologique, la méthode itérative a intrigué les philosophes. Bachelard85, en par-

ticulier, n’a pas caché son étonnement : “Un artifice d’une étrange puissance a été employé par M. Pi-

card. Considérons par exemple un système de deux équation différentielles linéaires (…). Comme pre-

mières valeurs approchées des fonctions inconnues, M. Picard prend deux fonctions u(x) et v(x) absolu-

ment quelconques ou du moins astreintes simplement à la continuité. Il ne s’agit donc pas d’un essai qui

ait la moindre chance de réussite puisqu’on a toute liberté dans le choix des fonctions u(x) et v(x). (…) On

continue ces substitutions indéfiniment. On démontre ensuite que les diverses valeurs trouvées successive-

ment tendent vers deux limites qui se trouvent être les fonctions qui résolvent le problème. Ainsi, parti de

n’importe où, en substituant n’importe quoi, par le seul jeu du système lui-même on arrive à sa solution.”

Nous avons du mal à suivre Bachelard dans sa tentative d’expliquer la fécondité de ce “n’importe

quoi” par une connexion étroite avec le “principe de l’induction complète que Poincaré a reconnu comme

base des raisonnements mathématiques”. Nous ferons simplement la remarque que le mathématicien,

lorsqu’il utilise le théorème du point fixe, ne fait pas tout à fait n’importe quoi. Il doit exercer un choix

judicieux à deux reprises, pour déterminer d’abord une équation à point fixe unique et attractif, puis une

valeur initiale dans la zone d’attraction de ce point fixe (et, dans la réalité, assez proche de lui car on ne

dispose pas d’un temps illimité ni de moyens de calcul en précision infinie). Pour employer une image, il

s’agit, afin de capturer le point fixe, de fabriquer un piège (une application contractante) et de placer à

proximité une proie (la valeur initiale). La stratégie n’est pas innocente, même si ensuite les choses

semblent se dérouler d’elles-mêmes. Le piège n’est pas si facile à concevoir : il aura fallu près de deux

siècles pour étendre en toute rigueur aux équations différentielles cette idée que l’on savait déjà plus ou

moins appliquer aux équations numériques.

85 Essai sur la connaissance approchée, Vrin, Paris, 1973, pp. 214-218.
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La méthode des différences
finies à pas liés

Puisque M. Dalembert ne se sent
pas assez de patience pour faire
les calculs nécessaires à la
construction de bonnes tables,
qu’il veuille bien laisser
tranquilles ceux qui ont le
courage de l’entreprendre.

Alexis-Claude Clairaut, 1761.
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Introduction

Soit à calculer approximativement la valeur, en un point x, de la solution y du problème de Cauchy

dy dx = f (x, y)  et y(x0 ) = y0 . Dans la méthode des différences finies à pas séparés (cf. chap. III), on

considère une subdivision  (x0 , x1,K , xn = x) et on remplace, sur chaque intervalle, l’équation différen-

tielle par une équation aux différences finies ne faisant intervenir que les différences premières. Il en

résulte que la détermination des yi = y(xi ) se fait progressivement et de façon indépendante jusqu’à

yn = y(x)  : à chaque pas, le calcul de yi+1 n’utilise que la valeur yi  précédemment calculée. En un sens, il

s’agit d’une méthode locale puisque, à chaque étape, on reprend le calcul sur un petit intervalle [xi , xi+1],

avec seulement une nouvelle condition initiale y(xi ) = yi , sans tenir compte des autres informations

recueillies sur le comportement de l’intégrale depuis le point de départ (x0 , y0 ) . Au contraire, la méthode

des approximations successives (cf. chap. IV) peut être qualifiée de globale, dans la mesure où l’on

cherche d’emblée à approcher la solution sur l’intervalle entier [x0 , x], par une suite de fonctions dont

chacune dépend de toutes les valeurs de la précédente.

La méthode des différences finies à pas liés (ou multipas), que nous allons étudier dans ce chapitre,

adopte un point de vue intermédiaire. Il s’agit toujours d’une méthode de différences mais, à chaque pas,

le calcul de yi+1 fait désormais intervenir plusieurs des valeurs précédemment calculées, grâce à leurs dif-

férences finies d’ordre supérieur, d’où justement la dénomination de “pas liés”. La méthode est particuliè-

rement adaptée au calcul numérique : d’une part on n’a à effectuer, pour l’essentiel, que des soustractions

et des additions, avec, à chaque étape, un seul nouvel appel à la fonction f ; d’autre part on réutilise les

valeurs déjà calculées. Ainsi, pour une même précision finale, on évite à la fois les inconvénients de la

méthode des différences finies à pas séparés (à chaque pas, calcul de plusieurs dérivées successives de f

pour la méthode d’Euler avec développement de Taylor, ou de plusieurs valeurs de f, en dehors des points

de subdivision et non réutilisées, pour les méthodes de Runge-Heun-Kutta) et ceux de la méthode des

approximations successives (à chaque itération, réalisation d’une quadrature numérique).

Les différentes variantes de la méthode multipas sont souvent évoquées dans la littérature spécialisée

actuelle sous le terme générique de “méthodes d’Adams”, du nom de celui qui a, semble-t-il, mis en

œuvre pour la première fois l’idée des pas liés. Ces algorithmes reçoivent généralement les faveurs des

numériciens. Dans un des premiers traités modernes d’analyse numérique, Whittaker et Robinson1 écri-

vaient déjà que“the best method of integrating differential equations numerically is one devised by

J. C. Adams”2. La situation n’a guère changé : Crouzeix et Mignot3 confirment en 1992 que “les mé-

thodes d’Adams sont celles qui paraissent à l’heure actuelle être les plus efficaces lorsque le problème

différentiel est bien conditionné”.

1 The calculus of observations. A treatise on numerical mathematics, Blackie & son, London and Glasgow, 1ère éd., 1924 ;
4e éd., 1944, p. 363.
2 “La meilleure méthode d’intégration numérique des équations différentielles est celle imaginée par J. C. Adams.”
3 Analyse numérique des équations différentielles, Masson, Paris, 2e éd., 1992, p. 120.
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Pourtant, ces méthodes ont mis beaucoup de temps à être connues et à s’imposer. On peut situer leur

origine dans les travaux de l’école anglaise, en particulier de Newton, sur le calcul des différences finies,

l’interpolation polynomiale et l’application au calcul approché des intégrales. Les techniques de quadra-

ture ainsi dégagées ont été régulièrement pratiquées aux 18e et 19e siècles, notamment par les astro-

nomes : en effet, ce sont ces techniques de quadrature qui permettaient de concrétiser, sous forme numé-

rique, l’idée des approximations successives. Nous aurons l’occasion de revenir assez longuement sur ce

point, afin de compléter l’étude faite dans le chapitre précédent. Cela dit, les méthodes multipas naissent

très précisément d’une transformation de la version numérique des approximations successives en une

nouvelle méthode de calcul des courbes intégrales par arcs successifs, susceptible de rivaliser avec la

méthode des différences finies à pas séparés. Plusieurs savants réalisent cette transformation, à peu près

indépendamment les uns des autres, au cours de la période 1850-1910. On peut citer, par ordre d’entrée en

scène, Adams (1855), Darwin (1897), Sheppard (1899) et Størmer (1906).

Contrairement aux trois méthodes précédemment étudiées (méthode des séries, méthode polygonale,

méthode des approximations successives), les techniques multipas ne sont pas intimement liées à des

questions théoriques, telles la démonstration du théorème fondamental d’existence ou l’étude du compor-

tement local des solutions. Plus prosaïquement, ces techniques appartiennent en totalité aux mathéma-

tiques appliquées. Créées par des physiciens et des astronomes, elles ne sont pas publiées pour elles-

mêmes dans des revues mathématiques, mais apparaissent en tant qu’outils dans des textes dont l’objet

principal est toujours l’étude d’un phénomène physique. Ceci explique sans doute que chacune d’elles,

conçue pour répondre à un besoin précis et spécifique, soit ensuite passée inaperçue auprès de la

communauté mathématique. Un fait significatif le confirme : dans l’article de l’Encyclopédie des sciences

mathématiques consacré à l’intégration numérique et graphique des équations différentielles, modèle

d’érudition s’appuyant sur environ cent trente références bibliographiques dont les plus récentes sont

datées de 1914, Runge et Willers ignorent totalement les méthodes multipas. Parmi les cinq savants que

nous avons mentionnés, ils ne citent que Sheppard, en rattachant à tort son article de 1899 aux méthodes

de Runge-Heun-Kutta !

Cette méconnaissance a perduré jusqu’à nos jours chez les historiens de l’analyse numérique, qui sont

loin d’avoir fait le tour de la question : en général, seul le travail d’Adams est pris en compte ; les

problèmes physiques ayant nécessité la création de nouvelles méthodes ne sont pas étudiés ; le lien avec

les techniques anciennes de quadrature numérique utilisant les différences finies est à peine ébauché ; un

grand flou demeure enfin sur les conditions de réalisation effective des calculs et l’estimation de leur

précision par les utilisateurs du 19e siècle. Face à cette situation, il était nécessaire de reprendre sur de

nouvelles bases l’étude historique des méthodes multipas.
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1. Les quadratures numériques utilisant les différences finies

Rappelons brièvement certaines techniques d’interpolation utilisées à partir du 17e siècle pour calculer

numériquement l’intégrale

y(x) = y0 + f (u)du
x0

x

∫ ,

c’est-à-dire, en fait, intégrer de façon approchée l’équation différentielle la plus simple dy dx = f (x),

avec la condition initiale y(x0 ) = y0 . Nous nous limiterons strictement aux résultats utiles à la compré-

hension des textes que nous étudierons plus loin, en renvoyant à Bakhvalov4 pour plus de détails sur le

contenu mathématique, à Goldstine5 et Chabert6 pour des exposés historiques récents, à Radau7 et

Nyström8 pour des études spécialisées complémentaires, fort instructives quoiqu’anciennes.

1.1. Les formules de Gregory-Newton

1.1.1. La formule progressive

Supposons qu’on connaisse les valeurs de f en certains points  x0 , x1,K , xn ,K Dans la pratique, ces

valeurs peuvent être calculées au moyen d’une formule analytique, lues dans une table ou issues de

mesures expérimentales. À partir de ces données, le problème est de construire une table analogue pour la

primitive y, autrement dit calculer des valeurs approchées de y aux points xi .

Le cas le plus simple et le plus fréquent est celui de valeurs équidistantes de la variable. Si h désigne le

pas utilisé, on a alors xi = x0 + ih  pour i = 0, 1, 2, … En posant f i = f (xi ), on peut former le tableau des

différences finies ascendantes ou progressives :

  

f 0 f1 f 2 f 3 f 4 L

∆f 0 ∆f1 ∆f 2 ∆f 3 L

∆2 f 0 ∆2 f1 ∆2 f 2 L

∆3 f 0 ∆3 f1 L

∆4 f 0 L

Ces différences sont définies, de proche en proche, par ∆ f i = f i+1 − f i  et ∆m f i = ∆m−1 f i+1 − ∆m−1 f i .

4 Méthodes numériques, Éditions MIR (Traduction française), Moscou, 1976.
5 A history of numerical analysis, op. cit., paragraphe 2.5. : “Finite Differences and Interpolation”, pp. 68-84.
6 Histoire d’algorithmes, op. cit., chap. 10 : “Tables et interpolation”, pp. 369-386, et chap. 11 : “Quadratures approchées”,
pp. 393-403.
7 “Études sur les formules d’interpolation”, Bulletin astronomique, t. 8, 1891, pp. 273-294, 325-351, 376-393, 425-455.
8 “Über die numerische Integration von Differentialgleichungen”, op. cit., deuxième partie : “Integration von Differential-
gleichungen durch numerische Quadratur”.
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Une des premières formules d’interpolation, utilisée dès le 17e siècle, est la formule de Gregory-

Newton, ou formule de Newton ascendante. En posant t = (x − x0 ) h , elle s’écrit

  
f (x) = f 0 + t ∆ f 0 + t(t − 1)

2!
∆2 f 0 + t(t − 1)(t − 2)

3!
∆3 f 0 + L.

Remarquons que, par troncature au rang n, on obtient

  
f (x) ≈ Pn (x) = f 0 + x − x0

1! h
∆ f 0 + (x − x0 )(x − x1)

2! h2 ∆2 f 0 + L + (x − x0 )L (x − xn−1)
n! hn ∆n f 0 ,

où Pn  est le polynôme de degré au plus n qui coïncide avec f en les n + 1 points   x0 , x1,K , xn .

La valeur de y en x1 , soit y1, s’obtient alors par intégration terme à terme de la série :

  

y1 = y0 + f (x)dx
x0

x1

∫ = y0 + h f (x0 + ht)dt
0

1

∫
= y0 + h f 0 + h t dt

0

1

∫ ∆ f 0 + h
t(t − 1)

2!0

1
⌠
⌡

dt ∆2 f 0 + h
t(t − 1)(t − 2)

3!0

1
⌠
⌡

dt ∆3 f 0 + L

= y0 + h f 0 + 1
2 ∆f 0 − 1

12 ∆2 f 0 + 1
24 ∆3 f 0 − 19

720 ∆4 f 0 + 3
160 ∆5 f 0 − L{ } .

On peut recommencer à partir de y1 pour calculer y2 , et ainsi de suite. Les calculs peuvent être organisés

dans une seule table.

Peut-on adapter cette méthode de quadrature numérique à une équation différentielle générale
dy dx = f (x, y) , avec toujours la condition initiale y(x0 ) = y0  ? Pour un calcul analogue de

y1 = y0 + f (u, y(u))du
x0

x1

∫  par différences finies d’ordre n, il faudrait connaître f (x0 , y0 ), f (x1, y1), …,

f (xn , yn ), autrement dit les valeurs   y1,K , yn  que l’on souhaite précisément calculer. On voit aussitôt

l’obstacle majeur qui a sans doute dissuadé nombre de mathématiciens de poursuivre dans cette voie, si du

moins ils en eurent un jour l’intention.

La formule de Gregory-Newton fut d’abord énoncée sans justification par James Gregory, en 16709,

comme un procédé destiné à un double usage : interpoler entre les valeurs d’une table numérique et

quarrer n’importe quelle figure. À la lecture du texte de Gregory, il s’agit bien d’une série infinie fournis-

sant une valeur exacte, même si, dans la pratique, on se contente de la tronquer à un certain rang. Les

problèmes de la convergence de la série, de l’intégration terme à terme et de l’évaluation de l’erreur due à

la troncature ne sont pas évoqués. De son côté, Newton a abordé la théorie de l’interpolation et des diffé-

rences finies à plusieurs reprises, à partir de 1675, dans le cadre plus général de valeurs non équidistantes

de la variable10. Outre la formule de Gregory, il a mis en évidence de nombreuses autres techniques d’in-

terpolation d’une courbe par des “lignes paraboliques” (courbes représentatives de fonctions polyno-

miales), à tel point qu’on peut le considérer comme le véritable fondateur de la théorie.

Pour revenir au cas qui nous occupe, le polynôme Pn , appelé polynôme d’interpolation de Newton,

n’est autre que le polynôme redécouvert plus tard, d’une autre manière, par Lagrange11. Bien que Stirling,

9 Lettre de James Gregory à John Collins du 23 novembre 1670, in The correspondence of Isaac Newton, vol. 1, éditée par
H. W. Turnbull, Cambridge University Press, 1959. Selon Goldstine, on trouve auparavant des traces de cette technique d’in-
terpolation chez Harriot (1611) et Briggs (1624).
10 Lettre à John Smith du 8 mai 1675, in The mathematical papers of Isaac Newton, vol. 4, édités par D. T. Whiteside,
Cambridge, 1967-1976 ; Philosophiae naturalis principia mathematica, Londres, 1687, Lemme 5 du livre III ; Methodus
Differentialis, Londres, 1711 (écrit en 1676).
11 “Leçons élémentaires de mathématiques données à l’École Normale en 1795”, Œuvres, t. 7, Gauthier-Villars, Paris, 1877,
pp. 284-286.
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dès 173012, ait publié des “tables de correction” destinées à estimer l’approximation lorsqu’on utilise un

tel polynôme de Newton pour effectuer une quadrature numérique, c’est Cauchy13 qui, le premier, établit

une évaluation rigoureuse de l’erreur d’interpolation sous la forme

  
f (x) − Pn (x) = t(t − 1)K (t − n)

(n + 1)!
hn+1 f (n+1) (ζ ),

où ζ est une valeur prise dans le plus petit intervalle contenant  x0 , x1,K , xn  et x. Il en résulte, pour la qua-

drature approchée, lorsque le calcul de y1 est tronqué à l’ordre n, une erreur majorée par

  
hn+2 t(t − 1)K (t − n)

(n + 1)!
dt

0

1
⌠
⌡

Sup
ζ

f (n+1) (ζ ) ≤ hn+2

n + 1
Sup

ζ
f (n+1) (ζ ) .

Depuis Cauchy, l’habitude a été prise d’écrire les formules d’interpolation avec un reste. Auparavant,

on rencontre presque toujours des séries infinies, en général seulement déterminées par quelques termes

suivis de points de suspension. Sans revenir pour autant au langage très géométrique de Gregory et

Newton, c’est la présentation que nous avons adoptée pour ces rappels14.

1.1.2. La formule régressive

Supposons désormais qu’on connaisse les valeurs de la fonction f en des points   K x−n ,K , x−1, x0 , pré-

cédant x0 , et qu’on veuille encore calculer la valeur de y en x1  (il s’agit, cette fois, d’un processus d’ex-

trapolation). On peut définir, par récurrence, des différences finies descendantes ou régressives, en posant

∇f i = f i − f i−1  et ∇m f i = ∇m−1 f i − ∇m−1 f i−1, de manière à obtenir un tableau “illimité” vers la gauche :

  

L f −4 f −3 f −2 f −1 f 0

L ∇f −3 ∇f −2 ∇f −1 ∇f 0

L ∇2 f −2 ∇2 f −1 ∇2 f 0

L ∇3 f −1 ∇3 f 0

L ∇4 f 0

En posant toujours t = (x − x0 ) h , la formule de Newton descendante s’écrit

  
f (x) = f 0 + t ∇f 0 + t(t + 1)

2!
∇2 f 0 + t(t + 1)(t + 2)

3!
∇3 f 0 + L,

d’où, par intégration terme à terme,

  

y1 = y0 + h f 0 + h t dt
0

1

∫ ∇f 0 + h
t(t + 1)

2!0

1
⌠
⌡

dt ∇2 f 0 + h
t(t + 1)(t + 2)

3!0

1
⌠
⌡

dt ∇3 f 0 + L

= y0 + h f 0 + 1
2 ∇f 0 + 5

12 ∇2 f 0 + 3
8 ∇3 f 0 + 251

720 ∇4 f 0 + 95
288 ∇5 f 0 + L{ } .

À présent, l’adaptation à une équation différentielle semble possible. Pour pouvoir calculer y1, il suffit

de connaître   f (x−n , y−n ),K , f (x0 , y0 ) . Ainsi, la méthode est praticable à l’ordre n à condition de disposer

déjà des valeurs de la solution pour n pas. Évidemment, la détermination de ces valeurs de démarrage doit

se faire par une autre méthode. Voici l’idée, en apparence toute simple, qui sera mise en œuvre par Adams

en 1855 et par d’autres ensuite, de façon plus ou moins indépendante.

12 Tractatus de Summatione et Interpolatione Serierum Infinitarum, Londres, 1730, p. 146.
13 “Sur les fonctions interpolaires”, Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 11 (16 novembre 1840), p. 775.
14 La notation moderne ∆ pour les différences, utilisée ici par anticipation, semble apparaître pour la première fois dans Euler,
Institutiones calculi differentialis, Saint-Pétersbourg, 1755, p. 5.
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1.1.3. La version de Laplace

Dans le quatrième volume de la Mécanique céleste15, à propos de l’étude de l’orbite d’une comète,

Laplace expose de façon tout à fait nouvelle la formule de Gregory. Sa démonstration, très formelle, re-

pose sur l’emploi des séries génératrices et un usage symbolique de l’opérateur ∆ de différence16. Elle

conduit à la formule de quadrature déjà citée :

  
y1 − y0 = h f 0 + 1

2 ∆ f 0 − 1
12 ∆2 f 0 + 1

24 ∆3 f 0 − 19
720 ∆4 f 0 + 3

160 ∆5 f 0 − L{ } .

Laplace écrit alors les relations analogues pour  y2 − y1,K , yn − yn−1, puis fait la somme pour aboutir à

  
yn − y0 = f (u)du

x0

xn

∫ = h 1
2 f 0 + f1 + L + f n−1 + 1

2 f n − 1
12 ∆ f n − ∆ f 0[ ] + 1

24 ∆2 f n − ∆2 f 0[ ] − L{ }.

Par quelques transformations, il obtient enfin une seconde formule, qui a l’avantage de ne pas faire inter-

venir les valeurs de f situées en dehors de l’intervalle d’intégration :

  
yn − y0 = f (u)du

x0

xn

∫ = h 1
2 f 0 + f1 + L + f n−1 + 1

2 f n − 1
12 ∆ f n−1 − ∆ f 0[ ] − 1

24 ∆2 f n−2 + ∆2 f 0[ ] − L{ } .

Dans les deux cas, on reconnaît la formule des trapèzes, assortie de termes correctifs destinés à améliorer

la précision. Pour Laplace, il s’agit de la formule de quadrature “la plus simple et la plus commode”.

1.2. Autres formules d’interpolation

Pour construire les formules de Gregory-Newton, on n’exploite qu’un seul côté de la valeur initiale.

On a parfois intérêt à utiliser simultanément tous les points  K x−n ,K , x−1, x0 , x1,K , xn K, de façon à ne

faire intervenir que les différences situées sur la colonne correspondant à la valeur initiale et sur les

colonnes adjacentes (fig. V.1). On obtient alors les formules de Newton-Gauss et de Newton-Stirling17.

f −2 f −1 f 0 f1 f2

∆f−3 ∆f −2 ∆f−1 ∆f 0 ∆f1 ∆f 2

∆2 f −3 ∆2 f −2 ∆2 f−1 ∆2 f 0 ∆2 f1

∆3 f −4 ∆3 f −3 ∆3 f −2 ∆3 f −1 ∆3 f 0 ∆3 f1

∆4 f−4 ∆4 f −3 ∆4 f −2 ∆4 f−1 ∆4 f 0

Gregory-Newton
régressif

Newton-Gauss
régressif

Newton-Gauss
progressif

Gregory-Newton
progressif

Newton-Stirling

Fig. V.1. Schéma des principaux procédés d’interpolation

15 Mécanique céleste, vol. 4, Paris, 1805, pp. 205-208.
16 La théorie des séries génératrices est exposée dans la Théorie analytique des probabilités, 2e éd., Courcier, Paris, 1814.
17 I. Newton, Methodus Differentialis, op. cit., prop. iii ; J. Stirling, Tractatus de Summatione et Interpolatione Serierum
Infinitarum, op. cit., prop. xx.
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Afin de mieux mettre en évidence la symétrie recherchée dans ces formules, on fait appel, de nos jours, à

la notation des différences centrales : δ f i = f xi + 1
2 h( ) − f xi − 1

2 h( ). Concrètement, il suffit de savoir que

les trois sortes de différences sont liées par les égalités ∆ f i = ∇f i+1 = δ f i+1 2. Aussi, dans un souci de sim-

plification, nous n’utiliserons plus désormais que les différences finies ascendantes.

Les formules de Newton-Gauss progressive et régressive s’écrivent respectivement :

  
f (x) = f 0 + t ∆ f 0 + t (t − 1)

2!
∆2 f −1 + t (t2 − 1)

3!
∆3 f −1 + t (t2 − 1)(t − 2)

4!
∆4 f −2 + t (t2 − 1)(t2 − 4)

5!
∆5 f −2 + L ;

  
f (x) = f 0 + t ∆ f −1 + (t + 1)t

2!
∆2 f −1 + t (t2 − 1)

3!
∆3 f −2 + (t + 2)t (t2 − 1)

4!
∆4 f −2 + t (t2 − 1)(t2 − 4)

5!
∆5 f −3 + L .

En faisant leur moyenne arithmétique, on obtient la formule de Newton-Stirling :

  

f (x) = f 0 + t
∆ f −1 + ∆ f 0

2
+ t2

2!
∆2 f −1 + t (t2 − 1)

3!
∆3 f −2 + ∆3 f −1

2
+ t2 (t2 − 1)

4!
∆4 f −2

+ t (t2 − 1)(t2 − 4)
5!

∆5 f −3 + ∆5 f −2

2
+ L .

Dans les trois séries précédentes, en tronquant au rang n, on reconnaît, sous trois écritures différentes, le

polynôme d’interpolation de Lagrange de degré au plus 2n qui coïncide avec f en les 2n + 1 points

  x−n ,K , x−1, x0 , x1,K , xn . Par intégration, on obtient trois nouvelles formules de quadrature. Ces formules

ne sont pas pleinement satisfaisantes car, alors que l’intégration devait être faite sur l’intervalle [x0 , x1],

on a centré la construction des formules d’interpolation sur le point x0  (voir fig. V.1). Deux idées simples

permettent de rétablir la symétrie et, par voie de conséquence, de faire disparaître au cours de l’intégration

toutes les différences d’ordre impair.

Première idée : utiliser une série d’interpolation de Newton-Stirling centrée sur x1 2 = x0 + h 2. En

posant désormais t = (x − x1 2 ) h , on obtient

  
f (x) = f1 2 + t

∆ f −1 2 + ∆ f1 2

2
+ t2

2!
∆2 f −1 2 + t (t2 − 1)

3!

∆3 f −3 2 + ∆3 f −1 2

2
+ t2 (t2 − 1)

4!
∆4 f −3 2 + L .

Une intégration entre −1 2  et 1 2 conduit alors à la formule de quadrature

(1)     
  
y1 = y0 + h f1 2 + 1

24 ∆2 f −1 2 − 17
5760 ∆4 f −3 2 + 367

967680 ∆6 f −5 2 − 27859
464486400 ∆8 f −7 2 + L{ }.

L’inconvénient de cette première idée est évidemment que les valeurs de la primitive ne sont pas calculées

aux mêmes points que les valeurs données de la fonction (pour calculer la primitive en   K x−1, x0 , x1,K, il

faut connaître la fonction en   K x−1 2 , x1 2 , x3 2 ,K).

Deuxième idée : faire la moyenne arithmétique d’une série de Newton-Gauss progressive centrée

sur x0  et d’une série de Newton-Gauss régressive centrée sur x1 . Le résultat de la manipulation n’est autre

que la formule d’interpolation de Newton-Bessel18 qui, en revenant à la notation t = (x − x0 ) h , s’écrit

  

f (x) = f 0 + f1

2
+ (t − 1

2 )∆ f 0 + t (t − 1)
2!

∆2 f −1 + ∆2 f 0

2
+

t (t − 1)(t − 1
2 )

3!
∆3 f −1

+ t (t2 − 1)(t − 2)
4!

∆4 f −2 + ∆4 f −1

2
+ L .

18 I. Newton, Methodus Differentialis, op. cit., prop. iii, cas ii.
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L’intégration conduit ensuite à la formule de quadrature

  

(2) y1 = y0 + h
f 0 + f1

2
− 1

12
∆2 f −1 + ∆2 f 0

2
+ 11

720
∆4 f −2 + ∆4 f −1

2
− 191

60480
∆6 f −3 + ∆6 f −2

2




+ 2497
3628800

∆8 f −4 + ∆8 f −3

2
− L




.

Au 18e siècle, les formules d’interpolation et de quadrature de Gregory-Newton constituent l’outil de

base des astronomes, plus généralement des calculateurs de tables numériques. Au 19e siècle, ces for-

mules ont tendance à être abandonnées au profit des séries plus perfectionnées de Stirling et de Bessel, et

des formules de quadrature associées (1) et (2). Il est difficile de dire qui a véritablement inventé ces for-

mules (1) et (2). Les astronomes les attribuent presque toujours à Encke (1837), mais on sait que ce der-

nier les avait puisées dans l’enseignement de Gauss. En France, Legendre (1826) revendique également la

formule (1) comme une création personnelle. La vérité réside sans doute dans une constatation simple :

toutes les formules d’interpolation étant déjà présentes chez Newton, n’importe quel mathématicien doué

d’un minimum d’habileté pouvait en déduire tout seul des formules de quadrature performantes. La

diversité des démonstrations, l’originalité des notations employées constituent de bons témoins de

l’indépendance des découvertes. Rien qu’en observant comment chacun écrit la formule (1), on se rend

déjà compte que Encke s’inspire de Gauss, alors que Legendre suit une démarche distincte (tableau V.1) .

Gauss f t.dt∫ = α + θ f (−1)t + 1
24 ′f t − 17

5760 ′′′f t + 367
967680 f Vt − etc.{ }

Encke
  

f x dx
a+ω 2

a+(i+ 1
2 )ω

∫ = ω ′f 0 (a + (i + 1
2 )ω ) + 1

24 ′f 0 (a + (i + 1
2 )ω ) − 17

5760 ′′′f 0 (a + (i + 1
2 )ω )K{ }

Legendre δU = P + 1
24 δ2P0 − 17

5760 δ4P00 + 367
945.210 δ6P000 − etc.

Tableau V.1. Trois façons d’écrire la formule de quadrature de Newton-Stirling

1.3. Quadratures doubles

De nombreux problèmes conduisent à une équation différentielle de la forme d 2y dx2 = f (x) , avec

des conditions initiales y(x0 ) = y0 et ′y (x0 ) = ′y0 , autrement dit à la quadrature double

(1)     y(x) = y0 + ′y0 (x − x0 ) + du
x0

x

∫ f (v)dv
x0

u

∫ .

Plutôt que d’appliquer deux fois les formules de quadrature simple, il peut être intéressant de disposer de

formules directes de quadrature double. Toujours à partir de points équidistants xi = x0 + ih , écrivons la

relation (1) pour x = x0 + h, puis pour x = x0 − h, et faisons la demi-somme. Nous obtenons

(2)     y1 = 2y0 − y−1 + du
x0

x0 +h

∫ f (v)dv
x0

u

∫ + du
x0

x0 −h

∫ f (v)dv
x0

u

∫ .

En remplaçant f par sa série d’interpolation de Newton-Stirling et en effectuant la double intégration, la

relation (2) devient

(3)     
  
y1 = 2y0 − y−1 + h2 f 0 + 1

12 ∆2 f −1 − 1
240 ∆4 f −2 + 31

60480 ∆6 f −3 − 289
3628800 ∆8 f −4 + L{ }.
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Par une double intégration des séries de Gregory-Newton ou de Newton-Bessel, on pourrait naturellement

construire d’autres formules de quadrature double du même type.

La formule (3), obtenue en 1826 par Legendre, figure dans son Traité des fonctions elliptiques19, à la

suite du résultat analogue pour les quadratures simples. Il l’utilise, avec un pas assez petit permettant de

s’arrêter aux différences quatrièmes, dans le cadre de la construction de tables de valeurs des intégrales de

première et de seconde espèce

F(c, ϕ) = dϕ

1 − c2 sin2 ϕ0

ϕ
⌠
⌡

     et     E(c, ϕ) = 1 − c2 sin2 ϕ dϕ
0

ϕ

∫ .

Ces tables contiennent 16 200 résultats ; elles ont été dressées par Legendre lui-même à l’aide des loga-

rithmes à quatorze décimales de la Trigonometria Britannica.

Legendre s’est interrogé sur l’extension de la formule (3) aux équations différentielles générales : “Il

serait à désirer qu’on pût calculer par des procédés semblables et avec des suites aussi convergentes, les

valeurs successives d’une fonction U  donnée par une équation différentielle du premier ordre

dU dϕ = fonct.(U, ϕ), ou même par une équation différentielle d’un ordre plus élevé. Ce problème est de

la même nature que ceux qui concernent les intégrales simples ou multiples ; mais sa résolution offre

beaucoup plus de difficultés et jusqu’à présent nous ne voyons pas d’autre moyen d’y parvenir que la

formule de Taylor (…) qui sert à calculer la différence finie d’une fonction par le moyen des coefficients

différentiels successifs de cette fonction.”20

Legendre est contraint de s’en tenir à l’ancienne méthode d’Euler avec développement de Taylor, pour

les mêmes raisons que nous avions évoquées à propos de la formule progressive de Gregory-Newton : si

l’on cherche à appliquer la formule (3) à l’équation différentielle d 2y dx2 = f (x, y), dans le but de cal-

culer y1, les différences finies   ∆
2 f −1, ∆4 f −2 ,K font intervenir les valeurs  f (x1, y1), f (x2 , y2 ),K qu’on ne

connaît pas encore. Mais, si Legendre avait fait un raisonnement revenant à utiliser, plutôt que la formule

de Stirling et les différences situées au centre de notre schéma (fig. V.1), la formule de Newton régressive

et les différences situées du côté gauche, il aurait trouvé très facilement la formule de quadrature double

(4)    
  
y1 = 2y0 − y−1 + h2 f 0 + 1

12 ∆2 f −2 + 1
12 ∆3 f −3 + 19

240 ∆4 f −4 + 3
40 ∆5 f −5 + L{ },

qui, elle, s’étend sans problème à l’équation différentielle puisqu’elle ne fait intervenir que les anciennes

valeurs   K f (x−2 , y−2 ), f (x−1, y−1), f (x0 , y0 ). La formule (4), qui est l’équivalent, pour le second ordre, de

celle d’Adams, sera construite par Størmer en 1907, comme nous le verrons plus loin.

Cette anecdote est finalement fort instructive quant au processus de découverte en mathématiques.

Legendre, mathématicien de talent et calculateur expérimenté, pleinement conscient de la nature et des

difficultés d’un problème, ayant à sa disposition tous les outils techniques nécessaires, passe pourtant à

côté de sa solution en 1826. Legendre aurait pu être l’inventeur des méthodes d’Adams ; hélas, il faudra

attendre encore de nombreuses années. On retrouve là, à propos d’une question relativement mineure, une

caractéristique, analysée par plusieurs historiens21, de l’œuvre de ce géomètre : Legendre a l’art de poser

de bons problèmes mais s’arrête fréquemment au seuil d’une découverte importante. C’est ainsi, pour s’en

tenir à quelques exemples significatifs, qu’il ne parvient pas à trouver une démonstration complète de la

19 Traité des fonctions elliptiques et des intégrales eulériennes avec des Tables pour en faciliter le calcul numérique, 3 vol.,
Paris, 1825-1828.
20 Traité des fonctions elliptiques, op. cit., vol. 2, art. 712.
21 Voir, par exemple, J. Itard, “Adrien-Marie Legendre”, in Dictionary of Scientific Biography, Ch. C. Gillispie ed., New York,
1970-1978.
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loi de réciprocité quadratique, qu’il va beaucoup moins loin que Gauss dans l’élaboration de la méthode

des moindres carrés et qu’il laisse à Abel et Jacobi le soin d’inverser les intégrales elliptiques.

1.4. Contexte de l’application aux équations différentielles

Pour comprendre l’origine des méthodes multipas, il faut d’abord se faire une idée du contexte dans

lequel les formules précédentes de quadrature, malgré leur inadaptation foncière aux équations différen-

tielles, ont cependant été utilisées en astronomie pour l’intégration approchée du problème des trois corps.

Nous savons que, tout au moins jusqu’au début du 20e siècle, les préférences des astronomes allaient à

la méthode des perturbations générales, c’est-à-dire à l’expression des solutions sous forme de dévelop-

pements en séries par rapport au temps. Une description analytique présente indéniablement un double

avantage : les valeurs numériques des solutions s’obtiennent par simple substitution dans les formules et,

de plus, le comportement de ces solutions peut être étudié de manière théorique. Il y a cependant des cas

où cette démarche se révèle inadaptée en donnant naissance à des séries impropres au calcul. Il reste alors

la ressource de l’intégration numérique directe des équations différentielles, c’est-à-dire la méthode des

perturbations spéciales. Cette dernière méthode est surtout employée pour des corps subissant de fortes

perturbations (les comètes, certains satellites), mais aussi pour des astéroïdes dont la théorie analytique ne

mérite pas d’être développée22.

Plusieurs façons d’aborder le problème des perturbations spéciales ont été imaginées23. La plus simple,

celle de Cowell, consiste à intégrer directement le système d’équations du second ordre déterminant les

coordonnées écliptiques ou équatoriales de l’astre par rapport au corps central. Dans ce cas, il n’y a pas

d’utilisation explicite d’une conique comme première approximation de l’orbite. L’inconvénient est que

les intégrales varient rapidement avec le temps, d’où la nécessité de choisir un intervalle tabulaire assez

petit. Dans la méthode voisine d’Encke, on prend comme fonctions inconnues les différences entre les

coordonnées réelles et les coordonnées sur l’orbite osculatrice à un moment donné, appelé époque d’oscu-

lation. Ce sont ces écarts par rapport à l’orbite képlérienne osculatrice qui sont souvent qualifiés de

“perturbations”. L’avantage de ce point de vue est que, au voisinage de l’époque d’osculation, les inté-

grales varient très lentement, d’où la possibilité de choisir un intervalle tabulaire beaucoup plus grand que

dans la méthode de Cowell. Par contre, si l’on veut calculer les perturbations sur une longue durée, il faut,

pour conserver l’avantage précédent, changer périodiquement d’orbite osculatrice, ce qui entraîne des cal-

culs supplémentaires fastidieux. Enfin, dans la méthode plus ancienne d’Euler-Lagrange, valable unique-

ment pour des orbites elliptiques, on prend comme inconnues les six éléments orbitaux de l’ellipse oscula-

trice à chaque instant. Grâce à la variation très lente des éléments orbitaux, il est possible d’adopter un pas

d’intégration encore plus grand que dans la méthode d’Encke. Cependant, les coefficients différentiels ont

des expressions beaucoup plus complexes que dans les équations en coordonnées rectangulaires, ce qui

neutralise en partie le gain escompté. Quel que soit le point de vue adopté, on travaille bien sûr avec un

système différentiel du sixième ordre. En ce qui concerne les exemples historiques que nous présenterons

plus loin, le choix du système de repérage et la construction du système différentiel seront volontairement

22 Un panorama complet de l’histoire des perturbations spéciales jusqu’à la fin du 19e siècle est donné par un article de
Heinrich Samter, dans l’édition allemande de l’Encyclopédie des sciences mathématiques : “Spezielle Störungen der Planeten
und Kometen, numerische Behandlung besonderer Fälle des Dreikörperproblems. Mehrfache Fixsternsysteme”.
23 Voir D. Brouwer, G. M. Clemence, Methods of celestial mechanics, Academic Press, New York and London, 1961, chap. 5 :
“Numerical integration of orbits”, pp. 167-186.
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relégués au second plan, car ce sont des problèmes qui appartiennent plutôt à l’astronomie. Dans chaque

cas, nous centrerons prioritairement notre analyse sur l’intégration numérique du système obtenu.

Nous avons vu (cf. chap. III) que, dans quelques cas assez rares, les quadratures mécaniques se fai-

saient par la méthode d’Euler. Les inconvénients étaient, à l’ordre 1, une trop faible précision et, pour les

ordres supérieurs, la complication prohibitive du développement de Taylor. À la place de la méthode

d’Euler, il ne faut donc pas s’étonner d’assister, tout au long des 18e et 19e siècles, à un emploi relative-

ment fréquent des formules de quadrature utilisant les différences finies. Présentons l’idée générale qui

sous-tend cette autre technique, dans le cas simple d’une seule équation du premier ordre ′y = f (x, y) . À

partir de la valeur initiale (x0 , y0 ) , on veut dresser une table des valeurs  y0 , y1,K , yn  que prend la solu-

tion y en des points équidistants   x0 , x1,K , xn . Ces valeurs sont données par les formules exactes

(1)     

  

y1 = y0 + f (t, y(t))dt
x0

x1

∫
y2 = y0 + f (t, y(t))dt

x0

x2

∫
L

yn = y0 + f (t, y(t))dt
x0

xn

∫ .















Pour le calcul, on remplace chacune des intégrales des seconds membres par une formule approchée de

quadrature numérique. Il faut s’arranger pour que ces formules ne fassent pas intervenir d’autres points

que les points de subdivision   x0 , x1,K , xn  ; à cet effet, on peut être amené à utiliser des formules diffé-

rentes selon qu’il s’agit de points situés au début, au milieu ou à la fin de l’intervalle (une autre possibilité

est de travailler sur un intervalle légèrement plus grand que celui auquel on s’intéresse). Quoi qu’il en soit,

on aboutit toujours à un système d’équations numériques du type

(2)     

  

y1 = Q1(y1, y2 ,K , yn )

y2 = Q2 (y1, y2 ,K , yn )

L

yn = Qn (y1, y2 ,K , yn ).










Par une extension provisoire de notre définition initiale, on pourrait dire qu’il s’agit d’une méthode “à pas

liés” au sens le plus complet du terme, dans la mesure où le calcul de chaque valeur fait intervenir toutes

les autres. Concrètement, le système (2), qui détermine implicitement les yi , est résolu par approximations

successives. Assez souvent, les valeurs initiales sont obtenues dans le système (1), en donnant à la fonc-

tion inconnue y la valeur constante y0  ; en mécanique céleste, on peut aussi prendre pour première série de

valeurs les valeurs de la solution du mouvement non perturbé, solution que l’on sait calculer exactement.

D’une certaine façon, la résolution itérative du système numérique (2) est le pendant, sous forme

tabulaire, de la résolution itérative de l’équation fonctionnelle y = y0 + f (t, y(t))dt
x0

x

∫ . Longtemps avant

l’heure, les schémas de différences des astronomes traduisaient donc, dans la réalité du calcul numérique,

les idées abstraites de Picard. C’est toutefois la lourdeur de ces calculs itératifs qui rebutait Legendre et

qui lui faisait souhaiter que l’on pût, un jour, découvrir des formules explicites. En attendant, seuls des

astronomes aguerris semblaient capables de se lancer sans effroi dans de tels “calculs astronomiques” (que

l’on veuille bien imaginer un instant ce qui se passe pour un système différentiel du sixième ordre !).



Chapitre V 317

2. Les quadratures mécaniques des astronomes

Dans cette partie, nous allons détailler davantage l’histoire des quadratures mécaniques fondées sur

des approximations successives. Il sera facile de garder en mémoire le schéma directeur de notre étude :

pour l’essentiel, la méthode a été créée par Clairaut, en 1758, à l’occasion du retour de la comète de

Halley, puis perfectionnée par Gauss, vers 1812, pour atteindre une forme définitive codifiée par Encke et

régulièrement mise en pratique par les astronomes tout au long du 19e siècle.

2.1. Le retour de la comète de Halley : Clairaut (1758)

En 1705, Halley avait publié un catalogue des orbites de vingt-quatre comètes, en se ralliant à l’hypo-

thèse newtonienne selon laquelle ces objets, décrivant des ellipses très allongées, revenaient périodique-

ment à proximité du Soleil. Halley avait notamment remarqué une comète particulièrement intéressante,

observée en 1682, à laquelle il attribuait une période de soixante-quinze ou soixante-seize ans et dont, par

conséquent, on pourrait observer le retour au plus tard en 1759. Il n’était pas possible d’être plus précis car

on savait que la comète, en 1682, était passée deux fois à proximité de Jupiter et une fois à proximité de

Vénus, ce qui avait dû perturber son orbite dans des proportions sensibles. Vers le milieu de 1757, au

moment où plusieurs astronomes commencèrent à scruter le ciel, Clairaut entreprit de prévoir par le calcul

la date précise du retour de la comète, c’est-à-dire l’instant de son passage au périhélie (point de son orbite

le plus proche du Soleil). L’enjeu était d’importance : une prédiction correcte semblait de nature à

confirmer avec éclat la validité de la théorie newtonienne de l’attraction.

Les recherches sur la comète de 1682 occupèrent Clairaut pendant quatre ans24. En novembre 1758, il

put annoncer devant l’Académie des Sciences25 que le passage au périhélie aurait lieu vers le milieu

d’avril 1759, en prenant toutefois la précaution de mentionner que cette date, résultant de nombreuses

approximations, devait être considérée comme entachée d’une incertitude d’un mois. Le passage de la co-

mète fut effectivement observé le 13 mars, à la limite inférieure des prévisions de Clairaut. Ce dernier, qui

avait mené ses recherches dans la précipitation afin, bien entendu, de ne pas être devancé par la comète,

reprit ses réflexions à tête reposée, améliora ses approximations et publia, en 1760, une théorie plus

complète26, accompagnée de calculs plus précis, grâce à laquelle il ramena le passage au périhélie à la

date du 4 avril. Enfin, en 1761, concourant pour le prix de l’Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg,

24 Pour de nombreuses informations érudites sur le contexte de ces recherches (mais, hélas, aucun renseignement sur la
méthode d’intégration numérique utilisée), on pourra consulter : René Taton, “Clairaut et le retour de la «comète de Halley»
en 1759”, L’Astronomie, septembre 1986, pp. 397-408 ; René Taton, “Sur la «comète de Halley» et son «retour» en 1986”,
Revue d’histoire des sciences, t. 39, n° 4, 1986 ; Pierre Brunet, “La vie et l’œuvre de Clairaut”, op. cit.
25 Le mémoire lu devant l’Académie fut publié l’année suivante : “Mémoire sur la comète de 1682, adressé à MM. les Auteurs
du Journal des Sçavans, par M. Clairaut”, Journal des Sçavans, janvier 1759, pp. 38-45.
26 Théorie du mouvement des comètes, dans laquelle on a égard aux altérations que leurs orbites éprouvent par l’action des
planètes, avec l’application de cette théorie à la comète qui a été observée dans les années 1531, 1607, 1682 et 1759, Lambert,
Paris, 1760.
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il remit son œuvre sur le chantier une troisième fois27 pour obtenir, grâce à de nouveaux perfection-

nements, la date du 31 mars. L’erreur n’était plus que de dix-huit jours.

2.1.1. Spécificité du problème des comètes

Intéressons-nous de plus près au contenu mathématique de ces recherches. Dans le “Mémoire sur la

comète de 1682”, Clairaut s’inscrit tout naturellement dans la continuité de ses travaux précédents sur le

problème des trois corps et, en particulier, de sa théorie de la Lune (cf. chap. IV, 1.1.1) : “La solution que

je donnai il y a dix ou douze ans du Problème connu sous le nom de Problème des trois corps, est la base

du travail que je viens de faire, ainsi que de mes recherches précédentes sur la Lune et sur plusieurs

planètes ; mais cette nouvelle application était bien plus pénible que toutes les autres.”

En effet, les développements en série imaginés par Clairaut pour décrire le mouvement de la Lune

— tout comme ceux de d’Alembert et Euler — étaient justifiés par la faible excentricité de l’orbite lunaire

et par la faible inclinaison du plan de cette orbite par rapport au plan de l’écliptique. Dans le cas des

comètes, ces deux conditions ne sont plus réunies. Sachant qu’une solution analytique ne pourrait alors

aboutir qu’à des séries divergentes, il ne restait plus qu’à recourir à des quadratures mécaniques :

“Dans le cas des Comètes (…), toutes ces causes réunies otent presque entièrement l’espérance

d’arriver à une formule analytique qui n’ait besoin que de quelques substitutions numériques pour donner

le résultat, ainsi que dans les cas précédemment traités.

Or la solution générale dont je viens de parler, en contient une qui ne demande que de la constance

dans son exécution pour les déterminer. Cet avantage singulier de ma solution générale consiste en une

formule par laquelle, si on connaît à peu près les positions respectives de la Comète et de la planète per-

turbatrice, pendant une suite de points pris à de petites distances les uns des autres, on est en état par la

quadrature de quelques courbes mécaniques de rectifier la position de ces mêmes points, et de mesurer

toute la perturbation.”

Ces dernières lignes permettent déjà de se faire une idée d’ensemble de la méthode de Clairaut : on va

se servir de l’orbite elliptique de 1682, dont les tables ont été dressées par Halley à partir des observations,

en tant que première approximation ; en des points régulièrement espacés de cette orbite approchée, choi-

sis avec un pas assez petit, on va calculer les forces perturbatrices des planètes (essentiellement Jupiter et

Saturne) ; par une intégration numérique des équations du mouvement, on va enfin obtenir une orbite cor-

rigée proche de l’orbite réelle et le mouvement de la comète sur cette orbite. Les calculs seront faits pour

deux révolutions (1607-1682 et 1682-1759), afin d’évaluer avec précision leur différence de durée. On

pourrait évidemment recommencer le processus pour déterminer une seconde correction de l’orbite.

Toutefois, face à la quantité énorme de calculs à effectuer, on s’en tiendra à une seule itération.

2.1.2. Expression des forces perturbatrices

La Théorie du mouvement des comètes de 1760 débute par l’expression des forces perturbatrices. Au

début, Clairaut avait pensé qu’il suffisait de tenir compte de l’action de Jupiter sur la comète lorsque les

deux astres se trouvaient à proximité. Très vite, il réalisa que Jupiter perturbait aussi l’orbite de la comète

lorsque cette dernière était très éloignée. En effet, Jupiter agit sur le Soleil et, en déplaçant le foyer, modi-

fie indirectement l’ellipse décrite par la comète. Dans un second temps, Clairaut découvrit qu’il fallait

27 Recherches sur la comète des années 1531, 1607, 1682 et 1759, pour servir de supplément à la théorie par laquelle on avait
annoncé en 1758 le temps du retour de cette comète, Pièce qui a remporté le prix proposé par l’Académie impériale des
Sciences de Saint-Pétersbourg pour l’année 1761, Saint-Pétersbourg, 1762.
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également faire intervenir l’influence de Saturne. L’exposé de 1760 garde la trace des réflexions initiales

car il est construit avec une seule planète appelée J (comme Jupiter). Évidemment, il suffit d’appliquer la

méthode deux fois (une fois avec Jupiter, une fois avec Saturne) et d’ajouter les perturbations obtenues.

Soient donc PC l’orbite de la comète (fig. V.2), P le périhélie, S le Soleil, ΩJΩ  l’orbite de la planète

perturbatrice, ΩΩ la ligne des noeuds des deux orbites, J la position de la planète lorsque la comète est

en C, j la projection de J sur le plan de l’orbite de la comète, N la projection de J sur le rayon vecteur SC.

J

j

N

S
P

O

CΩ

Ω

Fig. V.2. Orbites de Jupiter et de la comète de Halley

Clairaut décompose les forces perturbatrices selon trois directions perpendiculaires : la perpendicu-

laire Jj au plan de l’orbite et, dans ce plan, le rayon vecteur SC et la perpendiculaire jN à ce rayon. Les

calculs sont assez faciles à suivre si l’on garde à l’esprit les égalités vectorielles JC
→

= Jj
→

+ jN
→

+ NC
→

 et

JS
→

= Jj
→

+ jN
→

+ NS
→

. Pour Clairaut, qui ne dispose pas du calcul vectoriel, la difficulté est de déterminer le

signe dont chaque terme doit être affecté, ces signes variant selon les différentes parties de l’orbite. Pour

exposer la théorie, il se place dans la situation de la figure ci-dessus (en supposant que la comète va de P

vers C) mais, par ailleurs, il souligne à plusieurs reprises qu’il faut veiller avec beaucoup de soin aux

changements de signes en cours de calcul. D’autre part, les forces selon la direction Jj servent à modifier

le plan de l’orbite ; on convient de les négliger car leur effet n’est pas significatif pour un petit nombre de

révolutions (pour la prédiction du retour de la comète, on s’intéresse seulement à deux révolutions

consécutives). En considérant ainsi que l’orbite reste dans un même plan, Clairaut exprime finalement la

force π qui tire la comète perpendiculairement au rayon vecteur et la force ϕ qui la tire vers le Soleil par

les formules respectives

− π = J. jN
1

JC3 − 1
JS3





       et     ϕ = J.SN

JS3 + J.CN
CJ 3 .

2.1.3. Équations intégrales du mouvement

Venant après le calcul des forces perturbatrices, la seconde section du traité est consacrée à une prépa-

ration de la solution du problème des trois corps. On considère d’abord l’ellipse qui serait décrite en

l’absence des forces perturbatrices : on note P son périhélie, PO = 1 son demi grand axe (pris pour unité),

OS = e son excentricité, v = PSC l’anomalie vraie de la comète, r le rayon vecteur non altéré et z l’ano-

malie moyenne non altérée, qui sont donnés par

r = 1− ee
1+ ecosv

     et     z = rr dv

1− ee
⌠
⌡

.
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Si, maintenant, r et z désignent le rayon vecteur et l’anomalie moyenne de l’orbite réelle, Clairaut rappelle

les formules obtenues dans sa théorie de la Lune (cf. chap. IV, 1.1.1) : en posant

ρ =
πr3dv∫

M(1− ee)
     et     Ω =

ϕr2

M
+ πrdr

Mdv
− 2ρ

1+ 2ρ
,

la trajectoire corrigée s’exprime par l’équation

r = 1− ee

1+ ecosv + sin v Ωcosvdv∫ − cosv Ωsin vdv∫
.

Une fois la trajectoire connue, l’anomalie moyenne, comptée à partir du périhélie, est donnée par

z = rrdv

1− ee 1+ 2ρ
⌠
⌡

.

Pour simplifier, Clairaut développe toutes ces formules au premier ordre par rapport aux forces pertur-

batrices π  et ϕ. D’autre part, il change de variable indépendante, en remplaçant l’anomalie vraie v par

l’anomalie excentrique x, de sorte que les diverses quantités varient moins vite. Ces manipulations con-

duisent au groupe final de formules qui sera utilisé pour les calculs numériques :

ρ =
π rrdx∫

M 1− ee
 ;     ω = ϕ

M
+ πesin x

M 1− ee
− 2ρ

rr
 ;

P = ωdx sin x∫  ;     Q = ωdx (cos x∫ − e)  ;     ξ = P(cos x − e) − Qsin x  ;

r = r (1+ ξ ) ;     z = z + 2 ξ rdx∫ − ρrdx∫ .

2.1.4. La méthode numérique

La troisième section du traité est intitulée “Manière de faire usage des formules précédentes, lorsque

les valeurs numériques des forces π & ϕ sont données pour chaque degré d’anomalie excentrique”. Résu-

mons les grandes étapes du calcul :

1) On prépare une table auxiliaire donnant, pour chaque degré x d’anomalie excentrique, les loga-

rithmes du rayon vecteur r et des diverses quantités liées à x et à r dont on aura besoin. Toutes ces valeurs

correspondent à l’orbite elliptique déterminée par Halley à partir des observations de 1682. La table com-

prend les 360 degrés d’anomalie excentrique et huit colonnes pour les quantités

log r ; log (cos x − e) ; log
esin x

1− ee
; log

r2 ×1d

1− ee
; log

2
rr

; log (sin x ×1d ) ; log (cos x − e) ×1d ; log r ×1d.

Dans ces formules, 1d représente un degré (= π 180), c’est-à-dire le pas de la subdivision utilisée pour les

quadratures numériques. Un extrait de la table originale, correspondant à la première moitié de l’orbite et

aux trois premières colonnes, se trouve dans le traité de 1760 (fig. V.3).

2) Par ailleurs, on prépare une autre table donnant, pour chacune des deux révolutions et pour chaque

degré, les distances de la comète à Jupiter et à Saturne, ainsi que les forces perturbatrices π et ϕ et leurs

logarithmes. Cette table, qui constitue la partie proprement astronomique du travail, est dressée à partir

des éphémérides connues des deux planètes.
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Fig. V.3. Table de fonctions auxiliaires calculée par Clairaut (1758)

3) À l’aide des données précédentes, on est en état d’appliquer le groupe de formules donné plus haut.

On dresse, successivement, une table de ρ (par une première quadrature), une table de ω, une table de P

(par une seconde quadrature), une table de Q (par une troisième quadrature), une table de ξ, une table de r

et une table de z (par une quatrième et une cinquième quadratures).

La formule de quadrature utilisée nous est décrite ainsi par Clairaut : “Pour quarrer [une] courbe (…),

je la prends d’abord pour un assemblage de lignes droites. Ensuite je retranche de chaque aire rectiligne

le douzième de la somme des secondes différences : j’ajoute le vingt-quatrième de la somme des troi-

sièmes : je retranche les 19 720 de la somme des quatrièmes ; & ainsi de suite, s’il est nécessaire.”

Autrement dit, il s’agit de la formule de quadrature issue de la série ascendante de Gregory-Newton. Sur

chaque intervalle de la subdivision, elle s’écrit (cf. 1.1.1) :

(1)     
  
yi+1 − yi = h 1

2 ( f i + f i+1) − 1
12 ∆2 f i + 1

24 ∆3 f i − 19
720 ∆4 f i + L{ } .

Pour un intervalle quelconque, il suffit de faire, ainsi que l’indique le texte, la somme des valeurs corres-

pondant aux intervalles élémentaires. Sachant qu’on s’intéresse à deux révolutions, que chaque révolution
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représente 360 degrés et que chaque degré nécessite cinq quadratures (voir ci-dessus), la formule (1) est

destinée à être appliquée 3600 fois !

Heureusement, il suffit presque toujours de s’arrêter aux secondes différences : “Quelque temps

devant & après 1682, il y a eu assez de proximité entre la Comète & les planètes perturbatrices pour

rendre les figures à quarrer tellement courbes pendant l’intervalle de quelques degrés d’anomalie excen-

trique, qu’il a fallu employer les troisièmes & quatrièmes différences pour cet intervalle. Mais ce n’est

que dans la période relative à 1682, & dans un très petit nombre de points de cette période, que ces atten-

tions scrupuleuses ont été nécessaires. Dans les autres cas, il a suffi d’employer les secondes différences,

& même de ne calculer les forces π & ϕ que de deux en deux degrés d’anomalie excentrique.”

2.1.5. Organisation des calculs

Dans le “Mémoire sur la comète de 1682”, Clairaut donne quelques indications sur la façon dont les

calculs ont été organisés pratiquement :

“Il fallait donc se résoudre à calculer premièrement un nombre considérable de ces situations respec-

tives des deux corps, et à quarrer ensuite les courbes où entrent les lignes qui les joignent ; opérations qui

sont l’une et l’autre très pénibles. (…)

On ne sera pas étonné que dans le nombre immense d’opérations dont je viens de parler, j’aie cherché

à me soulager au moins d’une partie de celles que de simples Arithméticiens pouvaient faire. J’ai trouvé

plusieurs moyens de les employer facilement et sans danger, soit en construisant pour eux des tables par-

ticulières qui réduisaient les opérations que je leur confiais à de simples additions et à la recherche de

nombres dont on a les logarithmes, soit en vérifiant l’ensemble de leurs calculs par des méthodes imagi-

nées à cet effet. Mais malgré tous les secours de cette espèce que j’ai pu emprunter, il m’a fallu faire moi-

même une quantité innombrable de calculs arithmétiques et accepter les offres de M. de la Lande qui a

voulu se charger de beaucoup d’opérations pénibles.”

Voici un bel exemple de division du travail. Nous savons que Lalande, astronome professionnel, était

chargé de dresser la table des forces perturbatrices28. Clairaut, de son côté, préparait la table auxiliaire dé-

crite plus haut, de sorte que le calcul puisse être effectué par de “simples arithméticiens” (parmi lesquels

il y avait la célèbre Mme Lepaute). Nous avons estimé que, une fois connues les deux tables auxiliaires,

celle de Lalande et celle de Clairaut, la part de calcul restant à la charge des arithméticiens représentait

environ 30 000 additions et 10 000 lectures de valeurs dans les tables de logarithmes. Dans un dernier

temps, Clairaut se chargeait de vérifier l’ensemble des résultats. Tout le monde pouvait travailler simulta-

nément : il suffisait de s’organiser pour avancer de concert, degré par degré, chacun communiquant au fur

et à mesure ses résultats au maillon suivant de la chaîne.

2.1.6. Polémiques autour de la solution de Clairaut

Contrairement à ce qu’on aurait pu prévoir, le résultat de cet énorme calcul ne souleva pas un enthou-

siasme unanime. Les astronomes trouvaient que l’erreur d’un mois était considérable et que, finalement,

Clairaut n’apportait pas grand chose par rapport à la prévision de Halley. On trouvait aussi que la solution

28 Lalande a publié cette table en complément de celles de Halley in Tables astronomiques de M. Halley pour les planètes et
les comètes, réduites au nouveau stile et au méridien de Paris, augmentées de plusieurs Tables nouvelles de différens auteurs,
pour les satellites de Jupiter et les étoiles fixes, avec des explications détaillées. Et l’histoire de la Comète de 1759, Durand,
Paris, 1759. En annexe à ces tables, Lalande raconte assez précisément comment Clairaut et lui ont organisés leurs calculs. On
trouvera des renseignements complémentaires dans le mémoire suivant de Lalande : “Mémoire sur le retour de la Comète de
1682, observée en 1759, avec les élémens de son orbite pour cette dernière apparition”, Mémoires de l’Académie Royale des
Sciences, 1759, pp. 1-40.
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de Clairaut n’avait rien d’original, qu’il ne s’agissait que de l’adaptation d’une solution antérieure du

problème des trois corps. D’Alembert se fit fort de rappeler que lui-même avait imaginé la même solution

théorique dès 1747 et qu’il ne restait plus qu’à exécuter les calculs. Clairaut se sentit obligé de répliquer

pour mettre en avant sa différence29 :

“Mais lorsque j’ai vu qu’on voulait réduire mes recherches à une opération mécanique qu’un rival

avait dédaignée, je n’ai pu mettre la même indifférence à soutenir mes droits. J’ai fait sentir comment la

disposition de ma solution m’avait ouvert une route pour le calcul des Comètes que les autres solutions ne

présentaient pas de même sans quelque préparation.

M. Dalembert prétend maintenant qu’il était arrivé dès 1747 à la même équation fondamentale pour

la Théorie des Comètes, à quelques réductions près que l’Analyste le plus ignorant pouvait faire sur le

champ. Pour moi, il me paraît qu’un Analyste très savant, je parle de M. Dalembert, ne les avait point

prévues ces réductions, que sa manière de traiter les angles par l’ancienne méthode des expressions ima-

ginaires l’éloignait d’y penser, et l’avait empêché d’arriver comme moi à l’équation intégrale qui m’a été

fort utile dans la Théorie des Planètes, et qui était nécessaire dans celle des Comètes.”

Le point crucial de cette argumentation n’est autre que celui que nous avons déjà discuté dans le cha-

pitre IV : Clairaut est parfaitement conscient que toute son originalité réside dans le recours à une équa-

tion intégrale. Effectivement, seule une forme intégrale des équations différentielles du mouvement pou-

vait permettre d’employer directement des quadratures mécaniques ; d’Alembert, avec sa version diffé-

rentielle des approximations successives, n’était certainement pas en mesure de concevoir un calcul numé-

rique analogue.

La suite du texte souligne une seconde différence essentielle. Clairaut rappelle qu’il y a un monde

entre annoncer haut et fort que l’on peut réaliser un calcul et prendre la peine de le réaliser effectivement :

“Or indépendamment de l’antériorité des recherches de même espèce que les siennes que l’on trouve

dans ma théorie des Comètes, je crois que l’exécution complète des méthodes fournies par l’analyse, ren-

drait encore mon ouvrage différent de celui qui ne consiste que dans de simples indications. (…)

Puisque M. Dalembert ne se sent pas assez de patience pour faire les calculs nécessaires à la

construction de bonnes tables, qu’il veuille bien laisser tranquilles ceux qui ont le courage de l’entre-

prendre.”

Enfin, à ceux qui considèrent avec mépris une solution mécanique par rapport à une solution géomé-

trique, Clairaut répond par une belle analyse de la nature du procédé des approximations successives :

“La réponse à ces objections est facile pour ceux qui ont saisi l’esprit de ma méthode. Il suffira de

leur rappeler que l’intégrale à laquelle j’arrive sans rien négliger, me fournit 1°. Le moyen de recon-

naître avec la plus grande évidence si l’équation admise pour l’orbite cherchée l’exprime rigoureusement,

comme cela arrive dans quelques cas. 2°. Que lorsque cette équation n’exprime qu’à peu près l’orbite

cherchée, ma formule intégrale montre les termes qu’il fallait y ajouter pour la rendre plus correcte, et

indique le chemin d’une seconde opération qui donne un résultat infiniment plus juste. 3°. Que lorsque la

première substitution et les subséquentes n’introduisent, comme je l’ai toujours trouvé dans le cas des

mouvements célestes, que des corrections qui sont de plus en plus légères, on est sûr, autant qu’on le

serait par une solution purement géométrique, d’avoir déterminé l’orbite avec toute l’exactitude requise.

À cet égard ma solution me paraît suppléer à celle que les Géomètres désirent encore, comme les

29 “Lettre de M. Clairaut à Messieurs les Auteurs du Journal des Sçavans”, Journal des Sçavans, décembre 1761, pp. 837-848.
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approximations connues de la quadrature du cercle, suppléent à la quadrature rigoureuse qui a fait

l’objet de tant de recherches vaines.”

L’année suivante, Clairaut dut encore répondre longuement à de nouvelles attaques30. Toutes ces polé-

miques ont certainement contribué à dévaloriser le travail de Clairaut et à rejeter dans l’ombre sa méthode

d’intégration numérique. Certes, son nom est resté associé à la comète de Halley comme on a pu s’en

apercevoir, en 1986, lors du dernier passage de ce corps céleste. Cette année-là, une immense littérature a

vu le jour, développant longuement l’aspect historique, astronomique, sociologique, voire folklorique du

phénomène mais, pour avoir parcouru cette littérature, nous pouvons témoigner que, bien qu’on y parle

souvent de Clairaut, rares sont les documents, même parmi les plus sérieux, permettant de se faire une

idée précise des outils mathématiques employés par l’inventif et persévérant analyste.

En revenant dans le domaine plus spécialisé de l’histoire des mathématiques, tout aussi significatif est

le fait que, jusqu’ici, les historiens de l’analyse numérique des équations différentielles n’aient presque

jamais cité Clairaut. Pourtant, il est clair que le calcul de Clairaut constitue un maillon essentiel d’une

chaîne reliant les méthodes de Gregory-Newton pour le calcul approché des intégrales aux méthodes

d’Adams pour l’intégration approchée des équations différentielles. D’un côté, Clairaut est le premier à

adapter aux équations différentielles les techniques newtoniennes de quadrature reposant sur l’interpo-

lation polynomiale. De l’autre côté, comme nous le verrons plus loin, la méthode de Clairaut préfigure

l’une des méthodes d’Adams (à un détail près qui, évidemment, fait toute la différence).

2.2. Les perturbations de Pallas : Gauss (1812)

Au tout début du 19e siècle, on découvrit l’existence d’astéroïdes gravitant entre les orbites de Mars et

de Jupiter. Gauss s’intéressa aussitôt à ces nouveaux objets, dont les plus importants sont Cérès, Pallas,

Junon et Vesta. Les méthodes employées pour les anciennes planètes s’avérant impraticables, il imagina

des techniques de quadrature mécanique analogues à celles de Clairaut.

2.2.1. Encke, élève de Gauss

Traditionnellement, les méthodes de Gauss sont attribuées à son élève J. F. Encke, tout simplement

parce que Gauss, de son vivant, n’a rien publié sur le sujet. Divers documents permettent cependant de

reconstituer avec assez de précision ce qui s’est passé. Dans un article de 1830 sur l’interpolation31, Encke

indique qu’il s’est inspiré des cours de Gauss donnés en 1812 : “Der folgende Aufsatz ist aus den

Vorlesungen entlehnt, die ich im Jahre 1812 bei dem Herrn Hofrath Gauss zu hören das Glück hatte. In

dem ganzen Gange der Entwickelung bin ich, so viel die Erinnerung gestattete, dem Vortrag meines

hochgeehrten Lehrers gefolgt”32. L’application des techniques d’interpolation au calcul des perturbations

spéciales a fait l’objet d’un mémoire ultérieur d’Encke, publié en 183733. Dans ce mémoire, considéré

comme fondamental par les astronomes, Encke précise davantage ce qu’il doit à Gauss :

30 “Nouvelles réflexions de M. Clairaut sur le sujet de la contestation qui s’est élevée entre M. d’Alembert et lui, à l’occasion
de la Comète de 1759”, Journal des Sçavans, juin 1762, pp. 358-377.
31 “Über Interpolation”, Berliner Astronomischen Jahrbuch, 1830 ; Gesammelte mathematische und astronomische
Abhandlungen von J. F. Encke, t. 1, Berlin, 1888, pp. 1-20.
32 “L’article que voici est issu des cours magistraux de Monsieur le Conseiller Aulique Gauss que j’ai eu le plaisir de suivre
en 1812. J’ai suivi tout au long du développement l’exposé de mon vénéré maître, autant que me le permettaient mes
souvenirs.”
33 “Über mecanische Quadratur”, Berliner Astronomischen Jahrbuch, 1837 (1835), pp. 251-287 ; Gesammelte Abhandlungen
von J. F. Encke, op. cit., pp. 21-60.
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“Bei meinem Aufenthalt in Göttingen im Jahre 1812 übertrug mir Herr Hofrath Gauss die Berechnung

der speciellen Störungen der Pallas, und leitete mir zu diesem Behufe seine Methoden und Formeln ab,

deren er seit längerer Zeit sich bedient hatte. Er hatte damals die Absicht, selbst etwas über diesen

Gegenstand bekannt zu machen und behielt sich diese Erläuterung vor. Jetzt wo leider die Aussicht auf

ein eigenes Werk von Gauss, wegen seiner vielfachen andern wichtigen Untersuchungen, so gut wie

verschwunden scheint, hat er es mir gestattet, das was ich aus seinen Vorträgen für die nachherige

häufige Anwendung auf Cometen und kleine Planeten benutzt habe, hier zu publiciren.”34

Retenons, au passage, une information intéressante : Gauss faisait exécuter par ses étudiants une partie

des calculs nécessités par ses recherches. Par ailleurs, une lettre de Gauss à Encke du 13 octobre 183435

confirme que le maître avait bien donné le feu vert à son disciple pour la publication de ses nouvelles

techniques de calcul :

“Was endlich meine Methode der speciellen Perturbationsrechnung anlangt, so lasse ich mir gern

gefallen, dass Sie solche öffentlich bekannt machen, da ich vorerst noch nicht weiss, wann oder ob ich

selbst dazu kommen könnte und durch jenes Expedienz jedenfalls der sonst vielleicht zu besorgende indis-

crete Missbrauch der Privat-Mittheilung an andere von selbst wegfällt. Meine Zahlen für die frühern

Pallasoppositionen werde ich Ihnen aufsuchen, sowie die Beträge der entsprechenden Elementen-

störungen : seit langer Zeit sind aber die darauf bezüglichen Papiere mir nicht durch die Hände

gegangen?”36

2.2.2. Méthodes gaussiennes de calcul des perturbations spéciales

En dehors des mémoires d’Encke, on dispose de deux documents de première main sur les formules de

quadrature employées par Gauss. Tout d’abord, dans une lettre de Gauss à Bessel du 27 janvier 181637, il

y a une brève description de la formule de quadrature utilisant les différences centrales qui est associée à

la série de Newton-Stirling. Beaucoup plus intéressant est un texte posthume, retrouvé dans les papiers de

Gauss, contenant un compte rendu détaillé des recherches sur le mouvement de Pallas38. L’introduction de

ce texte pose clairement le problème : les méthodes utilisées pour les anciennes planètes sont imprati-

cables dans le cas de Pallas à cause d’une forte inclinaison et d’une forte excentricité (on retrouve les rai-

sons qui avaient conduit Clairaut à des quadratures mécaniques pour la théorie des comètes). D’autre part,

Gauss adopte l’idée d’Euler de remplacer la variation des coordonnées rectangulaires par celle des élé-

ments elliptiques. Après avoir rappelé la théorie du mouvement elliptique instantané et le système diffé-

rentiel de six équations du premier ordre donnant les dérivées des éléments orbitaux, il suggère de recourir

à des approximations successives sous forme numérique (p. 460) :

34 “Lors de mon séjour à Göttingen en 1812, Monsieur le Conseiller Aulique Gauss m’a chargé du calcul des perturbations
spéciales de Pallas et m’a communiqué à cet effet les méthodes et formules dont il se servait depuis un certain temps. Il avait, à
l’époque, l’intention de publier lui-même quelque chose sur le sujet et se réservait cet exposé. Aujourd’hui, hélas, on ne peut
plus guère espérer que Gauss publie personnellement sur ce sujet, puisqu’il est sollicité par de multiples autres recherches
importantes, et il m’a autorisé à publier ici ce dont je me suis servi dans ses exposés pour l’appliquer ensuite fréquemment aux
comètes et aux petites planètes.”
35 Gauss, Werke, vol. 7, p. 433.
36 “Enfin, pour ce qui concerne ma méthode de calcul des perturbations spéciales, je vois d’un assez bon œil le fait que vous la
fassiez connaître du public, étant donné que j’ignore pour l’instant quand et comment je pourrais m’y employer moi-même et
qu’en tout cas, grâce à cet expédient, il n’est plus besoin de craindre d’éventuelles indiscrétions et l’usage abusif
d’informations transmises à quelqu’un à titre privé. Je vais chercher pour vous mes chiffres concernant les premières
oppositions de Pallas ainsi que les montants des perturbations correspondantes des éléments, mais il y a bien longtemps que
les papiers relatifs à ces questions ne me sont plus passés entre les mains.”
37 Gauss, Werke, vol. 12, p. 31.
38 “Exposition d’une nouvelle méthode de calculer les perturbations planétaires avec l’application au calcul numérique des
perturbations du mouvement de Pallas”, Werke, vol. 7, pp. 439-472 (ce texte non daté relate vraisemblablement les recherches
qu’Encke situe en 1812).
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“La petitesse des masses perturbatrices comparées à la masse du soleil est une circonstance extrême-

ment favorable dans la théorie des perturbations planétaires. En toute rigueur, il faudrait, dans les cal-

culs des variations instantanées de chaque élément, employer les valeurs vraies des éléments qui entrent

dans l’expression de ces variations. Cependant vu la petitesse de ces variations mêmes, le résultat sera

fort peu différent, si l’on n’emploie que des valeurs approchées des éléments : du moins on obtient de

cette manière une première approximation, qu’on pourra corriger dans la suite, si on le juge nécessaire.

Ainsi d’abord on déterminera, d’après les méthodes connues, des éléments purement elliptiques qui

s’accordent le mieux possible avec les observations. Maintenant s’il ne s’agit que du mouvement de la

planète pendant un temps limité, on commencera par partager ce temps en plusieurs intervalles égaux,

que nous supposerons chacun de θ jours. Il sera convenable de choisir la première époque de ces inter-

valles, laquelle nous désignerons par T, un peu avant le temps pendant lequel on veut calculer le mouve-

ment, et de continuer la série T, T + θ, T + 2θ, T + 3θ etc. un peu au delà de ce même temps. On calcu-

lera, d’après les formules développées ci-dessus, et sur les éléments approchés, les valeurs numériques

des variations instantanées des différents éléments, pour les époques T, T + θ, T + 2θ etc., savoir les

valeurs de di dt , dΩ dt , dn dt , dϕ dt , dϖ dt , dε dt , car on n’a pas besoin de da dt , la valeur de a

étant toujours liée à celle de n. Reste donc à intégrer ces six différentielles, et de [sic] déterminer, par une

seconde intégration, le mouvement moyen ndt∫ . Voici la méthode, qui nous paraît être la plus commode

pour cet effet.”

Avant de présenter ses formules de quadrature, Gauss introduit ce qu’on appelle aujourd’hui les dif-

férences centrales. Étant donnée une fonction f t  de t, dont on connaît les valeurs numériques pour t = T,

T + θ, T + 2θ, T + 3θ etc., on pose

′f t = f t + 1
2 θ( ) − f t − 1

2 θ( )
′′f t = ′f t + 1

2 θ( ) − ′f t − 1
2 θ( )

′′′f t = ′′f t + 1
2 θ( ) − ′′f t − 1

2 θ( )
f IV t = ′′′f t + 1

2 θ( ) − ′′′f t − 1
2 θ( )

etc.

On définit également des différences d’ordre négatif par

f t = f (−1) t + 1
2 θ( ) − f (−1) t − 1

2 θ( )
f (−1)t = f (−2) t + 1

2 θ( ) − f (−2) t − 1
2 θ( )

etc.

Pour la détermination des différences d’ordre –1, on donne une valeur arbitraire à f (−1) T − 1
2 θ( ) et on cal-

cule les valeurs suivantes par addition des valeurs de f ; de même, pour la détermination des différences

d’ordre –2, on donne une valeur arbitraire à f (−2) T − θ( ) et on calcule les valeurs suivantes par addition

des valeurs de f (−1)  ; et ainsi de suite.

Au moyen de ces notations, Gauss écrit quatre formules de quadrature, dans lesquelles α et β sont des

constantes :

I. f t.dt∫ = α + θ f (−1)t + 1
24 ′f t − 17

5760 ′′′f t + 367
967680 f Vt − 27859

464486400 f VIIt{ + 1295803
122624409600 f IXt − etc.}

II. f t.dt2∫∫ = α t + β + θθ f (−2)t + 1
12 f t − 1

240 ′′f t + 31
60480 f IVt − 289

3628800 f VIt{ + 317
22809600 f VIIIt − etc.}
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III. f t.dt∫ = α + 1
2 θ f (−1) t − 1

2 θ( ) + f (−1) t + 1
2 θ( )( ) − 1

12 ′f t − 1
2 θ( ) + ′f t + 1

2 θ( )( ){
+ 11

720 ′′′f t − 1
2 θ( ) + ′′′f t + 1

2 θ( )( ) − 191
60480 f V t − 1

2 θ( ) + f V t + 1
2 θ( )( ) + etc.}

IV. f t.dt2∫∫ = α t + β + 1
2 θθ f (−2) t − 1

2 θ( ) + f (−2) t + 1
2 θ( )( ) − 1

24 f t − 1
2 θ( ) + f t + 1

2 θ( )( ){
+ 17

1920 ′′f t − 1
2 θ( ) + ′′f t + 1

2 θ( )( ) − 367
193536 f IV t − 1

2 θ( ) + f IV t + 1
2 θ( )( ) + etc.}

On reconnaît dans I et II les formules de quadrature simple et double issues de la série de Newton-

Stirling, et dans III et IV celles qui proviennent de la série de Newton-Bessel. Par rapport aux formules

que nous avons rappelées en 1.2, le décalage sur les ordres de différences provient simplement du fait que

Gauss, voulant dresser des tables de primitives, exprime toutes les intégrales sur l’intervalle T, t[ ], après

avoir fait la somme des intégrales sur les intervalles élémentaires. Pour ce qui est de la justification des ré-

sultats, Gauss se contente d’écrire (p. 463) : “Nous supprimons ici les démonstrations de ces théorèmes,

puisqu’elles peuvent être déduites facilement de la théorie des fonctions génératrices, qu’un illustre géo-

mètre vient de donner.” La phrase est une claire allusion aux travaux de Laplace. Gauss a donc vraisem-

blablement obtenu ses formules par un calcul formel sur les opérateurs de différences, de dérivation et

d’intégration. De ce point de vue, Gauss signale que les coefficients des séries I, II, III et IV apparaissent

respectivement comme ceux des développements en série entière de

1
2 x

log 1+ 1
4 xx + 1

2 x( )  ;     
1
4 xx

log 1+ 1
4 xx + 1

2 x( ){ }2  ;

1
2 x

1+ 1
4 xx . log 1+ 1

4 xx + 1
2 x( )  ;     

1
4 xx

1+ 1
4 xx . log 1+ 1

4 xx + 1
2 x( ){ }2 .

La description de la méthode des quadratures mécaniques se termine par quelques conseils pratiques

des plus instructifs (pp. 463-464), si bien rédigés qu’il vaut mieux les reproduire intégralement plutôt que

tenter de les paraphraser :

• sur le choix des formules de quadrature (en tenant compte de l’inconvénient que nous avons signalé

en 1.2 pour la série de Newton-Stirling) et sur la détermination des constantes d’intégration au moyen des

observations : “En appliquant ces méthodes d’intégration à nos variations des éléments, on aura, sauf les

constantes que l’intégration introduit, les valeurs de i, Ω , ϕ, n, ϖ, ε , pour les époques intermédiaires à

celles pour lesquelles on a calculé les variations instantanées, et la valeur de ndt∫  pour ces époques

mêmes, si on se sert des formules I, II ; ou vice versa, si on préfère les formules III, IV. On peut aussi

pour l’intégration simple employer la formule III, et pour l’intégration double la formule II ; on aura par

là tous les éléments pour les mêmes époques. Au reste cela est assez indifférent, puisque ces valeurs des

éléments ne doivent servir que pour en déduire, au moyen des méthodes connues d’interpolation, celles

qui se rapportent aux époques des différentes observations. Le calcul de ces observations fournira,

d’après des méthodes connues, les valeurs des constantes (…).” ;

• sur le nombre d’itérations à effectuer : “Les valeurs variables des éléments, qu’on obtient par cette

méthode, seront justes aux quantités près de l’ordre du quarré des masses perturbatrices. Si on désire une

précision encore plus grande, on n’a qu’à refaire ce même calcul sur les éléments variables qu’on vient

de trouver : de cette manière on aura des résultats justes aux quantités près du troisième ordre. Il serait

superflu de répéter le calcul encore une fois : on pourra même se permettre dans le second calcul, de sup-

poser les éléments constants pendant quelque temps, c. à d. d’employer dans le calcul des variations ins-
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tantanées un même système d’éléments pour plusieurs époques antérieures ou postérieures à celle à

laquelle il répond.” ;

• sur le choix de l’intervalle tabulaire et son intervention dans les calculs : “Il sera un peu plus com-

mode pour la pratique, de multiplier les valeurs de di dt , dΩ dt , dϕ dt , dϖ dt , dε dt  par θ et celles de

dn dt  par θθ, avant de former les séries des différences et des sommes : il est superflu, de remarquer qu’il

convient d’exprimer d’abord ces quantités en secondes. La grandeur la plus convenable de l’intervalle θ
dépend en partie de la vitesse du mouvement des planètes perturbante et perturbée, et en partie du degré

de précision qu’on veut atteindre. L’auteur calculant d’après cette méthode les perturbations de Pallas

produites par Jupiter pendant les années 1803 … 1816 a choisi l’intervalle de 50 jours : c’est au calcula-

teur intelligent de juger, si, dans d’autres circonstances, il conviendra de diminuer ou d’augmenter cet

intervalle.”

Pour ceux qui n’auraient pas tout compris, Gauss conclut malicieusement par ces mots (p. 464) :

“Nous devons supprimer ici plusieurs autres remarques pratiques, qui s’offriront d’elles-mêmes à tout

calculateur exercé, qui exécutera des travaux semblables.”

2.2.3. Une situation figée par Encke

Les méthodes d’intégration numérique de Gauss ont été transmises par Encke, par l’intermédiaire de

l’article de 1837 déjà cité et d’un second article important paru un peu plus tard, en 185239. Dans ces ar-

ticles, on trouve deux façons d’aborder le problème des perturbations spéciales, soit à l’aide de la variation

des éléments elliptiques comme chez Gauss, soit par une méthode propre à Encke consistant à prendre

pour fonctions inconnues les écarts entre les coordonnées rectangulaires réelles et celles du mouvement

elliptique osculateur à un instant fixé (bien que formalisée différemment, cette seconde méthode renoue

avec l’esprit de celle de Clairaut, qui avait exprimé l’écart de l’orbite réelle de la comète de Halley par

rapport à l’orbite elliptique osculatrice de 1682). Pour la partie pratique, les méthodes de quadrature sont

accompagnées d’exemples fort intéressants (voir, dans l’article de 1852, le calcul particulièrement bien

présenté des perturbations de Vesta par Jupiter pour la période du 11 septembre 1853 au 21 mai 1854,

avec un intervalle tabulaire de 42 jours) mais la description de ces exemples n’aurait rien apporté de vrai-

ment nouveau après l’étude du texte de Gauss sur les perturbations de Pallas. Globalement, les articles de

Encke ont figé la situation en Allemagne et en France. Vers la fin du 19e siècle, on retrouve leur contenu,

sans grand changement, dans le traité d’Oppolzer40, une référence classique souvent citée, et dans celui de

Tisserand41. On peut mentionner aussi la thèse de Gruey42, publiée en 1868, dont l’objectif apparent était

de traduire les travaux d’Encke et d’en faire une synthèse destinée aux astronomes français (nous con-

seillons la lecture de cette thèse très pédagogique aux non-spécialistes de mécanique céleste qui vou-

draient aborder le calcul des perturbations spéciales). De ces références concordantes, on peut conclure

que, pour les astronomes continentaux, les méthodes d’intégration numérique de Gauss semblaient sinon

définitives, du moins difficilement perfectibles. Apparemment, on s’en contentait sans engager de re-

cherches pour les améliorer ou les remplacer par d’autres.

39 “Ueber eine neue Methode der Berechnung der Planetenstörungen”, Astronomische Nachrichten, vol. 33, n° 791/792,
pp. 377-398.
40 Lehrbuch zur Bahnbestimmung der Kometen und Planeten, t. 2, Leipzig, 1880 (voir §.5. Rechnungsbeispiel zu Encke’s
Methode, p. 104).
41 Traité de mécanique céleste, t. 4, Paris, 1896 (voir chap. XI. Formules de quadrature.— Calcul numérique des perturbations,
p. 171).
42 “Sur le calcul numérique des perturbations des petites planètes au moyen des quadratures”, Annales scientifiques de l’École
normale supérieure, t. 5, 1868, pp. 161-227.
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2.3. Un précurseur : l’astronome américain Bond (1849)

Dans les pays anglo-saxons, la situation est différente. Assez tôt, dans un mémoire de 184943, l’astro-

nome américain George P. Bond se montre insatisfait des méthodes courantes (comprendre celles de

Gauss et Encke) et souhaite introduire plus de “simplicité” dans les calculs : “It is proposed, in this com-

munication, to apply some of the known formulæ of the method of quadratures to several astronomical

problems of interest, where, under certain conditions, their employment tends to accuracy and simplicity

in computation, and offers methods entirely independent of those in common use.”44

2.3.1. Nouvelle version des quadratures de Gauss

Bond emploie des notations personnelles. Étant donnée une fonction A de la variable indépendante t,

les dérivées première et seconde de A sont notées respectivement V et F. Pour un pas de subdivision τ, on

convient d’écrire t = n au lieu de t = nτ. Les tables des différences de A, V et F sont alors présentées ainsi :

t = 0 A0

∆ 0
1

t = 1 A1 ∆ 0
2

∆1
1 ∆ 0

3

t = 2 A2 ∆1
2 ∆ 0

4

∆ 2
1 ∆1

3

t = 3 A3 ∆ 2
2

∆3
1

t = 4 A4

     

t = −3 2 V−3 2

D−3 2
1

t = −1 2 V−1 2 D−3 2
2

D−1 2
1 D−3 2

3

t = +1 2 V+1 2 D−1 2
2 D−3 2

4

D+1 2
1 D−1 2

3

t = +3 2 V+3 2 D+1 2
2

D+3 2
1

t = + 5 2 V+5 2

     

t = −2 F−2

d−2
1

t = −1 F−1 d−2
2

d−1
1 d−2

3

t = 0 F0 d−1
2 d−2

4

d0
1 d−1

3

t = 1 F1 d0
2

d1
1

t = 2 F2

Les formules de quadrature simple et double retenues, qui permettent d’obtenir les différences pre-

mières et secondes de A à partir des valeurs de V et de F, sont celles qui sont issues de la série d’interpo-

lation de Newton-Stirling. Avec les notations de Bond, elles s’écrivent

(1)     ∆n
1 = Vn+1 2 + 1

24 Dn−1 2
2 − 17

5760 Dn−3 2
4 + 367

967680 Dn−5 2
6 −, &c.  ;

(2)     ∆n
2 = Fn+1 + 1

12 dn
2 − 1

240 dn−1
4 + 31

60480 dn−2
6 −, &c.

Jusque-là, rien de bien nouveau si ce n’est que Bond complète la description des méthodes de qua-

drature par diverses réflexions sur la conduite pratique des calculs et les erreurs possibles. Tout d’abord, la

nature des techniques de différences finies fait que toutes les valeurs sont liées. Sachant qu’une erreur

isolée peut avoir des conséquences dramatiques sur une grande partie du travail, il est indispensable de

procéder à de nombreux contrôles. Une erreur sur le calcul d’un coefficient différentiel sera, en général,

mise automatiquement en évidence par des irrégularités dans les suites de différences ; par contre il faut

prévoir une procédure spécifique pour vérifier les résultats de l’application des formules de quadrature.

Pour cela, Bond conseille de calculer indépendamment et de comparer la somme des intégrales élémen-

taires Ai+1 − Ai  et l’intégrale globale An − A0. Après avoir expliqué comment déceler et corriger les erreurs

d’étourderie dues au calculateur, reste à traiter des “vraies” erreurs, celles qui sont inhérentes à l’algo-

rithme utilisé. Bond affirme sans véritable justification que, sauf exception, l’erreur de méthode doit être

considérée comme négligeable dans la mesure où l’on choisit un intervalle tabulaire assez petit et où l’on

43 “On some applications of the method of mechanical quadratures”, Memoirs of the American Academy of Arts and Sciences,
vol. 4, n° 1, pp. 189-204.
44 “On se propose, dans cette communication, d’appliquer certaines des formules connues de la méthode des quadratures à
plusieurs problèmes astronomiques d’intérêt, où, sous certaines conditions, leur emploi apporte de la précision et de la simpli-
cité dans le calcul, et offre des méthodes entièrement indépendantes de celles en usage.”
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tient compte au moins des différences secondes. Nous restons là dans le domaine des constatations empi-

riques communes à la plupart des calculateurs. Plus intéressante est une tentative d’évaluation probabiliste

de la propagation des erreurs d’arrondi : en supposant que le dernier chiffre de chacun des coefficients dif-

férentiels est soit exact, soit trop grand d’une unité, soit trop petit d’une unité avec, pour chacune des trois

éventualités, une probabilité de 1 3, Bond étudie la loi de probabilité de l’erreur sur une valeur An  de la

fonction. Le but affiché est, en gros, de déterminer le nombre de chiffres à utiliser pour le calcul des coef-

ficients différentiels afin d’obtenir, avec une probabilité raisonnable, un nombre donné de chiffres signifi-

catifs exacts pour les valeurs de la fonction. Le résultat est assez décevant. Bond conclut que, en général,

on peut se contenter pour le calcul des coefficients différentiels d’un nombre de chiffres significatifs très

inférieur à celui avec lequel on souhaite obtenir les valeurs de la fonction, mais il ne dégage pas de condi-

tions précises. L’étude, pourtant alléchante au départ, se termine en queue de poisson : “these conditions

are not susceptible of any precise statement, being affected by a variety of circumstances”45 !

2.3.2. Un embryon de méthode multipas

Un peu plus loin, dans l’organisation des calculs, Bond introduit une adaptation tout à fait originale.

Pour analyser cette adaptation, il suffira de se pencher sur le premier exemple du mémoire. Il s’agit de

l’équation différentielle déterminant le rayon vecteur d’une orbite képlérienne :

(3)     Fr2 = 2µ
r

− 2µ
a

,

dans laquelle µ est la somme des masses du Soleil et de la planète, a le demi grand axe de l’orbite et,

comme ci-dessus, F l’opérateur dérivée seconde. Selon les méthodes traditionnelles de quadrature méca-

nique, à la façon de Clairaut et Gauss, on dresserait d’abord une table complète (pour toute l’orbite) des

valeurs de Fr2 et de leurs différences en se servant de valeurs provisoires du rayon vecteur, puis on cal-

culerait des valeurs corrigées de ce même rayon vecteur au moyen de la formule de quadrature double (2).

De son côté, Bond propose une procédure nouvelle : son idée est d’avancer pas à pas en corrigeant les va-

leurs au fur et à mesure, c’est-à-dire de construire simultanément les tables de différences de r2  et de Fr2.

L’avantage pour le calculateur est de pouvoir remplir directement des tables définitives.

Voyons comment Bond s’y prend concrètement. On suppose que l’on connaît les deux premières

valeurs r0 et r1, à partir desquelles on calcule F0  et F1 au moyen de l’équation différentielle (3), ainsi que

les différences ∆0
1  et d0

1  (voir tableau ci-dessous). Le problème est de calculer les valeurs suivantes, indi-

quées entre parenthèses.

t = 0 F0 r0
2

d0
1 ∆0

1

t = 1 F1 (d0
2 ) r1

2 (∆0
2 )

(d1
1) (∆1

1 )
t = 2 (F2 ) (r2

2 )

Pour avancer d’un pas, on suppose d’abord que ∆0
2 = F1, ce qui permet d’obtenir, dans l’ordre, des valeurs

provisoires de ∆1
1 , r2

2 , F2 , d1
1 et d0

2 . Avec cette dernière valeur de d0
2 , on recalcule ∆0

2  par la formule plus

précise ∆0
2 = F1 + 1

12 d0
2 , d’où toutes les valeurs définitives cherchées. On procède de même pour chacun

des pas suivants. En résumé, il s’agit d’un processus de prédiction-correction, au sens que les numériciens

modernes accordent à l’expression. Bond “prédit” une première valeur de r2
2  à l’aide de la formule de qua-

drature (2) limitée à son premier terme, puis “corrige” cette valeur avec la même formule (2), mais en fai-

45 “ces conditions ne sont pas susceptibles d’une formulation précise, étant affectées par un grand nombre de circonstances”.
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sant intervenir le second terme. Selon lui, le procédé est justifié par le fait que, en astronomie, à condition

de choisir un intervalle tabulaire assez petit, il est presque toujours suffisant de s’arrêter aux différences

secondes. Bond ajoute qu’il est même possible, dans nombre de situations courantes, de se passer de

correction, c’est-à-dire de limiter la formule (2) à son premier terme. Dans ce cas, la méthode se réduit au

remplacement, sur chaque intervalle, de l’équation différentielle d 2y dx2 = f (x, y) par l’équation aux

différences finies ∆2y ∆x2 = f (x, y). On retombe alors sur la méthode naïve déjà décrite par Condorcet

en 1768 (cf. chap. III, 1.2).

Ainsi, la méthode de Bond est bien une méthode à pas liés analogue à celles d’Adams, explicite si l’on

s’en tient au premier terme de la formule de quadrature, implicite si l’on fait intervenir les différences

secondes. Toutefois, elle ne fonctionne que si l’on décide de ne pas aller au delà. Pour pouvoir prendre en

compte des différences d’ordre supérieur au second, il faudrait prédire, à chaque étape, plusieurs des

valeurs suivantes de la fonction. Chaque nouvelle valeur dépendant non seulement des précédentes mais

aussi des suivantes, il ne s’agirait plus d’une méthode de calcul par arcs successifs : on retomberait sur les

anciens schémas d’approximations successives portant simultanément sur tout un groupe de valeurs.

Si Bond a bien perçu l’intérêt d’avancer par arcs successifs plutôt que de recourir à des approximations

successives, il est toutefois resté prisonnier — comme Legendre — des formules de quadrature utilisant

les différences centrales, lesquelles, ainsi que nous l’avons vu au début de ce chapitre, sont incompatibles

avec l’idée des pas liés. Dans la mesure où le procédé de 1849 ne s’étend pas à un ordre quelconque, il se-

rait abusif de prétendre que Bond soit l’inventeur des méthodes multipas modernes. Malgré tout, l’apport

de l’astronome américain est capital : après Clairaut et Gauss, nous voyons en Bond l’avant-dernier

maillon d’une chaîne cohérente reliant Newton à Adams. En effet, il est difficile de ne pas remarquer que

Bond a écrit en anglais, à destination des astronomes anglo-américains, dans une revue qu’Adams lisait

probablement, six ans avant que ce dernier n’imagine les fameuses méthodes qui portent son nom.

2.4. Encore la comète de Halley : Cowell et Crommelin (1910)

Quoique rien ne soit sûr dans le cas d’Adams, il est possible de prouver que, globalement, les idées de

Bond ont eu une influence non négligeable sur les astronomes britanniques. En effet, on retrouve ces idées

dans les travaux de P. H. Cowell et A. C. D. Crommelin, célèbre tandem qui s’est notamment distingué

lors du retour de la comète de Halley, en 1910. De même que le passage de 1759 avait motivé Clairaut,

chaque retour suivant de la comète de Halley poussa les astronomes à entreprendre des calculs gigan-

tesques pour prédire la date du passage au périhélie et les caractéristiques de l’orbite. En 1835, deux cal-

culs conduisant à des résultats assez discordants furent réalisés, l’un par Pontécoulant, l’autre par Rosen-

berger et Damoiseau, selon des méthodes voisines de celles de Gauss et Encke (calcul des perturbations

par rapport à une orbite elliptique rectifiée de place en place, quadratures mécaniques par approximations

successives). Pour le retour de 1910, un prix de 1000 marks fut remporté par Cowell et Crommelin qui, à

l’issue de trois ans de calculs, purent prédire le passage au périhélie avec une erreur inférieure à trois

jours. La méthode suivie, entièrement nouvelle, consistait à abandonner l’hypothèse de départ d’une tra-

jectoire elliptique et le processus classique de correction, pour les remplacer par une intégration numé-

rique directe, arc par arc, des équations différentielles de la trajectoire exprimées en coordonnées rectan-

gulaires. Dans toute la littérature que nous avons consultée, la méthode en question est appelée “méthode

de Cowell”. Les publications originales étant cosignées par Cowell et Crommelin, il est difficile de faire la

part des choses mais, après lecture de la biographie des deux hommes dans le Dictionary of scientific

biography, il semble cohérent d’admettre que, dans le tandem, Cowell était plutôt le mathématicien
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théoricien et Crommelin l’astronome observateur. En quelque sorte, on pourrait dire que Cowell a rejoué

le rôle de Clairaut et Crommelin celui de Lalande.

2.4.1. Le huitième satellite de Jupiter

C’est par une courte étude sur l’orbite du huitième satellite de Jupiter, publiée en 190846, que Cowell

et Crommelin ont pu mettre au point la méthode qui allait leur servir ensuite pour le problème bien plus

redoutable de la comète de Halley. Dans ce travail préliminaire, on trouve déjà toutes les caractéristiques

de la méthode de Cowell : “Moreover, if the attempt were made to express the co-ordinates of the satellite

with the help of Delaunay’s algebraical lunar theory, it would be found that Delaunay’s quantities e, ′e

and m take such large arithmetical values that Delaunay’s series are insufficient for the purpose. Hence it

is best to calculate the orbit by quadratures, discarding the idea of an ellipse.”47

Soient x, y, z les coordonnées jovicentriques du satellite et X, Y, Z leurs accélérations, exprimées en

tenant compte de l’attraction principale de Jupiter et de l’attraction perturbatrice du Soleil. Pour avancer

pas à pas dans le calcul de l’orbite, Cowell propose la formule

(1)     xn+1 = xn + (xn − xn−1) + Xn + Pn , avec Pn = 1
12 (Xn+1 − 2Xn + Xn−1) ,

et des formules analogues pour les deux autres coordonnées. L’intervalle d’intégration, choisi pour unité

de temps, n’apparaît pas directement. Avec nos notations habituelles, la formule (1) s’écrirait

∆2xn−1 = (∆t)2 Xn + 1
12 ∆2 Xn−1( ).

Comme cette formule est implicite ( Pn  fait intervenir Xn+1, donc les valeurs xn+1, yn+1, zn+1 que l’on

souhaite calculer), on utilise un processus de prédiction-correction : une valeur provisoire de Pn  est fixée

à l’aide des valeurs de Pn−2 , Pn−1 , ce qui permet de calculer xn+1 (et de même yn+1, zn+1) puis Xn+1, à partir

duquel on détermine la valeur définitive de Pn , etc.).

Nous retrouvons exactement la méthode de Bond : même formule de quadrature (formule de Newton-

Stirling limitée à ses deux premiers termes), même façon de prendre l’intervalle tabulaire pour unité afin

de ne pas le faire apparaître dans la formule de quadrature, même processus de prédiction-correction. Pro-

fitons-en pour rectifier une erreur que l’on trouve fréquemment dans les livres d’analyse numérique, par

exemple dans l’article de Gear et Skeel48 : “Cowell is known for the formula

yn+1 − 2yn + yn−1 = h2

12
f n−1 +10 f n + f n+1( )”.

Remarquons tout d’abord qu’il s’agit bien de la formule (1) de Cowell car

1
12 f n−1 +10 f n + f n+1( ) = 1

12 12 f n + f n+1 − 2 f n + f n−1( ) = f n + 1
12 ∆2 f n−1.

Cela dit, Cowell n’est pour rien dans l’affaire : la formule de quadrature de Newton-Stirling était déjà

connue de Gauss et Legendre ; quant à sa première utilisation sous forme de méthode à pas liés (possible

grâce à la limitation aux deux premiers termes), elle est due à Bond, soixante ans avant Cowell.

46 P. H. Cowell and A. D. Crommelin, “The orbit of Jupiter’s eighth satellite”, Monthly notices of the Royal Astronomical
Society, vol. 68, 1908, pp. 576-581.
47 “De plus, si l’on tentait d’exprimer les coordonnées du satellite à l’aide de la théorie algébrique de la Lune de Delaunay, on
se rendrait compte que les quantités e, e´ et m de Delaunay prennent des valeurs si grandes que les séries de Delaunay sont
insuffisantes par rapport au but fixé. Il est donc préférable de calculer l’orbite par quadratures, en renonçant à l’idée d’une
ellipse.”
48 “The development of ODE methods”, op. cit., p. 89.
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2.4.2. Le retour de la comète en 1910

L’ensemble des résultats des calculs réalisés par Cowell et Crommelin pour prédire le retour de 1910

de la comète de Halley a été publié dans un appendice à l’annuaire de l’observatoire de Greenwich pour

l’année 190949. La méthode suivie est un approfondissement de celle mise au point pour le huitième

satellite de Jupiter. On représente la comète par ses coordonnées rectangulaires x, y, z dans un repère ayant

pour origine le centre de gravité du système solaire. Comme pour Clairaut, l’objectif essentiel est d’éva-

luer la différence de durée entre deux révolutions consécutives. Avec des valeurs initiales déterminées à

partir des observations de 1835, on procède donc à une intégration numérique en avançant pas à pas pour

la révolution 1835-1910 et en reculant pas à pas pour la révolution 1759-1835. L’intervalle tabulaire est

fixé à 2 jours au voisinage de chacun des passages au périhélie, là où l’influence des planètes est la plus

sensible, puis doublé de place en place jusqu’à atteindre 256 jours lorsque le mouvement se fait sur la

moitié de l’orbite la plus éloignée du Soleil. Enfin, la formule de quadrature est celle déjà publiée en 1908,

sauf qu’elle est améliorée par la prise en compte de différences d’ordre supérieur. Avec des notations très

simples, l’indice i marquant la différence i-ème, Cowell l’écrit

(1)     x2 = X0 + 1
12 X2 − 1

240 X4 + 1
1951 X6.

Il s’agit toujours de la formule de quadrature double associée à la série de Newton-Stirling :

∆2x−1 = (∆t)2 X0 + 1
12 ∆2 X−1 − 1

240 ∆4 X−2 + 31
60480 ∆6 X−3( ),

à la différence près que Cowell, afin de faciliter l’exécution du calcul, a remplacé la fraction 31 60480 par

la fraction “égyptienne” très voisine 1 1951 ( 60480 31 = 1950,96…).

Avec la formule de quadrature (1), il n’est plus possible de concevoir un calcul progressif par pas liés,

contrairement à ce qui avait été fait pour le huitième satellite de Jupiter. Cowell imagine donc une pro-

cédure mixte, tenant à la fois de la méthode de Bond et de celle de Gauss, qui nécessite le calcul de deux

tables successives des coordonnées x, y, z de la comète. Une première table est calculée selon la méthode

de Bond, en limitant la formule (1) à ses deux premiers termes. Cette table provisoire sert à calculer les

accélérations X, Y, Z. Avec ces valeurs des accélérations, on recalcule les coordonnées x, y, z à l’aide de la

formule (1), en faisant entrer en jeu les différences quatrièmes et sixièmes. Il s’agit donc encore d’une mé-

thode par approximations successives, mais optimisée en ce sens que la première approximation, au lieu

d’être issue de la classique ellipse osculatrice, est celle fournie par la méthode à pas liés de Bond. Très

grossièrement, on peut estimer que cela permet d’atteindre en une seule itération (et donc en diminuant de

moitié le volume de calcul) la précision que Gauss atteignait en deux itérations (cf. 2.2.2).

2.4.3. Organisation des calculs

Il nous reste à présenter plus en détail les grandes lignes du déroulement concret des calculs. Le docu-

ment de Cowell et Crommelin, extrêmement précis, constitue un témoignage précieux pour l’histoire du

calcul numérique. A posteriori, il permet aussi de mieux comprendre certains détails du travail de Clairaut

et Lalande, qui avaient été beaucoup moins prolixes dans leurs explications.

L’origine des temps est fixée au midi moyen de Paris du 16 novembre 1835. L’intégration se fait du

jour – 27776 au jour + 27072. L’origine du repère est le centre de gravité du système solaire ; l’axe des x

est tracé dans la direction d’une étoile de la constellation du Bélier, l’axe des y vers la longitude 90° dans

49 P. H. Cowell and A. C. D. Crommelin, Investigation of the motion of Halley’s comet from 1759 to 1910, Appendix to the
volume of Greenwich Observations for the year 1909, Neill & Co., Edinburgh, 1910.
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le plan moyen de l’écliptique du 16 novembre 1835 et l’axe des z vers le pôle nord de l’écliptique. Deux

premiers points sont calculés à partir des observations de la comète de 1835, ce qui permet de résumer le

problème sous la forme suivante, avant de commencer les quadratures mécaniques :

“A particle, whose co-ordinates on 1835 Nov. 16.0 and 1835 Nov. 18.0 are as follows (referred to the

centre of gravity of the solar system),

Day. x. y. z.

0    + 0.311082620 – 0.471220200 + 0.167061003 

+ 2    + 0.259146667 – 0.506048643 + 0.159779449 

moves under the attractions of the Sun, Venus, Earth, Mars, Jupiter, Saturn, Uranus and Neptune. It is re-

quired to trace its motion forwards to 1910 and backwards to 1759.”50

• Étape 1 : Trois tables préliminaires (Tables I, II et III, occupant 15 pages) rassemblent les coordon-

nées du Soleil et des sept planètes pour la période considérée. Ces coordonnées sont calculées à partir de

divers recueils d’observations astronomiques. Il s’agit d’un travail analogue à celui de Lalande en 1759,

sauf qu’on prend désormais en compte sept planètes au lieu de deux. En dehors du voisinage immédiat du

périhélie, le système Soleil-Vénus-Terre-Mars est remplacé, pour simplifier, par un corps unique placé au

centre de gravité du système et ayant pour masse la somme des masses des quatre corps.

• Étape 2 : La méthode de Bond est appliquée pour construire pas à pas, par prédiction-correction avec

les différences secondes, une table provisoire des coordonnées de la comète et la table des attractions

subies de la part du Soleil et des planètes. Ces tables ont été calculées avec six décimales pour les coor-

données et huit pour les attractions. Sur la figure V.4, on peut voir la copie de l’une des feuilles de calcul

utilisées à cet effet. Les valeurs provisoires des coordonnées (première partie de la feuille de calcul)

servent uniquement pour le calcul des attractions. Une fois les attractions obtenues, on calcule leurs diffé-

rences jusqu’à la sixième (deuxième partie de la feuille de calcul), en vue de l’étape définitive. Le détail

du calcul des attractions, planète par planète, est réalisé à part et regroupé dans une Table IV à 19 co-

lonnes, occupant 22 pages (fig. V.5).

• Étape 3 : Connaissant les attractions, la formule de quadrature complète, incluant les différences jus-

qu’à la sixième, permet de calculer les différences secondes des coordonnées et donc, de proche en proche

à partir des deux valeurs initiales, toutes les valeurs définitives de ces mêmes coordonnées. Les résultats

sont rassemblés dans une Table V à 16 colonnes, qui remplit 30 pages (fig. V.6). Les différences jusqu’à

la quatrième ont été calculées dans un double but : déceler d’éventuelles erreurs et offrir aux utilisateurs

les outils nécessaires pour le calcul de la position de la comète à des dates ne figurant pas dans la table.

À l’issue de ce calcul impressionnant, Cowell et Crommelin comparent la date calculée par les qua-

dratures pour le passage au périhélie de 1759 à celle qui avait été observée cette année-là, ce qui permet de

corriger dans les mêmes proportions la date calculée pour le passage de 1910 et d’obtenir ainsi la prévi-

sion définitive. La comète passa 2,68 jours après la date prévue par les deux astronomes. Ceux-ci estiment

que, compte tenu de la précipitation avec laquelle ils ont travaillé, le résultat est tout à fait honorable, en

tout cas bien meilleur que celui de leurs prédécesseurs. Pour détecter les petites erreurs résiduelles, inévi-

tables dans une entreprise d’une telle envergure, il aurait fallu faire exécuter deux fois la totalité du calcul,

par deux équipes indépendantes.

50 “Une particule, dont les coordonnées au 16 nov. 1835 et au 18 nov. 1835 sont les suivantes (rapportées au centre de gravité
du système solaire), … se déplace en subissant les attractions du Soleil, de Vénus, de la Terre, de Mars, de Jupiter, de Saturne,
d’Uranus et de Neptune. On demande de suivre son mouvement en avant jusqu’en 1910 et en arrière jusqu’en 1759.”
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Fig. V.4. Une feuille de calcul de Cowell et Crommelin (1909)

Day. Jupiter. Saturn. Uranus. Neptune.
Sun

and other Three
Planets.

Sum of
Attractions,

X.
…

Sum of
Attractions,

Y.
…

Sum of
Attractions,

Z.
– 27776 + 3 62 + 49 + 2 – 2 + 22 903 23 + 22 907 36 – 3 612 94 + 6 616 90

27744 3 34 47 2 2 18 812 82 18 816 63 3 825 20 5 591 87
27712 3 09 45 2 2 15 808 46 15 812 00 3 830 45 4 811 46
… … … … … … … … …

Fig. V.5. Extrait de la table des attractions des planètes (Cowell et Crommelin, 1909)

Day. x. First
Difference.

Second
Difference.

Third
Difference.

Fourth
Difference.

y. … z. …

– 27776 – 3.372 053 09
27760 – 295 559 64
27744 3.667 612 73 + 18 906 14
27728 276 653 50 – 3 034 39
27712 3.944 266 23 15 871 75 + 735 40
27696 260 781 75 2 298 99
27680 4.205 047 98 13 572 76 508 99
27664 247 208 99 1 790 00
… … … … … …

Fig. V.6. Extrait de la table des coordonnées de la comète et de leurs différences (Cowell et Crommelin, 1909)
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2.5. De Clairaut à Adams

Après que Clairaut eut adapté la formule de Gregory-Newton à l’intégration numérique des équations

différentielles, on s’est trouvé à un point de bifurcation. Deux possibilités s’offraient aux calculateurs pour

améliorer la technique de Clairaut : soit conserver l’idée des approximations successives et rechercher des

formules de quadrature à convergence plus rapide, soit se contenter de la formule de Gregory-Newton et

optimiser les calculs en l’utilisant non plus globalement mais par arcs successifs. En inventant les for-

mules de quadrature de Newton-Stirling et de Newton-Bessel, Gauss a choisi la première voie, si sédui-

sante du point de vue théorique. L’autorité de Gauss et le charisme de son élève Encke ont ensuite imposé

cette voie sur le continent européen, avec tant de rigidité qu’aucune recherche alternative ne put s’y déve-

lopper avant 1914. Ce fut la voie glorieuse, propre aux astronomes, des quadratures mécaniques par ap-

proximations successives, assurément un grand moment de l’histoire de l’analyse numérique mais, au bout

du compte, une impasse. Dans les pays anglo-saxons, naturellement plus proches de la tradition originelle

de Newton et Taylor, le carcan se desserra plus tôt : dès 1849, Bond fit un pas en arrière et songea à

l’autre voie possible51. On vit alors apparaître des méthodes mixtes, combinant l’idée des pas liés et celle

des approximations successives, mais ces tentatives, dont la plus aboutie fut celle de Cowell, se heurtaient

encore et toujours à l’obstacle des différences centrales. Pour donner naissance aux véritables méthodes de

différences finies à pas liés, il fallait combiner l’idée primitive de Clairaut d’exploiter la formule de

Gregory-Newton et l’idée de Bond de calculer par arcs successifs. Dans la suite, nous étudierons comment

la combinaison en question a été réalisée, à plusieurs reprises, pendant la seconde moitié du 19e siècle.

51 Une nouvelle preuve du rôle méconnu de Bond se trouve dans un article écrit en 1924 par J. Jackson (“Note on the nume-
rical integration of d 2 x dt 2 = f (x, t) ”, Monthly notices of the Royal Astronomical Society, vol. 84, pp. 602-606), où l’on peut
lire ce raccourci abusif : “Cowell, instead of using the formulæ for numerical integration which had been left in a practically
perfect state by Gauss, reinvestigated the problem and introduced formulæ for changing the second differential coefficients into
second differences”.
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3. La théorie de la capillarité : Bashforth et Adams (1855)

C’est dans un obscur traité du physicien Francis Bashforth, publié à Cambridge en 1883 sous un titre à

rallonge52, que l’on trouve le premier exposé complet d’une méthode multipas pour l’intégration numé-

rique des équations différentielles. Cette méthode, due à l’astronome John Couch Adams, n’a été remar-

quée, à l’époque, que par quelques rares scientifiques. Il a fallu attendre 1918 pour assister à une diffusion

plus large, avant tout grâce à l’enseignement du mathématicien russe A. N. Kriloff. Dans un article

de 192753, Kriloff indique pourquoi il s’est chargé de cette mission d’information : “Je suis entré dans

tous ces minutieux détails, parce que mon expérience d’ingénieur et plus de trente années de professorat

m’ont montré que l’intégration numérique approchée des équations différentielles est rarement connue

des ingénieurs et constructeurs et que les manuels ordinaires d’analyse ne mentionnent pas même de

méthodes plus efficaces que celles d’Euler et de Runge. Je doute qu’un praticien aille chercher les mé-

thodes dont il a besoin dans un traité rare sur la Capillary Action.”

3.1. Conditions d’élaboration du traité

Examinons de plus près les circonstances qui ont conduit à la publication de ce “traité rare”. Les his-

toriens émettent parfois des doutes quant à sa date de conception, ainsi que sur la part respective de

Bashforth et Adams dans sa réalisation. Une lecture attentive du texte permet pourtant de lever toute

incertitude sur ces deux points.

Tout d’abord, il est clair que la méthode d’intégration numérique est entièrement due à Adams. Le titre

le mentionne déjà sans ambiguïté : “with an explanation of the method of integration employed in cons-

tructing the tables which give the theoretical forms of such drops, by J. C. Adams”54. Dans l’introduction

(p. 1), Bashforth écrit de plus : “my undertaking must have ended here, if I had depended upon my own

resources. But at this point Professor J. C. Adams furnished me with a perfectly satisfactory method of

calculating by quadratures the exact theoretical forms of drops of fluids from the Differential Equation of

Laplace, an account of which he has now had the kindness to prepare for publication.”55 Ainsi, c’est bien

Adams qui a imaginé et rédigé la partie mathématique du traité, à savoir l’essentiel du chapitre III. Une

confirmation vient du fait que, dans ce même chapitre, on trouve (p. 21) la phrase : “Such Tables have

52 F. Bashforth, An attempt to test the theories of capillary action by comparing the theoretical and measured forms of drops of
fluid, with an explanation of the method of integration employed in constructing the tables which give the theoretical forms of
such drops, by J. C. Adams, Cambridge, 1883.
53 “Sur l’intégration numérique approchée des équations différentielles avec application au calcul des trajectoires des pro-
jectiles”, Mémorial de l’artillerie française, vol. 6, 1927, pp. 353-423.
54 “avec une explication de la méthode d’intégration utilisée pour construire les tables qui donnent les formes théoriques de
ces gouttes, par J. C. Adams”.
55 “mon entreprise aurait dû se terminer là, si j’avais compté sur mes seules ressources. Mais à ce point le Professeur
J. C. Adams me procura une méthode pleinement satisfaisante pour calculer par quadratures les formes théoriques exactes des
gouttes de liquide à partir de l’Équation Différentielle de Laplace, méthode dont il eut alors la gentillesse de préparer un
exposé destiné à la publication.”
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been formed by Mr Bashforth for this purpose, and are given at the end of this Chapter”56, alors que, dans

les autres chapitres, c’est au contraire Adams qui est régulièrement cité. Par suite, la répartition des rôles

apparaît nettement : Bashforth a écrit les chapitres I et II et le début du chapitre III, consacrés à l’exposé et

à la mise en équation du phénomène physique étudié ; Adams a rédigé l’essentiel du chapitre III ; Bash-

forth a enfin repris la plume pour, dans le dernier chapitre, analyser les résultats numériques et les com-

parer aux mesures expérimentales. Nous avons là un exemple typique de collaboration entre un physicien

utilisateur et un mathématicien répondant à une commande. Adams était un astronome célèbre pour avoir

découvert Neptune par le calcul, en 1846, en même temps que Le Verrier57. C’était sans nul doute un

calculateur prodige : par exemple, on trouve dans ses œuvres un calcul de la constante d’Euler avec 515

chiffres, ou la détermination des 62 premiers nombres de Bernoulli. On ne doit pas être surpris que

Bashforth se soit adressé à lui. Par contre, on peut remarquer que la méthode numérique imaginée par

l’astronome pour répondre aux besoins du physicien ne figure pas dans le recueil des travaux scientifiques

d’Adams58 : oubli de l’éditeur ou signe que, pour Adams, ce travail de commande était sans importance ?

Pour ce qui est de la date de conception, Bashforth rapporte avec beaucoup de détails l’historique de sa

recherche. De façon certaine, c’est avant 1855 qu’Adams lui a fourni la méthode d’intégration approchée

et qu’ils ont réalisé une première série de calculs numériques. En effet, le 27 octobre 1855, s’appuyant sur

ces résultats partiels, Bashforth déposa une demande de subvention auprès de la Royal Society afin de

pouvoir financer la réalisation des calculs restants. Dans cette demande, on lit notamment : “I am indebted

to Mr Adams for a method of treating the differential equation”59. Une subvention de £50 fut accordée,

qui permit de compléter les calculs en 1857. À la suite d’une nomination sur un poste de Professeur dans

une école d’officiers d’artillerie, Bashforth se détourna de ses travaux en cours sur la capillarité au profit

de recherches en balistique, et ce n’est qu’en 1882 qu’il put finalement reprendre et achever le traité de

l’action capillaire, pour une publication en 1883.

En résumé, nous retiendrons que les méthodes d’intégration numérique figurant dans ce traité de 1883

sont bien des “méthodes d’Adams” et qu’elles ont été conçues avant 1855, précédant ainsi d’une quaran-

taine d’années les méthodes de Runge-Heun-Kutta.

3.2. La théorie de la capillarité

Dans le chapitre I, Bashforth fait un rappel historique sur les théories de l’action capillaire. Pour une

étude récente, nous renvoyons au livre Mathématisations de A. Dahan Dalmedico60, où l’on trouvera aussi

des références spécialisées. L’un des premiers résultats obtenus dans ce domaine est celui de Jurin (1718),

selon lequel l’élévation d’un liquide dans un tube capillaire est inversement proportionnelle au diamètre

du tube. Clairaut (1743) tente d’expliquer le phénomène par l’attraction mutuelle des particules de liquide

et l’attraction des particules du tube sur celles du liquide. Se dégage peu à peu l’idée que ces forces d’at-

traction ne sont sensibles qu’à de très petites distances. De façon indépendante, Young (1804), Laplace

(1806), Gauss (1830) et Poisson (1831), malgré des hypothèses différentes sur les lois de l’attraction

moléculaire, arrivent à des conclusions similaires et obtiennent une équation différentielle de même forme

pour décrire la surface du liquide.

56 “De telles Tables ont été dressées par Mr Bashforth dans ce but, et sont données à la fin de ce Chapitre.”
57 Voir F. F. Tisserand, Traité de mécanique céleste, tome 1, Gauthier-Villars, Paris, 1889, p. 384.
58 The scientific papers of John Couch Adams, édités par W. G. Adams, 2 vol., Cambridge, 1896-1900.
59 “Je suis redevable à Mr Adams d’une méthode de traitement de l’équation différentielle.”
60 Mathématisations. Augustin-Louis Cauchy et l’École Française, Éditions du Choix et Librairie Blanchard, Paris, 1993,
pp. 64-71.
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Dans le chapitre II, Bashforth fait un compte rendu détaillé des nombreuses tentatives de ses devan-

ciers pour tester expérimentalement la validité de ces explications théoriques. Constatant que, presque tou-

jours, on a cherché à mesurer la hauteur à laquelle s’élève un liquide dans un tube, il souligne les imper-

fections de cette approche : difficultés expérimentales (irrégularités du calibre des tubes, impossibilité de

nettoyer les tubes trop fins) et théoriques (la hauteur de liquide prévue par la théorie n’est qu’une

approximation qui cesse d’être valable pour des tubes de grand diamètre). Pour sa recherche personnelle,

il propose de considérer plutôt une goutte de liquide reposant, sans le mouiller, sur un plan horizontal et de

comparer la forme mesurée de la goutte avec la forme prévue par la théorie.

Bashforth expose une façon d’obtenir l’équation différentielle de la surface de la goutte, en reprenant,

parmi les diverses démarches possibles, celle de Laplace. Le liquide est supposé en équilibre sous l’action

de la gravité et d’une tension superficielle uniforme. Soient T cette tension uniforme, R et ′R  les rayons de

courbure principaux en un point quelconque de la surface, p la pression en ce point ; selon la “première loi

de la capillarité” de Laplace, on peut écrire

(1)     
1
R
+ 1

′R
= p

T
.

Pour des raisons de symétrie, la surface de la goutte est une surface de révolution autour d’un axe ver-

tical et, de plus, coupe cet axe à angle droit. Pour un point quelconque d’une section méridienne de la sur-

face (avec le repère indiqué sur la figure V.7), Bashforth désigne par x la coordonnée horizontale, z la

coordonnée verticale, ρ le rayon de courbure de la section méridienne, φ l’angle que fait la verticale avec

la normale à la surface, s l’abscisse curviligne de la section, mesurée à partir de l’origine.

O

z

x

φ
s

Fig. V.7. Mise en équations de la courbe méridienne d’une surface capillaire

En prenant pour unité de longueur le rayon de courbure à l’origine, Bashforth parvient à mettre la rela-

tion (1) sous la forme simplifiée

1
ρ
+ sinφ

x
= 2 + β z ,

où β est une constante ne dépendant que des paramètres physiques de la goutte de liquide. Il ne lui reste

plus qu’à exprimer ρ et φ en fonction de x et z pour parvenir à l’équation différentielle du second ordre

d 2z
dx2 + 1+ dz

dx






2







dz
xdx

= (2 + β z) 1+ dz
dx







2







3 2

,

avec, pour x = 0, les conditions initiales z = 0 et 
dz

xdx
= 1 (comprendre : lim

x→0

1
x

dz
dx

= 1 ).
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Bashforth remarque enfin que la même équation s’appliquerait à une goutte de liquide suspendue sous

une surface plane horizontale, à condition d’orienter l’axe des z vers le haut et d’introduire une constante β
négative. Ce travail de mise en équation terminé, s’avouant impuissant face à l’équation différentielle

obtenue, le physicien Bashforth passe la parole au mathématicien Adams.

3.3. Les méthodes d’Adams

3.3.1. Rappel de la méthode traditionnelle d’Euler

Adams commence par rappeler la méthode usuelle d’intégration numérique d’une équation différen-

tielle non intégrable (p. 15) : “We may, however, as in all cases where the differential equation to a curve

is given, develope the increments of the coordinates in series proceeding according to ascending powers

of the increment of the quantity chosen as the independent variable. Thus we can trace a small portion of

the curve starting from a known point, and then we may take the point which terminates this portion a new

starting point for tracing another small portion, and so on successively until any required portion of the

curve has been traced.”61

Pour une équation du second ordre d 2y dt2 = f dy dt , y, t( ), avec des valeurs initiales y0 et dy dt( )0

connues en un point t0 , Adams pose t1 = t0 + δ t0  et applique le théorème de Taylor pour calculer les nou-

velles valeurs

y1 = y0 +
dy
dt







0

δ t0 +
1

1.2
d 2y
dt2







0

δ t0
2 + 1

1.2.3
d3y
dt3







0

δ t0
3 + &c.,

dy
dt







1

= dy
dt







0

+ d 2y
dt2







0

δ t0 +
1

1.2
d3y
dt3







0

δ t0
2 + 1

1.2.3
d 4y
dt4







0

δ t0
3 + &c.

Les coefficients de ces développements sont obtenus en différentiant l’équation et en substituant les

valeurs initiales, tandis que l’incrément δ t0  est choisi suffisamment petit pour que les deux séries soient

convergentes. Connaissant y1 et dy dt( )1, on recommence en posant t2 = t1 + δ t1 , et ainsi de suite, autant

de fois que l’on veut. Adams termine ce rappel par quelques recommandations pratiques : “The method

fails if any of the differential coefficients employed become infinite in the interval over which the integra-

tions extend, and therefore the independent variable should be so chosen that no infinite or very large

values of the differential coefficients will be introduced. The intervals adopted should be so small that a

few of the terms of the series will suffice to give the results with all the accuracy that is desired.”62

On reconnaît, dans les mêmes termes, accompagnée des mêmes conseils, la méthode d’Euler avec

développement de Taylor pour une équation du second ordre, telle qu’elle avait été exposée, en 1769, dans

le second tome des Institutiones calculi integralis (cf. chap. III, 2.2). Malgré les efforts de Cauchy (1824)

et, dans une moindre mesure, de Coriolis (1837) pour évaluer rigoureusement l’erreur de méthode, on en

est resté, en 1855, au comportement pragmatique d’Euler, avec des choix laissés à la sagacité et à l’expé-

61 “Nous pouvons, cependant, comme dans tous les cas où une courbe est définie par une équation différentielle, développer en
série les accroissements des coordonnées selon les puissances ascendantes de l’accroissement de la quantité choisie comme
variable indépendante. Nous pouvons ainsi tracer un petit arc de la courbe à partir d’un point connu, puis nous pouvons
prendre le point d’extrémité de cet arc comme nouveau point de départ pour tracer un autre petit arc, et ainsi de suite de
proche en proche jusqu’à ce que n’importe quelle portion demandée de la courbe ait été tracée.”
62 “La méthode échoue si l’un des coefficients différentiels utilisés devient infini dans l’intervalle sur lequel se font les intégra-
tions, et par suite la variable indépendante doit être choisie de sorte qu’aucune valeur infinie ou très grande des coefficients
différentiels ne soit introduite. Les intervalles choisis doivent être assez petits pour qu’un petit nombre de termes de la série
suffise à donner les résultats avec toute la précision souhaitée.”
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rience du calculateur : intervalles “assez petits” pour que les séries soient convergentes ; calculs faits, à

chaque pas, avec un “petit” nombre de termes de la série fournissant la précision souhaitée.

3.3.2. Idées nouvelles

Un peu plus loin (p. 17), Adams s’écarte de la méthode traditionnelle : “After a few points of the

curve, in the neighbourhood of the starting point, have been determined by the foregoing or some equi-

valent method, it will usually be found more convenient to determine other points of the curve in suc-

cession by making use of a series of successive values of the differential coefficient which is given imme-

diately by the differential equation, rather than by employing the values of the successive differential

coefficients of higher orders which are found by means of the several derived equations.”63

L’idée directrice est d’éviter, dès que possible, le calcul fort pénible des dérivées successives de f

requis par la formule de Taylor pour, au contraire, travailler directement avec l’équation, en exploitant les

points déjà calculés. Le détail de la méthode est, à partir de là, exposé pour une équation du premier ordre

dy dt = q = f (y, t). Constatons qu’Adams s’éloigne quelque peu du problème physique originel qui a

conduit à une équation du second ordre, sans doute dans le souci d’exposer d’abord sa méthode dans un

cadre très général. Plus loin, il reviendra à l’équation du second ordre, en la remplaçant par un système

équivalent de deux équations du premier ordre. Les quatre pages qui suivent étant assez bien connues (ce

sont d’ailleurs les seules du traité à avoir été étudiées par les historiens : on en trouvera une traduction

française dans le livre de Chabert), nous nous contenterons de les résumer brièvement.

Considérons une progression arithmétique t = t0 + nω , de raison ω suffisamment petite (n pouvant

prendre des valeurs positives ou négatives), et supposons qu’on ait déjà trouvé les valeurs

  K y−4 , y−3, y−2 , y−1, y0  de y, ainsi que les valeurs correspondantes  K q−4 , q−3, q−2 , q−1, q0  de q. Adams

forme le tableau suivant (p. 17) des différences de ces quantités :

  

n q
L L L

L L
−4 q−4 L L

∆q−3 L
−3 q−3 ∆2q−2 L &c.

∆q−2 ∆3q−1

−2 q−2 ∆2q−1 ∆4q0 &c.
∆q−1 ∆3q0

−1 q−1 ∆2q0

∆q0

0 q0

Remarquons qu’il utilise les différences régressives, mais avec la notation ∆ au lieu de la notation ac-

tuelle ∇. Il fait ensuite appel à la formule d’interpolation “habituelle”

q = q0 + ∆q0

n
1
+ ∆2q0

n(n +1)
1.2

+ ∆3q0

n(n +1)(n + 2)
1.2.3

+ ∆4q0

n(n +1)(n + 2)(n + 3)
1.2.3.4

+ &c.,

63 “Après que quelques points de la courbe, au voisinage du point de départ, auront été déterminés par la méthode précédente
ou une méthode équivalente, on pourra trouver en général plus commode de déterminer de proche en proche les autres points
de la courbe en utilisant une série de valeurs successives du coefficient différentiel qui est donné immédiatement par l’équation
différentielle, plutôt qu’en employant les valeurs des coefficients différentiels successifs d’ordres supérieurs que l’on trouve par
l’intermédiaire des équations dérivées plusieurs fois.”
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d’où, par intégration entre 0 et n,

y = y0 + ω q0n + ∆q0

n2

2
+ ∆2q0

n(n +1)
1.2

⌠
⌡

dn + ∆3q0

n(n +1)(n + 2)
1.2.3

⌠
⌡

dn + &c.







.

Dans les cas particuliers n = –1 et n = 1, on obtient les séries :

(1) y0 − y−1 = ω q0 − 1
2 ∆q0 − 1

12 ∆
2q0 − 1

24 ∆
3q0 − 19

720 ∆
4q0 − 3

160 ∆
5q0 − 863

60480 ∆
6q0{

− 275
24192 ∆

7q0 − 33953
3628800 ∆

8q0 − 8183
1036800 ∆

9q0 − &c.} ;

(2) y1 − y0 = ω q0 + 1
2 ∆q0 + 5

12 ∆
2q0 + 3

8 ∆
3q0 + 251

720 ∆
4q0 + 95

288 ∆
5q0 + 19087

60480 ∆
6q0{

+ 5257
17280 ∆

7q0 + 1070017
3628800 ∆

8q0 + 2082753
7257600 ∆

9q0 + &c.}.
On reconnaît dans ces deux séries l’adaptation immédiate à une équation différentielle des formules de

quadrature de Gregory-Newton. La formule (2) est directement la formule descendante ; d’autre part, pour

retrouver dans (1) la formule ascendante, il suffit d’envisager les points dans l’ordre inverse   t0 , t−1, t−2 ,K

Dans la série (2), on peut être surpris qu’Adams, calculateur de génie, n’ait pas vu la simplification
2082753
7257600 = 25713×81

89600×81 =
25713
89600 , alors que toutes les autres fractions figurant dans le traité sont données sous

forme irréductible. En fait, les coefficients d’ordre élevé ne servent jamais : Adams conseille de choisir le

pas ω assez petit pour ne pas avoir à aller au delà des différences quatrièmes.

La série (2) permet de calculer directement la nouvelle valeur y1 à partir des précédentes, qui sont

connues ; on peut alors calculer q1 = f (y1, t1), ajouter une nouvelle diagonale au tableau des différences

finies et recommencer. Cette méthode d’intégration numérique est connue aujourd’hui sous le nom de mé-

thode d’Adams-Bashforth64 ou méthode d’Adams explicite. Sa mise en œuvre paraît simple. Pourtant,

Adams lui préfère la série (1) qui, supposant seulement connues les valeurs de y jusqu’à y−1 , permet d’ex-

primer la valeur suivante y0  de façon implicite, par l’intermédiaire d’une équation de la forme y0 = ϕ(y0 ).

Ce second procédé, qui nécessite à chaque pas la résolution d’une équation numérique, par exemple par

approximations successives, est appelé à présent méthode d’Adams-Moulton65 ou méthode d’Adams im-

plicite. Adams justifie son choix en remarquant que les coefficients de la série (1) sont plus petits et dimi-

nuent plus vite que ceux de la série (2). Pour un même nombre de termes conservés, on obtiendra donc

une meilleure précision avec la série (1). On pourrait effectivement justifier ces affirmations de façon ri-

goureuse66 : le coefficient de ∆nq0  est de l’ordre de 1 ln n pour la série (2), alors qu’il est de l’ordre de

1 (n ln n)  pour la série (1).

Reste à expliquer comment trouver pratiquement y0 , qui est défini implicitement par l’équation

y0 − y−1 = ω q0 − 1
2 ∆q0 − 1

12 ∆
2q0 − 1

24 ∆
3q0 − 19

720 ∆
4q0{ − &c.},

dans laquelle, rappelons-le, q0 = f (y0 , t0 ). Adams part d’une valeur approchée, notée ( y0), de y0  et pose

y0 = (y0 ) + η , en supposant η assez petit pour que son carré puisse être négligé. Pour les valeurs corres-

pondantes de q, il pose q0 = (q0 ) + kη , avec k = df (y0 ), t0( ) dy . Avec nos notations, cela s’écrit

q0 = f (y0 , t0 ) = f (y0 ) + η, t0( ) ≈ f (y0 ), t0( ) + ∂f
∂y

(y0 ), t0( )η = (q0 ) + kη .

64 Il y a là un contresens puisque ce n’est pas cette méthode qui est utilisée pour le problème physique de Bashforth, mais bien
l’autre !
65 Du nom de celui qui la développa ultérieurement, avec des variantes. Voir F. R. Moulton, New methods in exterior ballistics,
University of Chicago Press, 1926 ; Differential equations, New York, 1930 ; réédition Dover, New York, 1958.
66 Voir Bakhvalov, op. cit., p. 453.
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Cette approximation, justifiée par le fait que le carré et les puissances supérieures de η peuvent être

négligés, conduit à l’équation linéarisée

(y0 ) − y−1 + η = ω (q0 ) − 1
2 ∆(q0 ) − 1

12 ∆
2 (q0 ) − 1

24 ∆
3(q0 ) − 19

720 ∆
4 (q0 ){ − &c.}

+ ωkη 1− 1
2 −

1
12 −

1
24 −

19
720{ − &c.}.

En posant, pour alléger l’écriture,

ε = ω (q0 ) − 1
2 ∆(q0 ) − 1

12 ∆
2 (q0 ) − 1

24 ∆
3(q0 ) − 19

720 ∆
4 (q0 ){ − &c.} − (y0 ) + y−1,

Adams obtient finalement la valeur de la “correction” sous la forme

η = ε
1− ωk 1− 1

2 −
1

12 −
1
24 −

19
720 − &c.[ ] .

Dans la pratique, si on limite les calculs aux différences troisièmes, quatrièmes ou cinquièmes, on trouve

respectivement

η = ε
1− 3

8ωk
,     η = ε

1− 251
720 ωk

,     η = ε
1− 95

288ωk
.

Cette correction permet de calculer la valeur définitive de y0 . En fin de compte, Adams n’a rien fait

d’autre que linéariser l’équation par la méthode de Newton-Raphson, avec une seule itération.

Pour le choix de la première approximation ( y0), le texte est clair : “An approximate value of y0  may

always be found from the series of values  K y−4 , y−3, y−2 , y−1, y0  previously calculated, by taking the suc-

cessive differences of four or five of the last terms of the series, and assuming that the last difference so

found remains constant.”67 À ce propos, Jean-Luc Chabert s’avance un peu rapidement lorsqu’il écrit,

évoquant les deux méthodes, explicite et implicite, que “ces deux formules peuvent d’ailleurs, comme le

suggère Adams, être employées successivement pour obtenir des valeurs suffisamment précises”68.

Utiliser la formule explicite pour extrapoler une première valeur ( y0), puis la formule implicite pour en

déduire, par interpolation, une valeur y0  plus précise, est une idée qui sera développée plus tard par

Moulton, mais qui n’est pas présente chez Adams. Dans le traité de Bashforth de 1883, la formule

explicite est énoncée une fois, p. 18, mais n’est ensuite jamais utilisée, ni même évoquée, dans les 56

pages restantes. Adams, en bon calculateur du 19e siècle, n’a aucun mal à extrapoler à vue une première

valeur déjà précise à partir du simple examen des différences quatrièmes ou cinquièmes déjà calculées

(dans l’extrait ci-dessus, il dit qu’on peut toujours, par défaut, considérer la dernière différence comme

constante, mais, dans les exemples traités, il fait beaucoup mieux et estime la nouvelle différence en

fonction de la variation des précédentes). Pourquoi se serait-il imposé l’utilisation de la série (2), avec des

multiplications, fastidieuses à la main, par les coefficients 
 
1
2 , 5

12 , 3
84 , 251

720 ,K ? Une grande précision de la

première valeur est d’autant moins utile que, contrairement à ce que faisaient les astronomes dans les

anciennes méthodes de quadratures mécaniques, Adams n’exécute pas une simple itération dans

l’équation de départ, mais fait appel à la méthode de Newton-Raphson, de convergence rapide.

On peut toutefois s’interroger sur la pertinence du choix d’Adams. Plutôt que d’utiliser la méthode

implicite à l’ordre 4, avec, à chaque étape, une correction pénible par la méthode de Newton, n’aurait-il

67 “Une valeur approchée de y0  peut toujours être trouvée à partir de la série des valeurs   K y−4 , y−3 , y−2 , y−1, y0  précédem-
ment calculées, en prenant les différences successives de quatre ou cinq des derniers termes de la série, et en supposant que la
dernière différence ainsi trouvée demeure constante.”
68 Histoire d’algorithmes, op. cit., p. 445.
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pas été plus simple d’utiliser la méthode explicite en allant éventuellement, pour obtenir la même préci-

sion, jusqu’à un ordre plus élevé ? Les traités modernes d’analyse numérique permettent d’esquisser une

réponse69 : par rapport à la méthode explicite, la méthode implicite nécessite environ un volume double de

calcul mais, par contre, est beaucoup plus stable. La stabilité mesure la sensibilité aux conditions initiales

et donc, d’une certaine façon, la possibilité de contrôler la propagation des erreurs d’arrondi, ce qui est

évidemment fondamental pour une méthode par pas. Ainsi, guidé par son expérience et, peut-être, par des

essais préliminaires, Adams fait le choix qui va assurer la meilleure précision réelle, même si cela doit

entraîner un surcroît de calcul.

3.3.3. Lien avec les quadratures numériques

Dans la conclusion de ce chapitre III, Adams fait le lien avec les quadratures numériques connues

depuis longtemps (p. 43) : “In conclusion, it may be worth while to say a few words in order to point out

the distinction between the method of integration above explained and that which is commonly known

under the name of «Integration by Quadratures».”70 Adams met bien en évidence ce qui distingue une

équation simple de la forme dy dt = q = f (t) d’une équation générale aux variables mêlées : “In this case

the values of q can be found, à priori, for any given values of t, whereas in the more general case already

treated of, where q is a function of y as well as of t, the unknown quantities y and q must be found

simultaneously, and therefore we can only proceed step by step.”71 Adams juge sans doute utile d’insister

sur la difficulté qui a arrêté ses prédécesseurs (en particulier Legendre), afin de mettre en valeur, par

contraste, la nouveauté et la simplicité de sa démarche personnelle.

On enchaîne sur le rappel de quelques formules classiques, notamment la formule de Newton-Gauss et

la formule qu’on peut en déduire pour une intégration entre deux points quelconques, analogue à celle que

Laplace avait obtenue dans la Mécanique céleste :

yn − ym = ω 1
2 (qm + qn ) + qm+1 + qm+2 + &c.+ qn−1 − 1

24 ∆qn + ∆qn+1( ) + 1
24 ∆qm + ∆qm+1( ){

+ 11
1440 ∆3qn+1 + ∆

3qn+2( ) − 11
1440 ∆3qm+1 + ∆

3qm+2( ) − &c.}.
Bien que cette dernière formule de quadrature ne permette pas l’intégration de l’équation différentielle,

elle n’en reste pas moins valable. Adams lui trouve une utilisation pratique : “When, by means of the

method before explained, we have found a series of successive values of q, viz. qm , qm+1, &c., qn−1, qn,

together with the differences of odd orders which are immediately contiguous to the horizontal lines

through qm and qn, we may advantageously employ the formula just obtained in verification of the value

of yn − ym  previously found”72. Ainsi, grâce aux formules traditionnelles de quadrature numérique, qui

s’étendent toutes aux équations différentielles générales, le calculateur dispose de moyens de vérifier

périodiquement ses résultats.

69 Voir, par exemple, J.-P. Demailly, Analyse numérique et équations différentielles, Presses universitaires de Grenoble, 1991.
70 “En conclusion, cela peut valoir la peine de dire quelques mots pour souligner la distinction entre la méthode d’intégration
exposée ci-dessus et ce qui est généralement connu sous le nom d’«Intégration par quadratures».”
71 “Dans ce cas les valeurs de q peuvent être trouvées, a priori, pour n’importe quelles valeurs de t, tandis que dans le cas le
plus général déjà traité, dans lequel q est une fonction de y aussi bien que de t, les quantités inconnues y et q doivent être trou-
vées simultanément, et par conséquent nous pouvons seulement avancer pas à pas.”
72 “Lorsque, au moyen de la méthode exposée plus haut, nous avons trouvé une série de valeurs successives de q, c.-à-d.
qm , qm+1, & c., qn−1, qn , avec les différences d’ordre impair qui sont immédiatement contiguës aux lignes horizontales cor-
respondant à qm  et qn , nous pouvons employer avec avantage la formule qui vient d’être obtenue pour vérifier la valeur de
yn − ym  trouvée auparavant.”
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3.4. Mise en œuvre des calculs

À la suite à cet exposé limpide des idées générales et de la méthode retenue, la plus grande partie du

chapitre III est consacrée à la mise en œuvre pratique du processus dans le cas de l’équation particulière

de Bashforth : 22 pages pour la préparation et l’organisation du calcul, 11 pages pour le traitement détaillé

de deux exemples. Ce luxe de précisions, sans doute motivé par le fait qu’il s’agissait alors d’une méthode

entièrement nouvelle, est extrêmement précieux pour l’histoire du calcul numérique.

3.4.1. Préparation du calcul

Rappelons (voir figure plus haut) que Bashforth souhaite construire, dans le système de coordonnées

(x, z), la courbe limitant la section méridienne d’une goutte de liquide. Plutôt que de travailler avec l’équa-

tion différentielle du second ordre qui permettrait d’exprimer directement z en fonction de x, Adams pro-

pose de choisir l’angle φ comme variable indépendante. Les coordonnées cartésiennes du point courant

sont alors déterminées, en fonction du paramètre φ, par le système de deux équations du premier ordre

(1)     

dx
dφ

= ρ cosφ

dz
dφ

= ρ sinφ










et les conditions initiales x = z = 0 et ρ = 1 pour φ = 0, en tenant compte évidemment de la relation qui

exprime les lois de la capillarité :

(2)     
1
ρ
+ sinφ

x
= 2 + β z .

Cette relation permettant de calculer ρ en fonction de φ, x et z, le système (1) est, en fait, de la forme

dx
dφ

= f (φ, x, z)

dz
dφ

= g(φ, x, z).










Pour la phase de démarrage, Adams ne fait pas appel, comme dans l’exposé général, au développe-

ment de Taylor mais à l’autre méthode classique, celle des coefficients indéterminés. En remarquant que,

pour des raisons de symétrie, ρ est une fonction paire, il pose

ρ = 1+ b2 φ
2 + b4 φ

4 + b6 φ
6 + b8 φ

8 + b10 φ
10 + &c.,

dans le but d’obtenir des développements de x et de z à l’ordre 12 (un développement de ρ à l’ordre 11 est

suffisant puisque x et z sont obtenus par intégration). Il calcule alors, en fonction des bi , des développe-

ments de dx dφ  et dz dφ , puis de x, z et 1 ρ . Par identification dans l’équation (2), il détermine les bi , ce

qui lui permet d’écrire finalement le développement de x cherché :

x = φ − 1
6 +

1
8β( )φ 3 + 1

120 +
1
24 β +

1
24 β

2( )φ 5 − 1
5040 +

23
5760 β +

7
384 β

2 + 169
9216 β

3( )φ 7

+ 1
362880 +

1
4032 β +

143
55296 β

2 + 1321
138240 β

3 + 6799
737280 β

4( )φ 9

− 1
39916800 +

103
14515200 β +

565
2322432 β

2 + 3937
2211840 β

3 + 121447
22118400 β

4 + 443821
88473600 β

5( )φ11,

et un développement analogue pour z. Par curiosité, nous avons vérifié ces développements à l’aide d’un

logiciel de calcul formel : tous les coefficients donnés par Adams sont corrects. Ces calculs, effectués à la

main, sont effrayants ; on ose à peine imaginer ce qu’ils auraient été par la méthode du développement de
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Taylor, avec le calcul des dérivées des fonctions f et g jusqu’à l’ordre 11 ! Compte tenu de l’ordre élevé de

ces développements et du fait que les coefficients sont exprimés de manière exacte (et non approchée,

comme il arrive souvent en pareil cas), ces séries fournissent des valeurs très précises de x et z dans un

voisinage de l’origine. Si l’on choisit un pas ω assez petit, on peut obtenir ainsi quatre ou cinq points ini-

tiaux extrêmement fiables permettant ensuite de travailler par pas liés, selon la nouvelle méthode.

Adams explique alors comment adapter au système (1) l’algorithme qu’il avait exposé dans le cas le

plus simple d’une seule équation du premier ordre. Le schéma naturel auquel on pense d’abord est le sui-

vant : 1) conjecturer des valeurs provisoires ( x0 ) et ( z0 ) ; 2) calculer une valeur provisoire (ρ0 ) du rayon

de courbure par la relation (2) ; 3) appliquer les formules de quadrature au système (1) ; 4) calculer, par la

méthode de Newton, les corrections à apporter à ( x0 ) et ( z0 ) pour obtenir les valeurs définitives x0  et z0 .

Ce n’est pourtant pas ce que fait Adams : il adopte une voie détournée qui, selon nous, a pour but d’éviter

la résolution par la méthode de Newton d’un système de la forme

x0 = F(x0 , y0 )

y0 = G(x0 , y0 ),




étape épineuse qui nécessiterait le calcul de quatre dérivées partielles. Plus précisément, Adams conjecture

d’abord une valeur provisoire (ρ0 ), en déduit par les formules de quadrature des valeurs provisoires ( x0 )

et ( z0 ), et calcule à partir de (2) une nouvelle valeur [ρ0 ] du rayon de courbure. C’est donc sur le rayon de

courbure que va se faire la correction, de façon à travailler par approximations successives avec une seule

variable, sur une équation de la forme ρ0 = F(ρ0 ) . Pour faciliter l’usage des tables de logarithmes, ce n’est

pas ρ, mais log ρ, que l’on calcule en réalité. La procédure de correction, quant à elle, peut sembler sibyl-

line : “Now suppose that an increase of 100 units in log (ρ0 ) causes a diminution of µ units in log [ρ0 ],

and that the excess of log [ρ0 ] above log (ρ0 ) is λ of the same units, then the correction to be applied to

the assumed value log (ρ0 ) will be 100λ (100 + µ )  such units.”73

Reconstituons le raisonnement en gardant les notations d’Adams. On travaille sur une équation de la

forme logρ0 = F(logρ0 ). À l’issue du premier essai, on constate que F(log(ρ0 )) = log [ρ0 ] = log(ρ0 ) + λ
et que F(log(ρ0 ) +100) = log[ρ0 ]− µ . La méthode de Newton consiste à chercher la solution sous la

forme ρ0 = (ρ0 ) + ε  et à linéariser l’équation, qui devient

log(ρ0 ) + ε = F(log(ρ0 ) + ε ) ≈ F(log(ρ0 )) + ε ′F (log(ρ0 )) ,

d’où la valeur de la correction :

ε = F(log(ρ0 )) − log(ρ0 )
1− ′F (log(ρ0 ))

= λ
1− ′F (log(ρ0 ))

.

Si l’on calcule la dérivée de façon approchée par

′F (log(ρ0 )) ≈ F(log(ρ0 ) +100) − F(log(ρ0 ))
100

= − µ
100

,

on trouve finalement ε = 100λ (100 + µ ), ce qui est bien la correction indiquée dans le texte. Les tables

de logarithmes utilisées étant à 7 décimales, un “incrément de 100 unités” correspond en réalité à la

valeur 10–5, certainement de nature à justifier l’approximation de la dérivée par le taux d’accroissement.

73 “Supposons à présent qu’un accroissement de 100 unités de log ( ρ0 ) entraîne une diminution de log [ρ0 ] de µ unités, et que
log[ρ0 ] soit plus grand que log(ρ0 ) de λ de ces mêmes unités, alors la correction à appliquer à la valeur supposée de log (ρ0 )
sera de 100λ (100 + µ ) telles unités.”
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En résumé, Adams met au point un algorithme de calcul très élaboré, convenant au mieux au calcul

manuel et à l’usage des tables de logarithmes. En outre, il est possible, en cours de calcul, en fonction des

variations observées, de changer la valeur du pas. Si le pas est augmenté, il suffira de sélectionner, parmi

les valeurs déjà calculées, celles correspondant au nouveau pas ; si, au contraire, le pas est diminué, on

complétera la table des valeurs déjà calculées par interpolation.

Adams remarque enfin que ce qui vient d’être fait est adapté au cas d’une goutte reposant sur un plan,

c’est-à-dire au cas où le paramètre β est positif. Par contre, dans le cas contraire où la goutte est suspendue

sous le plan, la courbe présente un point d’inflexion en lequel les coefficients différentiels deviennent

infinis. Lorsque β est négatif, il convient donc de choisir une nouvelle variable indépendante permettant

d’éviter cette difficulté, à savoir l’abscisse curviligne s. L’inconvénient est alors qu’on obtient un système

de trois équations du premier ordre (d’où des calculs plus longs) :

dφ = 1
ρ

ds

dx = cosφ ds

dz = sinφ ds.










Dans ce second cas, Adams explique à nouveau comment initialiser le calcul, par des développements en

série extrêmement fastidieux, puis comment mettre en pratique l’algorithme multipas.

3.4.2. Un exemple de calcul

Deux exemples complets sont traités, un pour chacun des deux choix possibles de la variable indépen-

dante, φ ou s. Contentons-nous de résumer le premier de ces exemples. On se place dans le cas β = 6, on

suppose que les calculs ont été faits pour φ variant par pas de 2 1
2 °, de 0° jusqu’à 32 1

2 °, et on cherche à

calculer les valeurs suivantes de x et z pour φ = 35°. Sans entrer dans tous les détails, nous avons essayé de

rassembler sur un schéma (fig. V.8) les grandes étapes du calcul. Le calculateur doit tenir à jour cinq ta-

bles principales pour les valeurs de log ρ, dx = ω dx dφ( ), dz = ω dz dφ( ), x et z. Les calculs auxiliaires se

font sur des feuilles séparées, à l’aide des tables de logarithmes. Par ailleurs, afin de faciliter les calculs

répétitifs, des tables ont été construites à l’avance pour certaines fonctions intermédiaires.

3.4.3. Réalisation des calculs et interprétation des résultats

Les calculs voulus par Bashforth ont été réalisés sur plusieurs années, par plusieurs personnes : “The

coordinates x b  and z b for the curves represented by Laplace’s differential equation were calculated by

the method of Professor Adams for values of φ, 5°, 10°, 15° …… 175°, 180°, and for values of β, 1
8 , 1

4 , 3
8 ,

1
2 ; 3

4 , 1 ; 1 1
2 , 2, 2 1

2  ; 3, 4, 5, 6, 7, 8 ; 10, 12, 14, 16 ; 20, 24, 28, 32 ; 40, 48, 56, 64, 72, 80, 88, 96 and 100.

For β = 1 the calculations were made by Professor Adams, for β = 10 by Professor W. G. Adams, and for

the values of β, 1
4 , 1

2 , 3, 6, 16 and 32 by myself. The calculations for the remaining values of β were made

by Dr C. Powalky, who was recommended for the work by the late Professor Encke.”74 Les tables ont été

complétées par interpolation pour les valeurs entières restantes de β. Ces tables ont permis de construire

par points des courbes capillaires (fig. V. 9). Il n’est peut-être pas anodin de constater que, pour ce travail,

Bashforth et Adams ont consulté Encke, un des plus grands spécialistes des quadratures numériques.

74 “Les coordonnées x b  et z b  pour les courbes représentées par l’équation différentielle de Laplace ont été calculées par la
méthode du Professeur Adams pour les valeurs de φ, … , et pour les valeurs de β, … Pour β = 1, les calculs ont été faits par le
Professeur Adams, pour β = 10 par le Professeur W. G. Adams, et pour les valeurs de β, …  par moi-même. Les calculs pour
les valeurs positives restantes de β ont été faites par le Dr C. Powalky, qui fut recommandé pour ce travail par l’ancien
Professeur Encke.”



348 Chapitre V

  

φ dx ∆dx ∆2dx ∆3dx ∆4dx
L L L L L L

27, 5° . 02715382 +6569 −585
−182779 +868

30° . 02532603 +7437 (−462)
−175342 (+406)

32, 5° .02357261 (+7843)
(−167499)

35° (. 02189762)

TABLE II

(3)

  

φ dz ∆dz ∆2dz ∆3dz ∆4dz
L L L L L L

27, 5° .01413539 −10381 −86
+48660 +1262

30° .01462199 −9119 (−136)
+39541 (+1126)

32, 5° .01501740 (−7993)
(+31548)

35° (. 01533288)

TABLE III

(3)

(4)

(1)

(2)

TABLE I

  

φ logρ ∆ ∆2 ∆3 ∆4

L L L L L L
27, 5° 9. 8460847 +624 −420

−198655 +1449
30° 9.8262192 +2073 (−400)

−196582 (+1049)
32, 5° 9.8065610 (+3122)

(−193460)
35° (9. 7872150)

TABLE IV

(5)
TABLE V

  

φ x ∆x ∆2x ∆3x ∆4x
L L L L L L

32,5° .45780303 L
+2272856

35°  . 48053159 

  

φ z ∆z ∆2z ∆3z ∆4z
L L L L L L

32, 5° .12246288 L
+1518139

35°  .13764427 

Fig. V.8. Organisation des calculs d’Adams-Bashforth



Chapitre V 349

Les cinq étapes du calcul à faire pour avancer d’un pas (voir fig. V.8)

(1) On conjecture une valeur pour la différence quatrième de log ρ qui suit celles déjà calculées. La table des différences de

log ρ est complétée. Les valeurs provisoires (ici entre parenthèses) sont écrites au crayon.

(2) On calcule les valeurs provisoires de dx = ρω cos φ et dz = ρω sin φ pour φ = 35°. On complète les tables de différences de dx

et dz.

(3) On calcule les premières approximations de x et z pour φ = 35°, à partir des valeurs précédentes, grâce aux formules

∆x = dx − 1
2 ∆(dx) − 1

12 ∆
2 (dx) − 1

24 ∆
3 (dx) − 19

720 ∆
4 (dx) ,

∆z = dz − 1
2 ∆(dz) − 1

12 ∆
2 (dz) − 1

24 ∆
3 (dz) − 19

720 ∆
4 (dz) .

Les termes de ces sommes sont calculés avec un chiffre de plus que nécessaire, afin de limiter le cumul des erreurs d’arrondi.

(4) On détermine la correction à apporter à log ρ pour obtenir les valeurs définitives de x et z, qui sont inscrites, à l’encre, dans

les tables IV et V. Les tables de différences de x et z sont complétées. Ce calcul, théoriquement inutile, permet de déceler

d’éventuelles anomalies avant de passer au pas suivant.

(5) Les valeurs provisoires de log ρ, dx et dz, écrites au crayon, sont effacées et remplacées par les valeurs définitives, à l’encre.

Fig. V.9. Quelques courbes de capillarité tracées par Bashforth : comparaison des courbes expérimentales (en haut)
et des courbes théoriques obtenues par intégration numérique (en bas)
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Ce travail de titan est donc le fruit d’une équipe de quatre calculateurs. On comprend mieux le soin

avec lequel Adams a préparé le calcul, destiné à être exécuté par d’autres que lui, et la nécessité d’obtenir

un financement, sans doute pour rémunérer le calculateur principal, le Dr Powalky. De son côté, Bashforth

a imaginé un dispositif expérimental de haute précision pour mesurer, à l’aide d’un microscope équipé

d’un micromètre de position, les coordonnées des points du contour d’une goutte de mercure. Il y a là une

dialectique intéressante entre progrès des techniques de calcul numérique et progrès des instruments de

mesure. On ne sait si Bashforth a été stimulé, pour améliorer ses techniques d’expérimentateur, par les

méthodes de calcul ultra-précises d’Adams, ou si c’est le contraire qui s’est produit. D’un autre point de

vue, on peut considérer que la méthode d’Adams est une intégration numérique empirique de l’équation

différentielle de la capillarité, puisqu’il n’y a ni preuve de la convergence, ni évaluation a priori de

l’erreur. Dans cette optique, les résultats numériques d’Adams et les résultats expérimentaux de Bashforth

se valident mutuellement par leur concordance, en même temps que cet accord valide le modèle différen-

tiel théorique de Laplace.

En définitive, la comparaison des résultats expérimentaux et théoriques a pu être faite valablement :

“The values derived from each particular measurement vary considerably — but the mean results for

each weight of drop are satisfactory and appear to confirm the received theories of Capillary Action. But

as the Theories of Young, Laplace, Gauss and Poisson lead to the same differential equation, and there-

fore give the same form of drops of fluid, experiments of this kind are not capable of deciding wether

Poisson is correct in supposing that a rapid change of density takes place near the free surfaces of

fluids.”75 Sur la théorie de l’action moléculaire de Poisson et sur la controverse avec les autres con-

ceptions du 19e siècle, que le travail de Bashforth ne permet pas de trancher, nous renvoyons à nouveau au

livre de A. Dahan Dalmedico76.

75 “Les valeurs obtenues à partir de chaque mesure particulière varient considérablement — mais les résultats moyens pour
chaque poids de goutte sont satisfaisants et semblent confirmer les théories admises de l’Action Capillaire. Mais comme les
théories de Young, Laplace, Gauss et Poisson conduisent à la même équation différentielle, et par conséquent à la même forme
de gouttes de liquide, les expériences de ce type ne sont pas capables de décider si Poisson a raison de supposer qu’un chan-
gement rapide de densité se produit près des surfaces libres des liquides.”
76 Op. cit., pp. 265-273.
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4. D’autres méthodes multipas

4.1. La recherche des orbites périodiques : Darwin (1897)

En 1892, dans le premier tome des Méthodes nouvelles de la mécanique céleste77, Poincaré avait sou-

ligné l’importance de la recherche des orbites périodiques pour faire progresser l’étude du redoutable

problème des trois corps. Selon lui, toute solution doit pouvoir être approchée, d’aussi près que l’on veut,

par une solution périodique :

“(…) voici un fait que je n’ai pu démontrer rigoureusement, mais qui me paraît pourtant très

vraisemblable.

Étant données des équations de la forme définie dans le n°13 et une solution particulière quelconque

de ces équations, on peut toujours trouver une solution périodique (dont la période peut, il est vrai, être

très longue), telle que la différence entre les deux solutions soit aussi petite qu’on le veut, pendant un

temps aussi long qu’on le veut. D’ailleurs, ce qui nous rend ces solutions périodiques si précieuses, c’est

qu’elles sont, pour ainsi dire, la seule brèche par où nous puissions essayer de pénétrer dans une place

jusqu’ici réputée inabordable.”

Des solutions périodiques particulières avaient déjà été trouvées par Lagrange puis, dans le cadre de

ses recherches sur la théorie de la Lune, par Hill (cf. chap. III, 2.3.2). Poincaré lui-même78 avait distingué

trois sortes de solutions périodiques possibles. C’est à ce point que George Howard Darwin, astronome de

Cambridge, reprend l’étude de ce problème ayant mis en échec toutes les tentatives de résolution ana-

lytique. Dès le début d’un long mémoire79, Darwin explique que le recours à une intégration numérique

est sans doute la seule façon de progresser (p. 101) : “Notwithstanding the great interest attaching to

periodic orbits, no suggestion has, up to the present time, been made by any writer for a general method

of determining them. As far as I can see, the search resolves itself into the discussion of particular cases

by numerical processes, and such a search necessarily involves a prodigious amount of work.”80

4.1.1. Organisation et statut des recherches de Darwin

La démarche suivie par Darwin est simple dans son principe : dans chaque cas possible, construire

l’orbite point par point à partir d’une intégration numérique des équations différentielles, en essayant di-

verses valeurs initiales jusqu’à ce que, aux erreurs de calcul près, la solution approchée obtenue puisse

77 Op. cit., p. 81.
78 “Sur certaines solutions particulières du problème des trois corps”, Bulletin astronomique, t. 1, p. 65.
79 “Periodic orbits”, Acta mathematica, 21, 1897, pp. 99-242.
80 “En dépit du grand intérêt porté aux orbites périodiques, aucune suggestion n’a, jusqu’à présent, été faite par quelque au-
teur que ce soit en vue d’une méthode générale pour les déterminer. Pour autant que je puisse en juger, la recherche se réduit
à la discussion de cas particuliers par des procédés numériques, et une telle recherche implique nécessairement une quantité
prodigieuse de travail.”
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être considérée comme périodique. Darwin a consacré trois longues années à ces calculs, qualifiés de

“supplice de Tantale”, car sans cesse apparaissaient de nouveaux cas à traiter. Dans la suite du texte, on

peut relever des informations intéressantes sur la façon dont Darwin a géré son programme de recherche :

“In conducting extensive arithmetical operations, it would be natural to avail oneself of the skill of

professional computers. But unfortunately the trained computer, who is also a mathematician, is rare. I

have thus found myself compelled to forego the advantage of the rapidity and accuracy of the computer,

for the higher qualities of mathematical knowledge and judgment.

In my earlier work I received the greatest assistance from Mr J. W. F. Allnutt ; his early death has

deprived me of a friend and of an assistant, whose zeal and care were not to be easily surpassed. Since his

death Mr J. I. Craig (of Emmanuel College) and Mr M. J. Berry (of Trinity College) have rendered and

are rendering valuable help. I have besides done a great deal of computing myself. (About two thirds of

the expense of these computations have been met by grants from the Government Grant and Donation

Funds of the Royal Society.)

The reader will see that the figures have been admirably rendered by Mr Edwin Wilson of Cambridge,

and I only regret that it has not seemed expedient to give them on a large scale.”81

Tout cela n’est pas sans rappeler les circonstances des travaux de Bashforth : calculs étalés sur plu-

sieurs années, recours à des calculateurs auxiliaires, course aux subventions pour pouvoir rémunérer ces

collaborateurs. Nous apprenons au passage qu’il existait à cette époque des “calculateurs professionnels”

rapides et précis, mais que Darwin préférait s’entourer d’assistants ayant des compétences mathématiques

(sans doute de jeunes collègues, mathématiciens ou astronomes), plus lents, mais capables, sans doute, de

comprendre et de vérifier ce qu’ils faisaient.

Malgré ce labeur gigantesque, Darwin ne parvient à publier, en 1897, que des conclusions partielles.

Aussitôt, Poincaré rend compte de l’article dans le tome 3, paru en 1899, des Méthodes nouvelles de la

mécanique céleste82, en regrettant que ces résultats incomplets ne permettent pas de confirmer certaines

conjectures : “Sur ce point, je ne puis faire que des hypothèses et, pour pouvoir faire autre chose, il fau-

drait reprendre les quadratures mécaniques de M. Darwin.” On sent une certaine distance chez Poincaré :

dédain pour la méthode peu noble des quadratures mécaniques ou effroi devant la somme de calculs à

effectuer ? En tout cas, ce type de méthode n’est pas pour lui, dont le traité repose entièrement sur le déve-

loppement en séries des solutions des équations différentielles de la mécanique céleste. D’ailleurs, en bon

astronome qui se respecte, Darwin déplore le premier d’avoir dû abandonner les séries (p. 129-132) : “In

a few cases the quasi-cusps of orbits have been computed by means of series (…). The computation of an

orbit by series is however so tedious, that I have made a very little use of this method. I have also obtained

a less extended development for x, y in terms of powers of the arc of the orbit, but the formulae are so

cumbrous as to be of little service.”83

81 “Pour l’exécution d’opérations arithmétiques étendues, il serait naturel d’utiliser le savoir faire de calculateurs profes-
sionnels. Mais malheureusement le calculateur expérimenté, qui soit aussi un mathématicien, est rare. Je me suis donc trouvé
contraint de renoncer à l’avantage de la rapidité et de la précision du calculateur, au profit des qualités plus hautes de juge-
ment et de connaissances mathématiques. Dans mon travail antérieur, j’ai bénéficié de l’aide la plus grande de
Mr J. W. F. Allnutt ; son décès prématuré m’a privé d’un ami et d’un assistant, dont le zèle et le soin ne pouvaient être faci-
lement surpassés. Depuis sa mort, Mr J. I. Craig (de Emmanuel College) et Mr M. J. Berry (de Trinity College) m’ont apporté
et m’apportent une aide précieuse. J’ai du reste effectué une grande quantité de calcul moi-même. (Deux tiers environ du coût
de ces calculs ont été couverts par des subventions du Fonds Gouvernemental et du Fonds de Donation de la Royal Society.) Le
lecteur verra que les figures ont été admirablement rendues par Mr Edwin Wilson, de Cambridge, et je regrette seulement qu’il
n’ait pas paru opportun de les reproduire à une plus grande échelle.”
82 Op. cit., p. 352-361.
83 “Dans quelques cas, les points de rebroussement des orbites ont été calculés au moyen des séries (…). Le calcul d’une or-
bite par les séries est cependant si assommant, que j’ai fait peu d’usage de cette méthode. J’ai aussi obtenu un développement
moins poussé de x, y par rapport à l’arc de l’orbite, mais les formules sont trop lourdes pour être d’une quelconque utilité.”
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En 1912, alors qu’il présidait le cinquième Congrès international des mathématiciens, à Cambridge,

Darwin a cru bon de revenir sur la différence entre ses recherches personnelles et celles de Poincaré84 :

“My own work (…) cannot be said to involve any such skill at all, unless you describe as skill the pro-

cedure of a housebreaker who blows in a safe door with dynamite instead of picking the lock. It is thus by

brutal force that this tantalising problem has been compelled to give up a few of its secrets ; and, great as

has been the labour involved, I think it has been worth while. (…) To put at their lowest the claims of this

clumsy method, which may almost excite the derision of the pure mathematician, it has served to throw

light on the celebrated generalisations of Hill and Poincaré.

I appeal, then, for mercy to the applied mathematician, and would ask you to consider in a kindly

spirit the difficulties under which he labours. If our methods are often wanting in elegance and do but

little to satisfy that aesthetic sense of which I spoke before, yet they constitute honest attempts to unravel

the secrets of the universe in which we live.”85

Ce complexe dont semble souffrir le mathématicien appliqué, ce besoin permanent de justification au-

près de ses collègues mathématiciens purs, la faible considération apportée aux solutions mécaniques ne

sont pas sans rappeler les polémiques qui suivirent les calculs de Clairaut (cf. 2.1.6). Il serait néanmoins

hâtif de voir là le reflet fidèle d’une situation générale. Rappelons que nous avons aussi rencontré des

mathématiciens purs parmi les plus grands, tels Euler ou Gauss, qui accordaient le meilleur crédit aux re-

cherches appliquées et qui ne considéraient pas comme humiliant d’entreprendre eux-mêmes des calculs

numériques d’envergure.

Le cadre général du travail de Darwin étant ainsi fixé, passons à l’étude plus précise du système diffé-

rentiel en jeu et de la méthode d’intégration numérique utilisée. Nous n’envisageons certes pas d’épuiser

l’analyse de ce très long article ; en particulier, nous laisserons de côté les amples développements, dé-

duits des calculs, sur l’existence et la nature des orbites périodiques.

4.1.2. Le problème restreint des trois corps

Dans le problème restreint des trois corps, on s’intéresse au cas où deux des trois corps ont un mou-

vement circulaire et où le troisième est de masse nulle. Si l’on suppose de plus que le mouvement est plan,

le système différentiel se réduit au second ordre. Pour fixer les idées, sans qu’il s’agisse forcément d’étu-

dier une situation réelle, Darwin désigne par S (comme Soleil) le corps le plus massif, de masse ν, par J

(comme Jupiter) la planète qui tourne autour de lui, supposée de masse unité, et par P (comme planète, ou

satellite) le corps infinitésimal qui se meut dans le plan de l’orbite de J (fig. V.10). On prend pour unité de

longueur le rayon SJ. Le repère de référence a pour origine S, pour axe des abscisses SJ, et l’axe des

ordonnées est choisi dans le sens du mouvement orbital de Jupiter. On désigne par x, y les coordonnées

héliocentriques de P (de sorte que ses coordonnées jovicentriques soient x − 1, y), par r, θ ses coordonnées

polaires héliocentriques, par ρ, ψ  ses coordonnées polaires jovicentriques. Enfin, on note n la vitesse

angulaire orbitale de Jupiter.

84 Nous avons puisé cette citation dans l’article “Darwin, George Howard” du Dictionary of scientific biography.
85 “On ne peut pas dire du tout que mon propre travail (…) exige une telle habileté, à moins que vous appeliez habileté la
méthode d’un cambrioleur qui fait sauter une porte à la dynamite au lieu de crocheter la serrure. Ainsi c’est par la force bru-
tale que ce problème désespérant a été forcé de livrer quelques-uns de ses secrets ; et, aussi grand qu’ait été le travail
nécessaire, je pense que ça en valait la peine. (…) Pour ramener au plus bas les prétentions de cette méthode inélégante, qui
pourrait presque provoquer la risée du mathématicien pur, elle a servi à éclairer les célèbres généralisations de Hill et Poin-
caré. Je demande, donc, l’indulgence pour le mathématicien appliqué, et voudrais vous prier de considérer avec bienveillance
les difficultés qu’il rencontre dans son travail. Si nos méthodes manquent souvent d’élégance et sont loin de satisfaire ce sens
esthétique dont je parlais plus haut, elles constituent pourtant d’honnêtes tentatives pour débrouiller les secrets de l’univers
dans lequel nous vivons.”



354 Chapitre V

S J

P

x

y

r
ρ

θ ψ

ϕ

s

Fig. V.10. Le problème restreint des trois corps

De la même façon que Hill, Darwin obtient les équations du mouvement relatif du point P par rapport

au repère mobile sous la forme

d 2x
dt2 − 2n

dy
dt

= ∂Ω
∂x

d 2y
dt2 + 2n

dx
dt

= ∂Ω
∂y

,










où l’on a posé 2Ω = ν r2 + 2 r( ) + ρ2 + 2 ρ( ). On en déduit facilement l’intégrale de Jacobi, c’est-à-dire

l’intégrale des forces vives dans le mouvement relatif : V 2 = dx dt( )2 + dy dt( )2 = 2Ω − C , où V désigne

la vitesse de P par rapport aux axes mobiles, et C une constante.

Pour chaque point x, y de l’orbite relative de P, on note s l’abscisse curviligne, ϕ l’angle que fait la

normale extérieure avec l’axe des abscisses, R le rayon de courbure, et on désigne par x0 , y0 , s0 , ϕ0 , R0 les

valeurs que prennent toutes ces quantités à l’instant initial t0 . En choisissant l’abscisse curviligne pour

variable indépendante, Darwin parvient alors à mettre le système différentiel sous la forme

(1)     

ϕ = ϕ0 + ds
Rs0

s
⌠
⌡

x = x0 − sin ϕ ds
s0

s

∫
y = y0 + cosϕ ds

s0

s

∫
n(t − t0 ) = n

V
ds

s0

s
⌠
⌡

,

















compte tenu des relations

(2)     

1
R

= P
V 2 − 2n

V

P = ν
1
r2 − r



 cos(ϕ − θ ) + 1

ρ2 − ρ



 cos(ϕ − ψ )

V 2 = ν r2 + 2
r





 + ρ2 + 2

ρ




 − C.
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Les trois premières équations du système (1) permettent, par deux intégrations, de déterminer les coor-

données x et y, donc l’orbite relative de P. La quatrième équation, au moyen d’une intégration supplé-

mentaire, donne le temps et, par suite, l’orbite absolue de P. Le tracé point par point de l’orbite relative ne

fait ainsi intervenir que les trois premières équations. Si l’on remarque que les relations (2) permettent

d’exprimer la courbure R en fonction de l’angle ϕ et des coordonnées polaires r, θ, ρ, ψ, c’est-à-dire, en

fin de compte, en fonction de ϕ, x et y, il apparaît que le système à intégrer est du type

(3)     

dϕ
ds

= 1
R

= f (ϕ, x, y)

dx
ds

= − sin ϕ

dy
ds

= cosϕ.














4.1.3. La méthode d’intégration numérique de Darwin

Darwin présente d’abord, de façon indépendante, la formule de quadrature qui va être utilisée. Le

contexte est une fonction ux  de x, pour laquelle les valeurs  Kun−2 , un−1, un  sont connues, mais pas encore

les valeurs   un+1, un+2 ,K L’idée d’un calcul progressif par pas liés est ainsi suggérée d’entrée. La démons-

tration repose sur l’utilisation formelle des opérateurs E = ed dx  et ∆ = E − 1, définis par Eux = ux +1  et

∆ux = ux +1 − ux . Les notations et le raisonnement sont tout à fait analogues à ceux de Laplace. On aboutit

à la formule descendante de Newton, puis à la formule de quadrature

  
ux dx

n

n+1

∫ = un+1 − 1
2 ∆un − 1

12 ∆2un−1 − 1
24 ∆3un−2 − 19

720 ∆4un−3 − L .

Darwin parvient ainsi à la même formule implicite qu’Adams, sans toutefois évoquer, quant à lui, la

possibilité d’une formule explicite. Pour ce qui est du démarrage, le procédé retenu est par contre très dif-

férent : “When the successive values of u depend on their precursors, it is necessary at the first stage to

take ∆x small, because in the first integration it is only possible to take the first difference into account.

At the second stage the second difference may be included and at the third the third difference.”86 Il n’y a

donc pas, comme chez Adams, de procédure spécifique (méthode du développement de Taylor ou des

coefficients indéterminés) pour le calcul des premiers termes. Darwin applique dès le début la méthode

multipas, en se contentant d’exploiter les différences disponibles : à l’ordre un pour le premier pas, à

l’ordre deux pour le second pas, et ainsi de suite jusqu’à ce qu’on atteigne l’ordre souhaité et que le pro-

cédé puisse être stabilisé. Pour contrebalancer le risque que les premières valeurs soient trop peu précises,

on prend au début un pas très petit, que l’on pourra augmenter par la suite. Darwin redonne les techniques

classiques, déjà présentes chez Adams, pour reconstruire la table des différences d’une fonction lorsqu’on

multiplie (ou divise) le pas par deux. La modification du pas est également utile au voisinage des points de

rebroussement (“sharp bends or quasi-cusps”) qui apparaissent sur certaines orbites. Pour en revenir au

démarrage, Darwin note l’avantage de se ramener à l’intégration d’une fonction paire ou impaire. En effet,

à la première étape, on disposera de u0  et de u1 = u−1 (ou de u1 = − u−1) et on pourra, dès le premier calcul,

faire intervenir les différences secondes. Cette idée sera exploitée pour le tracé des orbites, en supposant

l’orbite symétrique par rapport à l’axe des abscisses et en prenant comme point de départ un point en

lequel l’orbite coupe cet axe à angle droit.

86 “Lorsque les valeurs successives de u dépendent des précédentes, il est nécessaire, à la première étape, de prendre ∆x  petit,
car, dans la première intégration, il est seulement possible de prendre en compte la première différence. A la deuxième étape,
la seconde différence peut être introduite et, à la troisième, la troisième différence.”
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Voyons comment la méthode, qui vient d’être exposée dans le cas d’une seule équation, est appliquée

au système (3). Malgré un texte beaucoup moins précis, à ce sujet, que celui d’Adams, on peut néanmoins

reconstituer les grandes étapes du calcul. Supposons que les valeurs de x, y, ϕ et R aient été calculées jus-

qu’à l’indice n et reportées, ainsi que leurs différences, dans quatre tables. On conjecture une valeur de

1 Rn+1  (rien n’est dit sur la façon de faire cette conjecture, mais on peut supposer que, comme chez

Adams, elle se fait au vu des différences déjà calculées). Au moyen de la formule d’intégration, arrêtée

aux différences troisièmes, on calcule ϕn+1  avec la première équation du système (3), puis xn+1 et yn+1 avec

les deux autres équations. Avec ces valeurs provisoires de ϕn+1, xn+1, yn+1, on calcule une nouvelle valeur

de 1 Rn+1 , et on recommence l’ensemble du calcul jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de variation dans la valeur

de 1 Rn+1 . On peut ensuite compléter les tables avec les valeurs définitives et passer au pas suivant. À la

différence d’Adams, qui résolvait par la méthode de Newton les équations issues de la formule implicite

de quadrature, Darwin applique une technique ordinaire d’approximations successives. Il laisse entendre

que la convergence est très rapide et qu’il suffit, le plus souvent, d’une seule itération. On peut voir un

avantage dans cette façon de procéder : dans la méthode d’Adams, le calculateur doit mettre en œuvre, en

alternance, deux algorithmes de calcul très différents (un pour le calcul des valeurs provisoires, un pour

leur correction) tandis que, dans la méthode de Darwin, il n’y a qu’une seule procédure à appliquer, deux

ou plusieurs fois à chaque étape, jusqu’à stabilisation ; dans ce dernier cas, le calcul est beaucoup plus

répétitif, et demande sans doute moins de concentration.

La partie la plus fastidieuse de l’algorithme est, de loin, le calcul de la courbure, c’est-à-dire de la

fonction que nous avons appelée f. Pour cette partie, Darwin a mis au point un schéma de calcul très

détaillé (fig. V.11), adapté à l’utilisation des tables de logarithmes, qui fournit un exemple très repré-

sentatif des calculs auxiliaires nécessaires au remplissage des tables de différences finies (L désigne le

logarithme, C le cologarithme ; les accolades indiquent les additions à effectuer).

Schedule for computation of curvature
s

ϕ
x

x − 1
y

L y
C x{

L tan θ
θ

ϕ − θ
L secθ
L x{

L r
r

L y
C(x − 1){
L tan ψ

ψ
ϕ − ψ
L sec ψ
L (x − 1){

L ρ
ρ

L
1

r2
− r





L ν cos(ϕ − θ )

CV 2









L a

L
1

ρ2
− ρ







L cos(ϕ − θ )

CV 2










L b

a
b

ν r2 + 2
r( )

ρ2 + 2
ρ






V 2 + C

V 2

CV
L 2n{

L 2n
V

− 2n
V

a + b





1
R

Fig. V.11. Un schéma de calcul de Darwin (1897)
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Pensons à nouveau à la totalité de la procédure qui conduit au tracé point par point d’une orbite :

comment savoir si un calcul aussi complexe fournit des résultats fiables ? Darwin n’envisage ni une

preuve de la convergence vers la solution lorsque le pas de subdivision tend vers zéro, ni une évaluation

de l’erreur de méthode, ni une estimation de l’erreur d’arrondi (qui pourrait être importante, vu le très

grand nombre d’opérations élémentaires à effectuer). Il se contente de tester sa méthode par le tracé pré-

liminaire d’une orbite elliptique connue, à partir de sa courbure. La précision constatée est, dit-il,

“surprenante”. Nous sommes bien là face à des mathématiques empiriques : la “preuve” d’un algorithme

réside dans sa capacité à fonctionner correctement dans des cas particuliers connus. C’est encouragé par le

résultat de ce test que Darwin se lance avec confiance dans le calcul numérique fastidieux de nombreuses

orbites périodiques.

Fig. V.12. Quelques orbites périodiques tracées par Darwin

4.1.4. Comparaison entre les méthodes d’Adams et de Darwin

Comme celui d’Adams, le travail de Darwin est un très beau travail d’analyse numérique. La question

qui se pose à l’historien est bien sûr de savoir si Darwin a eu connaissance des recherches de son prédé-

cesseur, ou s’il en a redécouvert les résultats de façon indépendante.

Quelques éléments sommaires de la biographie87 des deux hommes montrent qu’ils se connaissaient

certainement. Adams (1819-1892) est devenu président de la Royal Astronomical Society en 1853, puis

87 Il est amusant de constater que Adams et Darwin font l’objet d’une notice détaillée dans l’Encyclopædia Britannica, où ils
sont considérés comme des astronomes importants, alors que tous deux sont ignorés de l’Encyclopædia Universalis. La rivalité
entre l’école anglaise et l’école continentale serait-elle toujours vivace ?
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professeur d’astronomie et de géométrie à Cambridge en 1859 et, à partir de la même année, directeur de

l’observatoire de Cambridge. Darwin (1845-1912), son cadet de 26 ans, a suivi une carrière voisine : pro-

fesseur d’astronomie et de philosophie expérimentale à Cambridge en 1883, président de la R. A. S.

en 1899. Lorsque Darwin devient un astronome confirmé, Adams est sans doute en train de prendre sa

retraite. C’est le moment où Bashforth publie ses travaux : il est possible que Darwin ait alors discuté avec

son illustre prédécesseur de cette “nouvelle” méthode d’intégration imaginée trente ans auparavant.

Pourtant, Darwin ne cite pas Adams dans son article, alors qu’il cite de nombreux auteurs, y compris

sur des points de détail, pour la partie proprement astronomique de son travail. Il donne vraiment l’im-

pression d’avoir le souci de rendre à chacun ce qui lui est dû, aussi est-on porté à le croire lorsqu’il

présente sa méthode d’intégration comme une méthode personnelle. De fait, il y a de nombreuses diffé-

rences avec l’exposé d’Adams. Darwin obtient la formule de quadrature à la manière de Laplace, de façon

très formelle. Par rapport à la preuve élémentaire d’Adams, cette démonstration a l’avantage de mettre en

évidence que les coefficients de la formule implicite sont ceux du développement en série entière de

− x log(1 − x) , d’où un moyen simple de les calculer. Par contre, Darwin ne présente pas de formule

explicite. C’est surprenant, car son souci n’est pas d’obtenir une extrême précision : “My object has been

throughout to cover a wide field with adequate accuracy rather than a far smaller one with scrupulous

exactness, for economy of labour is of the greatest importance in so heavy a piece of work.”88 Les choix

techniques faits, presque systématiquement différents de ceux d’Adams, sont effectivement cohérents

avec ce moindre souci de précision : démarrage direct plutôt que par les séries, arrêt aux différences troi-

sièmes plutôt que quatrièmes, méthode itérative ordinaire, de convergence géométrique, plutôt que mé-

thode de Newton, de convergence rapide. Ne cherchant pas à obtenir autant de chiffres significatifs exacts

qu’Adams, Darwin aurait pu se contenter de la méthode explicite, ce qui aurait à peu près divisé le volume

de calcul par deux (à chaque pas, il n’y aurait pas eu d’itération à effectuer pour corriger les valeurs

provisoires). Dans ces conditions, on peut émettre l’hypothèse que, s’il n’a pas adopté la méthode ex-

plicite, c’est qu’il n’y a pas pensé, et donc qu’il n’avait pas lu auparavant le traité de Bashforth.

On pourrait objecter que la construction, pour une équation du second ordre, d’une courbe solution à

partir de son rayon de courbure est identique chez Darwin et chez Adams. On ne peut rien en déduire de

plus car c’est une méthode ancienne, déjà classique dans la seconde moitié du 19e siècle89. Darwin

signale, d’ailleurs, qu’il s’est inspiré pour cela des travaux de Kelvin : “This method is the numerical

counterpart of the graphical process described by Lord Kelvin in his Popular Lectures, but it is very much

more accurate.”90 À nouveau, il n’y a rien qui puisse permettre de rattacher Darwin à Adams.

De manière plus vague, on a l’impression que Darwin n’est pas autant conscient qu’Adams de la nou-

veauté de la méthode utilisée. Adams faisait un long exposé théorique, détaillant avec soin ce qui diffé-

rencie un calcul ordinaire de quadrature de l’intégration d’une équation différentielle générale. Darwin

expose sa méthode de quadrature pour une simple fonction, sans dire un mot du passage à une équation

différentielle, bien qu’il réalise, de fait, ce passage lors de la mise en œuvre pratique. Ceci, de même que

l’utilisation d’une méthode itérative simple à chaque pas, semble indiquer qu’il se situe dans la lignée des

anciennes quadratures mécaniques, sans être convaincu, comme Adams, d’une rupture.

88 “Mon but a été partout de couvrir un large domaine avec une précision adaptée, plutôt qu’un domaine beaucoup plus
restreint avec une exactitude scrupuleuse, car l’économie de travail est de la plus grande importance dans une tâche aussi
lourde.”
89 Voir le chapitre VI, où sont traitées les méthodes graphiques.
90 “Cette méthode est l’équivalent numérique du procédé graphique décrit par Lord Kelvin dans ses Popular Lectures, mais
elle est beaucoup plus précise.”
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En fin de compte, il est difficile de savoir si Darwin s’est inspiré des recherches d’Adams. Au vu de ce

qui précède, il est possible de penser que non. Dans la seconde moitié du 19e siècle, et cela depuis

Newton, il y avait chez les astronomes anglais une sorte de culture commune de haut niveau autour de

l’interpolation, du calcul des différences finies, des quadratures numériques. Il n’est pas impossible que

deux de ces astronomes, face à des équations différentielles du même type, attaquant le problème par la

même méthode des rayons de courbure, aient eu séparément la même idée.

4.2. L’amélioration des tables numériques : Sheppard (1899)

En 1899, deux ans à peine après la publication de l’énorme travail de Darwin, on retrouve une mé-

thode multipas dans un article de W. F. Sheppard91. Il s’agit cette fois d’une recherche purement tech-

nique, ayant pour objet la construction et l’amélioration des tables numériques des fonctions qui sont

définies par une équation différentielle.

4.2.1. La construction des tables numériques

Soit u ≡ f (x) une fonction satisfaisant à l’équation différentielle du dx = v ≡ φ(x, u)  et à la condition

initiale u0 = f (x0 ). On note h le pas choisi pour la construction de la table et on pose u±n = f (x0 ± nh).

Sheppard écrit la formule de Taylor pour u :

(1)     
  
u1 = f (x0 + h) = u0 + h ′f (x0 ) + h2

2!
′′f (x0 ) + h3

3!
′′′f (x0 ) + L,

et développe de même les différences finies régressives de v :

(2)     

  

hv0 = h ′f (x0 )

∆hv−1 = h2 ′′f (x0 ) − 1
2 h3 ′′′f (x0 ) + 1

6 h4 f iv (x0 ) − L

∆2hv−2 = h3 ′′′f (x0 ) − h4 f iv (x0 ) + L

∆3hv−3 = h4 f iv (x0 ) − L

M















Par élimination des dérivées entre (1) et (2), il retrouve la première formule d’Adams

(3)     
  
u1 = u0 + hv0 + 1

2 ∆hv−1 + 5
12 ∆2hv−2 + 3

8 ∆3hv−3 + 251
720 ∆4hv−4 + 95

288 ∆5hv−5 + L,

en affirmant, sans démonstration, que les coefficients de la série (3) sont ceux du développement en série

entière de − θ (1 − θ ) log(1 − θ )[ ]. Ainsi, il met en évidence un moyen simple de construire une table des

valeurs de la fonction u, dès lors que les premières valeurs sont connues. Dans la pratique, on s’arrête aux

différences quatrièmes. La précision est évaluée empiriquement par un test sur une fonction déjà connue :

on constate que, pour la fonction tangente, la méthode fournit des valeurs correctes à la précision 10–7.

Tout comme celui de Darwin, le texte de Sheppard semble indépendant de celui d’Adams. Tandis que

Darwin ne trouvait que la formule implicite, seule apparaît, cette fois, la formule explicite. Par ailleurs, la

démonstration est présentée d’une troisième façon, qui diffère autant de l’intégration terme à terme

d’Adams que des séries génératrices de Darwin (sans qu’on puisse en déduire quoi que ce soit, la preuve

d’Adams fait penser à Newton, celle de Darwin à Laplace ou à Gauss et celle de Sheppard à Bond !).

91 “A method for extending the accuracy of certain mathematical tables”, Proceedings of the London Mathematical Society,
vol. 31, 1899, pp. 423-448.
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Contrairement à ses prédécesseurs, Sheppard ne parle pas de “formule de quadrature” ou “d’intégration”,

mais de “formule de dérivation”. Il raisonne en sens inverse : son objectif est d’exprimer la fonction à

calculer à partir de ses dérivées, données par l’équation différentielle, et, pour faciliter le calcul, de rem-

placer les dérivées par les différences finies. Enfin, il affirme que sa découverte est issue d’une réflexion

sur certaines méthodes traditionnelles de construction des tables des fonctions usuelles, qui exploitent les

équations fonctionnelles (en particulier différentielles) vérifiées par ces fonctions pour exprimer chaque

valeur de la table à partir d’une ou plusieurs des valeurs précédentes. On est loin de l’intégration numé-

rique des équations du second ordre de la physique mathématique ou de la mécanique céleste. Indénia-

blement, tout porte à penser que, dans un contexte général favorable à son émergence, la méthode mul-

tipas fut inventée une troisième fois de façon autonome92.

4.2.2. L’amélioration des tables numériques

Dans la suite du mémoire, Sheppard va pousser son idée plus avant de façon surprenante. Il fait entrer

en jeu une seconde “formule de dérivation” :

  

(4) u1 = u0 + hv0 + 1
2 ∆hv0 − 1

12 ∆2hv−1 − 1
24 ∆3hv−1 + 11

720 ∆4hv−2 + 11
1440 ∆5hv−2 + L

= u0 + 1
2 (hv0 + hv1) − 1

24 (∆2hv−1 + ∆2hv0 ) + 11
1440 (∆4hv−2 + ∆4hv−1) − L ,

dans laquelle nous reconnaissons la formule de quadrature issue de la série d’interpolation progressive de

Newton-Gauss. Cette série a l’avantage de converger plus rapidement que la précédente, mais a l’inconvé-

nient de faire intervenir les valeurs qu’on ne connaît pas encore. Elle ne peut donc pas servir directement à

tabuler une fonction définie par une équation différentielle. Sheppard lui trouve toutefois une utilisation

intéressante. Imaginons qu’on dispose, par exemple, d’une table à sept décimales de la fonction u, avec,

pour fixer les idées, un pas de tabulation h = 0,01. Les valeurs de u, connues avec sept décimales, per-

mettent de calculer les valeurs de v avec sept décimales, donc les valeurs de hv avec neuf décimales. La

formule (4) permet alors de construire une nouvelle table de u avec neuf décimales. On peut recommencer

pour obtenir une table de u à onze décimales, et ainsi de suite, à l’infini ! L’efficacité de ce procédé mira-

culeux, qui semble engendrer de l’information, est cependant tempérée par quelques remarques empi-

riques au sujet de la précision réelle qu’on peut en attendre. Des vérifications périodiques semblent indis-

pensables pour que l’erreur “probable” reste dans des limites acceptables.

L’essentiel de l’article est consacré au développement de cette idée originale, à des extensions à

d’autres types d’équations différentielles, à des tests expérimentaux sur des fonctions connues. Nous pas-

serons sur ces compléments, qui n’ajouteraient rien à notre propos. Signalons simplement que c’est au

cours de cette étude que Sheppard a introduit les opérateurs δ et µ, définis par les relations

δ f (x) = f x + 1
2 h( ) − f x − 1

2 h( ), µ f (x) = 1
2 f x + 1

2 h( ) + f x − 1
2 h( ){ },

et les notations associées, encore en usage aujourd’hui, qui permettent de noter de façon compacte les

formules d’interpolation utilisant les différences centrales93.

92 Lorsque, dans un article assez connu des numériciens, L. F. Richardson cherche à créer des méthodes de différences finies
pour les équations aux dérivées partielles, il déclare s’inspirer de Sheppard, en ignorant complètement les travaux d’Adams et
de Darwin : “The approximate arithmetical solution by finite differences of physical problems involving differential equations,
with an application to the stresses in a masonry dam”, Philosophical transactions of the Royal Society of London, vol. 210,
1910, pp. 307-357.
93 Sheppard a écrit un article sur les formules de différences centrales, qui se trouve après celui sur les tables numériques :
“Central-Difference Formulae”, Proceedings of the London Mathematical Society, vol. 31, 1899, pp. 449-488.
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4.3. Les aurores boréales : Størmer (1907)

À partir de 1904, dans le but d’expliquer le phénomène des aurores boréales, le physicien norvégien

Carl Størmer s’intéresse aux trajectoires des corpuscules électrisés dans l’espace sous l’action du magné-

tisme terrestre. Après quelques publications préliminaires94, il fait paraître en 1907, sous forme de feuil-

leton, un mémoire de synthèse fort conséquent (139 pages) rassemblant les résultats de ses recherches95.

On y trouve une méthode d’intégration numérique particulièrement intéressante.

4.3.1. Les équations différentielles des trajectoires

Diverses recherches avaient déjà été conduites, à la fin du 19e siècle, pour tenter d’expliquer le phé-

nomène des aurores boréales. À la suite de deux expéditions norvégiennes, en 1899-1900 et 1902-1903,

Birkeland formula l’hypothèse que l’aurore boréale serait due à une phosphorescence de l’air causée par

l’absorption, au pôle magnétique terrestre, de rayons cathodiques émis par les taches du Soleil. Birkeland

simula le phénomène avec succès en exposant un petit globe magnétique, censé représenter la Terre, à des

radiations cathodiques dans l’air raréfié. Lorsque l’électroaimant est inactif, on observe une phospho-

rescence régulière de l’hémisphère tourné vers la cathode ; au contraire, dès que l’électroaimant est mis en

activité, les rayons se concentrent sur deux bandes entourant les pôles magnétiques, qui rappellent préci-

sément les ceintures de fréquence maximum des aurores boréales.

Størmer se propose alors d’expliquer par l’analyse mathématique les expériences de Birkeland. Pour

cela, il faudrait trouver, de manière théorique, les trajectoires des corpuscules électriques venant de

l’espace cosmique et déviés sous l’action du champ magnétique terrestre. Cette façon d’aborder le pro-

blème n’est pas surprenante si l’on sait que Størmer, avant de se consacrer aux sciences physiques, a

commencé sa carrière scientifique par des travaux de mathématiques pures. En première approximation, il

suppose que le champ magnétique terrestre peut être assimilé à celui d’un aimant élémentaire placé au

centre de la Terre et dont l’axe coïncide avec l’axe magnétique de celle-ci. Rappelant que Poincaré avait

complètement résolu, de façon analytique, le cas plus simple du champ d’un seul pôle magnétique,

Størmer précise la nature de sa démarche (p. 15) : “Le problème fondamental indiqué plus haut est beau-

coup plus difficile à résoudre. Quoique l’intégration complète des équations différentielles des trajec-

toires n’ait pas réussi, on verra cependant dans ce qui suit une série de résultats obtenus soit par la

théorie, soit par les puissantes méthodes d’intégration numérique, méthodes qui ont déjà rendu de si

grands services à l’astronomie et à la physique mathématique.”

Dans la première partie du mémoire, Størmer rappelle comment on obtient les équations différentielles

des trajectoires. Nous passerons vite sur cette mise en équations, en nous contentant de résumer les résul-

tats utiles à notre propos. Soient x, y, z les coordonnées d’un point de la trajectoire dans un système de

coordonnées cartésiennes arbitraires, X, Y, Z les projections de la force magnétique sur les axes de coor-

données, H0  la valeur de la force magnétique en un point où la trajectoire lui est normale et ρ0  la valeur

correspondante du rayon de courbure. Le produit H0 ρ0 , caractéristique de la nature du corpuscule, peut

être déterminé par l’expérience. On choisit pour variable indépendante l’arc s de la trajectoire, compté

positif dans la direction du mouvement. Avec ces notations, les équations de la trajectoire sont

94 “Sur le mouvement d’un point matériel portant une charge d’électricité sous l’action d’un aimant élémentaire”, Videnskabs
Selskabets Skrifter, Christiania, 1904 ; Notes dans les Comptes rendus, t. 142, p. 1580 et t. 143, p. 140, p. 408 et p. 460 ; “On
the trajectories of electric corpuscules in space under the influence of terrestrial magnetism, applied to the aurora borealis and
to magnetic disturbances”, Archiv for Mathematik og Naturvidenskab, t. 28, Christiania, 1906.
95 “Sur les trajectoires des corpuscules électrisés dans l’espace sous l’action du magnétisme terrestre avec application aux
aurores boréales”, Archives des sciences physiques et naturelles, Genève, t. 24, juillet 1907, pp. 1-18 ; août 1907, pp. 113-158 ;
septembre 1907, pp. 221-247 ; octobre 1907, pp. 317-364.
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± H0 ρ0

d 2x
ds2 = Y

dz
ds

− Z
dy
ds

± H0 ρ0

d 2y
ds2 = Z

dx
ds

− X
dz
ds

± H0 ρ0

d 2z
ds2 = X

dy
ds

− Y
dx
ds















     (I),

avec un signe + ou – , selon que la charge du corpuscule est positive ou négative.

Dans le cas où le champ magnétique est dû à un aimant élémentaire de moment M, situé à l’origine,

avec son axe le long de l’axe des z et le pôle sud vers les z positifs, X, Y et Z sont les dérivées partielles de

M z r3 , où r2 = x2 + y2 + z2 . La constante c = M (H0 ρ0 )  détermine la dimension des trajectoires : il

suffit d’étudier celles-ci dans le cas où c = 1, les autres cas s’en déduisant par une homothétie de centre

l’origine et de rapport c. On peut enfin se limiter aux trajectoires des corpuscules négatifs, si l’on observe

que le changement de signe correspond à une réflexion par rapport au plan des yz. Compte tenu de ces

réductions, le système (I) prend la forme

d 2x
ds2 = 1

r5 3yz
dz
ds

− (3z2 − r2 )
dy
ds







d 2y
ds2 = 1

r5 (3z2 − r2 )
dx
ds

− 3xz
dz
ds







d 2z
ds2 = 1

r5 3xz
dy
ds

− 3yz
dx
ds





















     (III).

La symétrie par rapport à l’axe des z incite à introduire les coordonnées semi-polaires R et ϕ (définies

par x = R cosϕ  et y = Rsin ϕ ). Dans le nouveau système de repérage, Størmer réussit à intégrer l’une des

équations, qui devient

R2 dϕ
ds

= 2γ + R2

r3      (IV),

où γ est une constante d’intégration. Pour le reste du système (III), on obtient

d 2R
ds2 = 2γ

R
+ R

r3






2γ
R2 + 3R2

r5 − 1
r3







d 2z
ds2 = 2γ

R
+ R

r3






3Rz
r5

dR
ds







2

+ dz
ds







2

= 1 − 2γ
R

+ R
r3







2















     (VI).

En introduisant la fonction Q = 1 − 2γ
R

+ R
(R2 + z2 )3 2







2

, Størmer parvient à mettre le système (VI)

sous la “forme élégante”

d 2R
ds2 = 1

2
∂Q
∂ R

,
d 2z
ds2 = 1

2
∂Q
∂ z

dR
ds







2

+ dz
ds







2

= Q










     (VII).

Cette forme “hamiltonienne” permet des analogies mécaniques intéressantes. Grâce à l’intégrale première,

qui joue le rôle d’une intégrale de la force vive, le système (VII) ramène la détermination de R et z à la
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résolution d’une équation différentielle du second ordre et à une quadrature. L’équation (IV) permet

ensuite de trouver ϕ par une nouvelle quadrature. Finalement, une intégration exacte éventuelle du sys-

tème (III), qui détermine les trajectoires, exigerait l’intégration d’une équation différentielle du second

ordre et deux quadratures. Tout au long de cette étude théorique préliminaire, Størmer fait preuve d’une

connaissance approfondie de la théorie des équations différentielles. Pourtant, malgré ses efforts, il ne

parvient pas à intégrer l’équation du second ordre sur laquelle tout repose, et se trouve contraint de re-

courir à une intégration numérique directe du système (III). Il est intéressant de noter que, formellement,

le problème des aurores boréales est de même nature que ceux de la mécanique céleste. D’ailleurs, Stør-

mer s’est trouvé confronté, dans ses premiers essais de développement en séries, aux mêmes difficultés

pratiques que dans le problème des trois corps (p. 149) : “Il me semble vraisemblable que [ces] séries (…)

ont le caractère de séries divergentes asymptotiques.” Mis à part quelques cas particuliers, l’intégration

numérique directe était bien le seul recours pour construire les trajectoires.

4.3.2. Une nouvelle méthode d’intégration numérique

Le chapitre III du mémoire est plus particulièrement consacré à l’intégration numérique des équations

des trajectoires. Voici son introduction (p. 221) :

“Comme je l’ai déjà fait remarquer dans mon mémoire de 1904, il n’est nullement indispensable pour

les applications physiques d’intégrer complètement les équations différentielles (III). En effet, il existe

déjà des méthodes puissantes à l’aide desquelles on peut calculer numériquement une courbe intégrale

quelconque avec autant d’approximation qu’on veut, seulement il faut avoir assez de temps et de patience,

car les calculs sont d’une extrême longueur :

Ce sont les méthodes d’intégration numérique, méthodes souvent employées dans l’astronomie pour

calculer les perturbations et qui devraient être employées par les physiciens mathématiques beaucoup

plus qu’elles ne l’ont été jusqu’ici.

Pendant plus de trois ans, j’ai entrepris de pareils calculs, aidé par une série d’étudiants en mathé-

matiques. Nous avons d’abord suivi la méthode proposée par H. G. Darwin dans ses calculs des mouve-

ments «des trois corps» ; cependant pour notre but, cette méthode n’était pas assez pratique et j’ai sim-

plifié ensuite considérablement le calcul en introduisant des procédés analogues à ceux employés dans la

théorie des perturbations.”

Størmer est très clair quant à ses sources : il a eu connaissance du travail de Darwin et, sans doute à

partir de là, s’est penché avec soin sur les méthodes de quadrature mécanique des astronomes. Par contre,

il ne cite pas le traité de Bashforth et Adams, nouvelle preuve que ce traité a eu une audience quasi nulle

dans les années qui suivirent sa parution. Il semble d’ailleurs assez naturel qu’un mémoire comme celui de

Darwin, publié dans une revue relativement connue comme les Acta Mathematica, soit tombé plus facile-

ment sous les yeux d’un chercheur qu’un traité publié isolément. Størmer a donc essayé, dans un premier

temps, les méthodes connues de ses prédécesseurs, avant d’être contraint, de par la nature de son pro-

blème, d’en imaginer une plus “pratique”.

Pour y voir clair, décrivons d’abord les grandes étapes du calcul. Pour commencer, on intègre numéri-

quement le système (VI) en appliquant la nouvelle méthode, ce qui conduit à la connaissance des fonc-

tions R et z sous forme de tables. On calcule ensuite une table de la fonction ϕ, à partir de l’équation (IV),

par quadrature numérique selon la formule de Simpson. On peut enfin dresser des tables de valeurs des

coordonnées (x = R cosϕ, y = Rsin ϕ, z) , et construire point par point une trajectoire approchée.
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Examinons de plus près la première étape du processus, la seule qui nous intéresse ici. Un point de

départ (s0 , R0, z0 ) étant donné, on considère une série de valeurs équidistantes de s :

  sλ = s0 + λ ∆s (λ = K n − 2, n − 1, n, n + 1, n + 2,K)

et on pose Rλ = R(sλ ) , zλ = z(sλ ) , ρλ = ′′R (sλ ).(∆s)2  et ζλ = ′′z (sλ ).(∆s)2. L’objectif est de construire

des tables des Rλ  et des zλ . Supposons qu’on connaisse déjà les deux tableaux ci-dessous et qu’on veuille

calculer les valeurs suivantes Rn+1 et zn+1.

  

M M M M M M M M M
sn−3 Rn−3 ∆2Rn−4 ρn−3 ∆2ρn−4 ∆4ρn−5

∆Rn−3 ∆ρn−3 ∆3ρn−4

sn−2 Rn−2 ∆2Rn−3 ρn−2 ∆2ρn−3

∆Rn−2 ∆ρn−2

sn−1 Rn−1 ∆2Rn−2 ρn−1

∆Rn−1

sn Rn

  

M M M M M M M M M
sn−3 zn−3 ∆2zn−4 ζn−3 ∆2ζn−4 ∆4ζn−5

∆zn−3 ∆ζn−3 ∆3ζn−4

sn−2 zn−2 ∆2zn−3 ζn−2 ∆2ζn−3

∆zn−2 ∆ζn−2

sn−1 zn−1 ∆2zn−2 ζn−1

∆zn−1

sn zn

On calcule d’abord ρn  et ζn  à l’aide des équations différentielles. Celles-ci expriment en effet ′′R (sn )  et

′′z (sn )  en fonction de Rn  et zn, qui sont connus. Par des soustractions, on complète ensuite les tables de

différences de ρ et ζ, en y inscrivant les valeurs de ∆ρn−1, ∆2ρn−2 , ∆3ρn−3, ∆4ρn−4 , ∆ζn−1, ∆2ζn−2 , ∆3ζn−3 ,

∆4ζn−4 . Le problème est alors de trouver Rn+1 et zn+1 par une formule de quadrature double adaptée. Dans

ce but, Størmer développe la différence seconde

∆2Rn−1 = Rn+1 − 2Rn + Rn−1 = R(sn + ∆s) + R(sn − ∆s) − 2R(sn )

d’après la formule de Taylor, puis exprime les dérivées en fonction des différences finies pour aboutir à

  
∆2Rn−1 = ρn + 1

12 ∆2ρn−1 − 1
240 ∆4ρn−2 + L.

Cette série ne convient pas car elle fait intervenir des différences qui ne sont pas encore dans le tableau.

Pour se ramener à des différences connues, on observe que

∆2ρn−1 = ∆2ρn−2 + ∆3ρn−2 = ∆2ρn−2 + ∆3ρn−3 + ∆4ρn−3 ,

d’où le nouveau développement

  
∆2Rn−1 = ρn + 1

12 ∆2ρn−2 + ∆3ρn−3 + ∆4ρn−3[ ] − 1
240 ∆4ρn−2 + L.

Si l’on néglige les différences cinquièmes, ce qui revient à considérer que les différences quatrièmes sont

constantes, on peut écrire ∆4ρn−2 = ∆4ρn−3 = ∆4ρn−4  et obtenir une formule de quadrature approchée ne

faisant enfin intervenir que des différences connues :

∆2Rn−1 = ρn + 1
12 ∆2ρn−2 + ∆3ρn−3 + ∆4ρn−4 − 1

20 ∆4ρn−4[ ].
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L’expression est laissée sous cette forme, mieux adaptée au calcul à la main que la forme réduite

∆2Rn−1 = ρn + 1
12 ∆2ρn−2 + 1

12 ∆3ρn−3 + 19
240 ∆4ρn−4 .

Ainsi, par un bricolage peu élégant mais efficace, Størmer trouve — probablement sans en être cons-

cient — les premiers termes d’une des formules de quadrature double associées à la série de Gregory-

Newton . À partir de là, il est possible de calculer successivement ∆2Rn−1, ∆Rn et Rn+1, puis, de façon

analogue, ∆2zn−1, ∆zn et zn+1.

Reste à expliquer comment déterminer les premières valeurs. Malgré un texte assez confus sur ce

point, il nous semble, après reconstitution des calculs, que ce que fait Størmer revient à utiliser le schéma

d’approximations successives suivant :

R1 = R0 + ′R0 ∆s + 1
2 ρ0 + 1

6 ∆ρ0 − 1
24 ∆2ρ0 + 1

45 ∆3ρ0 − 7
180 ∆4ρ0( )

R2 = 2R1 − R0 + ρ1 + 1
12 ∆2ρ0 − 1

240 ∆4ρ0( )
R3 = 2R2 − R1+ ρ2 + 1

12 ∆2ρ1 − 1
240 ∆4ρ0( )

R4 = 2R3 − R2 + ρ3 + 1
12 ∆2ρ1 + 1

12 ∆3ρ0 + 19
240 ∆4ρ0( ).














Ce schéma est obtenu en développant R1, ∆2R0, ∆2R1, ∆2R2  selon la formule de Taylor à l’ordre 6, en

remplaçant les dérivées par leurs expressions en fonction des différences finies, et en négligeant les diffé-

rences cinquièmes de ρ. Les développements obtenus pour les quatre premières valeurs de R (et, de façon

analogue, pour celles de z) sont exacts jusqu’aux termes du cinquième ordre. Pour la première boucle, on

ne tient pas compte des différences (que nous avons mises entre parenthèses) et, à partir des valeurs ini-

tiales R0, ′R0, z0 , ′z0 , on calcule de proche en proche des valeurs de ρi , ζ i , Ri , zi  pour i = 1, 2, 3, 4. On

recommence alors le calcul en tenant compte des différences, et ce plusieurs fois jusqu’à stabilisation.

On constate que cet algorithme de démarrage est différent à la fois de celui d’Adams et de celui de

Darwin. Sur l’intervalle initial [s0 , s0 + 4∆s], Størmer réalise en fait une quadrature mécanique selon un

schéma classique d’approximations successives, en s’inspirant directement des techniques traditionnelles

des astronomes (qu’il dit par ailleurs avoir étudiées).

4.3.3. Sur la rigueur des raisonnements

De façon générale, Størmer semble davantage préoccupé que ses prédécesseurs par la justification

rigoureuse de la méthode d’intégration numérique. Sans être en mesure de fournir une preuve complète, il

s’entoure néanmoins d’un certain nombre de précautions.

Le principe qui sous-tend l’intégration numérique est exposé clairement dès le début du chapitre III

(p. 222) : “Comme la méthode employée, ainsi que la plupart des méthodes d’intégration numérique, re-

pose sur la remarque que les variables dépendantes peuvent être développées en séries convergentes

d’après les puissances de l’accroissement de la variable indépendante, il est clair qu’on doit choisir une

variable indépendante telle que ces séries soient convergentes dans un domaine aussi grand que pos-

sible.” Størmer fait ensuite référence à la théorie générale des équations différentielles pour prouver que le

système (III) des équations des trajectoires admet une unique solution passant par un point donné autre

que l’origine et que cette solution est développable en série convergente autour de chaque point :

“D’après la théorie analytique des équations différentielles, il existe alors une intégrale réelle :

x = x(s), y = y(s), z = z(s)
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satisfaisant aux conditions initiales et où x(s), y(s) et z(s)  sont des fonctions analytiques de s, régulières

aux environs du point (x0 , y0 , z0 ) .

Par prolongement analytique on en déduit, les seconds membres des équations (III) étant réguliers par-

tout excepté à l’origine, que les fonctions x(s), y(s) et z(s)  resteront des fonctions régulières de s quand s

varie, pourvu que le point correspondant (x, y, z)  n’arrive pas à l’origine.”

Ainsi sont justifiées, localement, l’approximation par les premiers termes de la série de Taylor et

l’expression de ces termes à l’aide des différences finies. Le problème est bien sûr le contrôle de l’erreur.

On sait qu’on peut atteindre une précision donnée dans un voisinage de chaque point, mais la taille du

voisinage adéquat varie a priori en fonction du point considéré. À ce stade du raisonnement, Størmer

devient plus pragmatique : “Pour que le procédé soit assez approximatif, il faut que l’on choisisse ∆s

assez petit pour que les différences du 5ème ordre soient négligeables, ce qui est une affaire d’expérience.”

Au cours du calcul, on modifiera donc la taille du pas en fonction des variations constatées des différences

quatrièmes. Pour ce faire, les procédés classiques pour diviser ou multiplier par deux le pas d’intégration,

déjà rencontrés chez Adams et Darwin, sont à nouveau exposés.

Størmer émet plus loin quelques réserves au sujet des conclusions tirées de l’étude numérique

(p. 239) : “Quant aux raisonnements précédents, nous insistons sur le fait qu’ils ne sont pas rigoureux,

parce qu’ils sont fondés sur des résultats d’intégrations numériques ; cependant les conclusions nous

semblent vraies malgré cela, et ce serait un problème bien intéressant de les démontrer d’une façon abso-

lument rigoureuse.” Størmer ne semble pas envisager la possibilité de justifier complètement ses calculs

par une analyse a priori de l’erreur. L’intégration numérique garde un statut empirique ; elle permet seu-

lement de formuler des conjectures avec une probabilité très grande. En filigrane, on retrouve la déception

de n’avoir pu présenter une solution analytique. Ces scrupules et ces doutes, qui accompagnent la création

d’une méthode numérique extrêmement performante, contribuent à laisser de Størmer l’image attachante

d’un savant inventif et rigoureux.

4.3.4. Sur la portée de la méthode

Nous lisons  (p. 234) :“la méthode d’intégration numérique du système (VII) peut, comme on le voit

aisément, être étendue à tout système d’équations différentielles

  

d 2x1

dt2 = f1(x1, x2 ,K , xn )

d 2x2

dt2 = f 2 (x1, x2 ,K , xn )

LLLLLLLLLL

d 2xn

dt2 = f n (x1, x2 ,K , xn ).

Il est facile de voir que chaque système d’équations différentielles ordinaires peut se ramener à une telle

forme. Pour le problème des 3 corps, en particulier, la méthode me semble pouvoir rendre de grands

services.”

Sans doute obnubilé par son problème des aurores boréales et par le problème classique des trois

corps, Størmer ne propose une généralisation que pour des systèmes autonomes, c’est-à-dire avec des se-

conds membres ne contenant pas explicitement la variable t. Curieusement, il ne réalise pas que sa mé-

thode d’intégration numérique s’applique, sans changement, aux systèmes plus généraux de la forme
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d 2x1

dt2 = f1(x1, x2 ,K , xn , t)

L

d 2xn

dt2 = f n (x1, x2 ,K , xn , t).













Vérifions l’affirmation selon laquelle on peut ramener à cette forme tout système d’équations différen-

tielles ordinaires (la vérification est essentiellement la même, que l’on travaille, comme Størmer, avec des

systèmes autonomes, ou que l’on envisage, comme ici, des systèmes quelconques). En effet, étant donné

le système le plus général

  

dx1

dt
= F1(x1, x2 ,K , xn , t)

L

dxn

dt
= Fn (x1, x2 ,K , xn , t),












on peut écrire, pour tout i,

  

d 2xi

dt2 = d
dt

Fi (x1, x2 ,K , xn , t)[ ]

= ∂Fi

∂x1

dx1

dt
+ ∂Fi

∂x2

dx2

dt
+ L + ∂Fi

∂xn

dxn

dt
+ ∂Fi

∂t

= ∂Fi

∂x1

F1 + ∂Fi

∂x2

F2 + L + ∂Fi

∂xn

Fn + ∂Fi

∂t

= f i (x1, x2 ,K , xn , t),

d’où le résultat. La démarche est à l’opposé de l’usage en vigueur depuis Euler. Jusque là, l’intégration

numérique des équations différentielles avait toujours été réalisée en ramenant les équations du second

ordre à des équations du premier ordre, y compris lors des premières méthodes multipas, comme nous

l’avons vu chez Adams et chez Darwin. Størmer inaugure l’idée inverse : ramener les équations du pre-

mier ordre à des équations du second ordre. Dans le cas des problèmes de physique, les équations sont

d’emblée du second ordre. Les traiter directement présente un double avantage : d’une part, le volume

global de calcul est réduit (remplacer une équation du second ordre par deux équations du premier ordre

introduirait une table de différences supplémentaire à tenir à jour) ; d’autre part, par rapport aux formules

d’Adams, la formule de quadrature double de Størmer contient des coefficients plus simples, qui se

prêtent bien mieux au calcul à la main.

4.3.5. Réalisation des calculs

Nous avons déjà vu que, comme ceux de Darwin, les calculs ont duré “plus de trois ans”. Pour les

mener à terme, Størmer s’est fait aider par “une série d’étudiants en mathématiques”. Diverses notes nous

permettent d’en savoir plus :

“Le calcul a été fait par un de mes assistants, Mlle M. Geelmuyden.” (p. 151)

“Le calcul de ces faisceaux a été fait pour la plus grande part par mes assistants Mlles A. Hals et

G. Ruud et par MM. Olden, Bjerke et Vegard.” (p. 235)

“La plus grande partie du travail a été exécutée par un de mes assistants, Mlle G. Ruud ; quelques

courbes ont été calculées par Mlle Geelmuyden et M. Krekling.” (p. 237)
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Ainsi, au moins sept étudiants ont été mobilisés pour ces calculs de trajectoires par intégration numé-

rique (nous ne mentionnons pas ceux qui ont été utilisés à des calculs directs dans des cas particuliers où

les équations sont intégrables). Comme pour les calculs de Bashforth et de Darwin, un financement a dû

être demandé (p. 222) : “La majeure partie de la dépense a été fournie par «la fondation de Fritjof

Nansen pour l’avancement de la science».” Enfin, par des remarques ici et là, Størmer tient à attirer

l’attention sur l’énormité du travail accompli :

“En tout nous avons calculé plus de 120 trajectoires différentes, travail immense qui a exigé plus de

4500 heures.” (p. 222)

“Quand on est suffisamment exercé, on calcule environ trois points (R, z) par heure.” (p. 234)

“En moyenne, nous avons calculé 95 points pour chaque courbe, ce qui correspond à un travail de

calcul de plus de 700 heures.” (p. 237 — Il s’agit ici de courbes particulières aboutissant à l’origine.)

Dans une communication faite ultérieurement par Størmer au Congrès de Strasbourg96, nous appre-

nons que “les calculs originaux, comprenant environ 3.000 pages in-folio avec 358 grandes planches, et

encore 3.800 pages de développements mathématiques correspondants, appartiennent maintenant à la

collection de manuscrits de la Bibliothèque de l’Université, Christiania.” Les résultats des calculs ont été

publiés dans des mémoires séparés97. À côté des tables numériques, on trouve des tracés géométriques

permettant de visualiser les projections planes de certaines trajectoires spatiales. Des maquettes ont même

été construites pour représenter les trajectoires en trois dimensions. La photographie de l’une d’elles est

insérée dans le mémoire de 1907 (fig. V.13). Dans une des notes (citées plus haut) aux Comptes rendus de

l’Académie des Sciences, on trouve aussi deux photographies côte à côte permettant d’avoir une vision

stéréoscopique de la même maquette.

4.3.6. Vers une explication des aurores boréales

Les calculs monstrueux réalisés par l’équipe de Størmer ont heureusement permis d’obtenir des

conclusions satisfaisantes. Le calcul numérique d’un grand nombre de trajectoires est en bon accord tant

avec les expériences de Birkeland qu’avec les observations des aurores boréales. En effet, les trajectoires

théoriques rencontrent l’atmosphère à l’intérieur de deux zones limitées par des cercles ayant leurs centres

sur l’axe magnétique, l’une dans les régions arctiques, l’autre dans les régions antarctiques. Il y a toutefois

un léger désaccord entre les latitudes calculées et les latitudes réelles, mais Størmer pense qu’il peut être

attribué à l’hypothèse simplificatrice consistant à remplacer le champ magnétique de la Terre par le champ

d’un aimant élémentaire. Plusieurs détails des phénomènes sont aussi expliqués, par exemple (p. 330) : “Il

était fort difficile d’expliquer par les théories anciennes le fait que les aurores peuvent apparaître pendant

la nuit ; ce fait est une conséquence immédiate de notre théorie. En effet, nous avons vu comment les cor-

puscules venant du soleil peuvent faire des circuits plus ou moins complets autour de la terre et arriver à

l’atmosphère en des endroits restant dans la nuit.” On le constate effectivement sur la maquette : certains

rayons frappent la Terre sur la face opposée au Soleil.

96 “Méthode d’intégration numérique des équations différentielles ordinaires”, Comptes rendus du Congrès international des
mathématiciens (Strasbourg, 22-30 septembre 1920), publiés par H. Villat, Toulouse, 1921, pp. 243-257.
97 “Résultats des calculs numériques des trajectoires des corpuscules électriques dans le champ d’un aimant élémentaire”, I, II,
III, Videnskabs Selskabets Skrifter, nos 4, 10 et 14, Christiania, 1913.
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Fig. V.13. Trajectoires des rayons cosmiques expliquant
le phénomène des aurores boréales (Størmer, 1907)
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5. Synthèse sur les méthodes multipas

Dans les paragraphes précédents, nous avons présenté de façon relativement détaillée les premiers

exemples de méthodes multipas, qui surgirent, rappelons-le, entre 1855 et 1907. Cette étude, essentiel-

lement descriptive et chronologique, était motivée par la volonté de tirer de l’oubli des textes qui, à part

peut-être celui de Bashforth et Adams, semblent aujourd’hui injustement méconnus. Nous en avons pro-

fité pour brosser un premier panorama de la situation et esquisser quelques analyses. Il est maintenant

opportun d’y revenir de manière davantage synthétique et comparative.

5.1. L’origine des méthodes multipas

5.1.1. Un retour aux sources de l’interpolation

Pour aborder un problème différentiel, on peut se ramener soit à un système d’équations du premier

ordre, soit à un système d’équations du second ordre ne faisant pas intervenir les dérivées premières.

Quand on désire travailler par pas avec une équation du premier ordre ′y = f (x, y) , on la remplace par

l’équation aux différences

(1)     ∆y0 = y1 − y0 = f (u, y(u))du
x0

x1

∫ .

Dans le cas d’une équation du second ordre du type ′′y = f (x, y), l’usage classique, afin de ne pas faire

intervenir les valeurs de la dérivée première, est de considérer l’équation aux différences

(2)     ∆2y−1 = y1 − 2y0 + y−1 = du
x0

x−1

∫ f (v, y(v))dv
x0

u

∫ + du
x0

x1

∫ f (v, y(v))dv
x0

u

∫ .

Dans (1) et (2), reste à calculer de façon approchée les intégrales du second membre. Supposons qu’on

connaisse déjà les valeurs de y en des points   x−n ,K , x−1, x0 . Dans les méthodes explicites, on remplace la

fonction   u a f (u, y(u))  par le polynôme d’interpolation de Gregory-Newton qui coïncide avec elle aux

points   x−n ,K , x−1, x0 . En substance, c’est ce que font Adams et Sheppard pour le premier ordre, Størmer

pour le second ordre. Les méthodes explicites, très naturelles, permettent un calcul direct de la nouvelle

valeur y1. Par contre, dans les méthodes implicites, on fait intervenir y1 dès le calcul de quadrature, en

considérant cette fois le polynôme d’interpolation de Gregory-Newton aux points   x−n+1,K , x0 , x1. La

nouvelle valeur y1 apparaît alors implicitement comme solution d’une équation à une seule inconnue.

C’est le choix conscient d’Adams et Darwin dans le cas du premier ordre. Pour le second ordre, Bond et

Cowell pratiquent aussi cette méthode sans le savoir, tout simplement parce que les deux premiers termes

de la formule de quadrature double de Newton-Stirling sont les mêmes que ceux de la formule corres-

pondante de Gregory-Newton ! Dans la suite, nous rattacherons tout de même les travaux de Bond et

Cowell aux méthodes multipas car, tant qu’on s’en tient aux différences secondes, rien ne permet de les

distinguer des autres. Le tableau récapitulatif suivant montre que les quatre possibilités envisageables à
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partir de la série d’interpolation de Gregory-Newton (quadrature simple ou double, explicite ou implicite)

ont été effectivement explorées (plus ou moins consciemment) entre 1849 et 1908 :

Équation du premier ordre ′y = f (x, y),
quadrature simple

Équation du second ordre ′′y = f (x, y) ,
quadrature double

Quadrature
explicite par
extrapolation

Adams (1855) ; Sheppard (1899)

  
∆y0 = ∆x f 0 + 1

2 ∆ f −1 + 5
12 ∆2 f −2 + L( )

Størmer (1907)

 ∆
2y−1 = (∆x)2 f 0 + 1

12 ∆2 f −2 + L( )
Quadrature
implicite par
interpolation

Adams (1855) ; Darwin (1897)

  ∆y0 = ∆x f1 − 1
2 ∆ f 0 − 1

12 ∆2 f −1 + L( )
Bond (1849) ; Cowell (1908)

 ∆
2y−1 = (∆x)2 f1 − ∆ f 0 + 1

12 ∆2 f −1 + L( )

Tableau V.2. Les quatre façons d’intégrer la série de Gregory-Newton

On peut se demander pourquoi cette application directe de la formule de Gregory aux équations diffé-

rentielles n’a pas été imaginée beaucoup plus tôt. Il y a une explication simple. Pour le calcul des inté-

grales, les savants ont vite abandonné la série de Gregory au profit de séries convergeant plus rapidement,

telles les séries de Newton-Stirling ou de Newton-Bessel. L’inconvénient de ces nouvelles séries, en ce

qui concerne les équations différentielles, est de faire intervenir les différences centrales et donc, comme

nous l’avons souligné à plusieurs reprises, plusieurs valeurs de y qu’on ne connaît pas encore. Si l’on

cherche à appliquer les formules correspondantes de quadrature numérique aux équations aux différences

(1) et (2), on aboutit à des systèmes d’équations à plusieurs inconnues déterminant implicitement et simul-

tanément plusieurs valeurs de y. Cet état de fait a conduit les astronomes à développer aveuglément de

lourds schémas d’approximations successives, tout en empêchant les plus clairvoyants, tels Legendre, de

concevoir les méthodes multipas. Pour progresser dans le domaine des équations différentielles, il fallait

revenir aux sources, c’est-à-dire à l’antique formule de Gregory. Paradoxalement, on peut dire que les

progrès réalisés dans le calcul numérique des intégrales ont constitué un obstacle pour l’intégration nu-

mérique des équations différentielles. Plus les formules de quadrature étaient performantes pour les inté-

grales, moins elles l’étaient pour les équations différentielles !

Grâce à la formule de Gregory, on revient aussitôt à un calcul par pas simple et naturel, où chaque

nouvelle valeur est calculée à partir des précédentes, soit explicitement, soit implicitement mais, cette fois,

à partir d’une équation numérique à une seule inconnue (la préférence, surprenante a priori, pour les

méthodes implicites se justifie empiriquement par une meilleure précision et une meilleure stabilité).

5.1.2. Des méthodes redoutablement précises

Si l’on exclut la tentative embryonnaire de Bond, en 1849, et le travail non encore publié d’Adams,

en 1855, on peut affirmer que les méthodes multipas sont créées publiquement plusieurs fois (on pourrait

presque dire de manière collective) dans une assez courte période débutant en 1883. Ce développement se

fait parallèlement aux méthodes de Runge-Heun-Kutta, qui voient le jour en Allemagne entre 1894

et 1901. Les deux courants sont complètement indépendants, quoiqu’ayant des buts communs : en fin de

compte, il s’agit chaque fois d’adapter les quadratures numériques aux équations différentielles, afin de

dépasser l’ancienne méthode d’Euler avec développement de Taylor. Les solutions trouvées pour éviter le

calcul des dérivées successives — hantise suprême des calculateurs — sont très différentes : pas divisés

pour les allemands, pas multiples pour les anglais. Il semble pertinent de comparer l’efficacité des deux

démarches selon le critère proposé par Runge en 1895 (cf. chap. III, 5.2.1) : l’ordre d’une méthode par pas

est défini à partir du nombre de termes communs dans les développements de Taylor de la vraie valeur
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y(x1) = y(x0 + ∆x) et de la valeur approchée y1 = y0 + ∆y0. De plus, la partie principale de la différence

entre valeur exacte et valeur approchée fournit une estimation de l’erreur de méthode pour un pas.

À titre de comparaison, rappelons que, dans les méthodes classiques de Runge-Kutta (obtenues par

Kutta, en 1901, après bien des efforts), les développements de Taylor coïncident jusqu’au quatrième ordre

(autrement dit, l’erreur de méthode élémentaire pour un pas est du cinquième ordre). Pour simplifier les

écritures, notons le développement de Taylor de la vraie valeur sous la forme

  
y(x1) = y0 + A ∆x + B

(∆x)2

2
+ C

(∆x)3

6
+ D

(∆x)4

24
+ E

(∆x)5

120
+ F

(∆x)6

720
+ G

(∆x)7

5040
+ L.

Dans le tableau ci-dessous, nous donnons, pour chacune des formules approchées effectivement utilisées

dans les grandes applications de la seconde moitié du 19e siècle, la partie principale de l’erreur y(x1) − y1.

Application Formule approchée Erreur

Bashforth (1855) y1 = y0 + ∆x f1 − 1
2 ∆f 0 − 1

12 ∆2 f −1 − 1
24 ∆3 f −2 − 19

720 ∆4 f −3( )   
− 3

160 F (∆x)6 + L

Darwin (1897) y1 = y0 + ∆x f1 − 1
2 ∆f 0 − 1

12 ∆2 f −1 − 1
24 ∆3 f −2( )   

− 19
720 E (∆x)5 + L

Sheppard (1899) y1 = y0 + ∆x f 0 + 1
2 ∆f −1 + 5

12 ∆2 f −2 + 3
8 ∆3 f −3 + 251

720 ∆4 f −4( )   
+ 95

288 F (∆x)6 + L

Størmer (1907) y1 = 2y0 − y−1 + (∆x)2 f 0 + 1
12 ∆2 f −2 + 1

12 ∆3 f −3 + 19
240 ∆4 f −4( )   

+ 3
40 G(∆x)7 + L

Cowell (1908) y1 = 2y0 − y−1 + (∆x)2 f1 − ∆f 0 + 1
12 ∆2 f −1( )   

− 1
240 F (∆x)6 + L

Tableau V.3. Ordre et erreur des méthodes multipas

On retrouve, sur ce tableau, les phénomènes qui ont guidé nos utilisateurs dans le choix d’une mé-

thode, chaque fois qu’ils en ont comparé plusieurs : pour un calcul poussé jusqu’au même ordre de dif-

férences finies, les méthodes implicites sont plus précises que les méthodes explicites (remarqué par

Adams) et l’emploi d’une équation du second ordre plus efficace que celui d’une équation du premier

ordre (souligné par Størmer). On voit aussi que, dès 1855, avait émergé la trame générale de méthodes de

différences plus précises que celles de Runge-Heun-Kutta, qui devaient voir le jour quarante ans plus tard.

De plus, le principe des algorithmes multipas permet d’obtenir sans effort des formules aussi précises que

l’on veut : il suffit de prendre en compte de nouveaux termes dans les séries de différences. Que l’on

pense, par comparaison, à l’extrême difficulté de mise au point d’une méthode de Kutta, qui demande,

pour la détermination des coefficients, la résolution d’un système non linéaire à un grand nombre d’incon-

nues (rappelons que Kutta lui-même (cf. chap. III, 5.4.2) a échoué dans la détermination de méthodes

d’ordre 5 !). Le seul inconvénient pratique des méthodes multipas réside évidemment dans la nécessité de

déterminer des valeurs de démarrage par un autre procédé, mais cet inconvénient est négligeable quand on

a ensuite un très grand nombre de valeurs à calculer par la méthode multipas proprement dite.

Notons que dans aucun des textes étudiés n’apparaît l’estimation de l’ordre de l’erreur telle que nous

l’avons faite à la manière de Runge. Au lieu de ce calcul, pourtant à la portée de tous les savants rencon-

trés, on ne trouve que des affirmations vagues selon lesquelles l’erreur est de l’ordre des premières diffé-

rences négligées. Ce n’est que tardivement, sans doute sous l’influence des articles de Runge, que l’on

s’intéressera de plus près à cette erreur. Par exemple, il faut attendre 1920 pour que Størmer, dans sa com-

munication au Congrès de Strasbourg (op. cit., p. 247), prouve que l’erreur de sa méthode est un “infini-

ment petit du septième ordre”, avec le coefficient 3 40  de notre tableau. De toute façon, on est loin de
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l’estimation de l’erreur à la façon de Cauchy (1824) qui, sans se contenter d’évaluer l’ordre de l’erreur

élémentaire sur un pas, donnait une majoration de l’erreur globale sur n pas. On est encore plus loin des

idées de Runge (1894), qui proposait de prendre en compte, en plus de l’erreur de méthode, l’erreur de

calcul due à la propagation des erreurs d’arrondi. Il faudra attendre le milieu du 20e siècle pour que le

calcul d’erreur fasse des progrès décisifs en ce qui concerne les méthodes autres que la méthode initiale

d’Euler. Auparavant, l’estimation de l’erreur est toujours empirique : on apprécie le nombre “probable” de

décimales correctes en testant la méthode sur des problèmes simples dont la solution exacte est connue

(Darwin et Sheppard nous racontent explicitement leurs essais ; les autres ne disent rien de précis à ce

sujet, mais tout laisse penser qu’ils eurent un comportement semblable). Cet état de fait illustre parfai-

tement une analyse générale de J.-L. Ovaert98 : “Il y a deux façons d’apprécier l’efficacité d’un procédé

de calcul : on teste ce processus sur des exemples déjà maîtrisés par d’autres méthodes, ou bien on

démontre un résultat théorique assurant la convergence et permettant de mesurer la rapidité de cette con-

vergence. L’histoire des mathématiques montre que ces deux aspects interviennent de manière dialectique

et que, le plus souvent, la phase expérimentale précède la phase déductive.” Alors que tous les autres pro-

cédés d’intégration numérique sont déjà entrés, au début du 20e siècle, et pour certains depuis longtemps,

dans la phase déductive, les méthodes multipas en sont encore à leur phase “expérimentale”.

5.1.3. L’œuvre des astronomes britanniques

Nous pouvons faire plusieurs remarques à propos de ces méthodes extrêmement précises. D’abord un

constat sur la nationalité des découvreurs : Bond, Bashforth, Adams, Sheppard, Darwin, Cowell et Crom-

melin sont britanniques ; quant à Størmer, c’est un nordique qui s’inspire directement de Darwin. Si les

méthodes de Runge-Heun-Kutta sont issues de la tradition germanique — en particulier des travaux de

Euler et Gauss —, les méthodes multipas sont, elles, purement anglaises : elles naissent d’un retour aux

séries d’interpolation de Gregory-Newton. Ensuite, un second constat quant aux problèmes : il s’agit soit

de problèmes de mécanique céleste (Bond, Darwin, Cowell), soit de problèmes de physique mathématique

analogues à ceux de la mécanique céleste, pour lesquels les physiciens font appel, directement (Bashforth)

ou indirectement (Størmer), à des astronomes. Lorsque ces deux conditions sont réunies (problème de type

mécanique céleste résistant aux méthodes classiques, astronome anglais ayant une solide culture de l’inter-

polation et des différences finies), une méthode multipas peut apparaître. Sans vouloir dénier à Adams la

primeur de la découverte, ni sous-estimer la possible influence de ses travaux sur ses successeurs, il

semble que la recette a fonctionné plusieurs fois au tournant du siècle. Disons que les méthodes multipas

sont à la fois une idée originale d’Adams et une œuvre collective des astronomes britanniques.

5.2. L’apogée du calcul à la main

Un autre thème doit être abordé pour caractériser la naissance des méthodes multipas : l’aspect pro-

prement numérique. En quoi ces méthodes correspondaient-elles aux conceptions et aux techniques de

calcul en vigueur dans la seconde moitié du 19e siècle ?

5.2.1. Sur le concept tabulaire de fonction

L’évolution du concept de fonction a été abondamment étudiée. Pour ne citer que lui, Youschkevitch a

analysé l’émergence, vers le milieu du 19e siècle, de la notion la plus générale d’une fonction y d’une

98 Article “Histoire du calcul numérique”, Encyclopædia Universalis.
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variable x, conçue comme une correspondance arbitraire entre valeurs de x et valeurs de y, sans que cette

correspondance s’exprime nécessairement par une loi analytique99. Ce concept de fonction, abstrait, idéal,

a été d’une grande fécondité mathématique : il a permis de passer de l’étude de fonctions particulières (à

partir de la forme de leur expression analytique) à l’étude de classes générales de fonctions (caractérisées

par un ensemble de propriétés données). Il est pourtant vraisemblable que, à la même époque — et c’est

sans doute encore le cas de nos jours —, le nouveau concept de fonction n’a eu aucune influence auprès

des utilisateurs des mathématiques, qu’ils fussent physiciens ou astronomes. Pour Adams, Darwin ou

Størmer, le concept opératoire reste toujours, peu ou prou, celui défini par Condorcet, qui, ainsi que le

résume Youschkevitch, distinguait trois sortes de fonctions :

“(1) les fonctions dont la forme est connue (nous dirions fonctions explicites) ;

(2) les fonctions introduites par des équations non résolues entre F et x, y, z, … (fonctions implicites) ;

(3) les fonctions données seulement par certaines conditions (par exemple par des équations

différentielles).”

Dans les applications qui nous intéressent, une fonction apparaît toujours sous la troisième forme, en

tant que solution d’une équation différentielle. La démarche “noble”, qui est systématiquement essayée

d’abord, vise à revenir à la première forme, autrement dit à exprimer la fonction explicitement. En cas

d’échec, on a recours à l’intégration numérique : il s’agit de construire, par un procédé quelconque, une

table de valeurs d’une fonction condamnée à demeurer “cachée”. On pourrait voir là une sorte de régres-

sion, un retour au concept primitif de fonction que l’on a décelé dans les tables antiques, telles les tables

de racines carrées des babyloniens ou les tables de cordes de Ptolémée. Relisons l’article “TABLES” de

l’Encyclopédie méthodique100 : “On entend par ce mot la suite de toutes les valeurs particulières d’une

fonction, qu’on obtient en donnant à la variable principale ou aux variables principales, s’il y en a plu-

sieurs, toutes les valeurs particulières renfermées dans la suite la plus convenable à l’objet qu’on se pro-

pose.” Réduire à une table une fonction définie par une formule ou une équation, c’est ainsi passer d’une

information complète, mais inutilisable en pratique, à une information partielle, mais directement exploi-

table (que l’on songe aux éphémérides des astronomes).

Pour résumer ces quelques réflexions, on pourrait dire que, à partir du concept central usuel de fonc-

tion définie par une formule analytique (explicite ou cachée), deux logiques sont en œuvre. La logique des

applications, dont le but est une action sur le réel, conduit à dresser une table limitée donnant, en regard

d’un nombre fini de valeurs de la variable, en général équidistantes, les valeurs correspondantes, en géné-

ral approchées, de la fonction. À l’opposé, la logique des mathématiques, dont l’objet n’est pas le monde

sensible, conduit à abandonner la notion même de formule analytique au profit de celle de correspondance

arbitraire qui, paradoxalement, n’est rien d’autre, elle aussi, qu’une table, mais une table idéale donnant

simultanément, pour l’infinité des valeurs possibles de la variable, les valeurs exactes de la fonction. Dans

les deux directions, la formule analytique cède le pas à la table brute.

Au niveau des applications et du calcul numérique, qui est le nôtre dans ce chapitre, on peut avancer

que le concept tabulaire de fonction a sans doute joué un rôle fondamental largement mésestimé. Depuis

l’antiquité, une immense culture s’est peu à peu développée autour de la confection des tables numériques,

de l’interpolation, des différences finies, ainsi que sur la manipulation de fonctions données sous forme de

tables. Dans la pratique, c’est bien le plus souvent à partir de tables qu’il fallait interpoler, extrapoler, in-

verser, dériver, intégrer… les fonctions qui se présentaient. Cette culture semble dominante à peu près

99 “Le concept de fonction jusqu’au milieu du XIXe siècle”, Brochure APMEP n° 41, 1981. (Traduction française d’un article,
en langue anglaise, paru dans Archive for history of exact sciences, t. 16, 1976.)
100 D’Alembert et al., Encyclopédie méthodique. Mathématiques, Panckoucke, Paris, 1784-1789, t. 3, p. 91.
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jusqu’au milieu du 20e siècle. Un ouvrage classique de H. Mineur101, écrit en 1949, en est peut-être l’une

des dernières manifestations : la presque totalité de l’ouvrage est en effet consacrée au calcul des fonctions

données sous forme de tables numériques. On constate que la place de ce thème est considérablement ré-

duite dans les ouvrages d’analyse numérique plus récents. En effet, avec l’introduction des calculateurs

électroniques, le point de vue a vite changé : il est probable que, dans l’esprit d’un utilisateur d’au-

jourd’hui, une fonction n’est plus une table mais plutôt un algorithme ou un programme d’ordinateur fonc-

tionnant comme une boîte noire et renvoyant, à la demande, une valeur de la fonction lorsqu’on entre une

valeur de la variable.

Dans les applications que nous avons étudiées, qu’il s’agisse de la forme des gouttes de liquide de

Bashforth, des orbites périodiques de Darwin, des trajectoires des corpuscules électrisés de Størmer, des

éphémérides de la comète de Halley calculées par Clairaut et Cowell ou, plus généralement, du calcul des

perturbations spéciales de Gauss et Encke, l’objectif est toujours de construire une table. Chez Sheppard,

cas particulier un peu à part, il s’agit même d’apprendre à construire directement des tables, indépen-

damment de toute application. Si l’on songe que la culture de l’interpolation et des différences finies était

par excellence l’apanage des astronomes, il n’est pas surprenant, à nouveau, de retrouver des astronomes à

la source de toutes les méthodes multipas. Nous faisons ainsi le constat que les méthodes multipas, tout

comme les anciennes quadratures mécaniques par approximations successives, sont un pur produit des

mathématiques appliquées et du concept tabulaire de fonction. Elles sont toujours conçues en situation,

pour répondre à un besoin pratique. Elles ont pour but de faciliter la construction de tables de valeurs des

solutions, en s’appuyant sur le calcul des différences finies. Par opposition, les méthodes concurrentes de

Runge-Heun-Kutta sont engendrées à la même époque de manière plus théorique, hors contexte : ni

Runge, ni Heun, ni Kutta ne cite la moindre application d’envergure ; on trouve tout au mieux dans leurs

articles quelques calculs, en guise de tests, portant sur des équations très simples du premier ordre. Les

méthodes multipas, au contraire, naissent dans la confrontation avec des systèmes complexes de plusieurs

équations du premier ou du second ordre. Les méthodes de Runge-Heun-Kutta, imaginées par des “théo-

riciens”, ne sont pas adaptées au calcul tabulaire : elles introduisent des nouvelles valeurs des variables en

dehors des pas de subdivision et nécessitent donc d’interpoler de nouvelles valeurs des fonctions à partir

de celles de la table initiale (le même phénomène s’était produit auparavant pour les méthodes de qua-

drature de Gauss, relevant de la même démarche, qui, bien que réalisant le choix optimal des valeurs de la

variable, ne reçurent pas les faveurs des calculateurs). Au contraire, les méthodes multipas, pensées par

des mathématiciens appliqués qui étaient avant tout des calculateurs, sont sans doute ce qu’il est possible

de faire de mieux lorsqu’on travaille avec des tables.

5.2.2. Techniques de calcul

Au 18e et au 19e siècles, de grands efforts sont entrepris, avec l’aide des gouvernements, pour l’élabo-

ration de tables en tous genres, indispensables aux astronomes, physiciens, artilleurs, navigateurs, etc.102

Dans cet ordre d’idées, nous avons vu comment Bashforth, Darwin ou Størmer obtiennent des subven-

tions, publiques ou privées, pour réaliser leurs gigantesques calculs. De façon générale, le calcul se fait à

la main, sur des feuilles de papier, avec l’aide des tables de logarithmes. Des machines à calculer, dans la

lignée de celles de Pascal ou de Leibniz, existent pour faciliter les opérations arithmétiques élémentaires,

mais semblent peu répandues. En étroite liaison avec le problème du calcul des tables, Charles Babbage

101 Techniques de calcul numérique à l’usage des mathématiciens, astronomes, physiciens et ingénieurs, Dunod, Paris, 1949 ;
nouveau tirage, 1966.
102 J. Ramunni, La physique du calcul. Histoire de l’ordinateur, Collection “Histoire et philosophie des sciences”, Hachette,
Paris, 1989, p. 22.
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conçoit, à partir de 1821, mais sans pouvoir la réaliser, une machine à différences (“difference engine”)

capable d’automatiser le calcul des valeurs successives de fonctions algébriques simples en utilisant la

méthode des différences finies103. On peut se demander pourquoi ce type de machine n’a pas été adapté

très tôt à l’intégration des équations différentielles104. En fait, les calculateurs étaient rompus à l’usage des

tables, des logarithmes, des règles à calcul et c’est sans doute par inertie qu’ils rejetèrent pendant long-

temps des machines qui auraient pu être rapidement opérationnelles105. Les idées de Babbage mirent du

temps à faire leur chemin. En 1853, les suédois G. et E. Scheutz construisirent une première machine,

capable de calculer des logarithmes, des tables mathématiques et astronomiques, et même d’imprimer les

résultats. En 1910, Henri Babbage présenta devant la Royal Astronomical Society une machine enfin con-

forme aux vœux de son père, c’est-à-dire susceptible d’être programmée. Il était trop tard pour nos astro-

nomes et physiciens, qui avaient dû effectuer les calculs nécessités par les premières méthodes multipas de

la manière la plus traditionnelle, à la main et aux tables de logarithmes.

5.2.3. Des ordinateurs humains

Les calculs de grandes tables ne peuvent être le fruit d’un individu isolé. Un des premiers exemples de

division du travail selon la théorie d’Adams Smith est peut-être le calcul des tables logarithmiques et

trigonométriques à douze chiffres, en fonction de la division décimale, décidé en 1792 à la suite de l’adop-

tion du système métrique. G. Riche de Prony, à qui fut confiée la responsabilité du projet, répartit l’exé-

cution des calculs entre plusieurs centaines de personnes ayant une faible formation mathématique. Aupa-

ravant, Legendre avait mis au point des formules adaptées, fondées sur le calcul par différences, et ne

faisant intervenir que des opérations arithmétiques élémentaires106. Ainsi que le rapporte J. Mosconi107,

Babbage s’est inspiré de ces travaux français pour réfléchir à l’automatisation des calculs : “Dans une

lettre au chimiste H. Davy, président de la Royal Society, Babbage analyse la division du travail dans la

construction de tables, ainsi qu’il l’avait perçue dans les travaux de la commission française ; ce travail

devait être partagé en trois sections ; la première, confiée à quelques mathématiciens de premier plan, se

consacrait au choix, parmi les expressions d’une fonction, de celle qui était traduisible le plus facilement

en calculs numériques ; la seconde traduisait l’expression choisie en une suite d’opérations élémentaires ;

la troisième, la plus nombreuse, effectuait les opérations arithmétiques élémentaires et donnait ces

résultats à la deuxième section.”

Les calculs organisés par Adams, Darwin ou Størmer sont conformes à cette description, tout comme

d’ailleurs le calcul plus ancien de Clairaut. Nous avons vu comment chacun des quatre a soigneusement

préparé les formules de calcul et la décomposition en opérations élémentaires, afin que l’exécution puise

être confiée à une équipe de calculateurs. Toutefois, contrairement à la position de Prony ou Babbage en

faveur de calculateurs peu qualifiés, ils ont souvent préféré travailler avec des collègues ou étudiants ayant

une solide formation mathématique (c’était la même chose pour Gauss, qui faisait calculer son étudiant

Encke). Dans un travail collectif (et même individuel), la notion de schéma de calcul est très importante.

Ainsi que le soulignent R. Mehmke et M. d’Ocagne108, “l’usage de dresser un schéma avant d’effectuer

un calcul est depuis longtemps courant en astronomie où il date même de plusieurs centaines d’années ; il

103 B. Randell, “La genèse des calculateurs électroniques”, in M. Daumas et al., Histoire générale des techniques, tome 5,
PUF, Paris, 1979.
104 C. W. Gear et R. D. Skeel, “The development of ODE methods”, op. cit., p. 93.
105 M. Daumas, “La petite mécanique et les origines de l’automatisme”, in M. Daumas et al., Histoire générale des techniques,
t. 3, PUF, Paris, 1968.
106 J. Ramunni, op. cit., p. 22-23.
107 “Charles Babbage : vers une théorie du calcul mécanique”, Revue d’histoire des sciences, 36, 1983, pp. 69-107.
108 “Calculs numériques”, Encyclopédie des sciences mathématiques pures et appliquées, t. 1, vol. 4, fasc. 3, Paris-Leipzig,
1909, p. 452.
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est aussi très usité en géodésie où, dans les calculs préliminaires qui reviennent souvent, on imprime

même généralement ce schéma.” De tels schémas sont nombreux dans le traité de Bashforth et Adams ;

nous en avons par ailleurs reproduit un plus haut, extrait de l’article de Darwin. Ces schémas, plus généra-

lement l’organisation d’ensemble extrêmement précise du calcul, font penser à un programme moderne

d’ordinateur. La seule différence, à la fin du 19e siècle, est que le programme n’est pas exécuté par une

machine, mais par un groupe d’êtres humains.

5.2.4. Les limites du calcul à la main

Avec ces calculs gigantesques, mobilisant plusieurs personnes à temps plein pendant plusieurs années,

nous atteignons les limites du calcul à la main. Grâce à l’ingéniosité des astronomes, on a trouvé, pour

l’intégration numérique des équations différentielles, des formules fondées sur le calcul des différences, à

la fois les plus précises et les plus pratiques. Tout est ramené, dans la mesure du possible, à des additions

et des soustractions dans des tables de différences, les calculs auxiliaires étant eux-mêmes ramenés à des

additions et des soustractions grâce à l’emploi des tables de logarithmes. Les seules multiplications ou

divisions qui restent à exécuter sont celles dues aux coefficients rationnels des séries d’interpolation. Pour

ces multiplications résiduelles, on peut même préparer des tables à l’avance (c’est ce que font, par

exemple, Bashforth et Adams ; on trouve aussi de telles tables dans le traité d’Oppolzer). Il n’est plus

guère possible de progresser dans cette voie. On est évidemment dans une impasse car des temps de calcul

de plusieurs années sont prohibitifs. Il est par ailleurs difficile de s’assurer de la fiabilité et de la précision

des résultats de calculs manuels et collectifs d’une telle ampleur. Désormais, seule la mécanisation pour-

rait permettre de franchir un nouveau seuil d’efficacité.

5.3. De la nature des méthodes multipas

Si les méthodes multipas sont nées, en vue des applications, entre les mains d’habiles calculateurs, une

question ne peut manquer d’être posée : quel est leur véritable statut au sein des mathématiques ? Plus

précisément, comment se situent-elles face aux autres méthodes d’intégration approchée ?

5.3.1. Statut des méthodes d’intégration approchée à la fin du 19e siècle

Pour résoudre le problème des trois corps, plusieurs démarches sont en concurrence à la fin du 19e

siècle. Faute d’intégration exacte, on a longtemps cherché des solutions analytiques sous forme de déve-

loppements en séries. L’état de la théorie des perturbations générales est dressé par Picard109, en 1913, de

la façon suivante : “À partir de n = 3, le problème devient singulièrement plus difficile et a résisté jus-

qu’ici aux efforts des plus grands mathématiciens. Ce n’est pas que des résultats considérables n’aient été

obtenus au moyen d’intégrations approchées, et la Mécanique céleste classique étudie surtout ces inté-

grations par approximations successives, qui, dans presque tous les problèmes usuels, suffisent largement

pour la prédiction du mouvement des astres du système solaire ; mais ces solutions approchées ne

peuvent être utilisées que pendant un temps plus ou moins long. Au point de vue purement mathématique,

ce qui aurait du prix pour les analystes, c’est une solution exacte valable pour toute valeur du temps.”

Une telle solution a été trouvée, contre toute attente, par l’astronome finlandais Sundman, au début du 20e

siècle (cf. chap. II, 5.1.3). Dans la solution de Sundman, les coordonnées des trois corps sont exprimées en

109 “Le problème des trois corps, à propos des recherches récentes de M. Sundman”, Bulletin des sciences mathématiques,
1913, pp. 313-320.
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séries convergentes non directement par rapport au temps, mais par rapport à une variable auxiliaire liée

au temps de manière univoque. Ces séries sont totalement impropres au calcul numérique. Malgré cela,

elles fournissent, pour Picard, la solution parfaite du problème.

Picard, de même que Poincaré, se place au niveau de “l’Analyse pure”. Il ne parle même pas de la

possibilité de recourir à des intégrations numériques. Pour lui, une “intégration approchée” est une inté-

gration exacte au moyen d’un algorithme infini, par exemple un développement en série. Une quadrature

mécanique peut être utile pour calculer des éphémérides, elle peut éventuellement servir à une étude em-

pirique préalable à la formulation d’une conjecture (c’est ainsi que Poincaré juge les intégrations numé-

riques de Darwin), mais, pour Picard, elle n’a pas de valeur mathématique. Même Tisserand110, pourtant

plus pragmatique, souligne la faiblesse de la voie numérique par rapport à la voie analytique : “Pour bien

faire comprendre l’esprit de la méthode des quadratures, il convient d’observer que l’on ne peut pas pas-

ser d’une époque à une autre sans avoir à tenir compte de toutes les époques intermédiaires. Supposons

par exemple que l’on veuille savoir quelle était la distance périhélie de la comète d’Encke le 1er janvier

1601. On sera obligé de calculer en même temps la valeur de q pour toutes les époques intermédiaires, de

quarante en quarante jours par exemple, ce qui représenterait une masse formidable de calculs. Tandis

que, si l’on avait le développement analytique des perturbations de q, il suffirait de remplacer t par sa

valeur, le calcul étant aussi rapide pour une époque très éloignée que pour une époque très voisine.”

Nous avons ainsi trois niveaux d’intégration approchée. L’idéal mathématique conduit à des dévelop-

pements en séries convergeant pour toute valeur du temps, donc à des solutions “exactes” des équations

différentielles, mais le prix à payer est que, face à un problème pratique, on ne peut rien calculer du tout !

En guise de démarche intermédiaire, les méthodes itératives usuelles des astronomes fournissent des déve-

loppements en série par rapport à un petit paramètre ; ces séries sont formellement solutions des équa-

tions, mais ont le défaut de ne pas converger ; elles permettent toutefois des calculs numériques directs

pour un instant donné pas trop éloigné de l’origine, et une description satisfaisante des phénomènes sur

une durée limitée. Enfin, les quadratures mécaniques offrent la possibilité d’un calcul pour toute valeur du

temps — calcul forcément fastidieux puisqu’il faut procéder pas à pas depuis l’origine —, mais évidem-

ment ne permettent aucune analyse théorique.

Contrairement aux autres méthodes étudiées (méthode des séries, méthode polygonale, méthode des

approximations successives), les méthodes multipas sont restées à ce troisième niveau d’intégration appro-

chée. Conçues par des calculateurs en vue d’applications très lourdes, elles n’ont jamais été utilisées par

les mathématiciens à des fins théoriques. Les trois chapitres précédents étaient bâtis autour d’une dia-

lectique permanente entre preuve constructive de l’existence d’une solution et calcul approché de cette

solution. L’évaluation de l’erreur y occupait une place centrale, non pas tant pour contrôler le résultat du

calcul numérique que pour prouver rigoureusement la convergence de l’algorithme infini considéré. Au fil

de cette quête se précisaient des concepts fondamentaux de l’analyse moderne : suites de Cauchy, con-

vergence uniforme, continuité uniforme, théorème du point fixe… Rien de tout cela pour les méthodes

multipas, qui ne quittent pas le niveau prosaïque des applications. L’état d’esprit des mathématiciens

“purs” à leur égard est recréé par O. Buneman111 de la façon suivante : “Computations were practical

(and respectable) only for the evaluation of series. Finite difference calculus made its way very slowly

during the first few decades of this century. Størmer struggled hard calculating orbits of charged particles

110 Traité de mécanique céleste, op. cit., t. 4, p. 197.
111 “Particles in their self-consistent fields : from Hartree’s differential analyser to Cray machines”, in A history of scientific
computing, op. cit., p. 57.
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in the earth’s magnetic field (…) for which he earned pity, if not ridicule.”112 Nous retrouvons le même

“complexe” du mathématicien appliqué que chez Darwin (cf. 4.1.1).

5.3.2. Le rejet des approximations successives

Il est temps de reprendre la réflexion engagée plus haut à propos des approximations successives.

Nous avons vu que la méthode de Picard était issue des méthodes itératives employées par les astronomes

pour exprimer les perturbations générales. De leur côté, les méthodes multipas se situent dans la lignée des

quadratures mécaniques utilisées pour les perturbations spéciales. Il y a sans nul doute un fonds commun :

la mécanique céleste et la théorie des perturbations. Cela a engendré, selon nous, une certaine confusion,

voire des contresens. Par exemple, Goldstine113 expose les méthodes d’Adams dans un paragraphe intitulé

“Successive Approximation Methods”, juste après la méthode de Picard. Dans l’Encyclopædia Univer-

salis, C. Coatmelec114 présente aussi les méthodes multipas sous le titre “Méthode des approximations

successives”, mais sans aucune référence, cette fois, à la méthode de Picard. Pourtant, il est clair que les

méthodes d’Adams n’ont rien à voir avec les approximations successives fonctionnelles de Picard. De la

même façon, elles n’ont plus rien à voir avec les anciens schémas d’approximations successives numé-

riques des astronomes. Leur création vient justement du désir de renoncer à ces lourds schémas implicites

au profit de méthodes explicites permettant d’avancer pas à pas, par des calculs directs analogues à ceux

de la méthode d’Euler. On pourrait dire que les méthodes multipas naissent précisément de l’abandon de

toute idée d’approximations successives, idée par nature inadaptée au calcul numérique dans le cas

fonctionnel, alors que la méthode de Picard, à l’opposé, est une idéalisation “platonicienne” des approxi-

mations successives, indépendamment de toute contrainte pratique.

Nous retrouvons ici la dichotomie entre logique des mathématiques et logique des applications

(cf. chap. I, 4.1.4). Lorsque Cauchy, Liouville et Picard s’emparent des approximations successives, ils en

font un objet mathématique. Même si cet objet est issu du domaine des applications, même si, après coup,

il peut avoir des retombées pratiques inattendues, il n’empêche qu’il se développe selon une démarche

purement interne aux mathématiques. S’appuyant sur le concept abstrait de fonction, la méthode fonc-

tionnelle de Picard est, de ce fait, d’une grande fécondité théorique. Par contre, les quadratures méca-

niques se développent à l’intérieur même des applications, autour de l’aspect tabulaire des fonctions ren-

contrées dans la réalité. Le résultat, ce sont les méthodes d’Adams-Størmer, idéalement adaptées au calcul

numérique à la main, permettant des calculs gigantesques, mais dénuées de toute substance théorique.

5.4. La diffusion des méthodes multipas

Afin de comprendre pourquoi l’histoire des méthodes multipas est aujourd’hui si mal connue, il faut

examiner comment ces méthodes ont été diffusées, en Europe et aux États-Unis, au début du 20e siècle.

5.4.1. Une diffusion lente et détournée

Lors de leur émergence, entre 1855 et 1909, les méthodes multipas passent, comme nous l’avons vu, à

peu près inaperçues auprès de la communauté scientifique. Lorsque Poincaré exploite les travaux de

112 “Les calculs étaient pratiques (et respectables) seulement pour l’évaluation des séries. Le calcul des différences finies fit
son chemin très lentement durant les premières décades de ce siècle. Størmer batailla ferme pour calculer les trajectoires des
particules chargées dans le champ magnétique terrestre (…), calcul qui attira sur lui la pitié, pour ne pas dire le ridicule.”
113 Op. cit., p. 294.
114 Article “Équations différentielles. Intégration numérique”, Encyclopædia Universalis.
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Darwin, il s’intéresse seulement aux résultats, en aucune manière à la méthode d’intégration numérique

employée. Seul Størmer semble avoir pris connaissance de la substance de la méthode. De façon générale,

chacun des travaux de la période de découverte reste isolé. Chaque fois, une méthode spécifique est mise

au point, exposée avec force détails comme si elle était entièrement nouvelle, puis oubliée.

C’est grâce au mathématicien russe A. N. Kriloff que les méthodes multipas acquièrent réellement

droit de cité. Lorsqu’il dispense et publie un cours de calcul numérique, en 1911, à Saint-Pétersbourg115, il

est l’un des premiers en Europe à enseigner l’intégration approchée des équations différentielles. À ce

moment, ignorant encore le traité de Bashforth et Adams, il présente seulement la méthode de Størmer à

ses étudiants. En 1918, il se montre enfin complètement informé et publie plusieurs articles de synthèse116

qui ont une grande influence en Russie et dans le reste de l’Europe. Lui-même applique les nouvelles mé-

thodes au calcul des trajectoires des projectiles, tandis que Numeroff117 s’en sert pour mettre au point de

nouvelles techniques de calcul des éphémérides ; il y aurait eu également une application au problème de

la stabilité des navires. Dans le domaine théorique, Tamarkine118 établit la convergence de la méthode et

évalue l’erreur commise.

En Scandinavie, sans doute sous l’influence directe de Darwin et Størmer, une série de travaux ana-

logues voit le jour. De 1910 à 1934, l’astronome Elis Strömgren et ses élèves reprennent la recherche nu-

mérique des orbites périodiques et élucident certains cas intéressants du problème restreint et du problème

général des trois corps119. Dans le domaine théorique, des articles de synthèse de Nyström120, Lindelöf121

et Steffensen122 présentent les premiers exposés unifiés des méthodes multipas et commencent à aborder

le problème du calcul de l’erreur.

Par contre, en Europe occidentale (France, Allemagne, Angleterre), on ne trouve rien d’analogue

durant la même période. L’Allemagne se concentre sur les méthodes de Runge-Heun-Kutta, tandis que la

France ignore superbement les méthodes numériques (seul Cotton mène un combat d’arrière-garde, à la

traîne des avancées théoriques de Picard). Quant à l’Angleterre, elle semble avoir oublié qu’elle fut le ber-

ceau des méthodes nouvelles. La situation va évoluer grâce à la diffusion des articles de Kriloff. Størmer,

voyant que le mathématicien russe est en train de lui voler la vedette, se décide à exposer lui-même sa

méthode au Congrès international de Strasbourg, en 1920. En Angleterre, paradoxe suprême, lorsque

Whittaker et Robinson publient un des premiers traités modernes d’analyse numérique, qui fera longtemps

autorité, ils citent comme source première les articles russes de Kriloff, avant même les travaux des pion-

niers britanniques ! En France, la traduction française des articles de Kriloff enthousiasme Hadamard, qui

inclut aussitôt, en 1930, la méthode d’Adams dans son Cours d’analyse123.

115 Cours de calcul numérique, Saint-Pétersbourg, 1911 (en russe).
116 “Sur l’intégration numérique approchée des équations différentielles ordinaires”, Archives des sciences physiques, Moscou,
1918, pp. 68-119 (en russe) ; “On the numerical integration of differential equations”, Proceedings of the international
congress on applied mechanics (1924), 1925, pp. 212-214 ; “Sur l’intégration numérique approchée des équations différen-
tielles avec application au calcul des trajectoires des projectiles”, Mémorial de l’artillerie française, vol. 6, 1927, pp. 353-423.
117 “Méthode nouvelle de détermination des orbites et de calcul des éphémérides en tenant compte des perturbations”,
Publications de l’Institut russe d’astrophysique, Moscou, 1922 ; “A method of extrapolation of perturbations”, Monthly notices
of the Royal Astronomical Society, vol. 84, 1924, pp. 592-601.
118 “Sur la méthode de C. Størmer pour l’intégration approchée des équations différentielles ordinaires”, Mathematische
Zeitschrift, 16, 1923, pp. 214-219.
119 Voir Hagihara, Celestial mechanics, op. cit., vol. 4, part 1, p. 36.
120 “Über die numerische Integration von Differentialgleichungen”, Acta Societatis Scientiarum Fennicae, t. 50, fasc. 13, 1925,
pp. 2-55.
121 “Remarques sur l’intégration numérique des équations différentielles ordinaires”, Acta Societatis Scientiarum Fennicae,
nov. ser. A, t. 2, fasc. 13, 1938, pp. 3-21.
122 “On numerical integration of differential equations”, Skandinavistik Aktuarietidskrift, 1922, pp. 20-36.
123 Cours d’analyse professé à l’École polytechnique, tome second, Hermann, Paris, 1930, pp. 308-310.
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Aux États-Unis, la diffusion semble s’être faite plus directement, dans le droit fil des recherches bri-

tanniques. Ainsi qu’il le raconte dans son traité Differential equations, publié en 1930, Moulton connais-

sait les travaux de Darwin dès 1914, et s’en est servi à l’occasion des intenses recherches balistiques moti-

vées par la première guerre mondiale. Si l’on met en parallèle ce qui s’est passé pour Størmer et Kriloff,

on se rend compte que c’est bien Darwin qui est, directement ou indirectement, à la source de toutes les

recherches de la période 1900-1920 alors que le traité de Bashforth et Adams n’a été retrouvé qu’après.

La carte ci-dessous résume l’étape de découverte et l’étape de “popularisation” des méthodes multipas.

Les caractères normaux sont réservés aux travaux de mathématiques appliquées, les caractères italiques

aux publications théoriques ou didactiques.

Bond (1849)
Bashforth-Adams

(1855-1883)

Darwin (1897)

Sheppard (1899)
Cowell-Crommelin (1909)

Whittaker-Robinson
 (1924)

Hadamard 
(1930)

Congrès de Strasbourg
Størmer (1920)

Kriloff
(1911-1918)

Størmer (1907)

Steffensen (1922)
Nyström (1925)
Lindelöf (1935)

Tamarkine (1921)
Numeroff (1922)

Strömgren (1910-1934)

Moulton
(1914-1926)

Fig. V.14. La diffusion des méthodes multipas

5.4.2. Une seconde éclipse

Vers 1925-1930, les méthodes multipas sont florissantes. Elles sont enseignées, approfondies, et

trouvent de nombreuses applications. Leur histoire, ainsi que le montre l’article de Nyström, en 1925, a pu

être reconstituée, avec notamment la réhabilitation d’Adams, qui est désormais cité à la place de Darwin

en tant que source première.

Dans un article récent, Goldstine124 se remémore, avec nostalgie, ses années de jeune chercheur en

analyse numérique et nous raconte ce qui s’est passé ensuite, juste avant et pendant la seconde guerre

124 “Remembrance of things past”, in A history of scientific computing, op. cit., pp. 8-9.
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mondiale. Les deux principales caractéristiques des méthodes multipas étaient alors : 1) très peu d’opéra-

tions non linéaires (multiplications et divisions) ; 2) nécessité de conserver la trace de nombreux résultats

intermédiaires (tables des fonctions et de toutes leurs différences). Tout ramener à des additions et des

soustractions facilitait le calcul à la main, tandis qu’il n’était pas gênant d’utiliser de nombreuses feuilles

de papier pour le stockage des informations. Avec l’apparition des premiers calculateurs électroniques, la

situation a radicalement changé : les multiplications devenaient rapides et économiques, mais la mémoire

disponible était, du moins sur les premiers modèles, très réduite. Tout ce qui avait fait, durant près de

quatre-vingts ans, le succès des méthodes multipas se révélait soudain inadapté à l’automatisation du cal-

cul. Après de nombreux essais, la première machine, l’ENIAC, fut programmée avec une méthode de

Heun. Les méthodes de Runge-Kutta prirent vite le devant de la scène, rejetant dans un oubli relatif les

méthodes multipas. Dans la période récente, ces dernières ont pu être réutilisées, grâce à de nouvelles

générations d’ordinateurs à la mémoire étendue, et ont emporté à nouveau l’adhésion des numériciens.

5.4.3. À propos de l’histoire des méthodes multipas

Cette éclipse, due à l’apparition des calculateurs électroniques, ainsi que le relatif désintérêt des histo-

riens pour le calcul numérique, partie la moins “noble” des mathématiques, expliquent sans doute que

l’histoire des méthodes multipas soit aujourd’hui si peu — et si mal — connue. Une espèce d’histoire

schématique s’est mise en place, à la suite de Goldstine, se réduisant à peu près à ceci : les méthodes mul-

tipas ont été inventées par Adams et Bashforth, en 1883, puis ont été perfectionnées par Moulton pendant

la première guerre mondiale. Ce schéma se retrouve, à l’identique, chez Chabert. Il est surprenant que

Goldstine, qui était, dans sa jeunesse, un spécialiste de l’analyse numérique des équations différentielles,

soit devenu plus tard un si piètre historien de ce domaine, alors que tant d’autres chapitres de son livre

sont riches et bien documentés.
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Conclusion

Notre recherche des sources de la méthode des différences finies à pas liés a tout d’abord confirmé la

nécessité de réparer une injustice : Clairaut doit absolument retrouver la place qui est la sienne dans l’his-

toire de l’analyse numérique des équations différentielles. Nous avions déjà décelé en sa théorie analy-

tique de la Lune le point de départ des recherches abstraites menant au théorème du point fixe de Picard

(cf. chap. IV, 1.3). Désormais, il semble également avéré que sa théorie des comètes, première tentative

d’utilisation de la série de Gregory-Newton pour l’intégration numérique d’un système différentiel, a re-

présenté une étape essentielle d’un processus historique tortueux conduisant de Newton aux méthodes

multipas modernes.

Dans la lignée des calculs inventifs de Clairaut, avec des formules définitives mises au point par

Gauss, les astronomes ont régulièrement pratiqué les quadratures mécaniques par approximations suc-

cessives jusqu’au début du 20e siècle. L’histoire aurait pu s’arrêter là si parallèlement, à partir de 1849,

quelques astronomes britanniques n’avaient songé à réaliser une synthèse fructueuse entre l’idée des ap-

proximations successives et celle du calcul des courbes intégrales par arcs successifs. À ce propos, nous

avons mis en évidence le rôle transitoire et méconnu de l’astronome américain Bond, avant de montrer

que les méthodes multipas ont été inventées plusieurs fois, par des moyens divers, non seulement par

Adams mais aussi par Darwin, Sheppard et Størmer.

De façon globale, la méthode des différences finies à pas liés apparaît comme un pur produit des

mathématiques appliquées, du concept tabulaire de fonction et des nécessités du calcul numérique. Idéale-

ment adaptée au calcul à la main, elle s’est développée à l’écart de l’étude théorique des équations diffé-

rentielles. De ce fait, elle n’a guère attiré l’attention des mathématiciens, encore moins celle des histo-

riens. Son développement est pourtant exemplaire des rapports dialectiques complexes qui se créent entre

les mathématiques pures, les applications des mathématiques et le calcul numérique.
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La méthode graphique

Pour l’intégration des équations
différentielles ordinaires, ce sont
les méthodes graphiques qui sont
les plus rapides et les plus
claires ; c’est pourquoi nous
commencerons notre étude par
elles.

C. Runge et Fr. A. Willers, 1914.
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Introduction

Dans l’édition allemande de l’Encyclopédie des sciences mathématiques, l’article de Runge et Willers

consacré à l’intégration approchée des équations différentielles commence par une phrase qui peut paraître

aujourd’hui surprenante : “Bei der Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen führen die gra-

phischen Methoden am schnellsten zum Ziel und sind am übersichtlichsten ; sie mögen daher hier zuerst

besprochen werden”1. En effet, de nos jours, les méthodes graphiques ont quasiment disparu. Certes, on

utilise abondamment des représentations graphiques en tout genre réalisées sur ordinateur, mais il s’agit

en général de traduire graphiquement des résultats calculés au préalable sous forme numérique, dans le

simple but de faciliter leur perception et leur interprétation. Dans une méthode graphique traditionnelle, au

sens employé ci-dessus par Runge et Willers, c’est exactement le contraire qui se produisait : la solution

d’un problème était obtenue directement par une construction géométrique, au moyen d’un véritable cal-

cul graphique (appelé aussi calcul par le trait), et c’est sur le graphique qu’on lisait ensuite les valeurs

numériques dont on avait besoin.

À la fin du 17e siècle et dans la première moitié du 18e siècle, dans la tradition des mathématiques

grecques et arabes, les problèmes sont abordés dans un cadre géométrique, avec un langage géométrique.

On cherche à “construire” une équation différentielle en la ramenant à des quadratures ou des rectifi-

cations, c’est-à-dire au tracé de courbes mécaniques. En ce sens, les méthodes d’intégration exactes ini-

tiales, celles de Leibniz et des frères Bernoulli, doivent aussi être conçues comme des méthodes destinées

à un usage graphique. La meilleure preuve en est que Leibniz a réfléchi à la fabrication d’un intégraphe,

appareil devant servir à réaliser concrètement les quadratures et, par suite, à résoudre pratiquement le pro-

blème inverse des tangentes. À côté des méthodes d’intégration sous forme finie, la méthode polygonale

de Leibniz, consistant à construire une courbe intégrale approchée sous la forme d’une succession de pe-

tits segments de tangentes, revêt également, à l’origine, l’aspect d’une méthode graphique. À ce propos,

nous avons vu (cf. chap. III, 1.1.2) comment Leibniz, sans faire le moindre calcul numérique, est parvenu

à donner une construction approchée à la règle et au compas de l’isochrone paracentrique.

Dans la seconde moitié du 18e siècle et la première moitié du 19e siècle, ce savoir faire géométrique

est relégué au second plan par l’essor des méthodes de calcul algébrique. Face aux demandes gran-

dissantes de l’astronomie et de la physique, le devant de la scène est occupé par l’approximation numé-

rique à partir de développements en séries de plus en plus élaborés. Par ailleurs, Euler (cf. chap. III, 2.1.1),

puis Cauchy, dégagent la méthode polygonale de sa gangue géométrique originelle : entre leurs mains,

dans des traités ne comportant aucune figure, elle devient une méthode purement numérique qui, dans ses

versions les plus abouties, peut rivaliser valablement avec celle des séries.

Dans la seconde moitié du 19e siècle, sous l’influence de besoins nouveaux issus du développement de

l’industrie et des travaux publics, le calcul graphique connaît un renouveau spectaculaire. C’est en effet

1 “Pour l’intégration des équations différentielles ordinaires, ce sont les méthodes graphiques qui sont les plus rapides et les
plus claires ; c’est pourquoi nous commencerons notre étude par elles.”
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l’époque où de nombreux ingénieurs doivent résoudre au quotidien, rapidement et en se contentant d’une

faible précision, de nombreux problèmes pratiques dont beaucoup se ramènent à des équations diffé-

rentielles. En 1908, Maurice d’Ocagne résume ainsi ce phénomène2 :

“L’emploi de la méthode graphique s’est, à cet égard, montré particulièrement efficace et semble de-

voir s’imposer chaque jour davantage, en tant du moins, — ce qui est très généralement le cas dans la

pratique, — que l’on puisse se contenter d’une approximation relative ne dépassant pas le 0,001, voire le

0,0001.

Il n’y a guère d’exceptions à citer, à cet égard, que, d’une part, certains calculs d’astronomie, de géo-

désie ou de physique mathématique, qui doivent offrir une précision au moins égale à celle que permettent

d’atteindre les instruments de mesure les plus parfaits ; de l’autre, les calculs financiers (…).

Encore s’en faut-il que, dans les applications de ce genre, la méthode graphique soit dépourvue de

toute utilité. Pour les calculs scientifiques de précision, elle fournit sans effort soit certaines valeurs de

départ à modifier par les méthodes connues d’approximations successives, soit, au contraire, certains

termes correctifs dont la valeur ne porte que sur un petit nombre de décimales. (…)

Mais il est un domaine immense où, vu le degré d’approximation pratiquement utile, la méthode gra-

phique peut à peu près suffire à tout : c’est celui de la science de l’ingénieur, ce terme étant d’ailleurs

pris dans son acception la plus générale ; et c’est en raison des services qu’elle y a déjà rendus et que

l’on prévoit qu’elle peut y rendre encore, qu’elle jouit maintenant d’une importance incontestée.”

Il est vrai que le calcul graphique paraît plus simple, plus parlant, plus rapide que le calcul numérique.

De plus, il est parfaitement adapté à de nombreuses applications expérimentales où interviennent des

fonctions données elles-mêmes sous forme graphique. Ainsi, les calculs numériques gigantesques que

nous avons analysés dans les chapitres précédents, tous tirés de la mécanique céleste ou de la physique

mathématique, ne seraient donc que la partie émergée de l’iceberg, c’est-à-dire des situations excep-

tionnelles peu représentatives de la masse des travaux effectués au sein des mathématiques appliquées ?

Bien entendu, ce sont ces recherches de pointe, autrefois réservées à l’élite des calculateurs, qui ont per-

mis l’élaboration des méthodes numériques couramment utilisées aujourd’hui. Mais l’histoire de l’inté-

gration approchée des équations différentielles serait faussée si l’on s’en tenait là. Il est indispensable de

se pencher également sur ces fameuses méthodes graphiques qui ont représenté le savoir faire de base de

toute une époque. Malheureusement, les documents de synthèse à notre disposition sont rares. Mis à part

un traité de Massau, publié en 18843 et apparemment peu diffusé4, ce n’est pas avant le début du 20e

siècle que l’on rencontre des exposés complets et organisés sur l’intégration graphique. Il n’y en a guère

que deux d’importants à citer, tous deux issus d’enseignements novateurs mis en place à cette époque. En

1907, fut ouvert à la Sorbonne un cours libre de Calcul graphique et nomographie, confié à Maurice

d’Ocagne, qui déboucha, l’année suivante, sur le livre du même titre dont nous avons déjà extrait une

citation. Par ailleurs, Runge publia en 1912 un livre intitulé Graphical methods5, à la suite d’un cours

professé aux États-Unis à l’invitation de Columbia University.

2 Calcul graphique et nomographie, Doin, Paris, 1908, p. XI de l’Avant-propos.
3 Mémoire sur l’intégration graphique et ses applications, Liège, 1884 ; Appendice au mémoire sur l’intégration graphique et
ses applications, Paris, 1890.
4 Le traité de Massau se compose de six livres, dont le premier est consacré à l’intégration graphique proprement dite, les
quatre suivants à des applications à l’art de l’ingénieur et le sixième à l’intégration graphique des équations différentielles du
premier ordre. Nous n’avons trouvé ce traité dans aucune bibliothèque parisienne, excepté à la Bibliothèque Nationale. Malheu-
reusement, l’exemplaire de la B.N. est incomplet ; il manque notamment le sixième livre, celui qui nous aurait particulièrement
intéressé !
5 Columbia University Press, New York, 1912.
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Pour l’essentiel, ces premiers traités consacrés aux méthodes graphiques sont aussi… les derniers !

Pendant les deux guerres mondiales, les énormes besoins de la balistique vont conduire à l’automatisation

des calculs numériques, à l’apparition des calculateurs électroniques et, par voie de conséquence, à

l’inexorable disparition des méthodes graphiques. Une des dernières publications connues dans ce do-

maine est un article de Bailey et Somerville, daté de 19386, dont l’un des objectifs est de renouveler et

simplifier les procédures d’intégration graphique par l’usage de papier transparent, mais il ne faut y voir

qu’un combat d’arrière-garde.

Dans ce dernier chapitre, c’est donc avec nostalgie que nous sommes parti à la recherche d’un passé

révolu. Nous avons divisé notre étude en deux grandes sections : la première traitera des méthodes gra-

phiques proprement dites, qui consistent à construire soi-même une courbe intégrale approchée à la main,

en s’aidant seulement des instruments usuels de dessin (règle, compas…) ; dans la seconde, il sera ques-

tion des méthodes analogiques, dans lesquelles on fait exécuter le tracé graphique par une machine met-

tant en œuvre des propriétés physiques (mécaniques, hydrauliques…). Enfin, signalons que nous avons

renoncé à réaliser une histoire exhaustive qui, inévitablement, aurait pris l’aspect rebutant d’une énumé-

ration fastidieuse. Rejetant les procédés spécifiques conçus pour une classe restreinte d’équations diffé-

rentielles, voire une seule équation très particulière, nous avons préféré nous limiter aux méthodes gra-

phiques ayant une portée pratique assez large et/ou un substrat théorique digne d’intérêt.

6 “The graphical solution of ordinary differential equations”, The Philosophical Magazine, s. 7, vol. 26, 1938, pp. 1-31.
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1. Intégration graphique à la règle et au compas

Nous avons regroupé dans cette première partie tous les algorithmes graphiques que le dessinateur

exécute lui-même à l’aide des instruments traditionnels de dessin, essentiellement la règle et le compas.

En dernier ressort, tous les tracés de ce type reviennent à remplacer la courbe intégrale exacte par une suc-

cession de segments de droite ou une succession d’arcs de cercle. Les constructions que nous allons envi-

sager exigent toujours de reporter sur l’épure des valeurs particulières de certaines fonctions intermé-

diaires, par exemple les coefficients différentiels. Si ces valeurs sont calculées numériquement à partir

d’une expression analytique de la fonction, on peut qualifier le procédé de semi-graphique. En général,

afin d’éviter que le déroulement de la construction soit interrompu par la nécessité d’exécuter des calculs

numériques auxiliaires, les dessinateurs avaient plutôt l’habitude de préparer à l’avance des représen-

tations graphiques de toutes les fonctions entrant en jeu, sous forme de courbes, échelles graduées,

abaques, nomogrammes (réseaux de lignes ou de points cotés au moyen des valeurs de la fonction), etc.

En quelque sorte, il s’agissait de se constituer des tables graphiques permettant de lire directement une

valeur d’une fonction et de la reporter à l’aide du compas sur l’épure en cours de réalisation. Vues sous cet

angle, les méthodes qui suivent peuvent toujours être considérées comme purement graphiques.

1.1. Méthode des isoclines

La méthode graphique la plus simple est naturellement la méthode d’Euler. Avec Euler, qui souhaitait

s’affranchir de la géométrie (cf. chap. III, 2.1.1), la méthode polygonale est devenue une méthode pure-

ment numérique. Pourtant, à l’origine, il s’agissait bien d’une méthode graphique traduisant directement la

vision leibnizienne des courbes. Selon cette conception, pour “construire” une courbe identifiée à un poly-

gone, il suffit de tracer successivement ses côtés infiniment petits, qui se confondent avec des portions in-

finitésimales de tangentes. La construction revêt un double statut : c’est une construction théorique assu-

rant l’existence de la courbe cherchée lorsque l’on trace des côtés infiniment petits par une opération de

l’esprit, mais c’est aussi un procédé graphique des plus concrets si l’on approche ces côtés idéaux par de

petits segments finis de tangentes. Leibniz a donné lui-même un remarquable exemple de cette ambi-

valence en étudiant l’isochrone paracentrique (cf. chap. III, 1.1.2).

En marge du point de vue numérique moderne d’Euler, le point de vue géométrique a longtemps per-

duré. C’est ainsi que Lacroix, dans son Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, présente la mé-

thode d’Euler dans un chapitre intitulé “Applications géométriques des équations différentielles à deux va-

riables” alors que les séries, les fractions continues ou les approximations successives sont regroupées ail-

leurs sous le titre “Des méthodes pour intégrer par approximation les équations différentielles”. Pour

Lacroix, la méthode d’Euler ne semble donc pas promise à un usage numérique. Il en va de même chez

Poncelet, qui expose la méthode polygonale sous une forme purement graphique dans un enseignement
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destiné à des ingénieurs7. Telle que la présente Poncelet, la méthode polygonale classique nécessite de

calculer ou de construire, à chaque étape, la pente de la tangente au point en lequel on est parvenu, afin de

pouvoir tracer le segment suivant. Le procédé serait plus performant si l’on pouvait tracer directement

toute courbe intégrale en évitant ces calculs auxiliaires. Pour cela, il serait bon de disposer à l’avance de

toutes les tangentes, c’est-à-dire de connaître graphiquement le champ de vecteurs déterminé par l’équa-

tion différentielle. Étant donnée une équation résolue du premier ordre ′y = f (x, y) , cela revient à

connaître les lignes de niveau de l’application f. Les courbes d’équation f (x, y) = p, où p est une

constante, sont appelées isoclines. Dans ce qui suit, nous allons voir comment les isoclines ont été em-

ployées à l’intégration graphique.

1.1.1. Sur l’origine du mot “isocline”

Selon Vessiot8, c’est J. H. Maclagan-Wedderburn qui aurait introduit le nom d’isocline. Effectivement,

Maclagan-Wedderburn a écrit en 1903 un article9 sur les “lignes isoclinales” des équations différentielles

du premier ordre, dans lequel on peut lire :

“A differential equation of the first order φ (xy p) = 0  besides defining the integral family, also defines

a family of curves obtained by regarding p as an arbitrary constant in φ = 0 , and these curves have the

property that all the integral curves, that intersect any particular curve of the second family, have the

same direction (i.e., the same p) at the points of intersection. The latter family has been called the “Loci

of Contacts of Parallel Tangents,” by Hill (Proc. Lond. Math. Soc., XIX., 1888, p. 561), but, at the sug-

gestion of Professor Chrystal, I propose to use in this paper the more convenient term “Isoclinal Family.”

This family gives a method of describing any integral curve ; for if, beginning at any arbitrarily chosen

point, we draw an infinitesimal line in the direction specified by one of the isoclinal curves passing

through that point, we in general come to another isoclinal giving a new direction differing infinitesimally

from the original direction, and so on.”10

Dans cet article, le but de Maclagan-Wedderburn n’est pas du tout une construction graphique mais

bien l’étude des propriétés théoriques des intégrales, en particulier de leurs singularités. Cependant, si l’on

remplace les segments infinitésimaux du texte par de petits segments finis, on obtient une très bonne des-

cription de la méthode graphique des isoclines.

Maurice d’Ocagne11 propose une origine différente de celle de Vessiot : “M. Massau, qui a fondé l’in-

tégration graphique des équations différentielles du premier ordre sur la considération de ces courbes,

leur a donné le nom de courbes isoclines.” Sachant que le traité de Massau, publié en 1884 et 1890, est

une compilation d’articles datés de 1878 à 1890, il semble que Massau ait une priorité certaine sur Macla-

gan-Wedderburn. Une dernière version est celle de Runge et Willers, dans l’Encyclopédie des sciences

7 Introduction à la mécanique industrielle physique ou expérimentale, 1829 ; 2e éd., Metz, 1841 (voir p. 124 et p. 638).
8 “Méthodes d’intégration élémentaires. Étude des équations différentielles ordinaires au point de vue formel”, Encyclopédie
des sciences mathématiques pures et appliquées, op. cit., t. 2, vol. 3, fasc. 1, note 79 de la p. 84.
9 “On the isoclinal lines of a differential equation of the first order”, Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, vol. 24,
1903, pp. 400-408.
10 “Une équation différentielle du premier ordre φ (x y p) = 0 , en plus de définir une famille d’intégrales, définit aussi une fa-
mille de courbes obtenues en regardant p comme une constante arbitraire dans φ = 0 , et ces courbes ont la propriété que
toutes les courbes intégrales qui rencontrent une courbe particulière de la seconde famille ont la même direction (i.e. le
même p) aux points d’intersection. La dernière famille a été appelée le «lieu des contacts des tangentes parallèles» par Hill
(…), mais, sur une suggestion du Professeur Chrystal, je propose d’utiliser dans cet article le terme plus adéquat de «famille
isoclinale». Cette famille fournit une méthode pour décrire toute courbe intégrale ; en effet si, en commençant à un point
arbitrairement choisi, nous traçons un segment infinitésimal dans la direction spécifiée par l’une des courbes isoclines passant
par ce point, nous parvenons en général à une autre isocline donnant une nouvelle direction différant infinitésimalement de la
direction originale, et ainsi de suite.”
11 Calcul graphique et nomographie, op. cit., p. 150.
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mathématiques, pour qui l’emploi des lignes de même inclinaison, appelées indifféremment isoclines ou

isogones, viendrait tout droit de la géophysique, notamment de l’hydrographie et de la météorologie. Cette

hypothèse des plus plausibles devrait pouvoir réconcilier tout le monde : le mot “isocline” a certainement

été utilisé dans plusieurs secteurs extra-mathématiques avant que divers mathématiciens, indépendamment

les uns des autres, ne songent à l’adopter dans le cadre de la théorie des équations différentielles. De toute

façon, les divergences sur l’origine de la dénomination actuelle de la méthode deviennent très secondaires

quand on découvre que la méthode elle-même est beaucoup plus ancienne. En effet, nous allons voir

qu’elle a été exposée et utilisée souvent, avec un vocabulaire varié, depuis la fin du 17e siècle.

1.1.2. La version de Bernoulli de la construction géométrique des intégrales

C’est très certainement dans un court texte de Jean Bernoulli, publié en 169412, qu’il faut voir la pre-

mière apparition des lignes isoclines, sous le nom de lignes “directrices”. Bernoulli, constatant à regret

qu’on ne parvient pas toujours à séparer les variables dans une équation différentielle du premier ordre et

donc qu’on ne peut pas toujours ramener aux quadratures la “construction” d’une telle équation, déve-

loppe un autre mode de construction géométrique qui, cette fois, ne souffre aucune restriction :

“Omnis æquatio differentialis primi gradus exprimi potest per hanc s dx = z dy ; posito literas s & z

denotare quantitates formatas ex x, y & constantibus : ponatur nunc dy ad dx habere rationem ut m ad a,

quæ utique in quolibet curvæ puncto variatur ; æquatio differentialis mutabitur in hanc as = mz, quæ tres

indeterminatas continet s, z & m, seu x, y & m ; ejus itaque Locus est ad infinitas curvas algebraicas

(quas directrices appellare liceat), quæ construuntur, ponendo unam trium indeterminatarum, si vis m,

constantem ; inde enim emerget æquatio duarum duntaxat indeterminatarum, quæ format unam ex infi-

nitis curvis directricibus : ponendo nunc hanc eandem m constantem majorem vel minorem, habebitur

alia directrix, & continuando hoc in infinitum, infinitæ construentur curvæ directrices super eodem axe.

Sic itaque m ad a, id est dy ad dx, omnes habebit possibiles rationes. Quo facto, inter duas quaslibet di-

rectrices elementaliter distantes duco lineolam, ita ut sinus inclinationis ad axem sit ad sinum comple-

menti, ut m, in his directricibus elementaliter distantibus sumta, ad a ; Hoc si ubique fiat, & tandem

omnes ductæ lineolæ (manente una immobili) parallelo motu deprimantur vel elevantur, suis directricibus

semper adhærentes, donec omnes sibi invicem connectantur ; orietur Curva quæsita.”13

Si nous suivons à la lettre le texte de Bernoulli, voici comment il faut comprendre la construction

d’une courbe intégrale (fig. VI.1) : on commence par tracer sur chaque directrice un segment infiniment

petit ayant pour pente la valeur du paramètre associé à cette directrice ; ensuite, en gardant immobile l’un

de ces segments, par exemple celui d’extrémité A, on déplace les autres segments parallèlement à eux-

mêmes jusqu’à ce que tous soient connectés. On obtient alors la courbe intégrale passant par A.

12 “Modus generalis construendi omnes æquationes differentiales primi gradus”, Acta Eruditorum, novembre 1694 ; Johannis
Bernoulli Opera omnia, op. cit., t. 1, pp. 123-125.
13 “Toute équation différentielle du premier ordre peut s’écrire sous la forme s dx = z dy, les lettres s et z désignant des quan-
tités formées à partir de x, de y et de constantes. Posons donc que dy soit à dx dans le rapport de m à a, lequel de toute façon
variera pour un point quelconque de la courbe. L’équation différentielle se changera en l’équation as = mz, qui contient trois
indéterminées s, z et m, ou x, y et m ; c’est pourquoi son lieu est formé d’une infinité de courbes algébriques (que l’on peut ap-
peler directrices), que l’on construira en supposant constante l’une des trois indéterminées, par exemple m. De là, en fait, ap-
paraît une équation entre seulement deux indéterminées, qui produit l’une parmi l’infinité des courbes directrices. De même,
en prenant maintenant une constante m plus grande ou plus petite, on aura une autre directrice, et en continuant ainsi à l’in-
fini, on construira une infinité de courbes directrices sur le même axe. Ainsi, puisque m est à a comme dy est à dx, on aura tous
les rapports possibles. Ceci fait, je trace une petite ligne entre deux directrices quelconques distantes d’une quantité élé-
mentaire, de sorte que le sinus de l’inclinaison sur l’axe soit au sinus de son complément comme m, pris dans ces directrices
distantes d’une quantité élémentaire, est à a. Si l’on fait cela partout et si, à la fin, on abaisse ou éléve toutes les lignes tracées
(l’une restant immobile) d’un mouvement parallèle, en les gardant toujours adhérentes à leurs directrices, jusqu’à ce que
toutes soient mutuellement connectées, il apparaîtra la courbe cherchée.”
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A A

Fig. VI.1. Construction d’une courbe intégrale à l’aide des “directrices” de Bernoulli

Bernoulli donne ainsi une construction géométrique générale des courbes intégrales, analogue à celle

de Leibniz quoique présentée différemment. Pour les mathématiciens de la fin du 17e siècle, la

construction mentale de Bernoulli était certainement des plus frappantes et des plus convaincantes. Nous

avons là un nouvel exemple, cette fois sous forme graphique, de la dialectique constante entre

constructions théoriques des intégrales et procédés pratiques de calcul approché. Il est indéniable que la

construction idéale de Bernoulli porte en germe tout l’emploi ultérieur qui sera fait des courbes isoclines,

à la fois pour la théorie et pour les applications.

1.1.3. Versions utilitaires de la méthode des isoclines

Dans un mémoire de Léauté sur le mouvement troublé des moteurs14, nous avons trouvé un exemple

représentatif de l’utilisation de la méthode des isoclines par les ingénieurs. Il s’agit d’étudier ce qui se

passe lorsqu’une machine munie d’un régulateur est soumise à une perturbation brusque de la résistance

ou de la puissance. Avant que le régulateur entre en action et qu’un nouvel état d’équilibre soit atteint, on

passe par une période d’oscillations de la vitesse qu’il faut pouvoir contrôler pour des raisons de sécurité.

Léauté introduit son mémoire par une phrase significative : “La méthode analytique conduit à des for-

mules compliquées et d’une application difficile ; il est préférable, à tous les points de vue, de recourir à

des tracés graphiques”. Cela confirme la constatation déjà faite sur la préférence que les ingénieurs de la

fin du 19e siècle accordaient fréquemment aux méthodes graphiques par rapport aux calculs numériques.

Pour en revenir au problème du texte, la vitesse à un moment donné est déterminée, en fonction du chemin

total décrit par la machine, au moyen d’une équation différentielle du premier ordre. Léauté explique qu’il

est utile de tracer sur l’épure les lignes le long desquelles le coefficient différentiel conserve une même

valeur ; ces lignes sont appelées “trajectoires”. Une fois tracées les trajectoires, il reste à préciser comment

s’en servir pour l’étude du mouvement :

“La construction des lignes qui représentent les différentes circonstances du mouvement se trouve

ramenée, en définitive, au tracé de lignes coupant sous des directions données une suite de lignes don-

nées D.

14 “Du mouvement troublé des moteurs consécutif à une perturbation brusque. Nouvelle méthode graphique pour l’étude com-
plète de ce mouvement”, Journal de l’École Polytechnique, 61e cahier, 1891, pp. 1-33.
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Ce tracé ne présente par lui-même aucune difficulté et l’on peut, suivant l’usage, remplacer la courbe

inconnue par un polygone dont les sommets se trouvent sur les lignes données D et dont les côtés ont les

directions déterminées par l’équation différentielle.

Le tracé s’effectue alors très simplement et sans complication aucune.

Cette méthode présente toutefois quelques inconvénients et il est préférable, au point de vue de

l’exactitude, de la modifier un peu.

Dans cet ordre d’idées, on peut prendre pour direction des côtés successifs du polygone dont il vient

d’être question, non plus celle qui correspond à leur point de départ, mais la moyenne entre celles qui

correspondent à leurs deux extrémités.

Comme chacun de ces côtés est limité à deux lignes, pour lesquelles la direction de la ligne cherchée

est connue, cette construction est simple à effectuer et l’on obtient un polygone qui diffère beaucoup

moins du polygone inscrit véritable.

On peut encore construire la courbe inconnue en formant le polygone circonscrit dont les points de

contact se trouvent sur les lignes données D.

Les directions des côtés de ce polygone sont précisément celles qui correspondent à ces lignes et il suf-

fit, pour le déterminer complètement, de remarquer que les tangentes menées aux extrémités d’un petit arc

de courbe sont égales.”

Ce texte présente trois façons de tracer un polygone à partir des “trajectoires”, qui correspondent aux

trois méthodes les plus simples de quadrature approchée. La méthode des rectangles se traduit, pour les

équations différentielles, par la méthode d’Euler : deux sommets consécutifs du polygone sont situés sur

des isoclines voisines, et le côté qui les joint voit sa direction déterminée par l’une des deux isoclines.

Remarquons que, dans cette version graphique, il n’y a plus aucune différence entre méthode d’Euler

explicite et méthode d’Euler implicite : comme l’avait fait Leibniz, on peut choisir indifféremment la

direction déterminée par l’une ou l’autre des isoclines sans que cela entraîne la moindre complication.

Léauté suggère cependant que cette première méthode présente des inconvénients et qu’il convient de lui

préférer deux autres procédés plus précis. On peut construire un polygone “inscrit dans la courbe” en

prenant les sommets sur les isoclines et en faisant la moyenne des directions déterminées par deux

isoclines consécutives : c’est la méthode des trapèzes. On peut aussi construire un polygone “circonscrit à

la courbe” en gardant les directions fournies par les isoclines mais en prenant les sommets entre ces

mêmes isoclines : c’est la méthode du point milieu. Sous forme graphique, la méthode des trapèzes et la

méthode du point milieu ne soulèvent pas de difficulté majeure alors que, sous forme numérique, nous

savons qu’elles sont fort difficiles à adapter aux équations différentielles en raison de leur caractère

implicite (cf. chap. III, 4.4.2).

À la lecture du texte de Léauté, il est clair que les dessinateurs s’étaient aperçus, du moins empiri-

quement, que les méthodes d’ordre 2 sont plus précises que les méthodes d’ordre 1 ! Un équivalent gra-

phique de la méthode des trapèzes est à nouveau présenté par Cotton, en 190515, avec un vocabulaire di-

rectement inspiré de la topographie. Étant donnée une équation différentielle dy dx = f (x, y) , avec une

fonction f continue et satisfaisant à la condition de Lipschitz dans un domaine D, Cotton lui associe la sur-

face S d’équation z = f (x, y). La construction des intégrales approchées est alors décrite en ces termes :

“Géométriquement, on fait, sur le plan xOy, la représentation topographique, par lignes de niveau co-

tées, de la partie de S correspondant à D. Dans ce domaine, toute solution (…) est représentée approxi-

15 “Sur l’intégration approchée des équations différentielles”, Comptes rendus de l’Académie des sciences, t. 140, 1905,
p. 496 ; voir aussi l’article de même titre paru dans Acta mathematica, 31, 1908, p. 121.
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mativement par une brisée dont les sommets sont sur les courbes de niveau, le coefficient angulaire de

chacun des côtés de la brisée est la demi-somme des cotes des courbes de niveau auxquelles il aboutit.”

Curieusement, Cotton présente ce procédé comme l’analogue graphique de la méthode de Cauchy-

Lipschitz. Contrairement à Léauté, il ne semble pas être conscient de la différence de nature et de préci-

sion entre une “méthode des rectangles” et une “méthode des trapèzes”. Tout aussi curieux est le fait que

Cotton, au sein d’articles théoriques assez abstraits (cf. chap. IV, 3.3), estime utile d’ouvrir une longue pa-

renthèse pour présenter le procédé graphique des isoclines comme s’il s’agissait d’une découverte nou-

velle. À ce propos, remarquons que Léauté parlait lui aussi de “nouvelle méthode graphique” ! Il faut sans

doute en déduire que les techniques d’intégration graphique des équations différentielles, peu enseignées,

mal diffusées, ont été mille fois redécouvertes au 19e siècle. N’oublions pas que, après le travail de pion-

nier de Massau en 1884, les premiers traités à aborder sérieusement la question sont ceux d’Ocagne

en 1908 et de Runge en 1912.

C’est Maurice d’Ocagne qui a donné à la méthode des isoclines une forme définitive réellement pra-

tique. Soit une équation différentielle de la forme F(x, y, dy dx) = 0. Pour compléter le tracé préalable

d’un certain nombre d’isoclines sur la feuille de papier, on marque un point P appelé pôle, situé sur la

partie négative de l’axe des abscisses à une distance OP égale à l’unité, et on construit la ligne ∆ d’équa-

tion F(x, y, y) = 0, appelée directrice de l’intégration (fig. VI.2). Pour obtenir la direction suivant laquelle

une isocline est traversée par les intégrales, il suffit de projeter sur Oy, parallèlement à Ox, le point de

rencontre de cette isocline et de la directrice, puis de tracer la droite qui joint cette projection au pôle. Pour

prendre un exemple sur la figure, la tangente à l’intégrale passant par M1 est parallèle à la droite Pk1.

Fig. VI.2. Tracé des tangentes à l’aide des isoclines,
de la directrice et du pôle (M. d’Ocagne, 1908)

Sur la figure VI.2, on remarque que M. d’Ocagne s’oriente vers l’option d’un polygone circonscrit

dont les sommets sont à peu près “au milieu” des isoclines. Pour éviter la détermination à vue de ces

sommets, qui était de règle chez ses prédécesseurs, il propose une construction systématique (fig. VI.3)

revenant à remplacer l’arc de la courbe intégrale compris entre deux isoclines par un arc de parabole. Le

point A1 étant connu, on veut construire le point suivant B1. Pour cela, on marque un point ′T1  quel-

conque sur la tangente en A1, et on mène par ce point la parallèle à Pb, sur laquelle on prend le point ′B1

tel que la différence des abscisses de ′B1  et ′T1  soit égale à celle de ′T1  et A1. Par homothétie, on obtient

un point B1 de la seconde isocline et un sommet T1 situé “au milieu” des deux isoclines en ce sens que

son abscisse est la demi-somme de celles de A1 et B1.
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Fig. VI.3. Construction d’un point “au milieu” de deux isoclines (M. d’Ocagne, 1908)

1.1.4. Méthode de Czuber pour les équations linéaires du premier ordre

Pour l’intégration graphique des équations linéaires du premier ordre, le Professeur E. Czuber, de

Vienne, a imaginé en 189916 une méthode équivalente à celle des isoclines mais pouvant la remplacer

avantageusement. Considérons une équation linéaire du premier ordre ′y + P(x) y = Q(x) . Si (x, y1) et

(x, y2 ) sont deux points du plan situés sur une même verticale, les tangentes aux courbes intégrales pas-

sant par ces deux points se coupent en un point (ξ, η) vérifiant

y1 − η
x − ξ

= ′y1

y2 − η
x − ξ

= ′y2 .










Par soustraction, on obtient 
y1 − y2

x − ξ
= ′y1 − ′y2 = − P(x)(y1 − y2 ), d’où ξ = x + 1

P(x)
. Il vient ensuite

η = y1 − (x − ξ ) ′y1 = y1 + Q(x) − P(x)y1

P(x)
= Q(x)

P(x)
.

Ainsi, le point (ξ, η) ne dépend que de x ; en d’autres termes, les tangentes aux courbes intégrales rela-

tivement aux points d’une même droite verticale forment un faisceau de droites concourantes. Prati-

quement, si l’on connaît la droite d’équation x = x0  et le point associé (ξ (x0 ), η(x0 )) , on peut construire

immédiatement la tangente à la courbe intégrale passant par un point de la droite verticale considérée.

Pour pouvoir tracer rapidement des courbes intégrales, il suffit donc de préparer une série de droites ver-

ticales, d’équations   x = m1, x = m2 ,K, x = mn , et de construire par points (à l’aide des points Mi associés

aux paramètres mi ) la courbe S d’équations paramétriques

ξ = x + 1
P(x)

η = Q(x)
P(x)

.










16 “Beitrag zur graphischen Integration der linearen Differentialgleichungen erster Ordnung”, Zeitschrift für Mathematik und
Physik, vol. 44, 1899, pp. 41-49.
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L’avantage par rapport à la méthode des isoclines est qu’il n’y a qu’une seule courbe à construire préala-

blement par points, au lieu de n isoclines. Pour la construction (fig. VI.4) de la courbe intégrale passant

par un point donné ′M1  appartenant à la verticale m1, on trace simplement la droite M1 ′M1 , qui rencontre la

verticale m2  en ′M2 , puis la droite M2 ′M2 , qui rencontre la verticale m3  en ′M3 , etc. Sur la figure, on peut

observer deux courbes intégrales tracées de cette façon.

Fig. VI.4. Intégration graphique d’une équation linéaire du premier ordre (Czuber, 1899)

1.2. Méthode des rayons de courbure

Pour une équation du second ordre, il est certes possible de traduire graphiquement la méthode d’Euler

en construisant simultanément deux lignes polygonales, une pour la fonction inconnue et une pour sa dé-

rivée, mais l’on ne dispose plus de la simplification pratique qu’apportaient les isoclines dans le cas du

premier ordre. C’est pourquoi les dessinateurs ont presque toujours préféré faire appel à un procédé d’un

autre type : la méthode des rayons de courbure. Leibniz17 est l’un des premiers à avoir dégagé la notion de

courbure et son utilité pour l’approximation des courbes :

“En considérant les parties infiniment petites de n’importe quelle courbe on peut étudier non seule-

ment, comme on l’a fait jusqu’ici, sa direction, c’est-à-dire sa pente ou inclinaison, mais également les va-

riations de sa direction, autrement dit la courbure. Or, tout comme les Géomètres ont mesuré la direction

des courbes par la ligne la plus simple ayant même direction en un point donné, à savoir la tangente, je

mesure de la même façon la courbure par la courbe la plus simple ayant au point considéré non seule-

17 “Meditatio nova de natura anguli contactus et osculi, horumque usu in practica mathesi ad figuras faciliores succedaneas dif-
ficilioribus substituendas”, Acta Eruditorum, juin 1686, Mathematische Schriften, t. 7, pp. 326-329.



Chapitre VI 397

ment même direction mais aussi même courbure, à savoir le cercle qui est non seulement tangent à la

courbe, mais qui plus est, l’embrasse, ce que je vais expliquer dans un instant. (…)

Tout ceci est d’une remarquable utilité pratique. (…) A-t-on découvert par exemple telle courbe ou

telle figure dotée d’une propriété importante et utile, mais que ni le tour, ni aucun autre appareil, ne per-

mette de la matérialiser facilement, on pourra remplacer un arc de cette courbe (de longueur bien sûr

limitée, mais suffisante dans la pratique) par l’arc, quasiment confondu avec le précédent, d’une autre

courbe plus facile à tracer, qui touche ou embrasse le plus parfaitement possible la première ; au premier

chef, par un arc de cercle, de toutes les courbes la plus facile à tracer. (…)

Si on comprend ceci, on ne peut pas ne pas voir combien de tels résultats contribuent à faire passer

dans la vie courante les finesses de la Géométrie.”

Tout comme on peut approcher une courbe par une suite de segments de tangentes, Leibniz a vu l’in-

térêt d’y employer une suite d’arcs de cercles osculateurs. Malheureusement, cette dernière idée est restée

à l’état de programme : Leibniz ne l’a pas appliquée à l’intégration approchée des équations différen-

tielles, contrairement à ce qu’il avait fait avec les tangentes. Cependant, la dernière phrase du texte garde

une signification particulièrement intéressante : elle montre, une fois de plus, le double caractère des

méthodes des fondateurs du calcul infinitésimal. Les méthodes “fines”, théoriques, idéales de la géométrie

avaient toujours un pendant pratique, opératoire : ici, il s’agit de l’approximation d’une courbe par une

suite finie de petits arcs de cercle, dont découle directement la méthode graphique des rayons de courbure.

1.2.1. Principe de la méthode des rayons de courbure

Considérons une équation différentielle du second ordre, de la forme

d 2y
dx2 = f x, y,

dy
dx





 .

On se propose de tracer une courbe solution à partir d’un point initial M0 , en lequel on connaît la pente de

la tangente. Notons s l’abscisse curviligne (comptée à partir de M0 ) et α l’angle que fait la courbe

(parcourue dans le sens du mouvement) avec l’axe des abscisses. On sait que dy dx = tanα  et

dx ds = cosα , d’où

d 2y
dx2 = 1

cos2 α
dα
dx

= 1
cos3 α

dα
ds

.

Le quotient dα ds  mesure la courbure, son inverse est le rayon de courbure, noté ρ. On peut donc écrire

(1)     
1
ρ

= cos3 α
d 2y
dx2 = cos3 α × f x, y, tanα( ).

Sous cette nouvelle forme, l’équation différentielle fournit le rayon de courbure en fonction de x, y et α,

c’est-à-dire en fonction de la position du mobile et de la direction du mouvement. Cette expression fait

naître l’idée d’approcher la courbe solution par une suite d’arcs de cercle. Concrètement (fig. VI.5), on

trace un segment C0M0  perpendiculaire à la direction initiale donnée M0T , ayant pour longueur la valeur

absolue du rayon de courbure déterminé par l’équation (1). Le tracé est effectué du côté positif de la

direction initiale donnée si le rayon de courbure est positif, du côté négatif dans le cas contraire. Avec C0

comme centre et C0M0  comme rayon, on trace un petit arc de cercle M0M1  et la droite C0M1. On con-

sidère alors que M1 est un nouveau point de la courbe cherchée et que la tangente en ce point se confond

avec la tangente à l’arc de cercle M0M1 , ce qui permet de recommencer la construction : on place le centre

de courbure C1 associé à M1, on trace un petit arc de cercle M1M2, et ainsi de suite.
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Fig. VI.5. Méthode des rayons de courbure

Il ne nous a pas été possible d’identifier le moment précis où cette méthode, présente en germe chez

Leibniz, fut appliquée pour la première fois à une équation différentielle. On peut seulement constater

qu’elle se trouve dans le Traité du calcul différentiel et du calcul intégral de Lacroix, au tout début du 19e

siècle, ce qui laisse supposer qu’elle avait déjà été utilisée auparavant. Lacroix la décrit de façon fort

claire, en ajoutant qu’elle pourrait éventuellement servir aussi pour des équations du premier ordre18 :

“J’observerai que dans le second ordre, l’emploi du cercle osculateur est plus simple. Ayant pris arbi-

trairement le premier point M et la première tangente MT, ce qui donne les premières valeurs des quan-

tités x, y, dy dx, on tire de l’équation proposée la valeur correspondante de d 2y dx2 , avec laquelle on

calcule le rayon du premier cercle osculateur ; on porte ce rayon sur la normale MF, et décrivant un

cercle M ′N , on prend sur ce cercle un second point ′N , duquel résultent de nouvelles valeurs de x, y et

dy dx, qui conduisent à une seconde valeur de d 2y dx2 , puis à un second cercle osculateur, et la courbe

cherchée se construit par une suite d’arcs de cercle. On pourrait appliquer ce procédé aux équations du

premier ordre, mais la première tangente ne serait plus arbitraire, et il faudrait différentier l’équation

proposée pour en tirer l’expression de d 2y dx2 .”

Assez naturellement, les textes que nous avons parcourus conseillent de choisir soit des arcs égaux,

soit des arcs proportionnels à leurs rayons, c’est-à-dire des angles égaux. Reste évidemment une question

essentielle dont dépend la précision de la construction : comment fixer la taille des arcs de cercle ou des

angles au centre ? Selon Runge19, la décision ne peut résulter que de l’expérience : “The smaller the cir-

cular arcs the less will accurately-drawn circular arcs deviate from the curve. But it must be kept in mind

that small errors cannot be avoided, when passing from one arc to the next. Hence, if the arcs are taken

very small so that their number for a given length of curve increases unduly, the accuracy will not be

greater than with somewhat longer arcs. The best length cannot well be defined mathematically ; it must

be left to the experience of the draughtsman.”20 Par ailleurs, Runge suggère que la précision pourrait être

améliorée en prenant, à chaque étape, la moyenne des rayons de courbure initial et final.

18 Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, op. cit., 2e éd., t. 2, p. 451.
19 Graphical methods, op. cit., p. 137.
20 “Les arcs de cercles tracés avec soin dévieront de la courbe d’autant moins que ces arcs seront plus petits. Cependant il
faut garder à l’esprit que de petites erreurs sont inévitables quand on passe d’un arc au suivant. C’est pourquoi, si les arcs
sont pris très petits de sorte que leur nombre augmente excessivement pour une longueur donnée de courbe, la précision ne
sera pas plus grande qu’avec des arcs un peu plus longs. La meilleur longueur ne peut pas être déterminée mathémati-
quement ; elle doit être laissée à l’expérience du dessinateur.”



Chapitre VI 399

1.2.2. Application en balistique

La méthode des rayons de courbure a été abondamment pratiquée en balistique. On la rencontre no-

tamment dans la Mécanique industrielle de Poncelet21, en 1829, puis dans le Traité de balistique de

Didion22, en 1848. C’est donc à juste titre que plus tard, en 1921, l’ingénieur général Charbonnier23 pou-

vait décider de l’appeler “méthode de Poncelet-Didion”. Les exposés originaux de Poncelet et Didion

n’étant pas les plus clairs, nous avons préféré suivre celui qui se trouve dans le Dictionnaire des mathé-

matiques appliquées de Sonnet24.

Considérons un mobile se déplaçant dans un plan sous l’action d’une force F, composée de deux par-

ties T et N respectivement tangente et normale à la courbe. En notant m la masse du mobile, v sa vitesse

et ρ le rayon de courbure de sa trajectoire, on sait que la force centripète s’écrit N = mv2 ρ . Si l’on

connaît les valeurs de v et de N, on peut donc en déduire celle de ρ et construire un petit élément de

trajectoire conformément à la méthode des rayons de courbure. Dans le cas d’un projectile d’artillerie, la

force F est la résultante du poids p du mobile, qui agit verticalement, et de la résistance de l’air, force tan-

gentielle de sens contraire au mouvement, que Sonnet exprime en fonction de la vitesse v et du rayon r du

projectile par la formule

f (v) = πr2 .0,027 (1 + 0,0023.v).v2 .

Selon les époques et les auteurs, la formule donnant la résistance de l’air a pu prendre des formes diverses,

issues de combinaisons toujours renouvelées entre hypothèses théoriques et mesures expérimentales, mais

cela ne change évidemment rien à la description du procédé graphique.

Fig. VI.6. Méthode de Poncelet-Didion (figure de Sonnet, 1884)

21 t. 2, Metz, 1829, p. 55.
22 1ère éd., Paris, 1848, p. 196.
23 Traité de balistique extérieure, t. 1, Doin et Gauthier-Villars, Paris, 1921, p. 598.
24 4e éd., Hachette, Paris, 1884, article “Trajectoires (tracé des)”.
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Soient M0  le point de départ et M0T  la direction initiale du mouvement (fig. VI.6). Sur la verticale

de M0 , on porte une longueur M0P0 représentant le poids p du mobile, et on construit le projeté ortho-

gonal N0  de P0  sur la normale. La longueur M0N0 représente la valeur de la force normale au point M0 .

Quant à la force tangentielle, sa valeur absolue est T0 = P0N0 + f (v0 ) et sa direction est de sens contraire

au mouvement. Le rayon de courbure en M0  est donné par la formule ρ0 = mv0
2 M0N0 , ce qui permet de

placer le centre de courbure C0  et de tracer un petit arc de cercle M0M1. Par ailleurs, le travail de la

force F entre M0  et M1 est égal à celui de sa composante tangentielle ; en considérant cette dernière

comme constante sur le petit arc de trajectoire, on obtient 1
2 mv1

2 − 1
2 mv0

2 = − P0N0 + f (v0 )[ ].M0M1, ce qui

conduit à la valeur de la nouvelle vitesse v1 . On peut alors recommencer la construction à partir du

point M1, etc. La figure VI.6 illustre clairement cet algorithme graphique ; il faut seulement prendre garde

à changer le signe de la composante tangentielle du poids lorsqu’on franchit le point culminant de la

trajectoire. Selon Sonnet, “quoique les méthodes graphiques ne soient pas susceptibles d’une grande

rigueur, le tracé des trajectoires est employé avec succès pour l’étude du tir des bombes”.

1.2.3. Application à la théorie de la capillarité

Dans une conférence donnée le 29 janvier 188625, William Thomson (Lord Kelvin) aborde le difficile

problème de la capillarité sous l’angle graphique :

“When the solid is symmetrical round a vertical axis, the figure assumed by the liquid is that of a

figure of revolution, and its form is determined by the equation given above in words. A general solution

of this problem by the methods of the differential and integral calculus transcends the powers of mathe-

matical analysis, but the following simple graphical method of working out what constitutes mathema-

tically a complete solution occured to me a great many years ago.”26

Effectivement, l’équation différentielle qui détermine la courbe méridienne de la surface du liquide est

une équation du second ordre fort complexe qui ne se laisse pas résoudre exactement. Nous avons déjà vu

comment cette équation a été intégrée numériquement par Bashforth et Adams en 1855 (cf. chap. V, 3), et

par Runge en 1895 (cf. chap. III, 5.2.2). Le traité de Bashforth ayant été publié en 1883, il n’est pas

impossible que Thomson ait souhaité rappeler à l’occasion de la conférence de 1886 que lui-même avait

résolu longtemps auparavant le problème de la capillarité par la méthode graphique des rayons de cour-

bure, afin de faire apparaître la méthode de Bashforth comme une simple traduction numérique de son

procédé graphique. Plus précisément, Thomson écrit :

“This method of solving the capillary equation for surfaces of revolution remained unused for fifteen

or twenty years, until in 1874 I placed it in the hands of Mr. John Perry (…). He worked out the problem

with great perseverance and ability, and the result of his labours was a series of skilfully executed

drawings representing a large variety of cases of the capillary surfaces of revolution. These drawings,

which are most instructive and valuable, I have not yet been able to prepare for publication (…).”27

25 “Capillary action”, in Popular lectures and adresses, vol. 1, second edition, MacMillan, Londres, 1891.
26 “Quand le solide est symétrique autour d’un axe vertical, la figure formée par le liquide est une figure de révolution, et sa
forme est déterminée par l’équation donnée verbalement plus haut. Une solution générale de ce problème par les méthodes du
calcul différentiel et intégral transcende les possibilités de l’analyse mathématique, mais la méthode graphique simple suivante
pour trouver ce qui constitue mathématiquement une solution complète m’est venue à l’esprit il y a de nombreuses années.”
27 “Cette méthode de résolution de l’équation capillaire pour les surfaces de révolution est restée inutilisée pendant quinze à
vingt ans, jusqu’en 1874 où je l’ai confiée à M. John Perry (…). Il résolut le problème avec beaucoup de persévérance et
d’habileté, et le résultat de ses travaux fut une série de dessins adroitement exécutés, représentant un grand nombre de sur-
faces capillaires de révolution. Je n’ai pas encore pu préparer la publication de ces dessins, qui sont très instructifs et de
grande valeur (…)”
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Si nous suivons ce texte et si nous remontons vingt ans avant 1874, nous arrivons en 1854, soit au

moment précis où Bashforth commence ses recherches ! Il est clair qu’une sorte de querelle de priorité se

joue en coulisse, à mots feutrés.

Pour construire une courbe de capillarité (fig. VI.7), Thomson part d’un segment NP joignant un point

de l’axe à un point de la courbe, et d’un point O marqué sur la droite NP (se donner un point de la courbe

avec la normale et le centre de courbure associés est une façon de déterminer des conditions initiales).

Fig. VI.7. (Thomson, 1886)

On trace un petit arc de cercle P ′P  avec O comme centre, puis la droite O ′P , qui coupe l’axe en ′N .

Le problème est alors de construire le nouveau centre de courbure ′O  associé à ′P . S’agissant d’une con-

férence de vulgarisation, Thomson se contente de donner le résultat utile sans explication :

(1)     ′O ′P = δ
a2 + 1

OP
+ 1

NP
− 1

′N ′P






−1

,

où δ représente la différence de niveau entre les points P et ′P , et a une constante. Cette formule peut se

justifier simplement à partir de la loi de la capillarité de Laplace, que nous avons déjà rencontrée à deux

reprises. En effet, cette loi dit que la courbure moyenne en un point de la surface est proportionnelle à

l’élévation de ce point, donc aussi que la différence entre les courbures moyennes en deux points est pro-

portionnelle à la différence de niveau entre ces points. Par ailleurs, on sait que la courbure moyenne en un

point P d’une surface de révolution est précisément 1 OP + 1 NP. En notant 1 a2  le coefficient de propor-

tionnalité, on obtient

1
′O ′P

+ 1
′N ′P





 − 1

OP
+ 1

NP




 = δ

a2 ,

c’est-à-dire la formule (1). Connaissant le nouveau rayon de courbure ′O ′P , on peut placer le point ′O ,

tracer un nouvel arc de cercle ′P ′′P , etc.

Le meilleur moyen d’illustrer la méthode de Thomson est de reproduire l’une des magnifiques

constructions réalisées par John Perry (fig. VI.8).
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Fig. VI.8. Une surface capillaire dessinée par John Perry

En 1893, C. V. Boys28 souhaite apporter des simplifications pratiques à la méthode de Thomson car il

la juge excessivement lourde. Le principal inconvénient réside dans le calcul des inverses figurant dans la

formule (1). Qu’on le fasse numériquement ou graphiquement (à la règle et au compas), ce calcul en-

nuyeux est source d’une grande perte de temps. Pour l’éviter, Boys a construit une règle spéciale dont les

graduations fournissent directement les inverses des longueurs mesurées. L’origine, placée au centre de la

règle, est marquée ∞. La figure VI.9 représente une moitié de cette règle.

Fig. VI.9. La règle inversement graduée de Boys

Un autre inconvénient de la méthode des rayons de courbure vient de l’usage du compas : lors du tracé

d’un nouvel arc de cercle, il est très difficile de placer la pointe sèche et la pointe du crayon exactement au

bon endroit, ce qui fait que, en général, les différents arcs ne se raccordent pas bien. Pour supprimer

l’emploi du compas, Boys a imaginé d’utiliser conjointement la règle graduée précédente et un petit

28 “On the drawing of curves by their curvature”, The Philosophical Magazine, s. 5, vol. 36, 1893, pp. 75-82.
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tripode dont chaque pied se termine par une aiguille (fig. VI.10). La règle, fabriquée dans une bande de

celluloïd transparent, comporte un petit trou en face du point origine ∞, dans lequel on fait passer le

crayon servant à tracer la courbe. Expliquons comment se déroule l’une des étapes de la construction

(suivre sur la figure VI.7 de Thomson). La règle est placée le long de la droite NP, le crayon en P. Un pied

du tripode est planté sur la règle en O et les deux autres sur la feuille de papier, de sorte qu’on puisse faire

effectuer à la règle un mouvement de rotation autour de O pour tracer l’arc de cercle P ′P . Les inverses des

distances OP et NP sont lus directement sur la règle avant la rotation et, de même, l’inverse de ′N ′P  après

la rotation, ce qui permet de calculer l’inverse de ′O ′P  par de simples additions (un faisceau de droites

perpendiculaires à l’axe a été tracé à l’avance sur le papier, de manière à pouvoir lire tout aussi direc-

tement la différence de niveau δ entre les points P et ′P ). Il suffit alors de déplacer le tripode jusqu’à la

graduation correspondant à la valeur de l’inverse de ′O ′P , c’est-à-dire jusqu’au nouveau centre de cour-

bure, et tout est prêt pour passer à l’étape suivante. L’avantage de ce dispositif est que la pointe du crayon

qui sert à tracer la courbe ne quitte jamais la feuille de papier : on est assuré d’obtenir une courbe parfai-

tement “lisse”. En prime, les marques laissées sur la feuille de papier par l’une des pointes du tripode

offrent une construction par points de la développée de la courbe tracée au crayon (fig. VI.10).

Fig. VI.10. Le dispositif de Boys (1893) : règle inversement graduée et tripode

Boys a fait réaliser de nombreuses courbes à grande échelle par l’une de ses étudiantes, Miss

Stevenson : “If, therefore, the drop or other capillary surface is drawn to ten times the true scale (…), the

dimensions are such as to allow of considerable accuracy. I am able to show a very beautifully executed

series of capillary curves for alcohol and water drawn to a scale of 10, which Miss Stevenson has been

good enough to prepare (…).”29 Ces courbes sont tout à fait analogues à celles de John Perry mais Boys

29 “Si, par conséquent, la goutte ou une autre surface capillaire est dessinée à dix fois l’échelle réelle (…), les dimensions
permettent une précision considérable. Je peux montrer une série exécutée à la perfection de courbes capillaires dessinées à
l’échelle 10 pour l’alcool et l’eau, que Mlle Stevenson a été assez aimable de préparer (…).”
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prétend que, grâce à la nouvelle méthode, Miss Stevenson a dû y passer autant d’heures que Perry y avait

passé de semaines !

1.2.4. Application au problème des trois corps

Dans un article de 189230, William Thomson a appliqué à des problèmes de dynamique la méthode

graphique qu’il avait conçue à l’origine pour la construction des surfaces capillaires. Le premier exemple

consiste à déterminer les orbites périodiques du système différentiel

d 2x
dt2 = − yx2 ,

d 2y
dt2 = − xy2 .

L’idée est de construire d’abord un huitième de la courbe “par essais et erreurs” puis de compléter par sy-

métrie. Partant d’un point situé sur la droite d’équation y = – x, on construit une courbe par la méthode des

rayons de courbure. Si cette courbe ne rencontre pas l’axe des abscisses à angle droit, on recommence à

partir d’un autre point initial, jusqu’à ce que l’on obtienne une courbe satisfaisante. La figure VI.11, exé-

cutée par Thomas Carver (un assistant de Thomson), représente l’une des solutions périodiques trouvées.

Fig. VI.11. Construction d’une orbite périodique
(Thomson, 1892)

Fig. VI.12. Une orbite périodique de la théorie
de la Lune (Thomson, 1892)

Thomson applique ensuite la même idée à la théorie de la Lune, en reprenant l’étude de Hill

(cf. chap. III, 2.3.2). Souvenons-nous que Hill avait montré que, selon la valeur de la constante de Jacobi,

la trajectoire se déformait depuis une ellipse jusqu’à une sorte d’ovale ayant deux points de rebrous-

sement. Hill avait arrêté ses calculs en rencontrant ce cas extrême, appelé “Moon of maximum lunation”.

30 Lord Kelvin, “On graphic solution of dynamical problems”, The Philosophical Magazine, s. 5, vol. 34, 1892, pp. 443-448.
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Entre temps, Poincaré31 avait établi par des considérations de “continuité analytique” qu’il devait y avoir

d’autres courbes solutions au delà de la Lune de lunaison maximum. Hill accepta bien la critique mais

refusa de reprendre ses quadratures mécaniques, par trop pénibles, pour tracer les nouvelles courbes.

Thomson trouva alors intéressant d’en faire construire une par sa méthode graphique des rayons de

courbure. La figure VI.12 a été réalisée par Magnus Maclean (un autre assistant de Thomson).

Cette courte incursion de William Thomson dans la théorie de la Lune est sans doute essentielle pour

comprendre le cheminement assez curieux qui relie les recherches de Hill à celles de Darwin : en 1878,

Hill construit des orbites périodiques par des méthodes numériques extraordinairement lourdes (dévelop-

pements en séries ou méthode d’Euler avec développement de Taylor à l’ordre 6) ; pour attirer l’attention

sur une alternative possible aux calculs de Hill, Thomson montre en 1892 que la méthode graphique des

rayons de courbure permet des tracés rapides et relativement précis ; enfin, en 1897, Darwin (ainsi qu’il le

dit lui-même : cf. chap. V, 4.1.4) cherche un équivalent numérique du procédé graphique de Thomson, ce

qui devait conduire indirectement à la création d’une méthode multipas.

1.3. Intégration graphique par approximations successives

En 1907, Runge32 a réussi à trouver un équivalent graphique de la méthode des approximations suc-

cessives de Picard. Avant d’exposer le procédé en question, il convient de rappeler comment on peut

exécuter graphiquement les opérations de primitivation et de dérivation.

1.3.1. Primitivation et dérivation graphiques

Supposons qu’on connaisse la courbe représentative d’une fonction f et qu’on veuille construire celle

de la primitive de f prenant une valeur donnée en un point donné. Pour fixer les idées, on va se placer dans

le cas d’une primitive s’annulant à l’origine. Le problème, qui consiste à intégrer graphiquement l’équa-

tion différentielle ′y = f (x), peut être vu comme un cas particulier de l’intégration graphique d’une équa-

tion différentielle du premier ordre, à ceci près que les isoclines, d’équations p = f (x) , n’ont pas besoin

d’être tracées puisqu’elles sont déjà déterminées par la donnée de la courbe représentative de f (au sens de

M. d’Ocagne, la courbe d’équation y = f (x)  n’est autre que la “directrice de l’intégration” : cf. 1.1.3).

Marquons sur cette courbe (fig. VI.13) des points  Ka , Kb , Kc ,K tels que l’aire sous la courbe soit à peu

près égale à la somme des aires des rectangles construits sous les segments   A1A2 , B1B2 , C1C2 ,K (le pla-

cement de tous ces points se fait à vue, de sorte que les portions d’aire en plus soient à peu près com-

pensées par les portions d’aire en moins). On représente alors la primitive cherchée par la ligne poly-

gonale obtenue en mettant bout à bout des segments 1 (passant par l’origine), 2, 3, … respectivement pa-

rallèles aux droites   Pα, Pβ , Pγ ,K, dont les pentes sont les ordonnées des points   Ka , Kb , Kc ,K, c’est-à-

dire les valeurs de la fonction f associées à ces points. Comme sur la figure VI.13, on peut éventuellement

terminer la construction en “lissant” la ligne polygonale à l’aide de règles courbes.

Pour la dérivation graphique, il suffit de réaliser la construction précédente en sens inverse. Imaginons

que, sur la figure VI.13, la courbe passant par l’origine soit donnée au départ et représente une fonction f.

Pour construire par points la courbe représentative de la dérivée ′f , il suffit de remplacer la courbe don-

née par une suite 1, 2, 3, … de segments de tangentes tracés à vue, à partir desquels on obtient les droites

31 Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste, op. cit., t. 1, 1892, pp. 104-109.
32 “Über graphische Lösungen von Differentialgleichungen erster Ordnung”, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung, vol. 16, 1907, pp. 270-272.
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  Pα, Pβ , Pγ ,K, puis les points   Ka , Kb , Kc ,K Selon Runge, la dérivation graphique est beaucoup moins

précise que la primitivation graphique car l’œil humain a du mal à percevoir les tangentes avec précision,

tandis qu’il est capable d’apprécier finement les différences de petites aires.

Fig. VI.13. Primitivation et dérivation graphiques (figure de Runge, 1912)

1.3.2. Construction graphique des intégrales par approximations successives

Revenons à une équation différentielle générale du premier ordre ′y = f (x, y)  et supposons

(fig. VI.14) qu’on ait construit, à partir du point initial P, une première intégrale approchée sous la forme

d’une ligne polygonale PQRST…, par exemple en suivant la méthode de M. d’Ocagne (cf. 1.1.3). L’idée

est de corriger graphiquement cette première approximation pour en obtenir une plus précise.

Avant de commencer, Runge remarque que les courbes intégrales d’une équation différentielle ne

dépendent pas du repère choisi, bien que l’expression analytique de l’équation varie. D’après lui, c’est

d’ailleurs un argument essentiel en faveur de la supériorité des méthodes graphiques. Une fois la première

intégrale tracée à partir de l’expression analytique initiale de l’équation différentielle, et comme toute la

suite du processus sera exclusivement graphique, il est avantageux de choisir un nouveau repère dont l’axe

des abscisses soit le plus possible “parallèle” à la courbe intégrale, afin d’optimiser la précision des tracés.

Bien entendu, ce changement de repère n’est en rien indispensable. Pour le raisonnement, on peut faire

comme si le repère marqué en pointillés sur la figure était le repère initial.

Soit y1 la fonction de x représentée par la courbe intégrale approchée PQRST… On a approximati-

vement ′y1(x) = f (x, y1(x)) , cette relation n’étant exacte que pour les abscisses des points de rencontre de

l’intégrale approchée et des isoclines a, b , c , d , e, … Si l’on se sert de ces points de rencontre pour

construire, par dérivation graphique, la fonction ′y1 , on obtient en fait le tracé de la fonction

  x a f (x, y1(x))  (c’est la courbe située dans la partie inférieure de la figure VI.14). Par intégration gra-

phique de cette dernière fonction à partir du point initial P, on obtient une nouvelle fonction y2  vérifiant

y2 (x) = yP + f (t, y1(t))dt
xP

x

∫ .
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Fig. VI.14. Intégration graphique par approximations successives (figure de Runge, 1912)

On a ainsi matérialisé le processus d’approximations successives de Picard. On peut recommencer la

construction jusqu’à ce qu’il n’y ait plus d’écart sensible entre deux courbes intégrales successives. Runge

affirme que, compte tenu du caractère assez grossier des tracés graphiques, la stabilisation se produit tou-

jours dès la deuxième ou la troisième étape. Le processus s’étend à un système d’équations du premier

ordre dès lors qu’on dispose d’un premier système de courbes intégrales approchées, obtenu par exemple

par la méthode d’Euler.

1.4. Traduction graphique de la méthode de Runge-Kutta

Soit toujours à intégrer l’équation différentielle du premier ordre ′y = f (x, y) . Tout comme la méthode

d’Euler ou les différentes méthodes d’ordre 2, les méthodes de différences finies d’ordre supérieur peu-

vent se traduire graphiquement à partir du moment où l’on est capable de construire, en tout point (x, y),

une droite de pente f (x, y) . Dans le traité de 1912, Runge donne en guise d’exemple la traduction gra-

phique de la méthode de Runge-Kutta. Rappelons que cette méthode est déterminée par le système

d’équations aux différences

′∆ y = f (x, y) ∆x,

′′∆ y = f x + 1
2 ∆x, y + 1

2 ′∆ y( ) ∆x,

′′′∆ y = f x + 1
2 ∆x, y + 1

2 ′′∆ y( ) ∆x,

′′′′∆ y = f x + ∆x, y + ′′′∆ y( ) ∆x,

p = 1
2 ( ′∆ y + ′′′′∆ y), q = 1

2 ( ′′∆ y + ′′′∆ y),

∆y = 1
3 p + 2

3 q .

La figure VI.15 montre la construction graphique de ∆y permettant de passer d’un point P au point sui-

vant. Afin de faciliter la construction, Runge recommande de préparer à l’avance les courbes représen-

tatives des fonctions   y a f (xi , y) et   y a f xi + 1
2 ∆x, y( ) pour chacun des points xi  de la subdivision uti-

lisée. La méthode s’adapte immédiatement à un système d’équation différentielles du premier ordre : sur
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l’épure, il suffit de réaliser en parallèle des constructions analogues à la précédente pour chacune des

fonctions inconnues.

∆'y

∆''y

∆'''y

∆''''y

∆x/2

∆x

p

q

P

∆y

Fig. VI.15. Traduction graphique de la méthode de Runge-Kutta

La traduction graphique, par Runge, des méthodes numériques qui étaient pour lui les plus récentes

(méthodes de Picard et de Runge-Kutta) constitue certes un bel exercice de style, mais nous ne savons pas

si des algorithmes graphiques aussi élaborés et aussi lourds ont été réellement utilisés.
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2. Intégration graphique analogique : les intégraphes

De façon générale, on appelle intégraphe tout appareil destiné à tracer sur une feuille de papier une

courbe intégrale d’une équation différentielle. Les intégraphes simples sont ceux qui effectuent seulement

l’intégration graphique d’une fonction donnée, c’est-à-dire ceux qui résolvent les équations différentielles

du type ′y = f (x) ; les intégraphes composés, quant à eux, permettent d’intégrer des équations différen-

tielles plus complexes, de la forme ′y = f (x, y) . Nous n’avons pas jugé utile d’introduire une distinction

supplémentaire entre les intégraphes proprement dits, qui tracent directement les courbes intégrales d’un

trait continu, et les appareils appelés parfois intégromètres, qui ne permettent qu’un tracé point par point à

partir de valeurs numériques lues sur des échelles graduées.

Conformément à notre problématique générale, nous ne nous intéresserons ici qu’aux intégraphes

composés. En ce qui concerne les intégraphes simples, auxquels on peut rattacher les planimètres (appa-

reils mesurant l’aire d’une surface donnée) et les analyseurs harmoniques (appareils calculant les coeffi-

cients de Fourier d’une fonction donnée), nous renvoyons au traité classique d’Abdank-Abakanowicz33

(inventeur de l’un des premiers intégraphes réellement opérationnels) et à un beau livre récent de Jean

Marguin34, dans lequel on trouvera des photographies des appareils les plus célèbres. D’après ces docu-

ments, on peut affirmer que les intégraphes simples ont été assez nombreux tout au long du 19e siècle, et

que certains d’entre eux ont même connu le succès commercial (à titre d’exemple, le planimètre polaire

d’Amsler aurait été vendu à 12 000 exemplaires entre 1854 et 1884). Ce ne fut pas le cas pour les inté-

graphes composés, par nature compliqués, difficiles à fabriquer, qui sont presque toujours restés à l’état de

prototypes. La balistique est, semble-t-il, le seul domaine où des intégraphes composés ont été réellement

utilisés, mais les divers appareils conçus par les ingénieurs de l’artillerie avaient, en général, le défaut de

ne s’appliquer qu’à l’équation différentielle très particulière de l’hodographe (équation dont dépend la

description complète du mouvement d’un projectile : cf. chap. I, 2.2.1), aussi nous n’en parlerons pas spé-

cialement. Pour un bon panorama de ces intégraphes balistiques, nous renvoyons au traité de Char-

bonnier35. En dehors du secteur assez fermé de l’artillerie, le seul livre dans lequel on puisse trouver une

description relativement complète des tentatives faites pour construire des intégraphes composés est le

Calcul mécanique de L. Jacob36. On peut également citer les traités postérieurs de Galle37 et de Morin38

mais ces traités, qui plagient largement ceux d’Abdank-Abakanowicz et de Jacob, n’apportent rien de

vraiment nouveau.

Il ne nous a pas paru opportun de consacrer une grande place à un mode d’intégration des équations

différentielles qui est toujours resté marginal. Nous nous contenterons donc de présenter, dans les grandes

33 Les intégraphes, Gauthier-Villars, Paris, 1886.
34 Histoire des instruments et machines à calculer, Hermann, Paris, 1994.
35 Traité de balistique extérieure, op. cit., pp. 519-544.
36 Doin, Paris, 1911.
37 Mathematische Instrumente, Teubner, Leipzig-Berlin, 1912.
38 Les appareils d’intégration, intégrateurs simples et composés, planimètres, intégromètres, intégraphes et courbes intégrales,
analyse harmonique et analyseurs, Gauthier-Villars, Paris, 1913.
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lignes, quelques-uns des intégraphes composés réellement construits, après avoir esquissé une analyse de

leurs racines historiques.

2.1. Les intégraphes potentiels de Leibniz et Euler

Il faut sans doute voir dans la tractrice, ou tractoire, le point de départ des recherches sur les inté-

graphes. La tractrice est une courbe telle que la portion de sa tangente comprise entre un point quelconque

et une droite fixe soit constante. Sur la figure VI.16, la longueur du segment de tangente MT, limité à la

courbe et à la droite Ox, est constante et égale à OA = a. L’équation cartésienne de la partie de la courbe

située dans le premier quadrant est

x = a ln
a2 − y2 + a

y
− a2 − y2 .

Le problème de la tractrice fut considéré par Newton dans sa lettre à Oldenburg du 24 octobre 1676. Il

réapparut en 1693, lorsque Huygens publia l’étude d’un mouvement mécanique permettant de construire

la même courbe. Sur un plan horizontal, il suffit de tirer l’extrémité d’un fil le long d’une ligne droite,

l’autre extrémité du fil étant munie d’un poids dont le frottement neutralise la force d’inertie. Si le poids

est solidaire d’un poinçon, ce dernier se déplace par simple traction sur une courbe restant constamment

tangente au fil tendu, et donc laisse sur le plan la marque de la courbe tractrice.

y

O

A

M

T x

Fig. VI.16. La tractrice

Pour Huygens, on disposait là d’un mécanisme assez simple permettant de réaliser la quadrature de

l’hyperbole et, par suite, de construire rigoureusement tous les problèmes se ramenant à cette quadrature.

Ainsi devenue le support théorique de ce qu’on pourrait appeler le premier intégraphe, la tractrice allait

directement inspirer Leibniz et Euler.

2.1.1. L’intégraphe de Leibniz (1693)

Leibniz connaissait également le problème de la tractrice, qui lui avait été proposé vers 1674 par le

médecin parisien Claude Perrault, mais il n’avait pas pris la peine de publier quelque chose sur le sujet.

Lorsqu’il découvrit l’article de Huygens, il fut stimulé pour rédiger aussitôt un mémoire beaucoup plus

ambitieux, avec l’intention d’aboutir à une machine capable de réaliser toutes les quadratures. Leibniz
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commence ce mémoire39 par une réflexion sur les différentes méthodes de construction d’une courbe em-

ployées jusque là, réflexion à l’issue de laquelle il écrit : “Il existe néanmoins d’autres façons de cons-

truire les courbes, comportant l’adjonction d’un élément physique”. Par cette phrase, les constructions

analogiques acquièrent droit de cité en géométrie. Leibniz en envisage de deux sortes : celles faisant

intervenir des rayons lumineux, autrement dit utilisant des propriétés optiques, et celles d’ordre

mécanique, qui s’apparentent à l’exemple de Huygens. À nouveau, Leibniz souligne les deux aspects

indissociables de toute construction : “Pourvu que le mode de construction soit exact, il entre dans la

Géométrie théorique ; pourvu qu’il soit commode et utile, il a droit de cité dans la pratique”. Quelles que

soient les imperfections de la réalisation matérielle, une courbe tracée par un dispositif mécanique est

donc tout à fait recevable en géométrie, pour peu que la théorie sous-jacente soit rigoureuse.

Dans la suite de l’article, Leibniz établit que “le problème général des Quadratures revient à

construire une courbe dont les pentes obéissent à une loi donnée”. De cette formulation explicite de la

réciprocité entre le calcul des quadratures et celui des tangentes, ainsi que d’une réflexion approfondie sur

le mécanisme de Huygens, dont la propriété la plus remarquable est précisément de tracer, dans un cas

particulier, une courbe dont on connaît la loi des tangentes, Leibniz tire la découverte d’une “construction

qui s’étend spontanément, de manière tout à fait universelle, à toutes les quadratures”. La figure VI.17

représente l’appareil imaginé à cet effet.

Fig. VI.17. L’intégraphe de Leibniz (1693)

Sur une tablette horizontale ATH, une règle HR peut se déplacer perpendiculairement à la droite AH.

Par ailleurs, une tablette verticale RLM, suspendue sous le plan ATH, peut se déplacer parallèlement à

elle-même le long de la droite HR. À un poids C, solidaire d’un poinçon et pouvant se déplacer librement

le long de la droite HR, est attaché un fil CTF qui tourne à angle droit en un point T du rebord de la ta-

blette horizontale et qui est tendu par un cylindre plein FE coulissant dans un cylindre creux vertical TG

fixé à la tablette verticale. Si on laisse l’extrémité E du cylindre plein “tomber” le long d’une courbe E(E)

39 “Supplementum geometriae dimensoriae seu generalissima omnium tetragonismorum effectio per motum : similiterque mul-
tiplex constructio lineae ex data tangentium conditione”, Acta Eruditorum, septembre 1693 ; Mathematische Schriften, t. 5,
pp. 294-301.
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matérialisée sur la tablette verticale par une lamelle en relief, le poinçon C trace sur le plan horizontal une

courbe C(C) qui reste constamment tangente à la direction du morceau de fil CT.

Leibniz affirme que, à condition de construire au préalable une courbe E(E) adéquate, ce qui, d’après

lui, est possible “en ne faisant appel qu’à la Géométrie ordinaire”, la courbe C(C) réalisera une courbe

dont la loi des pentes est donnée, autrement dit sera la quadratrice cherchée. Tentons de reconstituer ce

raisonnement quelque peu laconique. Le point C sera repéré par son abscisse AB = x et son ordonnée

BC = y. La longueur constante CT + TE sera notée a. Enfin, la distance TE, qui est une fonction de

TR = BC = y déterminée par la donnée de la courbe E(E), sera notée g(y). À tout instant, on peut écrire

dx
dy

= BT
BC

= CT 2 − BC2

BC
= (a − g(y))2 − y2

y
.

Pour obtenir une quadratrice d’une courbe quelconque donnée, d’équation x = f (y) , il suffit de poser

g(y) = a − y 1 + f 2 (y) , et de construire la courbe E(E) associée à cette fonction (on constate que la

construction est effectivement possible — à partir de la courbe donnée — par les moyens de la géométrie

ordinaire, à savoir la règle et le compas). Dans ces conditions, la courbe C(C) tracée par le dispositif de

Leibniz sera bien une intégrale de l’équation différentielle dx dy = f (y).

La conclusion de l’article suggère une nouvelle généralisation : “Nous pouvons adapter de diverses

façons des procédés similaires aux différents problèmes posés par la méthode inverse des tangentes ; par

exemple si le point T s’était déplacé sur une courbe T(T) (au lieu de la droite AT), serait également inter-

venue dans le calcul la coordonnée HC (c’est-à-dire l’abscisse AB). En fait tout problème d’inversion des

tangentes peut se ramener à une relation entre trois longueurs, à savoir les deux coordonnées CB et CH,

et la tangente CT (…).” Dans l’exemple de Leibniz, en remplaçant le bord droit AT de la tablette hori-

zontale par un bord courbe d’équation y = h(x), on aboutit à une équation différentielle de la forme

dx dy = F(x, y) , avec une fonction F dépendant de g et h ; par un choix convenable des fonctions g et h, il

devient possible d’intégrer certains types d’équations différentielles. Mais il ne s’agit que d’un exemple

parmi d’autres : Leibniz semble convaincu que, par des modifications adéquates — sur lesquelles il ne

s’étend guère ! —, son intégraphe est adaptable à la résolution de tout problème inverse des tangentes.

2.1.2. Intégration graphique par Euler de l’équation de Riccati

En 173640, Euler reprend l’idée de la courbe tractrice dans le but de “construire” l’équation de Riccati.

Chez Euler, l’étude de l’équation de Riccati revêt un caractère quasi obsessionnel autorisant la plus grande

créativité. Il est fascinant de constater que chacune de ses tentatives pour percer le secret de cette équation

si coriace en dépit d’une apparence si simple s’accompagne d’une nouvelle façon de concevoir le pro-

blème de l’intégration des équations différentielles. D’une certaine façon, le problème se modifie en

même temps que sa solution. Nous avons déjà vu Euler exprimer cette solution comme quotient de deux

intégrales généralisées dépendant d’un paramètre (cf. chap. II, 2.1.3), à l’aide de nouvelles fonctions

transcendantes (cf. chap. II, 2.1.4) et sous forme de fraction continue (cf. chap. II, 3.2.3). Il nous reste à

étudier comment, en 1736, s’inspirant très certainement des travaux de Huygens et Leibniz, il en vient à

accepter l’intervention d’un mouvement physique dans la construction cherchée.

Euler commence son mémoire par une étude de la courbe tractrice la plus générale (fig. VI.18) : il

s’agit de la courbe AM décrite par un poids A accroché à une extrémité d’un fil BA, lorsque l’autre

40 “De constructione aequationum ope motus tractorii aliisque ad methodum tangentium inversam pertinentibus”, Commentarii
academiae scientiarum Petropolitanae, 8, 1741 (1736), pp. 66-85 ; Opera omnia, s. 1, vol. 22, pp. 83-107.
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extrémité B est tirée le long d’une courbe quelconque BN (au lieu d’une droite). Euler repère le point N

par son abscisse AQ = t et son ordonnée QN = u, et le point M correspondant par son abscisse AP = x et

son ordonnée PM = y ; d’autre part, la longueur constante AB = MN du fil est notée b. La donnée de la

courbe BN se traduit par une relation entre t et u, à partir de laquelle on cherche une nouvelle relation

entre x et y, susceptible de définir la tractrice AM.

Fig. VI.18 (Euler, 1736)

Par des calculs assez compliqués et au prix de plusieurs changements de variables, Euler ramène le

problème à l’intégration d’une équation de la forme

(1)     ds + ss dz = Z dz ,

où Z est une fonction donnée de z. Dans cette équation, on reconnaît évidemment une généralisation de

l’équation proposée par le Comte Riccati, qui s’écrivait ds + ss dz = zmdz . Inversement, en remontant les

calculs, Euler se propose de construire l’équation (1) à l’aide d’une tractrice. Pour cela, l’équation (1)

étant donnée, on commence par construire une courbe BN telle que

t = AQ = 2b dz Z∫      et     u = QN = b
2

lZ ,

où l désigne le logarithme népérien. Cette courbe, déterminée sous forme paramétrique (le paramètre est z)

et par quadratures, relève des constructions classiques acceptées par les géomètres. Dans un second temps,

en tirant un fil de longueur b le long de la courbe BN, on obtient la courbe tractrice AM. Ces deux courbes

étant tracées sur le papier, une solution de l’équation (1) est donnée par la formule

s = Z tan
MNQ

2
= Z (t − x)

b + u − y
.

Pour la construction effective de s en fonction de z, il suffit de constater que, à partir du point N de para-

mètre z, on obtient le point M en prenant l’intersection de la courbe AM et du cercle de centre N et de

rayon b, ce qui permet de lire graphiquement la valeur de l’angle MNQ, ou les valeurs de x et y.

En résumé, Euler obtient une construction graphique de l’équation de Riccati en adjoignant aux opéra-

tions de la géométrie élémentaire et aux quadratures une opération nouvelle, de nature physique, celle qui

consiste à prendre la tractrice d’une courbe donnée. Le texte présente seulement la construction d’une so-

lution particulière (ce qui, en théorie, suffit pour achever l’intégration par quadratures) mais il suggère ce-

pendant que, en jouant sur la longueur du fil et sur son inclinaison initiale, on pourrait obtenir directement

une solution quelconque.
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Un exemple vient illustrer ces généralités. Il s’agit de l’équation

(2)     ds + s2dz = a2z2ndz .

Dans ce cas, en reprenant les calculs précédents avec Z = a2z2n, la courbe BN est déterminée par

t = 2abzn+1

n + 1
     et     u = bla + nblz .

Un calcul simple montre que tdu = nbdt (n + 1), autrement dit que BN est une “courbe logarithmique

ayant une sous-tangente constante, égale à nb (n + 1)”. Euler construit cette courbe BN, puis une tractrice

associée CM, avec un fil de longueur b (fig. VI.19).

Fig. VI.19. (Euler, 1736)

Afin de disposer graphiquement de la valeur de z en fonction de celle de t = AQ, Euler construit aussi la

courbe “parabolique” auxiliaire AL, d’équation

z = QL = (n + 1)AQ
2ab

n+1 .

La solution de l’équation (2) s’exprime alors par

s = azn (t − x)
b + u − y

= (n + 1) AQ.PQ
2b.QL (b + QN − PM)

,

ce qui permet de construire à la règle et au compas, pour toute valeur donnée de z, la valeur de s(z) à

partir des trois courbes préalablement tracées sur la feuille de papier.

De même que Leibniz n’a jamais construit son intégraphe, Euler n’a pas pris la peine de matérialiser la

construction décrite ci-dessus. Ce qui importait pour les deux mathématiciens, c’était surtout d’établir la

possibilité théorique de concevoir des appareils reposant sur des propriétés physiques et permettant soit de

tracer directement une courbe intégrale d’une équation différentielle donnée, soit de tracer une courbe

auxiliaire à partir de laquelle la construction de l’équation puisse être achevée par les moyens de la géo-

métrie ordinaire. Pour Leibniz et Euler, lorsqu’on a démontré qu’une construction graphique ou mé-
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canique fournit ce que l’on cherche, il s’agit d’une sorte de preuve de l’existence de l’élément construit,

avant même qu’une approximation de cet élément ne soit donnée par un tracé réel forcément imparfait. En

ce sens, bien que jamais absente de leurs préoccupations, la réalisation concrète des dispositifs physiques

et des constructions graphiques était laissée aux bons soins d’utilisateurs éventuels. De fait, il faudra

attendre un siècle pour que les premiers intégraphes composés voient véritablement le jour.

2.2. Intégraphes composés dans la lignée des tractoires

Dans cette partie, nous avons regroupé les principaux intégraphes composés qui s’apparentent aux

constructions de Leibniz et Euler en ce sens qu’ils font apparaître la courbe intégrale cherchée comme en-

veloppe de ses tangentes. Nous avons distingué deux grands groupes d’appareils, selon le procédé utilisé

pour représenter la direction fixée par l’équation différentielle : soit, comme à l’origine, un fil tendu, soit,

plus tardivement, une lame coupante.

2.2.1. Les premiers intégraphes composés : Coriolis (1836)

Dans une note parue dans le premier numéro du journal de Liouville41, Coriolis présente divers appa-

reils fondés sur le même principe que l’intégraphe de Leibniz, à savoir un fil tendu en mouvement qui

reste constamment tangent à la courbe intégrale que l’on veut construire. La nouveauté la plus signifi-

cative est que, en s’enroulant sur un cylindre, le fil va concrétiser lui-même la courbe cherchée :

“Si l’on conçoit qu’un fil tendu s’enroule sur un cylindre, et que le frottement y soit assez fort pour

empêcher ce fil de glisser le long de la surface contre laquelle il s’est enroulé, la courbe formée par le fil

sur la surface du cylindre, développée ensuite sur un plan, jouira de la propriété que la direction de sa

tangente sera toujours celle de la partie du fil tendue en ligne droite avant qu’elle s’enroule.

Si donc on peut donner au fil, dans cette partie, une direction qui résulte de l’équation différentielle

d’une courbe, celle-ci se trouvera tracée sur le cylindre en prenant pour abscisses les arcs comptés sur la

base du cylindre.”

En particulier, Coriolis considère le dispositif dont la figure VI.20 montre une vue de dessus.

Fig. VI.20. Schéma général des intégraphes de Coriolis (1836)

41 “Sur un moyen de tracer des courbes données par des équations différentielles”, Journal de mathématiques pures et appli-
quées, vol. 1, 1836, pp. 5-9.
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On fait tourner le cylindre en appliquant contre sa base la règle AMX, dont un côté AX est droit et

l’autre forme la courbe d’ordonnée ϕ(x) − r , où ϕ désigne une fonction donnée et r le rayon du cylindre.

Le fil qui s’enroule sur le cylindre est appliqué contre un plan vertical fixe PM et rencontre la courbe AM

en M. Si l’abscisse x est mesurée sur la base circulaire du cylindre et l’ordonnée y sur la génératrice de

contact, le fil s’enroule selon une courbe dont la sous-tangente PM reste constamment égale à ϕ(x). Cette

courbe satisfait donc à l’équation différentielle y dx dy = ϕ(x). Le dispositif de Coriolis permet ainsi d’in-

tégrer graphiquement les équations différentielles de la forme

dy
dx

= y f (x).

Dans le cas où la règle AMX est une simple règle à bords parallèles, on obtient les courbes dont la

sous-tangente est constante, c’est-à-dire les courbes exponentielles. Coriolis a fait construire une machine

correspondant à ce cas, non pas avec une règle mais avec un système équivalent (fig. VI.21), dont voici la

description :

“J’ai fait construire (…) une machine au moyen de laquelle un fil tendu par un léger poids s’enroule

ou se déroule autour d’un cylindre en passant par un petit trou percé dans une plaque mobile qu’on ap-

proche ou qu’on écarte à volonté du cylindre. Une aiguille et un cadran indiquent les tours et fractions de

tours dont on a tourné le cylindre. Ce sont ces quantités qui représentent les exposants. Une échelle pla-

cée contre la génératrice du cylindre, sur laquelle se trouve toujours le point où le fil s’en sépare, indique,

à partir du zéro de l’échelle, les exponentielles qui répondent aux exposants indiqués sur le cadran. On

conçoit comment cette machine opère facilement tous les calculs d’intérêts composés. La marche de l’ai-

guille répond aux durées des placements, et les nombres qu’on lit sur l’échelle, au point où le fil se sépare

du cylindre, indiquent ce que sont devenues les sommes placées, ou ce qu’elles doivent être pour l’es-

compte. Le modèle de cette machine fait partie de la collection de l’École Polytechnique.”

PM

y

a

y
dx
dy

= PM = a,

donc  
dy
dx

= y
a

.

Fig. VI.21. Construction d’une courbe exponentielle

Pour intégrer une équation différentielle plus générale, de la forme dy dx = f (x, y) , Coriolis envisage

d’aménager le dispositif précédent en remplaçant (fig. VI.20) la courbe AM par une surface AM, fixée à la

règle AX dans le sens de l’axe des x mais pouvant se mouvoir librement dans le sens de l’axe des y, et

ayant pour ordonnée 
y

f (x, y)
− r  (dans le texte original, le rayon du cylindre a été oublié). Pendant que le

déplacement horizontal de la règle AX fait tourner le cylindre, on fait monter ou descendre la surface AM
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parallèlement à l’axe du cylindre, de sorte que, sur cette surface, l’origine des y reste toujours en face du

point où le fil s’enroule sur le cylindre. En conséquence de ces mouvements, la sous-tangente PM vérifie

constamment

PM = y
dx
dy

= y
f (x, y)

,

et la courbe formée par le fil sur le cylindre satisfait à l’équation différentielle proposée. Pour que le fil

appuie constamment en M contre la surface, Coriolis propose un système assez satisfaisant : lorsque le fil

quitte le cylindre (fig. VI.20), on le fait entrer par un petit trou M dans une tige horizontale mobile MPN,

puis on l’envoie jusqu’à l’extrémité N où il passe sur une poulie qui le renvoie, à l’extérieur de la tige,

vers une seconde poulie située en dessous de P, après laquelle il est accroché à un poids. Ce poids, tout en

tendant le fil, va tirer la tige de N vers M et maintenir le fil en contact avec la surface au point M. Si cette

partie du dispositif semble crédible, par contre Coriolis ne dit rien sur la difficulté technique que constitue

certainement la fabrication d’une surface en relief d’équation donnée. Quant à la façon d’engendrer méca-

niquement le mouvement vertical de cette surface, il se contente d’écrire : “on aura soin de tenir le relief

à la main” ! Avec une solution technologique aussi simpliste, il semble impossible d’espérer une pré-

cision raisonnable.

Dans le cas particulier où le coefficient différentiel ne dépend que de y, il est toutefois possible de

remplacer la surface par une simple règle courbe se déplaçant verticalement dans le plan fixe PM, ce qui

laisse envisager un appareil plus simple à fabriquer. Coriolis donne le schéma d’un appareil de ce type,

destiné à construire une chaînette, dans lequel la règle verticale évoquée ci-dessus est remplacée par un

dispositif mécanique équivalent (fig. VI.22). Dans un plan tangent au cylindre, on place une poulie de

rayon a, dont le centre est sur la génératrice de contact et sur laquelle le fil se déroule avant de s’enrouler

sur le cylindre. On montre facilement que le fil s’enroule alors selon la chaînette souhaitée.

PM

y

a

α

y
dx
dy

= PM = y tanα

= y

1
sin2 α

− 1

= y

y2

a2 − 1

,

donc  
dy
dx

= y2

a2 − 1 .

Fig. VI.22. Construction d’une chaînette

Sous sa forme la plus générale, l’appareil de Coriolis permet d’intégrer graphiquement toute équation

différentielle. Son principal défaut est qu’il faut fabriquer une surface en relief spécifique, ou un dispositif

équivalent à cette surface, pour chaque équation. Plutôt que d’un intégraphe composé universel, il s’agit

donc en réalité d’une sorte de schéma théorique destiné à guider la réalisation d’une multitude d’appareils

particuliers, chacun destiné à une seule équation. Dans la mesure où Coriolis a réalisé concrètement deux
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de ces appareils, ce que n’avaient pas fait Leibniz et Euler, on peut considérer qu’il est le premier inven-

teur d’intégraphes composés. Toutefois, l’option d’un fil tendu ne semble pas permettre d’atteindre une

grande précision, aussi les appareils de Coriolis n’auront pas de postérité. Dans la seconde moitié du 19e

siècle, on va s’orienter vers un autre dispositif physique permettant de tracer une courbe comme enve-

loppe de ses tangentes, celui de la lame coupante.

2.2.2. Intégraphes à lame coupante

Dans les intégraphes à lame coupante, on utilise une petite roulette circulaire dont le bord coupant

s’engage dans le papier, ce qui permet d’éviter tout glissement latéral. Dans ces conditions, le centre ins-

tantané de rotation du point de contact N de la roulette et du plan du dessin reste constamment sur la

normale à la courbe décrite par N, et donc la tangente à cette courbe n’est autre que la projection du plan

de la roulette sur le plan du dessin.

En 1897, Klerits a conçu sur ce principe un appareil très simple, qu’il a appelé tractoriographe, destiné

à tracer d’un trait continu les tractoires d’une courbe plane donnée quelconque. Voici la description de cet

appareil, telle qu’on la trouve dans un article de l’ingénieur serbe Michel Petrovitch42 (fig. VI.23).

Fig. VI.23. Un tractoriographe (Petrovitch, 1899)

Sur une tige métallique AB, une roulette verticale T est fixée à la distance voulue de l’extrémité B

grâce à une vis P. Le mouvement de la tige est guidé par deux manchons m et n, solidaires du stylet K,

avec lequel on peut suivre une courbe donnée. La tige tourne librement autour de l’axe CK, de sorte que,

lorsque le stylet K se déplace, la trace laissée sur le papier par la roulette T (rendue visible grâce à un

rouleau encreur F) soit une courbe enveloppe des droites d’intersection du plan horizontal avec le plan de

la roulette.

Dans le tractoriographe, la longueur ρ de la tige est fixe et l’angle α que fait la tige avec le plan de la

roulette est nul. Pour étendre le champ d’utilisation de l’appareil, plusieurs ingénieurs ont envisagé d’ad-

joindre au modèle de base précédent un système mécanique permettant de faire varier l’un ou l’autre des

paramètres ρ et α selon une loi donnée. Tout d’abord, dans l’article de 1899 déjà cité, Petrovitch examine

de manière théorique ce qui se passe lorsqu’on fait varier l’angle α. Après l’étude de quelques lois de va-

riation simples conduisant à l’intégration graphique de quelques équations différentielles très particulières

et sans grand intérêt, il dégage des conditions suffisantes pour qu’une équation du premier ordre

f (x, y, ′y ) = 0 soit intégrable à l’aide d’un tel appareil. Malheureusement, les conditions obtenues restent

sous forme implicite et, de ce fait, sont concrètement inexploitables.

42 “Intégration graphique de certains types d’équations différentielles du premier ordre”, Bulletin de la Société mathématique
de France, t. 27, 1899, pp. 200-205.
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À partir de 1907, plus constructives ont été les recherches de Jacob43 qui, en gardant l’angle α nul, a

préféré jouer sur la longueur ρ. Avec les notations de Jacob (fig. VI.24), A désigne la pointe qui suit la

courbe donnée, préalablement tracée sur la feuille et appelée directrice, et B désigne le point de contact de

la roulette et de la feuille. Soient x, y les coordonnées de A ; X, Y celles de B ; ρ la longueur (non nécessai-

rement constante) du segment AB, appelé base ; ω l’angle que fait cette base avec l’axe des abscisses.

x

y

X

Y

ρ

ω

A

B

O

Fig. VI.24

En supposant que la directrice est définie paramétriquement par les équations x = f1(t) et y = f 2 (t), Jacob

établit que le mouvement angulaire de la tige est déterminé par l’équation

ρ
dω
dt

+ ′f 2 cosω − ′f1 sinω = 0.

Posant ensuite u = tg 1
2 ω , il obtient la nouvelle équation

(1)     2ρ
du
dt

+ (1 − u2 ) ′f 2 − 2u ′f1 = 0 .

Si ρ est constant, l’équation (1) est une équation de Riccati. Il est fascinant de voir le colonel Jacob,

ingénieur et officier d’artillerie, redécouvrir — à quelques variantes près et avec des calculs beaucoup plus

simples — la théorie qu’Euler avait élaborée cent soixante-dix ans plus tôt (cf. 2.1.2). La principale dif-

férence est que Jacob donne corps à la théorie en allant jusqu’à la fabrication d’un appareil opérationnel.

Sur la pointe A, il fixe un rapporteur contraint à se déplacer parallèlement à lui-même par un double paral-

lélogramme articulé, ce qui permet de mesurer, pour chaque cote t d’un point de la directrice, l’angle ω
correspondant, et donc de construire par points l’intégrale u de l’équation (1).

Si, maintenant, on fait varier ρ d’après une loi que détermine une coulisse-guide convenable, on par-

vient à intégrer des équations plus compliquées que celle de Riccati. Dans le cas simple où ρ est propor-

tionnel à u, l’équation (1) est une équation d’Abel, équation qui se présente dans de nombreux problèmes

balistiques. S’en tenant à ces deux types importants d’équations, Jacob consacre de longs développements

à expliquer comment toute équation de Riccati ( ′y = Ay2 + By + C ) ou d’Abel ( ′y = Ay3 + By2 + Cy + D )

peut être intégrée graphiquement après avoir été ramenée à la forme (1) par des changements de fonction

inconnue et/ou des modifications adéquates de l’appareil. Deux intégraphes conformes aux plans de Jacob

(un pour les équations de Riccati et un pour celles d’Abel) ont été construits par le ministère français de la

Marine et présentés à l’exposition franco-britannique de Londres, en 1908. Pour donner une idée de la pré-

cision accessible avec de tels intégraphes, Jacob affirme qu’il s’en est servi pour intégrer l’équation de

43 “Intégromètre à lame coupante”, Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 1907, pp. 898-900 et p. 1254 ; “Intégromètre
à lame coupante”, Mémorial de l’Artillerie navale, 1909, p. 163 ; Calcul mécanique, op. cit., pp. 361-382.
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Bessel d’ordre zéro — qui, comme toute équation linéaire du second ordre, se ramène à une équation de

Riccati —, et que la différence entre ses résultats et ceux des Tables existantes ne portait que sur la troi-

sième décimale.

Vers 1910, des modifications du tractoriographe analogues à celles de Jacob ont été considérées par

l’italien Ernesto Pascal44. Cette fois, le but était l’intégration des équations linéaires du premier ordre à

coefficients constants. Les articles de Pascal étant illustrés de photographies peu nettes, nous avons pré-

féré reproduire le schéma de l’appareil qui se trouve dans un compte rendu de Willers45 destiné au public

allemand (fig. VI.25).

Fig. VI.25. L’intégraphe de Pascal

L’appareil est monté sur un cadre rigide A qui se déplace, grâce à des roulettes B, dans la direction de

l’axe des abscisses. Un pointeur C permet de suivre une courbe donnée d’équation y = Q(x)  (concrè-

tement, c’est sa translatée d’équation y = Q(x − a) qui est tracée sur le papier), tandis qu’un marqueur ′C

trace la courbe enveloppée par la roulette coupante D. Enfin, un système de deux tiges coulissantes arti-

culées permet de faire varier la longueur GD de la tige de sorte que sa projection sur l’axe des abscisses

soit constante et égale à a (sur la figure, a = 1). La roulette D va donc envelopper une courbe d’équation

′y = Q(x) − y
a

,

ou encore a ′y + y = Q(x). En outre, la position de départ de la roulette sert à déterminer la condition ini-

tiale. L’intégraphe de Pascal permet donc d’intégrer toute équation linéaire du premier ordre à coefficients

44 “L’integratore meccanico per le equazioni differenziali lineari di 1° ordine e per altre equazioni differenziali”, Giornale di
mathematiche di Battaglini, vol. 48, 1910, pp. 16-26 ; “L’uso e le applicazioni dell’integratore meccanico per le equazioni dif-
ferenziali”, ibid., vol. 49, 1911, pp. 155-170.
45 “Zum Integrator von E. Pascal”, Zeitschrift für Mathematik und Physik, vol. 59, 1911, pp. 36-42.
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constants (une équation de la forme a ′y − y = Q(x) se ramènerait au cas précédent par le changement de

fonction inconnue y(x) = z(−x) ). La figure VI.26 représente une construction réalisée par Pascal afin de

vérifier la qualité de son appareil : on construit avec l’intégraphe deux courbes intégrales M ′M  et N ′N  de

l’équation a ′y + y = Q, correspondant respectivement aux solutions y1 et y2 , puis on construit point par

point la courbe représentative P ′P  de la fonction y2 − y1, et on constate que ce tracé se superpose parfai-

tement à celui que donne l’intégraphe pour l’équation homogène a ′y + y = 0 et le point initial P.

Fig. VI.26. Un exemple d’intégration graphique (Pascal, 1911)

Pascal donne de nombreux exemples d’application de son intégraphe à la résolution graphique de pro-

blèmes se ramenant, directement ou indirectement, à l’intégration d’une ou plusieurs équations linéaires

du premier ordre à coefficients constants : construction de courbes exponentielles et logarithmiques, cons-

truction du nombre e, intégration d’équations différentielles linéaires à coefficients constants d’ordre quel-

conque, résolution d’équations algébriques, quadratures, détermination de la courbe des probabilités, etc.

Les articles de Pascal sont finalement très représentatifs de cette courte période, vers la fin du 19e siècle et

le tout début du 20e siècle, pendant laquelle le calcul graphique a connu l’extension considérable que l’on

a peine à imaginer aujourd’hui. À titre de curiosité, signalons aussi que Willers a décrit, en s’inspirant de

la construction de Czuber (cf. 1.1.4), un instrument généralisant celui de Pascal et permettant l’intégration

graphique des équations linéaires du premier ordre à coefficients variables, mais il est probable que cet

appareil assez complexe n’a jamais été fabriqué.

2.3. Autres types d’intégraphes composés

Dans cette dernière partie, nous allons passer en revue quelques intégraphes composés un peu à part,

reposant sur des principes assez différents des précédents.

2.3.1. Les intégraphes de Lord Kelvin

Beaucoup d’intégraphes simples reposent sur le principe d’une roulette intégrante en contact avec un

disque ou un cône. Si la distance du point de contact au centre du disque ou au sommet du cône est déter-

minée par un pointeur qui suit la courbe à intégrer, l’angle de rotation de la roulette est alors proportionnel

à l’intégrale cherchée. Les inconvénients de ces systèmes sont de deux types : il peut se produire des glis-
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sements parasites causes d’erreurs, et le frottement de la roulette contre le disque ou le cône entraîne une

usure rapide de l’appareil. Pour minimiser ces défauts, le professeur James Thomson46 (frère de William

Thomson) a imaginé un dispositif assez compliqué supprimant presque complètement les frottements de

glissement. Le squelette de l’appareil est constitué d’un disque incliné à 45°, d’un cylindre dont l’axe est

parallèle à un diamètre du disque, et d’une sphère en contact avec le disque et le cylindre, dont le centre

peut se déplacer parallèlement au diamètre du disque et à l’axe du cylindre (fig. VI.27).

Fig. VI.27. L’intégraphe “disque-sphère-cylindre” de James Thomson (1876)

En notant a le rayon de la sphère, r la distance de son point de contact au centre du disque, b le rayon

du cylindre, dα la rotation élémentaire de la sphère, dx celle du disque et dω celle du cylindre, on a

b dω = a dα = r dx .

Si, à l’aide d’une fourche reliée à un pointeur, on déplace la sphère le long d’un rayon du disque de sorte

que r = ϕ(x) , où ϕ est une fonction donnée, on aura finalement

bω = ϕ(x)dx∫ ,

car la translation de la sphère le long d’un rayon du disque et d’une génératrice du cylindre ne change en

rien ni la rotation du disque, ni celle du cylindre. Ainsi, pendant que l’angle dont a tourné le disque depuis

sa position initiale représente la variable x, l’angle ω dont a tourné le cylindre pendant le même temps

donne, en fonction de x, la valeur de l’intégrale cherchée. Il suffit de relier un traceur aux mouvements du

disque et du cylindre pour obtenir un enregistrement graphique de cette intégrale.

Aussitôt après, William Thomson (Lord Kelvin) trouve à l’intégraphe de son frère des applications

tout à fait remarquables. Il en fait d’abord un analyseur harmonique capable de calculer graphiquement les

coefficients de Fourier d’une fonction donnée, mais cela ne nous intéresse pas directement. Ensuite, il s’en

sert pour l’intégration mécanique des équations linéaires du second ordre47. Thomson explique que, vu

46 “An integrating machine having a new kinematic principle”, Proceedings of the Royal Society, vol. 24, 1876, p. 262 ;
W. Thomson and P. G. Tait, Treatise on natural philosophy, vol. 1, part 1, Cambridge University Press, 1879, pp. 488-492.
47 “Mechanical integration of linear differential equations of the second order with variable coefficients”, Proceedings of the
Royal Society, vol. 24, 1876, p. 269 ; Thomson and Tait, op. cit., pp. 497-499.
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leur omniprésence en physique, il cherchait depuis longtemps un moyen pratique pour intégrer ces équa-

tions. Il rappelle également, en se référant aux travaux de Sturm et Liouville, que toute équation de ce type

peut être réduite à la forme

(1)     
d
dx

1
P

du
dx





 = u,

où P est une fonction donnée de x, et que cette forme se prête bien à une intégration par approximations

successives (cf. chap. IV, 2.2). Pourquoi ne pas utiliser un intégraphe pour réaliser les quadratures répétées

prévues par la théorie ?

Une solution de l’équation (1) qui s’annule en x = 0 est la limite de la suite

u2 = P C + u1dx
0

x

∫( )0

x

∫ dx,

u3 = P C + u2 dx
0

x

∫( )0

x

∫ dx,

etc.,

avec une constante arbitraire C et une fonction u1 quelconque, par exemple u1 = x . Pour effectuer la qua-

drature double nécessitée par la première itération, utilisons conjointement deux intégraphes. Le premier

fournit, sur un cylindre d’enregistrement, le tracé de la fonction y = C + u1dx
0

x

∫ . Sur un cylindre auxi-

liaire, on a préparé le tracé de la fonction y = P(x)
0

x

∫ dx . Pendant que ces deux cylindres tournent à la

même vitesse, deux opérateurs guident chacun un pointeur le long d’une des courbes. Par des mécanismes

appropriés, ces pointeurs entraînent respectivement la sphère et le disque du second intégraphe. Au cours

du mouvement, la sphère est à la position C + u1dx
0

x

∫  pendant que le disque tourne d’un angle élémentaire

de Pdx , donc le cylindre tourne d’un angle élémentaire de P C + u1dx
0

x

∫( )dx . Ainsi, le second intégraphe

fournit le tracé de la fonction u2 . Il ne reste plus qu’à entrer la fonction u2 , à la place de u1, dans le pre-

mier intégraphe, et recommencer la totalité du processus jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de différence sen-

sible entre deux fonctions successives ui et ui+1.

Thomson, arrivé là, fut d’abord satisfait d’avoir enfin trouvé un mécanisme permettant d’intégrer

approximativement les équations linéaires du second ordre. Mais, soudain, il eut une illumination : si l’on

couplait les deux intégraphes de sorte que la fonction sortant du second coïncide avec celle qui entre dans

le premier, cette fonction serait un “point fixe”, c’est-à-dire une solution exacte de l’équation (1) ! Grâce à

cette modification, il ne serait plus question d’approximations successives mais bien d’une intégration

exacte de l’équation linéaire du second ordre. Concrètement, la fourche qui guide le mouvement de cha-

cune des deux sphères est connectée au cylindre de l’autre intégraphe. Faisons tourner le disque du pre-

mier intégraphe d’un angle x et le disque du second d’un angle P(x)
0

x

∫ dx . En notant g1 et g2 les positions

des centres des deux sphères, les mouvements élémentaires de rotation transmis aux deux cylindres sont

g1dx  et g2 Pdx . Les connexions imposent les relations g1dx = dg2  et g2 Pdx = dg1, d’où, par élimination,

d
dx

1
P

dg1

dx




 = g1.

Ainsi, comme prévu, le centre de la sphère du premier intégraphe et le cylindre du second définissent une

même fonction qui est solution de l’équation (1). De plus, il est possible de déterminer les deux constantes

d’intégration en mettant, avant la connexion, chacun des intégraphes dans un état particulier.

William Thomson a du mal à cacher son émerveillement devant une telle découverte : “Thus I was led

to a conclusion which was quite unexpected ; and it seems to me very remarkable that the general diffe-

rential equation of the second order with variable coefficients may be rigorously, continuously, and in a
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single process solved by a machine.”48 Alors qu’il avait commencé par chercher une machine pratique

destinée aux mathématiques appliquées, Thomson termine ses investigations en théoricien, dans la tradi-

tion de Leibniz et Euler. Comme eux, ce qui l’intéresse en fin de compte, ce n’est pas la fabrication

concrète de la machine, mais le fait qu’en autorisant l’intervention d’un processus physique, on puisse

réaliser l’intégration exacte d’une équation différentielle. Dans un autre article49, encore plus visionnaire,

Thomson donne le principe théorique d’appareils pouvant intégrer une équation linéaire à coefficients va-

riables de n’importe quel ordre, et même une équation différentielle quelconque de n’importe quel ordre,

avec l’idée qu’on pourrait s’en servir pour le problème des trois corps. Ces appareils sont tous formés d’un

grand nombre d’intégraphes simples connectés entre eux par des dispositifs mécaniques complexes.

À l’époque de Thomson, les moyens technologiques étaient insuffisants pour réaliser avec suffi-

samment de précision l’intégraphe double — et a fortiori les autres appareils — que nous venons d’évo-

quer. Ce n’est que vers 1930 que les idées de Thomson furent mises en œuvre par l’américain Vannevar

Bush, qui fabriqua, au MIT, le premier “analyseur différentiel” opérationnel. Quelques appareils de ce

type ont servi, dans les années 1930-40, à des calculs en balistique et en astronomie50.

2.3.2. Les intégraphes hydrauliques de Petrovitch

En 1897, Michel Petrovitch a fabriqué un intégraphe fondé, pour la première fois, sur un principe autre

que cinématique51. Supposons (fig. VI.28) que l’on immerge un corps solide M dans le liquide contenu

dans un vase B. Désignons par y la hauteur du niveau du liquide et par z la distance entre le niveau du

liquide et le plan PQ. Soient Φ(y) et F(z) les aires des sections horizontales du vase B et du corps M à la

hauteur du niveau du liquide ; ces fonctions sont entièrement déterminées par les formes respectives du

vase B et du corps M. Le plus simple est de donner à ces deux objets des formes cylindriques (fig. VI.28,

à droite), que l’on peut réaliser en traçant des courbes d’équations données sur des plaques métalliques.

Fig. VI.28. Principe de l’intégration hydraulique

Notons x la hauteur du plan PQ et supposons qu’on descende ce plan d’une hauteur dx. Le volume du

liquide qui s’élève au-dessus du niveau y est égal au volume du liquide déplacé par le corps M au cours de

son immersion, ce qui se traduit par Φ(y) − F(z)[ ]dy = − F(z)dx , ou encore, en tenant compte de la rela-

48 “Je fus ainsi conduit à une conclusion qui était assez inattendue ; et il me semble très remarquable que l’équation diffé-
rentielle générale du second ordre à coefficients variables puisse être intégrée par une machine, rigoureusement, d’un mouve-
ment continu et par une procédure unique.”
49 “Mechanical integration of the general linear differential equation of any order with variable coefficients”, Proceedings of
the Royal Society, vol. 24, 1876, p. 271, Thomson and Tait, op. cit., pp. 500-504.
50 Voir Gear and Skeel, “The development of ODE methods”, op. cit., p. 93.
51 “Sur l’intégration hydraulique des équations différentielles”, American Journal of Mathematics, vol. 20, 1898, pp. 293-300 ;
“Appareil à liquide pour l’intégration graphique de certains types d’équations différentielles”, Ibid., vol. 22, pp. 1-12.
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tion x = y + z, par Φ(y) − F(x − y)[ ]dy + F(x − y)dx = 0. Si la hauteur du plan PQ est déterminée par un

pointeur qui suit une courbe d’équation x = f (t), on obtient finalement l’équation différentielle

Φ(y) − F( f (t) − y)[ ] dy
dt

+ F( f (t) − y) ′f (t) = 0.

En choisissant convenablement les fonctions F, Φ  et f, on peut ainsi parvenir à intégrer hydrauli-

quement certains types d’équations différentielles du premier ordre. Le rôle de la constante d’intégration

est joué par la hauteur initiale du niveau du liquide. Petrovitch a construit, sur ce principe, un appareil qui

a été présenté à l’Académie des Sciences en 1897. En voici le schéma (fig. VI.29), extrait d’un article de

W.A. Price52 :

Fig. VI.29. L’intégraphe hydraulique de Petrovitch (1900)

D’un côté de l’appareil se trouve le solide (ici un cylindre à base triangulaire) que l’on immerge pro-

gressivement dans le récipient contenant le liquide, selon une loi déterminée par une courbe tracée sur le

cylindre du haut. De l’autre côté, on repère le niveau du liquide grâce à un mince tuyau vertical et on re-

porte cette hauteur sur le cylindre enregistreur.

L’appareil, dans son principe, souffre du même défaut principal que celui de Coriolis (cf. 2.2.1) : pour

chaque nouvelle équation différentielle, il faut fabriquer un récipient et un solide spécifiques. En outre,

contrairement à celui de Coriolis, il ne possède même pas la propriété de s’appliquer, ne serait-ce qu’en

théorie, à toute équation différentielle du premier ordre. À ce propos, Petrovitch suggère deux modifi-

cations qui permettraient d’atteindre des types plus généraux d’équations : d’une part, on pourrait im-

merger simultanément plusieurs solides de formes différentes, chacun selon une loi différente, d’autre

part, on pourrait prévoir un orifice percé sur la face inférieure du récipient, dont la largeur serait réglable à

52 “Petrovitch’s apparatus for integrating differential equations of the first order”, The Philosophical Magazine, vol. 49, 1900,
pp. 487-490.
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volonté et par lequel le liquide s’écoulerait continuellement. Dans ce qu’il faut bien considérer comme

l’un des épisodes les plus surprenants de toute l’histoire de l’intégration approchée, Petrovitch explique

comment, grâce à cet orifice, il devient possible d’intégrer des équations de Riccati ! Comme on s’en

doute, de tels appareils n’ont jamais été fabriqués. Après Petrovitch, plus personne n’a jamais reparlé de

l’intégration hydraulique des équations différentielles.

2.3.3. Les machines théoriques de Torres

Nous terminerons ce panorama des intégraphes composés en évoquant brièvement les travaux de

Leonardo Torres. Dans un petit traité publié en 190153, cet auteur a décrit des principes théoriques permet-

tant de concevoir des machines à calculer variées, en particulier des machines construisant des fonctions

définies par des équations différentielles, mais sans aller jusqu’à une fabrication effective. Les machines

de Torres suivent un peu le même schéma d’ensemble que celles de Lord Kelvin (cf. 2.3.1) : il y a d’abord

un appareil de base permettant d’intégrer les équations différentielles du premier ordre et ensuite, pour les

équations d’ordre supérieur, il suffit de relier mécaniquement plusieurs exemplaires de l’appareil de base.

Nous allons nous contenter de décrire l’appareil de base (fig. VI.30). Les points c, ′c , o, ′o  sont fixes

sur le plan π. Une plaque P peut glisser librement sur le plan π, en étant maintenue dans une orientation

constante par le système articulé a ′a b ′b c ′c . Sur cette plaque se trouve une roulette R qui tourne sur son

arbre hi. Un système articulé e ′e f ′f g ′g  fait que l’arbre hi peut tourner autour d’un axe vertical qui reste

immobile par rapport au plan π.

Fig. VI.30. Schéma de l’intégraphe composé de Torres (1901)

Trois tiges u, v, ′v  peuvent glisser chacune dans le sens de sa longueur et portent, à l’une de leurs ex-

trémités, des boutons m, n, ′n  qui se déplacent dans des rainures situées respectivement sur les côtés de la

plaque P et sur le support de la roulette R. Les autres extrémités de ces tiges permettent de lire les valeurs

numériques des quantités x, y, ′y  sur des échelles graduées. Enfin, la distance αβ entre les tiges v et ′v  est

prise égale à l’unité.

53 Machines à calculer, Imprimerie nationale, Paris, 1901.
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Lorsqu’on déplace le point x, la plaque P se met en mouvement. Comme la roulette R roule sans glis-

ser sur la plaque P, cette dernière se déplace nécessairement dans la direction de la roulette. Les boutons m

et n glissent chacun dans sa rainure, et le point y se déplace sur son échelle. Le rapport des déplacements

dy et dx est donc égal à la tangente de l’angle que fait la direction de la roulette avec la tige u, mais cette

tangente est aussi égale à la longueur interceptée sur l’échelle ′y  par la tige ′v , de sorte que dy dx = ′y . Si

on lie mécaniquement les déplacements le long des échelles x, y, ′y  de manière à satisfaire la relation

(1)     f (x, y, ′y ) = 0 ,

on aura construit, en définitive, une solution y de l’équation différentielle (1). Pour résumer, citons Torres

lui-même :

“En faisant marcher x on fait en même temps marcher y, et ′y  se détermine à chaque instant en vertu

des liaisons imposées par l’équation construite.

On peut partir d’une paire quelconque de valeurs x et y et, généralement, on obtiendra chaque fois

une intégrale particulière différente.”

L’appareil de Torres permet donc, en théorie, d’intégrer toute équation différentielle algébrique

puisque nous savons, d’après le théorème de Kempe-Kœnigs, que toute relation algébrique entre points

d’un plan peut être réalisée par un système articulé plan54. Cependant, il y a loin de la théorie à la

pratique, et les machines de Torres n’ont, à notre connaissance, jamais été construites.

54 Voir H. Lebesgue, Leçons sur les constructions géométriques, Gauthier-Villars, Paris, 1950, p. 86.
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Conclusion

Les deux grands types de méthodes graphiques que nous avons successivement étudiés ne se dis-

tinguent pas seulement par les moyens techniques qu’ils mettent en œuvre, mais aussi par leur nature

théorique. D’un côté, dans les intégrations graphiques “à la règle et au compas”, le dessinateur construit,

avec toute la rigueur dont est capable la géométrie, une courbe intégrale approchée définie d’emblée

comme une succession de segments de droite ou d’arcs de cercle. À l’opposé, les intégraphes tracent tous,

en théorie, une courbe intégrale exacte, et le caractère approximatif du résultat n’est qu’une conséquence

de l’imperfection matérielle de l’appareil. En jouant un peu sur les mots, nous serions tenté de dire que,

dans le premier cas, on construit exactement une solution approchée tandis que, dans le second cas, on

construit approximativement une solution exacte. Il est clair que l’intégration graphique à la règle et au

compas s’apparente étroitement à l’intégration numérique, dont elle traduit directement les méthodes :

méthode polygonale, quadratures numériques, approximations successives… Les intégraphes, par contre,

appartiennent fondamentalement à la même famille que les méthodes classiques d’intégration en termes

finis et par quadratures. Sans le moindre doute, c’est ainsi qu’ils ont été pensés par Leibniz, Euler ou Lord

Kelvin. Jouant presque le rôle de théorèmes d’existence en acte, ils réalisent l’intégration exacte des équa-

tions différentielles en s’appuyant sur le caractère incontestable de propriétés physiques simples admises

par tous. On pourrait s’interroger longuement sur cette intrusion de la physique au sein des mathé-

matiques, en sachant bien que le débat n’est pas nouveau puisqu’il avait déjà conduit les Grecs à exclure

le mouvement de la géométrie. Constatons simplement qu’une fois de plus, les cartes sont brouillées : les

réponses données par les mathématiciens, pendant deux siècles et demi, à la question essentielle — qu’est-

ce qu’intégrer une équation différentielle ? — n’en finissent pas de nous surprendre par la perpétuelle

ambiguïté qu’elles entretiennent entre exactitude et approximation.

Dans un autre registre, nous espérons que ce dernier chapitre aura permis de faire revivre en partie, du

moins en ce qui concerne les équations différentielles, une étape importante de l’histoire de l’analyse nu-

mérique, celle du calcul graphique. Trop souvent occulté par les historiens, le calcul graphique, associé à

une pensée par essence géométrique, a pourtant constitué, jusqu’au début du 20e siècle, la pratique cou-

rante de nombreux mathématiciens et ingénieurs. À l’heure où nous entrons, paraît-il, dans l’ère du “tout

numérique”, il convient de s’en souvenir.



Conclusion générale

Indéniablement, les méthodes d’intégration approchée des équations différentielles sont toutes nées au

sein des mathématiques appliquées. Leur création a été motivée par des problèmes d’envergure posés,

avant tout, par la mécanique céleste et, dans une moindre mesure, par la balistique et certaines branches de

la physique mathématique comme la théorie de la capillarité. Ce constat illustre clairement une phrase de

Maurice Roy1 : “Les mathématiciens purs ne s’intéressent, en fait, aux méthodes d’approximation que si

la résolution effective d’une équation devient pour eux nécessaire et cette nécessité ne peut résulter, en

général, que du besoin exprimé en la matière par les physiciens ou les ingénieurs avec lesquels ils se

trouvent en rapport.” En contrepartie, nous avons vu comment les mathématiciens purs s’emparaient ré-

gulièrement des idées pragmatiques issues des applications et s’en servaient pour les besoins du dévelop-

pement théorique interne de leur discipline.

Notre étude historique de l’intégration approchée a mis en évidence la participation d’un grand nombre

d’acteurs, plus ou moins habiles, et l’exploration de diverses voies, plus ou moins fécondes. De belles ten-

tatives, comme l’intégration par les fractions continues d’Euler et de Lagrange, ou les quadratures méca-

niques par approximations successives de Gauss, apparaissent aujourd’hui comme des chemins de traverse

délaissés. En ce qui concerne les deux grands types de méthodes qui sont restés d’usage courant — les

méthodes de différences finies à pas séparés et à pas liés —,  nous sommes maintenant en mesure de dé-

gager, dans un but de simplification et de résumé, les principaux noms autour desquels s’est cristallisé un

processus de développement qui fut, en réalité, beaucoup plus continu et collectif. Aux noms incon-

tournables de Newton, Leibniz, Euler, Cauchy, Picard, Runge, Kutta et Adams, nous avons ajouté ceux,

moins souvent cités, de Heun, Darwin et Størmer, et, surtout, celui de Clairaut, jusqu’ici presque complè-

tement ignoré des historiens de l’analyse numérique (fig. 1).

Pour s’en tenir à l’essentiel, on rencontre déjà les grandes idées de l’intégration approchée chez les

fondateurs du calcul infinitésimal, Newton et Leibniz. Dès l’origine, deux démarches principales sont en

concurrence : une démarche globale, consistant à approcher d’un seul coup la totalité de la courbe in-

tégrale et à améliorer la précision par approximations successives ; une démarche locale préférant calculer

directement la courbe intégrale par arcs successifs. D’un point de vue technique, deux séries ont joué un

rôle central : la série d’interpolation de Gregory-Newton et la série de Taylor. À elles seules, ainsi que

l’avait remarquablement mis en évidence Brook Taylor dans son Methodus incrementorum, ces deux

séries expriment parfaitement la dualité du calcul infinitésimal, va-et-vient incessant entre différences

finies et différences infiniment petites. Les premiers à avoir vraiment compris le parti que l’on pouvait

tirer de ces quelques idées simples pour aborder l’intégration numérique des grands systèmes différentiels

de la mécanique céleste furent, incontestablement, Clairaut et Euler. Après eux, il restait surtout à justifier

théoriquement les nouveaux procédés d’intégration approchée et à en donner des versions plus maniables.

1 “Les mathématiques et l’ingénieur”, in Les grands courants de la pensée mathématique, dir. F. Le Lionnais, Cahiers du Sud,
1948 ; rééd. Rivages, Paris, 1986, p. 502.
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À l’occasion de ces prolongements s’est révélé le génie propre de trois grandes écoles nationales de ma-

thématiques : tandis que les écoles anglaise et allemande de mathématiques appliquées développaient,

d’un point de vue pragmatique, les idées respectives de Newton et Leibniz pour aboutir, d’une part, aux

méthodes d’Adams-Størmer et, d’autre part, à celles de Runge-Kutta, l’école française, de son côté, avec

Cauchy et Picard, s’attachait surtout à justifier rigoureusement les grandes idées initiales : technique poly-

gonale, emploi local de la série de Taylor et procédé des approximations successives.

NEWTON LEIBNIZ

CLAIRAUT EULER

ADAMS
DARWIN

STØRMER

RUNGE
HEUN

KUTTA

CAUCHY
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Fig. 1. Résumé de l’histoire de l’intégration approchée des équations différentielles ordinaires

En définitive, nous espérons avoir contribué à préciser une partie importante de l’histoire de la théorie

des équations différentielles. Dans la mesure où nous avons pu réunir, sur le sujet choisi, un corpus de ré-

férences et d’informations beaucoup plus complet que tout ce qui avait été fait jusque là, notre travail sera

peut-être utile à de futurs historiens. C’est, concrètement, notre seule ambition. De façon naturelle, il sem-

blerait utile de prolonger notre recherche dans les directions suivantes :
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• Entamer une histoire sérieuse de la mécanique céleste, en particulier chez Clairaut, d’Alembert et

Euler, et étudier ses interactions avec l’histoire de l’analyse.

• Poursuivre l’histoire de l’intégration approchée des équations différentielles ordinaires au delà de

1914, tout au moins jusqu’en 1950.

• Aborder l’histoire, presque complètement à faire, de l’analyse numérique des équations aux dérivées

partielles.
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