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Résumé

Les modèles d’appariements aléatoires représentent de nombreux systèmes stochastiques concrets dans
lesquels des éléments de différentes classes sont appariés selon des règles de compatibilités spécifiées. Par
exemple, on peut citer les systèmes dédiés à l’allocation d’organes, les sites de recherche d’emplois, de
logements, etc. De tels modèles sont toujours associés à un triptyque d’éléments : un graphe connexe, dit
de compatibilités, dont les sommets représentent les classes des éléments pouvant entrer dans le système
et dont chaque arête relie deux classes compatibles, une politique d’appariements permettant de décider,
en cas d’incertitude, quels appariements vont s’effectuer à l’intérieur du système, et un taux d’arrivées
selon lequel les éléments entrent en son sein. Dans cette thèse, nous considérons des graphes généralisés,
c’est-à-dire que l’on autorise l’appariement de deux éléments de la même classe, et nous étendons donc à
ce cadre certains résultats déjà connus dans le cas de graphes simples.
La stabilité d’un système régi par un modèle d’appariements est une propriété très importante. En effet,
elle assure que les admissions au sein du système étudié sont contrôlées de sorte que les éléments ne
restent pas bloqués à l’intérieur et que leur nombre n’augmente pas indéfiniment. Il est donc essentiel que
le taux d’arrivées des éléments permette au système d’être stable. Dans ce manuscrit, nous caractérisons
de manière algébrique cette zone de stabilité pour certains modèles d’appariements (généraux, généraux
avec abandons, bipartis, bipartis étendus) ou de files d’attente, dites skill-based.
Par ailleurs, nous démontrons que la politique d’appariements dite First Come, First Matched (fcfm)
possède la propriété d’être maximale pgénéraliséeq, c’est-à-dire que la zone de stabilité du modèle d’appa-
riements général associé à un graphe de compatibilités et à une politique quelconque est toujours incluse
dans celle associée à ce même graphe et à fcfm. Notons que cette dernière coïncide alors avec un en-
semble de mesures défini par des conditions purement algébriques. Dans ce cas, la question de l’étude des
mesures permettant la stabilité des systèmes régis par un modèle d’appariements revient donc à celle,
plus élémentaire, de la caractérisation d’un ensemble déterministe. Nous donnons alors un moyen de
construction (simple) des mesures appartenant à celui-ci, ce qui peut s’avérer très utile pour calibrer le
contrôle d’accès au système. En effet, la vérification algorithmique qu’une mesure quelconque vérifie ces
conditions algébriques nécessite un nombre d’opérations polynomial en le nombre de sommets du graphe,
et devient donc très coûteuse à mesure que ce cardinal augmente.
Nous explicitons également, sous une forme produit, l’expression de la loi stationnaire de l’évolution tem-
porelle du contenu d’un système stable régi par un modèle d’appariements général et sous la politique
fcfm, permettant, notamment, de calculer explicitement des caractéristiques à l’équilibre de systèmes
concrets et d’estimer leurs performances en temps long. On peut ainsi, par exemple, calculer la taille
moyenne à l’équilibre d’une liste d’attente dans le cadre de dons croisés de reins, ou encore, estimer le
temps moyen d’attente sur une interface pair-à-pair ou un site de rencontres.
Enfin, les taux d’appariements associés à un modèle d’appariements (général ou biparti étendu) stable
sont étudiés. Ils sont définis comme étant les fréquences asymptotiques des appariements réalisés et four-
nissent un critère de performance des systèmes régis par de tels modèles d’appariements, de même que
les propriétés de politique-insensibilité et d’équité de ces taux, qui sont également discutées.

Mots-clés : modèles d’appariements aléatoires, graphes généralisés, politique fcfm, politique maxi-
male, zones de stabilité, caractérisation algébrique, taux d’appariements.



Abstract

Stochastic matching models represent many concrete stochastic systems in which elements of different
classes are matched according to specified compatibility rules. For example, we can cite systems dedi-
cated to organs allocation, job search sites, housing allocation programs, etc. Such models are typically
associated to a triplet of elements: a connected graph, called compatibility graph, whose vertices represent
the classes of elements that can enter the system and whose edges connect two compatible classes, a
matching policy which decides the matches to be concretely executed, in case of multiple choices, and an
arrival rate according to which the elements enter within it. In this thesis, we consider generalized graphs,
meaning that we allow the matching of two elements of the same class, and we therefore extend to this
framework some results already known in the case of simple graphs.
The stability of a system governed by a matching model is a very important property. It ensures that the
admissions within the system under study, are regulated, so that the elements do not accumulate in the
system in the long run. It is therefore essential that the arrival rate of the elements allows the system
to be stable. In this manuscript, we characterize, algebraically, this stability region for some matching
models (general, general with reneging, bipartite, extended bipartite) or skill-based queueing systems.
Moreover, we demonstrate that the matching policy called First Come, First Matched (fcfm) has the
property of being pgeneralizedq maximal, meaning that the stability region of the general matching model
associated with a compatibility graph and with any policy is always included in the one associated with
this same graph and ruled by fcfm. Note that this latter then coincides with a set of measures defined
by purely algebraic conditions. In this case, the study of stability of the matching model at hand boils
down to the more elementary question of characterizing of a deterministic set of measures. We then give
a (simple) way to construct the measures belonging to the latter set. This turns out to be very use-
ful for admission control, as checking the algebraic conditions requires a number of operations which is
polynomial in the number of vertices of the considered compatibility graph, and therefore becomes very
expensive as the number of vertices grows large.
We also give, in a product form, the expression of the stationary distribution of the number-in-system
process of a stable system governed by a general matching model and under the fcfm policy, allowing, in
particular, to explicitly calculate characteristics at equilibrium of concrete systems and to estimate their
long-time performance. We can thus, for example, calculate the size average at equilibrium of a waiting
list in the case of cross-donation of kidneys, or even, estimate the average waiting time on a peer-to-peer
interface or on a dating website.
Finally, the matching rates associated with a stable matching model (general or extended bipartite)
are studied. They are defined as the asymptotic frequencies of the executed respective matchings, and
provide an insightful performance criterion for the corresponding matching systems, as well as the policy-
insensitivity and fairness properties of the matching rates, which are also discussed.

Keywords: stochastic matching models, generalized graphs, fcfm policy, maximal policy, stability
areas, algebraic characterization, matching rates.



Introduction

Contexte, motivations pratiques, et état de l’art

Avec le développement actuel des services en ligne et de l’économie numérique, les systèmes stochastiques
dans lesquels des éléments sont appariés selon des règles de compatibilités spécifiées ont récemment reçu
un intérêt croissant de la part de la communauté mathématique, tant du point de vue théorique que du
point de vue des applications. C’est en effet une représentation naturelle de systèmes de service dans
lesquels les clients et les serveurs sont de différents types, et où certaines classes de serveurs peuvent
servir certaines classes de clients. Deux problèmes typiques surviennent lors de l’étude de ces systèmes :

— Stabilité : Toutes les requêtes peuvent-elles être satisfaites, sans surcharge du système ? Si oui, quel
est son comportement en régime stationnaire ?

— Performance : Quelles sont les principales caractéristiques (nombre moyen d’éléments, temps de
séjour moyen, taux d’appariements,. . .) du système dans son état stationnaire ?

Files d’attente basées sur les compétences (ou skill-based)

Dans les problèmes initiaux de routages basés sur les compétences, dits skill-based, des serveurs (par
exemple, des télé-opérateurs ayant des compétences spécifiques) de classes données (dépendantes de leurs
compétences), offrent un service à des clients arrivants (ayant des besoins spécifiques, et demandant une
assistance) de classes données également (dépendantes de leurs besoins). La compatibilité entre les classes
de clients et de serveurs est donnée par un graphe (biparti, dans ce cas), et c’est le rôle de l’algorithme de
routage de déterminer quel client doit être mis en correspondance avec quel serveur à son arrivée (voir,
par exemple, [30], et la récente enquête [14]). La Figure 1 présente un exemple schématique d’un système
régi par une file d’attente skill-based. Dans ce cadre, il est naturel d’étudier les conditions d’existence d’un
état stationnaire, et, lorsque ces conditions sont réunies, de vouloir contrôler le modèle au mieux, pour
des indicateurs de performance donnés (nombre moyen d’éléments dans le système, taux d’appariements,
équité de ces taux,. . .). De tels modèles sont des systèmes classiques de files d’attente, au sens où il y a une
dissymétrie entre les clients et les serveurs : les clients rentrent et sortent du système, alors que les serveurs
en font partie intégrante, c’est-à-dire qu’ils restent toujours à l’intérieur et, dès qu’ils ont fini de servir
un client, passent au service du suivant (avec, potentiellement, un temps d’attente entre deux services).
Cependant, dans des applications telles que les interfaces pair-à-pair (BlaBlaCar, Leboncoin,. . .), les sites
de recherche d’emplois (Meteojob, Indeed,. . .), les sites de rencontres, les allocations pour les greffes
d’organes, etc., les clients et les serveurs peuvent jouer des rôles symétriques. Dans ce cadre, le système
n’est fondamentalement qu’une interface utilisée par les éléments pour s’apparier et quitter le système
par paires.

Figure 1 – Exemple schématique d’un système régi par une file d’attente skill-based.
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Figure 2 – Exemple schématique d’un système régi par un modèle d’appariements biparti (mb).

Modèles d’appariements bipartis (mb)

Pour tenir compte de cette variété d’applications, une variante des systèmes skill-based a été introduite
dans [13] (voir aussi [3]) : ce sont les modèles d’appariements bipartis, notés mb, dans lesquels des couples
client/serveur, dont les classes respectives sont supposées indépendantes, entrent dans le système à chaque
instant. À chaque fois qu’un couple client/serveur est formé, ce dernier quitte aussitôt le système. La diffé-
rence avec les modèles skill-based classiques est que les clients et les serveurs jouent des rôles symétriques,
c’est-à-dire qu’à l’instar des clients, les serveurs entrent et sortent du système. Un graphe (ici, biparti), dit
de compatibilités, dont les sommets représentent les classes de clients/serveurs (ou offres/demandes, pa-
tients/organes, etc.), détermine la compatibilité entre les clients et les serveurs. La liaison, par une arête,
de deux sommets de ce graphe signifie la compatibilité entre les éléments dont les classes sont représen-
tées par ces sommets. Ces modèles d’appariements bipartis sont adaptés à divers domaines d’application,
parmi lesquels, les banques de sang, les allocations pour les greffes d’organes, les sites de recherche d’em-
plois, les sites de rencontres, etc. La Figure 2 présente un exemple schématique d’un système régi par un
modèle d’appariements biparti. Si plusieurs éléments compatibles avec le client (respectivement, serveur)
entrant sont déjà présents dans le système, c’est une règle de service (ou politique d’appariements) qui
détermine quels éléments vont s’apparier. Dans les références [13] et [3] susmentionnées, les appariements
de clients et de serveurs compatibles se font selon la politique d’appariements dite First Come, First
Served, c’est-à-dire premier arrivé, premier servi, et notée fcfs (appelée également First Come, First
Matched, c’est-à-dire premier arrivé, premier apparié, et notée fcfm). Fait intéressant, il est prouvé que,
dans de tels cas, l’état stationnaire bénéficie d’une forme produit remarquable (voir [1], ainsi que l’analyse
de performances ultérieure dans [16]), qui peut être généralisée à une classe plus large de systèmes avec
compatibilités, telles que les files d’attente utilisant la règle de service appelée fcfs-alis (Assign the
Longest Idling Server) - voir par exemple la Section 3.3.3 ou [4], ou encore [2, 10] pour un aperçu des
différentes extensions des modèles mb. De plus, dans [1], une propriété de sous-additivité est démontrée,
permettant, sous des conditions de stabilité et par des techniques de couplage par le passé (Coupling From
The Past, noté CFTP), la construction d’un appariement bi-infini stationnaire unique des clients et des
serveurs. Mentionnons également d’autres approches de tels modèles bipartis, telles que les limites fluides
et de diffusion pour des systèmes d’appariements probabilistes (voir [10]), le covoiturage, etc. Cependant,
si l’on se place dans le cadre du don croisé d’organes (voir le paragraphe consacré plus loin), ce sont des
couples donneur/receveur qui entrent dans le système. Souvent, ces deux individus ont des liens familiaux
(parent/enfant, par exemple), et l’hypothèse d’indépendance entre les classes respectives du donneur et
du receveur n’est alors plus justifiée.

Modèles d’appariements bipartis étendus (mbé)

Les paramètres d’origine de [13, 3] ont alors été généralisés au cas où les types respectifs du client et
du serveur entrants ne sont plus forcément indépendants, et au cas d’autres politiques d’appariements :
c’est ce qu’on appelle le modèle d’appariements biparti étendu, noté mbé - voir par exemple [11, 26] pour
plus de détails. D’une part, [11] fournit des conditions (qui dépendent du graphe de compatibilités et de
la politique d’appariements) nécessaires, et parfois suffisantes, à la stabilité du système. D’autre part,
dans [26], un résultat de couplage par le passé (CFTP) est obtenu, démontrant l’existence d’un apparie-
ment bi-infini unique dans divers cas de modèles mbé, et pour une classe de politiques d’appariements
plus large que fcfs, généralisant ainsi les résultats de [1].

Modèles d’appariements généraux (mg)

Dans le but de modéliser certains systèmes concrets, le besoin s’est alors fait sentir de modifier les différents
modèles susmentionnés. En effet, dans de nombreuses applications, l’hypothèse que les arrivées se font
par paires peut paraître quelque peu artificielle (bien que nécessaire à la stabilité dans le cas biparti, voir
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plus loin), et il est alors plus réaliste de supposer que les arrivées se font une par une. De plus, toutes
les références citées jusqu’à présent supposent que le graphe de compatibilités est biparti, c’est-à-dire
qu’il existe des classes de serveurs et des classes de clients facilement identifiables : donneurs/receveurs,
maisons/acheteurs, emplois/demandeurs, etc. Cependant, dans de nombreux cas, le contexte exige que
le graphe de compatibilités ait une forme plus générale et ne soit donc pas nécessairement biparti. Par
exemple, dans les sites de rencontres (de même sexe), il n’est a priori pas possible de séparer les éléments
en deux ensembles de classes sans appariement possible au sein de ces ensembles. De même, dans le cas du
don croisé d’organes, des couples donneur/receveur intra-incompatibles (c’est-à-dire que la transplantation
n’est pas possible entre eux deux) entrent dans le système à la recherche d’un couple compatible pour
effectuer ce don croisé (pour plus de détails sur cette notion, se référer au paragraphe correspondant
développé plus loin). Pour cette application, il convient donc, structurellement, de représenter les couples
donneur/receveur comme des éléments simples, où la compatibilité entre les couples (et donc la liaison
par une arête sur le graphe de compatibilités) signifie qu’un échange d’organe peut être réalisé entre ces
deux couples (le donneur du premier couple peut donner au receveur du second, et le donneur du second
peut donner au receveur du premier). En particulier, si l’on considère les groupes sanguins comme un
critère de compatibilité primaire, le graphe représentant les compatibilités sanguines entre les couples
n’est évidemment pas biparti. Motivé par ces observations, un modèle différent a été introduit dans [24],
dans lequel les éléments arrivent un par un, et où le graphe de compatibilités est général, c’est-à-dire
qu’il n’est pas nécessairement biparti : plus précisément, dans ce que l’on appelle modèle d’appariements
général, noté mg, les éléments, dont les classes appartiennent à un ensemble fini, noté V, entrent un
par un en temps discret dans un système (ou buffer). À chacune des arrivées, la classe de l’élément
entrant est tirée au sort, indépendamment de tout le reste, à partir d’une loi de probabilité µ̄ ayant
V pour support. Un graphe connexe G, dont l’ensemble des sommets (ou nœuds) est précisément V,
détermine la compatibilité entre les différentes classes. Alors, s’il existe un élément compatible dans
le système, l’élément entrant est apparié immédiatement et les deux éléments correspondants quittent
immédiatement le système pour toujours, sinon, il est stocké dans le système. C’est le rôle de la politique
d’appariements, notée Φ, de déterminer, en cas de choix multiple, avec quel élément l’appariement de
l’item entrant va s’effectuer. Remarquons que les modèles mg classiques ont été étudiés sous différents
angles, parmi lesquels les limites fluides d’une variante en temps continu ([27]), l’optimisation ([28]), le
contrôle optimal ([20, 12]), les modèles d’appariements sur les hypergraphes ([29]) ou avec impatience
([9, 22, 5]). Il a aussi été démontré récemment que les modèles mg partagent de remarquables similitudes
avec les files d’attente dites order-independent loss queues ([15]).

Extension des modèles mg au cas de graphes généralisés
Motivés à nouveau par des applications concrètes, nous présentons dans le présent manuscrit une nouvelle
extension des modèles mg. En effet, dans divers contextes, parmi lesquels les sites de rencontres (de même
sexe), les sites d’auto-partage (pour lesquels les personnes allant aux mêmes endroits sont appariés), et
les compatibilités sanguines dans le cadre d’un don croisé d’organes (pour plus de détails sur cette
notion, se référer au paragraphe correspondant ci-après), il est naturel de supposer que des éléments de la
même classe peuvent s’apparier ensemble. D’où la nécessité de généraliser la ligne de recherche au cas où
l’architecture d’appariements est un graphe généralisé (c’est-à-dire un graphe admettant des boucles (ou
self-loops), qui sont des arêtes reliant les sommets à eux-mêmes), plutôt qu’un graphe simple classique.
Cette généralisation est un des sujets centraux du présent manuscrit. Comme on le voit facilement,
le buffer d’un modèle d’appariements sur un graphe généralisé est hybride par nature : les sommets
admettant une boucle (le cas échéant) possèdent au plus un élément dans le système, tandis que les
sommets sans boucle (le cas échéant) peuvent s’y trouver en nombre illimité. D’autre part, dans le cas
extrême où tous les sommets possèdent une boucle, le modèle est fini et peut être vu comme un système
de physique statistique : c’est une chaîne de Markov irréductible sur t0, 1uV avec des interactions locales
- voir Exemple 2 du présent manuscrit.

Un exemple concret : les dons croisés d’organes
Dans un don d’organe classique, un échange de greffon a lieu entre un donneur et un receveur compatibles,
terme qui peut avoir plusieurs significations dans le cadre d’un don d’organe. Un premier critère évident
est celui de la compatibilité sanguine. En effet, il est clair que si le donneur et le receveur n’ont pas
des groupes sanguins compatibles, la transplantation ne pourra pas avoir lieu. Dans le cadre d’un don
d’organe, il est donc nécessaire d’établir un graphe de compatibilités sanguines - c’est un graphe orienté
car la compatibilité entre un donneur et un receveur n’est pas forcément réciproque selon leurs groupes
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sanguins. Cependant, même s’ils ont deux groupes sanguins compatibles, d’autres critères biologiques (ou
immunologiques) peuvent intervenir et rendre la transplantation impossible. On pourra se référer à [8]
pour plus de détails concernant les dons d’organes (et, en l’occurrence, les dons de reins). La compatibilité
sanguine est donc une condition nécessaire mais non suffisante à un don d’organe.

Ceci nous amène alors à étudier la situation suivante : imaginons qu’on ait deux couples donneur/receveur,
notés pd1, r1q et pd2, r2q (par exemple, deux pères avec leurs fils respectifs), et que, d’un point de vue du
groupe sanguin, le donneur d1 et le donneur d2 puissent donner tout autant au receveur r1 qu’au receveur
r2. Maintenant, si les autres critères biologiques ne sont pas en faveur d’une transplantation du donneur
d1 vers le receveur r1 ni du donneur d2 vers le receveur r2 mais qu’ils sont, par contre, favorables à une
transplantation du donneur d1 vers le receveur r2 et du donneur d2 vers le receveur r1, alors on pourra
avoir recours à ce que l’on appelle un don croisé d’organes. Un exemple schématique est donné par la
Figure 3.

d1 : A`

A` : r2r1 : A`

A` : d2

Figure 3 – Exemple schématique d’un don croisé d’organes, où les quatre individus impliqués sont du
même groupe sanguin A`.

Cette possibilité d’avoir recours à un don croisé d’organes nous amène donc naturellement à construire un
graphe de compatibilités sanguines pour des couples donneur/receveur, construit de la manière suivante :

— Les sommets de ce graphe sont tous les couples (ordonnés) possibles formés avec les différents
groupes sanguins existants - le premier élément du couple est le groupe sanguin du donneur et le
second est celui du receveur.

— Un sommet pd1, r1q est compatible, et donc relié par une arête, avec un sommet pd2, r2q si et seule-
ment si les dons de d1 vers r2 et de d2 vers r1 sont possibles (d’un point de vue du groupe sanguin).

La Figure 4 représente le graphe (orienté) des compatibilités entre les groupes sanguins A` et O`, pour
lesquels la règle est la suivante : O` peut donner à A` et à lui-même, mais A` ne peut donner qu’à
lui-même.

O` A`

Figure 4 – Graphe (orienté) représentant les compatibilités sanguines entre les groupes A` et O`.

On déduit alors, du graphe de la Figure 4, le graphe des compatibilités sanguines pour des couples
donneur/receveur dans le cadre du don croisé d’organes, où l’on s’est restreint aux seuls groupes sanguins
A` et O` (cf. Figure 5). Outre l’intérêt purement pratique et concret de cet exemple, il nous permet de
légitimer

— l’introduction (et l’étude) des modèles d’appariements généraux (mg), dans lesquels le graphe de
compatibilités considéré n’est plus forcément biparti - ce qui est le cas du graphe de compatibilités
sanguines représenté par la Figure 5 ;

— l’étude des graphes de compatibilités contenant potentiellement des boucles, dits graphes généralisés
- le graphe de compatibilités représenté par la Figure 5 est lui-même un graphe généralisé, ses boucles
étant représentées en rouge.
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pO`,O`
q

pO`,A`
q

pA`,A`
q

pA`,O`
q

Figure 5 – Graphe G des compatibilités sanguines dans le cadre du don croisé d’organes, restreint aux
groupes sanguins A` et O`.

Résumé général sur les modèles d’appariements

Comme on l’a expliqué dans les différents paragraphes ci-dessus, dans tout modèle d’appariements (que
ce soit mb, mbé, ou mg), les compatibilités entre les éléments pouvant entrer dans le système étudié sont
résumées par un graphe G (biparti, simple, ou généralisé, selon les cas), dont les sommets représentent
les différentes classes d’items pouvant entrer dans le système, et dont chaque arête relie deux classes
d’éléments compatibles. Par ailleurs, une politique d’appariements Φ est nécessaire afin de décider, dans
le cas où l’item entrant est compatible avec plusieurs éléments déjà présents dans le système, avec lequel
l’appariement va se faire. Par exemple, la politique d’appariements First Come, First Matched (fcfm)
permet à l’élément arrivant de s’apparier avec l’item compatible le plus ancien dans le système. La
politique d’appariements Match the Longest (ml) permet, quant à elle, d’apparier l’élément entrant avec
un item compatible dont la classe est la plus représentée dans le système (les cas d’égalité pouvant être
résolus par un tirage au sort). Enfin, les éléments entrent dans le système de manière aléatoire et ce, selon
une loi de probabilité µ̄ (ou selon un processus de Poisson d’intensité µ, si cette dernière est une mesure
quelconque). La donnée du graphe G, de la politique Φ, et de la loi µ̄ (ou de la mesure µ), permet donc
de caractériser entièrement le modèle d’appariements associé.

Zones de stabilité

La zone de stabilité d’un modèle d’appariements est l’ensemble des mesures sur les sommets (du graphe
de compatibilités considéré), représentant les taux d’arrivées de chaque classe d’utilisateurs, rendant le
système récurrent positif. Notons que ces mesures sont des lois de probabilité pour les modèles à temps
discret et sont des intensités d’arrivées pour les modèles à temps continu. Comme cela sera précisé dans
la suite, la condition (nécessaire) que doivent satisfaire les mesures pour pouvoir appartenir à la zone de
stabilité prend la forme d’une contrainte sur les taux d’arrivées de chaque sous-ensemble de sommets,
qui doivent en fait être inférieurs aux taux d’arrivées du sous-ensemble respectif des sommets voisins -
une condition qui rappelle la condition de Hall pour l’existence d’un appariement parfait sur un graphe,
voir [21]. Par exemple, une condition nécessaire à la stabilité des modèles mg est fournie dans [24]
(voir (1.9) ci-après). En particulier, l’existence de mesures stables est équivalente au fait que le graphe
ne soit pas biparti (ce qui justifie d’ailleurs, en partie, que les items entrent par paires dans les modèles
mb et mbé - car, sinon, aucune mesure ne pourrait rendre stable les modèles associés). D’autre part,
il est prouvé dans [24] que la politique d’appariements Match the Longest, notée ml, possède une zone
de stabilité maximale, c’est-à-dire que la condition nécessaire évoquée ci-dessus est également suffisante
(on dit alors que la politique ml est maximale). Cependant, [27] montre qu’en fait, mis à part pour une
classe particulière de graphes, les politiques aléatoires ne sont jamais maximales, et qu’il existe toujours
une politique de priorité stricte qui n’est pas non plus maximale. De plus, en adaptant l’argument de
réversibilité dynamique de [1] aux modèles mg, [25] assure que la politique d’appariements First Come,
First Matched (fcfm) est également maximale, et fournit, sous cette politique, l’expression de la loi de
probabilité stationnaire en une forme produit. Plus récemment, suite aux travaux de [28], des politiques
d’appariements plus larges, de type Max-Weight (incluant la politique Match the Longest (ml)), se sont
avérées être maximales, et des inégalités de dérive ont permis de borner la vitesse de convergence du
système vers l’équilibre. Dans le présent manuscrit, notre objectif est de caractériser exactement les
zones de stabilité de différents modèles (modèle général mg élargi au cas de graphes de compatibilités
généralisés - avec durées de vie illimitées ou limitées, modèle biparti étendu mbé, et certains modèles
de files d’attente). En particulier, nous montrons comment plusieurs résultats de stabilité de [24, 25]
peuvent être élargis au cas d’une structure d’appariements généralisée. Alors que dans de tels modèles,
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la procédure typique consiste, compte tenu des taux d’arrivées (qui sont donc considérés comme une
contrainte au problème), à construire un contrôle optimal (une politique d’appariements markovienne,
par exemple) capable d’optimiser un critère donné, nous inversons en quelque sorte ce procédé dans
le présent manuscrit : ayant fixé un contrôle capable d’atteindre la stabilité (par exemple, la politique
Match the Longest (ml) ou la politique First Come, First Matched (fcfm), pour les modèles mg), nous
rendons explicite la procédure de construction d’un ensemble de taux d’arrivées permettant la stabilité
du système, ce qui permet de contrôler les admissions dans le système en fonction du graphe et de la
politique considérés. Remarquons que, dans [7], il est démontré qu’un modèle d’appariements sur un
graphe généralisé possède une zone de stabilité plus grande que le modèle correspondant sur le graphe
associé pour lequel toutes les boucles ont été effacées (c’est-à-dire, son sous-graphe maximal). L’interaction
entre les sommets possédant une boucle et leurs voisins qui n’en ont pas doit être comprise, intuitivement,
de la manière suivante : les flux d’arrivées vers les sommets qui ont une boucle apparaissent comme des
flux auxiliaires aidant leurs sommets voisins qui n’ont pas de boucle à ne pas trop encombrer le système
- à condition que les arrivées sur les sommets avec une boucle ne s’apparient pas trop souvent entre elles.
Dans le présent manuscrit, nous obtenons, entre autres, deux résultats remarquables :

— Nous montrons que, dans de nombreux cas, les taux d’arrivées rendant stable le système considéré
peuvent toujours être construits comme une simple mesure à poids sur les arêtes du graphe, c’est-à-
dire, ayant associé un nombre strictement positif (appelé poids) à chaque arête du graphe, la mesure
à poids associée se définit comme étant proportionnelle, en chaque sommet i, à la somme des poids
sur les arêtes adjacentes à ce sommet i.

— Nous en déduisons que, dans ces cas, les taux d’arrivées permettant la stabilité du système sont
exactement les mesures invariantes pour une marche aléatoire sur les arêtes du graphe.

Le premier point nous permet, pour certaines topologies de graphes, de déterminer de manière unique les
taux d’appariements des différentes arêtes et ce, indépendamment de la politique d’appariements choisie.
Au-delà de son intérêt pratique pour le contrôle des admissions, cette omniprésence des mesures permet-
tant la stabilité des modèles d’appariements établit un lien intéressant entre les modèles d’appariements
stochastiques et les marches aléatoires sur les arêtes d’un graphe, ce qui pourrait ouvrir la voie à une
piste de recherche intéressante.

Plan du manuscrit

Le présent manuscrit se découpe en quatre chapitres dont le contenu est détaillé ci-après,

Chapitre 1 : Introduction aux modèles d’appariements généraux

Le principal objectif de ce Chapitre 1 est de fournir les principaux outils et notions utiles à la compré-
hension des chapitres suivants. Certaines de ces notions sont également présentées, par exemple, dans les
articles [24] et [25]. Nous commençons tout d’abord, dans la Section 1.1, par faire une présentation des
modèles d’appariements généraux pmgq et par développer des notions afférentes, telles que les graphes
de compatibilités, les processus et politiques d’appariements, ainsi que les lois d’arrivées. Nous portons
à l’attention du lecteur la construction, dans la Section 1.1.2, des politiques First Come, First Matched
(fcfm) et Match the Longest (ml) (vue comme un cas particulier de politique de type Max-Weight (mw)),
politiques qui seront particulièrement utilisées dans la suite du manuscrit. Par ailleurs, une des principales
contributions de cette présente thèse étant l’extension de certaines propriétés des modèles d’appariements
généraux au cas de graphes généralisés (voir, par exemple, la Proposition 5, la Proposition 6, le Théo-
rème 1, etc.), on se propose d’introduire cette notion dans la Section 1.1.1. Par ailleurs, l’étude concrète
d’un système régi par un modèle d’appariements (général) nécessite d’avoir à disposition un descripteur
de l’évolution de son contenu au cours du temps : c’est la fonction de la chaîne de Markov (irréductible),
notée pWΦ,µ̄

n qnPN (ou, plus simplement, pWnqnPN, lorsque le contexte est implicite), construite dans la
Section 1.2. La caractérisation algébrique des zones de stabilité de certains modèles d’appariements (ou
de files d’attente) - c’est-à-dire des ensembles de mesures (ou lois) d’arrivées permettant aux éléments des
différents systèmes régis par ces modèles de ne pas rester indéfiniment à l’intérieur et d’empêcher ainsi que
le nombre d’items dedans n’augmente indéfiniment - étant également une des contributions principales de
cette thèse (voir, par exemple, les Chapitres 2 et 3), la Section 1.4 se propose de définir celle associée à un
modèle d’appariements général (voir (1.5) pour le cas discret, et (1.6) pour le cas continu). Des conditions
nécessaires de stabilité (voir Proposition 6), notées NcondpGq et Ncond`

pGq (données, respectivement,
par (1.9) et (1.10)) seront également définies. Remarquons que la notion de maximalité d’une politique
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d’appariements, introduite initialement dans l’article [25] dans le cas du modèle d’appariements général
(mg) et pour des graphes simples, sera étendue ici au cas de graphes généralisés (voir la Définition 19).
Plus précisément, une politique Φ sera dite maximale généralisée si la zone de stabilité du modèle associé
à tout graphe généralisé connexe G et à la politique Φ coïncide avec l’ensemble NcondpGq, défini, lui,
de manière purement algébrique. Dans ce cas, l’étude des zones de stabilité peut donc se faire directe-
ment via celle de ce nouvel ensemble NcondpGq. Dans la suite, le Chapitre 2 assurera que la politique
fcfm est maximale généralisée (voir le Théorème 1), tandis que le Chapitre 3 permettra, entre autres,
de caractériser exactement les mesures de NcondpGq et d’en donner un moyen explicite (élémentaire) de
construction, résolvant donc, en particulier, la question de la caractérisation des mesures permettant la
stabilité des systèmes régis par le modèle d’appariements général (mg) associé à tout graphe généralisé
connexe G (qui n’est pas biparti) et à toute politique d’appariements Φ P pol maximale généralisée (et
donc, en particulier, pour Φ “ fcfm). Enfin, le Theorem 1 de [24], qui assure qu’un modèle d’appa-
riements général (mg) ne peut jamais être stable dès lors que le graphe de compatibilités (simple) est
biparti, sera étendu au cas de graphes généralisés connexes (voir la Proposition 9).

Chapitre 2 : Maximalité généralisée de la politique fcfm et loi stationnaire
Les modèles d’appariements généraux (mg) sur des graphes simples (et donc, en particulier, sans boucle)
ont été introduits initialement dans l’article [24], et la stabilité de ces modèles sous la politique fcfm a
été étudiée dans [25]. Le Theorem 1, résultat majeur de cette dernière référence, assure en particulier la
maximalité de la politique fcfm et fournit, pour cette politique (et sous une forme produit remarquable),
l’expression de l’unique loi de probabilité stationnaire de la chaîne de Markov pWnqnPN, représentant
l’évolution temporelle du contenu du système. L’intérêt de l’étude des modèles d’appariements généraux
(mg) pour des graphes généralisés ayant été mis en évidence, dans l’Introduction, par l’exemple des dons
croisés d’organes, il est donc naturel de vouloir généraliser certains résultats obtenus dans [24] et [25]
à ce cadre plus général. Notons qu’une bonne partie de ceux de [24] ont déjà été étendus au cours du
Chapitre 1 (voir, par exemple, la Proposition 5, la Proposition 6, et la Proposition 9). Les objectifs du
Chapitre 2 du présent manuscrit sont donc multiples :

— Étendre la propriété de pseudo-réversibilité énoncée dans le Lemma 3 de [25] au cas de graphes
généralisés (cf. Proposition 15).

— Déduire du point précédent la généralisation du Theorem 1 de [25] au cas de graphes généralisés,
c’est-à-dire prouver que la politique fcfm est maximale généralisée (au sens de la Définition 19) et
donner, pour cette politique et sous une forme produit, l’expression de l’unique loi de probabilité
stationnaire de la chaîne de Markov pWnqnPN (cf. Théorème 1).

— Caractériser, à l’aide du Théorème 1 évoqué ci-avant, les graphes généralisés stabilisables, c’est-à-dire
ceux pour lesquels on peut trouver une politique d’appariements et une loi d’arrivées rendant stable
le modèle d’appariements général associé (cf. Corollaire 1). Remarquons que ce résultat généralise
l’assertion p16q du Theorem 2 de [24].

— Faire apparaître, à l’aide de l’étude des cycles généralisés réalisée dans la Section 2.9, un lien naturel
avec le Chapitre 3 suivant (cf. Remarque 6).

La construction de deux chaînes de Markov auxiliaires qui ont des dynamiques opposées, notées pBnqnPN
et pFnqnPN (Sections 2.1 et 2.2), qui seront mises en lien à l’aide d’un schéma de pseudo-réversibilité
(Section 2.4) nous permettant de prouver leur récurrence positive sous la condition NcondpGq, définie
par (1.7), et de déterminer l’expression de leurs lois de probabilité stationnaires respectives, conduira alors,
toujours sous cette même condition, à la récurrence positive de la chaîne de Markov pWnqnPN ainsi qu’à
l’expression de sa loi stationnaire (en « projetant » celle de pBnqnPN sur l’espace d’états W de pWnqnPN)
(Sections 2.5 et 2.6), avant que le Théorème 1 ne statue définitivement sur la maximalité généralisée de la
politique fcfm. Les techniques de preuve utilisées s’inspirent de celles usitées dans la référence [25] dont
on souhaite étendre certains résultats. On notera cependant l’utilisation judicieuse du Lemme 3 et de la
Proposition 17, permettant de simplifier certains arguments de preuve de la référence [25] initiale. Enfin,
l’étude structurelle du cycle généralisé (Section 2.9) permettra notamment de faire apparaître certaines
questions intéressantes (cf. Remarque 6), motivant le Chapitre 3.
Ce Chapitre 2 présente une version étendue de certains résultats énoncés dans l’article [7], publié en 2021.
Pour une parfaite information, le lecteur intéressé par d’autres résultats (qui ne sont pas développés dans
le présent manuscrit) concernant les modèles d’appariements généraux dans le cas de graphes généralisés
connexes pourra consulter cette même référence [7]. Il y est notamment prouvé que certaines politiques de
type Max-Weight (mw), parmi lesquelles la politique Match the Longest (ml), sont maximales généralisées
(voir Theorem 4.7 de [7]).
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Chapitre 3 : Caractérisation algébrique de plusieurs zones de stabilité
La stabilité d’un système régi par un modèle d’appariements est une propriété très importante. En effet,
elle assure que les admissions au sein du système étudié sont contrôlées de sorte que les éléments ne res-
tent pas bloqués à l’intérieur et que leur nombre n’augmente pas indéfiniment. Il est donc important que
les éléments entrent dans le système de façon « raisonnée », c’est-à-dire que le taux (ou la loi) d’arrivées
des éléments permette au système d’être stable : elle doit en fait appartenir à ce qu’on appelle la zone de
stabilité du modèle. Le fait que la politique fcfm soit maximale généralisée, propriété démontrée dans le
Chapitre 2 précédent (cf. Théorème 1), nous permet de voir cette zone de stabilité (associée dans le cas
précité à un graphe G qui n’est pas biparti et à la politique fcfm) sous un nouvel angle. En effet, cette
zone coïncide alors avec un ensemble défini uniquement via des conditions algébriques, noté NcondpGq.
Pour avoir accès à une loi d’arrivées rendant stable le modèle associé, il suffit donc d’en trouver une qui
appartient à ce nouvel ensemble algébrique. Il est alors naturel d’essayer de vérifier ces conditions algé-
briques de manière algorithmique. La Proposition 1 de [24] affirme que cela est possible, mais l’algorithme
qui est proposé (et qui a, par ailleurs, la meilleure complexité de ce qui est fourni dans la littérature)
nécessite cependant un nombre d’opérations de l’ordre de Op|V|3q, ce qui, évidemment, devient très coû-
teux algorithmiquement dès lors que |V| augmente. Nous avons donc la nécessité d’obtenir une façon
(beaucoup) plus efficace pour trouver une mesure appartenant à l’ensemble NcondpGq. Ce Chapitre 3
va justement permettre de caractériser exactement cet ensemble et de donner un moyen (très) simple
de construction des mesures en son sein. Nous irons même plus loin en faisant de même pour certains
autres modèles d’appariements (bipartis, bipartis étendus, généraux avec abandons) et de files d’attente,
dits skill-based. Cette étude permet donc, sous de bonnes conditions (sur le graphe de compatibilités G
et la politique Φ), de construire aisément des taux (ou lois) d’arrivées permettant de rendre stable le
modèle étudié. On commencera tout d’abord, dans la Section 3.1, par répondre à la question Q.1 (cf.
Remarque 6) laissée en suspens à la fin du Chapitre 2, en premier lieu dans le cas du cycle généralisé
(cf. Proposition 27), puis, élargi au cas du graphe généralisé (cf. Proposition 28). Les questions Q.2 et
Q.3 restant, quant à elles, encore à approfondir, nous proposons ensuite quelques notions préliminaires
à cette étude à venir. Remarquons notamment la définition des mesures à poids (cf. Définition 31) et la
présentation de différents modèles d’appariements (bipartis, bipartis étendus, généraux avec abandons)
et de files d’attente (dites skill-based) (cf. Section 3.3). Les résultats principaux du Chapitre 3, notam-
ment les réponses aux questions Q.2 et Q.3 susmentionnées, ainsi que la caractérisation algébrique de
certaines zones de stabilité associées aux différents modèles précités, seront présentés dans la Section 3.4.
Une procédure de construction (très) simple des mesures appartenant à ces différentes zones sera égale-
ment fournie à chaque fois. En plus de tout ceci, nous portons à votre attention les éléments intéressants
suivants :

— La mise en évidence d’un lien entre les mesures rendant stables certains modèles d’appariements et
les mesures invariantes réversibles pour une marche aléatoire sur les arêtes d’un graphe généralisé
connexe (cf. Corollaire 2 et Corollaire 3).

— L’intrigante utilisation d’un résultat d’analyse matricielle, le lemme de Farkas matriciel, dans la
preuve du Théorème 2 (cf. Section 3.7.1.2 et Section 3.7.2.3).

— L’utilisation d’éléments de théorie des flots dans la preuve du Théorème 3, dans le cas d’un graphe
biparti (cf. Section 3.10.2).

Dans un souci de transparence, remarquons que ce Chapitre 3 présente une version étendue de certains
résultats énoncés dans l’article [6], pré-publié en 2021.

Chapitre 4 : Étude des taux d’appariements
Dans le Chapitre 2 et le Chapitre 3, nous avons étudié certaines caractéristiques et critères de performance
de différents modèles d’appariements (ou de files d’attente), parmi lesquelles

— la loi stationnaire, donnée sous une forme produit explicite, de la chaîne pWnqnPN représentant
l’évolution temporelle du contenu d’un système régi par un modèle d’appariements général (mg),
pour un graphe de compatibilités G qui n’est pas biparti et sous la politique fcfm (cf. Théorème 1) ;

— quelques caractéristiques du système à l’équilibre, dans le cadre précité, comme par exemple, sa
taille moyenne, le temps moyen d’attente d’un élément en son sein, la probabilité qu’un élément
doive patienter avant d’être apparié, etc. (cf. Section 2.7) ;

— la zone de stabilité de certains modèles d’appariements (généraux, généraux avec abandons, bipartis,
bipartis étendus) et de files d’attente (dites skill-based) - voir, par exemple, le Théorème 2, le
Corollaire 2, le Corollaire 3, le Théorème 3, le Corollaire 4, la Proposition 30, et la Proposition 31.
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Le Chapitre 4 va, quant à lui, s’intéresser à un autre critère de performance du système : les taux
d’appariements. Dans un système régi par un modèle d’appariements (général (mg) ou biparti étendu
(mbé)) stable, cette quantité est définie, pour chaque arête pi, jq P E donnée du graphe (généralisé)
connexe G “ pV, Eq considéré, comme étant la fréquence asymptotique des appariements réalisés entre i
et j (cf. Section 4.1 et Section 4.2.1). L’étude faite dans ce Chapitre 4 aura plusieurs objectifs, dont celui

— pour toute mesure µ̄ (respectivement, µ̃ “ pµ̃1, µ̃2q) permettant la stabilité d’un modèle d’apparie-
ments général pmgq (respectivement, biparti étendu (mbé)) donné, de déterminer explicitement - à
une constante multiplicative strictement positive près - la famille de poids α telle que µ̄ “ µ̄α (cf.
Corollaire 6) (respectivement, telle que µ̃1 “ µ̃α

1 et µ̃2 “ µ̃α
2 , où les mesures µ̃α

1 et µ̃α
2 sont définies

par (4.10) (cf. Corollaire 8)) ;
— de fournir une preuve alternative directe de deux inclusions du Théorème 2 (voir le Corollaire 6 et

la remarque faite au début de la Section 3.7.1.2, ainsi que le Corollaire 8 et la Section 4.2.2) ;
— de mettre en évidence la politique-insensibilité des taux d’appariements, c’est-à-dire le fait qu’ils

restent inchangés quelle que soit la politique Φ implémentée, pour certains « types » de graphes de
compatibilités (généralisés) connexes (cf. Théorème 6) ;

— de fournir une expression explicite des taux d’appariements, sous certaines hypothèses (cf. Propo-
sition 45) ;

— d’étudier l’équité des taux d’appariements par arête, un autre critère de performance de systèmes
régis par des modèles d’appariements (cf. Théorème 7).

Enfin, toujours dans un souci de transparence, nous portons votre attention sur le fait que ce Chapitre 4
présente une version étendue de certains résultats présentés dans l’article [6], pré-publié en 2021.

Remarque importante : Les principales notations utilisées dans le manuscrit sont recensées dans
l’Annexe A. On pourra s’y référer si besoin.
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L’objectif premier de ce Chapitre 1 est de fournir les principaux outils utiles aux chapitres suivants. Plus
précisément, nous présentons les modèles d’appariements généraux (d’abord en temps discret, puis une
extension en temps continu), ainsi que la chaîne de Markov pWnqnPN représentant l’évolution temporelle
du contenu du système. Enfin, la zone de stabilité de ces modèles d’appariements, ainsi qu’une condi-
tion nécessaire à cette stabilité seront étudiées. Certaines de ces notions sont également présentées, par
exemple, dans les articles [24] et [25].

1.1 Présentation des modèles d’appariements généraux

Nous disposons d’éléments de certains types, étiquetés par leur classe d’appartenance respective, et qui ne
sont pas distinguables des autres éléments de la même classe. On se propose alors de faire entrer un par
un certains de ces éléments dans un système « physique », que l’on appellera parfois buffer dans la suite.
Typiquement, ces éléments peuvent représenter des personnes dans une salle d’attente, des donneurs et
des receveurs d’organes, etc. Notons V l’ensemble des classes d’éléments et numérotons-les afin d’identifier
les ensembles V et rr1; |V|ss, où |V| “ CardpVq représente le cardinal de l’ensemble V, c’est-à-dire le nombre
de ses éléments. Dans tout le manuscrit, on s’autorise à confondre librement un élément avec sa classe,
c’est-à-dire qu’au lieu d’écrire « un élément de classe i P V », on pourra écrire simplement « un élément
i P V ».

1.1.1 Graphes de compatibilités généralisés

De par leur structure interne, certaines classes d’éléments sont compatibles entre elles. Typiquement, ce
peut être le cas d’un donneur et d’un receveur d’organe qui sont compatibles biologiquement et pour
lesquels un transfert d’organe (transplantation) est possible. Tous ces liens de compatibilités peuvent être
résumés par un graphe G, dont chacun des sommets (ou nœuds) correspond à un élément de l’ensemble
V et dont les arêtes représentent les compatibilités entre les différentes classes d’éléments : une arête est
présente entre deux sommets du graphe si et seulement si les classes représentées par ces deux sommets
sont compatibles entre elles. Lorsque deux classes u P V et v P V sont compatibles (et donc reliées par
une arête), on note u´ v. Dans le cas contraire, on note ú v. Par construction de ce modèle, remarquons
que les arêtes du graphe G sont structurellement non-orientées, et définissons alors

Ø

Efi tpu, vq : u ´ v, u P V, v P Vu Ă V2, (1.1)

l’ensemble des couples de sommets reliés par une arête. Remarquons ainsi que chaque arête du graphe G
(qui est non-orienté) peut être caractérisée par le couple (non-ordonné) des deux sommets qu’elle relie :
en effet, u P V et v P V sont deux classes compatibles si et seulement si l’arête pu, vq est présente dans
le graphe G. Cependant, comme les couples pu, vq et pv, uq (différents dans

Ø

E si u et v sont distincts)
représentent la même arête, l’ensemble

Ø

E n’est pas en bijection avec l’ensemble des arêtes du graphe
G, mais l’est, est en réalité, structurellement, avec l’ensemble des arêtes orientées du graphe G. Afin
de construire proprement un ensemble qui est en bijection naturelle avec l’ensemble des arêtes de G, il
convient d’introduire la relation binaire sur V2 suivante,

Définition 1

On définit la relation binaire R sur V2 par :

@ppi1, j1q, pi2, j2qq P V2 ˆ V2, pi1, j1q R pi2, j2q ô ri1 “ i2 et j1 “ j2s ou ri1 “ j2 et j1 “ i2s.

On peut montrer que la relation binaire R définit une relation d’équivalence sur V2. On note alors V2{R
l’ensemble de ses classes d’équivalence et on ne fera pas, dans la suite, de distinction entre une classe et
ses représentants. Remarquons que l’ensemble E fi

Ø

E {R est alors en bijection naturelle avec l’ensemble
des arêtes (non-orientées) de G. Par abus de langage, on dit que E est l’ensemble des arêtes de G et on
note G “ pV, Eq, le graphe de compatibilités.

Étudions maintenant la structure de l’ensemble E de ses arêtes et de l’ensemble V de ses sommets. Dans
certaines applications telles que les sites de rencontre, les interfaces pair-à-pair et les dons croisés d’organes
(voir le paragraphe correspondant, dans l’Introduction), il est naturel de supposer que des éléments de la
même classe peuvent s’apparier ensemble. Ceci conduit naturellement à décomposer l’ensemble des arêtes
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de la façon suivante,
E “ ES Z Ec

S ,

où
ES fi tpu, vq P E : u “ vu et Ec

S fi tpu, vq P E : u ‰ vu.

Définition 2

Une arête pu, uq P E est appelée boucle (ou self-loop, en anglais) et ES représente donc l’ensemble des
boucles du graphe associé.

De manière similaire à l’ensemble des arêtes, il est naturel de décomposer l’ensemble des sommets d’un
graphe de la manière suivante,

V “ VS Z Vc
S ,

où
VS fi tu P V : pu, uq P Eu et Vc

S fi tu P V : pu, uq R Eu.

Définition 3

On dit qu’un sommet u P V tel que pu, uq P E possède une boucle et VS représente donc l’ensemble
des sommets du graphe qui ont une boucle.

Rappelons qu’un graphe est dit simple s’il ne contient qu’une arête au maximum entre deux sommets.

Ces nouvelles définitions nous permettent d’introduire la notion de graphe généralisé,

Définition 4

On dit qu’un graphe G est un graphe généralisé (ou multigraphe simple) si c’est un graphe simple
classique pc’est-à-dire avec VS “ Hq ou si c’est un graphe simple qui contient des boucles pc’est-à-dire
avec VS ‰ Hq.

Par ailleurs, rappelons qu’un graphe (ou graphe généralisé) G “ pV, Eq est connexe si pour tout couple
de sommets pu, vq P V2, il existe une chaîne d’arêtes reliant u à v, c’est-à-dire s’il existe un entier k P N
et des sommets u1, u2, . . . , uk P V tels que u ´ u1 ´ u2 ´ ¨ ¨ ¨ ´ uk ´ v.

Voyons dès à présent un exemple pour fixer les idées sur toutes les notations introduites jusqu’à présent,

Exemple 1

Pour le graphe généralisé G “ pV, Eq représenté par la Figure 1.1, on a :
— V “ t1, 2, 3, 4u, avec VS “ t1u et Vc

S “ t2, 3, 4u ;
— E “ tp1, 1q, p1, 2q, p2, 3q, p2, 4q, p3, 4qu, avec ES “ tp1, 1qu et Ec

S “ tp1, 2q, p2, 3q, p2, 4q, p3, 4qu.

1

2

3 4

Figure 1.1 – Exemple d’un graphe généralisé G (connexe).

Maintenant que nous avons détaillé la structure du graphe de compatibilités, il est temps d’expliquer ce
qui se passe dans le système étudié au fur et à mesure de l’arrivée des éléments à l’intérieur. Dans ce but,
introduisons la notation suivante,

Définition 5
Pour tout sous-ensemble U Ă V, on définit l’ensemble des voisins d’éléments de U par :

EpUq fi tv P V : Du P U , pu, vq P Eu.
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Si v P V, on écrit simplement
Epvq fi Eptvuq.

1.1.2 Processus et politiques d’appariements
Comme expliqué dans la Section 1.1.1, les éléments entrent un par un dans le système étudié. À l’arrivée
d’un élément (ou item) en son sein, disons i P V, deux cas possibles se présentent :

1. Soit un élément voisin j P Epiq se trouve déjà dans le système et, dans ce cas, les deux éléments i
et j s’apparient et le quittent.

2. Soit aucun élément de Epiq n’est présent dans le système et, dans ce cas, l’élément i est stocké (au
moins jusqu’à l’arrivée du suivant).

Cette procédure soulève naturellement une question : si un élément entrant dans le système est com-
patible avec plusieurs autres éléments déjà présents, comment choisir celui avec lequel l’appariement va
s’effectuer ?

Pour répondre à cette interrogation, introduisons la notion suivante,
Définition 6

Nous appelons politique d’appariements une règle de décision non-ambiguë qui permet de déterminer,
dans le cas où il existe plusieurs items compatibles dans le système, avec lequel d’entre eux l’élément
entrant va s’apparier.

Définition 7
Une politique d’appariements Φ est dite admissible si le choix de l’appariement de chaque item entrant
ne dépend que du contenu du système à l’instant où il y entre (et éventuellement d’un tirage aléatoire
indépendant). On note pol l’ensemble des politiques d’appariements admissibles.

On verra, dans la Section 1.2, que l’état du système au temps n P N est représenté par le mot Wn P W,
composé des classes des éléments pas encore appariés au temps n, sous politique Φ, écrites dans leur
ordre respectif d’arrivée. En notant alors W Ă V˚ l’ensemble des « états possibles du système » lors
d’un processus d’appariements, une politique d’appariements admissible Φ peut être caractérisée par une
action de V sur W, notée

dΦ : W ˆ V Ñ W
pw, vq ÞÑ w1 “ w dΦ v,

(1.2)

qui, à un état w du système et à un élément v entrant, associe le nouvel état w1 du système à l’instant
suivant. L’action dΦ joue, en pratique, le rôle d’une fonction de mise à jour (voir la Section 1.2) et peut
potentiellement être aléatoire.

Donnons maintenant quelques exemples de constructions de politiques admissibles à l’aide d’une action
de ce type. Afin d’aider à la formalisation, introduisons d’abord les notations suivantes, où A˚ représente
l’ensemble des mots finis sur un alphabet A (fini),

Définition 8

Pour tout ensemble fini A, tout mot w “ w1 . . . wq P A˚ et tout sous-ensemble B Ă A, on définit le
nombre d’occurrences d’éléments de B dans le mot w par :

|w|B fi Card pti P rr1; qss : wi P Buq “
ÿ

bPB
|w|b,

où, pour toute lettre a P A,
|w|a fi |w|tau

est le nombre d’occurrences de la lettre a dans le mot w.
La taille (ou longueur) |w| du mot w est alors égale à la quantité précédente lorsque B “ A, c’est-à-dire

|w| fi |w|A “
ÿ

aPA
|w|a.
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Définition 9

Pour tout ensemble fini A, tout mot w “ w1 . . . wq P A˚ et tout i P rr1; |w|ss, on note

wris fi w1 . . . wi´1wi`1 . . . wq,

le mot de taille |w| ´ 1, obtenu à partir de w en effaçant sa ième lettre.
De plus, on note

rws “ p|w|aqaPA P NA

l’image commutative de w.

Exemples de politiques d’appariements qui dépendent de l’ordre des arrivées.
La politique fcfm (abréviation de First Come, First Matched, ou premier arrivé, premier apparié, en
français) permet à chaque élément i P V entrant dans le système de s’apparier, parmi les éléments
candidats, avec celui qui est dans le système depuis le plus longtemps. Elle est construite à l’aide de
l’action suivante,

Définition 10 (Politique fcfm)
Pour tout mot w “ w1 . . . w|w| P W et tout élément v P V,

w dfcfm v fi

"

wv si |w|Epvq “ 0 ;
wrφpw,vqs sinon,

avec
φpw, vq “ mintk P rr1; |w|ss : wk P Epvqu.

La politique lcfm (abréviation de Last Come First Matched, ou dernier arrivé, premier apparié, en
français) permet à chaque élément i P V entrant dans le système de s’apparier, parmi les éléments
candidats, avec celui qui est dans le système depuis le moins longtemps. Elle est construite à l’aide de
l’action suivante,

Définition 11 (Politique lcfm)
Pour tout mot w “ w1 . . . w|w| P W et tout élément v P V,

w dlcfm v fi

"

wv si |w|Epvq “ 0 ;
wrφpw,vqs sinon,

avec
φpw, vq “ maxtk P rr1; |w|ss : wk P Epvqu.

Exemples de politiques d’appariements indépendantes de l’ordre des arrivées.
Dans le cas où la politique d’appariements considérée ne dépend pas de l’ordre des arrivées des éléments
dans le système, l’ensemble des états possibles du système peut alors se restreindre à l’ensemble

rWs fi trws : w P Wu Ă NV .

Pour tout x P rWs et tout v P V, définissons

Ppx, vq fi tj P Epvq : xpjq ą 0u,

l’ensemble des classes d’éléments disponibles et compatibles avec l’élément v si le contenu du système est
représenté par le vecteur x.
Une politique d’appariements Φ, indépendante de l’ordre des arrivées des éléments, est caractérisée en-
tièrement par une application

pΦ : rWs ˆ V Ñ V
px, vq ÞÑ pΦpx, vq,

où pΦpx, vq P Ppx, vq représente la classe de l’élément choisi pour s’apparier, sous la politique Φ, avec
l’item de classe v entrant dans le système, dont le contenu est représenté par le vecteur x.
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Ainsi, l’arrivée d’un élément v P V entraîne l’action suivante sur le contenu du système :

eΦ : rWs ˆ V Ñ rWs

px, vq ÞÑ x eΦ v fi

"

x ` ev si Ppx, vq “ H ;
x ´ epΦpx,vq sinon.

Les politiques de type Max-Weight (mw) ne se basent, pour décider des appariements, que sur le nombre
d’items de chaque classe présents dans le système et d’une récompense associée à chaque arête. Formel-
lement, pour toute arête pi, jq P E , notons wi,j la récompense associée à un appariement entre i et j, et
fixons un paramètre β P R. Ainsi, dans un système dont le contenu est représenté par x P rWs, l’élément
choisi pour s’apparier avec un item de classe v P V entrant est donné par

pΦpx, vq fi argmax
jPPpx,vq

pβxpjq ` wv,jq,

où les cas d’égalité sont tranchés par un tirage aléatoire uniforme.
Plusieurs cas particuliers sont remarquables :

— Si β ą 0 et que les récompenses sont constantes (c’est-à-dire wi,j “ wi1,j1 , pour toutes arêtes
pi, jq P E et pi1, j1q P E), alors chaque item de classe v P V arrivant est apparié avec un item
compatible dont la classe est la plus représentée dans le système (les cas d’égalité étant tranchés
par un tirage aléatoire uniforme).
Cette politique particulière est appelée Match the Longest (ml).

— Si β ă 0 et que les récompenses sont constantes, alors chaque item de classe v P V arrivant est
apparié avec un item compatible dont la classe est la moins représentée dans le système (les cas
d’égalité étant tranchés par un tirage aléatoire uniforme).
Cette politique particulière est appelée Match the Shortest (ms).

— Si β “ 0 et que wi,j ‰ wi,j1 pour tout i P V et tous j ‰ j1 P Epiq, alors la politique d’appariements est
de type priorité, c’est-à-dire que pour tout élément v P V, un ordre de préférence pour l’appariement
est établi, en amont, entre tous les voisins de v.

Pour de plus amples détails ou exemples concernant les politiques d’appariements, on pourra par exemple
se référer aux articles [24] et [7]. Maintenant que l’on sait comment se déroule le processus d’appariements
et comment le graphe de compatibilités et la politique d’appariements interviennent dans tout ceci,
introduisons la notion de loi d’arrivées sur les sommets.

1.1.3 Arrivées sur les sommets

Pour l’instant, nous avons décrit le fonctionnement du processus d’appariements à l’intérieur du système
(en fonction du graphe de compatibilités G “ pV, Eq et de la politique d’appariements admissible Φ choi-
sis), sans expliciter comment se font les entrées des différents items en son sein. Ces entrées se produisent
de manière aléatoire, selon une certaine loi de probabilité : la loi d’arrivées µ̄ sur les sommets.

Pour formaliser cette notion, fixons un espace probabilisé pΩ,F ,Pq sur lequel seront définies toutes les
variables aléatoires considérées dans la suite du manuscrit, et précisons que, dans toute la suite, on s’au-
torisera librement à confondre une variable aléatoire avec sa réalisation.

Définissons alors, sur cet espace, les variables aléatoires pViqiě1 (à valeurs dans l’ensemble des sommets
V du graphe de compatibilités G “ pV, Eq fixé) qui sont les classes des éléments entrant dans le système
étiquetées par leur ordre d’arrivée, c’est-à-dire que V1 est le premier élément entrant dans le système, V2

est le deuxième, etc. Si l’on considère un modèle à temps discret, on peut supposer que, pour tout i ě 1,
Vi est l’élément entrant dans le système au temps i. Tout au long du manuscrit, on fera l’hypothèse que
les variables aléatoires pViqiě1 sont indépendantes et identiquement distribuées, selon une loi d’arrivées
µ̄ sur V. Ainsi,

@i ě 1, @j P V, PpVi “ jq “ µ̄pjq,

et on supposera, sans perte de généralité, que le support de µ̄ est V, c’est-à-dire que µ̄ P MpVq, où MpVq

représente l’ensemble des mesures de probabilité de support V.

Enfin, en notant MpVq l’ensemble des mesures positives finies de support V, dans le cas où µ P MpVq,
on garde le même formalisme mais les arrivées de chaque item i P V dans le système se font selon un
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processus de Poisson d’intensité µpiq et indépendamment de tout le reste. La mesure µ est alors vue
comme un taux d’arrivées dans le système (se reporter par exemple à [27] pour plus de détails).

Dans toute la suite du manuscrit, pour tout ensemble fini A, à toute mesure µ P MpAq sera associée la
mesure normalisée µ̄ P MpAq, donnée par

µ̄ “
µ

µpAq
.

1.1.4 Bilan sur les modèles d’appariements généraux
Un modèle d’appariements général est donc caractérisé par un triptyque d’éléments :

1. Un graphe généralisé (supposé connexe) G “ pV, Eq, dont les sommets sont les classes d’items
pouvant entrer dans le système et dont les arêtes modélisent les compatibilités entre éléments.

2. Une politique d’appariements admissible Φ P pol qui permet de décider, s’il y a plusieurs
possibilités, avec quel item compatible l’élément entrant va s’apparier.

3. Une loi d’arrivées µ̄ P MpVq, dans le cas discret, selon laquelle les éléments entrent (indépen-
damment) dans le système.

31. Un taux d’arrivées µ P MpVq, dans le cas continu, donnant l’intensité du processus de Poisson
selon lequel les éléments entrent (indépendamment) dans le système.

En référence à la terminologie usitée dans [24], si µ̄ P MpVq, on dit que l’on étudie le modèle d’apparie-
ments général associé à pG,Φ, µ̄q et, pour abréger, on le note mgpG,Φ, µ̄q.

De même, dans le cas où µ P MpVq, on dit que l’on étudie le modèle d’appariements général en temps
continu associé au triplet pG,Φ, µq et, pour abréger, on le note mgcpG,Φ, µq. On pourra se référer à [27]
pour plus de détails sur le cas continu.

Dans la Section 1.1.2, on a défini W comme étant l’ensemble des « états possibles du système » lors d’un
processus d’appariements. Dans la Section 1.2 suivante, nous formalisons cette notion et introduisons
un descripteur rendant compte de l’évolution du contenu du système au fur et à mesure des arrivées
d’éléments en son sein.

1.2 La chaîne pWnqnPN et son espace d’états W
1.2.1 Définition et structure markovienne de pWnqnPN

Fixons un graphe généralisé connexe G “ pV, Eq, une politique d’appariements admissible Φ P pol et une
loi d’arrivées sur les sommets µ̄ P MpVq. Construisons alors un descripteur rendant compte de l’évolution
du contenu d’un système régi par un modèle mgpG,Φ, µ̄q.

Supposons tout d’abord que le système est vide à l’instant initial. Fixons un entier n0 ě 1 et considérons
une réalisation ω P Ω. Notons V1pωq “ v1,. . . , Vn0pωq “ vn0 et définissons le mot vpn0q “ v1 . . . vn0 P V˚.
L’état du système au temps n0 ě 1 est alors noté WΦpvpn0qq P V˚. Ce mot est composé des classes des
items pas encore appariés au temps n0 (sous politique Φ) écrites dans leur ordre respectif d’arrivée et on
l’appelle file d’attente au temps n0 (ou queue detail at time n0, en anglais).

L’ensemble des files d’attente admissibles (sous politique Φ) est donc donné par

WΦpV˚q fi
ď

vPV˚

tWΦpvqu.

Nous montrerons a posteriori (cf. Proposition 2) qu’il ne dépend, en réalité, pas de la politique d’apparie-
ments Φ P pol considérée, ce qui nous permet alors, dès à présent, d’introduire une notation représentant
l’ensemble commun à toutes les politiques,

Définition 12
L’ensemble des files d’attente admissibles W est défini, quelle que soit la politique d’appariements
Φ P pol considérée, par :

WΦpV˚q fi W.
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Construisons maintenant le descripteur permettant de rendre compte de l’évolution du contenu du système
au fur et à mesure du temps,

Définition 13

Notons Y P W le contenu initial (potentiellement aléatoire) du buffer.
Alors, pour tout n ě 0, l’état du buffer au temps n (c’est-à-dire après les arrivées des n v.a. i.i.d.
V1, . . . , Vn de loi µ̄), noté WΦ,µ̄,Y

n , est défini comme suit :

WΦ,µ̄,Y
0 fi Y et @n ě 1, WΦ,µ̄,Y

n fi WΦpY V1 . . . Vnq.

En utilisant (1.2), on peut aussi définir cette suite récursivement en posant :

WΦ,µ̄,Y
0 fi Y et @n P N, WΦ,µ̄,Y

n`1 “ WΦ,µ̄,Y
n dΦ Vn`1. (1.3)

La formulation (1.3) assure que l’action dΦ joue le rôle de fonction de mise à jour pour la chaîne
`

WΦ,µ̄,Y
n

˘

nPN, ce qui débouche sur le résultat suivant,

Proposition 1

Supposons que la suite des v.a. pViqiě1 i.i.d. est indépendante du mot initial Y P W.
Alors, la suite des contenus du buffer

`

WΦ,µ̄,Y
n

˘

nPN est une chaîne de Markov à valeurs dans W.

Sauf mention contraire, on supposera dans toute la suite (sans perte de généralité) que le système est
vide à l’instant initial, c’est-à-dire que Y “ ε, où ε est le mot vide. Dans ce cas, on notera pWΦ,µ̄

n qnPN
la suite des contenus du buffer. Enfin, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté sur la politique Φ P pol et la loi
µ̄ P MpVq utilisées, on allège la notation WΦ,µ̄

n en un simple Wn, pour tout n P N. La suite pWnqnPN est
appelée chaîne naturelle du système.

Pour faire suite à ce qui a été expliqué à la fin de la Section 1.1.3 (cas à temps continu), lorsque µ P MpVq,
la suite pWΦ,µ

n qnPN se construit de manière analogue à celle en temps discret, mais en indexant la chaîne,
cette fois-ci, non plus par le temps (qui, ici, est continu) mais par les « indices de saut », c’est-à-dire
que la suite passe à la valeur suivante dès l’entrée d’un nouvel élément dans le système (arrivé selon le
taux µ). En construisant la chaîne de cette manière, la propriété assurant que Wn est l’état du système
après l’arrivée des n premiers éléments reste vraie dans le cas à temps continu. La chaîne pWΦ,µ

n qnPN
représente alors la suite des contenus du buffer dans le cadre du modèle mgcpG,Φ, µq.

1.2.2 Structure de W et caractérisation

En prolongement de la Définition 12, pour toute politique d’appariements Φ P pol et toute loi d’arrivées
µ̄ P MpVq, un mot w P V˚ est dit admissible pour pWnqnPN s’il peut être atteint par la chaîne pWnqnPN,
c’est-à-dire s’il existe une suite d’arrivées pV1, . . . , Vnq P Vn telle que Wn “ w.
Formellement,

w P V˚ est admissible pour pWnqnPN ô Dv P V˚ t.q. WΦpvq “ w.

Ainsi, par construction,

W “ tw P V˚ : w est admissible pour pWnqnPNu.

L’ensemble W représente donc l’ensemble des mots (ou files d’attente) admissibles pour la chaîne pWnqnPN.

Il est temps, à présent, de donner une expression explicite de l’ensemble W, permettant, a posteriori, de
justifier qu’il ne dépend effectivement pas de la politique Φ P pol considérée,
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Proposition 2
L’ensemble W coïncide avec l’ensemble des mots pour lesquels deux lettres présentes dans le
mot ne sont jamais voisines dans le graphe de compatibilités G “ pV, Eq étudié.
Formellement,

W “ tw P V˚ : r@pi, jq P Ec
S , |w|i|w|j “ 0s et r@i P VS , |w|i ď 1su .

En particulier, l’ensemble des files d’attente admissibles W ne dépend pas de la politique
d’appariements Φ P pol considérée.

Démonstration : Une preuve de ce résultat est fournie dans la Section 1.5.1.

La Proposition 2 assure, en particulier, que

@n P N, @i P VS , |Wn|i P t0, 1u,

c’est-à-dire qu’un élément de VS est présent au plus une fois dans le système.

Définissons maintenant deux notions classiques en théorie des graphes et qui seront fondamentales dans
la suite du manuscrit,

Définition 14

Soit G “ pV, Eq un graphe généralisé.
On dit que I Ă V est un ensemble indépendant de G lorsque :

— I ‰ H ;
— @pi, jq P I2, i ́ j.

On dit que Ĩ Ă V est un ensemble pseudo-indépendant de G lorsque :
— Ĩ ‰ H ;
— @pi, jq P Ĩ2, i ‰ j ñ i ́ j.

On note alors
IpGq fi tI Ă V : I est un ensemble indépendant de Gu

et
ĨpGq fi

!

Ĩ Ă V : Ĩ est un ensemble pseudo-indépendant de G
)

.

Remarque 1
Par définition, on a

IpGq Ă ĨpGq, avec égalité si et seulement si VS “ H,

et
@I P IpGq, I X VS “ H, c’est-à-dire I Ă Vc

S , (1.4)

contrainte que n’a pas un ensemble pseudo-indépendant.
Ceci nous permet d’obtenir :

IpGq “

!

Ĩ X Vc
S : Ĩ P ĨpGq

)

.

Chaque ensemble pseudo-indépendant Ĩ P ĨpGq peut alors se décomposer de la manière suivante :

Ĩ “ pĨ X Vc
Sq

looomooon

P IpGq

ZpĨ X VSq.

Définition 15

Pour tout ensemble fini A, tout sous-ensemble B Ă A et tout mot fini w P A˚, on définit :

Bpwq fi tb P B : |w|b ą 0u,
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l’ensemble des éléments de B présents dans le mot w.
Dans la suite du manuscrit, on utilisera souvent cette notation pour B “ V.

Le résultat suivant découle simplement d’une réécriture de la Proposition 2 à l’aide de la Définition 14,

Proposition 3
L’ensemble des files d’attente admissibles s’écrit également :

W “ tεuZtw “ w1 . . . wq P V˚ : q ě 1, Vpwq P ĨpGq et rwi P VS ñ @j P rr1; qssztiu, wj ‰ wisu.

Finissons par quelques propriétés structurelles de la chaîne pWnqnPN :

1.2.3 Irréductibilité et 2´périodicité de pWnqnPN

Pour les notations suivantes, on considère une chaîne de Markov homogène pXnqnPN d’espace d’états (au
plus dénombrable) E et de matrice de transition P “ ppi,jqpi,jqPE2 .

— Pour pi, jq P E2, on dit que j est accessible à partir de l’état i s’il existe n ě 0 tel que

p
pnq

i,j fi PrXn “ j|X0 “ is ą 0.

On note alors i ù j, et on remarque qu’on a toujours i ù i (pour n “ 0).
— La période d’un état i P E est définie par

dpiq fi PGCD
´!

n ě 1 : p
pnq

i,i ą 0
)¯

.

Si dpiq “ 1, on dit que i est apériodique, et une chaîne est dite apériodique lorsque tous ses états le
sont.

Proposition 4

Dans tout modèle mgpG,Φ, µ̄q où G est un graphe généralisé connexe, on a :
1. La chaîne pWnqnPN est irréductible psur Wq.
2. La chaîne pWnqnPN est 2-périodique.

Démonstration : Une preuve de ce résultat est proposée dans la Section 1.5.2.

1.3 Un premier exemple de processus d’appariements

1

2

3 4

Figure 1.2 – Graphe de compatibilités (généralisé connexe) G “ pV, Eq.

Pour fixer les idées, donnons un exemple de déroulement du processus d’appariements pour le modèle
mgpG,Φ, µ̄q, où
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— G “ pV, Eq est le graphe généralisé connexe donné par la Figure 1.2 ;
— Φ “ fcfm (cf. Définition 10) ;
— µ̄ P MpVq est une loi d’arrivées sur les sommets.

Par exemple, si µ̄ est la loi uniforme UnifpVq, à chaque instant, on aura une arrivée d’un item de classe
1 avec probabilité 1

4 , d’un item de classe 2 avec probabilité 1
4 , etc.

Dans notre exemple, supposons que les quatre premières arrivées sont les suivantes :

V1 “ 3, V2 “ 1, V3 “ 2, V4 “ 1.

3 1 2 1 4 1 1 1 2 3 2
W0 “ ε

3 1 2 1 4 1 1 1 2 3 2
W1 “ 3

3 1 2 1 4 1 1 1 2 3 2
W2 “ 31

�3 1 �2 1 4 1 1 1 2 3 2
W3 “ 1

�3 �1 �2 �1 4 1 1 1 2 3 2
W4 “ ε

Figure 1.3 – Scénario d’arrivées sur le graphe G de la Figure 1.2 et évolution du contenu du système,
représenté par la chaîne pWnqnPN.

Déroulement du processus d’appariements (pour les 4 premières étapes) :
Pour un schéma explicatif du déroulement, se reporter à la Figure 1.3.

— État initial : À l’instant de départ (instant 0), on suppose que le buffer est vide.

Ñ W0 “ ε.

— Étape 1 : Un item de classe 3 entre dans le système.
Il est le seul à l’intérieur et ne peut ainsi s’apparier avec aucun autre élément. Il patiente donc dans
le système.

Ñ W1 “ 3.

— Étape 2 : Un item de classe 1 entre dans le système.
Il y a déjà un élément de classe 3 à l’intérieur. Cependant, les classes 1 et 3 n’étant pas compatibles
(car pas reliées par une arête dans G), les items correspondants ne peuvent pas s’apparier ensemble.
Ils restent donc tous les deux dans le système (en conservant leur ordre d’arrivée).

Ñ W2 “ 31.

— Étape 3 : Un item de classe 2 entre dans le système.
Comme la classe 2 est compatible avec les classes 3 et 1, l’item entrant peut s’apparier avec les deux
éléments déjà présents. Le choix de l’appariement se fait donc à l’aide de la politique d’appariements
choisie - ici, fcfm. L’item 2 va ainsi s’apparier avec le plus vieil item compatible encore présent,
c’est-à-dire l’élément de classe 3. Ils quittent alors le système et laissent donc seul l’item de classe 1.
(Remarquons que si l’on avait choisi la politique lcfm, l’élément de classe 2 se serait apparié avec
celui de classe 1.)

Ñ W3 “ 1.
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— Étape 4 : Un item de classe 1 entre dans le système.
Il y retrouve un autre élément de classe 1. Or, l’arête p1, 1q étant une boucle du graphe G (c’est-
à-dire 1 P VS), la classe 1 est compatible avec elle-même, ce qui permet l’appariement des deux
éléments concernés. Ils quittent donc le système et le laissent vide.

Ñ W4 “ ε.

Il est à présent temps d’introduire la notion de stabilité d’un modèle d’appariements et d’en fournir une
condition nécessaire.

1.4 Les ensembles stabpG,Φq et NcondpGq

1.4.1 Les zones de stabilité stabpG,Φq et stab`pG,Φq

Comme dans les articles [24] et [27], on s’intéresse à la notion de stabilité d’un modèle d’appariements
général (que ce soit en temps discret ou continu),
Définition 16

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq, toute politique d’appariements admissible Φ P pol
et toute loi de probabilité µ̄ P MpVq prespectivement, mesure µ P MpVqq, on dit que le modèle
mgpG,Φ, µ̄q prespectivement, mgcpG,Φ, µqq est stable lorsque la chaîne

`

WΦ,µ̄
n

˘

nPN prespectivement,
`

WΦ,µ
n

˘

nPNq est récurrente positive.

L’ensemble des mesures µ̄ P MpVq prespectivement, µ P MpVqq pour lesquelles le modèle mgpG,Φ, µ̄q

prespectivement, mgcpG,Φ, µqq est stable est appelé sa zone de stabilité et est défini par

stabpG,Φq fi
␣

µ̄ P MpVq :
`

WΦ,µ̄
n

˘

nPN est récurrente positive
(

, (1.5)

prespectivement, par

stab`pG,Φq fi
␣

µ P MpVq :
`

WΦ,µ
n

˘

nPN est récurrente positive
(

q. (1.6)

En généralisant ce qui a été fait dans l’article [27], pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq et
toute politique d’appariements admissible Φ P pol,

µ̄ P stabpG,Φq ô µ P stab`pG,Φq.

En particulier,
stabpG,Φq Ă stab`pG,Φq.

Définition 17
On dit qu’un graphe généralisé connexe G est stabilisable s’il existe une politique d’appariements
admissible Φ P pol telle que stabpG,Φq ‰ H.

Ultérieurement, nous caractériserons exactement l’ensemble des graphes généralisés connexes stabilisables
(cf. Corollaire 1).

1.4.2 Ensembles NcondpGq et Ncond`
pGq, et liens avec stabpG,Φq et stab`pG,Φq

De la même manière que dans l’article [24] (respectivement, [27]), pour tout graphe généralisé connexe
G “ pV, Eq fixé, nous sommes amenés à définir la condition suivante sur µ̄ P MpVq (respectivement,
µ P MpVq) :

@I P IpGq, µ̄pIq ă µ̄pEpIqq, (1.7)
(respectivement,

@I P IpGq, µpIq ă µpEpIqqq. (1.8)
Cette condition est usuellement appelée NcondpGq (respectivement, Ncond`

pGq) dans la littérature,
diminutif de « necessary condition » puisqu’elle fournit une condition nécessaire de stabilité (cf. Propo-
sition 6).

Par un abus de notation, on définit NcondpGq (respectivement, Ncond`
pGq) comme étant l’ensemble

des mesures vérifiant la condition (1.7) (respectivement, (1.8)),
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Définition 18

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq fixé, on définit
— l’ensemble de lois de probabilité

NcondpGq fi
␣

µ̄ P MpVq : @I P IpGq, µ̄pIq ă µ̄pEpIqq
(

; (1.9)

— l’ensemble de mesures

Ncond`
pGq fi tµ P MpVq : @I P IpGq, µpIq ă µpEpIqqu . (1.10)

Remarquons que pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq,

µ̄ P NcondpGq ô µ P Ncond`
pGq,

et
NcondpGq Ă Ncond`

pGq.

Dans le but de donner une autre écriture de NcondpGq et Ncond`
pGq dont on pourra se servir ultérieu-

rement dans certaines preuves, généralisons maintenant le Lemma 1 de [24], qui étudie le cas de lois de
probabilité sur des graphes simples connexes, au cas de mesures quelconques sur des graphes généralisés
connexes. En notant PpVq l’ensemble de tous les sous-ensembles de V, on a :

Proposition 5

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq,

Ncond`
pGq “ tµ P MpVq : @U P PpVqztH,Vu, µpUq ă µpEpUqqu,

et, de manière équivalente,

NcondpGq “
␣

µ̄ P MpVq : @U P PpVqztH,Vu, µ̄pUq ă µ̄pEpUqq
(

.

Démonstration : Fixons un graphe généralisé connexe G “ pV, Eq.
L’inclusion Ą étant triviale, concentrons-nous sur l’inclusion Ă.
Fixons une mesure µ P Ncond`

pGq et considérons un ensemble U P PpVqztH,Vu.
Dans cette preuve, notons US fi U X VS et UN fi U X Vc

S , de telle sorte que U “ US Z UN .
On peut écrire l’égalité suivante :

µ pEpUqq ´ µpUq “ µpEpUq X USq ` µpEpUq X UN q ` µpEpUq X Uc
q ´ µpUSq ´ µpUN q. (1.11)

Or, par définition de l’ensemble VS ,
EpUq X US “ US .

Alors, comme UN “ pUN X EpUqq Z pUN X EpUq
c
q, l’égalité (1.11) se réécrit ainsi :

µ pEpUqq ´ µpUq “ µpEpUq X Uc
q ´ µ pUN X EpUq

c
q . (1.12)

Cependant, comme tout élément de E pUN X EpUq
c
q appartient à EpUq et comme aucune arête du graphe

G ne peut relier un élément de EpUq
c à un élément de U , on obtient :

E pUN X EpUq
c
q Ă EpUq X Uc. (1.13)

Par ailleurs, s’il est non-vide, l’ensemble UN X EpUq
c est clairement un ensemble indépendant du graphe

G, c’est-à-dire UN X EpUq
c

P IpGq.
D’où, comme µ P Ncond`

pGq,

µ pUN X EpUq
c
q ă µ pE pUN X EpUq

c
qq . (1.14)

Ainsi, en combinant (1.12), (1.13) et (1.14), on trouve :

µ pEpUqq ´ µpUq ą 0.

Le cas où UN X EpUq
c

“ H étant trivialement résolu par (1.12), ceci conclut la preuve.
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Pour une mesure µ̄ P MpVq (respectivement, µ P MpVq), appartenir à l’ensemble NcondpGq (respec-
tivement, Ncond`

pGq) signifie heuristiquement que le flux des arrivées des éléments de chaque classe
est inférieur (strictement) au flux des arrivées des éléments dont les classes sont compatibles avec celles
des éléments susmentionnés. Il est donc naturel que l’appartenance d’une mesure µ̄ (respectivement, µ)
à NcondpGq (respectivement, Ncond`

pGq) soit une condition nécessaire à la stabilité de tout modèle
mgpG,Φ, µ̄q (respectivement, mgcpG,Φ, µq),

Proposition 6
Pour tout graphe généralisé connexe G et toute politique admissible Φ P pol,

stabpG,Φq Ă NcondpGq,

et
stab`pG,Φq Ă Ncond`

pGq.

Démonstration : Dans le cas d’un graphe simple connexe, la Proposition 2 de l’article [24] fournit une preuve
de la première inclusion et le Theorem 1 de l’article [27] une preuve de la seconde.
Les deux démonstrations s’adaptent cependant sans difficulté au cas d’un graphe généralisé connexe,
comme il l’est remarqué dans la Proposition 4.3 de [7].

Sous certaines politiques Φ particulières, la condition µ̄ P NcondpGq n’est pas seulement nécessaire mais
est aussi suffisante à la stabilité de tout modèle mgpG,Φ, µ̄q,

Définition 19

Une politique admissible Φ P pol est dite maximale généralisée si l’égalité stabpG,Φq “ NcondpGq

est vérifiée pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq tel que |V| ě 2.

Remarquons que cette notion de maximalité généralise celle introduite dans l’article [25], où l’égalité
doit être satisfaite seulement pour tous les graphes simples connexes. L’intérêt de savoir qu’une politique
d’appariements Φ P pol est maximale généralisée est majeur : en effet, l’étude de sa zone de stabilité,
objet a priori difficile à manipuler en tant que tel, revient alors à celle de l’ensemble NcondpGq, défini,
lui, à l’aide de conditions purement algébriques, et qui est donc bien plus exploitable en pratique. Un des
principaux objectifs du Chapitre 2 sera justement d’étendre la maximalité de la politique fcfm à ce cas
généralisé, déjà prouvée dans le cas de graphes simples connexes (voir Theorem 1 de [25]), et le Chapitre 3
s’intéressera en particulier, quant à lui, à la caractérisation exacte de l’ensemble NcondpGq et fournira un
moyen explicite (élémentaire) de construction des mesures appartenant à cet ensemble, résolvant donc, en
particulier, la question de la détermination (et de la construction) des mesures permettant la stabilité du
modèle d’appariements général (mg) associé à n’importe quel graphe généralisé connexe G (qui n’est pas
biparti) et à une politique d’appariements maximale généralisée Φ P pol. Par ailleurs, remarquons que le
Theorem 4.7 de [7] assure la maximalité (au sens généralisé) de toutes les politiques de type Max-Weight
(mw) pour lesquelles β ą 0, et donc, en particulier, de la politique ml (voir la Section 1.1.2).

1.4.3 Ensembles ČNcondpGq et ČNcond`
pGq, et liens avec NcondpGq et Ncond`

pGq

Par analogie avec la Section 1.4.2, pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq fixé, nous sommes
amenés à définir une autre condition sur µ̄ P MpVq (respectivement, µ P MpVq), plus contraignante que
NcondpGq (respectivement, Ncond`

pGq), que l’on appelle ČNcondpGq (respectivement, ČNcond`
pGq) :

@Ĩ P ĨpGq, µ̄pĨq ă µ̄pEpĨqq, (1.15)

(respectivement,
@Ĩ P ĨpGq, µ̄pĨq ă µ̄pEpĨqqq. (1.16)

Par un abus de notation, on définit ČNcondpGq (respectivement, ČNcond`
pGq) comme étant l’ensemble

des mesures vérifiant la condition (1.15) (respectivement, (1.16)),
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Définition 20

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq fixé, on définit
— l’ensemble de lois de probabilité

ČNcondpGq fi

!

µ̄ P MpVq : @Ĩ P ĨpGq, µ̄pĨq ă µ̄pEpĨqq

)

;

— l’ensemble de mesures

ČNcond`
pGq fi

!

µ P MpVq : @Ĩ P ĨpGq, µpĨq ă µpEpĨqq

)

.

Clairement, remarquons que pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq, l’inclusion IpGq Ă ĨpGq

assure que
ČNcondpGq Ă NcondpGq et ČNcond`

pGq Ă Ncond`
pGq.

La Proposition 8 ci-après montrera que ces deux inclusions sont en réalité (presque) toujours des égalités.

Par ailleurs, pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq, il est clair que

µ̄ P ČNcondpGq ô µ P
ČNcond`

pGq.

1

Figure 1.4 – Graphe G˚ (boucle à un sommet).

Le résultat suivant donne une formulation équivalente de l’ensemble ČNcondpGq (respectivement, ČNcond`
pGq)

ne portant que sur les ensembles pseudo-indépendants n’ayant pas de sommet possédant une boucle,

Proposition 7

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq différent de G˚ pcf. Figure 1.4q,

ČNcondpGq “

!

µ̄ P MpVq : @Ĩ P ĨpGq vérifiant Ĩ Ă Vc
S , µ̄pĨq ă µ̄pEpĨqq

)

,

et, de manière équivalente,

ČNcond`
pGq “

!

µ P MpVq : @Ĩ P ĨpGq vérifiant Ĩ Ă Vc
S , µpĨq ă µpEpĨqq

)

.

En particulier, il suit donc de la Proposition 7 que si le graphe généralisé connexe G ‰ G˚ est tel que
VS “ V, alors

ČNcondpGq “ MpVq et ČNcond`
pGq “ MpVq.

Les deux égalités de la Proposition 7 étant équivalentes, il nous suffit de prouver la seconde,
Démonstration : Fixons un graphe généralisé connexe G “ pV, Eq différent de G˚.

Remarquons que si |V| “ 1 et VS “ H, les deux ensembles sont trivialement vides.
Supposons donc à présent que |V| ě 2.
L’inclusion Ă étant évidente, concentrons-nous sur la preuve de l’inclusion réciproque.
Considérons donc une mesure µ P MpVq satisfaisant la condition suivante :

@Ĩ P ĨpGq vérifiant Ĩ Ă Vc
S , µpĨq ă µpEpĨqq. (1.17)

Il suffit alors de prouver que µpĨq ă µpEpĨqq, pour tout ensemble Ĩ P ĨpGq.
Fixons un ensemble pseudo-indépendant Ĩ P ĨpGq et décomposons-le de la manière suivante :

Ĩ “ ĨS Z ĨSc , (1.18)

où ĨS fi Ĩ X VS et ĨSc fi Ĩ X Vc
S .
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— Cas 1 : ĨSc “ H.
Dans ce cas, Ĩ “ ĨS Ă VS , ce qui assure que Ĩ Ă EpĨq.
Considérons à présent un élément a P Ĩ.
Comme |V| ě 2, la connexité de G assure qu’il existe un sommet b P V, différent de a, tel que
b P Epaq Ă EpĨq.
Cependant, comme a P Ĩ, a ‰ b et b ´ a, alors b R Ĩ (ensemble pseudo-indépendant).
Ainsi, Ĩ Ł EpĨq et, par suite, µpĨq ă µpEpĨqq.

— Cas 2 : ĨSc ‰ H.
Dans ce cas, la décomposition (1.18), la condition (1.17) et le fait que Ĩ P ĨpGq assurent respective-
ment que

µpĨq “ µpĨSq ` µpĨScq

ă µpĨSq ` µpEpĨScqq

“ µpĨS Z EpĨScqq.

Enfin, l’inclusion ĨS Ă EpĨSq assure que ĨS Z EpĨScq Ă EpĨq, et donc,

µpĨS Z EpĨScqq ď µpEpĨqq.

Dans les deux cas, µpĨq ă µpEpĨqq, ce qui conclut la preuve.

La Proposition 7 ci-dessus, combinée aux relations de la Remarque 1, nous permet de relier les sous-
ensembles ČNcondpGq et NcondpGq (respectivement, ČNcond`

pGq et Ncond`
pGq),

Proposition 8

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq différent de G˚ pcf. Figure 1.4q,

ČNcondpGq “ NcondpGq,

et, de manière équivalente,
ČNcond`

pGq “ Ncond`
pGq.

Cependant, remarquons que si G “ G˚, alors

— ČNcondpGq “
ČNcond`

pGq “ H ;
— NcondpGq “ MpVq ;
— Ncond`

pGq “ MpVq.
La Proposition 8 permet alors, dès que G est un graphe généralisé connexe différent de G˚, d’unifier la
notation en NcondpGq (respectivement, Ncond`

pGq).

La Section suivante présente maintenant une classe particulière de graphes pour lesquels les ensembles
NcondpGq et Ncond`

pGq sont vides (cf. Proposition 9), et qui sont les seuls graphes généralisés connexes
qui ne sont pas stabilisables (cf. Corollaire 1).

1.4.4 Graphes bipartis et lien avec NcondpGq et Ncond`
pGq

Définition 21

Un graphe G “ pV, Eq est dit biparti lorsqu’il existe deux sous-ensembles non-vides V1 Ă V et V2 Ă V
tels que

— V “ V1 Z V2 ;
— pu, vq P E ñ ru P V1 et v P V2s ou ru P V2 et v P V1s.

En d’autres termes, G est biparti si son ensemble de sommets V peut être divisé en deux sous-ensembles
(non-vides) disjoints V1 et V2 tels que chaque arête de G a une extrémité dans V1 et l’autre dans V2. Un
exemple d’un tel graphe est donné par la Figure 1.5. Par ailleurs, remarquons que si G “ pV, Eq est un
graphe biparti, alors VS “ H.
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1

2

1’

2’

3’

Figure 1.5 – Exemple d’un graphe biparti connexe G “ pV “ V1 ZV2, Eq, où les éléments de V1 “ t1, 2u

sont en brun et les éléments de V2 “ t11, 21, 31u sont en magenta.

Le résultat ci-dessous, résultant directement de la généralisation du Theorem 1 de [24] au cas de graphes
généralisés, fait le lien entre le bipartisme (ou non) d’un graphe généralisé G et la vacuité (ou non) des
ensembles NcondpGq et Ncond`

pGq,

Proposition 9

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq tel que |V| ě 2, les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. Ncond`
pGq ‰ H ;

2. NcondpGq ‰ H ;
3. G n’est pas un graphe biparti.

Dans la Section 3.1, une version plus complète de la Proposition 9 sera démontrée (cf. Proposition 28).
Remarquons que la Proposition 9 reste vraie dans le cas où G “ G˚ (cf. Figure 1.4), mais les ensembles
ČNcondpG˚q et ČNcond`

pG˚q sont cependant vides alors que G˚ n’est pas biparti.

1.5 Preuves du Chapitre 1

1.5.1 Preuve de la Proposition 2
Démonstration : Considérons un graphe de compatibilités, généralisé et connexe, noté G “ pV, Eq.

Pour cette preuve, notons E Ă V˚ l’ensemble des mots pour lesquels deux lettres présentes dans le
mot ne sont jamais voisines dans le graphe de compatibilités G, et montrons que, pour toute politique
d’appariements Φ P pol, WΦ

pV˚
q “ E.

Fixons donc une politique d’appariements Φ P pol.
Ą : Considérons un mot w “ w1 . . . wn P E.

Alors, par construction, w “ WΦ
pwq P WΦ

pV˚
q.

Ă : Tout d’abord, sans perte de généralité, on supposera que le système est vide à l’instant initial.
Montrons alors, par récurrence sur n P N, l’assertion Hpnq : « WΦ

pV1 . . . Vnq P E ».
— Initialisation : Au temps initial, c’est-à-dire pour n “ 0, WΦ

pεq “ ε P E.
— Hérédité : Soit n P N tel que Hpnq soit vraie.

— Cas 1 : L’élément de classe Vn`1 entrant (au temps n ` 1) est compatible avec un élément
déjà dans le système.
Dans ce cas, ils s’apparient et partent, impliquant que WΦ

pV1 . . . Vn`1q est identique à
WΦ

pV1 . . . Vnq, avec cependant, une lettre en moins.
Il est donc clair que WΦ

pV1 . . . Vn`1q P E.
— Cas 2 : L’élément de classe Vn`1 entrant (au temps n ` 1) n’est pas compatible avec un

élément déjà dans le système.
Dans ce cas, cette nouvelle lettre est stockée dans le système, impliquant que WΦ

pV1 . . . Vn`1q

est identique à WΦ
pV1 . . . Vnq, avec cependant, une lettre en plus, qui, par construction, n’est

voisine d’aucune autre dans le mot (sinon, il y aurait eu appariement).
Ainsi, WΦ

pV1 . . . Vn`1q P E.
— Conclusion : @n P N, WΦ

pV1 . . . Vnq P E.
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Donc,
WΦ

pV˚
q Ă E.

Finalement, on a montré que WΦ
pV˚

q “ E, quelle que soit la politique d’appariements Φ P pol considérée.
L’ensemble E étant indépendant de Φ, WΦ

pV˚
q l’est donc également, ce qui permet d’unifier la notation,

quelle que soit Φ P pol, en WΦ
pV˚

q “ W.

1.5.2 Preuve de la Proposition 4
Démonstration : Considérons le modèle mgpG,Φ, µ̄q, où G “ pV, Eq est un graphe généralisé connexe,

Φ P pol, et µ̄ P MpVq.
1. Comme ε P W, il suffit de prouver les deux assertions suivantes pour conclure à l’irréductibilité :

p1q : @w P W, Dnw P N, ppnwq
ε,w ą 0 (c’est-à-dire que tout mot de W est accessible par ε).

p2q : @w P W, Dnw P N, ppnwq
w,ε ą 0 (c’est-à-dire que ε est accessible par tout mot de W).

Preuve de p1q : Fixons un w “ w1 . . . wq P W.
Un exemple trivial de scénario d’arrivées permettant d’atteindre w en partant de ε est pV1, . . . , Vqq “

pw1, . . . , wqq.
Ainsi, comme pViqiě1 est i.i.d. de loi µ̄ et comme le support de µ̄ est V,

P rWq “ w|W0 “ εs ě P pV1 “ w1, . . . , Vq “ wqq

“ µ̄pw1q . . . µ̄pwqq

ą 0.

Ceci conclut donc la preuve du point p1q.

Preuve de p2q : Fixons un mot w “ w1 . . . wq P W et supposons que W0 “ w.
Choisissons V1 P EpVpwqq, évènement de probabilité µ̄pEpVpwqqq ą 0 (par connexité de G et car µ̄
admet V pour support).
Ainsi, il existe i P rr1; qss tel que W1 “ wris (cf. Définition 9).
Choisissons ensuite V2 P E

`

V
`

wris

˘˘

, évènement de probabilité µ̄
`

E
`

V
`

wris

˘˘˘

ą 0 (par connexité
de G et car µ̄ admet V pour support), ce qui permet d’apparier un élément supplémentaire.
On procède alors par récurrence q fois de cette manière, ce qui permet d’apparier à chaque instant
un nouvel élément, et il en découle donc que Wq “ ε, obtenu ainsi avec une probabilité strictement
positive.
On a donc montré que

P rWq “ ε|W0 “ ws ą 0,

ce qui conclut la preuve du point p2q.

On déduit alors des points p1q et p2q que la chaîne pWnqnPN est irréductible sur W.

2. Observons que @n P N˚, p
p2nq
ε,ε ą 0 et @n P N, pp2n`1q

ε,ε “ 0.
Ceci assure alors que ε est un état 2-périodique.
La périodicité étant une propriété de classe, la 2-périodicité de ε et l’irréductibilité de pWnqnPN sur W
suffisent alors à conclure.
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Les modèles d’appariements généraux (mg) sur des graphes simples (et donc, en particulier, sans boucle)
ont été introduits initialement dans l’article [24], et la stabilité de ces modèles sous la politique fcfm a
été étudiée dans [25]. Le Theorem 1, résultat majeur de cette dernière référence, assure en particulier la
maximalité de la politique fcfm et fournit, pour cette politique (et sous une forme produit remarquable),
l’expression de l’unique loi de probabilité stationnaire de la chaîne de Markov pWnqnPN, représentant
l’évolution temporelle du contenu du système. L’intérêt de l’étude des modèles d’appariements généraux
(mg) pour des graphes généralisés ayant été mis en évidence, dans l’Introduction, par l’exemple des dons
croisés d’organes, il est donc naturel de vouloir généraliser certains résultats obtenus dans [24] et [25]
à ce cadre plus général. Notons qu’une bonne partie de ceux de [24] ont déjà été étendus au cours du
Chapitre 1 (voir, par exemple, la Proposition 5, la Proposition 6, et la Proposition 9). Les objectifs du
Chapitre 2 sont donc multiples :

— Étendre la propriété de pseudo-réversibilité énoncée dans le Lemma 3 de [25] au cas de graphes
généralisés (cf. Proposition 15).

— Déduire du point précédent la généralisation du Theorem 1 de [25] au cas de graphes généralisés,
c’est-à-dire prouver que la politique fcfm est maximale généralisée (au sens de la Définition 19) et
donner, pour cette politique et sous une forme produit, l’expression de l’unique loi de probabilité
stationnaire de la chaîne de Markov pWnqnPN (cf. Théorème 1).

— Caractériser, à l’aide du Théorème 1 évoqué ci-avant, les graphes généralisés stabilisables, c’est-à-dire
ceux pour lesquels on peut trouver une politique d’appariements et une loi d’arrivées rendant stable
le modèle d’appariements général associé (cf. Corollaire 1). Remarquons que ce résultat généralise
l’assertion p16q du Theorem 2 de [24].

— Faire apparaître, à l’aide de l’étude des cycles généralisés réalisée dans la Section 2.9, un lien naturel
avec le Chapitre 3 suivant (cf. Remarque 6).

La construction de deux chaînes de Markov auxiliaires qui ont des dynamiques opposées, notées pBnqnPN
et pFnqnPN (Sections 2.1 et 2.2), qui seront mises en lien à l’aide d’un schéma de pseudo-réversibilité
(Section 2.4) nous permettant de prouver leur récurrence positive sous la condition NcondpGq, définie
par (1.7), et de déterminer l’expression de leurs lois de probabilité stationnaires respectives, conduira alors,
toujours sous cette même condition, à la récurrence positive de la chaîne de Markov pWnqnPN ainsi qu’à
l’expression de sa loi stationnaire (en « projetant » celle de pBnqnPN sur l’espace d’états W de pWnqnPN)
(Sections 2.5 et 2.6), avant que le Théorème 1 ne statue définitivement sur la maximalité généralisée de la
politique fcfm. Les techniques de preuve utilisées s’inspirent de celles usitées dans la référence [25] dont
on souhaite étendre certains résultats. On notera cependant l’utilisation judicieuse du Lemme 3 et de la
Proposition 17, permettant de simplifier certains arguments de preuve de la référence [25] initiale. Enfin,
l’étude structurelle du cycle généralisé (Section 2.9) permettra notamment de faire apparaître certaines
questions intéressantes (cf. Remarque 6), motivant le Chapitre 3.
Ce Chapitre 2 présente une version étendue de certains résultats énoncés dans l’article [7], publié en 2021.
Pour une parfaite information, le lecteur intéressé par d’autres résultats (qui ne sont pas développés dans
le présent manuscrit) concernant les modèles d’appariements généraux dans le cas de graphes généralisés
connexes pourra consulter cette même référence [7]. Il y est notamment prouvé que certaines politiques de
type Max-Weight (mw), parmi lesquelles la politique Match the Longest (ml), sont maximales généralisées
(voir Theorem 4.7 de [7]).

Tout au long du Chapitre 2, on se place dans le cadre du modèle mgpG,Φ, µ̄q, où

— G “ pV, Eq est un graphe généralisé connexe ;

— Φ “ fcfm (cf. Définition 10) ;

— µ̄ P MpVq est une loi d’arrivées sur les sommets.

Par ailleurs, on suppose (sans perte de généralité) que le système étudié est vide à l’instant initial,
c’est-à-dire que W0 “ ε.

Notations spécifiques : Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq, on crée une copie (indépen-
dante) de l’ensemble V, notée V, c’est-à-dire un ensemble de même cardinal formé de copies d’éléments
de V. On note alors V fi

␣

i : i P V
(

et on définit V fi V Z V.
Plus généralement, pour tout sous-ensemble X Ă V, on note X fi

␣

j : j P X
(

, avec X “ X .

Construisons dès à présent les deux chaînes annexes pBnqnPN et pFnqnPN qui seront utilisées ultérieurement.
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2.1 La chaîne pBnqnPN et son espace d’états B
Construisons le processus pBnqnPN à valeurs dans V˚, appelé file d’attente rétrograde (ou backward de-
tailed chain), de la manière suivante :

On pose B0 fi ε et, pour tout entier n ě 1,
— si Wn “ ε (c’est-à-dire que les items arrivés jusqu’au temps n ont déjà tous été appariés à cet

instant), alors on pose Bn “ ε ;
— si Wn ‰ ε, on définit ipnq P rr1;nss l’instant d’arrivée du plus vieil item encore présent dans

le système (c’est-à-dire que Vipnq n’est pas encore apparié au temps n mais que, par contre, si
ipnq ě 2, les items V1, . . . , Vipnq´1 le sont).
Alors, le mot Bn est de taille n ´ ipnq ` 1, et pour tout ℓ P J1;n ´ ipnq ` 1K, on pose

Bnpℓq fi

"

Vipnq`ℓ´1 si Vipnq`ℓ´1 n’est pas encore apparié au temps n ;
Vk si Vipnq`ℓ´1 est apparié avec l’item Vk (où k P rr1;nss).

Par construction, remarquons qu’on a donc nécessairement

Bnp1q “ Vipnq P V. (2.1)

De plus, les lettres non-copiées de Bn sont exactement celles de Wn (et lues dans le même ordre).
Formellement,

Wn “ BnrVs, (2.2)

où BnrVs est le mot obtenu à partir de Bn en enlevant les lettres de V (prolongement de la Défini-
tion 9).

Remarque 2

À chaque instant n P N, le mot Bn P V˚ contient donc
— les classes des éléments entrés jusqu’au temps n et pas encore appariés à cet instant ;
— les copies des classes des « époux » de chaque élément déjà apparié au temps n et entré entre

l’instant d’arrivée du plus vieil item non apparié et l’instant n.

Comme, pour tout instant n P N, l’expression de Bn`1 peut être déduite de celle de Bn et de la classe
Vn`1 (indépendante de tout le passé) de l’élément entrant au temps n ` 1, on a :

Proposition 10

Le processus pBnqnPN est une chaîne de Markov d’espace d’états noté B.

Le résultat suivant permet de caractériser l’ensemble B,

Lemme 1

Fixons un mot w “ w1 . . .wq P V˚, où q P N.
Alors,

w P B ô w “ ε ou

$

&

%

1q w1 P V ;
2q Pour 1 ď i ă j ď q,

“

pwi,wjq P V2 ñ wi ́ wj

‰

;
3q Pour 1 ď i ă j ď q,

“

pwi,wjq P V ˆ V ñ wi ́ wj

‰

.

Démonstration : Une preuve constructive de ce résultat est donnée dans la Section 2.10.1.
Elle fournit en effet une procédure de construction d’un scénario d’arrivées permettant de faire passer la
chaîne pBnqnPN de l’état ε à tout état w P Bztεu.

Ainsi, si w “ w1 . . .wq P V˚ztεu,

w P B ô w1 P V et @k P rr1; qss,

«

wk P V ñ

#

wk P EpVpw1 . . .wk´1wk`1 . . .wqqqc

wk P EpVpwk`1 . . .wqqqc

ff

. (2.3)

Le résultat suivant se déduit également du Lemme 1,
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Remarque 3

Tout mot w P Bztεu s’écrit

w “ b1a11a12 . . . a1k1
b2a21a22 . . . a2k2

b3 . . . bqaq1 . . . aqkq
,

où
q P N˚, pbiq1ďiďq P Vq, paijqpi,jqPrr1;qssˆrr1;kiss P V

řq
ℓ“1 kℓ et @ℓ P rr1; qss, kℓ P N,

avec
tb1, . . . , bqu “ Vpwq P ĨpGq,

@i P rr1; qss, bi P VS ñ r@j ‰ i, bi ‰ bjs

et
@i P rr1; qss, @j P rr1; kiss, aij P Eptb1, . . . , biuqc.

La preuve du Lemme 1 (cf. Section 2.10.1), fournissant un scénario d’arrivées permettant à la chaîne de
Markov pBnqnPN de passer, avec probabilité strictement positive, de ε à tout mot w P Bztεu, nous permet
de prouver l’irréductibilité de la chaîne pBnqnPN sur B,

Proposition 11

La chaîne de Markov pBnqnPN est irréductible sur B.

Démonstration : Une preuve de ce résultat est donnée dans la Section 2.10.2.

2.2 La chaîne pFnqnPN et son espace d’états F
Construisons le processus pFnqnPN à valeurs dans V˚ Z VN, où VN représente l’ensemble des mots infi-
nis sur l’alphabet V, appelé file d’attente vers l’avant (ou forward detailed chain), de la manière suivante :

On pose F0 fi ε et, pour tout entier n ě 1,

— si Wn “ ε (c’est-à-dire que tous les éléments arrivés jusqu’au temps n ont déjà tous été appariés à
cet instant), alors on pose Fn “ ε ;

— si Wn ‰ ε, on définit Un l’ensemble des éléments entrés jusqu’au temps n (c’est-à-dire parmi
tV1, . . . , Vnu) et pas encore appariés à cet instant. Remarquons que Un est non-vide puisque Wn ‰ ε.
Aussi, définissons

jpnq fi sup tm ě n ` 1 : Vm sera apparié (dans le futur) avec un élément de Unu .

Alors, le mot Fn est de taille jpnq ´ n, et pour tout ℓ P J1; jpnq ´ nK,

Fnpℓq fi

"

Vn`ℓ si Vn`ℓ ne sera pas apparié (dans le futur) avec un élément de Un ;
Vk si Vn`ℓ sera apparié (dans le futur) avec l’item Vk P Un (où k P rr1;nssq.

Si jpnq ă `8, alors Fn est un mot de taille jpnq ´ n ă `8, et donc Fn P V˚.
Si jpnq “ `8, alors Fn est un mot de taille jpnq ´ n “ `8, et donc Fn P VN.

Par construction, remarquons que si Fn P V˚, alors nécessairement

Fn pjpnq ´ nq P V. (2.4)

De plus, si Fn P V˚, les lettres copiées de Fn sont exactement les copies de celles de Wn. Ces
lettres apparaissent avec la même multiplicité mais l’ordre de lecture n’est cependant pas forcément
conservé. En particulier,

VpWnq “ V
`

Fn

˘

. (2.5)
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Remarque 4

À chaque instant n P N, le mot Fn P V˚ Z VN contient donc
— les classes des éléments entrés entre l’instant n ` 1 et l’instant d’arrivée du dernier élément

qui sera apparié avec un item entré jusqu’au temps n psi de tels éléments existentq et qui ne
s’apparieront pas avec des éléments entrés avant l’instant n ;

— les copies des classes des « époux » pentrés jusqu’au temps nq de chaque élément entré à partir
de l’instant n ` 1 qui sera apparié avec un item entré avant l’instant n.

Comme G est connexe, que V est le support de µ̄ et que les arrivées pViqiě1 dans le système se font
indépendamment les unes des autres, on a :

Proposition 12

À chaque instant n P N, le mot Fn est presque-sûrement fini, c’est-à-dire

@n P N, Fn P V˚ p.s.

Comme, pour tout instant n P N, l’expression de Fn`1 peut être déduite de celle de Fn et des classes
pVjpnq`1, Vjpnq`2, . . . q des éléments entrant à partir de l’instant jpnq ` 1 (et qui sont indépendantes de
tout le passé), on a :

Proposition 13

Le processus pFnqnPN est une chaîne de Markov d’espace d’états noté F.

Pour la suite de notre étude, nous souhaitons relier les espaces B et F à l’aide d’une application bijective.
Pour ce faire, introduisons la définition suivante,
Définition 22

Pour tout mot w “ w1 . . .wn P V˚, on définit sa copie-renversée par :

ÐÝ
w fi wn . . .w1 P V˚.

Remarque 5

L’application
Ψ : V˚ Ñ V˚

w ÞÑ
ÐÝ
w

est involutive, c’est-à-dire qu’elle vérifie Ψ ˝Ψ “ IdV˚ , où IdV˚

est l’application identité sur l’ensemble V˚.
En particulier, Ψ est une bijection, d’inverse Ψ´1 “ Ψ.

En restreignant à B l’espace de départ de Ψ et en corestreignant à F son espace d’arrivée, on construit
une application bijective,

Lemme 2

L’application
ϕ : B Ñ F

w ÞÑ
ÐÝ
w

est bien définie et bijective, de B dans F.

En particulier, on peut décrire F comme étant l’image de B par ϕ, c’est-à-dire

F “ tϕpwq : w P Bu. (2.6)

Démonstration : Une preuve de ce résultat se trouve dans la Section 2.10.3.
Celle-ci fournit, par ailleurs, une procédure de construction d’un scénario d’arrivées permettant de faire
passer la chaîne pFnqnPN de l’état ε à tout état w P Fztεu.

La preuve du Lemme 2 (cf. Section 2.10.3), fournissant un scénario d’arrivées permettant à la chaîne de
Markov pFnqnPN de passer, avec probabilité strictement positive, de ε à tout mot w P Fztεu, nous permet
de prouver l’irréductibilité de la chaîne pFnqnPN sur F,



36 Chapitre 2. Maximalité généralisée de la politique fcfm et loi stationnaire

Proposition 14

La chaîne de Markov pFnqnPN est irréductible sur F.

Démonstration : Une preuve de ce résultat est proposée dans la Section 2.10.4.

Les chaînes de Markov pBnqnPN et pFnqnPN seront fondamentales pour la suite. En effet, mises en lien par
une propriété de pseudo-réversibilité (cf. Section 2.4), elles seront notamment utilisées pour prouver que la
politique fcfm est maximale généralisée (cf. Théorème 1). Pour mieux comprendre leur fonctionnement,
donnons alors, dès à présent, un exemple concret de construction de ces deux chaînes.

2.3 Exemple du processus de construction

1

2

3 4

Figure 2.1 – Graphe de compatibilités (généralisé connexe) G “ pV, Eq.

Approfondissons l’exemple de construction entamé en Section 1.3 pour expliquer, à l’aide d’un exemple,
comment se construisent les chaînes pWnqnPN, pBnqnPN et pFnqnPN.
Rappelons donc que l’on considère ici le modèle mgpG,Φ, µ̄q, où

— G “ pV, Eq est le graphe généralisé connexe donné par la Figure 2.1 ;
— Φ “ fcfm (cf. Définition 10) ;
— µ̄ P MpVq est une loi d’arrivées sur les sommets.

Dans notre exemple, supposons que les quatre premières arrivées sont les suivantes :

V1 “ 3, V2 “ 1, V3 “ 2, V4 “ 1.

Pour un schéma explicatif du déroulement, se reporter à la Figure 2.2.
— État initial : À l’instant de départ (instant 0), on suppose que le buffer est vide.

Ñ W0 “ ε, B0 “ ε, F0 “ ε.

— Étape 1 : Un item de classe 3 entre dans le système.
Étant seul dans le système, il ne peut s’apparier avec aucun autre élément. Il patiente donc à
l’intérieur du système.

Ñ W1 “ 3, B1 “ 3.

Par ailleurs, remarquons que l’item de classe 3 qui est dans le système ne sera pas compatible avec
l’item de classe V2 “ 1, alors qu’il le sera avec l’item de classe V3 “ 2 et s’appariera donc avec lui.

Ñ F1 “ 13̄.

— Étape 2 : Un item de classe 1 entre dans le système.
Il y a déjà un item de classe 3 à l’intérieur. Cependant, les classes 1 et 3 n’étant pas compatibles,
les items correspondants ne peuvent pas s’apparier ensemble. Ils restent donc tous les deux (en
conservant leur ordre d’arrivée) dans le système.

Ñ W2 “ 31, B2 “ 31.

Par ailleurs, l’item de classe 3 du système sera apparié avec l’item de classe V3 “ 2, et l’item de
classe 1 du système sera apparié avec celui de classe V4 “ 1.

Ñ F2 “ 3̄1̄.
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3 1 2 1 4 1 1 1 2 3 2
W0 “ ε, B0 “ ε, F0 “ ε

3 1 �2 3̄ 1 4 1 1 1 2 3 2
W1 “ 3, B1 “ 3, F1 “ 13̄

3 1 �2 3̄ �1 1̄ 4 1 1 1 2 3 2
W2 “ 31, B2 “ 31, F2 “ 3̄1̄

�3 2̄ 1 �2 3̄ �1 1̄ 4 1 1 1 2 3 2
W3 “ 1, B3 “ 13̄, F3 “ 1̄

�3 2̄ �1 1̄ �2 3̄ �1 1̄ 4 1 1 1 2 3 2
W4 “ ε, B4 “ ε, F4 “ ε

�3 2̄ �1 1̄ �2 3̄ �1 1̄ 4 1 1 1 �2 4̄ 3 2
W5 “ 4, B5 “ 4, F5 “ 1114̄

�3 2̄ �1 1̄ �2 3̄ �1 1̄ 4 1 �1 1̄ 1 �2 4̄ 3 2
W6 “ 41, B6 “ 41, F6 “ 1̄14̄

�3 2̄ �1 1̄ �2 3̄ �1 1̄ 4 �1 1̄ �1 1̄ 1 �2 4̄ 3 2
W7 “ 4, B7 “ 41̄1̄, F7 “ 14̄

�3 2̄ �1 1̄ �2 3̄ �1 1̄ 4 �1 1̄ �1 1̄ 1 �2 4̄ 3 �2 1̄
W8 “ 41, B8 “ 41̄1̄1, F8 “ 4̄31̄

Figure 2.2 – Scénario d’arrivées sur le graphe G de la Figure 2.1 et évolution des trajectoires des chaînes
de Markov pWnqnPN, pBnqnPN et pFnqnPN.

— Étape 3 : Un item de classe 2 entre dans le système.
Étant sous la politique fcfm, comme la classe 2 est compatible avec les classes 3 et 1, il va choisir de
s’apparier avec celui de classe 3. Ils quittent alors le système et laissent donc seul l’item de classe 1.

Ñ W3 “ 1, B3 “ 13̄.

L’item de classe 1 restant dans le système s’appariera dans le futur avec l’item de classe V4 “ 1.

Ñ F3 “ 1̄.

— Étape 4 : Un item de classe 1 entre dans le système.
Il y retrouve un autre élément de classe 1, compatible, ce qui permet l’appariement de ces deux
éléments. Ils quittent donc le système et le laissent vide.

Ñ W4 “ ε, B4 “ ε, F4 “ ε.

Les deux chaînes de Markov auxiliaires pBnqnPN et pFnqnPN préalablement construites vont maintenant
être mises en lien.

2.4 Propriété de pseudo-réversibilité
Introduisons tout d’abord une mesure « produit » ν sur V˚,
Définition 23

On définit la mesure ν P MpV˚q de la manière suivante :

$

’

&

’

%

νpεq “ 1 ;

νpwq “

|V|
ź

i“1

µ̄piq|w|i`|w|i , @w P V˚ztεu.
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Cette mesure nous permet alors d’établir un lien, dit de « pseudo-réversibilité », entre les chaînes pBnqnPN
et pFnqnPN,

Proposition 15

Pour tout couple de mots pw,w1q P B2, on a :
´

ÐÝ
w ,

ÐÝ
w1

¯

P F2 (2.7)

et
νpwqP

“

Bn`1 “ w1|Bn “ w
‰

“ ν
´ÐÝ
w1

¯

P
”

Fn`1 “
ÐÝ
w
ˇ

ˇFn “
ÐÝ
w1

ı

. (2.8)

Démonstration : Une preuve de ce résultat est fournie dans la Section 2.10.5.

2.5 Condition de positive récurrence et lois stationnaires

Énonçons un résultat intéressant qui permettra d’alléger les preuves des résultats à venir.

Définition 24

Pour tout ensemble E quelconque et tous sous-ensembles A et pAiqiě1 de E, on note
— A1 . . .An fi ta1 . . . an : @i P rr1;nss, ai P Aiu, l’ensemble des mots de n ě 1 lettres dont la ième

appartient à l’alphabet Ai, pour chaque i P rr1;nss.
— Ak fi ta1 . . . ak : @i P rr1; kss, ai P Au, l’ensemble des mots de k ě 1 lettres formés avec l’alphabet

A, où, par convention, A0 “ ε.
— A˚ fi

Ţ

kPN
Ak, l’ensemble des mots finis sur l’alphabet A.

Lemme 3

Soient A,A1, . . . ,An Ă V “ V Z V des alphabets de lettres.
Alors,

1. νpAq “ µ̄pVpAqq ` µ̄
´

VpAq

¯

.

2. ν pA1 . . .Anq “ ν pA1q . . . ν pAnq.
En particulier, pour tout k P N, ν

`

Ak
˘

“ νpAqk.

3. Si νpAq ă 1, alors νpA˚q “
1

1 ´ νpAq
.

Démonstration : Une preuve de ce résultat est donnée dans la Section 2.10.6.

Remarquons que le Lemme 3 est évidemment encore valable pour toute restriction de ν à un sous-ensemble
de V˚.

L’association du Lemme 3 et de la propriété de pseudo-réversibilité (Proposition 15) permet, sous l’hy-
pothèse que la loi d’arrivées µ̄ satisfasse la condition NcondpGq (cf. (1.7)), de prouver la récurrence
positive des chaînes auxiliaires pBnqnPN et pFnqnPN, ainsi que de donner l’expression de leurs (uniques)
lois de probabilité stationnaires respectives,
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Proposition 16

Soient G “ pV, Eq un graphe généralisé connexe et µ̄ P NcondpGq.
Alors,

— les chaînes pBnqnPN et pFnqnPN sont récurrentes positives sur leurs espaces d’états res-
pectifs B et F ;

— ces deux chaînes admettent respectivement pà constante multiplicative prèsq les restric-
tions νB fi ν|B et νF fi ν|F pour uniques mesures stationnaires, définies par :

$

’

&

’

%

νBpεq “ νF pεq “ 1 ;

νBpwq “ νF pϕpwqq “

|V|
ź

i“1

µ̄piq|w|i`|w|i , @w P Bztεu.

On note alors Πfcfm,µ̄
B l’unique loi de probabilité stationnaire de la chaîne pBnqnPN sur l’espace

d’états B définie, pour tout w P B, par

Πfcfm,µ̄
B pwq fi αpG, fcfm, µ̄q ˆ νBpwq, (2.9)

où

αpG, fcfm, µ̄q fi νB pBq
´1

“

«

ÿ

wPB
νBpwq

ff´1

.

Démonstration : Une preuve de ce résultat est donnée dans la Section 2.10.7.

Le résultat (2.2), donné dans la Section 2.1, permet de voir la chaîne pWnqnPN comme la « projection » de
la chaîne pBnqnPN sur V˚ et ainsi d’étudier le comportement de la chaîne de Markov pWnqnPN à travers ce-
lui de la chaîne pBnqnPN. La Proposition 16 nous ayant fourni la récurrence positive de la chaîne pBnqnPN
sous l’hypothèse NcondpGq, il semble donc naturel que cette dernière assure également la récurrence
positive de la chaîne pWnqnPN.

Le résultat général de stationnarité « sous-jacente » ci-dessous sera utilisé dans le but d’obtenir la loi de
probabilité stationnaire de pWnqnPN à partir de celle de pBnqnPN,

Proposition 17

Notons P prespectivement, P 1q la matrice de transition d’une chaîne de Markov à valeurs
dans un ensemble dénombrable S prespectivement, S1q.
Considérons une application « projection » p : S Ñ S1, qui vérifie

@
`

a1, b1
˘

P S1 ˆ S1, @a P p´1pta1uq, P
`

a, p´1ptb1uq
˘

“ P 1pa1, b1q. (2.10)

Si une mesure µ P MpSq est invariante pour P , alors la mesure µ1 P MpS1q définie, pour tout
a1 P S1, par

µ1pa1q fi µ
`

p´1pta1uq
˘

“
ÿ

aPp´1pta1uq

µpaq,

est elle-même invariante pour P 1.

Remarquons que ce résultat est fréquemment utilisé pour deux chaînes de Markov telles que l’une est la
restriction de l’autre sur un sous-espace de son espace d’états.

Démonstration : Soit P (respectivement, P 1) la matrice de transition d’une chaîne de Markov à valeurs
dans un ensemble dénombrable S (respectivement, S1).
Considérons une application p : S Ñ S1 vérifiant (2.10) et fixons une mesure µ P MpSq, invariante pour P .
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Alors, pour tout élément b1
P S1,

ÿ

a1PS1

µ1
pa1

qP 1
pa1, b1

q “
ÿ

a1PS1

¨

˝

ÿ

aPp´1pta1uq

µpaq

˛

‚P 1
pa1, b1

q (par définition de µ1)

“
ÿ

a1PS1

ÿ

aPp´1pta1uq

µpaqP
`

a, p´1
ptb1

uq
˘

(par (2.10))

“
ÿ

sPS

µpsqP
`

s, p´1
ptb1

uq
˘

(car p´1
pS1

q “ S, puisque p : S Ñ S1)

“ µ
`

p´1
ptb1

uq
˘

(car µ est invariante pour P sur S)
“ µ1

pb1
q (par définition de µ1).

On a donc montré l’assertion suivante :

@b1
P S1,

ÿ

a1PS1

µ1
pa1

qP 1
pa1, b1

q “ µ1
pb1

q,

c’est-à-dire que µ1
P MpS1

q est une mesure invariante pour P 1.

La Proposition 17 va maintenant servir à prouver le résultat suivant, donnant une condition suffisante à
la récurrence positive de pWnqnPN ainsi que l’expression de sa loi stationnaire,

Proposition 18

Soient G “ pV, Eq un graphe généralisé connexe et µ̄ P NcondpGq.
Alors, la chaîne de Markov pW fcfm,µ̄

n qnPN est récurrente positive sur W et son unique loi de
probabilité stationnaire est la mesure Πfcfm,µ̄

W définie sur W par :

@w P W, Πfcfm,µ̄
W pwq fi Πfcfm,µ̄

B

`

p´1ptwuq
˘

“
ÿ

!

wPB:wrVs“w
)

Πfcfm,µ̄
B pwq,

où l’application « projection » p est donnée par :

p : B Ñ W
w ÞÑ w fi wrVs.

Remarquons que l’item 2) du Lemme 1 assure que l’application p est bien définie.
Démonstration : Fixons un graphe généralisé connexe G “ pV, Eq ainsi qu’une mesure µ̄ P NcondpGq.

L’assertion (2.2) assurant que, pour tout n P N, BnrVs “ Wn, on en déduit :

@pa1, b1
q P W2, @a P p´1

pta1
uq, PB

`

a, p´1
ptb1

uq
˘

“ PW pa1, b1
q, (2.11)

où on a défini

@pw,w1
q P W2, PW pw,w1

q fi P
“

Wn`1 “ w1
|Wn “ w

‰

, @n P N,

et @pw,w1
q P B2, PBpw,w1

q fi P
“

Bn`1 “ w1
|Bn “ w

‰

, @n P N.

La condition d’application (2.10) étant assurée par le résultat (2.11), la Proposition 17 s’applique alors
pour les quantités suivantes :

P Ð PB , P 1
Ð PW , S Ð B, S1

Ð W, µ Ð Πfcfm,µ̄
B , µ1

Ð Πfcfm,µ̄
W .

Ceci assure donc que Πfcfm,µ̄
W est une mesure stationnaire pour la chaîne pWnqnPN sur W.

En outre, comme les ensembles pp´1
ptwuqqwPW sont disjoints et que p : B Ñ W est bien définie,

Πfcfm,µ̄
W pWq “

ÿ

wPW
Πfcfm,µ̄

W pwq “
ÿ

wPW
Πfcfm,µ̄

B

`

p´1
ptwuq

˘

“ Πfcfm,µ̄
B

˜

ě

wPW
p´1

ptwuq

¸

“ Πfcfm,µ̄
B

`

p´1
pWq

˘

“ Πfcfm,µ̄
B pBq “ 1,
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c’est-à-dire que Πfcfm,µ̄
W est une loi de probabilité stationnaire pour la chaîne pWnqnPN sur W.

L’irréductibilité de cette chaîne sur cet espace (cf. item 1. de la Proposition 4) assure alors que pWnqnPN est
récurrente positive sur W, et Πfcfm,µ̄

W est donc l’unique loi de probabilité stationnaire de pWnqnPN sur W,
ce qui conclut la preuve.

2.6 Maximalité généralisée de fcfm et loi stationnaire

La Proposition 18 nous permet alors d’énoncer le résultat central de ce Chapitre 2, qui assure que la
politique fcfm est maximale généralisée (au sens de la Définition 19) et qui donne l’expression, sous une
forme produit remarquable, de l’unique loi de probabilité stationnaire de la chaîne pW fcfm,µ̄

n qnPN, dès lors
que µ̄ P NcondpGq,

Théorème 1

Soit G “ pV, Eq un graphe généralisé connexe tel que |V| ě 2.
1. stabpG, fcfmq “ NcondpGq, et ces ensembles sont vides si et seulement si G est un

graphe biparti ;
2. Si µ̄ P NcondpGq, alors l’unique loi de probabilité stationnaire Πfcfm,µ̄

W de la chaîne
pW fcfm,µ̄

n qnPN sur W s’écrit de la façon suivante :

Πfcfm,µ̄
W pwq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

αpG, fcfm, µ̄q si w “ ε ;

αpG, fcfm, µ̄q ˆ

q
ź

ℓ“1

µ̄pwℓq

µ̄pEptw1, . . . , wℓuqq
si w “ w1 . . . wq P Wztεu,

où

αpG, fcfm, µ̄q “ νBpBq´1 “

«

ÿ

wPB
νBpwq

ff´1

est la constante de normalisation de la mesure νB sur B.

Démonstration : Considérons un graphe généralisé connexe G “ pV, Eq tel que |V| ě 2.

1. La Proposition 6 fournissant directement l’inclusion Ă, étudions l’inclusion réciproque. Le cas où
NcondpGq “ H étant trivial, considérons une mesure µ̄ P NcondpGq. La Proposition 18 assure
alors que µ̄ P stabpG, fcfmq, ce qui prouve l’inclusion réciproque. Enfin, la Proposition 9 assure que
NcondpGq ‰ H si et seulement si G n’est pas un graphe biparti, ce qui clôt la preuve du point 1.

2. Fixons une mesure µ̄ P NcondpGq.
Déjà, par la définition de Πfcfm,µ̄

W donnée dans la Proposition 18 et par (2.9),

Πfcfm,µ̄
W pεq “ Πfcfm,µ̄

B

`

p´1
ptεuq

˘

“ Πfcfm,µ̄
B pεq “ αpG, fcfm, µ̄q.

Considérons maintenant un mot w “ w1 . . . wq P Wztεu.
La Remarque 3 assure alors que

p´1
ptwuq “ w1A˚

1w2A˚
2 . . . wqA˚

q , où @ℓ P rr1; qss, Aℓ fi E ptw1, . . . , wℓuq
c. (2.12)

Ainsi, la définition de Πfcfm,µ̄
W donnée dans la Proposition 18, l’égalité (2.9), l’assertion (2.12) et la

structure produit de νB assurent respectivement que

Πfcfm,µ̄
W pwq “ Πfcfm,µ̄

B

`

p´1
ptwuq

˘

“ αpG, fcfm, µ̄q ˆ νB
`

p´1
ptwuq

˘

“ αpG, fcfm, µ̄q ˆ νB
`

w1A˚
1w2A˚

2 . . . wqA˚
q

˘

“ αpG, fcfm, µ̄q ˆ

q
ź

ℓ“1

µ̄pwℓqνB
`

A˚
ℓ

˘

.

Par ailleurs,
@ℓ P rr1; qss, Aℓ Ł V.



42 Chapitre 2. Maximalité généralisée de la politique fcfm et loi stationnaire

Le Lemme 3 assure alors que, pour tout ℓ P rr1; qss, νBpAℓq “ µ̄
`

Aℓ

˘

ă 1, puis que

αpG, fcfm, µ̄q ˆ

q
ź

ℓ“1

µ̄pwℓqνB
`

A˚
ℓ

˘

“ αpG, fcfm, µ̄q ˆ

q
ź

ℓ“1

µ̄pwℓq

1 ´ µ̄
`

Aℓ

˘

“ αpG, fcfm, µ̄q ˆ

q
ź

ℓ“1

µ̄pwℓq

µ̄pEptw1, . . . , wℓuqq
.

Ceci conclut la preuve.

En pratique, il se peut néanmoins que la détermination explicite de l’ensemble B soit ardue (voire im-
possible), ce qui peut rendre impossible le calcul de αpG, fcfm, µ̄q. Cependant, au cours de la preuve
de la Proposition 16 (voir la Section 2.10.7), on montre qu’en écrivant chaque I P ĨpGq sous la forme
I “

␣

i1, . . . , i|I|

(

,

νBpBq “ 1 `
ÿ

IP̃IpGq

ÿ

σPS|I|

|I|
ź

j“1

µ̄piσpjqq

µ̄
`

Eptiσp1q, . . . , iσpjquq
˘

´ µ̄
`

tiσp1q, . . . , iσpjqu X Vc
S
˘ ,

ce qui permet alors d’obtenir une formule directe de calcul pour αpG, fcfm, µ̄q :

αpG, fcfm, µ̄q “

»

–1 `
ÿ

IP̃IpGq

ÿ

σPS|I|

|I|
ź

j“1

µ̄piσpjqq

µ̄
`

Eptiσp1q, . . . , iσpjquq
˘

´ µ̄
`

tiσp1q, . . . , iσpjqu X Vc
S
˘

fi

fl

´1

. (2.13)

Remarquons que le Théorème 1 et la formule (2.13) permettent de généraliser, au cas de graphes généra-
lisés connexes, le Theorem 1 de l’article [25], initialement démontré uniquement pour des graphes simples
connexes, c’est-à-dire tels que VS “ H.

Enfin, on peut déduire du fait que fcfm est maximale généralisée (cf. Théorème 1) le résultat suivant,
généralisant l’assertion p16q du Theorem 2 de [24],

Corollaire 1

Soit G “ pV, Eq un graphe généralisé connexe tel que |V| ě 2.
Alors,

G est stabilisable ô G n’est pas un graphe biparti.

Démonstration : Fixons un graphe généralisé connexe G “ pV, Eq tel que |V| ě 2.
ñ : Supposons que G est stabilisable, c’est-à-dire qu’il existe Φ P pol telle que stabpG,Φq ‰ H.

La Proposition 6 assure alors que NcondpGq ‰ H, et G n’est donc pas un graphe biparti (par la
Proposition 9).

ð : Supposons que G n’est pas un graphe biparti.
Dans ce cas, le point 1. du Théorème 1 assure que stabpG, fcfmq ‰ H, et G est donc, en particulier,
stabilisable.

Ceci conclut la preuve.

Questions ouvertes :
— Le Théorème 1 de ce manuscrit ainsi que le Theorem 4.7 de [7] assurent respectivement que fcfm et

que toute politique de type Max-Weight, où β ą 0, (et donc, en particulier, ml) sont des politiques
maximales généralisées. La question suivante apparaît alors naturellement,

˝ Peut-on trouver d’autres politiques d’appariements qui sont maximales généralisées ? Par exemple,
qu’en est-il dans le cas d’une politique à priorités, où chaque item a un ordre de préférence
pour réaliser ses appariements ?

Le Théorème 1 exprime explicitement (sous une forme produit), pour tout µ̄ P NcondpGq, la loi de
probabilité stationnaire de la chaîne pW fcfm,µ̄

n qnPN, ce qui permet notamment une étude de certaines
caractéristiques de performance du système à l’équilibre (voir par exemple la Section 2.7, ou encore
le Chapitre 4). Ainsi,

˝ Est-il possible de déterminer, pour tout µ̄ P NcondpGq, une expression de la loi stationnaire
de la chaîne pWml,µ̄

n qnPN, ou même, plus généralement, de la chaîne pWΦ,µ̄
n qnPN, où Φ est une

politique de type Max-Weight ?
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2.7 Caractéristiques du système à l’équilibre
Le Théorème 1 assure que si µ̄ P NcondpGq, on a existence (et unicité) d’une loi de probabilité stationnaire
Πfcfm,µ̄

W pour la chaîne pW fcfm,µ̄
n qnPN, dont l’expression est calculable à l’aide de sa forme produit et de

l’expression de αpG, fcfm, µ̄q donnée par (2.13). Il est donc naturel de s’intéresser à quelques éléments
caractéristiques du système lorsqu’il se trouve en régime stationnaire. Pour ce faire, notons W fcfm,µ̄

8 une
variable aléatoire distribuée selon la loi de probabilité stationnaire Πfcfm,µ̄

W .

Proposition 19

Dans tout système pà l’équilibreq régi par un modèle mgpG, fcfm, µ̄q stable, le nombre moyen
d’éléments de classe i P V vaut

E
`
ˇ

ˇW fcfm,µ̄
8

ˇ

ˇ

i

˘

“
ÿ

kPN
kΠfcfm,µ̄

W ptw P W : |w|i “ kuq.

Il en découle directement le résultat suivant,

Proposition 20

Dans tout système pà l’équilibreq régi par un modèle mgpG, fcfm, µ̄q stable, le nombre total
moyen d’éléments vaut

E
`
ˇ

ˇW fcfm,µ̄
8

ˇ

ˇ

˘

“
ÿ

iPV
E
`
ˇ

ˇW fcfm,µ̄
8

ˇ

ˇ

i

˘

“
ÿ

kPN
kΠfcfm,µ̄

W ptw P W : |w| “ kuq.

Par ailleurs, la loi de Little assure que le temps moyen passé par un élément de classe i P V au sein de
tout système (à l’équilibre) régi par un modèle mgpG, fcfm, µ̄q stable vaut

E
`
ˇ

ˇW fcfm,µ̄
8

ˇ

ˇ

i

˘

µ̄piq
.

La Proposition 19 aboutit alors au résultat suivant,

Proposition 21

Dans tout système pà l’équilibreq régi par un modèle mgpG, fcfm, µ̄q stable, le temps moyen
que passe un élément de classe i P V à l’intérieur avant d’être apparié vaut

E
`
ˇ

ˇW fcfm,µ̄
8

ˇ

ˇ

i

˘

µ̄piq
“

1

µ̄piq

ÿ

kPN
kΠfcfm,µ̄

W ptw P W : |w|i “ kuq.

Enfin,

Proposition 22

Dans tout système pà l’équilibreq régi par un modèle mgpG, fcfm, µ̄q stable, la probabilité
qu’un élément de classe i P V ne soit pas apparié dès son arrivée pet doive donc attendreq

vaut
P
`

|W fcfm,µ̄
8 |Epiq “ 0

˘

“ Πfcfm,µ̄
W

`

tw P W : |w|Epiq “ 0u
˘

.
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2.8 Exemples d’application

2.8.1 Cas « entièrement bouclé »
Exemple 2

Considérons le cycle généralisé C “ pV, Eq, dont chaque sommet possède une boucle pc’est-à-dire
VS “ Vq, représenté dans la Figure 2.3. Nous sommes donc dans un cas dit « entièrement bouclé ».
Cette particularité assure alors que l’espace d’états W associé est fini. En effet, il ne contient que des
mots dont la taille est inférieure ou égale à max

IP̃IpC q

pCardpIqq “ 2.

On peut d’ailleurs remarquer aisément que l’ensemble des files d’attente admissibles est

W “ tε, 1, 2, 3, 4, 13, 24, 31, 42u.

Ainsi, pour toute politique d’appariements admissible Φ P pol et toute loi d’arrivée µ̄ P MpVq, la
chaîne

`

WΦ,µ̄
n

˘

nPN est irréductible pcf. item 1. de la Proposition 4q à espace d’états fini W, ce qui
assure, en particulier, qu’elle est récurrente positive.
D’où, pour toute politique d’appariements admissible Φ P pol,

stabpC ,Φq “ MpVq,

et alors, pour toute mesure µ̄ P MpVq, la forme produit de la loi stationnaire de pW fcfm,µ̄
n qnPN donnée

dans l’item 2. du Théorème 1 permet de calculer explicitement les valeurs suivantes :
$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

Πfcfm,µ̄
W pεq “ α

Πfcfm,µ̄
W p1q “ α µ̄p1q

1´µ̄p3q
Πfcfm,µ̄

W p2q “ α µ̄p2q

1´µ̄p4q

Πfcfm,µ̄
W p3q “ α µ̄p3q

1´µ̄p1q
Πfcfm,µ̄

W p4q “ α µ̄p4q

1´µ̄p2q

Πfcfm,µ̄
W p13q “ α µ̄p1q

1´µ̄p3q
µ̄p3q Πfcfm,µ̄

W p24q “ α µ̄p2q

1´µ̄p4q
µ̄p4q

Πfcfm,µ̄
W p31q “ α µ̄p3q

1´µ̄p1q
µ̄p1q Πfcfm,µ̄

W p42q “ α µ̄p4q

1´µ̄p2q
µ̄p2q,

avec, par (2.13),

α fi αpC , fcfm, µ̄q “

„

1 ` µ̄p1q
1 ` µ̄p3q

1 ´ µ̄p3q
` µ̄p2q

1 ` µ̄p4q

1 ´ µ̄p4q
` µ̄p3q

1 ` µ̄p1q

1 ´ µ̄p1q
` µ̄p4q

1 ` µ̄p2q

1 ´ µ̄p2q

ȷ´1

,

car ĨpC q “ tt1u, t2u, t3u, t4u, t1, 3u, t2, 4uu.
Notons maintenant W fcfm,µ̄

8 , une variable aléatoire distribuée selon la loi de probabilité stationnaire
Πfcfm,µ̄

W . Alors, les résultats de la Section 2.7 permettent de calculer les caractéristiques suivantes du
système, lorsqu’il est en régime stationnaire :
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%

E
`

|W fcfm,µ̄
8 |1

˘

“ α
´

µ̄p1q
1`µ̄p3q

1´µ̄p3q
` µ̄p3q

µ̄p1q

1´µ̄p1q

¯

E
`

|W fcfm,µ̄
8 |2

˘

“ α
´

µ̄p2q
1`µ̄p4q

1´µ̄p4q
` µ̄p4q

µ̄p2q

1´µ̄p2q

¯

E
`

|W fcfm,µ̄
8 |3

˘

“ α
´

µ̄p3q
1`µ̄p1q

1´µ̄p1q
` µ̄p1q

µ̄p3q

1´µ̄p3q

¯

E
`

|W fcfm,µ̄
8 |4

˘

“ α
´

µ̄p4q
1`µ̄p2q

1´µ̄p2q
` µ̄p2q

µ̄p4q

1´µ̄p4q

¯

,
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’
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%

Ep|W fcfm,µ̄
8 |1q
µ̄p1q

“ α
´

1`µ̄p3q

1´µ̄p3q
`

µ̄p3qµ̄p1q

µ̄p1qp1´µ̄p1qq

¯

Ep|W fcfm,µ̄
8 |2q
µ̄p2q

“ α
´

1`µ̄p4q

1´µ̄p4q
`

µ̄p4qµ̄p2q

µ̄p2qp1´µ̄p2qq

¯

Ep|W fcfm,µ̄
8 |3q
µ̄p3q

“ α
´

1`µ̄p1q

1´µ̄p1q
`

µ̄p1qµ̄p3q

µ̄p3qp1´µ̄p3qq

¯

Ep|W fcfm,µ̄
8 |4q
µ̄p4q

“ α
´

1`µ̄p2q

1´µ̄p2q
`

µ̄p2qµ̄p4q

µ̄p4qp1´µ̄p4qq

¯

,

E
`

|W fcfm,µ̄
8 |

˘

“ α

„

µ̄p3q ` 2µ̄p1qµ̄p3q

1 ´ µ̄p1q
`

µ̄p4q ` 2µ̄p2qµ̄p4q

1 ´ µ̄p2q
`

µ̄p1q ` 2µ̄p3qµ̄p1q

1 ´ µ̄p3q
`

µ̄p2q ` 2µ̄p4qµ̄p2q

1 ´ µ̄p4q

ȷ

,

et
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%

P
`

|W fcfm,µ̄
8 |Ep1q “ 0

˘

“ α
´

1 `
µ̄p1q

1´µ̄p3q

¯

P
`

|W fcfm,µ̄
8 |Ep2q “ 0

˘

“ α
´

1 `
µ̄p2q

1´µ̄p4q

¯

P
`

|W fcfm,µ̄
8 |Ep3q “ 0

˘

“ α
´

1 `
µ̄p3q

1´µ̄p1q

¯

P
`

|W fcfm,µ̄
8 |Ep4q “ 0

˘

“ α
´

1 `
µ̄p4q

1´µ̄p2q

¯

.
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Figure 2.3 – Cycle généralisé C “ pV, Eq.

1
2

3

Figure 2.4 – Ligne généralisée L “ pV, Eq.

2.8.2 Cas « hybride »
Exemple 3

Considérons la ligne généralisée L “ pV, Eq, pour laquelle VS “ t3u et Vc
S “ t1, 2u, représentée dans

la Figure 2.4. Nous sommes donc dans un cas dit « hybride ».
Tout d’abord, on peut remarquer aisément que l’ensemble des files d’attente admissibles est

W “ tεu Z
␣

1k : k P N˚

(

Z
␣

2k : k P N˚

(

Z
␣

1r31k´r : k P N, r P rr0; kss
(

,

où
␣

ik : k P N˚

(

fi ti, ii, iii, . . .u représente l’ensemble des mots finis formés par un nombre quelconque
de lettres i.
Comme VS ‰ H, le graphe généralisé L n’est pas biparti, et il suit de l’item 1. du Théorème 1 que

stabpL , fcfmq “ NcondpL q ‰ H.

Alors, pour toute mesure µ̄ P NcondpGq, la forme produit de la loi stationnaire de pW fcfm,µ̄
n qnPN

donnée dans l’item 2. du Théorème 1 permet de calculer explicitement les valeurs suivantes :
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’

%

Πfcfm,µ̄
W pεq “ α

@k P N˚, Π
fcfm,µ̄
W p1kq “ α

´

µ̄p1q

µ̄p2q

¯k

@k P N˚, Π
fcfm,µ̄
W p2kq “ α

´

µ̄p2q

1´µ̄p2q

¯k

@k P N, @r P rr0; kss, Πfcfm,µ̄
W

`

1r31k´r
˘

“ α µ̄p3q

1´µ̄p1q
ˆ

´

µ̄p1q

1´µ̄p1q

¯k

ˆ

´

1´µ̄p1q

µ̄p2q

¯r

,

avec, par (2.13),

α fi αpL , fcfm, µ̄q “

„

1 `
µ̄p1q

µ̄p2q ´ µ̄p1q
`

µ̄p2q

1 ´ 2µ̄p2q
`

µ̄p3q

1 ´ µ̄p1q
`

µ̄p1qµ̄p3q

1 ´ 2µ̄p1q
ˆ

ˆ

1

µ̄p2q ´ µ̄p1q
`

1

1 ´ µ̄p1q

˙ȷ´1

,

car ĨpL q “ tt1u, t2u, t3u, t1, 3uu.
Notons maintenant W fcfm,µ̄

8 , une variable aléatoire distribuée selon la loi de probabilité stationnaire
Πfcfm,µ̄

W . Alors, les résultats de la Section 2.7 permettent de calculer les caractéristiques suivantes du
système, lorsqu’il est en régime stationnaire :
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%

E
`

|W fcfm,µ̄
8 |1

˘

“ αµ̄p1q

´

2
pµ̄p2q´µ̄p1qq2

´
µ̄p2q

p1´2µ̄p1qq2

¯

E
`

|W fcfm,µ̄
8 |2

˘

“ αµ̄p2q
1´µ̄p2q

1´2µ̄p2q

E
`

|W fcfm,µ̄
8 |3

˘

“ αµ̄p3q
µ̄p2q

pµ̄p2q´µ̄p1qqp1´2µ̄p1qq
,

$
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’

&

’

’

’

%

Ep|W fcfm,µ̄
8 |1q
µ̄p1q

“ α
´

2
pµ̄p2q´µ̄p1qq2

´
µ̄p2q

p1´2µ̄p1qq2

¯

Ep|W fcfm,µ̄
8 |2q
µ̄p2q

“ α 1´µ̄p2q

1´2µ̄p2q

Ep|W fcfm,µ̄
8 |3q
µ̄p3q

“ α µ̄p2q

pµ̄p2q´µ̄p1qqp1´2µ̄p1qq
,

E
`

|W fcfm,µ̄
8 |

˘

“ α

„

µ̄p1q

ˆ

2

pµ̄p2q ´ µ̄p1qq2
´

µ̄p2q

p1 ´ 2µ̄p1qq2

˙

` µ̄p2q
1 ´ µ̄p2q

1 ´ 2µ̄p2q
` µ̄p3q

µ̄p2q

pµ̄p2q ´ µ̄p1qqp1 ´ 2µ̄p1qq

ȷ

,

et
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%
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|W fcfm,µ̄
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˘

“ αµ̄p2q
1`µ̄p3q´2µ̄p1q

pµ̄p2q´µ̄p1qqp1´2µ̄p1qq
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|W fcfm,µ̄
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`
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8 |Ep3q “ 0
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.
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2.9 Étude structurelle du cycle généralisé
Particularisons maintenant notre étude au cas où le graphe de compatibilités G “ pV, Eq est un cycle
généralisé et où les éléments qui entrent dans le système sont choisis uniformément dans l’ensemble V.
Étant donné qu’un cycle classique a une structure totalement symétrique, il semble naturel dans ce cadre
de ne privilégier aucune classe par rapport à une autre. L’introduction de boucles va cependant rendre
caduque cette assertion et ainsi justifier une étude plus fine des lois d’arrivées permettant la stabilité du
modèle. En notant UnifpVq la loi uniforme sur l’ensemble V, la principale question structurelle qui sera
étudiée dans cette Section 2.9 est la suivante :

‚ Quels sont les n-cycles généralisés G “ pV, Eq pour lesquels UnifpVq P NcondpGq ?
Outre l’intérêt purement mathématique de cette question, elle va permettre de faire la transition avec le
Chapitre 3 en mettant en évidence l’existence de graphes G tels que

— NcondpGq ‰ H ;
— UnifpVq R NcondpGq.

n ´ 1

0

1

2

3

4

Figure 2.5 – n-cycle généralisé G avec boucle potentielle en chaque sommet.

Comme annoncé, on se place dans le cadre du modèle mgpG,Φ, µ̄q, où
— G “ pV, Eq est un n-cycle généralisé (c’est-à-dire qu’on peut avoir VS ‰ H), avec n ě 2. Un exemple

d’un tel n-cycle est donné par la Figure 2.5 ;
— Φ “ fcfm est la politique d’appariements ;
— µ̄ “ UnifpVq est la loi d’arrivées sur les sommets.

Par souci de rigueur pour les preuves, on identifie l’ensemble V des sommets à l’anneau Z{nZ, dans lequel
on confond un élément avec sa classe.
Introduisons tout d’abord quelques notations et éléments préliminaires (notamment le Lemme 4) néces-
saires à l’étude structurelle du cycle, développée dans la Section 2.9.2 à venir.

2.9.1 Notions préliminaires
Avant d’énoncer le Lemme 4, introduisons tout d’abord une distance sur V, permettant de définir une
relation d’équivalence sur chaque sous-ensemble de V,

Définition 25

On définit l’application d
pnq
c sur V ˆ V de la manière suivante :

d
pnq
c : V ˆ V ÝÑ N

pi, jq ÞÝÑ minpt|i ´ j|, n ´ |i ´ j|uq.
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Proposition 23

L’application d
pnq
c est une distance sur V.

Heuristiquement, dpnq
c représente la distance « visuelle » sur le graphe entre deux sommets du n-cycle

G “ pV, Eq.

Démonstration : L’application d
pnq
c étant à valeurs positives, seules les trois propriétés d’une distance restent

à justifier :

— Séparation : La séparation de la valeur absolue | ¨ | et l’identification de V avec Z{nZ assurent que

@pi, jq P V ˆ V,
”

d
pnq
c pi, jq “ 0 ô i “ j

ı

.

— Symétrie : Elle découle directement de la symétrie de l’application pi, jq ÞÑ |i ´ j|.

— Inégalité triangulaire : L’application pi, jq ÞÑ |i´j| vérifiant elle-même l’inégalité triangulaire, les cas
à distinguer se résolvent sans difficulté pour montrer que

@pi, j, kq P V3, d
pnq
c pi, kq ď d

pnq
c pi, jq ` d

pnq
c pj, kq.

Définition 26
Pour chaque sous-ensemble X Ă V fixé, on définit la relation binaire RX sur X par :
x RX x1 si et seulement si l’une pau moinsq des deux assertions suivantes est vérifiée :

1.
”

d
pnq
c px, x1q P t0; 2u

ı

;

2.

»

—

–

Dk ě 1, Dpi1, . . . , ikq P X k t.q.

$

’

&

’

%

d
pnq
c px, i1q “ 2

d
pnq
c pij , ij`1q “ 2, @j P rr1; k ´ 1ss

d
pnq
c pik, x

1q “ 2

fi

ffi

fl

.

Heuristiquement, x RX x1 s’ils sont égaux ou si l’on peut passer de l’un à l’autre en faisant des sauts de
« longueur 2 » sur le cycle en ne passant que par des éléments appartenant à l’ensemble X .

Proposition 24
Pour chaque sous-ensemble X Ă V fixé, la relation binaire RX définit une relation d’équiva-
lence sur X . On note alors X {RX l’ensemble de ses classes d’équivalence.

Démonstration : Une preuve de ce résultat est donnée dans la Section 2.10.8.

Introduisons désormais des notations qui seront utilisées dans le Lemme 4,

Définition 27

Pour tout sous-ensemble X “ tx1, . . . , xnu Ă V fixé, on définit
1. l’ensemble des classes d’équivalence pour la relation RX ayant au moins deux éléments, noté

Pp2q

X

´

“ Pp2q
x1,...,xn

¯

fi

!

x P X {RX : Cardpxq ě 2
)

,

de cardinal noté
Cp2q

X

´

“ Cp2q
x1,...,xn

¯

fi Card
´

Pp2q

X

¯

.

2. le nombre total d’éléments qui sont dans des classes appartenant à Pp2q

X , noté

N p2q

X

´

“ N p2q
x1,...,xn

¯

fi
ÿ

xPPp2q

X

Cardpxq.
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Heuristiquement, Cp2q

X représente le nombre de « clusters d’éléments à distance 2 dans X ».
D’autre part, on peut écrire

N p2q
x1,...,xn

“ Card
´!

i P rr1;nss : Dℓ P rr1;nss, d
pnq
c pxi, xℓq “ 2

)¯

.

Naïvement, N p2q

X représente donc le nombre d’éléments de X qui sont à « distance 2 » de ce même en-
semble X .

Définissons maintenant une notion qui est générale mais qui ne sera utilisée dans ce manuscrit que dans
le cas particulier des cycles généralisés,

Définition 28
Pour tout graphe généralisé G, on définit l’ensemble des ensembles pseudo-indépendants maximums
de G par :

ĨpGq fi

#

I P ĨpGq : Card
`

I
˘

“ max
IP̃IpGq

pCardpIqq

+

.

En d’autres termes, c’est l’ensemble des ensembles pseudo-indépendants de cardinal maximal.

Attention à ne pas confondre un ensemble pseudo-indépendant maximum avec un ensemble pseudo-
indépendant maximal qui, lui, est défini comme n’étant pas un sous-ensemble strict d’un autre ensemble
pseudo-indépendant. Tout ensemble pseudo-indépendant maximum est donc a fortiori maximal, mais
l’inverse est faux : un contre-exemple est donné par les Figures 2.6 et 2.7.
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Figure 2.6 – L’ensemble des sommets en ma-
genta est pseudo-indépendant maximal (mais
pas maximum) pour le 8-cycle généralisé pris
en exemple.
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Figure 2.7 – L’ensemble des sommets en bleu
est pseudo-indépendant maximum pour le 8-
cycle généralisé pris en exemple.

En remarquant que si I P ĨpGq, alors CardpIq P

r
1;
Yn

2

]z
, et en notant, pour tout k P

r
1;
Yn

2

]z
,

ĨkpGq fi tI P ĨpGq : CardpIq “ ku,

on en déduit que si G est un cycle généralisé de taille n ě 2, alors

ĨpGq “ Ĩtn
2 upGq. (2.14)

Le résultat ci-dessous servira notamment de point clé pour démontrer la Proposition 26 et la Proposi-
tion 27,
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Lemme 4

Soit G “ pV, Eq un cycle généralisé de taille n ě 2.
Alors, tout ensemble pseudo-indépendant I P ĨpGq a un nombre de voisins égal à

|E pIq | “ 2|I| ` |I X VS | ´ N p2q

I ` Cp2q

I ´ 1tn est pairu1!IP̃IpGq

).

Démonstration : Soit G “ pV, Eq un cycle généralisé de taille n ě 2.
Considérons alors un ensemble pseudo-indépendant I P ĨpGq et étudions le nombre de ses voisins.

— Cas 1 : I R ĨpGq.

— Cas 1.1 : Cp2q

I “ 0.
Dans ce cas, tous les éléments de I sont « suffisamment » éloignés les uns des autres, c’est-à-dire
qu’ils sont à distance au moins 3 de tous les autres dans G.
On remarque alors aisément que

|EpIq| “ 2|I| ` |I X VS |.

— Cas 1.2 : Cp2q

I “ 1.
Dans ce cas, on a exactement N p2q

I éléments dans l’unique classe de Pp2q

I .
Ainsi, les sommets qui sont entre deux éléments de N p2q

I sont comptés en double par rapport au
Cas 1.1, et il y a exactement N p2q

I ´ 1 tels éléments.
Donc,

|EpIq| “ 2|I| ` |I X VS | ´ N p2q

I ` 1.

— Cas 1.3 : Cp2q

I ě 2.
Dans ce cas, pour chaque cluster supplémentaire (au nombre de Cp2q

I ´1) par rapport au Cas 1.2
(où Cp2q

I “ 1), il y a un voisin supplémentaire.
Ainsi,

|E pIq | “ 2|I| ` |I X VS | ´ N p2q

I ` Cp2q

I .

Enfin, comme l’hypothèse Cp2q

I “ 0 entraîne forcément que N p2q

I “ 0, on peut unifier les résultats des
différents cas par la formule suivante :

|E pIq | “ 2|I| ` |I X VS | ´ N p2q

I ` Cp2q

I .

— Cas 2 : I P ĨpGq.
Dans ce cas, I est un ensemble indépendant maximum de G, et on peut alors remarquer que

E pIq “ Ic
Z pI X VSq .

Alors, en notant que N p2q

I “ |I| et Cp2q

I “ 1, puis en utilisant (2.14), on a :

|E pIq| “ |Ic
| ` |I X VS |

“ n ´ |I| ` |I X VS |

“ n ´ N p2q

I ` |I X VS |

“

´

2
Yn

2

]

` Cp2q

I ´ 1tn est pairu

¯

´ N p2q

I ` |I X VS |

“ 2|I| ` |I X VS | ´ N p2q

I ` Cp2q

I ´ 1tn est pairu.

Ceci conclut la preuve.

Nous sommes maintenant en mesure de répondre aux deux questions structurelles posées au début de
cette Section 2.9.
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2.9.2 Quelques éléments structurels du cycle généralisé

Le résultat ci-dessous permet de caractériser exactement les cycles généralisés bipartis,

Proposition 25

Soit G “ pV, Eq un cycle généralisé de taille n ě 2.
Alors,

G est biparti ô rn est pairs et rVS “ Hs,

ou, de manière équivalente,

G n’est pas biparti ô rn est impairs ou rVS ‰ Hs. (2.15)

Démonstration : Une preuve de ce résultat est donnée dans la Section 2.10.9.

Dans toute la suite, on notera

tpairsu fi 2N “ t0u Y tk P N : k est pairu

et
timpairsu fi 2N ` 1 “ tk P N : k est impairu.

Fournissons maintenant une condition nécessaire et suffisante permettant à la loi uniforme sur l’ensemble V
d’appartenir à l’ensemble NcondpGq,

Proposition 26

Soit G “ pV, Eq un cycle généralisé de taille n ě 2.
Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. UnifpVq P NcondpGq ;
2. rn est impairs ou rVS X tpairsu ‰ H et VS X timpairsu ‰ Hs.

Démonstration : Une preuve de ce résultat est donnée dans la Section 2.10.10.

Pour tout cycle généralisé connexe G “ pV, Eq de taille n ě 2 et toute politique maximale généralisée
Φ P pol, la Proposition 26 assure l’équivalence entre les deux assertions suivantes :

—
´

W
Φ,UnifpVq
n

¯

nPN
est récurrente positive ;

— rn est impairs ou rVS X tpairsu ‰ H et VS X timpairsu ‰ Hs.

Sous cette hypothèse, remarquons qu’il est possible de spécifier, au cas du cycle généralisé, l’expression de
l’unique loi de probabilité stationnaire Π

fcfm,UnifpVq

W de la chaîne
´

W
fcfm,UnifpVq
n

¯

nPN
, initialement donnée

dans le Théorème 1. Cette reformulation ne simplifiant pas spécialement le calcul en pratique, elle est
d’un intérêt limité et nous choisissons donc de ne pas la présenter dans ce manuscrit.

L’association de la Proposition 25 et de la Proposition 26 nous amène alors à faire le constat suivant :
les cycles généralisés G “ pV, Eq de taille n ě 2 vérifiant

— n est pair ;

— VS ‰ H ;

— VS X tpairsu “ H ou VS X timpairsu “ H,

sont tels que

— NcondpGq ‰ H ;

— UnifpVq R NcondpGq.



2.10. Preuves du Chapitre 2 51

1 2

34

Figure 2.8 – Cycle généralisé G0.

En d’autres termes, au vu du Théorème 1, ceci signifie que l’on peut trouver des graphes généralisés G
pour lesquels il existe (au moins) une mesure µ̄ P MpVq telle que le modèle mgpG, fcfm, µ̄q est stable,
alors que le modèle mgpG, fcfm,UnifpVqq n’est, lui, pas stable. Plus généralement, cette assertion est
évidemment valable pour toute politique maximale généralisée (au sens de la Définition 19) et donc, a
fortiori, pour la politique ml (voir Theorem 4.7 de [7]). Un exemple d’un tel graphe est donné par le 4-cycle
généralisé G0 représenté par la Figure 2.8, pour lequel n “ 4 est pair, VS ‰ H, et VS X tpairsu “ H.
Il en découle alors naturellement les questions suivantes, qui seront étudiées ultérieurement dans le Cha-
pitre 3,
Remarque 6

Q.1 Existe t-il une mesure µ̄G P MpVq, qui dépend de G “ pV, Eq mais dont la structure est identique
pour tout graphe généralisé connexe G, qui appartient à NcondpGq dès lors que cet ensemble
est non-vide, c’est-à-dire telle que, pour tout graphe généralisé connexe G,

µ̄G P NcondpGq ô NcondpGq ‰ H ?

Q.2 Est-il possible d’aller encore plus loin en caractérisant complètement l’ensemble NcondpGq,
pour tout graphe généralisé connexe G ?

Q.3 Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq, existe t-il une méthode simple de construction
des mesures appartenant à l’ensemble NcondpGq, c’est-à-dire des mesures µ̄ P stabpG, fcfmq

pou encore, des mesures µ̄ P MpVq pour lesquelles le modèle mgpG, fcfm, µ̄q est stableq ?

2.10 Preuves du Chapitre 2

2.10.1 Preuve du Lemme 1
Démonstration :

ñ : Supposons que w “ w1 . . .wq P B, où q P N, et imaginons alors qu’à un instant n P N, Bn “ w.
Remarquons tout d’abord que si q “ 0, alors w “ ε.
Concentrons donc maintenant notre étude au cas où q ě 1.
— Déjà, l’assertion (2.1) assurant que Bnp1q “ Vipnq P V, on a :

w1 P V.

— Par l’absurde, supposons qu’il existe 1 ď i ă j ď q tels que pwi,wjq P V2 et wi ´ wj .
L’assertion (2.2) assurant que Wn “ BnrVs, le fait que wi P V et wj P V donne :

wi P VpWnq et wj P VpWnq.

ù Absurde, car deux éléments voisins ne peuvent pas être dans le système en même temps
(puisqu’ils se seraient appariés).
Ainsi, lorsque 1 ď i ă j ď q,

pwi,wjq P V2
ñ wi ́ wj .

— Par l’absurde, supposons qu’il existe 1 ď i ă j ď q tels que pwi,wjq P V ˆ V et wi ´ wj .
Alors, comme la jème lettre de Bn est wj P V, l’élément Vipnq`j´1 s’est apparié avec un certain
élément Vℓ, de classe wj .
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Or, comme wi ´ wj , l’élément Vℓ, de classe wj , pourrait également s’apparier avec l’item
Vipnq`i´1, de classe wi P V.
Cependant, l’inégalité i ă j assure que l’élément Vipnq`i´1 est arrivé avant l’item Vipnq`j´1.
Alors, comme la politique utilisée est fcfm, quel que soit l’instant d’arrivée de l’élément Vℓ

(c’est-à-dire quelle que soit la valeur de ℓ ď n), ce dernier aurait dû s’apparier avec le plus
ancien, c’est-à-dire avec Vipnq`i´1, ce qui découle sur une absurdité.
Ainsi, lorsque 1 ď i ă j ď q,

pwi,wjq P V ˆ V ñ wi ́ wj .

ð : Tout d’abord, rappelons que B0 “ ε par construction, c’est-à-dire que ε P B.
Supposons donc maintenant que w P V˚

ztεu et qu’il vérifie les assertions 1q, 2q, et 3q.
La condition 1q permet alors d’écrire

w “ ap1qap1, 1qap1, 2q . . . ap1, k1qap2qap2, 1qap2, 2q . . . ap2, k2qap3q ¨ ¨ ¨ apqqapq, 1q . . . apq, kqq,

où q P N˚, papiqq1ďiďq P Vq, papℓ, jqqpℓ,jqPrr1;qssˆrr1;kℓss P V
řq

m“1 km , et @m P rr1; qss, km P N.

Par ailleurs, les conditions 2q et 3q assurent respectivement que

@pi, jq P rr1; qss, apiq́ apjq, (2.16)

et
@i P rr1; qss, @ℓ P rri; qss, @j P rr1; kℓss, apiq́ apℓ, jq. (2.17)

Construisons alors un scénario d’arrivées menant la chaîne pBnqnPN de ε à w, et représentons-le par
le mot de V˚ suivant :

b fi bp0, k0qbp0, k0 ´ 1q . . . bp0, 1qbp1qbp1, 1q . . . bp1, k1qbp2q ¨ ¨ ¨ bpqqbpq, 1q . . . bpq, kqq,

où bp0, k0q est la classe du premier item entrant dans le système, bp0, k0´1q la classe du deuxième,. . . ,
bpq, kqq celle du dernier.
Durant le processus de construction, les lettres de b qui auront été fixées seront dites « déterminées »
alors que les autres seront dites « indéterminées ».
De plus, pour tout ℓ P rr1; qss et tout j P rr1; kℓss, on dira que les lettres apℓq et bpℓq (respectivement,
apℓ, jq et bpℓ, jq) sont « à la même place » dans les mots w et b.

Procédure de construction du mot b :
1. Initialement, toutes les lettres de b sont indéterminées, et on pose

k0 “ 0,

c’est-à-dire que les lettres bp0, .q n’existent pas au départ.
2. Ensuite, on prend

@ℓ P rr1; qss, bpℓq “ apℓq,

ce qui permet de rendre déterminées les lettres bp.q.
Remarquons que l’assertion (2.16) assure qu’elles ne sont pas voisines et qu’elles ne s’apparieront
donc pas ensemble.

3. Maintenant, tant qu’il reste des lettres indéterminées dans b qui sont à la droite de bp1q, on
exécute la procédure suivante : on parcourt le mot b de droite à gauche jusqu’à trouver la
première lettre (dans ce sens), disons bpℓ, jq, restant indéterminée. La lettre de w étant à la
même place est donc apℓ, jq.
Définissons alors l’ensemble suivant :

Dw

´

apℓ, jq

¯

fi

"

apℓ1, j1q P w : apℓ1, j1q est à gauche de apℓ, jq dans w,

bpℓ1, j1
q est indéterminée, et apℓ, jq ´ apℓ1, j1

q

*

.

— Cas 1 : Dw

´

apℓ, jq

¯

‰ H.

On considère alors l’élément apℓ1, j1q de Dw

´

apℓ, jq

¯

le plus à droite dans w, et on pose

bpℓ, jq “ apℓ1, j1
q et bpℓ1, j1

q “ apℓ, jq.

Ainsi, la condition (2.17) assure qu’un élément de classe apℓ1, j1
q arrivant sera apparié avec

un item de classe apℓ, jq déjà stocké dans le système, et la file d’attente rétrograde fera
apparaître les copies de l’appariement effectué.
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— Cas 2 : Dw

´

apℓ, jq

¯

“ H.

Dans ce cas, la lettre apℓ, jq de w correspond à un appariement effectué entre un item de
classe apℓ, jq, arrivé dans le système avant ap1q, et un item compatible, arrivé à la place
correspondante de celle de apℓ, jq.
Ceci justifie le fait que la copie qui devrait se trouver avant ap1q n’apparaît plus, par structure
de la file d’attente rétrograde.
On effectue alors la mise à jour

k0 Ð k0 ` 1,

et on pose
bp0, k0q “ apℓ, jq,

c’est-à-dire qu’on ajoute une nouvelle lettre apℓ, jq au tout début du mot b, et on définit
bpℓ, jq comme étant une lettre (au choix) de Epapℓ, jqq.
Ainsi, dès son arrivée, l’élément de classe bpℓ, jq sera apparié à celui de classe apℓ, jq déjà
dans le système, et qui est arrivé avant l’item de classe bp1q (par la condition (2.17)).

Ainsi, dès la fin de la procédure de construction, si l’on fait partir la chaîne pBnqnPN de B0 “ ε et que
l’on fait entrer dans le système les lettres composant le mot b (lu de gauche à droite), c’est-à-dire

V1 “ bp0, k0q, V2 “ bp0, k0 ´ 1q, . . . , Vk0 “ bp0, 1q, Vk0`1 “ bp1q, ¨ ¨ ¨ , Vq`
řq

ℓ“0
kℓ

“ bpq, kqq,

on aura
Bq`

řq
ℓ“0

kℓ
“ w.

Ceci assure donc que w P B, ce qui conclut la preuve.

1

2

3 4 5

Figure 2.9 – Graphe de compatibilités G: “ pV, Eq.

Illustrons, via l’Exemple 4 ci-dessous, la méthode de construction d’un scénario d’arrivées menant la
chaîne pBnqnPN de ε à tout mot w de Bztεu, donnée lors de la preuve précédente,

Exemple 4

Considérons le graphe de compatibilités G: “ pV, Eq représenté par la Figure 2.9 et considérons le
mot w “ 134345333 P V˚.
Remarquons que w vérifie les hypothèses 1q, 2q, et 3q du Lemme 1.
En suivant la procédure de construction explicitée dans la preuve précédente et en représentant les
lettres indéterminées par un point, on obtient, après l’étape 2. :

b “ 1....5..3

Passons alors à l’étape 3. et intéressons-nous tout d’abord à la lettre 3 la plus à droite dans w. Cher-
chons donc la lettre copiée la plus à droite possible avec laquelle l’appariement pourrait s’effectuer :
il s’agit du 4 le plus à droite dans w pnous sommes donc dans le Cas 1q, et le mot b devient alors :

b “ 1...35.43

De même, considérons ensuite la deuxième lettre 3 la plus à droite dans w et cherchons avec quelle
lettre copiée de w l’appariement pourrait se faire : il s’agit de la seconde lettre 4 la plus à droite, ce
qui donne :

b “ 1.3.35443

Enfin, pour les deux lettres 3 restantes de w, on ne peut pas trouver de lettre copiée compatible à
leur gauche. Ainsi, en appliquant deux fois la procédure du Cas 2, on considère que les deux items
de classe 3 correspondants attendaient dans le système avant l’arrivée de l’item de classe 1. Alors, en
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considérant pau choixq que ces deux items de classe 3 se sont appariés respectivement avec un item
de classe 2 et un item de classe 4, on a :

b “ 33143235443

Conclusion : Un scénario d’arrivées permettant de faire passer la chaîne pBnqnPN de ε à w est
3, 3, 1, 4, 3, 2, 3, 5, 4, 4, 3, et ceci assure au passage que w P B.

2.10.2 Preuve de la Proposition 11
Démonstration : Remarquons tout d’abord que la Section 2.10.1 nous fournit un scénario d’arrivées per-

mettant à la chaîne de Markov pBnqnPN de passer, avec probabilité strictement positive, de ε à tout mot
w P Bztεu.
Réciproquement, supposons qu’à un instant n P N˚, Bn “ w P Bztεu, et notons

wrVs “ ap1qap2q . . . apqq, mot de taille q ě 1.

En faisant entrer successivement, dans le système, des éléments

Vn`1 P Epap1qq, Vn`2 P Epap2qq, . . . , Vn`q P Epapqqq,

on remarque que
Bn`q “ ε.

On a donc montré l’existence d’un scénario d’arrivées permettant à la chaîne de Markov pBnqnPN de passer,
avec probabilité strictement positive, de tout mot w P Bztεu à ε, ce qui conclut la preuve.

2.10.3 Preuve du Lemme 2
Démonstration : Admettons en premier lieu l’assertion suivante :

“

w P Fztεu ô Ψpwq “
ÐÝ
w vérifie les conditions 1q, 2q et 3q du Lemme 1

‰

. (2.18)

— Montrons que ϕ est bien définie, c’est-à-dire que @w P B, ÐÝ
w P F :

Tout d’abord, il est immédiat que si w “ ε, alors ÐÝ
w “ ε P F.

Fixons maintenant un mot w P Bztεu.
Le Lemme 1 assure donc que w vérifie ses conditions 1q, 2q, et 3q.
Cependant, la Remarque 5 fournissant l’égalité w “ pΨ ˝ Ψqpwq, il s’ensuit que ΨpΨpwqq vérifie les
conditions 1q, 2q et 3q du Lemme 1.
Ainsi, l’assertion (2.18) fournit :

Ψpwq “
ÐÝ
w P Fztεu,

et ceci prouve donc que ϕ est bien définie.
— Montrons que ϕ est injective :

Comme
ϕ “ Ψ|

F
B : B Ñ F

x ÞÑ Ψpxq

est la restriction de Ψ à B et sa corestriction à F, l’injectivité de ϕ découle directement de celle de Ψ,
bijective (cf. Remarque 5).

— Montrons que ϕ est surjective, c’est-à-dire que @w1
P F, Dw P B, w1

“
ÐÝ
w :

Tout d’abord, il est immédiat que si w1
“ ε, alors w “ ε P B convient.

Fixons maintenant un mot w1
P Fztεu Ă V˚ (cf. Proposition 12).

Alors, par surjectivité de Ψ (cf. Remarque 5), il existe un mot w P V˚
ztεu tel que

w1
“ Ψpwq “

ÐÝ
w .

Pour montrer que w P Bztεu, le Lemme 1 assure qu’il suffit de prouver que w vérifie ses conditions
1q, 2q, et 3q.
Cependant, l’égalité w1

“ Ψpwq et la Remarque 5 garantissent que

Ψpw1
q “ ΨpΨpwqq “ w.

Enfin, comme w1
P Fztεu, l’assertion (2.18) garantit que Ψpw1

q “ w vérifie les conditions 1q, 2q, et 3q

du Lemme 1, ce qui conclut la preuve de la surjectivité.
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— Terminons la preuve en démontrant l’assertion (2.18) :
La preuve proposée est très semblable à celle du Lemme 1,

ñ : Supposons que w “ w1 . . .wq P FztHu, où q P N, et imaginons alors qu’à un instant donné
n P N˚, Fn “ w.

— Déjà, l’assertion (2.4) assurant que la dernière lettre de w est dans V, il suit que la première
lettre de ÐÝ

w appartient à V.

— Par l’absurde, supposons qu’il existe un couple pwi,wjq P
`

V
˘2, avec i ‰ j, tel que wi ´wj .

Ainsi, wi P V
`

Fn

˘

et wj P V
`

Fn

˘

, et le résultat (2.5) assure alors que

wi P V pWnq et wj P V pWnq .

ù Absurde, car deux éléments voisins ne peuvent pas être dans le système en même temps
(puisqu’ils se seraient appariés).

— Par l’absurde, supposons qu’il existe un couple pwi,wjq P VˆV, avec i ă j, tel que wi ´wj .
En particulier, l’item Vn`j s’est apparié avec un certain élément Vℓ, de classe wj (où ℓ ď n).
Or, comme wi ´ wj , l’élément Vℓ pourrait également s’apparier avec l’item Vn`i, de classe
wi P V.
Cependant, l’inégalité i ă j assure que l’élément Vn`i est arrivé avant l’item Vn`j .
Alors, comme la politique utilisée est fcfm, quel que soit l’instant d’arrivée de l’élément Vℓ

(c’est-à-dire quelle que soit la valeur de ℓ ď n), ce dernier aurait dû s’apparier avec le plus
ancien, c’est-à-dire avec Vn`i, ce qui découle sur une absurdité.

ð : Fixons un mot w P V˚
ztεu tel que ÐÝ

w vérifie les assertions 1q, 2q, et 3q du Lemme 1.
La condition 1) permet alors d’écrire

w “ apq, kqq . . . apq, 1qapqq ¨ ¨ ¨ ap3qap2, k2q . . . ap2, 1qap2qap1, k1q . . . ap1, 1qap1q,

où q P N˚, papiqq1ďiďq P Vq, papℓ, jqqpℓ,jqPrr1;qssˆrr1;kℓss P V
řq

m“1 km , et @m P rr1; qss, km P N.

Par ailleurs, les conditions 2q et 3q assurent respectivement que

@pi, jq P rr1; qss, apiq́ apjq, (2.19)

et
@i P rr1; qss, @ℓ P rri; qss, @j P rr1; kℓss, apiq́ apℓ, jq. (2.20)

Construisons alors un scénario d’arrivées menant la chaîne pFnqnPN de ε à w.
Pour cela, considérons q éléments de V, notés cp1q, . . . , cpqq, tels que

@i P rr1; qss, cpiq P Epapiqq.

Alors, en écrivant

C “ apqq . . . ap1qapq, kqq . . . apq, 1qcpqq ¨ ¨ ¨ cp3qap2, k2q . . . ap2, 1qcp2qap1, k1q . . . ap1, 1qcp1q,

ses lettres, lues de gauche à droite, correspondent à un scénario d’arrivées qui convient (grâce
aux conditions (2.19) et (2.20)).
Ainsi, si l’on fait partir la chaîne pFnqnPN de F0 “ ε et que l’on fait entrer dans le système les
lettres composant le mot C (lu de gauche à droite), c’est-à-dire

V1 “ apqq, . . . , Vq “ ap1q, Vq`1 “ apq, kqq, . . . , V2q`p
řq

ℓ“1
kℓq´1 “ ap1, 1q, V2q`

řq
ℓ“1

kℓ
“ cp1q,

on aura
Fq “ w.

Ceci assure donc que w P F, ce qui conclut la preuve.

2.10.4 Preuve de la Proposition 14
Démonstration : Remarquons tout d’abord que la Section 2.10.3 nous fournit un scénario d’arrivées per-

mettant à la chaîne de Markov pFnqnPN de passer, avec probabilité strictement positive, de ε à tout mot
w P Fztεu.
Réciproquement, supposons qu’à un instant n P N˚, Fn “ w P Fztεu, et notons

wrVs “ ap1qap2q . . . apqq, mot de taille q ě 0.
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En faisant entrer successivement, dans le système, des éléments

Vn`jpnq`1 P Epap1qq, Vn`jpnq`2 P Epap2qq, . . . , Vn`jpnq`q P Epapqqq,

on remarque que
Fn`jpnq`q “ ε.

On a donc montré l’existence d’un scénario d’arrivées permettant à la chaîne de Markov pFnqnPN de passer,
avec probabilité strictement positive, de tout mot w P Fztεu à ε, ce qui conclut la preuve.

2.10.5 Preuve de la Proposition 15
Démontrons tout d’abord le résultat suivant, presque similaire à la Proposition 15, et duquel la preuve
de ce dernier découlera aisément,

Lemme 5

Pour tout couple de mots pw,w1q P B2 vérifiant P rBn`1 “ w1|Bn “ ws ‰ 0, on a :
´

ÐÝ
w ,

ÐÝ
w1

¯

P F2

et
νpwqP

“

Bn`1 “ w1|Bn “ w
‰

“ ν
´ÐÝ
w1

¯

P
”

Fn`1 “
ÐÝ
w
ˇ

ˇFn “
ÐÝ
w1

ı

.

Démonstration du Lemme 5 : Fixons w P B et w1
P B tels que P

“

Bn`1 “ w1
|Bn “ w

‰

‰ 0.
Tout d’abord, le Lemme 2 assure directement que

ÐÝ
w P F et

ÐÝ
w1 P F.

Passons maintenant en revue toutes les transitions possibles en un pas pour la chaîne pBnqnPN, c’est-à-dire
toutes les formes possibles de w et w1 sous l’hypothèse

PrBn`1 “ w1
|Bn “ ws ‰ 0.

Pour mieux visualiser les spécificités des différentes transitions, on pourra par exemple s’aider de la Sec-
tion 2.3, et plus particulièrement de la Figure 2.2.

— Cas 1 : w “ ε.
Dans ce cas, l’ensemble des états possibles pour la chaîne pBnqnPN à l’instant suivant est V.
Notons donc w1

“ a P V, et alors,
— νpεq “ 1 ;
— PrBn`1 “ a|Bn “ εs “ PpVn`1 “ aq “ µ̄paq ;
— νpaq “ νpaq “ µ̄paq ;
— Supposons que Fn “ a.

Par construction de pFnqnPN, l’élément entrant au temps n ` 1 va alors s’apparier avec un item
de classe a, entré dans le système au plus tard à l’instant n.
Ainsi,

PrFn`1 “ ε|Fn “ as “ 1.

On en déduit donc que

νpεqPrBn`1 “ a|Bn “ εs “ µ̄paq “ νpaqPrFn`1 “ ε|Fn “ as.

— Cas 2 : w ‰ ε.
Dans ce cas, on note w “ w1 . . .wq P B Ă V˚, et on rappelle que w1 P V (cf. (2.1)).
De plus, on note a la classe de Vn`1, élément entrant dans le système à l’instant n`1, et on remarque
que ceci se produit avec probabilité µ̄paq.
Différents cas de transitions apparaissent alors en fonction du voisinage de a et de la structure de w,
— Cas 2.1 : a P EpVpwqq

c.
Dans ce cas, l’élément a entrant ne peut s’apparier avec aucun item de w pas encore apparié.
Notons donc w1

“ wa, et alors,
— PrBn`1 “ wa|Bn “ ws “ PpVn`1 “ aq “ µ̄paq ;
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— ν
`ÐÝ
wa

˘

“ νpwaq “ νpwqµ̄paq ;

— Supposons que Fn “
ÐÝ
wa “ a

ÐÝ
w .

Le fait que Fnp1q “ a P V signifie que cette lettre n’apparaîtra plus dans Fn`1 et que, par
construction de pFnqnPN, il n’y aura aucune autre modification, étant donné que l’élément
entrant au temps n ` 1 s’appariera avec un item entré au plus tard à l’instant n.
Ainsi,

P
“

Fn`1 “
ÐÝ
w
ˇ

ˇFn “
ÐÝ
wa

‰

“ 1.

On en déduit donc que

νpwqPrBn`1 “ wa|Bn “ ws “ νpwqµ̄paq “ ν
`ÐÝ
wa

˘

“ ν
`ÐÝ
wa

˘

P
“

Fn`1 “
ÐÝ
w
ˇ

ˇFn “
ÐÝ
wa

‰

.

— Cas 2.2 : a P EpVpwqq.
Dans ce cas, l’élément a entrant va s’apparier, au temps n ` 1, avec un item de w pas encore
apparié.
— Cas 2.2.1 : a P EpVpw1 ¨ ¨ ¨wk´1qq

c
X Epwkq, où k P rr2; qss.

Dans ce cas, étant sous politique fcfm, l’élément a entrant va s’apparier, au temps n ` 1,
avec l’item wk P V, où k P rr2; qss.
Notons donc w1

“ w1 . . .wk´1awk`1 . . .wqwk, et alors,
— PrBn`1 “ w1

|Bn “ ws “ PpVn`1 “ aq “ µ̄paq ;

— ν
´ÐÝ
w1

¯

“ ν
`ÐÝ
w
˘

µ̄paq “ νpwqµ̄paq ;

— Supposons que Fn “
ÐÝ
w1 “ wkwqwq´1 . . .wk`1awk´1 . . .w1.

Tout d’abord, l’équivalence (2.3) assure que wk P EpVpwqwq´1 . . .wk`1qq
c, c’est-à-dire

que wk n’est voisin d’aucun élément de Vpwqwq´1 . . .wk`1q.
Par ailleurs, le fait que Fnp1q “ wk P V signifie que cette lettre n’apparaîtra plus dans
Fn`1 et que, par construction de pFnqnPN, l’élément entrant au temps n ` 1 est de classe
wk et ne s’appariera pas avec un item entré au plus tard à l’instant n.
D’où, comme a P Epwkq avec wk P V et étant sous politique fcfm, dès l’instant n ` 1,
l’item de classe a sera promis à s’apparier dans le futur avec celui de classe wk.
Donc, avec probabilité 1,

Fn`1 “ wqwq´1 . . .wk`1wkwk´1 . . .w1 “
ÐÝ
w ,

c’est-à-dire
P
”

Fn`1 “
ÐÝ
w
ˇ

ˇFn “
ÐÝ
w1

ı

“ 1.

On en déduit donc que

νpwqPrBn`1 “ w1
|Bn “ ws “ νpwqµ̄paq “ ν

´ÐÝ
w1

¯

“ ν
´ÐÝ
w1

¯

P
”

Fn`1 “
ÐÝ
w
ˇ

ˇFn “
ÐÝ
w1

ı

.

— Cas 2.2.2 : a P Epw1q.
Dans ce cas, étant sous politique fcfm, l’élément a entrant va s’apparier, au temps n ` 1,
avec l’item w1 P V.
Ź Cas 2.2.2.1 : @k P rr2; qss, wk P V.
Notons donc w1

“ ε, et alors,
— νpwq “ µ̄pw1qµ̄pw2q . . . µ̄pwqq, car w1 P V et @k P rr2; qss, wk P V ;
— PrBn`1 “ ε|Bn “ ws “ PpVn`1 P Epw1qq “ µ̄pEpw1qq ;
— νpεq “ 1 ;
— Supposons que Fn “ ε.

Tout d’abord, comme w1 P V et @k P rr2; qss, wk P V, le Lemme 1 assure que

@j P rr2; qss, w1 ́ wj .

Alors, Fn`1 “
ÐÝ
w “ wqwq´1 . . .w2w1 si et seulement si :

˝ l’élément arrivant au temps n ` 1 est de classe w1 et l’item entrant au temps n ` q ` 1
est d’une classe appartenant à Epw1q ;
˝ pour tout j P rr2; qss, l’élément entrant au temps n ` q ` 2 ´ j est de classe wj .
Remarquons que l’appariement de l’élément entrant au temps n ` 1 ne se fait donc pas
avant l’instant n ` q ` 1.
Ainsi,

P
“

Fn`1 “
ÐÝ
w
ˇ

ˇFn “ ε
‰

“ µ̄pw1qµ̄pw2q . . . µ̄pwqqµ̄pEpw1qq.
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On en déduit donc que

νpwqPrBn`1 “ ε|Bn “ ws “ µ̄pw1qµ̄pw2q . . . µ̄pwqqµ̄pEpw1qq

“ νpεqP
“

Fn`1 “
ÐÝ
w
ˇ

ˇFn “ ε
‰

.

Ź Cas 2.2.2.2 : Dk P rr2; qss, wk P V.
On suppose que wk˚ est le plus ancien élément dans le système vérifiant cette condition
(s’il en existe plusieurs), c’est-à-dire

@j P rr2; k˚
´ 1ss, wj P V et wk˚ P V.

Notons donc w1
“ wk˚ . . .wqw1, et alors,

— νpwq “ ν
`ÐÝ
w
˘

“ ν
´ÐÝ
w1

¯

µ̄pw2qµ̄pw3q . . . µ̄pwk˚´1q ;

— P
“

Bn`1 “ w1
|Bn “ w

‰

“ PpVn`1 P Epw1qq “ µ̄pEpw1qq ;

— Supposons que Fn “
ÐÝ
w1 “ w1wqwq´1 . . .wk˚`1wk˚ .

L’équivalence (2.3) assurant que

w1 P EpVpw2 . . .wqqq
c

“ EpVpwq . . .wkqq
c

X EpVpwk´1 . . .w2qq
c,

on a :
Fn`1 “

ÐÝ
w “ wqwq´1 . . .wk˚`1wk˚wk˚´1 . . .w2w1

si et seulement si :
˝ l’item entrant au temps n ` q ´ k˚

` 3 est de classe wk˚´1 ;
˝ l’item entrant au temps n ` q ´ k˚

` 4 est de classe wk˚´2 ;
˝ . . . ;
˝ l’item entrant au temps n ` q est de classe w2 ;
˝ l’item entrant au temps n ` q ` 1 est d’une classe appartenant à Epw1q.
Ainsi,

P
”

Fn`1 “
ÐÝ
w
ˇ

ˇFn “
ÐÝ
w1

ı

“ µ̄pwk˚´1qµ̄pwk˚´2q . . . µ̄pw2qµ̄pEpw1qq.

On en déduit donc que

νpwqPrBn`1 “ w1
|Bn “ ws “ ν

´ÐÝ
w1

¯

µ̄pw2qµ̄pw3q . . . µ̄pwk˚´1qµ̄pEpw1qq

“ ν
´ÐÝ
w1

¯

µ̄pwk˚´1qµ̄pwk˚´2q . . . µ̄pw2qµ̄pEpw1qq

“ ν
´ÐÝ
w1

¯

P
”

Fn`1 “
ÐÝ
w
ˇ

ˇFn “
ÐÝ
w1

ı

.

Tous les cas ont été traités, ce qui conclut la preuve.

La preuve de la Proposition 15 se déduit maintenant de celle du Lemme 5,

Démonstration de la Proposition 15 : Fixons un couple de mots pw,w1
q P B2.

Le Lemme 2 justifie alors directement l’assertion (2.7).
Il ne reste donc plus qu’à prouver l’égalité (2.8).
Dès lors que PrBn`1 “ w1

|Bn “ ws ‰ 0, l’assertion découle directement du Lemme 5.
Pour conclure la preuve, il suffit donc de montrer que

P
“

Bn`1 “ w1
|Bn “ w

‰

“ 0 ñ P
”

Fn`1 “
ÐÝ
w
ˇ

ˇFn “
ÐÝ
w1

ı

“ 0,

c’est-à-dire
P
”

Fn`1 “
ÐÝ
w
ˇ

ˇFn “
ÐÝ
w1

ı

ą 0 ñ P
“

Bn`1 “ w1
|Bn “ w

‰

ą 0. (2.21)

Cependant, démontrer l’équation (2.21) revient à traiter tous les cas possibles de transition en une étape
pour la chaîne pFnqnPN.
La preuve est alors similaire à celle du Lemme 5 en prenant l’image par ϕ (cf. Lemme 2) de tous les mots
considérés, ce qui conclut.
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2.10.6 Preuve du Lemme 3
Démonstration : Soient A,A1, . . . ,An Ă V “ V Y V des alphabets de lettres.

1. La décomposition A “ VpAq Z VpAq et l’invariance de ν par copie garantissent que

νpAq “
ÿ

aPA
νpaq “

ÿ

aPVpAq

νpaq `
ÿ

aPVpAq

νpaq

“
ÿ

aPVpAq

µ̄paq `
ÿ

aPVpAq

µ̄paq “ µ̄pVpAqq ` µ̄
´

VpAq

¯

.

2. La forme produit de ν assure que

ν pA1 . . .Anq “ ν

¨

˝

ě

pa1,...,anqPA1ˆ¨¨¨ˆAn

ta1 . . . anu

˛

‚“
ÿ

pa1,...,anqPA1ˆ¨¨¨ˆAn

ν pa1 . . . anq

“
ÿ

pa1,...,anqPA1ˆ¨¨¨ˆAn

νpa1q . . . νpanq

“

˜

ÿ

a1PA1

νpa1q

¸

. . .

˜

ÿ

anPAn

νpanq

¸

“ νpA1q . . . νpAnq.

3. Supposons que νpAq ă 1.
Alors, par le point 2. et la définition d’une série géométrique de raison ă 1,

νpA˚
q “ ν

˜

ě

kPN
Ak

¸

“
ÿ

kPN
ν
´

Ak
¯

“
ÿ

kPN
νpAq

k
“

1

1 ´ νpAq
.

2.10.7 Preuve de la Proposition 16
Démonstration : Soient G “ pV, Eq un graphe généralisé connexe et µ̄ P NcondpGq.

— Étape 1 : Montrons que νB est une mesure stationnaire de masse finie pour la chaîne pBnqnPN :

— Étape 1.1 : Démontrons que νB est une mesure stationnaire pour la chaîne pBnqnPN :
Pour tout couple de mots pw,w1

q P B2, on note

Pw,w1 fi
PrBn`1 “ w1

|Bn “ wsνBpwq

νBpw1q
.

Fixons un mot w1
P B.

L’équation (2.8), l’égalité entre νB
´ÐÝ
w1

¯

et νBpw1
q, et le résultat (2.6) assurent que

ÿ

wPB
Pw,w1 “

ÿ

wPB

PrBn`1 “ w1
|Bn “ wsνBpwq

νBpw1q

“
ÿ

wPB

P
”

Fn`1 “
ÐÝ
w
ˇ

ˇFn “
ÐÝ
w1

ı

νB
´ÐÝ
w1

¯

νBpw1q

“
ÿ

wPB
P
”

Fn`1 “
ÐÝ
w
ˇ

ˇFn “
ÐÝ
w1

ı

“
ÿ

wPB
P
“

Fn`1 “ ϕpwq|Fn “ ϕpw1
q
‰

“ 1.

On a donc montré que
@w1

P B,
ÿ

wPB
Pw,w1 “ 1,

ce qu’on peut réécrire de la manière suivante :

@w1
P B,

ÿ

wPB

PrBn`1 “ w1
|Bn “ wsνBpwq

νBpw1q
“ 1,

c’est-à-dire
@w1

P B, νBpw1
q “

ÿ

wPB
PrBn`1 “ w1

|Bn “ wsνBpwq,

ce qui signifie que νB est une mesure stationnaire pour la chaîne pBnqnPN.
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— Étape 1.2 : Donnons une expression de νBpBq et déduisons-en que νBpBq ă `8 :
Tout d’abord, le Lemme 1 (et plus particulièrement, la Remarque 3) assure que w P Bztεu si et
seulement si w appartient à un ensemble de la forme

b1 A˚
1 b2 A˚

2 . . . bq A˚
q ,

où les lettres b1, . . . , bq P V, avec q P N˚, satisfont

tb1, . . . , bqu P ĨpGq et @i P rr1; qss, bi P VS ñ r@j ‰ i, bi ‰ bjs ,

et où, pour tout i P rr1; qss, on note

Ai fi Eptb1, . . . , biuqc.

De manière équivalente, en mettant en évidence seulement la première occurrence de chaque
lettre de V apparaissant dans w, on peut reformuler de la manière suivante :
w P Bztεu si et seulement si w appartient à un ensemble de la forme

Ce1,...,ek fi e1 B˚
1 e2 B˚

2 . . . ek B˚
k ,

où les lettres e1, . . . , ek P V, avec k P N˚, sont deux à deux distinctes et satisfont

te1, . . . , eku P ĨpGq,

et où, pour tout i P rr1; kss, on note

Bi fi Epte1, . . . , eiuqc Z pte1, . . . , eiu X Vc
Sq.

Ź Calculons νB pCe1,...,ek q, pour tout k P N˚ :
Fixons k P N˚ et i P rr1; kss.
Tout d’abord, l’item 1. du Lemme 3 assure que

νBpBiq “ µ̄ pEpte1, . . . , eiuq
c
q ` µ̄pte1, . . . , eiu X Vc

Sq

“ 1 ´ µ̄pEpte1, . . . , eiuqq ` µ̄pte1, . . . , eiu X Vc
Sq.

De plus, comme te1, . . . , eiu X Vc
S P IpGq et µ̄ P NcondpGq,

νBpBiq “ 1 ´ µ̄pEpte1, . . . , eiuqq ` µ̄pte1, . . . , eiu X Vc
Sq

ă 1 ´ µ̄pEpte1, . . . , eiuqq ` µ̄ pE pte1, . . . , eiu X Vc
Sqq

ď 1 ´ µ̄pEpte1, . . . , eiuqq ` µ̄ pE pte1, . . . , eiuqq

“ 1.

On a donc montré que, pour tout i P rr1; kss,

νBpBiq “ 1 ´ µ̄pEpte1, . . . , eiuqq ` µ̄pte1, . . . , eiu X Vc
Sq ă 1. (2.22)

Ainsi, l’association du Lemme 3 et de l’équation (2.22) assure que

νB pCe1,...,ek q “ νB
`

e1 B˚
1 e2 B˚

2 . . . ek B˚
k

˘

“ µ̄pe1qνBpB˚
1 qµ̄pe2qνBpB˚

2 q . . . µ̄pekqνBpB˚
k q

“

k
ź

i“1

µ̄peiqνBpB˚
i q

“

k
ź

i“1

µ̄peiq

1 ´ νBpBiq

“

k
ź

i“1

µ̄peiq

µ̄pEpte1, . . . , eiuqq ´ µ̄pte1, . . . , eiu X Vc
Sq

.

Donc, pour tout k P N˚,

νBpCe1,...,ek q “

k
ź

i“1

µ̄peiq

µ̄pEpte1, . . . , eiuqq ´ µ̄pte1, . . . , eiu X Vc
Sq

.
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Ź Concluons l’Étape 1.2 :

Notons S
´

ĨpGq

¯

l’ensemble des suites ordonnées pe1, . . . , ekq d’éléments deux à deux dis-

tincts de V vérifiant te1, . . . , eku P Ĩ pGq, où k P N˚.
Comme on a déjà remarqué que

B “ tεu Z

¨

˚

˝

ě

pe1,...,ekqPSp̃IpGqq

Ce1,...,ek

˛

‹

‚

,

il suit que

νBpBq “ 1 `
ÿ

pe1,...,ekqPSp̃IpGqq

νB pCe1,...,ek q

“ 1 `
ÿ

pe1,...,ekqPSp̃IpGqq

k
ź

i“1

µ̄peiq

µ̄pEpte1, . . . , eiuqq ´ µ̄pte1, . . . , eiu X Vc
Sq

.

Comme Ĩ pGq est fini, l’ensemble de toutes les permutations possibles d’éléments de Ĩ pGq,
noté S

´

Ĩ pGq

¯

, est donc également fini, et il suit donc que νBpBq ă 8.
Remarquons enfin que l’on peut également écrire

νBpBq “ 1 `
ÿ

IP̃IpGq

ÿ

σPS|I|

|I|
ź

j“1

µ̄piσpjqq

µ̄pEptiσp1q, . . . , iσpjquqq ´ µ̄ptiσp1q, . . . , iσpjqu X Vc
Sq

,

où tout ensemble I P ĨpGq s’écrit I “ ti1, . . . , i|I|u.

— Étape 2 : Concluons sur la récurrence positive de la chaîne pBnqnPN sur B :
L’Étape 1 assurant que νB

νBpBq
est une loi de probabilité stationnaire de la chaîne pBnqnPN, son ir-

réductibilité sur l’espace d’états B (cf. Proposition 11) assure que la chaîne de Markov pBnqnPN est
récurrente positive sur B, et la loi de probabilité stationnaire associée est alors unique.
Ainsi, νB est l’unique mesure stationnaire (à constante multiplicative près) de la chaîne pBnqnPN.

— Étape 3 : Déduisons-en la récurrence positive de la chaîne pFnqnPN sur F :
En définissant, pour tout couple de mots pw,w1

q P B2,

P̃w,w1 fi
PrFn`1 “ ϕpw1

q|Fn “ ϕpwqsνF pϕpwqq

νF pϕpw1qq
,

on montre, exactement de la même manière qu’à l’Étape 1.1, que

@w1
P B, νF pϕpw1

qq “
ÿ

wPB
PrFn`1 “ ϕpw1

q|Fn “ ϕpwqsνF pϕpwqq,

ce qui signifie, puisque le Lemme 2 assure que F “ tϕpwq : w P Bu, que νF est une mesure stationnaire
pour la chaîne pFnqnPN.
Puis, comme à l’Étape 1.2, on prouve que νF pFq ă `8, et νF

νF pFq
est donc une loi de probabilité

stationnaire de la chaîne pFnqnPN.
L’irréductibilité de la chaîne pFnqnPN sur F (cf. Proposition 14) assure donc sa récurrence positive
sur cet espace, et la loi de probabilité stationnaire associée est alors unique.
Ainsi, νF est l’unique mesure stationnaire (à constante multiplicative près) de la chaîne pFnqnPN.

2.10.8 Preuve de la Proposition 24
Démonstration : Fixons un sous-ensemble X Ă V.

Montrer que RX revient à prouver sa réflexivité, sa symétrie, et sa transitivité,

— Réflexivité : Soit x P X .
Trivialement, dpnq

C px, xq “ 0, et l’item 1. de la Définition 26 est donc vérifié.
Ainsi,

x RX x,

ce qui assure la réflexivité de RX .

— Symétrie : Fixons un couple px, x1
q P X 2 tel que x RX x1.
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— Cas 1 : dpnq

C px, x1
q P t0; 2u.

La propriété de symétrie de la distance d
pnq

C (cf. Proposition 23) assure alors que

d
pnq

C px1, xq “ d
pnq

C px, x1
q P t0; 2u.

L’item 1. de la Définition 26 est donc satisfait, et ainsi, x1 RX x.

— Cas 2 : Dk ě 1, Dpi1, . . . , ikq P X k t.q.

$

’

&

’

%

d
pnq

C px, i1q “ 2

d
pnq

C pij , ij`1q “ 2, @j P rr1; k ´ 1ss

d
pnq

C pik, x
1
q “ 2

.

La propriété de symétrie de la distance d
pnq

C (cf. Proposition 23) assure alors que
$

’

&

’

%

d
pnq

C px1, ikq “ 2

d
pnq

C pij`1, ijq “ 2, @j P rr1; k ´ 1ss

d
pnq

C pi1, xq “ 2

.

L’item 2. de la Définition 26 est donc satisfait avec le vecteur pik, . . . , i1q P X k, ce qui garantit
que x1 RX x.

Dans les deux cas,
x1 RX x,

ce qui prouve la symétrie de RX .

— Transitivité : Soit px, y, zq P X 3 tel que x RX y et y RX z.

— Cas 1 : dpnq

C px, yq P t0; 2u et d
pnq

C py, zq P t0; 2u.

— Si dpnq

C px, yq “ 0 et d
pnq

C py, zq “ 0, alors x “ y “ z, et d
pnq

C px, zq “ 0

ppar la propriété de séparation de la distance d
pnq

C ´ cf. Proposition 23q.

— Si dpnq

C px, yq “ 0 et d
pnq

C py, zq “ 2, alors x “ y et d
pnq

C px, zq “ 2.

— Si dpnq

C px, yq “ 2 et d
pnq

C py, zq “ 0, alors y “ z et d
pnq

C px, zq “ 2.

— Si dpnq

C px, yq “ 2 et d
pnq

C py, zq “ 2, alors x RX z (par l’item 2. de la Définition 26 avec le
vecteur pyq P X ).

Ainsi, dans tous les cas, x RX z.

— Cas 2 : Dk ě 1, Dpi1, . . . , ikq P X k,

$

’

&

’

%

d
pnq

C px, i1q “ 2

d
pnq

C pij , ij`1q “ 2, @j P rr1; k ´ 1ss,

d
pnq

C pik, yq “ 2

et d
pnq

C py, zq P t0; 2u.

Si dpnq

C py, zq “ 0, alors y “ z et, trivialement, x RX z.
Sinon, l’item 2. de la Définition 26 est satisfait avec le vecteur pi1, . . . , ik, yq P X k`1, et on a
alors également que x RX z.

— Cas 3 : Dk ě 1, Dpi1, . . . , ikq P X k,

$

’

&

’

%

d
pnq

C py, i1q “ 2

d
pnq

C pij , ij`1q “ 2, @j P rr1; k ´ 1ss,

d
pnq

C pik, zq “ 2

et d
pnq

C px, yq P t0; 2u.

Si dpnq

C px, yq “ 0, alors x “ y et, trivialement, x RX z.
Sinon, l’item 2. de la Définition 26 est satisfait avec le vecteur py, i1, . . . , ikq P X k`1, et on a
alors également que x RX z.

— Cas 4 : Dk ě 1, Dpi1, . . . , ikq P X k,

$

’

&

’

%

d
pnq

C px, i1q “ 2

d
pnq

C pij , ij`1q “ 2, @j P rr1; k ´ 1ss

d
pnq

C pik, yq “ 2,

et Dℓ ě 1, Dpm1, . . . ,mℓq P X ℓ,

$

’

&

’

%

d
pnq

C py,m1q “ 2

d
pnq

C pmj ,mj`1q “ 2, @j P rr1; ℓ ´ 1ss

d
pnq

C pmℓ, zq “ 2.
Dans ce cas, l’item 2. de la Définition 26 est satisfait avec le vecteur
pi1, . . . , ik, y,m1, . . . ,mℓq P X k`ℓ`1, ce qui assure que x RX z.

Dans tous les cas,
x RX z,

ce qui prouve la transitivité de RX .

Conclusion : RX est une relation d’équivalence sur X .
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2.10.9 Preuve de la Proposition 25
Démonstration : Considérons un cycle généralisé G “ pV, Eq de taille n ě 2.

ð : Supposons que n est pair et que VS “ H.
Alors, le couple pV1,V2q, où

V1 “

!

2i ´ 1 : i P

r
1;

n

2

z)
et V2 “

!

2i : i P

r
1;

n

2

z)
,

forme une bipartition de V, assurant que le n-cycle G est biparti.
ñ : Supposons que le n-cycle G “ pV, Eq est biparti.

Par définition, il existe alors un couple pV1,V2q Ă V2 tel que
1. V “ V1 Z V2 ;
2. pu, vq P E ñ ru P V1 et v P V2s ou ru P V2 et v P V1s.

Par l’absurde, supposons que n est impair ou que VS ‰ H.
— Cas 1 : VS ‰ H.

Dans ce cas, il existe un élément u P V tel que pu, uq P E .
La condition 2. assure alors que u P V1 et u P V2, ce qui est absurde puisque V1 et V2 sont
disjoints par construction.

— Cas 2 : n est impair.
Dans ce cas, notons n “ 2k ` 1, où k P N˚.
Sans perte de généralité, supposons que 0 P V1.
Par structure d’un cycle,

@i P rr0; 2k ´ 1ss, pi, i ` 1q P E ,
et la condition 2. permet alors de montrer, de proche en proche, que

0 P V1, 1 P V2, . . . , 2k ´ 1 P V2, et 2k P V1,

c’est-à-dire
tpairsu X rr0;n ´ 1ss Ă V1 et timpairsu X rr0;n ´ 1ss Ă V2.

Cependant, comme p2k, 0q P E , le fait que 2k P V1 et 0 P V1 combiné avec la condition 2.
débouche sur une absurdité.

On aboutit donc à une absurdité dans les deux cas, ce qui conclut la preuve.

2.10.10 Preuve de la Proposition 26
Démonstration : Soit G “ pV, Eq un cycle généralisé de taille n ě 2.

Rappelons tout d’abord (cf. (1.9)) que

NcondpGq fi
␣

µ̄ P MpVq : @I P IpGq, µ̄pIq ă µ̄pEpIqq
(

,

ce qui, par définition de la loi uniforme sur un ensemble fini, assure que

UnifpVq P NcondpGq ô @I P IpGq, |I| ă |EpIq|.

La démonstration se résume donc à prouver l’équivalence suivante :

r@I P IpGq, |I| ă |EpIq|s ô rn est impairs ou rVS X tpairsu ‰ H et VS X timpairsu ‰ Hs.

ñ : Par contraposée, supposons [n est pair] et [VS X tpairsu “ H ou VS X timpairsu “ H].
Notons alors n “ 2k, où k P N˚.
— Cas 1 : VS X tpairsu “ H.

En définissant I0 fi t0, 2, 4, 6, . . . , 2k ´ 2u “ rr0;n ´ 1ss X tpairsu, le fait que VS X tpairsu “ H

assure que

I0 P IpGq et EpI0q “ t1, 3, 5, . . . , 2k ´ 1u “ rr0;n ´ 1ss X timpairsu,

ce qui, en particulier, donne
|I0| “ |EpI0q| “ k.

— Cas 2 : VS X timpairsu “ H.
En définissant I1 fi t1, 3, 5, . . . , 2k ´ 1u “ rr0;n´ 1ss X timpairsu, le fait que VS X timpairsu “ H

assure que

I1 P IpGq et EpI1q “ t0, 2, 4, 6, . . . , 2k ´ 2u “ rr0;n ´ 1ss X tpairsu,

ce qui, en particulier, donne
|I1| “ |EpI1q| “ k.
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Dans les deux cas, on a donc trouvé un ensemble indépendant I P IpGq tel que |I| “ |EpIq|, ce qui
conclut.

ð : Supposons rn est impairs ou rVS X tpairsu ‰ H et VS X timpairsu ‰ Hs.
Fixons un ensemble indépendant I P IpGq Ă ĨpGq.
Ainsi, en combinant le Lemme 4 avec le fait que I Ă Vc

S ,

|EpIq| “ 2|I| ` |I X VS | ´ N p2q

I ` Cp2q

I ´ 1tn est pairu1!

IP̃IpGq

)

“ 2|I| ´ N p2q

I ` Cp2q

I ´ 1tn est pairu1!

IP̃IpGq

).

Pour conclure, il suffit donc de démontrer que

N p2q

I ` 1tn est pairu1!

IP̃IpGq

) ă |I| ` Cp2q

I . (2.23)

— Cas 1 : n est impair.
Par construction, N p2q

I ď |I|, et la quantité Cp2q

I étant positive, le seul cas à étudier est donc
celui où N p2q

I “ |I|, dans lequel Cp2q

I “ 1.
Ceci prouve alors l’inéquation (2.23).

— Cas 2 : n est pair, VS X tpairsu ‰ H, et VS X timpairsu ‰ H.
Par l’absurde, supposons que I P ĨpGq.
Dans ce cas, I “ rr0;n ´ 1ss X timpairsu ou I “ rr0;n ´ 1ss X tpairsu.
Alors, comme VS X timpairsu ‰ H et VS X tpairsu ‰ H, on aboutit, dans les deux cas, à
I X VS ‰ H, ce qui est absurde puisque I P IpGq.
Ainsi, I R ĨpGq, et l’inégalité (2.23) se prouve alors de la même manière que dans le Cas 1.

L’inéquation (2.23) est donc vérifiée dans les deux cas, ce qui conclut la preuve.
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La stabilité d’un système régi par un modèle d’appariements est une propriété très importante. Elle
assure, en effet, que les admissions au sein du système étudié sont contrôlées de sorte que les éléments ne
restent pas bloqués à l’intérieur et que leur nombre n’augmente pas indéfiniment. À un graphe (généralisé)
connexe G et une politique d’appariements Φ fixés, il est donc important que le taux (ou la loi) d’arrivées
µ (respectivement, µ̄) permette de rendre stable le système étudié, c’est-à-dire qu’elle doit appartenir
à la zone de stabilité du modèle. Dans le Chapitre 2 précédent, le résultat principal (Théorème 1) a
permis, dans le cas où G n’est pas un graphe biparti, d’identifier la zone de stabilité stabpG, fcfmq

avec un certain ensemble, noté NcondpGq, défini uniquement à l’aide de conditions algébriques. La
question de trouver une loi d’arrivées µ̄ P MpVq rendant le modèle mgpG, fcfm, µ̄q stable revient donc à
celle de trouver une mesure appartenant à ce nouvel ensemble algébrique NcondpGq. Une première idée
naturelle est de se demander si vérifier qu’une mesure quelconque µ̄ P MpVq appartient à NcondpGq

est réalisable algorithmiquement. La Proposition 1 de [24] assure en effet que c’est le cas. Cependant,
l’algorithme proposé possède une complexité (qui, par ailleurs, est la meilleure fournie dans la littérature)
polynomiale en le nombre de sommets du graphe de compatibilités (généralisé) connexe G considéré. Plus
précisément, cet algorithme nécessite de l’ordre de Op|V|3q opérations, ce qui, évidemment, devient très
coûteux algorithmiquement dès lors que |V| augmente, et d’où le besoin d’obtenir un moyen (beaucoup)
plus efficace pour trouver une loi µ̄ qui appartienne à l’ensemble NcondpGq. C’est donc l’objet de ce
Chapitre 3, qui va permettre de caractériser exactement l’ensemble NcondpGq et de donner un moyen
(très) simple de construction des mesures en son sein. Nous irons même plus loin en faisant de même
pour certains autres modèles d’appariements (bipartis, bipartis étendus, généraux avec abandons) et
de files d’attente, dits skill-based. Cette étude permet donc, sous de bonnes conditions (sur le graphe
de compatibilités G et la politique Φ), de construire aisément des taux (ou lois) d’arrivées permettant
de rendre stable le modèle étudié. Tout d’abord, nous commencerons par répondre le plus précisément
possible aux questions de la Remarque 6 laissées en suspens à la fin du Chapitre 2. Puis, après avoir
notamment présenté les différents modèles d’appariements et de files d’attente étudiés par la suite (cf.
Section 3.3), les résultats majeurs de ce Chapitre 3 seront fournis dans la Section 3.4. Comme annoncé
précédemment, nous y caractériserons algébriquement certaines zones de stabilité associées à différents
modèles, et donnerons également une procédure de construction (très) simple des mesures appartenant à
ces zones. En plus de tout ceci, nous portons à l’attention du lecteur les éléments intéressants suivants,
obtenus au cours de nos recherches :

— La mise en évidence d’un lien entre les mesures rendant stables certains modèles d’appariements et
les mesures invariantes réversibles pour une marche aléatoire sur les arêtes d’un graphe généralisé
connexe (cf. Corollaire 2 et Corollaire 3).

— L’intrigante utilisation d’un résultat d’analyse matricielle, le lemme de Farkas matriciel, dans la
preuve du Théorème 2 (cf. Section 3.7.1.2 et Section 3.7.2.3).

— L’utilisation d’éléments de théorie des flots dans la preuve du Théorème 3, dans le cas d’un graphe
biparti (cf. Section 3.10.2).

Pour une parfaite information, ce Chapitre 3 présente une version étendue de certains résultats donnés
dans l’article [6], pré-publié en 2021.

Tout au long de ce Chapitre 3, tous les graphes (généralisés) considérés seront connexes et constitués
d’au moins deux sommets.

Comme annoncé dans la Section 2.9.2, un des objectifs initiaux de ce Chapitre 3 est de répondre aux
questions laissées en suspens à la fin du Chapitre 2 (cf. Remarque 6).

La Section 3.1 suivante va déjà permettre de résoudre la question Q.1, en premier lieu (et afin de faire une
transition en douceur avec la Section 2.9) dans le cas du cycle généralisé connexe, puis, plus généralement,
pour tout graphe généralisé connexe.
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3.1 Motivations et premiers résultats
Définissons ci-dessous une mesure de probabilité remarquable qui appartient systématiquement à l’en-
semble NcondpGq dès lors que celui-ci est non-vide (cf. Proposition 28),

Définition 29

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq, on définit la mesure µdeg P MpVq par :

@v P V, µdegpvq fi degpvq,

où degpvq “ |Epvq| est le degré pc’est-à-dire le nombre de voisinsq dans G du sommet v P V.
La loi de probabilité associée, notée µ̄deg P MpVq, est donc donnée par :

@v P V, µ̄degpvq fi
degpvq
ř

iPV
degpiq

“
µdegpvq

Card
´

Ø

E
¯ “

|Epvq|

Card
´

Ø

E
¯ ,

où
Ø

E est défini par (1.1).

Le premier résultat proposé ci-dessous s’appuie notamment sur le Lemme 4 et répond partiellement à la
question Q.1 (cf. Remarque 6) en assurant que, dans le cas où G est un cycle généralisé connexe de taille
supérieure ou égale à deux, la mesure µdeg (respectivement, µ̄deg) appartient à l’ensemble Ncond`

pGq

(respectivement, NcondpGq), dès lors que celui-ci est non-vide. Même si ce résultat sera généralisé par la
suite, nous souhaitons tout de même le présenter car il permet de fournir une bonne intuition du résultat
plus général présenté juste après (cf. Proposition 28),

Proposition 27

Pour tout cycle généralisé connexe G “ pV, Eq de taille n ě 2, les assertions suivantes sont
équivalentes :

piq Ncond`
pGq ‰ H ;

piiq µdeg P Ncond`
pGq ;

piiiq NcondpGq ‰ H ;
pivq µ̄deg P NcondpGq ;
pvq G n’est pas un cycle biparti ;

pviq rn est impairs ou rVS ‰ Hs.

Démonstration : Le résultat (2.15) de la Proposition 25 correspondant à l’équivalence pvq ô pviq, et les
assertions piq ô piiiq, piiq ô pivq, et piiq ñ piq étant évidentes, il suffit de prouver l’équivalence piiq ô pviq
et l’implication piq ñ pvq pour conclure la preuve, ce qui est fait dans la Section 3.5.

Il semble maintenant naturel de conjecturer que ce résultat reste vrai pour tout graphe généralisé connexe
ayant au moins deux sommets, ce qui permettrait de résoudre complètement la question Q.1 (cf. Re-
marque 6). Il s’avère que c’est bien le cas et, même s’il sera à son tour généralisé par la suite, nous le
présentons tout de même car il nous a, une fois encore, donné une intuition pour le Théorème 2 présenté
plus loin,

Proposition 28

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq tel que |V| ě 2, les assertions suivantes sont
équivalentes :

piq Ncond`
pGq ‰ H ;

piiq µdeg P Ncond`
pGq ;

piiiq NcondpGq ‰ H ;
pivq µ̄deg P NcondpGq ;
pvq G n’est pas un graphe biparti.
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Démonstration de la Proposition 28 : Les équivalences piq ô piiiq, piiq ô pivq, et l’implication piiq ñ piq
étant évidentes, et la preuve de l’implication piq ñ pvq étant rigoureusement identique à celle faite pour
la Proposition 27 (cf. Section 3.5.2), il ne reste plus qu’à démontrer l’implication pvq ñ piiq pour conclure
la preuve, ce qui est fait dans la Section 3.6.
Remarquons qu’une démonstration directe de l’implication pvq ñ piiiq est donnée au cours de la preuve
du Theorem 1 de [24].

La question Q.1 (cf. Remarque 6) étant résolue, nous souhaitons poursuivre sur notre lancée en donnant
une réponse aux questions Q.2 et Q.3, ce qui sera fait au début de la Section 3.4 (cf. Théorème 2 et
Corollaire 2).
Une fois ceci réalisé, nous souhaiterons en plus étendre notre approche de ces questions à d’autres situa-
tions, et notamment la caractérisation de zones de stabilité

— de certains modèles d’appariements bipartis et bipartis étendus (cf. Corollaire 3) ;
— de certains modèles d’appariements généraux avec abandons (cf. Théorème 3) ;
— de certains modèles de files d’attente basées sur les compétences (ou skill-based) (cf. Corollaire 4,

Proposition 30, et Proposition 31).
Introduisons à présent quelques notions préliminaires qui nous seront utiles par la suite.

3.2 Mesures à poids et lien avec les marches aléatoires

3.2.1 Mesures à poids sur des graphes généralisés
Définition 30

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq, on dit qu’une famille α “ pαi,jqpi,jqPE de nombres
réels est une famille de poids sur E si, pour tout pi, jq P E , αi,j “ αj,i ą 0.
Une telle famille α est vue comme un élément de MpEq et, pour chaque arête e “ pi, jq P E , on écrit
de manière équivalente, αe, αi,j , ou αj,i.

Définition 31

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq, à toute famille de poids α “ pαi,jqpi,jqPE P MpEq

est associée
— la mesure positive sur les nœuds, notée µα P MpVq, définie par

µαpiq fi
ÿ

jPEpiq

αi,j , i P V ; (3.1)

— la loi de probabilité affiliée, notée µ̄α fi µα P MpVq, définie par

µ̄αpiq “
µαpiq

µαpVq
“

ř

jPEpiq

αi,j

ř

ℓPV

ř

jPEpℓq

αℓ,j
, i P V. (3.2)

Les mesures µα et µ̄α, où α P MpEq, sont appelées mesures à poids.
On définit alors les sous-ensembles pde MpVq et MpVq, respectivementq suivants :

WpGq fi tµα : α P MpEqu , (3.3)

et
WpGq fi tµ̄α : α P MpEqu . (3.4)

Remarquons que lorsque pV1,V2q forme une bipartition de V,

ř

ℓPV1

ř

jPEpℓq

αℓ,j “
ř

ℓPV2

ř

jPEpℓq

αℓ,j “

ř

ℓPV

ř

jPEpℓq

αℓ,j

2 ,

ce qui se réécrit

µαpV1q “ µαpV2q “
µαpVq

2
. (3.5)
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Remarque 7

Dans le cas où la famille α affecterait la valeur 0 à certaines arêtes de E , c’est-à-dire si α P Mě0pEq, où
Mě0pEq représente l’ensemble des mesures positives dont le support est inclus dans E , on ne qualifiera
alors plus α de famille de poids, mais on s’autorisera tout de même à construire la mesure µα associée,
qui sera alors, a priori, un élément de Mě0pVq.

3.2.2 Marches aléatoires
Définition 32

On dit qu’une matrice stochastique P “ pP pi, jqqpi,jqPV2 définit une marche aléatoire sur les arêtes E
d’un graphe généralisé connexe G “ pV, Eq lorsque P pi, jq “ 0 si et seulement si pi, jq R E , pour tout
couple de sommets pi, jq P V2.
De plus, la marche aléatoire est dite réversible lorsque la chaîne de Markov associée admet une mesure
invariante réversible.

Définition 33

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq, à toute famille de poids α “ pαi,jqpi,jqPE P MpEq est
associée la marche aléatoire pondérée définie par la matrice stochastique Pα, où

Pαpi, jq fi
αi,j
ř

ℓPEpiq

αi,ℓ
, i P V, j P Epiq. (3.6)

Proposition 29

Soient G “ pV, Eq un graphe généralisé connexe tel que |V| ě 2 et une mesure µ P MpVq.
Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

— La mesure µ P MpVq est invariante réversible pour la chaîne de Markov associée à une
marche aléatoire sur les arêtes de G ;

— µ P WpGq, c’est-à-dire que µ est une mesure à poids.
Dans ce cas, µ̄ P MpVq est l’unique loi de probabilité stationnaire de la chaîne précitée.
De plus, µα est une mesure invariante pour la chaîne de Markov associée à la matrice sto-
chastique Pα, définie par (3.6).

Démonstration : Considérons un graphe généralisé connexe G “ pV, Eq tel que |V| ě 2.
ñ : Supposons qu’une mesure µ P MpVq est invariante réversible pour une marche aléatoire sur E ,

définie par une matrice stochastique P .
Si on pose, pour chaque arête pi, jq P E ,

αi,j “ µpiqP pi, jq “ µpjqP pj, iq “ αj,i,

alors
@i P V, µpiq “ µpiq

ÿ

jPEpiq

P pi, jq “
ÿ

jPEpiq

αi,j “ µα
piq,

c’est-à-dire que µ “ µα est la mesure à poids associée à la famille de poids α “ pαi,jqpi,jqPE .
ð : Considérons une famille de poids α “ pαi,jqpi,jqPE P MpEq, et fixons un couple pi, jq P V2.

Alors,
— µα

piqPα
pi, jq “

ř

ℓPEpiq

αi,ℓ ˆ
αi,j
ř

ℓPEpiq

αi,ℓ
1tjPEpiqu “ αi,j1tjPEpiqu ;

— µα
pjqPα

pj, iq “
ř

ℓPEpjq

αj,ℓ ˆ
αj,i

ř

ℓPEpjq

αj,ℓ
1tiPEpjqu “ αj,i1tiPEpjqu.

Ainsi, comme α est une famille de poids sur E ,

@pi, jq P V2, µα
piqPα

pi, jq “ µα
pjqPα

pj, iq,

ce qui signifie que la mesure µα est réversible (et donc invariante) pour Pα.
Par irréductibilité de Pα, il s’ensuit que µ̄α

“
µα

µαpVq
est l’unique loi de probabilité stationnaire de la

chaîne de Markov associée à Pα.
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3.3 Présentation de quelques modèles d’appariements

Dans le but d’étudier, dans la Section 3.4, les zones de stabilité de certains modèles d’appariements (géné-
raux, généraux avec abandons, bipartis, bipartis étendus) et de certains modèles de files d’attente basées
sur les compétences (ou skill-based), on se propose, dans cette Section 3.3, de les définir et d’introduire
les principales notations associées. Le modèle d’appariements général ayant déjà été largement introduit
et discuté dans le Chapitre 1, nous nous permettons d’y renvoyer le lecteur et de ne pas faire de rappels
le concernant.

Introduisons tout d’abord une notation préalable,

Définition 34

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq et tout sous-ensemble V 1 Ă V, on note

IpV 1q fi tI P IpGq : I Ă V 1u,

l’ensemble des ensembles indépendants de G inclus dans V 1.

3.3.1 Modèles d’appariements bipartis et bipartis étendus

Dans cette Section 3.3.1, nous commençons par donner les principales définitions et les principaux résultats
concernant le modèle d’appariements biparti étendu, variante

— du modèle d’appariements général (mg), introduit dans le Chapitre 1, où le graphe de compatibilités
considéré est généralisé connexe, et pour lequel la zone de stabilité est vide dès lors qu’il est biparti
(cf. Proposition 6 et Proposition 9) - d’où la nécessité d’introduire un autre modèle d’appariements
spécifique au cas où le graphe est biparti ;

— du modèle d’appariements biparti (mb), défini dans l’article [13], puis dans [3], où les types de
clients et de serveurs entrants sont supposés indépendants - ce qui n’est plus nécessairement le cas
dans le modèle étendu. Quelques éléments concernant les modèles d’appariements bipartis seront
donnés à la fin de cette Section 3.3.1.

Pour plus de détails sur le modèle d’appariements biparti étendu, on pourra se référer aux articles [11]
et [26]. Considérons un graphe biparti connexe G “ pV1 Z V2, Eq. À l’instar du modèle d’appariements
général, les classes d’items sont représentées par les éléments de V1 et de V2, et deux items i P V1 et
j P V2 sont dits compatibles lorsqu’il existe une arête entre i et j. À chaque pas de temps, on fait entrer
deux éléments dans le système : un dont la classe appartient à V1 et un dont la classe appartient à V2.
Les couples des classes des éléments arrivants sont alors représentés par la suite pVnqnPN˚

, c’est-à-dire que
pour tout n P N˚, écrire Vn “ pi, jq signifie qu’un élément de classe i P V1 et un élément de classe j P V2

entrent tous deux dans le système à l’instant n. La suite pVnqnPN˚
est supposée i.i.d., de loi de probabilité

µ̃ P MpV1 ˆ V2q, ses lois marginales étant respectivement notées µ̃1 et µ̃2. On écrira alors µ̃ “ pµ̃1, µ̃2q.
Le processus d’appariements est le suivant : à l’arrivée de chaque couple pi, jq P V1 ˆ V2, on regarde s’il
y a (au moins) un élément d’une classe appartenant à V1 dans le système qui est compatible avec l’item
de classe j entrant. Si c’est le cas, l’item de classe j susmentionné est apparié avec l’un de ces éléments,
choisi (s’il y en a plusieurs compatibles) selon une certaine politique d’appariements Φ donnée, et les
deux éléments quittent alors le système. Nous recommençons ensuite exactement la même procédure avec
l’item de classe i arrivant. Plusieurs situations peuvent alors se présenter :

— Si un seul des deux items entrants (i et j) a trouvé à s’apparier (avec un élément déjà présent),
l’autre est stocké dans le système.

— Si aucun des deux éléments (i et j) n’a pu s’apparier, alors

— soit ils sont compatibles entre eux et s’apparient, avant de quitter le système ;
— soit ce n’est pas le cas, et ils sont alors stockés tous les deux dans le système.

La politique d’appariements Φ P pol considérée est supposée être admissible, c’est-à-dire qu’elle dépend
uniquement des instants auxquels les éléments stockés sont entrés dans le système, de leurs classes,
et éventuellement d’un tirage aléatoire indépendant de tout le reste. Par exemple, pour la politique
Φ “ fcfm, on choisit dans le système l’élément compatible le plus ancien, alors que pour Φ “ ml, on
choisit dans le système un élément compatible dont la classe est la plus représentée, les cas d’égalité étant
résolus à l’aide d’un tirage aléatoire. D’autres exemples de politiques d’appariements sont donnés dans la
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Section 1.1.2, ainsi que dans l’article [11]. Enfin, similairement au cas du modèle d’appariements général,
on dira que l’on étudie le modèle d’appariements biparti étendu associé à pG,Φ, µ̃q et, pour abréger, on
le notera mbépG,Φ, µ̃q.

Définition 35

Pour tout graphe biparti connexe G “ pV1 Z V2, Eq, toute politique d’appariements Φ P pol, et toute
mesure de probabilité µ̃ P MpV1 ˆ V2q fixés, on note

`

Y Φ,µ̃
n

˘

nPN la chaîne de Markov représentant
l’évolution temporelle du contenu d’un système régi par le modèle mbépG,Φ, µ̃q. Cette chaîne est à
valeurs dans un espace d’états, noté Y, inclus dans V˚

1 ˆ V˚
2 .

Enfin, parallèlement à (1.5),

Définition 36

Pour tout graphe biparti connexe G “ pV1 Z V2, Eq et toute politique d’appariements Φ P pol,
l’ensemble des mesures µ̃ P MpV1 ˆ V2q pour lesquelles le modèle mbépG,Φ, µ̃q est stable est appelé
sa zone de stabilité et est défini par

stabbépG,Φq fi
␣

µ̃ P M pV1 ˆ V2q :
`

Y Φ,µ̃
n

˘

nPN est récurrente positive
(

.

Le Lemma 3.2 de [11] assure que, pour toute politique d’appariements Φ P pol, stabbépG,Φq est inclus
dans l’ensemble

NcondbépGq fi

"

µ̃ “ pµ̃1, µ̃2q P M pV1 ˆ V2q :

"

@I1 P IpV1qztV1u, µ̃1 pI1q ă µ̃2 pE pI1qq

@I2 P IpV2qztV2u, µ̃2 pI2q ă µ̃1 pE pI2qq

*

, (3.7)

et le Theorem 7.1 de [11] garantit que les ensembles stabbépG,Φq et NcondbépGq coïncident pour Φ “ ml.

Les modèles d’appariements bipartis, introduits initialement dans [13], sont définis de manière similaire
aux modèles d’appariements bipartis étendus, excepté que la mesure µ̃ est supposée être sous une forme
produit µ̃ “ µ̃1 b µ̃2, c’est-à-dire que les classes des deux éléments de chaque couple entrant sont in-
dépendantes. Similairement au cas du modèle d’appariements biparti étendu, on dira que l’on étudie le
modèle d’appariements biparti associé à pG,Φ, µ̃1 b µ̃2q et, pour abréger, on le notera mbpG,Φ, µ̃1 b µ̃2q.
De même que pour les modèles précédents, on définit la zone de stabilité associée par

stabbpG,Φq fi
␣

µ̃ “ µ̃1 b µ̃2 P M pV1 ˆ V2q : pY Φ,µ̃
n qnPN est récurrente positive

(

.

Le Lemma 3.2 de [11] assure encore, en particulier, que pour toute politique d’appariements Φ P pol,
stabbpG,Φq est inclus dans l’ensemble

NcondbpGq fi

"

µ̃ “ µ̃1 b µ̃2 P M pV1 ˆ V2q :

"

@I1 P IpV1qztV1u, µ̃1 pI1q ă µ̃2 pE pI1qq

@I2 P IpV2qztV2u, µ̃2 pI2q ă µ̃1 pE pI2qq

*

. (3.8)

Enfin, il est démontré dans [3] que les ensembles stabbpG,Φq et NcondbpGq coïncident pour Φ “ fcfm.

3.3.2 Modèles d’appariements généraux avec abandons
Intéressons-nous à présent aux modèles d’appariements généraux (en temps continu) avec abandons,
comme introduit dans [22]. Ces modèles sont définis de la même manière que les modèles d’appariements
généraux (en temps continu) classiques, excepté que G “ pV, Eq est un graphe (simple) connexe, et que,
pour un sous-ensemble fixé de V, noté V1, les éléments de VzV1 ont une durée de vie aléatoire finie dans le
système, après lequel ils le quittent immédiatement s’ils n’ont pas déjà été appariés avant. L’ajout de cette
caractéristique spécifique est adaptée à diverses applications concrètes pour lesquelles les éléments partent
du système lorsqu’ils ont attendu trop longtemps sans avoir été appariés. Par exemple, cet abandon peut
représenter le décès d’un patient en attente d’une transplantation d’organe, l’expiration d’un organe qui
n’a pas été transplanté suffisamment rapidement, le retrait d’une candidature à un emploi, à un logement,
etc.
Le Theorem 3.2 de [22] assure que, pour tout graphe G “ pV, Eq et toute politique d’appariements
Φ P pol, la zone de stabilité de ce modèle est incluse dans l’ensemble

Ncond`
V1

pGq fi tµ P M pVq : @I1 P IpV1q, µ pI1q ă µ pE pI1qqu , (3.9)
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et que les deux ensembles précités coïncident dès lors que Φ est une politique de type Max-Weight pmwq

- et donc, en particulier, lorsque Φ “ ml.
La condition d’appartenance à l’ensemble Ncond`

V1
pGq étant la restriction de la condition (1.8) aux classes

de sommets ne pouvant pas abandonner (c’est-à-dire V1), c’est donc un sur-ensemble de Ncond`
pGq.

Enfin, en utilisant un argument de normalisation, on remarque que les mêmes résultats sont encore
valables dans le cas de modèles d’appariements généraux avec abandons (en temps discret), en remplaçant
l’ensemble Ncond`

V1
pGq par l’ensemble de lois de probabilité

NcondV1
pGq fi

␣

µ̄ P M pVq : @I1 P IpV1q, µ̄ pI1q ă µ̄ pE pI1qq
(

. (3.10)

3.3.3 Files d’attente basées sur les compétences (ou skill-based)
On s’intéresse au modèle défini dans [31], considérant des tâches (ou clients) et des serveurs de différents
types. Fixons un graphe biparti connexe G “ pV1 Z V2, Eq, où V1 représente les classes de tâches et
où V2 représente les classes de serveurs. Pour chaque i P V1, les arrivées de tâches de type i se font
selon un processus de Poisson d’intensité µpiq (indépendant des processus de Poisson par lesquels entrent
les tâches des autres types). Les tâches de chaque type requièrent des temps de service i.i.d., de lois
exponentielles de paramètre 1. Les règles de compatibilité sont les suivantes : chaque serveur de type
j P V2 ne peut s’occuper que des tâches dont le type appartient à l’ensemble Epjq et ce, au taux γpjq ą 0
(indépendamment, donc, de la classe de la tâche de Epjq à s’occuper). De manière similaire, les tâches de
type i P V1 peuvent seulement être réalisées par un serveur dont la classe appartient à l’ensemble Epiq.
On notera µ “ pµp1q, . . . , µp|V1|qq et γ “ pγp1q, . . . , γp|V2|qq, et ces deux éléments seront vus comme des
mesures de MpV1q et MpV2q, respectivement.
Le processus d’appariements est le suivant : des clients entrent dans la file d’attente et sont choisis (par
des serveurs compatibles) selon la règle de décision First Come, First Served (fcfs). Cependant, lorsque,
pour une tâche i P V1 fixée, plusieurs serveurs compatibles (c’est-à-dire, appartenant à l’ensemble Epiq)
sont inoccupés, le serveur est choisi, au hasard, parmi eux.
Par ailleurs, le Theorem 2 de [31] assure que le modèle ne peut être stable que si la mesure µ appartient
à l’ensemble

Ncond`
V1,γ

pGq fi tµ P MpV1q : @I1 P IpV1q, µpI1q ă γpEpI1qqu , (3.11)

et que cette condition est également suffisante si l’attribution aléatoire des tâches suit une certaine condi-
tion d’affectation (ou assignment condition) donnée - voir la Section 3.6 de [31]. De plus, il est aussi
démontré, dans [4], que l’ensemble Ncond`

V1,γ
pGq coïncide avec la zone de stabilité des modèles de files

d’attente ayant la même structure mais pilotées, cette fois-ci, par la politique First Come, First Served
- Assign the Longest Idling Server (fcfs-alis), c’est-à-dire que les clients patientant dans la file d’at-
tente sont choisis par des serveurs compatibles selon la règle de service fcfs, mais que, dans le cas où
plusieurs serveurs compatibles sont inoccupés à l’arrivée d’un client, celui qui sera affecté est celui qui
était inactif depuis le plus longtemps (alis). Fait intéressant, il a été démontré dans la littérature que les
deux modèles évoqués ci-dessus ont alors la même distribution stationnaire (donnée sous forme produit).
Par construction, remarquons par ailleurs que l’ensemble Ncond`

V1,γ
pGq peut être vu (lorsque G est bi-

parti) comme le sous-ensemble de Ncond`
V1

pGq ne contenant que les mesures dont la restriction à V2 est γ.

Les files d’attente dites multi-classes/multi-groupes (ou multi-class/multi-pool, en anglais) présentées dans
l’article [14], généralisent ces modèles de files d’attente de la façon suivante :

— Pour tout j P V2, il y a sj P N˚ serveurs indistinguables de classe j.
— Le temps de service d’un client de classe i P V1, lorsqu’il est servi par un serveur de classe j P V2,

est donné par une loi exponentielle de paramètre γppi, jqq ą 0, qui peut donc dépendre à la fois de
i et de j.

Il est démontré dans [30] que, pour toute mesure γ P MpEq et tout vecteur psjqjPV2
P pN˚qV2 , la zone de

stabilité du modèle est incluse dans l’ensemble de mesures

Ncond`,‹
V1,γ,s

pGq fi

$

&

%

µ P MpV1q : Dπ P MpEq t.q.

$

&

%

@i P V1, µpiq “
ř

jPV2

γppi, jqqsjπppi, jqq

@j P V2,
ř

iPV1

πppi, jqq ă 1

,

.

-

, (3.12)

pour un ensemble de politiques de service (déterminant les classes de clients que les serveurs disponibles
choisissent de servir) et de contrôles des admissions (permettant de décider les classes des serveurs avec
lesquels les clients arrivants seront affectés) appelées politiques sbr. De plus, il est également prouvé
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dans [30] que la zone de stabilité est précisément Ncond`,‹
V1,γ,s

pGq dès lors que la politique Maximum
Pressure Policy (mpp) est utilisée - une telle politique est dite de débit optimal.

3.3.4 Vers une caractérisation exacte des zones de stabilité

Dans tous les modèles d’appariements et de files d’attente déjà présentés (excepté pour les files d’at-
tente multi-classes/multi-groupes de la Section 3.3.3), les zones de stabilité sont incluses dans (et parfois
coïncident avec) des ensembles de mesures ayant approximativement la même forme, et qui rappellent la
condition de Hall (cf. [21]). Ils sont respectivement donnés par (1.9), (1.10), (3.7), (3.8), (3.9), (3.10), et
(3.11). Dans tous ces cas, il doit donc être vérifié que, pour tout ensemble indépendant (potentiellement
dans un sous-ensemble donné de sommets), la mesure de cet ensemble doit être inférieure à la mesure
de l’ensemble de ses sommets voisins. Garantir la stabilité, pour des taux d’arrivées donnés et pour une
politique d’appariements fixée, revient à vérifier cette condition pour tous les ensembles indépendants,
tâche qui devient de plus en plus difficile à mesure que le nombre de sommets du graphe de compatibi-
lités G grandit. Plus précisément, la Proposition 1 de [24] (respectivement, la Proposition 3.5 de [11])
assure que vérifier qu’une mesure µ̄ P MpVq donnée appartienne à l’ensemble NcondpGq, défini par (1.9)
(respectivement, qu’un mesure µ̃ P MpV1 ˆ V2q donnée appartienne à l’ensemble NcondbépGq, défini
par (3.7)), peut se faire en Op|V|3q opérations. D’où la nécessité de caractériser et, si possible, de fournir
une procédure de construction (simple) des mesures appartenant à ces ensembles. Le Théorème 2 à venir
montre que si G n’est pas biparti, alors NcondpGq coïncide avec WpGq, et que si G est biparti, alors
µ̃ P NcondbépGq ô µ P WpGq, dès lors que µpV1q “ µpV2q (cf. (3.42)). En d’autres termes, toute mesure
qui pourrait rendre stable le système étudié peut être obtenue simplement en assignant des poids aux
arêtes du graphe (généralisé) considéré. Réciproquement, toute mesure construite de cette façon permet
de rendre stable certains systèmes (cf. Corollaire 2 et Corollaire 3).

3.4 Résultats

Dans cette Section 3.4, nous caractérisons les zones de stabilité de différents modèles d’appariements (ou
de files d’attente), parmi lesquels ceux introduits dans la Section 3.3. Ces caractérisations constitueront
les principaux résultats du Chapitre 3. Nous verrons que ces zones coïncident avec des ensembles de
mesures à poids, qui correspondent, quant à eux, à des ensembles de mesures invariantes réversibles pour
des marches aléatoires pondérées sur les arêtes de graphes généralisés (cf. Proposition 29). Présentons à
présent le résultat majeur de ce Chapitre 3,

Théorème 2

Soit G “ pV, Eq un graphe généralisé connexe tel que |V| ě 2.
Alors, l’ensemble des mesures à poids WpGq, défini par (3.3), coïncide avec

— l’ensemble Ncond`
pGq, défini par (1.10), si G n’est pas un graphe biparti ;

— l’ensemble

N`
b pGq fi

"

µ P M pVq :

"

@I P IpGqztV1,V2u, µ pIq ă µ pE pIqq

µpV1q “ µpV2q

*

,

si G est un graphe biparti, et où pV1,V2q est la bipartition de V.

Démonstration : Une preuve du Théorème 2 est donnée dans la Section 3.7.

Il suit directement du Théorème 2 que, dans le cas où G est un graphe généralisé connexe qui n’est pas
biparti (et qui possède au moins deux sommets), l’ensemble de mesures de probabilité NcondpGq, défini
par (1.9), coïncide avec l’ensemble WpGq, défini par (3.4).

Une des principales conséquences du Théorème 2 est la suivante,
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Corollaire 2

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq qui n’est pas biparti pavec |V| ě 2q et toute
mesure µ P MpVq, les assertions suivantes sont équivalentes :

piq µ est invariante réversible pour une marche aléatoire sur E .

piiq µ est une mesure à poids, c’est-à-dire qu’il existe une famille de poids α P MpEq telle
que, pour tout i P V, µpiq “ µαpiq. On note µ P WpGq.

piiiq Pour toute politique maximale généralisée Φ P pol, la loi de probabilité µ̄ fi
µ

µpVq

appartient à l’ensemble stabpG,Φq, c’est-à-dire que le modèle mgpG,Φ, µ̄q est stable.
pivq Pour toute politique maximale généralisée Φ P pol, la mesure µ appartient à l’ensemble

stab`pG,Φq, c’est-à-dire que le modèle mgcpG,Φ, µq est stable.

Démonstration : Une preuve de ce résultat est fournie dans la Section 3.8.

Exemple 5

Considérons le graphe généralisé pondéré G “ pV, Eq, représenté par la Figure 3.1.
L’ensemble des ensembles indépendants de G est

IpGq “ tt2u, t3u, t4uu,

et ainsi,

Ncond`
pGq “

"

µ P MpVq : µp2q ă
µpVq

2
, µp3q ă µp2q ` µp4q, et µp4q ă µp2q ` µp3q

*

.

On assigne la famille de poids α “ pα1,1, α1,2, α2,3, α2,4, α3,4q “ pa, b, c, d, eq P MpEq aux arêtes de G,
et la mesure à poids µα P WpGq associée est alors donnée par

$

’

’

’

&

’

’

’

%

µαp1q “ a ` b ;

µαp2q “ b ` c ` d ;

µαp3q “ c ` e ;

µαp4q “ d ` e.

Le Théorème 2 assure que toute mesure à poids µα P WpGq appartient à l’ensemble Ncond`
pGq. De

plus, le Corollaire 2 garantit que, pour toute famille de poids α P MpEq et toute politique maximale
généralisée Φ P pol - en particulier, pour fcfm pcf. Théorème 1q ou certaines politiques de type
Max-Weight mw pcf. Theorem 4.7 de [7]q, les modèles mgpG,Φ, µ̄αq et mgcpG,Φ, µαq sont stables.
Réciproquement, toute mesure rendant stables ces modèles peut être construite de cette manière.
Par ailleurs, pour toute famille de poids α P MpEq, la mesure µα est invariante réversible pour la
chaîne de Markov sur l’ensemble t1, 2, 3, 4u dont les transitions sont données par

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Pαp1, 1q “ a
a`b ; Pαp1, 2q “ b

a`b ;

Pαp2, 1q “ b
b`c`d ; Pαp2, 3q “ c

b`c`d ; Pαp2, 4q “ d
b`c`d ;

Pαp3, 2q “ c
c`e ; Pαp3, 4q “ e

c`e ;

Pαp4, 2q “ d
d`e ; Pαp4, 3q “ e

d`e .

De plus, toute mesure invariante réversible pour une marche aléatoire sur les arêtes E de G peut être
construite de cette façon.
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Figure 3.1 – Graphe généralisé pondéré G.

Définition 37

Pour tout graphe biparti connexe G “ pV “ V1 Z V2, Eq, à toute mesure µ P MpVq sont associées les
mesures µ̃1 P MpV1q et µ̃2 P MpV2q, définies par

µ̃1piq fi
µpiq

µpV1q
, i P V1 et µ̃2pjq fi

µpjq

µpV2q
, j P V2, (3.13)

ainsi qu’une mesure de probabilité µ̃ “ pµ̃1, µ̃2q P MpV1 ˆ V2q admettant µ̃1 prespectivement, µ̃2q

comme première prespectivement, secondeq marginale.

Le résultat suivant s’appuie sur le Théorème 2,

Corollaire 3

Pour tout graphe biparti connexe G “ pV “ V1 Z V2, Eq et toute mesure µ P MpVq vérifiant
µpV1q “ µpV2q, les assertions suivantes sont équivalentes :

piq µ est invariante réversible pour une marche aléatoire sur E .
piiq µ est une mesure à poids, c’est-à-dire qu’il existe une famille de poids α P MpEq telle

que, pour tout i P V, µpiq “ µαpiq. On note µ P WpGq.
piiiq Toute mesure µ̃ P MpV1 ˆ V2q associée à µ (par la Définition 37) appartient à

stabbépG,mlq, c’est-à-dire que le modèle mbépG,ml, µ̃q est stable.
pivq Toute mesure µ̃ “ µ̃1 b µ̃2 P MpV1 ˆ V2q associée à µ (par la Définition 37) appartient

à stabbpG, fcfmq, c’est-à-dire que le modèle mbpG, fcfm, µ̃1 b µ̃2q est stable.

Démonstration : Une preuve de ce résultat est donnée dans la Section 3.9.

a b c d

1

4

2 3

5

Figure 3.2 – Graphe biparti pondéré Gb.

Exemple 6

Considérons le graphe biparti pondéré Gb “ pV, Eq, dit « en W », représenté par la Figure 3.2.
La bipartition pV1,V2q de V est donnée par V1 “ t1, 2, 3u et V2 “ t4, 5u.
Ainsi,

IpGqztV1,V2u “ tt1u, t2u, t3u, t4u, t5u, t1, 2u, t2, 3u, t1, 3u, t1, 5u, t3, 4uu,

et donc,

N`
b pGq “ tµ P MpVq : µp1q ` µp2q ` µp3q “ µp4q ` µp5q, µp1q ă µp4q,
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µp3q ă µp5q, µp1q ` µp2q ă µp4q ` µp5q, µp2q ` µp3q ă µp4q ` µp5q,

µp4q ă µp1q ` µp2q, µp5q ă µp2q ` µp3qu.

On assigne la famille de poids α “ pα1,4, α2,4, α2,5, α3,5q “ pa, b, c, dq P MpEq aux arêtes de G, et la
mesure à poids µα P WpGq associée est alors donnée par

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

µαp1q “ a ;

µαp2q “ b ` c ;

µαp3q “ d ;

µαp4q “ a ` b ;

µαp5q “ c ` d.

Le Théorème 2 assure que toute mesure à poids µα P WpGq appartient à l’ensemble N`
b pGq. De plus,

le Corollaire 3 garantit que, pour toute famille de poids α P MpEq, les modèles mbépG,ml, µ̃αq et
mbpG, fcfm, µ̃α

1 b µ̃α
2 q sont stables. Réciproquement, toute mesure rendant stables ces modèles peut

être construite de cette manière.
Par ailleurs, pour toute famille de poids α P MpEq, la mesure µα est invariante réversible pour la
chaîne de Markov sur l’ensemble t1, 2, 3, 4, 5u dont les transitions sont données par

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

Pαp1, 4q “ 1 ;

Pαp2, 4q “ b
b`c ; Pαp2, 5q “ c

b`c ;

Pαp3, 5q “ 1 ;

Pαp4, 1q “ a
a`b ; Pαp4, 2q “ b

a`b ;

Pαp5, 2q “ c
c`d ; Pαp5, 3q “ d

c`d .

De plus, toute mesure invariante réversible pour une marche aléatoire sur les arêtes E de G peut être
construite de cette façon.

Le Théorème 2 a un intérêt pratique immédiat pour le contrôle des admissions dans des systèmes régis
par un modèle d’appariements général (mg ou mgc) (respectivement, biparti (mb) ou biparti étendu
(mbé) - en effet, si on le combine avec (3.42), présenté plus loin, alors, si G est un graphe biparti,
µ P WpGq ô µ̃ “ pµ̃1, µ̃2q P NcondbépGq ô µ̃1 b µ̃2 P NcondbpGq, dès lors que µpV1q “ µpV2q).
Le Théorème 2 permet donc de décrire l’ensemble exact des taux (ou lois) d’arrivées pour lesquels le
système correspondant peut être stabilisable, et fournit un moyen de construction très simple de ceux-ci.
En d’autres termes, il permet de calibrer les admissions d’éléments au sein du système. Pour cela, il faut
et il suffit de considérer une famille (quelconque) α de poids sur les arêtes du graphe de compatibilités
généralisé (respectivement, biparti) connexe G, puis

— dans le cas du modèle général (mg ou mgc), de construire la mesure µ̄ P MpVq (respectivement,
µ P MpVq) en fonction de la famille α, à l’aide de (3.2) (respectivement, (3.1)). Par ailleurs, une
représentation explicite - à une constante multiplicative strictement positive près - de la famille de
poids α P MpEq vérifiant µ̄ “ µ̄α (respectivement, de l’unique famille de poids α P MpEq telle que
µ “ µα) sera fournie au Chapitre 4 (cf. Corollaire 6), en tant que simple fonction des proportions
temporelles asymptotiques du nombre d’appariements par arête du modèle d’appariements général
associé. Enfin, le Corollaire 2 assure, en particulier, que si la politique d’appariements Φ P pol
associée au modèle est maximale généralisée (par exemple, fcfm ou ml), alors l’ensemble des
mesures à poids, dont la construction (simple) a été évoquée ci-dessus, coïncide exactement avec la
zone de stabilité du modèle étudié.

— dans le cas du modèle biparti (étendu) (mb ou mbé), de construire la mesure µ en fonction de
la famille α, à l’aide de (3.1), et enfin de déduire µ̃ de µ à l’aide de (3.13), afin d’obtenir (cf.
Corollaire 3) un modèle d’appariements biparti étendu stable sous la politique ml, ou un modèle
d’appariements biparti stable sous la politique fcfm. Par ailleurs, une représentation explicite - à
une constante multiplicative strictement positive près - de la famille de poids α P MpEq vérifiant
µ̃ “ pµ̃α

1 , µ̃
α
2 q, où les mesures µ̃α

1 et µ̃α
2 sont définies par (4.10), sera fournie dans le Chapitre 4

(cf. Corollaire 8), en tant que simple fonction des proportions temporelles asymptotiques du nombre
d’appariements par arête du modèle d’appariements biparti étendu associé.



3.4. Résultats 77

Question ouverte : Le Corollaire 2 (respectivement, le Corollaire 3) permet, entre autres, de carac-
tériser la zone de stabilité des modèles mg (respectivement, des modèles mbé/mb) associés à une poli-
tique maximale généralisée Φ, comme fcfm ou ml par exemple (respectivement, associés à la politique
ml/fcfm).

˝ Dans le cas des modèles mg prespectivement, des modèles mbé/mbq, qu’en est-il si la politique Φ n’est
pas maximale généralisée prespectivement, qu’en est-il pour d’autres politiques d’appariementsq ?
Peut-on trouver une caractérisation et une procédure de construction des mesures appartenant aux
zones de stabilité des différents modèles d’appariements associés ?

Passons à présent à notre second résultat principal,

Théorème 3

Pour tout graphe connexe G “ pV, Eq et toute partition non-triviale V1 ZV2 de V, l’ensemble
Ncond`

V1
pGq, défini par (3.9), coïncide avec l’ensemble

Wă,V2
pGq fi

"

µ P MpVq : Dα P MpEq t.q.
"

@i P V1, µ
αpiq “ µpiq

@j P V2, µ
αpjq ă µpjq

*

.

Démonstration : Deux preuves différentes de ce résultat seront données dans la Section 3.10.
Une d’elles se basera sur le Théorème 2 prouvé auparavant, alors que l’autre sera auto-contenue et s’oc-
cupera du cas spécifique où G est biparti en invoquant la théorie des réseaux de flots (voir [19] pour plus
de détails sur cette théorie).

Remarquons qu’il suit du Théorème 3 que l’ensemble de mesures de probabilité NcondV1
pGq, défini

par (3.10), coïncide avec l’ensemble
"

µ̄ P MpVq : Dα P MpEq t.q.
"

@i P V1, µ̄
αpiq “ µ̄piq

@j P V2, µ̄
αpjq ă µ̄pjq

*

.

Ainsi, en se rappelant la discussion faite au cours de la Section 3.3.2, les zones de stabilité de certains
modèles d’appariements généraux avec abandons (en temps discret ou continu) sont ainsi entièrement
caractérisées, et aisées à construire à l’aide des mesures à poids.

Revenons à présent au cas où G “ pV1ZV2, Eq est un graphe biparti. En réalité, l’ensemble Ncond`
V1,γ

pGq,
qui est la zone de stabilité de certains systèmes de files d’attente basées sur les compétences (ou skill-
based) (cf. Section 3.3.3), défini par (3.11), apparaît comme un cas particulier de Ncond`

V1
pGq, dès lors

que la restriction de la mesure µ au sous-ensemble V2 est fixée et égale à γ. Le résultat suivant découle
alors immédiatement du Théorème 3,

Corollaire 4

Pour tout graphe biparti connexe G “ pV1 Z V2, Eq et toute mesure γ P MpV2q, l’ensemble
Ncond`

V1,γ
pGq coïncide avec

"

µ P MpV1q : Dα P MpEq t.q.
"

@i P V1, µ
αpiq “ µpiq

@j P V2, µ
αpjq ă γpjq

*

Exemple 7 (Suite de l’Exemple 6)
Considérons à nouveau le graphe « en W » représenté par la Figure 3.2, et fixons des constantes
γp4q ą 0 et γp5q ą 0.
Considérons à nouveau les ensembles V1 “ t1, 2, 3u et V2 “ t4, 5u tels que pV1,V2q forme une biparti-
tion de V. Alors,

Ncond`
V1,γ

pGq “ tµ P MpV1q : µp1q ă γp4q, µp3q ă γp5q,

µp1q ` µp2q ă γp4q ` γp5q, µp2q ` µp3q ă µp4q ` µp5qu
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Le Corollaire 4 assure alors que l’ensemble ci-dessus peut être entièrement caractérisé comme étant
l’ensemble des mesures µ P MpV1q pour lesquelles il existe une famille de poids α “ pα1,4, α2,4, α2,5, α3,5q “

pa, b, c, dq P MpEq sur l’ensemble des arêtes de G, vérifiant
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

µp1q “ µαp1q “ a
µp2q “ µαp2q “ b ` c
µp3q “ µαp3q “ d

µαp4q “ a ` b ă γp4q

µαp5q “ c ` d ă γp5q.

Le résultat suivant permet maintenant de caractériser la zone de stabilité maximale Ncond`, ‹
V1,γ,s

pGq (voir
la Section 3.3.3) en tant qu’ensemble de mesures à poids sur V1,

Proposition 30

Soit G “ pV1 Z V2, Eq un graphe biparti connexe.
Alors, pour toute mesure γ P MpEq et tout vecteur s “ psjqjPV2 P pN˚q

V2 , l’ensemble
Ncond`, ‹

V1,γ,s
pGq, défini par (3.12), coïncide avec

#

µ P MpV1q : Dα P MpEq t.q.

#

@i P V1, µ
αpiq “ µpiq

@j P V2,
ř

iPEpjq

αi,j

γppi,jqq
ă sj

+

.

Démonstration : Pour l’inclusion Ă, il suffit de poser αi,j “ γppi, jqqsjπppi, jqq pour tout i P V1 et tout
j P V2.
L’inclusion Ą se résout quant à elle en posant πppi, jqq “

αi,j

γppi,jqqsj
1ti´ju, pour tout i P V1 et tout j P V2.

Dans le cas particulier où les temps de service ne dépendent que des classes de serveurs et non pas des
classes des clients qu’ils servent (c’est-à-dire que γppi, jqq “ γpjq fi γ̃ppi, jqq, pour tout pi, jq P E), en
combinant le Corollaire 4 avec la Proposition 30, on obtient directement la caractérisation suivante de la
zone de stabilité maximale Ncond`, ‹

V1,γ̃,s
pGq,

Proposition 31

Soient G “ pV1 Z V2, Eq un graphe biparti connexe, γ P MpV2q une mesure et s “ psjqjPV2 P

pN˚q
V2 un vecteur.

Considérons les mesures γ̂ P MpV2q et γ̃ P MpEq définies respectivement par

γ̂pjq fi sjγpjq, j P V2,

et γ̃ppi, jqq fi γpjq, pi, jq P E .

Alors, les trois ensembles suivants coïncident :
— la zone de stabilité maximale Ncond`, ‹

V1,γ̃,s
pGq ;

— l’ensemble Ncond`
V1,γ̂

pGq ;

— l’ensemble
"

µ P MpV1q : Dα P MpEq t.q.
"

@i P V1, µ
αpiq “ µpiq

@j P V2, µ
αpjq ă sjγpjq

*

.
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3.5 Preuve de la Proposition 27

Le résultat (2.15) de la Proposition 25 correspondant à l’équivalence pvq ô pviq, et les assertions piq ô

piiiq, piiq ô pivq, et piiq ñ piq étant évidentes, il suffit de prouver l’équivalence piiq ô pviq et l’implication
piq ñ piiq pour conclure la preuve.

3.5.1 Preuve de l’équivalence piiq ô pviq

Démonstration : Considérons un cycle généralisé connexe G “ pV, Eq de taille n ě 2, et rappelons (cf. (1.10))
que

Ncond`
pGq fi tµ P MpVq : @I P IpGq, µpIq ă µpEpIqqu .

Ainsi, par définition de µdeg,

µdeg P Ncond`
pGq ô @I P IpGq,

ÿ

iPI
degpiq ă

ÿ

jPEpIq

degpjq.

Fixons un ensemble indépendant I P IpGq.
Alors, comme G est un n-cycle, que I Ă Vc

S (cf. (1.4)), et que |I| “ |EpIq| “ 1 pour n “ 2,
ÿ

iPI
degpiq ă

ÿ

jPEpIq

degpjq ô
ÿ

iPI
|Epiq| ă

ÿ

jPEpIq

|Epjq|

ô
ÿ

iPI

`

2 ´ 1tn“2u

˘

ă
ÿ

jPEpIq

`

2 ` 1tjPVSu ´ 1tn“2u

˘

ô 2|I| ´ |I|.1tn“2u ă 2|EpIq| ` |EpIq X VS | ´ |EpIq|.1tn“2u

ô 2|I| ă 2|EpIq| ` |EpIq X VS |.

Nous sommes donc ramenés à prouver l’équivalence suivante :

r@I P IpGq, 2|I| ă 2|EpIq| ` |EpIq X VS |s ô rn est impairs ou rVS ‰ Hs. (3.14)

ñ : Par contraposée, supposons [n est pair] et [VS “ H].
Notons alors n “ 2k, où k P N˚.
En définissant l’ensemble I0 fi t0, 2, 4, 6, . . . , 2k´2u “ rr0;n´1ss X tpairsu, le fait que VS “ H assure
que

I0 P IpGq, |EpI0q X VS | “ 0, et EpI0q “ t1, 3, 5, . . . , 2k ´ 1u “ rr0;n ´ 1ss X timpairsu,

ce qui, en particulier, donne
|I0| “ |EpI0q| “ k.

Ceci conclut la preuve de l’implication ñ de (3.14).

ð : Supposons rn est impairs ou rVS ‰ Hs.
Fixons un ensemble indépendant I P IpGq Ă ĨpGq.
Ainsi, en combinant le Lemme 4 avec le fait que I Ă Vc

S ,

|EpIq| “ 2|I| ` |I X VS | ´ N p2q

I ` Cp2q

I ´ 1tn est pairu1!

IP̃IpGq

)

“ 2|I| ´ N p2q

I ` Cp2q

I ´ 1tn est pairu1!

IP̃IpGq

).

D’où,

2|I| ă 2|EpIq| ` |EpIq X VS |

ô 2|I| ă 2

ˆ

2|I| ´ N p2q

I ` Cp2q

I ´ 1tn est pairu1!

IP̃IpGq

)

˙

` |EpIq X VS |

ô 2N p2q

I ` 2.1tn est pairu1!

IP̃IpGq

) ă 2|I| ` 2Cp2q

I ` |EpIq X VS |. (3.15)

Il reste donc à prouver l’inéquation (3.15),

— Cas 1 : n est impair.
Par construction, N p2q

I ď |I|, et les quantités Cp2q

I et |EpIq X VS | étant positives, le seul cas à
étudier est donc celui où N p2q

I “ |I|, dans lequel Cp2q

I “ 1.
Ceci prouve alors l’inéquation (3.15).



80 Chapitre 3. Caractérisation algébrique de plusieurs zones de stabilité

— Cas 2 : n est pair et VS ‰ H.
Si I R ĨpGq, la preuve est identique à celle du Cas 1.
Supposons alors que I P ĨpGq.
Dans ce cas,

N p2q

I “ |I| et Cp2q

I “ 1,

et il suffit donc de prouver que |EpIq X VS | ą 0, c’est-à-dire que EpIq X VS ‰ H.
En notant n “ 2k, où k P N˚, deux sous-cas se présentent,
— Cas 2.1 : I “ rr0;n ´ 1ss X timpairsu.

Comme I Ă Vc
S et que VS ‰ H,

EpIq X VS “ rr0;n ´ 1ss X tpairsu X VS ‰ H.

— Cas 2.2 : I “ rr0;n ´ 1ss X tpairsu.
Comme I Ă Vc

S et que VS ‰ H,

EpIq X VS “ rr0;n ´ 1ss X timpairsu X VS ‰ H.

Dans les deux sous-cas, EpIq X VS ‰ H, et l’inégalité (3.15) est donc vérifiée.
L’équation (3.15) est donc vérifiée dans tous les cas, ce qui conclut.

3.5.2 Preuve de l’implication piq ñ pvq

Démonstration : Raisonnons par contraposée en considérant un cycle biparti connexe G “ pV1 Z V2, Eq.
Ainsi,

pV1,V2q P IpGq
2, EpV1q “ V2, et EpV2q “ V1.

Par l’absurde, supposons que Ncond`
pGq ‰ H, et fixons alors une mesure µ P Ncond`

pGq.
Ainsi,

µpV1q ă µpEpV1qq “ µpV2q et µpV2q ă µpEpV2qq “ µpV1q,

d’où,
µpV1q ă µpV2q ă µpV1q.

Ceci étant une absurdité, Ncond`
pGq “ H, et cela conclut donc la preuve.

3.6 Preuve de la Proposition 28
Les équivalences piq ô piiiq, piiq ô pivq, et l’implication piiq ñ piq étant évidentes, et la preuve de l’im-
plication piq ñ pvq étant rigoureusement identique à celle faite pour la Proposition 27 (cf. Section 3.5.2),
il ne reste plus qu’à démontrer l’implication pvq ñ piiq pour conclure la preuve.
Avant de passer à cette démonstration, introduisons quelques éléments préliminaires.

3.6.1 Éléments préliminaires
Définition 38

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq et tout sous-ensemble X Ă V, on définit

ApX q fi tpi, jq P E : ti, ju X X ‰ Hu ,

l’ensemble des arêtes de G ayant au moins une extrémité dans X .
Si i P X , on écrit simplement

Apiq fi Aptiuq.

Lemme 6

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq tel que |V| ě 2, on dispose des trois résultats
suivants :

1. Pour tout X Ă V, CardpApX qq ď µdegpX q, avec égalité si X P IpGq.
2. Pour tout X Ă V, ApX q Ă ApEpX qq.
3. Si I P IpGq est tel que ApIq “ ApEpIqq, alors EpEpIqq “ I.



3.6. Preuve du Théorème 2 81

Démonstration : Considérons un graphe généralisé connexe G “ pV, Eq tel que |V| ě 2.
1. Fixons un sous-ensemble X Ă V.

Pour tout i P X , CardpApiqq “ degpiq, et donc,

CardpApX qq “ Card

˜

ď

iPX
Apiq

¸

p‹q

ď
ÿ

iPX
degpiq “ µdegpX q.

De plus, si X P IpGq, la réunion
Ť

iPX
Apiq est disjointe, et l’inégalité p‹q est donc une égalité.

2. Fixons un sous-ensemble X Ă V.
L’inclusion à démontrer est alors immédiate par définition de ApX q et de ApEpX qq.

3. Fixons un ensemble indépendant I P IpGq vérifiant ApIq “ ApEpIqq.
Par connexité de G, l’ensemble EpEpIqq est non-vide, ce qui permet de considérer un élément
k P EpEpIqq.
Il existe alors un sommet j P EpIq tel que k ´ j, et ainsi,

pk, jq P ApEpIqq “ ApIq.

Or, comme j P EpIq avec I P IpGq,
j R I.

Ainsi, k P I, et donc,
EpEpIqq Ă I.

L’inclusion réciproque étant évidente par connexité de G, ceci conclut la preuve.

3.6.2 Preuve de l’implication pvq ñ piiq

Démonstration : Raisonnons par contraposée en considérant un graphe généralisé connexe G “ pV, Eq, avec
|V| ě 2, tel que µdeg R Ncond`

pGq.
Il existe donc un ensemble indépendant I P IpGq tel que

µdegpIq ě µdegpEpIqq. (3.16)

Or, par le point 1. du Lemme 6,

CardpApIqq “ µdegpIq et µdegpEpIqq ě CardpApEpIqqq. (3.17)

Alors, en combinant les assertions (3.16) et (3.17),

CardpApIqq ě CardpApEpIqqq.

Le point 2. du Lemme 6 assurant que ApIq Ă ApEpIqq, on en déduit donc que

ApIq “ ApEpIqq,

et le point 3. du Lemme 6 garantit alors que

EpEpIqq “ I. (3.18)

On en déduit immédiatement que

@k P N,
”

E2k
pIq “ I et E2k`1

pIq “ EpIq

ı

, (3.19)

où on a défini, pour tout k P N, Ek
pIq fi Ep. . . EpE

loooomoooon

k fois

pIqq . . . q, avec la convention que E0
pIq “ I.

La suite de la preuve consiste à montrer que pI, EpIqq forme une bipartition de V :
— Comme I P IpGq et que G est connexe avec |V| ě 2,

I ‰ H, I X EpIq “ H, et EpIq ‰ H.

— Pour tout sommet v P V fixé, comme G est connexe et que |V| ě 2, la non-vacuité de I assure que

Dk ě 1, Dpv1, . . . , vkq P Vk, Di P I, v ´ v1 ´ v2 ´ ¨ ¨ ¨ ´ vk ´ i P I,

c’est-à-dire
Dk ě 1, v P Ek`1

pIq.

Ainsi, par le résultat (3.19),
V “ I Z EpIq. (3.20)

— La décomposition (3.20) combinée avec le résultat (3.18) garantissent alors que

pu, vq P E ñ ru P I et v P EpIqs ou ru P EpIq et v P Is.

En conclusion, pI, EpIqq forme une bipartition de V, et cela conclut donc la preuve.
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3.7 Preuve du Théorème 2

3.7.1 Cas 1 : G n’est pas un graphe biparti

3.7.1.1 Preuve de l’inclusion WpGq Ă Ncond`
pGq

Cette implication a déjà été démontrée dans le Lemma 11 de l’article [15], mais uniquement pour des
graphes classiques et connexes. Nous proposons ici une extension de cette preuve au cas de graphes
généralisés connexes,
Démonstration : Soit G “ pV, Eq un graphe généralisé connexe qui n’est pas biparti (avec |V| ě 2).

Rappelons (cf. Définition 38) que, pour tout sous-ensemble de sommets X Ă V, AX désigne l’ensemble
des arêtes de G ayant au moins une extrémité dans X .
Fixons une famille de poids α P MpEq, ainsi qu’un ensemble indépendant I P IpGq.
Par l’absurde, supposons que ApIq “ ApEpIqq.
Dans ce cas, l’item 3. du Lemme 6 assure que EpEpIqq “ I, qui correspond à (3.18).
En reprenant la fin de la preuve de l’implication pvq ñ piiq de la Proposition 28 (cf. Section 3.6.2), on
trouve alors que pI, EpIqq forme une bipartition de V, ce qui est absurde par hypothèse.
Ainsi, ApIq ‰ ApEpIqq, et l’item 2. du Lemme 6 assurant l’inclusion ApIq Ă ApEpIqq, on en déduit :

AI Ł AEpIq,

ce qui permet d’écrire que

µα
pIq “

ÿ

iPI

ÿ

ePAi

αe
p‹q
“

ÿ

ePAI

αe ă
ÿ

ePAEpIq

αe ď
ÿ

iPEpIq

ÿ

ePAi

αe “ µα
pEpIqq,

où l’égalité p‹q
“ provient du fait que I P IpGq.

Ceci conclut la preuve.

Nous portons l’attention du lecteur sur l’existence d’une démonstration alternative, proposée ci-dessous,
utilisant la notion de marche aléatoire pondérée (définie par (3.6)),
Démonstration alternative : Soient G “ pV, Eq un graphe généralisé connexe qui n’est pas biparti (avec

|V| ě 2), ainsi qu’une famille de poids α P MpEq.
Fixons un ensemble indépendant I P IpGq.
La Proposition 29 assurant en particulier que µα est une mesure invariante pour la chaîne de Markov
associée à la matrice stochastique Pα, définie par (3.6), on a :

µα
pEpIqq “

ÿ

jPEpIq

ÿ

iPV
µα

piqPα
pi, jq

“
ÿ

jPEpIq

˜

ÿ

iPI
µα

piqPα
pi, jq `

ÿ

iPIc

µα
piqPα

pi, jq

¸

“
ÿ

iPI
µα

piqPα
pi, EpIqq `

ÿ

iPIc

µα
piqPα

pi, EpIqq.

D’où, comme pour tout i P I, Pα
pi, EpIqq “ 1, il s’ensuit que

µα
pEpIqq “ µα

pIq `
ÿ

iPIc

µα
piqPα

pi, EpIqq.

Puis, exactement de la même manière que dans la preuve proposée ci-avant, on montre que

AI Ł AEpIq,

ce qui assure l’existence d’une arête reliant un élément de Ic à un élément de EpIq.
Ainsi,

ř

iPIc
µα

piqPα
pi, EpIqq ą 0, et donc,

µα
pEpIqq ą µα

pIq,

ce qui conclut la preuve.
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3.7.1.2 Preuve de l’inclusion Ncond`
pGq Ă WpGq

Remarquons que
— la Proposition 28 trivialise ce résultat dans le cas où G est un graphe biparti, l’ensemble Ncond`

pGq

étant alors vide.
— le Corollaire 6, qui sera proposé ultérieurement, dans la Section 4.1.6 du Chapitre 4, et qui se base

sur une étude structurelle des appariements au sein d’un système régi par le modèle d’appariements
général pmgq, fournit une démonstration alternative.
En effet, si µ P Ncond`

pGq, alors l’item 1. du Théorème 1 assure que µ̄ P NcondpGq “ stabpG, fcfmq,
et le Corollaire 6 assurant (en particulier) que stabpG, fcfmq Ă WpGq, l’inclusion Ncond`

pGq Ă

WpGq s’en déduit directement.
Démonstration : Soit G “ pV, Eq un graphe généralisé connexe qui n’est pas biparti (avec |V| ě 2).

Dans cette preuve,
— on note n le nombre de sommets de G, c’est-à-dire |V| “ n.

— on identifie toute mesure µ P MpVq au vecteur de ses coordonnées

¨

˚

˝

µp1q

...
µpnq

˛

‹

‚

P Rn.

— on munit l’espace vectoriel Rn d’une de ses normes (équivalentes), notée } ¨ }.

Donnons tout d’abord les grandes lignes de la démonstration,

Résumé de la preuve.
Le lemme de Farkas matriciel permet tout d’abord de montrer l’inclusion

Ncond`
pGq Ă

!

µα : α P Mě0
pEq

)

. (3.21)

On définit ensuite, pour toute arête pi, jq P E , l’application 1V
ti,ju P MpVq de la manière suivante :

1V
ti,ju : V Ñ t0, 1u

k ÞÑ

"

1 si k P ti, ju ;
0 sinon,

ce qui amène à montrer que les ensembles
␣

µα : α P Mě0
pEq

(

et P fi

#

ř

pi,jqPE
αi,j1

V
ti,ju : α P Mě0

pEq

+

coïncident, de même que les ensembles tµα : α P MpEqu et Q fi

#

ř

pi,jqPE
αi,j1

V
ti,ju : α P MpEq

+

.

Ainsi, en prenant l’intérieur des deux ensembles de (3.21), le fait que Q n’est autre que l’intérieur de P et
que Ncond`

pGq est un ouvert de Rn assure que

Ncond`
pGq Ă tµα : α P MpEqu “ WpGq,

ce qui conclut la preuve.

Passons maintenant à la preuve détaillée, découpée en plusieurs étapes :

Preuve détaillée.
— Étape 1 : Montrons que Ncond`

pGq Ă
␣

µα : α P Mě0
pEq

(

:
Considérons la matrice A, indexée par V ˆ E , telle que pour tout couple pv, eq P V ˆ E ,

"

Apv, eq “ 1 si e P Apvq, c’est-à-dire si le sommet v est une extrémité de l’arête e ;
Apv, eq “ 0 sinon.

Raisonnons par contraposée en considérant une mesure µ P MpVq telle que

µ R

!

µα : α P Mě0
pEq

)

, (3.22)

et définissons
˝ le vecteur bµ fi pµpiqqiPV ;
˝ pour toute famille α P Mě0

pEq fixée, le vecteur xα fi pαeqePE .
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Ainsi, pour toute famille α P Mě0
pEq fixée,

µ “ µα
ô Axα “ bµ,

et l’hypothèse (3.22) assure alors que le système
"

Ax “ bµ
x ě 0

, d’inconnue un vecteur colonne x in-

dexé par E , ne possède pas de solution.

Remarquons que la notation x ě 0 signifie que xpiq ě 0, pour tout i P rr1; |E |ss.

Faisons maintenant intervenir le résultat général d’analyse suivant, le lemme de Farkas matriciel (se
référer à [18] pour plus de détails),

Théorème 4 (Lemme de Farkas matriciel)

Soient A une matrice réelle de taille n ˆ k et b un vecteur colonne de taille n.
Alors, un (et un seul) des systèmes linéaires suivants possède (au moins) une solution :

— le système
"

Ax “ b
x ě 0

, d’inconnue un vecteur colonne x de taille k ;

— le système
"

tAy ě 0
tby ă 0

, d’inconnue un vecteur colonne y de taille n.

Il s’ensuit donc immédiatement que le système
"

tAy ě 0
tbµy ă 0

possède (au moins) une solution, ce qui

assure la non-vacuité de l’ensemble

Eµ fi

#

y P R|V| : tAy ě 0 et
ÿ

iPV
µpiqypiq ă 0

+

.

Par ailleurs, à la ligne correspondante à l’arête e dans la matrice tA, indexée par E ˆ V,
§ si e n’est pas une boucle, il y a exactement deux occurrences de la valeur 1, aux positions qui

correspondent aux deux extrémités de e ;
§ si e est une boucle, il y a exactement une occurrence de la valeur 1, à la position qui correspond

au sommet possédant la boucle e.
On en déduit alors que l’équation tAy ě 0 équivaut à :

"

ypiq ` ypjq ě 0, pour toute arête e “ pi, jq P Ec
S qui n’est pas une boucle ;

ypiq ě 0, pour toute boucle e “ pi, iq P ES .
(3.23)

De par sa non-vacuité, choisissons un élément de Eµ dont la valeur absolue prend le minimum de
valeurs différentes, et notons-le y˚.
Formellement, si pour tout vecteur v “

t
pvp1q, . . . , vpnqq, on note |v| “

t
p|vp1q|, . . . , |vpnq|q et Ipvq fi

tvp1q, . . . , vpnqu, alors
y˚

P argmin
yPEµ

pCardpIp|y|qqq, (3.24)

et discutons maintenant les cas selon le cardinal de l’ensemble Ip|y˚
|q,

— Cas 1 : CardpIp|y˚
|qq “ 1.

En notant Ip|y˚
|q “ tau, alors Ipy˚

q Ă ta,´au, et comme y˚
‰ 0|V| (où 0|V| est le vecteur nul

de taille |V|), on a : a ą 0.
Notons maintenant V` fi

␣

i P V : y˚
piq “ a

(

et V´ fi
␣

i P V : y˚
piq “ ´a

(

.
En tant qu’élément de Eµ, les contraintes que vérifie y˚ sur les arêtes (cf. (3.23)) assurent que

EpV´q Ă V`, (3.25)

et, comme
ř

iPV
µpiqy˚

piq ă 0,

µpV`q ă µpV´q. (3.26)

D’où, en combinant (3.25) et (3.26),

µpEpV´qq ă µpV´q,

et, comme (3.23) garantit que V´ P IpGq, il suit que

µ R Ncond`
pGq.
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— Cas 2 : CardpIp|y˚
|qq ě 2.

Dans ce cas, notons
Ź p ą 0 la plus grande valeur de Ip|y˚

|q ;
Ź q ě 0 la deuxième plus grande valeur de Ip|y˚

|q.
Considérons les ensembles Vp

` fi
␣

i P V : y˚
piq “ p

(

et Vp
´ fi

␣

i P V : y˚
piq “ ´p

(

.
À nouveau, vu les contraintes que vérifie y˚

P Eµ sur les arêtes (cf. (3.23)), et comme p est la
plus grande valeur de Ip|y˚

|q,
E
`

Vp
´

˘

Ă Vp
`, (3.27)

d’où,
µ
`

E
`

Vp
´

˘˘

ď µ
`

Vp
`

˘

. (3.28)

Par l’absurde, supposons maintenant que µpVp
`q ą µpVp

´q, et définissons alors le vecteur y1 P Rn

tel que

$

&

%

y1piq “ q si i P Vp
` ;

y1piq “ ´q si i P Vp
´ ;

y1piq “ y˚
piq sinon.

Montrons tout d’abord que y1 satisfait encore aux conditions (3.23) de contraintes sur les arêtes :
‚ Fixons une arête e “ pi, jq P Ec

S qui n’est pas une boucle, et présentons les différents cas
possibles (limités par la condition (3.27)) dans le tableau suivant :

i P Vp
` j P Vp

` y1piq ` y1pjq “ 2q ě 0

i P Vp
` j P Vp

´ y1piq ` y1pjq “ q ´ q “ 0

i P Vp
` j R tVp

`,Vp
´u y1piq ` y1pjq “ q ` y˚

pjq ě 0

i R tVp
`,Vp

´u j R tVp
`,Vp

´u y1piq ` y1pjq “ y˚
piq ` y˚

pjq ě 0, car y˚
P Eµ

Ainsi, pour toute arête e “ pi, jq P Ec
S qui n’est pas une boucle,

y1piq ` y1pjq ě 0.

‚ Fixons une boucle e “ pi, iq P ES , et présentons les différents cas possibles (limités par la
condition (3.27)) dans le tableau suivant :

i P Vp
` y1piq “ q ě 0

i R tVp
`,Vp

´u y1piq “ y˚
piq ě 0, car y˚

P Eµ

Ainsi, pour toute boucle e “ pi, iq P ES ,

y1piq ě 0,

et ceci conclut le fait que y1 satisfait encore aux contraintes (3.23).
De plus,

ÿ

iPV
µpiqy1piq “

ÿ

iPV
µpiqy˚

piq ´
ÿ

iPV
µpiqpy˚

piq ´ y1piqq

“
ÿ

iPV
µpiqy˚

piq ´

¨

˝

ÿ

iPVp
`

µpiqpy˚
piq ´ y1piqq `

ÿ

iPVp
´

µpiqpy˚
piq ´ y1piqq

˛

‚

“
ÿ

iPV
µpiqy˚

piq

loooooomoooooon

ă0, car y˚PEµ

´ pp ´ qq
`

µ
`

Vp
`

˘

´ µ
`

Vp
´

˘˘

loooooooooooooooomoooooooooooooooon

ą0, par hypothèse

ă 0,

ce qui garantit finalement que
y1 P Eµ.

Cependant, par définition, Ip|y1|q “ Ip|y˚
|qztpu, et ceci implique donc que

Card pIp|y1|qq ă Card
`

Ip|y˚
|q
˘

,

ce qui est absurde par construction de y˚ (cf. (3.24)).
On en déduit donc que

µpVp
`q ď µpVp

´q,

et l’inégalité (3.28) assure alors que

µpEpVp
´qq ď µpVp

´q.

Enfin, les contraintes (3.23) garantissent que Vp
´ P IpGq, et il suit donc que

µ R Ncond`
pGq.
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Finalement, dans les deux cas, µ R Ncond`
pGq, et ceci conclut donc l’Étape 1.

— Étape 2 : Montrons que Ncond`
pGq est un ouvert de Rn :

Tout d’abord, l’identification de MpVq à Rn assure que Ncond`
pGq peut être vu comme un sous-

ensemble de Rn.
De plus,

µ P Ncond`
pGq ô @I P IpGq, µpEpIqq ´ µpIq ą 0

ô µ P
č

IPIpGq

f´1
I pR`

˚ q,

où @I P IpGq,
fI : Rn

Ñ R
µ ÞÑ µpEpIqq ´ µpIq.

Or, pour tout I P IpGq, fI étant une forme linéaire sur un espace vectoriel de dimension n ă `8,
elle est continue, et il s’ensuit donc que Ncond`

pGq “
Ş

IPIpGq

f´1
I pR`

˚ q est un ouvert de Rn en tant

qu’intersection finie (car G possède un nombre fini de sommets) d’ouverts (images réciproques d’ou-
verts par des applications continues) de Rn.

Maintenant, pour toute arête pi, jq P E , on définit l’application 1V
ti,ju P MpVq de la manière suivante :

1V
ti,ju : V Ñ t0, 1u

k ÞÑ

"

1 si k P ti, ju ;
0 sinon.

Ceci nous permet de définir les deux sous-ensembles de MpVq suivants :

P fi

$

&

%

ÿ

pi,jqPE

αi,j1
V
ti,ju : α P Mě0

pEq

,

.

-

et Q fi

$

&

%

ÿ

pi,jqPE

αi,j1
V
ti,ju : α P MpEq

,

.

-

.

— Étape 3 : Montrons que
␣

µα : α P Mě0
pEq

(

“ P et tµα : α P MpEqu “ Q :

Considérons une famille α P Mě0
pEq et fixons un élément k P V.

Alors,
ÿ

pi,jqPE

αi,j1
V
ti,jupkq “

ÿ

pi,jqPE
i‰j

αi,j1
V
ti,jupkq `

ÿ

pi,iqPE

αi,i1
V
ti,iupkq “

ÿ

jPEpkq
j‰k

αk,j ` αk,k1tkPVSu

“
ÿ

jPEpkq

αk,j “ µα
pkq.

Exactement de la même manière, on montre que, pour toute famille de poids α P MpEq et tout
élément k P V,

ř

pi,jqPE
αi,j1

V
ti,jupkq “ µα

pkq.

Ainsi,
!

µα : α P Mě0
pEq

)

“ P et tµα : α P MpEqu “ Q.

— Étape 4 : Montrons que l’intérieur de P est Q, c’est-à-dire intpPq fi P̊ “ Q :

— Étape 4.1 : Montrons que P̊ Ă Q :
Considérons un élément x P P̊.
On peut donc trouver un réel r ą 0 tel que

B}¨}px, rq Ă P, (3.29)

où B}¨}px, rq fi ty P Rn : }y ´ x} ă ru est la boule ouverte centrée en x et de rayon r.

Considérons maintenant une famille de réels pεi,jqpi,jqPE vérifiant

@pi, jq P E , 0 ă εi,j ă
r

›

›

›
x ´ 1V

ti,ju

›

›

›

, (3.30)

et construisons une famille de vecteurs pyi,jqpi,jqPE Ă MpVq telle que

@pi, jq P E , yi,j fi p1 ` εi,jqx ´ εi,j1
V
ti,ju.
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Les assertions (3.29) et (3.30) assurent alors que

@pi, jq P E , yi,j P P,

ce qui permet d’écrire que

@pi, jq P E , yi,j “
ÿ

pk,ℓqPE

α
pi,jq

k,ℓ 1V
tk,ℓu, où αpi,jq

P Mě0
pEq.

Maintenant, en écrivant

@pi, jq P E , x “
yi,j ` εi,j1

V
ti,ju

1 ` εi,j

et en faisant la moyenne arithmétique de ces quantités, on a :

x “
1

|E |

ÿ

pi,jqPE

˜

yi,j ` εi,j1
V
ti,ju

1 ` εi,j

¸

“
1

|E |

ÿ

pi,jqPE

¨

˚

˚

˚

˚

˝

˜

ř

pk,ℓqPE
α

pi,jq

k,ℓ 1V
tk,ℓu

¸

` εi,j1
V
ti,ju

1 ` εi,j

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“
ÿ

pi,jqPE

1

|E |p1 ` εi,jq

»

–εi,j1
V
ti,ju `

ÿ

pk,ℓqPE

α
pi,jq

k,ℓ 1V
tk,ℓu

fi

fl

“
ÿ

pi,jqPE

εi,j
|E |p1 ` εi,jq

1V
ti,ju `

ÿ

pi,jqPE

ÿ

pk,ℓqPE

α
pi,jq

k,ℓ

|E |p1 ` εi,jq
1V

tk,ℓu

“
ÿ

pi,jqPE

εi,j
|E |p1 ` εi,jq

1V
ti,ju `

ÿ

pk,ℓqPE

ÿ

pi,jqPE

α
pi,jq

k,ℓ

|E |p1 ` εi,jq
1V

tk,ℓu

“
ÿ

pi,jqPE

εi,j
|E |p1 ` εi,jq

1V
ti,ju `

ÿ

pi,jqPE

¨

˝

ÿ

pk,ℓqPE

α
pk,ℓq

i,j

|E |p1 ` εk,ℓq

˛

‚1V
ti,ju

“
ÿ

pi,jqPE

»

—

—

—

—

–

εi,j
|E |p1 ` εi,jq

`
ÿ

pk,ℓqPE

α
pk,ℓq

i,j

|E |p1 ` εk,ℓq
loooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon

ą0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

1V
ti,ju,

ce qui assure en particulier que x P Q, et ainsi,

P̊ Ă Q. (3.31)

— Étape 4.2 : Concluons l’Étape 4 :
Par construction, Q Ă P, et l’inclusion (3.31) assure alors que

P̊ Ă Q Ă P. (3.32)

Ainsi, en considérant l’intérieur des ensembles de (3.32), le fait que Q soit un ouvert de Rn

assure que
P̊ “ Q̊ “ Q,

ce qui conclut l’Étape 4.

Résumons maintenant les résultats obtenus lors des quatre étapes précédentes :
1. Ncond`

pGq Ă
␣

µα : α P Mě0
pEq

(

;
2. Ncond`

pGq est un ouvert de Rn ;
3.

␣

µα : α P Mě0
pEq

(

“ P et tµα : α P MpEqu “ Q ;

4. intpPq fi P̊ “ Q.

Ncond`
pGq “ int

`

Ncond`
pGq

˘

Ă int
´!

µα : α P Mě0
pEq

)¯

(par 1. et 2.)

“ P̊ “ Q “ tµα : α P MpEqu “ WpGq (par 3. et 4.),

et ceci conclut la preuve.
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3.7.2 Cas 2 : G est un graphe biparti

3.7.2.1 Un lemme préliminaire

Énonçons à présent un résultat préliminaire,

Lemme 7

Pour tout graphe biparti connexe G “ pV “ V1 Z V2, Eq,

N`
b pGq “

$

&

%

µ P M pVq :

$

&

%

@I1 P IpV1qztV1u, µ pI1q ă µ pE pI1qq

@I2 P IpV2qztV2u, µ pI2q ă µ pE pI2qq

µpV1q “ µpV2q

,

.

-

.

Démonstration : Soit G “ pV “ V1 Z V2, Eq un graphe biparti connexe.
L’inclusion Ă étant triviale, concentrons-nous sur l’inclusion réciproque.
Pour ce faire, considérons une mesure µ P MpVq appartenant à l’ensemble de droite et fixons un ensemble
indépendant I P IpGqztV1,V2u.
Par connexité de G, remarquons tout d’abord que I X V1 ‰ V1 et I X V2 ‰ V2.
Ainsi,

µpIq “ µpI X V1q ` µpI X V2q ă µpEpI X V1qq ` µpEpI X V2qq

“ µpEpIq X V2q ` µpEpIq X V1q “ µpEpIqq,

et ceci conclut la preuve.

3.7.2.2 Preuve de l’inclusion WpGq Ă N`
b pGq

Démonstration : Soit G “ pV “ V1 Z V2, Eq un graphe biparti connexe.
Fixons une famille de poids α P MpEq, ainsi qu’un ensemble indépendant I1 P IpV1qztV1u.
Par construction, pI1, EpI1qq ne forme pas une bipartition de V, et le même raisonnement que celui fait
dans la première preuve de la Section 3.7.1.1 assure donc que

µα
pI1q ă µα

pEpI1qq.

Symétriquement, pour tout ensemble indépendant I2 P IpV2qztV2u,

µα
pI2q ă µα

pEpI2qq.

Enfin, le résultat (3.5) fournit l’égalité
µα

pV1q “ µα
pV2q,

et le Lemme 7 conclut alors la preuve.

3.7.2.3 Preuve de l’inclusion N`
b pGq Ă WpGq

La preuve proposée ci-dessous s’inspire très largement de celle déjà faite dans le cas où le graphe G n’est
pas biparti (cf. Section 3.7.1).
Par ailleurs, remarquons qu’une démonstration alternative, se basant sur une étude structurelle des ap-
pariements au sein d’un système régi par le modèle d’appariements biparti étendu pmbéq, sera proposée
ultérieurement, dans la Section 4.2.2 du Chapitre 4.
Démonstration : Soit G “ pV “ V1 Z V2, Eq un graphe biparti connexe, et notons n “ |V|.

Fixons une mesure µ P MpVq telle que

µ R

!

µα : α P Mě0
pEq

)

,

et définissons

˝ le vecteur bµ fi pµpiqqiPV ;

˝ pour toute famille α P Mě0
pEq fixée, le vecteur xα fi pαeqePE .
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En faisant exactement le même raisonnement que dans la Section 3.7.1, il suit du lemme de Farkas matriciel

(se référer à [18] pour plus de détails) que le système
"

tAy ě 0
tbµy ă 0

possède (au moins) une solution, ce qui

assure la non-vacuité de l’ensemble

Eµ fi

#

y P R|V| : tAy ě 0 et
ÿ

iPV
µpiqypiq ă 0

+

.

Remarquons que l’équation tAy ě 0 équivaut à :

@pi, jq P E , ypiq ` ypjq ě 0. (3.33)

De par sa non-vacuité, choisissons un élément de Eµ dont la valeur absolue prend le minimum de valeurs
différentes, et notons-le y˚.
Formellement, si pour tout vecteur v “

t
pvp1q, . . . , vpnqq, on note Ipvq fi tvp1q, . . . , vpnqu, alors

y˚
P argmin

yPEµ

pCardpIp|y|qqq, (3.34)

et discutons maintenant les cas selon le cardinal de l’ensemble Ip|y˚
|q,

— Cas 1 : CardpIp|y˚
|qq “ 1.

En notant Ip|y˚
|q “ tau, alors Ipy˚

q Ă ta,´au, et comme y˚
‰ 0|V| (par construction), on a : a ą 0.

Notons maintenant V` fi
␣

i P V : y˚
piq “ a

(

et V´ fi
␣

i P V : y˚
piq “ ´a

(

.
En tant qu’élément de Eµ, les contraintes que vérifie y˚ sur les arêtes (cf. (3.33)) assurent que

EpV´q Ă V`, (3.35)

et, comme
ř

iPV
µpiqy˚

piq ă 0,

µpV`q ă µpV´q. (3.36)

D’où, en combinant (3.35) et (3.36),

µpEpV´qq ă µpV´q. (3.37)

Comme (3.33) garantit que V´ P IpGq, si V´ R tV1,V2u, il suit de (3.37) que

µ R N`
b pGq.

Enfin, si V´ P tV1,V2u, l’assertion (3.36) assure également que

µ R N`
b pGq.

— Cas 2 : CardpIp|y˚
|qq ě 2.

Dans ce cas, notons
Ź p ą 0 la plus grande valeur de Ip|y˚

|q ;
Ź q ě 0 la deuxième plus grande valeur de Ip|y˚

|q.
Considérons les ensembles Vp

` fi
␣

i P V : y˚
piq “ p

(

et Vp
´ fi

␣

i P V : y˚
piq “ ´p

(

.
À nouveau, vu les contraintes que vérifie y˚

P Eµ sur les arêtes (cf. (3.33)), et comme p est la plus
grande valeur de Ip|y˚

|q,
E
`

Vp
´

˘

Ă Vp
`, (3.38)

d’où,
µ
`

E
`

Vp
´

˘˘

ď µ
`

Vp
`

˘

. (3.39)

Fait intéressant pour la suite, remarquons que

Vp
´ R tV1,V2u. (3.40)

En effet, sans perte de généralité, supposons par l’absurde que Vp
´ “ V1.

Dans ce cas, EpVp
´q “ EpV1q “ V2, ce qui, par (3.38), assure que V2 Ă Vp

`, et, ainsi, Ip|y˚
|q “ tpu, ce

qui est absurde dans le cas étudié.

Par l’absurde, supposons maintenant que µpVp
`q ą µpVp

´q, et définissons alors le vecteur y1 P Rn tel

que

$

&

%

y1piq “ q si i P Vp
` ;

y1piq “ ´q si i P Vp
´ ;

y1piq “ y˚
piq sinon.

Montrons tout d’abord que y1 satisfait encore aux conditions (3.33) de contraintes sur les arêtes.
Pour ce faire, fixons une arête pi, jq P E , et présentons les différents cas possibles (limités par la
condition (3.38)) dans le tableau suivant :
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i P Vp
` j P Vp

` y1piq ` y1pjq “ 2q ě 0

i P Vp
` j P Vp

´ y1piq ` y1pjq “ q ´ q “ 0

i P Vp
` j R tVp

`,Vp
´u y1piq ` y1pjq “ q ` y˚

pjq ě 0

i R tVp
`,Vp

´u j R tVp
`,Vp

´u y1piq ` y1pjq “ y˚
piq ` y˚

pjq ě 0, car y˚
P Eµ

Ainsi, pour toute arête pi, jq P E ,
y1piq ` y1pjq ě 0,

et y1 satisfait donc encore aux contraintes (3.33).

De plus,
ÿ

iPV
µpiqy1piq “

ÿ

iPV
µpiqy˚

piq ´
ÿ

iPV
µpiqpy˚

piq ´ y1piqq

“
ÿ

iPV
µpiqy˚

piq ´

¨

˝

ÿ

iPVp
`

µpiqpy˚
piq ´ y1piqq `

ÿ

iPVp
´

µpiqpy˚
piq ´ y1piqq

˛

‚

“
ÿ

iPV
µpiqy˚

piq

loooooomoooooon

ă0, car y˚PEµ

´ pp ´ qq
`

µ
`

Vp
`

˘

´ µ
`

Vp
´

˘˘

loooooooooooooooomoooooooooooooooon

ą0, par hypothèse

ă 0,

ce qui garantit finalement que
y1 P Eµ.

Cependant, par définition, Ip|y1|q “ Ip|y˚
|qztpu, et ceci implique donc que

Card pIp|y1|qq ă Card
`

Ip|y˚
|q
˘

,

ce qui est absurde par construction de y˚ (cf. (3.34)).
On en déduit donc que

µpVp
`q ď µpVp

´q,

et l’inégalité (3.39) assure alors que
µpEpVp

´qq ď µpVp
´q.

Enfin, les contraintes (3.33) garantissant que Vp
´ P IpGq, il suit donc de (3.40) que

µ R N`
b pGq.

Finalement, dans les deux cas, µ R N`
b pGq, et on a donc prouvé, par contraposée, l’inclusion

N`
b pGq Ă

!

µα : α P Mě0
pEq

)

. (3.41)

De manière analogue au cas où le graphe G n’est pas biparti (cf. Section 3.7.1.2), en se plaçant dans
l’hyperplan affine H fi tµ P MpVq : µpV1q “ µpV2qu, on peut montrer que N`

b pGq est ouvert, et le passage
à l’intérieur dans l’inclusion (3.41) assure alors que

N`
b pGq Ă tµα : α P MpEqu “ WpGq,

ce qui conclut la preuve.

3.8 Preuve du Corollaire 2

— L’équivalence piq ô piiq découle de la Proposition 29.

— Fixons un graphe généralisé connexe G “ pV, Eq tel que |V| ě 2, ainsi qu’une politique maximale
généralisée Φ P pol.
Alors, le Théorème 2 et la définition d’une politique maximale généralisée (cf. Définition 19) per-
mettent d’écrire les équivalences suivantes :

µ P WpGq ô µ P Ncond`
pGq ô µ̄ P NcondpGq ô µ̄ P stabpG,Φq,

et l’équivalence piiq ô piiiq s’en déduit donc.

— L’équivalence piiiq ô pivq a déjà été démontrée dans la Section 2.3 de [27].
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3.9 Preuve du Corollaire 3
Démonstration : L’équivalence piq ô piiq découlant directement de la Proposition 29, il nous suffit de

démontrer les équivalences piiq ô piiiq et piiq ô pivq pour conclure.
Fixons donc un graphe biparti connexe G “ pV “ V1 Z V2, Eq, ainsi qu’une mesure µ P MpVq vérifiant
µpV1q “ µpV2q.
Rappelons (cf. (3.13)) qu’on définit les mesures µ̃1 P MpV1q et µ̃2 P MpV2q par :

µ̃1piq fi
µpiq

µpV1q
, i P V1 et µ̃2pjq fi

µpjq

µpV2q
, j P V2,

et que µ̃ “ pµ̃1, µ̃2q P MpV1 ˆ V2q est une loi de probabilité admettant µ̃1 (respectivement, µ̃2) comme
première (respectivement, seconde) marginale.
Comme µpV1q “ µpV2q, le Théorème 2 et le Lemme 7 permettent d’écrire les équivalences suivantes :

µ P WpGq ô µ P N`
b pGq

ô

"

@I1 P IpV1qztV1u, µ pI1q ă µ pE pI1qq

@I2 P IpV2qztV2u, µ pI2q ă µ pE pI2qq

ô µ̃ “ pµ̃1, µ̃2q P NcondbépGq, (3.42)

où NcondbépGq est défini par (3.7).
Enfin, le Theorem 7.1 de [11] assurant que

stabbépG,mlq “ NcondbépGq, (3.43)

on en déduit l’équivalence piiq ô piiiq.
Par ailleurs, comme le Theorem 3 de [3] garantit que

stabbpG, fcfmq “ NcondbpGq,

où NcondbpGq est défini par (3.8), et comme, trivialement,

µ̃ “ pµ̃1, µ̃2q P NcondbépGq ô µ̃1 b µ̃2 P NcondbpGq,

l’équivalence piiq ô pivq se déduit directement de (3.42).
Ceci conclut la preuve.

3.10 Preuve du Théorème 3

Nous proposons maintenant deux preuves du Théorème 3 utilisant des techniques distinctes :

— Dans la Section 3.10.1, une preuve générale découlant du Théorème 2.

— Dans la Section 3.10.2, une preuve (auto-contenue) utilisant la théorie des flots, valable dans le cas
d’un graphe biparti.

3.10.1 Preuve générale utilisant le Théorème 2

Rappelons tout d’abord (cf. (3.9)) que

Ncond`
V1

pGq fi tµ P MpVq : @I1 P IpV1q, µpI1q ă µpEpI1qqu ,

et énonçons le résultat suivant,

Proposition 32

Pour tout graphe connexe G “ pV, Eq et toute partition non-triviale V1 Z V2 de V,

Ncond`
V1

pGq “ WpĜq,

où Ĝ “ pV, Êq est le graphe généralisé connexe obtenu à partir de G en ajoutant une boucle
à chaque sommet de V2.
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Démonstration de la Proposition 32 : Considérons un graphe connexe G “ pV, Eq ainsi qu’une partition
non-triviale V1 Z V2 de V.
La non-trivialité de la partition V1 Z V2 entraîne en particulier la non-vacuité de V2, ce qui garantit donc
que le graphe généralisé connexe Ĝ n’est pas biparti.
Le Théorème 2 garantit alors qu’il suffit de prouver l’égalité suivante pour conclure :

Ncond`
V1

pGq “ Ncond`
pĜq. (3.44)

Ą : Fixons une mesure µ P Ncond`
pĜq et un ensemble indépendant I1 P IpV1q.

Alors, par construction, I P IpĜq, et donc,

µpI1q ă µpÊpI1qq
’
“ µpEpI1qq,

où l’égalité ’
“ provient directement de la définition de Ê .

Ainsi,
µ P Ncond`

V1
pGq.

Ă : Fixons une mesure µ P Ncond`
V1

pGq et un ensemble indépendant I P IpĜq.
Jusqu’à la fin de cette preuve, notons I1 fi I X V1 et I2 fi I X V2.
Alors,

µpÊpIqq ´ µpIq “ µpÊpIq X I2q ` µpÊpIq X I1q ` µpÊpIq X Ic
q ´ µpI2q ´ µpI1q. (3.45)

Cependant, par construction de Ĝ, comme I P IpĜq,

— ÊpIq X I2 “ I2 ;

— ÊpIq X I1 “ H ;

— EpI1q Ă ÊpIq X Ic.

De l’égalité (3.45) et du fait que µ P Ncond`
V1

pGq, on déduit alors que

µpÊpIqq ´ µpIq “ µpÊpIq X Ic
q ´ µpI1q ě µpEpI1qq ´ µpI1q ą 0,

ce qui conclut la preuve de (3.44), et donc celle de la Proposition 32.

Définissons maintenant une « relation de comparaison » entre deux mesures, qui sera utile à la preuve du
Théorème 3,

Définition 39

Pour tout ensemble fini A, tout couple de mesures pµ, µ1q P pMpAqq2, et tout sous-ensemble B Ă A,

on note µ ăB µ1 lorsque
"

µpiq ă µ1piq, @i P B ;
µpiq “ µ1piq, @i P AzB.

Définition 40

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq et tout sous-ensemble V 1 Ă V, on définit

Wă,V 1 pGq fi tµ P MpVq : Dα P MpEq, µα ăV 1 µu .

Passons à présent à la preuve du Théorème 3,
Démonstration du Théorème 3 : Considérons un graphe connexe G “ pV, Eq, ainsi qu’une partition non-

triviale V1 Z V2 de V.
La Proposition 32 garantit alors qu’il suffit de prouver l’égalité suivante pour conclure :

WpĜq “ Wă,V2pGq. (3.46)

Ă : Fixons une mesure µ P WpĜq et notons alors α̂ P MpÊq une famille de poids telle que µ “ µα̂.
Alors, en notant α P MpEq la restriction de α̂ à E , on obtient :

"

@i P V1, µpiq “ µα̂
piq “ µα

piq ;

@i P V2, µpiq “ µα̂
piq “ α̂i,i `

ř

tj‰i:jPEpiqu
α̂i,j ą

ř

tj‰i:jPEpiqu
αi,j “ µα

piq,

ce qui signifie que
µ P Wă,V2pGq.
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Ą : Fixons une mesure µ P Wă,V2pGq et notons alors α P MpEq une famille de poids telle que µα
ăV2 µ.

On construit alors la famille de poids α̂ P MpÊq de la manière suivante :
"

@i ‰ j, α̂i,j “ αi,j ;
@i P V2, α̂i,i “ µpiq ´ µα

piq,

et ainsi,
"

@i P V1, µpiq “ µα
piq “ µα̂

piq ;

@i P V2, µpiq “ α̂i,i ` µα
piq “ µα̂

piq.

Donc, µ “ µα̂, c’est-à-dire
µ P WpĜq,

et ceci conclut la preuve de (3.46), et donc celle du Théorème 3.

3.10.2 Cas biparti : preuve utilisant la théorie des flots
Dans le cas particulier où G est un graphe biparti, le Théorème 3 peut être vu comme un résultat
indépendant, découlant d’un argument de théorie des flots. Avant de passer à la preuve proprement dite,
nous proposons ci-dessous une brève introduction à la théorie des flots (pour de plus amples informations
sur le sujet, on pourra se référer par exemple à l’ouvrage [19]).

3.10.2.1 Quelques notions de théorie des flots

Commençons par définir plusieurs notions de base en théorie des flots,

Définition 41

Un s ´ t graphe de flots
Ñ

G “

´

Ñ

V ,
Ñ

E
¯

est un graphe orienté vérifiant les deux conditions suivantes :

— Il possède deux sommets particuliers distincts :

— une source, notée s P
Ñ

V ;

— un puits, noté t P
Ñ

V .

— À chaque arête orientée de u vers v, notée pu, vq P
Ñ

E , on associe une capacité positive, notée
cpu, vq.

Par ailleurs, si pu, vq R
Ñ

E , on conviendra que cpu, vq “ 0.

Définition 42

Soit
Ñ

G “

´

Ñ

V ,
Ñ

E
¯

un s ´ t graphe de flots.

On appelle flot s ´ t de
Ñ

G toute fonction f :
Ñ

E Ñ R
pu, vq ÞÑ fpu, vq

vérifiant :

1. @pu, vq P
Ñ

E , fpu, vq ď cpu, vq (contrainte de capacité) ;

2. @pu, vq P
Ñ

E , fpu, vq “ ´fpv, uq (anti-symétrie) ;

3. @u P
Ñ

V zts, tu,
ÿ

wP
Ñ

V

fpu,wq “ 0 (conservation du flot).

On note Fs,t

´

Ñ

G
¯

l’ensemble des flots s ´ t de
Ñ

G.

Par ailleurs, si pu, vq R
Ñ

E , on conviendra que fpu, vq “ 0.

Remarquons que les items 2. et 3. assurent que

@v P
Ñ

V zts, tu,
ÿ

uP
Ñ

V

fpu, vq “
ÿ

zP
Ñ

V

fpv, zq “ 0.
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Définition 43

Soit
Ñ

G “

´

Ñ

V ,
Ñ

E
¯

un s ´ t graphe de flots.

La valeur | ¨ | d’un flot s ´ t de
Ñ

G est définie par :

@f P Fs,t

´

Ñ

G
¯

, |f | fi
ÿ

wP
Ñ

V

fps, wq.

Définition 44

Soit
Ñ

G “

´

Ñ

V ,
Ñ

E
¯

un s ´ t graphe de flots.

Une coupe s ´ t de
Ñ

G est un couple de sous-ensembles de sommets pS ,T q Ă
Ñ

V ˆ
Ñ

V vérifiant :
— S X T “ H ;

— S Y T “
Ñ

V ;
— s P S et t P T .

On note Cs,t

´

Ñ

G
¯

l’ensemble des coupes s ´ t de
Ñ

G.

Définition 45

Soit
Ñ

G “

´

Ñ

V ,
Ñ

E
¯

un s ´ t graphe de flots.

On définit la capacité c d’une coupe s ´ t de
Ñ

G par :

@pS ,T q P Cs,t

´

Ñ

G
¯

, cpS ,T q fi
ÿ

uPS
vPT

cpu, vq.

Définition 46

Soit
Ñ

G “

´

Ñ

V ,
Ñ

E
¯

un s ´ t graphe de flots.

Une coupe s ´ t de
Ñ

G est dite minimale lorsqu’elle minimise la capacité.
Formellement, une coupe pS ˚,T ˚q P Cs,t

´

Ñ

G
¯

est minimale lorsqu’elle vérifie :

cpS ˚,T ˚q “ min
pS ,T qPCs,t

´Ñ

G
¯

cpS ,T q.

À noter qu’un tel couple n’est pas nécessairement unique.

Présentons maintenant un résultat bien connu en théorie des flots,

Théorème 5 (Théorème flot-max/coupe-min)

Pour tout s´ t graphe de flots
Ñ

G “

´

Ñ

V ,
Ñ

E
¯

et toute famille de capacités positives associée, la

valeur maximale d’un flot s´ t de
Ñ

G est égale à la capacité d’une coupe s´ t de
Ñ

G minimale.
Formellement,

max
fPFs,t

´Ñ

G
¯

|f | “ min
pS ,T qPCs,t

´Ñ

G
¯

cpS ,T q.

Utilisons maintenant la théorie des flots pour prouver le Théorème 3 dans le cas biparti.

3.10.2.2 Preuve du Théorème 3 dans le cas biparti

Rappelons tout d’abord (cf. (3.9)) que

Ncond`
V1

pGq fi tµ P MpVq : @I1 P IpV1q, µpI1q ă µpEpI1qqu ,

et énonçons le résultat suivant,
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Proposition 33

Pour tout graphe biparti connexe G “ pV “ V1 Z V2, Eq et toute mesure µ P Ncond`
V1

pGq,

il existe un s ´ t graphe de flots associé à G, noté
Ñ

G “

´

Ñ

V ,
Ñ

E
¯

, et un flot s ´ t de
Ñ

G, noté f ,
vérifiant

ÿ

iPV1

fps, iq “ µpV1q.

Démonstration de la Proposition 33 : Considérons un graphe biparti connexe G “ pV “ V1 Z V2, Eq et
une mesure µ P Ncond`

V1
pGq.

La connexité de G assurant que V2 “ tEpI1q : I1 P IpV1qu, on définit la mesure δ P MpV2q de la façon
suivante :

@I1 P IpV1q, δpEpI1qq fi
µpI1q ` µpEpI1qq

2
.

En particulier, elle vérifie
"

@ I1 P IpV1q, µpI1q ă δpEpI1qq ;
@j P V2, δpjq ă µpjq.

(3.47)

Signalons que l’expression de cette mesure δ n’a pas une importance spécifique dans la preuve et que toute
autre mesure vérifiant les conditions (3.47) aurait donc convenu également.

Construisons un s ´ t graphe de flots associé à G, noté
Ñ

G “

´

Ñ

V ,
Ñ

E
¯

, de la manière suivante :

— On crée une source, notée s, et on ajoute des arêtes entre s et chaque sommet de V1 ;

— On crée un puits, noté t, et on ajoute des arêtes entre chaque sommet de V2 et t ;

— Pour tout i P V1 et tout j P V2, on oriente les arêtes de s vers i, de i vers j, et de j vers t ;

— On associe une capacité positive à chaque arête de la façon suivante :

— @i P V1, cps, iq fi µpiq ;

— @pi, jq P E , cpi, jq fi `8 ;

— @j P V2, cpj, tq fi δpjq.

Un exemple d’un tel s ´ t graphe de flots est donné par la Figure 3.3.

µ
p1

q

µp2q

µp3q

µ
p4q

`8

`8

`
8

`8

`8

`
8

`
8

`8

`8

δ
p1 1

q

δp2 1
q

δp31q

δp4
1 q

δp5
1 q

s t

1

2

3

4

11

21

31

41

51

Figure 3.3 – s´ t graphe de flots
Ñ

G “

´

Ñ

V ,
Ñ

E
¯

associé à un graphe biparti connexe G “ pV1 ZV2, Eq : en
brun, les éléments de V1 ; en magenta, les éléments de V2 ; en bleu, les arêtes du graphe biparti connexe
G d’origine.

Dans le but d’utiliser le Théorème flot-max/coupe-min (Théorème 5), démontrons le résultat suivant, qui
fournit une coupe s ´ t de

Ñ

G minimale,
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Lemme 8

Le couple
´

tsu,
Ñ

V ztsu

¯

est l’unique coupe s ´ t de
Ñ

G minimale.
Formellement,

min
pS ,T qPCs,t

´Ñ
G
¯

cpS ,T q “ c
´

tsu,
Ñ

V ztsu

¯

“ µpV1q.

Démonstration du Lemme 8 : Soit pS ,T q une coupe s ´ t de
Ñ

G.
Alors,

cpS ,T q “
ÿ

uPS
vPT

cpu, vq

“
ÿ

iPV1XT

cps, iq `
ÿ

iPV1XS
jPV2XT

cpi, jq `
ÿ

iPV1XT
jPV2XS

cpi, jq `
ÿ

jPV2XS

cpj, tq

“
ÿ

iPV1XT

µpiq `
ÿ

iPV1XS
jPV2XT

cpi, jq
loomoon

“`8
looooooomooooooon

fiΣ
p1q
8

`
ÿ

iPV1XT
jPV2XS

cpi, jq
loomoon

“`8
looooooomooooooon

fiΣ
p2q
8

`
ÿ

jPV2XS

δpjq.

— Cas 1 : rV1 X S “ Hs et rV2 X S “ Hs.
Dans ce cas, S “ tsu et T “

Ñ

V ztsu.
D’où,

cpS ,T q “ c
´

tsu,
Ñ

V ztsu

¯

“
ÿ

vP
Ñ
V ztsu

cps, vq “
ÿ

iPV1

µpiq “ µpV1q.

— Cas 2 : V1 X S ‰ H.
— Cas 2.1 : rpV2 X T q X EpV1 X S q ‰ Hs ou rpV2 X S q X EpV1 X T q ‰ Hs.

Dans ce cas, Σp1q
8 ‰ 0 ou Σ

p2q
8 ‰ 0, et donc, en particulier,

cpS ,T q “ `8 ą µpV1q “ c
´

tsu,
Ñ

V ztsu

¯

.

— Cas 2.2 : rpV2 X T q X EpV1 X S q “ Hs et rpV2 X S q X EpV1 X T q “ Hs.
Dans ce cas, montrons que H ‰ rV2 X S s “ rEpV1 X S q X V2s :
Ą : Par connexité de G, l’ensemble EpV1 X S q X V2 est non-vide, et, par la première

hypothèse, EpV1 X S q X V2 Ă S .
D’où,

H ‰ rEpV1 X S q X V2s Ă rV2 X S s,

et, en particulier,
V2 X S ‰ H.

Ă : De par sa non-vacuité, considérons un élément j P V2 X S .
Par connexité de G, il existe un sommet i P V1 tel que i´j, et, par la seconde hypothèse,
i P V1 X S .
Ainsi,

rV2 X S s Ă rEpV1 X S q X V2s.

On a donc prouvé l’égalité suivante :

H ‰ rV2 X S s “ rEpV1 X S q X V2s. (3.48)

D’où, comme Σ
p1q
8 “ 0 et Σ

p2q
8 “ 0, l’égalité (3.48) assure que

cpS ,T q “
ÿ

iPV1XT

µpiq `
ÿ

jPV2XS

δpjq

“ µpV1 X T q ` δpEpV1 X S q X V2q

p˚q

ą µpV1 X T q ` µpV1 X S q

“ µpV1q

“ c
´

tsu,
Ñ

V ztsu

¯

,

où
p˚q

ą provient de la condition (3.47), utilisée pour I1 “ V1 X S P IpV1q.
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— Cas 3 : V2 X S ‰ H.
— Cas 3.1 : rpV1 X T q X EpV2 X S q ‰ Hs ou rpV1 X S q X EpV2 X T q ‰ Hs.

Dans ce cas, Σp1q
8 ‰ 0 ou Σ

p2q
8 ‰ 0, et donc, en particulier,

cpS ,T q “ `8 ą µpV1q “ c
´

tsu,
Ñ

V ztsu

¯

.

— Cas 3.2 : rpV1 X T q X EpV2 X S q “ Hs et rpV1 X S q X EpV2 X T q “ Hs.
En échangeant les rôles (symétriques) de V1 et V2, on a, similairement à (3.48) :

H ‰ rV1 X S s “ rEpV2 X S q X V1s. (3.49)

Montrons alors que V2 X S “ EpEpV2 X S q X V1q X V2 :
Ă : Par connexité de G,

V2 X S Ă EpEpV2 X S q X V1q X V2.

Ą : De par sa non-vacuité (par (3.49) et la connexité de G), considérons un élément
j P EpEpV2 X S q X V1q X V2.
Il existe alors un sommet i P EpV2 X S q X V1 tel que i ´ j, et donc, par la première
hypothèse, i P S .
Ainsi, i P V1 X S et i ´ j, avec j P V2, et donc, par la seconde hypothèse, j P V2 X S .
D’où l’inclusion

EpEpV2 X S q X V1q X V2 Ă V2 X S .

On a donc prouvé l’égalité suivante :

V2 X S “ EpEpV2 X S q X V1q X V2. (3.50)

D’où, comme Σ
p1q
8 “ 0 et Σ

p2q
8 “ 0, les égalités (3.49) et (3.50) assurent que

cpS ,T q “
ÿ

iPV1XT

µpiq `
ÿ

jPV2XS

δpjq

“ pµpV1q ´ µpV1 X S qq ` δpV2 X S q

“ µpV1q ` rδpEpEpV2 X S q X V1q X V2q ´ µpEpV2 X S q X V1qs

p♡q

ą µpV1q

“ c
´

tsu,
Ñ

V ztsu

¯

,

où
p♡q

ą provient de (3.47), utilisée pour I1 “ EpV2 X S q X V1 P IpV1q.
On déduit donc des trois cas étudiés que

@pS ,T q P Cs,t

´

Ñ

G
¯

, cpS ,T q ě µpV1q “ c
´

tsu,
Ñ

V ztsu

¯

,

avec égalité si et seulement si pS ,T q “

´

tsu,
Ñ

V ztsu

¯

.
Ceci conclut la preuve du Lemme 8.

L’association du Lemme 8 et du Théorème flot-max/coupe-min (Théorème 5) assure l’existence d’un flot
s ´ t de

Ñ

G (maximal), noté f , vérifiant
ÿ

iPV1

fps, iq “
ÿ

wP
Ñ
V

fps, wq “
ˇ

ˇf
ˇ

ˇ “ max
fPFs,t

´Ñ
G
¯

|f | “ min
pS ,T qPCs,t

´Ñ
G
¯

cpS ,T q “ µpV1q,

ce qui conclut la preuve de la Proposition 33.

Utilisons maintenant la Proposition 33 pour démontrer le Théorème 3 dans le cas biparti,
Démonstration du Théorème 3 (pour G biparti) : Soit G “ pV “ V1ZV2, Eq un graphe biparti connexe.

En identifiant MpVq à Rn, où n “ CardpVq, les assertions suivantes se montrent de manière similaire à ce
qui a été fait dans les Étapes 2, 3, et 4 de la Section 3.7.1.2 :

— Ncond`
V1

pGq fi tµ P MpVq : @I1 P IpV1q, µpI1q ă µpEpI1qqu est un ouvert de Rn ;
— Wă,V2pGq est l’intérieur de l’ensemble

Wě0
ă,V2

pGq fi

"

µ P MpVq : Dα P Mě0
pEq t.q.

"

@i P V1, µ
α

piq “ µpiq
@j P V2, µ

α
pjq ă µpjq

*

.
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Pour prouver l’égalité entre Ncond`
V1

pGq et Wă,V2pGq, il suffit donc de montrer que

Ncond`
V1

pGq “ Wě0
ă,V2

pGq,

le passage à l’intérieur permettant alors de conclure.

Ă : Fixons une mesure µ P Ncond`
V1

pGq, et définissons la mesure αf
P Mě0

pEq par :

@pi, jq P E , αf
i,j fi fpi, jq,

où f est le flot (maximal) de
Ñ

G donné par la Proposition 33.
D’une part, la propriété de conservation du flot, la contrainte de capacité (cf. Définition 42), et la
condition (3.47) assurent que

@j P V2, µ
αf

pjq “
ÿ

iPV1

αf
i,j “

ÿ

iPV1

fpi, jq “ fpj, tq ď cpj, tq “ δpjq ă µpjq.

D’autre part, la propriété de conservation du flot donne :

@i P V1, µ
αf

piq “
ÿ

jPV2

αf
i,j “

ÿ

jPV2

fpi, jq “ fps, iq. (3.51)

Prouvons alors que @i P V1, fps, iq “ µpiq :
— Déjà, la contrainte de capacité assure que

@i P V1, fps, iq ď cps, iq “ µpiq.

— Supposons par l’absurde qu’il existe i0 P V1 tel que fps, i0q ă cps, i0q “ µpi0q.
Dans ce cas, la Proposition 33 et la contrainte de capacité garantissent que

µpV1q “
ÿ

iPV1

fps, iq “ fps, i0q `
ÿ

iPV1zti0u

fps, iq ă µpi0q `
ÿ

iPV1zti0u

µpiq “ µpV1q,

ce qui débouche sur une absurdité.
Ainsi,

@i P V1, fps, iq ě µpiq.

On en déduit donc que
@i P V1, fps, iq “ µpiq,

ce qui, associé à (3.51), conclut le fait que

µ P Wě0
ă,V2

pGq.

Ą : Fixons une mesure µ P Wě0
ă,V2

pGq.
Par définition, il existe donc une mesure α P Mě0

pEq telle que
"

@i P V1, µ
α

piq “ µpiq ;
@j P V2, µ

α
pjq ă µpjq.

(3.52)

Considérons un ensemble indépendant I1 P IpV1q.
Alors, les conditions (3.52) et le fait que α P Mě0

pEq assurent que

µpI1q “ µα
pI1q “

ÿ

jPEpI1q

ÿ

iPI1

αi,j ď
ÿ

jPEpI1q

ÿ

iPV1

αi,j “ µα
pEpI1qq ă µpEpI1qq,

c’est-à-dire
µ P Ncond`

V1
pGq.

Ceci conclut la preuve.

Question ouverte :
˝ La preuve ci-dessus, utilisant la théorie des flots, peut-elle se généraliser au cas d’un graphe connexe

quelconque pet non plus forcément bipartiq ?
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Dans le Chapitre 2 et le Chapitre 3, nous avons étudié certaines caractéristiques et critères de performance
de différents modèles d’appariements (ou de files d’attente), parmi lesquelles

— la loi stationnaire, donnée sous une forme produit explicite, de la chaîne pWnqnPN représentant
l’évolution temporelle du contenu d’un système régi par un modèle d’appariements général (mg),
pour un graphe de compatibilités G qui n’est pas biparti et sous la politique fcfm (cf. Théorème 1) ;

— quelques caractéristiques du système à l’équilibre, dans le cadre précité, comme par exemple, sa
taille moyenne, le temps moyen d’attente d’un élément en son sein, la probabilité qu’un élément
doive patienter avant d’être apparié, etc. (cf. Section 2.7) ;

— la zone de stabilité de certains modèles d’appariements (généraux, généraux avec abandons, bipartis,
bipartis étendus) et de files d’attente (dites skill-based) - voir, par exemple, le Théorème 2, le
Corollaire 2, le Corollaire 3, le Théorème 3, le Corollaire 4, la Proposition 30, et la Proposition 31.

Le Chapitre 4 va, quant à lui, s’intéresser à un autre critère de performance du système : les taux
d’appariements. Dans un système régi par un modèle d’appariements (général (mg) ou biparti étendu
(mbé)) stable, cette quantité est définie, pour chaque arête pi, jq P E donnée du graphe (généralisé)
connexe G “ pV, Eq considéré, comme étant la fréquence asymptotique des appariements réalisés entre i
et j (cf. Section 4.1 et Section 4.2.1). L’étude faite dans ce Chapitre 4 aura plusieurs objectifs, dont celui

— pour toute mesure µ̄ P MpVq (respectivement, µ P MpVq) rendant stable un modèle d’appariements
général pmgq (respectivement, mgc) donné, de déterminer explicitement - à une constante multipli-
cative strictement positive près - la famille de poids α P MpEq telle que µ̄ “ µ̄α (respectivement,
l’unique famille de poids α P MpEq telle que µ “ µα) (cf. Corollaire 6) ;

— de fournir une preuve alternative directe de l’inclusion Ncond`
pGq Ă WpGq du Théorème 2 (voir

le Corollaire 6 et la remarque faite au début de la Section 3.7.1.2) ;
— pour toute mesure µ̃ “ pµ̃1, µ̃2q P MpV1 ˆ V2q rendant stable un modèle d’appariements biparti

étendu pmbéq donné, de déterminer explicitement - à une constante multiplicative strictement po-
sitive près - la famille de poids α P MpEq telle que µ̃1 “ µ̃α

1 et µ̃2 “ µ̃α
2 , où les mesures µ̃α

1 et µ̃α
2

sont définies par (4.10) (cf. Corollaire 8) ;
— de fournir une preuve alternative directe de l’inclusion N`

b pGq Ă WpGq du Théorème 2 (voir le
Corollaire 8 et la Section 4.2.2) ;

— de mettre en évidence la politique-insensibilité des taux d’appariements, c’est-à-dire le fait qu’ils
restent inchangés quelle que soit la politique Φ implémentée, pour certains « types » de graphes de
compatibilités (généralisés) connexes (cf. Théorème 6) ;

— de fournir une expression explicite des taux d’appariements, sous certaines hypothèses (cf. Propo-
sition 45) ;

— d’étudier l’équité des taux d’appariements par arête, un autre critère de performance de systèmes
régis par des modèles d’appariements (cf. Théorème 7).

En pratique, plusieurs stratégies d’optimisation de systèmes régis par des modèles d’appariements (géné-
raux (mg) ou bipartis étendus (mbé)) stables sont basées sur la valeur des taux d’appariements au sein
de ces systèmes. On pourra par exemple se référer à [23] et à [28].
Pour une parfaite information, ce Chapitre 4 présente une version étendue de certains résultats donnés
dans l’article [6], pré-publié en 2021.

Tout au long de ce Chapitre 4, tous les graphes (généralisés) considérés seront connexes et constitués
d’au moins deux sommets.
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4.1 Taux d’appariements du modèle général pmgq

Dans cette Section 4.1, nous étudions la structure des appariements au sein de tout système régi par un
modèle d’appariements général (mg), défini dans le Chapitre 1, ce qui débouchera en particulier sur un
résultat (cf. Corollaire 6) permettant

— pour toute mesure µ̄ P MpVq (respectivement, µ P MpVq) rendant stable un modèle d’appariements
général pmgq (respectivement, mgc) donné, de déterminer explicitement - à une constante multipli-
cative strictement positive près - la famille de poids α P MpEq telle que µ̄ “ µ̄α (respectivement,
l’unique famille de poids α P MpEq telle que µ “ µα) ;

— de fournir une preuve alternative directe de l’inclusion Ncond`
pGq Ă WpGq du Théorème 2 (voir

la remarque faite au début de la Section 3.7.1.2).

Comme nous le verrons dans la Section 4.3 (respectivement, dans la Section 4.4), cette étude des taux
d’appariements du modèle mg permettra également d’étudier leur insensibilité vis-à-vis de la politique
d’appariements utilisée (respectivement, d’étudier l’équité des taux d’appariements par arête).

Définition 47

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq, toute politique d’appariements admissible Φ P pol
et toute mesure de probabilité µ P MpVq fixés, on associe, à tout instant n ě 1 et à tout couple de
sommets pi, jq P V2,

— la variable aléatoire MΦ,µ
n ri, js représentant le nombre d’appariements réalisés entre i et j jus-

qu’au temps n pinclusq dans tout système régi par le modèle mgpG,Φ, µ̄q.
Évidemment, MΦ,µ

n ri, js “ 0 lorsque pi, jq R E .
Le nombre d’appariements impliquant i jusqu’à l’instant n pinclusq dans le système est noté

MΦ,µ̄
n ris fi

ÿ

kPEpiq

MΦ,µ̄
n ri, ks,

et le nombre total d’appariements réalisés jusqu’à l’instant n pinclusq dans le système est noté

MΦ,µ̄
n fi

ÿ

pi,jqPE

MΦ,µ̄
n ri, js.

— la proportion temporelle du nombre d’appariements entre i et j jusqu’au temps n pinclusq dans
tout système régi par le modèle mgpG,Φ, µ̄q, défini comme la proportion MΦ,µ

n ri,js

n .

4.1.1 Proportion temporelle asymptotique du nombre total d’appariements
(modèle mg)

Proposition 34

Dans tout système régi par un modèle mgpG,Φ, µ̄q stable, la proportion temporelle asymp-
totique du nombre total d’appariements réalisés vérifie :

MΦ,µ̄
n

n

p.s.
ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

1

2
.

Démonstration : Dans cette preuve, on admettra temporairement l’existence de la limite presque-sûre de la
suite

´

MΦ,µ̄
n
n

¯

nPN˚

, qui sera justifiée a posteriori par la Proposition 35.

Pour commencer, observons que pour tout n ě 1, on a presque-sûrement que
ˇ

ˇ

ˇ
WΦ,µ̄

n

ˇ

ˇ

ˇ
“ n ´ 2MΦ,µ̄

n `

ˇ

ˇ

ˇ
WΦ,µ̄

0

ˇ

ˇ

ˇ
, (4.1)

où |w| représente la taille du mot w.

Par l’absurde, supposons que P
ˆ"

ω P Ω : lim
nÑ`8

MΦ,µ̄
n pωq

n
‰

1

2

*˙

ą 0.
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On a donc existence d’un sous-ensemble Ω1
Ă Ω vérifiant PpΩ1

q ą 0, tel que

@ω P Ω1, lim
nÑ`8

MΦ,µ̄
n pωq

n
‰

1

2
.

Considérons une réalisation ω P Ω1.

Ainsi, si lim
nÑ`8

MΦ,µ̄
n pωq

n
ą

1

2
,

ˆ

respectivement, ă
1

2

˙

, il suit de (4.1) qu’il existe un rang Npωq P N tel

que, pour tout n ě Npωq,
ˇ

ˇWΦ,µ̄
n pωq

ˇ

ˇ ą

ˇ

ˇ

ˇ
WΦ,µ̄

0 pωq

ˇ

ˇ

ˇ

´

respectivement, ă

ˇ

ˇ

ˇ
WΦ,µ̄

0 pωq

ˇ

ˇ

ˇ

¯

.

L’un dans l’autre, on obtient alors que Ω1
Ă lim inf

nÑ8

!

ω P Ω :
ˇ

ˇWΦ,µ̄
n pωq

ˇ

ˇ ‰

ˇ

ˇ

ˇ
WΦ,µ̄

0 pωq

ˇ

ˇ

ˇ

)

, ce qui est absurde

au vu de la récurrence de la chaîne
`

WΦ,µ̄
n

˘

nPN.

En conclusion, P
ˆ"

ω P Ω : lim
nÑ`8

MΦ,µ̄
n pωq

n
“

1

2

*˙

“ 1, et ceci conclut la preuve.

4.1.2 Proportion temporelle asymptotique du nombre d’appariements par
arête (modèle mg)

Définition 48

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq, toute politique d’appariements admissible Φ P pol,
tout i P V et tout j P V fixés, on note

AΦ
iÑj fi tétats de W : un item de classe i arrivant est apparié avec un item de classe ju.

Observons que cet ensemble est non-vide si et seulement si pi, jq P E .
Par ailleurs, sous politique fcfm, on peut écrire formellement

Afcfm
iÑj fi

!

w “ w1jw2 P W : w1 P pEpiqcq˚ et w2 P pE pVpw1q Y tjuq
c
q

˚
)

.

Proposition 35

Dans tout système régi par un modèle mgpG,Φ, µ̄q stable, le comportement asymptotique
de la proportion temporelle du nombre d’appariements réalisés par l’arête pi, jq P E est le
suivant :

MΦ,µ
n ri, js

n

p.s.
ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

ΘΦ,µ̄ri, js,

avec
ΘΦ,µ̄ri, js fi µ̄piqΠΦ,µ̄

W

`

AΦ
iÑj

˘

` µ̄pjqΠΦ,µ̄
W

`

AΦ
jÑi

˘

1ti‰ju, (4.2)

où ΠΦ,µ̄
W représente l’unique loi de probabilité stationnaire de la chaîne récurrente positive

`

WΦ,µ̄
n

˘

nPN.
La quantité déterministe ΘΦ,µ̄ri, js est appelée proportion temporelle asymptotique du nombre
d’appariements de l’arête pi, jq P E .

Heuristiquement, la quantité ΘΦ,µ̄ri, js correspond à la probabilité qu’à un moment donné, en régime
stationnaire, un item de classe i P V s’apparie avec un item de classe j P V. On conviendra que ΘΦ,µ̄ri, js “

0, pour tout couple pi, jq R E . De plus, ΘΦ,µ̄ri, js ą 0, pour chaque arête pi, jq P E . En effet, en régime
stationnaire, on a toujours une probabilité strictement positive d’avoir successivement, à un moment
donné : système vide ; arrivée d’un élément de classe j ; arrivée d’un élément de classe i.

Démonstration : Fixons une arête pi, jq P E avec i ‰ j, c’est-à-dire pi, jq P Ec
S .
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Alors, presque-sûrement,

MΦ,µ
n ri, js

n
“
1

n

n
ÿ

k“1

1ti et j s’apparient au temps ku

“
1

n

n
ÿ

k“1

„

1tVk“iu1tW
Φ,µ̄
k´1

PAiÑju
` 1tVk“ju1tW

Φ,µ̄
k´1

PAjÑiu

ȷ

“
1

n

n´1
ÿ

k“0

fi,j
´

WΦ,µ̄
k , Vk`1

¯

,

où on a défini
fi,j : W ˆ V Ñ t0, 1u

pw, vq ÞÑ 1tv“iu1twPAΦ
iÑju ` 1tv“ju1twPAΦ

jÑiu
.

Or,

— la suite
´

WΦ,µ̄
k

¯

kPN
est une chaîne de Markov, irréductible et récurrente positive, dont l’unique loi

de probabilité stationnaire est notée ΠΦ,µ̄
W ;

— pour tout entier k P N, les variables aléatoires WΦ,µ
k et Vk`1 sont indépendantes.

On en déduit que la suite
´

WΦ,µ
k , Vk`1

¯

kPN
est une chaîne de Markov irréductible et récurrente positive,

d’espace d’états W ˆ V et d’unique loi de probabilité stationnaire

ΠΦ,µ̄
fi ΠΦ,µ̄

W b µ̄.

Comme la fonction fi,j est bornée (par 1), elle est intégrable par rapport à ΠΦ,µ̄, et le théorème ergodique
des chaînes de Markov assure alors que, presque-sûrement,

lim
nÑ`8

˜

1

n

n´1
ÿ

k“0

fi,j
´

WΦ,µ̄
k , Vk`1

¯

¸

“
ÿ

wPW

ÿ

vPV
fi,jpw, vqΠΦ,µ̄

pw, vq

“
ÿ

wPW
1twPAΦ

iÑjuΠ
Φ,µ̄
W pwq

ÿ

vPV
1tv“iuµ̄pvq

`
ÿ

wPW
1twPAΦ

jÑiuΠ
Φ,µ̄
W pwq

ÿ

vPV
1tv“juµ̄pvq

“ µ̄piqΠΦ,µ̄
W

´

AΦ
iÑj

¯

` µ̄pjqΠΦ,µ̄
W

´

AΦ
jÑi

¯

.

Enfin, dans le cas où i “ j, le calcul est similaire mais le second terme n’apparaît plus.
Ceci conclut la preuve.

La combinaison de la Proposition 34 avec la Proposition 35 donne accès au résultat suivant, qui concerne
le cumul des proportions temporelles asymptotiques du nombre d’appariements des arêtes,

Corollaire 5

Dans tout système régi par un modèle mgpG,Φ, µ̄q stable,

ÿ

pi,jqPE

ΘΦ,µ̄ri, js “
1

2
.

Démonstration : D’une part, la Proposition 34 assure que, presque-sûrement,

lim
nÑ`8

¨

˝

ÿ

pi,jqPE

MΦ,µ̄
n ri, js

n

˛

‚“ lim
nÑ`8

MΦ,µ̄
n

n
“

1

2
,

et, d’autre part, la Proposition 35 garantit que, presque-sûrement,

lim
nÑ`8

¨

˝

ÿ

pi,jqPE

MΦ,µ̄
n ri, js

n

˛

‚“
ÿ

pi,jqPE

lim
nÑ`8

MΦ,µ̄
n ri, js

n
“

ÿ

pi,jqPE

ΘΦ,µ̄
ri, js.

L’unicité de la limite presque-sûre d’une suite de variables aléatoires conclut alors la preuve.
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4.1.3 Taux d’appariements par arête (modèle mg)

Proposition 36

Dans tout système régi par un modèle mgpG,Φ, µ̄q stable, pour toute arête pi, jq P E , la suite

de variables aléatoires
ˆ

MΦ,µ̄
n ri, js

MΦ,µ̄
n

˙

ně1

converge presque-sûrement vers

MΦ,µ̄ri, js fi 2ΘΦ,µ̄ri, js. (4.3)

La quantité MΦ,µ̄ri, js est appelée taux d’appariements de l’arête pi, jq P E .

Démonstration : Fixons une arête pi, jq P E .
Alors, comme pour tout entier n ě 1,

MΦ,µ̄
n ri, js

MΦ,µ̄
n

“
MΦ,µ̄

n ri, js

n
ˆ

n

MΦ,µ̄
n

,

la Proposition 34 et la Proposition 35 concluent directement la preuve.

4.1.4 Taux d’appariements dédiés (modèle mg)

Proposition 37

Dans tout système régi par un modèle mgpG,Φ, µ̄q stable, pour toute arête pi, jq P E , la suite

de variables aléatoires

˜

MΦ,µ̄
n ri, js

MΦ,µ̄
n ris

¸

ně1

converge presque-sûrement vers

MΦ,µ̄
iÑj fi

MΦ,µ̄ri, js
ř

kPEpiq

MΦ,µ̄ri, ks
“

ΘΦ,µ̄ri, js
ř

kPEpiq

ΘΦ,µ̄ri, ks
.

La quantité MΦ,µ̄
iÑj est appelée taux d’appariements que i dédie à j.

Démonstration : Fixons une arête pi, jq P E .
Alors, comme pour tout entier n ě 1,

MΦ,µ̄
n ri, js

MΦ,µ̄
n ris

“
MΦ,µ̄

n ri, js

MΦ,µ̄
n

ˆ
MΦ,µ̄

n

MΦ,µ̄
n ris

“
MΦ,µ̄

n ri, js

MΦ,µ̄
n

ˆ
MΦ,µ̄

n
ř

kPEpiq

MΦ,µ̄
n ri, ks

“
MΦ,µ̄

n ri, js

MΦ,µ̄
n

ˆ
1

ř

kPEpiq

´

M
Φ,µ̄
n ri,ks

M
Φ,µ̄
n

¯ ,

la Proposition 36 conclut directement la preuve.
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4.1.5 « Taux d’entrée “ taux de sortie » (modèle mg)
Le résultat ci-dessous s’obtient en combinant la Proposition 35 avec la loi forte des grands nombres. Il
permet de formaliser le fait intuitif suivant : en régime stationnaire, le taux d’entrée en chaque sommet
i P V est égal au taux de sortie, c’est-à-dire au cumul des proportions temporelles asymptotiques du
nombre d’appariements de toutes les arêtes adjacentes à ce nœud i P V. Plus précisément,

Lemme 9

Dans tout système régi par un modèle mgpG,Φ, µ̄q stable, pour tout i P V,

µ̄piq “
ÿ

jPV

`

1 ` 1tj“iu

˘

ΘΦ,µ̄ri, js. (4.4)

Démonstration : Fixons un élément i P V et définissons, pour tout n P N˚, les deux variables aléatoires
suivantes, définies sur Ω :

— Aµ
npiq, le nombre d’arrivées d’éléments de classe i dans le système jusqu’au temps n (inclus) ;

— DΦ,µ
n piq, le nombre de départs d’éléments de classe i du système jusqu’au temps n (inclus).

Par la loi forte des grands nombres,

Aµ
npiq

n
“

1

n

n
ÿ

k“1

1tVk“iu

p.s.
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

µ̄piq.

De plus, la Proposition 35 assure que

DΦ,µ
n piq

n
“

2MΦ,µ̄
n ri, is

n
`

ÿ

jPVztiu

MΦ,µ̄
n ri, js

n

p.s.
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

2ΘΦ,µ̄
ri, is `

ÿ

jPVztiu

ΘΦ,µ̄
ri, js “

ÿ

jPV

`

1 ` 1tj“iu

˘

ΘΦ,µ̄
ri, js.

Au vu des deux limites ci-dessus et par unicité de la limite presque-sûre d’une suite de variables aléatoires,
il nous reste à prouver que

Aµ
npiq ´ DΦ,µ

n piq

n

p.s.
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0.

Pour ce faire, observons que pour tout n ě 1, on a presque-sûrement que
ˇ

ˇ

ˇ
WΦ,µ̄

n

ˇ

ˇ

ˇ

i
“ Aµ

npiq ´ DΦ,µ
n piq `

ˇ

ˇ

ˇ
WΦ,µ̄

0

ˇ

ˇ

ˇ

i
, (4.5)

où |w|i représente le nombre d’occurrences de la lettre i dans le mot w.

Par l’absurde, supposons que P
ˆ"

ω P Ω : lim
nÑ`8

Aµ
npiqpωq ´ DΦ,µ

n piqpωq

n
‰ 0

*˙

ą 0.

On a donc existence d’un sous-ensemble Ω1
Ă Ω vérifiant PpΩ1

q ą 0, tel que

@ω P Ω1, lim
nÑ`8

Aµ
npiqpωq ´ DΦ,µ

n piqpωq

n
‰ 0.

Considérons une réalisation ω P Ω1.

Ainsi, si lim
nÑ`8

Aµ
npiqpωq ´ DΦ,µ

n piqpωq

n
ą 0, (respectivement, ă 0), il suit de (4.5) qu’il existe un rang

Npωq P N tel que, pour tout n ě Npωq,
ˇ

ˇWΦ,µ̄
n pωq

ˇ

ˇ

i
ą

ˇ

ˇ

ˇ
WΦ,µ̄

0 pωq

ˇ

ˇ

ˇ

i

´

respectivement, ă

ˇ

ˇ

ˇ
WΦ,µ̄

0 pωq

ˇ

ˇ

ˇ

i

¯

.

L’un dans l’autre, on obtient alors que Ω1
Ă lim inf

nÑ8

!

ω P Ω :
ˇ

ˇWΦ,µ̄
n pωq

ˇ

ˇ

i
‰

ˇ

ˇ

ˇ
WΦ,µ̄

0 pωq

ˇ

ˇ

ˇ

i

)

, ce qui est absurde

au vu de la récurrence de la chaîne
`

WΦ,µ̄
n

˘

nPN.

En conclusion, P
ˆ"

ω P Ω : lim
nÑ`8

Aµ
npiqpωq ´ DΦ,µ

n piqpωq

n
“ 0

*˙

“ 1, et ceci conclut la preuve.
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4.1.6 Toute mesure stabilisante est à poids (modèle mg)
Le résultat suivant, duquel l’inclusion Ncond`

pGq Ă WpGq du Théorème 2 suit directement (voir la
remarque faite au début de la Section 3.7.1.2), s’appuie sur le Lemme 9,

Corollaire 6

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq et toute politique d’appariements admissible
Φ P pol,

stabpG,Φq Ă tµ̄α : α P MpEqu fi WpGq Ă WpGq.

Plus précisément,
µ̄ P stabpG,Φq ñ µ̄ “ µ̄αΦ,µ̄

,

avec
αΦ,µ̄ : E ÝÑ R`

˚

pi, jq ÞÝÑ
`

1 ` 1ti“ju

˘

ΘΦ,µ̄ri, js,
(4.6)

où la quantité ΘΦ,µ̄ est définie par (4.2).

Démonstration : Soient G “ pV, Eq un graphe généralisé connexe et Φ P pol une politique d’appariements
admissible.
Considérons une mesure de probabilité µ̄ P stabpG,Φq (le cas où l’ensemble est vide rendant le résultat
trivial), de sorte que le modèle mgpG,Φ, µ̄q soit stable.
Alors, pour la famille de poids αΦ,µ̄

P MpEq définie par (4.6), l’association de (3.2) et du Lemme 9 assure
que, pour tout i P V,

µ̄αΦ,µ̄

piq “

ř

jPEpiq

αΦ,µ̄
i,j

ř

ℓPV

ř

jPEpℓq

αΦ,µ̄
ℓ,j

“

ř

jPEpiq

`

1 ` 1ti“ju

˘

ΘΦ,µ̄
ri, js

ř

ℓPV

ř

jPEpℓq

`

1 ` 1tℓ“ju

˘

ΘΦ,µ̄rℓ, js
“

µ̄piq
ř

ℓPV
µ̄pℓq

“ µ̄piq,

ce qui conclut la preuve.

Il suit directement du Corollaire 6 que

µ P stab`pG,Φq ñ µ “ µα̃Φ,µ

,

avec
α̃Φ,µ : E ÝÑ R`

˚

pi, jq ÞÝÑ
µpVq

µαΦ,µ̄
pVq

αΦ,µ̄,

où la famille de poids αΦ,µ̄ est définie par (4.6).

4.2 Taux d’appariements du modèle biparti étendu pmbéq

4.2.1 Étude des taux d’appariements du modèle mbé

Dans cette Section 4.2.1, nous adaptons ce qui a été fait dans la Section 4.1 au cas de tout système régi
par un modèle d’appariements biparti étendu (mbé), défini dans la Section 3.3.1, ce qui débouchera en
particulier sur un résultat (cf. Corollaire 8) permettant

— pour toute mesure µ̃ “ pµ̃1, µ̃2q P MpV1 ˆ V2q rendant stable un modèle d’appariements biparti
étendu pmbéq donné, de déterminer explicitement - à une constante multiplicative strictement po-
sitive près - la famille de poids α P MpEq telle que µ̃1 “ µ̃α

1 et µ̃2 “ µ̃α
2 , où les mesures µ̃α

1 et µ̃α
2

sont définies par (4.10) ;
— de fournir une preuve alternative directe de l’inclusion N`

b pGq Ă WpGq du Théorème 2 (voir la
Section 4.2.2).

Comme nous le verrons dans la Section 4.3, cette étude des taux d’appariements du modèle mbé permet-
tra également d’étudier leur insensibilité vis-à-vis de la politique d’appariements utilisée.

Commençons tout d’abord par quelques définitions,
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Définition 49

Pour tout graphe biparti connexe G “ pV “ V1 Z V2, Eq, toute politique d’appariements admissible
Φ P pol et toute mesure de probabilité µ̃ P MpV1 ˆ V2q fixés, on associe, à tout instant n ě 1 et à
tout couple de sommets pi, jq P V1 ˆ V2,

— la variable aléatoire Mbé,Φ,µ̃
n ri, js représentant le nombre d’appariements réalisés entre i et j

jusqu’au temps n pinclusq dans tout système régi par le modèle mbépG,Φ, µ̃q.
Évidemment, Mbé,Φ,µ̃

n ri, js “ 0 lorsque pi, jq R E .
Le nombre d’appariements impliquant i jusqu’à l’instant n pinclusq dans le système est noté

Mbé,Φ,µ̃
n ris fi

ÿ

kPEpiq

Mbé,Φ,µ̃
n ri, ks,

et le nombre total d’appariements réalisés jusqu’à l’instant n pinclusq dans le système est noté

Mbé,Φ,µ̃
n fi

ÿ

pi,jqPE

Mbé,Φ,µ̃
n ri, js.

— la proportion temporelle du nombre d’appariements entre i et j jusqu’au temps n pinclusq dans
tout système régi par le modèle mbépG,Φ, µ̃q, défini comme la proportion Mbé,Φ,µ̃

n ri,js

n .

4.2.1.1 Proportion temporelle asymptotique du nombre total d’appariements (modèle
mbé)

Proposition 38

Dans tout système régi par un modèle mbépG,Φ, µ̃q stable, la proportion temporelle asymp-
totique du nombre total d’appariements réalisés vérifie :

Mbé,Φ,µ̃
n

n

p.s.
ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

1.

Démonstration : La preuve est analogue à celle de la Proposition 34,

— en modifiant l’égalité (4.1) en
ˇ

ˇY Φ,µ̃
n

ˇ

ˇ “ 2n ´ 2Mbé,Φ,µ̃
n `

ˇ

ˇ

ˇ
Y Φ,µ̃
0

ˇ

ˇ

ˇ
;

— en changeant tous les quotients 1
2

en 1.

4.2.1.2 Proportion temporelle asymptotique du nombre d’appariements par arête (modèle
mbé)

Définition 50

Pour tout graphe biparti connexe G “ pV “ V1 Z V2, Eq, toute politique d’appariements admissible
Φ P pol, tout i P V et tout j P V fixés, on note

Abé,Φ
iÑj fi tétats de Y : un item de classe i arrivant est apparié avec un item de classe ju ,

Abé
iØj fi tétats de Y : les items i et j arrivants sont appariés ensembleu.

Remarquons que

— Abé,Φ
iÑj et Abé

iØj sont non-vides si et seulement si pi, jq P E ;

— Abé
iØj est indépendant de la politique Φ choisie.

Le résultat suivant se prouve alors de manière analogue à la Proposition 35,
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Proposition 39

Dans tout système régi par un modèle mbépG “ pV1 Z V2, Eq,Φ, µ̃q stable, le comporte-
ment asymptotique de la proportion temporelle du nombre d’appariements réalisés par l’arête

pi, jq P E est le suivant :
Mbé,Φ,µ̃

n ri, js

n

p.s.
ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

Θbé,Φ,µ̃ri, js,

avec

Θbé,Φ,µ̃ri, js fi µ̃ppi,V2ztjuqqΠbé,Φ,µ̃
W

´

Abé,Φ
iÑj

¯

` µ̃ppV1ztiu, jqqΠbé,Φ,µ̃
W

´

Abé,Φ
jÑi

¯

` µ̃ppi, jqqΠbé,Φ,µ
W

`

Abé
iØj

˘

, (4.7)

où Πbé,Φ,µ̃
W représente l’unique loi de probabilité stationnaire de la chaîne récurrente positive

`

Y Φ,µ̃
n

˘

nPN.
La quantité déterministe Θbé,Φ,µ̃ri, js est appelée proportion temporelle asymptotique du
nombre d’appariements de l’arête pi, jq P E .

Heuristiquement, la quantité Θbé,Φ,µ̃ri, js correspond à la probabilité qu’à un moment donné, en ré-
gime stationnaire, un item de classe i P V s’apparie avec un item de classe j P V. On conviendra que
Θbé,Φ,µ̃ri, js “ 0, pour tout couple pi, jq R E . De plus, Θbé,Φ,µ̃ri, js ą 0, pour chaque arête pi, jq P E . En
effet, en régime stationnaire, on a toujours une probabilité strictement positive d’avoir successivement, à
un moment donné : système vide ; arrivée d’un élément de classe j ; arrivée d’un élément de classe i.

La combinaison de la Proposition 38 avec la Proposition 39 donne accès au résultat suivant (dont la
preuve peut se calquer sur celle du Corollaire 5), qui concerne le cumul des proportions temporelles
asymptotiques du nombre d’appariements des arêtes,

Corollaire 7

Dans tout système régi par un modèle mbépG,Φ, µ̃q stable,
ÿ

pi,jqPE

Θbé,Φ,µ̃ri, js “ 1.

4.2.1.3 Taux d’appariements par arête (modèle mbé)

La preuve du résultat suivant est analogue à celle de la Proposition 36,

Proposition 40

Dans tout système régi par un modèle mbépG,Φ, µ̃q stable, pour toute arête pi, jq P E , la

suite de variables aléatoires
ˆ

Mbé,Φ,µ̃
n ri, js

Mbé,Φ,µ̃
n

˙

ně1

converge presque-sûrement vers

Mbé,Φ,µ̃ri, js fi Θbé,Φ,µ̃ri, js. (4.8)

La quantité Mbé,Φ,µ̃ri, js est appelée taux d’appariements de l’arête pi, jq P E , et elle coïncide
avec la proportion temporelle asymptotique du nombre d’appariements de l’arête pi, jq P E .
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4.2.1.4 Taux d’appariements dédiés (modèle mbé)

La preuve du résultat suivant est analogue à celle de la Proposition 37,

Proposition 41

Dans tout système régi par un modèle mbépG,Φ, µ̃q stable, pour toute arête pi, jq P E , la

suite de variables aléatoires

˜

Mbé,Φ,µ̃
n ri, js

Mbé,Φ,µ̃
n ris

¸

ně1

converge presque-sûrement vers

Mbé,Φ,µ̃
iÑj fi

Mbé,Φ,µ̃ri, js
ř

kPEpiq

Mbé,Φ,µ̃ri, ks
“

Θbé,Φ,µ̃ri, js
ř

kPEpiq

Θbé,Φ,µ̃ri, ks
.

La quantité Mbé,Φ,µ̃
iÑj est appelée taux d’appariements que i dédie à j.

4.2.1.5 « Taux d’entrée “ taux de sortie » (modèle mbé)

De la même manière que pour le Lemme 9, le résultat suivant s’obtient en combinant la Proposition 39
avec la loi forte des grands nombres. Il permet de formaliser le fait intuitif suivant : en régime stationnaire,
le taux d’entrée en chaque sommet i P V est égal au taux de sortie, c’est-à-dire au cumul des proportions
temporelles asymptotiques du nombre d’appariements de toutes les arêtes adjacentes à ce nœud i P V.
Plus précisément,

Lemme 10

Dans tout système régi par un modèle mbépG “ pV1 Z V2, Eq,Φ, µ̃q stable, c’est-à-dire tel
que µ̃ “ pµ̃1, µ̃2q P stabbépG,Φq,

$

’

&

’

%

µ̃1piq “
ř

jPEpiq

Θbé,Φ,µ̃ri, js, pour tout i P V1 ;

µ̃2piq “
ř

jPEpiq

Θbé,Φ,µ̃ri, js, pour tout i P V2.
(4.9)

4.2.1.6 Toute mesure stabilisante est à poids (modèle mbé)

Introduisons tout d’abord les deux mesures de probabilité suivantes,

Définition 51

Pour tout graphe biparti connexe G “ pV1 ZV2, Eq et toute famille de poids α P MpEq fixés, on définit
les mesures de probabilité conditionnelles µ̃α

1 P MpV1q et µ̃α
2 P MpV2q de la façon suivante :

µ̃α
1 piq fi

µαpiq

µαpV1q
“

ř

jPEpiq

αi,j

ř

ℓPV1

ř

jPEpℓq

αℓ,j
, i P V1, et µ̃α

2 piq fi
µαpiq

µαpV2q
“

ř

jPEpiq

αi,j

ř

ℓPV2

ř

jPEpℓq

αℓ,j
, i P V2. (4.10)

En combinant les équations (3.2) et (3.5), remarquons que

@i P V1, µ̄
αpiq “

µ̃α
1 piq

2
et @j P V2, µ̄

αpjq “
µ̃α
2 pjq

2
. (4.11)

Ceci étant fait, nous sommes à présent en mesure de déduire du Lemme 10 le résultat suivant, utile à la
preuve alternative de l’inclusion N`

b pGq Ă WpGq du Théorème 2,
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Corollaire 8

Pour tout graphe biparti connexe G “ pV1 ZV2, Eq et toute politique d’appariements admis-
sible Φ P pol,

stabbépG,Φq Ă
␣

µ̃α “ pµ̃α
1 , µ̃

α
2 q P MpV1 ˆ V2q : α P MpEq

(

.

Plus précisément,

µ̃ “ pµ̃1, µ̃2q P stabbépG,Φq ñ µ̃1 “ µ̃αbé,Φ,µ̃

1 et µ̃2 “ µ̃αbé,Φ,µ̃

2 ,

avec
αbé,Φ,µ̃ : E ÝÑ R˚

`

pi, jq ÞÝÑ Θbé,Φ,µ̃ri, js,
(4.12)

où la quantité Θbé,Φ,µ̃ est définie par (4.7).

Démonstration : Soient G “ pV1ZV2, Eq un graphe biparti connexe et Φ P pol une politique d’appariements
admissible.
Considérons une mesure de probabilité µ̃ “ pµ̃1, µ̃2q P stabbépG,Φq (le cas où l’ensemble est vide rendant
le résultat trivial), de sorte que le modèle mbépG,Φ, µ̃q soit stable.
Alors, pour la famille de poids αbé,Φ,µ̃

P MpEq définie par (4.12), l’association de (4.10) et du Lemme 10
assure que, pour tout i P V1,

µ̃αbé,Φ,µ̃

1 piq “

ř

jPEpiq

αbé,Φ,µ̃
pi, jq

ř

ℓPV1

ř

jPEpℓq

αbé,Φ,µ̃pℓ, jq
“

ř

jPEpiq

Θbé,Φ,µ̃
ri, js

ř

ℓPV1

ř

jPEpℓq

Θbé,Φ,µ̃rℓ, js
“

µ̃1piq
ř

ℓPV1

µ̃1pℓq
“ µ̃1piq.

On a donc montré que
µ̃1 “ µ̃αbé,Φ,µ̃

1 .

Similairement, on obtient que
µ̃2 “ µ̃αbé,Φ,µ̃

2 ,

ce qui conclut la preuve.

4.2.2 Preuve alternative de l’inclusion N`
b pGq Ă WpGq du Théorème 2

Démonstration : Considérons un graphe biparti connexe G “ pV “ V1 Z V2, Eq, et fixons une mesure
µ P N`

b pGq.
En se référant à ce qui a été fait dans la Section 3.9, on sait donc que

µ̃ “ pµ̃1, µ̃2q P NcondbépGq,

où NcondbépGq est défini par (3.7).
Or, en combinant le résultat (3.43) avec le Corollaire 8 (pour Φ “ ml), on obtient :

NcondbépGq Ă
␣

µ̃α
“ pµ̃α

1 , µ̃
α
2 q P MpV1 ˆ V2q : α P MpEq

(

,

ce qui garantit donc qu’il existe une famille de poids α P MpEq telle que

µ̃1 “ µ̃α
1 et µ̃2 “ µ̃α

2 , (4.13)

où les mesures µ̃α
1 P MpV1q et µ̃α

2 P MpV2q sont définies par (4.10).
Ainsi, les résultats (3.13), (4.13), et (4.11), assurent respectivement les égalités suivantes :

@i P V1, µpiq “ µpV1qµ̃1piq

“ µpV1qµ̃α
1 piq

“

ˆ

µpVq

2

˙

ˆ p2µ̄α
piqq

“ µpVqµ̄α
piq.

De la même manière, on montre que

@j P V2, µpjq “ µpVqµ̄α
pjq.
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D’où,

µ “ µpVqµ̄α
“ µpVq

µα

µαpVq
,

ce qui permet d’écrire que

µ “ µα̌, où α̌ “
µpVq

µαpVq
α P MpEq,

et ceci conclut la preuve.

4.3 Étude de l’unicité des taux d’appariements
Dans cette Section 4.3, nous étudions l’unicité des taux d’appariements, c’est-à-dire la propriété qu’ils
ont (dans certains cas) à être insensibles à la politique Φ P pol utilisée dans le modèle d’appariements
(mg ou mbé) étudié. Ceci débouchera en particulier sur un résultat

— donnant des « types » de graphes de compatibilités pour lesquels cette propriété est vérifiée (cf.
Théorème 6) ;

— fournissant une expression explicite des taux d’appariements, sous certaines hypothèses (cf. Propo-
sition 45).

Plus généralement, en voyant les taux d’appariements des modèles mg et mbé comme des critères de
performance, leur insensibilité vis-à-vis de la politique Φ P pol considérée permet de dire que toutes les
politiques se valent, c’est-à-dire que, quelle que soit la politique Φ implémentée, les taux d’appariements
associés au modèle étudié seront les mêmes, et il n’est donc pas nécessaire d’essayer d’utiliser une po-
litique plus « compliquée » (en termes de temps de calcul, notamment) pour optimiser ce critère-ci de
performance : toutes les autres politiques auront le même effet !

4.3.1 Conditions suffisantes à la politique-insensibilité des taux d’apparie-
ments

À l’aide du Lemme 9 (respectivement, du Lemme 10), on remarque que les taux d’arrivées des éléments
au sein de tout système régi par un modèle d’appariements général mg (respectivement, biparti étendu
mbé) stable s’écrivent comme des fonctions explicites des proportions temporelles asymptotiques du
nombre d’appariements des arêtes, notées ΘΦ,µ̄ et définies par (4.4) (respectivement, notées Θbé,Φ,µ̃

et définies par (4.9)). Par ailleurs, en définissant (dans le cas du modèle biparti étendu), pour tout
µ̃ “ pµ̃1, µ̃2q P MpV1 ˆ V2q, la mesure de probabilité µ̄ P MpVq, par

µ̄piq “
1

2
µ̃1piq1tiPV1u `

1

2
µ̃2piq1tiPV2u, i P V,

alors les systèmes d’équations (4.4) et (4.9) peuvent se réécrire sous la forme générique suivante :

µ̄piq “
ÿ

jPEpiq

αi,j , i P V, (S)

où, par (4.4) (respectivement, (4.9)) et (4.3) (respectivement, (4.8)),

— αi,j “ p1 ` 1tj“iuqΘΦ,µ̄ri, js “ p1 ` 1tj“iuq
MΦ,µ̄

ri,js

2 , pour le modèle mgpG,Φ, µ̄q ;

— αi,j “
Θbé,Φ,µ̃

ri,js

2 “
Mbé,Φ,µ̃

ri,js

2 , pour le modèle mbépG,Φ, µ̃q.
La famille de poids pαi,jqpi,jqPE P MpEq du système (S) coïncide donc (à une constante multiplica-
tive près, selon les cas et les arêtes) avec la famille pΘΦ,µ̄ri, jsqpi,jqPE (respectivement, avec la famille
pΘbé,Φ,µ̃ri, jsqpi,jqPE) de proportions temporelles asymptotiques du nombre d’appariements des arêtes,
mais aussi avec la famille pMΦ,µ̄ri, jsqpi,jqPE (respectivement, avec la famille pMbé,Φ,µ̃ri, jsqpi,jqPE) des
taux d’appariements des arêtes. Ces poids dépendent donc, a priori, de la politique d’appariements Φ
implémentée et ne sont alors pas uniques, en général.

Définition 52

Soit G “ pV, Eq un graphe généralisé prespectivement, un graphe bipartiq connexe.
On dit que les taux d’appariements sont politique-insensibles pour G lorsque, pour tout µ P Ncond`

pGq

prespectivement, tout µ P N`
b pGqq vérifiant µ̄ P stabpG,Φq prespectivement, vérifiant µ̃ P stabbépG,Φqq,
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la famille pMΦ,µ̄ri, jsqpi,jqPE prespectivement, la famille pMbé,Φ,µ̃ri, jsqpi,jqPEq des taux d’appariements
par arête du modèle mgpG,Φ, µ̄q prespectivement, du modèle mbépG,Φ, µ̃qq ne dépend pas de la
politique Φ considérée.

Lorsqu’un graphe généralisé G “ pV, Eq est fixé, remarquons que si, pour toute mesure µ̄ P MpVq, le
système (S) admet une unique solution, alors les taux d’appariements sont politique-insensibles pour G.

Le but de cette Section 4.3.1 est de montrer que, pour certains « types » de graphes (généralisés) connexes,
les taux d’appariements sont politique-insensibles.
Pour ce faire, à µ̄ P MpVq fixée, on se propose d’étudier les solutions du système (S) et de trouver certains
« types » de graphes pour lesquels il existe une unique solution.

Faisons tout d’abord quelques rappels sur les arbres (enracinés), notion qui nous sera utile dans l’étude,
à venir, des solutions de (S).

4.3.1.1 Quelques rappels sur les arbres (enracinés)

Définition 53
Un arbre est un graphe connexe qui ne contient aucun cycle.
En d’autres termes, G “ pV, Eq est un arbre si, pour tout i P V et tout j P V avec i ‰ j, il existe un
seul chemin injectif fini reliant i et j, c’est-à-dire que i ´ j ou qu’il existe un unique n P N˚ et un
unique n-uplet pi1, . . . , inq P Vn de sommets distincts tels que i ´ i1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ in ´ j.
Enfin, l’arbre G “ pV, Eq est dit fini lorsque l’ensemble V l’est.

Le résultat classique suivant permet de caractériser facilement un arbre,

Remarque 8
Un arbre fini est un graphe connexe dont le nombre de sommets excède le nombre d’arêtes d’une unité
exactement.
Formellement, le graphe G “ pV, Eq est un arbre si et seulement si les deux assertions suivantes sont
vérifiées :

— G est connexe ;
— |V| “ |E | ` 1.

Définition 54

Un arbre enraciné G “ pV, E , rq est un arbre orienté dans lequel le sommet r P V, appelé racine, est
le seul vers lequel aucune arête n’est orientée.
On définit une orientation sur les arêtes de l’arbre de la manière suivante : pour toute arête pi, jq P E ,
on regarde l’unique chemin injectif reliant la racine r à j pau choixq. Si ce chemin passe par i, on
oriente l’arête pi, jq P E de i vers j, et on note i Ñ j ; sinon, on oriente l’arête de j vers i, et on note
j Ñ i. Si i Ñ j, on dit que i est le père de j et que j est le fils de i.

Remarque 9

Dans tout graphe enraciné G “ pV, E , rq, la racine r n’a pas de père, alors que tous les autres sommets
en ont un unique.

Définition 55

Pour tout arbre enraciné G “ pV, E , rq, on définit les notions suivantes :
— Les feuilles pou nœuds externesq sont les sommets ne possédant pas de fils dans l’arbre, alors

que les autres sont appelés nœuds internes.
— La profondeur d’un nœud i P V, notée dipGq, est la distance de la racine r au nœud i, c’est-à-dire

le nombre d’arêtes du chemin injectif reliant r à i.
— La profondeur de l’arbre G, notée d fi dpGq, est la profondeur maximale d’un nœud, c’est-à-dire

d “ maxptdipGq : i P Vuq.

— La génération ℓ P J1; dK, notée Gℓ fi GℓpGq, est l’ensemble des nœuds de profondeur ℓ, c’est-à-dire

Gℓ “ ti P V : dipGq “ ℓu.



4.3. Étude de l’unicité des taux d’appariements 113

On note nℓ son cardinal et ℓ1, . . . , ℓnℓ
ses éléments pécrits de manière arbitraireq.

Les sommets d1, . . . , dnd
sont donc les feuilles de G qui sont de profondeur maximale pc’est-à-

dire, de profondeur dq.
Remarquons que G est biparti, et la bipartition de V est donnée par pV1,V2q, où

V1 “ tru Y
ď

ℓPrr1;dss

ℓ pair

Gℓ et V2 “
ď

ℓPrr1;dss

ℓ impair

Gℓ. (4.14)

Définition 56

Pour tout arbre enraciné G “ pV, E , rq, on définit la relation d’ordre ăV sur V par :

i ăV j ô i Ñ j ou Dn P N˚, Dpi1, . . . , inq P Vn,

$

&

%

i Ñ i1 ;
@k P rr1;n ´ 1ss, ik Ñ ik`1 ;
in Ñ j.

Ainsi, i ăV j si i est l’un des sommets du chemin injectif reliant la racine r à j, et on dit alors que j
est un descendant de i.

Définition 57

Soit G “ pV, E , rq un arbre enraciné.
Pour tout ℓ P J1; dK et tout i P J1;nℓK, on note

— fpℓiq, le père du nœud ℓi ;
— S pℓiq fi tj P V : j est le fils de ℓiu, l’ensemble des fils de ℓi ;
— Dpℓiq fi tj P V : ℓi ăV ju, l’ensemble des descendants de ℓi.

Remarquons que
— fp1iq “ r, pour tout i P J1;n1K ;
— S pℓiq Ă Dpℓiq ;
— S pℓiq “ Dpℓiq “ H si et seulement si ℓi est une feuille.

Passons maintenant aux résultats concernant les solutions de (S) dans le cas d’un arbre.

4.3.1.2 Solutions de (S) : le cas de l’arbre

Lemme 11

Pour tout arbre enraciné G “ pV, E , rq tel que |V| ě 2 et toute mesure µ̄ P MpVq, le système
d’équations

µ̄piq “
ÿ

jPEpiq

αi,j , i P Vztru (S˚)

admet une unique solution α P MpEq, donnée par :

αℓm,fpℓmq “ µ̄pℓmq `
ÿ

kjPDpℓmq

p´1qk´ℓµ̄pkjq, ℓ P J1; dK, m P J1;nℓK, (4.15)

où la sommation sur un ensemble vide est considérée comme nulle.

Démonstration : Considérons un arbre enraciné G “ pV, E , rq tel que |V| ě 2, ainsi qu’une mesure µ̄ P MpVq,
et raisonnons par analyse/synthèse.

— Analyse : Soit α P MpEq une famille de poids qui est solution de (S˚), c’est-à-dire telle que

@i P Vztru, µ̄piq “
ÿ

jPEpiq

αi,j . (4.16)

Fixons deux entiers ℓ P J1; dK et m P J1;nℓK.
En considérant qu’une somme sur un ensemble vide est nulle, l’égalité (4.16) assure que

αℓm,fpℓmq “ µ̄pℓmq ´
ÿ

pℓ`1qhPS pℓmq

αℓm,pℓ`1qh
.
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Et, comme il est clair que lorsque ℓm est une feuille de G,

αℓm,fpℓmq “ µ̄pℓmq,

il suit, par induction, que

αℓm,fpℓmq “ µ̄pℓmq `
ÿ

kjPDpℓmq

p´1q
k´ℓµ̄pkjq,

c’est-à-dire que la famille de poids α P MpEq vérifie l’égalité (4.15).
— Synthèse : Si la famille de poids α P MpEq est définie par (4.15), on vérifie alors qu’elle est solution

du système (S˚).

On en déduit le résultat suivant,

Proposition 42

Soient G “ pV, Eq un arbre tel que |V| ě 2 et une mesure µ̄ P MpVq.
En notant pV1,V2q la bipartition de V, on a équivalence entre :

— le système (S) admet une solution α P MpEq ;
— µ̄pV1q “ µ̄pV2q “ 1

2 .
Dans ce cas, la solution est même unique.

Démonstration : Considérons un arbre G “ pV, Eq tel que |V| ě 2, ainsi qu’une mesure µ̄ P MpVq.
Fixons une racine r P V pour l’arbre G, et considérons les ensembles V1 et V2 donnés par (4.14).

ñ : Supposons que la famille de poids α P MpEq est l’unique solution du système (S).

Ainsi, d’une part, µ̄prq “
n1
ř

i“1

α1i,r, et d’autre part, la famille de poids α P MpEq est également

l’unique solution du système (S˚).
Le Lemme 11 assure alors que la famille de poids α P MpEq est donnée par (4.15) (et est donc
unique).
Enfin, par sa connexité, tous les nœuds de G sont des descendants de r.
En rassemblant tout ceci, il suit que

µ̄prq “

n1
ÿ

i“1

α1i,r

“

n1
ÿ

i“1

¨

˝µ̄p1iq `
ÿ

kjPDp1iq

p´1q
k´1µ̄pkjq

˛

‚

“

n1
ÿ

i“1

µ̄p1iq `

n1
ÿ

i“1

¨

˚

˚

˝

ÿ

kjPDp1iq

k impair

µ̄pkjq ´
ÿ

kjPDp1iq

k pair

µ̄pkjq

˛

‹

‹

‚

“

d
ÿ

k“1
k impair

nk
ÿ

i“1

µ̄pkiq ´

d
ÿ

k“1
k pair

nk
ÿ

i“1

µ̄pkiq, (4.17)

“ µ̄pV2q ´ µ̄pV1ztruq,

ce qui revient à écrire que
µ̄pV1q “ µ̄pV2q.

ð : Réciproquement, si µ̄pV1q “ µ̄pV2q, le même calcul que pour le sens direct assure que la famille de

poids α P MpEq donnée par (4.15) vérifie µ̄prq “
n1
ř

i“1

α1i,r.

Par ailleurs, le Lemme 11 garantissant que cette famille est solution de (S˚), on en déduit que α est
solution de (S).
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4.3.1.3 Solutions de (S) : le cas du cycle

Proposition 43

Soient G “ pV, Eq un n-cycle tel que n ě 2 et une mesure µ̄ P MpVq.
1. Si n est impair, le système (S) possède une unique solution.
2. Si n est pair, on note pV1,V2q la bipartition de V, et le système (S) admet alors une

solution si et seulement si µ̄pV1q “ µ̄pV2q “ 1
2 .

Dans ce cas, il y a même existence d’une infinité de solutions.

Démonstration : Considérons un n-cycle G “ pV, Eq tel que n ě 2, dont les sommets sont numérotés de 1 à n,
ainsi qu’une mesure µ̄ P MpVq.
Le système linéaire (S), dont l’inconnue α P MpEq est assimilée au vecteur colonne t

pα1,2, α2,3, . . . , αn´1,n, αn,1q,
peut s’écrire sous la forme Aα “ µ̄, où µ̄ est représentée par le vecteur colonne t

pµ̄p1q, µ̄p2q, . . . , µ̄pnqq, et où

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ 0 1
1 1 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 1 1 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 0 1 1 0 ¨ ¨ ¨ 0

...
. . .

. . .
. . .

...
0 0 . . . 0 1 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

En développant par rapport à la première ligne, on obtient que le déterminant de la matrice A vaut

detpAq “ 1 ` p´1q
n`1.

— Cas 1 : n est impair.
Dans ce cas, la matrice A est inversible, et A´1µ̄ est donc l’unique solution du système (S).

— Cas 2 : n est pair.

Dans ce cas, en notant Li la ligne i P rr1;nss de la matrice A, on constate que L1 “
n
ř

i“2

p´1q
iLi,

c’est-à-dire qu’elle est combinaison linéaire des autres lignes.
Remarquons alors que la matrice A1, de taille pn ´ 1q ˆ n, obtenue à partir de A en lui enlevant la
ligne L1, est échelonnée en lignes et ne contient aucune ligne nulle.
Ceci assure donc que le rang de A vaut

rgpAq “ rgpA1
q “ n ´ 1.

Or, le système (S) étant compatible si et seulement si rgpAq “ rg prA|µ̄sq , où

rA|µ̄s “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ 0 1 µ̄p1q

1 1 0 ¨ ¨ ¨ 0 µ̄p2q

0 1 1 0 ¨ ¨ ¨ 0 µ̄p3q

0 0 1 1 0 ¨ ¨ ¨ 0 µ̄p4q

...
. . .

. . .
. . .

...
...

0 0 . . . 0 1 1 µ̄pnq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

est la matrice augmentée associée au système (S), il suit, en notant L˚
i la ligne i P rr1;nss de la matrice

augmentée rA|µ̄s, que

(S) est compatible ô rg prA|µ̄sq “ n ´ 1

ô L˚
1 “

n
ÿ

i“2

p´1q
iL˚

i

ô µ̄p1q “

n
ÿ

i“2

p´1q
iµ̄piq

ô

n
ÿ

i“1
i impair

µ̄piq “

n
ÿ

i“1
i pair

µ̄piq

ô µ̄pV1q “ µ̄pV2q.

Sous cette hypothèse, comme rgpAq “ n ´ 1 ă n, le système (S) admet une infinité de solutions.
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4.3.1.4 Solutions de (S) : le cas de l’arbre avec une arête additionnelle

Proposition 44

Soient G “ pV, Eq un graphe ptel que |V| ě 2q formé d’un arbre auquel on a ajouté une arête,
et une mesure µ̄ P MpVq.

1. Si l’arête ajoutée forme un cycle de longueur impaire pauquel cas G est un graphe qui
n’est pas bipartiq, le système (S) possède une unique solution.

2. Si l’arête ajoutée forme un cycle de longueur paire pauquel cas G est un graphe biparti,
dont la bipartition de V est notée pV1,V2qq, le système (S) admet alors une solution si
et seulement si µ̄pV1q “ µ̄pV2q “ 1

2 .
Dans ce cas, il y a même existence d’une infinité de solutions.

3. Si l’arête ajoutée est une boucle, le système (S) possède une unique solution.

Démonstration : Considérons un graphe G “ pV, Eq tel que |V| ě 2 formé d’un arbre auquel on a ajouté
une arête, ainsi qu’une mesure µ̄ P MpVq.
Remarquons tout d’abord que si l’arête ajoutée n’est pas une boucle, elle forme un N -cycle qu’on note C .
Si ce cycle est de longueur paire, alors le graphe résultant G est biparti, tandis que s’il est de longueur
impaire, le graphe résultant G n’est pas biparti.

1. Supposons que le graphe résultant G n’est pas biparti et qu’il n’est pas non plus réduit à un cycle
de longueur impaire (auquel cas l’assertion 1. de la Proposition 43 s’appliquerait et conclurait direc-
tement le résultat).
Alors, le graphe résultant G peut être vu comme le N -cycle, de longueur impaire, C auquel s’ajoute(nt)
un (ou plusieurs) arbre(s) enraciné(s) déconnecté(s). Plus précisément, en notant r1, . . . , rp (où
1 ď p ď N) les sommets de C étant de degré strictement plus grand que deux et s1, . . . , sN´p

ceux étant de degré 2, alors, pour tout l P J1; pK, un arbre enraciné T l est annexé au sommet rl (sa
racine).

— Analyse : Considérons une famille de poids α P MpEq qui est solution de (S) et fixons un entier
l P rr1; pss.
La famille α étant, a fortiori, solution de (S˚), le Lemme 11 assure que les poids associés à toutes
les arêtes de T l sont déterminés de façon unique par (4.15).
De plus, en utilisant les mêmes notations que dans (4.17) pour T l et en notant al et bl les deux
voisins de rl dans C ,

µ̄prlq “ αrl,al ` αrl,bl `

dl
ÿ

k“1
k impair

nl
k

ÿ

i“1

µ̄pkl
iq ´

dl
ÿ

k“1
k pair

nl
k

ÿ

i“1

µ̄pkl
iq. (4.18)

Ce qui précède étant vrai pour tout l P J1; pK, la famille de poids α est alors, en particulier,
solution du système

µ̆pℓq “
ÿ

jPEpℓqXC

αℓ,j , ℓ P C , (S˚˚)

où la mesure µ̆ P MpC q est définie par
$

’

’

&

’

’

%

µ̆prlq “ µ̄prlq ´
dl
ř

k“1
k impair

nl
k
ř

i“1

µ̄pkl
iq `

dl
ř

k“1
k pair

nl
k
ř

i“1

µ̄pkl
iq, l P J1, pK ;

µ̆pslq “ µ̄pslq, l P J1;N ´ pK.

Après normalisation de µ̆, l’assertion 1. de la Proposition 43 assure que la solution de (S˚˚) est
unique, c’est-à-dire que les poids associés à toutes les arêtes du N -cycle C sont déterminés de
façon unique.
Comme on a déjà remarqué que les poids associés à toutes les arêtes de chaque arbre T l, où
l P J1; pK, sont déterminés de façon unique, la famille de poids α P MpEq est donc également
entièrement caractérisée de manière unique.

— Synthèse : Si la famille de poids α P MpEq est définie de la façon explicitée dans l’Analyse, on
vérifie alors qu’elle est solution du système (S).

2. Supposons que le graphe résultant G est biparti (dont la bipartition de V est notée pV1,V2q) mais
qu’il n’est pas réduit à un cycle pair (auquel cas l’assertion 2. de la Proposition 43 s’appliquerait et
conclurait directement le résultat).
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ñ : Considérons une famille de poids α P MpEq qui est solution de (S).
En faisant la même construction que dans le Cas 1., on obtient encore l’égalité (4.18), pour tout
l P rr1; pss.
De même, la famille α est également solution du système (S˚˚), et l’assertion 2. de la Proposi-
tion 43 assure alors que l’existence d’une solution à ce système (S˚˚) est équivalente à l’égalité
µ̆pV1 X C q “ µ̆pV2 X C q, qui, elle-même, est équivalente à µ̄pV1q “ µ̄pV2q (assertion (‹)).

ð : Réciproquement, si µ̄pV1q “ µ̄pV2q, on déduit du raisonnement précédent l’existence d’une
solution au système (S˚˚). De plus, pour tout l P rr1; pss, les poids fournis par (4.15) donne une
solution à (S˚) pour l’arbre T l (de racine rl). En les unifiant, on en déduit alors l’existence
d’une solution α P MpEq à (S).

Enfin, sous la condition µ̄pV1q “ µ̄pV2q, l’item 2. de la Proposition 43 assure qu’il existe une
infinité de solutions à (S˚˚), et donc, a fortiori, à (S).

Preuve de p‹q : Tout d’abord, par définition de µ̆,

µ̄pV1q “ µ̄pV1 X C q ` µ̄pV1 X C c
q

“

p
ÿ

l“1
rlPV1

µ̄prlq `

N´p
ÿ

l“1
slPV1

µ̄pslq ` µ̄pV1 X C c
q

“

p
ÿ

l“1
rlPV1

µ̆prlq `

p
ÿ

l“1
rlPV1

»

—

–

dl
ÿ

k“1
k impair

nl
k

ÿ

i“1

µ̄pkl
iq ´

dl
ÿ

k“1
k pair

nl
k

ÿ

i“1

µ̄pkl
iq

fi

ffi

fl

`

N´p
ÿ

l“1
slPV1

µ̆pslq ` µ̄pV1 X C c
q

“ µ̆pV1 X C q `

p
ÿ

l“1
rlPV1

»

—

–

dl
ÿ

k“1
k impair

nl
k

ÿ

i“1

µ̄pkl
iq ´

dl
ÿ

k“1
k pair

nl
k

ÿ

i“1

µ̄pkl
iq

fi

ffi

fl

` µ̄pV1 X C c
q. (4.19)

Or, dans chaque arbre enraciné T l de G (où l P rr1; pss), les sommets des générations paires
appartiennent au même sous-ensemble de la bipartition que rl. Ainsi,

µ̄pV1 X C c
q “

p
ÿ

l“1
rlPV1

»

—

–

dl
ÿ

k“1
k pair

nl
k

ÿ

i“1

µ̄pkl
iq

fi

ffi

fl

`

p
ÿ

l“1
rlPV2

»

—

–

dl
ÿ

k“1
k impair

nl
k

ÿ

i“1

µ̄pkl
iq

fi

ffi

fl

. (4.20)

L’association de (4.19) et de (4.20) assure alors que

µ̄pV1q “ µ̆pV1 X C q `

p
ÿ

l“1
rlPV1

»

—

–

dl
ÿ

k“1
k impair

nl
k

ÿ

i“1

µ̄pkl
iq

fi

ffi

fl

`

p
ÿ

l“1
rlPV2

»

—

–

dl
ÿ

k“1
k impair

nl
k

ÿ

i“1

µ̄pkl
iq

fi

ffi

fl

“ µ̆pV1 X C q `

p
ÿ

l“1

»

—

–

dl
ÿ

k“1
k impair

nl
k

ÿ

i“1

µ̄pkl
iq

fi

ffi

fl

.

Par ailleurs, en échangeant les rôles (symétriques) de V1 et de V2,

µ̄pV2q “ µ̆pV2 X C q `

p
ÿ

l“1

»

—

–

dl
ÿ

k“1
k impair

nl
k

ÿ

i“1

µ̄pkl
iq

fi

ffi

fl

,

et ainsi,
µ̄pV1q “ µ̄pV1q ô µ̆pV1 X C q “ µ̆pV2 X C q,

ce qui clôt la preuve de l’assertion (‹).
3. Supposons que l’arête ajoutée est une boucle, disons sur le sommet r P V.

Le graphe résultant G peut alors être vu comme un arbre enraciné (de racine r).
— Analyse : Considérons une famille de poids α P MpEq qui est solution du système (S).

La famille α étant, a fortiori, solution de (S˚), le Lemme 11 assure qu’elle est donnée, de
façon unique, par (4.15).
En combinant ceci avec (4.17), on trouve que

$

’

’

’

&

’

’

’

%

αℓm,fpℓmq “ µ̄pℓmq `
ÿ

kjPDpℓmq

p´1q
k´ℓµ̄pkjq, ℓ P J1; dK, m P J1;nℓK ;

αr,r “ µ̄prq ´
d
ř

k“1
k impair

nk
ř

i“1

µ̄pkiq `
d
ř

k“1
k pair

nk
ř

i“1

µ̄pkiq.
(4.21)
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— Synthèse : Si la famille de poids α P MpEq est donnée par (4.21), on vérifie alors qu’elle est
solution du système (S).

4.3.1.5 Bilan

L’association des Propositions 42, 43 et 44 débouche directement sur le résultat suivant,

Théorème 6

Les taux d’appariements sont politique-insensibles pour G “ pV, Eq poù |V| ě 2q dans les cas
suivants :

1. G est un cycle de taille impaire ;
2. G est un arbre ;
3. G est un arbre avec une arête additionnelle formant un cycle de taille impaire ;
4. G est un arbre avec une boucle additionnelle.

De plus, dans ces cas, les taux d’appariements sont donnés pà une constante multiplicative
prèsq par l’unique solution du système (S) - ceci sera précisé ultérieurement par la Proposi-
tion 45.

Remarquons que si G “ pV, Eq est un arbre (item 2.), il est implicitement supposé que µ̄pV1q “ µ̄pV2q “ 1
2 ,

où pV1,V2q est la bipartition de V. En effet, dans le cas contraire, on aurait µ̄ R N`
b pGq, et le modèle

d’appariements biparti étendu (mbé) associé ne pourrait alors pas être stable, ce qui ne permettrait pas
de définir les taux d’appariements.

Question ouverte :
˝ Le Théorème 6 fournit des exemples de graphes pgénéralisésq pour lesquels les taux d’appariements

sont politique-insensibles. Cette liste n’étant cependant, a priori, pas exhaustive, peut-on trouver
d’autres « types » de graphes généralisés pvoire tousq ayant cette propriété ?

4.3.2 Exemples
4.3.2.1 Cas avec unicité

Le graphe G1 “ pV, Eq, représenté à gauche de la Figure 4.1, rentre dans le cadre de l’item 3. du
Théorème 6. Ainsi, le graphe G1 ne possédant pas de boucle, l’équation (4.4) assure que, dans tout
système régi par un modèle mgpG1,Φ, µ̄q stable, les proportions temporelles asymptotiques ΘΦ,µ̄r¨, ¨s du
nombre d’appariements par arête sont données par α “ A´1µ̄, pour

α fi

¨

˚

˚

˝

α1,2

α2,3

α2,4

α3,4

˛

‹

‹

‚

, A “

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
1 1 1 0
0 1 0 1
0 0 1 1

˛

‹

‹

‚

, µ̄ “

¨

˚

˚

˝

µ̄p1q

µ̄p2q

µ̄p3q

µ̄p4q

˛

‹

‹

‚

.

4.3.2.2 Cas sans unicité

Le graphe généralisé G2 “ pV, Eq représenté à droite de la Figure 4.1 ne satisfait pas les hypothèses
du Théorème 6, et le système (S) associé n’a pas une solution unique. En effet, considérons la mesure
µ̄ “ tp3{10 3{10 2{10 2{10q, qui est clairement un élément de NcondpG2q. On remarque que, pour tout
x Ps0; 3{20r, Aαx “ µ̄, pour

A “

¨

˚

˚

˝

1 1 0 0 0
0 1 1 1 0
0 0 1 0 1
0 0 0 1 1

˛

‹

‹

‚

, αx fi

¨

˚

˚

˚

˚

˝

αx
1,1

αx
1,2

αx
2,3

αx
2,4

αx
3,4

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

2x
3
10 ´ 2x

x
x

2
10 ´ x

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

comme donné dans la Figure 4.1.
Par exemple, selon nos simulations faites en Section B.2.2, les proportions temporelles asymptotiques
Θfcfm,µ̄r¨, ¨s des nombres d’appariements par arête sont données (approximativement) par la famille de
poids α0.098.
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1

2

3 4

3
10

´ 2x

x x

2
10

´ x

2x

1

2

3 4

Figure 4.1 – Graphes G1 (à gauche) et G2 (à droite).

4.3.3 Expression explicite des taux d’appariements

Proposition 45

Soient G “ pV, Eq un graphe généralisé connexe ptel que |V| ě 2q qui n’est pas biparti, une
politique d’appariements Φ P pol, et une mesure µ̄ P MpVq.
Supposons que
pŹq la politique d’appariements Φ P pol est telle que µ̄ P stabpG,Φq ;

pŹŹq le système (S) associé à la mesure µ̄ P MpVq possède une unique solution, notée
α P MpEq.

Sous ces hypothèses,

@pi, jq P E , MΦ,µ̄ri, js “
αi,j

p1 ` 1ti“juq ˆ Cα
,

où
Cα fi

ÿ

pi,jqPE

αi,j

1 ` 1ti“ju

,

c’est-à-dire que, dans tout système régi par le modèle mgpG,Φ, µ̄q, les taux d’appariements
sont donnés explicitement par la famille de poids α P MpEq engendrant µ̄, et sont, comme
prévus, politique-insensibles.

Remarquons que

— l’équivalence piiq ô piiiq du Corollaire 2 assure que, lorsque Φ est une politique maximale généralisée
(au sens de la Définition 19) - et donc, par exemple, lorsque Φ “ fcfm (cf. Théorème 1) ou Φ “ ml
(cf. Theorem 4.7 de [7]), la condition pŹq équivaut à µ̄ P WpGq ;

— la condition pŹŹq est en particulier vérifiée lorsque G est un graphe d’un type listé dans le Théo-
rème 6 (excepté le type 2. puisque G n’est pas biparti).

Démonstration : Considérons un graphe généralisé connexe G “ pV, Eq tel que |V| ě 2 et qui n’est pas
biparti, une politique d’appariements Φ P pol, ainsi qu’une mesure µ̄ P MpVq, et supposons les conditions
pŹq et pŹŹq vérifiées.
Tout d’abord, la condition pŹq, combinée au Corollaire 6, assure que

µ̄ “ µ̄αΦ,µ̄

,

où
αΦ,µ̄ : E ÝÑ R`

˚

pi, jq ÞÝÑ
`

1 ` 1ti“ju

˘

ΘΦ,µ̄
ri, js,

puis, la condition pŹŹq garantit alors l’existence d’une constante λ ą 0 telle que

α “ λαΦ,µ̄,

c’est-à-dire que
@pi, jq P E , ΘΦ,µ̄

ri, js “
αi,j

λ
`

1 ` 1ti“ju

˘ . (4.22)
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Le Corollaire 5 assurant alors que λ “ 2Cα, où Cα fi
ř

pi,jqPE

αi,j

1`1ti“ju
, l’assertion (4.3), combinée avec (4.22),

permet d’écrire que
@pi, jq P E , MΦ,µ̄

ri, js “
αi,j

`

1 ` 1ti“ju

˘

Cα

,

ce qui conclut la preuve.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la Proposition 45,

Corollaire 9

Soient G “ pV, Eq un graphe généralisé connexe ptel que |V| ě 2q qui n’est pas biparti, deux
politiques d’appariements Φ1 P pol et Φ2 P pol, et une mesure µ̄ P MpVq.
Supposons que

p˛q les politiques d’appariements Φ1 et Φ2 sont telles que µ̄ P stabpG,Φ1q X stabpG,Φ2q ;
p˛˛q le système (S) associé à la mesure µ̄ P MpVq possède une unique solution.
Sous ces hypothèses,

@pi, jq P E , MΦ1,µ̄ri, js “ MΦ2,µ̄ri, js,

c’est-à-dire que dans tout système régi par le modèle mgpG,Φ1, µ̄q ou par le modèle
mgpG,Φ2, µ̄q, les taux d’appariements coïncident.

Remarquons que
— l’équivalence piiq ô piiiq du Corollaire 2 assure que, lorsque Φ est une politique maximale généralisée

(au sens de la Définition 19) - et donc, par exemple, lorsque Φ “ fcfm (cf. Théorème 1) ou Φ “ ml
(cf. Theorem 4.7 de [7]), la condition p˛q équivaut à µ̄ P WpGq ;

— la condition p˛˛q est en particulier vérifiée lorsque G est un graphe d’un type listé dans le Théorème 6
(excepté le type 2. puisque G n’est pas biparti).

4.4 Étude de l’équité des taux d’appariements par arête
On obtient l’équité des taux d’appariements par arête lorsque la mesure (ou loi) d’arrivées est construite de
telle sorte qu’aucune arête n’est privilégiée par rapport aux autres pour réaliser les appariements au sein
du système, c’est-à-dire que les taux d’appariements de chaque arête sont égaux. Cette notion d’équité
constitue donc naturellement un critère de performance intéressant en pratique. Voir par exemple [17].

Définition 58

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq et toute politique d’appariements admissible Φ P pol,
on dit que µ̄ P stabpG,Φq réalise l’équité des taux d’appariements par arête lorsque

@pi, jq P E , MΦ,µ̄ri, js “
1

|E |
.

On note alors

FpG,Φq fi tµ̄ P stabpG,Φq : µ̄ réalise l’équité des taux d’appariements par arêteu.

Définition 59

Pour tout graphe généralisé connexe G “ pV, Eq, on définit la famille de poids α˚ P MpEq sur E par :

α˚ : E Ñ R`
˚

pi, jq ÞÑ 1 ` 1ti“ju.

La mesure à poids associée, notée µ̄α˚

P MpVq, est alors donnée par :

@i P V, µ̄α˚

piq “
degpiq ` 1tiPVSu

2|E |
.
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Théorème 7

Soit G “ pV, Eq un graphe généralisé connexe tel que |V| ě 2 et qui n’est pas biparti.
1. Pour toute politique d’appariements admissible Φ P pol,

FpG,Φq Ă

!

µ̄α˚
)

,

c’est-à-dire que la mesure µ̄α˚

P MpVq est la seule capable de réaliser l’équité des taux
d’appariements par arête.

2. Supposons que
p‹q la politique d’appariements Φ P pol est telle que µ̄α˚

P stabpG,Φq ;

p‹‹q le système (S) associé à la mesure µ̄α˚

P MpVq possède une unique solution palors
forcément donnée par α˚

2|E|
q.

Sous ces hypothèses,

µ̄α˚

P FpG,Φq, et donc FpG,Φq “

!

µ̄α˚
)

.

Remarquons que
— l’implication piiq ñ piiiq du Corollaire 2 assure que la condition p‹q est en particulier vérifiée lorsque

Φ est une politique maximale généralisée (au sens de la Définition 19) - et donc, par exemple, lorsque
Φ “ fcfm (cf. Théorème 1) ou Φ “ ml (cf. Theorem 4.7 de [7]) ;

— la condition p‹‹q est en particulier vérifiée lorsque G est un graphe d’un type listé dans le Théorème 6
(excepté le type 2. puisque G n’est pas biparti).

Question ouverte : L’item 2. du Théorème 7 donne des conditions permettant à la mesure µ̄α˚

P MpVq

de réaliser l’équité des taux d’appariements par arête.
˝ Qu’en est-il des conditions nécessaires ?

Démonstration : Considérons un graphe généralisé connexe G “ pV, Eq tel que |V| ě 2 et qui n’est pas
biparti.

1. Fixons une politique d’appariements admissible Φ P pol.
La cas où FpG,Φq “ H rendant le résultat trivial, on suppose que FpG,Φq ‰ H.
Pour aboutir au résultat, faisons 2 raisonnements parallèles :
— Raisonnement 1 : Fixons une mesure µ̄ P FpG,Φq.

Par définition, elle appartient alors à l’ensemble stabpG,Φq, et le Corollaire 6 assure donc que

µ̄ “ µ̄αΦ,µ̄

, (4.23)

où
αΦ,µ̄ : E ÝÑ R`

˚

pi, jq ÞÝÑ
`

1 ` 1ti“ju

˘

ΘΦ,µ̄
ri, js.

— Raisonnement 2 : Fixons une mesure µ̄ P FpG,Φq.
Ainsi, par définition,

@pi, jq P E , MΦ,µ̄
ri, js “

1

|E |
,

et l’assertion (4.3) assure donc que

@pi, jq P E , ΘΦ,µ̄
ri, js “

1

2|E |
.

D’où,

@pi, jq P E , αΦ,µ̄
i,j “

1 ` 1ti“ju

2|E |
.

Ainsi, par définition de µ̄αΦ,µ̄

et de µ̄α˚

,

@i P V, µ̄αΦ,µ̄

piq “

ř

jPEpiq

`

1 ` 1ti“ju

˘

ř

ℓPV

ř

jPEpℓq

`

1 ` 1tℓ“ju

˘ “
degpiq ` 1tiPVSu

2|E |
“ µ̄α˚

piq,
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ce qui garantit donc que
µ̄αΦ,µ̄

“ µ̄α˚

. (4.24)

Ainsi, en combinant les résultats (4.23) et (4.24), on obtient :

µ̄ P FpG,Φq ñ µ̄ “ µ̄α˚

,

ce qui conclut.
2. Supposons les conditions p‹q et p‹‹q vérifiées.

Tout d’abord, la condition p‹q, associée avec le Corollaire 6, assure que

µ̄α˚

“ µ̄αΦ,µ̄α˚

,

où
αΦ,µ̄α˚

: E ÝÑ R`
˚

pi, jq ÞÝÑ
`

1 ` 1ti“ju

˘

ΘΦ,µ̄α˚

ri, js.

La condition p‹‹q fournit alors l’existence d’une constante λ ą 0 telle que

α˚
“ λαΦ,µ̄α˚

,

c’est-à-dire que

@pi, jq P E , 1 ` 1ti“ju “ λ
`

1 ` 1ti“ju

˘

ΘΦ,µ̄α˚

ri, js,

ce qui équivaut à

@pi, jq P E , 1

λ
“ ΘΦ,µ̄α˚

ri, js. (4.25)

Le Corollaire 5 assurant alors que λ “ 2|E |, l’assertion (4.3), combinée avec (4.25), garantit que

@pi, jq P E , MΦ,µ̄α˚

ri, js “
1

|E |
,

c’est-à-dire que
µ̄α˚

P FpG,Φq,

et ceci conclut.

Remarquons qu’il se peut tout-à-fait que la mesure µ̄α˚

ne réalise pas l’équité des taux d’appariements
par arête (auquel cas il n’existe alors pas de telle mesure). En effet, si µ̄α˚

coïncide avec une mesure µ̄α,
où α est une famille de poids non-proportionnelle à α˚ (ce qui revient à dire que la condition (‹‹) du
Théorème 7 n’est pas vérifiée), les taux d’appariements par arête peuvent tout aussi bien être donnés
par la famille α˚ que par la famille α, ou même encore par une autre famille de poids, et dans ce cas,
on ne peut alors rien affirmer concernant l’équité. Par contre, si l’on sait que c’est une famille de poids
non-proportionnelle à α˚ qui donne les taux d’appariements par arête, alors, dans ce cas, on peut assurer
qu’il n’y a pas équité de ces taux.
Si l’on revient à la Section 4.3.2.2 présentant l’exemple d’un cas sans unicité, la famille α˚ correspond à
α1{10, mais il existe, cependant, une infinité d’autres familles de poids non-proportionnelles à α˚ géné-
rant la même mesure µ̄α˚

. Ceci implique en particulier que les valeurs des taux d’appariements par arête
ne peuvent pas être prédites directement. En effet, comme annoncé dans ladite Section, une simulation
numérique a permis de montrer que les proportions temporelles asymptotiques Θfcfm,µ̄r¨, ¨s des nombres
d’appariements par arête sont en réalité données (approximativement) par la famille de poids α0.098,
non-proportionnelle à α˚, et on peut donc conjecturer que l’équité n’a pas lieu dans ce cas.

Enfin, l’Exemple 8 ci-dessous permet de montrer que Fp rG, fcfmq “ H, où rG est le graphe généralisé
connexe qui n’est pas biparti, représenté par la Figure 4.2.

Exemple 8

Pour le graphe généralisé rG preprésenté par la Figure 4.2q, en combinant (4.2), (4.3) et l’item 2. du
Théorème 1, on a, pour toute mesure µ̄ P stabp rG, fcfmq,

— Mfcfm,µ̄r1, 1s “ 2µ̄p1qΠfcfm,µ̄
W pt1uq “ 2αµ̄p1q2 ;

— Mfcfm,µ̄r2, 2s “ 2µ̄p2qΠfcfm,µ̄
W pt2uq “ 2αµ̄p2q2 ;

— Mfcfm,µ̄r1, 2s “ 2µ̄p1qΠfcfm,µ̄
W pt2uq ` 2µ̄p2qΠfcfm,µ̄

W pt1uq “ 4αµ̄p1qµ̄p2q ;
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— Mfcfm,µ̄r2, 3s “ 2µ̄p2qΠfcfm,µ̄
W pt3k : k P N˚uq ` 2µ̄p3qΠfcfm,µ̄

W pt2uq “
2αµ̄p2qµ̄p3q

1´2µ̄p3q
` 2αµ̄p3qµ̄p2q ;

— Mfcfm,µ̄r3, 1s “ 2µ̄p3qΠfcfm,µ̄
W pt1uq ` 2µ̄p1qΠfcfm,µ̄

W pt3k : k P N˚uq “ 2αµ̄p1qµ̄p3q `
2αµ̄p1qµ̄p3q

1´2µ̄p3q
,

où α représente la quantité αp rG, fcfm, µ̄q.
La combinaison des trois premières équations assure alors qu’il n’existe pas, dans le cas étudié, de
mesure µ̄ vérifiant l’équité des taux d’appariements par arête, c’est-à-dire que

Fp rG, fcfmq “ H.

1

23

Figure 4.2 – Graphe généralisé rG.
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Annexe A

Notations générales

Opérations sur les ensembles

Pour deux ensembles quelconques E et F , on note

— EzF fi tx P E : x R F u, la différence de E et F ;

— F c “ EzF , le complémentaire de F (dans E, implicitement), lorsque F Ă E ;

— E Z F , la réunion de E et F , lorsqu’ils sont disjoints.

Mesures et mots sur des ensembles

Le mot vide, c’est-à-dire celui constitué d’aucune lettre, est noté ε, et, pour tout ensemble fini A, on note

— |A| (ou CardpAq), le cardinal de A, c’est-à-dire le nombre d’éléments de A ;

— A˚, l’ensemble des mots finis sur l’alphabet A ;

— AN, l’ensemble des mots infinis sur l’alphabet A ;

— PpAq, l’ensemble de tous les sous-ensembles de A ;

— UnifpAq, la loi uniforme sur l’ensemble A ;

— MpAq, l’ensemble des mesures positives finies de support A ;

— MpAq, l’ensemble des mesures de probabilité de support A ;

— Mě0pAq, l’ensemble des mesures positives dont le support est inclus dans A.

Remarquons la suite d’inclusions MpAq Ă MpAq Ă Mě0pAq.

Pour toute mesure µ P MpAq, on note µ̄ P MpAq la mesure normalisée associée, c’est-à-dire

µ̄ “
µ

µpAq
.

Pour deux ensembles finis A et B, si µ̄ P MpA ˆ Bq, on note µ̄ “ pµ̄1, µ̄2q pour signifier que

— µ̄1 P MpAq est la première marginale de µ̄ ;

— µ̄2 P MpBq est la seconde marginale de µ̄.

Pour tout ensemble E quelconque et tous sous-ensembles A et pAiqiě1 de E, on note

— A1 . . .An fi ta1 . . . an : @i P rr1;nss, ai P Aiu, l’ensemble des mots de n ě 1 lettres dont la ième

appartient à l’alphabet Ai, pour chaque i P rr1;nss.

— Ak fi ta1 . . . ak : @i P rr1; kss, ai P Au, l’ensemble des mots de k ě 1 lettres formés avec l’alphabet
A, où, par convention, A0 “ ε.

— A˚ fi
Ţ

kPN
Ak, l’ensemble des mots finis sur l’alphabet A.
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Applications
Pour tout ensemble E quelconque, on note

— 1E la fonction indicatrice de E, c’est-à-dire 1Epxq “

"

1 si x P E ;
0 sinon.

— IdE l’application identité sur E, c’est-à-dire IdE : E Ñ E
x ÞÑ x

.

L’application valeur absolue est notée | ¨ |, c’est-à-dire | ¨ | : R Ñ R`

x ÞÑ |x|
.

Pour toute fonction f : X Ñ Y , où X et Y sont des ensembles respectivement quelconque et totalement
ordonné, et pour tout sous-ensemble X 1 Ă X, on note

argmax
xPX1

pfpxqq fi tx P X 1 : @y P X 1, fpyq ď fpxqu

et
argmin
xPX1

pfpxqq fi tx P X 1 : @y P X 1, fpyq ě fpxqu.

Vecteurs

Tout vecteur x P Rn est noté x “

¨

˚

˝

xp1q

...
xpnq

˛

‹

‚

ou tpxp1q, . . . , xpnqq, et on écrit

— x ě 0, si et seulement si xpiq ě 0, pour tout i P rr1;nss ;
— Ipxq fi txp1q, . . . , xpnqu ;
— |x| fi tp|xp1q|, . . . , |xpnq|q ;
— 0n fi tp0, . . . , 0q, le vecteur nul de taille n ;
— ei, le ième vecteur de la base canonique de Rn, pour tout i P rr1;nss.

Matrices
Toute famille M d’éléments de R indexée par un produit cartésien (fini) IˆJ est vue comme une matrice,
et on note M “ pMpi, jqq iPI

jPJ
.

De plus, on écrit
— tM “ pMpj, iqq iPI

jPJ
, sa transposée ;

— detpMq, son déterminant ;
— rgpMq, son rang.

Topologie
Pour tout espace vectoriel normé pE, } ¨ }q, on note

— B}¨}px, rq fi ty P E : }y ´ x} ă ru, la boule ouverte centrée en x P E et de rayon r ą 0 ;

— Å fi intpAq fi tx P E : Dr ą 0, B}¨}px, rq Ă Au, l’intérieur de A Ă E.
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Simulations

Remarque : Tous les programmes proposés ci-dessous sont écrits en langage Python.

import numpy as np
from numpy.linalg import eig
from random import *

Pour les simulations numériques concrètes, on considérera le graphe généralisé (pondéré) G représenté
par la Figure 3.1, où les poids seront donnés par pa, b, c, d, eq “ p1, 2, 3, 4, 5q. Dans ce cas, la matrice des
poids (vue comme une liste de listes) est donc

A “ rr1, 2, 0, 0s, r2, 0, 3, 4s, r0, 3, 0, 5s, r0, 4, 5, 0ss.

B.1 Mesures à poids
Le programme suivant retourne la loi de probabilité µ̄α P MpVq associée à la famille de poids α P MpEq sur
les arêtes d’un graphe généralisé G “ pV, Eq, dont la matrice des poids est donnée par A, où Arisrjs “ αi,j .

def mu_barre_alpha(A):
m=[]
for i in range (len(A)):

m.append(sum(A[i]))
S=sum(m)
m=[i/S for i in m]
return(m)

On obtient :

mu_barre_alpha(A)=
[0.10344827586206896,
0.3103448275862069,
0.27586206896551724,
0.3103448275862069]

B.2 Sous politique fcfm

B.2.1 Processus d’appariements : simulation du buffer
Par commodité pour l’écriture des programmes, on supposera que l’ensemble des sommets du graphe
considéré est numéroté de 0 à |V| ´ 1. En particulier, pour le graphe G de la Figure 3.1 considéré,
l’ensemble des sommets est noté t0, 1, 2, 3u (au lieu de t1, 2, 3, 4u), en conservant l’ordre.
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Le programme suivant simule une arrivée d’un item dans le système selon la loi µ̄α :

def arrivée(A):
m=mu_barre_alpha(A)
c=0
C=[] #C=vecteur des sommes cumulées#
for i in range (len(m)):

c=c+m[i]
C.append(c)

a=random() #a est un réel aléatoire entre 0 et 1#
i=0
while a>=C[i]:

i=i+1
return(i)

Le programme suivant permet de mettre à jour le buffer (sous la politique fcfm), représenté par une
liste L, après l’arrivée dans le système d’un item de classe v, et de recenser l’éventuel appariement qui
s’est produit dans une matrice (vue comme une liste de listes) M . La matrice M n’est composée que de 0,
mais M risrjs “ M rjsris “ 1 s’il y a eu appariement entre i et j dans le système.

def majliste(A,L,v):
M=[[0 for i in range(len(A))] for j in range (len(A))]
if len(L)==0:

return([v],M)
else:

V=[]
for i in range(len(L)): #V sera de même taille que L#

if A[v][L[i]]==0:
V.append(0) #On met un 0 dans V si l’élément de L correspondant#
#n’est pas voisin de l’item de classe v arrivant#

else:
V.append(1) #On met un 1 dans V si l’élément de L correspondant#
#est voisin de l’item de classe v arrivant#

if sum(V)==0:
return(L+[v],M)

else:
i=0
while V[i]==0:

i=i+1
M[v][L[i]]=1
M[L[i]][v]=1
del L[i]
return(L,M)

Par exemple,

majliste(A,[0,3],arrivée(A))
=([3], [[0, 1, 0, 0], [1, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 0]])

signifie qu’un item de classe 1 est entré dans le système et qu’on a donc eu un appariement (sous politique
fcfm) entre l’item arrivant et celui de classe 0 déjà présent. Le buffer, initialement composé d’un item
de classe 0 et d’un autre de classe 3 n’est alors plus composé que de l’item de classe 3.

Plus généralement, on peut maintenant simuler l’état d’un système (initialement vide) régi par le modèle
mgpG, fcfm, µ̄αq, après n arrivées :

def buffer_n(A,n):
W=[] #le buffer est vide à l’instant initial (W0=\emptyset)#
for i in range(n): #on fait n fois le processus suivant#

a=arrivée(A) #on détermine l’item qui arrive dans le système#
W=majliste(A,W,a)[0] #on met à jour le buffer après arrivée de cet item#

return(W)
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Par exemple,

buffer_n(A,10)=[0, 3]

signifie qu’après 10 arrivées dans le système (initialement vide), il est maintenant composé d’un item de
classe 0 et d’un item de classe 3 (arrivés dans cet ordre).

B.2.2 Taux d’appariements par arête
Le programme suivant permet de faire la somme terme à terme des matrices (vues comme listes de listes)
B et C (carrées, et supposées de mêmes tailles) prises en argument :

def somme_matrices(B,C):
M=[[0 for i in range(len(B))] for j in range (len(B))]
for i in range(len(B)):

for j in range(len(B)):
M[i][j]=B[i][j]+C[i][j]

return(M)

Le programme suivant renvoit la matrice M recensant les appariements qui se sont produits après N
arrivées au sein d’un système régi par le modèle mgpG, fcfm, µ̄αq, lorsqu’il est dans son état stationnaire.
Remarquons que M risrjs est le nombre d’appariements qui se sont produits entre un item de classe i et
un de classe j.

def matrice_matchings_regime_stat(A,n): #n=nombre d’arrivées "en régime stationnaire"#
W=[] #le buffer est vide à l’instant initial#
for i in range(10000):

a=arrivée(A)
W=majliste(A,W,a)[0] #le W final est W_10000#

#(supposé suivre la loi stationnaire --> temps "long")#
M=[[0 for i in range(len(A))] for j in range (len(A))]
for i in range(n):

a=arrivée(A)
S=majliste(A,W,a)
M=somme_matrices(M,S[1])
W=S[0]

return(M)

Par exemple, on peut simuler et avoir

matrice_matchings_regime_stat(A,100)
=[[1, 11, 0, 0], [11, 0, 12, 11], [0, 12, 0, 14], [0, 11, 14, 0]]

Le programme suivant renvoit, en premier argument, la proportion temporelle du nombre total d’appa-
riements, c’est-à-dire la quantité Mfcfm,µ̄α

n

n , et en second, la matrice des taux d’appariements par arête,
dont l’élément en place risrjs représente la quantité Mfcfm,µ̄α

ri, js.

def taux_matchings_regime_stat(A,n): #n=nombre d’arrivées "en régime stationnaire"#
M=matrice_matchings_regime_stat(A,n)
C=0
for i in range (len(M)):

for j in range(i,len(A)):
C=C+M[i][j] #C représente le nombre total de matchings#

#effectués en n arrivées d’items#
Prop_temporelle_matchings=C/n
T=[[0 for i in range(len(M))] for j in range (len(M))]
for i in range (len(T)):

for j in range (len(T)):
T[i][j]=M[i][j]/C

Matrice_des_taux_matchings_par_arête=T
return(Prop_temporelle_matchings,Matrice_des_taux_matchings_par_arête)
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Par exemple, on peut simuler et avoir

taux_matchings_regime_stat(A,1000)=
(0.5,
[[0.028, 0.136, 0.0, 0.0],
[0.136, 0.0, 0.202, 0.336],
[0.0, 0.202, 0.0, 0.298],
[0.0, 0.336, 0.298, 0.0]])

Le résultat de la simulation est bien cohérent avec la Proposition 34 et l’association du Corollaire 5 et de
la Proposition 36.

Le programme suivant renvoit la moyenne (sur 100 réalisations) des proportions temporelles des nombres
totaux d’appariements, ainsi que la matrice des taux d’appariements par arête (moyennés sur les 100
réalisations). Ceci fournit donc une meilleure précision que le programme précédent.

def taux_matchings_moyens_regime_stat(A,n):
L=[]
M=[[0 for i in range(len(A))] for j in range (len(A))]
for i in range(100):

T=taux_matchings_regime_stat(A,n)
L=L+[T[0]] #L=liste contenant les 100 proportions temporelles#

#des nombres d’appariements par arête#
M=somme_matrices(M,T[1]) #M=’matrice’ où on a sommé#

#les 100 taux d’appariements par arête#
Prop_temporelle_matchings_moyenne=sum(L)/100
Matrice_taux_match_moyens_par_arête=[[0 for i in range(len(M))] for j in range (len(M))]
for i in range (len(M)):

for j in range (len(M)):
Matrice_taux_match_moyens_par_arête[i][j]=M[i][j]/100

print(’Proportion temporelle moyenne des appariements =’)
print(Prop_temporelle_matchings_moyenne)
print(’Matrice des taux d appariements moyens par arête =’)
print(Matrice_taux_match_moyens_par_arête)

Par exemple, on peut simuler et avoir

taux_matchings_moyens_regime_stat(A,10000)=
Proportion temporelle moyenne des appariements = 0.49999899999999975
Matrice des taux d appariements moyens par arête =
[[0.04711404139984761, 0.11322019950044629, 0.0, 0.0],
[0.11322019950044629, 0.0, 0.21877472059321512, 0.2880984336393824],
[0.0, 0.21877472059321512, 0.0, 0.33279260486710854],
[0.0, 0.2880984336393824, 0.33279260486710854, 0.0]]

Revenons ci-dessous au cas étudié dans la Section 4.3.2.2, et considérons la matrice de poids (vue comme
liste de listes)

P “ rr0.2, 0.1, 0, 0s, r0.1, 0, 0.1, 0.1s, r0, 0.1, 0, 0.1s, r0, 0.1, 0.1, 0ss,

correspondant à α1{10, et engendrant donc, comme annoncé, la mesure µ̄ “ tp0.3, 0.3, 0.2, 0.2q.
Maintenant, en simulant, on obtient les valeurs numériques suivantes :

taux_matchings_moyens_regime_stat(P,10000)=
Proportion temporelle moyenne des appariements = 0.4999989999999999
Matrice des taux d appariements moyens par arête =
[[0.19681839083032376, 0.20733423043812496, 0.0, 0.0],
[0.20733423043812496, 0.0, 0.19642843603154655, 0.195420495585212],
[0.0, 0.19642843603154655, 0.0, 0.2039984471147925],
[0.0, 0.195420495585212, 0.2039984471147925, 0.0]]
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Par (4.4) et (4.3),

αi,j “ p1 ` 1tj“iuqΘfcfm,µ̄ri, js “ p1 ` 1tj“iuq
Mfcfm,µ̄ri, js

2
,

et on peut donc conjecturer numériquement que les proportions temporelles asymptotiques Θfcfm,µ̄r¨, ¨s

des nombres d’appariements par arête sont données (approximativement) par la famille de poids α0.098.

Enfin, juste pour l’exemple ci-dessous, supposons que le système étudié soit régi par le modèle mgpG1, fcfm, µ̄α˚

q,
où G1 est le graphe (à gauche) représenté par la Figure 4.1.
Dans ce cas, la matrice des poids (vue comme une liste de listes) est donc

B “ rr0, 1, 0, 0s, r1, 0, 1, 1s, r0, 1, 0, 1s, r0, 1, 1, 0ss.

On peut donc simuler et avoir, par exemple,

taux_matchings_moyens_regime_stat(B,10000)=
Proportion temporelle moyenne des appariements = 0.4999849999999999
Matrice des taux d appariements moyens par arête =
[[0.0, 0.2501953283787623, 0.0, 0.0],
[0.2501953283787623, 0.0, 0.2491459734276778, 0.24998334476723308],
[0.0, 0.2491459734276778, 0.0, 0.2506753534263269],
[0.0, 0.24998334476723308, 0.2506753534263269, 0.0]]

Expérimentalement, on peut alors conjecturer qu’il y a équité des taux d’appariements par arête, ce qui
est effectivement confirmé mathématiquement par le Théorème 7, étant donné que G1 est un graphe du
type 3., listé dans le Théorème 6.

B.3 Sous politique ml

Les programmes de cette Section B.3 sont l’adaptation de ceux de la Section B.2 au cas où la politique Φ
considérée est ml.

B.3.1 Processus d’appariements : simulation du buffer

def tirage_uniforme(L): #on veut tirer un élément de la liste L selon la#
#loi uniforme (discrète)#

n=len(L) #on note n=Card(L)#
a=random() #on tire un nombre aléatoire entre 0 et 1#
T=np.linspace(0.0, 1.0, num=n+1) #on crée une liste composée de n+1 éléments#

#uniformément répartis entre 0 et 1 (compris)#
i=1
while a>=T[i]: #le i obtenu sera tel que a soit compris entre (i-1)/n et i/n#

i=i+1
return(L[i-1]) #on retourne le i-ème élément de la liste L#

def majliste_ML(A,L,v):
M=[[0 for i in range(len(A))] for j in range (len(A))]
if L==[0]*len(L): #si le buffer est vide#

L[v]=L[v]+1
return(L,M) #on renvoit la liste mise à jour (1 élément de classe v)#
#+ la matrice des appariements, qui est remplie de zéros#

else: #Cas où le buffer n’est pas vide#
V=[] #V est un vecteur qui va recenser les items présents dans le buffer#

#(et conserver leur quantité) qui peuvent matcher avec v#
#(=les matchings potentiels)#
#En fait, V=L sauf aux endroits correspondants aux items#
#qui ne peuvent pas matcher avec v, auquel cas on change la valeur en 0#

for i in range(len(L)): #V sera de même taille que L, c.-à-d. de même taille#
#que le nombre de sommets du graphe#



134 Annexe B. Simulations

if A[v][i]==0: #si v n’est pas voisin de i sur le graphe#
V.append(0) #On met un 0 dans V si l’élément de L correspondant n’est#

#pas voisin du v arrivant#
else: #si v est voisin de i sur le graphe, il faut regarder si le buffer#

#contient des items de classe i#
if L[i]==0: #Si i n’est pas présent dans le buffer#

V.append(0) #On met un 0 dans V#
else: #Si i est présent dans le buffer#

V.append(L[i]) #On recopie la valeur de L[i] dans V#
#--> possible mariage entre v et i#

if sum(V)==0: #S’il n’y a pas d’appariement possible entre v et un élément du buffer#
L[v]=L[v]+1 #On ajoute un item de classe v au buffer#
return(L,M) #On renvoit la liste mise à jour + la matrice des appariements,#
#qui est remplie de zéros#

else: #S’il y a (au moins) un appariement possible entre v et un élément du buffer#
m=max(V) #On regarde le/les appariement(s) possible(s) ayant le plus grand#

#nombre d’éléments dans le buffer#
I=[] #I sera la liste composée des index des ’m’ de V - c.-à-d. des classes#

#des items pouvant s’apparier avec le v arrivant, en ML#
for i,e in enumerate(V):

if e==m:
I.append(i)

u=tirage_uniforme(I) #On tire uniformément parmi les possibilités (en ML)#
#l’item qui va matcher avec v#
#On sait donc maintenant que c’est l’item u qui va matcher avec v#

L[u]=L[u]-1 #On retire un item de classe u du buffer#
#(puisqu’il matche avec le v arrivant)#

M[u][v]=1 #On recense le matching entre u et v dans la matrice M#
M[v][u]=1 #idem#
return(L,M) #L=buffer mis à jour et M est la matrice recensant les appariements :#
#si M(i,j)=1 (ou M(j,i)=1), alors on a eu appariement entre i et j#

def buffer_n_ML(A,n): #A=matrice des poids #renvoit l’état du buffer au temps n#
#(après n arrivées) et sous politique ML --> Wn#

W=[0]*len(A) #Le buffer est vide à l’instant initial#
for i in range(n): #On fait n fois le processus suivant#

a=arrivée(A) #On détermine l’item qui arrive dans le système#
W=majliste_ML(A,W,a)[0] #On met à jour le buffer après arrivée de cet item#

return(W)

B.3.2 Taux d’appariements par arête

def somme_matrices(B,C):
M=[[0 for i in range(len(B))] for j in range (len(B))]
for i in range(len(B)):

for j in range(len(B)):
M[i][j]=B[i][j]+C[i][j]

return(M)

def matrice_matchings_regime_stat_ML(A,n):
W=[0]*len(A) #Le buffer est vide à l’instant initial#
for i in range(10000):

a=arrivée(A)
W=majliste_ML(A,W,a)[0] #Le W final est W_10000#

#(supposé suivre la loi stationnaire --> temps "long")#
M=[[0 for i in range(len(A))] for j in range (len(A))]
for i in range(n):

a=arrivée(A)
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S=majliste_ML(A,W,a)
M=somme_matrices(M,S[1])
W=S[0]

return(M) #M=matrice des appariements au bout de N arrivées (en régime stat.)#
#- si M[i][j]=m (ou M[j][i]=m), on a eu m appariements entre i et j#
#- sous politique ML#

def taux_matchings_regime_stat_ML(A,n):
M=matrice_matchings_regime_stat_ML(A,n)
C=0
for i in range (len(M)):

for j in range(i,len(A)):
C=C+M[i][j] #C représente le nombre total d’appariements effectués#

#en n arrivées d’items#
Prop_temporelle_matchings_ML=C/n
T=[[0 for i in range(len(M))] for j in range (len(M))]
for i in range(len(T)):

for j in range (len(T)):
T[i][j]=M[i][j]/C

Matrice_des_taux_matchings_par_arête_ML=T
return(Prop_temporelle_matchings_ML,Matrice_des_taux_matchings_par_arête_ML)

def taux_matchings_moyens_regime_stat_ML(A,n):
L=[]
M=[[0 for i in range(len(A))] for j in range (len(A))]
for i in range(100): #Je fais la moyenne sur 100 itérations

T=taux_matchings_regime_stat_ML(A,n)
L=L+[T[0]] #L=liste contenant les 100 proportions temporelles des#
#nombres d’appariements par arête#

M=somme_matrices(M,T[1]) #M=’matrice’ où on a sommé les 100 taux#
#d’appariements par arête#

Prop_temporelle_matchings_moyenne_ML=sum(L)/100
Matrice_taux_match_moyens_par_arête_ML=[[0 for i in range(len(M))] for j in range (len(M))]
for i in range (len(M)):

for j in range (len(M)):
Matrice_taux_match_moyens_par_arête_ML[i][j]=M[i][j]/100

print(’Proportion temporelle moyenne des appariements (en ML) =’)
print(Prop_temporelle_matchings_moyenne_ML)
print(’Matrice des taux d appariements moyens par arête (en ML) =’)
print(Matrice_taux_match_moyens_par_arête_ML)

Juste pour l’exemple ci-dessous, supposons que le système étudié soit régi par le modèle mgpG1,ml, µ̄α˚

q,
où G1 est le graphe (à gauche) représenté par la Figure 4.1. Dans ce cas, la matrice des poids (vue comme
une liste de listes) est

B “ rr0, 1, 0, 0s, r1, 0, 1, 1s, r0, 1, 0, 1s, r0, 1, 1, 0ss.

On peut donc simuler et avoir, par exemple,

taux_matchings_moyens_regime_stat_ML(B,10000)=
#Proportion temporelle moyenne des appariements (en ML) = 0.49999099999999985
#Matrice des taux d appariements moyens par arête (en ML) =
[[0.0, 0.24934809560454307, 0.0, 0.0],
[0.24934809560454307, 0.0, 0.25041083279772414, 0.24984308907447947],
[0.0, 0.25041083279772414, 0.0, 0.25039798252325324],
[0.0, 0.24984308907447947, 0.25039798252325324, 0.0]]

Expérimentalement, on peut alors conjecturer qu’il y a équité des taux d’appariements par arête, ce qui
est effectivement confirmé mathématiquement par le Théorème 7, étant donné que G1 est un graphe du
type 3., listé dans le Théorème 6.
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