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Résumé

Les modéles d’appariements aléatoires représentent de nombreux systémes stochastiques concrets dans
lesquels des éléments de différentes classes sont appariés selon des régles de compatibilités spécifiées. Par
exemple, on peut citer les systémes dédiés a l'allocation d’organes, les sites de recherche d’emplois, de
logements, etc. De tels modéles sont toujours associés a un triptyque d’éléments : un graphe connexe, dit
de compatibilités, dont les sommets représentent les classes des éléments pouvant entrer dans le systéme
et dont chaque aréte relie deux classes compatibles, une politique d’appariements permettant de décider,
en cas d’incertitude, quels appariements vont s’effectuer a l'intérieur du systéme, et un taux d’arrivées
selon lequel les éléments entrent en son sein. Dans cette thése, nous considérons des graphes généralisés,
c’est-a-dire que 'on autorise ’appariement de deux éléments de la méme classe, et nous étendons donc a
ce cadre certains résultats déja connus dans le cas de graphes simples.

La stabilité d’un systéme régi par un modeéle d’appariements est une propriété trés importante. En effet,
elle assure que les admissions au sein du systéme étudié sont controlées de sorte que les éléments ne
restent pas bloqués a l'intérieur et que leur nombre n’augmente pas indéfiniment. Il est donc essentiel que
le taux d’arrivées des éléments permette au systéme d’étre stable. Dans ce manuscrit, nous caractérisons
de maniére algébrique cette zone de stabilité pour certains modéles d’appariements (généraux, généraux
avec abandons, bipartis, bipartis étendus) ou de files d’attente, dites skill-based.

Par ailleurs, nous démontrons que la politique d’appariements dite First Come, First Matched (FCFM)
posséde la propriété d’étre mazimale (généralisée), c’est-a-dire que la zone de stabilité du modele d’appa-
riements général associé a un graphe de compatibilités et a une politique quelconque est toujours incluse
dans celle associée & ce méme graphe et & FCFM. Notons que cette derniére coincide alors avec un en-
semble de mesures défini par des conditions purement algébriques. Dans ce cas, la question de ’étude des
mesures permettant la stabilité des systémes régis par un modéle d’appariements revient donc & celle,
plus élémentaire, de la caractérisation d’un ensemble déterministe. Nous donnons alors un moyen de
construction (simple) des mesures appartenant & celui-ci, ce qui peut s’avérer trés utile pour calibrer le
controle d’acceés au systéme. En effet, la vérification algorithmique qu’une mesure quelconque vérifie ces
conditions algébriques nécessite un nombre d’opérations polynomial en le nombre de sommets du graphe,
et devient donc trés coliteuse & mesure que ce cardinal augmente.

Nous explicitons également, sous une forme produit, I’expression de la loi stationnaire de ’évolution tem-
porelle du contenu d’un systéme stable régi par un modeéle d’appariements général et sous la politique
FCFM, permettant, notamment, de calculer explicitement des caractéristiques a I’équilibre de systémes
concrets et d’estimer leurs performances en temps long. On peut ainsi, par exemple, calculer la taille
moyenne a I’équilibre d’une liste d’attente dans le cadre de dons croisés de reins, ou encore, estimer le
temps moyen d’attente sur une interface pair-a-pair ou un site de rencontres.

Enfin, les tauz d’appariements associés & un modele d’appariements (général ou biparti étendu) stable
sont étudiés. Ils sont définis comme étant les fréquences asymptotiques des appariements réalisés et four-
nissent un critére de performance des systémes régis par de tels modéles d’appariements, de méme que
les propriétés de politique-insensibilité et d’équité de ces taux, qui sont également discutées.

Mots-clés : modéles d’appariements aléatoires, graphes généralisés, politique FCFM, politique maxi-
male, zones de stabilité, caractérisation algébrique, taux d’appariements.



Abstract

Stochastic matching models represent many concrete stochastic systems in which elements of different
classes are matched according to specified compatibility rules. For example, we can cite systems dedi-
cated to organs allocation, job search sites, housing allocation programs, etc. Such models are typically
associated to a triplet of elements: a connected graph, called compatibility graph, whose vertices represent
the classes of elements that can enter the system and whose edges connect two compatible classes, a
matching policy which decides the matches to be concretely executed, in case of multiple choices, and an
arrival rate according to which the elements enter within it. In this thesis, we consider generalized graphs,
meaning that we allow the matching of two elements of the same class, and we therefore extend to this
framework some results already known in the case of simple graphs.

The stability of a system governed by a matching model is a very important property. It ensures that the
admissions within the system under study, are regulated, so that the elements do not accumulate in the
system in the long run. It is therefore essential that the arrival rate of the elements allows the system
to be stable. In this manuscript, we characterize, algebraically, this stability region for some matching
models (general, general with reneging, bipartite, extended bipartite) or skill-based queueing systems.
Moreover, we demonstrate that the matching policy called First Come, First Matched (FCFM) has the
property of being (generalized) mazimal, meaning that the stability region of the general matching model
associated with a compatibility graph and with any policy is always included in the one associated with
this same graph and ruled by FCFM. Note that this latter then coincides with a set of measures defined
by purely algebraic conditions. In this case, the study of stability of the matching model at hand boils
down to the more elementary question of characterizing of a deterministic set of measures. We then give
a (simple) way to construct the measures belonging to the latter set. This turns out to be very use-
ful for admission control, as checking the algebraic conditions requires a number of operations which is
polynomial in the number of vertices of the considered compatibility graph, and therefore becomes very
expensive as the number of vertices grows large.

We also give, in a product form, the expression of the stationary distribution of the number-in-system
process of a stable system governed by a general matching model and under the FCFM policy, allowing, in
particular, to explicitly calculate characteristics at equilibrium of concrete systems and to estimate their
long-time performance. We can thus, for example, calculate the size average at equilibrium of a waiting
list in the case of cross-donation of kidneys, or even, estimate the average waiting time on a peer-to-peer
interface or on a dating website.

Finally, the matching rates associated with a stable matching model (general or extended bipartite)
are studied. They are defined as the asymptotic frequencies of the executed respective matchings, and
provide an insightful performance criterion for the corresponding matching systems, as well as the policy-
insensitivity and fairness properties of the matching rates, which are also discussed.

Keywords: stochastic matching models, generalized graphs, FCFM policy, maximal policy, stability
areas, algebraic characterization, matching rates.



Introduction

Contexte, motivations pratiques, et état de I’art

Avec le développement actuel des services en ligne et de I’économie numérique, les systémes stochastiques
dans lesquels des éléments sont appariés selon des régles de compatibilités spécifiées ont récemment regu
un intérét croissant de la part de la communauté mathématique, tant du point de vue théorique que du
point de vue des applications. C’est en effet une représentation naturelle de systémes de service dans
lesquels les clients et les serveurs sont de différents types, et ot certaines classes de serveurs peuvent
servir certaines classes de clients. Deux problémes typiques surviennent lors de ’étude de ces systémes :

— Stabilité : Toutes les requétes peuvent-elles étre satisfaites, sans surcharge du systéme ? Si oui, quel
est son comportement en régime stationnaire ?

— Performance : Quelles sont les principales caractéristiques (nombre moyen d’éléments, temps de
séjour moyen, taux d’appariements,. ..) du systéme dans son état stationnaire ?

Files d’attente basées sur les compétences (ou skill-based)

Dans les problémes initiaux de routages basés sur les compétences, dits skill-based, des serveurs (par
exemple, des télé-opérateurs ayant des compétences spécifiques) de classes données (dépendantes de leurs
compétences), offrent un service a des clients arrivants (ayant des besoins spécifiques, et demandant une
assistance) de classes données également (dépendantes de leurs besoins). La compatibilité entre les classes
de clients et de serveurs est donnée par un graphe (biparti, dans ce cas), et ¢’est le role de I'algorithme de
routage de déterminer quel client doit étre mis en correspondance avec quel serveur & son arrivée (voir,
par exemple, [30], et la récente enquéte [I4]). La Figure [1| présente un exemple schématique d’un systéme
régi par une file d’attente skill-based. Dans ce cadre, il est naturel d’étudier les conditions d’existence d’un
état stationnaire, et, lorsque ces conditions sont réunies, de vouloir contréler le modéle au mieux, pour
des indicateurs de performance donnés (nombre moyen d’éléments dans le systéme, taux d’appariements,
équité de ces taux,. . .). De tels modéles sont des systémes classiques de files d’attente, au sens ou il y a une
dissymétrie entre les clients et les serveurs : les clients rentrent et sortent du systéme, alors que les serveurs
en font partie intégrante, c’est-a-dire qu’ils restent toujours & l'intérieur et, dés qu’ils ont fini de servir
un client, passent au service du suivant (avec, potentiellement, un temps d’attente entre deux services).
Cependant, dans des applications telles que les interfaces pair-a-pair (BlaBlaCar, Leboncoin,. . .), les sites
de recherche d’emplois (Meteojob, Indeed,...), les sites de rencontres, les allocations pour les greffes
d’organes, etc., les clients et les serveurs peuvent jouer des réles symétriques. Dans ce cadre, le systéme
n’est fondamentalement qu'une interface utilisée par les éléments pour s’apparier et quitter le systéme
par paires.

FIGURE 1 — Exemple schématique d’un systéme régi par une file d’attente skill-based.
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FIGURE 2 — Exemple schématique d’'un systéme régi par un modeéle d’appariements biparti (MB).

Modéles d’appariements bipartis (MB)

Pour tenir compte de cette variété d’applications, une variante des systémes skill-based a été introduite
dans [I3] (voir aussi [3]) : ce sont les modéles d’appariements bipartis, notés MB, dans lesquels des couples
client /serveur, dont les classes respectives sont supposées indépendantes, entrent dans le systéme a chaque
instant. A chaque fois qu’un couple client /serveur est formé, ce dernier quitte aussitot le systéme. La diffé-
rence avec les modeéles skill-based classiques est que les clients et les serveurs jouent des roles symétriques,
c’est-a-dire qu’a I'instar des clients, les serveurs entrent et sortent du systéme. Un graphe (ici, biparti), dit
de compatibilités, dont les sommets représentent les classes de clients/serveurs (ou offres/demandes, pa-
tients/organes, etc.), détermine la compatibilité entre les clients et les serveurs. La liaison, par une aréte,
de deux sommets de ce graphe signifie la compatibilité entre les éléments dont les classes sont représen-
tées par ces sommets. Ces modéles d’appariements bipartis sont adaptés a divers domaines d’application,
parmi lesquels, les banques de sang, les allocations pour les greffes d’organes, les sites de recherche d’em-
plois, les sites de rencontres, etc. La Figure [2| présente un exemple schématique d’un systéme régi par un
modele d’appariements biparti. Si plusieurs éléments compatibles avec le client (respectivement, serveur)
entrant sont déja présents dans le systéme, c’est une régle de service (ou politique d’appariements) qui
détermine quels éléments vont s’apparier. Dans les références [13] et [3] susmentionnées, les appariements
de clients et de serveurs compatibles se font selon la politique d’appariements dite First Come, First
Served, c¢’est-a-dire premier arrivé, premier servi, et notée FCFS (appelée également First Come, First
Matched, c’est-a-dire premier arrivé, premier apparié, et notée FCFM). Fait intéressant, il est prouvé que,
dans de tels cas, I’état stationnaire bénéficie d’une forme produit remarquable (voir [I]], ainsi que 'analyse
de performances ultérieure dans [16]), qui peut étre généralisée a une classe plus large de systémes avec
compatibilités, telles que les files d’attente utilisant la régle de service appelée FCFS-ALIS (Assign the
Longest Idling Server) - voir par exemple la Section @ ou [4], ou encore [2] [I0] pour un apergu des
différentes extensions des modeéles MB. De plus, dans [I], une propriété de sous-additivité est démontrée,
permettant, sous des conditions de stabilité et par des techniques de couplage par le passé (Coupling From
The Past, noté CFTP), la construction d’un appariement bi-infini stationnaire unique des clients et des
serveurs. Mentionnons également d’autres approches de tels modéles bipartis, telles que les limites fluides
et de diffusion pour des systémes d’appariements probabilistes (voir [10]), le covoiturage, etc. Cependant,
si Pon se place dans le cadre du don croisé d’organes (voir le paragraphe consacré plus loin), ce sont des
couples donneur/receveur qui entrent dans le systéme. Souvent, ces deux individus ont des liens familiaux
(parent /enfant, par exemple), et I’hypothése d’indépendance entre les classes respectives du donneur et
du receveur n’est alors plus justifiée.

Modéles d’appariements bipartis étendus (MBE)

Les paramétres d’origine de [I3], B] ont alors été généralisés au cas ou les types respectifs du client et
du serveur entrants ne sont plus forcément indépendants, et au cas d’autres politiques d’appariements :
c’est ce qu’on appelle le modele d’appariements biparti étendu, noté MBE - voir par exemple [I1], 26] pour
plus de détails. D’une part, [11] fournit des conditions (qui dépendent du graphe de compatibilités et de
la politique d’appariements) nécessaires, et parfois suffisantes, a la stabilité du systéme. D’autre part,
dans [26], un résultat de couplage par le passé (CFTP) est obtenu, démontrant l'existence d’un apparie-
ment bi-infini unique dans divers cas de modéles MBE, et pour une classe de politiques d’appariements
plus large que FCFS, généralisant ainsi les résultats de [I].

Modéles d’appariements généraux (MG)

Dans le but de modéliser certains systémes concrets, le besoin s’est alors fait sentir de modifier les différents
modéles susmentionnés. En effet, dans de nombreuses applications, I’hypothése que les arrivées se font
par paires peut paraitre quelque peu artificielle (bien que nécessaire a la stabilité dans le cas biparti, voir



plus loin), et il est alors plus réaliste de supposer que les arrivées se font une par une. De plus, toutes
les références citées jusqu’a présent supposent que le graphe de compatibilités est biparti, c’est-a-dire
qu’il existe des classes de serveurs et des classes de clients facilement identifiables : donneurs/receveurs,
maisons/acheteurs, emplois/demandeurs, etc. Cependant, dans de nombreux cas, le contexte exige que
le graphe de compatibilités ait une forme plus générale et ne soit donc pas nécessairement biparti. Par
exemple, dans les sites de rencontres (de méme sexe), il n’est a priori pas possible de séparer les éléments
en deux ensembles de classes sans appariement possible au sein de ces ensembles. De méme, dans le cas du
don croisé d’organes, des couples donneur /receveur intra-incompatibles (c’est-a-dire que la transplantation
n’est pas possible entre eux deux) entrent dans le systéme a la recherche d’un couple compatible pour
effectuer ce don croisé (pour plus de détails sur cette notion, se référer au paragraphe correspondant
développé plus loin). Pour cette application, il convient donc, structurellement, de représenter les couples
donneur/receveur comme des éléments simples, ou la compatibilité entre les couples (et donc la liaison
par une aréte sur le graphe de compatibilités) signifie qu'un échange d’organe peut étre réalisé entre ces
deux couples (le donneur du premier couple peut donner au receveur du second, et le donneur du second
peut donner au receveur du premier). En particulier, si 'on considére les groupes sanguins comme un
critére de compatibilité primaire, le graphe représentant les compatibilités sanguines entre les couples
n’est évidemment pas biparti. Motivé par ces observations, un modéle différent a été introduit dans [24],
dans lequel les éléments arrivent un par un, et ou le graphe de compatibilités est général, c’est-a-dire
qu’il n’est pas nécessairement biparti : plus précisément, dans ce que 'on appelle modéle d’appariements
général, noté MG, les éléments, dont les classes appartiennent & un ensemble fini, noté V), entrent un
par un en temps discret dans un systéme (ou buffer). A chacune des arrivées, la classe de 1’élément
entrant est tirée au sort, indépendamment de tout le reste, & partir d’'une loi de probabilité i ayant
V pour support. Un graphe connexe GG, dont l’ensemble des sommets (ou noeuds) est précisément V),
détermine la compatibilité entre les différentes classes. Alors, s’il existe un élément compatible dans
le systéme, ’élément entrant est apparié immédiatement et les deux éléments correspondants quittent
immédiatement le systéme pour toujours, sinon, il est stocké dans le systéme. C’est le role de la politique
d’appariements, notée ®, de déterminer, en cas de choix multiple, avec quel élément I'appariement de
Iitem entrant va s’effectuer. Remarquons que les modéles MG classiques ont été étudiés sous différents
angles, parmi lesquels les limites fluides d’une variante en temps continu ([27]), I'optimisation ([28§]), le
controle optimal ([20, [12]), les modéles d’appariements sur les hypergraphes (J29]) ou avec impatience
([9, 22, B]). I a aussi été démontré récemment que les modeéles MG partagent de remarquables similitudes
avec les files d’attente dites order-independent loss queues ([I5]).

Extension des modéles MG au cas de graphes généralisés

Motivés & nouveau par des applications concrétes, nous présentons dans le présent manuscrit une nouvelle
extension des modéles MG. En effet, dans divers contextes, parmi lesquels les sites de rencontres (de méme
sexe), les sites d’auto-partage (pour lesquels les personnes allant aux mémes endroits sont appariés), et
les compatibilités sanguines dans le cadre d’un don croisé d’organes (pour plus de détails sur cette
notion, se référer au paragraphe correspondant ci-aprés), il est naturel de supposer que des éléments de la
méme classe peuvent s’apparier ensemble. D’otl1 la nécessité de généraliser la ligne de recherche au cas ot
Parchitecture d’appariements est un graphe généralisé (c’est-a-dire un graphe admettant des boucles (ou
self-loops), qui sont des arétes reliant les sommets & eux-mémes), plutot qu'un graphe simple classique.
Cette généralisation est un des sujets centraux du présent manuscrit. Comme on le voit facilement,
le buffer d'un modéle d’appariements sur un graphe généralisé est hybride par nature : les sommets
admettant une boucle (le cas échéant) possédent au plus un élément dans le systéme, tandis que les
sommets sans boucle (le cas échéant) peuvent s’y trouver en nombre illimité. D’autre part, dans le cas
extréme ol tous les sommets possédent une boucle, le modéle est fini et peut étre vu comme un systéme
de physique statistique : c’est une chaine de Markov irréductible sur {0,1}" avec des interactions locales
- voir Exemple [2] du présent manuscrit.

Un exemple concret : les dons croisés d’organes

Dans un don d’organe classique, un échange de greffon a lieu entre un donneur et un receveur compatibles,
terme qui peut avoir plusieurs significations dans le cadre d’un don d’organe. Un premier critére évident
est celui de la compatibilité sanguine. En effet, il est clair que si le donneur et le receveur n’ont pas
des groupes sanguins compatibles, la transplantation ne pourra pas avoir lieu. Dans le cadre d’un don
d’organe, il est donc nécessaire d’établir un graphe de compatibilités sanguines - c’est un graphe orienté
car la compatibilité entre un donneur et un receveur n’est pas forcément réciproque selon leurs groupes
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sanguins. Cependant, méme s’ils ont deux groupes sanguins compatibles, d’autres critéres biologiques (ou
immunologiques) peuvent intervenir et rendre la transplantation impossible. On pourra se référer a [§|
pour plus de détails concernant les dons d’organes (et, en I'occurrence, les dons de reins). La compatibilité
sanguine est donc une condition nécessaire mais non suffisante a un don d’organe.

Ceci nous ameéne alors a étudier la situation suivante : imaginons qu’on ait deux couples donneur /receveur,
notés (di,r1) et (da,r2) (par exemple, deux péres avec leurs fils respectifs), et que, d’un point de vue du
groupe sanguin, le donneur d; et le donneur ds puissent donner tout autant au receveur r; qu’au receveur
ro. Maintenant, si les autres critéres biologiques ne sont pas en faveur d’une transplantation du donneur
dy vers le receveur r1 ni du donneur ds vers le receveur ro mais qu’ils sont, par contre, favorables & une
transplantation du donneur d; vers le receveur ro et du donneur ds vers le receveur ri, alors on pourra

avoir recours a ce que l'on appelle un don croisé d’organes. Un exemple schématique est donné par la
Figure

dl:AjL A+Id2

r: AT AT g

FIGURE 3 — Exemple schématique d’un don croisé d’organes, ot les quatre individus impliqués sont du
méme groupe sanguin AT,

Cette possibilité d’avoir recours a un don croisé d’organes nous ameéne donc naturellement & construire un
graphe de compatibilités sanguines pour des couples donneur/receveur, construit de la maniére suivante :

— Les sommets de ce graphe sont tous les couples (ordonnés) possibles formés avec les différents
groupes sanguins existants - le premier élément du couple est le groupe sanguin du donneur et le
second est celui du receveur.

— Un sommet (dy, 1) est compatible, et donc relié par une aréte, avec un sommet (ds,r2) si et seule-
ment si les dons de dy vers ry et de da vers ry sont possibles (d’un point de vue du groupe sanguin).

La Figure |4| représente le graphe (orienté) des compatibilités entre les groupes sanguins A et O, pour
lesquels la régle est la suivante : O1 peut donner & A1 et a lui-méme, mais A' ne peut donner qu’a
lui-méme.

FIGURE 4 — Graphe (orienté) représentant les compatibilités sanguines entre les groupes A et O™.

On déduit alors, du graphe de la Figure [4 le graphe des compatibilités sanguines pour des couples
donneur /receveur dans le cadre du don croisé d’organes, ot 'on s’est restreint aux seuls groupes sanguins
At et OF (cf. Figure . Outre l'intérét purement pratique et concret de cet exemple, il nous permet de
légitimer
— lintroduction (et I’étude) des modéles d’appariements généraux (MG), dans lesquels le graphe de
compatibilités considéré n’est plus forcément biparti - ce qui est le cas du graphe de compatibilités
sanguines représenté par la Figure [3];

— P’étude des graphes de compatibilités contenant potentiellement des boucles, dits graphes généralisés
- le graphe de compatibilités représenté par la Figure[5|est lui-méme un graphe généralisé, ses boucles
étant représentées en rouge.
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FIGURE 5 — Graphe G des compatibilités sanguines dans le cadre du don croisé d’organes, restreint aux
groupes sanguins AT et OT.

Résumé général sur les modéles d’appariements

Comme on I'a expliqué dans les différents paragraphes ci-dessus, dans tout modeéle d’appariements (que
ce soit MB, MBE, ou MG), les compatibilités entre les éléments pouvant entrer dans le systéme étudié sont
résumées par un graphe G (biparti, simple, ou généralisé, selon les cas), dont les sommets représentent
les différentes classes d’items pouvant entrer dans le systéme, et dont chaque aréte relie deux classes
d’éléments compatibles. Par ailleurs, une politique d’appariements ® est nécessaire afin de décider, dans
le cas ou 'item entrant est compatible avec plusieurs éléments déja présents dans le systéme, avec lequel
Pappariement va se faire. Par exemple, la politique d’appariements First Come, First Matched (FCFM)
permet & 1’élément arrivant de s’apparier avec l'item compatible le plus ancien dans le systéme. La
politique d’appariements Match the Longest (ML) permet, quant a elle, d’apparier 1’élément entrant avec
un item compatible dont la classe est la plus représentée dans le systéme (les cas d’égalité pouvant étre
résolus par un tirage au sort). Enfin, les éléments entrent dans le systéme de maniére aléatoire et ce, selon
une loi de probabilité i (ou selon un processus de Poisson d’intensité u, si cette derniére est une mesure
quelconque). La donnée du graphe G, de la politique @, et de la loi i (ou de la mesure p), permet donc
de caractériser entiérement le modéle d’appariements associé.

Zones de stabilité

La zone de stabilité d’'un modéle d’appariements est I’ensemble des mesures sur les sommets (du graphe
de compatibilités considéré), représentant les taux d’arrivées de chaque classe d’utilisateurs, rendant le
systéme récurrent positif. Notons que ces mesures sont des lois de probabilité pour les modéles a temps
discret et sont des intensités d’arrivées pour les modéles & temps continu. Comme cela sera précisé dans
la suite, la condition (nécessaire) que doivent satisfaire les mesures pour pouvoir appartenir a la zone de
stabilité prend la forme d’une contrainte sur les taux d’arrivées de chaque sous-ensemble de sommets,
qui doivent en fait étre inférieurs aux taux d’arrivées du sous-ensemble respectif des sommets voisins -
une condition qui rappelle la condition de Hall pour Iexistence d’un appariement parfait sur un graphe,
voir [2I]. Par exemple, une condition nécessaire a la stabilité des modéles MG est fournie dans [24]
(voir ci-aprés). En particulier, 'existence de mesures stables est équivalente au fait que le graphe
ne soit pas biparti (ce qui justifie d’ailleurs, en partie, que les items entrent par paires dans les modéles
MB et MBE - car, sinon, aucune mesure ne pourrait rendre stable les modéles associés). D’autre part,
il est prouvé dans [24] que la politique d’appariements Match the Longest, notée ML, posséde une zone
de stabilité maximale, c’est-a-dire que la condition nécessaire évoquée ci-dessus est également suffisante
(on dit alors que la politique ML est mazimale). Cependant, [27] montre qu’en fait, mis & part pour une
classe particuliére de graphes, les politiques aléatoires ne sont jamais maximales, et qu’il existe toujours
une politique de priorité stricte qui n’est pas non plus maximale. De plus, en adaptant 'argument de
réversibilité dynamique de [I] aux modéles MG, [25] assure que la politique d’appariements First Come,
First Matched (FCFM) est également maximale, et fournit, sous cette politique, 'expression de la loi de
probabilité stationnaire en une forme produit. Plus récemment, suite aux travaux de [28], des politiques
d’appariements plus larges, de type Max- Weight (incluant la politique Match the Longest (ML)), se sont
avérées étre maximales, et des inégalités de dérive ont permis de borner la vitesse de convergence du
systéme vers l'équilibre. Dans le présent manuscrit, notre objectif est de caractériser exactement les
zones de stabilité de différents modeéles (modéle général MG élargi au cas de graphes de compatibilités
généralisés - avec durées de vie illimitées ou limitées, modéle biparti étendu MBE, et certains modéles
de files d’attente). En particulier, nous montrons comment plusieurs résultats de stabilité de [24] 25]
peuvent étre élargis au cas d’une structure d’appariements généralisée. Alors que dans de tels modéles,
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la procédure typique consiste, compte tenu des taux d’arrivées (qui sont donc considérés comme une
contrainte au probléme), & construire un contrdle optimal (une politique d’appariements markovienne,
par exemple) capable d’optimiser un critére donné, nous inversons en quelque sorte ce procédé dans
le présent manuscrit : ayant fixé un controle capable d’atteindre la stabilité (par exemple, la politique
Match the Longest (ML) ou la politique First Come, First Matched (FCFM), pour les modéles MG), nous
rendons explicite la procédure de construction d’un ensemble de taux d’arrivées permettant la stabilité
du systéme, ce qui permet de controler les admissions dans le systéme en fonction du graphe et de la
politique considérés. Remarquons que, dans [7], il est démontré qu'un modéle d’appariements sur un
graphe généralisé posséde une zone de stabilité plus grande que le modéle correspondant sur le graphe
associé pour lequel toutes les boucles ont été effacées (c’est-a-dire, son sous-graphe mazimal). L’interaction
entre les sommets possédant une boucle et leurs voisins qui n’en ont pas doit étre comprise, intuitivement,
de la maniére suivante : les flux d’arrivées vers les sommets qui ont une boucle apparaissent comme des
flux auxiliaires aidant leurs sommets voisins qui n’ont pas de boucle & ne pas trop encombrer le systéme
- a condition que les arrivées sur les sommets avec une boucle ne s’apparient pas trop souvent entre elles.
Dans le présent manuscrit, nous obtenons, entre autres, deux résultats remarquables :

— Nous montrons que, dans de nombreux cas, les taux d’arrivées rendant stable le systéme considéré
peuvent toujours étre construits comme une simple mesure @ poids sur les arétes du graphe, c’est-a-
dire, ayant associé un nombre strictement positif (appelé poids) a chaque aréte du graphe, la mesure
a poids associée se définit comme étant proportionnelle, en chaque sommet 7, 4 la somme des poids
sur les arétes adjacentes a ce sommet i.

— Nous en déduisons que, dans ces cas, les taux d’arrivées permettant la stabilité du systéme sont
exactement les mesures invariantes pour une marche aléatoire sur les arétes du graphe.

Le premier point nous permet, pour certaines topologies de graphes, de déterminer de maniére unique les
taux d’appariements des différentes arétes et ce, indépendamment de la politique d’appariements choisie.
Au-dela de son intérét pratique pour le controle des admissions, cette omniprésence des mesures permet-
tant la stabilité des modéles d’appariements établit un lien intéressant entre les modéles d’appariements
stochastiques et les marches aléatoires sur les arétes d’un graphe, ce qui pourrait ouvrir la voie & une
piste de recherche intéressante.

Plan du manuscrit

Le présent manuscrit se découpe en quatre chapitres dont le contenu est détaillé ci-aprés,

Chapitre 1 : Introduction aux modéles d’appariements généraux

Le principal objectif de ce Chapitre [I] est de fournir les principaux outils et notions utiles & la compreé-
hension des chapitres suivants. Certaines de ces notions sont également présentées, par exemple, dans les
articles [24] et [25]. Nous commengons tout d’abord, dans la Section par faire une présentation des
modeles d’appariements généraux (MG) et par développer des notions afférentes, telles que les graphes
de compatibilités, les processus et politiques d’appariements, ainsi que les lois d’arrivées. Nous portons
a lattention du lecteur la construction, dans la Section des politiques First Come, First Matched
(FCFM) et Match the Longest (ML) (vue comme un cas particulier de politique de type Maz- Weight (MW)),
politiques qui seront particuliérement utilisées dans la suite du manuscrit. Par ailleurs, une des principales
contributions de cette présente thése étant I’extension de certaines propriétés des modéles d’appariements
généraux au cas de graphes généralisés (voir, par exemple, la Proposition [5, la Proposition |§|, le Théo-
réme |1} etc.), on se propose d’introduire cette notion dans la Section Par ailleurs, I’étude concreéte
d’un systéme régi par un modeéle d’appariements (général) nécessite d’avoir a disposition un descripteur
de ’évolution de son contenu au cours du temps : c’est la fonction de la chaine de Markov (irréductible),
notée (W,2#),en (ou, plus simplement, (W), ),en, lorsque le contexte est implicite), construite dans la
Section La caractérisation algébrique des zones de stabilité de certains modéles d’appariements (ou
de files d’attente) - c’est-a-dire des ensembles de mesures (ou lois) d’arrivées permettant aux éléments des
différents systémes régis par ces modéles de ne pas rester indéfiniment a 'intérieur et d’empécher ainsi que
le nombre d’items dedans n’augmente indéfiniment - étant également une des contributions principales de
cette these (voir, par exemple, les Chapitres [2] et , la Section propose de définir celle associée & un
modeéle d’appariements général (voir (1.5) pour le cas discret, et (1.6]) pour le cas continu). Des conditions
nécessaires de stabilité (voir Proposition [6)), notées NCOND(G) et NCOND ' (G) (données, respectivement,
par et ) seront également définies. Remarquons que la notion de mazimalité d’'une politique



d’appariements, introduite initialement dans 'article [25] dans le cas du modéle d’appariements général
(MG) et pour des graphes simples, sera étendue ici au cas de graphes généralisés (voir la Définition .
Plus précisément, une politique ® sera dite mazrimale généralisée si la zone de stabilité du modéle associé
a tout graphe généralisé connexe G et a la politique @ coincide avec ’ensemble NCOND(G), défini, lui,
de maniére purement algébrique. Dans ce cas, I’étude des zones de stabilité peut donc se faire directe-
ment via celle de ce nouvel ensemble NCOND(G). Dauns la suite, le Chapitre [2| assurera que la politique
FCFM est maximale généralisée (voir le Théoréme , tandis que le Chapitre [3| permettra, entre autres,
de caractériser exactement les mesures de NCOND(G) et d’en donner un moyen explicite (élémentaire) de
construction, résolvant donc, en particulier, la question de la caractérisation des mesures permettant la
stabilité des systémes régis par le modéle d’appariements général (MG) associé a tout graphe généralisé
connexe G (qui n’est pas biparti) et a toute politique d’appariements ® € POL maximale généralisée (et
done, en particulier, pour ® = FCFM). Enfin, le Theorem 1 de [24], qui assure qu’'un modéle d’appa-
riements général (MG) ne peut jamais étre stable dés lors que le graphe de compatibilités (simple) est
biparti, sera étendu au cas de graphes généralisés connexes (voir la Proposition E[)

Chapitre 2 : Maximalité généralisée de la politique FCFM et loi stationnaire

Les modéles d’appariements généraux (MG) sur des graphes simples (et donc, en particulier, sans boucle)
ont été introduits initialement dans larticle [24], et la stabilité de ces modéles sous la politique FCFM a
été étudiée dans [25]. Le Theorem 1, résultat majeur de cette derniére référence, assure en particulier la
maximalité de la politique FCFM et fournit, pour cette politique (et sous une forme produit remarquable),
Pexpression de l'unique loi de probabilité stationnaire de la chaine de Markov (W),),en, représentant
I’évolution temporelle du contenu du systéme. L’intérét de I’étude des modéles d’appariements généraux
(MG) pour des graphes généralisés ayant été mis en évidence, dans I'Introduction, par 'exemple des dons
croisés d’organes, il est donc naturel de vouloir généraliser certains résultats obtenus dans [24] et [25]
a ce cadre plus général. Notons qu'une bonne partie de ceux de [24] ont déja été étendus au cours du
Chapitre [1] (voir, par exemple, la Proposition |5, la Proposition |§|, et la Proposition E[) Les objectifs du
Chapitre [2] du présent manuscrit sont donc multiples :

— Etendre la propriété de pseudo-réversibilité énoncée dans le Lemma 3 de [25] au cas de graphes
généralisés (cf. Proposition [15)).

— Déduire du point précédent la généralisation du Theorem 1 de [25] au cas de graphes généralisés,
¢’est-a-dire prouver que la politique FCFM est mazximale généralisée (au sens de la Définition et
donner, pour cette politique et sous une forme produit, ’expression de 'unique loi de probabilité
stationnaire de la chaine de Markov (W, )nen (cf. Théoréme |1)).

— Caractériser, a I’aide du Théoréme 1 évoqué ci-avant, les graphes généralisés stabilisables, c’est-a-dire
ceux pour lesquels on peut trouver une politique d’appariements et une loi d’arrivées rendant stable
le modeéle d’appariements général associé (cf. Corollaire . Remarquons que ce résultat généralise
lassertion (16) du Theorem 2 de [24].

— Faire apparaitre, a 'aide de I’étude des cycles généralisés réalisée dans la Section [2.9] un lien naturel
avec le Chapitre [3[suivant (cf. Remarque @

La construction de deux chaines de Markov auxiliaires qui ont des dynamiques opposées, notées (By,)neN
et (Fn)nen (Sections et , qui seront mises en lien & ’aide d’un schéma de pseudo-réversibilité
(Section nous permettant de prouver leur récurrence positive sous la condition NCOND(G), définie
par (|1.7)), et de déterminer I’expression de leurs lois de probabilité stationnaires respectives, conduira alors,
toujours sous cette méme condition, a la récurrence positive de la chaine de Markov (W), ),en ainsi qu’a
Pexpression de sa loi stationnaire (en « projetant » celle de (B,,)nen sur Uespace d’états W de (W),)nen)
(Sections et|2.6)), avant que le Théoréme 1| ne statue définitivement sur la maximalité généralisée de la
politique FCFM. Les techniques de preuve utilisées s’inspirent de celles usitées dans la référence [25] dont
on souhaite étendre certains résultats. On notera cependant 1'utilisation judicieuse du Lemme [3| et de la
Proposition permettant de simplifier certains arguments de preuve de la référence [25] initiale. Enfin,
létude structurelle du cycle généralisé (Section permettra notamment de faire apparaitre certaines
questions intéressantes (cf. Remarque @, motivant le Chapitre

Ce Chapitre 2| présente une version étendue de certains résultats énoncés dans Particle 7], publié en 2021.
Pour une parfaite information, le lecteur intéressé par d’autres résultats (qui ne sont pas développés dans
le présent manuscrit) concernant les modéles d’appariements généraux dans le cas de graphes généralisés
connexes pourra consulter cette méme référence [7]. Il y est notamment prouvé que certaines politiques de
type Maz- Weight (Mw), parmi lesquelles la politique Match the Longest (ML), sont maximales généralisées
(voir Theorem 4.7 de [7]).
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Chapitre 3 : Caractérisation algébrique de plusieurs zones de stabilité

La stabilité d’un systéme régi par un modeéle d’appariements est une propriété trés importante. En effet,
elle assure que les admissions au sein du systéme étudié sont controlées de sorte que les éléments ne res-
tent pas bloqués a l'intérieur et que leur nombre n’augmente pas indéfiniment. Il est donc important que
les éléments entrent dans le systéme de fagon « raisonnée », c’est-a-dire que le taux (ou la loi) d’arrivées
des éléments permette au systéme d’étre stable : elle doit en fait appartenir a ce qu’on appelle la zone de
stabilité du modéle. Le fait que la politique FCFM soit maximale généralisée, propriété démontrée dans le
Chapitre [2 précédent (cf. Théoréme , nous permet de voir cette zone de stabilité (associée dans le cas
précité a un graphe G qui n’est pas biparti et a la politique FCFM) sous un nouvel angle. En effet, cette
zone coincide alors avec un ensemble défini uniquement via des conditions algébriques, noté NCOND(G).
Pour avoir accés & une loi d’arrivées rendant stable le modéle associé, il suffit donc d’en trouver une qui
appartient & ce nouvel ensemble algébrique. Il est alors naturel d’essayer de vérifier ces conditions algé-
briques de maniére algorithmique. La Proposition 1 de [24] affirme que cela est possible, mais 1’algorithme
qui est proposé (et qui a, par ailleurs, la meilleure complexité de ce qui est fourni dans la littérature)
nécessite cependant un nombre d’opérations de 'ordre de O(|V|3), ce qui, évidemment, devient trés cofi-
teux algorithmiquement dés lors que |V| augmente. Nous avons donc la nécessité d’obtenir une fagon
(beaucoup) plus efficace pour trouver une mesure appartenant & ’ensemble NCOND(G). Ce Chapitre
va justement permettre de caractériser exactement cet ensemble et de donner un moyen (trés) simple
de construction des mesures en son sein. Nous irons méme plus loin en faisant de méme pour certains
autres modeéles d’appariements (bipartis, bipartis étendus, généraux avec abandons) et de files d’attente,
dits skill-based. Cette étude permet donc, sous de bonnes conditions (sur le graphe de compatibilités G
et la politique @), de construire aisément des taux (ou lois) d’arrivées permettant de rendre stable le
modéle étudié. On commencera tout d’abord, dans la Section par répondre a la question Q.1 (cf.
Remarque @ laissée en suspens a la fin du Chapitre [2| en premier lieu dans le cas du cycle généralisé
(cf. Proposition , puis, élargi au cas du graphe généralisé (cf. Proposition . Les questions Q.2 et
Q.3 restant, quant a elles, encore a approfondir, nous proposons ensuite quelques notions préliminaires
a cette étude a venir. Remarquons notamment la définition des mesures a poids (cf. Définition et la
présentation de différents modéles d’appariements (bipartis, bipartis étendus, généraux avec abandons)
et de files d’attente (dites skill-based) (cf. Section [3.3). Les résultats principaux du Chapitre [3| notam-
ment les réponses aux questions Q.2 et Q.3 susmentionnées, ainsi que la caractérisation algébrique de
certaines zones de stabilité associées aux différents modeéles précités, seront présentés dans la Section [3.4]
Une procédure de construction (trés) simple des mesures appartenant a ces différentes zones sera égale-
ment fournie & chaque fois. En plus de tout ceci, nous portons a votre attention les éléments intéressants
suivants :

— La mise en évidence d’un lien entre les mesures rendant stables certains modéles d’appariements et
les mesures invariantes réversibles pour une marche aléatoire sur les arétes d’un graphe généralisé
connexe (cf. Corollaire [2 et Corollaire [3)).

— L’intrigante utilisation d’un résultat d’analyse matricielle, le lemme de Farkas matriciel, dans la

preuve du Theéoréme [2] (cf. Section [3.7.1.2) et Section [3.7.2.3).

— L’utilisation d’éléments de théorie des flots dans la preuve du Théoréme [3] dans le cas d’un graphe

biparti (cf. Section [3.10.2)).

Dans un souci de transparence, remarquons que ce Chapitre [3] présente une version étendue de certains
résultats énoncés dans l'article [6], pré-publié en 2021.

Chapitre 4 : Etude des taux d’appariements

Dans le Chapitre[2]et le Chapitre 8] nous avons étudié certaines caractéristiques et critéres de performance
de différents modeles d’appariements (ou de files d’attente), parmi lesquelles

— la loi stationnaire, donnée sous une forme produit explicite, de la chaine (W, )nen représentant
lévolution temporelle du contenu d’un systéme régi par un modéle d’appariements général (MG),
pour un graphe de compatibilités G qui n’est pas biparti et sous la politique FCFM (cf. Théorémell)) ;

— quelques caractéristiques du systéme a 1’équilibre, dans le cadre précité, comme par exemple, sa
taille moyenne, le temps moyen d’attente d’un élément en son sein, la probabilité qu'un élément
doive patienter avant d’étre apparié, etc. (cf. Section ;

— la zone de stabilité de certains modéles d’appariements (généraux, généraux avec abandons, bipartis,

bipartis étendus) et de files d’attente (dites skill-based) - voir, par exemple, le Théoréme le
Corollaire 2] le Corollaire [3| le Théoréme [3] le Corollaire [4] la Proposition [30] et la Proposition
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Le Chapitre [4] va, quant a lui, s’intéresser a un autre critére de performance du systéme : les taux
d’appariements. Dans un systéme régi par un modeéle d’appariements (général (MG) ou biparti étendu
(MBE)) stable, cette quantité est définie, pour chaque aréte (i,j) € £ donnée du graphe (généralisé)
connexe G = (V, ) considéré, comme étant la fréquence asymptotique des appariements réalisés entre 7
et j (cf. Sectionet Section . L’étude faite dans ce Chapitre aura plusieurs objectifs, dont celui

pour toute mesure ji (respectivement, i = (fi1, fiz)) permettant la stabilité d’'un modeéle d’apparie-
ments général (MG) (respectivement, biparti étendu (MBE)) donné, de déterminer explicitement - &
une constante multiplicative strictement positive prés - la famille de poids « telle que @ = g® (cf.
Corollaire @ (respectivement, telle que fi; = i et iz = i, ou les mesures i§ et 43 sont définies
par (cf. Corollaire );

de fournir une preuve alternative directe de deux inclusions du Théoréme [2| (voir le Corollaire |§| et

la remarque faite au début de la Section [3.7.1.2} ainsi que le Corollaire |8| et la Section [4.2.2) ;

de mettre en évidence la politique-insensibilité des taux d’appariements, c’est-a-dire le fait qu’ils
restent inchangés quelle que soit la politique ® implémentée, pour certains « types » de graphes de
compatibilités (généralisés) connexes (cf. Théoréme [6) ;

de fournir une expression explicite des taux d’appariements, sous certaines hypothéses (cf. Propo-
sition ;

d’étudier I'équité des taux d’appariements par aréte, un autre critére de performance de systémes
régis par des modéles d’appariements (cf. Théoréme @

Enfin, toujours dans un souci de transparence, nous portons votre attention sur le fait que ce Chapitre [4]
présente une version étendue de certains résultats présentés dans Uarticle [6], pré-publié en 2021.

Remarque importante : Les principales notations utilisées dans le manuscrit sont recensées dans
’Annexe [A] On pourra s’y référer si besoin.
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L’objectif premier de ce Chapitre [[]est de fournir les principaux outils utiles aux chapitres suivants. Plus
précisément, nous présentons les modeéles d’appariements généraux (d’abord en temps discret, puis une
extension en temps continu), ainsi que la chaine de Markov (W), )nen représentant I’évolution temporelle
du contenu du systéme. Enfin, la zone de stabilité de ces modéles d’appariements, ainsi qu’une condi-
tion nécessaire & cette stabilité seront étudiées. Certaines de ces notions sont également présentées, par
exemple, dans les articles [24] et [25].

1.1 Présentation des modéles d’appariements généraux

Nous disposons d’éléments de certains types, étiquetés par leur classe d’appartenance respective, et qui ne
sont pas distinguables des autres éléments de la méme classe. On se propose alors de faire entrer un par
un certains de ces éléments dans un systéme « physique », que 'on appellera parfois buffer dans la suite.
Typiquement, ces éléments peuvent représenter des personnes dans une salle d’attente, des donneurs et
des receveurs d’organes, etc. Notons V I’ensemble des classes d’éléments et numérotons-les afin d’identifier
les ensembles V et [1; |V|]], ou [V| = Card(V) représente le cardinal de 'ensemble V, c’est-a-dire le nombre
de ses éléments. Dans tout le manuscrit, on s’autorise a4 confondre librement un élément avec sa classe,
c’est-a-dire qu’au lieu d’écrire « un élément de classe 7 € V », on pourra écrire simplement « un élément
1€V ».

1.1.1 Graphes de compatibilités généralisés

De par leur structure interne, certaines classes d’éléments sont compatibles entre elles. Typiquement, ce
peut étre le cas d’'un donneur et d’un receveur d’organe qui sont compatibles biologiquement et pour
lesquels un transfert d’organe (transplantation) est possible. Tous ces liens de compatibilités peuvent étre
résumés par un graphe G, dont chacun des sommets (ou nceuds) correspond a un élément de 1’ensemble
V et dont les arétes représentent les compatibilités entre les différentes classes d’éléments : une aréte est
présente entre deux sommets du graphe si et seulement si les classes représentées par ces deux sommets
sont compatibles entre elles. Lorsque deux classes u € V et v € V sont compatibles (et donc reliées par
une aréte), on note u —v. Dans le cas contraire, on note u-+v. Par construction de ce modéle, remarquons
que les arétes du graphe G sont structurellement non-orientées, et définissons alors

e {(u,v) :u—v, ueV, ve V}c V2 (1.1)

I’ensemble des couples de sommets reliés par une aréte. Remarquons ainsi que chaque aréte du graphe G
(qui est non-orienté) peut étre caractérisée par le couple (non-ordonné) des deux sommets qu’elle relie :
en effet, w € V et v € V sont deux classes compatibles si et seulement si Paréte (u,v) est présente dans
le graphe G. Cependant, comme les couples (u,v) et (v,u) (différents dans £ si u et v sont distincts)
représentent la méme aréte, ’ensemble £ n’est pas en bijection avec I’ensemble des arétes du graphe
G, mais lest, est en réalité, structurellement, avec I’ensemble des arétes orientées du graphe G. Afin
de construire proprement un ensemble qui est en bijection naturelle avec ’ensemble des arétes de G, il
convient d’introduire la relation binaire sur V? suivante,

Définition 1

On définit la relation binaire R sur V? par :

V((i1, 1), (i2, j2)) € V2 x V2, (i1, 1) R (i2, j2) < [i1 = iz et j1 = jo] ou [i1 = ja et j; = is].

On peut montrer que la relation binaire R définit une relation d’équivalence sur V2. On note alors V2 R
I’ensemble de ses classes d’équivalence et on ne fera pas, dans la suite, de distinction entre une classe et

ses représentants. Remarquons que l’ensemble £ = :‘j’ /R est alors en bijection naturelle avec I'ensemble
des arétes (non-orientées) de G. Par abus de langage, on dit que £ est l’ensemble des arétes de G et on
note G = (V, &), le graphe de compatibilités.

Etudions maintenant la structure de 'ensemble € de ses arétes et de 'ensemble V de ses sommets. Dans
certaines applications telles que les sites de rencontre, les interfaces pair-a-pair et les dons croisés d’organes
(voir le paragraphe correspondant, dans I'Introduction), il est naturel de supposer que des éléments de la
méme classe peuvent s’apparier ensemble. Ceci conduit naturellement & décomposer I’ensemble des arétes
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de la fagon suivante,

£=Esw&s,

Es ={(u,v)e & u=v} et ES={(u,v)e&:u+#uv}
Définition 2

Une aréte (u,u) € € est appelée boucle (ou self-loop, en anglais) et Es représente donc I'ensemble des

boucles du graphe associé.

De maniére similaire & ’ensemble des arétes, il est naturel de décomposer ’ensemble des sommets d’un
graphe de la maniére suivante,
V=VswVsg,

Q
=

Vs={ueV:(u,u)e€} et Vs={ueV: (uu)¢f}
Définition 3

On dit qu’un sommet u € V tel que (u,u) € € posséde une boucle et Vs représente donc I’ensemble
des sommets du graphe qui ont une boucle.

Rappelons qu'un graphe est dit simple s’il ne contient qu’'une aréte au maximum entre deux sommets.

Ces nouvelles définitions nous permettent d’introduire la notion de graphe généralisé,

Définition 4

On dit qu’un graphe G est un graphe généralisé (ou multigraphe simple) si c’est un graphe simple
classique (c’est-a-dire avec Vs = ) ou si ¢’est un graphe simple qui contient des boucles (c’est-a-dire
avec Vs # ).

Par ailleurs, rappelons qu'un graphe (ou graphe généralisé) G = (V, ) est connexe si pour tout couple
de sommets (u,v) € V2, il existe une chaine d’arétes reliant u & v, c’est-a-dire s’il existe un entier k € N
et des sommets uy, ug,...,ur € V tels que u —uy —ug — -+ - — up — v.

Voyons dés a présent un exemple pour fixer les idées sur toutes les notations introduites jusqu’a présent,
Exemple 1
Pour le graphe généralisé G = (V, &) représenté par la Figure[I.1] on a :

— V={1,2,3,4}, avec Vs = {1} et Vg = {2,3,4};

— £={(1,1),(1,2),(2,3),(2,4),(3,4)}, avec Es = {(1,1)} et €5 = {(1,2),(2,3),(2,4), (3,4)}.

FIGURE 1.1 — Exemple d’'un graphe généralisé G (connexe).

Maintenant que nous avons détaillé la structure du graphe de compatibilités, il est temps d’expliquer ce
qui se passe dans le systéme étudié au fur et & mesure de 'arrivée des éléments a l'intérieur. Dans ce but,
introduisons la notation suivante,

Définition 5

Pour tout sous-ensemble U < V, on définit I’ensemble des voisins d’éléments de U par :
EU)={veV:Tuel, (u,v) e}



16 Chapitre 1. Introduction aux modéles d’appariements généraux

Siwv eV, on écrit simplement

E(v) = E({v}).

1.1.2 Processus et politiques d’appariements

Comme expliqué dans la Section les éléments entrent un par un dans le systéme étudié. A arrivée
d’un élément (ou item) en son sein, disons ¢ € V, deux cas possibles se présentent :

1. Soit un élément voisin j € £(i) se trouve déja dans le systéme et, dans ce cas, les deux éléments i
et j s’apparient et le quittent.

2. Soit aucun élément de £(i) n’est présent dans le systéme et, dans ce cas, 'élément i est stocké (au
moins jusqu'a l'arrivée du suivant).
Cette procédure souléve naturellement une question : si un élément entrant dans le systéme est com-
patible avec plusieurs autres éléments déja présents, comment choisir celui avec lequel "appariement va
s’effectuer ?

Pour répondre a cette interrogation, introduisons la notion suivante,

Définition 6

Nous appelons politique d’appariements une régle de décision non-ambigué qui permet de déterminer,
dans le cas ou il existe plusieurs items compatibles dans le systéme, avec lequel d’entre eux I’élément
entrant va s’apparier.

Définition 7

Une politique d’appariements ® est dite admissible si le choix de I’appariement de chaque item entrant
ne dépend que du contenu du systéme a l'instant ou il y entre (et éventuellement d’un tirage aléatoire
indépendant). On note POL 'ensemble des politiques d’appariements admissibles.

On verra, dans la Section [I.2] que I'état du systéme au temps n € N est représenté par le mot W,, € W,
composé des classes des éléments pas encore appariés au temps n, sous politique P, écrites dans leur
ordre respectif d’arrivée. En notant alors W < V* I'ensemble des « états possibles du systéme » lors
d’un processus d’appariements, une politique d’appariements admissible ® peut étre caractérisée par une
action de V sur W, notée

@q; : WxV — w

(w,v) — w =w®sv, (1.2)

qui, & un état w du systéme et & un élément v entrant, associe le nouvel état w’ du systéme a I'instant
suivant. L’action ®g joue, en pratique, le role d’une fonction de mise a jour (voir la Section [1.2)) et peut
potentiellement étre aléatoire.

Donnons maintenant quelques exemples de constructions de politiques admissibles & 'aide d’une action
de ce type. Afin d’aider a la formalisation, introduisons d’abord les notations suivantes, ot A* représente
I’ensemble des mots finis sur un alphabet A (fini),

Définition 8

Pour tout ensemble fini A, tout mot w = w; ...w, € A* et tout sous-ensemble B < A, on définit le
nombre d’occurrences d’éléments de B dans le mot w par :

jwl = Card ({i € [1;q]) : w; € BY) = Y |wl,

beB

o, pour toute lettre a € A,

wla = wliay

est le nombre d’occurrences de la lettre a dans le mot w.
La taille (ou longueur) |w| du mot w est alors égale a la quantité précédente lorsque B = A, c’est-a-dire

jw| = Jw]a = Y] [w]a-
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Définition 9
Pour tout ensemble fini A, tout mot w = wy ... wq € A* et tout i € [1;|w|]], on note

A

wm w1 ... Wi—1Wi41 - - - Wy,

le mot de taille |w| — 1, obtenu & partir de w en effagant sa i°™° lettre.
De plus, on note
[w] = (‘w|a)aeA e N4

Pimage commutative de w.

Exemples de politiques d’appariements qui dépendent de 1’ordre des arrivées.

La politique FCFM (abréviation de First Come, First Matched, ou premier arrivé, premier apparié, en
francais) permet a chaque élément ¢ € V entrant dans le systéme de s’apparier, parmi les éléments
candidats, avec celui qui est dans le systéme depuis le plus longtemps. Elle est construite a 'aide de
I’action suivante,

Définition 10 (Politique FCFM)

Pour tout mot w = wy ... wj, €W et tout élément v eV,

wv si |wlg) =0;
w[ga(w’v)] SiHOH,

W Opcpm U = {

o(w,v) = min{k € [[1; |wl|] : wg € E(v)}.

La politique LCFM (abréviation de Last Come First Matched, ou dernier arrivé, premier apparié, en
francais) permet a chaque élément ¢ € V entrant dans le systéme de s’apparier, parmi les éléments
candidats, avec celui qui est dans le systéme depuis le moins longtemps. Elle est construite a ’aide de
I’action suivante,

Définition 11 (Politique LCFM)

Pour tout mot w = wy ... wp, € W et tout élément v eV,

WY si |w|5(v) =0;
sinon,

W Oror v = { Wip(w,v)]
avec

o(w,v) = max{k € [1; |w|] : wg € E(v)}.

Exemples de politiques d’appariements indépendantes de ’ordre des arrivées.
Dans le cas ou la politique d’appariements considérée ne dépend pas de 'ordre des arrivées des éléments
dans le systéme, I’ensemble des états possibles du systéme peut alors se restreindre & I’ensemble

[W] = {[w] : we W} = NY.
Pour tout x € [W] et tout v € V, définissons
Pz, v) = {j € E(v) : z(j) > 0},

I’ensemble des classes d’éléments disponibles et compatibles avec 1’élément v si le contenu du systéme est
représenté par le vecteur z.
Une politique d’appariements ®, indépendante de l'ordre des arrivées des éléments, est caractérisée en-
tiérement par une application
pe : [W]xV — 1%
(Z‘,U) — p@(ﬂi‘,’l}),

ol pg(z,v) € P(x,v) représente la classe de 1’élément choisi pour s’apparier, sous la politique ®, avec
I’item de classe v entrant dans le systéme, dont le contenu est représenté par le vecteur x.
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Ainsi, 'arrivée d’un élément v € V entraine I'action suivante sur le contenu du systéme :

©CI) : [W]XV — [W]
(z,0)  ~— w@qﬂjé{gH_e“ si Pla,v) = &

T — ep@(m,) siom.

Les politiques de type Max- Weight (MW) ne se basent, pour décider des appariements, que sur le nombre
d’items de chaque classe présents dans le systéme et d’une récompense associée a chaque aréte. Formel-
lement, pour toute aréte (4,7) € £, notons w; ; la récompense associée & un appariement entre i et j, et
fixons un parameétre 5 € R. Ainsi, dans un systéme dont le contenu est représenté par x € [W], 'élément
choisi pour s’apparier avec un item de classe v € V entrant est donné par

pa(z,v) = argmax(Bz(j) + wy ),
JEP(z,v)

ou les cas d’égalité sont tranchés par un tirage aléatoire uniforme.
Plusieurs cas particuliers sont remarquables :

— Si 8 > 0 et que les récompenses sont constantes (c’est-a-dire w; j = wy j, pour toutes arétes
(i,5) € € et (7,7") € &), alors chaque item de classe v € V arrivant est apparié avec un item
compatible dont la classe est la plus représentée dans le systéme (les cas d’égalité étant tranchés
par un tirage aléatoire uniforme).

Cette politique particuliére est appelée Match the Longest (ML).

— Si B < 0 et que les récompenses sont constantes, alors chaque item de classe v € V arrivant est
apparié avec un item compatible dont la classe est la moins représentée dans le systéme (les cas
d’égalité étant tranchés par un tirage aléatoire uniforme).

Cette politique particuliére est appelée Match the Shortest (Ms).

— Si 8 =0et que w; ; # w; i pour tout i € Vet tous j # j' € £(i), alors la politique d’appariements est
de type priorité, c’est-a-dire que pour tout élément v € V, un ordre de préférence pour 'appariement
est établi, en amont, entre tous les voisins de v.

Pour de plus amples détails ou exemples concernant les politiques d’appariements, on pourra par exemple
se référer aux articles [24] et [7]. Maintenant que I’on sait comment se déroule le processus d’appariements
et comment le graphe de compatibilités et la politique d’appariements interviennent dans tout ceci,
introduisons la notion de loi d’arrivées sur les sommets.

1.1.3 Arrivées sur les sommets

Pour I'instant, nous avons décrit le fonctionnement du processus d’appariements & I'intérieur du systéme
(en fonction du graphe de compatibilités G = (V, £) et de la politique d’appariements admissible ® choi-
sis), sans expliciter comment se font les entrées des différents items en son sein. Ces entrées se produisent
de maniére aléatoire, selon une certaine loi de probabilité : la loi d’arrivées fi sur les sommets.

Pour formaliser cette notion, fixons un espace probabilisé¢ (€2, F,P) sur lequel seront définies toutes les
variables aléatoires considérées dans la suite du manuscrit, et précisons que, dans toute la suite, on s’au-
torisera librement & confondre une variable aléatoire avec sa réalisation.

Définissons alors, sur cet espace, les variables aléatoires (V;);>1 (& valeurs dans l'ensemble des sommets
V du graphe de compatibilités G = (V, ) fixé) qui sont les classes des éléments entrant dans le systéme
étiquetées par leur ordre d’arrivée, c’est-a-dire que Vi est le premier élément entrant dans le systéme, V5
est le deuxiéme, etc. Si l'on considére un modéle & temps discret, on peut supposer que, pour tout 7 > 1,
V; est ’élément entrant dans le systéme au temps 7. Tout au long du manuscrit, on fera '’hypothése que
les variables aléatoires (V;);>1 sont indépendantes et identiquement distribuées, selon une loi d’arrivées
i sur V. Ainsi,
Vi = ]-7 v] € V? ]P)(V; = ]) = ID’(]);

et on supposera, sans perte de généralité, que le support de ji est V, c’est-a-dire que i € M(V), ot M(V)

représente ’ensemble des mesures de probabilité de support V.

Enfin, en notant M (V) l'ensemble des mesures positives finies de support V, dans le cas ou u € M(V),
on garde le méme formalisme mais les arrivées de chaque item ¢ € V dans le systéme se font selon un



1.2. La chaine (W, )nen et son espace d’états W 19

processus de Poisson d’intensité w(i) et indépendamment de tout le reste. La mesure p est alors vue
comme un tauz d’arrivées dans le systéme (se reporter par exemple & [27] pour plus de détails).

Dans toute la suite du manuscrit, pour tout ensemble fini A, a toute mesure p € M(A) sera associée la
mesure normalisée i € M(A), donnée par

1.1.4 Bilan sur les modéles d’appariements généraux

Un modéle d’appariements général est donc caractérisé par un triptyque d’éléments :

1. Un graphe généralisé (supposé connexe) G = (V, ), dont les sommets sont les classes d’items
pouvant entrer dans le systéme et dont les arétes modélisent les compatibilités entre éléments.

2. Une politique d’appariements admissible ® € POL qui permet de décider, s’il y a plusieurs
possibilités, avec quel item compatible I’élément entrant va s’apparier.

3. Une loi d’arrivées ji € M(V), dans le cas discret, selon laquelle les éléments entrent (indépen-
damment) dans le systéme.

3’. Un taux d’arrivées p € M(V), dans le cas continu, donnant 'intensité du processus de Poisson
selon lequel les éléments entrent (indépendamment) dans le systéme.

En référence a la terminologie usitée dans [24], si i € M(V), on dit que I'on étudie le modéle d’apparie-
ments général associé o (G, P, i) et, pour abréger, on le note MG(G, D, fi).

De méme, dans le cas ou p € M(V), on dit que l'on étudie le modéle d’appariements général en temps
continu associé au triplet (G, ®, ) et, pour abréger, on le note MG¢(G, @, u). On pourra se référer a [27]
pour plus de détails sur le cas continu.

Dans la Section [[.1.2} on a défini W comme étant ensemble des « états possibles du systéme » lors d’un
processus d’appariements. Dans la Section [I.2] suivante, nous formalisons cette notion et introduisons
un descripteur rendant compte de 1’évolution du contenu du systéme au fur et & mesure des arrivées
d’éléments en son sein.

1.2 La chaine (W),),en et son espace d’états W

1.2.1 Définition et structure markovienne de (WW,,),cn

Fixons un graphe généralisé connexe G = (V, €), une politique d’appariements admissible ® € POL et une
loi d’arrivées sur les sommets i € M()V). Construisons alors un descripteur rendant compte de I’évolution
du contenu d’un systéme régi par un modéele MG(G, @, [1).

Supposons tout d’abord que le systéme est vide a 'instant initial. Fixons un entier ng > 1 et considérons
une réalisation w € Q. Notons V3 (w) = vy,. .., Vi, (W) = vy, et définissons le mot v(™0) = v .. v, € V*.
L’état du systéme au temps ng = 1 est alors noté W‘I’(v("o)) € V*. Ce mot est composé des classes des
items pas encore appariés au temps ng (sous politique ®) écrites dans leur ordre respectif d’arrivée et on
Pappelle file d’attente au temps ng (ou queue detail at time ng, en anglais).

L’ensemble des files d’attente admissibles (sous politique @) est donc donné par

W) = [ {0

veV*

Nous montrerons a posteriori (cf. Proposition [2) qu’il ne dépend, en réalité, pas de la politique d’apparie-
ments ® € POL considérée, ce qui nous permet alors, dés a présent, d’introduire une notation représentant
I’ensemble commun & toutes les politiques,

Définition 12

L’ensemble des files d’attente admissibles W est défini, quelle que soit la politique d’appariements
® € POL considérée, par :

We(V*) = W.
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Construisons maintenant le descripteur permettant de rendre compte de I’évolution du contenu du systéme
au fur et & mesure du temps,

Définition 13

Notons Y € W le contenu initial (potentiellement aléatoire) du buffer.

Alors, pour tout n = 0, I'état du buffer au temps n (c’est-a-dire aprés les arrivées des n v.a. i.1.d.
Vi,...,V, deloi i), noté WY est défini comme suit :

WY 2y et Wnz=1, WEY « WYV ... V,).
En utilisant (1.2]), on peut aussi définir cette suite récursivement en posant :

WY =Y et WneN, Wik = Wm0 Vo, (1.3)

La formulation (1.3) assure que 'action ®¢ joue le role de fonction de mise a jour pour la chaine

(Wf’ ’ﬁ’Y)neN, ce qui débouche sur le résultat suivant,

Proposition 1

Supposons que la suite des v.a. (V;);>1 1.1.d. est indépendante du mot initial Y € W.

Alors, la suite des contenus du buffer (Wff’ﬁ’y)neN est une chaine de Markov a valeurs dans W.

Sauf mention contraire, on supposera dans toute la suite (sans perte de généralité) que le systéme est
vide & Pinstant initial, c’est-a-dire que Y = ¢, oil ¢ est le mot vide. Dans ce cas, on notera (W,2#),,cy
la suite des contenus du buffer. Enfin, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la politique ® € POL et la loi
i € M(V) utilisées, on allége la notation W,2# en un simple W,,, pour tout n € N. La suite (W,,)nen est
appelée chaine naturelle du systéme.

Pour faire suite & ce qui a été expliqué a la fin de la Sectionm (cas a temps continu), lorsque u € M(V),
la suite (W,2*#),en se construit de maniére analogue a celle en temps discret, mais en indexant la chaine,
cette fois-ci, non plus par le temps (qui, ici, est continu) mais par les « indices de saut », c’est-a-dire
que la suite passe a la valeur suivante dés l'entrée d’un nouvel élément dans le systéme (arrivé selon le
tauz (). En construisant la chaine de cette maniére, la propriété assurant que W, est I’état du systéme
aprés l'arrivée des n premiers éléments reste vraie dans le cas & temps continu. La chaine (W.2#),cn
représente alors la suite des contenus du buffer dans le cadre du modeéle MG.(G, @, p).

1.2.2 Structure de W et caractérisation

En prolongement de la Définition [T2] pour toute politique d’appariements ® € POL et toute loi d’arrivées
ji € M(V), un mot w € V* est dit admissible pour (W, )nen s'il peut étre atteint par la chaine (W,,)nen,
c’est-a-dire 8’1l existe une suite d’arrivées (Vi,...,V;,) € V™ telle que W,, = w.

Formellement,

w € V* est admissible pour (W, )peny < Jv e V* t.q. W2 (v) = w.

Ainsi, par construction,

W = {w € V* : w est admissible pour (W},)pen}-
L’ensemble W représente donc ’ensemble des mots (ou files d’attente) admissibles pour la chaine (W), )nen-

Il est temps, & présent, de donner une expression explicite de ’ensemble W, permettant, a posteriori, de
justifier qu’il ne dépend effectivement pas de la politique ® € POL considérée,
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Proposition 2

L’ensemble W coincide avec I’ensemble des mots pour lesquels deux lettres présentes dans le
mot ne sont jamais voisines dans le graphe de compatibilités G = (V, ) étudié.
Formellement,

W = {weV*:[V(j) € &S, |wi|w|; =0] et [Vie Vs, |w; <1]}.

En particulier, ’ensemble des files d’attente admissibles W ne dépend pas de la politique
d’appariements ® € POL considérée.

Démonstration: Une preuve de ce résultat est fournie dans la Section [[.5.]] |

La Proposition [2] assure, en particulier, que

VYneN, Vie Vs, |Wyl|; € {0,1},

c’est-a-dire qu’un élément de Vg est présent au plus une fois dans le systéme.

Définissons maintenant deux notions classiques en théorie des graphes et qui seront fondamentales dans
la suite du manuscrit,

Définition 14

Soit G = (V, ) un graphe généralisé.
On dit que T < V est un ensemble indépendant de G lorsque :

—I1#J;
— V(i,5) € I?, i+j.
On dit que Z < V est un ensemble pseudo-indépendant de G lorsque :
— I#g;
— V(i,j) eI i #j=it].

On note alors

et

I(G) = {Z < V : T est un ensemble indépendant de G}

I(G) = {f c V: T est un ensemble pseudo-indépendant de G} .

Remarque 1

Par définition, on a

I(G) c I(G), avec égalité si et seulement si Vs = &,

et
VIel(G), InVs =, cest-a-direT c Vg, (1.4)

contrainte que n’a pas un ensemble pseudo-indépendant.
Ceci nous permet d’obtenir :

H«nz{imw;ieﬂGﬁ.
Chaque ensemble pseudo-indépendant Te E(G) peut alors se décomposer de la maniére suivante :

I=(TnVE)w(InVs).
—_—
e I(G)

Définition 15

Pour tout ensemble fini A, tout sous-ensemble B — A et tout mot fini w € A*, on définit :

B(w) = {be B:|w|, >0},
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P’ensemble des éléments de B présents dans le mot w.
Dans la suite du manuscrit, on utilisera souvent cette notation pour B = V.

Le résultat suivant découle simplement d’une réécriture de la Proposition [2] & 1’aide de la Définition

Proposition 3

L’ensemble des files d’attente admissibles s’écrit également :

W= {c}o{w=wi...wg € V*: ¢ =1, V(w) € I(G) et [w; € Vs = Vj € [[1;q]\{s}, w; # w;]}.

Finissons par quelques propriétés structurelles de la chaine (W, )pen :

1.2.3 Irréductibilité et 2—périodicité de (W,,)en

Pour les notations suivantes, on considére une chaine de Markov homogéne (X,,),en d’espace d’états (au
plus dénombrable) E' et de matrice de transition P = (p; ;) jyer?-

— Pour (i,7) € E?, on dit que j est accessible & partir de I’état i s'il existe n = 0 tel que
Py = P[X, = j|Xo = i] > 0.

On note alors i v j, et on remarque qu’on a toujours i v ¢ (pour n = 0).

— La période d’un état i € E est définie par

d(i) = PGCD ({n >1:p{" > o}) .

Si d(#) = 1, on dit que i est apériodique, et une chaine est dite apériodique lorsque tous ses états le
sont.

Proposition 4

Dans tout modeéle MG(G, @, i) ot G est un graphe généralisé connexe, on a :
1. La chaine (W, )nen est irréductible (sur W).
2. La chaine (W, )nen est 2-périodique.

Démonstration: Une preuve de ce résultat est proposée dans la Section |

1.3 Un premier exemple de processus d’appariements

FIGURE 1.2 — Graphe de compatibilités (généralisé¢ connexe) G = (V, E).

Pour fixer les idées, donnons un exemple de déroulement du processus d’appariements pour le modéle
MG(G, @, i), ou
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— G = (V,€) est le graphe généralisé connexe donné par la Figure ;
— ® = FCFM (cf. Définition [10) ;
— i€ M(V) est une loi d’arrivées sur les sommets.

Par exemple, si i est la loi uniforme Unif(V), a chaque instant, on aura une arrivée d’un item de classe
1 avec probabilité i d’un item de classe 2 avec probabilité i, ete.

Dans notre exemple, supposons que les quatre premiéres arrivées sont les suivantes :

Vi=3, Ve=1, V3=2, V=1

4—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—07 Wy =c¢
3 1 2 1 4 1 1 1 2 3 2

404—0—0—0—0—0—0—0—0—0—07 Wy =3
3 1 2 1 4 1 1 1 2 3 2

FIGURE 1.3 — Scénario d’arrivées sur le graphe G de la Figure [1.2] et évolution du contenu du systéme,
représenté par la chaine (W), )nen.

Déroulement du processus d’appariements (pour les 4 premiéres étapes) :
Pour un schéma explicatif du déroulement, se reporter a la Figure [1.3

— Etat initial : A I'instant de départ (instant 0), on suppose que le buffer est vide.
i WO = €.

— Etape 1 : Un item de classe 3 entre dans le systéme.
Il est le seul a I'intérieur et ne peut ainsi s’apparier avec aucun autre élément. Il patiente donc dans
le systéme.
— Wy =3.

— Etape 2 : Un item de classe 1 entre dans le systéme.
Il y a déja un élément de classe 3 a U'intérieur. Cependant, les classes 1 et 3 n’étant pas compatibles
(car pas reliées par une aréte dans G), les items correspondants ne peuvent pas s’apparier ensemble.
Ils restent donc tous les deux dans le systéme (en conservant leur ordre d’arrivée).

g WQ = 31.

— Etape 3 : Un item de classe 2 entre dans le systéme.
Comme la classe 2 est compatible avec les classes 3 et 1, I'item entrant peut s’apparier avec les deux
éléments déja présents. Le choix de 'appariement se fait donc a ’aide de la politique d’appariements
choisie - ici, FCFM. L’item 2 va ainsi s’apparier avec le plus vieil item compatible encore présent,
c’est-a-dire I’élément de classe 3. Ils quittent alors le systéme et laissent donc seul 'item de classe 1.
(Remarquons que si on avait choisi la politique LCFM, I’élément de classe 2 se serait apparié avec
celui de classe 1.)
— W5 =1.
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— Etape 4 : Un item de classe 1 entre dans le systéme.
Il y retrouve un autre élément de classe 1. Or, l'aréte (1,1) étant une boucle du graphe G (c’est-
a-dire 1 € Vg), la classe 1 est compatible avec elle-méme, ce qui permet 'appariement des deux
éléments concernés. Ils quittent donc le systéme et le laissent vide.

i W4:E.

Il est & présent temps d’introduire la notion de stabilité d’un modéle d’appariements et d’en fournir une
condition nécessaire.

1.4 Les ensembles STAB(G, ®) et NCOND(G)

1.4.1 Les zones de stabilité STAB(G, ?) et sSTAB' (G, D)

Comme dans les articles [24] et [27], on s’intéresse a la notion de stabilité d’'un modéle d’appariements
général (que ce soit en temps discret ou continu),

Définition 16

Pour tout graphe généralisé connexe G = (V, &), toute politique d’appariements admissible ® € POL
et toute loi de probabilité i € M(V) (respectivement, mesure u € M(V)), on dit que le modéle
MG(G, @, ) (respectivement, MG.(G, @, u)) est stable lorsque la chaine (vaﬁ) (respectivement,
(W)

neN

neN) est récurrente positive.

L’ensemble des mesures ji € M(V) (respectivement, y € M(V)) pour lesquelles le modéle MG(G, ®, fi)
(respectivement, MG.(G, ®, 1)) est stable est appelé sa zone de stabilité et est défini par

STAB(G, @) = {fic M(V): (Wf’ﬁ)neN est récurrente positive} , (1.5)
(respectivement, par
STABY (G, ®) = {ne M(V) : (Wf’“)neN est récurrente positive}). (1.6)

En généralisant ce qui a été fait dans larticle [27], pour tout graphe généralisé connexe G = (V,€) et
toute politique d’appariements admissible ® € POL,

ji € STAB(G, ®) < p e staBt (G, ®).
En particulier,
STAB(G, ®) < sTAB (G, @).
Définition 17

On dit qu’un graphe généralisé connexe G est stabilisable s’il existe une politique d’appariements
admissible ® € POL telle que STAB(G, ®) # .

Ultérieurement, nous caractériserons exactement ’ensemble des graphes généralisés connexes stabilisables
(cf. Corollaire [1)).

1.4.2 Ensembles NCOND(G) et NCOND™(G), et liens avec STAB(G, @) et STAB™ (G, @)

De la méme maniére que dans l'article [24] (respectivement, [27]), pour tout graphe généralisé connexe
G = (V,€) fixé, nous sommes amenés a définir la condition suivante sur i € M(V) (respectivement,
e M(V))

VI e I(G), iI) < p(E(D)), (1.7)
(respectivement,

VIEI(G), u(@) < u(ED)). (1.8)
Cette condition est usuellement appelée NCOND(G) (respectivement, NCOND'(G)) dans la littérature,
diminutif de « necessary condition » puisqu’elle fournit une condition nécessaire de stabilité (cf. Propo-

sition [6)).

Par un abus de notation, on définit NCOND(G) (respectivement, NCOND'(G)) comme étant I’ensemble
des mesures vérifiant la condition (1.7) (respectivement, (1.8])),
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Définition 18
Pour tout graphe généralisé connexe G = (V, ) fixé, on définit

— l’ensemble de lois de probabilité
NconD(G) = {ie M(V) : VI € (G), i(T) < W(E(D))} ; (1.9)
— l’ensemble de mesures

NconD ™t (G) = {ue M(V) : YT e I(G), u(T) < w(E(T))}. (1.10)

Remarquons que pour tout graphe généralisé connexe G = (V, ),
fi € NCOND(G) < e Nconp™ (Q),

et
NcoND(G) = Ncond ™t (G).

Dans le but de donner une autre écriture de NCOND(G) et NCOND™ (G) dont on pourra se servir ultérieu-
rement dans certaines preuves, généralisons maintenant le Lemma 1 de [24], qui étudie le cas de lois de
probabilité sur des graphes simples connexes, au cas de mesures quelconques sur des graphes généralisés
connexes. En notant P(V) Pensemble de tous les sous-ensembles de V, on a :

Proposition 5

Pour tout graphe généralisé connexe G = (V,€),
NconD™(G) = {pe M(V) : VU e PO\{D, V}, wlUd) < p(EMU))},
et, de maniére équivalente,

NcoND(G) = {ie M(V) : VU € PWV)\{D, V}, ilU) < @(EU))} .

Démonstration: Fixons un graphe généralisé connexe G = (W, €).
L’inclusion D étant triviale, concentrons-nous sur 'inclusion c.
Fixons une mesure u € NCOND™ (G) et considérons un ensemble U € P(V)\{J, V}.
Dans cette preuve, notons Us = U N Vs et Un = U N V5, de telle sorte que U = Us w Un.
On peut écrire I’égalité suivante :

p(EU)) — plh) = w(EU) N Us) + p(EU) nUN) + p(EU) NU) — pUs) — pUn). (L.11)

Or, par définition de ’ensemble Vs,
EU) nUs =Us.

Alors, comme Un = (Un n EU)) w (Un N EU)C), Végalité se réécrit ainsi :
p(EU)) — pUh) = p(EU) A U) — pUn N EU)?). (1.12)

Cependant, comme tout élément de £ (Un N E(U)°) appartient & £(U) et comme aucune aréte du graphe
G ne peut relier un élément de £(U)° a un élément de U, on obtient :

EUNNEU) c EU) " U . (1.13)
Par ailleurs, s’il est non-vide, I’ensemble Uy N E(U)° est clairement un ensemble indépendant du graphe
G, c’est-a-dire Uy N E(U)° € I(G).

D’oti, comme p € NcoNDT(G),

1 (Un A EU)) < (€ Uy A EQU))). (1.14)

Ainsi, en combinant (1.12)), (1.13) et (1.14)), on trouve :

p(EWU)) — ) > 0.

Le cas ou Un n E(U)° = J étant trivialement résolu par (1.12)), ceci conclut la preuve. ||
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Pour une mesure ji € M(V) (respectivement, u € M(V)), appartenir & ensemble NCOND(G) (respec-
tivement, NCOND™'(G)) signifie heuristiquement que le fluz des arrivées des éléments de chaque classe
est inférieur (strictement) au fluz des arrivées des éléments dont les classes sont compatibles avec celles
des éléments susmentionnés. Il est donc naturel que Pappartenance d’une mesure [ (respectivement, 1)
4 NcoND(G) (respectivement, NCOND™ (G)) soit une condition nécessaire a la stabilité de tout modéle
MG(G, @, i) (respectivement, MG.(G, D, 1)),

Proposition 6

Pour tout graphe généralisé connexe G et toute politique admissible ® € POL,
STAB(G, ®) € NCcoND(G),

et
STABT (G, ®) = NconDp™ (G).

Démonstration: Dans le cas d’un graphe simple connexe, la Proposition 2 de I'article [24] fournit une preuve
de la premiére inclusion et le Theorem 1 de l'article [27] une preuve de la seconde.
Les deux démonstrations s’adaptent cependant sans difficulté au cas d’un graphe généralisé connexe,
comme il 'est remarqué dans la Proposition 4.3 de [7]. |

Sous certaines politiques ® particuliéres, la condition i € NCOND(G) n’est pas seulement nécessaire mais
est aussi suffisante & la stabilité de tout modeéle MG(G, ®, i),

Définition 19

Une politique admissible ® € POL est dite maximale généralisée si I'égalité STAB(G, ®) = NCOND(G)

est vérifiée pour tout graphe généralisé connexe G = (V,£) tel que |V| = 2.

Remarquons que cette notion de maximalité généralise celle introduite dans Darticle [25], ou 1’égalité
doit étre satisfaite seulement pour tous les graphes simples connexes. L’intérét de savoir qu'une politique
d’appariements ® € POL est maximale généralisée est majeur : en effet, I’étude de sa zone de stabilité,
objet a priori difficile & manipuler en tant que tel, revient alors a celle de I’ensemble NCOND(G), défini,
lui, & I’aide de conditions purement algébriques, et qui est donc bien plus exploitable en pratique. Un des
principaux objectifs du Chapitre [2] sera justement d’étendre la maximalité de la politique FCFM a ce cas
généralisé, déja prouvée dans le cas de graphes simples connexes (voir Theorem 1 de [25]), et le Chapitre
s’intéressera en particulier, quant a lui, a la caractérisation exacte de 'ensemble NCOND(G) et fournira un
moyen explicite (élémentaire) de construction des mesures appartenant a cet ensemble, résolvant donc, en
particulier, la question de la détermination (et de la construction) des mesures permettant la stabilité du
modéle d’appariements général (MG) associé & n’importe quel graphe généralisé connexe G (qui n’est pas
biparti) et & une politique d’appariements maximale généralisée ® € POL. Par ailleurs, remarquons que le

Theorem 4.7 de [7] assure la maximalité (au sens généralisé) de toutes les politiques de type Max-Weight
(Mmw) pour lesquelles 5 > 0, et donc, en particulier, de la politique ML (voir la Section [1.1.2]).

1.4.3 Ensembles NCcoND(G) et NCOND ™ (G), et liens avec NCOND((G) et NcoND ™ (G)
Par analogie avec la Section pour tout graphe généralisé connexe G = (V,€&) fixé, nous sommes
amenés a définir une autre condition sur i € M(V) (respectivement, p € M(V)), plus contraignante que

NcoND(G) (respectivement, NCOND ' (G)), que I'on appelle N/CB_N/D(G) (respectivement, NconD ™t (G)) :

VI e l(G), (1) < ((E(T)), (1.15)

(respectivement, o 3 )
VZ e (G), () < p(E(D))). (1.16)

Par un abus de notation, on définit N/E?BED(G) (respectivement, NCOND ™ (G)) comme étant 1’ensemble
des mesures vérifiant la condition ((1.15) (respectivement, (1.16])),
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Définition 20
Pour tout graphe généralisé connexe G = (V, ) fixé, on définit

— l’ensemble de lois de probabilité

NCOND(G) = {ﬁ e M) : VI e (@), p(@) < g(g(i))} ;

— D’ensemble de mesures

NconD* (G) = {M e M(V) : VI e (@), (@) < M(s(i))} .

Clairement, remarquons que pour tout graphe généralisé connexe G = (V, &), linclusion I(G) < I(G)
assure que

NCOND(G) « NCOND(G) et Nconp™(G) = Nconn™ (G).

La Proposition [8| ci-aprés montrera que ces deux inclusions sont en réalité (presque) toujours des égalités.

Par ailleurs, pour tout graphe généralisé connexe G = (V,€), il est clair que

fi € NCOND(G) < p e Ncond™ (G).

Y%

FIGURE 1.4 — Graphe G* (boucle & un sommet).

Le résultat suivant donne une formulation équivalente de I’ensemble N/CB_N/D(G) (respectivement, NcoND™ (G))
ne portant que sur les ensembles pseudo-indépendants n’ayant pas de sommet possédant une boucle,

Proposition 7

Pour tout graphe généralisé connexe G = (V, ) différent de G* (cf. Figure[L.4),

NCOND(G) = {ﬂ e M(V) : VI € I(G) vérifiant T < VS, i(I) < g(g(z))} :

et, de maniére équivalente,

Nconp* (G) = {u e M(V) : ¥I € (@) vérifiant T < V&, w(I) < u(s(i))} .

En particulier, il suit donc de la Proposition [7| que si le graphe généralisé connexe G # G* est tel que
Vs =V, alors

NCOND(G) = M(V) et Nconp™(G) = M(V).
Les deux égalités de la Proposition [7] étant équivalentes, il nous suffit de prouver la seconde,

Démonstration : Fixons un graphe généralisé connexe G = (V, ) différent de G*.
Remarquons que si |V| =1 et Vs = (J, les deux ensembles sont trivialement vides.
Supposons donc a présent que |V| = 2.

L’inclusion ¢ étant évidente, concentrons-nous sur la preuve de l’inclusion réciproque.
Considérons donc une mesure p € M(V) satisfaisant la condition suivante :

V7 € I(G) vérifiant Z < VE, u(Z) < w(E(T)). (1.17)

11 suffit alors de prouver que u(Z) < u(E@')),pour tout ensemble Z € I(Q).
Fixons un ensemble pseudo-indépendant Z € I(G) et décomposons-le de la maniére suivante :

7 = Ts w Ise, (1.18)

ol fséfmvs et fgcéimvg.
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— Cas1:Zsc = (.
Dans ce cas, I= fg c Vs, ce qui assure que Ic S(f)
Considérons & présent un élément a € Z.
Comme |V| = 2, la connexité de G assure qu’il existe un sommet b € V, différent de a, tel que
be &(a) c E(D).
Cependant, comme a € Z, a #bet b—a, alors b¢ T (ensemble pseudo-indépendant).
Ainsi, Z ¢ £(Z) et, par suite, u(Z) < u(E(Z)).
— Cas 2 :Zge # .
Dans ce cas, la décomposition , la condition et le fait que Z € ﬁ(G) assurent respective-
ment que

w(I) = Zs) + p(Zse)

< wZs) + wE(Ise))
= wZs w E(Tse)).

Enfin, Vinclusion Zs < &(Zs) assure que Zs w &(Zsc) < E(Z), et donc,

wZs w E(Tse)) < p(€(D))-

Dans les deux cas, u(Z) < u(E(Z)), ce qui conclut la preuve. ]

La Proposition [7] ci-dessus, combinée aux relations de la Remarque [} nous permet de relier les sous-
ensembles NfCBI?D(G) et NCOND(G) (respectivement, NCOND T (G) et NconD™ (@),

Proposition 8
Pour tout graphe généralisé connexe G = (V, ) différent de G* (cf. Figure[L.4),

NCOND(G) = Nconn(G),

et, de maniére équivalente,

NconD ™ (G) = NconD ™ (G).

Cependant, remarquons que si G = G*, alors
— NconD(G) = Nconn™ (G) = & ;
— NcoND(G) = M(V);
— NconD™ (@) = M(V).

La Proposition [8| permet alors, dés que G est un graphe généralisé connexe différent de G*, d’unifier la
notation en NCOND(G) (respectivement, NCOND™ (G)).

La Section suivante présente maintenant une classe particuliére de graphes pour lesquels les ensembles
NcoND(G) et NconND™ (G) sont vides (cf. Proposition@), et qui sont les seuls graphes généralisés connexes
qui ne sont pas stabilisables (cf. Corollaire .

1.4.4 Graphes bipartis et lien avec NCOND(G) et NCcoND™ (G)
Définition 21

Un graphe G = (V, ) est dit biparti lorsqu’il existe deux sous-ensembles non-vides V; < V et Vo < V
tels que

*VZVlkir)Vz;

— (u,w)eE=[ueVetveVs] oulueVyetvel].

En d’autres termes, G est biparti si son ensemble de sommets V peut étre divisé en deux sous-ensembles
(non-vides) disjoints V; et Vs tels que chaque aréte de G a une extrémité dans V; et U'autre dans Vs. Un
exemple d’un tel graphe est donné par la Figure Par ailleurs, remarquons que si G = (V,€) est un
graphe biparti, alors Vs = &J.
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FIGURE 1.5 — Exemple d’un graphe biparti connexe G = (V = V; w Vs, E), ot les éléments de V; = {1,2}
sont en brun et les éléments de Vo = {1’,2/,3} sont en magenta.

Le résultat ci-dessous, résultant directement de la généralisation du Theorem 1 de [24] au cas de graphes
généralisés, fait le lien entre le bipartisme (ou non) d’un graphe généralisé G et la vacuité (ou non) des
ensembles NCOND(G) et NcoND™ (G),

Proposition 9

Pour tout graphe généralisé connexe G = (V, ) tel que |V| = 2, les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. Nconnt(G) # & ;
2. NconND(G) # I ;
3. G n’est pas un graphe biparti.

Dans la Section une version plus compléte de la Proposition |§| sera démontrée (cf. Proposition [28)).
Remarquons que la Proposition |§| reste vraie dans le cas ou G = G* (cf. Figure [1.4]), mais les ensembles

NfCB_N/D(G*) et NCOND ' (G*) sont cependant vides alors que G* n’est pas biparti.

1.5 Preuves du Chapitre

1.5.1 Preuve de la Proposition

Démonstration: Considérons un graphe de compatibilités, généralisé et connexe, noté G = (V, £).
Pour cette preuve, notons E < V* I’ensemble des mots pour lesquels deux lettres présentes dans le
mot ne sont jamais voisines dans le graphe de compatibilités G, et montrons que, pour toute politique
d’appariements ® € poL, W®(V*) = E.
Fixons donc une politique d’appariements ® € POL.
> : Considérons un mot w = wy ... w, € E.
Alors, par construction, w = W®(w) € W®(V*).
c : Tout d’abord, sans perte de généralité, on supposera que le systéme est vide a I'instant initial.
Montrons alors, par récurrence sur n € N, Passertion H(n) : « W®(Vi...V,) € E ».

— Initialisation : Au temps initial, ¢’est-a-dire pour n = 0, W¥(¢) = e € E.
— Hérédité : Soit n € N tel que H(n) soit vraie.
— Cas 1 : I’élément de classe V41 entrant (au temps n + 1) est compatible avec un élément
déja dans le systéme.
Dans ce cas, ils s’apparient et partent, impliquant que W®(Vi...V,,41) est identique a

W®(Vi...Vy), avec cependant, une lettre en moins.
Il est donc clair que W‘I)(Vl .. Vat1) € E.

— Cas 2 : L’¢lément de classe V,, 41 entrant (au temps n + 1) n’est pas compatible avec un
élément déja dans le systéme.
Dans ce cas, cette nouvelle lettre est stockée dans le systéme, impliquant que W (Vi ... Vi41)
est identique & W® (V1 ... V4,), avec cependant, une lettre en plus, qui, par construction, n’est
voisine d’aucune autre dans le mot (sinon, il y aurait eu appariement).
Ainsi, W® (Vi ... Vns1) € E.

— Conclusion : Vn € N, Wq>(V1 ...Vp)€e E.
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Donc,
W*(WV*) c E.
Finalement, on a montré que W‘I’(V* = F, quelle que soit la politique d’appariements ¢ € POL considérée.

)
L’ensemble E étant indépendant de P, Wq’(V*) Pest donc également, ce qui permet d’unifier la notation,

quelle que soit ® € PoL, en W (V*) = |

1.5.2 Preuve de la Proposition

Démonstration: Considérons le modele MG(G, @, i), ot G = (V,£) est un graphe généralisé connexe,
® € poL, et 1€ M(V).
1. Comme € € W, il suffit de prouver les deux assertions suivantes pour conclure & l'irréductibilité :
(1) : VweW, In, €N, pglfﬂ“) > 0 (c’est-a-dire que tout mot de W est accessible par ¢).
(2) : Yw e W, In, €N, pz(f,é’) > 0 (c’est-a-dire que € est accessible par tout mot de W).

Preuve de (1) : Fixons un w = w1 ... wqg € W.

Un exemple trivial de scénario d’arrivées permettant d’atteindre w en partant de € est (Vi,...,V;) =
(wl, e ,wq).

Ainsi, comme (V;);>1 est i.i.d. de loi i et comme le support de fi est V),

P[Wq:w|WO:5]>IP’(V1:w1,...,Vq:wq)

= p(w1) ... i(wq)
> 0.
Ceci conclut donc la preuve du point (1).
Preuve de (2) : Fixons un mot w = w1 ... wq € W et supposons que Wy = w.
Choisissons V; € £(V(w)), événement de probabilité a(E(V(w))) > 0 (par connexité de G et car fi
admet V pour support).
Ainsi, il existe ¢ € [[1; ¢]] tel que W1 = wy;; (cf. Définition E[)
Choisissons ensuite V2 € £ (V (w[i])), événement de probabilité [ (5 (V (w[i]))) > 0 (par connexité
de G et car i admet V pour support), ce qui permet d’apparier un élément supplémentaire.
On procéde alors par récurrence q fois de cette maniére, ce qui permet d’apparier a chaque instant
un nouvel élément, et il en découle donc que W, = ¢, obtenu ainsi avec une probabilité strictement
positive.
On a donc montré que
P[Wy =e|Wo = w] > 0,
ce qui conclut la preuve du point (2).

On déduit alors des points (1) et (2) que la chaine (W), )nen est irréductible sur W.

2. Observons que Vn € Ny, p™ > 0 et Vne N, prt = o.

Ceci assure alors que ¢ est un état 2-périodique.
La périodicité étant une propriété de classe, la 2-périodicité de ¢ et U'irréductibilité de (W, )nen sur W
suffisent alors & conclure. ]
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Les modéles d’appariements généraux (MG) sur des graphes simples (et donc, en particulier, sans boucle)
ont été introduits initialement dans larticle [24], et la stabilité de ces modeles sous la politique FCFM a
été étudiée dans [25]. Le Theorem 1, résultat majeur de cette derniére référence, assure en particulier la
maximalité de la politique FCFM et fournit, pour cette politique (et sous une forme produit remarquable),
Pexpression de l'unique loi de probabilité stationnaire de la chaine de Markov (W),),en, représentant
I’évolution temporelle du contenu du systéme. L’intérét de I’étude des modéles d’appariements généraux
(MG) pour des graphes généralisés ayant été mis en évidence, dans I'Introduction, par ’exemple des dons
croisés d’organes, il est donc naturel de vouloir généraliser certains résultats obtenus dans [24] et [25]
a ce cadre plus général. Notons qu’une bonne partie de ceux de [24] ont déja été étendus au cours du
Chapitre [1] (voir, par exemple, la Proposition [f] la Proposition [6] et la Proposition [9). Les objectifs du
Chapitre [2] sont donc multiples :

— Etendre la propriété de pseudo-réversibilité énoncée dans le Lemma 3 de [25] au cas de graphes
généralisés (cf. Proposition [15)).

— Deéduire du point précédent la généralisation du Theorem 1 de [25] au cas de graphes généralisés,
c’est-a-dire prouver que la politique FCFM est mazimale généralisée (au sens de la Définition et
donner, pour cette politique et sous une forme produit, ’expression de 'unique loi de probabilité
stationnaire de la chaine de Markov (W, )nen (cf. Théoréme [1)).

— Caractériser, a I’aide du Théoréme 1 évoqué ci-avant, les graphes généralisés stabilisables, c’est-a-dire
ceux pour lesquels on peut trouver une politique d’appariements et une loi d’arrivées rendant stable
le modéle d’appariements général associé (cf. Corollaire . Remarquons que ce résultat généralise
lassertion (16) du Theorem 2 de [24].

— Faire apparaitre, a I'aide de I’étude des cycles généralisés réalisée dans la Section [2.9] un lien naturel
avec le Chapitre [3| suivant (cf. Remarque [6)).

La construction de deux chaines de Markov auxiliaires qui ont des dynamiques opposées, notées (By,)neN
et (Fy)nen (Sections et , qui seront mises en lien & ’aide d’un schéma de pseudo-réversibilité
(Section nous permettant de prouver leur récurrence positive sous la condition NCOND(G), définie
par (|1.7)), et de déterminer I’expression de leurs lois de probabilité stationnaires respectives, conduira alors,
toujours sous cette méme condition, a la récurrence positive de la chaine de Markov (W), ),en ainsi qu’a
I'expression de sa loi stationnaire (en « projetant » celle de (By,)nen sur U'espace d’états W de (W, )nen)
(Sections et [2.6)), avant que le Théoréme [1| ne statue définitivement sur la maximalité généralisée de la
politique FCFM. Les techniques de preuve utilisées s’inspirent de celles usitées dans la référence [25] dont
on souhaite étendre certains résultats. On notera cependant 1’utilisation judicieuse du Lemme [3| et de la
Proposition permettant de simplifier certains arguments de preuve de la référence [25] initiale. Enfin,
létude structurelle du cycle généralisé (Section permettra notamment de faire apparaitre certaines
questions intéressantes (cf. Remarque @, motivant le Chapitre

Ce Chapitre 2| présente une version étendue de certains résultats énoncés dans article [7], publié en 2021.
Pour une parfaite information, le lecteur intéressé par d’autres résultats (qui ne sont pas développés dans
le présent manuscrit) concernant les modeéles d’appariements généraux dans le cas de graphes généralisés
connexes pourra consulter cette méme référence [7]. Il y est notamment prouvé que certaines politiques de
type Maz- Weight (Mw), parmi lesquelles la politique Match the Longest (ML), sont maximales généralisées
(voir Theorem 4.7 de [7]).

Tout au long du Chapitre [2 on se place dans le cadre du modéle MG(G, @, 1), ou
— G = (V,€&) est un graphe généralisé connexe ;
— & = rcFM (cf. Définition ;
— jie M(V) est une loi d’arrivées sur les sommets.

Par ailleurs, on suppose (sans perte de généralité) que le systéme étudié est vide a l'instant initial,
c’est-a-dire que Wy = €.

Notations spécifiques : Pour tout graphe généralisé connexe G = (V, &), on crée une copie (indépen-
dante) de I'ensemble V, notée V, c’est-a-dire un ensemble de méme cardinal formé de copies d’éléments
de V. On note alors V = {z (i€ V} et on définit V=V w V.

Plus généralement, pour tout sous-ensemble X < V, on note X = {3 1 j € X}, avec X = X.

Construisons dés a présent les deux chaines annexes (B, )nen €t (F), )nen qui seront utilisées ultérieurement.
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2.1 La chaine (B,),cy et son espace d’états B

Construisons le processus (B, )nen & valeurs dans V* appelé file d’attente rétrograde (ou backward de-
tailed chain), de la maniére suivante :

On pose By = ¢ et, pour tout entier n > 1,

— 81 W,, = e (c’est-a-dire que les items arrivés jusqu’au temps n ont déja tous été appariés a cet
instant), alors on pose B,, = ¢;

— si W, # &, on définit i(n) € [[1;n] linstant d’arrivée du plus vieil item encore présent dans
le systéme (c’est-a-dire que V() n’est pas encore apparié au temps n mais que, par contre, si
i(n) = 2, les items V1, ..., Vj(,)—1 le sont).
Alors, le mot B,, est de taille n — i(n) + 1, et pour tout £ € [1;n — i(n) + 1], on pose

B (0) = { E’(”)M—l s? Vi(n)+¢—1 n'est pas .e,ncore a’;.)parié au t\emps n;
Vi si Vi(n)+¢—1 est apparié avec I'item Vj, (ou k € [1;n])).

Par construction, remarquons qu’on a donc nécessairement

De plus, les lettres non-copiées de B,, sont exactement celles de W,, (et lues dans le méme ordre).
Formellement,
W, = Bn[g], (2.2)

ou B, V] est le mot obtenu a partir de B, en enlevant les lettres de V (prolongement de la Défini-

tion E[)

Remarque 2

A chaque instant n € N, le mot B,, € V* contient donc

— les classes des éléments entrés jusqu’au temps n et pas encore appariés a cet instant ;

— les copies des classes des « époux » de chaque élément déja apparié au temps n et entré entre
P'instant d’arrivée du plus vieil item non apparié et I'instant n.

Comme, pour tout instant n € N, U'expression de B, 1 peut étre déduite de celle de B,, et de la classe
Vi+1 (indépendante de tout le passé) de I’élément entrant au temps n + 1, on a :

Proposition 10

Le processus (By,)nen est une chaine de Markov d’espace d’états noté B.

Le résultat suivant permet de caractériser ’ensemble B,

Lemme 1

Fixons un mot w = wy ... wg € V¥ ougeN.
Alors,

1)W1€V;
weBew=cou{ 2) Pourl<i<j<g, [(wi,wj)e]ﬂ:iwﬂrwj];
3)Pour1<i<j<gq, [(wi,w;) €V xV = w+Ww;].

Démonstration: Une preuve constructive de ce résultat est donnée dans la Section [2.10.1}
Elle fournit en effet une procédure de construction d’un scénario d’arrivées permettant de faire passer la
chaine (By)nen de létat £ & tout état w € B\{e}. |

Ainsi, si w = wy ... wy € V¥\{e},

wi € EWV(W1 .. . Wi 1Wgi1 ... Wyq))°

wi € EV(Whit1.. . Wy))© (23)

weB < wyeVetVke[1;q], [wk€V3{

Le résultat suivant se déduit également du Lemme
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Remarque 3

Tout mot w € B\{e} s’écrit

W = b1a11a12 N alklbgaglazg ce. agkzbg ce bqaql . Cl,qkq7

ol
q € Ny, (0i)1<izq € V7, (aij) i jye[ualx[1ki] € V-1 * et Ve e [15q]l, ke € N,
avec ~
{b1,....b} = V(w) € 1(G),
Vie [Liql, bieVs = [V] #14, b #b]]
et

Vie IIlaq]]7 V] € [[17kl]]7 Qg € g({bla <. abl})c

La preuve du Lemme [1| (cf. Section [2.10.1)), fournissant un scénario d’arrivées permettant a la chaine de
Markov (B, )nen de passer, avec probabilité strictement positive, de € & tout mot w € B\{e}, nous permet
de prouver l'irréductibilité de la chaine (Bj,)nen sur B,

Proposition 11

La chaine de Markov (B, )nen est irréductible sur B.

Démonstration: Une preuve de ce résultat est donnée dans la Section 2:10.2] |

2.2 La chaine (F},).cn et son espace d’états F

Construisons le processus (Fy,)nen & valeurs dans V* w VN, ot VN représente ’ensemble des mots infi-
nis sur Palphabet V, appelé file d’attente vers l'avant (ou forward detailed chain), de la maniére suivante :

On pose Fy = ¢ et, pour tout entier n > 1,

— 81 W, = ¢ (c’est-a-dire que tous les éléments arrivés jusqu’au temps n ont déja tous été appariés a
cet instant), alors on pose F),, = ¢;

— si W,, # &, on définit %, lensemble des éléments entrés jusqu’au temps n (c’est-a-dire parmi
{V1,...,Vi}) et pas encore appariés a cet instant. Remarquons que %, est non-vide puisque W,, # .
Aussi, définissons

j(n) =sup{m =n+1:V,, sera apparié (dans le futur) avec un élément de %,} .

Alors, le mot F), est de taille j(n) — n, et pour tout £ € [1;5(n) — n],

Fo(l) = Ve s Vipe ne sera pas apparié (dans le futur) avec un élément de %, ;
A 7 si Vi, 1¢ sera apparié (dans le futur) avec 'item Vj, € %, (ou k € [1;n]).

Si j(n) < 400, alors F,, est un mot de taille j(n) —n < 400, et donc F,, € V*.
Si j(n) = +oo, alors F, est un mot de taille j(n) — n = +00, et donc F,, € V.

Par construction, remarquons que si F,, € V*, alors nécessairement

F, (j(n) —n)eV. (2.4)

De plus, si F,, € V*, les lettres copiées de F,, sont exactement les copies de celles de W,,. Ces
lettres apparaissent avec la méme multiplicité mais I'ordre de lecture n’est cependant pas forcément
conservé. En particulier,

V(W) =V (F,). (2.5)
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Remarque 4
A chaque instant n € N, le mot F,, € V* w VN contient donc

— les classes des éléments entrés entre I'instant n + 1 et 'instant d’arrivée du dernier élément
qui sera apparié avec un item entré jusqu’au temps n (si de tels éléments existent) et qui ne
s’apparieront pas avec des éléments entrés avant l'instant n ;

— les copies des classes des « époux » (entrés jusqu’au temps n) de chaque élément entré a partir
de l'instant n + 1 qui sera apparié avec un item entré avant I'instant n.

Comme G est connexe, que V est le support de i et que les arrivées (V;);>1 dans le systéme se font
indépendamment les unes des autres, on a :

Proposition 12

A chaque instant n € N, le mot F,, est presque-siirement fini, c’est-a-dire

VneN, F, e V* p.s.

Comme, pour tout instant n € N, I'expression de Fj, ;1 peut étre déduite de celle de F;, et des classes
(Vitw+1, V)42, - -) des ¢éléments entrant a partir de I'instant j(n) + 1 (et qui sont indépendantes de
tout le passé), on a :

Proposition 13

Le processus (Fy,)nen est une chaine de Markov d’espace d’états noté F.

Pour la suite de notre étude, nous souhaitons relier les espaces B et F & ’aide d’une application bijective.
Pour ce faire, introduisons la définition suivante,

Définition 22
Pour tout mot w = wy ...w, € V* on définit sa copie-renversée par :

Pa—

W2W,...w; e V¥

Remarque 5

. v o V¥ - V* . . .. .
L’application w o est involutive, c’est-a-dire qu’elle vérifie W oW = Idyx, ot Idy«
est application identité sur I'ensemble V*.

En particulier, ¥ est une bijection, d’inverse U~! = U,

En restreignant a B ’espace de départ de ¥ et en corestreignant a F son espace d’arrivée, on construit
une application bijective,

Lemme 2

, . .. ¢ B — F . o o
L’application < est bien définie et bijective, de B dans F.
W - W

En particulier, on peut décrire F comme étant I'image de B par ¢, c’est-a-dire

F = {¢(w) : w € B}. (2.6)

Démonstration: Une preuve de ce résultat se trouve dans la Section [2.10.3]
Celle-ci fournit, par ailleurs, une procédure de construction d’un scénario d’arrivées permettant de faire
passer la chaine (F,)nen de létat € & tout état w € F\{e}. |

La preuve du Lemme [2[ (cf. Section [2.10.3)), fournissant un scénario d’arrivées permettant a la chaine de
Markov (F},)nen de passer, avec probabilité strictement positive, de € a tout mot w € F\{e}, nous permet
de prouver lirréductibilité de la chaine (F},),en sur F,
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Proposition 14

La chaine de Markov (F,,)nen est irréductible sur F.

Démonstration: Une preuve de ce résultat est proposée dans la Section |

Les chaines de Markov (B, )nen €t (Fy)nen seront fondamentales pour la suite. En effet, mises en lien par
une propriété de pseudo-réversibilité (cf. Section, elles seront notamment utilisées pour prouver que la
politique FCFM est maximale généralisée (cf. Théoréme . Pour mieux comprendre leur fonctionnement,
donnons alors, dés a présent, un exemple concret de construction de ces deux chaines.

2.3 Exemple du processus de construction

3 4
FIGURE 2.1 — Graphe de compatibilités (généralisé connexe) G = (V, E).

Approfondissons I'exemple de construction entamé en Section [I.3] pour expliquer, a I'aide d’un exemple,
comment se construisent les chaines (W), )nen, (Bn)nen €t (Fy)nen-
Rappelons donc que 'on considére ici le modeéle MG(G, @, i), ou

— G = (V,€) est le graphe généralisé connexe donné par la Figure ;
— & = rcFM (cf. Définition ;
— i€ M(V) est une loi d’arrivées sur les sommets.

Dans notre exemple, supposons que les quatre premiéres arrivées sont les suivantes :
W=3, VWV=1 Vs;=2 V=1
Pour un schéma explicatif du déroulement, se reporter a la Figure
— Etat initial : A I'instant de départ (instant 0), on suppose que le buffer est vide.
— Wy=¢, Bg=¢, Fy=c¢e.

— Etape 1 : Un item de classe 3 entre dans le systéme.
Etant seul dans le systéme, il ne peut s’apparier avec aucun autre élément. Il patiente donc a
Pintérieur du systéme.
e W1 = 3, B1 =3.
Par ailleurs, remarquons que l'item de classe 3 qui est dans le systéme ne sera pas compatible avec
I'item de classe V5 = 1, alors qu’il le sera avec 'item de classe V3 = 2 et s’appariera donc avec lui.

i Flzlg.

— Etape 2 : Un item de classe 1 entre dans le systéme.
Il y a déja un item de classe 3 & l'intérieur. Cependant, les classes 1 et 3 n’étant pas compatibles,
les items correspondants ne peuvent pas s’apparier ensemble. Ils restent donc tous les deux (en
conservant leur ordre d’arrivée) dans le systéme.

— Wa =31, By=3l.

Par ailleurs, I'item de classe 3 du systéme sera apparié avec 'item de classe V3 = 2, et l'item de
classe 1 du systéme sera apparié avec celui de classe Vy = 1.
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I
(L)
o

!

(
e

!
m

T, . . - oo o o oo IV
3 1 2 1 4 1 1 1 2 3 2

L e e e e e e e e W,=3], B.—31, F=3I
j I

3 1 943 4 1 1 1 2 3 2
%7—0—0—0—0—0—0—07}1/3:17 Bs =13 =1
45 1 73 11 4 1 1 1 2 3 2
m—l—o—o—o—o—o—o—oil/vﬁ—a Bs =€ Fy=¢
4% /1 43 /1 4 1 1 1 2 3 2
ML@%:A} Bs =4, Fy;=1114
45 /1 43 11 4 1 1 1 J4 3 2
e« e e« e e W, B R -1
42 /1 /3 /1 4 1 /1 1 g1 3 2
Mﬂ—'—t—'—'iw%:& Br =411, Fr=14
492 /1 743 /1 4 1 11 1 J4 3 2
e e e e W41, Bl R =31
42 /1 73 J1 4 /1 /1 1 Ja 3 J1

FIGURE 2.2 — Scénario d’arrivées sur le graphe G de la Figure[2:1] et évolution des trajectoires des chaines
de Markov (Wp,)nens (Bn)nen €t (Fr)nen.

— Etape 3 : Un item de classe 2 entre dans le systéme.

Etant sous la politique FCFM, comme la classe 2 est compatible avec les classes 3 et 1, il va choisir de
s’apparier avec celui de classe 3. Ils quittent alors le systéme et laissent donc seul I'item de classe 1.

- W3 = 1, Bg = 13
L’item de classe 1 restant dans le systéme s’appariera dans le futur avec l'item de classe V, = 1.
— F3=1.

— Etape 4 : Un item de classe 1 entre dans le systéme.
Il y retrouve un autre élément de classe 1, compatible, ce qui permet ’appariement de ces deux
éléments. Ils quittent donc le systéme et le laissent vide.

*>W4=€, B4=€, F4=€.

Les deux chaines de Markov auxiliaires (B, )nen et (Fy)neny préalablement construites vont maintenant
étre mises en lien.

2.4 Propriété de pseudo-réversibilité
Introduisons tout d’abord une mesure « produit » v sur V*,
Définition 23

On définit la mesure v € M(V*) de la maniére suivante :
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Cette mesure nous permet alors d’établir un lien, dit de « pseudo-réversibilité », entre les chaines (B, )nen
et (Fn)neNa

Proposition 15
Pour tout couple de mots (w,w’) € B, on a :
b —
(%,w') € F? (2.7)
et - -
/ — = —
v(w)P [Bn+l =w'|B, = w] =v (w’) P [Fn+1 =w|F, = w’] . (2.8)
Démonstration: Une preuve de ce résultat est fournie dans la Section |

2.5 Condition de positive récurrence et lois stationnaires

Enoncons un résultat intéressant qui permettra d’alléger les preuves des résultats a venir.

Définition 24

Pour tout ensemble E' quelconque et tous sous-ensembles A et (A;);~, de E, on note
— Ay... A = {a1...a, : Vie [[1;n], a; € A;}, Iensemble des mots de n = 1 lettres dont la i°™°
appartient a I'alphabet A;, pour chaque i € [1;n].
— AF = {ay...ay :Vie [1;k], a; € A}, Pensemble des mots de k = 1 lettres formés avec I'alphabet
A, oti, par convention, A° = ¢.
— A* = | A, I'ensemble des mots finis sur I'alphabet A.

keN
Eemme 3
Soient A, A1,..., A, € V =V wV des alphabets de lettres.
Alors,

L v(A) = 7(V(A)) + i (V(A4)).

2. I/(.Al.An) = I/(.Al)Z/(An)
En particulier, pour tout k € N, v (.Ak) =v(A)*.

1
3. Siv(A) <1, alors v(A*) = ———.
(A) <1, alors v(A) = T
Démonstration: Une preuve de ce résultat est donnée dans la Section [2.10.6 |

Remarquons que le Lemme [3|est évidemment encore valable pour toute restriction de v & un sous-ensemble
de V*.

L’association du Lemme (3| et de la propriété de pseudo-réversibilité (Proposition permet, sous ’hy-
pothése que la loi d’arrivées i satisfasse la condition NCOND(G) (cf. (L.7)), de prouver la récurrence
positive des chaines auxiliaires (B, )nen €t (Fi,)nen, ainsi que de donner I'expression de leurs (uniques)
lois de probabilité stationnaires respectives,
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Proposition 16

Soient G = (V, £) un graphe généralisé connexe et fi € NCOND(G).
Alors,

— les chaines (By,)nen €t (Fy)nen sont récurrentes positives sur leurs espaces d’états res-
pectifs B et F;

— ces deux chaines admettent respectivement (& constante multiplicative prés) les restric-
tions vg = v|p et vgp = v|p pour uniques mesures stationnaires, définies par :

On note alors HFBCFM’FL I’unique loi de probabilité stationnaire de la chaine (B,,)nen sur ’espace
d’états B définie, pour tout w € B, par

™ (w) = (G, FOPM, i) x vp(w), (2.9)
ou
=il
Oé(G, FCFM?/]) = VB (B)_l = lz VB(W)] :
weB
Démonstration: Une preuve de ce résultat est donnée dans la Section |

Le résultat , donné dans la Section permet de voir la chaine (W),),en comme la « projection » de
la chaine (B, )nen sur V* et ainsi d’étudier le comportement de la chaine de Markov (W), )nen & travers ce-
lui de la chaine (B,,)nen. La Proposition |16/ nous ayant fourni la récurrence positive de la chaine (By,)nen
sous ’hypothése NCOND(G), il semble donc naturel que cette derniére assure également la récurrence
positive de la chaine (W),)nen.

Le résultat général de stationnarité « sous-jacente » ci-dessous sera utilisé dans le but d’obtenir la loi de
probabilité stationnaire de (W,,)nen & partir de celle de (By,)nen,

Proposition 17

Notons P (respectivement, P') la matrice de transition d’une chaine de Markov a valeurs
dans un ensemble dénombrable S (respectivement, S’).
Considérons une application « projection » p: S — S’, qui vérifie

V(d,b)eS xS Yaep ' ({a'}), P(a,p~ ' ({t'})) = P'(d, V). (2.10)

Si une mesure p € M(S) est invariante pour P, alors la mesure ' € M(S") définie, pour tout

a' €S, par
p)=pe ()= D, wa),

aep~'({a’})

est elle-méme invariante pour P’.

Remarquons que ce résultat est fréquemment utilisé pour deux chaines de Markov telles que 'une est la
restriction de 'autre sur un sous-espace de son espace d’états.

Démonstration: Soit P (respectivement, P’) la matrice de transition d’une chaine de Markov a valeurs
dans un ensemble dénombrable S (respectivement, S’).
Considérons une application p : S — S’ vérifiant ([2.10) et fixons une mesure p € M(S), invariante pour P.
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Alors, pour tout élément b’ € ',

Z w (@) P'(d', V) 2 Z u(a) | P'(a',b") (par définition de u')

a’eS’ a’eS’ aep*l({a/})
=2 > w@P(ap'({¥}) (par @I0))
W/eS’ aep-1({a'})

= > u(s)P (s,p H({b'})) (car p~'(S) = S, puisque p: § — ')
seS
=p (p_l({b/})) (car p est invariante pour P sur S)

=4/ (t)) (par définition de p).
On a donc montré ’assertion suivante :

Wes, 3 ()P b) = 1),

a’eS’

c’est-a-dire que p’ € M(S’) est une mesure invariante pour P’. |

La Proposition [I7] va maintenant servir & prouver le résultat suivant, donnant une condition suffisante a
la récurrence positive de (W,,),en ainsi que 'expression de sa loi stationnaire,

Proposition 18

Soient G = (V, £) un graphe généralisé connexe et i € NCOND(G).
Alors, la chaine de Markov (W}E™") - est récurrente positive sur W et son unique loi de
probabilité stationnaire est la mesure H;IC,FM’” définie sur W par :

Yo e W, T (w) & ™ (i (fwh) = 3} TE™i(w),
{WE]B:W[v] :w}
ou application « projection » p est donnée par :
p : B - w
w

W — w2

V]

Remarquons que 'item 2) du Lemme [1] assure que 1’application p est bien définie.
Démonstration: Fixons un graphe généralisé connexe G = (V, £) ainsi qu’une mesure i € NCOND(G).
L’assertion (2.2)) assurant que, pour tout n € N, B”[V] = W,, on en déduit :

V(d',b') e W, Yaep ' ({d'}), P5 (a,p” ' ({V'})) = Pw(d,}), (2.11)
ol on a défini
V(w,w') e W?, Py (w,w') = P[Wys1 = w'|W, =w], VneN,
et V(w,w)eB? Pp(w,w)=P [Bn+l =w|B, = w] , VneN.

La condition d’application (2.10) étant assurée par le résultat (2.11)), la Proposition s’applique alors
pour les quantités suivantes :

P < Pp, P~ Pw, S « B, S W, W H?;FM’IL’ p,, «— H;;FM’ﬂ_

Ceci assure donc que H;‘“}FM’E est une mesure stationnaire pour la chaine (Wy)nen sur W.
En outre, comme les ensembles (p~* ({w}))wew sont disjoints et que p : B — W est bien définie,

H;“/[(iFM,ﬁ(w) _ Z H!‘r/‘ciFM,ﬂ(w) _ Z HFBCFM,IZ (p—l({w}))

weW weW

= I (Lﬂ pluw}))

weW
=IE™F (p~h (W) = ™" (B) = 1,
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c’est-a-dire que H’;‘C,FM’E est une loi de probabilité stationnaire pour la chaine (Wy)nen sur W.
L’irréductibilité de cette chaine sur cet espace (cf. item 1. de la Proposition assure alors que (Wp,)nen est
récurrente positive sur W, et IIj;™"" est donc I'unique loi de probabilité stationnaire de (Wy)nen sur W,

ce qui conclut la preuve. |

2.6 Maximalité généralisée de FCFM et loi stationnaire

La Proposition nous permet alors d’énoncer le résultat central de ce Chapitre [2] qui assure que la
politique FCFM est maximale généralisée (au sens de la Définition [19)) et qui donne lexpression, sous une
forme produit remarquable, de I'unique loi de probabilité stationnaire de la chaine (WECT™M:R) dés lors
que fi € NCOND(G),

neN?

Théoréme 1
Soit G = (V, &) un graphe généralisé connexe tel que |V| = 2.
1. STAB(G, FCFM) = NCOND(G), et ces ensembles sont vides si et seulement si G est un
graphe biparti ;
2. Si i € NCOND(G), alors I'unique loi de probabilité stationnaire Ijy"*"" de la chaine
(Wierwh)  sur W s’écrit de la fagon suivante :

(G, FCFM, [i) siw=¢;

™ (w) = T fi(uwe) :
(G, FCFM, [i) X E TE (. w]) siw =wi ... wy € W\{e},

ou .
o (G, Form, fi) = vp(B) ™! = [ D w(w)]
weB

est la constante de normalisation de la mesure vg sur B.

Démonstration: Considérons un graphe généralisé connexe G = (V, €) tel que V| = 2.

1. La Proposition [f] fournissant directement 'inclusion c, étudions 'inclusion réciproque. Le cas ol
NconD(G) = (J étant trivial, considérons une mesure i € NCOND(G). La Proposition [18| assure
alors que fi € STAB(G, FCFM), ce qui prouve 'inclusion réciproque. Enfin, la Proposition |§| assure que
NcoND(G) # (I si et seulement si G n’est pas un graphe biparti, ce qui clot la preuve du point 1.

2. Fixons une mesure fi € NCOND(G).
Déja, par la définition de ITj;™* donnée dans la Proposition [18|et par (2.9),

" (e) = T (07 ({e) = 15" (e) = a(G, Forn, ).

Considérons maintenant un mot w = wy ... wq € W\{e}.
La Remarque [3] assure alors que

p({w}) = wiAFwa AS L wg AY, ou Ve e [1;q]l, Ae = € ({wr, ..., we})". (2.12)

Ainsi, la définition de ITj;™ " donnée dans la Proposition légalité ([2.9), 'assertion (2.12)) et la
structure produit de vp assurent respectivement que

H;(‘;FM,ﬂ(w) _ HFBCFM,/I (pfl({w}))
= a(G,rerm, 1) x vg (p ' ({w}))
= a(G, FerMm, i) X vp (w1 Afwa A3 .. weAY)

q
= (G, FCFM, [i) X H m(we)vs (A7) .
=1

Par ailleurs,
Vee [L;q], Ac & V.
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Le Lemmeassure alors que, pour tout ¢ € [1;q], ve(A¢) = (.A ) < 1, puis que

q
a(G, FCFM, i) X H we)vs (A}) = a(G,FOFM, i) x

= a(G,FCFM, [i)

[ :m I :Q

{wl, .. .,wg}))

Ceci conclut la preuve. |

En pratique, il se peut néanmoins que la détermination explicite de ’ensemble B soit ardue (voire im-
possible), ce qui peut rendre impossible le calcul de a(G,FCFM, fi). Cependant, au cours de la preuve
de la Proposition (voir la Section 2.10.7)), on montre qu’en écrivant chaque Z € I(G) sous la forme
Z={i,....iz7},

17|

B=1+ ) > |l

Zel(G) 0€6z) j=1 'u'

Alio(s))
1) = i (lioy, - iogh} 0 VS)

ce qui permet alors d’obtenir une formule directe de calcul pour a(G, FCFM, fi) :

{Za(l

-1
IZ|

(i (j))
o(G, FCFM, i) 1+ | | ; — . . - (213)
ze%c UE;I i A (E{ioqys - io)}) — B ({ioq)s - - o)} 0 VE)

Remarquons que le Théoréme |1 et la formule (2.13)) permettent de généraliser, au cas de graphes généra-
lisés connexes, le Theorem 1 de larticle [25], initialement démontré uniquement pour des graphes simples
connexes, c’est-a-dire tels que Vs = .

Enfin, on peut déduire du fait que FCFM est maximale généralisée (cf. Théoréme [1]) le résultat suivant,
généralisant I’assertion (16) du Theorem 2 de [24],

Corollaire 1

Soit G = (V, &) un graphe généralisé connexe tel que |V| = 2
Alors,
G est stabilisable < G n’est pas un graphe biparti.

Démonstration: Fixons un graphe généralisé connexe G = (V, £) tel que |V| = 2

= : Supposons que G est stabilisable, c’est-a-dire qu’il existe ® € POL telle que STAB(G, ®) # .
La Proposition |§| assure alors que NCOND(G) # &J, et G n’est donc pas un graphe biparti (par la
Proposition E[)

< : Supposons que G n’est pas un graphe biparti.
Dans ce cas, le point 1. du Théorémeassure que STAB(G, FCFM) # (&, et G est donc, en particulier,
stabilisable.

Ceci conclut la preuve. [ |

Questions ouvertes :

— Le Théoréme|l|de ce manuscrit ainsi que le Theorem 4.7 de [7] assurent respectivement que FCFM et
que toute politique de type Max-Weight, ou 8 > 0, (et donc, en particulier, ML) sont des politiques
maximales généralisées. La question suivante apparait alors naturellement,

o Peut-on trouver d’autres politiques d’appariements qui sont mazimales généralisées ? Par exemple,
qu’en est-il dans le cas d’une politique & priorités, ot chaque item a un ordre de préférence
pour réaliser ses appariements ?

Le Théoréme [1| exprime explicitement (sous une forme produit), pour tout i € NCOND(G), la loi de
probabilité stationnaire de la chaine (W}:“™#), oy, ce qui permet notamment une étude de certaines
caractéristiques de performance du systéme a I’équilibre (voir par exemple la Section ou encore
le Chapitre . Ainsi,

o Est-il possible de déterminer, pour tout i € NCOND(G), une expression de la loi stationnaire
de la chaine (WX“F), oy, ou méme, plus généralement, de la chaine (W,2#),en, ot ® est une
politique de type Max-Weight ?
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2.7 Caractéristiques du systéme a I’équilibre

Le Théoreéme [1]assure que si i € NCOND(G), on a existence (et unicité) d'une loi de probabilité stationnaire
I, ™" pour la chaine (WE°™#) o dont Pexpression est calculable & l'aide de sa forme produit et de
lexpression de «(G,FCFM, i) donnée par . I est donc naturel de s’intéresser & quelques éléments
caractéristiques du systéme lorsqu’il se trouve en régime stationnaire. Pour ce faire, notons Wa ' " une
variable aléatoire distribuée selon la loi de probabilité stationnaire ITy,"™"".

Proposition 19

Dans tout systéme (a I’équilibre) régi par un modeéle MG(G, FCFM, [i) stable, le nombre moyen
d’éléments de classe i € V vaut

E (|WEsm™],) = > k™ (fw e W : fwl; = k}).
keN

I1 en découle directement le résultat suivant,

Proposition 20

Dans tout systéme (& I’équilibre) régi par un modéle MG(G, FCFM, [1) stable, le nombre total
moyen d’éléments vaut

E ([Wiemom]) = DTE (Wi ) = . kIy™ (fw e W : |w| = k}).
% keN

Par ailleurs, la loi de Little assure que le temps moyen passé par un élément de classe 7 € V au sein de
tout systéme (a I'équilibre) régi par un modeéle MG(G, FCFM, i) stable vaut

B (W)
fi(7) '

La Proposition [19| aboutit alors au résultat suivant,

Proposition 21

Dans tout systéme (4 I’équilibre) régi par un modeéle MG(G, FCFM, [i) stable, le temps moyen
que passe un élément de classe i € V a I'intérieur avant d’étre apparié vaut

]E (‘ ;)CFM’/]") 1 C L
4 S,/ § KIIECMoH e W: |w|; = k}).
ﬂ(l) H(Z) kEN ‘/I/ <{w |w| })

Enfin,

Proposition 22

Dans tout systéme (a I’équilibre) régi par un modéle MG(G, FCFM, [i) stable, la probabilité
qu’un élément de classe i € V ne soit pas apparié dés son arrivée (et doive donc attendre)

vaut . B
P (‘WOFOCFM’Hg(i) = O) = H;;FM# ({w eW: |w|g(i) = 0}) .
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2.8 Exemples d’application

2.8.1 Cas « entiérement bouclé »
Exemple 2

Considérons le cycle généralisé € = (V,E), dont chaque sommet posséde une boucle (c’est-a-dire
Vs = V), représenté dans la Figure . Nous sommes donc dans un cas dit « entiérement bouclé ».
Cette particularité assure alors que I'espace d’états W associé est fini. En effet, il ne contient que des

mots dont la taille est inférieure ou égale & max (Card(Z)) =
Zel(€)
On peut d’ailleurs remarquer aisément que I'ensemble des files d’attente admissibles est

= {£,1,2,3,4,13,24, 31, 42}.

Ainsi, pour toute politique d’appariements admissible ® € POL et toute loi d’arrivée i € M(V), la
chaine (Wf’ﬁ)neN est irréductible (cf. item 1. de la Proposition @ a espace d’états fini W, ce qui
assure, en particulier, qu’elle est récurrente positive.

D’ou, pour toute politique d’appariements admissible ® € POL,

STAB(%, ®) = M(V),

et alors, pour toute mesure ji € M(V), la forme produit de la loi stationnaire de (WE°™") _ donnée
dans I'item 2. du Théoréme 1] permet de calculer explicitement les valeurs suivantes :

HFCFM ﬂ(g) =

(1) = a2 L (2) = 0 52

I (3) = a EE}?; H;IC/FM’/:L(‘}‘) = 0‘15%)23
FCFM’M(LO’) = I:plsz),)lj(?’ Iy, " (24) = 0‘1:1284)/1(4
B = aghl A1) IGA2) - ol n(e),

avec, par ([2.13)),
. 14 a3) 1+ p) 1+ 1+t
a =o€, FcFM, 1) = |1+ (1 —= + (2 —— + 1(3 — + (4 — ,
(@ororm ) = 1+ )25 + ) TR + T g + 0 TR

car 1(%) = {{1}, {2}, {3}, {4}, {1,3}, {2,4}}.

Notons maintenant WE™H une variable aléatoire distribuée selon la loi de probabilité stationnaire
H;SFM’” . Alors, les résultats de la Section permettent de calculer les caractéristiques suivantes du
systéme, lorsqu’il est en régime stationnaire :

: CNIHAB) | ey AL E(WE™ 1) _ (1+u(3) A(3)a(1) )
E (W™ 1) = o () 1253 + a(3) 255 - — e =ae) T Ema-am)
7 _ o _ i E(|wi™F| 1+7(4 4)i(2
E (W) = a (52) 250 + 54 250 < ( ) ) —a (1%4% + 78 1)#54)2)))
B (W5™1s) = o () A + A2 ) — o (28 + AR )
FCFM B — i 1+7a(2) i a(4) E(|WETmH| 1+7(2 2) (4
B (W™ ) = o (B i + 1) 1505 ) : A doa (1—5%23 + 284)))
- i 2i(1)i A(4) +2a(2)a4)  m(l) +2a(3)a(l)  @R2) + 2a(4)a(2
E ([Wremi|) :a[u(3)+ pAEG) | p4) +20)p4) | pO) +28@)A1) | AQ2) +20(4)A( )]7
1—p(1) 1—p(2) 1—A(3) 1— a(4)
et
s (1
P (W™ g1y = 0) = a1+ 1551()3)
: (2)
P (‘WOPOCFM 8 £(2) = 0) L+ 15;1(4)
7| (3)
B (W2 ey = 0) = a (14 25
o(4
IP(\WFCFM“\ ewy=0)=a(l+ 1ffi()2)
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1 3 6

FIGURE 2.4 — Ligne généralisée ¥ = (V,E).
FIGURE 2.3 — Cycle généralisé € = (V,€).

2.8.2 Cas « hybride »
E(emple 3

Considérons la ligne généralisée £ = (V, &), pour laquelle Vs = {3} et V& = {1, 2}, représentée dans
la Figure[2.4 Nous sommes donc dans un cas dit « hybride ».
Tout d’abord, on peut remarquer aisément que I’ensemble des files d’attente admissibles est

:{5}w{1k:kEN*}w{Zk:keN*}w{lriﬂk*T:keN, re [0;k]},

ou {ik :ke N*} = {4, 4i,4ii, ...} représente 'ensemble des mots finis formés par un nombre quelconque
de lettres i.
Comme Vs # &, le graphe généralisé £ n’est pas biparti, et il suit de Iitem 1. du Théoréme [1] que

STAB(.Z,FCFM) = NCOND(.Z) # .

Alors, pour toute mesure i € NCOND(G), la forme produit de la loi stationnaire de (W) o
donnée dans I'item 2. du Théoréme[I] permet de calculer explicitement les valeurs suivantes :

H;C,FM’ﬂ(s) =«
_ k
vk e Ny, TP (1F) = o (23))
_ k
Vh € Ny, TGP (29) = o (1220

avec, par ‘ ’

= oL, FCFM, i) = [1 + —
( -1+

car I(£) = {{1},{2}, {3}, {1, 3}}.
Notons maintenant Wi ™" une variable aléatoire distribuée selon la loi de probabilité stationnaire
w . Alors, les résultats de la Section permettent de calculer les caractéristiques suivantes du

HFCFM,;L
systéme, lorsqu’il est en régime stationnaire :

] i ] E(IWEM ) A(2)
E (W) = i) (e — i) O = o (GrrZmme — whioe)
g i B(WE s
E (|We™"]2) = aju(2) 1721:1(2) @) 7i(2) = a1172;;((22))
FCFM, i = 2 E(|WECFM A |. 0
E ([We™"]s) = an(3) (R(2)—p(1)(1—2a(1)) ( 76 ) za(ﬁ(Z)—ﬂ(llg)Q()172ﬂ(1))’
i B 2 i(2) R 710 (2)
E (1WECEM /i :a[ 1( _ _ - >+ 2)———= 3)— = = )
(W) = e [t Gy e ~ a-2ame) P12 PO G an)a i)
et

S _ - 1+72(3)—2/(1)
P (W™ g1y = 0) = ali(2) Gy ety

(|W0FOCFM7[L £(2) = O) = al—QﬂﬂQ)




46 Chapitre 2. Maximalité généralisée de la politique FCFM et loi stationnaire

2.9 Etude structurelle du cycle généralisé

Particularisons maintenant notre étude au cas ou le graphe de compatibilités G = (V,€) est un cycle
généralisé et ou les éléments qui entrent dans le systéme sont choisis uniformément dans ’ensemble V.
Etant donné qu’un cycle classique a une structure totalement symétrique, il semble naturel dans ce cadre
de ne privilégier aucune classe par rapport & une autre. L’introduction de boucles va cependant rendre
caduque cette assertion et ainsi justifier une étude plus fine des lois d’arrivées permettant la stabilité du
modeéle. En notant Unif(V) la loi uniforme sur I’ensemble V), la principale question structurelle qui sera
étudiée dans cette Section 2.9 est la suivante :

e Quels sont les n-cycles généralisés G = (V, €) pour lesquels Unif(V) € NCOND(G) ?

Outre l'intérét purement mathématique de cette question, elle va permettre de faire la transition avec le
Chapitre [3| en mettant en évidence I’existence de graphes G tels que

— NconDd(G) #
— Unif(V) ¢ NCoND(G).

FIGURE 2.5 — n-cycle généralisé G avec boucle potentielle en chaque sommet.

Comme annoncé, on se place dans le cadre du modeéle MG(G, @, i), ou

— G = (V,€) est un n-cycle généralisé (c’est-a-dire qu’on peut avoir Vs # ¢F), avec n = 2. Un exemple
d’un tel n-cycle est donné par la Figure 2.5];

— ® = FCFM est la politique d’appariements;
— i = Unif(V) est la loi d’arrivées sur les sommets.

Par souci de rigueur pour les preuves, on identifie 'ensemble V des sommets a anneau Z/nZ, dans lequel
on confond un élément avec sa classe.

Introduisons tout d’abord quelques notations et éléments préliminaires (notamment le Lemme [4) néces-
saires a 1’étude structurelle du cycle, développée dans la Section A venir.

2.9.1 Notions préliminaires

Avant d’énoncer le Lemme [ introduisons tout d’abord une distance sur V, permettant de définir une
relation d’équivalence sur chaque sous-ensemble de V),

Définition 25

On définit Papplication dé") sur V x V de la maniére suivante :

dv . vxy — N
(4,7) = min({[i —j[,n —[i —j[}).
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Proposition 23

L’application dé") est une distance sur V.

Heuristiquement, dé”) représente la distance « visuelle » sur le graphe entre deux sommets du n-cycle

G =(V,8).

Démonstration: L’application d,g") étant a valeurs positives, seules les trois propriétés d’une distance restent
a justifier :

— Séparation : La séparation de la valeur absolue | - | et 'identification de V avec Z/nZ assurent que
V(i,j) eV x V, [dg”)(z',j) —0ei :j] .
— Symétrie : Elle découle directement de la symétrie de 'application (i,7) — |i — j|.

— Inégalité triangulaire : L’application (i, 7) +— |i — j| vérifiant elle-méme 'inégalité triangulaire, les cas
a distinguer se résolvent sans difficulté pour montrer que

V(i, 5, k) € V?, diV (i, k) < dSV (3, 5) + d5V (5, k).

Définition 26
Pour chaque sous-ensemble X c V fixé, on définit la relation binaire Rx sur X par :
x Ra 2’ si et seulement si I'une (au moins) des deux assertions suivantes est vérifiée :

1. [dén)(a:,x’) € {0;2}] ;
A5 (z,i1) = 2

2. |3k =1, I(ir,... ix) € X t.q.{ dTV(ij,i501) = 2, Vi€ [Lik—1]]
dgn) (ilwm/) =2

Heuristiquement, x Ry 2’ s’ils sont égaux ou si 'on peut passer de I'un & Pautre en faisant des sauts de
« longueur 2 » sur le cycle en ne passant que par des éléments appartenant & ’ensemble X.

Proposition 24

Pour chaque sous-ensemble X c V fixé, la relation binaire Ry définit une relation d’équiva-
lence sur X. On note alors X /R o 'ensemble de ses classes d’équivalence.

Démonstration: Une preuve de ce résultat est donnée dans la Section [2.10.§ |

Introduisons désormais des notations qui seront utilisées dans le Lemme [4]
Définition 27
Pour tout sous-ensemble X = {x1,...,x,} <V fixé, on définit

1. I'ensemble des classes d’équivalence pour la relation Ry ayant au moins deux éléments, noté

PO (=P ) = {7 e dimy : Cand(@) =2},

de cardinal noté

e (=)0, ) = Cara (PY).
2. le nombre total d’éléments qui sont dans des classes appartenant a ng), noté

NP (=N@ . )= Y Card().

T,y
_ 2
wePfY)
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Heuristiquement, Cg?) représente le nombre de « clusters d’éléments a distance 2 dans & ».
D’autre part, on peut écrire

Ng?)ln = Card ({z € [L;n] : 3¢ € [[1;n], dén)(xi,xg) = 2}) .

Naivement, N g ) représente donc le nombre d’éléments de X qui sont & « distance 2 » de ce méme en-
semble X.

Définissons maintenant une notion qui est générale mais qui ne sera utilisée dans ce manuscrit que dans
le cas particulier des cycles généralisés,

Définition 28

Pour tout graphe généralisé G, on définit I'’ensemble des ensembles pseudo-indépendants mazximums
de G par :

I(G) = {Ie (@) : Card (T) = max (Card(I))}.
Tel(G)

En d’autres termes, c’est 'ensemble des ensembles pseudo-indépendants de cardinal maximal.

Attention & ne pas confondre un ensemble pseudo-indépendant mazimum avec un ensemble pseudo-
indépendant mazimal qui, lui, est défini comme n’étant pas un sous-ensemble strict d’un autre ensemble
pseudo-indépendant. Tout ensemble pseudo-indépendant maximum est donc a fortiori maximal, mais
I'inverse est faux : un contre-exemple est donné par les Figures [2.6] et 2.7]

FIGURE 2.6 — L’ensemble des sommets en ma-
genta est pseudo-indépendant mazimal (mais
pas mazimum) pour le 8-cycle généralisé pris
en exemple.

FIGURE 2.7 — L’ensemble des sommets en bleu
est pseudo-indépendant mazimum pour le 8-
cycle généralisé pris en exemple.

En remarquant que si Z € ﬁ(G), alors Card(Z) € [[1; [g“‘, et en notant, pour tout k € [[1; [E”] ,

I.(G) = {Z e I(G) : Card(Z) = k},
on en déduit que si G est un cycle généralisé de taille n > 2, alors

I(G) = I, (G). (2.14)

Le résultat ci-dessous servira notamment de point clé pour démontrer la Proposition [26] et la Proposi-

tion [27}
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Lemme 4

Soit G = (V, ) un cycle généralisé de taille n = 2.
Alors, tout ensemble pseudo-indépendant Z € I(G) a un nombre de voisins égal a

2 2
|5 (I) | = 2|I| aF |I N VS| _Né ) = Cj(_') - l{n est pair}l{l—eﬁ(c)}'

Démonstration: Soit G = (V,£) un cycle généralisé de taille n > 2.
Considérons alors un ensemble pseudo-indépendant Z € I(G) et étudions le nombre de ses voisins.
— Cas1:Z¢1(G).

— Cas1.1:C% =o.
Dans ce cas, tous les éléments de Z sont « suffisamment » éloignés les uns des autres, c’est-a-dire
qu’ils sont & distance au moins 3 de tous les autres dans G.
On remarque alors aisément que

|E@D)| =2|Z| +|Z n Vs].

— Cas 1.2: C(I2) =1
Dans ce cas, on a exactement /\/’I(Q) éléments dans 'unique classe de Pf).
Ainsi, les sommets qui sont entre deux éléments de NI(2) sont comptés en double par rapport au
Cas 1.1, et il y a exactement /\/Z(2> — 1 tels éléments.
Donc,
E(T)| = 21Z| + | A Vs| — N2 + 1.
— Cas 1.3: Cg) = 2.
Dans ce cas, pour chaque cluster supplémentaire (au nombre de C;_Z) —1) par rapport au Cas 1.2
(ont Cg) =1), il y a un voisin supplémentaire.
Ainsi,
IE(T)| =2/Z| + |T n Vs| - N + .
Enfin, comme 'hypotheése Cg) = 0 entraine forcément que NI<2> = 0, on peut unifier les résultats des
différents cas par la formule suivante :

IE(@)| =2|T| + |T ~ Vs| - NP + 2.

— Cas2:Zel(@).
Dans ce cas, Z est un ensemble indépendant maximum de G, et on peut alors remarquer que

EXD)=I°9 (T nVs).
Alors, en notant que NI<2> = |Z| et Cg) = 1, puis en utilisant (2.14]), on a :
(D) = |Z°| + |T n Vs]
=n—|Z|+|Z nVs|
=n—NZ +|TAVs|
n
= (2 [EJ + Céz) - 1{n est pair}) _NI(2> + |:Z N VS'
= 2|I| + |I @ VS‘ _NI(2) + c§2> - 1(n est pair}-

Ceci conclut la preuve. u

Nous sommes maintenant en mesure de répondre aux deux questions structurelles posées au début de
cette Section
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2.9.2 Quelques éléments structurels du cycle généralisé

Le résultat ci-dessous permet de caractériser exactement les cycles généralisés bipartis,

Proposition 25

Soit G = (V, &) un cycle généralisé de taille n = 2.
Alors,
G est biparti < [n est pair] et [Vs = ],

ou, de maniére équivalente,

G n’est pas biparti < [n est impair| ou [Vs # . (2.15)

Démonstration: Une preuve de ce résultat est donnée dans la Section [2.10.9 |

Dans toute la suite, on notera
{pairs} = 2N = {0} u {k € N : k est pair}

et
{impairs} = 2N + 1 = {k € N : k est impair}.

Fournissons maintenant une condition nécessaire et suffisante permettant a la loi uniforme sur I’ensemble V
d’appartenir a I’ensemble NCOND(G),

Proposition 26

Soit G = (V, &) un cycle généralisé de taille n = 2.
Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. Unif{V) € NconD(Q) ;
2. [n est impair] ou [Vs n {pairs} # & et Vs n {impairs} # &].

Démonstration: Une preuve de ce résultat est donnée dans la Section [2.10.10 |

Pour tout cycle généralisé connexe G = (V, &) de taille n > 2 et toute politique maximale généralisée
® € pOL, la Proposition [26] assure 1’équivalence entre les deux assertions suivantes :

@, Unif(V ) .
— (Wn mif( )) est récurrente positive ;
neN

— [n est impair] ou [Vs n {pairs} # & et Vs n {impairs} # JF].
Sous cette hypothése, remarquons qu’il est possible de spécifier, au cas du cycle généralisé, ’expression de

I'unique loi de probabilité stationnaire Hf/‘C,FM’Unif(V) de la chaine (WECFM’UM“V)) , initialement donnée
neN
dans le Théoréme [I] Cette reformulation ne simplifiant pas spécialement le calcul en pratique, elle est

d’un intérét limité et nous choisissons donc de ne pas la présenter dans ce manuscrit.
L’association de la Proposition et de la Proposition nous ameéne alors a faire le constat suivant :
les cycles généralises G = (V,€) de taille n > 2 vérifiant
— n est pair;
— Vs # J;
— Vs n {pairs} = & ou Vs N {impairs} = (¥,
sont tels que
— NconD(G) #
— Unif(V) ¢ NCOND(G).
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FIGURE 2.8 — Cycle généralisé Gy.

En d’autres termes, au vu du Théoréme [T} ceci signifie que l'on peut trouver des graphes généralisés G
pour lesquels il existe (au moins) une mesure ji € M(V) telle que le modéle MG(G, FCFM, i) est stable,
alors que le modéle MG(G, FcFM, Unif(V)) n’est, lui, pas stable. Plus généralement, cette assertion est
évidemment valable pour toute politique maximale généralisée (au sens de la Définition et donc, a
fortiori, pour la politique ML (voir Theorem 4.7 de [7]). Un exemple d’un tel graphe est donné par le 4-cycle
généralisé G représenté par la Figure pour lequel n = 4 est pair, Vs # J, et Vs n {pairs} = &.

Il en découle alors naturellement les questions suivantes, qui seront étudiées ultérieurement dans le Cha-
pitre 3]

Remarque 6

Q.1 Existe t-il une mesure jig € M(V), qui dépend de G = (V, £) mais dont la structure est identique
pour tout graphe généralisé connexe G, qui appartient a8 NCOND(G) dés lors que cet ensemble
est non-vide, c’est-a-dire telle que, pour tout graphe généralisé connexe G,

fic € NCOND(G) < NconD(G) # & 7

Q.2 Est-il possible d’aller encore plus loin en caractérisant complétement ’ensemble NCOND(G),
pour tout graphe généralisé connexe G 7

Q.3 Pour tout graphe généralisé connexe G = (V, £), existe t-il une méthode simple de construction
des mesures appartenant a l'ensemble NcoND(G), c’est-a-dire des mesures [i € STAB(G, FCFM)
(ou encore, des mesures i € M(V) pour lesquelles le modéle MG(G,FCFM, [i) est stable) ?

2.10 Preuves du Chapitre

2.10.1 Preuve du Lemme (1l

Démonstration :
= : Supposons que w = w1 ...Wq € B, ou ¢ € N, et imaginons alors qu’a un instant n e N, B,, = w.
Remarquons tout d’abord que si ¢ = 0, alors w = €.
Concentrons donc maintenant notre étude au cas ot ¢ > 1.

— Déja, lassertion (2.1) assurant que Bn(1) = Vi) € V, on a:
Wi € V.

— Par I’absurde, supposons qu'’il existe 1 < i < j < ¢ tels que (w;, w;) € V? et w; — w;.
L’assertion (2.2)) assurant que W, = B, ] le fait que w; € V et w; € V donne :

w; e VW) et wj; e V(W,).

v~ Absurde, car deux éléments voisins ne peuvent pas étre dans le systéme en méme temps
(puisqu’ils se seraient appariés).
Ainsi, lorsque 1 <i < j < g,
(Wi,Wj) € V2 = W1+W]
— Par I’absurde, supposons qu'il existe 1 < i < j < q tels que (w;,w;) €V x Vet w; — W;.
Alors, comme la j°™° lettre de B, est w; € V, 'élément Vi(n)+j—1 s’est apparié avec un certain
élément V,, de classe w;.
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Or, comme w; — W, 'élément V;, de classe W;, pourrait également s’apparier avec l'item
Vi(n)+i—1, de classe w; € V.
Cependant, 'inégalité ¢ < j assure que I’élément Vj(,)4;—1 est arrivé avant I'item Vj(n)4j—1.
Alors, comme la politique utilisée est FCFM, quel que soit I'instant d’arrivée de 1’élément V,
(c’est-a-dire quelle que soit la valeur de £ < n), ce dernier aurait di s’apparier avec le plus
ancien, c’est-a-dire avec Vj(n)4i—1, ce qui découle sur une absurdité.
Ainsi, lorsque 1 <i < j < q,
(Wi, w;) €V x V= witw;.
< : Tout d’abord, rappelons que By = € par construction, c’est-a-dire que € € B.

Supposons donc maintenant que w € V¥\{e} et qu’il vérifie les assertions 1), 2), et 3).
La condition 1) permet alors d’écrire

w =a(l)a(1,1)a(1,2)...a(l,k1)a(2)a(2,1)a(2,2)...a(2,k2)a(3) - --a(q)a(g, 1) ... a(q, kq),
ot ¢ € Ny, (a(d))1<izq € VY, (a(l, ) e, p)enal x[1ke] € VE=15, et ¥m € [1;q]), km € N.

Par ailleurs, les conditions 2) et 3) assurent respectivement que

(i, j) € [Lqll, a(i)ta(j), (2.16)

et

Vie [1;q]l, Ve 691, Vi€ [15ke, a(i)ta(l, ). (2.17)
Construisons alors un scénario d’arrivées menant la chaine (B, )nen de € & w, et représentons-le par
le mot de V* suivant :

b = b(0, ko)b(0, ko — 1)...b(0, 1)b(1)b(1,1) ... b(1, k1)b(2) - - - b(q)b(q, 1) - . . b, kq),

o b(0, ko) est la classe du premier item entrant dans le systéme, b(0, ko —1) la classe du deuxiéme,. . .,
b(q, kq) celle du dernier.

Durant le processus de construction, les lettres de b qui auront été fixées seront dites « déterminées »
alors que les autres seront dites « indéterminées ».

De plus, pour tout £ € [[1;¢] et tout j € [1; k], on dira que les lettres a(f) et b(¢) (respectivement,
a(l,j) et b(¢, 7)) sont « & la méme place » dans les mots w et b.

Procédure de construction du mot b :

1. Initialement, toutes les lettres de b sont indéterminées, et on pose
ko =0,

c’est-a-dire que les lettres b(0,.) n’existent pas au départ.
2. Ensuite, on prend
Ve e [[1;q], b(¢) = a(0),
ce qui permet de rendre déterminées les lettres b(.).
Remarquons que l'assertion ([2.16)) assure qu’elles ne sont pas voisines et qu’elles ne s’apparieront
donc pas ensemble.

3. Maintenant, tant qu’il reste des lettres indéterminées dans b qui sont a la droite de b(1), on
exécute la procédure suivante : on parcourt le mot b de droite a gauche jusqu’a trouver la
premiére lettre (dans ce sens), disons b(¢, j), restant indéterminée. La lettre de w étant a la
méme place est donc a(?, 7).

Définissons alors I’ensemble suivant :

Dy, (a(f,j)) = {a(@’,j’) ew:a(l,j') est a gauche de a(¢,7) dans w,

b(¢',j') est indéterminée, et a(f, 5) — a(Z/,j')}.

— Cas1: Dy (a(6.)) # @

On considére alors I’élément a(¢’,j') de Dw (a(é,j)) le plus a droite dans w, et on pose

b(&]) = a(éluj/) et b(élvj/) = a(évj)

Ainsi, la condition (2.17)) assure qu’un élément de classe a(¢',j') arrivant sera apparié avec
un item de classe a(¥,j) déja stocké dans le systéme, et la file d’attente rétrograde fera
apparaitre les copies de I’appariement effectué.
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~ Cas2: Dy (a(z,j)) - .
Dans ce cas, la lettre a(4, j) de w correspond & un appariement effectué entre un item de
classe a(¢,j), arrivé dans le systéme avant a(1), et un item compatible, arrivé a la place
correspondante de celle de a(¥, 7).
Ceci justifie le fait que la copie qui devrait se trouver avant a(1) n’apparait plus, par structure
de la file d’attente rétrograde.
On effectue alors la mise a jour

ko «— ko + 1,
et on pose
b(0, ko) = a(£,7),

c’est-a~dire qu’on ajoute une nouvelle lettre a(4, j) au tout début du mot b, et on définit
b(¢,7) comme étant une lettre (au choix) de E(a(l,7)).

Ainsi, dés son arrivée, I’élément de classe b({, j) sera apparié a celui de classe a(¢,j) déja
dans le systéme, et qui est arrivé avant I'item de classe b(1) (par la condition (2.17)).

Ainsi, dés la fin de la procédure de construction, si on fait partir la chaine (By)nen de By = € et que
Pon fait entrer dans le systéme les lettres composant le mot b (lu de gauche a droite), c’est-a-dire

Vi =b(0,ko), Vo =b(0,ko —1),..., Vg = b(0,1), Viy41 =b(1),- -, Vorst ke = b(q, kq),

q

on aura
B‘1+Z?:0 ke = W.

Ceci assure donc que w € B, ce qui conclut la preuve. ]

3 4 5
FIGURE 2.9 — Graphe de compatibilités GT = (V, ).

Mlustrons, via I'Exemple [ ci-dessous, la méthode de construction d’un scénario d’arrivées menant la
chaine (Bj)nen de € & tout mot w de B\{e}, donnée lors de la preuve précédente,

%cemple 4

Considérons le graphe de compatibilités GT = (V,E) représenté par la Figure et considérons le
mot w = 134345333 € V*.
Remarquons que w vérifie les hypothéses 1), 2), et 3) du Lemme
En suivant la procédure de construction explicitée dans la preuve précédente et en représentant les
lettres indéterminées par un point, on obtient, aprés I'étape 2. :

b=1..5.3

Passons alors a I'étape 3. et intéressons-nous tout d’abord & la lettre 3 la plus & droite dans w. Cher-
chons donc la lettre copiée la plus a droite possible avec laquelle appariement pourrait s’effectuer :
il s’agit du 4 le plus a droite dans w (nous sommes donc dans le Cas 1), et le mot b devient alors :

b =1..35.43

De méme, considérons ensuite la deuxiéme lettre 3 la plus a droite dans w et cherchons avec quelle
lettre copiée de w Iappariement pourrait se faire : il s’agit de la seconde lettre 4 la plus a droite, ce
qui donne :

b = 1.3.35443

Enfin, pour les deux lettres 3 restantes de w, on ne peut pas trouver de lettre copiée compatible a
leur gauche. Ainsi, en appliquant deux fois la procédure du Cas 2, on considére que les deux items
de classe 3 correspondants attendaient dans le systéme avant I'arrivée de I'item de classe 1. Alors, en
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considérant (au choix) que ces deux items de classe 3 se sont appariés respectivement avec un item
de classe 2 et un item de classe 4, on a :

b = 33143235443

Conclusion : Un scénario d’arrivées permettant de faire passer la chaine (B,)peny de € & W est
3,3,1,4,3,2,3,5,4,4,3, et ceci assure au passage que w € B.

2.10.2 Preuve de la Proposition

Démonstration: Remarquons tout d’abord que la Section [2.10.1| nous fournit un scénario d’arrivées per-

mettant A la chaine de Markov (B )nen de passer, avec probabilité strictement positive, de € a tout mot
w e B\{e}.
Réciproquement, supposons qu’a un instant n € Ny, B, = w € B\{e}, et notons

Wy = a(1)a(2)...a(q), mot de taille ¢ > 1.
En faisant entrer successivement, dans le systéme, des éléments
Vn+1 € 5(0,(1))7 Vn+2 € 5(&(2)), RS Vn+q € 5(0,((]))7

on remarque que
Bn+q = E&.

On a donc montré existence d’un scénario d’arrivées permettant a la chaine de Markov (B )ren de passer,
avec probabilité strictement positive, de tout mot w € B\{e} a ¢, ce qui conclut la preuve. |

2.10.3 Preuve du Lemme [2|

Démonstration: Admettons en premier lieu ’assertion suivante :

[weF\{e} & ¥(w) = W vérifie les conditions 1), 2) et 3) du Lemme 1 - (2.18)

— Montrons que ¢ est bien définie, c’est-a-dire que Yw € B, WeF:

Tout d’abord, il est immédiat que si w = ¢, alors W =ceF.
Fixons maintenant un mot w € B\{e}.
Le Lemme [1] assure donc que w vérifie ses conditions 1), 2), et 3).
Cependant, la Remarque [5| fournissant 1’égalité w = (U o U)(w), il s’ensuit que V(¥ (w)) vérifie les
conditions 1), 2) et 3) du Lemme[I]
Ainsi, ’assertion fournit :
U(w) = ¥ e F\{z},

et ceci prouve donc que ¢ est bien définie.

— Montrons que ¢ est injective :
Comme

$=VEF : B - F
est la restriction de W a B et sa corestriction a I, I'injectivité de ¢ découle directement de celle de W,
bijective (cf. Remarque [5)).
— Montrons que ¢ est surjective, c’est-a-dire que Yw' € F, Iwe B, w’ = W
Tout d’abord, il est immédiat que si w' = ¢, alors w = € € B convient.
Fixons maintenant un mot w’ € F\{e} = V* (cf. Proposition [L2).
Alors, par surjectivité de ¥ (cf. Remarque [5)), il existe un mot w € V*\{e} tel que

w = U(w) = W.

Pour montrer que w € B\{e}, le Lemme [I] assure qu’il suffit de prouver que w vérifie ses conditions
1), 2), et 3).
Cependant, I’égalité w’ = ¥U(w) et la Remarque [5| garantissent que

U(w') = U(¥(w)) = w.

Enfin, comme w' € F\{e}, l'assertion (2.18) garantit que ¥(w’) = w vérifie les conditions 1), 2), et 3)
du Lemme [1}, ce qui conclut la preuve de la surjectivité.
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— Terminons la preuve en démontrant ’assertion (2.18]) :
La preuve proposée est trés semblable & celle du Lemme [1}

= : Supposons que w = w1 ...w, € F\{(J}, ot ¢ € N, et imaginons alors qu’a un instant donné
n € Ny, F, =w.

— Dgja, 'assertion (2.4) assurant que la derniére lettre de w est dans V, il suit que la premiére
lettre de W appartient a V.

— Par 'absurde, supposons qu’il existe un couple (w;, w;) € (V)Q, avec i # 7, tel que W; —W;.
Ainsi, w; € V (E) et w; €V (E), et le résultat (2.5 assure alors que

WieV(W,) et wyeV(Wa).

v~ Absurde, car deux éléments voisins ne peuvent pas étre dans le systéme en méme temps
(puisqu’ils se seraient appariés).

— Par I'absurde, supposons qu'il existe un couple (w;, w;) € V x V, avec i < j, tel que w; —w;.
En particulier, item V,1; s’est apparié avec un certain élément V7, de classe W; (ou £ < n).
Or, comme w; — W, I’élément V; pourrait également s’apparier avec l'item V,,4;, de classe
w; € V.

Cependant, I'inégalité i < j assure que I'élément V,,4; est arrivé avant 'item V.4 ;.

Alors, comme la politique utilisée est FCFM, quel que soit I'instant d’arrivée de I’élément V,
(c’est-a-dire quelle que soit la valeur de ¢ < n), ce dernier aurait di s’apparier avec le plus
ancien, c’est-a-dire avec V,,+;, ce qui découle sur une absurdité.

< : Fixons un mot w € V*\{e} tel que W vérifie les assertions 1), 2), et 3) du Lemme
La condition 1) permet alors d’écrire

w =a(q, kq)...a(g, 1)a(q)---a(3)a(2,kz)...a(2,1)a(2)a(l, k1) ...a(l1,1)a(1),
ol q € N, (a(i))1<i<q € V9, (a(l, 5)) (0.5re[rial x [1ike] € V=157 et ¥m € [1;q]], km € N.

Par ailleurs, les conditions 2) et 3) assurent respectivement que

V(i,7) € [L; 4]l a(i)+ta(y), (2.19)
et
Vie [1;q]l, Ve [[4q]l, Vi€ [1;ke], ali)ta(l,j). (2.20)
Construisons alors un scénario d’arrivées menant la chaine (Fy,)nen de € & w.
Pour cela, considérons ¢ éléments de V, notés c(1),...,c(q), tels que

Vi e [1;¢]l, c(i) € E(a(?)).

Alors, en écrivant
C=a(q)...a(l)a(q, kq)-..a(g, 1)c(q) - --c(3)a(2, k) ...a(2,1)c(2)a(l, k1) ... a(1,1)c(1),

ses lettres, lues de gauche & droite, correspondent & un scénario d’arrivées qui convient (grace

aux conditions (2.19) et (2.20))).

Ainsi, si on fait partir la chaine (Fy)nen de Fy = € et que 'on fait entrer dans le systéme les
lettres composant le mot C (lu de gauche a droite), c’est-a-dire

Vi=alq),..., Vg =a(l), Vg1 = a(q, kq), - ., V2q+(22:1k6)_1 =a(1,1), Vogyya , =c(1),

on aura
F,=w.

Ceci assure donc que w € F, ce qui conclut la preuve.

2.10.4 Preuve de la Proposition

Démonstration: Remarquons tout d’abord que la Section [2.10.3] nous fournit un scénario d’arrivées per-
mettant & la chaine de Markov (Fy)nen de passer, avec probabilité strictement positive, de € a tout mot
w e F\{e}.
Réciproquement, supposons qu’a un instant n € Ny, F,, = w € F\{e}, et notons

Wp] = a(1)a(2)...a(q), mot de taille g = 0.
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En faisant entrer successivement, dans le systéme, des éléments

Vn+j(n)+1 € g(a(l))» Vn+j(n)+2 € 5(&(2)), R} Vn+j(n)+q € 5(a(q))7
on remarque que
Fotjnyrg =€

On a donc montré lexistence d’un scénario d’arrivées permettant a la chaine de Markov (F),)nen de passer,
avec probabilité strictement positive, de tout mot w € F\{e} a €, ce qui conclut la preuve. |

2.10.5 Preuve de la Proposition

Démontrons tout d’abord le résultat suivant, presque similaire & la Proposition et duquel la preuve
de ce dernier découlera aisément,

Lemme 5

Pour tout couple de mots (w,w’) € B? vérifiant P[B,,+1 = w'|B,, = w]| #0, on a :
—)
(<v__v, w’) e F?

et -
V(W)P [Bosy = W|B, = w] = v (W) P [Fn+1 ~ ®|F, =

Rl

Démonstration du Lemme [5l: Fixons w € B et w' € B tels que P [Bp41 = w/|B, = w] # 0.
Tout d’abord, le Lemme [2] assure directement que

o
eF et w el.

=l

Passons maintenant en revue toutes les transitions possibles en un pas pour la chaine (B, )nen, ¢’est-a-dire
toutes les formes possibles de w et w’ sous I’hypothése

P[Brn+1 = w'\Bn =w] #0.

Pour mieux visualiser les spécificités des différentes transitions, on pourra par exemple s’aider de la Sec-
tion 23] et plus particuliérement de la Figure[2:2]

— Casl:w=c¢.
Dans ce cas, ’ensemble des états possibles pour la chaine (Bp)nen & linstant suivant est V.
Notons donc w' = a € V, et alors,
— v(e) =1;
— P[Bus1 = a|By = &] = B(Viss = a) = ifa);
— v(a) = v(a) = iia);
— Supposons que F;, = a.
Par construction de (F)nen, I’élément entrant au temps n + 1 va alors s’apparier avec un item
de classe a, entré dans le systéme au plus tard a l'instant n.
Ainsi,
P[Fhs1 =¢|F, =a] = 1.

On en déduit donc que
v(e)P[Brn+1 = @|Bn = €] = fi(a) = v(@)P[Frt1 = €|Fn = aJ.

— Cas 2 :w #e.

Dans ce cas, on note w = wi ... w, € B V* et on rappelle que wi € V (cf. )

De plus, on note a la classe de V,,+1, élément entrant dans le systéme a I'instant n+ 1, et on remarque

que ceci se produit avec probabilité fi(a).

Différents cas de transitions apparaissent alors en fonction du voisinage de a et de la structure de w,

— Cas2.1:a€&(V(w))".

Dans ce cas, ’élément a entrant ne peut s’apparier avec aucun item de w pas encore apparié.
Notons donc w’ = wa, et alors,

— P[Bn+1 = wa|B, = w]| =P(Voq1 =a) = ji(a);
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— v (ﬁ) =v(wa) = v(w)i(a);

—

— Supposons que F, = wWa = aw.
Le fait que F,,(1) = @ € V signifie que cette lettre n’apparaitra plus dans F,, ;1 et que, par
construction de (Fy)nen, il n’y aura aucune autre modification, étant donné que ’élément
entrant au temps n + 1 s’appariera avec un item entré au plus tard a 'instant n.
Ainsi,

P[Fo1 = W|F, = Wa| = 1.

On en déduit donc que

)

VP [Fus1 = W|F, = Wa] .

v(W)P[Bns1 = wa|B, = w] = v(w)ji(a) = v (

=v(

33

— Cas 2.2 : a e E(V(w)).
Dans ce cas, I’élément a entrant va s’apparier, au temps n + 1, avec un item de w pas encore
apparié.
— Cas2.21:aeEV(wi-wi1)) nE(wy), ou k € [2;4].
Dans ce cas, étant sous politique FCFM, ’élément a entrant va s’apparier, au temps n + 1,
avec l'item wy € V, ou k € [[2;¢].
Notons donc W = W1 ... Wi_1GWg11 - .. WWy, et alors,

P[Bynt1 = W |B, =w] =P(V,i1 =a) = ji(a);
v (W) = v (W) iia) = v(w)i(a) ;

Supposons que F,, = ﬁ = WrWqWg—1... Wkt10WkK_1 ... W].

Tout d’abord, I’équivalence (2.3) assure que wy, € E(V(WqWq—1 ... Wirt1))¢, c’est-a-dire
que wy, n’est voisin d’aucun élément de V(WqWg_1... Wrt1)-

Par ailleurs, le fait que F,(1) = wy € V signifie que cette lettre n’apparaitra plus dans
Fr+41 et que, par construction de (Fy,)nen, ’élément entrant au temps n + 1 est de classe
Wi et ne s’appariera pas avec un item entré au plus tard a 'instant n.

D’ou, comme a € £(wy) avec wyi € V et étant sous politique FCFM, dés 'instant n + 1,
I'item de classe a sera promis & s’apparier dans le futur avec celui de classe wy.

Donc, avec probabilité 1,

I —
Fn+1 = WqgWg—-1... W41 WEWg_1... W1 = W,

c’est-a-dire —
P[P = W[, = W] = 1.

On en déduit donc que

v(W)P[Bni1 = W'|Bn = w] = v(w)ji(a) = v (ﬁ)

Il
S
—
&
=
e
it
Il
&
a
Il
A

— Cas 2.2.2: a€ &(wy).
Dans ce cas, étant sous politique FCFM, ’élément a entrant va s’apparier, au temps n + 1,
avec 'item wy € V.
> Cas 2.2.2.1 : Yk € [[2;q]], wk € V.
Notons donc w’ = ¢, et alors,

v(w) = fi(w1)i(W2) ... i(Wy), car wi € V et Vk € [[2;q], wi € V;

P[Bni1 = €[Bn = W] = P(Vai1 € E(w1)) = A(E(W1)) 5

v(e) =1,

Supposons que F,, = €.

Tout d’abord, comme w; € V et Vk € [2;q]l, Wi € V, le Lemme [1| assure que

Vi€ [2;5q], witw;.

Alors, Fr41 = w = WqWq—1...WaW1 si et seulement si :

o ’élément arrivant au temps n + 1 est de classe w; et l'item entrant au temps n + ¢+ 1
est d’une classe appartenant & £(w1);

o pour tout j € [2; ¢]], élément entrant au temps n + ¢ + 2 — j est de classe Wj;.
Remarquons que ’appariement de I’élément entrant au temps n + 1 ne se fait donc pas
avant 'instant n + ¢ + 1.

Ainsi,

P[Fui1 = W|Fy = €] = i(w1)i(W2) . . . i(Wq) (€ (W1)).

o7
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On en déduit donc que

V(WIB[Boi1 = | Ba = w] = fi(w1)(W3) ..

> Cas 2.2.2.2 : 3k € [2;¢]], wr € V.
On suppose que W% est le plus ancien élément dans le systéme vérifiant cette condition
(s’il en existe plusieurs), c’est-a-dire

Vie 2k — 1], wj eV et wypx e V.

Notons donc w = wyx ... w, W1, et alors,

«—

— vw) = v (W) = v (W) i(W2) (W) .. (e 1)
— P[Busi = W|B = w] = (Va1 € E(w1)) = A(E(w1));

—
— Supposons que Fj, = W = WiWqWg_1... Wyt Wek-
L’équivalence (2.3]) assurant que

w1 €EVW2..Wg)) =EVW,...WE) " EV(Wr_1...W2))",

on a :

o
Frjy1 =W =WqWq_1... Wit Wk Wek_q ... WaW]

si et seulement si :

o I'item entrant au temps n + q — k* + 3 est de classe Wiz _1;
o litem entrant au temps n + ¢ — k* + 4 est de classe Wy _5;
0.

o 'item entrant au temps n + ¢ est de classe Wz ;

o I'item entrant au temps n + ¢ + 1 est d’une classe appartenant a £(w1).

Ainsi,

P[Fuis = W|F = W = i)W ) - () A(E(wh)).

On en déduit donc que

y(W)P[Bus1 = W By = w] = v (W) i(Wa) (W) ... i(Wiw )€ (w1)

Tous les cas ont été traités, ce qui conclut la preuve. |

La preuve de la Proposition [I5]se déduit maintenant de celle du Lemme

Démonstration de la Proposition : Fixons un couple de mots (w,w’) € B2.
Le Lemme |2| justifie alors directement ’assertion ‘
11 ne reste donc plus qu’a prouver I'égalité (2.8]).
Dés lors que P[Bn+1 = W'|B,, = w| # 0, lassertion découle directement du Lemme
Pour conclure la preuve, il suffit donc de montrer que

P[Bpi1 = W|By =w| =0=P [Fn+1 - W|F, = ﬁ] —0,

c’est-a-dire
P[Fots = W|F. = W| > 0= P[Buss = W|By = w] > 0. (2.21)

Cependant, démontrer I’équation revient & traiter tous les cas possibles de transition en une étape
pour la chaine (Fy)nen.

La preuve est alors similaire a celle du Lemme [5| en prenant 'image par ¢ (cf. Lemme [2]) de tous les mots
considérés, ce qui conclut. |



2.10. Preuves du Chapitre 2 59

2.10.6 Preuve du Lemme 3

Démonstration: Soient A, A;,..., A, © V =V UV des alphabets de lettres.
1. La décomposition A = V(A) w V(A) et l'invariance de v par copie garantissent que

v(A) = Z v(a) = Z v(a) + Z v(a)

acA aeV(A) aeV(A)
= Y @+ Y, @ = avA) + i (V).
aeV(A) a€V(A)

2. La forme produit de v assure que

v(Ai... Ay) =v L—i_—J {a1...an}

(a1,...,an)EAL XX Ap (ag,..., an)EAL XX Ay

I
S
—
Q
S
e
3
N

3. Supposons que v(A) < 1.
Alors, par le point 2. et la définition d’une série géométrique de raison < 1,

% _ _ _ 1
v(AY) =v <IE-JNA’$) = Z V(.Ak) = %V(A)k ST -

keN

2.10.7 Preuve de la Proposition

Démonstration: Soient G = (V,£) un graphe généralisé connexe et i € NCOND(G).
— Etape 1 : Montrons que vp est une mesure stationnaire de masse finie pour la chaine (Bp)nen :

— Etape 1.1 : Démontrons que vp est une mesure stationnaire pour la chaine (B,L)neN :

Pour tout couple de mots (w, w’) € B*, on note

P[Bnt+1 = W'|B, = wlvp(w)
ve(w') )

Py w =

Fixons un mot w’ € B.
P . 2 4z ’ 2
L’équation (2.8)), I’égalité entre vp (w’) et vp(w'), et le résultat (2.6 assurent que

Z Py i Z P[Bn+1 = W'|B, = w]vg(w)

weBb weB VB(W/)

5 P [Fn+1 = W|F, = ﬁ] Vg (ﬁ)
weB VB(W/)

= 3 P[P = W|F, = W]
weB

= Y. P[Fuy1 = ¢(wW)[F = p(w')]
web

=1.

On a donc montré que
Vw' eB, Y Pyw =1,
weB
ce qu’on peut réécrire de la maniére suivante :

vw' € B, Z P[Bnt1 = W'|By, = wlvg(w) 1.

weB VB (Wl)

c’est-a-dire
vw' e B, vp(w') = Z P[By+1 = W|Bn = W]vs(w),
weB

ce qui signifie que vp est une mesure stationnaire pour la chaine (Bn)neN.
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— Etape 1.2 : Donnons une expression de vp(B) et déduisons-en que vg(B) < +00 :
Tout d’abord, le Lemme[I] (et plus particuliérement, la Remarque[3) assure que w € B\{e} si et
seulement si w appartient & un ensemble de la forme

b Af by A3 .. by A,
ol les lettres b1,...,bq € V, avec g € Ny, satisfont
{b1,...,by} €I(G) et Viel[l;q]l, bi € Vs = [Vj # i, bi #b;],
et ou, pour tout ¢ € [1;¢]], on note

De maniére équivalente, en mettant en évidence seulement la premiére occurrence de chaque
lettre de V apparaissant dans w, on peut reformuler de la maniére suivante :
w € B\{e} si et seulement si w appartient & un ensemble de la forme

,,,,, en =e1Bfea By .. e By,
ou les lettres e1,...,er € V, avec k € Ny, sont deux a deux distinctes et satisfont
{e1,...,ex} € ﬁ(G),
et ou, pour tout ¢ € [1; k]|, on note
B = E({er,...,ei ) w ({er,..., e} n V).
> Calculons vp (Ce,,...,e; ), pour tout k € Ny :

Fixons k € Ny et i € [1;k].
Tout d’abord, l'item 1. du Lemme [3] assure que

ve(B:) = g (E({er,...,e})°) + al{er,...,eit nVs)
=1-—p(E({er,...,e}) +a({er,...,ei} nVs).

De plus, comme {ey,...,e;} n Vs € I(G) et i € NCOND(G),

ve(B:))=1—a(E{e1,...,e})) + n({er, ..., e} nVs)
<1-p(E(er,...,e})) + (€ ({er,...,ei} N Vs))
<1- (5({61,...,61}))4- (E{er,.-.,e})

1.

On a donc montré que, pour tout i € [1; k],
ve(B;) =1—p(E{e,-.., 61})) + ﬁ({el, ce )N V§) < 1. (2.22)
Ainsi, I’association du Lemme [3| et de I’équation ([2.22]) assure que

(61 B¥ ey BE ... ep B,’f)
Vve(BY)ile2)vs (BY) .. . iler)vs (BY)

VB (Cel,.u,ek) =

fie:)vs(BY)

Il Il
(AN
ol
:l Qm

s
Il
—

A(eq)
1—vp(B;)

Il

s
Il
-

fi(e:)
L a(E({er,...,e})) — a({fer,...,ei} nVE)

I
:a-

.
Il

Donc, pour tout k € Ny,

: ale:)
vi(Ce,oe H E{er,.. . e}) — il{er, ., e} A V)
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> Concluons ’Etape 1.2 :

Notons & (ﬁ(G)) I’ensemble des suites ordonnées (e, ..., ex) d’éléments deux & deux dis-

tincts de V vérifiant {e1,...,ex} € [(G), ot k € Ny.
Comme on a déja remarqué que

B ={c}w & Correr |

(e1,-er)e6 (I(G))
il suit que

I/B(B) =1 + Z VB (Cel ..... ek)
(e1,-er)e6 (I(G))

- k a(ei)
=1+ ) H E({er,...,ei})) —a{er, ..., e} N VE)

(e1,-e1)e6(I(G)) I=

Comme I (G) est fini, ensemble de toutes les permutations possibles d’éléments de T (G),
noté & (ﬁ (G)), est donc également fini, et il suit donc que vg(B) < co.

Remarquons enfin que 'on peut également écrire

|Z]

B=1+ ), ) 5

Zel(G) o6z j=1 ,u

Blio())
) —

({ior)s - vion}) — B{icq)s - s io(n} O VE)

ot tout ensemble Z € [(G) s’écrit Z = {iy, ..., i)z)}-

— Etape 2 : Concluons sur la récurrence positive de la chaine (B, )nen sur B :
VB
. a1 VB (IB) oy .
réductibilité sur espace d’états B (cf. Proposition assure que la chaine de Markov (Bp)nen est
récurrente positive sur B, et la loi de probabilité stationnaire associée est alors unique.

Ainsi, vp est I'unique mesure stationnaire (& constante multiplicative prés) de la chaine (Bp)nen.

L’Etape 1 assurant que est une loi de probabilité stationnaire de la chaine (By)nen, son ir-

— Etape 3 : Déduisons-en la récurrence positive de la chaine (Fy)nen sur F :

En définissant, pour tout couple de mots (w,w’) € B,

b, o PlFna = o(W)|Fn = d(w)]vr(¢(w))
i vr(¢(w')) ’

on montre, exactement de la méme maniére qu’a ’Etape 1.1, que

VW' e B, vr(¢(w') = Y P[Fus1 = o(w)|Fu = ¢(w)]vr(d(w)),

weB

ce qui signifie, puisque le Lemmeassure que F = {¢(w) : w € B}, que vF est une mesure stationnaire
pour la chaine (F},)nen-

Puis, comme & 'Etape 1.2, on prouve que vr(F) < +00, et I(VIF) est donc une loi de probabilité
stationnaire de la chaine (Fy)nen.

L’irréductibilité de la chaine (F,)nen sur F (cf. Proposition assure donc sa récurrence positive
sur cet espace, et la loi de probabilité stationnaire associée est alors unique.

Ainsi, vp est 'unique mesure stationnaire (a constante multiplicative prés) de la chaine (F,)nen. [}

2.10.8 Preuve de la Proposition

Démonstration: Fixons un sous-ensemble X < V.
Montrer que R revient & prouver sa réflexivité, sa symétrie, et sa transitivité,

— Réflexivité : Sow zeX.
Trivialement, d >( x) =0, et 'item 1. de la Déﬁnitionest donc vérifié.
Ainsi,
TRy x,
ce qui assure la réflexivité de Rx.

— Symétrie : Fixons un couple (z,z’) € X2 tel que z R 2.
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— Cas 1: d(g)(m,x’) € {0;2}.
La propriété de symétrie de la distance dgL) (cf. Proposition assure alors que

dgl)(m',m) = d<C") (z,z") € {0;2}.

L’item 1. de la Définition [26] est donc satisfait, et ainsi, ' Rax x.
d<”) (z,i1) =2
(ZJ,ZJH) =2 Vje[l;k—1] .
d< (i, @) =
La propriété de symétrie de la distance d<c) (cf. Proposmon assure alors que

— Cas2:3k =1, I(i1,...,i) € X* t.q.

AP (o' i) = 2
A (ij11,05) = 2, Vi€ [k —1]
d (i, z) = 2

L’item 2. de la Définition est donc satisfait avec le vecteur (ig,...,91) € X*, ce qui garantit
que ' Rx .

Dans les deux cas,
z Rax x,
ce qui prouve la symétrie de Rx.
— Transitivité : Soit (z,v,2) € X tel que 2 Rx y et y R 2.
— Cas1: dg‘)(ac,y) € {0;2} et d(gf)(y, z) € {0;2}.
— Si dgl)(ac,y) =0et d,(;)(y,z) =0,alors z =y = 2, et d(cm(a:,z) =0
(par la propriété de séparation de la distance d(cfl ) cf. Proposition .
— Si dgl)(x,y) =0et d(g)(y, z) =2, alors z =y et d(cn)(x,z) =2
— Si dgl>(a:,y) =2et dgl>(y,z) =0, alors y = z et d(g)(a:,z) = 2.
— Si d(g) (z,y) = 2 et d(cn)(y,z) = 2, alors © Rx z (par l'item 2. de la Définition [26| avec le
vecteur (y) € X).
Ainsi, dans tous les cas, T Rx z.
dS (z,i1) = 2
— Cas2:3k =1, I(ir,...,ix) € X", d(" (i5,4541) =2, Vje[1;k—1], et dgl)(y,z) € {0;2}.
dgl)(lk, ) =2
Si dgl) (y,2) =0, alors y = z et, trivialement, z Rx z.
Sinon, litem 2. de la Définition [26] est satisfait avec le vecteur (iy,...,ir,y) € X**! et on a
alors également que x Rx z.
d(n)<y711) =2
— Cas3:3k =1, (it,...,in) € X%, { d (s, 0501) =2, Vie [k — 1], et d3 (z,y) € {0;2}.
d(")(zk, ) =2

Si dgl) (z,y) = 0, alors x = y et, trivialement, z Rx z.
Sinon, litem 2. de la Définition est satisfait avec le vecteur (y,i1,...,ix) € X**! et on a
alors également que x Rx z.

dgl)(x,il) =2
— Cas4:3k>1, I(ir,...,ix) € X5, { di(ij,0541) = 2, Vje [Lik—1]]
A (i, y) = 2,
4 (y,mi) = 2
et 3¢ =1, I(ma,...,me) € X { d (my,my1) =2, Vje[1;0—1]
dgb)(mg,z) = 2.
Dans ce cas, I'item 2. de la Définition [26] est satisfait avec le vecteur
(i1, ik, Yy ma, ..., my) € XL ce qui assure que = Ry z.
Dans tous les cas,
Tz Ry z,

ce qui prouve la transitivité de Rx.

ion : R . - .
Conclusion : Rx est une relation d’équivalence sur X’ |
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2.10.9 Preuve de la Proposition

Démonstration: Considérons un cycle généralisé G = (V, ) de taille n > 2.

< : Supposons que n est pair et que Vs = .
Alors, le couple (V1,V2), ou

V1={2i—1:ieﬂ1;g]]} et V2={2i:ie [[1%]]}

forme une bipartition de V, assurant que le n-cycle G est biparti.
= : Supposons que le n-cycle G = (V, £) est biparti.
Par définition, il existe alors un couple (V1,V2) < V? tel que
1. V=V wVs;
2. (uyv)eE=>[ueVietveVy]oulueVsetvelr].
Par ’absurde, supposons que n est impair ou que Vs # (J.

— Cas1l:Vs # (.
Dans ce cas, il existe un élément u € V tel que (u,u) € &.
La condition 2. assure alors que u € Vi et u € Va2, ce qui est absurde puisque Vi et V2 sont
disjoints par construction.

— Cas 2 : n est impair.
Dans ce cas, notons n = 2k + 1, oit k € Ny.
Sans perte de généralité, supposons que 0 € V.
Par structure d’un cycle,
Vie [[0;2k — 1], (4,4 + 1) €&,
et la condition 2. permet alors de montrer, de proche en proche, que
0eVi, 1eVo,..., 2k—1€Vy, et 2keV,
c’est-a-dire
{pairs} N [[0;n — 1] < V1 et {impairs} n [[0;n — 1] < V..
Cependant, comme (2k,0) € &, le fait que 2k € Vi et 0 € V1 combiné avec la condition 2.
débouche sur une absurdité.
On aboutit donc & une absurdité dans les deux cas, ce qui conclut la preuve.

2.10.10 Preuve de la Proposition

Démonstration: Soit G = (V,£) un cycle généralisé de taille n > 2.
Rappelons tout d’abord (cf. (1.9)) que

NconD(G) = {jie M(V) : VI € I(G), i(T) < @(E(T))},
ce qui, par définition de la loi uniforme sur un ensemble fini, assure que
Unif(V) € NconD(G) < VI € I(G), |Z| < |E(T)|.
La démonstration se résume donc & prouver ’équivalence suivante :
[VZ e I(G), |Z| < |E(T)|] < [n est impair] ou [Vs n {pairs} # & et Vs n {impairs} # ].

= : Par contraposée, supposons [n est pair| et [Vs n {pairs} = &J ou Vs n {impairs} = ¢J].
Notons alors n = 2k, ou k € Ny.

— Cas 1: Vs n {pairs} = .
En définissant Zp = {0,2,4,6,...,2k — 2} = [[0;n — 1] n {pairs}, le fait que Vs n {pairs} = &
assure que

o e I(G) et E(To) ={1,3,5,...,2k — 1} = [[0;n — 1]] n {impairs},
ce qui, en particulier, donne
Zo| = |€(Zo)| = k.

— Cas 2 : Vs n {impairs} = (.
En définissant Z; = {1,3,5,...,2k —1} = [[0;n — 1]] » {impairs}, le fait que Vs n {impairs} = ¢F
assure que

T el(G) et &(T1) =1{0,2,4,6,...,2k — 2} = [0;n — 1] n {pairs},

ce qui, en particulier, donne
1Za| = |E(Z1)] = k.
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Dans les deux cas, on a donc trouvé un ensemble indépendant Z € I(G) tel que |Z| = |E(Z)|, ce qui
conclut.
< : Supposons [n est impair] ou [Vs N {pairs} # & et Vs n {impairs} # F].
Fixons un ensemble indépendant 7 € I(G) < I(G).
Ainsi, en combinant le Lemme [4] avec le fait que Z c Vg,

E@)| = 2/Z| +|Z A Vs| = N2 +CF = 1 st painy1 [z}

2 2
= 2‘Z| 7_/\/1( ) +C§) _ 1{n est pair}l{Ieﬁ(G)}'

Pour conclure, il suffit donc de démontrer que

N Lo s iy L ey < 121+ €57 (2.23)
— Cas 1 : n est impair.
Par construction, ./\/'I(Q) < |Z], et la quantité Cg) étant positive, le seul cas & étudier est donc
celui ot N2 = |Z|, dans lequel C{?) = 1.
Ceci prouve alors I'inéquation .
— Cas 2 : n est pair, Vs n {pairs} # J, et Vs n {impairs} # .
Par I’absurde, supposons que Z € ﬁ(G)
Dans ce cas, Z = [[0;n — 1]] n {impairs} ou Z = [0;n — 1] n {pairs}.
Alors, comme Vs n {impairs} # & et Vs n {pairs} # ¢J, on aboutit, dans les deux cas, a
Z Vs # J, ce qui est absurde puisque Z € I(G).
Ainsi, 7 ¢ f[(G), et I'inégalité se prouve alors de la méme maniére que dans le Cas 1.

L’inéquation (2.23)) est donc vérifiée dans les deux cas, ce qui conclut la preuve. n
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La stabilité d'un systéme régi par un modéle d’appariements est une propriété trés importante. Elle
assure, en effet, que les admissions au sein du systéme étudié sont controlées de sorte que les éléments ne
restent pas bloqués a l'intérieur et que leur nombre n’augmente pas indéfiniment. A un graphe (généralisé)
connexe G et une politique d’appariements ® fixés, il est donc important que le taux (ou la loi) d’arrivées
p (respectivement, i) permette de rendre stable le systéme étudié, c’est-a-dire qu’elle doit appartenir
a la zone de stabilité du modele. Dans le Chapitre [2| précédent, le résultat principal (Théoréme [1)) a
permis, dans le cas ol G n’est pas un graphe biparti, d’identifier la zone de stabilité STAB(G, FCFM)
avec un certain ensemble, noté NCOND(G), défini uniquement & laide de conditions algébriques. La
question de trouver une loi d’arrivées ji € M(V) rendant le modéle MG(G, FCFM, ji) stable revient donc a
celle de trouver une mesure appartenant a ce nouvel ensemble algébrique NCOND(G). Une premiére idée
naturelle est de se demander si vérifier qu’une mesure quelconque i € M(V) appartient & NCOND(G)
est réalisable algorithmiquement. La Proposition 1 de [24] assure en effet que c’est le cas. Cependant,
lalgorithme proposé posséde une complexité (qui, par ailleurs, est la meilleure fournie dans la littérature)
polynomiale en le nombre de sommets du graphe de compatibilités (généralisé) connexe G considéré. Plus
précisément, cet algorithme nécessite de 'ordre de O(|V|?) opérations, ce qui, évidemment, devient trés
coliteux algorithmiquement dés lors que |V| augmente, et d’ou le besoin d’obtenir un moyen (beaucoup)
plus efficace pour trouver une loi fi qui appartienne a ’ensemble NCOND(G). C’est donc 'objet de ce
Chapitre (3] qui va permettre de caractériser exactement I’ensemble NCOND(G) et de donner un moyen
(treés) simple de construction des mesures en son sein. Nous irons méme plus loin en faisant de méme
pour certains autres modéles d’appariements (bipartis, bipartis étendus, généraux avec abandons) et
de files d’attente, dits skill-based. Cette étude permet donc, sous de bonnes conditions (sur le graphe
de compatibilités G et la politique @), de construire aisément des taux (ou lois) d’arrivées permettant
de rendre stable le modéle étudié. Tout d’abord, nous commencerons par répondre le plus précisément
possible aux questions de la Remarque [0] laissées en suspens a la fin du Chapitre [2| Puis, aprés avoir
notamment présenté les différents modéles d’appariements et de files d’attente étudiés par la suite (cf.
Section [3.3)), les résultats majeurs de ce Chapitre [3| seront fournis dans la Section Comme annoncé
précédemment, nous y caractériserons algébriquement certaines zones de stabilité associées a différents
modeles, et donnerons également une procédure de construction (trés) simple des mesures appartenant a
ces zones. En plus de tout ceci, nous portons a ’attention du lecteur les éléments intéressants suivants,
obtenus au cours de nos recherches :

— La mise en évidence d’un lien entre les mesures rendant stables certains modéles d’appariements et
les mesures invariantes réversibles pour une marche aléatoire sur les arétes d’'un graphe généralisé
connexe (cf. Corollaire [2] et Corollaire [3)).

— L’intrigante utilisation d’un résultat d’analyse matricielle, le lemme de Farkas matriciel, dans la
preuve du Théoréme [2| (cf. Section [3.7.1.2] et Section [3.7.2.3)).

— L’utilisation d’éléments de théorie des flots dans la preuve du Théoréme [3] dans le cas d’un graphe
biparti (cf. Section [3.10.2)).

Pour une parfaite information, ce Chapitre [3] présente une version étendue de certains résultats donnés
dans article [6], pré-publié en 2021.

Tout au long de ce Chapitre [3| tous les graphes (généralisés) considérés seront connexes et constitués
d’au moins deux sommets.

Comme annoncé dans la Section [2:9.2] un des objectifs initiaux de ce Chapitre [3] est de répondre aux
questions laissées en suspens a la fin du Chapitre [2| (cf. Remarque @

La Section suivante va déja permettre de résoudre la question QQ.1, en premier lieu (et afin de faire une
transition en douceur avec la Section [2.9)) dans le cas du cycle généralisé connexe, puis, plus généralement,
pour tout graphe généralisé connexe.
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3.1 Motivations et premiers résultats

Définissons ci-dessous une mesure de probabilité remarquable qui appartient systématiquement a l’en-
semble NCOND(G) dés lors que celui-ci est non-vide (cf. Proposition [28)),

Définition 29

Pour tout graphe généralisé connexe G = (V,£), on définit la mesure jiqeg € M(V) par :

Yo eV, pdeg(v) = deg(v),

ot deg(v) = |€(v)] est le degré (c’est-a-dire le nombre de voisins) dans G du sommet v € V.
La loi de probabilité associée, notée figeg € M(V), est donc donnée par :

_ L deg(v)  paeg(v) _ [E(W)]
Vv €V, fideg(v) = g) (i)g(i) = C:jd (2) = Cord (2)7

ot £ est défini par (1.1).

Le premier résultat proposé ci-dessous s’appuie notamment sur le Lemme [4] et répond partiellement & la
question Q.1 (cf. Remarque @) en assurant que, dans le cas ot G est un cycle généralisé connexe de taille
supérieure ou égale a deux, la mesure pqeg (respectivement, fiqeg) appartient a 'ensemble NconD ™t (G)
(respectivement, NCOND(G)), dés lors que celui-ci est non-vide. Méme si ce résultat sera généralisé par la
suite, nous souhaitons tout de méme le présenter car il permet de fournir une bonne intuition du résultat
plus général présenté juste aprés (cf. Proposition ,

Proposition 27

Pour tout cycle généralisé connexe G = (V, ) de taille n > 2, les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) Ncond™(G) # & ;

(i1) paeg € NCONDT (G);

(#i1) NCcoND(G) # & ;

(1v) fideg € NCOND(G) ;
) G n’est pas un cycle biparti;
) [n est impair] ou [Vs # &].

(v

(vi

Démonstration: Le résultat (2.15) de la Proposition [25| correspondant a 1’équivalence (v) < (vi), et les

assertions (i) < (441), (i1) < (iv), et (ii) = (i) étant évidentes, il suffit de prouver I’équivalence (i) < (vi)
et 'implication (¢) = (v) pour conclure la preuve, ce qui est fait dans la Section ]

11 semble maintenant naturel de conjecturer que ce résultat reste vrai pour tout graphe généralisé connexe
ayant au moins deux sommets, ce qui permettrait de résoudre complétement la question Q.1 (cf. Re-
marque @ Il s’avére que c’est bien le cas et, méme s’il sera & son tour généralisé par la suite, nous le
présentons tout de méme car il nous a, une fois encore, donné une intuition pour le Théoréme [2| présenté
plus loin,

Proposition 28

Pour tout graphe généralisé connexe G = (V, &) tel que |V| = 2, les assertions suivantes sont
équivalentes :
(i) Ncond™t (G) # & ;
(i1) ftaeg € NCONDT (G) ;
(#71) NconND(G) # O ;
)
)

(v

fideg € NCOND(G) ;
(v) G

n’est pas un graphe biparti.
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Démonstration de la Proposition [28]: Les équivalences (i) < (i44), (i4) < (iv), et I'implication (i) = (7)
étant évidentes, et la preuve de 'implication (i) = (v) étant rigoureusement identique a celle faite pour
la Proposition 27] (cf. Section [3.5.2)), il ne reste plus qu’a démontrer P'implication (v) = (i) pour conclure
la preuve, ce qui est fait dans la Section [3.6
Remarquons qu’une démonstration directe de I'implication (v) = (ii¢) est donnée au cours de la preuve
du Theorem 1 de [24]. ||

La question Q.1 (cf. Remarque @ étant résolue, nous souhaitons poursuivre sur notre lancée en donnant
une réponse aux questions Q.2 et Q.3, ce qui sera fait au début de la Section (cf. Théoréme [2f et
Corollaire .

Une fois ceci réalisé, nous souhaiterons en plus étendre notre approche de ces questions & d’autres situa-
tions, et notamment la caractérisation de zones de stabilité

— de certains modeéles d’appariements bipartis et bipartis étendus (cf. Corollaire [3)) ;
— de certains modeéles d’appariements généraux avec abandons (cf. Théoréme |3)) ;
— de certains modeles de files d’attente basées sur les compétences (ou skill-based) (cf. Corollaire
Proposition et Proposition .
Introduisons a présent quelques notions préliminaires qui nous seront utiles par la suite.

3.2 DMesures a poids et lien avec les marches aléatoires

3.2.1 Mesures a poids sur des graphes généralisés

Définition 30

Pour tout graphe généralisé connexe G = (V,£), on dit qu’une famille o = (v j)(;,j)ee de nombres
réels est une famille de poids sur € si, pour tout (i,j) € £, a; ; = oj; > 0.

Une telle famille « est vue comme un élément de M(E) et, pour chaque aréte e = (i,5) € £, on écrit
de maniére équivalente, o, o j, OU Oy ;.

Définition 31
Pour tout graphe généralisé connexe G = (V, &), a toute famille de poids o = (v j)(;,jyee € M(E)
est associée

— la mesure positive sur les nceuds, notée u® € M(V), définie par

pe() = > agy, ieV; (3.1)
je€ (i)

— la loi de probabilité affiliée, notée ji*® = u® € M(V), définie par

Z Q5
7()((7/) 7 (’L) je&(1)

LeV jeE(¢)

Les mesures u® et i%, ou o € M(E), sont appelées mesures a poids.
On définit alors les sous-ensembles (de M(V) et M(V), respectivement) suivants :

W(G) = {1 : a e M(E)}, (3.3)

et

Il

W(G) = {i®*: e M(E)}. (3.4)

Remarquons que lorsque (V1,Vs) forme une bipartition de V,

z,;v jeg‘(z) g
22 Q=D D =,

LeVy je&E(X) LeVa jeE(X)

ce qui se réécrit
p* (V)
5

pt (Vi) = p*(V2) = (3.5)



3.2. Mesures a poids et lien avec les marches aléatoires 69

Remarque 7

Dans le cas ot la famille « affecterait la valeur 0 a certaines arétes de &, c’est-a-dire si « € M>%(€), on
MZY(E) représente I'ensemble des mesures positives dont le support est inclus dans €, on ne qualifiera
alors plus a de famille de poids, mais on s’autorisera tout de méme a construire la mesure u® associée,
qui sera alors, a priori, un élément de M=°(V).

3.2.2 Marches aléatoires

Définition 32

On dit qu'une matrice stochastique P = (P(i, j))( jjev> définit une marche aléatoire sur les arétes £
d’un graphe généralisé connexe G = (V, E) lorsque P(i,j) = 0 si et seulement si (i,7) ¢ £, pour tout
couple de sommets (i, j) € V2.

De plus, la marche aléatoire est dite réversible lorsque la chaine de Markov associée admet une mesure
invariante réversible.

Définition 33

Pour tout graphe généralisé connexe G' = (V, £), & toute famille de poids a = (i j) (i, jyec € M(E) est
associée la marche aléatoire pondérée définie par la matrice stochastique P%, ou

Q4,5

Z 041‘.,27

0)

Po(i, ) = i€V, jeé&li). (3.6)

Proposition 29

Soient G = (V, ) un graphe généralisé connexe tel que |V| = 2 et une mesure p € M(V).
Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes :
— La mesure u € M(V) est invariante réversible pour la chaine de Markov associée a une
marche aléatoire sur les arétes de G ;
— e W(G), c’est-a~dire que y est une mesure a poids.

Dans ce cas, i € M(V) est I'unique loi de probabilité stationnaire de la chaine précitée.
De plus, u® est une mesure invariante pour la chaine de Markov associée a la matrice sto-
chastique P, définie par ({3.6]).

Démonstration: Considérons un graphe généralisé connexe G = (V, €) tel que |V| = 2.
= : Supposons qu’'une mesure u € M(V) est invariante réversible pour une marche aléatoire sur &,
définie par une matrice stochastique P.
Si on pose, pour chaque aréte (i,5) € £,
aij = p()P(i, j) = ()P, i) = oy,
alors
vieV, u(i) =p(i) Y, Plij)= Y, ai;=nu"(),
JEE(i) JeE(d)
c’est-a-dire que p = p® est la mesure a poids associée a la famille de poids a = (i ;)i j)ee-
< : Considérons une famille de poids a = (i) (1,j)ee € M(E), et fixons un couple (i, ) € V*.
Alors,
. .. Q5
— pt@OPYg) = X e x < —Lgjes(iyy = ®iglies( s
Le&(4) Z Qe
Le&(7)
QN pay . Qi
— pCGP( i) = Y e x #1{%5(]‘)) = ajil{ice(j)}-
e

LeE(J) esti)
J

Ainsi, comme « est une famille de poids sur &,
V(i j) € V*, p*(i)P*(i,5) = p*(j) P*(4,9),
ce qui signifie que la mesure p® est réversible (et donc invariante) pour P.

Par irréductibilité de P<, il s’ensuit que g% = ug—(v) est 'unique loi de probabilité stationnaire de la
chaine de Markov associée & P*. |
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3.3 Présentation de quelques modéles d’appariements

Dans le but d’étudier, dans la Section les zones de stabilité de certains modéles d’appariements (géné-
raux, généraux avec abandons, bipartis, bipartis étendus) et de certains modeéles de files d’attente basées
sur les compétences (ou skill-based), on se propose, dans cette Section de les définir et d’introduire
les principales notations associées. Le modéle d’appariements général ayant déja été largement introduit
et discuté dans le Chapitre [T} nous nous permettons d’y renvoyer le lecteur et de ne pas faire de rappels
le concernant.

Introduisons tout d’abord une notation préalable,
Définition 34

Pour tout graphe généralisé connexe G = (V, ) et tout sous-ensemble V' < V, on note

IV) = {Tel(G): TV},

P’ensemble des ensembles indépendants de G inclus dans V'.

3.3.1 Modéles d’appariements bipartis et bipartis étendus

Dans cette Section[3.3.1] nous commencons par donner les principales définitions et les principaux résultats
concernant le modéle d’appariements biparti étendu, variante

— du modéle d’appariements général (MG), introduit dans le Chapitre ol le graphe de compatibilités
considéré est généralisé connexe, et pour lequel la zone de stabilité est vide dés lors qu’il est biparti
(ct. Proposition |§| et Proposition E[) - d’ott la nécessité d’introduire un autre modéle d’appariements
spécifique au cas oul le graphe est biparti;

— du modeéle d’appariements biparti (MB), défini dans l'article [I3], puis dans [3], ou les types de
clients et de serveurs entrants sont supposés indépendants - ce qui n’est plus nécessairement le cas
dans le modéle étendu. Quelques éléments concernant les modéles d’appariements bipartis seront
donnés a la fin de cette Section B.3.11

Pour plus de détails sur le modeéle d’appariements biparti étendu, on pourra se référer aux articles [I1]
et [26]. Considérons un graphe biparti connexe G = (V; w Vs, ). A l'instar du modéle d’appariements
général, les classes d’items sont représentées par les éléments de V; et de Vs, et deux items ¢ € V; et
j € Vs, sont dits compatibles lorsqu’il existe une aréte entre i et j. A chaque pas de temps, on fait entrer
deux éléments dans le systéme : un dont la classe appartient & V; et un dont la classe appartient & Vs.
Les couples des classes des éléments arrivants sont alors représentés par la suite (V;,) neNy c’est-a-dire que
pour tout n € Ny, écrire V,, = (i, j) signifie qu'un élément de classe i € V; et un élément de classe j € Vs
entrent tous deux dans le systéme a I'instant n. La suite (Vn>neN* est supposée i.i.d., de loi de probabilité
fi € M(Vy x Vy), ses lois marginales étant respectivement notées fi; et fio. On écrira alors ji = (fi1, ji2).
Le processus d’appariements est le suivant : a ’arrivée de chaque couple (i,7) € V1 x Vs, on regarde s’il
y a (au moins) un élément d’'une classe appartenant & V; dans le systéme qui est compatible avec I'item
de classe j entrant. Si c’est le cas, l'item de classe j susmentionné est apparié avec 'un de ces éléments,
choisi (s’il y en a plusieurs compatibles) selon une certaine politique d’appariements ® donnée, et les
deux éléments quittent alors le systéme. Nous recommencons ensuite exactement la méme procédure avec
I’item de classe ¢ arrivant. Plusieurs situations peuvent alors se présenter :

— Si un seul des deux items entrants (i et j) a trouvé a s’apparier (avec un élément déja présent),
lautre est stocké dans le systéme.

— Si aucun des deux éléments (i et j) n’a pu s’apparier, alors
— soit ils sont compatibles entre eux et s’apparient, avant de quitter le systéme;
— soit ce n’est pas le cas, et ils sont alors stockés tous les deux dans le systéme.

La politique d’appariements ® € POL considérée est supposée étre admissible, c’est-a-dire qu’elle dépend
uniquement des instants auxquels les éléments stockés sont entrés dans le systéme, de leurs classes,
et éventuellement d’un tirage aléatoire indépendant de tout le reste. Par exemple, pour la politique
® = FCFM, on choisit dans le systéme 1’élément compatible le plus ancien, alors que pour ® = ML, on
choisit dans le systéme un élément compatible dont la classe est la plus représentée, les cas d’égalité étant
résolus a 'aide d’un tirage aléatoire. D’autres exemples de politiques d’appariements sont donnés dans la
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Section m ainsi que dans l'article [I1]. Enfin, similairement au cas du modéle d’appariements général,
on dira que l'on étudie le modéle d’appariements biparti étendu associé a (G, P, i) et, pour abréger, on
le notera MBE(G, @, f1).

Définition 35

Pour tout graphe biparti connexe G = (Vy w Vs, £), toute politique d’appariements ® € POL, et toute
mesure de probabilité ji € M(V;, x V,) fixés, on note (Yf’vﬂ)neN la chaine de Markov représentant
Pévolution temporelle du contenu d’un systéme régi par le modéle MBE(G, @, [i). Cette chaine est a
valeurs dans un espace d’états, noté Y, inclus dans Vi x V3.

Enfin, parallélement a (1.5)),
Définition 36
Pour tout graphe biparti connexe G = (V1 w Vs, &) et toute politique d’appariements ® € POL,

I'ensemble des mesures ji € M(V; x V,) pour lesquelles le modéle MBE(G, ®, ji) est stable est appelé
sa zone de stabilité et est défini par

STABug (G, @) = {ie M (V1 x Va) : (Y, F est récurrente positive} .

)nEN

Le Lemma 3.2 de [I1] assure que, pour toute politique d’appariements ® € POL, STABgz (G, ®) est inclus
dans ’ensemble

o1 s~ Tov v SR I BEED |

et le Theorem 7.1 de [I1] garantit que les ensembles STABg5(G, @) et NCONDg;(G) coincident pour & = ML.

Les modéles d’appariements bipartis, introduits initialement dans [I3], sont définis de maniére similaire
aux modeles d’appariements bipartis étendus, excepté que la mesure [i est supposée étre sous une forme
produit i = i1 ® fiz, c’est-a-dire que les classes des deux éléments de chaque couple entrant sont in-
dépendantes. Similairement au cas du modéle d’appariements biparti étendu, on dira que ’on étudie le
modele d’appariements biparti associé & (G, P, iy ® fiz) et, pour abréger, on le notera MB(G, ®, i1 ® fi2).
De méme que pour les modéles précédents, on définit la zone de stabilité associée par

STABy(G, @) = {fi = iy ® iz € M (V1 x V) : (Y21, ey est récurrente positive} .

Le Lemma 3.2 de [11] assure encore, en particulier, que pour toute politique d’appariements ® € POL,
STABg (G, ®) est inclus dans ’ensemble

(3.8)

NCOND,(G) = {,1 — [ ® iz e M (V1 x Vo) : { Vhoe IV i (3) < 2 (8(T1)) }

VI € IV)\{V2}, fio (T2) < fu (€ (Z2))

Enfin, il est démontré dans [3] que les ensembles STAB; (G, @) et NCOND,(G) coincident pour ¢ = FCFM.

3.3.2 Modéles d’appariements généraux avec abandons

Intéressons-nous a présent aux modeéles d’appariements généraux (en temps continu) avec abandons,
comme introduit dans [22]. Ces modéles sont définis de la méme maniére que les modeéles d’appariements
généraux (en temps continu) classiques, excepté que G = (V,£) est un graphe (simple) connexe, et que,
pour un sous-ensemble fixé de V, noté Vi, les éléments de V\V; ont une durée de vie aléatoire finie dans le
systéme, aprés lequel ils le quittent immédiatement s’ils n’ont pas déja été appariés avant. L’ajout de cette
caractéristique spécifique est adaptée a diverses applications concrétes pour lesquelles les éléments partent
du systéme lorsqu’ils ont attendu trop longtemps sans avoir été appariés. Par exemple, cet abandon peut
représenter le décés d’un patient en attente d’une transplantation d’organe, 'expiration d’un organe qui
n’a pas été transplanté suffisamment rapidement, le retrait d’une candidature & un emploi, & un logement,
etc.

Le Theorem 3.2 de [22] assure que, pour tout graphe G = (V,€) et toute politique d’appariements
® € POL, la zone de stabilité de ce modéle est incluse dans ’ensemble

NconD); (G) = {pe M (V) : VI e I(W1), p(Th) < p(€(Th))}, (3.9)
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et que les deux ensembles précités coincident dés lors que ® est une politique de type Max-Weight (Mw)
- et donc, en particulier, lorsque ® = ML.

La condition d’appartenance a I’ensemble NCOND{S1 (G) étant la restriction de la condition aux classes
de sommets ne pouvant pas abandonner (c’est-a-dire V), c’est donc un sur-ensemble de NCOND™ (G).
Enfin, en utilisant un argument de normalisation, on remarque que les mémes résultats sont encore
valables dans le cas de modéles d’appariements généraux avec abandons (en temps discret), en remplagant
I’ensemble NCOND{;1 (G) par 'ensemble de lois de probabilité

NCONDy, (G) = {ie M (V) : VI € I(V1), i (Z1) < i (E(Th))} . (3.10)

3.3.3 Files d’attente basées sur les compétences (ou skill-based)

On s’intéresse au modele défini dans [31]], considérant des tdches (ou clients) et des serveurs de différents
types. Fixons un graphe biparti connexe G = (V7 w V5, &), ot V; représente les classes de taches et
ou Vs, représente les classes de serveurs. Pour chaque i € Vi, les arrivées de taches de type i se font
selon un processus de Poisson d’intensité u(i) (indépendant des processus de Poisson par lesquels entrent
les taches des autres types). Les taches de chaque type requiérent des temps de service i.i.d., de lois
exponentielles de paramétre 1. Les régles de compatibilité sont les suivantes : chaque serveur de type
J € Vo ne peut s’occuper que des taches dont le type appartient a ’ensemble £(j) et ce, au taux y(j) > 0
(indépendamment, done, de la classe de la tache de £(j) a s’occuper). De maniére similaire, les taches de
type i € V1 peuvent seulement étre réalisées par un serveur dont la classe appartient a ensemble £(7).
On notera p = (u(1),...,u(V1]) et v = (v(1),...,7(]V2])), et ces deux éléments seront vus comme des
mesures de M (V1) et M(Vs), respectivement.
Le processus d’appariements est le suivant : des clients entrent dans la file d’attente et sont choisis (par
des serveurs compatibles) selon la régle de décision First Come, First Served (FCFS). Cependant, lorsque,
pour une tache i € V; fixée, plusieurs serveurs compatibles (c’est-a-dire, appartenant a ensemble (7))
sont inoccupés, le serveur est choisi, au hasard, parmi eux.
Par ailleurs, le Theorem 2 de [31] assure que le modéle ne peut étre stable que si la mesure p appartient
a I’ensemble

NCONDmJ;l,»y(G) = {pe MOVy) VI e I(Vy), p(Th) < v(E(Th))}, (3.11)

et que cette condition est également suffisante si I’attribution aléatoire des taches suit une certaine condi-
tion d’affectation (ou assignment condition) donnée - voir la Section 3.6 de [31I]. De plus, il est aussi
démontré, dans [4], que 'ensemble NCOND{SIW(G) coincide avec la zone de stabilité des modeles de files
d’attente ayant la méme structure mais pilotées, cette fois-ci, par la politique First Come, First Served
- Assign the Longest Idling Server (FCFS-ALIS), c’est-a-dire que les clients patientant dans la file d’at-
tente sont choisis par des serveurs compatibles selon la régle de service FCFs, mais que, dans le cas ol
plusieurs serveurs compatibles sont inoccupés a l'arrivée d’un client, celui qui sera affecté est celui qui
était inactif depuis le plus longtemps (ALIS). Fait intéressant, il a été démontré dans la littérature que les
deux modéles évoqués ci-dessus ont alors la méme distribution stationnaire (donnée sous forme produit).
Par construction, remarquons par ailleurs que ’ensemble NCOND{SM,Y(G) peut étre vu (lorsque G est bi-

parti) comme le sous-ensemble de NCOND{S1 (@) ne contenant que les mesures dont la restriction a Vs est .

Les files d’attente dites multi-classes/multi-groupes (ou multi-class/multi-pool, en anglais) présentées dans
Particle [14], généralisent ces modeles de files d’attente de la fagon suivante :

— Pour tout j € Vs, il y a s; € N, serveurs indistinguables de classe j.

— Le temps de service d’un client de classe i € V;, lorsqu’il est servi par un serveur de classe j € Vs,
est donné par une loi exponentielle de parameétre v((,5)) > 0, qui peut donc dépendre a la fois de
i et de j.
Il est démontré dans [30] que, pour toute mesure v € M(E) et tout vecteur (s;)jev, € (Ny)¥2, la zone de
stabilité du modéle est incluse dans I’ensemble de mesures

Vie Vi, p(i) = > v((i,4))s;m((3, 7))

NCONDS™ (G) = { e M(V1) : 3m e M(E) t.q. Vievs S {@?)) 1 ,(3.12)

1€V,

pour un ensemble de politiques de service (déterminant les classes de clients que les serveurs disponibles
choisissent de servir) et de controles des admissions (permettant de décider les classes des serveurs avec
lesquels les clients arrivants seront affectés) appelées politigues SBR. De plus, il est également prouvé
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dans [30] que la zone de stabilité est précisément NCONDET%S(G) dés lors que la politique Mazimum
Pressure Policy (MPP) est utilisée - une telle politique est dite de débit optimal.

3.3.4 Vers une caractérisation exacte des zones de stabilité

Dans tous les modeéles d’appariements et de files d’attente déja présentés (excepté pour les files d’at-
tente multi-classes/multi-groupes de la Section , les zones de stabilité sont incluses dans (et parfois
coincident avec) des ensembles de mesures ayant approximativement la méme forme, et qui rappellent la
condition de Hall (cf. [21]). Ils sont respectivement donnés par , , , , 7 , et
(3.11). Dans tous ces cas, il doit donc étre vérifié que, pour tout ensemble indépendant (potentiellement
dans un sous-ensemble donné de sommets), la mesure de cet ensemble doit étre inférieure a la mesure
de I’ensemble de ses sommets voisins. Garantir la stabilité, pour des taux d’arrivées donnés et pour une
politique d’appariements fixée, revient & vérifier cette condition pour tous les ensembles indépendants,
tache qui devient de plus en plus difficile & mesure que le nombre de sommets du graphe de compatibi-
lités G grandit. Plus précisément, la Proposition 1 de [24] (respectivement, la Proposition 3.5 de [I1])
assure que vérifier qu’une mesure ji € M(V) donnée appartienne 4 I’ensemble NCOND(G), défini par
(respectivement, qu'un mesure i € M(V; x V,) donnée appartienne a Iensemble NCONDgz(G), défini
par (3.7)), peut se faire en O(|V|?) opérations. Dot la nécessité de caractériser et, si possible, de fournir
une procédure de construction (simple) des mesures appartenant a ces ensembles. Le Théoréme [2[ & venir
montre que si G' n’est pas biparti, alors NCOND(G) coincide avec W(G), et que si G est biparti, alors
fi € NCONDys(G) < € W(G), deés lors que p(Vi) = pu(V2) (cf. (3.42)). En d’autres termes, toute mesure
qui pourrait rendre stable le systéme étudié peut étre obtenue simplement en assignant des poids aux
arétes du graphe (généralisé) considéré. Réciproquement, toute mesure construite de cette fagon permet
de rendre stable certains systémes (cf. Corollaire [2| et Corollaire [3)).

3.4 Reésultats

Dans cette Section nous caractérisons les zones de stabilité de différents modéles d’appariements (ou
de files d’attente), parmi lesquels ceux introduits dans la Section Ces caractérisations constitueront
les principaux résultats du Chapitre [3] Nous verrons que ces zones coincident avec des ensembles de
mesures & poids, qui correspondent, quant & eux, a des ensembles de mesures invariantes réversibles pour
des marches aléatoires pondérées sur les arétes de graphes généralisés (cf. Proposition . Présentons a
présent le résultat majeur de ce Chapitre [3]

Théoréme 2

N Soit G = (V, ) un graphe généralisé connexe tel que |V| = 2.

Alors, I'ensemble des mesures & poids W(G), défini par , coincide avec
— D’ensemble NcOND™ (@), défini par , si G n’est pas un graphe biparti;
— Densemble

N e | A P <hE |

si G est un graphe biparti, et ou (V1,Vs) est la bipartition de V.

Démonstration: Une preuve du Théoréme [2] est donnée dans la Section [3:7} |

Il suit directement du Théoréme [2] que, dans le cas ot G est un graphe généralisé connexe qui n’est pas
biparti (et qui posséde au moins deux sommets), ensemble de mesures de probabilité NCOND(G), défini

par (1.9), coincide avec I'’ensemble W(G), défini par (3.4).

Une des principales conséquences du Théoréme |2 est la suivante,
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gorollaire 2

Pour tout graphe généralisé connexe G = (V,E) qui n’est pas biparti (avec |V| = 2) et toute
mesure pu € M(V), les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) p est invariante réversible pour une marche aléatoire sur &.
(#4) p est une mesure a poids, c’est-a-dire qu’il existe une famille de poids o € M(E) telle
que, pour tout i € V, (i) = p*(2). On note pu € W(G).
(#it) Pour toute politique maximale généralisée ® € POL, la loi de probabilité i = ﬁ
appartient a I’ensemble STAB(G, ®), c’est-a-dire que le modéle MG(G, ®, i) est stable.

(iv) Pour toute politique maximale généralisée ® € POL, la mesure p appartient a ’ensemble
STABT (G, ®), c’est-a-dire que le modéle MG (G, P, 1) est stable.

Démonstration: Une preuve de ce résultat est fournie dans la Section [3.8] |

Exemple 5

Considérons le graphe généralisé pondéré G = (V,E), représenté par la Figure
L’ensemble des ensembles indépendants de G est

H(G) = {{2}7 {3}7 {4}}»

et ainsi,

Ncoxn*(G) = {u e M) u2) < B ) < p(@) + (), ot pla) < p(@) + u(3)} |

On assigne la famille de poids oo = (11, 01,2, @2 3, @24, a3.4) = (a,b,¢,d, e) € M(E) aux arétes de G,
et la mesure a poids p® € W(G) associée est alors donnée par

p(l) =a+b;
p*2) =b+c+d;
pe3) =cte;
u*4) =d+e

Le Théorémelz assure que toute mesure & poids u® € W(G) appartient a I’ensemble NCOND ™ (G). De
plus, le Corollairelz garantit que, pour toute famille de poids o € M(E) et toute politique maximale
généralisée ® € POL - en particulier, pour FCFM (cf. Théoréme ou certaines politiques de type
Max-Weight Mw (cf. Theorem 4.7 de [7]), les modeéles MG(G, @, i*) et MG (G, P, u®) sont stables.
Réciproquement, toute mesure rendant stables ces modeéles peut étre construite de cette maniére.
Par ailleurs, pour toute famille de poids o € M(E), la mesure u* est invariante réversible pour la
chaine de Markov sur I'ensemble {1,2,3,4} dont les transitions sont données par

Pe(1,1) = a+b ; P*(1,2) = a+b ;

P(2,1) =b+c+d’Pa(2 3)_ rera s PU24) = i
Pa(332) = c+e ; Pa(3 4) - c+e ;

P(4,2) =55 PO(4,3) = 752

De plus, toute mesure invariante réversible pour une marche aléatoire sur les arétes £ de G peut étre
construite de cette fagon.
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FIGURE 3.1 — Graphe généralisé pondéré G.

Définition 37
Pour tout graphe biparti connexe G = (V = V) w V,, &), & toute mesure p € M(V) sont associées les
mesures fi; € M(V1) et jia € M(V2), définies par

u’“zgl)),ievl et ﬂg(j)ém,jeVQ, (3.13)

ainsi qu’une mesure de probabilité i = (fi1, fia) € M(V; x V,) admettant i, (respectivement, fio)
comme premiére (respectivement, seconde) marginale.

II>

fi1 (4)

Le résultat suivant s’appuie sur le Théoréme

gorollaire 3

Pour tout graphe biparti connexe G = (V = V; w Vs, ) et toute mesure u € M(V) vérifiant
p(Vy) = p(Ve), les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) p est invariante réversible pour une marche aléatoire sur &.

(#4) p est une mesure a poids, c’est-a-dire qu’il existe une famille de poids o € M(E) telle
que, pour tout i € V, p(i) = p*(2). On note p € W(G).

(iii) Toute mesure ji € M(V) x Vy) associée & u (par la Définition appartient a
STABgs(G, ML), c’est-a-dire que le modeéle MBE(G, ML, [i) est stable.

(iv) Toute mesure fi = ji1 ® iz € M(V1 x V) associée a u (par la Définition appartient
a STABy (G, FCFM), c’est-a-dire que le modeéle MB(G, FCFM, [i1 ® i) est stable.

Démonstration: Une preuve de ce résultat est donnée dans la Section [3.9] |

FIGURE 3.2 — Graphe biparti pondéré Gj.

Exemple 6

Considérons le graphe biparti pondéré Gy = (V, ), dit « en W », représenté par la Figure
La bipartition (V1,V,) de V est donnée par Vi = {1,2,3} et Vo = {4,5}.
Ainsi,

LGNV Vet = ({1} {23, {31, {43, {5}, {1, 2}, {2, 3}, {1, 3}, {1, 5}, {3, 4},

et donc,

NSHG) = {pe M(V) : p(1) + u(2) + p(3) = p(4) + u(5), p(1) < p(4),
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1(3) < p(5), p(1) + p(2) < p(4) + p(5), n(2) + p1(3) < p(4) + p(5),
p(4) < p(1) + u(2), u(5) < pu(2) + p(3)}-

On assigne la famille de poids o = (@14, 024, 025,035) = (a,b,¢,d) € M(E) aux arétes de G, et la
mesure a poids u* € W(G) associée est alors donnée par

p(1) =a;
p2) =b+c;
pe(3) =d;
pe4) =a+b;
u*(5) =c+d.

Le Théoréme |2 assure que toute mesure a poids p* € W(G) appartient a Pensemble N} (G). De plus,
le Corollaire |3| garantit que, pour toute famille de poids « € M(E), les modéles MBE(G, ML, i) et
MB(G, FCFM, [if ® [1$) sont stables. Réciproquement, toute mesure rendant stables ces modéles peut
étre construite de cette maniére.

Par ailleurs, pour toute famille de poids o € M(E), la mesure u® est invariante réversible pour la
chaine de Markov sur I'ensemble {1,2,3,4,5} dont les transitions sont données par

Pe(1,4) =1;
PY(2,4) = 2o PY(2,5) = 555
PY(3,5) =1;
Po(4,1) = 2% P*(4,2) = 25 ;
PY(5,2) = 45 P*(5,3) = L.

De plus, toute mesure invariante réversible pour une marche aléatoire sur les arétes £ de G peut étre
construite de cette facon.

Le Théoréme [2] a un intérét pratique immédiat pour le contrdle des admissions dans des systémes régis
par un modeéle d’appariements général (MG ou MG.) (respectivement, biparti (MB) ou biparti étendu
(MBE) - en effet, si on le combine avec 7 présenté plus loin, alors, si G est un graphe biparti,
1€ W(G) < i = (fi1,fiz) € NCONDgs(G) < [ ® fiz € NCONDg(G), des lors que u(Vi) = pu(V2)).
Le Théoréme [2| permet donc de décrire Iensemble exact des taux (ou lois) d’arrivées pour lesquels le
systéme correspondant peut étre stabilisable, et fournit un moyen de construction trés simple de ceux-ci.
En d’autres termes, il permet de calibrer les admissions d’éléments au sein du systéme. Pour cela, il faut
et il suffit de considérer une famille (quelconque) « de poids sur les arétes du graphe de compatibilités
généralisé (respectivement, biparti) connexe G, puis

— dans le cas du modéle général (MG ou MG,), de construire la mesure ji € M(V) (respectivement,
p € M(V)) en fonction de la famille «, & laide de (3.2 (respectivement, (3.I)). Par ailleurs, une
représentation explicite - & une constante multiplicative strictement positive prés - de la famille de
poids a € M(&) vérifiant 1 = g (respectivement, de 'unique famille de poids oo € M(E) telle que
w = p®) sera fournie au Chapitre [4| (cf. Corollaire @7 en tant que simple fonction des proportions
temporelles asymptotiques du nombre d’appariements par aréte du modéle d’appariements général
associé. Enfin, le Corollaire [2] assure, en particulier, que si la politique d’appariements ® € POL
associée au modéle est maximale généralisée (par exemple, FCFM ou ML), alors l’ensemble des
mesures a poids, dont la construction (simple) a été évoquée ci-dessus, coincide exactement avec la
zone de stabilité du modele étudié.

— dans le cas du modele biparti (étendu) (MB ou MBE), de construire la mesure p en fonction de
la famille a, a l'aide de , et enfin de déduire fi de p a aide de , afin d’obtenir (cf.
Corollaire [3)) un modéle d’appariements biparti étendu stable sous la politique ML, ou un modéle
d’appariements biparti stable sous la politique FCFM. Par ailleurs, une représentation explicite - &
une constante multiplicative strictement positive prés - de la famille de poids a € M(E) vérifiant
i = (Af,[i$), ot les mesures fif et g sont définies par (£.10]), sera fournie dans le Chapitre
(ct. Corollaire , en tant que simple fonction des proportions temporelles asymptotiques du nombre
d’appariements par aréte du modéle d’appariements biparti étendu associé.
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Question ouverte : Le Corollaire [2] (respectivement, le Corollaire [3) permet, entre autres, de carac-
tériser la zone de stabilité des modeéles MG (respectivement, des modéles MBE/MB) associés & une poli-
tique maximale généralisée @, comme FCFM ou ML par exemple (respectivement, associés a la politique
ML/FCFM).

o Dans le cas des modeéles MG (respectivement, des modéles MBE /MB), qu’en est-il si la politique ® n’est
pas mazimale généralisée (respectivement, qu’en est-il pour d’autres politiques d’appariements) ¢
Peut-on trouver une caractérisation et une procédure de construction des mesures appartenant aux
zones de stabilité des différents modeéles d’appariements associés ?

Passons a présent a notre second résultat principal,

Théoréme 3
Pour tout graphe connexe G = (V, £) et toute partition non-triviale V1 w Vo de V, I’ensemble
NCOND{S1 (@), défini par (3.9)), coincide avec I’ensemble

W, (G) = {H e M(V) : 3a € M(E) tq. { e Z‘;%?)Z /2(8) } |

Démonstration: Deux preuves différentes de ce résultat seront données dans la Section [3.10]
Une d’elles se basera sur le Théoréme |2| prouvé auparavant, alors que l'autre sera auto-contenue et s’oc-
cupera du cas spécifique ot G est biparti en invoquant la théorie des réseaux de flots (voir [19] pour plus
de détails sur cette théorie). ||

Remarquons qu’il suit du Théoréme |3| que ’ensemble de mesures de probabilité NCONDy, (G), défini
par (3.10)), coincide avec I’ensemble

vie Wi, (i) = i) }
VjeVe, p%(j) < ()
Ainsi, en se rappelant la discussion faite au cours de la Section [3.3.2] les zones de stabilité de certains

modeéles d’appariements généraux avec abandons (en temps discret ou continu) sont ainsi entiérement
caractérisées, et aisées a construire & I'aide des mesures & poids.

{/j e M(V) : Ja e M(€) t.q. {

Revenons a présent au cas ou G = (VywVs, £) est un graphe biparti. En réalité, ’ensemble NCOND{S1 (G),
qui est la zone de stabilité de certains systémes de files d’attente basées sur les compétences (ou skill-
based) (cf. Section ‘3.3.3), défini par (3.11]), apparait comme un cas particulier de NCOND$1 (G), deés lors
que la restriction de la mesure p au sous-ensemble Vs, est fixée et égale a ~y. Le résultat suivant découle
alors immédiatement du Théoréme [3]

Corollaire 4

Pour tout graphe biparti connexe G = (V; w Vs, E) et toute mesure v € M(Vs), 'ensemble
NCONDE,7 (G) coincide avec

fresaom zocanere { G2 25200

Exemple 7 (Suite de I’Exemple @

Considérons a nouveau le graphe « en W » représenté par la Figure |3.2) et fixons des constantes
~v(4) > 0 et y(5) > 0.

Considérons a nouveau les ensembles Vi = {1,2,3} et Vo = {4,5} tels que (V1,Vs) forme une biparti-
tion de V. Alors,

NconDy, (G) = {pe M(V1) : u(1) < ~(4), u(3) <~(5),
(1) +p(2) < y(4) +7(5), 1(2) + u(3) < pu(4) + p(5)}
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Le Corollaire [4 assure alors que I'ensemble ci-dessus peut étre entiérement caractérisé comme étant

(a,b,c,d) € M(E) sur 'ensemble des arétes de G, vérifiant

p(1) = p*(1) =a
w2)= p*2) =b+c
p3)= p*3) =d
p(4) =a+b<y(4)
p*(5) =c+d<y(5).

Le résultat suivant permet maintenant de caractériser la zone de stabilité maximale NCOND\Z’ fy <(G) (voir
la Section [3.3.3) en tant qu’ensemble de mesures & poids sur Vi,

Proposition 30

Soit G = (V1 w Vs, E) un graphe biparti connexe.
Alors, pour toute mesure v € M(E) et tout vecteur s = (s;)jev, € (N,)¥2, P'ensemble
NCOND;l’ : s(G), défini par (3.12)), coincide avec

Vie Vi, p*(i) = p(i)
W e M(V1) :da e M((c;) t.q. Vi€ Vy, Z % <sj

ic€(j)

Démonstration: Pour linclusion <, il suffit de poser a;; = v((4,7))s;7((i,7)) pour tout i € Vi et tout
j € VQ.

L’inclusion O se résout quant a elle en posant 7((i,7)) = ﬁ
2 J

14_j3, pour tout € V; et tout j € V.. M
Dans le cas particulier ou les temps de service ne dépendent que des classes de serveurs et non pas des
classes des clients qu’ils servent (c’est-a-dire que v((7,7)) = v(j) = 3((¢,4)), pour tout (i,5) € &), en
combinant le Corollaire [f] avec la Proposition on obtient directement la caractérisation suivante de la

zone de stabilité maximale NCONDS)! T (G),
1,78

Proposition 31

Soient G = (V1 w Vs, £) un graphe biparti connexe, v € M(Vs,) une mesure et s = (S;)jey, €
(N,)¥* un vecteur.
Considérons les mesures 4 € M(Vs) et ¥ € M(E) définies respectivement par

7(]) = SJ’Y(])v ] € V27

et 3((i,7)) (), (i,4)€€&.
Alors, les trois ensembles suivants coincident :

0510 2 o *
— la zone de stabilité maximale NCOND{SI’ 7.5

(G);

— Dlensemble NCOND\JSI’&(G) g

— l’ensemble {u e MVy) : dJae M(E) t.q. { :;Ee]{}; l;a(é))zﬁggg(j) }

I'ensemble des mesures y € M (V1) pour lesquelles il existe une famille de poids o = (1 4, Q2. 4, Q2 5, i3 5) =
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3.5 Preuve de la Proposition

Le résultat (2.15) de la Proposition [25] correspondant a 'équivalence (v) < (vi), et les assertions (i) <
(1), (it) < (iv), et (it) = (i) étant évidentes, il suffit de prouver I’équivalence (ii) < (vi) et I'implication
(#) = (it) pour conclure la preuve.

3.5.1 Preuve de I’équivalence (ii) < (vi)

Démonstration: Considérons un cycle généralisé connexe G = (V, £) de taille n > 2, et rappelons (cf. (1.10))
que
NconD™ (G) = {ue M(V) : ¥Z e I(G), u(T) < u(E(T))}.

Ainsi, par définition de pdeg,

ttdeg € NcoND ' (G) = VT € 1(G), Z deg(i) < Z deg(4).
i€l JEE(D)

Fixons un ensemble indépendant 7 € I(G).
Alors, comme G est un n-cycle, que Z < Vg (cf. (1.4))), et que |Z| = |E(Z)| = 1 pour n = 2,

Dodeg(i) < D) deg(j) = YD < Y IEG)]

i€ JEE(T) i€l JeE(D)
€D (2-1g) < D) (24 Lyevs) — Lin=g)
ieT JEE(T)

< 2/Z] = [Z] Ljn=g) < 21ED)| + [E(T) 0 Vs| = [E(T)| Lin=z
< 2|7 < 2|1E(D)| + |E(T) n Vs].

Nous sommes donc ramenés & prouver I’équivalence suivante :
[VZ e I(G), 2|Z| < 2|E(Z)| + |E(Z) N Vs|] « [n est impair] ou [Vs # ). (3.14)

= : Par contraposée, supposons [n est pair| et [Vs = JJ].
Notons alors n = 2k, out k € Ny.
En définissant ’ensemble Zo = {0,2,4,6,...,2k —2} = [0;n — 1] n {pairs}, le fait que Vs = J assure
que

o e I(G), |E(Zo)nVs|=0, et &EZo)={1,3,5,...,2k—1} = [0;n — 1] n {impairs},
ce qui, en particulier, donne
Zo| = |€(Z0)| = k.
Ceci conclut la preuve de I'implication = de ([3.14)).

< : Supposons [n est impair] ou [Vs # ). }
Fixons un ensemble indépendant 7 € I(G) < I(G).
Ainsi, en combinant le Lemme {4 avec le fait que Z < Vg,

2 2
E(T)] = 2IT] + |Z A Vs| = N +C2 — 14wt pairt L 75}
(2) (2)
= 2‘I| — NI + CI - 1{n est pair}l{zeﬁ(g)}'
D’ou,

2|Z| < 2|E(D)| + |E(T) n Vs|

= 2|I| <2 (Q‘Il _NI(Q) + Cé2) - 1{n est pair}l{ }) + ‘S(I) N VSl

Tel(G)

< NP £ 214, paiey <20+ 2¢? + |E(T) A Vs|. (3.15)

Zel(G)

11 reste donc & prouver I'inéquation (3.15)),
— Cas 1 : n est impair.
Par construction, ./\/Z(Q) < |Z|, et les quantités Cg) et |E(Z) n Vs| étant positives, le seul cas &

étudier est donc celui ol ./\/'I(z) = |Z|, dans lequel Cg) =1
Ceci prouve alors l'inéquation (3.15)).
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— Cas 2 : n est pair et Vs # .
SiZ¢ ﬁ(G), la preuve est identique & celle du Cas 1.

Supposons alors que Z € ﬁ(G).
Dans ce cas,
N® — 7] et P =1,
et il suffit donc de prouver que |E(Z) N Vs| > 0, c’est-a-dire que £(Z) N Vs # .
En notant n = 2k, ou k € Ny, deux sous-cas se présentent,
— Cas 2.1 :Z = [[0;n — 1] n {impairs}.
Comme Z c V5§ et que Vs # O,

E(T) n Vs = [[0;n — 1] n {pairs} n Vs # &.

— Cas 2.2 : 7 = [[0;n — 1] n {pairs}.
Comme Z < V5§ et que Vs # &,

E(T) n Vs = [[0;n — 1] n {impairs} n Vs # .

Dans les deux sous-cas, £(Z) n Vs # &, et 'inégalité (3.15) est donc vérifiée.
L’équation (3.15) est donc vérifiée dans tous les cas, ce qui conclut. ]

3.5.2 Preuve de I'implication (i) = (v)

Démonstration: Raisonnons par contraposée en considérant un cycle biparti connexe G = (V1 w Vs, E).

Ainsi,
Vi, V2) €I(G)?, EWVi) =Va, et EV2) = V1.
Par I'absurde, supposons que NconND™ (G) # (&, et fixons alors une mesure € Nconp™ (G).
Ainsi,
p(Vr) < p(E€O)) = p(V2) et p(Va) < pu(E(V2)) = n(V1),
d’on,
pV1) < p(V2) < p(V1).
Ceci étant une absurdité, NCONDT (G) = ¢, et cela conclut donc la preuve. |

3.6 Preuve de la Proposition

Les équivalences (i) < (ii1), (ii) < (iv), et I'implication (i7) = (i) étant évidentes, et la preuve de I'im-
plication (i) = (v) étant rigoureusement identique & celle faite pour la Proposition 27] (cf. Section [3.5.2),
il ne reste plus qu’'a démontrer l'implication (v) = (i7) pour conclure la preuve.

Avant de passer & cette démonstration, introduisons quelques éléments préliminaires.

3.6.1 Eléments préliminaires
Définition 38

Pour tout graphe généralisé connexe G = (V, ) et tout sous-ensemble X < V, on définit

Pensemble des arétes de G ayant au moins une extrémité dans X .
Sii e X, on écrit simplement
A(z) = A({i}).

Lemme 6

Pour tout graphe généralisé connexe G = (V, ) tel que |V| = 2, on dispose des trois résultats
suivants :

1. Pour tout X < V, Card(A(X)) < paeg(X), avec égalité si X € I(G).
2. Pour tout X c V, A(X) c A(E(X)).
3. SiZ e l(G) est tel que A(Z) = A(E(Z)), alors E(E(L)) =T.
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Démonstration: Considérons un graphe généralisé connexe G = (V, €) tel que |V| = 2.
1. Fixons un sous-ensemble X < V.
Pour tout i € X, Card(.A(7)) = deg(i), et donc,

%MMMD_%M<UA@>QZH%m_MMﬂ.

1EX 1EX

De plus, si X € I(G), la réunion |J A(Z) est disjointe, et 'inégalité (x) est donc une égalité.

ieX
2. Fixons un sous-ensemble X < V.
L’inclusion & démontrer est alors immédiate par définition de A(X) et de A(E(X)).

3. Fixons un ensemble indépendant Z € I(G) vérifiant A(Z) = A(E(Z)).

Par connexité de G, 'ensemble £(E(Z)) est non-vide, ce qui permet de considérer un élément

ke E(E(D)).
11 existe alors un sommet j € £(Z) tel que k — 7, et ainsi,
(k,j) € A(E(T)) = A(T).
Or, comme j € £(Z) avec Z € I(G),
je L.
Ainsi, k € Z, et donc,
EEX) cT.

L’inclusion réciproque étant évidente par connexité de G, ceci conclut la preuve.

3.6.2 Preuve de I'implication (v) = (i7)

Démonstration: Raisonnons par contraposée en considérant un graphe généralisé connexe G = (V, £), avec

[V| = 2, tel que paeg ¢ NCONDT(G).
Il existe donc un ensemble indépendant Z € I(G) tel que

Haee(T) > paes(E(T)):

Or, par le point 1. du Lemme [6]

Card(A(T)) = paex(T) et praeg(E(T)) > Card(A(E(T)):
Alors, en combinant les assertions et ,

Card(A(Z)) > Card(A(E())).
Le point 2. du Lemme [6] assurant que A(Z) < A(£(Z)), on en déduit donc que
A(T) = AE(D)),
et le point 3. du Lemme @garantit alors que
EEIT) =T

On en déduit immédiatement que

WEN[§WQ=I et ﬁ“%@:ggﬂ,

ot on a défini, pour tout ke N, E¥(Z) = £(...E(E(T))...), avec la convention que £%(Z) = Z.

—_——
k fois

La suite de la preuve consiste & montrer que (Z,£(Z)) forme une bipartition de V :
— Comme 7 € I(G) et que G est connexe avec |V| = 2,

I+#G, InED) =g, e EX)+#J.

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

— Pour tout sommet v € V fixé, comme G est connexe et que [V| = 2, la non-vacuité de Z assure que

ik > 1, 3(1}1,...,vk)evk, dieZ, v—vi—v2a—---—vpy—1i€L,

c’est-a-dire
Ik =1, ve D).

Ainsi, par le résultat (3.19),
V=Twé@).

— La décomposition (3.20)) combinée avec le résultat (3.18) garantissent alors que
(u,v)eE=>[ueTetve&(Z)]oulue&(T)etvell

En conclusion, (Z,£(Z)) forme une bipartition de V, et cela conclut donc la preuve.

(3.20)
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3.7 Preuve du Théoréme 2

3.7.1 Cas 1 : G n’est pas un graphe biparti

3.7.1.1 Preuve de l’inclusion W(G) c NconD™ (G)

Cette implication a déja été démontrée dans le Lemma 11 de Darticle [I5], mais uniquement pour des
graphes classiques et connexes. Nous proposons ici une extension de cette preuve au cas de graphes
généralisés connexes,

Démonstration: Soit G = (V, ) un graphe généralisé connexe qui n’est pas biparti (avec |V| = 2).

Rappelons (cf. Définition que, pour tout sous-ensemble de sommets X' < V, Ay désigne I’ensemble
des arétes de G ayant au moins une extrémité dans X.

Fixons une famille de poids a € M(E), ainsi qu'un ensemble indépendant Z € I(G).

Par ’absurde, supposons que A(Z) = A(E(Z)).

Dans ce cas, litem 3. du Lemme [6] assure que £(£(Z)) = Z, qui correspond a .
En reprenant la fin de la preuve de 'implication (v) = (ii) de la Proposition [28] (cf. Section [3.6.2), on
trouve alors que (Z,£(Z)) forme une bipartition de V, ce qui est absurde par hypothése.

Ainsi, A(Z) # A(£(T)), et I'item 2. du Lemme [6] assurant I'inclusion A(Z) < A(£(Z)), on en déduit :

Az & Ag(z),

ce qui permet d’écrire que

Y Y e Y a< Y oas< Y Y a=uED)

i€l eeA; ee Ax e€Ag (1) i€E(T) eeA;

ou I'égalité w provient du fait que Z € I(G).
Ceci conclut la preuve. |

Nous portons I'attention du lecteur sur ’existence d’une démonstration alternative, proposée ci-dessous,
utilisant la notion de marche aléatoire pondérée (définie par (3.6)),

Démonstration alternative: Soient G = (V,£) un graphe généralisé connexe qui n’est pas biparti (avec

|[V| = 2), ainsi qu’'une famille de poids a € M(E).

Fixons un ensemble indépendant 7 € I(G).

La Proposition assurant en particulier que p® est une mesure invariante pour la chaine de Markov
associée a la matrice stochastique P, définie par (3.6)), on a :

pUED) = D, D u ()P, 5)
JEE(T) iV
Z(Zu“(i) + > ut@P ZJ)
JjEE(T) \ieT i€ZLC
=Z,u )P (i, E(T Zu i)P*(1,E(D)).
i€l i€ZL¢

D’ou, comme pour tout i € Z, P*(i,E(Z)) = 1, il s’ensuit que

p(E@) = + ) (P (i, E(D)).

€L
Puis, exactement de la méme maniére que dans la preuve proposée ci-avant, on montre que
Az & Ag(z
ce qui assure l'existence d’une aréte reliant un élément de Z¢ & un élément de (7).

Ainsi, Z u* (@) P*(4,E(T)) > 0, et donc,

p(E@) > p* (D),

ce qui conclut la preuve. |
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3.7.1.2 Preuve de ’inclusion NcoND ' (G) c W(G)

Remarquons que
— la Propositiontrivialise ce résultat dans le cas ot G est un graphe biparti, I’ensemble Nconp ™t (G)
étant alors vide.

— le Corollaire [] qui sera proposé ultérieurement, dans la Section [£.1.6] du Chapitre [4] et qui se base
sur une étude structurelle des appariements au sein d’un systéme régi par le modéle d’appariements
général (MG), fournit une démonstration alternative.

En effet, si 4 € NcoND™ (@), alors I'item 1. du Théorémeassure que /i € NCOND(G) = STAB(G, FCFM),
et le Corollaire |§| assurant (en particulier) que STAB(G,FCcFM) < W(G), 'inclusion NconD™ (G) <
W(QG) s’en déduit directement.

Démonstration: Soit G = (V, ) un graphe généralisé connexe qui n’est pas biparti (avec |V| = 2).
Dans cette preuve,

— on note n le nombre de sommets de G, c’est-a-dire [V| = n.
p(1)
— on identifie toute mesure € M(V) au vecteur de ses coordonnées : e R".

p(n)
— on munit espace vectoriel R™ d’une de ses normes (équivalentes), notée | - |.

Donnons tout d’abord les grandes lignes de la démonstration,

Résumé de la preuve.
Le lemme de Farkas matriciel permet tout d’abord de montrer I'inclusion

Nconp™ (G) {,F ‘ae MBO(S)} . (3.21)

On définit ensuite, pour toute aréte (i,7) € £, Papplication l}i’j} € M(V) de la maniére suivante :

v .
{ 1 sike{ij};
k - .
0 sinon,

ce qui améne & montrer que les ensembles {pu” :@we M>°(£)} et P = { > ai,jlfm-} raE Mzo(g)}
(i,5)e€

coincident, de méme que les ensembles {1 : € M(E)} et Q=<4 > th,',]'].}}i’j} e M(E) p.

(i,5)€€
Ainsi, en prenant l'intérieur des deux ensembles de (3.21)), le fait que £ n’est autre que l'intérieur de P et
que NCoNDT (G) est un ouvert de R™ assure que

Nconpt (@) < {u® : a e M(E)} = W(G),

ce qui conclut la preuve.
Passons maintenant a la preuve détaillée, découpée en plusieurs étapes :

Preuve détaillée.
— Etape 1 : Montrons que NconD™ (G) < {u* : @ e MZ°(€)} :
Considérons la matrice A, indexée par V x &, telle que pour tout couple (v,e) €V x &,

A(v,e) =1 siee A(v), c’est-a-dire si le sommet v est une extrémité de 'aréte e;
A(v,e) =0 sinon.

Raisonnons par contraposée en considérant une mesure p € M(V) telle que
[ {ﬁ:ae/\xﬁ%&}, (3.22)

et définissons
o le vecteur b, = (u(i))iey ;

o pour toute famille @ € M>°(€) fixée, le vecteur xg = (Te)ece-
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Ainsi, pour toute famille @ e M>°(€) fixée,
p=p" e Azg = by,

Az =b,

, d’inconnue un vecteur colonne x in-
z=0

et I’hypothése (3.22) assure alors que le systéme {

dexé par &, ne posséde pas de solution.
Remarquons que la notation x > 0 signifie que z(¢) = 0, pour tout ¢ € [1; |€]]

Faisons maintenant intervenir le résultat général d’analyse suivant, le lemme de Farkas matriciel (se
référer a [18] pour plus de détails),

Théoréme 4 (Lemme de Farkas matriciel)

Soient A une matrice réelle de taille n X k et b un vecteur colonne de taille n.
Alors, un (et un seul) des systémes linéaires suivants posséde (au moins) une solution :

Az =b . .
— le systéme r , d’inconnue un vecteur colonne x de taille k ;
z>=0
t
Ay > . .
— le systéme { t byy< 00 , d’inconnue un vecteur colonne y de taille n.
t
. . . Ay > R . . .
Il s’ensuit donc immédiatement que le systéme { t Z:/y <% posséde (au moins) une solution, ce qui
"

assure la non-vacuité de ’ensemble

€, = {y eRM Ay = 0et D) uli)y(i) < o} .

i€V

Par ailleurs, & la ligne correspondante & 'aréte e dans la matrice *A, indexée par £ x V),

» si e n’est pas une boucle, il y a exactement deux occurrences de la valeur 1, aux positions qui
correspondent aux deux extrémités de e;

» si e est une boucle, il y a exactement une occurrence de la valeur 1, & la position qui correspond
au sommet possédant la boucle e.

On en déduit alors que I’équation ‘Ay > 0 équivaut a :

{ y(2) + y(5) = 0, pour toute aréte e = (4,5) € £5 qui n’est pas une boucle ; (3.23)

y(2) = 0, pour toute boucle e = (3,7) € &s.

De par sa non-vacuité, choisissons un élément de &, dont la valeur absolue prend le minimum de
valeurs différentes, et notons-le y*.
Formellement, si pour tout vecteur v = *(v(1),...,v(n)), on note |v| = ‘([v(1)|,..., |v(n)]) et T(v) =
{v(1),...,v(n)}, alors
y* € argmin(Card(3(|y|))), (3.24)
YyeEE,,
et discutons maintenant les cas selon le cardinal de ’ensemble J(|y*|),
— Cas 1: Card(3(|y*])) = 1.
En notant J3(|y*|) = {a}, alors J(y*) < {a, —a}, et comme y* s 0}y, (oi1 Oy, est le vecteur nul
de taille |V|), on a: a > 0.
Notons maintenant Vy = {ie V:y*(i) =a} et V- = {i e V:y*(i) = —a}.
En tant qu’élément de €, les contraintes que vérifie y* sur les arétes (cf. ) assurent que

EV_) c Vs, (3.25)
et, comme Y. u(i)y* (i) <0,

u(Vs) < (Vo). (3.26)

D’ou, en combinant (3.25) et (3.26)),
HEV-)) < u(vo),
et, comme (3.23) garantit que V_ € I(G), il suit que
u ¢ Nconn™ (G).
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— Cas 2 : Card(3(|y*])) = 2.
Dans ce cas, notons

> p > 0 la plus grande valeur de J(|y*|);
> ¢ > 0 la deuxiéme plus grande valeur de J(|y™*]).

Considérons les ensembles V{ = {ie V:y*(i) = p} et VP = {ie V:y*(i) = —p}.
A nouveau, vu les contraintes que vérifie y* € €, sur les arétes (cf. (3.23)), et comme p est la
plus grande valeur de J(|y*|),

E(WVP) )Vt (3.27)

d’om,
p(EWR)) <u(Vh). (3.28)
Par I’absurde, supposons maintenant que pu(V}) > u(V?), et définissons alors le vecteur y; € R"

(i) =¢q siieVh;
tel que { 11(7) = —¢ site VP
y1(i) = y*(i) sinon.
Montrons tout d’abord que y; satisfait encore aux conditions de contraintes sur les arétes :
e Fixons une aréte e = (i,5) € £ qui n’est pas une boucle, et présentons les différents cas
possibles (limités par la condition ) dans le tableau suivant :

i€V jEVY yi()) + () =2¢=>0
ie V) jeV? (@) +y1(j) =¢—q¢=0
ieVy J¢ VL Ve () +yi) =g+y*(G) =0
i (VEVPY [ VEVEL | 0n() +91(d) = v () + 4™ (4) = 0, car y* € &,

Ainsi, pour toute aréte e = (4,j) € £ qui n’est pas une boucle,
y1(1) + y1(5) = 0.

e Fixons une boucle e = (i,i) € Es, et présentons les différents cas possibles (limités par la
condition (3.27))) dans le tableau suivant :
eV y1(i) =q¢=0

i¢ (VLV} || 11(d) = y*(i) > 0, car y* € €,

Ainsi, pour toute boucle e = (i,1) € &s,

y1(i) = 0,

et ceci conclut le fait que y; satisfait encore aux contraintes (3.23)).

De plus,
D@y (i) = . p@)y* (@) = D] @) y* @) — 1 (D)
eV 2% eV
= D ul@y ) = | Y s E) — @) + . p@)y*6E) - yii)
i€V eVt ieVP
= > u@y* @O —p-q) (e (Vi) —u (V")) <0,
&/_/ >0, par hypothése

<0, car y*e@,l,

ce qui garantit finalement que
Y1 € @M.

Cependant, par définition, J(|y1]) = T(|y*|)\{p}, et ceci implique donc que
Card (3(|y1])) < Card (3(ly™])) ,

ce qui est absurde par construction de y* (cf. (3.24)).
On en déduit donc que

n(Vh) < p(V¥),
et l'inégalité (3.28) assure alors que

n(EMWE)) < p(Vl).
Enfin, les contraintes (3.23)) garantissent que V¥ € [(G), et il suit donc que

u¢ Nconn™ (G).
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Finalement, dans les deux cas, u ¢ NcoND™(G), et ceci conclut donc I'Etape 1.

— FEtape 2 : Montrons que NCOND™ (G) est un ouvert de R™ :
Tout d’abord, I'identification de M (V) & R™ assure que NcoND (G) peut étre vu comme un sous-
ensemble de R™.
De plus,

pe Ncond™ (@) & VI e I(G), u(E(T)) — w(Z) >0
spe () £ ®RD,
Zel(G)

. fr : R" — R
ouVZ € I(G),

@ wooe uED) - p@),
Or, pour tout Z € I(G), fz étant une forme linéaire sur un espace vectoriel de dimension n < +00,
elle est continue, et il s’ensuit donc que Nconn™(G) = (] f;'(R}) est un ouvert de R™ en tant

Zel(G)

qu’intersection finie (car G posséde un nombre fini de sommets) d’ouverts (images réciproques d’ou-
verts par des applications continues) de R™.

Maintenant, pour toute aréte (,j) € £, on définit 'application IYM} € M(V) de la maniére suivante :

1})’%3'} A {Ov 1}
b 1 sike{ij};
0 sinon.

Ceci nous permet de définir les deux sous-ensembles de M (V) suivants :
Pl N @l aeMOE)y et Q={ Y il ae ME)
(i,5)e€ (1,5)e€

— Etape 3 : Montrons que {u* :ae M%&)} =Pet {u* e M(E)} =90 :

Considérons une famille @ € M>°(€) et fixons un élément k € V.

Alors,
—_ v — v — v — —
Mok = ) @R+ ) @dlia(k) = ) Gy + Gkklikevs)
(ind)e€ (ig)ee (iniyee s<elh)
1#£] J
= > Ay = po(k).
jeeth)

Exactement de la méme maniére, on montre que, pour toute famille de poids a € M(E) et tout
élément ke V, Z Ofi’j].}}iyj}(k‘) = p*(k).

(4,4)€€
Ainsi,

{HE:HGM>O(E)}:‘J3 et {1 :ae M(E)) = 1.

— TEtape 4 : Montrons que Pintérieur de 8 est 9, c’est-a-dire int () = P=0:

— Etape 4.1 : Montrons que ‘13 c:

Considérons un élément z € ‘B
On peut donc trouver un réel r > 0 tel que

BH."(:L', T’) C &B, (329)

ou By (z,7) = {y e R" : |y — z|| < r} est la boule ouverte centrée en x et de rayon r.

Considérons maintenant une famille de réels (e; ;)¢ jjee vérifiant

r

”w—l

V(i,j) €&, 0<e;; <
V
{i,5}

, (3.30)

et construisons une famille de vecteurs (y:,5)(,j)ee < M(V) telle que

V(i,j) €€, yij = (1 + i)z — i1y 5
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Les assertions (3.29)) et (3.30) assurent alors que
V(’L,j) € 61 Yij € S'Bv
ce qui permet d’écrire que

V(i,j) €E, yij = Z ak[ l{k“ ona™ e M>°(€ £).
(k,0)eE

Maintenant, en écrivant
Yis + €51l
et en faisant la moyenne arithmétique de ces quantités, on a :

%
s L D Yij + €515
|€| 1+es;

(i,5)e€

)y az(f’ej)l{k,e}> +eill)

i Z ((k,é)eé‘

|€| (4,5)€€

1465

1 y (i) 4V
> ElTe) cilligy+ O i1y
(i,5)€€ b (k,0)e€

—(i,5)
&y A 0 v
= , + 71 k.l
BT ) o 2 2 e
£ EW
1,] "z
= , + 71 k.l
(Z) EEEnRE (ZHZ) €1 +eiy)
—(k,0)
Z _ Eij 1 n Z Z i,j 1Y .
€11+ e0y) 7 €11+ ere) |77

(i,4)€€ (2,5)e€ \ (k,0)e€E

k0

Cig i v
ETha+an " o | g
(i%]eg IEI(1 + &5,5) (k,%leg IEI(1 + €xe) {3}
>0
ce qui assure en particulier que x € 9, et ainsi,
P (3.31)

— Etape 4.2 : Concluons I’Etape 4 :
Par construction, Q B, et 'inclusion (3.31)) assure alors que

PcQcP. (3.32)
Ainsi, en considérant 'intérieur des ensembles de (3.32)), le fait que Q soit un ouvert de R"
assure que

f-d-0,

ce qui conclut I'Etape 4.

Résumons maintenant les résultats obtenus lors des quatre étapes précédentes :
1. Nconn™(G) < {u™ :ae M>°(&)};
2. NconD1(G) est un ouvert de R™;
3 AuT rae MPO(E)} =Pet {u*:ae M)} =9Q;
4. int(P) = P =9
Nconp™ (@) = int (Nconn ™ (G)) < int ({/F c@e MZO(E’)}) (par 1. et 2.)
—P=9={u":aeM(E)}=W(G) (par 3. et 4.),

et ceci conclut la preuve. |
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3.7.2 Cas 2 : G est un graphe biparti
3.7.2.1 Un lemme préliminaire

Enongons & présent un résultat préliminaire,

Eemme 7
Pour tout graphe biparti connexe G = (V = V; w Vs, E),
VI e IV)\W1}, e (Th) < p(E(Th))

NS(G) = {neMYV):{ VL e IV )\DVa}, 1 (T2) < (€ (T2))
p(V1) = p(V2)

Démonstration: Soit G = (V = V; w Vs, E) un graphe biparti connexe.
L’inclusion c étant triviale, concentrons-nous sur ’inclusion réciproque.
Pour ce faire, considérons une mesure p € M(V) appartenant a I’ensemble de droite et fixons un ensemble
indépendant Z € I(G)\{V1, V2}.
Par connexité de G, remarquons tout d’abord que Z n' V1 # Vi et Z n Va # Va.
Ainsi,
WI) = w(Z V1) + (I V) < w(E(T V1)) + p(E(Z 0 V2))
= WD) N V) + u(E(Z) n V1) = u(E(T)),

et ceci conclut la preuve. [ |

3.7.2.2 Preuve de l’inclusion W(G) c NF(G)

Démonstration: Soit G = (V = Vi w Vs, £) un graphe biparti connexe.
Fixons une famille de poids a € M(E), ainsi qu'un ensemble indépendant Z; € I(V1)\{V1}.
Par construction, (Z1,£(Z1)) ne forme pas une bipartition de V, et le méme raisonnement que celui fait
dans la premiére preuve de la Section [3.7.1.1] assure donc que

p*(Th) < p® (E(Th)).
Symétriquement, pour tout ensemble indépendant Z, € I(V2)\{V2},

1O (T2) < 1° (E(T2)).
Enfin, le résultat (3.5) fournit I’égalité
p* (Vi) = (Va),

et le Lemme[7] conclut alors la preuve. |

3.7.2.3 Preuve de l’inclusion NV (G) c W(Q)

La preuve proposée ci-dessous s’inspire trés largement de celle déja faite dans le cas ot le graphe G n’est
pas biparti (cf. Section .

Par ailleurs, remarquons qu’'une démonstration alternative, se basant sur une étude structurelle des ap-
pariements au sein d’un systéme régi par le modeéle d’appariements biparti étendu (MBE), sera proposée
ultérieurement, dans la Section [£.2.2) du Chapitre [4

Démonstration: Soit G = (V = V1 w Vs, ) un graphe biparti connexe, et notons n = |V|.
Fixons une mesure p € M(V) telle que

e (i ae M)},

et définissons
o le vecteur b, = (u(i))iev ;

o pour toute famille @ e M>%(£) fixée, le vecteur Ta = (Gc)ecs-



3.7. Preuve du Théoréme 2

En faisant exactement le méme raisonnement que dans la Section[3.7.1], il suit du lemme de Farkas matriciel
Ay =0
Yy =

thy < 0 posséde (au moins) une solution, ce qui

(se référer a [I8] pour plus de détails) que le systéme {

assure la non-vacuité de ’ensemble

¢, = {y eRY :tAy > 0et 2 p(@)y(i) < O} :

2%
Remarquons que ’équation *Ay > 0 équivaut a :
V(i,j) €€, y(i) +y(j) = 0. (3.33)

De par sa non-vacuité, choisissons un élément de &, dont la valeur absolue prend le minimum de valeurs
différentes, et notons-le y*.
Formellement, si pour tout vecteur v = ‘(v(1),...,v(n)), on note J(v) = {v(1),...,v(n)}, alors

y* € argmin(Card(3(|y|))), (3.34)

yeE,,
et discutons maintenant les cas selon le cardinal de 'ensemble J(|y*]),
— Cas 1: Card(3(Jy*])) = 1.
En notant J(|y*|) = {a}, alors J(y*) < {a, —a}, et comme y* # 0}y, (par construction), on a : a > 0.
Notons maintenant Vy = {i € V:y*(i) = a} et Vo = {ie V:y*(i) = —a}.
En tant qu’élément de €, les contraintes que vérifie y* sur les arétes (cf. (3.33)) assurent que

sV vy, (3.35)
et, comme }; u(i)y* (i) < 0,
- BV < (V). (3.36)
D’o1, en combinant et (3.36)),
wEW-)) < p(V-). (3.37)
Comme garantit que V_ € I[(G), si V_ ¢ {V1,V-}, il suit de que
né NS (G).
Enfin, si V_ € {V1, >}, 'assertion assure également que
we N (G).

— Cas 2: Card(3(|y*[)) = 2.
Dans ce cas, notons
> p > 0 la plus grande valeur de J(|y*|);
> ¢ = 0 la deuxiéme plus grande valeur de J(|y*|).
Considérons les ensembles V{ = {ie V:y*(i) = p} et V2 = {i e V: y*(i) = —p}.
A nouveau, vu les contraintes que vérifie y* € €, sur les arétes (cf. ), et comme p est la plus
grande valeur de J(|y*|),
gV Ve, (3.38)
d’ou,
p(EWr)) <u(Vh). (3.39)

Fait intéressant pour la suite, remarquons que
VP ¢ {V1,Va}. (3.40)

En effet, sans perte de généralité, supposons par ’absurde que V¥ = V.
Dans ce cas, E(VP) = E(V1) = Vs, ce qui, par (3.38), assure que V> < V¥, et, ainsi, I(|y*]) = {p}, ce
qui est absurde dans le cas étudié.

Par I'absurde, supposons maintenant que p(V%) > u(V?), et définissons alors le vecteur y; € R™ tel
(1) =¢q siieV?;
que 1 y1(i) = —q siieV?;
y1(i) = y*(i) sinon.
Montrons tout d’abord que y; satisfait encore aux conditions de contraintes sur les arétes.
Pour ce faire, fixons une aréte (i,j) € &, et présentons les différents cas possibles (limités par la
condition ) dans le tableau suivant :
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ie V¥ jeV” yi(i) +31(j) =29 >0
i€V jeV? vi(i) +1(j)=qg—g=0
ieVy Je Vv (l)+y1( )=q+y*(j) =0
i (VL VEY [ ¢ {(VEVE [ ()+y1(3) y (i) +y*(j) >0, car y* € €,

Ainsi, pour toute aréte (i,j) € &,
yi(@) +91(4) = 0,
et y1 satisfait donc encore aux contraintes (3.33)).

De plus,

D)y (i) = Y. pl = 3 (@) (™ 6) — y1(3))

eV eV i€V

= 2 u@y* @) — | D p@@EE) = @) + Y @6 —yi0)

i€y ieVh iev?
= D@y @) - (p—a) (n(V}) —u(V?)) <0
&V—/ >0, par hypothése

<0, car y*e@u

ce qui garantit finalement que
Y1 € G#'

Cependant, par définition, J(|y1|) = T(|y*|)\{p}, et ceci implique donc que

Card (3(|y1])) < Card (3(|y™|)),

ce qui est absurde par construction de y* (cf. (3.34)).
On en déduit donc que
(V%) < u(V?),

et 'inégalité (3.39) assure alors que

w(EMWL)) < p(Vh).
Enfin, les contraintes (3.33) garantissant que V? € I(G), il suit donc de (3.40) que

g N (G).
Finalement, dans les deux cas, 1 ¢ N (G), et on a donc prouvé, par contraposée, Iinclusion
NG < {;F ‘a@e /\/Po(g)} ‘ (3.41)
De maniére analogue au cas ou le graphe G n’est pas biparti (cf. Section [3.7.1.2), en se placant dans
I'hyperplan affine H = {u € M(V) : u(V1) = u(V2)}, on peut montrer que Ny (G) est ouvert, et le passage
a lintérieur dans l'inclusion (3.41) assure alors que
N (G) < (1 s a e M(E)} = W(G),

ce qui conclut la preuve. |

8 Preuve du Corollaire [2

— L’équivalence (i) < (it) découle de la Proposition

— Fixons un graphe généralisé connexe G = (V, &) tel que |V| = 2, ainsi qu’une politique maximale
généralisée ® € POL.
Alors, le Théoréme [2] et la définition d’une politique maximale généralisée (cf. Définition per-
mettent d’écrire les équivalences suivantes :

e W(G) < ue Ncond™ (G) < fi e NCOND(G) < [i € STAB(G, ®),

et I’équivalence (i7) < (4i7) s’en déduit donc.

— L’équivalence (iii) < (iv) a déja été démontrée dans la Section 2.3 de [27].
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3.9 Preuve du Corollaire [3

Démonstration: L’équivalence (i) < (i3) découlant directement de la Proposition il nous suffit de
démontrer les équivalences (ii) <> (74i) et (ii) <> (fv) pour conclure.
Fixons donc un graphe biparti connexe G = (V = Vi1 w V», ), ainsi qu'une mesure p € M(V) vérifiant

p(V1) = p(Va). o o
Rappelons (cf. (3.13)) qu’on définit les mesures ji1 € M(V1) et jiz € M(V2) par :

() = Lk ievi e () = SO jen,

et que o = (1, f12) € M(Vl x Vs) est une loi de probabilité admettant i1 (respectivement, fi2) comme
premiére (respectivement, seconde) marginale.
Comme p(V1) = u(V2), le Théoréme [2] et le Lemme [7] permettent d’écrire les équivalences suivantes :

peW(G) = ne NS (G)

{ VZ e IV)\D1}, 1 (Zh) < p (€ (Th))
VI € IV2)\Va}, 1 (Z2) < 1 (€ (Z2))

< fi = (fi1, fiz) € NCONDgz(G), (3.42)

ot NCONDgs(G) est défini par (3.7).
Enfin, le Theorem 7.1 de [11] assurant que

STABgs(G, ML) = NCONDg:(G), (3.43)

on en déduit I’équivalence (it) < (i47).
Par ailleurs, comme le Theorem 3 de [3]| garantit que

STABg (G, FCFM) = NCOND;(G),
ot NcoNDg(G) est défini par (3.8]), et comme, trivialement,
i = (i1, fi2) € NCONDgs(G) < fi1 ® fiz € NCcoNDs(G),

Péquivalence (ii) < (iv) se déduit directement de (3.42]).
Ceci conclut la preuve. [ ]

3.10 Preuve du Théoréme [3

Nous proposons maintenant deux preuves du Théoréme [3| utilisant des techniques distinctes :

— Dans la Section [3.10.1] une preuve générale découlant du Théoréme

— Dans la Section [3.10.2] une preuve (auto-contenue) utilisant la théorie des flots, valable dans le cas
d’un graphe biparti.

3.10.1 Preuve générale utilisant le Théoréme
Rappelons tout d’abord (cf. (3.9)) que

NcoNDy; (G) = {pe M(V) : VI € I(V1), p(Zr) < w(E(T))},

et énongons le résultat suivant,

Proposition 32

Pour tout graphe connexe G = (V, ) et toute partition non-triviale Vi w Vo de V,
NconDy;, (G) = W(G),

on G = (v, é‘) est le graphe généralisé connexe obtenu a partir de G en ajoutant une boucle
a chaque sommet de V5.




92 Chapitre 3. Caractérisation algébrique de plusieurs zones de stabilité

Démonstration de la Proposition [32]: Considérons un graphe connexe G = (V,£) ainsi qu’une partition
non-triviale Vi w Vs de V.
La non-trivialité de la partition V1 w V> entraine en particulier la non-vacuité de Vs, ce qui garantit donc
que le graphe généralisé connexe G nest pas biparti.
Le Théoréme [2] garantit alors qu'’il suffit de prouver I’égalité suivante pour conclure :

Nconpy; (G) = Nconn™ (G). (3.44)

S : Fixons une mesure u € NCONDT (G) et un ensemble indépendant Z; € T(V;).

Alors, par construction, Z € I(G), et donc,

() < (L)) Z wE(T)),

ot I'égalité 2 provient directement de la définition de E.
Ainsi,
1 € NconDy, (G).
c : Fixons une mesure y € NCONDJ; (G) et un ensemble indépendant Z e I(G).

Jusqu’a la fin de cette preuve, notons 7y = Z n Vi et Io = Z N Vs.
Alors,

WED) = u(T) = pE@) A To) + pED) N T1) + pE@) A T) - p(Te) — u(Z).  (345)

Cependant, par construction de G, comme Z € ]I(GA)7
— ED) Ty = In;
— D) nT =g,
— &(T) c £(T) n T
De I'égalité et du fait que u € NCOND\t1 (@), on déduit alors que

HED)) = w(T) = wET) N I°) — u(Th) = w(E(T)) — w(Zi) > 0,

ce qui conclut la preuve de (3.44]), et donc celle de la Proposition [

Définissons maintenant une « relation de comparaison » entre deux mesures, qui sera utile & la preuve du

Théoréme

Définition 39

Pour tout ensemble fini A, tout couple de mesures (u, ') € (M(A))?, et tout sous-ensemble B < A,
/ (i) < p'(i), Vie B

on note u <p ' lorsque { (i) = 1/(i), Vie A\B.

Définition 40

Pour tout graphe généralisé connexe G = (V, ) et tout sous-ensemble V' < V, on définit

Wov(G) = {pe M) :Jae M(E), p* <y p}.

Passons a présent a la preuve du Théoréme
Démonstration du Théoréme [3]: Considérons un graphe connexe G = (V, £), ainsi qu’une partition non-

triviale V1 w Vs de V.
La Proposition [32] garantit alors qu’il suffit de prouver ’égalité suivante pour conclure :

W(G) = Wy, (G). (3.46)

< : Fixons une mesure p € W(G‘) et notons alors & € M(é) une famille de poids telle que i = p®.
Alors, en notant a € M(€) la restriction de & & £, on obtient :

{ Vie Vi, uli) = 1) = p(0)
Vie Vs, p(i) (i) = Qi + Z{j;&i:jeg(i)} Qi > Z{j;&i:jeg(i)} iy = (i),

I

_
=‘LLa

ce qui signifie que
B E W<y, (G).
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O : Fixons une mesure p € W< v, (G) et notons alors a € M(&) une famille de poids telle que p® <y, p.
On construit alors la famille de poids & € M(€) de la maniére suivante :

Vi # j, Qo= s
Vi€ Va, i = p(i) — p®(4),

et ainsi,

Donc, pu = p%, c’est-a-dire

et ceci conclut la preuve de (3.46)), et donc celle du Théoréme ]

3.10.2 Cas biparti : preuve utilisant la théorie des flots

Dans le cas particulier o G est un graphe biparti, le Théoréme [3] peut étre vu comme un résultat
indépendant, découlant d’'un argument de théorie des flots. Avant de passer a la preuve proprement dite,
nous proposons ci-dessous une bréve introduction & la théorie des flots (pour de plus amples informations
sur le sujet, on pourra se référer par exemple a 'ouvrage [19]).

3.10.2.1 Quelques notions de théorie des flots

Commencons par définir plusieurs notions de base en théorie des flots,

Béﬁnition 41

Un s —t graphe de flots E‘ = (]7, E) est un graphe orienté vérifiant les deux conditions suivantes :
— Il posséde deux sommets particuliers distincts :

— une source, notée s € ) ;

— un puits, noté t € )7

—

— A chaque aréte orientée de u vers v, notée (u,v) € &, on associe une capacité positive, notée
c(u,v).
Par ailleurs, si (u,v) ¢ E, on conviendra que ¢(u,v) = 0.
Béﬁnition 42
Soit 8‘ = <]7, E) un s — t graphe de flots.
g — R

On appelle flot s —t de 5 toute fonction f vérifiant :

(u,v) = f(u,v)
1. Y(u,v) € E, f(u,v) < e(u,v) (contrainte de capacité) ;

2. V(u,v) € E, f(u,v) = —f(v,u) (anti-symétrie) ;

3. Yuey \{s, t}, Z f(u,w) =0 (conservation du flot).

weg
On note §s ¢ (a) Pensemble des flots s — t de 5

Par ailleurs, si (u,v) ¢ E, on conviendra que f(u,v) = 0.

Remarquons que les items 2. et 3. assurent que

Vuelj\{&t}, Z flu,v) = Z f(v,2z) =0.

— —
uey Z€EY
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Définition 43
Soit a = (]7, E) un s — t graphe de flots.

La valeur | - | d’un flot s —t de G est définie par :

Vi € (G) 1112 X Ssow).
weY

Définition 44

Soit 5’ = (]7, E) un s — t graphe de flots.

Une coupe s —t de ZJ est un couple de sous-ensembles de sommets (., .T) < § X ]7 vérifiant :

— N T =g;
quﬂzg;
— seSette 7.

On note €, ; (5) Pensemble des coupes s — t de 5

Définition 45

Soit 5 = (]—;, §) un s — t graphe de flots.

On définit la capacité ¢ d’une coupe s —t de 8‘ par :

V(S T) e,y (5) (T2 Y eu, ).

Définition 46

Soit a = (]7, E) un s — t graphe de flots.

Une coupe s — t de G est dite minimale lorsqu’elle minimise la capacité.

Formellement, une coupe (*, 7*) € €, (5) est minimale lorsqu’elle vérifie :

o(S*,T*) = min (S, T).
(7. 7)ee..(G)

A noter qu’un tel couple n’est pas nécessairement unique.

Présentons maintenant un résultat bien connu en théorie des flots,

Théoréme 5 (Théoréme flot-max/coupe-min)

Pour tout s—t graphe de flots a' = (]7, E) et toute famille de capacités positives associée, la

valeur maximale d’un flot s —t de 5 est égale a la capacité d’une coupe s —t de 5 minimale.
Formellement,
max |f| = min oS, T).
re3..4(G) (#,9)ee..(C)

Utilisons maintenant la théorie des flots pour prouver le Théoréme [3| dans le cas biparti.

3.10.2.2 Preuve du Théoréme |3| dans le cas biparti
Rappelons tout d’abord (cf. (3.9)) que
NcoND}; (G) = {pe M(V) : VI € I(V1), p(Zr) < w(E(T))},

et énongons le résultat suivant,
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Proposition 33

Pour tout graphe biparti connexe G = (V = V; w V5, &) et toute mesure u € NCOND{S1 (G),
il existe un s — t graphe de flots associé a G, noté 5 = (17, E), et un flot s —t de 5, noté f,
vérifiant

Z 7(‘9"“ = M(Vl)'

’iEV1

Démonstration de la Proposition : Considérons un graphe biparti connexe G = (V = Vi w V5, &) et
une mesure y € NCONDY; (G).
La connexité de G assurant que Vo = {£(Z1) : Z, € I(V1)}, on définit la mesure § € M(V2) de la fagon
suivante :

VI € I(V1), 8(E(T1)) = w

En particulier, elle vérifie

{ VI € I(WV1), w(Th) )< 3(E(Th)) ; (3.47)

VjeVa, 6(5) < n@

Signalons que l'expression de cette mesure § n’a pas une importance spécifique dans la preuve et que toute
autre mesure vérifiant les conditions (3.47) aurait donc convenu également.

Construisons un s — t graphe de flots associé & G, noté 8‘ = (;, E), de la maniére suivante :

— On crée une source, notée s, et on ajoute des arétes entre s et chaque sommet de Vs ;
— On crée un puits, noté t, et on ajoute des arétes entre chaque sommet de Vs et ¢;
— Pour tout i € V1 et tout j € Vs, on oriente les arétes de s vers i, de i vers j, et de j vers t;
— On associe une capacité positive & chaque aréte de la fagon suivante :
— Yie Vi, c(s,4) = p(i);
— V(i,§) €&, c(i,j) = 40;
— Vj e Vs, c(j,t) =6()).

Un exemple d’un tel s — ¢ graphe de flots est donné par la Figure 3.3.

FIGURE 3.3 — s —t graphe de flots 5 = ]7, E associé a un graphe biparti connexe G = (V1 w V5, ) : en
brun, les éléments de Vi ; en magenta, les éléments de Vs ; en bleu, les arétes du graphe biparti connexe
G d’origine.

Dans le but d’utiliser le Théoréme flot-max/coupe-min (Théoréme [f), démontrons le résultat suivant, qui

=
fournit une coupe s —t de G minimale,
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Lemme 8

Le couple ({s}, v \{s}) est 'unique coupe s — t de G minimale.
Formellement,

min ¢S, T) =c ({s},ﬁ\{s}) = u(W).

(#.7)ea,(G)

Démonstration du Lemme [B: Soit (., .7) une coupe s —t de G.
Alors,

oS T) =] c(u,v)

ue.S

vET

= X sy + Y i)+ Y, cl@i)+ Y, et

EVINT iEVINS EVINT jEVINS
JjEVan T JjEVINS

= > @+ D) i)+ DL i)+ Y, 60).

EVIng iEVInS EVInT T jeVans

jeVonT =10 jevyny =FX

ax() an®

— Casl:VinS=F|et[VonS =]
Dans ce cas, . = {s} et T =]7\{5}
Do,
o« T)=c((shV\s}) = X elsiv) = 3 wli) = V).
veV\(s} o
— w : V1 NS #* @
— Cas21:[(Von T)nEWVnS)# Dlou[(VanS)nEVL nT) # T].

Dans ce cas, Eg) # 0 ou ZE,? # 0, et donc, en particulier,

(S, ) = +o > pn) = e ({1, V \{s}) -

— Cas22: [(Von I)nEWVnS)=Tet [(VonS)nEVInT) =]
Dans ce cas, montrons que & # [Voa n ] =[EV1 ) nVs] -
O : Par connexité de G, lensemble E(V1 n ) N Vo est non-vide, et, par la premiére
hypothése, EV1 N ) n Vo 7.
Do,
F#[EVLNnS)nVa] € [V2n Y],
et, en particulier,
Von S # .
c : De par sa non-vacuité, considérons un élément j € Vo n ..
Par connexité de G, il existe un sommet ¢ € V; tel que i—j, et, par la seconde hypothése,
teVinS.
Ainsi,
[Vzﬁy] (e [E(Vl ﬁy)ﬁVQ].
On a donc prouvé 1’égalité suivante :
F#EVen L] =[EVLNS) Ve (3.48)
D’ou, comme Zgé) =0et Zg) = 0, l’égalité (3.48) assure que
oS T)= D, wl+ Y, 60)

iEVINT JEV2n S
w1 T)+6(EVL N S) N V)

U 6 T) + pi ~7)
= (W)

= c({shV\s}).

(%)
ot > provient de la condition (3.47)), utilisée pour Z; = V1 n . € I(V1).
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— Cas3: Von S # .
— Cas31: [(VinI)nEWVanS)# Flou[(VinS)nEV2n T) # T

Dans ce cas, 2&? # 0 ou 253) # 0, et donc, en particulier,
(S, T) =+ > V) = e ({sh, V \(s}) -

— Cas32: [(VinI)nEWVanS)=Tet [(VinS)nEV2n T) =]
En échangeant les roles (symétriques) de Vi et Vs, on a, similairement a (3.48)) :

GEWVinL]=[EV2nS) W] (3.49)
Montrons alors que Vo N = E(EVan ) n Vi) N Vs

c : Par connexité de G,

Von S cEEV2nS)n Vi) Va.

S : De par sa non-vacuité (par et la connexité de G), considérons un élément
365(8(1)2 f\y) 0V1) HVQ.
Il existe alors un sommet i € E(V2 N .¥) N Vi tel que i — j, et donc, par la premiére
hypotheése, i € ..
Ainsi, i € V1 n . et i — j, avec j € Vs, et donc, par la seconde hypotheése, j € Vo n .7
D’ott linclusion
EEWV2n)nVi)n Ve Von L.

On a donc prouvé 1’égalité suivante :

Vzﬁy=g(5(V2f\y)ﬁV1)ﬁV2. (350)
D’on, comme 2&? =0et Eg) = 0, les égalités (3.49) et (3.50) assurent que
oS T)= Y, w)+ Y, 60)
iEVInT JjEV2nS
(V1) —pVr 0 7)) +6(Va 0 .Y)
=pWV1) + [6(EEV2 0 ) Vi) nV2) = w(EWV2 0 ) N V)]

()
> p(V1)

=c(tshV\is}),

2 . R
ol > provient de (3.47)), utilisée pour Zy = E(V2 n ) n V1 € I(V1).

On déduit donc des trois cas étudiés que

WS, T) e (G) o, T) = ) = e ({shV \(s}) |

avec égalité si et seulement si (., ) = ({s}, v \{s})

Ceci conclut la preuve du Lemme

L’association du Lemme [8| et du Théoréme flot-max/coupe-min (Théoréme [5)) assure 'existence d’un flot
s —t de ¢ (maximal), noté f, vérifiant

Y fsi)= 3 Fsw)=[f|= max_[fl=  min (S T)=n0n)
wEY

i€V f€55,t(8) (S’,W)EQ‘SJ(E)

ce qui conclut la preuve de la Proposition [33]

Utilisons maintenant la Proposition [33] pour démontrer le Théoréme [3] dans le cas biparti,
Démonstration du Théoréme [3| (pour G biparti) : Soit G = (V = V1wVs, £) un graphe biparti connexe.
En identifiant M(V) & R", ou n = Card(V), les assertions suivantes se montrent de maniére similaire & ce
qui a été fait dans les Etapes 2, 3, et 4 de la Section [3.7.1.2]:
— Nconpy, (G) = {pe M(V) : VT € I(V1), u(Zr) < p(E(Z1))} est un ouvert de R™;

— W< v, (G) est l'intérieur de ensemble

<,V2

eV o) =) Y

=0 (G) a {/L c M(V) :da e MZO(E) t.q. { Vi€ Vs, ,Ua(j) < /1/(])
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Pour prouver I'égalité entre NCONDS; (G) et W< v, (G), il suffit donc de montrer que
NcoxD, (G) = W5, (),

le passage a l'intérieur permettant alors de conclure.

< : Fixons une mesure p € NCOND‘t1 (@), et définissons la mesure of € M>° (&) par :
. T T s
v(27])€€7 ai,j 7f(l7])7

ot f est le flot (maximal) de 5 donné par la Proposition
D’une part, la propriété de conservation du flot, la contrainte de capacité (cf. Définition , et la

condition (3.47) assurent que

vieve, 1 ()= Yol = 3 T(6,5) = F0,6) < c(Git) = 6(3) < u(j).

i€V i€V

D’autre part, la propriété de conservation du flot donne :

Vie Vi, M‘J(i) =] af = 37 Fi, ) = f(s,0). (3.51)
JEV2 JEV2

Prouvons alors que Vi € Vi, f(s,4) = u(4) :

— Déja, la contrainte de capacité assure que
Yie Vi, f(s,i) < c(s,i) = p(i).

— Supposons par absurde qu'il existe o € V1 tel que f(s,i0) < ¢(s,40) = p(io)-
Dans ce cas, la Proposition [33] et la contrainte de capacité garantissent que

p(V1) = 3 f(s,i) = flsiio) + >, Fls,i) <mlio)+ Y, p(i) = pO),

i€V i€V1\{i0} i€V1\{i0}
ce qui débouche sur une absurdité.
Ainsi, B
Vie Vi, f(s,1) = u(3).
On en déduit donc que B
VieV, f(s i) = p(i),
ce qui, associé a (3.51)), conclut le fait que

He WiOVQ (@).

O : Fixons une mesure p € Wf()vZ (Q).

Par définition, il existe donc une mesure o € M>°(€) telle que
Vie Vi, p® (i) = i) ;

: - ‘ 3.52

{ Vj € Ve, p*(j) < pld)- (3.52)

Considérons un ensemble indépendant Z; € I(Vy).
Alors, les conditions (3.52)) et le fait que v € M>°(&) assurent que

pI) =p(T) = Y, Dy < D, > i = p(ET)) < pET)),

JEE(Tq) €Ty JEE(Z1) i€V
c’est-a-dire
1 € NconDy, (G).

Ceci conclut la preuve. ]

Question ouverte :

o La preuve ci-dessus, utilisant la théorie des flots, peut-elle se généraliser au cas d’un graphe connexe
quelconque (et non plus forcément biparti) ¢
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Dans le Chapitre[2]et le Chapitre[3] nous avons étudié certaines caractéristiques et critéres de performance
de différents modeles d’appariements (ou de files d’attente), parmi lesquelles

— la loi stationnaire, donnée sous une forme produit explicite, de la chaine (W, )nen représentant
lévolution temporelle du contenu d’un systéme régi par un modéle d’appariements général (MG),
pour un graphe de compatibilités G qui n’est pas biparti et sous la politique FCFM (cf. Théorémel|l]) ;

— quelques caractéristiques du systéme & 1’équilibre, dans le cadre précité, comme par exemple, sa
taille moyenne, le temps moyen d’attente d’un élément en son sein, la probabilité qu'un élément
doive patienter avant d’étre apparié, etc. (cf. Section :

— la zone de stabilité de certains modéles d’appariements (généraux, généraux avec abandons, bipartis,
bipartis étendus) et de files d’attente (dites skill-based) - voir, par exemple, le Théoréme [2] le
Corollaire 2] le Corollaire [3] le Théoréme [3] le Corollaire [4] la Proposition [30] et la Proposition [31}

Le Chapitre [4] va, quant a lui, s’intéresser & un autre critére de performance du systéme : les taux
d’appariements. Dans un systéme régi par un modéle d’appariements (général (MG) ou biparti étendu
(MBE)) stable, cette quantité est définie, pour chaque aréte (i,j) € £ donnée du graphe (généralisé)
connexe G = (V, &) considéré, comme étant la fréquence asymptotique des appariements réalisés entre ¢
et j (cf. Sectionet Section . L’étude faite dans ce Chapitre aura plusieurs objectifs, dont celui

— pour toute mesure ji € M(V) (respectivement, 1 € M(V)) rendant stable un modéle d’appariements
général (MG) (respectivement, MG,.) donné, de déterminer explicitement - & une constante multipli-
cative strictement positive prés - la famille de poids o € M(E) telle que i = a* (respectivement,
Punique famille de poids a € M(E) telle que p = pu®) (cf. Corollaire [B]) ;

— de fournir une preuve alternative directe de I'inclusion NCOND™ (G) = W(G) du Théoréme [2] (voir
le Corollaire |§| et la remarque faite au début de la Section [3.7.1.2) ;

— pour toute mesure i = (ji1, jiz) € M(V; x V,) rendant stable un modéle d’appariements biparti
étendu (MBE) donné, de déterminer explicitement - & une constante multiplicative strictement po-
sitive prés - la famille de poids o € M(E) telle que i1 = f et fio = 1§, ou les mesures ¢ et g
sont définies par (4.10) (cf. Corollaire [g]) ;

— de fournir une preuve alternative directe de l'inclusion N (G) € W(G) du Théoréme [2| (voir le

Corollaire [§] et 1a Section [4.2.2) ;

— de mettre en évidence la politique-insensibilité des taux d’appariements, c’est-a-dire le fait qu’ils
restent inchangés quelle que soit la politique ® implémentée, pour certains « types » de graphes de
compatibilités (généralisés) connexes (cf. Théoreme [B]) ;

— de fournir une expression explicite des taux d’appariements, sous certaines hypothéses (cf. Propo-
sition ;

— d’étudier I’équité des taux d’appariements par aréte, un autre critére de performance de systémes
régis par des modéles d’appariements (cf. Théoréme @

En pratique, plusieurs stratégies d’optimisation de systémes régis par des modeéles d’appariements (géné-
raux (MG) ou bipartis étendus (MBE)) stables sont basées sur la valeur des taux d’appariements au sein
de ces systémes. On pourra par exemple se référer a [23] et a [28)].

Pour une parfaite information, ce Chapitre [4] présente une version étendue de certains résultats donnés
dans Darticle [6], pré-publié en 2021.

Tout au long de ce Chapitre [4] tous les graphes (généralisés) considérés seront connexes et constitués
d’au moins deux sommets.



4.1. Taux d’appariements du modéle général (MG) 101

4.1 Taux d’appariements du modéle général (MG)

Dans cette Section nous étudions la structure des appariements au sein de tout systéme régi par un
modeéle d’appariements général (MG), défini dans le Chapitre [1} ce qui débouchera en particulier sur un
résultat (cf. Corollaire [6]) permettant

— pour toute mesure ji € M(V) (respectivement, . € M(V)) rendant stable un modéle d’appariements
général (MG) (respectivement, MG.) donné, de déterminer explicitement - & une constante multipli-
cative strictement positive prés - la famille de poids o € M(E) telle que i = G* (respectivement,
Punique famille de poids a € M(E) telle que p = u®);

— de fournir une preuve alternative directe de I'inclusion NcoND™ (G) € W(G) du Théoréme [2| (voir
la remarque faite au début de la Section .

Comme nous le verrons dans la Section (respectivement, dans la Section [4.4), cette étude des taux
d’appariements du modéle MG permettra également d’étudier leur insensibilité vis-a-vis de la politique
d’appariements utilisée (respectivement, d’étudier 1’équité des taux d’appariements par aréte).

Définition 47
Pour tout graphe généralisé connexe G = (V, ), toute politique d’appariements admissible ® € POL

et toute mesure de probabilité i € M(V) fixés, on associe, a tout instant n > 1 et a tout couple de
sommets (i,7) € V2,

— la variable aléatoire M*F[i, j] représentant le nombre d’appariements réalisés entre i et j jus-
qu’au temps n (inclus) dans tout systéme régi par le modele MG(G, @, [i).
Evidemment, M>#[i, j] = 0 lorsque (i, j) ¢ £.
Le nombre d’appariements impliquant © jusqu’a Uinstant n (inclus) dans le systéme est noté

MY i = Y M k],
ke&(7)

et le nombre total d’appariements réalisés jusqu’a linstant n (inclus) dans le systéme est noté

Mt >0 M, ).
(i,4)e€
— la proportion temporelle du nombre d’appariements entre i et j jusqu’au temps n (inclus) dans

R . N _ P . MEFh,4]
tout systéme régi par le modéle MG(G, ®, fi), défini comme la proportion —=—=2,

4.1.1 Proportion temporelle asymptotique du nombre total d’appariements
(modéle MaG)

Proposition 34

Dans tout systéme régi par un modele MG(G, @, i) stable, la proportion temporelle asymp-
totique du nombre total d’appariements réalisés vérifie :

i
A4ﬁ H p.s.

n n——+00

N |

Démonstration: Dans cette preuve, on admettra temporairement ’existence de la limite presque-siire de la
. M2 . s ips - .
suite (#) , qui sera justifiée a posteriori par la Proposition
neNy

Pour commencer, observons que pour tout » > 1, on a presque-sirement que

\vaﬂ , (4.1)

— 0= 2M 4 (W

ou |w| représente la taille du mot w.

Par I’absurde, supposons que P <{w e Q: lim My (w) 1}) > 0.
n——+00 n 2
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On a donc existence d’un sous-ensemble ' < Q vérifiant P(Q') > 0, tel que

MR 1
Vwe, lim Mm@ 1
n——+00 n 2
Considérons une réalisation w € 2.
o M (w) 1 . 1y .o oy
Ainsi, si hrf —_— > > respectivement, < 5 ) il suit de (4.1) qu'il existe un rang N(w) € N tel
n—+0o0 n

que, pour tout n > N(w), |[W,2*(w)| > ‘Wf’ﬂ(w)‘ (respectivemen‘c, < ’ngﬁ(w)))

L’un dans I’autre, on obtient alors que €' < lim inf {w €Q: W (w)| # ’W(;I)’ﬁ(w)
n—0o0

}, ce qui est absurde

au vu de la récurrence de la chaine (W, ) e

P,
En conclusion, P <{w eQ: lim M = l}) =1, et ceci conclut la preuve. |

n—+00 n 2

4.1.2 Proportion temporelle asymptotique du nombre d’appariements par
aréte (modéle MG)

Définition 48

Pour tout graphe généralisé connexe G = (V, ), toute politique d’appariements admissible ® € POL,
tout i € V et tout j € V fixés, on note

A;-I;j = {états de W : un item de classe i arrivant est apparié avec un item de classe j}.

Observons que cet ensemble est non-vide si et seulement si (i,7) € £.
Par ailleurs, sous politique FCFM, on peut écrire formellement

AFCFM & {,w = wijws € W:w; e (5(2)6)* et wy € (8 (V(wl) Y {]})P)*}

1—7

Proposition 35

Dans tout systéme régi par un modele MG(G, ®, i) stable, le comportement asymptotique
de la proportion temporelle du nombre d’appariements réalisés par 'aréte (i,j) € & est le

suivant : q)i[ |
MPl6, 5] ps.  nears
= L 9,
avec
Bre 1 s D N D
OPh[i, j] = By (AL,;) + By (ATS) Ly (4.2)

ol H{{;[}ﬁ représente I'unique loi de probabilité stationnaire de la chaine récurrente positive
Py

(W’ﬂ 7M)nEN' B

La quantité déterministe ©%"[i, j] est appelée proportion temporelle asymptotique du nombre

d’appariements de Uaréte (i,j) € E.

Heuristiquement, la quantité ©®#[i, ;] correspond & la probabilité qu’a un moment donné, en régime
stationnaire, un item de classe i € V s’apparie avec un item de classe j € V. On conviendra que O%#[i, j] =
0, pour tout couple (i,7) ¢ £. De plus, ©%#[i,j] > 0, pour chaque aréte (i,5) € £. En effet, en régime

stationnaire, on a toujours une probabilité strictement positive d’avoir successivement, & un moment
donné : systéme vide ; arrivée d’un élément de classe j; arrivée d’un élément de classe i.

Démonstration: Fixons une aréte (i,5) € £ avec i # j, c’est-a-dire (7,j) € 5.
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Alors, presque-stirement,

MEF[i,4] 1 &
RT[]]:E 1;1 1{1 et j s’apparient au temps k}
1 n
= k; [1{vk=i}1{w§_vquHj} tlvi=ilwenea, )
1 n—1 B
= - Z fiyj <qu>”u7vk+1) )
n k=0
f@j : WxVY — {O, 1}

*on a défin
ot o a Cem (w,v) = Lmipligear 3+ Lo=jpliyear )

Or,
— la suite (W: - )keN est une chaine de Markov, irréductible et récurrente positive, dont 'unique loi
de probabilité stationnaire est notée Ha}ﬂ ;
— pour tout entier k € N, les variables aléatoires W,f “# et Vis1 sont indépendantes.
On en déduit que la suite (W,;I’ " Vk+1> est une chaine de Markov irréductible et récurrente positive,

€
d’espace d’états W x V et d’unique loi de probabilité stationnaire
B 4 TTPE o -
o™ =« Iy" @ L.

Comme la fonction f; ; est bornée (par 1), elle est intégrable par rapport a %7 et le théoréme ergodique
des chaines de Markov assure alors que, presque-siirement,

) 1 n—1 o
i, (3 o (2 )

Z Z fi,j (w7 D)Héyﬂ(wv U)

weW veV

.0 _
= Z 1{weAf’_>7}HWl (w) Z 1=y A(v)
weW ’ vEV

+ ) 1{weA§;i}H$v‘ﬁ(w) D L=y iilv)

weW veY
—ATT A [ ® @i [ 4P
= RO (AL) + A" (A7)
Enfin, dans le cas ou i = j, le calcul est similaire mais le second terme n’apparait plus.

Ceci conclut la preuve. |

La combinaison de la Proposition [34] avec la Proposition [35 donne accés au résultat suivant, qui concerne
le cumul des proportions temporelles asymptotiques du nombre d’appariements des arétes,

Corollaire 5

Dans tout systéme régi par un modeéle MG(G, ®, i) stable,

Y, Ol - 3.

(,4)€€

Démonstration: D’une part, la Proposition [34] assure que, presque-stirement,
MEAT; 5 M 1
lim My "i, ] lim 2» _ =

n—tow | & n n—otm N 2’
(3,9)€€

et, d’autre part, la Proposition [35] garantit que, presque-siirement,

MEAG, MZEAG, g .
lim Z n [27.]] — Z lim n [Z7]] — Z ed),p.[i,j].
n—+0 R n L n——+0 n L

(i,5)€€ (i,5)e€ (i,5)€€

L’unicité de la limite presque-siire d’une suite de variables aléatoires conclut alors la preuve. |
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4.1.3 Taux d’appariements par aréte (modéle MG)

Proposition 36

Dans tout systéme régi par un modéle MG(G, @, ) stable, pour toute aréte (i, j) € £, la suite
M i, ]
M‘I’,ﬂ

de variables aléatoires (
n

) converge presque-sirement vers
n=1

M®E[i, 5] = 20%F[i, 5]. (4.3)

La quantité M®"[i, j] est appelée taux d’appariements de l'aréte (i,5) € £.

Démonstration: Fixons une aréte (i,7) € €.
Alors, comme pour tout entier n > 1,

MPPLig)  MEPLLG] | m
Mf,ﬁ n Mg’,ﬂ’

la Proposition [34] et la Proposition [35] concluent directement la preuve. |

4.1.4 Taux d’appariements dédiés (modéle MG)

Proposition 37

Dans tout systéme régi par un modéle MG(G, @, 1) stable, pour toute aréte (i, j) € £, la suite

My, j]
de variables aléatoires ”(1)7% converge presque-siirement vers
My [Z] >1
M‘i‘,ﬂ . Mq)’ﬁ[iaj:l _ @q:"ﬁ[i,j]
T Y M®E[E] Y O%A[L K]
ke& (i) ke&(7)

La quantité M2 est appelée taux d’appariements que i dédie a j.

1—7

Démonstration: Fixons une aréte (i,7) € €.
Alors, comme pour tout entier n > 1,

Mq)ﬂu' ME o Z]
_ M7, 5] M "
M > My k]
ke& (i)
_ M, 4] 1
MIE (MY
it
keg(s) N Ma"

la Proposition [36| conclut directement la preuve. |
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4.1.5 « Taux d’entrée = taux de sortie » (modéle MG)

Le résultat ci-dessous s’obtient en combinant la Proposition avec la loi forte des grands nombres. Il
permet de formaliser le fait intuitif suivant : en régime stationnaire, le taux d’entrée en chaque sommet
1 € V est égal au taux de sortie, c’est-a-dire au cumul des proportions temporelles asymptotiques du
nombre d’appariements de toutes les arétes adjacentes & ce nceud i € V. Plus précisément,

Lemme 9

Dans tout systéme régi par un modeéle MG(G, ®, i) stable, pour tout i € V,

(i) = > (1+1_yy) O, 4]. (4.4)

JeEV

Démonstration: Fixons un élément i € V et définissons, pour tout n € Ny, les deux variables aléatoires
suivantes, définies sur € :

— AF(4), le nombre d’arrivées d’éléments de classe i dans le systéme jusqu’au temps n (inclus) ;
— D®7(3), le nombre de départs d’éléments de classe ¢ du systéme jusqu’au temps n (inclus).

Par la loi forte des grands nombres,

n—+00

z 1 <
*gzlm iy ——— (i)

De plus, la Proposition assure que

DR7(0) _ 2MyPfii] | g My (i)
n n n

jev\{i}
p-s. Dy P, o Q,pr; s
m 2@ [/L?Z] + Z 6 [Za]] - Z (1 + 1{]:1}) @ [27.7]’
jev\{i} Jev

Au vu des deux limites ci-dessus et par unicité de la limite presque-siire d’une suite de variables aléatoires,
il nous reste a prouver que
/- b/
AZ (’L) — Dn ’H(Z) p.s.

n n—+0o0

0.

Pour ce faire, observons que pour tout n = 1, on a presque-stirement que

’Wf’ﬁi:AE() DI () ]W A

(4.5)

ou |w|; représente le nombre d’occurrences de la lettre ¢ dans le mot w.

(i _ pemEg
Par ’absurde, supposons que P <{w eQ: lim An()(w) = Dn " (@) (w) # 0}) > 0.

n—+0o0 n

On a donc existence d’un sous-ensemble ' < Q vérifiant P(Q') > 0, tel que

Ywe lirf A

Considérons une réalisation w € .

Ainsi, si  lim AH( )(w) = D(PM(Z)(W)

n—+00 n

N(w) € N tel que, pour tout n = N(w), |W7?’ﬂ(w)|i > ’Wf’ﬁ(w)’_ (respectivement, < ‘ng’ﬁ(w)
K3

> 0, (respectivement, < 0), il suit de (4.5) qu’il existe un rang

J

L’un dans I’autre, on obtient alors que Q' < liminf {w eN: ‘Wf’p(w)‘. # ‘W(;I)’ﬁ(w)‘ }7 ce qui est absurde
n—o0 o i

au vu de la récurrence de la chaine (Wf’“)neN.

(s DA
En conclusion, P ({w eN: lim An()(w) = D" (D)(w)

n— +00 n

= 0}) = 1, et ceci conclut la preuve. |
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4.1.6 Toute mesure stabilisante est 4 poids (modéle MG)

Le résultat suivant, duquel I'inclusion NcoND'(G) = W(G) du Théoréme [2] suit directement (voir la
remarque faite au début de la Section |3.7.1.2)), s’appuie sur le Lemme @

gorollaire 6

Pour tout graphe généralisé connexe G = (V, E) et toute politique d’appariements admissible
® € poOL, o
STAB(G, @) c {a® : a € M(E)} = W(G) € W(G).

Plus précisément,

P, 0

i€ STAB(G,®) = = p*
avec _
a®E g — R
(i,5) — (1+1u=jy) @74, 5],
ot la quantité O F est définie par ([4.2)).

Démonstration: Soient G = (V,£) un graphe généralisé connexe et ® € POL une politique d’appariements
admissible.
Considérons une mesure de probabilité i € STAB(G, @) (le cas ol 'ensemble est vide rendant le résultat
trivial), de sorte que le modéle MG(G, @, i) soit stable.
Alors, pour la famille de poids a®# € M(€) définie par (6], I'association de et du Lemme |§| assure
que, pour tout ¢ € V,

> apf Y (14 1poyy) O], 4] ‘
ﬂaé,ﬁ (Z) _ JEE(4) _ JEE(D) _ ﬁ(z) _ ﬂ(z)
YOX oapf X Y (T+lp—py) 0t ] X a) ’
LeV jeg(l) LeV jeE (L) Ley
ce qui conclut la preuve. |

11 suit directement du Corollaire [6] que

©

p € STABT (G, ®) = pu = ,ud(k ,
avec
a%r & — R

(i,7) ()

ott la famille de poids a®# est définie par (4.6)).

4.2 Taux d’appariements du modéle biparti étendu (MBE)

4.2.1 Etude des taux d’appariements du modéle MBE

Dans cette Section nous adaptons ce qui a été fait dans la Section au cas de tout systéme régi
par un modéle d’appariements biparti étendu (MBE), défini dans la Section ce qui débouchera en
particulier sur un résultat (cf. Corollaire [§)) permettant
— pour toute mesure i = (ji1, jiz) € M(V; x V,) rendant stable un modéle d’appariements biparti
étendu (MBE) donné, de déterminer explicitement - & une constante multiplicative strictement po-
sitive prés - la famille de poids o € M(E) telle que i1 = af et fio = 1§, ou les mesures f et g

sont définies par (4.10)) ;

— de fournir une preuve alternative directe de l'inclusion N (G) € W(G) du Théoréme 2| (voir la

Section 4.2.2)).

Comme nous le verrons dans la Section [£.3] cette étude des taux d’appariements du modéle MBE permet-
tra également d’étudier leur insensibilité vis-a-vis de la politique d’appariements utilisée.

Commencons tout d’abord par quelques définitions,
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Définition 49
Pour tout graphe biparti connexe G = (V =Viwh,& ), toute politique d’appariements admissible
® € POL et toute mesure de probabilité fi € M(V; x Vs) fixés, on associe, a tout instant n > 1 et a
tout couple de sommets (i,j) € V1 x Vs,
— la variable aléatoire MP*®"[i j] représentant le nombre d’appariements réalisés entre i et j
Jusqu’au temps n (inclus) dans tout systéme régi par le modeéle MBE(G, @, [i).
Evidemment, MB%®"[i j] = 0 lorsque (i,7) ¢ £.
Le nombre d’appariements impliquant © jusqu’a instant n (inclus) dans le systéme est noté
MV 2 S MR,
ke&(7)
et le nombre total d’appariements réalisés jusqu’a linstant n (inclus) dans le systéme est noté
Mpeie 5 0 MR, j].
(i,5)e€

— la proportion temporelle du nombre d’appariements entre i et j jusqu’au temps n (inclus) dans
M= i)

tout systéme régi par le modéle MBE(G, ®, f1), défini comme la proportion —

4.2.1.1 Proportion temporelle asymptotique du nombre total d’appariements (modéle

MBE)

Proposition 38
Dans tout systéme régi par un modéle MBE(G, @, 1) stable, la proportion temporelle asymp-

totique du nombre total d’appariements réalisés vérifie :

MBE®, "
Zn PS4
n n—+00

Démonstration: La preuve est analogue a celle de la Proposition [34]

— en modifiant 'égalité (4.1) en |an>"~‘| = 2n — 2MEBTA 4 ‘Yf’ﬂ

— en changeant tous les quotients % en 1.

4.2.1.2 Proportion temporelle asymptotique du nombre d’appariements par aréte (modéle

MBE)
Définition 50
Pour tout graphe biparti connexe G = (V = V1 w Vs, £), toute politique d’appariements admissible
® € POL, tout i € V et tout j € V fixés, on note

états de Y : un item de classe i arrivant est apparié avec un item de classe j},

14BE‘],<I> 2

i—j

{
A?ij = {états de Y : les items i et j arrivants sont appariés ensemble}.

Remarquons que
— Afif et APE,; sont non-vides si et seulement si (4, j) € &;
— AJZ; est indépendant de la politique @ choisie.

Le résultat suivant se prouve alors de maniére analogue & la Proposition
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Proposition 39

Dans tout systéme régi par un modele MBE(G = (V; w V», &), @, i) stable, le comporte-
ment asymptotique de la proportion temporelle du nombre d’appariements réalisés par I’aréte

(,7) € € est le suivant :
MRE® i 5] pes.

n n—+00

O, 5],
avec
O (i, ] 2 (i, VeI ™ (A7) + AW\ )™ (4557
+ (G )y (A25), (4.7)

N 5, D, [ 2 0 o S 0 o A , 0n0
ou II};7 ™" représente I'unique Ioi de probabilité stationnaire de la chaine récurrente positive

(V") en

neN B 5

La quantité déterministe ©®*®:L[i j] est appelée proportion temporelle asymptotique du
nombre d’appariements de Uaréte (i,j) € E.

Heuristiquement, la quantité ©®%®#~[i, j] correspond & la probabilité qu’a un moment donné, en ré-
gime stationnaire, un item de classe i € V s’apparie avec un item de classe j € V. On conviendra que
QP54 §] = 0, pour tout couple (i,j) ¢ £. De plus, ©2>®2[i, j] > 0, pour chaque aréte (i,5) € £. En
effet, en régime stationnaire, on a toujours une probabilité strictement positive d’avoir successivement, &
un moment donné : systéme vide ; arrivée d’un élément de classe j; arrivée d’un élément de classe 1.

La combinaison de la Proposition avec la Proposition donne accés au résultat suivant (dont la
preuve peut se calquer sur celle du Corollaire , qui concerne le cumul des proportions temporelles
asymptotiques du nombre d’appariements des arétes,

Corollaire 7

Dans tout systéme régi par un modéle MBE(G, ®, i) stable,

S @R = L

(i,5)€€E

4.2.1.3 Taux d’appariements par aréte (modéle MBE)

La preuve du résultat suivant est analogue a celle de la Proposition

Proposition 40

Dans tout systéme régi par un modéle MBE(G, @, i) stable, pour toute aréte (i,5) € &, la

, , o MRETEL ]
suite de variables aléatoires naE%qu converge presque-sirement vers
n o n=1
MRS, ] = OFE T, 5], (4.8)

La quantité M®>®/[i, j] est appelée taur d’appariements de Uaréte (i,7) € £, et elle coincide
avec la proportion temporelle asymptotique du nombre d’appariements de aréte (i,7) € £.
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4.2.1.4 Taux d’appariements dédiés (modéle MBE)

La preuve du résultat suivant est analogue a celle de la Proposition [37]

Proposition 41

Dans tout systéme régi par un modéle MBE(G, ®, i) stable, pour toute aréte (i,j) € &, la

. . . M2 i, §]
suite de variables aléatoires W converge presque-sirement vers
M, M 4] .
MEED . MPEREG ] ORI ]
7 >, MPE®E[ K] 3 OPRBA[L K]
ke&(1) ke&(1)

La quantité MPEDR ost appelée taux d’appariements que i dédie a j.

1—7

4.2.1.5 « Taux d’entrée = taux de sortie » (modéle MBE)

De la méme maniére que pour le Lemme [9] le résultat suivant s’obtient en combinant la Proposition
avec la loi forte des grands nombres. Il permet de formaliser le fait intuitif suivant : en régime stationnaire,
le taux d’entrée en chaque sommet ¢ € V est égal au taux de sortie, c’est-a-dire au cumul des proportions
temporelles asymptotiques du nombre d’appariements de toutes les arétes adjacentes a ce noeud 7 € V.
Plus précisément,

Lemme 10

Dans tout systéme régi par un modeéle MBE(G = (V; w Vs, &), @, i) stable, c’est-a-dire tel
que [IJ = ([Ll, ﬂg) € STABBE(G, (I)),

(i) = > OEYA[ §].  pour toutie V) ;

o S (4.9)
fo(i) = >, OFE®A[ j],  pour touti€ V.

JEE (i)

4.2.1.6 Toute mesure stabilisante est & poids (modéle MBE)

Introduisons tout d’abord les deux mesures de probabilité suivantes,
Définition 51

Pour tout graphe biparti connexe G = (V1 w Vs, &) et toute famille de poids o € M(E) fixés, on définit
les mesures de probabilité conditionnelles i € M(Vy) et 1§ € M(Vz) de la fagon suivante :

2 i IR

. e (7) e (i) . ey p (i) jeE (i) ,
af(i) = = , 1€V, et a5(i) = = , 1€ V. 4.10
02 =S 3 an TS Rl SRS ST 10
LeVy je&(X) LeVs jeE(X)
En combinant les équations (3.2) et (3.5, remarquons que
Vie Vi, i%(i) = ’“‘12(2) et Vje Vs, i%(j) = “22(]). (4.11)

Ceci étant fait, nous sommes & présent en mesure de déduire du Lemme [I0] le résultat suivant, utile a la
preuve alternative de I'inclusion N (G) € W(G) du Théoréme
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Corollaire 8

Pour tout graphe biparti connexe G = (V1 w Vs, ) et toute politique d’appariements admis-
sible ® € POL,

STABys (G, ®) < {a® = (if, 15) € M(V1 x V2) : € M(E)}.
Plus précisément,

BE, &, /i  BE DL

et fip = 3

i = (fi1, fiz) € STABgg(G, ) = fu = fif

avec

aBBPA £ — R*
(i,4) — O, 4],

ou la quantité ©%®" est définie par ([1.7).

(4.12)

Démonstration: Soient G = (V1 wVs, ) un graphe biparti connexe et ® € POL une politique d’appariements
admissible.
Considérons une mesure de probabilité fi = (fi1, fiz) € STABgs(G, @) (le cas ou ensemble est vide rendant
le résultat trivial), de sorte que le modéle MBE(G, @, i) soit stable.
Alors, pour la famille de poids o**®# € M(E) définie par [.12), 'association de ([#.10) et du Lemme
assure que, pour tout ¢ € V1,

) P (%)) DICIE () o
/lam:,i’,ﬁ i) = JEE(3) _jeE() IO i (0)
1 = AT AT ~ = .
DI I S CF ) D S MNC A O 1 D I i ()
LeVy jeE(€) LeVy jeE(€) LeVy
On a donc montré que
~ ~aBE,<I>,[L
M1 = Hy
Similairement, on obtient que
~ ~am—i.~i>,ﬂ
M2 = M2 )
ce qui conclut la preuve. |

4.2.2 Preuve alternative de l’inclusion NV (G)  W(G) du Théoréme

Démonstration: Considérons un graphe biparti connexe G = (V = Vi w V5, ), et fixons une mesure
e N (G).

En se référant a ce qui a été fait dans la Section [3.9] on sait donc que
/1 = (ﬂh /12) € NCONDBE(G)v

ot NCONDgs(G) est défini par (3.7]).
Or, en combinant le résultat (3.43) avec le Corollaire [8| (pour ® = ML), on obtient :

NooxDus(G) < {7 = (i, i3) € M(V1 x Va) : a € M(E)},
ce qui garantit donc qu’il existe une famille de poids o € M(E) telle que
fu = A7 et fiz = fi3, (4.13)

ot les mesures jif € M(V1) et ji§ € M(Vz) sont définies par (4.10).
Ainsi, les résultats (3.13)), (4.13)), et (4.11)), assurent respectivement les égalités suivantes :

De la méme maniére, on montre que
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Do,

ce qui permet d’écrire que

et ceci conclut la preuve. [ |

4.3 Etude de 'unicité des taux d’appariements

Dans cette Section [£:3] nous étudions l'unicité des taux d’appariements, c’est-a-dire la propriété qu’ils
ont (dans certains cas) & étre insensibles a la politique ® € pOL utilisée dans le modéle d’appariements
(MG ou MBE) étudié. Ceci débouchera en particulier sur un résultat
— donnant des « types » de graphes de compatibilités pour lesquels cette propriété est vérifiee (cf.
Théoréme @ ;
— fournissant une expression explicite des taux d’appariements, sous certaines hypothéses (cf. Propo-
sition .
Plus généralement, en voyant les taux d’appariements des modéles MG et MBE comme des critéres de
performance, leur insensibilité vis-a-vis de la politique ® € POL considérée permet de dire que toutes les
politiques se valent, c’est-a-dire que, quelle que soit la politique ® implémentée, les taux d’appariements
associés au modeéle étudié seront les mémes, et il n’est donc pas nécessaire d’essayer d’utiliser une po-
litique plus « compliquée » (en termes de temps de calcul, notamment) pour optimiser ce critére-ci de
performance : toutes les autres politiques auront le méme effet !

4.3.1 Conditions suffisantes a la politique-insensibilité des taux d’apparie-
ments

A P’aide du Lemme |§| (respectivement, du Lemme , on remarque que les taux d’arrivées des éléments
au sein de tout systéme régi par un modéle d’appariements général MG (respectivement, biparti étendu
MBE) stable s’écrivent comme des fonctions explicites des proportions temporelles asymptotiques du
nombre d’appariements des arétes, notées O%# et définies par (respectivement, notées OP%®:7
et définies par ) Par ailleurs, en définissant (dans le cas du modeéle biparti étendu), pour tout
i = (fi1, fiz) € M(V1 x V), la mesure de probabilité i € M(V), par

. 1. . 1. . .
i) = 5 (i) levyy + 5h2(i)lev,), i€V,

alors les systémes d’équations (4.4) et (4.9) peuvent se réécrire sous la forme générique suivante :
ﬂ(l) = 2 o, 1€V, (S)
Je&(i)

ou, par (4.4) (respectivement, (4.9)) et (4.3) (respectivement, (4.8])),
— iy = (14 1_)0% [0, §] = (1 + 1) 218 pour le modele MG(G, ®, ji) ;

O Riy] _ MPET i)
2 2

— oy = , pour le modeéle MBE(G, @, fi).

La famille de poids (aj ;)i j)ee € M(E) du systéme coincide donc (& une constante multiplica-
tive prés, selon les cas et les arétes) avec la famille (©%#[4,j])(; jjee (respectivement, avec la famille
(CEEE I J1)(i.j)ee) de proportions temporelles asymptotiques du nombre d’appariements des arétes,
mais aussi avec la famille (M®"[i, j])(; jice (respectivement, avec la famille (M®*®[i, j])(; jjee) des
taux d’appariements des arétes. Ces poids dépendent donc, a priori, de la politique d’appariements &
implémentée et ne sont alors pas uniques, en général.

Définition 52

Soit G = (V, ) un graphe généralisé (respectivement, un graphe biparti) connexe.

On dit que les taux d’appariements sont politique-insensibles pour G lorsque, pour tout 1 € NCOND™ (G)
(respectivement, tout p € N (G)) vérifiant ji € STAB(G, @) (respectivement, vérifiant ji € STABgs(G, @)),
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la famille (M(I)’ﬁ[i,j])(i’j)eg (respectivement, la famille (MBE’q”ﬂ[i,j])(m)eg) des taux d’appariements
par aréte du modéle MG(G, @, i) (respectivement, du modéle MBE(G, ®, 1)) ne dépend pas de la
politique ® considérée.

Lorsqu’un graphe généralisé G = (V,€) est fixé, remarquons que si, pour toute mesure i € M(V), le
systéme admet une unique solution, alors les taux d’appariements sont politique-insensibles pour G.

Le but de cette Sectionest de montrer que, pour certains « types » de graphes (généralisés) connexes,
les taux d’appariements sont politique-insensibles.

Pour ce faire, a ji € M(V) fixée, on se propose d’étudier les solutions du systéme et de trouver certains
« types » de graphes pour lesquels il existe une unique solution.

Faisons tout d’abord quelques rappels sur les arbres (enracinés), notion qui nous sera utile dans I’étude,
a venir, des solutions de ().

4.3.1.1 Quelques rappels sur les arbres (enracinés)

Définition 53

Un arbre est un graphe connexe qui ne contient aucun cycle.

En d’autres termes, G = (V, ) est un arbre si, pour tout i € V et tout j € V avec i # j, il existe un
seul chemin injectif fini reliant ¢ et j, c’est-a-dire que i — j ou qu’il existe un unique n € N, et un
unique n-uplet (iy,...,i,) € V" de sommets distincts tels que i — i1 — -+ — i, — j.

Enfin, arbre G = (V, &) est dit fini lorsque I'ensemble V I'est.

Le résultat classique suivant permet de caractériser facilement un arbre,
Remarque 8

Un arbre fini est un graphe connexe dont le nombre de sommets excéde le nombre d’arétes d’une unité

exactement.
Formellement, le graphe G = (V,€) est un arbre si et seulement si les deux assertions suivantes sont

vérifiées :
— (@ est connexe;

— V| =&+ 1.

Définition 54
Un arbre enraciné G = (V,&,r) est un arbre orienté dans lequel le sommet r € V, appelé racine, est
le seul vers lequel aucune aréte n’est orientée.

On définit une orientation sur les arétes de Parbre de la maniére suivante : pour toute aréte (i,j) € &,
on regarde 'unique chemin injectif reliant la racine r a j (au choix). Si ce chemin passe par i, on
oriente 'aréte (i,7) € £ de i vers j, et on note i — j ; sinon, on oriente l’aréte de j vers i, et on note

j—1i.5ii— j, ondit que i est le pére de j et que j est le fils de i.
Remarque 9
Dans tout graphe enraciné G = (V,E,r), la racine r n’a pas de pére, alors que tous les autres sommets
en ont un unique.
Définition 55
Pour tout arbre enraciné G = (V, &, r), on définit les notions suivantes :
— Les feuilles (ou neeuds externes) sont les sommets ne possédant pas de fils dans I’arbre, alors
que les autres sont appelés neuds internes.
— La profondeur d’un neud i € V, notée d;(G), est la distance de la racine r au nceud i, ¢’est-a-dire
le nombre d’arétes du chemin injectif reliant r a i.
— La profondeur de l’arbre G, notée d = d(QG), est la profondeur maximale d’un nceud, c’est-a-dire

d = max({d;(G) : i € V}).
— La génération ¢ € [1;d], notée Gy = G4(G), est ’ensemble des nceuds de profondeur ¢, c’est-a-dire

Ge={ieV:di(G) =1}
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On note ny son cardinal et {1,...,{,, ses éléments (écrits de maniére arbitraire).

Les sommets dy, ..., d,, sont donc les feuilles de G qui sont de profondeur maximale (c’est-a-
dire, de profondeur d).

Remarquons que G est biparti, et la bipartition de V est donnée par (V1,Vs), ou

Vl = {7‘} ) U g[ et VQ = U g[. (414)
Le[1;d]) Le[1:d]]
¢ pair ¢ impair

Définition 56

Pour tout arbre enraciné G = (V, &, r), on définit la relation d’ordre <y, sur V par :

11
i<\;j<f,>i*>j0uz|n€N*, H(il,...,in)Evn, Vk e [[1;77/—1]], T — thtl )
in — J.
Ainsi, i <y j sii est 'un des sommets du chemin injectif reliant la racine r & j, et on dit alors que j
est un descendant de i.

Définition 57

Soit G = (V,&,r) un arbre enraciné.
Pour tout ¢ € [1;d] et tout i € [1;n,], on note

— f(¥;), le pére du nceud ¢; ;

— L) = {j eV :jest le fils de {;}, Pensemble des fils de {; ;

— 9;) 2 {jeV:{; <y j}, ensemble des descendants de ;.
Remarquons que

— f(1;) = r, pour tout i € [1;n4] ;

— L) = D) ;

— L) = 2(¢;) = & si et seulement si {; est une feuille.

Passons maintenant aux résultats concernant les solutions de (S) dans le cas d’un arbre.

4.3.1.2 Solutions de (S) : le cas de ’arbre

Lemme 11

Pour tout arbre enraciné G = (V, €,r) tel que |V| = 2 et toute mesure ji € M(V), le systéme

d’équations
A(i) = > aij, ieV\{r} (S*)
JEE(3)
admet une unique solution oo € M(E), donnée par :
O[ngf(gm) = ﬂ(fm) + Z (—1)k_eﬂ(1€j), le Hl,d]], m e [[].;ng]], (415)

k€D (£m)

ou la sommation sur un ensemble vide est considérée comme nulle.

Démonstration: Considérons un arbre enraciné G = (V, £, ) tel que |V| > 2, ainsi qu'une mesure i € M(V),

et raisonnons par analyse/synthése.
— Analyse : Soit @ € M(E) une famille de poids qui est solution de (S*|), c’est-a-dire telle que

Vie W{r}, a(i) = Y. oy (4.16)
JEE(4)
Fixons deux entiers ¢ € [1;d] et m € [1; n.].

En considérant qu’une somme sur un ensemble vide est nulle, I’égalité (4.16)) assure que

aenuf(em) = ﬂ(ﬁm) - Z aenza(g"'l)h'
(L+1)peS (m)
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Et, comme il est clair que lorsque £, est une feuille de G,

aéwtaf(em) = ,&(ﬁm),

il suit, par induction, que

Oty flom) = B(lm) + Y (=1 a(ky),
k€D (Lm)

c’est-a-dire que la famille de poids a € M(E) vérifie 1'égalité (4.15]).
— Synthése : Si la famille de poids a € M(E) est définie par (4.15]), on vérifie alors qu’elle est solution
du systéme (S™). [

On en déduit le résultat suivant,

Proposition 42

Soient G = (V, €) un arbre tel que |V| > 2 et une mesure ji € M(V).
En notant (Vy,Vs) la bipartition de V, on a équivalence entre :

— le systéme (S)) admet une solution o € M(E) ;
— ") = (V) = 3.

Dans ce cas, la solution est méme unique.

Démonstration: Considérons un arbre G = (V, ) tel que V| > 2, ainsi qu’une mesure i € M(V).
Fixons une racine r € V pour l'arbre G, et considérons les ensembles Vi et Vo donnés par (4.14)).

= : Supposons que la famille de poids oo € M(E) est 'unique solution du systéme (S).

ni

Ainsi, d'une part, fi(r) = > ai,r, et d’autre part, la famille de poids a@ € M(E) est également
i=1

l'unique solution du systéme (S*]).

Le Lemme assure alors que la famille de poids a@ € M(E) est donnée par (4.15) (et est donc

unique).

Enfin, par sa connexité, tous les noeuds de G sont des descendants de r.

En rassemblant tout ceci, il suit que

ny
a(r) = Z Q1.
i=1

ni
_ k—1_—
= pl)+ Y (=D k)
i=1 kje2(1;)
ni ni
=)+ Y Bk - ), Aky)
i=1 i=1\ k;je2(1;) kje2(1;)
k impair k pair
d N d N
DN NI ()} (4.17)
k=1 1=1 k=1 i=1
k impair k pair

= p(V2) — p(Vi\{r}),
ce qui revient a écrire que
aOV1) = (V).
< : Réciproquement, si i(V1) = fi(V-2), le méme calcul que pour le sens direct assure que la famille de
poids « € M(€) donnée par vérifie fi(r) = _%1 a1,

Par ailleurs, le Lemme garantissant que cette famille est solution de (S™)), on en déduit que « est
solution de (|S]). [ |
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4.3.1.3 Solutions de : le cas du cycle

Proposition 43

Soient G = (V, £) un n-cycle tel que n > 2 et une mesure i € M(V).
1. Sin est impair, le systéme posséde une unique solution.

2. Si n est pair, on note (V1,Vs) la bipartition de V, et le systéme admet alors une

solution si et seulement si fi(V1) = fi(V2) = %.

Dans ce cas, il y a méme existence d’une infinité de solutions.

Démonstration: Considérons un n-cycle G = (V, €) tel que n > 2, dont les sommets sont numérotés de 1 an,
ainsi qu'une mesure i € M(V).

Le systéme linéaire (S)), dont I'inconnue o € M(€) est assimilée au vecteur colonne ‘(a1 2, 02,3, . . ., An—1,n, On1),
peut s’écrire sous la forme A« = fi, oli i est représentée par le vecteur colonne *(fi(1), i(2), ..., #(n)), et ot
1 0 - 0 1
1 1 0 0
01 1 0 0
aloo 1 1 o0 0
0o 0 ... 0 1 1

En développant par rapport a la premiére ligne, on obtient que le déterminant de la matrice A vaut
det(A) =1+ (—=1)"*".

— Cas 1 : n est impair.
Dans ce cas, la matrice A est inversible, et A™'[i est donc I'unique solution du systéme (S).

— Cas 2 : n est pair.
n

Dans ce cas, en notant L; la ligne i € [[1;n] de la matrice A, on constate que L = Y. (—1)"L;,
i=2

c’est-a-dire qu’elle est combinaison linéaire des autres lignes.

Remarquons alors que la matrice A’, de taille (n — 1) x n, obtenue a partir de A en lui enlevant la

ligne L1, est échelonnée en lignes et ne contient aucune ligne nulle.

Ceci assure donc que le rang de A vaut

10 - 0 1] ()
11 0 0| m(2)
0 1 1 0| z(3)
[Ala] = 0 0 1 1 0 0| m(4)
00 ... 0 1 1|aw

est la matrice augmentée associée au systéme , il suit, en notant L} la ligne i € [1;n] de la matrice
augmentée [A|i], que

est compatible < rg ([A|@]) =n—1

n

e L = Y (-1)'Lf

1=2

< p(V1) = p(V2).

Sous cette hypothése, comme rg(A) = n — 1 < n, le systéme admet une infinité de solutions. |
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4.3.1.4 Solutions de : le cas de ’arbre avec une aréte additionnelle

Proposition 44

Soient G = (V, &) un graphe (tel que [V| > 2) formé d’un arbre auquel on a ajouté une aréte,
et une mesure i € M(V).
1. Si laréte ajoutée forme un cycle de longueur impaire (auquel cas G est un graphe qui
n’est pas biparti), le systéme posséde une unique solution.
2. Si laréte ajoutée forme un cycle de longueur paire (auquel cas G est un graphe biparti,
dont la bipartition de V est notée (V1,Vs)), le systéme admet alors une solution si
et seulement si p(V1) = ji(V2) = 3
Dans ce cas, il y a méme existence d’une infinité de solutions.

3. Si aréte ajoutée est une boucle, le systéme posséde une unique solution.

Démonstration: Considérons un graphe G = (V,€) tel que |V| > 2 formé d’un arbre auquel on a ajouté
une aréte, ainsi qu’une mesure ji € M(V).
Remarquons tout d’abord que si 'aréte ajoutée n’est pas une boucle, elle forme un N-cycle qu’on note % .
Si ce cycle est de longueur paire, alors le graphe résultant G est biparti, tandis que s’il est de longueur
impaire, le graphe résultant G n’est pas biparti.

1. Supposons que le graphe résultant G n’est pas biparti et qu’il n’est pas non plus réduit & un cycle
de longueur impaire (auquel cas 'assertion 1. de la Proposition 43| s’appliquerait et conclurait direc-
tement le résultat).

Alors, le graphe résultant G peut étre vu comme le N-cycle, de longueur impaire, " auquel s’ajoute(nt)

un (ou plusieurs) arbre(s) enraciné(s) déconnecté(s). Plus précisément, en notant r',... 7P (ol
1 < p < N) les sommets de € étant de degré strictement plus grand que deux et st .., NP
ceux étant de degré 2, alors, pour tout [ € [1;p], un arbre enraciné .7 est annexé au sommet 7' (sa
racine).

— Analyse : Considérons une famille de poids « € M(E) qui est solution de et fixons un entier
Le [1;p]-
La famille « étant, a fortiori, solution de (S™)), le Lemme|11|assure que les poids associés a toutes
les arétes de J' sont déterminés de facon unique par ([&.13)).
De plus, en utilisant les mémes notations que dans ([@.17) pour 7" et en notant a’ et b' les deux
voisins de r! dans %,

3
m——

n} d*
a(r ): Qi gl + 0y + Z Zk Z
Kpair '

ki 1mpa1r

(4.18)

“; |

Ce qui préceéde étant vrai pour tout ! € [1;p], la famille de poids « est alors, en particulier,
solution du systéme

f0) = > an;, L€, (S**)
JEE(W)NE

ou la mesure ji € M(%) est définie par

dal ni dal ni
pert) =pch) - % ‘71ﬂ(k§)+ 2 ;ﬂ(kﬁ), le[Lp];
k ilfrn:plair = kkp:alir =

i) =a(s), le[LN —pl.

Aprés normalisation de ji, I’assertion 1. de la Proposition [43| assure que la solution de est
unique, c’est-a-dire que les poids associés a toutes les arétes du N-cycle € sont déterminés de
facon unique.

Comme on a déja remarqué que les poids associés a toutes les arétes de chaque arbre %, on
l € [1;p], sont déterminés de fagon unique, la famille de poids o € M(E) est donc également
entiérement caractérisée de maniére unique.

— Synthese : Si la famille de poids aw € M(E) est définie de la fagon explicitée dans 1’Analyse, on
vérifie alors qu’elle est solution du systéme (|S]).

2. Supposons que le graphe résultant G est biparti (dont la bipartition de V est notée (V1,V2)) mais
qu’il n’est pas réduit & un cycle pair (auquel cas lassertion 2. de la Proposition s’appliquerait et
conclurait directement le résultat).
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= : Considérons une famille de poids o € M(E) qui est solution de (S).
En faisant la méme construction que dans le Cas 1., on obtient encore 1’égalité , pour tout
e [1;p]-
De méme, la famille « est également solution du systéme , et 'assertion 2. de la Proposi-
tion |43| assure alors que ’existence d’une solution & ce systéme est équivalente a 1’égalité
(V1 n€) = (Vo n€), qui, elle-méme, est équivalente a z(V1) = a(V2) (assertion (x)).

< : Réciproquement, si ﬂ(Vl) = [(V2), on déduit du raisonnement précédent lexistence d’une
solution au systeme . De plus pour tout ! € [[1; p]], les poids fournis par ) donne une
solution a pour larbre " (de racine r'). En les unifiant, on en déduit alors I'existence
d’une solution ae M(E)a(9).

Enfin, sous la condition g(Vi) = fi(V2), l'item 2. de la Proposition [43] assure qu’il existe une
infinité de solutions & (S*™)), et donc, a fortiori, & .

Preuve de () : Tout d’abord, par définition de i,
V1) = g(V1 0 €) + a(V1 0 6°)

¥4 N—p
D1 ED + Y s + O A %)
=1 l 1
rle eV 5’€V1
P P a  nf at nl, N—p
o o oy B .
= D ath+ Y| X YAk Atk |+ 3 (s + s A 6°)
=1 =1 k=1 =1 k=1 i=1 =1
rlevy rley, Lk impair k pair ] stevy
14 I dl "L qt nL 1
=iWn )+ > | Y Dlalk (k) | + a1 6°). (4.19)
=1 k=1 1i=1 k=1 i=1
rley, Lk impair k pair i

Or, dans chaque arbre enraciné 7! de G (ou I € [1;p]), les sommets des générations paires
appartiennent au méme sous-ensemble de la bipartition que 7!, Ainsi,

l 1 nl
P k P d Tk
EVinE )= Y| D) DAk |+ ) Z DAk | - (4.20)
=1 k=1 1=1 =1 k=1 i=1
rley; Lk pair rley, Lk impair

P a n P aton
AV = AV @)+ Y| > diak) |+ ) Z > ik
=1 k=1 i=1 =1 k=1 1i=1
rley; Lk impair rley, Lk impair
p a
=iV n %)+ ), fi(ks)
=1 k=1 i=1
k impair

Par ailleurs, en échangeant les roles (symétriques) de Vi et de Vs,

P d "ﬁc
AV2) = AV 0 @)+ 301 D5 DAk
Lk g
et ainsi,
aOV) = p(V1) & a1 0 €) = ji(V2 0 6),
ce qui clot la preuve de l'assertion (x).

3. Supposons que l'aréte ajoutée est une boucle, disons sur le sommet r € V.
Le graphe résultant G peut alors étre vu comme un arbre enraciné (de racine r).
— Analyse : Considérons une famille de poids oo € M(E) qui est solution du systéme (|S)).
La famille « étant, a fortiori, solution de , le Lemme assure qu’elle est donnée, de

fagon unique, par (4.15)).
En combinant ceci avec (4.17)), on trouve que

At flny = Blm)+ Y (=D (ky), e [1;d], me [1ine];
kj E@(@m)
) . 4 on (4.21)
are filr) - z Sty + 5% k).
k 1mpa1r =t k galir =
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— Synthese : Si la famille de poids oo € M(E) est donnée par (4.21)), on vérifie alors qu’elle est
solution du systéme (S)). [ |

4.3.1.5 Bilan

L’association des Propositions [2] [43] et [44] débouche directement sur le résultat suivant,

Théoréme 6
Les taux d’appariements sont politique-insensibles pour G = (V, &) (ou |V| = 2) dans les cas
suivants :

1. G est un cycle de taille impaire ;

2. G est un arbre;

3. G est un arbre avec une aréte additionnelle formant un cycle de taille impaire ;

4. G est un arbre avec une boucle additionnelle.

De plus, dans ces cas, les taux d’appariements sont donnés (4 une constante multiplicative
prés) par 'unique solution du systéme - ceci sera précisé ultérieurement par la Proposi-
tion

Remarquons que si G = (V, €) est un arbre (item 2.), il est implicitement supposé que a(Vy) = a(V2) = 3,
ou (V1,V,) est la bipartition de V. En effet, dans le cas contraire, on aurait iz ¢ N (G), et le modeéle
d’appariements biparti étendu (MBE) associé ne pourrait alors pas étre stable, ce qui ne permettrait pas
de définir les taux d’appariements.

Question ouverte :

o Le Théoréme@fourm't des exemples de graphes (généralisés) pour lesquels les taur d’appariements
sont politique-insensibles. Cette liste n’étant cependant, a priori, pas exhaustive, peut-on trouver
d’autres « types » de graphes généralisés (voire tous) ayant cette propriété ¢

4.3.2 Exemples
4.3.2.1 Cas avec unicité

Le graphe G; = (V,&), représenté a gauche de la Figure rentre dans le cadre de l'item 3. du
Théoréme @ Ainsi, le graphe G; ne possédant pas de boucle, I’équation assure que, dans tout
systéme régi par un modéle MG(G1, ®, 1) stable, les proportions temporelles asymptotiques ©®#[. -] du
nombre d’appariements par aréte sont données par av = A~ [i, pour

Q1,2 1000 a(1)
L | @23 _ 1 1 1 0 _ ﬂ(?)
ol A7 o 10 1] 27| am)
Qas 4 0 0 1 1 f(4)

4.3.2.2 Cas sans unicité

Le graphe généraliseé Go = (V,&) représenté a droite de la Figure ne satisfait pas les hypotheéses
du Théoréme @ et le systéme associé n’a pas une solution unique. En effet, considérons la mesure
= "%(3/10 3/10 2/10 2/10), qui est clairement un élément de NCOND(G2). On remarque que, pour tout
x €]0; 3/20[, Aa® = [, pour

11000 oL QQ_”““Q
Ao vo) o LA
’00101’a*a§v3* i

00011 2.4

agy 1—20—3:

comme donné dans la Figure

Par exemple, selon nos simulations faites en Section [B:2.2] les proportions temporelles asymptotiques
OrerMAl. ] des nombres d’appariements par aréte sont données (approximativement) par la famille de
poids a0-0%8,
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FIGURE 4.1 — Graphes G; (& gauche) et Gy (a droite).

4.3.3 Expression explicite des taux d’appariements

Proposition 45

Soient G = (V, &) un graphe généralisé connexe (tel que [V| > 2) qui n’est pas biparti, une
politique d’appariements ® € POL, et une mesure i € M(V).
Supposons que

(=) la politique d’appariements ® € POL est telle que i € STAB(G, @) ;
(=) le systéme () associé a la mesure i € M(V) posséde une unique solution, notée
ae M(E).
Sous ces hypothéses,
a;
(1+15-5) xC’

V(i,j) € & MPF[i, 4] =

ou o
Ca D) 70—,
(pee 1 1 L)
c’est-a-dire que, dans tout systéme régi par le modéle MG(G, ®, i), les taux d’appariements
sont donnés explicitement par la famille de poids oo € M(E) engendrant [i, et sont, comme
prévus, politique-insensibles.

Remarquons que

— l’équivalence (i1) < (i41) du Corollaireassure que, lorsque @ est une politique maximale généralisée
(au sens de la Définition [L9)) - et donc, par exemple, lorsque ® = FCFM (cf. Théoréme ou & = ML
(cf. Theorem 4.7 de [7]), la condition (=) équivaut a i€ W(G);

— la condition (=) est en particulier vérifiée lorsque G est un graphe d’un type listé dans le Théo-
réme @] (excepté le type 2. puisque G n’est pas biparti).

Démonstration: Considérons un graphe généralisé connexe G = (V,€) tel que [V| = 2 et qui n’est pas
biparti, une politique d’appariements ® € POL, ainsi qu'une mesure fi € M(V), et supposons les conditions
(=) et () vérifiées.

Tout d’abord, la condition (=), combinée au Corollaire @ assure que

_ P,

p=p"
ou B
a®h . E — RF
(i,5) — (14 1pu_yy) ©%F[, 4],
puis, la condition (=) garantit alors l’existence d’une constante A > 0 telle que
a = a®* ,
c’est-a-dire que

.. ar- - (67 %1
V(i,j) € &, 0% i, 5] = )‘(1"'71]{}) (4.22)
i=j
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> 1+1?,~,j:j} , Passertion ([4.3]), combinée avec ([4.22)),

Le Corollaire [5| assurant alors que A = 2Cq, o Co =
(3,5)€€

_ Qi,j

permet d’écrire que
V(i,j) € &, MEP ,j]l = ——"2——

ce qui conclut la preuve.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la Proposition [45]

Corollaire 9
Soient G = (V,€) un graphe généralisé connexe (tel que [V| > 2) qui n’est pas biparti, deux
politiques d’appariements ®; € POL et 5 € POL, et une mesure fi € M(V).

Supposons que
(¢) les politiques d’appariements ®; et @5 sont telles que [i € STAB(G, ®1) N STAB(G, ®5) ;

(00) le systéme associé a la mesure ji € M(V) posséde une unique solution.

Sous ces hypothéses, ~ ~
Vi, j) € € MPA[i, ] = M®P[i, 5],

c’est-a-dire que dans tout systéme régi par le modéle MG(G,®q,n) ou par le modeéle

MG(G, ®o, i), les taux d’appariements coincident.

Remarquons que
— l’équivalence (i7) < (i71) du Corollaireassure que, lorsque @ est une politique maximale généralisée
(au sens de la Déﬁnition - et donc, par exemple, lorsque ® = FCFM (cf. Théoréme ou & = ML
(cf. Theorem 4.7 de [7]), la condition (¢) équivaut a @€ W(G);
— la condition (¢¢) est en particulier vérifiée lorsque G est un graphe d’un type listé dans le Théoréme@

(excepté le type 2. puisque G n’est pas biparti).

4.4 Etude de l’équité des taux d’appariements par aréte

On obtient I’ équité des taux d’appariements par aréte lorsque la mesure (ou loi) d’arrivées est construite de
telle sorte qu’aucune aréte n’est privilégiée par rapport aux autres pour réaliser les appariements au sein
du systéme, c’est-a-dire que les taux d’appariements de chaque aréte sont égaux. Cette notion d’équité
constitue donc naturellement un critére de performance intéressant en pratique. Voir par exemple [17].

Définition 58
Pour tout graphe généralisé connexe G = (V, ) et toute politique d’appariements admissible ® € POL,

on dit que fi € STAB(G, ®) réalise ’équité des tauzx d’appariements par aréte lorsque

o 1
V(i,j) € €& M®F[i, 5] = Gk

On note alors
F(G,®) = {fi € STAB(G, ) : i réalise I’équité des taux d’appariements par aréte}.

Définition 59
Pour tout graphe généralisé connexe G = (V, &), on définit la famille de poids a* € M(E) sur € par :
a* 1 £ - R

(4,5) = 141y

. . ok .
La mesure a poids associée, notée i € M(V), est alors donnée par :

deg(7 +1 3
VieV, i (i) = g(z)25|{ S8
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Théoréme 7
Soit G = (V, ) un graphe généralisé connexe tel que |V| = 2 et qui n’est pas biparti.

1. Pour toute politique d’appariements admissible ® € POL,
F(G,®) < {ﬂa*},

c’est-a-dire que la mesure ﬁa* € M(V) est la seule capable de réaliser I'équité des taux
d’appariements par aréte.
2. Supposons que
(x) la politique d’appariements ® € POL est telle que ﬁ“* € STAB(G, ®) ;
(x%) le systéme associé a la mesure [Lo‘* € M(V) posséde une unique solution (alors
forcément donnée par ;‘l—;)

Sous ces hypothéses,

i € F(G,®), et donc F(G,®) = {ﬁa*}.

Remarquons que
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— Dl'implication (ii) = (iii) du Corollaire[2]assure que la condition (x) est en particulier vérifiée lorsque
® est une politique maximale généralisée (au sens de la Déﬁnition - et donc, par exemple, lorsque

® = FCFM (cf. Théoréme [1)) ou ® = ML (cf. Theorem 4.7 de [7]) ;

— la condition (**) est en particulier vérifiée lorsque G est un graphe d’un type listé dans le Théoréme@

(excepté le type 2. puisque G n’est pas biparti).

Question ouverte : L’item 2. du Théorémedonne des conditions permettant a la mesure ﬁa* e M(V)

de réaliser I’équité des taux d’appariements par aréte.

o Qu’en est-il des conditions nécessaires ?

Démonstration: Considérons un graphe généralisé connexe G = (V,€) tel que [V| = 2 et qui n’est pas

biparti.
1. Fixons une politique d’appariements admissible ¢ € POL.
La cas ou F(G, ®) = J rendant le résultat trivial, on suppose que F(G, ®) # .
Pour aboutir au résultat, faisons 2 raisonnements paralléles :

— Raisonnement 1 : Fixons une mesure i € F(G, ®).

Par définition, elle appartient alors & 'ensemble STAB(G, ®), et le Corollaire [f] assure donc que

_ _a®a

i— e (4.23)

ou -
a®t s g — RS
(@05) > (1+16=y) 1[0, 5]
— Raisonnement 2 : Fixons une mesure i € F(G, ®).
Ainsi, par définition,

. Gr. - 1
v(zvj) € 57 M<I)YH[7'7J] = ma

et l'assertion (4.3 assure donc que

o 1
V(i, LT | —
(i,7) € €, ©7[i, 4] 3]
D’on,
- 14+ 16—,
. . D0 {i=3}
V(i,j) €€, op ) = T
Ainsi, par définition de ﬁo‘q}’ﬂ et de ﬁo‘*,
Y (1+16-p) .
Viev, g (i) = =0 _ deg(i) + Tpievsy _ 7 (3)
’ XY (T4 1p—p) 21€| 7

LeV jeE (L)
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ce qui garantit donc que
QR g%
I =n" . (4.24)
Ainsi, en combinant les résultats et -7 on obtient :

*

fie F(G, @)= p=p",

ce qui conclut.

2. Supposons les conditions (x) et (**) vérifiées.
Tout d’abord, la condition (x), associée avec le Corollaire @ assure que

ou

Ca®
(i,5) — (L4 1u—5) O%F [i,4].
La condition (x*) fournit alors I’existence d’une constante A > 0 telle que

#
5%
o = xa™F

c’est-a-dire que
S
V(i,5) € € 1+ Limyy = A(1+ 1iazjy) 0 i, 4],
ce qui équivaut a

.. 1 cI:ﬁo‘* ..
V(Zv.]) 657 X =07 [7‘7.]]' (425)

Le Corollaire [5| assurant alors que A = 2|&|, 'assertion (4.3), combinée avec (4.25)), garantit que

g .
V(Z7]) € 67 M(p“u [27.7] = Ea

c’est-a-dire que
*

1" e F(G, ),

et ceci conclut. ]

Remarquons qu’il se peut tout-a-fait que la mesure ﬂo‘* ne réalise pas I’équité des taux d’appariements
par aréte (auquel cas il n’existe alors pas de telle mesure). En effet, si ﬂ"‘* coincide avec une mesure i,
ol « est une famille de poids non-proportionnelle & a* (ce qui revient a dire que la condition (**) du
Théoréme [7| n’est pas vérifiée), les taux d’appariements par aréte peuvent tout aussi bien étre donnés
par la famille a* que par la famille «, ou méme encore par une autre famille de poids, et dans ce cas,
on ne peut alors rien affirmer concernant ’équité. Par contre, si ’on sait que c’est une famille de poids
non-proportionnelle & a* qui donne les taux d’appariements par aréte, alors, dans ce cas, on peut assurer
qu’il n’y a pas équité de ces taux.

Si 'on revient a la Section présentant 'exemple d’un cas sans unicité, la famille o correspond a
/10 mais il existe, cependant, une infinité d’autres familles de poids non-proportionnelles a o* géné-
rant la méme mesure ﬂo‘*. Ceci implique en particulier que les valeurs des taux d’appariements par aréte
ne peuvent pas étre prédites directement. En effet, comme annoncé dans ladite Section, une simulation
numérique a permis de montrer que les proportions temporelles asymptotiques ©F™#[. .] des nombres
d’appariements par aréte sont en réalité données (approximativement) par la famille de poids o098,
non-proportionnelle & o*, et on peut donc conjecturer que I’équité n’a pas lieu dans ce cas.

Enfin, ’Exemple [§| ci-dessous permet de montrer que F (é,FCFM) = ¢, ol G est le graphe généralisé
connexe qui n’est pas biparti, représenté par la Figure [1.2]

E{emple 8
Pour le graphe généralisé G (représenté par la F1gure , en combinant ( ., et I'item 2. du
Theoreme on a, pour toute mesure i € STAB(G, FCFM)
MFC”“‘[l 1] = 2a(LI" " ({1}) = 2aa(1)*;
MO, 2] = (TS ((2)) = 204(2)%
— MFOPILL 2] = 2(DIL™ P ({2)) + 2p(2)T ™ (1) = dap()a(2) ;
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— MEOR[2, 3] = 22T ({35 : ke Nu) + 2a(3) ™ ({2)) = 252280 4 20i(3)7(2) ;

— MFER[3, 1] = 2(3)T (1)) + 25()TIE™ ({34 < ke Na) = 204(1)i(3) + 252080,

ou « représente la quantité o(G, FCFM, [i).
La combinaison des trois premiéres équations assure alors qu’il n’existe pas, dans le cas étudié, de
mesure [i vérifiant I’équité des taux d’appariements par aréte, c’est-a-dire que

F(G,Fcrm) = .

FIGURE 4.2 — Graphe généralisé G.
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Annexe A

Notations générales

Opérations sur les ensembles

Pour deux ensembles quelconques E et F', on note
— E\F = {x € E:x¢ F}, la difféerence de E et F';
— F° = E\F, le complémentaire de F' (dans E, implicitement), lorsque F c E;

— FE w F, la réunion de F et F, lorsqu’ils sont disjoints.

Mesures et mots sur des ensembles

Le mot vide, c’est-a-dire celui constitué d’aucune lettre, est noté e, et, pour tout ensemble fini A, on note
— |A] (ou Card(A)), le cardinal de A, c’est-a-dire le nombre d’éléments de A
— A*, 'ensemble des mots finis sur 'alphabet A ;
— AN, T’ensemble des mots infinis sur ’alphabet A ;
— P(A), Pensemble de tous les sous-ensembles de A ;
— Unif(A), la loi uniforme sur ’ensemble A ;
— M(A), 'ensemble des mesures positives finies de support 4;
— M(A), 'ensemble des mesures de probabilité de support A;
— M>Y(A), 'ensemble des mesures positives dont le support est inclus dans A.

Remarquons la suite d’inclusions M(A4) € M(A) = M>°(A).

Pour toute mesure p € M(A), on note ji € M(A) la mesure normalisée associée, c’est-a-dire

ao
p(A)
Pour deux ensembles finis A et B, si ji € M(A x B), on note ji = (jiy, fiz) pour signifier que
— jip € M(A) est la premiére marginale de fi;
— Jig € M(B) est la seconde marginale de .

Pour tout ensemble E quelconque et tous sous-ensembles A et (Ai)i>1 de F, on note

— Ay... A, = {a1...a, : Vi€ [1;n], a; € A;}, U'ensemble des mots de n > 1 lettres dont la i®me
appartient a l'alphabet A;, pour chaque i € [[1;n].
— AF = {a;...a; : Vie [[1;k], a; € A}, I'ensemble des mots de k > 1 lettres formés avec I’alphabet
A, oi1, par convention, A° = ¢.
— A* = | A*, 'ensemble des mots finis sur 'alphabet A.
keN

127



128 Annexe A. Notations générales

Applications
Pour tout ensemble F quelconque, on note
— 1p la fonction indicatrice de E, c’est-a-dire 1g(z) = { 0 :nxoxf ’

— Idg l'application identité sur F, c’est-a-dire ldp = B — E .

x -
L . R R+
L’application valeur absolue est notée | - |, ¢’est-a-dire N N : |

Pour toute fonction f: X — Y, ot X et Y sont des ensembles respectivement quelconque et totalement
ordonné, et pour tout sous-ensemble X’ < X, on note

argmax(f(z)) = {ze X' :Vye X', f(y) < f(x)}

zeX’
et
argmin(f(z)) = {x e X' :Vye X', f(y) = f(2)}.
re X’
Vecteurs
(1)
Tout vecteur x € R™ est noté = = : | ou®(xz(1),...,z(n)), et on écrit
x(n)
— z = 0, si et seulement si (i) > 0, pour tout i € [1;n];
— J(z) = {z(1),...,z(n)};
— lal = (=), ..., [z(m)]);
— 0, =%0,...,0), le vecteur nul de taille n;
— ey, le i®™° vecteur de la base canonique de R", pour tout i € [[1;n].
Matrices

Toute famille M d’éléments de R indexée par un produit cartésien (fini) I x J est vue comme une matrice,
et on note M = (M(,7)) er -
jeJ

De plus, on écrit
— 'M = (M(4,1)) e, sa transposée;
jeJ
— det(M), son déterminant ;

— rg(M), son rang.

Topologie

Pour tout espace vectoriel normé (E, || - |), on note

— Byy(z,7) = {ye E: |y —z| <}, la boule ouverte centrée en = € E et de rayon r > 0;

— A=int(A) = {zeE:3r >0, By (z,7) = A}, I'intérieur de A c E.
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Simulations

Remarque : Tous les programmes proposés ci-dessous sont écrits en langage Python.

import numpy as np
from numpy.linalg import eig
from random import *

Pour les simulations numeériques concrétes, on considérera le graphe généralisé (pondéré) G représenté
par la Figure ot les poids seront donnés par (a, b, c,d,e) = (1,2,3,4,5). Dans ce cas, la matrice des
poids (vue comme une liste de listes) est donc

A=1[1,2,0,0],[2,0,3,4],[0,3,0,5],[0,4,5,0]].

B.1 Mesures a poids

Le programme suivant retourne la loi de probabilité i € M (V) associée  la famille de poids o € M (&) sur
les arétes d’un graphe généralisé G = (V, £), dont la matrice des poids est donnée par A, ot A[i][j] = o ;.

def mu_barre_alpha(A):
m=[]
for i in range (len(A)):
m.append (sum(A[i]))
S=sum(m)
m=[i/S for i in m]
return(m)

On obtient :

mu_barre_alpha(A)=

[0.10344827586206896,
0.3103448275862069,
0.27586206896551724,
0.3103448275862069]

B.2 Sous politique FCFM

B.2.1 Processus d’appariements : simulation du buffer

Par commodité pour I’écriture des programmes, on supposera que ’ensemble des sommets du graphe
considéré est numéroté de 0 & [V| — 1. En particulier, pour le graphe G de la Figure considéreé,
I’ensemble des sommets est noté {0, 1,2, 3} (au lieu de {1,2,3,4}), en conservant l’ordre.
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Le programme suivant simule une arrivée d’un item dans le systéme selon la loi g :

def arrivée(A):
m=mu_barre_alpha(A)
c=0
C=[] #C=vecteur des sommes cumulées#
for i in range (len(m)):
c=c+m[i]
C.append(c)
a=random() #a est un réel aléatoire entre 0 et 1#
i=0
while a>=C[i]:
i=i+1
return(i)

Le programme suivant permet de mettre a jour le buffer (sous la politique FCFM), représenté par une
liste L, aprés l'arrivée dans le systéme d’un item de classe v, et de recenser 1’éventuel appariement qui
s’est produit dans une matrice (vue comme une liste de listes) M. La matrice M n’est composée que de 0,
mais M[i][j] = M[j][{] =1 s’il y a eu appariement entre i et j dans le systéme.

def majliste(A,L,v):
M=[[0 for i in range(len(A))] for j in range (len(A))]
if len(L)==0:
return([v],M)
else:
V=[]
for i in range(len(L)): #V sera de méme taille que L#
if A[v][L[il]==0:
V.append(0) #0n met un O dans V si 1’é&lément de L correspondant#
#n’est pas voisin de 1’item de classe v arrivant#
else:
V.append(1) #On met un 1 dans V si 1’é&lément de L correspondant#
#est voisin de 1’item de classe v arrivant#
if sum(V)==0:
return(L+[v],M)
else:
i=0
while V[i]==0:
i=i+1
MIv][L[il]=1
MIL[i]] [v]=1
del L[i]
return(L,M)

Par exemple,

majliste(A,[0,3],arrivée(A))
=([3], [[O’ 1, O’ O]! [1’ 0, O’ O]! [O’ 0, O’ 0]’ [O, 0, O’ O]])

signifie qu’un item de classe 1 est entré dans le systéme et qu’on a donc eu un appariement (sous politique
FCFM) entre 'item arrivant et celui de classe 0 déja présent. Le buffer, initialement composé d’un item
de classe 0 et d’un autre de classe 3 n’est alors plus composé que de I'item de classe 3.

Plus généralement, on peut maintenant simuler ’état d’un systéme (initialement vide) régi par le modeéle
MG(G, FCFM, [i%), aprés n arrivées :

def buffer_n(A,n):
W=[] #le buffer est vide & 1’instant initial (WO=\emptyset)#
for i in range(n): #on fait n fois le processus suivant#
a=arrivée(A) #on détermine 1’item qui arrive dans le systéme#
W=majliste(A,W,a) [0] #on met & jour le buffer aprés arrivée de cet item#
return (W)
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Par exemple,
buffer_n(A,10)=[0, 3]

signifie qu’aprés 10 arrivées dans le systéme (initialement vide), il est maintenant composé d’un item de
classe 0 et d’un item de classe 3 (arrivés dans cet ordre).

B.2.2 Taux d’appariements par aréte

Le programme suivant permet de faire la somme terme a terme des matrices (vues comme listes de listes)
B et C (carrées, et supposées de mémes tailles) prises en argument :

def somme_matrices(B,C):
M=[[0 for i in range(len(B))] for j in range (len(B))]
for i in range(len(B)):
for j in range(len(B)):
M[i][j1=B[i] [j1+C[i] []]

return(M)

Le programme suivant renvoit la matrice M recensant les appariements qui se sont produits aprés N
arrivées au sein d’un systéme régi par le modeéle MG(G, FCFM, %), lorsqu’il est dans son état stationnaire.
Remarquons que M|[i][j] est le nombre d’appariements qui se sont produits entre un item de classe 7 et
un de classe j.

def matrice_matchings_regime_stat(A,n): #n=nombre d’arrivées "en régime stationnaire"#

W=[] #le buffer est vide & 1’instant initial#
for i in range(10000):

a=arrivée (A)

W=majliste(A,W,a) [0] #le W final est W_10000%#

#(supposé suivre la loi stationnaire --> temps "long")#

M=[[0 for i in range(len(A))] for j in range (len(A))]
for i in range(n):

a=arrivée (A)

S=majliste(A,W,a)

M=somme_matrices(M,S[1])

W=s[0]
return(M)

Par exemple, on peut simuler et avoir

matrice_matchings_regime_stat(A,100)
=(f1, 11, o, o1, [11, O, 12, 11], [0, 12, O, 14], [0, 11, 14, 0]]

Le programme suivant renvoit, en premier argument, la proportion temporelle du nombre total d’appa-

FCFM, g%

riements, c’est-a-dire la quantité M"T, et en second, la matrice des taux d’appariements par aréte,
dont I’élément en place [i][4] représente la quantité M~ [, j].

def taux_matchings_regime_stat(A,n): #n=nombre d’arrivées "en régime stationnaire"#
M=matrice_matchings_regime_stat(A,n)
Cc=0
for i in range (len(M)):
for j in range(i,len(4)):
c=C+M[i] [j] #C représente le nombre total de matchings#
#effectués en n arrivées d’items#
Prop_temporelle_matchings=C/n
T=[[0 for i in range(len(M))] for j in range (len(M))]
for i in range (len(T)):
for j in range (len(T)):
TLil[j1=M[il[j1/C
Matrice_des_taux_matchings_par_aréte=T
return(Prop_temporelle_matchings,Matrice_des_taux_matchings_par_aréte)
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Par exemple, on peut simuler et avoir

taux_matchings_regime_stat(A,1000)=
(0.5,

[[0.028, 0.136, 0.0, 0.0],

[0.136, 0.0, 0.202, 0.336],

[0.0, 0.202, 0.0, 0.298],

[0.0, 0.336, 0.298, 0.011)

Le résultat de la simulation est bien cohérent avec la Proposition [34] et I’association du Corollaire[5 et de
la Proposition

Le programme suivant renvoit la moyenne (sur 100 réalisations) des proportions temporelles des nombres
totaux d’appariements, ainsi que la matrice des taux d’appariements par aréte (moyennés sur les 100
réalisations). Ceci fournit donc une meilleure précision que le programme précédent.

def taux_matchings_moyens_regime_stat(A,n):

L=[]

M=[[0 for i in range(len(A))] for j in range (len(A))]

for i in range(100):
T=taux_matchings_regime_stat(A,n)
L=L+[T[0]] #L=liste contenant les 100 proportions temporelles#

#des nombres d’appariements par aréte#

M=somme_matrices(M,T[1]) #M=’matrice’ ol on a sommé#

#les 100 taux d’appariements par aréte#
Prop_temporelle_matchings_moyenne=sum(L)/100
Matrice_taux_match_moyens_par_aréte=[[0 for i in range(len(M))] for j in range (len(M))]
for i in range (len(M)):

for j in range (len(M)):
Matrice_taux_match_moyens_par_aré&te[i] [j1=M[i] [j]1/100
print (’Proportion temporelle moyenne des appariements =)
print (Prop_temporelle_matchings_moyenne)
print(’Matrice des taux d appariements moyens par aréte =)
print (Matrice_taux_match_moyens_par_aréte)

Par exemple, on peut simuler et avoir

taux_matchings_moyens_regime_stat (4,10000)=

Proportion temporelle moyenne des appariements = 0.49999899999999975
Matrice des taux d appariements moyens par aréte =
[[0.04711404139984761, 0.11322019950044629, 0.0, 0.0],

[0.11322019950044629, 0.0, 0.21877472059321512, 0.2880984336393824],
[0.0, 0.21877472059321512, 0.0, 0.33279260486710854],
[0.0, 0.2880984336393824, 0.33279260486710854, 0.0]]

Revenons ci-dessous au cas étudié dans la Section [4.3.2.2] et considérons la matrice de poids (vue comme
liste de listes)

P =[[0.2,0.1,0,0],[0.1,0,0.1,0.1], [0,0.1,0,0.1], [0,0.1,0.1, 0]],
correspondant a o'/19, et engendrant donc, comme annoncé, la mesure ji = £(0.3,0.3,0.2,0.2).
Maintenant, en simulant, on obtient les valeurs numériques suivantes :

taux_matchings_moyens_regime_stat (P,10000)=

Proportion temporelle moyenne des appariements = 0.4999989999999999
Matrice des taux d appariements moyens par aréte =
[[0.19681839083032376, 0.20733423043812496, 0.0, 0.0],

[0.20733423043812496, 0.0, 0.19642843603154655, 0.195420495585212],
[0.0, 0.19642843603154655, 0.0, 0.2039984471147925],
[0.0, 0.195420495585212, 0.2039984471147925, 0.0]]
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Par et ,

A Y]

2 )
et on peut donc conjecturer numériquement que les proportions temporelles asymptotiques @FCF™A [-, ]
des nombres d’appariements par aréte sont données (approximativement) par la famille de poids o098,

i = (1+1)0 "™ i, j] = (1 + 1g_y)

Enfin, juste pour I'exemple ci-dessous, supposons que le systéme étudié soit régi par le modéle MG(G1, FCFM, [LO‘* ),
ol (31 est le graphe (& gauche) représenté par la Figure
Dans ce cas, la matrice des poids (vue comme une liste de listes) est donc

B =[0,1,0,0],[1,0,1,1],[0,1,0,1],[0,1,1,0]].
On peut donc simuler et avoir, par exemple,

taux_matchings_moyens_regime_stat (B, 10000)=

Proportion temporelle moyenne des appariements = 0.4999849999999999
Matrice des taux d appariements moyens par aréte =

[[0.0, 0.2501953283787623, 0.0, 0.0],

[0.2501953283787623, 0.0, 0.2491459734276778, 0.24998334476723308],
[0.0, 0.2491459734276778, 0.0, 0.2506753534263269],

[0.0, 0.24998334476723308, 0.2506753534263269, 0.0]]

Expérimentalement, on peut alors conjecturer qu’il y a équité des taux d’appariements par aréte, ce qui
est effectivement confirmé mathématiquement par le Théoréme [7} étant donné que Gp est un graphe du
type 3., listé dans le Théoréme [6]

B.3 Sous politique ML

Les programmes de cette Section sont 'adaptation de ceux de la Section au cas ot la politique ®
considérée est ML.

B.3.1 Processus d’appariements : simulation du buffer

def tirage_uniforme(L): #on veut tirer un élément de la liste L selon la#
#loi uniforme (discréte)#
n=len(L) #on note n=Card(L)#
a=random() #on tire un nombre aléatoire entre 0 et 1#
T=np.linspace(0.0, 1.0, num=n+1) #on crée une liste composée de n+1 éléments#
#uniformément répartis entre O et 1 (compris)#
i=1
while a>=T[i]: #le i obtenu sera tel que a soit compris entre (i-1)/n et i/n#
i=i+l
return(L[i-1]) #on retourne le i-éme é&lément de la liste L#

def majliste_ML(A,L,v):
M=[[0 for i in range(len(A))] for j in range (len(A))]
if L==[0]*1len(L): #si le buffer est vide#
L[v]l=L[v]+1
return(L,M) #on renvoit la liste mise & jour (1 é&lément de classe v)#
#+ la matrice des appariements, qui est remplie de zéros#
else: #Cas ou le buffer n’est pas vide#
V=[] #V est un vecteur qui va recenser les items présents dans le buffer#
#(et conserver leur quantité) qui peuvent matcher avec v#
#(=les matchings potentiels)#
#En fait, V=L sauf aux endroits correspondants aux items#
#qui ne peuvent pas matcher avec v, auquel cas on change la valeur en O#
for i in range(len(L)): #V sera de méme taille que L, c.-a-d. de méme taille#
#que le nombre de sommets du graphe#
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if A[v][i]==0: #si v n’est pas voisin de i sur le graphe#
V.append(0) #0n met un O dans V si 1’élément de L correspondant n’est#
#pas voisin du v arrivant#
else: #si v est voisin de i1 sur le graphe, il faut regarder si le buffer#
#contient des items de classe i#
if L[i]==0: #Si i n’est pas présent dans le buffer#
V.append(0) #0n met un O dans V#
else: #Si i est présent dans le buffer#
V.append(L[i]) #0n recopie la valeur de L[i] dans V#
#--> possible mariage entre v et i#

if sum(V)==0: #S’il n’y a pas d’appariement possible entre v et un é&lément du buffer#

L{v]=L[v]+1 #0n ajoute un item de classe v au buffer#

return(L,M) #0n renvoit la liste mise & jour + la matrice des appariements,#
#qui est remplie de zéros#

else: #S5’il y a (au moins) un appariement possible entre v et un élément du buffer#

m=max (V) #0n regarde le/les appariement(s) possible(s) ayant le plus grand#

#nombre d’éléments dans le buffer#

I=[] #I sera la liste composée des index des ’m’ de V - c.-a-d. des classes#

#des items pouvant s’apparier avec le v arrivant, en ML#

for i,e in enumerate(V):

if e==m:
I.append (i)
u=tirage_uniforme(I) #On tire uniformément parmi les possibilités (en ML)#
#1’item qui va matcher avec v#
#0n sait donc maintenant que c’est 1’item u qui va matcher avec v#

L[ul=L[u]l-1 #On retire un item de classe u du buffer#

#(puisqu’il matche avec le v arrivant)#

M[u] [v]=1 #0n recense le matching entre u et v dans la matrice M#

M[v] [u]=1 #idem#

return(L,M) #L=buffer mis & jour et M est la matrice recensant les appariements

#si M(i,j)=1 (ou M(j,i)=1), alors on a eu appariement entre i et j#

def buffer_n ML(A,n): #A=matrice des poids #renvoit 1’é&tat du buffer au temps n#
#(aprés n arrivées) et sous politique ML --> Wn#
W=[0]*1len(A) #Le buffer est vide & 1l’instant initial#
for i in range(n): #0n fait n fois le processus suivant#
a=arrivée(A) #0n détermine 1’item qui arrive dans le systéme#
W=majliste_ML(A,W,a) [0] #0On met & jour le buffer aprés arrivée de cet item#
return(W)

B.3.2 Taux d’appariements par aréte

def somme_matrices(B,C):
M=[[0 for i in range(len(B))] for j in range (len(B))]
for i in range(len(B)):
for j in range(len(B)):
M[il [j1=B[i] [j1+C[i] [j]

return(M)

def matrice_matchings_regime_stat_ML(A,n):

W=[0]*1len(A) #Le buffer est vide & 1l’instant initial#
for i in range(10000):

a=arrivée(A)

W=majliste_ML(A,W,a)[0] #Le W final est W_10000%#

#(supposé suivre la loi stationnaire --> temps "long")#

M=[[0 for i in range(len(A))] for j in range (len(A))]
for i in range(n):

a=arrivée(A)

H#
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S=majliste_ML(A,W,a)
M=somme_matrices(M,S[1])
w=s [0]
return(M) #M=matrice des appariements au bout de N arrivées (en régime stat.)#
#- si M[il[jl=m (ou M[jl[il=m), on a eu m appariements entre i et j#
#- sous politique ML#

def taux_matchings_regime_stat_ML(A,n):
M=matrice_matchings_regime_stat_ML(A,n)
C=0
for i in range (len(M)):
for j in range(i,len(A)):
C=C+M[i][j] #C représente le nombre total d’appariements effectués#
#en n arrivées d’items#
Prop_temporelle_matchings_ML=C/n
T=[[0 for i in range(len(M))] for j in range (len(M))]
for i in range(len(T)):
for j in range (len(T)):
T[4l [j1=M[i] [j1/C
Matrice_des_taux_matchings_par_aréte_ML=T
return(Prop_temporelle_matchings_ML,Matrice_des_taux_matchings_par_aréte_ML)

def taux_matchings_moyens_regime_stat_ML(A,n):
L=[]
M=[[0 for i in range(len(A))] for j in range (len(A))]
for i in range(100): #Je fais la moyenne sur 100 itérations
T=taux_matchings_regime_stat_ML(A,n)
L=L+[T[0]] #L=liste contenant les 100 proportions temporelles des#
#nombres d’appariements par aréte#
M=somme_matrices(M,T[1]) #M=’matrice’ ol on a sommé les 100 taux#
#d’appariements par aréte#
Prop_temporelle_matchings_moyenne_ML=sum(L)/100
Matrice_taux_match_moyens_par_aréte_ML=[[0 for i in range(len(M))] for j in range (len(M))]
for i in range (len(M)):
for j in range (len(M)):
Matrice_taux_match_moyens_par_aré&te_ML[i] [j1=M[i] [j]/100
print (’Proportion temporelle moyenne des appariements (en ML) =?)
print (Prop_temporelle_matchings_moyenne_ML)
print(’Matrice des taux d appariements moyens par ardte (en ML) =’)
print (Matrice_taux_match_moyens_par_aré&te_ML)

Juste pour I'exemple ci-dessous, supposons que le systéme étudié soit régi par le modele MG(Gy, ML, ﬂa* ),
ot G est le graphe (& gauche) représenté par la Figure Dans ce cas, la matrice des poids (vue comme
une liste de listes) est

B =[[0,1,0,0],[1,0,1,1],[0,1,0,1],[0,1,1,0]].

On peut donc simuler et avoir, par exemple,

taux_matchings_moyens_regime_stat_ML(B,10000)=
#Proportion temporelle moyenne des appariements (en ML) =
#Matrice des taux d appariements moyens par ardte (en ML)
[[0.0, 0.24934809560454307, 0.0, 0.0],
[0.24934809560454307, 0.0, 0.25041083279772414, 0.24984308907447947],
[0.0, 0.25041083279772414, 0.0, 0.25039798252325324],

[0.0, 0.24984308907447947, 0.25039798252325324, 0.0]]

0.49999099999999985

Expérimentalement, on peut alors conjecturer qu’il y a équité des taux d’appariements par aréte, ce qui
est effectivement confirmé mathématiquement par le Théoréme [7] étant donné que G est un graphe du
type 3., listé dans le Théoréme [6]
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