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Résumé

L’information quantique est une synthése entre la théorie de
I’information et la mécanique quantique. Elle offre des
opportunités inexistantes dans le cas classique grace a certaines
propriétés des porteurs d’information (qubits) qui sont
gouvernés par la mécanique quantique. Parmi ces propriétés, la
superposition d’état et I’intrication qui permettent le calcul
paralléle et certains protocoles quantiques tels que la
téléportation. L’une des difficultés de I’information quantique
est I’extréme sensibilité des qubits a I’environnement extérieur
qui perturbe leur état en introduisant des erreurs dans
I’information transmise. Afin de contrer ce phénomene appelé
décohérence, des codes correcteurs d’erreur quantique ont été
¢laborés. Nous allons nous pencher dans ce travail aux codes
convolutifs quantiques destinés a la protection de flux continus
d’information transmis sur de longues distances. Une deuxiéme
partie sera consacrée a un protocole de communication
quantique particulier qui est le partage de secret a 1’aide de cinq
qubits transmis par des canaux bruités et protegés par trois codes
correcteurs d’erreur.
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Introduction

Le traitement classique de l’information est effectué¢ a I’aide de
supports physiques dont les propriétés sont gouvernées par la physique
classique. En effet, les bits d’information classiques sont par exemple
représentés par des condensateurs chargés d’électrons (bit de valeur 1) ou
bien completement décharges (bit de valeur 0). Le traitement quantique
de I’information repose sur I’utilisation de supports physiques qui
obéissent a la mécanique quantique. Un électron unique peut a lui seul
étre un support d’information : selon que son spin est haut ou bas il porte
le bits 0 ou 1. Cependant, I’électron (contrairement au condensateur qui
est exclusivement chargé ou vide) peut étre dans un état combin€ de spin
haut et de spin bas. Dans ces conditions, ['unit¢ ¢lémentaire
d’information quantique (appelé qubit) peut étre 0, 1 ou bien une
superposition lin¢aire quelconque des deux valeurs. Cette différence
fondamentale avec |’information classique donne en théorie une
supériorité énorme a I'information quantique. Cependant, si 1’ordinateur
classique est aujourd’hui une réalité partout présente, sa version
quantique elle reste un idéal lointain & cause de trés grandes difficultés
expérimentales qui sont loin d’étre résolues. Parmi elles, le phénomeéne de
décoheérence qui est la perturbation de I’¢tat des qubits portant
I’information par leur interaction avec le monde extérieur. Pour résoudre
ce probléme, des codes correcteurs d’erreurs quantiques ont été élabores,
parmi eux les codes convolutifs utilisés dans les communications a
grande distance de flux d’information. Notons toutefois que les
ordinateurs classiques vont atteindre leur limite de performance lorsque
les circuits €lectroniques auront des tailles tellement petites que les lois de
la mécanique quantique remettront en cause leur bon fonctionnement.
Depuis une vingtaine d’année des tentatives se font pour construire un
ordinateur quantique sans grand succes. Neéanmoins, la théorie de
I’information quantique s’est beaucoup développée et un grand nombre
d’algorithmes quantiques a ¢té ¢labore et simul¢ sur des ordinateurs
classiques en attendant de I’€tre sur un ordinateur quantique [1]. Ce
travail de these se divise globalement en trois parties. D’abord, une vue
d’ensemble de I’information quantique sera donnée avec en premier
quelques rappels utiles de mécanique quantique. Ensuite, on introduira les
codes correcteurs d’erreurs quantiques, on décrira le code convolutif a
cing qubits et son implantation sur un ordinateur classique. Enfin, on va
étudier un protocole de communication quantique particulier qui est le
partage de secret par un état de graphe a cinq qubits transmis par cing
canaux depolarisants et protéges par trois codes correcteurs.



I Fondements de I’information quantique

L’information quantique est une synthese entre la théorie de
I’information classique et la mécanique quantique. Le tableau 1 résume
les différences fondamentales entre les systemes physiques classiques et
les systemes physiques quantiques qui font aussi la différence entre
I’information classique et 1’'information quantique. Nous allons présenter

dans ce chapitre les fondements essentiels de I’information quantique.

Physique Classique

Physique Quantique

Un systéme physique se trouve a
un instant donné en un seul état a
la fois parmi ses états possibles.

Un systeme physique peut se
trouver a un instant donné dans
une superposition de ses états.

Les transformations d’états d’un
systéeme physique sont en général
irréversibles.

Sans mesure les transformations
d’états d’un systéme isolé sont
réversibles et déterministes.

La mesure d’un systéme physique
n’altére pas son état et donne le
méme résultat si elle est répétée
dans les mémes conditions. Elle
donne le meme résultat pour un
systéme identique.

La mesure de I’état d’un systéme
physique modifie cet état de
maniére irréversible et donne des

résultats difféerents si elle est
répétée dans les  mémes
conditions.

Il est possible de copier I’état
d’un systéme sur un autre.

Il est impossible de copier I’état
d’un systéme sur un autre.

L’état global d’un systéme
composé de plusieurs sous
systéeme est toujours un produit
des états des sous systémes.

L’état global d’un systéme
composé de sous systéme n’est
pas toujours un produit des états
de ces sous systémes.

Tableau 1 : Les différences fondamentales entre les systémes physiques
classiques et les systemes physiques quantiques.

I.1 Introduction

L’outil de base de I'information quantique est le qubit (quantum bit)

qui est une unité d’information portée par un systeme physique quantique
pouvant avoir deux niveaux d’énergie représentés par deux états propres
|0) et |1) de son hamiltonien. L’intérét du qubit est qu’il peut étre dans

une superposition de ces deux états |y ) =a|0)+ £|1) qui permet de réaliser
certaines performances impossibles avec des bits classiques.



1.2 La spheére de Block

C’est un outil mathématique représenté sur la figure 1 qui permet de
décrire efficacement un qubit. En effet, sachant que |o¢\2 +| ,6'|2 =1 on peut
écrire : |y) =cos(0/2)|0) +e” sin(@/2)]1) avec 0 < 0< 7w et 0 < D< 27 les
angles sphériques. Le qubit peut donc étre représenté par un point d’une

sphere de rayon €gal a 1’unité localisé par les angles 0 et @ reliés aux
ceefficients o et B . On peut aussi considérer I’état |y/) comme un vecteur

d’origine le centre de la sphere et d’extrémité un point de cette sphere.
Les états de base |0) (6=0) et |1} (0=m) correspondent respectivement au

pole nord et au pole sud de la sphére. Parmi les qubits intéressants en
information quantique les points qui se trouvent sur I’équateur de la
sphere de Block et correspondant a une superposition équiprobable
el =lg=142 . ;

10)

1
(0|1

Figure 1 : La sphere de Block

1.3 Matrices densité

. : : . . a
L’état d’un qubit peut étre décrit par un ket|:,y)=[ﬁ} ou un bra

*

. 1
= ) et les états de base sont donc donnés par |O>=(OJ et

(J On peut construire deux produits différents qui sont

R W R N o O e
B pa pp
premier €tant la norme du vecteur état et le second s’appelle matrice
densité de I’état. Nous constatons que la matrice densité est de trace égale
a 'unité et peut représenter un opérateur hermitien. Le qubit peut étre

aussi dans un melange d’états décrit par la matrice densite



0)+ 4,

P:ZPn l//n><(//n ZZR,Pn avec \l//n> =a, 1> des états dits pures

et P,>0 la probabilité ou poids de chacun d’eux. Puisque chaque matrice
pn est hermitienne alors la matrice p I’est aussi. De plus, tr(pn) =1 et

2. P=1 entraine que tr(p)=1. Chaque ¢état mélangé est illustré par un
point donne¢ de la sphere de Block. La matrice densité est utile pour traiter

I’évolution du qubit dans le temps \w> =U (t)| 1//(0)> et (y/(t)| = (y/(O)|U (1)
done [y(O){y O] =UOwO)yO)U' (1) dou p=UMt)pO)UL).

I.4 Matrices de Pauli

Ce sont quatre matrices 2X2 unitaire et hermitiennes définies par

10 01 0 —i 1 0 _ _
o, = , Gx = ’ O': = i ’ O-z = . r
P 10 T PR 0 1 La matrice densité

peut alors s’écrire comme une combinaison lin€aire des matrices de
Pauli : ’!//)(l,u‘Z(l/Z)(O'U+Sxax+SyO'y+SZO'Z) avec Sx, Sy et S; des

coefficients réels tel que S_f + Si +5> =1. De méme, tout hamiltonien qui

s’applique sur un qubit peut s’écrire comme une combinaison linéaire des
matrices de Pauli qui sont alors un bon outil mathématique pour décrire
les €tats et les interactions du qubit.

LI.5 Les propagateurs

Les propagateurs associés aux hamiltoniens H du qubit donnés par
U(t)=exp(-iHt/h) décrivent 1’évolution dans le temps de I’état du qubit
lw(t))=U(#)|y(0)). Etant unitaires ils possédent un inverse et

s’ensuit que toute évolution dans le temps du qubit est réversible en
absence de mesure, contrairement a celle d’un systéme classique qui est
irréversible.  Par ailleurs, les propagateurs réalisent une transformation
unitaire qui conserve la norme des kets sur lesquels 1ls s’appliquent. Nous
notons que puisque les matrices de Pauli sont unitaires elles peuvent étre
des propagateurs et correspondre a des portes logiques quantiques
lesquelles sont une combinaison appropri¢e de propagateurs.

10



1.6 Les Portes logiques quantiques

Le traitement quantique de [D'information consiste a stoker
I’information dans un qubit puis a la manipuler par des portes logiques
quantiques. Comme son ¢quivalente classique, la porte quantique
transforme le qubit d’un état vers un autre. Pour cela il suffit d’ajouter a
I’hamiltonien du systéme une perturbation controlée qui le fait évoluer
selon une transformation unitaire réversible. Avec un bit classique unique
il existe deux portes réversibles, NOT qui change le bit 0 en 1 et vis versa
et IDENTITE qui le laisse inchangé. Il existe aussi deux portes
irréversibles, SET qui impose au bit la valeur 1 et CLEAR qui le
transforme en 0 quelque soit sa valeur initiale. Ces deux derniéres portes
ne peuvent étre realisées par des transformations unitaires. Les matrices
de Pauli oo et ox peuvent étre des portes logiques IDENTITE et NOT
respectivement :

LOY1) (1) . (1 oyo) (o) . (01y1) (o) . (0 1y0) (1
o tfo) lo) > lothr) i) > lrofo) 1) > L1 oft) lo
La matrice ox joue le réle d’un propagateur qui peut étre reli¢ a un

hamiltonien. En effet, Puisque exp(-i0cj)=cos(0)co — isin(0)c; on obtient

pour j=x et 0=n/2 exp(-inox/2)=-icx ou bien exp(-iH)=U (on ignore le
facteur -1 car ¢’est juste une phase globale).

La porte quantique NOT appliquée a un état général agit comme son

>quival lassi o R Scrl le k
equivalente classique, 1 o)lg "y . En écrivant le ket en

coordonnées polaires on obtient :

[0 1} cos(9/2) | (e“sin(@/2))  cos((z—-6)/2)
1 0)e®sin@/2)) | cos@/2) | * \e*sin(z—0)/2)

En négligeant le terme de phase global e , on constate que NOT fait
tourner le vecteur Ketde 180° autour de I’axe ox dans la sphere de Block.
La porte NOT appliquée deux fois fait tourner le ket de 360° qui revient
donc logiquement a I’état initial. De maniere générale un propagateur
U=exp(-18cj/2) correspondant a [1’application sur le qubit d’un
hamiltonien H=0c;/2 fait tourner le ket d’un angle 0 autour de j=x,y ou z
dans la sphere de Block. L angle de rotation dépend de I’intensité et de la
durée d’application de I’hamiltonien. La rotation d’un angle 90° autour

11



de I’axe ox correspond au propagateur exp(-i(n/Z)Gx/2)=L( 1. _;j qui
—1

V2
transforme un état de base en superposition, — -y 1l ot
. " 2l-i 1 \o) V2l
%(_ll. _IIJ(IO J =%(TJ L’application deux fois donne la porte NOT,

1{ 1 =i\l (0 1{ 1 —i\—i (1 .
— =— et — =— . Pour cette raison on
2\ —1i 1 N—i 1 2\ —1i 1A 1 0

appelle cette porte purement quantique (pas d’équivalent classique) la
racine carrée de NOT. En ré¢alité, tout propagateur qui fait tourner un ket
d’un angle quelconque autour d’un des trois axes est une porte logique
quantique réalisée par un hamiltonien adéquat appliqué pendant un temps
convenable. Parmi les portes quantiques les plus importantes celle

1 (1 1 I 0
’ H=— S=
d’Hadamard N [1 ~ J et la porte de phase ( 0 J.

La premiere transforme un état de base en superposition:

O e R i B R

L o e e 1 1Y) (1
L’application deux fois fait retourner a 1’¢etat initial %[1 J[J = [ OJ

I 1y 1 0 R .
t %(1 J[ J =(1J. La porte d’Hadamard correspond a une rotation

de 180° autour d’un axe décalé de 45° par rapport a 1’axe des x et en
direction de I’axe z. La porte S fait tourner le Ket|1)de 90° autour de oz et

laisse le Ket|0) inchangé :

(0 = b O e
0 ij\o) o 0 ifl 1 e sin(6/2)

La porte S est considérée comme la racine carrée de la porte 6, car

.. . 0 I 0)0 0 .
I’application deux fois sur le Ket [Jdonne (0 J( J—( J ce qui

iNi

correspond a B=m et une rotation ®=n autour de 1’axe z. La porte o
(1 0Y)O0 0 1 01 1
donne aussi = et =| |
0 -1N1 -1 0 —-1)0 0

12



I.7 Réseaux quantiques

Un réseau quantique est un assemblage adéquat de n portes quantiques
appliquées sur un ou plusieurs qubits et destiné¢ a réaliser un traitement
donné de I’'information. On prend comme exemple le réseau HSSH :

000 4 S

Ce réseau est donc équivalent a NOT puisque HSSH=Ho,H=0 .

I.8 Systéme de deux qubits

La supériorit€ theéorique de 1’'information apparait lorsqu’on utilise
plusieurs qubits. Prenons I’exemple de deux qubits qu’on identifie par a
et b et qui peuvent é&tre dans un des quatre ¢étatsde base

|ab) =|00), |01), |10), er [11).

Le systeme peut aussi étre dans une superposition des états de base
|ab> = a| 00>+ i} |Ol>+ ;/|10>+ )(|11) qui appartient & un espace de Hilbert a

quatre dimensions. Les états d’un systeme a n qubits appartiennent a un
espace de Hilbert a 2" dimensions ce qui présage de la puissance d’un
ordinateur quantique s’il existera un jour. Les portes quantiques agissant
sur un tel systéme sont un produit de n portes agissant chacune sur un
qubit. Par exemple on applique IH sur [00): IH|00)=

1 1
|0>(ﬁ (| 0>+‘1>) = E(‘ 00) +‘01>))0ﬁ I=00 s’applique sur le premier qubit et

H sur le second. On peut représenter un systéme de deux qubit
respectivement dans 1’état ‘%) :al‘0> +ﬁl‘l> et |y,)=a,|0)+ ,|1)

par une matrice colonne de la fagon suivante :

25122

|!// w > _ [alj[azj _ &, [
e £ N 5o £has

5B

13



Par exemple :

o] - eI
(R -

I1 est possible de représenter 1’application d’une porte quantique sur
un systeme de plusieurs qubit par une matrice. Reprenons le cas
préceédent de deux qubit :

1 11

0
Loy (1 1yo| 1|1-10

IH|00) = — =—
|>(0 1J\/§(1 —1)0 V210 0 1
0 00 1

1

2

(| 00) + ‘01))

0

0 I 0
controlled-Not: CN = 0 1 :(0 JY]
1 0

Appliquons cette porte sur les quatre etats de base :

o o o =
O O = O

10 0 0 1) (1 10 0 0 Y0) (0
0 1.0 0 0| (O 010 0 |1] |1
=| | =N]00) =[00), =| |=cnjo1)=o1),
00 0 1 0| (0 00 0 1 J0] (0
00 I 0 AO0) (O 00 1 0 AO) (0
10 0 0 Y0y (0 10 0 0 Y0} (0
0O 1.0 0 JO| (0 0O 1.0 0 0| [0
=| |=CN10)=11), =| |=CN11)=[10)
00 0 1 1| (0 00 0 1 (0] I
00 1 0 AO0) (1 00 1 0 Jl 0

14



Nous constatons donc que cette porte change la valeur du second qubit
seulement lorsque le premier a la valeur 1. Nous qualifions le premier
qubit de qubit controleur et le second de qubit cible. On montre qu’une
combinaison de CN et de portes a un qubit constitue un réseau capable de
réaliser toutes les opérations du calcul quantique. On peut écrire CN a
’aide de matrices densites :

ev=fojoir+aie =y o) $+(o T o)

D’ou:

CN =

0 O 0O 0 O
0 0| 1 0 O
o 1 | 0 0 1
1 O 01 O

c o o -
S O = O
c O o O
S O O ©
S O o O
c O O O
c o o -

La porte CN est utile dans la théorie de I’information quantique mais
lors des implémentations expérimentales on utilise la porte controlled-Z
qui lui est proche :

1 0O O O

O 1 0 O
CZ =

O O 1 O

O O O —1

Cette derniére réalise la transformation CZ =|[11) =—{11) et laisse les
trois autres kets de la base inchanggs.

On peut passer de CZ a CN en utilisant la porte d’Hadamard,
(IHCZIH)=CN ou bien :

1 1.0 0 1 1.0 0 1 1.0 0 1 00 0
CN:l 1-1 0 0 010 0 1-1 0 0 _ 01 00
200 0 1 1 0 01 0 0 0 1 1 00 0 1
00 I -1 0 0 0 -1 0 0 I -1 001 0
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1.9 Circuits quantiques

Les réseaux a deux qubits sont plus simples a décrire en les illustrant
par des circuits. Dessinons le circuit de la porte (IH)(CZ)(IH) = CN :

a a

b— H H — b

fan)
J

Figure 2 : Porte Controlled-not.

Les deux traits horizontaux correspondent chacun a un qubit alors que
le trait vertical représente la porte CZ. Les deux carrés expriment la
double action de H sur le qubit b intercalée par I’action de CZ. Notons
donc que le temps s’écoule de gauche a droite. Le petit cercle noir sur le
trait horizontal indique que le qubit associ¢ a ce trait contrdle la valeur de
I’autre. Remarquons la différence entre les dessins de gauche et de
droite, a gauche nous avons un controle mutuel alors qu’a droite seul le
premier contrdle le second qui est sa cible. Le dessin de droite illustre la
porte CN ou le symbol @ sur le trait du bas indique I’action sur le second
qubit b, 0@b=b et 1@&b=NOT(b) veut dire que ce qubit change de valeur
seulement lorsque le premier vaut 1.

Nous allons dessiner un circuit intéressant appele SWAP formé d’une
triple application de CN sur deux qubitsaetb :

4N
T

fanY
I
fan)
.y

Figure 3 : Porte SWAP. | |

La porte SWAP permute les ¢tats des deux qubits sur lesquels elle
s’applique. La seconde action NOT est obtenue par la matrice suivante :

1000 (0000} (1000

1 OYL 0} (0 140 0y OO0 O[([0OO0O0 T /000°1
FE A b _[Po o oot

0 1100/ {1 OfO0 1 001 0 (000 O {0010

000 0/10100)1010°0

10)(0]+0,

Prenons I’exemple des Kets |01>et |10> :

16



1 0 0 0 Y1 000 YL 00 0 Y0y (100 0Y0) (0
010 0 o0 o0 11010 0 (t]fooo1]1]]o
00 01 (0010400 01 [ollo10o0]o]
00 1 0 o1 00 ) oo 1 0 \ojloor1olo (o
1 0 0 0 Y1 000 YL 00 0 Y0, (100 0Y0) (0
010 0 0001 o100 |o looo1]o|]l1
00 01 (001010001 |1]lo100]o0] o
00 1 0 ) o1 00 )oo 1 0 Jo loo1oli) lo

Nous avons donc : SW’O]) = ’10) et SW’]O) =‘Ol>.

1.10 Les états intriqués

L’état d’un systeme a plusieurs qubits est intriqué s’il n’est pas égal a
un produit d’états individuels de ces qubits. Ainsi, chaque qubit n’a plus
d’état intrinséque mais dépend du reste du systéme dont toute évolution
agit sur lui. Un moyen simple pour générer un état intriqué a partir d’un
¢tat basique a deux qubits |ab> est la porte CNH = (CN)asHalp :

0) H
0) o
Figure 4 : Porte CNH.
1 0 1 O
HI—[ljl 1 10_[1]0 1 0 1
o2 =1 lo 1) W2 )1 0 -1 o
0 1 0 —1
1 00 0Y1T 0 1 0)1 1 0 0 oY1 1
tlo1 0 0fo 1 o 1ol 1101 0 ofo] 1]o0
CNH|00) = — - -
210 000 101 0 -1 ollo] V210 0 0 1/1| 2|0
001 0Jlo1 0-1)l0 00 1 00 1
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1 0 0 01 O 1 0)0 1 0 0 0Y1
CNH|10)—1010001010—101000—1
210 000 11 0 =1 of[t] Y200 0 0 1{-1| 2
0 01 0pNO T O -1J10 0 0 1 0AO
Nous avons donc :
| |
CNH|00) =—(]00)+|11)) ; CNH|10) =—(]00)—|11))
|>ﬁ>|> |>J5|>|>

CNH 00):%(]00)411)) ; cw\m):%doo)—yu))

1 ]
=010~ o010

(CNI00)+CV[10) == (00) ¢ 1)) (N étant une

On peut écrire le calcul autrement :

1
—(|00) +[10)) =
CN 5 (|00)+[10)) 5

transformation unitaire elle est donc linéaire).

La particularité¢ d’un état intriqué apparait lorsqu’on mesure I’un des
1
deux qubits. Par exemple si on mesure le qubit a de I’état ﬁ(‘ 00)+|11))

on trouve 0 avec une probabilité 1/2 et on sait dans 'immédiat que b a la
méme valeur 0. La mesure sur a peut aussi donner la valeur 1 avec la
probabilite 1/2 et 1’on sait par conséquent que b a la valeur 1. Nous
constatons que 1’état de b n’est pas mesuré mais indirectement déduit de
la mesure de a avec qui il est intriqué. I1 existe une infinité¢ d’états
intriqués parmi lesquels les quatre  ¢tats de  Bell qui sont

00 +11 t 0] +110)). Les ¢etats de Bell sont dits
§ = (001 ey = (01)210)

maximalement intriqués car ils sont les plus ¢loignes des états dits
séparables lesquels sont ¢gaux a un produit direct d’états indépendants
des deux qubits. Ils constituent une base orthonormée a quatre
dimensions pour les €tats maximalement intriqueés. L’intrication qui n’a
pas d’équivalent classique joue un role fondamental en information
quantique.
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I.11 Mesure et décohérence

Parmi les portes qui ne sont pas unitaires READOUT qui permet de
lire le résultat d’une mesure. Nous allons décrire mathématiquement
I’effet d’une mesure sur un €tat quantique. La matrice densité initiale est

W =(5Je )= ) s au 10 matic dnsi
B pa” BB alors que la matrice densité apres
mesure p=ZFj] ')”n><%

:ZP,,PH est un mélange des états pures avec

n
*

10 L0 0 |oa 0
1><1:aa{0 O}ﬁﬁ {0 1]_ 0o g/

La mesure annule donc les éléments non diagonaux de la matrice
densité de 1’¢tat initial. Nous parlons de décohérence car les termes non
diagonaux correspondent a un état de superposition cohérent du systeme.
Considérons de plus prés le probleme de la mesure sur un qubit unique se

n=0,1 donc P = aa*‘0>(0|+ﬂﬁ*

trouvant dans I’état inconnu ¥ =a|0>+ﬂ|1>. La mesure consiste a
déterminer les valeurs de & et S, ce qui nécessite d’effectuer plusieurs
fois I’opération. Or, la premiere mesure transforme la superposition
initiale ¥ en un ¢état de base |0> ou |l> Les mesures qui suivent
donneront toutes le méme résultat |0) (ou [1)) car le phénoméne de

décohérence ne concerne pas les états de base mais seulement les
superpositions d’¢états. En fait, la décohérence se produit a chaque fois
que le systeme quantique interagit avec 1’environnement extérieur. Ce
phénomene étant I'ennemi essentiel de I’information quantique il est
imperatif d’isoler les qubits du monde extérieur. Notons que la
deécohérence ne peut €tre contournée en disposant de plusieurs copies

semblables de I’état inconnu =a|0>+ ﬂ‘ 1> car cela est impossible a
réaliser a cause du théoreme de non clonage.

I.12 Théoréme de non clonage

Ce théoreme qui n’a pas d’équivalent classique exprime
I’impossibilité de copier 1’état inconnu ¥ = a‘()} + ﬂ‘ 1> d’un qubit dans un
autre qubit. Remarquons d’abord qu’il est possible de copier 1’état de

base |(1> d’un qubit a sur un qubit b ayant la valeur initiale |0) en
utilisant la porte a deux qubit CN,
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‘ab) = \00) - ’00} ; |ab) = |10> —>‘11> . Nous avons donc un transfert

de I’état de a vers b. Soit I’état | = a| 0> + ﬁ| 1) qu’on voudrait reproduire
sur un autre qubit se trouvant dans I’état |0). L’application de CN sur
le systtme donne CN ‘l//>|0>=CN (a\00>+ﬂ\10>)=a‘00>+ﬁ\11>.

Comparons le résultat obtenu avec I’état final du systéme constitué de
deux copies semblables :

lwy ) =(|0)+ B 1) |0)+ B|1)) = &’ |00) + 2B |01) + Ser|10) + B°[11)

Ces deux expressions ne sont égales que dans deux cas (¢ =1, #=0) ou

(@ =0, f=1) c'est-a-dire les états de base |0) ou |1). Le non clonage est

d’une part problématique pour le calcul quantique mais d’autre part utile
en cryptographie. Dans le premier cas le probleme qui se pose est
I’impossibilité d’utiliser le résultat d’une étape de calcul dans la suite car
sa lecture ¢quivaut a le copier sur un autre support quantique ce qui est
interdit. Dans le second cas le non clonage empéche d’espionner une
communication censée étre confidentielle.

.13 Fidélité

La manipulation des qubits ne peut se faire sans commettre des
erreurs. On se pose alors la question de savoir dans quelle mesure les
résultats des mesures sont proches de la vérite. Pour cela, on introduit la
notion de fidélité définie par :

F(|g)|w)) =|<¢|V/>‘2 =(y|¢)(g|w) ou |¢> est I’état mesuré et |!//> I’état réel.
On peut aussi comparer 1état pur d’un qubit ¥ =¢/0)+ 1) a son état
v )v.|=2.P.p,. On

W)) = <W|P| l//>. Vérifions pour le cas

, on a F=(o ﬁ*{aa: aﬂ:][a]=(|a|2 +8°) =1
Pa pp NS

ce qui est logique. Considérons aussi I’état d’un qubit apres mesure et

on état pur initial, F=(a" A e ° 1 =lo| +|A" =1-2a'|B]
: 0 A \B

avec F=1 pour o=0 ou P=0 (la mesure ne modifie que les ¢tats

melange décrit par sa matrice densité p=ZPH

défini dans ce cas la fidélité par F(p,

p=|v)w

1
2

superposés). La mesure a le maximum d’effet pour |0!‘ = ‘ﬁ| = T qui
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donne F=1/2. On montre que F vaut en moyenne 2/3 pour un cas général.
Cette modification de I’état quantique apres mesure permet de déduire
lors d’une communication confidentielle qu’il y a eu espionnage.

I1.14 Calcul quantique

Le calcul quantique consiste a manipuler 1’état d’un circuit
quantique. La procédure générale c’est de disposer d’un systeme de n
qubits qu’il faut isoler de I’environnement extérieur. On commence par
initialiser le systéme en mettant par exemple tous les qubits a I’état |0) ce

qui nous fournit un registre d’entrée représenté par le ket|00.......... 0). Nous

procédons alors a la transformation graduelle de 1'état global en
appliquant a chaque ¢tape des portes quantiques a un ou plusieurs qubits.
Physiquement, on fait évoluer les qubits par des actions adéquates telles
que I’interaction avec des lasers. Enfin, on peut aussi utiliser des lasers
afin de lire les résultats en mesurer 1’état des qubits. La figure 5 illustre le
calcul quantique ou to et t sont I’instant initial et I’instant de mesure et
U(t ,to) un opérateur unitaire d’évolution du systeme dans le temps :

o N
t

0 |

to
Figure 5 : Schéma général du calcul quantique.

L’intérét de la transformation unitaire est qu’elle est réversible car on
peut remonter a I’état initial a partir de I’état mesuré par I’opérateur
inverse U!(t,t))=U(to,t). Souvent, le défi du calcul quantique est de
transposer les algorithmes classiques au domaine quantique. Le probleme
qui se pose est que la plupart des portes logiques classiques sont
irréversibles ce qui ne permet pas de remonter a 1°état initial. Par exemple

la porte NAND Xx T y=1®@xy ou ® désigne I’addition modulo 2 et
qui donne les transformations (00)—1 ; (01)—1 ; (10)—1 ;
(11)— 0. Cette porte réalise le passage 2 bits — 1bit qui empéche de
retrouver I’¢état initial. Il est connu que les porte NAND et COPY sont
suffisantes pour construire tous les circuits logiques. Il est donc
nécessaire de remplacer NAND par une opération réversible et réaliser

21



une porte quantique qui joue le réle de COPY tout en étant conforme au
théoréme de non clonage. Pour cela on utilise les portes CNOT et
TOFFOLI qui est illustree par le dessin suivant :

X L 2 X

y —® 4 y

z P T z®xy
\L/ 1/

Figure 6 : Porte TOFFOLI

La nécessité de la porte TOFFOLI vient du fait qu’avec CNOT et une
des portes a un bit x>1@x ou x—>—x on ne construit que des

fonctions linéaires. Dans le cas d’un systtme a n bits il existe un
théoréme qui €énonce que toute transformation unitaire sur le systeme peut
se décomposer en un produit de portes a un qubit et de portes CNOT.
L’annexe A présente un exemple de calcul quantique qui est 1’algorithme
de Deusch.

I1.15 Communications quantiques

Nous parlons de communications quantiques lorsque plusieurs qubit
sont manipulés par plusieurs opérateurs separes par des distances plus ou
moins grandes. Historiquement, on considere un systeme a deux qubits
manipulés par deux personnes appelés Alice et Bob. Notons que chacun
d’eux ne manipule qu’un seul qubit en le mesurant ou en lui appliquant
une porte logique ou toute autre opération possible. Nous disons qu’Alice
et Bob ont accés a un ensemble complet d’opérations locales. 1Is peuvent
aussi communiquer par des canaux classiques et reporter les resultats des
mesures sur des qubits qui sont a leur disposition. En particulier, chacun
d’eux peut interroger ’autre sur les portes qu’il a utilisées lors de la
manipulation de son qubit.

Toutes ces possibilites offertes aux opérateurs sont résumeées par
I’expression « opérations locales et communications classiques » ou
LOCC. En realité, les communications quantiques ne sont intéressantes
qu’avec un systeme de qubit intriqués.
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En effet, dans ce cas chacun des deux opérateurs peut agir sur [’état
total du systéme rien qu’en manipulant un seul qubit. Cependant, la
théorie de I’information quantique prédit qu’il est impossible pour un des
deux opérateurs de produire un état intriqué a partir d’un état séparable.
De plus, on ne peut ¢lever le degré d’intrication d’un systéme quantique
avec la procédure LOCC. En fait, il y’a deux moyens pour disposer d’un
état intriqué, soit que les deux opérateurs procédent a une interaction
directe adéquate de leur qubit ou bien qu’ils recoivent I’état intriqué
préparé par une tierce personne.

I.16 La téléportation

C’est un processus purement quantique qui consiste a transmettre
I’état inconnu ’W) = 06’ O) + ,6’|1> d’un systeme physique sur une tres
grande distance qui ne permet pas une transmission classique. Soient
deux personnes couramment appelés Alice et Bob qui disposent de deux
qubits initialement séparés et a I’état 0 puis intriqués. Chacun d’eux
prend un qubit et ils s’¢loignent 1’un de 1’autre d’une treés grande distance.
Un jour Alice veut communiquer a Bob I’état d’un troisieme qubit qu’elle
dispose en utilisant la paire intriquée commune. La procédure de
teléportation schematisée sur la figure 7 est décrite dans I’annexe B.

§ ' o H Ql

0 H e i Q2

0 — ; - M — Q3|y)
to ] 2

Figure 7 : Circuit de la téléportation. Alice possede les qubits (Q1,Q2)
aux états initiaux |0> et V> puis finaux |0> ou |1> et Bob le qubit Q3 sur
lequel 1l applique la porte M pour accéder a I’¢tat |'\V>.

L’annexe B décrit la teléportation avec sa simulation sur Maple.
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II Codes correcteurs d’erreurs quantiques

Ce chapitre est consacré aux codes correcteurs d’erreurs qui sont
nécessaires au calcul et aux communications quantiques a cause de la
deécohérence produite par [’interférence des qubits avec le monde
extérieur.

II.1 Introduction

Le calcul et communications quantiques ne peuvent exister sans
des codes correcteurs d’erreur efficaces. En effet, si la probabilite
d’erreur est négligeable sur un ordinateur classique elle est par contre tres
¢levée sur un ordinateur quantique. La différence provient de la nature du
support physique : un condensateur rempli d’€lectrons est un bit qui vaut
1 méme si le nombre d’¢lectrons varie alors qu’un ¢€lectron unique qui
change de spin est un qubit qui change de valeur. La source d’erreur dans
le calcul quantique est la décohérence causée par I’interaction du systeme
avec son environnement. Cette interaction peut etre indésirable ou bien
une opération de mesure destinée a connaitre des résultats de calcul. La
décohérence est une modification irréversible de 1’¢tat quantique qui
empéche définitivement de connaitre 1’¢tat précedent, ce qui est
problématique pour le calcul quantique. Les codes correcteurs d’erreur
ont ét¢ ¢laborés par analogie avec les codes classiques mais possedent
néanmoins des particularités. Un code classique est basé sur la
redondance ou on réalise plusieurs copies du méme bit pour qu’ au moins
une des copies reste indemne d’altération. Dans le cas quantique le
théoréme de non clonage est une barriecre a la réalisation de copies
semblables. Parmi les erreurs que l’environnement introduit sur les
systemes quantiques le basculement de la valeur du qubit (0 en 1 ou 1 en
0), un changement de phase (|+)devient |-)et inversement) et la

disparition de certains termes dans une superposition d’état a la suite
d’une mesure.

I1.2 Erreurs sur qubits

Soit un qubit qui voit son état initial «|0)+ B|1) basculer vers 1’état
a|1)+ p|0). Pour corriger cette erreur on peut utiliser un code répétitif en
codant |0) comme |000) et |1) comme |111). L état initial est donc codé
a‘ 000) + ﬂ‘ll 1) et devient apres erreur sur, par exemple, le second qubit

|010)+ 101). On a supposé que le basculement du qubit s’effectue sur
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tous les termes de la superposition d’états. Dans le but d’identifier le
qubit altéré nous rajoutons un registre initialisé a |0)qui va localiser et

enregistrer sa position. L’¢tat global devient alors (a|010)+ﬁ\101>)| 0).
Apres avoir déterminé par calcul la position de 1’erreur nous obtenons
|”¢tat a|010>\ 2) + ﬂ\lOl)‘ 2) ou le nombre 2 indique que le second qubit

est perturbé.
Nous procedons alors a la correction du qubit designé par le registre

rajouté ce qui donne @|000)|2) + B|111)|2). En supprimant la redondance

on retourne a 1’¢tat initial a\0>+ ﬂ| 1>. La procédure précedente reste

valable lorsque I’erreur se produit en superposition. Soit une altération du
1
systétme qui aboutit a 1’état suivant E(a‘100>+ﬁ‘010>+€4010> + A101)).

Apres avoir rajoute le registre d’erreur et localisé les qubits altérés 1’etat
global du systéme prend I’une des deux formes suivantes :

1
5 (@100]1)+41011)1)+.(010) 2} + 5101 2)

1
5 (@]100) + BlO11)[1) + (] 010) + A101))[2))

La mesure effectu¢e sur le registre d’erreur peut donner deux résultats
possibles, (a|100) + |01 1))[1) ou (a]010)+ B[101))2) . Enfin on bascule
les valeurs des qubits désignés par le registre d’erreur pour revenir a
I’¢tat a’ 000) + ﬂ‘ll 1> puis en enlevant les répétitions on revient a 1’¢tat

original a| O) + ﬂ| 1>.

II.3 Erreurs sur phase

Soit un qubit dans un etat initial a‘O) + ﬁ| l) qu’on voudrait protéger
d’une erreur de phase. Pour cela on code cet <¢&tat comme

a‘+++>+ﬁ’———> ou les états |+) et |-) sont donnée par

1 1
HO)=—(0)+|1)=|+ t HI1)=—d0)—|1)=|—
0) = =0} +[D)=|+) er H|1)=—=(0)—|1)=|-)
Une erreur de phase sur le second qubit donne 1’état a| +— +> + ﬁ| —+ —).

La correction se fait d’abord par une triple transformation H®* qui nous
raméne aux états de base H = (a| +— +> + ,8| —+ —)) = a‘ 010) + ,6‘ 10 l>).
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On procede alors a la correction de la valeur du qubit altéré pour
restaurer |’état a:| OOO) + ﬂ‘lll). Enfin, on applique de nouveau H®? pour

revenir a notre état codé a| + + +> + ﬁ| —— —>. L’astuce consiste

donc a transformer une erreur de phase qu’on ne peut directement
corriger en erreur sur qubit qui est corrigeable.

II.4 Erreurs de mesure

Considérons par exemple un systeme a trois qubits dans |’état

1
E(|001>+|010>+|101>)qui subit une mesure de son second qubit.

L’état obtenu est soit L (|001)+{101)) ou bien ’010) ce qui correspond a

J2

la perte irréversible respectivement d’un terme et de deux termes de la
superposition d’¢état. Dans ce cas le code repetitif ne peut corriger ’erreur
car on ne peut copier un état superpose sans le déformer.

IL.S Erreurs combinées sur qubit et sur phase

Prenons I’exemple du code de Shor qui utilise neuf qubits pour
corriger une erreur combinée sur qubit et sur phase. Soit I’¢tat initial

a|0)+ Bl)codé af+++)+fl---)=a(— (\ 0)+| >))®3+ﬁ( > (0)-[1))™

afin de le protéger contre les erreurs de phase.
La protection contre les erreurs sur qubit se fait en codant chaque |0)

comme [000) et chaque [I) comme |111) pour obtenir
1 1

a(—=(000) +[111)))** + A(—=(|000)~[111)))**.  L’algorithme ~de Shor
000+ 1)+ B (O00)- (1), Ll

commence par corriger les erreurs de qubits (en ignorant les erreurs de

phase) puis corrige les erreurs de phase.

I1.6 Schéma général des erreurs quantiques
Considérons un systeme quantique de n qubits en couplage avec

I’environnement. Nous représentons I’erreur comme une transformation
unitaire U sur I’état de I’ensemble « n-qubits+environnement ».
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Cette erreur peut étre un basculement des valeurs de certains qubits,
un changement de phase ou bien une combinaison de ces deux
deformations. Dans le cas d’une erreur sur un seul qubit nous donnons les
différentes représentations matricielles de cette erreur :

Absence d’erreur : f(a]=[l Oj(a =(ﬁJ
) Lo 1)8) |a

a 0 1)« Y]
Basculement de qubit (erreur X) : X| |= L 0 =

I 0
crmemntepmecemsezy: 23, 15"

Basculement de qubit+ Changement de phase :
A o))
Yo -1 O\ -a
Ya__O—la__—ﬂ _ o
Erreur Y : B =1 1 o)\g =1 o =-1XZ[ﬂ]

Les annexes C, D et E décrivent les codes correcteurs a deux, trois et
neufs qubits avec leurs simulations faites sur Maple.

II.11 Théorie générale de la correction d’erreur

Un code correcteur d’erreur est un sous espace S de I’espace de
Hilbert He constitué de I’ensemble des kets {|c;)} et de toutes leurs

combinaisons linéaires, avec 1 < j < K qui servent au codage de

I’information a protéger. On définit alors le projecteur S = Z|C ; ><C j‘
i

qui projette les kets sur le sous espace S. L’entier K=2% ou k est le
nombre de qubits a protéger désigne la dimension de S égal a 2 dans les

exemples précédents. L’information a protéger est un ket |l,l/> d’un

espace de Hilbert H. de dimension K. Le codage nécessite des qubits
auxiliaires dont les états appartiennent a un espace de Hilbert Hy et qui
interagissent avec les qubits a protéger de maniere reversible. Le codage
consiste donc en une transformation unitaire C: H.®Hy—H. et nous

pouvons écrire C(| a p> ®|4‘_'::0 )) = ‘c » >
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L’erreur due a une interaction entre les qubits et ’environnement peut
étre représentée par un groupe d’opérateurs {K;} qui satisfont la condition
de normalisation ZK {K =1 et transforme un état de He en un autre état

de Hc. Le décodage qui réalise la correction d’erreur est réalisé par un
opérateur D qui transforme I’état altéré qui est intriqué dans H¢ en un état
séparable dans H.®H; (D : Hc— H.®Hy) ou Hy est I’espace des états
finaux des qubits auxiliaires. Nous écrivons la procédure de correction

S,.> i ‘l//> et K, ou

d’erreur sous la forme suivante : DK,Cly) =|y)®
les kets |Si> appelés syndromes appartiennent a Hr et dépendent

seulement de Kjmais pas de ‘l//) On remarque que les syndromes ne sont

généralement ni orthogonaux ni normalisés. Notons que pour une méme
opération de codage C il peut exister plusieurs opérations de décodage D.
Tout opérateur d’erreur E sur un qubit peut €tre écrit comme une
combinaison linéaire des quatre opérateurs de Pauli I, X, Y et Z:

{E}={,X,Y,Z'®" . En conséquence, si un décodage donné D corrige des
erreurs de type X, Y et Z sur un qubit alors il corrige toutes les erreurs sur

ce qubit. Un ensemble &.={E;} d’opérateurs est considéré¢ comme
correcteur d’erreur s1 I’on vérifie la condition

<Cp E;Ek’Cq> =a,;0, V(jk p,q) avec ax = a(E;,Ex) une matrice

Pq
de nombres complexes hermitienne de valeurs propres positives.

III Les Codes convolutifs quantiques

Nous décrivons dans ce chapitre un type particulier de codes
correcteurs d’erreur qui sont les codes convolutifs quantiques utilisees
lors de la transmission de flux continus d’informations portées par des
qubits a travers des canaux bruités.

III.1 Introduction

I1 existe deux classes de codes correcteurs qui sont les codes en block
et les codes convolutifs utilisées respectivement pour les erreurs en
éclatement comme dans les mémoires secondaires et dans la transmission
continue d’information a grande distance. Dans les codes en block il faut
attendre que tous les bits (classique) ou qubits (quantique) atteignent
I’encodeur pour les diviser en un nombre fini de blocks égaux.
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Ces blocks sont alors encodés séparément tel que chacun d’eux est
indépendant de tous les autres durant toute la procédure d’encodage.
En conséquence, le receveur attend I’arrivée de tous les bits (ou qubits)
pour commencer a effectuer séparément sur chaque block un nombre fini
d’opération d’extraction de syndromes et de recouvrement d’erreurs. Les
codes convolutifs sont destinés a la protection des flux informations
portées par des supports classique (bits) ou quantiques (qubits) et
transmises sur de longues distances a travers des canaux sujets a des
bruits. Ils possédent une structure assez similaire a leurs homologues
utilisés dans les communications classiques. Ces codes convertissent les
flux d’information en un mot de code unique quelque soit sa longueur par
I’encodage en ligne de groupes successifs inégaux de qubits. L encodage
de chaque groupe sera li¢ a celui des groupes qui le précédent et le
suivent. A I'inverse des codes en blocks, I’encodage démarre dés 1’arrivee
a I’encodeur des premiers qubits qui sont transmis dans le canal sans
attendre le reste du flux. Le récepteur procéde alors a I’extraction de
syndromes et au recouvrement d’erreur sur chaque groupe de qubits dés
qu’ils atteignent le décodeur. Cet encodage et décodage en ligne permet
de réduire le temps de traitement des qubits qui pourront transmettre
rapidement I’information jusqu’au récepteur, €vitant ainsi de subir le
phénomeéne de décohérence mieux que les codes en block. La plus
importante propriéte des codes convolutifs est qu’ils possedent pour tous
les canaux sans mémoire un algorithme d’estimation d’erreur au
maximum de vraisemblance ayant une complexité croissant lin¢airement
avec le nombre de qubits encod¢ (exponentiellement pour les codes en
blocks). Le tableau 2 résume les deux types de codes.

Code Code en block Code convolutifs
Rafales d’erreurs de canal | Transmission a longue
Application | (mémoires secondaires,...) distance par canal bruité.
Codage sépar¢ de blocks| Codage en ligne de
¢gaux apres ’arrivée de tous | groupes inégaux de qubits
Codage les bits a I’encodeur. en un seul mot de code.
Algorithme d’estimation | Algorithme  d’estimation
giciiciing i Rconplciicll dicrictiis Gl Lionc il
exponentielle et démarrant | complexit¢  linéaire et
Detection | apres l'arrivée de tous les | démarrant a [’arrivee du
d’erreur | bits au receveur. premier groupe de qubits |
Les blocks sont séparément | Décodage en ligne de
décodés apres l’arrivée de | chaque groupe de qubits
Décodage | tous les bits au décodeur. dés sa correction.
Tableau 2: Comparaison entre les codes en blocks et les codes
convolutifs.
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II1.2 Code stabilisateur

Les codes convolutifs quantiques peuvent étre décrits par le code
stabilisateur. Nous encodons les k qubits a protéger dans un groupe de n
qubits contenant (n-k) qubits protecteurs appelés ancillas (nous disons
que le code a un taux =k/n). En général, nous définissons pour un code a
(n,k) qubits un groupe stabilisateur Gx = {M;.i =1.....(n —k)}
contenant (n-k) générateurs M; qui sont des produits tensoriels des
operateurs de Pauli (I, X)Y,Z) et que nous pouvons reésumer par

I’expression M; = {£1.+i} x {I.X.Y. Z}" . Nous définissons le poids
d’un geénerateur comme étant le nombre d’opérateurs de Pauli X, Y ou Z
qu’il contient.

Le sous espace code C associé au groupe stabilisateur (n,k) est
I’ensemble des vecteurs propres {| W)} des générateurs M, avec la valeur
propre +1: M;|V) = |W) ¥ M; € Gk ) eC

Si une erreur E affecte 1’état |1,b), qui devient alors |1})')=E| Y), on
applique les générateurs sur |1’} afin de mesurer leurs valeurs propres :
M Y)=ME| )=tEM|] y)=+| 1"} (Mi commute ou anticommute avec E).
L’ensemble des valeurs propres des (n-k) generateurs M, correspondant a
une erreur donnée E est appelé le syndrome d’erreur. Comme on peut
connaitre tous les syndromes d’erreur possibles, on déduit une liste
d’erreur probable correspondant aux syndromes mesurés. Enfin, on
choisit dans la liste I’erreur la plus vraisemblable et on procede au
recouvrement de I’état codé initial. Le groupe stabilisateur des codes
convolutifs quantiques posséde une structure convolutive qui lui donne
deux proprietés specifiques. D’abord, ils possedent pour tous les canaux
sans meémoire un algorithme d’estimation d’erreur au maximum de
vraisemblance ayant une complexité croissant linéairement avec le
nombre de qubits encodé (exponentiellement pour les codes en blocks).
Ensuite, un encodage en ligne des qubits ou I’état code est transmis a
travers le canal de communication sans attendre 1’arrivée a I’encodeur des
autres qubits [4]. L a procédure générale d’un code convolutif est décrite
dans la référence [5]. L’émetteur réalise le circuit d’encodage en
appliquant successivement sur tous les groupes de qubits le méme
ensemble U de portes unitaires. Une particularit¢ du codage convolutif est
que deux groupes de portes successifs Uj et Ui+ agissent sur un certain
nombre de différents qubits dont un nombre m sont en commun. Un
groupe de qubits « 1 » est envoye a travers le canal dés que 1’action sur lui
du groupe de portes U; est achevée et sans attendre le traitement des
autres qubits. Le circuit d’encodage est alors considéré en ligne car il agit
a la fois sur un groupe contenant un petit nombre de qubits. Ce traitement
rapide est nécessaire a cause du phénomene de décohérence. Comme le
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canal bruité va probablement perturber les qubits, le récepteur effectue les
mesures de syndromes pour détecter les erreurs. Ces mesures exigent que
les générateurs utilises doivent avoir un poids fini car les groupes de
qubits envoyé sont composés d’un nombre fini de qubits. De plus, les
genérateurs doivent €tre divisés en des groupes identiques agissant sur
des groupes ¢€gaux de qubits afin d’assurer une mesure en ligne des
syndromes. Les syndromes mesurés sont traités par un algorithme
d’estimation d’erreur (tel que I’algorithme de Viterbi) qui permet
d’identifier ’erreur la plus probable dans un groupe de qubits donné. Les
portes adéquates sont appliquées pour recouvrir I’état cod¢ initial envoyeé.

Finalement, les qubits recus sont décodés en ligne car le décodage
d’un groupe de qubits démarre juste apres ’achévement de sa correction.
Chaque ¢tape de la procedure peut commencer méme si 1’étape
précédente n’est pas encore terminée. Les qubits sont traités par groupes
pour obtenir a la fin les données quantiques nettoyées d’erreur prétes pour
le calcul quantique. En conclusion, toutes les opérations de codage,
mesure, correction et décodage sont en ligne dans un code convolutif, tel
que D’émetteur et le récepteur ne sont pas obligés de procéder
séquentiellement [S]. La figure 8 schématise les ~ndes convolutifs.

\ M

M .

U 2 - |
.U Moot D
Codage Bruit Mesure et correction Décodage

§ ©

Figure 8 : Procédure générale d’un code convolutif quantique [5].

II1.3 Code convolutif a cinq qubits

Nous utilisons ici cinq qubits pour protéger I’information portée par
I’'un d’eux (taux =1/5). Ce code est mieux décrit en utilisant le
formalisme stabilisateur car i1l permet d’une part de comprendre
facilement les opérations de codage et de décodage et d’autre part
d’identifier sans difficultés les syndromes d’erreur. Ce qui simplifie
considérablement la description de 1’algorithme d’estimation d’erreur.
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II1.3.1 Générateurs

Dans le cas général d’un code a n qubits on définit un groupe
stabilisateur Gk={Si, 1=1.....k} avec k<n le nombre de qubits a proteger
(taux=k/n). Ce groupe est constitu¢ de (n-k) générateurs S; qui sont des
produits tensoriels des opérateurs de Pauli I, X, Y et Z. Le sous-espace
code C associ¢ au groupe stabilisateur (n,k) est I’ensemble des vecteurs
propres {|y)} de ces générateurs avec la valeur propre +1 tel que pour

tout Si € Gk [7] : Sily)=|y) V |y) e C
Considérons les generateurs particuliers au cas (n=5, k=1) suivants :

Se=XZIIIIL....., Si=ZXXZIL...., S=IZXXZIIL...., S;=IIZXXZIL....,
Sa=IIZXXZI...., S4+=1®®Sj,aveci>0 et 1< j <4, S.=..IMZX.

On constate donc que dans ce code convolutif la position de chaque
opérateur de Pauli dans un générateur Sk (k > 1) sera cinq fois décalée
vers la droite dans Sk+. On montre aussi que ces générateurs commutent
entre eux et sont donc indépendants.

Ce qui différe les codes convolutifs des codes en blocks est la
structure particuliere des générateurs stabilisateurs. En effet, a I’exception
de So et S» , les générateurs peuvent étre regroupés en sous-groupes de
taille fixe (méme nombre d’opérateurs de Pauli) agissant sur un certain
nombre de qubits consécutifs. De plus, 1l existe un nombre constant de
qubits en commun (recouvrement) entre un sous-groupe et ses voising
immediats. Ces propri¢tés donnent aux codes convolutifs la possibilité
d'un encodage en ligne et [’existence d’un algorithme efficace
d’estimation d’erreur [7].

II1.3.2 Circuit d’encodage

L’encodage d’un flux de qubits portant I’information utile portée par
les qubits Q; consiste en premier lieu a rajouter des qubits protecteurs
(ancillas) tous dans I’¢tat |0) de maniere a ce que chaque qubit Qi

occupera la position 5i+1. L’état initial du systeéme ‘QW,Q:,----,Q-I ) devient

aIOI'S ‘0,0,0,0,0,Q‘,0,0,0,0,Q:.-..,0,0,0,0,Q‘.--> avee Qi 1S {0,1} On

implémente alors les portes quantiques sur le sous espace code C qui
réalisera les transformations unitaires sur tout I’espace de Hilbert :

Po,0,0,0,0,0 ,0,0,0,0,0 ....,0,0,0,0,0 > =‘Q‘ ,Q:,...,QI.../\,
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Le circuit d’encodage obtenu est représente sur la figure 9 suivante :

|o=

0= -+ H z z
0= -+ H z Z
[0= H
Q1> g Y
= H Z z Z z
|o> H z z
|0 H z z
|o= H
Q2> X v Y X
jo= | H z Z z z
|o= H z Z
[0> 4 H z Z
0= 1 H
Q3= X Y ¥ X
= H 2 z z

Figure 9 : Circuit de codage d’un code convolutif a cinq qubits [7].

I11.3.3 Propagation de I’erreur et décodage en ligne

La structure d’un code convolutif entraine un transfert de
I’information contenu dans un qubit donné vers ses successeurs (voir
figure précédente). Ceci pose probléme lors du décodage car une erreur
affectant un petit nombre de qubits dans le canal de transmission peut se
propager vers un nombre beaucoup plus grand de qubits dans le circuit de
décodage (erreur catastrophique).

Il existe une condition nécessaire et suffisante pour échapper a
I’erreur catastrophique qui est que les portes du circuit de décodage
doivent étre groupées en couches telles que les portes d’'une méme couche
commutent entre elles (figure 9). En effet, I’erreur ne peut se propager
qu’a I’aide de portes qui ne commutent pas entre elles. Par suite, pour une
erreur de taille finie un circuit de décodage vérifiant la condition
précédente impose qu’aprés [’application d’une couche de portes
seulement un nombre fini de qubits sont potentiellement infectés.
Concretement, le circuit de décodage est obtenu en inversant le circuit de
codage, autrement dit en permutant en sens inverse 1’ordre d’exécution
des portes sur chaque qubit. La construction du code consiste donc a
mettre en place le circuit de codage initial de la figure 9 puis de le
transformer (changer I’ordre des portes qui ne commutent pas) de
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maniére a obtenir la structure qui assure la non-catastrophicité. On dérive
enfin par inversion le circuit de décodage et on obtient finalement le code
montré sur la figure 9 qui permet aussi bien un encodage en ligne qu’un
décodage en ligne.

111.3.4 Estimation de ’erreur

Un code correcteur d’erreur doit permettre au récepteur d’identifier
I’erreur de canal la plus probable. On élabore a cette fin un algorithme
d’estimation d’erreur quantique qui est 1’analogue de I’algorithme de
Viterbi utilisé dans le cas classique. Ce dernier donne pour tout canal sans
meémoire une estimation d’erreur au maximum de vraisemblance ayant
une complexité linéaire avec le nombre de bits encodés. Dans le cas
quantique l’algorithme déduit I’erreur la plus probable a partir des
syndromes qui sont les ¢tats finaux des qubits ancillas. On procede de la

maniere suivante : On prépare un qubit ancilla a 1’état ‘O) , on applique sur

lui H puis un des geénérateurs S; du groupe stabilisateur suvant d’une autre

1)}.
L’algorithme traite en fait un petit nombre de syndromes a la fois et

déduit une liste d’erreurs les plus probables qui est révisée au fur et a
mesure jusqu’au traitement de tous les syndromes.

transformation H, et on mesure finalement son état sur la base ﬂO),

IV Simulation du Code convolutif a cinq qubits

Nous allons présenter dans ce chapitre notre simulation par le
programme Feynman du code convolutif a cinq qubits décrit dans la
référence [6][7].

IV.1 Générateurs

Ce code utilise cinq qubits (n=5) pour protéger I’information contenu
dans 1'un d’eux (k=1, taux de k/n=1/5). On definit pour ce code un
groupe stabilisateur composé de groupements générateurs dont le
premier élément {G; = M;,i = 1....4} contient les quatre générateurs :
M=ZXXZHIIIT ; Mo=IZXXZIIT ; M;=IIZXXZIIIII
M =1ITZXXZIIT

Les autres générateurs sont donnés par :
My =I"" ®M; aveci>0 , 1<j<4 et M.=...IIlIZX
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On note que tous les générateurs du code ont le méme poids égal a
quatre. De plus, la position de chaque opérateur de Pauli dans un
genérateur quelconque M; est decalée cinq fois vers la droite dans le
générateur Mi-4. On remarque que tous les générateurs sont indépendants
car ils commutent entre eux puisque nous avons pour chaque qubits
Qi[6][7]

[XiYi]=[Xi, Zi]=[Y,Zi] £ 0 et [XiXi]=[Y.,Yi]=[Z,Zi] # 0.

IV.2 Circuit de codage

La réference [4] donne le circuit de codage d’un code convolutif a
cing qubits repris sur la figure 9. Le circuit est exécuté de la gauche a la
droite et chaque ligne horizontale représente un qubit sur lequel sont
successivement appliquées différentes portes. Les ancillas sont
initialement a 1’état |0) et les qubits portant I’information utile a 1’état
superposé |Q;) = a;|0) + S;]1). L’action d’une porte sur un qubit est
représentée par une boite placée sur la ligne horizontale correspondante.
Lorsque la boite est reliée a un autre qubit, cela indique une application
conditionnelle de la porte associ¢e ou ce qubit agit comme contrdleur (la
porte n’est actionnée que si sa valeur est 1). Du fait de sa spécificité, un
code convolutif propage I’information portée par un qubit a ses
successeurs. Cette propagation de I’information peut €tre un probléme
dans le circuit de décodage : une erreur affectant un nombre fini de qubit
dans le canal bruité se propage a un nombre infini de qubits. Afin de
contrer ces erreurs catastrophiques, les portes dans les circuits de codage
et decodage sont arrangées en un nombre fini de couches dans lesquelles
elles commutent les unes avec les autres. Cette structure en couches est
une condition nécessaire et suffisante qui évite les erreurs catastrophiques
[6][7]. L’annexe H-1 montre la simulation du circuit de codage faite par
le programme Feynman.

IV.3 Détection et correction d’erreur

Pour corriger une erreur simple ou double sur qubit 2 a qubit 12 (voir
figure 9), les syndromes sont mesures pour les génerateurs M; a Mio
suivants :

M=ZXXZIInl - ;  M:=IZXXZIIT s Ms=IZXXZITTTT
M=ITZXXZIT  ; Ms=ITZXXZITT ; M=HITZXXZIT
My=ITIHTZXXZ]T  ;  Ms=IHIITZXXZ s Mo=IIIIIZXXZ

Mp=HIHIZXXZ ;  My=HIHHIHIZXXZT ; M=IHITHIHIZXXZ
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On note que les générateurs M a My agissent du premier au septieme
qubit, alors que les générateurs Ms a Mg agissent du sixieme au douziéme
qubits. Les deux groupes de générateurs s’appliquent sur sept qubits avec
en commun deux qubits (le sixieme et le septieme). Les générateurs Mo a
M2 agissent du onzieme au dix-septieme qubits en ayant deux qubits en
commun (le onzieme et le douzieme) avec le groupe preécedent (Ms a Mg).
C’est une propriété générale des codes convolutifs d’avoir des
geénerateurs diviseés en groupes agissant tous sur un méme nombre de
qubits avec un recouvrement de m qubits entre deux groupes successifs.
Nous avons donc pour le code a cinq qubits n=5, k=1, m=2 et nous
I’appellerons le code (5,1,2) [6][7]. En géneéral, un code convolutif
quantique (n,k,m) posséde un groupe stabilisateur S donné par [4] :
S = Sp{Mi,j =1®j><n®M0J’ 1<i Sn—k,O ﬁj}Ol‘lMoJ € Gntm
et M;; sont indépendants et commutent les uns avec les autres [4].

IV.4 Mesure d’extraction des syndromes

Nous expliquons ici-bas la détection expérimentale d’erreur réalisée
par I’extraction du syndrome [7]. C’est une procedure de mesure non
destructive car elle ne perturbe pas I’¢tat codé du systéme. Afin de
faciliter la compréhension, nous allons utiliser les mémes symboles que
ceux de la simulation du code montrée dans 1’ annexe H-3. Nous
commengons par rajouter a 1’état a mesurer |Q27) regu au décodeur,
un nouveau qubit initialement a I’état |0) puis transformé en un état
superposé par une porte d’Hadamard H. L’état obtenu |Q28) est le
produit tensoriel de |Q27) par 1’état superposé du qubit rajouté :

H[0) = Z(10) +11)) = |+) (1)
1028) = 19)1027) = 5(10)[Q27) + 11)IQ27)) ()

Le générateur M; est conditionnellement appliqué sur |Q28) :
028b) = M;1Q28) = = (10)1Q27) + M,|1)IQ27))  (3)

La Valeur propre du génerateur M; est +1 ou -1 pour une erreur
donnée E affectant 1’état codé |Q25) envoyé par I’encodeur, selon que
Mi commute ou anticommute avec E :
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M;|Q27) = M;E|Q25) = £EM;|Q25) = £E|Q25) (4a)
Puisque M;|Q25) = |Q25) et |Q27) = +E|Q25) alors:
M;|Q27) = £]Q27) (4b)

On obtient donc a partir de (3) et (4) :

|28b) = = (10) +11))1Q27)) = £1027) (5)

On applique la porte Hi sur le premier qubit pour obtenir un état
séparable du systeme contenant 1’état cod€ inchangé :

|Q281c) = H,|Q281b) =(|0) ou |1))|Q27) (H;|+) =]0) ou|1)) (6)
On peut identifier 1’état du premier qubit en appliquant sur lui la porte Z :

10281) = Z,|Q281c) = Z;10)[Q27) ou Z;]1))|Q27) (7)

Puisque Z;|0) = |0) et Z;|1) = —|1), on obtient finalement :

|Q281) = |Q281c) (Syndrome 0) ou |Q281) = —|Q281c) (Syndrome 1)

IV.S Détermination théorique des syndromes

Les syndromes sont déterminés en utilisant les commutateurs des
portes Xi, Yi et Z; appliquées sur le qubit « 1 » suivants :

[Xi Yi]= [Xi Zij=[Yi, Zi] # 0 5 [Xi Xi]= [YiYi[=[Zi,Zi] #0  (9)

On sait par exemple qu’une erreur X; anticommute avec un générateur
M s’il contient un opérateur Y ou Z a sa i°™ position. Une erreur X;Z;
anticommute avec un générateur M s’il contient des opérateurs Y ou Z a
la 1™ position ou bien des opérateurs X ou Y a la j*™ position. Les
genérateurs Mi1 et M2 ne sont pas concernes car ils agissent du qubit 13
au qubit 17. Les tableaux 3a, 3b et 3¢ ci-dessous, montrent les syndromes
pour toutes les erreurs possibles (253 erreurs) sur un ou deux qubits dans
le groupe allant du premier au onzieme qubit. Chaque ligne donne le
syndrome pour les erreurs E contenues dans la premiere colonne. Les
lignes sont disposées de maniere a diriger 1’algorithme d’estimation

37



d’erreur présenté dans I’appendice 8.4. Les Valeurs en gras dans les
syndromes indiquent les générateurs dont les Valeurs propres doivent étre
mesurees afin de detecter I’erreur de canal E. Cette réduction du nombre
de mesures permet de gagner du temps et donc aider a contrer le
phénomeéne de décohérence.

E Syndromes E Syndromes
Y3,227, 1111000000 X3Zsg 1001011000
7,Xs 1110100000 X3Xo 1001010010
Y2,7173 1110000000 7:Xe 1001010000
7,Xe 1101010000 X3Zo 1001001100
7,7.5,X1X3,X3Xs 1101000000 X3X10 1001001010
7,7 1100110000 X3X7 1001001000
Z,Xg 1100100100 X3X11 1001000101
7,7¢ 1100100000 X3Z10 1001000100
7,74 1100011000 X3Z11 1001000010
Z,Xo 1100010000 X3,Z4Z5 1001000000
7,74 1100001100 7.7, 1000110000
7Z:X10 1100001010 7.Xsg 1000100100
7,X; 1100001000 2,76 1000100000
7,X14 1100000101 7,74 1000011000
72740 1100000100 7:Xo 1000010010
7274, 1100000010 X3Xe6 1000010000
Y1,72,21X4 1100000000 7.7, 1000001100
717.4,X2X3 1011000000 71X10 1000001010
X3Xs 1011100000 Z.X; 1000001000
74Xs 1010100000 YAVAT) 1000000110
71273,X372.4,71X> 1010000000 7:X11 1000000100
X3Z5 1001110000 7,74, 1000000010
X3Xg 1001100100 7.1,X417,, 1000000000
X3Ze 1001100000 X3Z5,72X4 1000000000

Tableau 3a : Valeurs des syndromes pour les erreurs de canal sur un ou
deux qubits parmi un groupe de onze qubits regus et traités par le
deécodeur. Les Valeurs en gras désignent les générateurs qui doivent Etre
mesurés pour détecter 1’erreur E correspondante.
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E Syndromes Syndromes
Z3Xe 0111010000 | Z4Z.10 0011000100
Y 4,X174,7575 0111000000 | ZsZ.14 0011000010
737, 0110110000 | Z4,X2Z5 0011000000
73Xg 0110100100 | X5Zg 0010111000
X1X5,X4X5,Z37¢ 0110100000 | X5Xq 0010110010
2375 0110011000 | X,Z, 0010110000
73Xo 0110010000 | X5Zo 0010101100
7374 0110001100 | X5X40 0010101010
Z3X10 0110001010 | XsX, 0010101000
7:X5 0110001000 | XsZ10 0010100100
7Z3X11 0110000101 | X5X14 0010100101
723740 0110000100 | X,Xg 0010100100
73744 0110000010 | X5Z44 0010100010
73,X1X2,X2Xy 0110000000 | X5,X57Z¢ 0010100000
X1X6,X4X6 0101010000 | X,Zg 0010011000
X175, X47Z5,7,,X3,73Z,4 | 0101000000 | X;Xo 0010010010
X1Z7,X4Z5 0100110000 | X5Z.7,7.4X¢ 0010010000
X1Xg,X4Xg 0100100100 | X,Z, 0010001100
X1Z6,X4Z6,73X5 0100100000 | X2X40 0010001010
X178, X47Zg 0100011000 | X.X5 0010001000
X1X0,X4Xg 0100010010 | X2Z4, 0010000100
X1Z9,X4Z9 0100001100 | X5X14 0010000101
X1X10,X4X10 0100001010 | X5Xg 0010000100
X1X7,Xs X7 0100001000 | X744 0010000010
X17Z10,X4Z10 0100000100 | X5,X17:3,X5Z6,7Z3X4,Z47Z5 | 0010000000
X1X11,XeX11 0100000101 | XeXg 0001110100
X1711,X4714 0100000010 | Yg,Z57Z7 0001110000
X4,X1,X273,747, 0100000000 | ZsXg 0001100100
X5Xe,ZaZ7 0011110000 | X¢Z7,7Z.4X5,Z.57Z.¢ 0001100000
Z:Xg 0011100100 | X¢Zo 0001011100
Ys,Z476 0011100000 | X¢X10 0001011010
247 0011011000 | X¢X7,Z57g 0001011000
X2X6,Z.4Xo 0011010000 | X6X14 0001010101
247 0011001100 | XeZ10 0001010100
Z4X10 0011001010 | XgZ11 0001010010
ZsX7 0011001000 | X4,Z5Xo 0001010000
7Z.4X11 0011000101 | ZsZo 0001001100

Tableau 3b : Valeurs des syndromes pour les erreurs de canal sur un ou
deux qubits parmi un groupe de onze qubits regus et traités par le
décodeur. Les Valeurs en gras désignent les générateurs qui doivent €tre
mesurés pour détecter I’erreur E correspondante.
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E Syndromes E Syndromes
ZsX10 0001001010 | ZgX44 0000011101
XeZ.g,2.5X7 0001001000 | Yo,Z:8Z.10 0000011100
Zs5X11 0001000101 | XoX10,X7Xo 0000011010
75710 0001000100 | Zg,Z57.11 0000011010
ZsZ4,4 0001000010 | XoX14 0000010101
725, X6X0,X274,Z,X3 | 0001000000 | XoZ10,Z7Xg,Z5Z0 0000010100
Ys,27725 0000111100 | X9,XoZ.11,Z.8X10 0000010010
Z:X10 0000111010 | XyZg,7Z5X¢,Z6Z.7 0000010000
Y7,Z6Zg 0000111000 | X;0X11 0000001111
7,X11 0000110101 | Y10,Z9Z11 0000001110
XeXo,Z7Z10 0000110100 | X;X44 0000001101
27744 0000110010 | Zg,X7Z.10 0000001100
Z7,26Xo 0000110000 | X;0,X77Z.11 0000001010
XeX10 0000101110 | ZoX44 0000001001
X7Xg,Z6Zo 0000101100 | X7,Z.8X9,X10Z11,29Z10 | 0000001000
Z6X10 0000101010 | Y14 0000000111
XgZ9,2.6X7,7277g 0000101000 | Z9X10,Z.10Z.11 0000000110
XgZ11 0000100110 | X414 0000000101
Z6X11 0000100101 | Z10,X77Z.9,Z.6Xg 0000000100
Xg,Z6Z10 0000100100 | Z14,X7X10 0000000010
ZeZ14 0000100010 | Z10X11 0000000001
XeX11 0000100001 | X;1X, 0000000000
7.6, X2X5,27X9,XgZ19 | 0000100000 | Pas d’erreur 0000000000

Tableau 3¢ : Valeurs des syndromes pour les erreurs de canal sur un ou
deux qubits parmi un groupe de onze qubits regus et traités par le
deécodeur. Les valeurs en gras designent les generateurs qui doivent étre
mesurés pour détecter I’erreur E correspondante.

IV.6 Simulation sur Maple

Nous avons simulé sur Maple le code a cinqg qubits en utilisant le
programme Feynman version 4 (2008) décrit dans [8][9][10][11] et
disponible dans [12]. Ce programme est un ensemble de procedures
destinées a la définition et & la manipulation d’un systéme a n qubits et
des portes agissant sur eux. L’annexe H-1 exhibe la simulation du circuit
de codage faite avec ce programme et montre sur la figure 9.

On note que le premier qubit n’est pas envoyé¢ a travers le canal car
aucune porte ne s’applique sur lui [4]. On remarque aussi que jusqu’a
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I’état |Q8) la procédure d’encodage ne concerne que cing qubits (qubit 2
a qubit 6), alors que celle allant de I’état |Q9) a |Q20) concerne six
qubits. L’état [Q21) qui n’est pas encore ’état codé est un produit
tensoriel des états |Q8) et |Q20) correspondants respectivement aux
groupes a cing et six qubits. L’¢état codé qui sera transmis dans le canal
est deéduit en appliquant la porte restante controlled-Z (CZ) partage par
les deux groupes de qubits précédents. Cette procédure évite de calculer
le produit de plusieurs grandes matrices et permet donc de réduire le
temps d’exécution. L’état final codé |Q26) correspond au groupe allant
du second au dix-septieme qubits. Afin de vérifier que le circuit de
codage simul¢ donne un ¢€tat codé correct, on mesure dans 1’annexe H-2
les Valeurs propres des générateurs (M; a Mg) pour I’état |Q25)
correspondant au systeme de qubits allant du premier au onzieme. Les
messages « Mj true » obtenus a la sortie indiquent que la relation
(M;|Q25) =|Q25), 1 <i < 8) est vérifiée pour les huit générateurs, ce
qui prouve la justesse du circuit de codage simulé. L’extraction des
syndromes expliquée dans la section V-4 et simulee dans 1’appendice H-3
a été effectuée pour les générateurs M; a Mg. L appendice H-4 contient la
simulation de la correction pour une erreur simple et double dans le
groupe d’erreur allant de qubit 1 a qubit 11. Les différents syndromes
sont extraits en suivant I’ordre de disposition des erreurs dans les tables 2,
3 et 4 dans le but d’identifier plus rapidement les erreurs de canal
possibles. L’erreur la plus vraisemblable est choisie en tenant compte du
fait par exemple que la perturbation d’un qubit unique est plus probable
que celle de deux qubits lors de la transmission. Enfin, I’état codé |Q29)
du systeme allant du premier au onzieme qubits est rétabli dans son état
initial transmis par 1I’émetteur en appliquant la porte associée a I’erreur
detectée par la mesure des syndromes. Une procedure utilisant les
genérateurs My a Mis démarre pour detecter 1’erreur dans le groupe de
qubits suivants allant du douzieme au vingt-troisieme. Une fois cette
détection déclenchée, on commence instantanément le décodage du
groupe de qubits précédents corrigé. Le circuit de décodage simulé dans
I’appendice H-5 est le circuit de codage de la figure 9 mais inversement
exécute. Pour une meilleure compréhension, on a divisé la simulation par
couches de portes commutant entre elles dans la méme couche. Afin de
réduire le temps d’exécution, seule une porte est exécutée a la fois sur un
qubit donné du systéme a onze qubits. On obtient finalement 1’¢tat initial
|Q67) = |Q25) transmis qui permet de récupérer en supprimant les
ancillas, les états |Q;)et |Q,) des deux qubits 4 et 9 portant
I’information utile.
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IV.6.1 Fidélité

La fidélite est le recouvrement F'=<%¥|pn| #> entre la fonction
d’onde |¥> =|Q/>® |0>> qui est le produit tensoriel des états deux
qubits utiles transmis et pm=|¥m><Wm| qui est la matrice densité de 1’état
mesuré | ¥,> =|Q1m>&|02y,>. Si une erreur double se produit, I’état [\Wn>
est obtenu en appliquant (aprés mesure du syndrome et avant décodage)
I’opérateur correspondant a I’erreur sur un seul qubit ayant le méme
syndrome. Par exemple, si une erreur E=X5Zs se produit, elle sera
corrigée par I’application de D'opérateur X> qui permet de déduire la
fidélité¢ F= |20’ -1|? <I. Par contre, si la double erreur est E=X;Z3 alors la
fidelité sera €gale a F=1. Lorsque certaines erreurs n’ont pas de syndrome
en commun avec des erreurs sur un qubit , on les considere comme
équiprobables.  Par exemple, les erreurs (XiX5X.Xs) ont le méme
syndrome et peuvent &tre recouverts par 1’application de I’opérateur XuXs
lorsque l'erreur X;Xs s’est produite ou inversement. Les facteurs
ai=cos(6/2) et B=e'?sin(0/2) illustrés dans la sphére de Block par les
angles sphériques (0;,¢i) permettent d’exprimer la fidélit¢ F(6, @) en
termes de ces angles. Le tableau 4 montre quelques erreurs avec la méme
fidélité et le tableau 5 la fidélité F calculée pour des erreurs ayant le
méme syndrome. Le tableau 6 exhibe la fidélite¢ F(6 ¢) et la fidelite
moyenne F, pour toutes les erreurs possibles sur les états  (|Q:>, |02>)
des deux qubits utiles. On note que si une erreur XsXs se produit et qu’elle
est recouverte par ’opérateur Z,Z; (méme syndrome), ou inversement,
alors les deux qubits utiles seront infectés apreés décodage donnant une
fidelite égale a F,=1/9. Cependant, la fidelité peut étre égale a F,=1 si
I’opérateur de recouvrement correspond a I’erreur produite. La fidélité
moyenne est calculée par I’intégration sur les angles (6.¢) :

Fa = (1/4)JJF(60 §sin(6)dods : avec0< 6< 1 et 0<$<2z  (10)

/ E Fla]:jl,ag,jg:
X123.23X4 1
~ 9 2
X9226,X526.X1X92.X2X4 20{—1
a2 -
Z5X90.28X90.X10211-X7211 2(‘19—1
2% o % |2
2125.2425 O.].J~|-—J]Cl1\
- -~ E 3 2
Z9Z210.26210 Q9 J;- J9Qto
X1292.2123 0.13';'—3]0'{' B
¥ 2 |2 ¥ nh _x|2
\ X5Xg.2427 1ou |1 871 —58107] |aa 858403 )

Tableau 4 : Quelques erreurs ayant la méme fidelite.
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~ E

F(a;.581.aq9.08,)

X1.,X4,X923,2129

1,1,10u [2a}3-1]".|a18{=5;0}] ou |a15i+8

B

X0.X123.23X4.X5Z26.24Z5

2 * ~ + 2
1.1.1,|203-1|" . |a; 81 +6; 01|

1,181+ 5;a7]

X3.2125
X5.X9Z¢ 1120‘1?—]]2
Xg.25X9 1.|20%—]|2

X7.28%X9.X10211-29210

1. |2ag—1[2. 2051 |2 : |023;+3205|2

1,|asB5+8505]"

X8.26210
2
X0.X9211 1. |2C\.g—]|
2 2
X10:X7211 1. |2C\.2—]|
X11 1
n¥* a2 * 2
Z1.X129.X325.29X4 1.|CI]J1—J]CI]|
7
23,%1X2,x24 1,1,[2a7-1|

Y2.2123

1,|a1 8 =50

/

\\“1"‘5--‘4-‘5-3336

1,[2a2-1|",[2a2-1

l‘Z

J/

.

—

Tableau 5 : Fidélité F calculée pour des erreurs ayant le méme syndrome.

L~
/[ E | Q1> @ | Q> F(8.9) }
( Noerror | <aq,8y><aa, 89> 1 1)
Xi <B1.01><qg, 39> |01 8} +8,at|” = |sinbycosoy|” | 1/3
7 <ay,-B1><ag, 8> 1203-1|"-cos2,; 1/3
Yi 1e.8,a1><a9, 80> | |18} —B10}] -|sinbisingi| | 1/3
e <y, B;><Ba, ag> |0935+8505|°<|sinbacoso,|” | 1/3
Zo <O~1..31><:02.—‘32> |2ag—1i2= 008232 1/3
Ys 1<aq, B1><-8y,00> | |aoBh — Boad|’<|sinbesing,|° | 1/3
X1Xo <B1,01><By, 9> |sinB1coso; | |sinBacosa,|” | 1/9
Xi12Z, <Bi.a1><ag, 55> |sinfqcoso, |2 cos?0s 1/9
X1Ys 1<B1.01>< —B9,a0> | |sinBicosdy | |sinbacosp,|” | 1/9
Z1Xo <1, 31><09, 2> cos2; |sz'n92cos<,32|2 1/9
Z1Zy <@y ,-By><tg, =85> 05”6, cos°6, 1/9
Z1Ys 1<, 81> < B9, Q2> cos20; |sinfasings|” 1/9
Y1.Xo 1<—81, 01><89, 0> |sinBysind,|” |sinBacosy|” | 1/9
Y175 1<—01, @1><0, — B> |sinfysino; | cos26, 1/9
Y1Ys -<=0B1,1><- 89, 0> |sinfysin¢, |2 |sint9gsz'm32|2 1/9

Tableau 6 : La fidélité F(6,¢) et la fidélité moyenne F. pour différentes
erreurs possibles sur les deux qubits (Q;,Q2) envoyés contenant
I’information utile.
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IV.6.2 Généralisation

La propriété convolutive du code permet de généraliser les résultats
précédents obtenus pour le premier groupe traité compos€ de onze qubits
a tous le flux de qubits qui seront envoyes. En pratique, une fois le
premier groupe trait¢ (mesure de syndromes et recouvrement),
récepteur procede a son décodage et a la suppression des ancillas pour
accéder au deux états de qubits utiles (|Q1),|Q,)). Il entame alors
Instantanément le méme traitement au second groupe (qubit 12 a qubit
22) jusqu’a accéder aux deux états utiles suivants qui sont (|Q3),]Q4)) et
ainsi de suite jusqu’a (|Qp_1) ,|@p)) si p est le nombre total de qubit
utiles. Notons que le récepteur ne doit pas décoder le qubit numéro 11 du
premier groupe avant d’avoir achevé le traitement du second groupe ou il
est utilis¢é comme controleur et cible. Pour un ensemble composé de k
groupes contenant un total n=2k de qubits utiles, le qubit Q2sm+1)avec
m=1,2,... k est commun aux groupes successifs m et (m+1) mais doit étre
décodé¢ avec le groupe (m+1). La table 7 montre pour un groupe donn¢ de
qubits (Qr a Quo, 1=2,..,5n-8) la fidélite¢ obtenue par la procédure decrite
ici- bas.

E Flo,5) F,
(X,.2,,Y;),05j <12 1 1
1<j<I410,1=12,2,.)

(X, Xk, 2,20, X;Z), (23 3,k < 12, 1ou y_au S l0;8!45,01" Lous
[<5.k<1410,1=12,22,.) 1/2,3/4,...,(n~1 m
r 7 2 * Z
Xm16X iz ZmpsZmss. Lo fﬂz’-Ji‘Jiﬂi\ 0 Ji+1‘3i+105+1| Loug

\\1——1510 S(n—1).n 2 )

Tableau 7 : Fidélité¢ F(ai,pi) et fidélit¢ moyenne Fa; pour erreur sur deux
qubits dans un groupe de onze qubits contenant deux qubits utiles.

Notre modele considére les erreurs de canal sur un ou deux qubits
comme les plus probables et celles sur trois qubits et plus comme tres
improbables. Nous déduisons de la table 4 que pour chaque groupe
contenant deux qubits utiles, I’un des deux est recouverts dans la majorité
des cas. Les deux qubits utiles (Q:, Qi+1) sont tous les deux infecté a la
fin du décodage, seulement si I’erreur de canal produite est Xu+6Xm+7 .
ou Xm+6Xm+7Zm+5Zm+8 B m:—1,5,]0,...,5(n—]).
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La fidélité calculée pour le 1°*™ groupe de onze qubits contenant deux
qubits utiles (Q:, QOi+1) est donnée par I’expression suivante :

Fr = ) Wm 0 = Qe 0@ | Om)|. (D)
Pour n qubits utiles transmis, la fidélité est donnée par I’expression :
F = ILF (0@ Qtrrs| @mgen)| 12,301 (12)
La fidélité moyenne totale est ¢gale a :
E, = HiFai, Fai =/ ou % ou % ,i=1,3,...,n-1 (13)

Supposons qu’un nombre n; de groupes a onze qubits traités soient
recouverts avec une fidélit¢ moyenne Fai=1/3 et qu’un nombre nz soient
recouverts avec une fidélit¢é moyenne Fai=1/9. Alors, les ((n/2)-n;-ny)
groupes restants sont recouverts avec une fidelite Fai=1 et la fidelité
moyenne pour I’ensemble du flux transmis est égale a :

F, = (1)(2—111—712) (g)nl (l)nz (14)

9

On définit les probabilités Py et P> correspondant respectivement aux
fractions de groupes de qubits recouverts avec les fidélités moyennes
Fai = 1/3 et Fa; =1/9 par les relations suivantes :

nq Nz

1w ¢ T (1)
On obtient finalement la fidélité moyenne en fonction de Py et P2 :
P Zp,
na—py—py (1) 1 (1)2
Fa(Pu,Py) = (120771772 (§) 5
P
Fy(Py, P) = (57) (16)

La table 7 permet de faire une comparaison entre Py et Po. En effet, la
premiere ligne concerne trente trois erreurs simples (sur un groupe de
onze qubits transmis) auxquelles il faut rajouter une des deux erreurs
doubles de la derniére ligne qui donnent une fidelité ¢gale a un.
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La ligne du milieu concerne des erreurs doubles qui donnent trois
expressions de la fidelité dont I’une vaut 1. On peut donc supposer que
les 2/3 de ces doubles erreurs donneront une fidelite moyenne egale a 1/3.
Le nombre total d’erreurs simples et doubles sur le groupe de onze qubits
¢tant de 253 on déduit que le nombre de double erreur donnant une
fidelite égale a 1/3 est égal a (253-34)x2/3=146. Selon la derniere ligne
de la table 7, seule une erreur double parmi les deux donnera une fidélité
¢gale a 1/9 car l'autre sera corrigée par elle-méme. Donc une erreur
double sur 253 donne une fidélité égale a 1/9. En conclusion, on peut
déduire que la probabilit¢ Py est environ 146 fois plus élevée que la

probabilité P2, ce qui donne :
1,1 n

Fo(Py) = (i)Pl(EJm) = (1) (17)

3n 3

La figure 10 montre I’évolution de la fidélit¢ moyenne pour
I’intervalle de probabilite (0 <TII; =I1< 1, I1> = 0) et différentes valeurs
du nombre total n de qubits utiles transmis. On observe que la fidélité
decroit rapidement lorsque P croit et s’évanouit de plus en plus vite
lorsque n augmente. En conclusion, la fidélité est proche de 1’unité pour
de trés petites valeurs de P (107?) et elle est meilleure lorsque n est plus
petit pour une valeur fixe de P.

o
(4]
1

e
o
|

Fidélité moyenne Fa(P)
x
L

o

b

(8]
|

0 I I 1 I 1

u] 0,2 0.4 0,6 0,8 1,
Probabilité d’'erreur P

n=2 n=>5 n=10 n=>50 n=75 n=100 n=150

n=200

Figure 10 : Evolution de la fidélite en fonction de la probabilite P qu’une
erreur affecte deux qubits durant la transmission pour différentes valeurs
du nombre total n de qubits portant I’information utile.
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V Le partage de secret quantique

V.1 Introduction

Nous investiguons dans ce travail un protocole particulier de
cryptographie quantique qui est le partage d’un secret stocke dans I’état
global d’un systétme de n qubits appelé état de graphe. Ces qubits sont
envoye€s chacun dans un canal par un émetteur et regus par n récepteurs
dont un nombre k vont collaborer afin que 1’un d’eux puisse accéder au
secret. Nous allons traiter ici le cas d’un secret enregistré dans I’état d’un
ensemble de cinq qubits appelé etat de graphe et envoye¢ a cinq récepteurs
dont trois seulement accéderont au secret, les deux autres étant considéres
comme des espions. L’originalit¢ du travail est 'utilisation de codes
correcteurs d’erreur quantiques a cause de la présence de bruit dans les
canaux de transmission. Ainsi, nous allons utiliser trois codes connus qui
sont les codes a cing, sept et neuf qubits et comparer la fidélitée du secret
mesure par rapport au secret envoye. Il est connu que ces trois codes
corrigent toujours avec une fidélité égale a un une erreur quelconque sur
I’un des cing, sept ou neuf qubits envoyés. Cependant, si deux qubits ou
plus son perturbés dans un canal, alors la correction donnera une fidelite
qui dépend du code utilisé. Afin de réduire la complexité du probleme on
traitera le cas ou deux qubits sont infectés dans chacun des canaux.
L’utilisation de I’¢tat de graphe se justifie par le fait qu’il est tres utile
pour plusieurs protocoles quantiques comme le partage de secret, le calcul
bas¢ sur la mesure, la correction d’erreur, la téléportation et les
communications quantiques. Ainsi, il pourrait étre a I’avenir un bon outil
pour unifier ces protocoles en un seul formalisme. Par exemple, un
résultat de calcul quantique peut €tre un secret enregistre dans un état de
graphe puis protégé par un code et envoyé a travers des canaux bruités.
Par ailleurs, les états de graphes ont une représentation graphique qui
offre une image intuitive du flux d’information transmis [13].

V.2 Partage de secret avec un état de graphe a cinq qubits
L’¢tat de graphe a cinq qubits symbolis€¢ par |G) est donné par

I’équation (18) et schématisé dans la figure 11 ou les sommets
représentent les qubits et les liaisons les portes controlled-Z.
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L’état de graphe |W¢) donné par I’expression (19) contient le secret
|Ys) = al0)+ B|1) = cos (g) |0) + e‘Psin (g) |1) transmis par un

eémetteur appele « dealer» a cinq récepteurs appel€s « joueurs ». La
construction par le dealer de I’¢tat de graphe |[iY) se fait en plusieurs
étapes. D’abord, il dispose de cing qubits se trouvant a 1’état global
initial |yp,) = |00000) sur lesquels il applique la porte H a chacun
d’eux puis la porte conditionnelle CZ sur les qubits [1,2]; [2,3]; [3.4];
[4,5]; [5,1] pour obtenir 1’¢tat de graphe :

1G) = (My<i<aCZp1 41| H)E%) (18)
n 2
o ®

Figure 11 : Etat de graphe a cinq qubits |G} .

Le dealer réalise alors une intrication entre un qubit additionnel
appelé D et chacun des cing qubits puis rajoute au systéme obtenu le
qubit S contenant le secret |¥s). Il procéde alors a une mesure de Bell sur
les deux qubits D and S pour obtenir I’¢tat final a transmettre [13] :

|We) = «|G) + BT <ics Zi] |G (19)

On obtient dans la notation de Dirac la superposition d’¢tats suivante :

W) = (g) {(a+ ) []10100) +]10010) + |10111) + [01111) +

|11101) + [00000) + [00011) + |11000) + |10001) + |01100) +
100101) + |01010)] +(a-B) [|11010) + [10110) +]10101) +|10000)]
+(-a+B)[|01011)+]01101)+]00001) +]|10011) + [01000) +|11111)
+100100) + |01110) + |00111) + |11100) + |11001)] - ( & + B)
[111011) +]00110) 4+|01001) +|11110) +]00010)]} (20)
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V.2.1 Transmission par canaux non bruités

Commencgons par traiter le cas ou les cing qubits sont transmis par des
canaux non bruités. L’état de graphe | W;) peut étre décomposé en
termes d*états de Bell |B;;)13 et |B;j)as [13] :

1
W) = (E) {IBoo)is[al+) + Bl=)]21Bo1),s + IBor )izl |+) — Bl—)]21B1o),s+
IBior1zloc|=) — Bl+)2IBood,s + IBradasa [=) + Bl+]21B11) 4} (21)

Les ¢tats de Bell sont données par :

|[00)+|11) [00)—|11)
|Boo) = 7z , |Bo1) = vz ,
|01)+]|10) [01)—|10)
|B1o) = — 5 |B11) = 5 (22)

Le secret doit €tre accessible seulement aux joueurs 1, 2 et 3, les
joueurs 4 et 5 étant considérés comme des espions. Les joueurs 1 et 3
mesurent leur qubits dans la base de Bell et transmettent le résultat au
joueur 2 qui applique en cons€quence sur son qubit I’une des portes Rg
dans le tableau 8 qui lui permet d’accéder au secret.

|Bij)13 |Boo) | IBo1) | IB1o) | IB11)
R, H ZH ZXH XH

Tableau 8 : Portes de recouvrement de secret Rg utilisees par le joueur 2
selon I’état de Bell |B;),;1esuré par les joueurs 1 et 3.

Nous décrivons ici-bas la procédure d’accession au secret utilisée par
les joueurs 1, 2 et 3.

L’¢équation (21) peut étre €crite de la manicre suivante :

|We) = [Bood13|Wadyys + 1Bo1d13Wh) 4 + [Biodis|Wed,ys + [B11)13lWa),,s
(23a)

Avee |Wa),45 = 5 [al+) + Bl=)2lBor)ys ; [¥b)y4s = 5 [al+)
B|—)]2|Blo)45

We)sa5 = 5 [al=) = BIH)2IBoo) 45 [Wa) 5 = 5 [l =) + BI+)121B11) g
(23b)
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La mesure dans la base de Bell{|B:;),;) des deux qubits 1 et 3 ne
laissera qu’un seul terme dans la superposition (23a), ce qui donne la
matrice densite :

P15 = G) (|Bij)(BijD13 (W)W 2as = G) (Pij)13(Px) 245 (24)

Avecx=a,b,coud

La trace partielle sur les qubits 4 et 5 donne la matrice densite du qubit 2 :
p2 = [Y2)Y3 |:Ptr[(px)245](4-,5) (25)

Le joueur 2 applique la porte Rg qui convient et accéde au secret :

p2=RgpaRy  ou W) =Rgy|13) (26)

V.2.2 Erreur de canal X, Y ou Z sur les qubits transmis

On considere ici le cas ou les qubits envoyés subissent une erreur X,
Y ou Z dans le canal de transmission. En appliquant la procédure de la
section précedente on obtient pour chaque erreur de canal sur les qubits 1,
2 et 3 un secret mesuré entaché d’erreur contenu dans le tableau 9. On
deduit de la relation (23a) et de la procédure d’accession au secret que les
erreurs sur les qubits 4 et 5 n’ont aucune incidence sur le secret mesuré.

pa
Error =),
X, X5.Y; | all) = 3[0)
Z1.X2,Z5 | a|0) = B|1)
Z,.%,.Y; [al 30
A\ /

Tableau 9 : Secret mesuré entaché d’erreur |5) en fonction de I’erreur
de canal sur les qubits 1, 2 et 3.

On voit donc que la premicre ligne d’erreur induit une erreur Y sur le
qubit secret et les lignes deux et trois une erreur Z et X respectivement.
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V.2.3 Fidélité

La fidélité est une des quantités mathématiques qui permet de savoir
le degré de rapprochement entre deux états quantiques représentés par
leur matrice densité G et p en mesurant la distance entre eux [1] :

F(o,p) =|Tr ( /\/pr/E)

Dans le cas d’un état pure o = |[P)(P| et d’un état arbitraire p, la
fidélité est le recouvrement entre ces deux états [1] :

2
(27)

F(), p)=Wlpl) (28)

Dans ce travail, on mesure le recouvrement entre le secret envoy¢ par
le dealer ag = |Ys)(Ys| et celui mesuré par le joueur 2 p, = [P, )Y, .
Nous décrivons ici-bas la procédure donnant la fidélité dans le cas ou une
erreur de Pauli quelconque E= co, ox, oy ou o perturbe |s) I'état
dans le canal de transmission. En observant 1’équation (23a) on constate
qu’elle conserve toujours la méme forme quelque soit [’erreur de canal
affectant les qubits envoyé. En effet, si une erreur E perturbe les qubits
transmis alors I’¢etat global des cinq qubits devient a la reception :

lpg) = |Boo)13|¢'§)245 + |BOl)13|¢l§)245 + |B10)13|¢E)245 + |B11)13|¢g)245
(29)
|¢§,b,cd)24550nt les ¢tats des qubits (2,4,5) altérés par les erreurs de canal.

On note que |l]JaE]chd)24 s 7 Ellpa,b,cd)M . car les erreurs peuvent

affecter aussi bien les qubits (1,3) que les qubits (2,4,5). En fait, si une
erreur perturbe les qubits (1,3) ou (4,5) alors leur état global va
simplement changer en un autre état de Bell. De méme, si le qubit 2 est
perturbé alors son état va prendre I'une des autres formes apparaissant
dans 1’équation (23a) qui conserve alors sa forme globale. Aprés mesure
sur I’é¢tat de Bell des qubits (1,3), seul un terme persiste dans la
superposition (29) :

£) == |Byj)13|WE 30
WJG) 2 | 1])13 |1|Jx)245 ( )
La matrice densité correspondante est :

prs = (i) (|Bij)(Bij|)13 (|¢E)(¢>E<|)245 == G) (Pif)13(P%) 245 (D)
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La trace partielle sur les qubits (4,5) donne la matrice densité de qubit 2 :

p5" = [ W5 | =P [(0E) 245) (a5 (32)

La matrice densité de 1’état secret entaché d’erreur mesuré par le

joueur 2 est alors :

pE=R:ps" Ry = [W5) (W5 (33)

On multiplie (33) par I’état secret |ps) = a|0) + B|1) pour obtenir
la fidélité :

F(, ¢)=(¢S|P§|¢5) (34)

Le tableau 10a donne la fidelite F(0,p) calculée par le programme
Feynman pour toutes les erreurs sur les qubits 1=1,2 ou 3. La figure 12
montre la fidélité F(0,¢) avec 00 <n et ¢ = 0 ou n/2 lorsque différentes
erreurs se produisent durant la transmission dans un, deux ou trois

canaux. On note par exemple que si |1,b5)=\[?i(a|0)+ﬁll))

alors la fidélite moyenne est la meilleure (Fa=1) pour I’erreur X sur qubit
1 et la plus mauvaise (Fs=0) pour I’erreur Z; sur le méme qubit.

" Error w), F(6.0) Faq
fa all) — 310) | |sin(8)sing|” | 1/3
£b al0) — 3|1) cos?(6) 1/3
Ec all) +310) | |sin(6)coss|” | 1/3
k £d a|0) + 3|1) 1 1 J

Tableau 10a : Secret mesuré (Ws) , Fidélité F(0,¢) et fidélité moyenne
F. selon I’erreur de canal simple, double ou triple E contenue dans les

groupes € montrés sur le tableau 10b.

. Y

ca | X1.X3. Yy X1 X023, 21 X2X3.Y 1 X0, Y 1 Z3. 21 Y3, XoY3, ]

Y1YaY3.Y1Z0 X3, X1YaX3. X1 Z2Y3. Z1 Yo Z3

% | 21, X9, Z3. X122, Z9 X3, X1 X2 X3. Z1 X223, Y 1 Y2, Y 1 X3. Y o3,

X1 Y3, Y1 XoY3. Y1 2075, X1Yo Z3. 21 Yo X3, Z1 2o Y

ce | Z0.Y 1. Yg X X9, Xy X3, 2523, X1 Z3. 2123, Z1X3. 2, 2273, X 1 Z2.X3.
t YaZ3. Z1Ya, Y1Y2 X3, Y1 XoZ3. Y1 ZoY3, X1 YaY3, Z1 XoY3 J

za | X1X3.2,Z3.Z,X2. X923, X1Z223.2,22X3.Y Y5.Y 1Z3.Y 9 X3.
X1Ya, oY, YiYaZs, Y1 Xo X3, 21 Yo Y3, X1 XoY3,

= —

Tableau 10b : Groupes d’erreurs de canal sur un, deux ou trois qubits
donnant le méme secret mesureé et donc la méme fidélite.
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Figure 12 : Fidélité F(0,0) avec 0< 0 <, ¢ = n/2 pour le groupe
d’erreur €2 et ¢ = 0 pour le groupe d’erreur €. On note que pour le

groupe d’erreur &4 la fidélité est égale a 1 pour 0< (0,¢) < =.

On déduit de la figure 12 que pour les groupe & et & la fidélité est la
meilleure (F=1) si le secret envoyé est |YPg) = \/75 (a]|0) + B|1))
et la plus basse (F=0) si |yg) = |0) ou |1) qui sont des bits classiques.

La situation est inversée pour le groupe &b .

V.2.4 Rotation Rx(x) et Rx(x) sur les qubits transmis

Les cinq qubits transmis peuvent aussi étre affecteés par une rotation x
autour de I’axe ox ou oz dans la sphére de Block. Ces rotations

correspondent a des portes quantiques qui déplacent les vecteurs ¢Etat
vers un point donne de la sphere et sont représentées par les matrices

ws() —csm(3) o
R = % NERIOE ( ) (35)
—isin (5) cos (E) 0 —e'z
Les tableaux 11 donnent I’état de graphe global modifié par les

rotations Rx(x) et Rx(x) sur les qubits i=1,2,3 et le tableau 12 I’état secret
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du qubit 2 déterminé par la procédure décrite dans la section VI-2-1.

Le tableau 13 montre I’expression de la fidélité pour chaque rotation et la
figure 13 illustre I’évolution de cette fidelité en fonction de la valeur x de
la rotation. On constate que la fidélit¢ moyenne est décroissante pour 0 <
X < 1t et croissante pour m < x < 2m. La plus basse fidelité Fa(x=m)=1/3
correspond a une erreur X ou Z traitée dans la section VI.2.1.

Error |UG; \
Rz (x) (2) {(300)13|Lx1\24o 301)13|L§ '>245
+(Bw)13|’-’ *oas + (B11)43 Y51 )ous
( ) (300)13 [ —Z/2q |+) + e'*/23 |_ ‘]2 (Bo1 )45
Rao(z) | + (%) (Bo1)1g [e7*2a |+) — /28 |-)], (B10)4s
+(3) (B1o)13 [¢*/%a —:* — e /23 |+)], (Boo),s
+ (%) (B11 )13 [ e*/2a =) + e—**/2g |+ ] (B11) 45
Raz(x) (%) {(300)13“’:3\243 (301)13|7-’b /245
h (B10)13 |¥e° ) o4s + (B11)13 |¥g° )ous ) ))

Tableau 11a : L’état de graphe |W¢ ) rturbé par une rotation Rxi(x)
sur qubit i=1, 2 ou 3.

—

|b: >245

C1 |010) +C5 [101) —C |001) —C [110)

|bb3>245

( Vg’ 245 - [¥a )oas | —C1(111) +C2000) —C7 |100) +C5 |011)

|02 ) oas - [¥e” )ogs | C1/000) —C5 |111) —C7 |011) +C75 |100)

C; [001) +C5 [110) —C7} |010) —C3 [101)

U5 2ae — ¢4 [101) —C3 [010) —C [110) —C [001)
wZe) C1 1110) +C>» |001) +C7 [101) +C7% [010)
[} (1/4)[(a + b)sin(x/2) + i(a — b)cos(x/2)]
Co (1/4)[(a — b)sin(z/2) + i(a + b)cos(x/2)]
-

Tableau 11b : Termes apparaissant dans le tableau 11a.

o

FError |2)
BZ1(I.) (]?) {(BOO 13 |7—’ )245+(B01)13|L’b }245
(5) {(Boo)q3 |"-/c V245 + (Bo1)13 |¥g" )oas
("1”) (BOO}13 |+.} + Cb [_.?]2 (BOI )45
Rza(x) +(?) (501)13[ a|+> — Cb% |—)]2 (Boo) s
+ (?) (B"))!s —Ch |+) + C, |-,\-’]2 (Boo) s
+(§)(Bl1)34 ;|+}>+C';|_}]2(B11)45
Rzz(x) g%% E(Boo 13 |bag}245+(301)13lbb )245
2

Z\
(Bo0) 13 |¥&%)oss + (Bo1)3 (Y57 ) 04s J/

Tableau 11c¢ : L’¢tat de graphe | W) perturbé par une rotation Rzi(x) sur
qubit i=1, 2 ou 3.
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C3[]000) —[011)] — C,[[110) + [101) |+
C5[[100) — [111) ] + Cgx[— |010) — |001) ]
C3[[101) +[110) ] + C,[— |000) + |011) ]+

— —
|2Ya" ) oas
125" ) 245

C5[]010) —|001)] + Cc[—[100) + [111)]

[¥et)ass | —C3[[100) +[111) ] + C,[|001) —[101) |+
C5[|000) +|011) ] + C¢[|110) — |101; ]
[¥a" )45 | C3[|001) —[010) ] — C4[[100) +[111) ]+ |
Cs[|110) — |101) ] + C¢[|000) + [011) ]
L C3.C5 (1/4)(a + b)cos(x/2).(1/4)(a — b)cos(x/2) J
\C’4. Ce (z/4)(a + b)sin(x/2).(i/4)(a — b)sin(:c/?)j

Tableau 11d : Termes apparaissant dans le tableau 11c.

= A
Ry 3(x) | o= kazy |0) (0] +kz, [0) (1 kg4 [1) (0] +ha, 1) (1]
Rxo(x) | |9) = eF2/2a|0) +e5%/23]1)
Rz19(x) | po= k2, |0) (0] +k2, [0) (1] +k4, 1) (O +K, [1) (1]
L Rzg(z) | [tg)=C810) +C37 |1)

Tableau 12a : L’¢état secret affecté par une rotation sur les qubits 1,2, 3.

/_

ky, | a®cos®(x/2) + b°sin®(x/2)

Kz, .
kxzc

k,, | ab*cos®(z/2)— a*bsin®(x/2)

s | a*bcos®(x/2) — ab*sin®(x/2)

Kz

Z
k., | b°cos®(z/2) + a®sin*(z/2)

C, acos(z/2) + ibsin(z/2)
Ch becos(z/2) + iasin(z/2)

Tableau 12b : Termes apparaissant dans le tableau 12a.

( Error F(z.0.0) Fo(z) w
Ry, ,(2) cos®(%)[1- |sinsing|” |+ |sinbsino|” s+ 26052(%)}
Ry, (), Rﬁ,a(x) 1+ sin’6[cos”(Z) - 1] L1+ 2cos”(Z)]

l\RZz(a:) cos*(%)[1- |sin(8)cosd|” |+ |sin(8)cosd|” 1+ QCOSZ(%”JJ

Tableau 13 : Fidélité F(x,0,0) pour chaque rotation Rx(x) et Rx(X) sur

"i"

qubit
les rotations.

. On note que la fidélit¢é moyenne Fy(x) est la méme pour toutes
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Fidélit¢ moyenn Fa(x)
B E e e D
(% (s =] [0 o [}
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Rotation (x)
[—— Rotation Rx ou Rz |

Figure 13 : Evolution de la fidélit¢é moyenne F,(x) en fonction de la
valeur x de la rotation Rx(x) ou Rz(x) sur I’'un des qubits 1, 2 ou 3.

V.2.5 Transmission par canaux dépolarisants

Le canal dépolarisant est un modéle particulier de bruit perturbateur
de systeme quantique. Dans ce processus, la matrice densité globale p
correcte transmise est remplacée par une densité combinée p(P) fonction
de la probabilit¢ P qu’une erreur de Pauli E;; = (07;=04; , 0;;=0y; ou
03;=0,;) ou perturbe un qubit « j » dans un syst¢tme a n-qubits. Pour un
systeme a qubit unique la matrice densité perturbée atteignant le récepteur
est donnée par 1’expression (36a) [1] et pour un systeme a n qubits elle
peut étre généralisée par I’expression (36b) :

p1(P) = (1 —P)p +=[XpX +YpY +ZpZ]  (36a)

1<ji1=n
Pk
pr(P) = (1= P)"pr. "3k - P Z (Migisk Ji,}l )p (Mg CT;ji)
. 1<i<3
1<ji1=n
Pn
L 3_n[ Z (Mi<i<k 035, )]p (Mi<i<k 075,) (36b)
1<i<3
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On remarque que la matrice densité perturbée par le canal
dépolarisant est une sommation de termes correspondant chacun a la
perturbation du systeme de qubit par une erreur donnée. Notons que le
premier terme (1-P)"p exprime le cas ou tous les qubits atteignent le
récepteur sain et sauf. Considérons maintenant cas ou I’état de graphe a
cinq qubits contenant le secret est envoyé par le dealer a travers cing
canaux deépolarisants. On va supposer que la probabilité P qu’une erreur
quelconque perturbe un qubit est la méme dans les cing canaux. On
traitera le probléeme comme si le dealer utilise pour envoyer son secret un
canal dépolarisant unique exprime par la relation (36b). On va décrire ici-
bas la procédure de calcul de la fidélit¢ moyenne Fa(P) en considérant
toutes les erreurs de canal possibles sur qubit 1, 2 et 3. Commengons par
¢crire la matrice densit¢ du systeme de cinq qubits perturbés par les
canaux dépolarisants et regus par les cing joueurs :

P E E,
prs(P) = (1= P)°prs +5 (1= P)[p;’s +pr’s + Py + it + Py
2
—2(1—P) [p152+p1§3+p1§“+pE E5+pEZE3+p

P3
pfsfzr + pEsEs E4E5] _|_ . (1 _ P)Z[pE1E2E3 + pE1E2E4 + pE1EzEs +

pfSE 3E4 + pE 1E3Esg + pE E4E5 + pE2E3E4 + pE2E3E5 + pE2E4E5 + pE3E4E5]

EEEE E,E;E3E E,E;ELE E,EzE4LE E;EzELE
_(1 P)[ 34+p1235+p 45_|_p1345+ 345]

E2E4 E;Es5 +

+

p5
+ — plli‘: SEZE3E4E5 (37)

Dans cette expression P, est la matrice densité du systéme infectée
par une erreur de Pauli sur un seul qubit « i» :

Ej
P15 = Xip1.5X; Y Yip1.sYi + Zip1 5Z; (38)

EiE; EEE  EEEE E;iEjExEE
Les symboles p,.', p;c |, Py s ., et P& ™ sont des

sommations de 8, 27, 81 et 243 termes et représentent la matrice densité
affectée par des erreurs sur deux, trois, quatre et cinq qubits
respectivement. Apres mesure sur les états de Bell des qubits (1,3) on
obtient la matrice densité du systéme de qubits (2,4,5) :
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P
pg%(P) = (1= P)°pays + 5(1 P)4[p245 245 + p245 9245 p245
2
E,E E,E E.E ,E 2E E,E
32 (1 = P)’[paas” + Poas’ + Poas” + pz4 T+ 92453 + p2454 +pgas” t
3

Pais’ T Pags’ T Pais’] + 33 o (L= P)? [plafats ¢ By BB
I 4 O L By R 0y S S
T (1 —P) [p§i§2E3E4 + PE&EZESES + pgingttEs + pE 1E3E4E; + P§i§3E4E5]
+_5p§4§ 2E3E4Es (39a)

AveC  pPays = (Pa%245J(Pb)245J (Pc)24s gu (Pa)2as et
sz45 = (95)245; (Py ) 245 (PcE)245 ou (Pq)aas

Apres tracage partielle sur qubits (4,5) et multiplication par la porte
R , on obtient la matrice densité de qubit 2 mesurée par le joueur 2 :

pE(P) = (1—P)%p, + Z(1—P)*[p3" + p3? + p3° + p5* + p5°] +
2
— (1 =P)* [p;*" + p; 1P g phaPa g piaBs g pleBs o pBeBe  pPefs
3

E,EzE E,EzE EEE E,EzE E,EzE E,E4LE Ez;ELE
p2 4_|_p 35_|_p 45+p234+p235+p245+p345]+

r (1 . P)[ E,E;EzE, + pE1E2E3E5 + pE 1E2ELEg + pE1E3E4E5 + pE2E3E4E5]

ps
+ _pE1E2E3E4E5 (39b)

Avec p, = [hs)(ihs| le secret envoyé et py’ = (p4)z, (P2, (PE)2 ou
(pd ), est le secret perturbé par I’erreur E = E; , E; E; , Ei E; Ex, Ei E; ExEi

On multiplie par |ys) et on intégre sur (0,) pour obtenir la fidélité :
(Wslpflps) = (1=P)p, + (1 —P)*[Fy* + F3* + Fp° + Fy* + Fp|+

P2

— (1= P)3 [FF2 + F15 4 PP 4 BB 4 B2 4 P20 4 F2™ 4
p3

F§3E4 + F 3Es + FE4E5] +3_ ( P)Z[ E 1E2E3 + FE 1E2E4 + FE 1E2Eg +

F§1E3E4 + FE1E3E5 + FE1E4E5 + FE 2BsBa | FE2E3E5 + FE2E4E5 + FE3E4E5]+

FE1E2EsEEs
a

(40)

4
% (1-P) [FE 1E2E3Ey FE 1E2E3Es FE 1E2E4Es FEZE 134135]Jr
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On peut écrire (40) comme :

2

Fa(p) = (Wslpf [¥s) = 1 —P)* +2 (1 —P)*[A] +; (1 —P)* [B] +
o (1-P)[C]+ 2 (1 - P) [D] + = [E] @41

On déduit des tableaux 10a et 10b les valeurs FF contenues dans le
tableau 14 et donc les valeurs des facteurs A, B, C, D et E dans (41).

LB F5 TR (Bx1)=1
FE: FE: Bx1)=3
Ffzf:]F&E1Es?anEe (Gx%)-l- (3 s 1) =9
[ FEe = e 0x1)=3
FoE Fg ™, Fg'™
FEE Ox1)=0
FEEE @Ix1)+(6x1)=13
Y i | CEL T CEUEL B
i1£3L£s5 PR = 1L7 L5
Ff:.E-tEs, Ff’E‘EﬂFGE’E‘E‘ (3 x g)x%= 9
FE:E:EsEs PEiE:E5Es [(21 x 3)x%]+[(6 x3)x1]=239
F:_‘,,_E,E.;EgT Ff;E:E4EB1Ff"'—E"_E"_E‘ (6 * 9)x%+(3 X g) x1=45
\EEBEEE: (21 x 9)xz+(6 x 9) x 1 =117 /

Tableau 14 : Valeurs des termes FEF dans ’expression (40) pour toutes
les erreurs E possibles sur les cinq qubits envoyes.

Le calcul donne : A=9 ,B=42 , C=130 , D=213 , E=117  (42)

L’expression (41) devient alors :

Fap)=(1-EP+3P(1-EI S PIBY 4 PR L P A P 1R o PP
(43)
Enfin I’expression finale de la fidelite :
Fa(p)=1-2P+% Pz—%P3 (44)
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V.2.6 Protection par le code a cinq qubits

On va décrire la protection des qubits transportant le secret par le
code a cing qubits. Ce code décrit dans [1][14] utilise cing qubits pour
protéger I’'un d’eux qui se trouve dans un €tat superpose. Ainsi, si une
erreur X, Y ou Z affecte I’un des cinq qubits (le qubit a protéger et quatre
ancillas) envoyes dans un canal donne, alors le code corrige cette erreur
et permet donc au récepteur d’accéder a 1’état correct du qubit protégé.
Cependant, si deux qubits ou plus parmi les cinq envoyés dans un canal
donné sont atteints d’erreur lors de la transmission, alors le code permet
d’accéder a un état protégeé qui peut étre entaché d’erreur donnant une
fidélité inférieure a 1.

V.2.6.1 Erreur sur deux qubits dans chaque canal bruité
Le dealer protege chacun des qubits (1,2,3) avec quatre ancillas

comme illustré sur la figure 14 et les envoie a travers trois canaux bruités
qui introduisent des erreurs X, Y ou Z avec une probabilite P=1.

(QUbTRORE®) [ Ancills |
o XXX

Canal 2 . ....
Canal 3 O C N N N
O o000

anal 3 © XXX

a0 0
& &
= =
= =
= —
i L]

Figure 14 : Protection par le code a cinq qubits.

On note qu’en geénéral le dealer protege les cinqg canaux de
transmission car il ignor | W) uels des cing joueurs accéderont au secret.
Nous allons voir ici-bas I’effet du code sur I’état de graphe transportant le
secret. L’état de graphe |¥;) dans (20) peut étre écrit comme suit :

V2
|IPG> = (?){[(Il()) + ﬁ |1) ]i Wa)jk;m + [(l'lO)— B |1)]1|¢b)1k;m +

Avee [i=1, (.kLm)=(2,3,4,5)] ; [i=2, G, kLm)=(1,3,4,5)] ; ou
[i=3, (,k1m)=(1,2,4,5)] (46)
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Les états Ilpa)jklm, |zpb)jklm , |l[)c)jklm et |¢d)jk1m ont différentes
expressions selon la valeur de ‘1°. On supposera que le dealer sait que les
joueurs (1,2,3) vont collaborer pour accéder au secret. Par suite, les qubits
envoyés aux joueurs (4,5) ne seront pas protégés car les erreurs les
affectant n’ont pas d’incidence sur le secret recueilli. Le dealer rajoute
quatre ancillas a I’état |0) dans chacun des canaux 1, 2 et 3 et applique le
circuit de codage du code a cinq qubits simule dans I’annexe G. On
obtient 1’état de graphe codé |‘I’Gl ) envoyér ou |0;) et |1;) sont les qubits
logiques donnés dans [1] et I’annexe G :

V2
¥, ) = (?){[“wl) + B 110 1 Wad jppm + [ @100 = B 1101:1¥b) 1
+[ﬁ|01> + alll)]ih)bC)jk[m + [ﬁlol) - alll)]illpd)jklm] (47)

Aprés mesure des syndromes, correction et décodage, les joueurs
(1,2,3) suppriment les ancillas. Si un des qubit ‘1=1,2 ou 3’ est infecte par
une erreur Ei = Xj, Yi ou Z; alors I'état de graphe devient :

"
e = (g) (ELal0) + B 11 T; [Wa) s + Eil @l0)=B 1115

+E[B10) + alD]ile) jjym + EdlBI0) — alD]il¥a) jypm] (48)

Le tableau 15 donne les syndromes S des erreurs simples et doubles
sur les qubits envoyes que nous avons determinés pour le code a cinq
qubits. Une erreur double est corrigée comme une erreur simple ayant le
méme syndrome. La derniere colonne donne I’erreur E; affectant le qubit
a proteger ‘1’ apres décodage obtenue par le programme Feynman.

~ S,
Frror — F;
X (2, 2. ) (KXo 2. . Za, X)) |O101 | I,.(X,).(Z,)
Xa, (Z2,.2.).(Z,X. . Z,.X._) | 0010 | I..(X,).(Z,)
Xao (2,2, ) (X, 2. .Za,X..) 1001 | 1,.(X,).(Z,)
Xas- (Z2,Za1)- (X, Zas-Xa, Zaz) 0100 | I,.(X,).(Z,)
Xas:(Zay Zaz): (Xa2Zag-ZiXas) | 1010 | L. (X,). (Z,)
Zi (X, X ) (Xgo 2o - Za, X)) | 1000 | 75, (X,). (Z;)
Za1: (XiXa2): (Z:Xas: ZazXag) 1100 | 7. (X,).(Z,)
Zaz: (Kg, X ) (X2 . Zay, X, ) | 0110 | 1, (X,). (Z;)
Zas: (Xg.Xa ) (X;Zaz. Xa; Za,) | 0011 | I, (X,).(Z,)
Zag (XX ) (K, Za - Z:X._) 0001 | I;.(X,).(Z,)
V2. (Xao X.. . ZaiZ.) 1101 | 7. (3 ;)
Yo, (Xo Xo 22 Za0) 1110 | Z,. (¥ ;)
Yaz: (XiXas: Zay Zag) 1111 | 1. (Y ,)
Yao.(X;Xay- Za.Z..) 0111 | 1. (Y ,)
(V. (X.. X. . Z:Z.0) 1011 | I:. (Y ,) )
T — —

Tableau 15 : Erreur E; sur le qubit ‘1" a protéger par le code a cinq qubits
en fonction des erreurs de canal avec a; le "1*™" ancilla avec; = 1.2,.3.4
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V.2.6.2 Double erreur dans chaque canal dépolarisant

On considere ici trois double erreurs ExEi, EnEn et EoE, se produisant
respectivement dans les canaux 1, 2 et 3 sur six qubits quelconques
(k,I,m,n,0,p) et corrigées comme les trois erreurs simples ayant le méme
syndrome. Les qubits (4,5) ne sont pas protégés et peuvent donc é&tre
infectes par une erreur X, Y ou Z. Si la probabilite qu’une erreur de canal
perturbe un qubit est égale a P, alors la matrice densité du systéme de
cinq qubits regus par les joueurs est :

£ = (1-P)® +2(1-PY |50l +2 1 -pys
P(123a)(45) P(123a)(45) T 3 P(123a)(45) 32

ExEy p3 . ExEyE; p* 4 ExEyE;Ey
[Zp(123a)(45)] + E(l —P) [“:10(123a)(45)]Jr 3_4(1 —P) [29(123@(45) +
ExEyE,EyEy

ps p6 ExEyE,EyEyEy, pP7
7 1=P) [Zp(lzsa)(%) e @=P) [Zp ; ] 7 A-P)

(123a)(45)
ExEyE,EyEyEyE, p8 ExEEmEnEoEpE4Es
Rl sl B3 b% ] (492)

(123a)(45)

La notation (123a) représente les qubits 1, 2 et 3 protéges par les ancillas.
La sommation concernant une erreur simple Ex est donnée par :

E, _E E Ep, Ep
Zpiasayas) = Pazsayas) T Pazsayas)y T Passayas) T Pazsayas) T

E, E E E
Paiz3a)as) T p(1p23a)(4-5) + PA23a)as) T P(123a)(45) (49b)

E — Ex E)’ E,
p(1k23a)(45) = Pazza)as) T Pazsayas) T Pazzayas)  VeC

X *
p(1k23a)(45) = Xk P(123a)(45) Xk (49¢)
. E, ExEy ExEyE, ExEyE,E,
Les sommations 201534y 45) 7 2P(123a)(45) * 2P (1230)(45) * 2P (1230)(45)
ExEyEsBuby 5 ExEyErEubybu ExEyE,EyEyEyEy |
Zp(123a)(45) v 2P123a)(45) U P123a)(45) sont la somme

respectivement de 8X3, 28X3?, 56X3°, 70X34, 56X3°, 28X3°¢ et 8X37
EkE(EmEnEoEpEsFs

termes. L’expression 29(123 a)(45) est la sommation de 3® termes.

Apres décodage et suppression des ancillas, on utilise le tableau 15
pour obtenir a partir le ’expression (49a) 1’¢tat de graphe perturbé recu
par les joueurs :
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E P p? P
prs = [(1=P)°+ 18 (1= P)7 + 108 (1 = P)° + 216 55 (1 = P)*]py s

[3—(1—P)6+36—(1—P)5+108 (1—P)4][p -I-p +pia]

92 (1 = P)* + 54— (1 — PY*|[pf'e2 + pit + pi2 )+ [ (1 — P)?][p}2F2™]

[ (1—P)7+18—(1—P)6+108—(1—P)5+216—(1— P)*|[ps + pi=
(1 —P)o + 18 (1 —P)5 + 108—(1 —P)* + 216—(1 — P)3][p} s

3—(1—P)5+36—(1—P)4+108—(1—P)3] p154+p1§5++p 2Fa 4

PrEs + Pyt + prEt] +3E- (1 - P)* + 36E(1 = P)3 + 108—(1 — P)3]
(o5 + pEZE‘*ES +pre ] 1[0 (1 — P) + 545 (1 - P) ][pElEZE‘* +prigte

243
6

P
N pE NI pE 1B3Bs pEzE3E4 + EZEBES] + [9 ~(1-P)* + 54 (1 —P)]

P7
pf__lSEZE4E5 + pE E3E4E5+pE2E E4E5] + [27 (1 _ P) ][pf SEZE3E4 + pE 1E5 E3E5] +

8
+27P pf15EzE3E4E5] (50)

Apres mesure sur les états de Bell des qubits (1,3), tragage partiel sur
les qubits (4,5), multiplication par la porte de recouvrement Rg et 1’état
secret |¥;) et intégration sur les angles, on obtient la fidélité moyenne en

fonctionde P :
2 3

E(P)=[1-P)%+ 18%(1 —-P)" + 108%(1 —P)% + 216}23—7(1 — P)
+32 (1 - P)5 4362 (1~ P)S + 1085 (1 — P)*] +[95- (1 — P)* +

4%(1 —~ PYAIEEE + BSR4 BP0+ [ 2 (1 - P)AIFE ™) 45 (1 — P)’
+182 (1 - P)® + 1082 (1 — P)S + 216 &= (1 — P)*[FE* + F5*] + P—2(1 _Pp)S
+182 (1 = P)* + 108 (1 — P)* + 216 2 (1 — P)][FE*™] +[32 (1 - P)°
+360 (1= P)* + 108 (1 — P)*|[FE*™ + FL*™ 4 2™ 4 L2 5 + FlsBs
E3E5 HBE(1-P)* + 36P—5(1 — P)® + 108 (1 — P)*] [F5*™Fs 4 Fi25eFs
+FE3E4E5] +[9E(1 — P)3 + 54 C (1 — P)?][FEEE FE 1F2Ps 4 pPaPabs
T FE2E3E5] +[95 (1= P)2 + 545 (1 - P) ] [Fy ™"+
1:131133134135 [_l_FE LEs E4E5] 4 27 (1 B P)][FE AN FE1E2E3E5] + 27 [ FE1E2EsELEs

(51

+F,
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On substitue dans (51) les valeurs du tableau 14 on obtient :
2 3

E,(P) =[1-P)% + 185(1 - P)" + 108P—(1 —P)®+ 216P—(1 - P)°
+3—(1 — P)% + 36 (1 —P)> + 108—(1 — P)*][3] +[9— (1-P)*+
54%“ — P)3][15]+ —(1 - P)Z][13]+[§(1 —P)7 + 18?(1 — P)° +
1082—1(1 — P)> + 2168—15(1 — P)4][6]+[P—: (i —P) + 182—;(1 —P)>+
108= (1 - P)* +2165— (1 — P)*|91[3 (1 — P)5 + 36 — (1 — P)* +
1082 (1 - P)*][18] +[3"—4(1 ~ P)*+36 (1~ P)* + 1082 (1 - P)?]
[27] +[9%(1 P)? + 5452 (1~ P)2][90] + [ 9% (1 — P)? + 545 (1~ P)]
[135] + 27;(1 —P) ][78] +27 ;[117] (52)

Le calcul donne finalement :

E,(P) = (1—P)8 + 8P(1—P)” + 26P?(1— P)® + 44P3(1 —P)5
128134(1 PY* +2P5(1— P)® + 32 PS(1 — P)2+ —2P7(1 = P) +P® (53)

V.2.7 Protection par le code de Steane a sept qubits

Ce code décrit dans [16] utilise sept qubits pour protéger I'un d’entre
eux en état superposé contre une erreur X, Y ou Z. Les tableaux 16
montrent pour chaque erreur de canal simple ou double, I’erreurs E;
affectant le qubit protégé aprés correction que nous avons déterminés a
I’aide du programme Feynman.

( E S E; E S EN
X1, (X2X3. X3 X5 XgX7) | 000001 | L. (X,) | Y; | 001001 | I, | |
X5. (X1 X3. X4 Xg. X5X7) | 000010 | L. (X.) | Yo | 010010 | I,
X3, (X1X2, X5 X, XaX5) | 000011 | I, (X;) | Y5 | 011011 | I,

X4 (X, X, XoXg X3X,) | 000100 | I,.(X;) | Y | 100100 | I,
X, (X1X2, XaX7, X3Xe) | 000101 | I, (X;) | Y5 | 101101 | I,
Xe. (X1X7. XoX4. X3X5) | 000110 | L. (X,) | Ye | 110110 | I,
X7, (X1Xe, XaXs, X3Xa) | 000111 | I, (X;) | Y7 | 111111 |

_

Tableau 16a: Erreurs de canal simples et doubles E ayant méme
syndrome S et I’erreur associé¢e Ei sur le qubit protégé apres correction
par un opérateur Xk, Yk ou Zx (k=1 ,...,7).
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Errors =
Ze Z_.Z2Zs,ZsZs) | 001000

1

E;

i I;,(Z,)
Zo.(Z1Zs, ZsZs. Z52Z7) | 010000 | I;.(Z,)
Z3,(ZaZ+, 2122, ZsZs) | 011000 | I, (Z,)
Z4.(Z5 27,2125, Z2Zs) | 100000 | I;.(Z,)
Z5,(Z227.2:Z4. 22 Zs) | 101000 | I;.(Z,)
Z6.(Z1Z+, 2224, 2:25) | 110000 | I;.(Z,)
Z7.(Z1Z6, 2225, ZsZ4) | 111000 | I;, (Z.)

1

Tableau 16b : Erreurs de canal simples et doubles E ayant méme
syndrome S et ’erreur associée E; sur le qubit protégeé apres correction
par un opérateur Z.

N
Errors S Errors S Errors S R
X124 100001 | Z1 X4 001100 | Z71 X3 001011
X125 101001 | ZoX4 010100 | X1 25 010001
X1Z¢ 110001 | Z3X4 011100 | X, Z3 011001
X127 111001 | Z1 X5 001101 | Xozy 001010
XoZ; 111010 | Z2X5 010101 | XoZ3 011010
X324 100011 | Z1 X 001110 | XoZ4 100010
Xs3Z¢ 110011 | Z2X¢g 010110 | XoZs 101010
X327 111011 | Z3X¢ 011110 | XoZg 110010
X412~ 111100 | Z7 X 001111 | Z5 X5 010011
XsZ- 111101 | Z2X+ 010111 | X4Zs 101100
XeZs 101110 | Z3X+ 011111 | X4 Zg 110100
XeZ+ 111110 | Z4X5 100101 | Z4X¢ 100110

XsZ¢g 110101 | Z53X; 011101 | X325 101011
-

Tableau 16c¢ : Erreurs de canal doubles laissant le qubit prot€gé non
perturbé.

V.2.8 Protection par le code de Shor a neuf qubits

Ce code décrit dans [1] utilise neuf qubits pour protéger I’un d’entre
eux en e¢tat superposé contre une erreur X, Y ou Z. Les tableaux 15
montrent pour chaque erreur de canal simple ou double, I'erreurs E;
affectant le qubit protégé aprés correction que nous avons déterminés a
I’aide du programme Feynman.
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J

E S E; )
_X-X= | 10000000 | I;. Z,
X, X3 | 11000000 | I;, Z,
X, X, | 01000000 | I;, Z,
_XsXe | 00100000 | I;. Z,
X, Xg | 00110000 | I;, Z,
X, X5 | 00010000 | I;. Z,

X oXs | 00001000 | 1;. Z,

" X- X, | 00001100 | L. Z,

X, X, | 00000100 | I;. Z,
-

Tableau 17a: Erreurs de canal simples et doubles E ayant méme
syndrome S et ’erreur associée E; sur le qubit protégeé apres correction
par un opérateur Xk.

,/ \‘
E S E,
Y1. X1Z43 | 10000010 | I
Y2. XoZ1.5 | 11000010 | I;
Y3, X32Z, 5 | 01000010 | I
Ys. X,Z5¢ | 00100011 | I,
Ys. N.Zs¢ | 00110011 | I
Ye. Xe¢Z45 | 00010011 | I
Y>. X.Zse | 00001001 | I;
Ys. XgZ70 | 00001101 | I;
(Yo, XgZ7s | 00000101 | I

\

T

Tableau 17b : Erreurs de canal simples et doubles E ayant méme
syndrome S et ’erreur associée E; sur le qubit protégeé apres correction
par un opérateur Y.

E; T

( Errors S
Loy Z3)\ZsZ, g4, Z5 2150, Z, 2, 5,) | 00000010 | (I;),

( 67,89 ) (

(Z4.2Z5,Z¢). (2 Zf,s.g.Z2 Z1s9,Z30189) 00000011 | (I;).(

(Z7, Z8 Zy)\Z,Z456.Z,Z456.Z3Z45¢) | 00000001 | (I;).(X;)

( (Z;) iy
Tableau 17¢ : Erreurs de canal E ayant méme syndrome S et I’erreur E;
sur le qubit protégé aprés correction par un opérateur Zx.

Z1Z23,72703, 24756, 2576, Z2Zs9,ZsZs) | 00000000
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E S E S
X1Zs56 | 10000011 | X4Z125 | 00100010
X1Z:s0 | 10000001 | X5Z125 | 00110010
X2Zr50 | 11000001 | XgZ105 | 00010010
XoZsse | 11000011 | X7Z125 | 00001010
NX3Zs56 | 01000011 | XsZ123 | 00001110
X3Z7s0 | 01000001 | XoZ123 | 00000110
NXiZ7s9 | 00100001 | X7Zs56¢ | 00001011
X:Z-50 | 00110001 | XgZs5¢ | 00001111
NXeZrs0 | 00010001 | XoZssg | 00000111

“—

Tableau 17d: Erreurs de canal doubles E=XyZ; laissant le qubit protégé

non perturbé.

—

" E S E S E S
X: X, | 10100000 | X2 X, | 11001000 | X.X, | 00101000
X, Xs | 10110000 | X, Xg | 11001100 | X, X5 | 00101100
X, X | 10010000 | X, Xg | 11000100 | X:Xs | 00100100
X, X. | 10001000 | X>X. | 01100000 | X»X, | 00111000
X: Xg | 10001100 | X=X | 01110000 | X>Xg | 00111100
X: Xo | 10000100 | X=Xe | 01010000 | X=Xg | 00110100
X2X. | 11100000 | XX, | 01001000 | XgX, | 00011000
X2Xs | 11110000 | Xz Xg | 01001100 | XeXs | 00011100

X, X, | 11010000 | X5X | 01000100 | X, X, | 00010100 |

N e’

Tableau 17e: Erreurs de canal doubles E=XkX| laissant le qubit protege

non perturbé.

V.2.9 Comparaison des trois codes

La procédure donnant la fidélit¢ moyenne décrite dans la section
VI.2.5 pour le code a cinq qubits est la méme pour les autres codes. La
différence vient du nombre n de doubles erreurs de canal ayant un
syndrome exclusif permettant leur recouvrement qui laisse le qubit
protégé dans un état non perturbe (fidelite egale a 1).

67



On suppose que les erreurs de canal triple et plus sont tres
improbables. On déduit des tableaux 13, 14 et 15 et pour chaque code les

fractions d’erreurs double recouvrables :

ng . ny; _ 39 ng _ 108
- - 0 y . T, T = (54)
Ng N7 81 Ng 144

Avec Ns=40, N7=81 et No=144 le nombre total de double erreur
respectivement pour les codes a cing, sept et neuf qubits. On peut deduire
la fidélité moyenne en substituant la valeur F,=1/3 dans le tableau 10a par
une valeur moyenne f,, ce qui donne pour chaque code :

1 _(n7X1+(N7—n7)X%_53l _(n9><1+(N9—n9)><% 5
ls=3:17= 81 810 144 "6

6
(55)
On substitue dans le tableau 14 la valeur 1/3 par la valeur moyenne f,
(sauf dans la derniére ligne car pour P=I1 toutes les erreurs sont non
recouvrables quelque soit le code utilis¢).

L’¢équation (52) devient alors fonction de f, :
P p? p3
F,(P) =[1-P)B+ 185(1 —P)" + 108?(1 - P)% + 2165(1 - P)®

+3%2(1 - P)° + 36;’—;(1 - P)>+ 1082—1(1 — P)*1[9f.] +[9:_i(1 —P)* +
545 (1= PYI[18f, + 61 3 (1= PY?I[21f, + 6145 (1 = P)7 +

18P—92 (1-P)°+ 108;(1 - P)° + 2162—1(1 - P)4][6]+[P—:(1 —P) +
18;—2(1 —P)° + 108%(1 —P)*+ 216%(1 — P)3][9]+[3§(1 —P)S +

365 (1 - P)* + 108 (1 - PY’|[54f, 35 (1 - P)* + 36 0 (1 — P)* +

243 243
1085 (1 — P)*|[81f,]+[9 = (1 — P)? + 545 (1 — P)?][54(2f, + D] +
6 7 7

[9%(1 —P)* + 54%(1 —P)][81(2f, + D] + 27%(1 - P)1[18(7f, + 2)] +
27 55[117] (56)

Le calcul donne finalement :

E,(P)=(1-P)®+8P(1—-P) + (3f, + 25)P%?(1 — P)® + (18f, + 38)
P3(1 — P)> + (41f,, + 29)P*(1 — P)* + (44f, + 12)P>(1 — P)® +

CO/uta7) po(1 — py? + ELat2D p7(q — py 4 2 ps (57)
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V.2.10 Résumé

Le tableau 18 résume les expressions de la fidélit¢ déterminées
précédemment et la figure 15 compare cette fidélit¢ sans et avec
correction par les trois codes. Elle montre logiquement que la fidélité
moyenne décroit lorsque la probabilité d’erreur P croit que les qubits
transmis soient protégés ou non par un code. De plus, on constate qu’elle
decroit plus lentement avec P lorsqu’un code est utilisé que dans le cas de
non protection. On voit aussi qu’elle est la meilleure pour toutes valeurs
de P lorsque la protection est réalisée par le code a neuf qubits. De méme,
la protection avec le code a sept qubits est meilleure pour toutes les
valeurs de P que celle avec le code a cinq qubits. La raison est que dans
le cas du code a cinq qubits toutes les doubles erreurs de canal laissent
le qubit protége perturbé apres correction et décodage. Les deux autres
codes offrent une protection meilleure car un certain nombre de double
erreur de canal peuvent étre recouvertes. Cependant, il faut mentionner
que dans ce travail on a considéré trés improbables les erreurs sur trois
qubits et plus parmi les cing, sept ou neuf transmis par canal. Ainsi, la
mesure de syndrome (code a sept et neuf qubits) permet le
recouvrement de certaines double erreurs. Enfin, on constate que si la
probabilité d’erreur est égale a P=1 alors la fidélit¢é moyenne Fa(P=1) =
13/27=0.4815 est la méme pour les trois codes.

el — ™~
( Code F(P) R

Co |1-2P+3P - P’

Co | (1-PP+8P(1- P)"+(3f +25)P*(1 - P*+(18f +38)P°(1- P)’+
(41, +20)P*(1 - PJ* + (4df +12)P°(1 - ) +(2LettT) (1 - P+
(—&uﬂ (1-P)+2p*

Cs | (1-P)+8P(1-P)'+26P" 1- P)+UP°(1-P) + BPY(1-P)’
sopa(l P)3 346Pe” +nepr(l Pl+‘3P3

¢ |(1-Pf +8P(1 - P) "+ I8P i U8 pl({ _ p) + BRpY({ -
32{1)-1}33(1 P) +14672P6(1 PI _+_-1-139P?(1 Pl 13PS

729 '29
Cy |(1-P) +8P(1-P)'+2P2(1- P)*+53P%(1 - P)+379P4(1 Py
146 \3 2
| %P(1-P) +%P6(1 P)+3LP7(1- P)+2P8 )
N 7

Tableau 18 : Expressions de la fidélité sans et avec correction par les
trois codes. Les symboles Cop et C, représentent respectivement la
transmission sans protection et le code a n qubits.
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Figure 15 : Evolution de la fidélit¢ moyenne avec la probabilit¢ d’erreur
de canal dépolarisant, sans et avec protection par trois codes.

Conclusion

Nous avons investigu¢ dans ce travail un code convolutif quantique a
cing qubits. Nous avons décrit I’implantation de ce code sur un ordinateur
classique en simulant le circuit de codage, la procédure de détection et
correction d’erreur et le circuit de décodage. La simulation a porté sur un
premier groupe de onze qubits transmis mais les résultats ont été
generalisés a tout le flux envoyé dans le canal grice a la propriete
convolutive du code. La simulation du circuit de codage des onze premier
qubits a permis de construire 1’état codé¢ en un temps assez court
(quelques secondes). L’état codé construit a éte veérifiec comme ¢tant le
vecteur propre des huit premiers générateurs avec la valeur propre +1, ce
qui assure sa justesse. L’originalité¢ dans notre procédure de détection et
correction d’erreur est qu’elle ne procede pas a la détermination des
syndromes dans leur intégralité, mais effectue seulement la mesure d’un
nombre restreint de générateurs, suffisant pour identifier I’erreur de canal
la plus probable et la corriger. Cette démarche aide a contrer le
phénoméne de décohérence par un gain de temps dans le traitement du
flux de qubits par le récepteur qui permet d’accéder plus vite a
I’information utile. Enfin, nous pouvons conclure a partir de ce travail
qu’un code convolutif quantique ne permet d’extraire de maniere fiable
un flux d’information transmis de maniére continue dans un canal bruite
que si la probabilité d’erreur dans ce canal est trés faible. La deuxiéme
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partie de cette thése a été consacrée au partage de secret quantique a
travers des canaux dépolarisants. Ainsi, trois codes correcteurs quantiques
ont eté utiliseés et les résultats montrent clairement que le code a neuf
qubits donne la meilleure fidélité quelque soit la probabilité d’erreur dans
le canal, suivi par le code a sept puis a cing qubits. Cette conclusion
confirme le travail de simulation fait dans la référence [17] ou les erreurs
ont été introduites dans le processus de correction lui méme. On peut
deéduire que plus le nombre de qubits protecteurs est ¢leve mieux est la
fiabilité de I'information transmise par le canal bruité. La raison est que le
code a neuf qubits donne lieu & un plus grand nombre de doubles erreurs
de canal qui laisse le qubit protégé intact apres correction. En reéalite,
nous avons considéré seulement les erreurs simples et doubles ce qui fait
qu'une plus grande fraction de doubles erreurs posséde un syndrome
exclusif qui permet leur recouvrement par le code a neuf qubits. Nous
avons supposé que la probabilité d’erreur de canal sur trois qubits et plus
sont tellement négligeables qu’elles n’influent pas sur les résultats et
conclusion obtenue.
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Annexe A : Exemple de calcul quantique: I’algorithme de
Deutsch :

On dispose d’une fonction f: {0,1}—{0,1} et on cherche a
determiner si elle est constante (f(0)=f(1)) ou balancée (f(0)#f(1)). La

fonction f est représentée par Dopérateur unitaire  Ut:
‘x>| y) — |.>C>|y ® f(x)> L’algorithme est réalisé par le circuit suivant a

deux qubits initialisés a |0) et [1) respectivement :

| U

to t; t2 t3
Figure A1l : Circuit quantique de I’algorithme de Deutsch.

Décrivons ici-bas le protocole quantique qui réalise cet algorithme :
Etat initial séparable du systeme a deux qubits a I’instant t=to :

) =0)1)
Application de H a chaque qubit :

1 1 1
=—(0)+|1))—=(0)—[1)) ==(00)—{01) +[10) — |11
)= (0) 1) (0)-11) = 00)~[o1)+}10)-]11)

Application de Uy :
182) =50 7))~ |01 ® 70 +[1] ) - [1]1© £

Application de H sur le premier qubit :

|45) =23%((0)+|1>)(|f(0)>II@f(O)))+(|0)|1>)(|f(1)>|1@f(1)>))

Si f(0)=f(1) :

8)= 5321000/ @) ~1® O = =1 -1 [0)(0)~[1)
Si f(0)#(1) -

8) =555 ((0) + (A}~ ) +(0)~ |1 F D) =] @)

|
172

|4,) = %l (/@)= £ DN =57z D" [1)(0) ~[1)
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On peut réécrire ces résultats sous la forme :
1
ry =i|f(0)@f(1)>ﬁ(\0>*\l>)
La derni¢re étape consiste a mesurer le premier qubit, si on trouve |0)

alors f est constante et si on trouve |1) elle est balancée. La particularité

de ce calcul est qu'une seule mesure suffit alors que dans le cas classique
on doit mesurer f(0) et f(1) pour arriver au résultat.

Nous donnons dans cette annexe la simulation du probléme de
Deusch faite sur Maple avec le programme Feynman.

# Chargement des packages

> with(Feynman):with(LinearAlgebra): Digits:=20;

# Nomination de la procédure et liste de ses parametres
Deutsch:=proc(n)

local Qo0,Q1,Q2,Q3,0Q4,f,Uf,1d,H,H1,H2,Z,cnot,Pa,A,val :

# Portes quantiques simples et doubles a appliquer

H:=Feynman quantum operator("H"):[d:=Feynman quantum operator("
["): Z:=Feynman_quantum_operator("Z"):
H1:=Feynman_evaluate("Kronecker product",H,H):

H2:=Feynman evaluate("Kronecker product",H,Id):

# Algorithme de Deush

if n=1 then Up=Feynman_evaluate("Kronecker product",-1d,Id):
f:="1(x)=0""

end if: if n=2 then Uf:=Feynman_evaluate("Kronecker product",Id,Id):
f:="f(x)=1":end if: if n=3 then Uf:=Feynman_quantum_operator("cnot"):
f:="f(x)=x":end if: if n=4 then Uf:=Feynman_evaluate("Kronecker
product",- Z,1d): £:="f(x)=NOT(x)": end if: Q2:=Uf.Q1: Q3:=H2.Q2:
Pa:=Feynman_evaluate("Kronecker product",<1,0>.<1|0>,Id):
Q4:=Pa.Q3: A:=<0,0,0,0>: val:=evalb(Equal(Q4,A)): if val=true then
print(" The function ",f," is balanced "): else print(" The function ",
f," is constant "): end if; end proc:

# Execution de la procédure

Deutsch(1); Deutsch(2);Deutsch(3);Deutsch(4);

Welcome to Feynman (April 2008)
" La fonction "} "f(x)=0"," est constante
" La fonction "} "f(x)=1"," est constante

" La fonction " "f(x)=x"," est balancée
" La fonction ", "f(x)=NOT(x)", " est balancée "

"
"

n
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Annexe B : Téléportation

Décrivons ici-bas le protocole quantique (figure 7) qui permet a Alice
de transmettre & Bob 1’¢tat superposé de qubit 1.

Etape 1 (to<t<ti): Intrication des qubits 2 et 3 initialement a I’état
P = |00> par application de H sur qubit 2 :

1 1
HI00)=—(]0)+|1))|0) =—=(00)+(10
00)=—10)+ 19}0) = <=(00)+ 10)
Application de CNOT avec le qubit 2 contréleur et qubit 3 cible :

N 1
v, =ECNOT(\OO)HIO))=E(|00)+|11))
Etape 2 (ti<t<t2): Rajout de qubit 1 dans I’état superpose :

) =a|0)+ A1)
Etat initial séparé :
) _|g/>%(|oo>+|11)) _ %(a(ooo>+|01 1)+ £(100) +[111))

Application par Alice de CNOT sur ses deux qubits ou le second est la
cible :

|W1> = L
2

Alice applique H sur son premier qubit :

) = 2 a(0) + 100} + 11+ A(0)~ (10} + o1}

(2(]000) +|011)) + A(110) +|101))

lw,) =%(a(|000)+|011>+100)+111))+ﬁ(|010)+|001)—|110)—\101}))

v) %(00>(a\0>+ﬁ|1>)+01>(a|1>+ﬁ0))+\10>(a|0>—ﬂ|1>)+|11>(a\1>—ﬂ|0>)
)

1
1) =5 (00)ly) +|01)X]y) +[10)Z|y) +[11)XZ]y))
Nous avons donc obtenu un systéme a trois qubits intriqués. Alice

effectue alors une mesure sur ses deux qubits (1 et 2) qui va se répercuter
Instantanément sur 1’¢tat de qubit 3 a la possession de Bob. Cette mesure

01),
le qubit de Bob dans les états respectifs ‘(//), X‘(//), Z’(//) et XZ‘!//)

Finalement, Alice communique a Bob le résultat de sa mesure et ce
dernier applique en fonction du résultat un des opérateurs X, Z ou XZ sur
Iétat de son qubit afin d’obtenir |y).

donne quatre résultats possibles |00), 10) ou |11) qui transformeront

Nous donnons dans cette annexe la simulation de la téléportation
faite sur Maple avec le programme Feynman.

75



# Chargement des packages

> with(Feynman): with(LinearAlgebra): Digits:=20;

# Nomination de la procédure et liste de ses parameétres
Teleport:=proc(n) : local Q,Qoa,Qob,Qoc,Qod,Qo0,Q1,Q2,CN1,QId,H,HI1,H2,
V.,P1,P2,P3,P4,Q2a,Q2aa,Q2b,Q2bb,Q2¢,Q2cc,Q2d,Q2dd,
Qx,Z,X,CN,Id,vb,Qz,Qxz: Id:=Feynman quantum operator(""):

# Portes quantiques simples et doubles a appliquer

H:=Feynman quantum_operator("H"):

H1:=Feynman evaluate("Kronecker product",H,Id):
H2:=Feynman_evaluate("Kronecker product",H,Id,Id):
Z:=Feynman_quantum_operator("Z"): X:=Feynman quantum_operator("X"):
CN:=Feynman quantum operator("cnot"): CN1:=Feynman evaluate("Kronecker
product”,CN,Id): Qoa:=<1,0>: Qob:=Feynman_evaluate("Kronecker
product”,Qoa,Qoa):

# Téléportation

Qoc:=H1.Qob: Qod:=CN.Qoc: Q:=<a,b>:

Qo:=Feynman evaluate("Kronecker product",Q,Qod):

Q1:=CN1.Qo: Q2:=H2.Q1: if n=1 then V:=<1,0,0,0>.<1|0/0/0>:
Pl:=Feynman_evaluate("Kronecker product",V,Id):
Q2a:=P1.Q2:Q2aa:=Feynman_evaluate("Kronecker product",Qob/2,Q):
vb:=evalb(Equal(Q2a,Q2aa)):

if vb=true then print(""The qubit teleported to Bob 1s Q=", Q);

else print("false"); fi; fi;if n=2 then V:=<0,1,0,0>.<0/1|0|0>:
P2:=Feynman_evaluate("Kronecker product",V,Id): Q2b:=P2.Q2:
Q2bb:=Feynman_evaluate("Kronecker product",<0,1/2,0,0>,X.Q):
vb:=evalb(Equal(Q2b,Q2bb)):

if vb=true then print("The qubit teleported to Bob 1s XQ=", X.Q);

else print("false") fi; fi; if n=3 then V:=<0,0,1,0>.<0[0|1|0>:
P3:=Feynman_evaluate("Kronecker product",V,Id): Q2¢:=P3.Q2:
Q2cc:=Feynman_evaluate("Kronecker product",<0,0,1/2,0>,Z.Q):
vb:=evalb(Equal(Q2c,Q2cc)):

if vb=true then print("The qubit teleported to Bob 1s ZQ=",Z.Q);

else print("false") fi; fi; if n=4 then V:=<0,0,0,1>.<0(0|0|1>:
P4:=Feynman_evaluate("Kronecker product",V,Id): Q2d:=P4.Q2:
Q2dd:=Feynman_evaluate("Kronecker product",<0,0,0,1/2>,X.Z.Q):
vb:=evalb(Equal(Q2d,Q2dd)):

if vb =true then print(" The qubit teleported to Bob is XZQ= ", X.Z.Q);
else print("false") fi; fi; end proc;
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# Execution de la procédure
Teleport(1);Teleport(2);Teleport(3); Teleport(4);

]

" Le qubit téléporté vers Bob estQ=)

" Le qubit téléporté vers Bob est XQ=)"

a

"Le qubit téléporté vers Bob est ZQ= 5

" Le qubit téléporté vers Bob est XZQ= ;'I
a

Annexe C : Code correcteur a deux qubits

Ce code corrige une erreur X sur un qubit en €tat superpose. Soit deux
qubits respectivement dans leS’ états ¥ = a‘ 0) + ﬂ’ 1> et |0). A I’instant to
le systeme se trouve dans ‘0>l’état séparable v, :(a\0>+ ,6" 1))’0). En
appliquant CNOT (le second qubit étant la cible) on produit a un instant
ti>to 1’état intriqué y, =a| 00>+ ﬂ|11>. On suppose qu’une erreur X se

produit a un instant t > t; sur le premier qubit comme illustré sur le
circuit de codage suivant :

h V.

A
\

\V

to 1 t2

Figure C1 : Circuit quantique du code correcteur a deux qubits.

Notons que le symbole X indique une erreur probable alors que ce
symbole entouré d’une boite carrée [X]indique une erreur certaine. La
probabilit¢ d’erreur dépend de [Dinteraction du systetme avec
I’environnement. La solution classique qui consiste a supprimer le bit
altéré ne fonctionne pas dans le cas quantique. En effet, I’intrication des
deux qubits fait que le qubit restant sera décrit par la matrice densité

00

Sy 5 O 7| cote masie
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permet de déduire :a\())i ﬁ‘]} pour le qubit supprimé avec donc une

ambiguité sur la phase de I’¢état initial.

Considérons maintenant une autre solution illustrée sur la figure C2
qui consiste a utiliser deux autres qubits accessoires afin de mesurer sans
le détruire I’¢état du systeme :

A\

o

%

0)

A\ 4

fan)
Ay

e T T
S
s edeccaaakaa
e mhee---ofe-
sl

2

o —
|0 —a—
Figure C2: Circuit quantique du code correcteur a deux qubits. Le

symbole D désigne la détection de I’erreur sur qubit 1 par la mesure des
deux qubits rajoutés.

W

D
D

A Dinstant t2 le systtme a quatre qubits est dans [’état
séparable suivant |y, ) =(a|10)+ f01))|0)|0) = 2/1000) + 50100} ot nous avons
introduit ’erreur sur le premier qubit. L’application de CNOT sur le
premier et le troisiéme qubits donne ‘l/flz>=a|1010>+ﬂ|0100>. De
méme cette porte appliquée sur le second et dernier qubit donne
|1//3> = a‘lOlO) + ﬁ|0101> ou nous constatons la persistance de I’erreur sur le
premier qubit. Cette meéthode permet seulement d’étre informe qu’il y’a

eu erreur mais sans la corriger. En effet, la méme procédure aurait donné
en absence d’erreur un autre ket final lys):

v,) = (a]00) + 4]11))]0)]0) = 2 0000) + A1100) ; |, )= |0000)+ B|1110) et
enfin |y,)=0a|0000)+ B|1111). Donc, si la mesure des deux qubits

rajoutes donne deux valeurs différentes, cela indique la présence d’erreur
sur le premier qubit. Nous allons maintenant voir une autre méthode qui
s’appuie sur la dissemblance qu’il y’a entre les termes de la superposition
d’¢état selon que I’erreur s’est produite ou pas.

Soient les deux kets du systeme des deux premiers qubits sans et avec

erreur |l//l> = a‘ 00> +ﬁ‘11> ; 1//2> = a‘10)+ﬂ|01). La dissemblance entre les

deux est que dans le premier les qubits ont la méme valeur dans chaque
terme de la superposition alors qu’ils sont différents dans le second.
Cette dissemblance peut étre représentée par 1’opérateur produit Z.Zy ou a
et b désignent le premier et le second qubit.
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En effet, I’application de cet opérateur donne deux valeurs propres
différentes selon qu’il y’a ressemblance ou dissemblance dans les termes
de la superposition d’état. L application de I’opérateur Z sur les état de
base |0) et |1) donne :

0 S0y S e

Z‘W>:aZ‘0)+ﬂZ‘l>=a\0>—ﬂ‘l) c'est-a-dire Z’+>= —>; Z|—>=|+>.
l//2> donne :

L’application du produit Z.Zy sur les deux kets |l//1> et
Z,Z,\w,)=0Z,Z,|00)+ Z,Z,|11) = a|00) + B|11) = |y,
Z,2,|v)=0aZ,2,|10)+ fZ,Z,|01) = —a|10) - B|11) =, )

Nous avons donc une valeur propre +1 en absence d’erreur et -1 s’il
y’a erreur. La correction de ’erreur se fait alors a 1’aide d’un troisieme
qubit rajouté pour mesurer 1’é¢tat du systeme des deux premiers qubits
puis de corriger |’erreur si elle est détectée. La procedure est illustree par
le circuit suivant :

A 4

1 1 1
| | AV 1
s

y =%

Fan)
3/

0 —4
to t t2 E
0 —&—& —D
t3

\4

3/

Figure C3 : Circuit quantique du code correcteur a deux qubits.

A Dinstant t2 le systeme des trois qubits est dans 1’¢état séparable
v, )= (a]10)+ 01)[0) = a[100)+ #010). L>application de CNOT sur le
premier et troisieme qubit donne :

CNOT|y, ) = aCNOT{100) + BCNOT|010) = ] 101) + 5 010).

L’application de CNOT sur le second et troisieme qubit donne :
lw,) = aCNOT|101) + SCNOT|010) = a101) + {01 1). Enfin CNOT est

appliquée entre le troisieme et le premier qubit lequel est la cible :

) = aCNOT|101) + BCNOT|011) = ¢|001) + S| 111) = (] 00) + S| 11))|1)
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Nous obtenons finalement 1’état final séparable du systéme a trois
qubits ’!//3> = ‘l,z/ 1)‘ 1> ou I’¢tat initial ‘l//1> a ¢été rétabli. Le changement de
I’état du qubit de mesure de |0) en [1) indique la présence de I’erreur

avant la correction. Remarquons qu’il n’est pas nécessaire de connaitre
I’¢tat du qubit rajouté car en absence d’erreur la procédure donnerait :

|I,V2> =|!//1>|0) = (05|OO>+,8|11>)|0> = 05|000>+ﬁ‘110) :
CNOT|y, ) = aCNOT|000) + SCNOT|110) = ¢|000) + A|111) ;
‘%) = aCNOT|000) + SCNOT|111) = ] 000) + S]110) ;
w,) = aCNOT|000) + BCNOT|110) = 0/ 000) + A110) = (| 00) + S|11))| 0)
L’etat initial séparable |l//3> = ‘W1 >| O> ¢tant donc conservé, on peut

supprimer sans le mesurer le troisieme qubit apres utilisation. En réalite,
1l est possible de corriger 1’erreur X précedente sans rajouter le troisieme
qubit comme on le constate sur le circuit suivant :

Y

A %4
%

|

Y

0]

1

1

1

1

:

1
Fany Py !
A AN |
0 t1 t2 t3

t

Figure C4 : Circuit quantique du code correcteur a deux qubits.
A Dinstant t; le systéme altéré est dans 1’état ’W2> = a|10)+,6’\01), la
premiére porte CNOT donne ‘W2> = 0:‘11) + ,6"01) et la seconde donne

I’état final séparable |!//3>:a‘01)+ﬁ|11)=(a|0>+ﬂ|l>)|l>=‘y/1>‘1>. Les deux
dernieres portes CNOT constitue un circuit de décodage correcteur
d’erreur.

Nous donnons ici-bas la simulation du code a deux qubit :

# Chargement des packages

> with(Feynman):with(LinearAlgebra):Digits := 14:

# Codage

Qo:=Feynman_evaluate("Kronecker product",<a,b>,<1,0>):
Qoa:=Feynman_evaluate("Kronecker product",<a,b>,<0,1>):
CN:=Feynman quantum_operator("cnot"): Q1:=CN.Qo:

# Erreur

X:=Feynman quantum operator("X"):
Id:=Feynman_quantum_operator("I"):
X1:=Feynman_evaluate("Kronecker product",X,Id):Q2:=X1.Q1:
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# Décodage et correction

Q2a:=CN.Q2:

N1:=Feynman quantum_operator(2,"cnot",[2,1]):Q3:=CN1.Q2a:

if evalb(Equal(Q3,Qo))=true then print("pas d'erreur") end if;

if evalb(Equal(Q3,Qoa))=true then print("Error on first qubit corrected ");
end if;

Welcome to Feynman (April 2005)

o] 0]

%)
Q
i

o o O Q

»Error on first qubit corrected"

Annexe D : Code correcteur a trois qubits
D1 : Correction d’une erreur X par le code a trois qubits

Soit un code & trois qubits initialement dans les états
‘l//> = a‘ 0>+ IB‘1>; 0> et ‘0> et illustré par le circuit suivant :

: ! m L
T | | Ay | -
1 ! | |
v | | |
1
an ! ; yan N
—o . ; N, —>
\ 1 1 1
0 | | :
1 1
|0> : pant LDy I
: NZu RN —
to ty t2 3

Figure D1: Circuit quantique du code correcteur a trois qubits.

Nous avons [I’¢tat  initial  séparable a [Dinstant to
lw,) =|w)[0)|0) =|000)+ B/100) qui devient a [Dinstant t
‘t//l> = a| 000) + ,8‘ 11 l>. On suppose qu’une erreur X peut se produire

sur seulement 1'un des trois qubits entre t; et to et donner les
quatre états |l//2> possibles ou 1’absence d’erreur est inclue:

000)+ B111) ; [100)+ A011) ; ]010)+ B/101) ; @/001)+ B 110)
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Montrons que ce code corrige I’erreur quelque soit sa localisation.
Apres erreur sur le premier qubit nous avons |l//2> = a| 100> + [3| 01 1> puis

a la suite des deux CNOT ‘I,U2> :0:|111>+ ﬁ|011>. La porte de TOFFOLI
change la valeur de la cible seulement si les deux qubits contrdleurs ont la
méme valeur 1, ce qui donne ici |y, ) =¢|011)+ B111)=(a|0)+ A|1))11). Nous
avons donc rétabli I’état correct du premier qubit avec un basculement de

la valeur des autres qui indique la présence de I’erreur. Si I’erreur se
produit sur le second ou le troisieme qubit Cette procédure donnerait :

v,)=0a]010)+ A101); w;}=a|010)+ﬁ\110> ; |w,) =a]010)+ 4110} = (/0) + A1) 10)
v,) = 001)+ A110) ; lyy) = a{001)+ B101) ; [yy) =a]001)+ B101) = (o] 0) + A1))]01)

Nous constatons qu’on obtient a chaque fois un état final séparable ou le
premier qubit est rétabli dans son état superposé initial. L’¢état des deux

10) ;
I’erreur dans le premier, le second et le dernier qubit respectivement.
Verifions qu’en absence d’erreur 1’état initial du systeme est conserve :

v,)=a]000)+ A111) ; w;}:a|ooo)+ﬁ|100) ; |wy) =]000)+ A100) = (] 0) + A|1)) 00)

derniers qubits |11> ; 01> indique a chaque fois la présence de

D2 : Correction d’une erreur Z par le code a trois qubits

Nous allons utiliser un code a trois qubits pour corriger une erreur de
phase Z sur le premier qubit entre t; et t> . Cette tache est accomplie par le
circuit suivant :

i_

y HH HF{ Z [+ H & HH
0 —o—{nH— i1 >
0) - & 1 ——{ ulo

to t 2 3
Figure D2 : Circuit du code a trois qubits pour la correction d’une erreur
de phase.
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Décrivons ici-bas le protocole quantique qui corrige une erreur de phase.

Etat initial séparable a t=0 :
W) =¥)|0)/0) = 2| 000) + £]100)
Application de Ha sur le premier qubit :

vy ) = H,|y)|0)|0) = aH,,|000) + BH,[100) = &|+ 00) + /- 00)
lwo)= %(0{(000) +[100)) + £(000) —|100))

Application des deux portes CNOT :

‘W(','>=%(a(|000>+|111))+ﬁ(|000>—|111)):%((a+,8)‘000>+(a—ﬂ)|111>))
Triple application de H :

|
v.) =E((a+ﬂ)HaHbHc 000)+(a = S)H H ,H |111)))

1

v,) = 7 (@+ P +++)+(@=p)-—-))
Erreur de phase sur le premier qubit :
)= (@ Bl —++) (@l
Triple application de H :

: |

=— 100 - /) 011

vs,) 75 (@+B)100)+ (@ - plo11)
Application des deux portes CNOT :
\wﬁ)=%((Oﬁﬁ)lll1)+(a—ﬁ)|011)))
Application de TOFFOLI :
V)= (@ plot)+@-plin)
Application de H sur le premier qubit :
)= (e P11+ P 1)) = )+ )+ A1)~ D)
Nous obtenons I’état final separable :

[w3) = (e 0)+ AID[1L) = |y)[11)

L’état du premier qubit est donc rétabli et le changement de 1’état des
deux autres qubits indique la présence de I’erreur.
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Nous donnons ici-bas la simulation du code a deux qubit :

# Chargement des packages

> with(Feynman): with(LinearAlgebra):Digits:=20:

# Nomination de la procédure et liste de ses parameétres
code3qubit:=proc(n) local
Q0,CN,Qo0a,CN1,Q1,T,Xo0,Id,Xa,Xb,Xc,Q2a,Q3a,Q31,Q3aa,Ba,Bb,Bc,
va,vb,vc,X,Q2b,Q2¢,Q3b,Q3bb,Q32,Q3¢,Q3¢c,Q33,02d,Q3d,Q3dd,Q34,
Bd,vd:

# Préparation des qubits

Qo:=Feynman_evaluate("Kronecker product",<a,b>,<1,0>,<1,0>):

# Codage

CN:=Feynman quantum_operator(3,"cnot",[1,2]):Qoa:=CN.Qo:
CN1:=Feynman quantum operator(3,"cnot",[1,3]):Q1:=CN1.Qoa:
T:=Feynman quantum_operator(3,"ccn",[3,2,1]):

# Erreur

X:=Feynman quantum_operator("X"):
Id:=Feynman_quantum_operator("I"):

Xa:= Feynman evaluate("Kronecker product",X,Id,Id):

Xb:= Feynman_evaluate("Kronecker product",Id,X,1d):
Xc:=Feynman_evaluate("Kronecker product",Id,Id,X):

# Décodage et correction

if n=1 then Q2a:=Xa.Q1:Q3a:=CN1.Q2a: Q3aa:=CN.Q3a: Q31:=T.Q3aa:
Ba:=Feynman_evaluate("Kronecker product”,<a,b>,<0,1>,<0,1>):
va:=evalb(Equal(Q31,Ba)): if va=true then print("L'erreur sur le premier
qubit est corrigée");fi;fi; if n=2 then Q2b:=Xb.Q1: Q3b:=CN1.Q2b:
Q3bb:=CN.Q3b: Q32:=T.Q3bb: Bb:=Feynman _evaluate("Kronecker
product",<a,b>,<0,1>,<1,0>): vb:=evalb(Equal(Q32,Bb)): if vb=true then
print("L'erreur sur le second qubit est corrigée"); fi; fi; if n=3 then
Q2¢:=Xc.Q1:Q3¢c:=CN1.Q2c: Q3cc:=CN.Q3c: Q33:=T.Q3cc:
Bc:=Feynman_evaluate("Kronecker product”,<a,b>,<1,0>,<0,1>):
ve:=evalb(Equal(Q33,Bc)): if vc=true then print("L'erreur sur le
troisieme qubit est corrigée");fi;fi;if n=4 then
Q2d:=Q1:Q3d:=CN1.Q2d:Q3dd:=CN.Q3d: Q34:=T.Q3dd;
Bd:=Feynman_evaluate("Kronecker product",<a,b>,<1,0>,<1,0>):
vd:=evalb(Equal(Q34,Bd)): if vd=true then print("No error");fi;fi; end
proc;
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# Execution de la procédure
code3qubit(1);code3qubit(2);code3qubit(3);code3qubit(4);
Welcome to Feynman (April 2008)
"L'erreur sur le premier qubit est corrigée
"L'erreur sur le second qubit est corrigée
"L'erreur sur le troisieme qubit est corrigée
"Pas d'erreur"

Annexe E : Code correcteur de Shor a neuf qubits :

Ce code décrit dans [1] utilise neuf qubits pour corriger une seule
erreur de type X, Y ou Z sur un seul qubit entre les instants t> et t3. Il est
schématis¢ par le circuit de la figure suivante :

v i o b o T o

|o§ D H_"CB D4—H <

0} St TR
t!o ti1 t!2 tsi, ’i4 tis

Figure E1 : Circuit de codage et décodage du code de Shor a neuf qubits.

L’information utile est stockée sur le premier qubit d’état
ly) =|0)+ B|1). Les huit autres qubits initialisés a |0) sont des accessoires

utilisés dans le processus de correction des erreurs et peuvent apres étre
supprimeés. Les boites Cp et Dg sont appelées boites de codage et de
deécodage respectivement. Elles sont €quivalentes aux circuits suivants :

— > >
Cs [ 0 — >
0 —o—
_ —> S> >
— | Ds = @ D

Figure E2 : Boites de codage (Cg) et décodage (Ds).
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Nous allons décrire ici-bas le protocole quantique qui corrige une
erreur X, Y ou Z sur un qubit parmi les neuf utilisés dans le code de Shor.
Determinons d’abord I’¢tat du systeme a neuf qubit obtenu par le circuit
de codage a I’instant t>.

L’état initial separable du systeme :
1/10)/0) = o000} + 5100
Application des deux portes CNOT :
w,)=a000)+ B|111)

Triple application de H :

y/0> =a|+++)+fl-—-)

Rajout des six qubits:

vy ) =(]+00)" + |- 00)"") = 23% (ex(] 000) +]100))®* + (| 000) ~|100) **

Triple application de la boite Cg:
t//]>:(a‘+00+00+00>+ﬁ|—00—00—00)):2%(0:(000%‘111))3 + £(|000) - |111))*)

Erreur X sur le premier qubit
L’¢état global devient :

|
v,)= 237(a(|100>+|01 1))(000) +|111))* + B(|100) - |011))(|000) - [111))**)
Application des deux portes CNOT de chaque boite Dsg:

‘l//2> = 231/2 (a:(|11 1) +|01 1))(]000) +|100>)®2 +ﬁ(‘111>—|01 1>)(|000> —\100})@’2)

Application de la porte Toffoli de chaque boite Dz :

v))= 23%(05(]01 1) +|111))(000) +[100)** + A(|011) [111))( 000) - [100)**)

Triple application de H sur les trois premiers qubits :

! (ar(|+11) +[=11))(+ 00) +|— 00))** + B(|+11) —|-11))(|+ 00) —| - 00))**)

23/2

| 011)(]000))®* + B|111)(|100)®* = (]|000) + S| 111))[11)(| 00))**
Application des deux portes CNOT :

(a]000) + £/100))[11)(| 00))*

Application de la porte Toffoli :

(a| 000) + ,6”100})‘ | 1)(‘ 00))®2 = (0:\ 0) + ,8‘ 1))\ 00>’11>(| 00))®2 = ‘ !//>\ 00>\ | l>(| OO))®2
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On a donc rétabli 1’état |1// > du premier qubit qui porte I’information

qui nous interesse alors que le changement d’¢tat de deux des huit qubits
auxiliaires constitue le syndrome d’erreur.

Erreur Z sur le premier qubit

Avant erreur

v, = 77 (a(\ooo) 111)% + B(000) - [111)*)

Apres erreur :

v)= 2_(a\000> [~ 111))(000) +|111))® + £(000) -~ 111))|000) - |111))**)

vi)= =7 L a(000) 1119000 + [111)) + £(000) + |11 1))|000) [111))2)
Appllcatlon des deux portes CNOT de chaque boite Dg :

(a(‘ 000> \100))(\ OOO> +]100>)®2 + ,8(] 000> +‘100>)(‘ 000} —‘100))@)
Apphcatlon de la porte Toffoli de chaque boite Dg:

! (a(|000) —[100))( 000) +[100))** + (000} +|100))(|000) —[100))**)

23/2

3/2

Triple application de H sur les trois premiers qubits :

L (@(+00) =]~ 00))(+ 00) + |~ 00)°* + B(+ 00) + |~ 00|+ 00) ~ | 00))**)

237(“( ) =D+ +DT + B+ =D+ [ -) [ 00)”
@1)0)™ + B0)1)™)]00)” = (a[100)+ 4011 00)"
Application des deux portes CNOT :

(@|111)+ g011))[00)"

Application de la porte Toffoli :
) = (2] 011)+ 1119 00)™ = (] 0) + B1))|11)|00)™
Nous obtenons finalement :

ys) =[w)l11)00)™

L’état du premier qubit est rétabli alors que le syndrome d’erreur se
trouve sur les second et troisieme qubit initiaux qui ont changé d’état. Les
six qubits accessoires retrouvent quant a eux leur €tat initial |0).
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Erreur Y sur le premier qubit

L’erreur Y produit les transformations suivantes :

(A e g I o Y
y@ _ [(1’ ‘(ﬂm _ {‘JJ ou bien ¥[0) =1} et ¥]1)=—i|0).

Avant erreur :
1
\%) = 23—/2(a(| 000) +\11 1))®3 +ﬂ(| 000) —\11 1))®3)

v,) = f%(aq 000) +[111))(000) +|111))** + 4(|000) ~[111))(|000) —[111))**)

Apres erreur :

)= 2%(0{(1"100) —i/011))(000) +[111))** + A(i{100) +4 01 1))(| 000) —|111))**)
Application des deux portes CNOT de chaque boite Dg:

231/2 (a(i|111)—i011))(000) +|100))** + B(i|111) +4011))( 000) —[100))**)
Application de la porte Toffoli de chaque boite Dz :

23%(0:(401 1)—i[111))(|000) +|100)** + B(i{011) + 411 1))( 000) — [100))**)

Triple application de H sur les trois premiers qubits :

1 (a(i|+11) =i =11))(+00) +|—00))** + (| +11) +1—11))( + 00) —| - 00))**)

23/‘2
21 (atit+) ==} +[ =D 11§00} + Bt ) +4-)(+)-[-) 1) 00)™)
ad|1){0)*[11)]00)™ + [ 0)1)**[11)[00) =i(e|100) + A 01 1)|11)[00)"
Application des deux portes CNOT :

i(a|111)+ glo11)11)00)™

Application de la porte Toffoli :

v, ) =i(a]011)+ g111)[11)[00)™ = i) 11)[11)]00)™

L’¢tat du premier qubit est rétabli alors que le syndrome d’erreur se
trouve sur les second et troisiéme qubit initiaux et sur deux des six qubits
accessoires.
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E.1 Simulation du code de Shor (erreur sur un qubit)

Le code de Shor décrit dans [1] possede huit générateurs :
Mi=Z17Z> ; Ma=Z273 ; Mz=Zsls ; Ms=7ZsZ¢ ; Ms=Z77z ;
Me=ZsZo ; M=X1XoX3XsX5Xe ; Ms=X4X5X6X7XsXo

# Chargement des packages
>with(Feynman): with(LinearAlgebra): with(Typesetting): Digits := 20:
# Nomination de la procédure et liste de ses paramétres
Shor:=proc(Co,Cx,Cy,Cz,n,k)
local Psio,H,X,Y,Z,X1,21,X2,72,X3,73,X4,74,X5,25,X6,26,X7,27,
X8,78.X9, 79,X16,X49,Id,CN,CN1,Psioa,Ha,Psiob,Psioc,Psiod, CN2,
CN3,CN4,CN5,CN6, CN7,E,Ex,Ey,Ez,Psil,Psi2,Psila,Psi2a,Psi2b,
Psi2c,Psi2d, Psi2dd,Hb,Psi3a,Psi3, Psi3b,Psi33,T1,T2,T3,T4,A,P1,P2:
# Etat initial
Psio:=Feynman_evaluate("Kronecker product”,<a,b>,<1,0>,<1,0>):
# Codage
H:=Feynman_ quantum_operator("H"):
CN :=Feynman_ quantum_operator(3,"cnot",[1,2]):
CN1:=Feynman quantum operator(3,"cnot",[1,3]):
Psioa :=CN1.CN.Psio:
Ha:=Feynman quantum_operator("HHH"):
Psiob:=Ha.Psioa:
A:=Feynman_evaluate("Kronecker power",<1,0>,6):
Psioc:=Feynman_evaluate("Kronecker product",Psiob,A):
Pl:=Feynman_ quantum operator("permute",[1,4,5,2,6,7,3,8,9]):
Psiod:=P1.Psioc:
CN2:=Feynman quantum operator(9,"cnot",[1,2]):
CN3:=Feynman quantum_operator(9,"cnot",[1,3]):
CN4:=Feynman quantum_operator(9,"cnot",[4,5]):
CN5:=Feynman quantum operator(9,"cnot",[4,6]):
CN6:=Feynman quantum_operator(9,"cnot",[7,8]):
CN7:= Feynman quantum_operator(9,"cnot",[7,9]):
Psilal:=CN6.Psiod:
Psila2:= CN4.Psilal:
Psila3:= CN2.Psila2:
Psila4:=CN7.Psila3:
Psila5:=CN5Psila4:
Psil:=CN3.Psila5:
# Operateurs d’erreur
X:= Feynman_quantum_operator("X"):
Y:= Feynman_quantum_operator("Y"):
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Z:=Feynman quantum operator("Z"):
Id:=Feynman_quantum_operator("IILIIIII"):

1f n=0 then print("No error");

Ex:=Id:Ey:= Id:Ez:= Id:end if:

if n=1 then if Cx=1 then print("X error on first qubit");end if:

if Cy=1 then print("Y error on first qubit");end if:

if Cz=1 then print("Z error on first qubit");end if:

if Cx<1 and Cy<I and Cz<I then print("Error on first qubit");end if:
Ex:=Feynman quantum operator(9,"X",[1]):

Ey:=- .LFeynman_quantum_operator(9,"Y",[1])):

Ez:=Feynman_ quantum_operator(9,"Z",[1]):end if:

if n=2 then if Cx=1 then print("X error on second qubit"):end if:

if Cy=1 then print("Y error on second qubit"):end if:

if Cz=1 then print("Z error on second qubit"):end if:

if Cx<1 and Cy<1 and Cz<l1 then print("Error on second qubit"):end if:
Ex:=Feynman quantum_operator(9,"X",[2]):

Ey:=-1.LFeynman quantum_operator(9,"Y",[2])):

Ez:= Feynman_quantum_operator(9,"Z",[2]):end if:

if n=3 then if Cx=1 then print("X error on third qubit");end if:

if Cy=1 then print("Y error on third qubit");end if:

if Cz=1 then print("Z error on third qubit");end if:

if Cx<1 and Cy<I and Cz<I then print("Error on third qubit");end if:
Ex:=Feynman quantum operator(9,"X",[3]):
Ey:=-.Feynman_quantum_operator(9,"Y",[3])):
Ez:=Feynman quantum operator(9,"Z",[3]):end if:

if n=4 then if Cx=1 then print("X error on forth qubit");end if:

if Cy=1 then print("Y error on forth qubit");end if:

if Cz=1 then print("Z error on forth qubit");end if:

if Cx<1 and Cy<1 and Cz<1 then print("Error on forth qubit");end if:
Ex:= Feynman quantum_operator(9,"X",[4]):

Ey:=-1.LFeynman quantum_operator(9,"Y", [4])):

Ez:= Feynman_quantum_operator(9,"Z",[4]):end if:

if n=5 then 1f Cx=1 then print("X error on fifth qubit");end if:

if Cy=1 then print("Y error on fifth qubit");end if:

if Cz=1 then print("Z error on fifth qubit");end if:

if Cx<1 and Cy<I1 and Cz<1 then print("Error on fifth qubit");end if:
Ex:= Feynman quantum_operator(9,"X",[5]):
Ey:=-.Feynman_quantum_operator(9,"Y",[5])):

Ez:= Feynman quantum operator(9,"Z",[5]):end if:

1f n=6 then if Cx=1 then print("X error on sixth qubit");end if:

if Cy=1 then print("Y error on sixth qubit");end if:

if Cz=1 then print("Z error on sixth qubit");end if:

if Cx<1 and Cy<1 and Cz<I then print("Error on sixth qubit");end if:
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Ex:= Feynman quantum_operator(9,"X",[6]):
Ey:=-.Feynman_quantum_operator(9,"Y",[6])):
Ez:=Feynman quantum operator(9,"Z",[6]):end if:

1f n=7 then if Cx = 1 then print("X error on seventh qubit");end if:
if Cy=1 then print("Y error on seventh qubit");end if:

if Cz=1 then print("Z error on seventh qubit");end if:

if Cx<1 and Cy<1 and Cz<I then print("Error on seventh qubit");end if:
Ex:= Feynman quantum_operator(9,"X",[7]):

Ey:=-I, Feynman quantum_operator(9,"Y",[7])):

Ez:= Feynman_ quantum_operator(9,"Z",[7]):end if:

1f n=8 then 1f Cx=1 then print("X error on eight qubit");end if:
if Cy=1 then print("Y error on eight qubit");end if:

if Cz=1 then print("Z error on eight qubit");end if:

if Cx<1 and Cy<I and Cz<I then print("Error on eight qubit");end if:
Ex:=Feynman quantum operator(9, "X", [8]):
Ey:=-.Feynman_quantum_operator(9,"Y",[8])):

Ez:= Feynman quantum operator(9,"Z",[8]):end if:

1f n=9 then if Cx=1 then print("X error on ninth qubit");end if:
if Cy=1 then print("Y error on ninth qubit");end if:

if Cz=1 then print("Z error on ninth qubit");end if:

if Cx<1 and Cy<I1 and Cz<1 then print("Error on ninth qubit");end if:
Ex:=Feynman quantum_operator(9,"X",[9]):
Ey:=-1.Feynman_quantum_operator(9,"Y",[9])):

Ez:= Feynman_ quantum_operator(9,"Z",[9]):end if:

# Erreur

E:=Co.Id+Cx . Ex+Cy.Ey+Cz.Ez :

Psi2 :=E.Psil:

if k = 0 then print("Correction before decoding");

# Gates for error detection and correction

Z1 := Feynman_ quantum_operator(9,"Z",[1]):

Z2 = Feynman quantum_operator(9,"Z",[2]):

73 :=Feynman_quantum_operator(9,"Z",[3]):

74 := Feynman_quantum_operator(9, "Z", [4]):

75 :=Feynman_ quantum operator(9, "Z", [5]):

Z6 := Feynman_quantum_operator(9, "Z", [6]):

Z7 := Feynman quantum_operator(9, "Z", [7]):

78 :=Feynman_quantum_operator(9,"Z",[8]):

79 := Feynman_quantum_operator(9, "Z", [9]):
X1:=Feynman_ quantum operator(9, "X", [1]):
X2:=Feynman quantum operator(9,"X",[2]):
X3:=Feynman_quantum_operator(9,"X",[3]):

X4 :=Feynman_quantum_operator(9, "X", [4]):

X5 = Feynman_quantum_operator(9, "X", [5]):
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X6:=Feynman quantum_operator(9,"X",[6]):
X7:=Feynman_quantum_operator(9,"X",[7]):
X8:=Feynman_ quantum_operator(9,"X",[8]):
X9:=Feynman quantum_operator(9,"X",[9]):

X161:= Feynman_quantum_operator(9,"XXX",[1,2,3]):
X162:= Feynman quantum_operator(9,"XXX",[4,5,6]):
X491:= Feynman quantum_operator(9,"XXX",[4,5,6]):
X492:= Feynman quantum_operator(9,"XXX",[7,8,9]):
# Détection et correction d’erreur X

if evalb(Equal(Z1.Z22.Psi2,Psi2)) = true

and evalb(Equal(Z2.Z3.Psi12,Psi12))= true

and evalb(Equal(Z4.Z5.Psi2,Psi2))= true

and evalb(Equal(Z5.26.Psi2,Psi2))= true

and evalb(Equal(Z7.Z8.Ps12,Psi2))=true

and evalb(Equal(Z8.29.Psi2,Psi2)) = true then
Psi2a:=Psi2:end if:

if evalb(Equal (Z1.22.Psi2,Psi2))=false

and evalb(Equal(Z2.Z23.Psi12,Psi2)) = true then
Psi2a:=X1.Psi2:end if:

if evalb(Equal (Z1.22.Psi2,Psi2))=false

and evalb(Equal(Z2.Z3.Psi2,Psi2))=false then
Psi2a:=X2.Psi2: end if:

if evalb(Equal (Z1.Z2), Psi2), Psi2)) = true

and evalb(Equal(Z2, Z3), Psi2), Psi2)) = false

then Psi2a :=X3.Psi2 end if:

if evalb(Equal(Z4.Z25.Psi2, Psi2)) = false

and evalb(Equal(Z5.26.Psi2, Psi2)) = true then

Psi2a :=X4.Psi2:end if:

if evalb(Equal(Z4.Z25.Psi2, Psi2))=false

and evalb(Equal (Z5.26.Psi2, Psi2) = false then

Psi2a :=X35, Psi2) end if:

if evalb(Equal(Z4.Z25.Psi2), Psi2)) = true

and evalb(Equal (Z5.26.Psi2, Psi2) = false then

Psi2a :=X6.Psi2: end if:

if evalb(Equal(Z7.Z8.Psi2,Psi2))=false

and evalb(Equal(Z8.Z9,Psi12,Psi12))=true then
Psi2a:=X7.Psi2:end if:

if evalb(Equal(Z7.Z8.Psi2,Psi2))=false

and evalb(Equal(Z8.Z29.Psi12,Psi12)) = false then
Psi2a:=X8.Psi2: end if: if evalb(Equal(Z7.Z8.Psi2, Psi2))=true
and evalb(Equal(Z8.29.Psi2,Psi2))=false then
Psi2a:=X9.Psi2:end if:
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# Détection et correction d’erreur Z

if evalb(Equal(X162.X161.Psi2a,Psi2a))=true

and evalb(Equal(X492.X491.Psi2a,Psi2a))=true then
Psi2b:=Psi2a:end if:

if evalb(Equal(X162.X161.Psi2a,Psi2a))=false

and evalb(Equal(X492.X491.Psi2a, Psi2a)) = true then
Psi2b1:=73.Psi2a:

Psi2b2:=72.Psi2bl:

Psi2b:=Z1.Psi2b2: end if:

if evalb(Equal(X162.X161.Psi2a, Psi2a))=false

and evalb(Equal(X492.X491.Psi2a,Psi12a))=false then
Psi2bl:=76.Psi2a:

Psi2b2:=75.Psi2bl:

Psi2b:=74.Psi2b2: end if:

if evalb(Equal(X162.X161.Psi2a, Psi2a))=true

and evalb(Equal(X492.X491.Psi2a,Psi2a))=false then
Psi2b1:=79.Psi2a:

Psi2b2:=78.Psi2bl:

Psi2b:=77.Psi2b2: end if:

end if:

if k=1 then print("Decoding without correction");
Psi2b:=Psi2:end if:

# Décodage

T1:=Feynman quantum_operator(9,"ccn",[2,3,1]):
T2:=Feynman quantum_operator(9,"ccn",[5,6,4]):
T3:=Feynman_ quantum_operator(9,"ccn",[8,9,7]):
Psi2¢1:=CN6.Psi2b:

Psi2¢2:=CN4.Psi2cl:

Psi2¢3:=CN2.Psi2c2:

Psi2d1:=CN7.Psi2c :

Psi2d2:=CN5.Psi2d1 :

Psi2d:=CN3.Psi2d2 :

Psi2dd1:=T3.Psi2d :

Psi2dd2:=T2.Psi2d1 :

Psi2dd:=T1.Psi2dd2 :

P2:= Feynman quantum operator("permute", [1,4,7,2,3,5,6,8,9]):
Psi3a:=P2.Psi2dd :

Hb := Feynman quantum_operator(9,"HHH",[1,2,3]):
Psi3b:=Hb.Psi3a :

Ps131:=CN3.Psi3b :

Ps132:=CN2.Psi31 :

Psi3:=T1.Ps132 :
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# Affichage de I’état final dans la notation de Dirac
Psi33:=simplify(Feynman print(Psi3)):
print(Psi3afterdecoding = Psi33);

end proc:

E.2 : Code de Shor a neuf qubits (erreur sur deux qubit)

# Erreur sur deux qubits (Psil est I’état codé dans Annexe E-1)
X:=Feynman_quantum_operator("X");

Y:= Feynman_ quantum_ operator("Y");

Z:= Feynman_quantum_operator("Z");

Y:=-.LFeynman quantum_operator("Y");

Id:= Feynman quantum_operator("I");

# Erreur X et Z sur qubits 2 et 1 respectivement

Psi21 := Feynman quantum_operator(9, "XZ", [2, 1]).Psil;

# Correction par ’opérateur Y sur qubit 2 (méme syndrome)
Psi2 :=Feynman quantum_operator(9, "Y", [2]).Psi21;

# Décodage
T1:=Feynman quantum _operator(9,"ccn",[2,3,1]):
T2:=Feynman quantum_operator(9,"ccn",[5,6,4]):
T3:=Feynman quantum_operator(9,"ccn",[8,9,7]):
Psi21:=CN6.Psi2:

Ps122:=CN4.Psi21:

Psi23:=CN2.Psi22:

Psi24:=CN7.Psi23 :

Psi125:=CN5.Psi24 :

Psi26:=CN3.Psi25 :

Psi27:=T3.Ps126 :

Psi28:=T2.Psi27 :

Psi29:=T1.Psi28 :

P2:=Feynman_ quantum_operator("permute"”, [1,4,7,2,3,5,6,8,9]):
Psi30:=P2.Psi29 :

Hb :=Feynman_quantum_operator(9,"HHH",[1,2,3]):
Psi31:=Hb.Ps130 :

Ps132:=CN3.Psi31 :

Psi33:=CN2.Psi32 :

Ps13:=T1.Psi33 :
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# Affichage de I’état final dans la notation de Dirac
Psi33:=simplify(Feynman_print(Psi3)):
print(Psi3doublerror = Ps133);

Output : Psi3doubleerrors = aj000000000> + b|100000000>
= (a|0>+b [1>)[00000000> = |¥>...| Vo>
On déduit donc I’état du qubit protégé |¥1> = a [0> + b |1>. Cette
correction permet donc de recouvrir 1’état initial de ce qubit, ce qui est

mentionné sur le tableau 15b en seconde ligne par I’opérateur identité I;.

Annexe F : Code de Steane a sept qubits

F.1: Codage

Le circuit de codage de ce code est décrit dans les références [1],[15]
et [16] et ses six générateurs sont :
Mi=X4XsXeX7 ; Moo= XoX3XeX7 ; M3=X1X3X5X7
My=Z4757627 ; Mo=727376Z7 ; Me=21237577

# Chargement des packages

> with(Feynman); with(LinearAlgebra); with(Typesetting); Digits := 20;
# Etat initial

Psio:=Feynman_evaluate("Kronecker product",
<a,b>,<1,0>,<1,0>,<1,0>,<1,0>,<1,0>,<1,0>) ;

# Codage

H := Feynman_quantum_operator("H");

CN :=Feynman_quantum_operator(7, "cnot", [1, 2]);
CNI1 :=Feynman quantum_operator(7, "cnot", [1, 3]);
Psioal := CN.Psio; Psioa := CN1.Psioal;

Ha := Feynman_quantum_operator(7, "HHH", [5, 6, 7]);
Psiob := Ha.Psioa; CN2 := Feynman quantum_operator(7, "cnot", [7, 1]);
CN3 := Feynman_quantum_operator(7, "cnot", [7, 2]);
CN4 := Feynman_quantum_operator(7, "cnot", [7, 4]);
CNS := Feynman_ quantum_operator(7, "cnot", [6, 1]);
CN6 := Feynman_quantum_operator(7, "cnot", [6, 3]);
CN7 := Feynman quantum_operator(7, "cnot", [6, 4]);
CN8 := Feynman_quantum_operator(7, "cnot", [5, 2]);
CN9 := Feynman_quantum_operator(7, "cnot", [5, 3]);
CNI10 := Feynman_quantum_operator(7, "cnot", [5, 4]);
Psila := CN2.Psiob; Psi2a := CN3.Psila;
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Psi3a := CN4.Psi2a; Psida := CN5.Psi3a;

Psi5a := CN6.Psi4a; Psi6a := CN7.Psi5a;

Psi7a := CN&.Psi6a; Psi8a := CN9.Psi7a;

Psil := CN10.Psi8a; Psil1:= Feynman printPsil; printPsiSteane = Psil 1;
Output: On obtient en notation de Dirac I’état codé du systéme de sept
qubits :

PsiSteane = (V2/4) [ a/0000000> + aj0001111> + bj0010110> +
b|0011001>+0100101>+b|0101010>+2a(0110011>+2|0111100>+b|1000011>+
b|1001100>+a|1010101>+a|1011010>+a|1100110>+a[1101001>+b|1110000>
+h|1111111>]

F.2 Stabilisation de I’état codé par les générateurs

On vérifie ici que les générateurs M de ce code stabilisent I’état codé
Psil.

# Application des générateurs

>Ga ;= Feynman quantum_operator(7, "XXXX", [4,5,6,7]), Psil);

Gb := Feynman quantum operator(7, "XXXX", [2,3,5,7]), Psil);

Gc = Feynman quantum_operator(7, "XXXX", [1,3,5,7]), Psil);

Gd = Feynman quantum_operator(7, "ZZZ27", [4,5,6,7]), Psil);

Ge = Feynman quantum operator(7, "ZZ727", [2,3,6,7]), Psil);

Gf := Feynman_quantum_operator(7, "ZZZZ", [1,3,5,7]), Psil);

Gaa := Feynman_print(Ga); Gbb := Feynman_print(Gb);

Gcee = Feynman_print(Ge); Gdd := Feynman_print(Gd);

Gee := Feynman_print(Ge); Gff := Feynman_print(Gf);

Psill := Feynman print(Psil); if Feynman equal(Gaa, Psil1) = true then
print("M1 true") else print("M1 false") end if; if Feynman equal(Gbb,
Psi11) = true then print("M2 true") else print("M2 false") end if;

if Feynman_equal(Gcee, Psil 1) = true then print("M3 true") else
print("M3 false") end if; if Feynman_equal(Gdd, Psil1) = true then
print("M4 true") else print("M4 false") end if; if Feynman equal(Gee,
Psil1) = true then print("MS5 true") else print("MS5 false") end if; if
Feynman_equal(Gff, Psil 1) = true then print("M6 true") else print("M6
false") end if;

Les messages obtenus en output assurent la justesse de 1’état codé obtenu.

Output: "MI true" ; '"M2 true" ; '""M3 true"
"M4 true" ; "MStrue" ; '""MG6 true"
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F.3 Double erreur de canal

Considérons ’exemple d’une erreur X sur qubits 1 et 2 corrigée
comme une erreur simple X sur qubit 3 de méme syndrome :

>X:= Feynman quantum_operator("X"),

Y:=Feynman_ quantum_operator("Y");

Z:=Feynman_ quantum_operator("Z");
Y:=-I.LFeynman quantum operator("Y"));
Id:=Feynman_quantum_operator("I");
Psi21:=Feynman_quantum_operator(7, "XX", [1, 2]). Psil;
Psi2:= Feynman_quantum_operator(7, "X", [3]). Psi21;

F.4 : Décodage

>Psi2a:=CN10.Psi2; Psi3a:=CN9.Psi2a; Psida :=CN8.Psi3a;
Psi5a:=CN7.Psida; Psi6a:=CN6.Psi5a; Psi7a := CN5.Psi6a;
Psi8a:= CN4.Psi7a; Psi9a := CN3.Psi8a; Psil(0a := CN2.Psi9a;
Psilla := CN1.Psil0a; Psil2a := CN.Psil 1a; Psi3 := Ha.Psil2a;
Psi33 := Feynman print(Psi3); print(Psidec = Psi33);

Psioo := Feynman print(Psio); Feynman equal(Psioo.Psi33);

On obtient en output les deux états codés perturbé et non perturbé
avec le message Fail qui indique leur différence:

Psidec = b [0010000> + a |[1010000> ; Psioo = a [0000000> + b
1000000>
FAIL

L’¢état perturbé Psidec permet de déduire 1’état du qubit protége :

Psidec = (b|0>+a |1>)|010000>=|\F';>...|¥7> , donc :
|¥>= bj0>+a |1>=X (a|0>+tb |1>). Le qubit protégé a donc subi une

erreur X comme indiqué sur la table 14a en seconde ligne.
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Annexe G : Code a cinq qubits

Le circuit de codage de ce code est décrit dans les références [1] et
[14] et ses quatre générateurs qui sont :
M= Xi1X2Z3Zs5 ; Moo= 71X2X37Z4 ; Ms= ZoX3XuZs ; Ma= 72173X4X5

.1 : Codage

with(Feynman); with(LinearAlgebra); Digits = 20;
GO0:=Feynman_evaluate("Kronecker
product”,<a,b>,<1,0>,<1,0>,<1,0>,<1,0>);
Gl:=Feynman quantum operator(5,"HHHH",[2,3,4,5]),G0);
G2:=Feynman_quantum_operator(5,"cn",[2,1]).G1;
G3:=Feynman_ quantum_operator(5,"H",[1]).G2;
G4:=Feynman quantum_operator(5,"cn",[3,2]).G3;
G5:=Feynman_quantum_operator(5,"cn",[3,1]).G4;
G6:=Feynman_quantum_operator(5,"H",[2]).GS;
G7:=Feynman_ quantum_operator(5,"cn",[4,3]).G6;
G8:=Feynman_quantum_operator(5,"cn",[4,2]).G7;
G9:=Feynman quantum_operator(5,"HH",[2,3]).GS;
G10:=Feynman quantum_operator(5,"cn",[5,4]).G9;
G11:=Feynman_quantum_operator(5,"cn",[5,3]).G10;
G12:=Feynman_quantum_operator(5,"cn",[5,1]).G11;
G13:=Feynman_quantum_operator(5,"HH",[1,3]).G12;
G133:=Feynman_print(G13);

On obtient en output I’état codé du systéme a cinq qubits :

G133 : = (1/4)[ -[11111>b + [01000>b + |01011>b - |11011>a +
00011>2-/00101>a - [01001>a + [00100>b + [00110>a -
111100>b+{10000>b+/10001>2-|01010>a + [11000>a - [10011>b -
11101>a + [00000>a-|10100>a--|10111>a+ [11010>b - [11110>a +
00010>b - [00111>b + [00001>b - [10010>a -|11001>b +/10110>b
+[01100>a +{01101>b - [01110>b - [01111>a+[10101>b]

Ou bien :

G133 : = (1/4)[a{- [11011> + [00011>-/00101> - [01001>+ |00110>+10001>-
01010> + [11000>- [11101> + [00000>-]10100>-/10111>-]11110>-
[10010>+/01100>-|01111>}+b{-|11111>+/01000>+/01011>+  [00100> -
[11100>+[10000> - [10011> + [11010> +/00010>-|00111>+ [00001> -|11001>
+10110> +/01101> - [01110> + [10101>}]
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On peut écrire G133 = (1/4)[a]0;) + b|1;)] avec |0;) et |1;) les qubits
logiques de ce code donnes par :

10) = - [11011> + [00011>-]00101> - [01001>+ [00110>+10001>-
01010> + [11000>- [11101> + [00000>-]10100>-[10111>-/11110>-
110010>+ [01100>- [01111>

11,) = -[11111>+01000>+/01011>+ [00100> - |11100>+10000> -
10011> + [11010> +00010>-|00111>+ [00001> -[11001> +[10110>
+01101> - [01110> + [10101>

G.2 : Stabilisation

# Application des générateurs

Ga := Feynman quantum operator(5, "XXZZ", [1, 2, 3, 5]), G13);

Gb := Feynman_quantum_operator(5, "ZXXZ", [1, 2, 3, 4]), G13);

Gce := Feynman_quantum operator(5, "ZXXZ", [2, 3, 4, 5]), G13);

Gd := Feynman quantum operator(5, "ZZXX", [1, 3, 4, 5]), G13);

Gaa := Feynman_print(Ga); Gbb := Feynman_print(Gb);

Gece := Feynman_print(Gc); Gdd := Feynman_print(Gd);

G133 := Feynman print(G13); if Feynman equal(Gaa, G133) = true then
print("M1 true") else print("M1 false") end if; if Feynman_equal(Gbb,
G133) = true then print("M2 true") else print("M2 false") end if; if
Feynman equal(Gcece, G133) = true then print("M3 true") else print("M3
false") end if; if Feynman_equal(Gdd, G133) = true then print("M4 true")
else print("M4 false") end if

Les messages obtenus en output assurent la justesse de 1’¢tat code
obtenu :
Output :
"MI1 true" ; "M2 true" ; "M3true" ; "M4 true"

G.3 : Détection et correction d’erreur
Considérons I’exemple de la double erreur de canal X4Xs ayant le
méme syndrome que les erreurs Z1Zz et Y :
# Détection
>G14:=Feynman quantum_operator(5,"XX",[4,5]).G13;
G15 ;= Feynman_quantum_operator(5, "XXZZ", [1, 2, 3, 5]).G14;
G16 := Feynman quantum_operator(5, "ZXXZ", [1, 2, 3, 4]), G14);
G17 := Feynman_quantum_operator(5, "ZXXZ", [2, 3, 4, 5]).G14;
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G18 := Feynman quantum_operator(5, "ZZXX", [1, 3, 4, 5]).G14;
G155:=Feynman_print(G15);G166:=Feynman_print(G16);
G177:=Feynman_print(G17);G188:=Feynman_print(G18);

G144:= Feynman print(G14);if Feynman_equal(G155, -G144) = true and
Feynman_equal(G166, -G144) = true and Feynman equal(G177, -G144)
= true and Feynman equal(G188, G144) = true then print("Error Y2 or
X4XS5 or Z173 uncorrected ") end if;

On obtient en output le message donnant la liste d’erreurs possibles :
"Error Y2 or X4XS5 or Z17Z.3 uncorrected "

# Correction comme P’erreur simple de méme syndrome Y:
G19 :=[.Feynman_quantum_operator(5, "Y", [2])).G14 :

4 : Décodage
G20:=(Feynman_quantum_operator(5,"HH",[1,3]).G19);
G21:=Feynman quantum_operator(5,"cn",[5,1]).G20;
G22:=(Feynman_quantum_operator(5,"cn",[5,3]).G21;
G23:=Feynman_quantum_operator(5,"cn",[5,4].G22;
G24:=Feynman_ quantum_operator(5,"HH",[2,3]).G23;
G25:=Feynman_quantum_operator(5,"cn",[4,2]).G24;
G26:=Feynman_quantum_operator(5,"cn",[4,3]).G25;
G27:=Feynman quantum_operator(5,"H",[2]).G26);

G28:=Feynman quantum_operator(5,"cn",[3,1]).G27;
G29:=Feynman_quantum_operator(5,"cn",[3,2]).G28;
G30:=Feynman_quantum_operator(5,"H",[1]).G29;

G31 := (Feynman_quantum_operator(5, "cn", [2, 1]), G30);

(G32 := (Feynman_quantum_operator(5, "HHHH", [2, 3, 4, 5]), G31);
(G322 := Feynman print(G32);

GO0 := Feynman_print(G0); Feynman_equal(G322, G00);

On obtient en output les deux états codés perturbé et non perturbé
avec le message Fail qui indique leur différence :

G322 :=1(00000>b-[10000>a ; GO0 :=|00000>a+|10000>b ; Fail
L’état perturbé G322 permet de déduire I’état du qubit protégé :

G322 = (b/0>-a |1>)0000>=F;>...|¥s> , donc :
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¥ 1>= bl0>-a [I>=Y (a|0>+b |1>). Le qubit protégé a donc subi une

erreur Y comme indiqué sur la table 12 a la ligne 12.

Annexes H : Code convolutif a cinq qubits

H.1: Circuit de codage

Le circuit de codage est simulé en accord avec le diagramme
schématique de la figure 9. Les boites H et Z représentent les portes
Hadamard et Z respectivement. La porte H ne s’applique pas sur les
états Q1, Q2 and Q3 car ces trois qubits portant 1’information utile se
présentent au codeur dans un état qui est déja superposé. La simulation
commence par appeler le programme Feynman qu’on a intégré comme
librairie dans le logiciel Maple 11 et la subroutine Linear Algebra. L’¢tat
Qo est le produit tensoriel de 1’etat de cinq qubits (qubit 2 a qubit 12 sur la
figure 9) initialement a 1’état |0) (symbolisé par <1,0>) puis transformés
en €tat superposé par ’application de la porte H puis Z. L’état global de
cing qubits Qg est obtenu aprés application de toutes les portes
conditionnelles Controlled-X,Y ou Z a I’exception des deux dernieres
portes CZ sur qubit 6 (couche 5 et 6 respectivement dans figure 9). La
cause est la présence d’une porte CZ sur qubit 6 (couche 4) avec qubit 4
comme controleur. On note que Q2 et Q3 sont obtenus apres application
de la porte conditionnelle Controlled-Y en deux parties (CN puis CZ). Le
codage des qubits 7 a 12 est entame par I’application de H et Z (couche 1
et 2) qui produit I’état Q9 a six qubits. L’état Q20 est produit en
appliquant toute les portes conditionnelles sauf CZ sur qubit 7 (couche 5)
a cause de la porte CZ sur qubit 6 (couche 5) ou qubit 7 joue le role de
controleur. Si on applique CZ sur qubit 7 dans la couche 5 son état
changerait et entrainerait une erreur qui se propagerait jusqu’a I’état code
final. Afin d’achever le codage du groupe total de onze qubits on
construit le produit tensoriel Q2 des états Qs et Q20. On applique alors sur
lui les quatre portes CZ restantes ([6,5] , [2,5] ,[7,6] et [3,5] dans
respectivement les couches 4,5,5 et 6) pour obtenir 1’état codé final Q25
du systéme intriqué a onze qubits. La méme procédure est reprise pour le
codage du qubit 13 a qubit 17 pour construire 1’é¢tat Q26 a dix-sept
qubits. Ici-bas la simulation avec en premier 1’explication de quelques
instructions utilisées :

H.1.1 Explications
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Z:=Feynman quantum_operator("Z"): Matrice de la porte Z.
H:=Feynman quantum_operator("H"): Matrice de la porte Hadamard.
Qo: = Feynman evaluate("Kronecker product",Z.H.<1,0>,Z.H.<1,0>,
H.<1,0>,<al,bl>H.<1,0>): Produit tensoriel des états de cinq qubits avec
<1,0>=|0) et <al,bl>=a;|0)+b;|1).

QIl:=Feynman quantum_operator(5,"cn",[5,4]).Qo: Porte conditionnelle
Conrolled-not (cn) sur 1’état a cinq qubits Qo qui produit I’état Q1. Le
qubit 4 (cible) change de valeur si le qubit 5 (controleur) vaut 1.
Q2:=Feynman_ quantum_operator(5,"cz",[1,4]).Q1: Porte conditionnelle
Conrolled-Z (cz) sur I’état a cinq qubits Q1 qui produit I’état Q2. Le qubit
4 (cible) change de valeur si le qubit 1 (controleur) vaut 1.

H.1.2 Simulation

> with(Feynman): with(LinearAlgebra): Digits:=20:
Z:=Feynman_ quantum_operator("Z"):
H:=Feynman quantum operator("H"):

# Codage de qubit 2 & qubit 6
Qo:=Feynman_evaluate("Kronecker
product",Z.H.<1,0>,Z.H.<1,0>,H.<1,0>,
<al,bl>H.<1,0>):

Ql:=Feynman quantum_operator(5,"cn",[5,4]).Qo:
Q2:=Feynman_quantum_operator(5,"cz",[1,4]).Q1:
Q31:=[.Feynman_quantum_operator(5,"cn",[1,4]).Q2:
Q3:=[.Feynman quantum_operator(5,"cz",[1,5]).Q31:
Q4:=Feynman_ quantum_operator(5,"cz",[2,1]).Q3:
Q5:=Feynman quantum_operator(5,"cz",[2,4]).Q4:
Q6:=[.Feynman_quantum_operator(5,"cn",[2,4]).Q5:
Q7:=Feynman_quantum_operator(5,"cz",[3,2]).Q6:
Q8:=Feynman quantum_operator(5,"cn",[3,4]).Q7:

# Codage de qubit 7 a qubit 12
Q9:=Feynman_evaluate("Kronecker
product",Z.H.<1,0>,Z.H.<1,0>,H.<1,0>,

<a2,b2> H.<1,0>,Z.H.<1,0>):
Q10:=Feynman_quantum_operator(6,"cn",[5,4]).Q9:
Ql1:=Feynman quantum_operator(6,"cz",[6,5]).Q10:
QI12:=Feynman_quantum_operator(6,"cz",[1,4]).Q11:
QI13:=[.Feynman_quantum_operator(6,"cn",[1,4]).Q12:
Q14:=Feynman quantum_operator(6,"cz",[1,5]).Q13:
Q15:=Feynman_quantum_operator(6,"cz",[2,4]).Q14:
Ql16:=I.Feynman quantum_operator(6,"cn",[2,4]).Q15:
Q17:=Feynman_quantum_operator(6,"cz",[2,5]).Q16:
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Q18:=Feynman_quantum_operator(6,"cz",[3,2]).Q17:
Q19:=Feynman_quantum_operator(6,"cn",[3,4]).Q18:
Q20:=Feynman quantum_operator(6,"cz",[3,5]).Q19:

# Codage de qubit 1 a qubit 12
Q21:=Feynman_evaluate("Kronecker product",Q8,Q20):
Q22:=Feynman quantum_operator(11,"cz",[6,5]).Q21:
Q23:=Feynman_quantum_operator(11,"cz",[2,5]).Q22:
Q24:=Feynman quantum_operator(11,"cz",[7,6]).Q23:
Q25:=Feynman_quantum_operator(11,"cz",[3,5]).Q24:

# Codage de qubit 13 a qubit 17
Q251:=Feynman evaluate("Kronecker
product",Z.H.<1,0>,H.<1,0>,<a3,b3>,
H.<1,0>,Z.H.<1,0>):

Q252:=Feynman quantum_operator(15,"cn",[15,14]).Q251:
# Codage de qubit 2 a qubit 16
Q253:=Feynman_evaluate("Kronecker product",Q25,Q0252):
Q254:=Feynman quantum_operator(15,"cz",[11,14]).Q253:
Q255:=I.Feynman_quantum_operator(15,"cn",[11,14]).Q254:
Q256:=Feynman_quantum_operator(15,"cz",[11,15]).Q255:
Q257:=Feynman quantum_operator(15,"cz",[12,11]).Q256:
Q258:=Feynman_quantum_operator(15,"cz",[12,14]).Q257:
Q259:=I.Feynman_quantum_operator(15,"cn",[12,14]).Q258:
Q260:=Feynman quantum_operator(15,"cz",[12,15]).Q259:
Q261:=Feynman_quantum_operator(15,"cz",[13,12]).Q260:
Q262:=Feynman quantum_operator(15,"cn",[13,14]).Q261:
Q26:=Feynman_quantum_operator(15,"cz",[13,15]).Q262:

H.2 : Stabilisation de I’état codé |Q25)

Avant de procéder au décodage du premier groupe de onze qubits, on

doit d’abord vérifier que leur état j©25i a été correctement construit. A
cette fin, on lui applique les générateurs M; a Mg pour s’assurer que
M|Q25) =|Q25) pour 1 <i< 8. Le générateur M1=ZXXZ est appliqué
de la maniere suivante : la premiere porte Z est supprimée car le premier
qubit n’est pas envoyé, le second qubit (qui devient qubit 1) subit
I’opéerateur X et 1’on obtient 1’état Sla. Les qubits 2 et 3 subissent
respectivement les opérateurs X et Z, ce qui donne I’état S1. Cette
division de la procédure en deux étapes réduit le temps d’execution.
Enfin, on vérifie 1’égalité [S1)= |Q25)a I’aide d’un message "MI true".
On procede de la méme maniere pour les autres générateurs qui donnent
tous le méme message "Mi true", prouvant la justesse du codage simulé.
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Ici-bas la simulation avec en premier [’explication de quelques
instructions utilisées :

H.2.1 : Explications

Sla:=Feynman_quantum_operator(11,"X",[1]).Q25: Application de
X sur le premier qubit du systeme a onze qubits. Notons que cet opérateur
X est a la seconde position dans le générateur M1=ZXXZIIIIIIII. 11
occupe ici la premiere position car le premier qubit a €té supprimé.
S1:=Feynman_quantum_operator(11,"XZ",[2,3]).S1a : Application
de X et Z sur respectivement le premier et second qubit .

H.2.2 : Simulation

# Générateur M1

Sla:=Feynman quantum operator(11,"X",[1]).Q25:

S1:=Feynman quantum_operator(11,"XZ",[2,3]).S1a:

if evalb(Equal(S1,Q25))=true then print("M1 true") else print("M1 false";
# Générateur M2

S2a:=Feynman quantum_operator(11,"ZX",[1,2]).Q25:

S2:=Feynman quantum_operator(11,"XZ",[3,4]).S2a:

if evalb(Equal(S2,Q25))=true then print("M2 true") else print("M?2 false";
# Générateur M3

S3a:=Feynman quantum_operator(11,"ZX",[2,3]).Q25:

S3:=Feynman quantum_operator(11,"XZ",[4,5]).S3a:

if evalb(Equal(S3,Q25))=true then print("M3 true") else print("M3 false";
# Générateur M4

S4a:=Feynman quantum_operator(11,"ZX",[3,4]).Q25:

S4:=Feynman quantum_operator(11,"XZ",[5,6]).S4a:

if evalb(Equal(S4,Q25))=true then print("M4 true") else print("M4 false";
# Générateur M5

S5a:=Feynman quantum_operator(11,"ZX",[5,6]).Q25:

S5:=Feynman quantum_operator(11,"XZ",[7,8]).S5a:

if evalb(Equal(S5,Q25))=true then print("MS5 true") else print("MS5 false";
# Générateur M6

S6a:=Feynman quantum_operator(11,"ZX",[6,7]).Q25:

S6:=Feynman quantum_operator(11,"XZ",[8,9]).S6a:

if evalb(Equal(S6,Q25))=true then print("M6 true") else print("M6 false";
# Générateur M7

S7a:=Feynman quantum_operator(11,"ZX",[7,8]).Q25:
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S7:=Feynman_ quantum_operator(11,"XZ",[9,10]).S7a:
if evalb(Equal(S7,Q25))=true then print("M7 true") else print("M7 false";
# Générateur M8
S8a:=Feynman_ quantum_operator(11,"ZX",[8,9]).Q25:
S8:=Feynman quantum_operator(11,"XZ",[10,11]).S8a:
if evalb(Equal(S8,Q25))=true then print("M8 true") else print("M8
false");
Output :
Welcome to Feynman (April 2008)
"MI1 true', "M2 true'", "M3 true", "M4 true'', "MS true',
"M®6 true", "M7 true',"MS8 true"

H.3 : Extraction des syndromes (générateurs M; a Ms)

Nous simulons ici la procedure d’extraction des syndromes. En
premier, on introduit une erreur sur I’état |Q25), par exemple une erreur
X sur le premier qubit ou bien une double erreur X sur qubit 1 et qubit 8.
Ensuite, on rajoute un nouveau qubit dans un état superposé
(H.<1,0>=|4+)) en construisant un produit tensoriel |Q28) avec I’état
infecté |Q27). Ce nouveau qubit jouera le réle d’une sonde permettant au
récepteur de savoir si I’état recu |Q27) est infecté sans le perturber (voir

section VI-4).

Le générateur M; est conditionnellement appliqué en deux étapes
pour obtenir 1’état 4 douze qubits |Q28b) (le symbole ‘C’ indique une
application conditionnelle de X ou XZ sur le second ([1,2]) ou le
troisicme et quatriecme [1,3,4] qubits avec qubit 1 comme contrdleur).
L’application de H sur le premier qubit de 1’état |Q281b) (12,"H",[1]) va
le transformer en un simple état [0) ou |1) dans le nouvel état a douze
qubits |Q281c). Enfin, on identifie 1’état du qubit rajouté par
I’application sur lui de la porte Z qui donne |Q281)=|0)|Q27)=|Q281c)
ou |Q281)=—|0)|Q27)=—|Q281c). Ici-bas la simulation avec en premier
I’explication de quelques instructions utilisées.

H.3.1 : Explications

Q27:=Feynman_quantum_operator(11,"X",[1]).Q25: Production
d’une erreur de canal X sur le premier qubit .
Q28:=Feynman_evaluate(" Kronecker product" ,H.<1,0>,Q27): L’état
superposé|+)= H.<1,0> est rajouté a I’état codé recu Q27.
Q281a:=Feynman_quantum_operator(12,"c","X",[1,2]).Q28:
Q281b:=Feynman_quantum_operator(12,"c","XZ",[1,3,4]).Q281a:
Générateur M; conditionnellement appliqué sur [’état infecté
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Q28=|+)Q27.
Q281c:=Feynman_quantum_operator(12,"H",[1]).Q281b:
Application de H sur le qubit rajouté.
Q281:=Feynman_quantum_operator(12,"Z",[1]).Q281c: Application
de Z sur le qubit rajouté.
Q281a:=Feynman_quantum_operator(12,"¢","X",[1,2]).Q27: Porte X
appliquée conditionnellement ("c") sur qubit 2 ( st le premier qubit vaut
1) dans le systeme a douze qubits.
Q281b:=Feynman_quantum_operator(12,"¢",""XZ",[1,3,4]).Q281a
On applique conditionnellement X et Z sur respectivement le troisieme et
quatrieme qubits. On note que c’est ici I’application conditionnelle du
genérateur M.

Q281c:=Feynman_quantum_operator(12,"H",[1]).Q281b: On
applique H sur le premier qubit pour obtenir un état simple H |[+) = |0 +)
ouH|-)=]1):

Q281:=Feynman_quantum_operator(12,"Z",[1]).Q281c: Application
de Z sur le premier qubit qui donne Z |0) = [0) ou Z [1) =-|1) :

H.3.2 : Simulation

# Erreur unique entre qubit 2 et qubit 12.
Q27:=Feynman_quantum_operator(11,"X",[1]).Q25:

# Double erreur entre qubit 2 et qubit 12

Q27:=Feynman quantum_operator(11,"XX",[1,8]).Q25:

# Rajout d’un qubit en état superposé.
Q28:=Feynman_evaluate("Kronecker product",H.<1,0>,Q27):

# Générateur M

# Application conditionnelle de M.
Q281a:=Feynman_quantum_operator(12,"c","X",[1,2]).Q28:
Q281b:=Feynman_quantum_operator(12,"c","XZ",[1,3,4]).Q281a:
# Application de H et Z sur le qubit rajouté.
Q281c:=Feynman_quantum_operator(12,"H",[1]).Q281b:
Q281:=Feynman_quantum_operator(12,"Z",[1]).Q281c:

# Générateur M2
Q282a:=Feynman_quantum_operator(12,"c","ZX",[1,2,3]).Q28:
Q282b:=Feynman_quantum_operator(12,"c","XZ",[1,4,5]).Q282a:
Q282c:=Feynman_quantum_operator(12,"H",[1]).Q282b:
Q282:=Feynman_quantum_operator(12,"Z",[1]).Q282c:

# Générateur M3
Q283a:=Feynman_quantum_operator(12,"c","ZX",[1,3,4]).Q28:
Q283b:=Feynman_quantum_operator(12,"c","XZ",[1,5,6]).Q283a:
Q283c:=Feynman_quantum_operator(12,"H",[1]).Q283b:
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Q283:=Feynman_quantum_operator(12,"Z",[1]).Q283c:

# Générateur Mg

Q284a:=Feynman quantum_operator(12,"c","ZX",[1,4,5]).Q28:
Q284b:=Feynman_quantum_operator(12,"c","XZ",[1,6,7]).Q284a:
Q284c:=Feynman quantum_operator(12,"H",[1]).Q284b:
Q284:=Feynman_quantum_operator(12,"Z",[1]).Q284c:

# Générateur Ms

Q285a:=Feynman quantum_operator(12,"c","ZX",[1,6,7]).Q28:
Q285b:=Feynman_quantum_operator(12,"c","XZ",[1,8,9]).Q285a:
Q285c¢:=Feynman_quantum_operator(12,"H",[1]).Q285b:
Q285:=Feynman_quantum_operator(12,"Z",[1]).Q285c:

# Générateur Mg

Q286a:=Feynman quantum_operator(12,"c","ZX",[1,7,8]).Q28:
Q286b:=Feynman_quantum_operator(12,"c","XZ",[1,9,10]).Q286a:
Q286¢:=Feynman_quantum_operator(12,"H",[1]).Q286b:
Q286:=Feynman quantum_operator(12,"Z",[1]).Q286c:

# Générateur My
Q287a:=Feynman_quantum_operator(12,"c","ZX",[1,8,9]).Q28:
Q287b:=Feynman_quantum_operator(12,"c","XZ",[1,10,11]).Q287a:
Q287c:=Feynman_quantum_operator(12,"H",[1]).Q287b:
Q287:=Feynman_ quantum_operator(12,"Z",[1]).Q287c:

# Générateur M3
Q288a:=Feynman_quantum_operator(12,"c","ZX",[1,9,10]).Q28:
Q288b:=Feynman_ quantum_operator(12,"c","XZ",[1,11,12]).Q288a:
Q288c:=Feynman_quantum_operator(12,"H",[1]).Q288b:
Q288:=Feynman_quantum_operator(12,"Z",[1]).Q288c:

# Générateur Mg

# Erreur

Q27a:=Feynman_quantum_operator(16,"X",[1]).Q26:

# Rajout d’un qubit en état superposé.
Q28a:=Feynman_evaluate("Kronecker product",H.<1,0>,Q27a):
Q289a:=Feynman_ quantum_operator(17,"c","ZX",[1,10,11]).Q28a:
Q289b:=Feynman_quantum_operator(17,"¢c","XZ",[1,12,13]).Q289a:
Q289c:=Feynman quantum_operator(17,"H",[1]).Q289b:
Q289:=Feynman_quantum_operator(17,"Z",[1]).Q289c:

# Générateur M1o

Q290a:=Feynman quantum_operator(17,"c","ZX",[1,11,12]).Q28a:
Q290b:=Feynman_quantum_operator(17,"c","XZ",[1,13,14]).Q290a:
Q290c:=Feynman quantum_operator(17,"H",[1]).Q290b:
Q290:=Feynman_quantum_operator(17,"Z",[1]).Q290c:

H.4 : Détection et correction d’erreur de qubit 2 a qubit 12
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Les syndromes sont disposés dans les tables 3a, 3b et 3¢ de maniere a
accélérer la détection par le récepteur de I’erreur de canal sur I’¢tat code
transmis, afin d’éviter la décohérence. Les erreurs Yz et Z2Z4 sont mises
dans la premiere ligne car elles contiennent la valeur 1 dans les quatre
premicres positions de leur syndrome. L’erreur Z:Xs est en seconde
position car les trois premieres valeurs de leur syndrome de méme que la
cinquieme sont ¢gales a 1. Ainsi de suite jusqu’a ’erreur Z3Xe qui a la
valeur 0 dans la premiere position de son syndrome. On continue de
placer les erreurs telles que les valeurs 1 des syndromes soient décalées
de ligne en ligne vers la droite jusqu’a la derniere erreur X1X4 qui n’a
aucune valeur 1 dans son syndrome. Cette disposition permet d’identifier
pour une erreur donnée E, les générateurs a mesurer afin de la détecter en
cherchant dans les tables d’autres erreurs ayant des syndromes proches de
celut de E. On présente ici-bas la procédure de détection pour les deux
premieres (table 3a) et deux derniéres lignes (table 3c¢) avec d’abord
I’explication de quelques instructions.

H.4.1 : Explications

- if evalb(Equal(Q281,-Q281c¢c))=true and evalb(Equal(Q282,-
Q282c¢))=true and evalb(Equal(Q283,-Q283c))=true and
evalb(Equal(Q284,-Q284c))= true then print("Y3 or Z27Z4 error
detected"):

On mesure ici les valeurs propres de geénérateurs nécessaires a
I’identification de deux erreurs possibles: La plus probable est choisie
selon le canal de transmission (une erreur simple est plus probable qu’une
erreur double).

- if evalb(Equal(Q281,-Q281c))=true and evalb(Equal(Q282,-
Q282c))=true

and evalb(Equal(Q283,-Q283c))=true and evalb(Equal(Q285,-
Q285c¢))=true

then Q29:=Feynman quantum operator(11,"ZX",[2,5]).Q27:

if evalb(Equal(Q29,Q25))=true then print("Z2X5 error detected"):

Le syndrome mesuré ici permet une identification parfaite de ’erreur de
canal.

H.4.2 : Simulation
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# Détection donnant une liste de deux erreurs (table 3a)

if evalb(Equal(Q281,-Q281c¢))=true and evalb(Equal(Q282,-Q282c))=true
and evalb(Equal(Q283,-Q283c¢))=true and evalb(Equal(Q284.,-
Q284c))=true

then print(" Y3 or Z274 error detected"):

# Correction d’une erreur parfaitement identifiée (table 3a)

if evalb(Equal(Q281,-Q281c))=true and evalb(Equal(Q282,-Q282c))=true
and evalb(Equal(Q283,-Q283c))=true and evalb(Equal(Q285,-
Q285c¢))=true

then Q29:=Feynman_quantum_operator(11,"2X",[2,5]).Q27:

if evalb(Equal(Q29,Q25))=true then print("Error Z2X5 corrected") ;

# Correction d’une erreur parfaitement identifice (table 3¢)

if evalb(Equal(Q285,Q285c¢))=true and evalb(Equal(Q287,Q287¢))=true
and evalb(Equal(Q288,Q288c¢))=true and
evalb(Equal(Q289,Q289c))=true

and evalb(Equal(Q290,-Q290c))=true

then Q29:=Feynman_ quantum_operator(11,"ZX",[10,11]).Q27: .:

if evalb(Equal(Q29,Q25))=true then print("Error Z10X11 corrected"):.:
# Détection d’erreur unique ou d’absence d’erreur (table 3c¢)

if evalb(Equal(Q281,Q281c))=true and evalb(Equal(Q282,Q282c¢))=true
and evalb(Equal(Q283,Q283c))=true and
evalb(Equal(Q284,0Q284c))=true

and evalb(Equal(Q285,Q285c¢))=true and
evalb(Equal(Q286,Q286¢))=true

and evalb(Equal(Q287,Q287¢))=true and
evalb(Equal(Q288,Q288c))=true

and evalb(Equal(Q289,Q289¢))=true and
evalb(Equal(Q290,Q290c))=true

then print("No error or error X1X4 detected") :

H.5 : Décodage de qubit 2 a qubit 12

La proceédure de décodage est simulée en exécutant en sens inverse le
circuit de codage de la figure 9 (couche 6 a couche 1). Ici-bas la
simulation avec d’abord I’explication de quelques instructions.
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H.5.1 : Explications

Q30:=Feynman_quantum_operator(11,"cz",[3,2]).Q29: La porte Z est
appliquée sur qubit 2 si qubit 3 a la valeur 1.
Q31:=Feynman_quantum_operator(11,"cn",[3,4]).Q30: La porte X
est appliquée sur qubit 4 si qubit 3 4 la valeur 1.
Q47:=Feynman_quantum_operator(11,"Z",[10]).Q46: La porte Z est
appliquée sur qubit 10.
Q59:=Feynman_quantum_operator(11,"H",[1]).Q58: La porte H est
appliquée sur le premier qubit. Notons qu’il est possible d’appliquer en
une seule fois la porte H sur les neuf qubits a 1’aide de I’instruction
suivante:
Feynman_quantum_operator(11,"HHHHHHHHH",[1,2,3,5,6,7,8,10,
11}).

Cette procédure a ¢té évitée car son temps d’exécution est €énorme.

H.5.2 : Simulation

# Couche de portes 6

Q30:=Feynman quantum_operator(11,"cz",[3,2]).Q29:
Q31:=Feynman_quantum_operator(11,"cn",[3,4]).Q30:
Q32:=Feynman_quantum_operator(11,"cz",[3,5]).Q31:
Q33:=Feynman quantum_operator(11,"cz",[8,7]).Q32:
Q34:=Feynman_quantum_operator(11,"cn",[8,9]).Q33:
Q35:=Feynman_quantum_operator(11,"cz",[8,10]).Q34:
# Couche de portes 5
Q36:=Feynman_quantum_operator(11,"cz",[2,1]).Q35:
Q37:=Feynman_quantum_operator(11,"cz",[2,4]).Q36:
Q38:=-1.Feynman_quantum_operator(11,"cn",[2,4]).Q37:
Q39:=Feynman_quantum_operator(11,"cz",[2,5]).Q38:
Q40:=Feynman quantum_operator(11,"cz",[7,6]).Q39:
Q41:=Feynman_quantum_operator(11,"cz",[7,9]).Q340:
Q42:=-1.Feynman_quantum_operator(11,"cn",[7,9]).Q41:
Q43:=Feynman quantum_operator(11,"cz",[7,10]).Q42:
# Couche de portes 4
Q44:=Feynman_quantum_operator(11,"cz",[6,5]).Q43:
Q45:=Feynman quantum_operator(11,"cz",[6,9]).Q44:
Q46:=-1.Feynman_quantum_operator(11,"cn",[6,9]).Q45:
Q47:=Feynman_quantum_operator(11,"cz",[6,10]).Q46:
Q48:=Feynman quantum_operator(11,"cz",[1,4]).Q47:
Q49:=-1.Feynman_quantum_operator(11,"cn",[1,4]).Q48:
Q50:=Feynman_quantum_operator(11,"cz",[1,5]).Q49:
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Q51:=Feynman quantum operator(11,"cz",[11,10]).Q50:
# Couche de portes 3

Q52:=Feynman_ quantum_operator(11,"cn",[5,4]).Q51:
Q53:=Feynman_quantum_operator(11,"cn",[10,9]).Q52:
# Couche de portes 2

Q54:=Feynman quantum_operator(11,"Z",[1]).Q53:
Q55:=Feynman_quantum_operator(11,"Z",[2]).Q54:
Q56:=Feynman quantum_operator(11,"Z",[6]).Q55:
Q57:=Feynman_quantum_operator(11,"Z",[7]).Q56:
Q58:=Feynman_quantum_operator(11,"Z",[11]).Q57:

# Couche de portes 1

Q59:=Feynman quantum operator(11,"H",[1]).Q58:
Q60:=Feynman_quantum_operator(11,"H",[2]).Q59:
Q61:=Feynman quantum_operator(11,"H",[3]).Q60:
Q62:=Feynman_quantum_operator(11,"H",[5]).Q61:
Q63:=Feynman_quantum_operator(11,"H",[6]).Q62:
Q64:=Feynman quantum_operator(11,"H",[7]).Q63:
Q65:=Feynman_quantum_operator(11,"H",[8]).Q64:
Q66:=Feynman_quantum_operator(11,"H",[10]).Q65:
Q67:=Feynman quantum_operator(11,"H",[11]).Q66:

H.6 : Fidélité

#Comparaison entre I’état décodé et celui envoyé du systéme a onze
qubits

# Etat décodé (l1a permutation met les qubits utiles 4 et 9 en premier)
Q68:=Feynman quantum_operator("permute"”,[4,9,1,2,3,5,6,7,8,10,11]).
Q67 ;

# Etat envoyé¢

Qol:=Feynman evaluate("Kronecker product",<al,bl>, <a2,b2>, <1,0>
,<1,0>,<1,0>, <1,0>, <1,0>,<1,0>,<1,0>,<1,0>, <1,0>;
Q688:=Feynman_ print(Q68) ;Qol1 := Feynman_print(Qol) ;

# Comparaison (Fail indique une fidélité <1)
Feynman_equal(-1Q688,Qol1) ;

Output: Q688 :=-1al a2 100110011000 > — lal b2 101110011000 >
+ 151 a2 110110011000 > + 1b1 b2 11110011000 >

Qoll =al a2 100000000000 > + al b2 101000000000 >

+ b1 a2 '10000000000 > + bl b2 11000000000 >
FAIL
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# Etat envoyé des deux premiers qubits utiles (déduit de Qol1)

Psit ;= Feynman_set_register((1/2)*(ala2*cbs("00 ")+alb2*cbs("01")
+bla2*cbs("10"+b1b2%cbs("11")) ;

# Etat mesuré des deux premiers qubits utiles (déduit de Q688)
Psim := Feynman set register((1/2)*(-ala2*cbs("00 ")-alb2xcbs("01")
+bla2*cbs("10")+b1b2*cbs("11")) ;

# Calcul de la fidélité

F:=Feynman measures("fidelity",Psit,Psim) ;

Output :
% ala? - % ala?
5 alb? - alb?
Psit ;= qregister | id, 2, | Psim = qregister | id, 2, |
7 bla2 > bla2
L bib2 L bib2
2 2

- - - 2
F = %alcﬂ ala? + % alb? alb2 — %blaZ bla2 — % bib2 bib2

Ce qui donne F=| ( |ai<|b1]*) ( |az/*+|b2*) |* avec |az* +|b2>=1. Le calcul
donne F=|2(ai)’>-1]* qui est le résultat mentionné sur la table 4 en
derniere ligne.

Annexe I : Partage de secret par un état de graphe a S qubits

I.1 : Préparation de I’état de graphe

with(Feynman): with(LinearAlgebra): Digits := 20:
G1:=Feynman evaluate("Kronecker  product",<1,0>,<1,0>,<1,0>,<1,0>,
<1,0>): G21:=Feynman_quantum_operator(5,"HHH",[1,2,3].G1:
G2:=Feynman_quantum_operator(5,"HH",[4,5].G21:
G31:=Feynman quantum operator(5,"cz",[1,2].G2:
G32:=Feynman_quantum_operator(5,"cz",[2,3].G31:
G33:=Feynman quantum_operator(5,"cz",[3,4].G32:
G34:=Feynman_quantum_operator(5,"cz",[4,5].G33:
G3:=Feynman_ quantum_operator(5,"cz",[5,1].G34:
G411:=Feynman_quantum_operator(5,"2Z272",[1,2,3].G3:
G41:=Feynman quantum_operator(5, "ZZ2", [4, 5]).G411:

G4 = a*G3+b*G41: G44 ;= Feynman_print(G4);
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On obtient en output I’état de graphe a cinq qubits en notation de Dirac :

G44: = (V2/8) { (a+b) [ -[11011> + [00000> - [00011> + |00101>
+101001> +01010> - [11000> - [01100> - |00110> - [11101> -
11110> - [01111> - [10111> - [10001> + [10010> + [10100>]
+ (ab) [ [00100> +  [00001> -  [10110>+01000>-
01011>+[11100> - [01101> + [11001> + [01110> + [00010> +
110000> -|11111> + [10011> - [10101> - [11010> + [00111> |}

L.2 : Codage de I’état de graphe par le code a cinq qubits

# Rajout des quatre qubits protecteurs

G5 = Feynman_evaluate("Kronecker product", G4,<1,0>,
<1,0>,<1,0>,<1,0>);

# Positionnement des ancillas prés du premier qubit protégé
G6 = Feynman apply(operator("permute”, [1, 6, 7, 8, 9, 2, 3, 4, 5]), G5);
# Codage

G711 := Feynman apply(operator(9, "H", [2]), G6);

G71 := Feynman apply(operator(9, "H", [3]), G711);

G72 := Feynman apply(operator(9, "H", [4]), G71);

G7 := Feynman apply(operator(9, "H", [5]), G72);

G8 := Feynman apply(operator(9, "can", [2, 1]), G7);

G9 = Feynman apply(operator(9, "H", [1]), G8);

G10 := Feynman apply(operator(9, "can", [3, 2]), G9);
G11 := Feynman apply(operator(9, "can", [3, 1]), G10);
G12 := Feynman apply(operator(9, "H", [2]), G11);

G13 := Feynman apply(operator(9, "can", [4, 3]), G12);
G14 := Feynman apply(operator(9, "can", [4, 2]), G13);
G151 := Feynman apply(operator(9, "H", [2]), G14);

G15 := Feynman apply(operator(9, "H", [3]), G151);

G16 := Feynman apply(operator(9, "can", [5, 4]), G15);
G17 := Feynman apply(operator(9, "can", [5, 3]), G16);
G18 := Feynman apply(operator(9, "can", [5, 1]), G17);
G191 := Feynman apply(operator(9, "H", [1]), G18);

G19 := Feynman apply(operator(9, "H", [3]), G191) ;
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L3 : Correction d’erreur et décodage

# Double erreur de canal

G20:= Feynman applies(operator(9, "Z2Z2", [3,4]),G19):

# Correction par ’erreur simple de méme syndrome
G20a:=Feynman applies(operator(9,"X", [1]),G20):

# Décodage

G211:=Feynman apply(operator(9,"H", [1]),G20a); G21:=Feynman
apply(operator(9,"H", [3]),G211); G22:=Feynman apply(operator(9,
"can", [5,1]),G21); G23:=Feynman_apply(qoperator(9, "cn", [5,3]),G22);
(G24:=Feynman_apply(qoperator(9, "cn", [5,4]),G23);
G251:=Feynman_apply(qoperator(9, "H", [2]),G24);
G25:=Feynman_apply(qoperator(9, "H", [3]),G251);
G26:=Feynman_apply(qoperator(9,"cn", [4,2]),G25);
G27:=Feynman_apply(qoperator(9,"cn", [4,3]),G26);
(G28:=Feynman_apply(qoperator(9, "H", [2]),G27);
G29:=Feynman_apply(qoperator(9,"cn", [3, 1]),G28);
G30:=Feynman_apply(qoperator(9,"cn", [3, 2]),G29);
G31:=Feynman_apply(qoperator(9, "H", [1]),G30);
G32:=Feynman_apply(qoperator(9, "cn", [2, 1]),G31);
G331:=Feynman_apply(qoperator(9, "H", [4]),G32);
G33:=Feynman_apply(qoperator(9, "H", [5]),G331);
G341:=Feynman_apply(qoperator(9, "H", [2]),G33);
G34:=Feynman_apply(qoperator(9, "H", [3]),G341);
G35:=Feynman_apply(qoperator("permute", [1,6,7, 8, 9, 2, 3, 4, 5]),G34);
G355 := Feynman_print(G35);
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