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CHAPITRE? 

LE SYSTEME ETALON EN PRESENCE DE TERRES 

============================================== 

1. INTRODUCTION 

Dans les deux chapitres précédents, j'ai analysé fos propriétés des marchandises 

fondamentales et non fondamentales. Le concept de marchandise (non) fondamentale 

n'est pas le seul concept inventé par Sraffa. Un autre concept, sur lequel il a écrit 

encore plus, est celui de système étalon (cf. en particulier les chapitres 3, 4, 5 et 8 de 

Production of Commodities). Le présent chapitre sera consacré au système étalon, et plus 

spécifiquement à sa définition en présence de terres. 

Le concept de système étalon, et les concepts dérivés de rappQrt et numéraire 

étalon, ont fait couler beaucoup d'encre. J'aimerais qu'il soit clair dès le début que dans 

les pages suivantes, je n'entrerai pas dans le débat sur la signification et la pertinence 

du système étalon. Je remarque seulement que certains commentateurs suggèrent de ne 

pas y attacher trop d'importance (cf. Salvadori & Steedman, 1988a, pp. 178-179, 1988b, 

pp. 226-227) ou d'y renoncer tout court (cf. Flaschel, 1984, 1986a, 1986b). 

Sraffa lui-même a signalé que la présence de terres a des effets particuliers sur 

le système étalon (cf. les sections 87 & 90 de Production of Commodities). Les remarques 

de Sraffa sur ce point sont toutefois lapidaires, et par exemple Abraham-Frais & Berrebi 

(1979a, p. 5) les qualifient des "propos parfois sibyllins". Il n'est donc guère surprenant 
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que beaucoup de commentateurs ont essayé d'expliciter et d'expliquer le raisonnement 

de Sraffa 1. 

La thèse centrale de ce chapitre est que la solution proposée par Sraffa et la 

plupart de ses commentateurs pour tenir compte de la présence de terres n'est pas la 

meilleure possible. La source des difficultés est que leur solution est basée sur 

l'hypothèse des terres-marchandises. Dès qu'on remplace cette hypothèse par l'hypothèse 

des terres-ressources, une autre solution, meilleure selon moi, apparaît. 

La structure du chapitre est la suivante. D'abord je rappelle que Sraffa a 

développé la notion de système étalon en cherchant un numéraire neutre (section 2). 

Ensuite je décris la construction du système étalon en l'absence de terres (section 3). 

Puis, j'explique comment Sraffa et ses commentateurs construisent le système étalon en 

présence de terres (section 4 ). Après cela, je propose une solution alternative, basée sur 

l'hypothèse des terres-ressources (section 5). Enfin j'introduis une notion nouvelle, celle 

de système synthétique (section 6). 

1 Cf. les commentaires de Schefold (1971, pp. 87-89), Dardi (1977, pp. 38-39, p. 47), 
Vidonne (1977b), Lipietz (1978, 1979), Abraham-Frois & Berrebi (1979a, 1979b), 
Cartelier (1979), Berthomieu (1982, pp. 109-113). 
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2. LE PROBLEME DU NUMERAIRE 

Nous étudions un système de production donné, composé den branches de production 

qui produisent k marchandises à l'aide de m qualités de terres (m ~ 0) et de travail, et 

qui est tel que le nombre de branches est égal à la somme du nombre de marchandises 

et du nombre de terres (n = k+m). Le taux de profit étant fixé de façon exogène, les 

prix de production sont déterminés par les n équations de prix : 

Bp = (l+r)Ap + Tz + Iw (1) 

conjointement avec l'équation du numéraire : 

n'p = 1 (2) 

où le vecteur [kxl] n représente les quantités des k marchandises qui constituent le 

numéraire. Par exemple : si la première marchandise sert de numéraire (c'est-à-dire si 

p1 = 1), on a n1 = 1, n2 = 0, ... , nk = O. La marchandise composite n, de préférence 

semi-positive (évidemment n = 0 n'aurait pas de sens), peut être choisie librement. 

Le choix du numéraire ne pose de problème que si l'on veut comparer les 

solutions du système (p, z, w) correspondant à différentes valeurs du taux de profit. 

Supposons que nous soyons en mesure d'observer les prix de trois marchandises (disons 

1, 2 et 3) pour deux valeurs différentes du taux de profit (disons r8 et rb). Si la première 

marchandise sert de numéraire (p1 = 1), nous aurons : 



P1(ra) = 1 

P1(rb) = 1 

Pz(ra) = 2 

Pz(rb) = 3 
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P3(ra) = 3 

P3(rb) = 2. 

En prenant les solutions correspondant à r = r
8 

pour base de comparaison, nous 

observons que le prix de la marchandise 1 est stationnaire, que le prix de la marchandise 

2 augmente, et que le prix de la marchandise 3 diminue. 

Supposons ensuite que c'est la deuxième marchandise qui sert de numéraire 

(p2 "" 1). I.l s'avère alors que : 

p1(r8 ) = 1/2 

p1(rb) = 1/3 

Pz(ra) ;,, 1 

p2(rb) = 1 

p3(r8 ) = 3/2 

p3(rb) = 2/3. 

Maintenant nous observons que le prix de la marchandise 2 est stationnaire, tandis que 

les prix des marchandises 1 et 3 diminuent. 

Supposons enfin que la troisième marchandise serve de numéraire (p3 "" 1). Il 

s'avère que : 

p1(r8 ) = 1/3 

p1(rb) = 1/2 

p2(r8 ) = 2/3 

p2(rb) = 3/2 

p3(ra) = 1 

P3(rb) = 1. 

Nous observons encore une autre évolution des prix: le prix de la marchandise 3 reste 

constant, mais les prix des marchandises 1 et 2 augmentent. 

Suivant le numéraire, le prix d'une marchandise peut donc aussi bien diminuer, 

augmenter, ou rester constant. Il semble alors impossible de dire quelle est l'influence 

d'un changement du taux de profit sur le prix d'une marchandise, comme le remarquait 
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Sraffa: 

The necessity of having to express the price of one commodity in terms of another which 

is arbitrarily chosen as standard, complicates the study of the price-movements which 

accompany a change in distribution. It is impossible to tell of any particular price-fluctuation 

whether it arises from the peculiarities of the commodity which is being measured or from 

those of the measuring standard. (Sraffa, 1960, § 23, p. 18) 

La particularité du numéraire neutre est de dévoiler le 'vrai' comportement des prix. 

C'est en cherchant un numéraire neutre que Sraffa a développé le concept du système 

étalon. 
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3. LE SYSTEME ETALON EN L'ABSENCE DE TERRES 

3.1. Un numéraire neutre 

Sraffa a consacré relativement beaucoup de pages à la recherche du critère auquel un 

numéraire neutre doit satisfaire (Sraffa, 1960, §§ 13-25, pp. 12-20). Plutôt que de 

répéter et éventuellement de critiquer son raisonnement 2, j'énonce ici immédiatement 

sa conclusion. Selon Sraffa, un numéraire neutre est une marchandise composite qui : 

( ... ) consists of the same commodities (combined in the same proportions) as does the 

aggregate of its own means of production - in other words, such that bpth product and 

means of production are quantities of the self-same composite commodity. (ibid., § 24, 

p. 19) 

Un numéraire neutre doit par conséquent être composé de façon que le rapport entre 

la quantité de la marchandise j qui figure dans le numéraire et la quantité de cette 

marchandise qui est nécessaire pour produire l'ensemble des marchandises du numéraire 

est le même quelle que soit la marchandise j. 

Nous savons que l'élément sur la i-ième ligne et laj-ième colonne de la matrice 

H = (B-A)"1A représente la quantité de la marchandise j nécessaire pour produire une 

unité nette de la marchandise i. Pour produire n1 unités nettes de la marchandise 1, ~ 

unités nettes de la marchandise 2, ... , et nk unités nettes de la marchandise k, on a par 

conséquent besoin d'au total n1hlj+n2h2j+ ... +nkhkJ = n'Hj unités de la marchandisej. 

Le critère de Sraffa est alors formalisé comme suit. Le numéraire n est dit neutre s'il 

2 Certains, comme par exemple Flaschel (1986a), sont allés jusqu'à nier que le 
numéraire proposé par Sraffa soit le numéraire neutre qu'il recherchait. Cette thèse ne 
plaît évidemment pas aux auteurs qui se réclament de l'héritage sraffien, et leur réaction 
fut immédiate (cf. le commentaire de Schefold, 1986, et la réplique de Flaschel, 1986b). 
Je n'entrerai pas dans cette discussion, que je laisse volontiers aux 'sraffologues' plus 
compétents. 
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existe un nombre réel R tel que pour chaque marchandise j : 

(3) 

ou encore (ce qui est équivalent) s'il existe un nombre réel R tel que : 

n' = Rn'H (4) 

Le système d'équations (4) exprime mathématiquement que le numéraire neutre (n') et 

ses moyens de production agrégés (n'H) doivent être des quantités (respectivement 1 et 

1/R) d'une même marchandise composite. Sraffa a appélé R le rapport étalon ("Standard 

Ratio"). 

Puisque la matrice H est carrée, le rapport étalon inverse 1/R s'interprète 

comme une valeur propre de la matrice H, et le numéraire n' comme un vecteur-ligne 

propre de H associé à cette valeur. Naturellement, on ne s'intéresse qu'aux valeurs 

propres réelles et positives. Supposons pour l'instant qu'il existe au moins une telle 

valeur propre. A chaque valeur R correspond un vecteur propre n qui normalement ne 

possède qu'un seul degré de liberté (mais parfois il en possède plus). Sraffa a proposé 

d'éliminer ce degré de liberté en normalisant le numéraire de façon que sa valeur­

travail soit égale à 1, c'est-à-dire en introduisant l'équation supplémentaire : 

n'v = 1 (5) 
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3.2. Le système étalon 

Le raisonnement qui précède reprend l'esprit, non la lettre de celui de Sraffa. En effet, 

au lieu de raisonner en termes des données 'intégrées' H et v, Sraffa raisonnait sur les 

données originelles A, B, et l. La procédure qu'il a conçue pour construire un numéraire 

neutre consiste à ajuster les dimensions des n branches de production de façon que le 

produit net du système ajusté satisfasse au critère de neutralité du numéraire. Voici 

comment il a lui-même décrit la procédure : 

Suppose we segregate from the actual economic system such fractions of the individual basic 

industries as will together form a complete miniature system endowed with the property that 

the various commodities are represented among its aggregate means of production in the 

same proportions as the y are among its products. (ibid., § 25, p. 19) 

Sraffa appelait un système-miniature qui satisfait à ce critère un système étalon. 

Un système étalon est donc construit en modifiant (hypothétiquement) les dimensions 

des n branches de production. Mathématiquement, cela signifie que chaque équation i 

du système (1) est multipliée par un facteur q1. Les nombres réels q1, q2, ••• , qn sont 

appelés les multiplicateurs; nous pouvons les regrouper dans une matrice carrée [men] 

diagonale Q (où qii = q1, et qij = 0 si i + j). Le système étalon se représente comme 

suit : 

QBp = (1 +r)QAp + Qlw (6) 

Le critère auquel ce système doit satisfaire est que le rapport entre la quantité nette de 

la marchandise j produite par le système étalon et la quantité de cette marchandise 

utilisée par le système étalon en tant que moyen de production est le même quelle que 

soit la marchandise j. En termes plus formels, il existe un nombre réel R (le rapport 
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étalon) tel que pour chaque marchandise j : 

ou encore (ce qui est équivalent) un nombre réel R tel que : 

u'(QB-QA) = Ru'.QA 

(7) 

(8) 

Au lieu de représenter les multiplicateurs sous forme d'une matrice Q, on peut les 

représenter aussi sous forme d'un vecteur q; puisque Q est une matrice diagonale, il est 

alors évident que q' = u'Q. Cela veut dire que nous pouvons réécrire (8) comme : 

q'(B-A) = Rq'A (9) 

Comme auparavant, supposons qu'il existe au moins un rapport étalon R réel et positif 

qui est solution de (9). A chacun de ces rapports étalon correspond alors un vecteur q 

qui est normalement déterminé à un scalaire près (mais il peut arriver qu'il possède 

plusieurs degrés de liberté). Sraffa a proposé de fixer ce scalaire de manière que le 

système étalon utilise au total la même quantité de travail que le système originel. Par 

convention, le système originel utilise au total u'l = 1 unité de travail. Cela nous donne 

l'équation supplémentaire suivante : 

q'l = u'Ql = 1 (10) 

Nous disposons maintenant de deux procédures pour construire un nufuÙai~e 
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neutre. La procédure 'directe' consiste à déterminer un numéraire et un rapport étalon 

à l'aide de la matrice H et du vecteur v; la procédure 'indirecte', en revanche, consiste 

à déterminer d'abord un système et un rapport étalon à l'aide des matrices A et B et du 

vecteur 1, et de calculer ensuite le numéraire étalon comme produit net du système 

étalon. Les deux procédures sont néanmoins parfaitement équivalentes. Si le vecteur n' 

et le scalaire R sont solutions des équations (4) et (5), alors le vecteur q'"' n'(B-A)"1 et 

le scalaire R sont solutions des équations (9) et (10); inversément, si le vecteur q' et le 

scalaire R sont solutions des équations (9) et (10), alors le vecteur n' "' q'(B-A) et le 

scalaire R sont solutions des équations (4) et (5). Bien qu'équivalente à la procédure 

directe, la procédure indirecte lui est toutefois légèrement supérieure car elle est 

utilisable même si la matrice des produits nets (B-A) n'est pas inversible. 

3.3. Le rapport étalon en tant que taux de profit maximum 

Supposons que le nombre réel et positif R et le vecteur n satisfassent aux conditions ( 4 )­

(5). Si l'on exprime les prix et le salaire en termes du numéraire n, la relation entre le 

salaire w et le taux de profit r est linéaire et décroissante. En effet, écrivons le système 

de prix comme suit (cf. le paragraphe 5.1 du chapitre 5) : 

p = rHp + vw (11) 

Multiplions les deux côtés par le vecteur n' : 

n'p = m'Hp + n'vw (12) 

Choisir n comme numéraire signifie que n'p "' 1. En tenant compte de ( 4) et (5) il 
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vient : 

1 = (1/R)r + w (13) 

ou encore que : 

w = 1 - (1/R)r (14) 

Si le taux de profit était nul, le salaire serait par conséquent égal à 1; en revanche, si 

le taux de profit était égal à R, le salaire serait nul. Le taux de profit 0 est celui pour 

lequel le produit net [ = u'(B-A)p] va entièrement aux salaires [ = u'lw], tandis que le 

taux de profit R est celui pour lequel le produit net va entièrement aUJ< profits 

[= ru'Ap]. Cette propriéte conduisait Sraffa à caractériser R comme le taux de profit 

maximum: 

We shall call Maximum rate of profits the rate of profits as it would be if the whole of the 

national income went to profits. And we shall denote by a single letter, R, the two 

coincident ratios, namely the Maximum rate of profits and the 'balancing' ratio of net 

product to means of production. (Sraffa, 1960, § 22, p. 17) 

Un problème surgit évidemment lorsqu'il existe plusieurs candidats, c'est-à-dire lorsqu'il 

existe plusieurs valeurs réelles et positives R qui satisfont aux conditions (4)-(5). Sraffa 

a alors proposé la règle suivante 3 : parmi tous les candidats possibles, il faut choisir la 

plus petite valeur positive (ibid.,§ 42, pp. 29-31, § 64, pp. 53-54). Dans les systèmes de 

production simple, cette valeur de R est la seule à laquelle correspond un vecteur de 

3 J'ignore pour un instant l'existence de marchandises non fondamentales; leur statut 
sera examiné dans le paragraphe suivant. 
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multiplicateurs q positif. Dans les systèmes de production jointe, par contre, cette 

propriété n'est plus généralement vraie (et Sraffa en était bien conscient). La raison 

pour laquelle Sraffa n'a. cependant pas changé la règle est que le numéraire 

correspondant à cette valeur de R est le seul en termes duquel les prix sont finis 

lorsqu'on fait augmenter le taux de profit de 0 à R (ibid., § 64, p. 54). 

Le raisonnement de Sraffa semble reposer sur l'hypothèse implicite que si l'on 

exprime les prix en termes du numéraire étalon correspondant à la plus petite valeur 

positive de R, il existe un intervalle de valeurs du taux de profit [r0, R], avec r0 ~ 0, 

pour lequel le vecteur de prix p est semi-positif. Bien que cette hypothèse soit toujours 

vérifiée en production simple, elle ne l'est pas forcément pour les systèmes de 

production jointe, même si l'on remplace l'exigence r0 ~ 0 par l'exigence plus faible 

r0 < R (cf. Bidard, 1986b, pp. 53-59). Si l'idée est maintenue (mais on pourrait douter 

qu'il le faille) que les concepts de rapport étalon et de taux de profit maximum sont 

inséparables, alors le rapport étalon peut s'avérer autre que la plus petite des valeurs 

positives de R. 

Mais la présence de production jointe pose un problème plus grave. En 

production simple, il existe toujours au moins une valeur positive de R (et donc un 

rapport étalon/taux de profit maximum) qui satisfait aux critères (4)-(5) 4
. En 

production jointe, en revanche, il arrive qu'il n'existe aucune valeur positive (ou même 

réelle) qui satisfasse aux conditions (4)-(5) (cf. Manara, 1980(1968], pp. 9-11). 

L'existence même du système étalon est donc menacée. Ces constatations ont amené 

Bidard (1986b, pp. 59-65) et Abraham-Frois & Berrebi (1989, pp. 135-138) à redéfinir 

4 Je signale à ce propos qu'à un rapport étalon R peuvent correspondre plusieurs 
numéraires étalon linéairement indépendants. A cet égard, la référence fondamentale 
est Miyao (1977); cf. aussi les contributions de Blakley & Gossling (1967), de Abraham­
Frois & Berrebi (1978), de Bidard (1978), et de d'Autume (1985). 
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des concepts de rapport étalon et de taux de profit maximum à la 'von Neumann'. 

3.4. Le rôle des marchandises non fondamentales 

Lorsqu'il existe des marchandises non fondamentales, la matrice des moyens de 

production directement et indirectement utilisés, H, est décomposable (cf. le paragraphe 

2.3 du chapitre 5). Cette matrice s'écrit : 

(15) 

où les colonnes de la matrice carrée Hu représentent les marchandises fondamentales, 

et celles de la matrice carrée H22 les marchandises non fondamentales. Sraffa (1960, 

§§ 35 & 62-63, appendices B & C) était convaincu que les marchandises non 

fondamentales ne figurent jamais dans le numéraire étalon. Mathématiquement, la 

conviction de Sraffa revient à supposer que le rapport étalon/taux de profit maximum 

inverse, 1/R, est toujours une valeur propre de la matrice Hu. En effet, pour que le 

numéraire étalon n' = [ n1' n2' ], où n1 regroupe les marchandises fondamentales et 

n2 les marchandises non fondamentales, soit du type [ n1' O' ], c'est-à-dire ne contienne 

aucune marchandise non fondamentale, il faut que 1/R soit une valeur propre et n1' un 

vecteur-ligne propre de Hu. En présence de marchandises non fondamentales, la 

condition ( 4) s'écrit comme suit : 

[n' n']-R[n' n'] 1 2 - 1 2 (16) 
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Si n2 = 0, il s'en suit que : 

(17) 

En dehors des problèmes liés à l'existence d'une solution, cette approche 

présente une sérieuse difficulté. La notion de taux de profit maximum implique que R 

devrait être le maximum d'un intervalle de valeurs du taux de profit [r0, R] pour lequel 

le salaire w est non négatif et le vecteur de prix p semi-positif. Or, même dans les 

systèmes de production simple (pour ne traiter que le cas le moins complexe), il n'est 

pas garanti que la plus grande valeur propre positive de Hu (c'est celle qui correspond 

au rapport R de Sraffa) possède cette propriété. Plus précisément, si la plus grande 

valeur propre positive de la matrice H22 est supérieure à la plus grande valeur propre 

positive de Hu (cf. le fameux exemple des fèves de l'appendice B de Production of 

Commodities), le rapport étalon de Sraffa peut difficilement être considéré comme le 

taux de profit maximum. Les prix de certaines marchandises non fondamentales seraient 

en effet négatifs pour les valeurs du taux de profit situées entre les inverses des deux 

valeurs propres mentionnées. Toujours pour les systèmes de production simple, le seul 

candidat qui peut être à la fois rapport étalon et taux de profit maximum, est l'inverse 

de la plus grande valeur propre positive de la matrice H. Si cette valeur n'est pas la plus 

grande valeur propre positive de Hu, le numéraire étalon correspondant contient 

inévitablement des marchandises non fondamentales 5
• 

Bien que Sraffa fût sans doute conscient du problème posé par la présence de 

(certaines) marchandises non fondamentales, il ne l'a pas traité adéquatement, ce qui 

5 Cf. les contributions de Parys (1980, pp. 104-175), Benitez-Sanchez (1986), Bidard 
(1986c), Abraham-Frois & Berrebi (1987, pp. 105-132; 1989, pp. 129-132). 
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a été rapidement perçu par Newman (1962, pp. 66-67) (cf. également Zaghini, 1967). 

La raison pour laquelle il a préféré l'ignorer plutôt que de le résoudre de manière 

. satisfaisante était peut-être qu'il jugeait le problème peu réaliste. C'est en tout cas 

l'impression soulevée par !'extrait suivant de la lettre bien connue que Sraffa a adrèssée 

à Peter Newman le 4 juin 1962 : 

In a real system, however, there is not one but a large number of basic products, and the 

ratio R resulting from the system which they form is practically certain to be much smaller 

than the own ratio of anyone separate non-basic (or any of such small groups of 

interconnected non-basics as may exist). (lettre publiée annexe à Bharadwaj, 1970, p. 426) 
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i.. LE SYSTEME ETALON EN PRESENCE DE TERRES. SOUS 

L'HYPOTHESE DES TERRES-MARCHANDISES 

4. 1. Le statut des terres 

Nous avons vu dans le chapitre précédent que lorsqu'on adopte l'hypothèse des terres-

marchandises, les terres sont toujours non fondamentales. Et puisque selon Sraffa les 

marchandises non fondamentales ne figurent jamais dans le numéraire étalon, les terres 

seront écartées du numéraire étalon : 

The similarity of rent-earning natural resources with non-basic products shows itself at once 

in the impossibility of their being counted arnong the components of the Standard product, 

since they appear on one side only of the production process. (Sraffa, 1960, § 85, p. 74) 

Mathématiquement, le raisonnement de Sraffa est le suivant. Nous savons (cf. le 

paragraphe 4.1 du chapitre 4) que Sraffa avait en tête la matrice des produits Bs et la 

matrice des moyens de production As suivantes : 

Bs = [ B 0] As = [A T] (18) 

où A et B renvoient aux marchandises 'ordinaires', et T aux marchandises-terres. 

Désignons par qs le vecteur des multiplicateurs et par R s le rapport étalon qui sont 

solutions des équations (9)-(10) appliquées aux matrices As et Bs; cela implique que : 

(19) 

En tenant compte de (18), il vient : 
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(20) 

ou encore: 

(21) 

Il faut que R8 soit positif; mais alors (21) ne peut être satisfait que si : 

(22) 

Cela signifie que quel que soit le rapport étalon, les terres sont toujours écartées du 

numéraire étalon. 

Retournons toutefois à l'interprétation usuelle de l'hypothèse des terres­

marchandises (cf. le paragraphe 4.2 du chapitre 4 ), et supposons la matrice des produits 

égale à B T et celle des moyens de production à AT : 

BT = [ B T] , AT = [A T] (23) 

Désignons maintenant par qT le vecteur des multiplicateurs et par RT le rapport étalon 

qui sont solutions des équations (9)-(10) appliquées aux matrices AT et BT; cela 

implique que : 

(24) 
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En tenant compte de (23), nous en déduisons que : 

(25) 

d'où il vient que : 

(26) 

Evidemment, il faut que R T soit positif; mais alors (26) ne peut être satisfait que si : 

(27) 

Cela signifie une nouvelle fois que quel que soit le rapport étalon, les terres sont 

toujours écartées du numéraire étalon 6. 

Sraffa (ibid., §§ 87 & 90, pp. 75 & 77) soulignait que l'inévitable élimination des 

terres peut entraîner que le vecteur des multiplicateurs qT contienne des éléments 

négatifs, même si toutes les branches sont à produit unique. (En l'absence de terres, si 

toutes les branches sont à produit unique, le vecteur q qui correspond à la plus grande 

valeur propre positive de la matrice H est toujours semi-positif.) A titre d'illustration, 

supposons avec Sraffa que le blé soit produit par deux méthodes de production, et que 

,~ :_:_· _ e_es deux méthodes soient les seules à utiliser la terre qui est de qualité uniforme. 

Disons que la première méthode utilise une quantité t1 de terre, et la deuxième une 

6 Signalons néanmoins que pour n'importe quel vecteur de multiplicateurs q (même 
ceux qui ne correspondent pas à un rapport étalon), le numéraire q'(BT-AT) ne contient 
jamais de terres, car les m dernières lignes de (B T _AT) sont nulles. Ceci n'est pas le cas 
pour le numéraire q'(B8-A8); pour que les éléments de ce numéraire correspondant aux 
terres soient nuls, il faut en effet que q'T = O'. 
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quantité t2 (t1 > 0, tz > 0, t1 +t2 = 1). La condition (27) s'écrit alors : 

(28) 

Puisque t2 = 1-t1, il vient : 

(29) 

où l'expression entre crochets est positive. Il est alors clair que q1 et qz seront ou bien 

tous les deux nuls, ou bien de signe contraire, comme l'observait Sraffa : 

Both equations would enter the Standard system, although with coefficients of opposite 

signs and of such values as would in the aggregate eliminate the land from the means of 

production of that system. (ibid., § 87, p. 75) 

Cette possibilité de multiplicateurs négatifs constitue par ailleurs la raison principale 

pour laquelle Sraffa a dû préciser les conditions sous lesquelles les propriétés des 

'systèmes de production simple' ('systems of single-product industries') restent vraies (cf. 

le paragraphe 5.4 du chapitre 4) 

4.2. Un exemple numérique 

Un exemple aidera à comprendre l'influence des terres-marchandises sur le système-

étalon. Considérons l'économie suivante, où deux marchandises (le blé et le fer) sont 

produites à l'aide de travail et de terre par trois branches de production. 
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branche 1 : 

0.1 unité de blé® 0.3 unité de fer® 0.5 unité de terre® 0.3 unité de travail 

... 0.5 unité de blé 

branche 2: 

0.2 unité de blé ® 0.1 unité de fer ® 0.5 unité de terre ® 0.5 unité de travail 

... 0.5 unité de blé 

branche 3: 

0.3 unité de blé ® 0.2 unité de fer ® 0 unité de terre ® 0.2 unité de travail 

... 1 unité de fer 

En termes matriciels, l'économie est donc représentée par les matrices et vecteurs 

suivants : 

A= 
0.1 0.3 
0.2 0.1 
0.3 0.2 

B = 
0.5 0 
0.5 0 
0 1 

Les matrices AT et B T sont par conséquent : 

0.1 0.3 0.5 
0.2 0.1 0.5 
0.3 0.2 0 

T= 
0.5 
0.5 
0 

0.5 0 0.5 
0.5 0 0.5 
0 1 0 

l = 
0.3 
0.5 
0.2 

(30) 

(31) 

Cherchons d'abord quel serait le rapport étalon R T. Etant donné que le rapport 
,,..----- ·--

étalon doit être une solution du système (9), RT se trouve parmi les racines de 
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l'équation suivante : 

det [ BT - (l+r)AT] = 0 (32) 

Cette équation a trois racines réelles : r1 = -1, r2 = 0, et r3 = 1/4. Ni la racine 

négative, ni la racine nulle ne peuvent être retenues. Par conséquent, il faut que le 

rapport étalon soit égal à 1/4. 

Le vecteur des multiplicateurs qT qui est solution des équations (9)-(10) lorsque 

RT = 1/4, ~st égal à: 

qT' = [ -15/2 15/2 -5/2] (33) 

Les observations de Sraffa sont donc confirmées. D'une part, bien que le système ne 

contienne que des branches à produit unique, certains multiplicateurs sont négatifs. 

D'autre part, les deux branches qui utilisent la terre et produisent le blé entrent dans 

le système étalon avec des coefficients de signe contraire ( q1 = -15 /2 = -~). 

4.3. Un cas de 'faux' ra,mmrt étalon 

Nous avons vu que Sraffa identifiait le rapport étalon avec le taux de profit maximum 

(cf. le paragraphe 3.3). Cette identification repose implicitement sur l'hypothèse que le 

vecteur de prix, mesuré en termes du numéraire étalon, est semi-positif pour un 

intervalle de valeurs du taux de profit [r0, RT]. Or, cette hypothèse n'est pas toujours 

satisfaite, même s'il n'existe qu'un seul candidat pour le rapport étalon, et que toutes les 

branches sont à produit unique. 

Reconsidérons l'exemple numérique ci-dessus. Nous n'avon5 pas encore calculé 
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le numéraire étalon n T qui correspond au rapport étalon R T. Il s'avère que : 

(34) 

Premier problème : ce numéraire est semi-négatif, ce qui est très difficile à imaginer. 

Si l'on adoptait ce numéraire, le prix du fer (la deuxième marchandise) serait toujours 

négatif (p2 = -2). Deuxième problème : pour n'importe quel taux de profit situé dans 

l'intervalle (0, 1/4], le vecteur des prix, mesurés en termes du numéraire étalon, est 

négatif 7• De deux choses l'une : 

ou bien le rapport étalon est identifié avec le taux de profit maximum; mais alors 

le seul candidat (r = 1/4) doit être rejeté, car il n'est manifestement pas le taux 

de profit maximum; 

ou bien le rapport étalon n'est plus identifié avec le taux de profit maximum; en 

principe on pourrait alors accepter 1/4 comme rapport étalon. 

Le problème majeur de la deuxième alternative, c'est qu'il faut soit donner un sens à 

llil vecteur-numéraire négatif (si la définition du numéraire étalon ne change pas), soit 

proposer une nouvelle définition du numéraire étalon. De plus, l'abandon du critère du 

taux de profit maximum crée un vide lorsqu'il s'agit de faire une sélection parmi 

plusieurs candidats. Et même si une telle sélection n'est pas nécessaire, le résultat est 

discutable. Il peut en effet arriver que le rapport étalon soit le taux de profit ... 

minimum ! C'est le cas dans notre exemple numérique. Si l'on prenait le blé (par 

exemple) pour numéraire (c'est-à-dire : p1 = 1), alors les prix et le salaire seraient tous 

non négatifs pour les valeurs du taux de profit situées dans l'intervalle [1/4, 3/7]. (Le 

7 Par exemple, pour r = 1/4 (et donc w = 0), on a : 

p T, = [ -4 -2 -6 ]. 
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taux de profit r = 1/4 correspond à w = 0, et le taux de profit r = 3/7 à p3 = O.) 

Toutes ces difficultés laissent planer un doute sur la validité en présence de 

terres de la définition du système étalon utilisée jusqu'ici. La cause principale des 

difficultés me semble résider dans la présupposition que le salaire et le taux de profit 

évoluent normalement de façon inverse 8• La propriété paraît plausible pour les 

systèmes de production sans terres 9• Etant donné que le produit net [ = u'(B-A)p] est 

entièrement réparti entre les profits [= ru'Ap] et les salaires [= wu'l = w], il est 

intuitivement clair que la part des profits [ = ru'Ap/u'(B-A)p] augmentera normalement 

lorsque le taux de profit croît, et que cela implique, sauf dans le cas où la valeur des 

moyens de production agrégés [ = u' Ap] évolue de façon 'exceptionelle', que w 

diminuera lorsque r croît. 

Mon sentiment est que cette propriété est moins plausible en présence de terres. 

A mon avis, il faut remplacer la règle qu'il existe 'normalement' ou 'probablement' une 

relation inverse entre le salaire et le taux de profit par la règle plus faible qu'il existe 

'dans une majorité des cas' une relation inverse entre le salaire et le taux de profit. En 

d'autres termes, il faut s'habituer à l'idée qu'il n'est point exceptionnel que le salaire et 

Je taux de profit évoluent dans Je même sens. (Le langage est un peu flou, mais je 

reviendrai à cette question plus loin.) Cela signifie aussi qu'en présence de terres, la 

notion de système étalon (comme précédemment la notion de système de production 

simple) doit être modifiée. Je veux maintenant montrer que si l'on conçoit les terres 

comme des ressources (non comme des marchandises), cette modification se présente 

pour ainsi dire de toute évidence. 

8 Cette présupposition explique peut-être pourquoi certains commentateurs attachent 
une grande importance à la démonstration que la relation w(r) est de la forme 
w = 1 - (1/R)r si l'on adopte le numéraire étalon. 

9 a. également (dans le contexte du choix de techniques) les propositions de 
Schefold (1988a, pp. 108-109). 
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5. LE SYSTEME ETALON EN PRESENCE DE TERRES. SOUS 

L'HYPOTHESE DES TERRES-RESSOURCES 

5.1. Le traitement des ressources 

Je rappelle qu'en l'absence de terres, il n'existe qu'une seule ressource (le travail), dont 

les quantités utilisées par les différentes branches sont représentées par le vecteur [nxl] 

l. En présence de terres (conçues comme des ressources), il existe m + 1 ressources (les 

m terres et le travail), dont les quantités utilisées par les différentes branches sont 

représentées par la matrice [nx(m+l)] L. 

Le principe de base sur lequel je vais construire la nouvelle notion de système 

étalon est que toutes les ressources doivent être traitées de la même façon. En l'absence 

de terres, la seule ressource de l'économie (le travail) joue un rôle purement passif. Le 

rapport étalon R et la structure du vecteur des multiplicateurs q sont en effet 

déterminés indépendamment du vecteur de travail l; le vecteur de travail ne sert qu'à 

normaliser le vecteur q. Observons toutefois que la ressource n'est pas éliminée du 

système, bien au contraire : le système étalon et le système originel utilisent globalement 

la même quantité de la ressource ( q'l = u'l = 1 ). En présence de m + 1 ressources, 

toutes traitées de la même façon, il semble naturel de modifier cette règle de manière 

à ce que le système étalon et le système originel utilisent globalement la même quantité 

de chaque ressource ( q'L = u'L = u'). Cela nous donne du même coup m + 1 équations 

au lieu d'une seule, et on pourrait se dem11:Q_der aj le-système étalon ne risque pas d'être 

surdéterminé. La réponse est négative, car là ou il y avait auparavant n équations, il n'y 

a maintenant que n-m équations. En effet, la condition que le rapport entre la quantité 

nette de la marchandise j produite par le système étalon et la quantité de cette 

marchandise utilisée par le système étalon en tant que moyen de production doit être 
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le même quelle que soit la marchandise j, ne nous fournit en présence de m terres que 

k = n-m équations. 

5.2. Le s_ystème étalon ~lobal 

Mathématiquement, ce que je propose est ceci : déterminons le rapport étalon R* et le 

vecteur des multiplicateurs q * en tant que solutions des n + 1 équations suivantes : 

(35) 

* q 'L = u' (36) 

Une fois connu le vecteur q*, construisons alors le numéraire étalon n* selon la 

définition habituelle : 

* * n' = q '(B-A) (37) 

Le parallélisme entre les équations (35)-(36) et les équations (9)-(10) est frappant. Tout 

comme les k équations (9), les k équations (35) expriment que le rapport entre la 

quantité nette d'une marchandise produite par le système étalon et la quantité de cette 

marchandise utilisée par le système étalon en tant que moyen de production est le 

même pour les k marchandises de l'économie. Et comme l'équation (10), les m+l 

équations (36) expriment que la quantité d'une ressource utilisée globalement par le 

système étalon est pour chaque ressource la même que celle utilisée globalement par 

le système originel. 

Ce qui frappe le plus, peut-être, c'est que les ressources jouent maintenant un 
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rôle actif. En effet, le rapport étalon R * et la structure du vecteur q * ne sont plus 

déterminés indépendamment de la matrice des ressources L, car le système d'équations 

(35) contient maintenant seulement n-m équations, nombre en général insuffisant pour 

déterminer n inconnues (le rapport étalon et n-1 rapports Cij/qj). L'un des effets de ce 

changement de rôle est que deux économies dont les matrices des produits nets (B-A) 

sont égales mais les matrices des ressources différentes, ne possèdent pas 

nécessai_r,ement le même rapport étalon. 

Il est évident que le système étalon défini par les équations (35)-(36) est différent 

du système étalon construit sous l'hypothèse des terres-marchandises. Auparavant les 

terres étaient éliminées du système (qT'T = O'), maintenant elles lui appartiennent 

toutes (q*'T = u'). Le rapport étalon R*, le vecteur des multiplicateurs q*, et le 

numéraire étalon n * sont par conséquent en général différents du rapport étalon R T, du 

vecteur des multiplicateurs q T, et du numéraire étalon n T. Pour bien distinguer les deux 

systèmes étalon, je désignerai le système étalon défini par les équations (35)-(36) sous 

le terme de 'système étalon global'. Dans le paragraphe suivant, je vais dériver deux 

propriétés intéressantes de ce système étalon global. 

i.l_ Deux propriétés du système étalon global 

En ce qui concerne les systèmes de production sans terres, deux voies sont ouvertes 

pour arriver à un numéraire étalon neutre (cf. la section 3). La voie 'indirecte' (suivie 

par Sraffa) consiste à faire un détour par le système étalon : d'abord on détermine le 

rapport étalon R et le vecteur des multiplicateurs q à l'aide de la matrice des moyens 

de production A, de la matrice des produits B, et du vecteur de travail l, et après on 

calcule le numéraire étalon n par les équations n' = q'(B-A). La voie 'directe', en 
,...,.---

revanche, consiste à déterminer immédiatement le rapport étalon R et le numéraire 
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étalon n à l'aide de la matrice des moyens de production directement et indirectement 

utilisés H et du vecteur des valeurs-travail v. 

En ce qui concerne les systèmes de production avec terres, la procédure 

présentée dans le paragraphe précédent constitue évidemment une voie indirecte au 

numéraire étalon. A première vue, il semble impossible de trouver une voie directe pour 

ce cas, en raison de la non existence de la matrice (B-Af1. Pourtant cette voie directe 

existe bel et bien. Il est en effet possible de déterminer directement le rapport étalon 

R* et numéraire étalon n* à l'aide de la matrice H* et du vecteur v* que j'ai définis 

dans le chapitre précédent (cf. le paragraphe 3.6). Je rappelle que la matrice H* et le 

vecteur v * réunissent l'information permettant de décrire les relations entre les prix des 

k marchandises (p), la somme des rémunérations des m ressources (u'w), et le taux de 

profit (r) : 

* * p = rH p + v (u'w) (38) 

En présence de terres, la matrice H* et le vecteur v * globalisent donc l'information 

contenue auparavant dans la matrice H et le vecteur v. Il est maintenant possible de 

démontrer que le rapport étalon inverse 1/R* est une valeur propre de H* et que le 

numéraire étalon n * est un vecteur-ligne propre de la matrice H* associé à la valeur 

propre 1/R* : 
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THEOREME 7.1. Voies directe et indirecte d'accès au numéraire étalon n* 

Si le rapport étalon R * et le vecteur des multiplicateurs q * sont solutions des n + 1 

équations 

q*'(B-A) = R*q*'A 

* q 'L = u', 

alors le rapport étalon R* et le numéraire étalon n*, défini par n*' "q*'(B-A), 

sont solutions des k+ 1 équations 

•, R* *'H* n = n 

Cette propriété confirme que le statut de H* et de v * pour les systèmes de production 

avec terres est analogue à celui de H et de v pour les systèmes de production sans 

terres. 

Une deuxième propriété est maintenant facile à démontrer. Adoptons le 

numéraire étalon n * pour mesurer les prix. Multiplions les deux côtés de (38) par n *'; 

il vient que : 

* * * •• n 'p = rn 'H p + n 'v (u'w) (39) 

La marchandise composite n * étant le numéraire, nous avons n *'p " 1. Sachant du 

théorème 7.1 que n •, = R * n *,H* et n *'v * = 1, nous en déduisons que : 

1 = (1/R*)r + u'w (40) 

ou encore: 
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u'w = 1 - (1/R*)r (41) 

Il existe par conséquent une relation linéaire et inverse entre la somme des 

rémunérations des ressources et le taux de profit. Cette relation est la généralisation, 

pour la production en présence de terres, de la relation linéaire inverse entre Je salaire 

et le taux de profit valable pour la production en l'absence de terres (cf. l'équation 

(14)). Je souligne qu'au lieu d'imposer une relation linéairement décroissante entre la 

rémunération de l'une des m ressources et Je taux de profit, le numéraire étalon n * 

impose une telle relation entre la rémunération globale des ressources et Je taux de 

profit 10. 

Il n'est guère étonnant que nous arrivions à ce résultat. En ce qui concerne les 

systèmes de production sans terres (cf. le paragraphe 4.3), j'ai signalé qu'il est plausible 

que la part des salaires dans le produit net diminue et la part des profits dans le produit 

net augmente lorsque Je taux de profit croît. Le salaire étant pris pour une 

approximation de la part des salaires et Je taux de profit pour une approximation de la 

part des profits, il est également plausible que la relation w(r) soit décroissante. 

Toutefois en présence de terres cette relation ne me semble plus tenir comme 

auparavant. L'explication de ce phénomène est simple. Avec ou sans terres, il faut 

admettre qu'il est normal, ou pour le moins probable, que la part des profits dans Je 

produit net augmente lorsque Je taux de profit croît. Il faut alors aussi admettre que la 

part restante du produit net (c'est-à-dire la somme des rémunérations des ressources) 

lO La valeur R * peut maintenant être interprétée comme Je taux de profit 
virtuellement maximum. En effet, sir = R*, on aura u'w = 0, ce qui signifie qu'au moins 
une des rémunérations wi est négative. Le 'vrai' taux de profit maximum sera par 
conséquent normalement mférieur à R*. 
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tend normalement à diminuer. En d'autres termes, ce qui est en général plausible ce 

n'est pas tant l'antagonisme salaires/profits que l'antagonisme non-profits/profits. 

Auparavant, l'existence d'une relation décroissante entre w et r (et sa 

linéarisation par le numéraire étalon) pouvait être considérée comme témoignant de 

l'antagonisme salaires/profits. Par analogie, l'existence d'une relation décroissante entre 

la somme des rémunérations des ressources (u'w) et r (et sa linéarisation par le 

numéraire étalon global) peut être vue comme l'expression de l'antagonisme-plus 

profond non-profits/profits. Que ce soit le numéraire étalon global n * qui impose une 

relation linéairement décroissante entre la somme des rémunérations des ressources et 

le taux de profit, constitue à mon avis un argument fort en faveur de la thèse que la 

notion de système étalon global généralise la notion de système étalon. 

Il apparaît donc qu'en présence de terres, deux propositions peuvent être 

avancées : (1) il existe 'normalement' ou 'probablement' un relation inverse entre la 

somme des rémunérations des ressources et le taux de profit; et (2) il existe 'dans une 

majorité des cas' une relation inverse entre la rémunération d'une ressource et le taux 

de profit. La deuxième proposition est basée sur l'idée que si la somme d'une série 

diminue, la chance que l'un de ses termes diminue est plus grande que celle qu'il 

augmente. Je souligne néanmoins que cette proposition ne signifie pas pour autant que 

l'existence d'une relation non inverse entre la rémunération d'une ressource et le taux 

de profit doive être considérée comme 'exceptionnelle'. Ainsi, l'usage d'adjectifs comme 

'pathologique' (Schefold, 1975, p. 150), 'anomale' (Montani, 1975, p. 89) ou 'irrégulière' 

· (D'Agata, 1984, p. 80) pour décrire une relation w(r) qui est (localement) croissante me 

paraît exagéré. 

;;:_-__ _ 
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5.4. Un exemple numérique 

Pour illustrer ceci, retournons à l'exemple numérique du paragraphe 4.2. Calculons 

d'abord le rapport étalon global R * et le vecteur des multiplicateurs q *. Il y a deux 

solutions aux équations (35)-(36) : 

* * R = 2/3 , q ' = [ 1 1 1 ] (42) 

R* = 4 , q*• = [ -1 3 -1 ] (43) 

Les nurriéraires q *'(B-A) qui leur correspondent sont respectivement : 

* n ' = [ 0.4 0.4 ] (44) 

* n ' = [ 0.8 -0.8 ] (45) 

La présence d'une composante négative dans le numéraire correspondant à R* = 4 est 

une première raison pour considérer R* = 2/3 comme le vrai rapport étalon. Une 

seconde raison est que le vecteur des multiplicateurs correspondant à R* = 2/3 est 

celui qui identifie système originel et système étalon (q* = u). Les proportions du 

système originel sont en effet déjà les proportions recherchées par Sraffa, et on 

comprend mal pourquoi on chercherait à changer une situation qui n'en a pas besoin. 

Si !'on adopte alors le numéraire étalon ( 44) en tant que mesure des prix, la 

relation entre la somme du salaire et de la rente (w+z) et le taux de profit (r) s'avère 

comme annoncé linéaire et décroissante : 
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(w+z) = 1 - (3/2)r (46) 

Les relations entre le salaire et le taux de profit, et entre la rente et le taux de profit, 

par contre, ne sont pas linéaires. Dans le premier cas la relation est même croissante; 

on calcule en effet que : 

w= 

z = 

5(1 +r)(4r-1) 

4(4-r) 

(7+2r)(3-7r) 

4(4-r) 

(47) 

(48) 

La voie directe pour arriver au numéraire étalon consiste à déterminer les vecteurs­

lignes propres de la matrice H*, et d'en fixer la grandeur à l'aide du vecteur v*. Il 

s'avère que : 

H* = (1/8) 
7 5 

5 7 
* V = (1/8) 

15 

5 
(49) 

On vérifie sans problème que les numéraires donnés par (44) et (45) satisfont aux 

critères du théorème 7.1. 

.· 
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Q.. LE SYSTEME SYNTHETIQUE 

6.1. L'interprétation de la matrice H* et du vecteur v * 

Nous avons à deux reprises rencontré la matrice H* et le vecteur v* : d'abord lorsqu'il 

s'agissait de définir les marchandises globalement non fondamentales (cf. le paragraphe 

3.6 du chapitre précédent), et puis de trouver une voie d'accès directe au numéraire 

étalon global (cf. la section précédente). Cette matrice et ce vecteur synthétisent pour 

ainsi dire l'information contenue dans les données originelles A, B, T, et l. Qu'il soit 

possible de décrire les relations entre prix des marchandises, somme des rémunérations 

des ressources et taux de profit comme : 

* * p = rH p + v (u'w) (50) 

suggère, en effet, que le nombre vi * représente la quantité d'une 'ressource synthétique' 

directement et indirectement utilisée dans la production d'une unité nette de la 

marchandise i. Qu'il s'agisse d'un mélange hybride des m + 1 ressources de l'économie 

est indiqué par le fait que la rémunération de cette ressource est la somme des 

rémunérations des m + 1 ressources. 

Nous savons qu'en l'absence de terres, la matrice [kxk] H s'obtient par 

transformation de la matrice [kxk] A (car H = [B-A]"1A), et le vecteur [kxl] v par 

transformation dJ-~ecteur [kxl] l (car v = [B-Ar1I). La matrice H et le vecteur v sont 

donc obtenus en transformant une matrice et u~~ecteur de mêmes dimensions. On peut 

alors se demander s'il n'existe, pour les systèmes de production avec terres, des matrices 

* * * . * * [kxk] A et B et un vecteur [kxl] l qm se rapportent à H et v comme A, B et l se 

rapportent à H et v en l'absence de terres. 
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6.2. Le système synthétique 

Naturellement, il serait souhaitable que ce que j'appellerai dorénavant le 'système 

synthétique', décrit par A*, n* et 1*, ait un 'lien 'visible' avec le système originel, décrit 

par A, B, et L. Plus précisément, j'aimerais que la manière de passer du système originel 

au système synthétique soit analogue au passage usuel du système originel au système 

fondamental. Je rappelle que le système fondamental est obtenu en multipliant les 

équations du système originel (convenablement arrangées) par une matrice de 

transformation M, dont le nombre de lignes est égal au nombre de marchandises 

fondamentales (disons g) et le nombre de colonnes égal au nombre de branches (cf. les 

paragraphes 2.2 et 2.3 du chapitre 5). La matrice M est de la forme suivante : 

M = [ 1 -F] (51) 

ce qui veut dire que la .i-ième équation du système fondamental est construite en 

ajoutant les k-g dernières équations du système originel, multipliées respectivement par 

les nombres -fil, -fi2, ••• , -fi,k-g> à la i-ième équation du système originel. 

Le problème à résoudre est donc en premier lieu de trouver une matrice [kxk] 

A*, une matrice [kxk] n* et un vecteur [kxl] 1* tels que : 

* * * B p = (l+r)A p + 1 (u'w) (52) 

(53) 

(54) 
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En second lieu, il s'agit de trouver une matrice [kxn] M*, dont le nombre de lignes est 

égal à celui des marchandises et le nombre de colonnes égal à celui des branches, 

composée de la manière suivante : 

M* = [ 1 -F*] (55) 

et qui est telle que : 

(56) 

(57) 

(58) 

De toutes ces conditions, c'est la dernière qui est cruciale. Une fois trouvée une matrice 

M* du type (55) qui satisfait à la condition (58) et qui rend la matrice M*(B-A) 

inversible, le tour est joué. En effet, nous aurons alors : 

(59) 

sinon le système de prix aurait deux solutions différentes lorsque le taux de profit est 

nul 11. Et nous aurons aussi 12 : 

11 Supposons que [M*(B-A)r11* = v0 t- v*. Alors pour r = 0, il y aurait deux 
solutions du vecteur de prix p(O) : selon (50), on obtiendrait p(Oi. = v*(u'w), et après 
multiplication du système de prix originel par [M*(B-A)r M* on obtiendrait 
p(O) = v0(u'w). 
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(60) 

ce qui signifie qu'en posant B* = M*B et A*= M*A, nous avons trouvé une solution au 

problème. 

En général, il existe plusieurs manières d'arranger les équations pour trouver une 

matrice M* satisfaisant à la condition (58). Mais si nous voulons donner un sens au 

système synthétique, il est souhaitable que les données synthétiques (A*, B*, l*) soient 

dans la mesure du possible non négatives. 

Je me limiterai ici à démontrer le résultat suivant : les équations du système 

originel peuvent en général être arrangées de telle façon qu'il existe une matrice de 

transformation M* qui définit un vecteur de ressource synthétique i* positif. Considérons 

en effet des partitions de la matrice des ressources L du type suivant : 

L = (61) 

où T1 est une matrice [kxn], T2 une matrice [mxm] inversible, 11 un vecteur [kxl], et 12 

un vecteur [mxl]. Supposons qu'il existe une matrice M* telle que M*L = l*u'. Etant 

donné (61), cela signifie que : 

12 Supposons que [M*(B-A)r1M*A = H0 + H*. Alors il y aurait pour n'importe 
quelle valeur positive der deux solutions du vecteur de prix p(r) : selon (50), il faut que 
[I-rH*]p(r) = v*{u'w), tandis qu'après multiplication du système de prix originel rar 
[M*(B-A)r1M* on obtiendrait, en tenant compte du fait que [M*QJ-AJ,r1M*L = v u', 
[I-rH0]p(r) = v*(u'w). Les deux solutions ne sont égales que si r[H -H ]p(r) = 0, pour 
toutes les valeurs possibles de r et p(r). En général, cela n'est possible que si H* = H0. 
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(62) 

(63) 

De ( 62) il vient : 

(64) 

Après substitution dans (63) et quelques manipulations, nous arrivons à : 

(65) 

En tenant compte de (u'I1 +u'I2) = 1 et de (u'T1 +u'T2) = u', nous en déduisons 

que 13: 

(66) 

Pour démontrer que 1* > 0, il suffit de démontrer que (Ii-T1 T2"1lz) > O. D'où l'intérêt 

du théorème suivant : 

,,.....---·--

13 Accidentellement, ceci révèle que la quantité de la ressource synthétique 
directement utilisée par le système synthétique est égal à 1, car u•1* = 1. 
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THEOREME 7.2. Existence d'un vecteur 1* positif 

Les équations du système originel peuvent normalement 14 être arrangées de 

façon que le vecteur [kxl] (li-T1T2"112) soit positif. 

Ce théorème ne dit rien sur le nombre d'arrangements des lignes pour lesquels le 

vecteur (l1-T1 T2"112) est positif. S'il n'existe qu'un seul tel arrangement de lignes, je 

propose d'appeler le système synthétique le système de production fictif décrit par les 

matrices et le vecteur A*, B* et 1*, qui satisfont aux conditions (52)-(58), et pour lequel 

1* est un vecteur positif. 

Je termine en observant que la matrice -F* qui correspond à un vecteur 1* positif 

est probablement non négative, ce qui implique que les matrices A* et B* sont 

probablement aussi non négatives. Cette observation découle du fait que 11-F*l2 = 1*, 

et -u'F* = u'. La dernière égalité montre par ailleurs que la manière de construire le 

système synthétique est telle que les m dernières équations du système de production 

sont entièrement réparties entre les k premières équations. En d'autres termes, -fij est 

la fraction de la j-ième équation que l'on ajoute à la i-ième équation, et la somme 

(-flj)+(-f2j)+ ... +(-fkj) est pour chaquej égale à 1. 

6.3. Un exemple numérique 

Retournons à nouveau à l'exemple numérique du paragraphe 4.2. Réarrangeons d'abord 

les équations; remplaçons la première équation par la troisième, et la troisième par la 

première. Les matrices A et B, et les vecteurs T et 1 deviennent alors : 

14 Le sens du mot normalement est expliqué en annexe. 



A= 
0.3 0.2 
0.2 0.1 
0.3 0.2 

B= 
0 1 

0.5 0 
0.5 1 
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T= 
0 

0.5 
0.5 

1 = 

Les matrices F* et M* qui mènent au système synthétique sont : 

-1 

0 

1 0 1 

0 1 0 

0.2 
0.5 
0.3 

(67) 

(68) 

Le système synthétique est donc obtenu en ajoutant la troisième à la première équation. 

Il s'avère ensuite que : 

0.4 0.5 

0.2 0.1 

0.5 1 
M*B = n* = (70) 

0.5 0 

0.5 
* * * M T = M lu' = 1 u' = [ 1 1 ] (71) 

0.5 
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7.. CONCLUSION 

Dans ce chapitre j'ai examiné deux solutions au problème de la construction du système 

étalon en présence de terres. 

La solution de Sraffa et de ses commentateurs est basée sur l'hypothèse que les 

terres sont des marchandises. L'essentiel de cette solution est que les terres, comme de 

règle toutes les marchandises non fondamentales, sont éliminées du produit net du 

système étalon, et ne figurent donc pas dans le numéraire étalon. L'une des raisons pour 

lesquelles cette solution ne me paraît pas la meilleure, est que le taux étalon, s'il existe, 

peut bien être le taux de profit miminum au lieu du taux de profit maximum recherché 

par Sraffa 

J'ai présenté une solution alternative, basée sur l'hypothèse que les terres sont 

des ressources, non des marchandises. L'essentiel de cette proposition est que les terres 

ne sont pas éliminées du système étalon, et y jouent un rôle comparable au travail. Le 

taux étalon, s'il existe, s'avère différent du taux étalon obtenu selon l'hypothèse des 

terres-marchandises. On pourrait l'interpréter comme le taux de profit virtuellement 

maximum. 

J'ai enfin introduit la notion nouvelle de système synthétique. Ce système est un 

système artificiel (comme le système fondamental), où k branches de production 

produisent k marchandises à l'aide de ces k marchandises et d'une ressource synthétique, 

dont la rémunération est la somme des rentes et du salaire. 
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ANNEXE 

=============== 

Si le rapport étalon R * et le vecteur des multiplicateurs q * sont solutions des n + 1 

équations 

* * * q '(B-A) =~R q 'A 

* q 'L = u', 

alors le rapport étalon R* et le numéraire étalon n*, défini par n*' = q*'(B-A), sont 

solutions des k+ 1 équations 

*• R* *•H* n = n 

* * n 'v = 1. 

Démonstration 

(Je reprends la notation et les définitions introduites dans les paragraphes 3.3 et 3.6 du 

chapitre précédent.) 

Pour une ressource quelconque i nous avons par définition : 

Il s'en suit que : 

[ B-A -L(i) ] 

H(i) 

J(i) 

H(i) 

J(i) 

=A 

(Al) 

(A2) 



279 

d'où: 

[B-A]H(i) = A + L(l)J(i) (A3) 

De façon analogue : 

[B-A]v(i) = Li + L(i)s(i) (A4) 

Etant donné que q *'Li = 1 et q *'L(i) = u', il résulte après multiplication des deux côtés 

* de (A4) par le vecteur q ' que : 

q *'[B-A]v(i) = 1 + u's(i) (A5) 

C *'L ' omrne q (i) = u , nous avons : 

q *'[B-A]v(i)u' 
q *'L(i) - ----- = O' 

[1 +u's(i)] 
(A6) 

Puisque par hypothèse q*'(B-A) = R*q*'A, nous pouvons écrire: 

{ 

q *'[B-A]v(i)u'} 
q*'[B-A] = R*q*'A + R* q*'L(i) - J(i) 

[l+u's(i)] 
(A7) 

Réarrangeons ensuite les termes de (A7) : 

1 
q*'[B-A] = R* q*'[A+ L(i)J(i)] - R* q*'[B-A]v(i)u'J(i) 

[1 + u's(i)] 
(A8) 
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En tenant compte de (A3) il vient : 

q*'[B-A] = R*q*'[B-A] {H(i) - l v(i)u'J(i)} 
[l+u's(i)] 

(A9) 

d'où: 

(AlO) 

En posant n •, = q *'(B-A), nous arrivons à : 

•, R* *'H* n = n (All) 

Et puisque v* = v(i)/[l+u's(i)], il vient de (AS) que: 

• • n 'v = 1 (A12) 

• 

THEOREME 7.2 

Les équations du système originel peuvent normalement être arrangées de façon que le 

vecteur [kxl] OrT1T2-112) soit positif. 

Remarque 

Le mot 'normalement' signifie ici que les deux hypothèses suivantes sont satisfaites : 
,,,.,.-----·-

H.I Soit Tx une matrice [mxm] composée c1e m différentes lignes non nulles de la 
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matrice des terres T. Alors rg [Txl = m. 

H.II Soit Lx une matrice [ (m + 1 )x(m + 1)] composée de m + 1 différentes lignes de la 

matrice de ressources L, et qui contient une matrice [mxm] Tx composée de m 

lignes non nulles de T. Alors rg [L,.] = m + 1. 

Le but de ces hypothèses est d'assurer que l'algorithme sur lequel est basée la 

démonstration ne dégénère pas. 

Démonstration 

1. Préliminaires 

Arrangeons les équations du système de prix de façon que les m dernières lignes de T 

forment une matrice inversible T2. (Puisque par hypothèse rg [T] = m, cela est toujours 

possible.) Désignons les branches ainsi arrangées par les indices 1, 2, ... , n. Définissons 

ensuite deux ensembles d'indices, J et H : J = {l, 2, ... , k} et H = {k+ 1, k+2, ... , 

k+m}. T1 est donc composée des lignes de T dont les indices se trouvent dans J, et T2 

des lignes dont les indices se trouvent dans H. 

La démonstration est basée sur l'idée suivante. Si la partition de la matrice L 

correspondant aux ensembles Jet H est telle que (Ii-T1T2"1I2) 'f 0, alors nous procédons 

à un échange de lignes entre J et H, qui consiste à transférer une ligne de H à J et une 

ligne de J à H. Les nouveaux ensembles seront appelés J' et H', et les matrices et 

vecteurs correspondants T1., T2., 11., et 12 .. Ces échanges continuent jusqu'au moment où 

on arrive à des ensembles J* et H* tels que (11.-T1.T2; 1!z.) > O. 

Je définis des nombres ~(H), ~(H'), ... , ~(H*) (i = 1, 2, ... , n) comme suit : 

- . -1 x;(H) ~ l; . T'T2 12 (A13) 
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(A14) 

(AlS) 

Par analogie avec les notations Ti et T2, les vecteurs [kxl] xi(.) sont composés des k 

x/) pour lesquels i E J, et les vecteurs [mxl] x2(.) des m Xj(.) pour lesquels i E H. De 

la même façon, les vecteurs [kxl] xr(.) sont composés des k Xj(.) pour lesquels i E J', et 

les vecteurs [mxl] x2.(.) des m xi(.) pour lesquels i E H', etc. 

Observons maintenant que IJ i E H : xi(H) = O; donc x2(H) = O. De la même 

façon, x2,(H') = 0, ... , x2.(H*) = O. Observons ensuite que IJ i E J : xi(H) + O. Supposons 

en effet que l'on ait pour uni E J : Xj(H) = l/riT2-i12 = O. Cela voudrait dire que : 

= (A16) 

Puisque la première ligne de cette matrice est linéairement dépendante des m autres 

lignes, le rang de la matrice serait inférieur à m + 1, ce qui contredirait l'hypothèse H.II. 

2. Effets d'un échange de lignes entre J et H 

J'examine d'abord ce qui se passe si nous transférons la ligne j de J à H et la ligne h 

de H à J. Nous avons par conséquent: J' = [J\{i}]u{h} et H' = [H\{h}]u{i}. Je 

suppose que la matrice T2, ainsi obtenue est inversible. Pour commencer, considérons 

les vecteurs x2(H') et x2,(H) : 

(A17) 
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(A18) 

De (A17) il vient: 

(A19) 

Après substitution dans (A18) cela donne : 

(A20) 

Observons maintenant que le vecteur x2(H') ne contient qu'un seul élément non nul, à 

savoir xh(H'). A son tour, le vecteur x2,(H) ne contient qu'un seul élément non nul, à 

savoir ll_ï(H). Cela signifie que (A20) se réduit à : 

(A21) 

soit : 

(A22) 

Examiner les effets de l'échange des lignes h etj, revient à examiner la différence entre 

le vecteur x(H) et le vecteur x(H'). Par définition nous avons, pour une ligne 

quelconque i : 
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(A23) 

(A24) 

Il vient : 

(A25) 

Après multiplication des deux côtés de (A17) par T2"1, il en résulte que : 

(A26) 

Comme xh(H') est le seul élément non nul de x2(H'), cela signifie : 

(A27) 

Après substitution dans (A25) nous obtenons : 

(A28) 

et enfin, en tenant compte de (A22) : 

(A29) 
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3. L'algorithme 

Le but des échanges est d'arriver à des ensembles J* et H* qui sont tels que 

x1.(H*) > O. Considérons la situation de départ, et supposons qu'un échange est 

nécessaire, c'est-à-dire que pour au moins un g e J : ~(H) < O. Comme 

xg(H) = lg - PIT2-1I2, il existe au moins un h e H : '11l[T2-1]h > O. Etant donné h, 

choisissons alors, parmi tous les éléments de J, l'élément j pour lequel Je rapport 

TÎ[T2-1]h/~(H) est Je plus petit. Ce rapport est toujours négatif, car il l'est pour g. En 

plus, 1' élément j est unique; s'il ne 1' était pas, il y aurait une contradiction de l'hypothèse 

H.II (cf. plus loin). 

Nous sommes maintenant en mesure de décrire ce qui se passe si nous 

échangeons les lignes h et j. De (A29) il suit que pour tous les éléments i e J : 

:x;_(H') 

:x;_(H) 
(A30) 

Puisque nous avons choisi j de façon que le rapport TÎ[T2-1]h/~(H) soit minimal, il 

vient : 

. 1 
T'[T2- ]h/:x;_(H) 

TÎ[Tz-l]h/~(H) 
~ 1 (A31) 

quel que soit i. Cela signifie que : 

(A32) 

A l'exception de l'élément j, tous les éléments i e J conservent donc leur signe. (Si 

:x;_(H') était nul pour uni e J, i + j, alors l'hypothèse H.II serait contredite.) 
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Deux possibilités doivent être distinguées : x_;(H) < 0, et x_;(H) > O. Dans le 

premier cas, nous avons : xj(H) < 0 qui devient xj(H') = 0, et xh(H) = 0 qui devient 

xh(H') > O. En d'autres termes, le vecteur x(H') compte un élément négatif de moins 

que le vecteur x(H). Si de tels changements pouvaient être répétés, on arriverait 

rapidement à un vecteur x(H*) qui est non négatif. Dans le second cas, nous avons : 

x_;(H) > 0 qui devient x_;(H') = 0, et xh(H) = 0 qui devient xh(H') > O. En d'autres 

termes, le vecteur x(H') compte le même nombre d'éléments négatifs que le vecteur 

x(H). De (A30) il vient pourtant que xg(H) < xg(H') < 0, c'est-à-dire : la valeur de 

l'élément à partir duquel nous avons sélectionné les éléments h etj augmente. Cela veut 

dire que si la valeur de !'élément g est restée négative, par répétition de la procédure 

de remplacement en partant toujours de ce même élément, sa valeur deviendrait à un 

certain moment inévitablement nulle. Il est en effet impossible que l'on commence à 

'cycler', ou que la procédure doive être répétée 'à l'infini'. Quoi qu'il arrive, on trouvera 

donc toujours un vecteur x(H*) qui est non négatif. 

4. Non dégénérescence de l'algorithme 

Dans ce qui précède j'ai tacitement supposé que le remplacement proposé par 

!'algorithme peut toujours être effectué. Le seul cas où il ne pourrait !'être se produirait 

si l'algorithme proposait de remplacer une ligne de T2 par une ligne nulle de Ti, car 

alors la matrice T2, ne serait pas inversible. Mais cela ne peut se produire. En effet, 
"-•" 

pour que la ligne j de Ti soit sélectionnée pour entrer dans la matrice T2,, il faut que 

le rapport Tj[T2-i]h/xj(H) soit négatif (cf. supra). Mais dans le cas où la ligne Tj est __ 

nulle, ce rapport est nul.• 
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CONCLUSION DE LA PARTIE II 

============================================== 

Partant de l'hypothèse que l'on étudie un système économique donné, j'ai analysé et 

critiqué la façon dont Sraffa a traité la terre et la rente dans le chapitre XI de 

Production of Commodities. Ensuite le rôle de la terre en ce qui concerne les 

marchandises (non) fondamentales et le système étalon a été examiné à partir de deux 

hypothèses différentes. Les terres ont d'abord eté conçues comme des marchandises qui 

sortent de la production de la même manière qu'elles y entrent. Cette hypothèse semble 

très proche de celle que Sraffa doit avoir eu en tête. Une conception alternative est de 

considérer les terres comme des ressources. Cette dernière hypothèse me paraît plus 

appropriée pour rendre compte de la spécificité des terres, et je pense qu'elle est 

supérieure à la première. J'ai montré que l'adoption de l'hypothèse des terres-ressources 

permet de retrouver et d'emichir les notions de marchandise (non) fondamentale et 

de système étalon formulées par Sraffa en l'absence de terres. 
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PARTIE ID 

LE CHOIX DE TECHNIQUES 

EN PRESENCE DE TERRES 
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INTRODUCTION A LA PARTIE ID 

============================================== 

Le but de la troisième Partie de la thèse est d'étudier le rôle de la terre et de la rente 

dans le problème du choix de techniques. Dans la Partie II, la terre et la rente étaient 

examinées du point de vue d'un observateur qui connaît les branches de production, et 

qui sait combien de marchandises chacune d'elles a produites, et de combien de 

marchandises chacune d'elles a besoin pour recommencer la production dans la période 

suivante. Maintenant, je prends un autre point de vue. Partant d'une liste des méthodes 

de production disponibles, je me demanderai : étant donnés la demande et le taux de 

profit, quelles méthodes de production, et activées à quels niveaux, pourraient constituer 

un système de production stable ? 

Ce changement de perspective permet de renouer avec la problématique des 

auteurs classiques, qui s'intéressaient beaucoup à l'analyse dynamique. Ricardo, par 

exemple, voulait déterminer les effets de l'expansion de la population et de la demande 

sur la répartition du produit net entre profit, rente et salaire. Même si l'on fait 

abstraction des progrès techniques, un tel projet nécessite que l'on sache quelles 

méthodes de production doivent être activées en fonction de la demande. Le problème 

à résoudre n'est pas simple, car il concerne tant les quantités que les prix. D'une part, 

il faut que les méthodes activées soient en mesure de satisfaire la demande, et de l'autre 

il faut que les prix, les rentes et le salaire assurent la stabilité du système. 

Je me .concentrerai sur les questions de !'existence et de l'unicité des systèmes de 

production 'stables'. L'intérêt de la question de l'existence est évidente : la non existence 
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de systèmes 'stables' pour certaines demandes signifie ou bien que l'économie se heurte 

à ses limites physiques, ou bien que les règles (économiques) du jeu sont irréconciliables. 

L'intérêt de la question de l'unicité l'est peut-être moins. J'observe cependant que si l'on 

veut établir des résultats concernant, par exemple, !'évolution des rentes sous l'influence 

de !'expansion de la demande, il faut savoir si l'économie peut suivre un seul ou 

plusieurs chemins. La résolution des questions de !'existence et de l'unicité est donc 

préalable à l'étude de la dynamique. 

Le premier chapitre de la Partie ID commencera donc par définir le concept de 

système de production 'stable', que j'appellerai, suivant la terminologie introduite par 

Salvadori, système de production 'de coût minimal'. (D'autres, comme Bidard et 

Schefold, préfèrent parler de système de production 'dominant'.) C'est de toute évidence 

un chapitre qui est fondamental pour pouvoir comprendre ce qui va suivre. J'y 

expliquerai notamment comment les contraintes de terre peuvent être intégrées d'une 
-

façon élégante. En outre, j'énoncerai les principales hypothèses simplificatrices. 

Dans le deuxième chapitre de la Partie ID (chapitre 9), je passerai en revue les 

résultats qui ont été obtenus jusqu'à présent en ce qui concerne l'existence et l'unicité 

des systèmes de production de coût minimal. Il apparaîtra que beaucoup reste à faite 

pour les cas plus généraux, notamment pour les économies où il existe plusieurs 

marchandises agricoles. 

Dans les trois chapitres suivants je tenterai ensuite de combler un peu ce vide. 

Le chapitre 10 servira à introduire les concepts de technique et de domaine de 

production. La notion de 'technique' généralise la notion de 'système de production' : 

où 'système de production' renvoie à un ensemble de méthodes activées à des niveaux 

donnés, 'technique' renvoie à un ensemble de méthodes actives, sans que l'on dise 
~----

quelque chose sur les niveaux d'activité de ces méthodes. Le 'domaine de production' 
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d'une technique sera alors l'ensemble des demandes que tous les systèmes de production 

associés à une technique sont en mesure de satisfaire. 

Le chapitre 11 traitera ensuite des relations entre plusieurs techniques et 

domaines de production. J'y définirai les notions de 'voisinage' et de 'rivalité' à partir 

des propriétés de deux domaines de production. Ces notions auront une importance 

primordiale dans le dernier chapitre de la thèse, consacré à l'existence et l'unicité des 

techniques de coût minimal. Je démontrerai un théorème permettant de découvrir pour 

quels taux de profits il existe au moins une technique de coût minimal. Je démontrerai 

également un théorème stipulant un ensemble de conditions nécessaires et suffisantes 

pour qu'il y ait unicité des techniques de coût minimal. 
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CHAPITRE 8 

LES SYSTEMES DE PRODUCTION DE COUT MINIMAL 

EN PRESENCE DE TERRES 

============================================= 

1. IN1RODUCTION 

Partant d'un ensemble de méthodes de production disponibles, le problème du choix 

de techniques est essentiellement celui de déterminer quelles méthodes devraient être 

activées, et à quels niveaux, étant donnés la demande et le taux de profit. En l'absence 

de terres ce problème est moins compliqué qu'en leur présence. L'introduction de terres 

équivaut en effet à l'introduction de restrictions quantitatives à la capacité de 

production, et il est clair que ces restrictions, si elles sont pertinentes, ne peuvent être 

sans influence sur le choix entre les méthodes de production. 

Sraffa s'occupait brièvement du problème du choix de techniques dans le seul 

chapitre de la dernière partie de Production of Commodities by Means of Commodities, 

à savoir le chapitre 12 "Switch in methods of production". La terre est absente de ce 

chapitre, mais comme nous avons vu plus haut (cf. le chapitre 4) Sraffa abordait déjà 

le problème du choix de techniques en présence de terres dans le chapitre sur la terre. 

Malgré les indications de Sraffa dans !'Avant-propos, Production of Commodities offre 

donc bien un point de départ pour l'étude d'un système économique en changement. 
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Aujourd'hui, trente ans après la publication de Production of Commodities, beaucoup de 

progrès a été fait dans ce domaine, et on peut même dire que Sraffa a été dépassé. Il 

est notamment établi que ce que disait Sraffa sur le choix de techniques en présence de 

production jointe, est faux (cf. Bidard, 1984, pp. 203-205, Salvadori, 1985, pp. 163-164). 

Dans ce qui suit, je choisis de ne pas revenir sur l'histoire de la théorie du choix 

de techniques, et de commencer immédiatement par présenter comment le problème 

est actuellement formalisé. A partir de maintenant, j'abandonne donc l'hypothèse que 

nous étudions un système économique donné; cela implique que je cesse d'observer un 

ensemble de branches dont les quantités produites sont données. Le problème sera 

précisément de déterminer, en fonction de la demande, quel système de production 

devrait se réaliser. Comme l'a clairement observé Steedman (1980b, p. 5), il est alors 

absolument nécessaire de faire une hypothèse sur les rendements, ce qui n'était pas le 

cas aussi longtemps que nous étions en train d'étudier un système de production donné. 

Avec la plupart des auteurs, je suppose que chaque méthode produit à rendements 

constants. 

La structure du chapitre est la suivante. D'abord, je présente les données de base, 

et je décris tout particulièrement comment les contraintes de terre peuvent être traduites 

en méthodes de production 'fictives', les méthodes de 'repos' (section 2). Ensuite, 

j'introduis la notion de système de production de coût minimal, dont la théorie du choix 

de techniques tente à démontrer l'existence et l'unicité (section 3). Après cela, j'explique 

sous quelles hypothèses simplificatrices je traiterai le problème du choix de techniques 

(section 4). Je finis par reformuler la définition du système de production de coût 

minimal, étant données les hypothèses de la section précédente (section 5). 
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2. LA DEFINITION D'UN SYSTEME DE PRODUCTION DE COUT MINIMAL 

2.1. Le problème du choix de techniques 

Brièvement, le problème du choix de techniques est le suivant. On se donne : 

le taux de profit (variable distributive exogène); 

la demande (éventuellement sous forme de fonctions de demande); 

la liste des méthodes de production disponibles; --

les quantités de terre disponibles; 

et on essaie de déterminer : 

les méthodes de production qui doivent être activées, et leurs niveaux; 

les prix, le salaire et les rentes qui correspondent à cette situation. 

Dans cette section, j'introduis les méthodes de production et les terres; je reviens sur la 

demande dans la section suivante (cf. le paragraphe 3.6). 

2.2. Les méthodes de production 

Par hypothèse, il existe k marchandises (1, 2, ... , k), m terres (1, 2, ... , m ), et n méthodes 

de production (lp. 2p. ... , np). Comme auparavant les branches de production, les 

méthodes de production sont caractérisées par des relations qui décrivent les quantités 

de moyens de production, de terres et de travail qui doivent être employés pour 

produire un certain nombre de produits. En termes formels, la relation suivante décrit 

les quantités de marchandises ail, au, ... , aik• les quantités de terr~lJ _!li,-... , tim et la 

quantité de travail (lp)i utilisées par la méthode de production ip pour produire les 

quantités de marchandises bil• bu, ... , bik : 

-+ (1) 
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où (Ap)i = [ ail au ... aik ] est un vecteur [lxk] représentant les quantités de 

marchandises utilisées en tant que capital circulant par la méthode il" 

(Tp)i = [ 1ïi tu ... 1ïm ] un vecteur [lxm] représentant les quantités de terres utilisées 

par la méthode il" (lp); un nombre représentant la quantité de travail utilisée par la 

méthode il" et (Bp)i = [ bn bu ... bik ] un vecteur [lxk] représentant les quantités de 

marchandises produites par la méthode ip. Je suppose que (Ap)i ~ O', (Tp)i ~ O', 

(lp)j > 0, et (Bp)i ;:>: O'. 

L'hypothèse fondamentale concernant les méthodes de production est qu'elles 

fonctionnent toutes à rendements constants. Soit (xp); le niveau d'activité de la méthode 

de production ip; l'hypothèse des rendements constants signifie alors que quel que soit 

le niveau d'activité de la méthode ip physiquement possible, une fois connue une relation 

du type (1), la relation suivante est toujours vérifiée : 

(2) 

En d'autres termes, l'échelle de la production n'affecte pas les 'proportions' entre les 

moyens de production, les terres, le travail et les produits d'une méthode de production. 

J'adopte donc l'hypothèse suivante : 

H.1. Chaque méthode de production est caractérisée par des rendements constants. 

Tout comme les branches (cf. le paragraphe 4.3 du chapitre 4), les méthodes qui 

utilisent une quantité positive d'au moins une terre [(Tp)i ;:>: O'] seront appelées méthodes 

de production agricoles, et les méthodes qui n'utilisent aucune quantité positive de terre 
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[(Tp)i = O'] méthodes de production industrielles. Je suppose que les g premières 

méthodes de production [li" 21'> ... , gp] sont agricoles, et les n-g méthodes restantes 

[(g+ l)P> (g+2)P> .. ., np] industrielles. Les marchandises qui sont produites par au moins 

une méthode agricole seront appelées marchandises agricoles, et celles qui ne le sont pas 

marchandises industrielles. Je suppose que les a premières marchandises [l, 2, .. ., a] sont 

agricoles et les k-a marchandises restantes [a+ 1, a+ 2, .. ., k] industrielles. 

Représentons maintena11t l'information sur les méthodes de production sous 

forme matricielle. Soit Ap la matrice [nxk] des moyens de production, Bp la matrice 

[nxk] des produits, Tp la matrice [man] des terres, et lp le vecteur [nxl] de travail; nous 

avons alors : 

Bp = Tp = (3) 

Les lignes de cette matrice et de ce vecteur correspondent aux méthodes de production, 

tandis que les colonnes correspondent aux marchandises (dans le cas de Ap et Bp), aux 

terres (dans le cas de Tp) et au travail (dans le cas de lp). Les lignes sont réparties en 

deux groupes pour distinguer les méthodes agricoles des méthodes industrielles (l'indice 

1 renvoie aux méthodes agricoles, l'indice 2 aux méthodes industrielles). Les colonnes 

des matrices Ap et Bp sont également réparties en deux groupes, pour distinguer les 

marchandises agricoles des marchandises industrielles (l'indice 1 renvoie aux 

marchandises agricoles, l'indice 2 aux marchandises industrielles). A11 et B11 sont donc 

des matrices [gxa], T1 une matrice [gxm], 11 un vecteur [gxl], etc. 

Le nombre (xp)i représente le niveau d'activité de la méthode de production il'> 

et le vecteur [nxl] Xp le vecteur composé des n niveaux d'activités : 
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Xp = (4) 

où, par analogie avec la partition de lp. le vecteur fgxl] x1 représente les niveaux 

d'activité des méthodes agricoles, et le vecteur [(n-g)xl] x2 les niveaux d'activité des 

méthodes industrielles. 

En ce qui concerne l'unité de mesure dans laquelle le niveau d'activité de la 

méthode agricole ip est exprimée (en d'autres termes, l'unité de mesure choisie pour 

exprimer la i-ième ligne des matrices et vecteurs Ap. Bp. Tp. et lp), je suppose que 

(xp); = 1 correspond au niveau d'activité maximal de la méthode, d'où il suit que l'on 

a toujours 0 !!: (xp); !!: 1. Comme nous verrons dans un instant, ce sont les contraintes 

de terre qui imposent des limites à la capacité de production des méthodes agricoles. 

Je suppose que la surface totale de chaque type de terre est égale à 1. Le niveau 

d'activité maximal de la méthode agricole ip est alors le niveau pour lequel cette 

méthode utilise la surface totale d'au moins un type de terre j, tout en utilisant moins 

que la surface totale des autres terres h. En termes formels, le vecteur des terres de la 

méthode agricole ip. (Tp)i, est tel que (Tp)i ~ u' et (Tp)i ~ u'. Les méthodes 

industrielles, par contre, ne sont soumises à aucune contrainte. L'unité de mesure de 

leurs niveaux d'activité peut donc être choisie arbitrairement. 

Deux cas spéciaux méritent d'être signalés. Si chaque méthode de production 

agricole n'utilise qu'une __ seule qualité de terre, et que chacune de ces méthodes utilise 

une qualité de terre spécifique (le nombre de qualités de terre, m, est donc égale au 

nombre de méthodes de production agricoles, g), je dirai qu'on se trouve en régime de 

rente extensive. En revanche, si chaque méthode de production n'utilise qu'une seule 
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qualité de terre, mais que chacune de ces méthodes utilise la même qualité de terre (le 

nombre de qualités de terre est donc égale à 1), je dirai qu'on se trouve en régime de 

rente intensive. (Si en outre il n'existe qu'une seule marchandise agricole (a = 1), je 

parlerai de régime de rente extensive ou intensive pure.) En régime de rente extensive, 

les terres sont donc parfaitement spécialisées (car chaque terre ne peut être utilisée que 

par une seule méthode de production), tandis qu'en régime de rente intensive la terre 

est parfaitement non spécialisée (car elle est utilisée par n'importe quelle méthode de 

production agricole). 

2.3. Les méthodes de repos 

Il est clair que la surface disponible d'une terre ne sera pas toujours entièrement 

cultivée. Il s'avérera utile de traiter l'activité qui consiste à laisser la terre i 

(i = 1, 2, ... , m) en jachère explicitement comme une méthode additionnelle. De prime 

abord, une telle méthode apparaît comme une méthode de production fictive, car son 

activité consiste à utiliser une quantité de terre pour ne produire rien du tout 1. A la 

réflexion, toutefois, son existence reflète une exigence économique bien réelle. Laisser 

une partie de la terre en jachère est une manière d'utiliser la terre qui constitue toujours 

une alternative réelle aux autres manières d'utiliser la terre. Il faut que toutes ces 

manières d'utiliser la terre soient économiquement compatibles, sinon la stabilité de 

l'économie serait en danger. Plus spécifiquement, si laisser la terre en jachère était plus 

rentable que cultiver la terre, il y aurait une tendance à renoncer à la culture. En 

revanche, si laisser la terre en jachère était moins rentable que cultiver la terre, il y 

aurait une incitation à ne plus la laisser non cultivée (cf. plus loin, le paragraphe 3.5). 

1 Bidard (1987, p. 205), en revanche, parle de "méthodes fictives d'élimination de 
chacune des terres". 
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Il paraît alors approprié de définir autant de méthodes de production fictives 

que de types de terres. J'appellerai ces méthodes de production fictives désormais 

méthodes de repos (leur but étant de laisser reposer la terre), et je les désignerai par 

10, 20, ... , m0• Comme les méthodes de production, les méthodes de repos sont décrites 

par des relations du type suivant : 

-+ (5) 

Ainsi, la méthode qui consiste à laisser (une partie de) la terre de qualité "1" en jachère, 

c'est-à-dire la méthode de repos 10, est caractérisée par les données suivantes : 

(Ao)l = [ 0 0 0 0 0 l 

(Bo)l = [ 0 0 0 0 0 l 

(To)l = [ 1 0 0 0 0 l 

00)1 = o. 

Par analogie, la méthode qui consiste à laisser (une partie de) la terre de qualité "m" 

en jachère, c'est-à-dire la méthode de repos m0, est caractérisée par les données 

suivantes: 

(Ao)m = [ 0 0 0 0 0 l 

(Bo)m = [ 0 0 0 0 01 

(To)m = [ 0 0 0 0 1 1 

Oo)m = O. 
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En regroupant l'information sur toutes les m méthodes de repos dans les matrices [mxk] 

Ao et B0, la matrice [mxm] T0, et le vecteur [mxl] 10, il est clair que l'on obtient : 

Ao"' 0, B0 = 0, T0 =1, (6) 

L'information sur les méthodes de repos doit maintenant être intégrée dans la 

matrice des moyens de production, la matrice des produits, la matrice des terres, et le 

vecteur de travail. Nous savons que les matrices Ap. Bp. et Tp. et le vecteur lp renvoient 

aux méthodes de production, tandis que les matrices J\o, B0, et T0, et le vecteur 10 

renvoient aux méthodes de repos. Regroupons l'information sur les méthodes de 

production et de repos dans les matrices A, B, et T, et le vecteur l : 

A= B= T= l = 

Tenant compte de (3) et de (6), nous pouvons récrire (7) comme : 

A= 

0 0 

Au Au 

Az1 Azz 

B= 

0 0 

T= 

(7) 

l = (8) 

.De façon analogue, je définis un vecteur d'activités [(m+n)xl] x en réunissant le vecteur 

d'activités [mxl] des méthodes de repos (Xo) avec le vecteur d'activités [nxl] des 

méthodes de production (xp) : 
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x= = (9) 
Xp 

Si (Xo)i > 0, je dirai que la méthode de repos i est active; si, par contre, (Xo\ = 0, je 

dirai que la méthode de repos i est non active (mutatis mutandis pour les méthodes de 

production). 
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3. LA DEFINITION DES SYSTEMES DE PRODUCTION DE COUT MINIMAL 

3.1. Les conditions à remplir par un système de production 

Une fois établie la liste des m+n méthodes (de repos et de production), l'étape suivante 

est de construire des systèmes de production. Chaque vecteur d'activité x semi-positif 

caractérise un système de production. On peut en effet supposer que les branches de 

production du système de production défini par le vecteur x sont constituées_ par les 

méthodes de production actives, c'est-à-dire les méthodes i pour lesquelles (xp\ > 0, 

activées aux niveaux (xp)i. 

Etant donnés le taux de profit et la demande, la question est de savoir si un 

système de production donné respecte les contraintes physiques et économiques qui 

pèsent sur l'économie. Plus précisément, la solution devrait obéir les cinq exigences 

suivantes 2 : 

I. les quantités de terre requises sont inférieures ou égales aux quantités 

disponibles; 

II. les catégories de terre dont la surface n'est pas entièrement cultivée ne paient pas 

de rente; 

III. les prix, les rentes et le salaire sont non négatifs et tels que les comptes de toutes 

les méthodes actives sont en équilibre; 

IV. les prix, les rentes et le salaire sont tels que aucune méthode non active ne 

rapporte de surprofit; 

V. la demande est satisfaite. 

2 Cette liste est basée principalement sur Salvadori (1986, esp. pp. 99-100). 
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Avant de présenter ces conditions de façon plus détaillée, je signale qu'elles n'imposent 

pas (au moins pour le moment) que les prix, les rentes et le salaire soient uniquement 

déterminés. Elles exigent seulement qu'il existe un ensemble de prix, de rentes et de 

salaire satisfaisant les conditions ill et IV. 

3.2. Les contraintes de terre 

Si la quantité d'une terre réquise par les méthodes de production actives excédait la 

quantité disponible, il serait physiquement impossible que le système de production se 

réalise. La quantité de la terre i (i = 1, 2, .. ., m) requise par les méthodes de production 

actives est naturellement égale à la somme des quantités utilisées par toutes les 

méthodes de production j (j = 1, 2, .. ., g), actives ou non actives. En termes plus 

formels, cette quantité est donc égale à [(xp)1(Tp)li + (xp)2(Tp)2; + ... + (xp)g(Tp)gi], 

c'est-à-dire à x1'(T1);. La quantité disponible, d'autre part, est évidemment la surface 

totale, qui est par convention pour chaque terre égale à 1. En utilisant une notation 

vectorielle, et en prenant toutes les terres simultanément en considération, nous pouvons 

conclure qu'il faut avoir : 

x 'T < u' 1 1 = (10) 

Par un raisonnement analogue, on déduit que les quantités de terre requises par les 

méthodes de repos actives ne peuvent exééder les quantités disponibles. Comme T0 = 1, 

cela signifie qu'il faut aussi avoir : 

Xo' ~ u' (11) 
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Mais ce n'est pas tout. Les terres ne peuvent en effet être employées que par les 

méthodes de production ou par les méthodes de repos. En d'autres termes, la surface 

disponible d'une terre quelconque i doit être répartie entre la culture [la fraction 

(xp)i (Tp)u + (xp)z(Tp)zi + ... + (xp)g(Tp)gi] et la jachère [la fraction ("o)ïl· En notation 

vectorielle, cela signifie qu'il est nécessaire que : 

(12) 

Puisque l~s vecteurs d'activité "o et x1 sont naturellement non négatifs, les conditions 

{10) et (11) sont impliquées ·par la condition (12). 

3.3. La non rentabilité des terres (partiellement) en jachère 

La condition suivante est une contrainte proprement économique. Elle concerne la 

détermination des rentes (zj). Par hypothèse, la concurrence des propriétaires des terres 

empêche le paiement d'une rente sur une terre qui n'est que partiellement (ou pas du 

tout) cultivée; seule une terre entièrement cultivée, c'est-à-dire 'rare', peut donc payer 

une rente. Comme nous venons de voir, la terre de qualité i est entièrement cultivée si 

la fraction de la terre i destinée à la culture, x1'(T1)i, couvre toute la surface disponible 

[x1'(T1)i = l]. Il s'en suit que pour une terre entièrement cultivée i, le produit 

[1-x1(T1)i].zi est toujours nul. Mais cela vaut aussi pour les terres dont une partie ou la 

totalité de la surface disponible est laissée en jachère. Le terme [1-x1 (T1)i] est dans ce 

cas positif, mais comme la rente zi est alors par hypothèse nulle, leur produit est 

également nul. Etant donné que les rentes zi doivent être toutes non négatives, et que 

la condition (9) doit être satisfàite, cette hypothèse n'est respectée que si et seulement 

si la somme de tous les produits [1-x1(T1)i].zi est nulle. En d'autres termes, la contrainte 



305 

suivante doit être satisfaite : 

(13) 

Vu la contrainte (12), on pourrait remplacer la contrainte (13) aussi par la contrainte 

suivante : 

XiJ'Z = Ü (14) 

La contrainte (14) exprime qu'une terre i dont une partie ou la totalité de la surface 

disponible est laissée en jachère [ (XiJ)i > O] ne peut rapporter de rente. 

3.4. Les comptes des méthodes actives 

Dans Je cadre de la théorie des prix de production, les prix des k marchandises Pi 

(regroupés dans le vecteur [kxl] p ), les rentes des m terres zi (regroupées dans Je 

vecteur [mxl] z), le salaire w, et le taux de profit r doivent être tels que les comptes des 

méthodes actives soient 'en équilibre', c'est-à-dire que leurs recettes recouvrent 

exactement Jeurs dépenses. Si les recettes d'une méthode excédaient ses dépenses, cette 

méthode rapporterait un surprofit, ce qui provoquerait un mouvement de capital vers 

cette méthode; Je système de production ne serait donc pas stable. Inversement, si les 

rlépens~s d'une méthode excédaient ses recettes, cette méthode serait à perte, ce qui 

provoquerait une fuite de capital et Je système serait à nouveau instable. Pour qu'il y ait 

stabilité, il est donc nécessaire que les méthodes actives ne rapportent ni surprofits, ni 

pertes. 

Du côté des recettes d'une méthode de production active ip figure la valeur de 
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sa production 'brute' [ = (Bp)ip]. Du côté des dépenses, on trouve quatre composants 

différents : les frais de remplacement des moyens de production [ = (Ap)ip ], le profit 

[= r(Ap)ip], la rente [= (Tp)iz], et le salaire [= (lp)iw]. Pour chaque méthode de 

production active ip. il faut par conséquent que : 

(15) 

Du côté des recettes d'une méthode de repos active i0, on ne trouve rien du tout, 

car la méthode ne produit rien [ = O]. Du côté des dépenses, on trouve seulement la 

rente de la terre i [ = zi]. Pour chaque méthode de repos active i0, il faut par conséquent 

que: 

-z. = 0 
l (16) 

Observons que la contrainte (16) est identique à la contrainte (14); toutes les deux 

stipulent en effet que si la méthode de repos i0 est active [("o)i > O], la rente de la 

terre i [ zi] doit être nulle. 

3.5. Les comptes des méthodes non actives 

Toujours pour assurer la stabilité du système de production, il est nécessaire que les 

méthodes non actives ne rapportent pas de surprofits. En effet, si une méthode non 

active rapportait un surprofit, les capitalistes auraient intérêt à investir dans cette 

méthode, et par conséquent elle ne serait plus non active. Pour chaque méthode de 

production ip non active il faut donc que la condition suivante soit satisfaite : 
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(Bp)ip - (1 + r)(Ap)ip - (T p)iz - (lp)iw ~ 0 (17) 

Etant donné (6), il faut ensuite que pour chaque méthode de repos i0 non active la 

condition suivante soit satisfaite : 

(18) 

Observons que la contrainte (18) est identique à la condition que les rentes des terres 

'rares' doivent être non négatives; toutes les deux stipulent en effet que si la méthode 

de repos i0 est non active, c'est-à-dire si la terre i est entièrement cultivée [(xO)i = 0), 

la rente de la terre i [zj] doit être non négative. 

Selon les contraintes du paragraphe précédent, les méthodes actives ne devraient 

rapporter de surprofits (cf. (15) et (16)). Puisque le vecteur d'activité x est par hypothèse 

non négatif, les quatre conditions (15)-(18) sont équivalentes aux deux conditions 

suivantes : 

Bp - (1 +r)Ap - Tz - lw ~ 0 (19) 

x'[Bp - (1 +r)Ap - Tz - lw) = 0 (20) 

3.6. La satisfaction de la demande 

Suivant la suggestion de Salvadori (1986, p. 94), je définis la demande finale comme un 

ensemble de quantités données de marchandises; je suppose donc que la demande finale 

est fixe. Je la représente par le vecteur [kxl) d, où di (i = 1, 2,. . ., k) est la quantité de 
,..,-- -

la marchandise i figurant dans la demande finale. La demande finale doit être satisfaite 
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par le produit net global (!'offre) de !'économie. Puisque le produit net global de 

l'économie est égal à x'(B-A), c'est-à-dire à la production brute [ = x'B] moins la 

'consommation' des branches de production [ = x' A], l'équilibre de l'offre et de la 

demande peut être exprimée sous forme de la contrainte suivante : 

x'(B-A) = d' (21) 

Bien entendu il y a d'autres possibilités. Ainsi Quadrio-Curzio (1966, pp. 81-84) définit 

les exigences pour_!'.utilisation en fonction de la croissance maximale du système étant 

donné le nombre de travailleurs. Montani (1977[1972], p. 118) et Kurz (1977, p. 245) 

raisonnent en termes de la demande brute des marchandises. Bidard (1987, p. 199) se 

sert du concept de r-produit net. Enfin, Salvadori (1983, pp. 73-74) fait dépendre la 

demande finale des solutions x, p, z et w. 

3.7. La définition des systèmes de production de coût minimal 

Un système de production qui satisfait aux cinq conditions ci-dessus énoncées sera 

appelé un système de production de coût minimal. En termes formels, sa définition est 

la suivante. 
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DEFINITION 8.1. Système de production de coût minimal 

Etant donnés le taux de profit r et la demande d, le système de production 

caractérisé par le vecteur d'activité x est un système de production de coût minimal 

s'il existe un vecteur de prix p, un vecteur de rentes z, et un salaire w tels que : 

X <!: 0, p <!: 0, Z ~ 0, W <!: Ü 

Bp - (l+r)Ap - Tz - lw i 0 

x'[Bp - (1 +r)Ap - Tz - lw] = 0 

x'(B-A) = d'. 

Un système de production de coût minimal est donc un système qui est physiquement 

possible, qui obéit à la logique des prix de production, qui est stable, et qui satisfait la 

demande. C'est probablement la propriété de stabilité qui est la plus importante, comme 

le souligne Salvadori : 

( ... ) une fois ce système mis en oeuvre, il n'y a aucune incitation à modifier l'état existant, 

les méthodes de production non activées( ... ) étant moins profitables et moins rentables que 

celles qui sont à l'intérieur du système de production( ... ); un système de production de coût 

minimal est donc stable. (Salvador~ 1987, p. 166) 

.. /-
.--,. 
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4. QUELQUES HYPQ1HESES SIMPLIFICATRICES 

4.1. Les méthodes et les marchandises industrielles 

J'ai déjà signalé que je suppose que toutes les méthodes de production fonctionnent à 

rendements constants. Pour réduire encore plus la complexité du problème du choix de 

techniques, j'introduis maintenant plusieurs hypothèses simplificatrices. 

Commençons par les méthodes de production industrielles. J'adopte les 

hypothèses suivantes : 

H.2. Le nombre de méthodes industrielles (n-g) est égal au nombre de marchandises 

industrielles (k-a ). 

H.3. Dans n'importe quel système de production de côut minimal, toutes les (n-g) 

méthodes industrielles sont actives. 

Le but de ces hypothèses est de réduire le problème d'un choix parmi n+m méthodes 

agricoles et industrielles au problème d'un choix parmi g+ m méthodes agricoles. Dans 

un certain sens, ces hypothèses reviennent à écarter l'industrie du problème 3. 

Mathématiquement, l'hypothèse H.2 signifie que B22, la matrice des marchandises 

industrielles produites par les méthodes de production industrielles, est une matrice 

carrée [(n-g)x(n-g)], et l'hypothèse H.3 que x2, le vecteur d'activité des méthodes 

industrielles, est un vecteur [(n-g)xl] positif (x2 > 0). 

3 Cf. Woods (1987) pour l'étude d'un système où le nombre de méthodes 
industrielles excède le nombre de marchandises industrielles. 
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4.2. L'absence de production jointe 

Nous avons vu (cf. la section 3 du chapitre 4) que la présence de production jointe 

complique sérieusement l'étude d'un système de production. Puisque la présence de 

terres constitue déjà en elle-même une assez grande complication, j'adopte l'hypothèse 

(irréaliste) qu'il n'y a pas de production jointe : 

H.4. Chaque méthode de production ne produit qu'une seule marchandise. 

L'analyse qui suit devrait donc être considérée comme la première étape d'une étude 

plus générale. 

L'hypothèse H.4 me permet de classifier les méthodes de production de la 

manière suivante 4 : les méthodes agricoles 1, 2, ... , g1 produisent la marchandise 

agricole 1, les méthodes agricoles g1+1, g1+2, ... , g2 la marchandise agricole 2, ... , les 

méthodes agricoles Ka-l + 1, Ka-l +2, ... , g la marchandise agricole a, la méthode 

industrielle g+ 1 la marchandise industrielle a+ 1, la méthode industrielle g+ 2 la 

marchandise industrielle a+ 2, ... , et finalement la méthode n la marchandise industrielle 

k. Mathématiquement, l'adoption de l'hypothèse H.4 signifie alors que B21, la matrice 

des marchandises agricoles produites par les méthodes de production industrielles, est 

nulle, que la matrice B22, la matrice des marchandises industrielles produites par les 

méthodes de production industrielles, est une matrice diagonale, et que B11, la matrice 

des marchandises agricoles produites par les mê_thode~ de-production agricoles, est une 

matrice rectangulaire 'quasi-diagonale', dont les blocs constituant la diagonale principale 

sont des vecteurs. 

4 Pour faciliter la lecture, j'omets ici les indices P. 
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4.3. Les limites du taux de profit 

Une dernière hypothèse concerne le taux de profit. Puisque par hypothèse le nombre 

de méthodes industrielles actives est égal au nombre de marchandises industrielles 

(H.2), et que nous connaissons également par hypothèse les méthodes de production 

actives dans l'industrie (H.3), nous pouvons déterminer avec exactitude le taux de profit 

maximal que l'industrie supporterait. Il est égal à la plus petite racine positive de 

!'équation suivante : 

det [ B22 - (1 +r)A22 ] = 0 (22) 

Si le taux de profit était égal à cette valeur, le vecteur de prix des marchandises 

industrielles serait semi-positif à condition que le vecteur de prix des marchandises 

agricoles et le salaire étaient nul. Evidemment, si les méthodes de production agricoles 

actives utilisent des marchandises industrielles dont le prix est positif, une telle chose 

ne peut se produire, et le taux de profit maximal du système de production est inférieur 

à la plus petite racine positive de l'équation (22). Quoi qu'il en soit, pour que le vecteur 

de prix des marchandises agrieoles soit semi-positif, il faut en tout cas que le taux de 

profit soit inférieur à cette racine. En vertu des théorèmes sur les matrices non 

négatives (cf. par exemple Debreu & Herstein, 1953, p. 601), cela signifie que l'inverse 

de la matrice [B22-(1 +r)A22] est semi-positif. J'adopte alors l'hypothèse suivante : 

H.5 Le taux de profit r est tel que [B22-(1 +r)A22]'1 ~ O. 
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5. LA DEFINIDON RECONSIDEREE 

il La demande équivalente 

Les hypothèses que je viens d'introduire permettent, dans un certain sens, d'éliminer 

les marchandises industrielles de l'analyse. Nous savons que ce sont les contraintes de 

terres qui limitent la capacité de production d'un système. Comme elles ne pèsent que 

sur l'agriculture, c'est principalement la production des marchandises agricoles qui en 

subit les conséquences. La production des marchandises industrielles n'est touchée 

qu'indirectement, par le biais de la limitation des quantités de marchandises agricoles 

que l'industrie peut employer en tant que moyens de production. L'idée est de traduire 

les quantités demandées des marchandises industrielles en quantités équivalentes de 

marchandises agricoles. 

Le système de production caractérisé par le vecteur d'activité x satisfait la 

demande d six est solution du système d'équations suivant : 

x'(B-A) = d' (23) 

Puisque les méthodes de repos ne produisent rien du tout, le système d'équations (23) 

n'est satisfait que si le vecteur d'activité des méthodes de production Xp est solution 

de: 

Xp'(Bp-Ap) = d' (24) 

Partitionnons maintenant le vecteur d'activité [nxl] Xp en un vecteur d'activité [gxl] des 
~----

méthodes agricoles x1 et un vecteur d'activité [(n-g)xl] des méthodes industrielles x2, 
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et partitionnons le vecteur de demande [kxl] d en un vecteur de demande [axl] des 

marchandises agricoles di et un vecteur de demande [(k-a)] des marchandises 

industrielles d2• Comme par hypothèse B21 = 0, le système (24) s'écrit : 

(25a) 

(25b) 

Les hypothèses H.2 et H.3 assurent que la matrice (B22-A22) est carrée, et l'hypothèse 

H.5 qu'elle est inversible. De (25b) il vient que : 

(26) 

Après substitution de la valeur de "2 donnée par le côté droit de (26) en (25a), j'obtiens 

le système d'équations : 

(27) 

Le côte gauche de (27) contient trois composants : 

le vecteur xi'B11 représente la production brute de marchandises agricoles; 

le vecteur xi' A11 représente la demande intermédiaire directe de marchandises 

agricoles, émanant de l'agriculture; 

le vecteur xi'Ai2(B22-A22)"iA2i représente la demande intermédiaire indirecte de 

marchandises agricoles, émanant de l'agriculture : ces quantités, utilisées en tant 

que moyens de production agricoles dans l'industrie, permettent à l'industrie de 
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produire les moyens de production industriels nécessaires pour activer les 

méthodes de production agricoles aux niveaux Xi· 

Le côté gauche représente donc l'offre nette de marchandises agricoles lorsque les 

méthodes de production agricoles sont activées aux niveaux xi, c'est-à-dire les quantités 

des marchandises agricoles qui seront soit consommées, soit utilisées en tant que moyens 

de production par l'industrie afin de produire les quantités des marchandises 

industrielles souhaitées par les consommateurs. Ce sont précisément les deux 

composants que l'on retrouve au côté droit de (27) : 

le vecteur di' représente la demande finale de marchandises agricoles, émanant 

des consommateurs; 

le vecteur dz'(B22-Az2)"i Azi représente la demande intermédiaire de marchandises 

agricoles, émanant de l'industrie, due exclusivement à la demande nette de 

marchandises industrielles : ces quantités, utilisées en tant que moyens de 

production agricoles dans l'industrie, permettent à l'industrie de produire la 

demande nette de marchandises industrielles d2. 

Le côté droit, qui ne dépend donc pas du vecteur d'activité xi, transforme en quelque 

sorte les quantitées nettes demandées de toutes les marchandises en quantités 

équivalentes de marchandises agricoles. Je l'appellerai la demande équivalente et la 

représenterai par le vecteur [ axl] q : 

(28) 

Le système d'équations (27) exprime donc que l'offre nette de l'agriculture doit être 

égale à la demande équivalente q. 

Simplifions un peu la notation, et définissons une matrice [gxa] Ei de la façon 

--
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suivante: 

(29) 

Les lignes de E1 représentent les offres nettes de marchandises agricoles que chaque 

méthode de production agricole est en mesure de produire. Etant donnée l'absence de 

production jointe, sur chaque ligne exactement un élément est positif 5• Supposons que 

la méthode ip est une méthode qui produit la marchandise j. Alors l'élément (E1)ij, qui 

est positif, représente l'offre nette maximale de la marchandise j que la méthode ip 

produirait si celle-ci était la seule méthode agricole activée conjointement avec les 

méthodes industrielles, et que ces dernières soient activées à des niveaux tels que leur 

production nette soit tout juste suffisante pour fournir à la méthode agricole ip les 

moyens de production industriels nécessaires pour l'activer à pleine capacité. Par 

analogie, les éléments (E1)ih (h =f. j), qui sont négatifs ou nuls, représentent les quantités 

des marchandises agricoles h dont la méthode ip et les méthodes industrielles auraient 

directement et indirectement besoin si la méthode agricole ip était la seule méthode 

agricole activée conjointement avec les méthodes industrielles, et que ces dernières 

soient activées à des niveaux tels que leur production nette soit tout juste suffisante pour 

fournir à la méthode agricole ip les moyens de production industriels nécessaires pour 

l'activer à pleine capacité. 

Au lieu de voir si le vecteur d'activité [nxl] des méthodes de production Xp 

satisfait la demande d (cf. le système d'équations (24)), une autre voie est maintenant 

ouverte. Pour commencer, il faut voir si le vecteur d'activité fgxl] des méthodes de 

5 Je suppose qu'il n'existe pas de méthodes parasitaires, c'est-à-dire des méthodes 
pour lesquelles aucun élément de E1 n'est positif. Dans un contexte légèrement différent, 
la notion de méthode parasitaire a été discutée par Georgescu-Roegen (1979). 
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production agricoles xi satisfait la demande équivalente q, c'est-à-dire si Xi est une 

solution du système d'équations suivant : 

'E ' Xi i = q (30) 

Si c'est le cas, on peut calculer à l'aide de (26) quel vecteur d'activité [(n-g)xl] des 

méthodes industrielles x2 est compatible avec le vecteur Xi· Puisque les méthodes 

industrielles ne sont sujettes à aucune contrainte autre que la capacité productrice de 

l'agriculture, leurs niveaux d'activité peuvent toujours être adaptés au niveaux 

déterminés par l'agriculture. Sous les hypothèses que je viens d'énoncer, le problème de 

la satisfaction de la demande se réduit finalement à trouver les justes niveaux d'activité 

des méthodes agricoles. 

5.2. Le système de prix 

Nous venons d'éliminer en quelque sorte les marchandises industrielles du système de 

quantités. Je montre maintenant qu'il est de façon analogue possible d'éliminer les prix 

des marchandises industrielles du système des prix. Puisque l'hypothèse H.3 stipule que 

quel que soit le système de production de coût minimal, les méthodes industrielles sont 

toutes actives, les comptes des méthodes industrielles sont tous en équilibre (cf. le 

paragraphe 3.4). En d'autres termes, les prix et le salaire satisfont aux (n-g) équations 

suivantes : 

(31) 

L'hypothèse H.5 assure que l'inverse de la matrice [B22-(1 +r)A22] existe. Il apparaît 
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alors que les prix des marchandises industrielles (p2) doivent avoir une relation très 

précise avec les prix des marchandises agricoles (p1) et le salaire (w), car de (31) il 

vient: 

(32) 

Etant donné (32), il est clair que : 

B11P1 - (l+r)(A11P1+A12P2) - l1w = 

B11p1 -(1 +r){A11 + (1 +r)A12[B22-(l+r)A22]"1A21}p1 -{11 + (1 +r)A12[B2r(l +r)A22]"112}w 

(33) 

Définissons ensuite une matrice [gxa] E1(r) et un vecteur [gxl] f1(r) de la façon 

suivante 6 : 

(34) 

(35) 

Tenant compte de (33)-(35), nous pouvons alors reformuler les conditions (19)-(20), 

pour autant qu'elles ont trait aux méthodes de production agricoles, comme suit : 

(36) 

6 Remarquez que E1(0) = E1 (comparez (34) à (29)). 



319 

(37) 

Tout cela signifie qu'au lieu de voir s'il existe un vecteur de prix semi-positif p, 

un vecteur de rentes non négatif z et un salaire non négatif w qui satisfont aux 

conditions (19)-(20), il suffit de voir s'il existe un vecteur de prix des marchandises 

agricoles semi-positif p1, un vecteur de rentes non négatif z et un salaire non négatif w 

qui remplissent les conditions (36)-(37). En effet, s'il existe une telle solution aux 

équations (36)-(37), nous pouvons à l'aide de (32) facilement calculer quel vecteur de 

prix des marchandises industrielles p2 est compatible à cette solution. En vertu de 

l'hypothèse H.5, cette valeur de p2 est nécessairement semi-positif. 

~ La définition des systèmes de production de coût minimal reformulée 

La mise à l'écart des marchandises industrielles permet de simplifier la définition des 

systèmes de production de coût minimal énoncée plus haut (cf. le paragraphe 3.7). Deux 

manipulations additionnelles sont encore nécessaires. Par analogie avec l'adjonction de 

m lignes nulles aux matrices Ap et Bp (cf. le paragraphe 2.3), ajoutons m lignes nulles 

à la matrice E1(r) afin de tenir compte des m méthodes de repos. Nous obtenons : 

E(r) = = (38) 

J'appellerai E(r) la matrice des r-offres nettes, et la matrice E [= E(O)] la matrice des 

offres nettes (sous-entendu : des marchandises agricoles). De la même façon, ajoutons 

m éléments nuls au vecteur f1(r) : 
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f(r) = = (39) 

J'appellerai le vecteur f(r) le vecteur de r-travail net, et f [= f(O)] le vecteur de travail 

net. Je définirai aussi un vecteur [(m + g)xl] des niveaux d'activité des méthodes agricoles i 

et une matrice [(m+g)xm] des terres utilisées par les méthodes agricoles 'Î' de la 

manière suivante : 

i = (40) 

'Î' = (41) 

Etant données les hypothèses H.1-H.5, la définition 8.1 peut maintenant être 

reformulée comme suit : 



321 

DEFINITION 8.1*. Système de production de coût minimal 

Etant donnés Je taux de profit r et la demande équivalente q, le système de 

production caractérisé par les vecteurs d'activité "o et Xi est un système de 

production de coût minimal s'il existe un vecteur de prix Pi• un vecteur de rentes 

z, et un salaire w tels que : 

"lJ ~ 0, Xi ~ 0, p ~ 0, Z ~ 0, W ~ 0 

"o' + Xi'T i = u' 

E(r)pi - 'Î'z - f(r)w ~ 0 

~[E(r)pi - 'Î'z - f(r)w] = 0 



322 

6. CONCLUSION 

L'objet de la théorie du choix de techniques est de déterminer s'il existe des systèmes 

de production de coût minimal (et le cas échéant, combien), étant donnés la demande 

et le taux de profit. Dans ce chapitre, la notion de système de production de coût 

minimal a été formellement définie : c'est un système physiquement possible (les 

contraintes de terre sont respectées), qui obéit à la logique des prix de production (les 

comptes des méthodes actives sont en équilibre), qui est stable (aucune méthode non 

active ne rapporte de ~urprofits), et qui satisfait la demande (pour chaque marchandise, 

la quantité offerte est égale à la quantité demandée). 

L'autre but du chapitre était d'énoncer les principales hypothèses que j'adopterai 

dans les chapitres suivants. Ces hypothèses stipulent que le nombre de marchandises 

industrielles est égal au nombre de méthodes de production industrielles, que toutes les 

méthodes industrielles sont toujours activées, qu'il y a absence de production jointe, et 

que le taux de profit est tel que les prix des marchandises industrielles peuvent être 

positifs. L'adoption de ces hypothèses permet de mettre à l'écart les marchandises et 

méthodes industrielles, et de reformuler le problème du choix de techniques 

exclusivement en termes des marchandises et méthodes agricoles. 
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CHAPITRE 9 

LES RESULTATS ETABUS 

============================================= 

.1. INTRODUCTION 

Bien que les auteurs qui ont étudié le problème du choix de techniques en présence de 

terres ne se soient pas toujours explicitement servis du concept de système de production 

de coût minimal, ils ont démontré un certain nombre de propriétés des systèmes de 

production de coût minimal en présence de terres. Le but de ce chapitre est de donner 

un aperçu des résultats obtenus jusqu'à présent. 

Je me concentrerai sur les résultats concernant l'existence et l'unicité des systèmes 

de production de coût minimal. Avant que l'on puisse dire quelque chose de l'évolution 

des prix, du salaire et des rentes sous l'influence d'une expansion de la demande, pour 

ne donner qu'un exemple, il est indispensable que l'on sache pour quels vecteurs de 

demande il existe un système de production de coût minimal, et le cas échéant, s'il en 

existe plusieurs. 

Ce sont avant tout les régimes de rente extensive et intensive pure qui ont été 

__ examinés. Du point de vue mathématique ceci est compréhensible, car il est de bonne 

méthode de commencer par les cas les plus simples. Il est tout aussi clair que les 

recherches ne devraient pas s'arrêter là. Or, dès que l'on fait augmenter le nombre de 

marchandises agricoles, les choses se compliquent considérablement, ce dont témoigne 
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la difficulté d'obtenir des résultats 'positifs' pour les cas plus généraux. 

La structure du chapitre est la suivante. D'abord je rappelle très brièvement ce 

que l'on a démontré en ce qui concerne le choix de techniques en l'absence de terres 

(section 2). Ensuite je discute les résultats obtenus sur l'existence et l'unicité des 

systèmes de production de coût minimal en régimes de rente extensive et intensive 

(section 3). Enfin, j'énonce deux théorèmes concernant l'existence et l'unicité des 

systèmes de production de coût minimal dans le cas général (section 4). 
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2. LE CHOIX DE TECHNIQUES EN L'ABSENCE DE TERRES 

2.1. La production simple 

Si chaque méthode de production est une méthode à produit unique, le problème du 

choix de techniques est somme tout aisément résolu (cf. Abraham-Frais & Berrebi, 1987, 

pp. 254-258). Sraffa lui-même avait, dans Je chapitre 12 "Switching in methods of 

production" de Production of Commodities, établi que dans ce cas les systèmes de 

production de coût minimal peuvent être trouvés à l'aide du critère de la maximization 

du salaire, indépendamment du numéraire adopté. En effet, étant donnés le taux de 

profit et un quelconque numéraire semi-positif, Je système de production qui, de tous 

les systèmes de production productifs 1, paie le salaire (non négatif) Je plus élevé, est 

Je système de production de coût minimal, quel que soit Je vecteur de demande d. Il s'en 

suit que le système de production de coût minimal est normalement unique. Ce n'est 

qu'aux points de 'switching', lorsque le taux de profit est tel que deux systèmes de 

production ayant en commun k- l méthodes de production actives paient simultanément 

Je salaire le plus élevé, qu'il existe plusieurs systèmes de production de côut minimal. 

A noter toutefois qu'aux points de 'switching', les deux systèmes de production de coût 

minimal déterminent les mêmes prix. 

Le fait que le système de coût minimal soit indépendant du vecteur de demande 

signifie que Je 'théorème de non-substitution' est vérifié. Ce théorème découvert 

indépendamment par Samuelson et Georgescu-Roegen en 1951, stipule que pour un taux 

de profit donné, les prix et le salaire sont indépendants de la composition de la 

1 J'appelle un système de production productif si les méthodes qui constituent le 
système peuvent être activées à des niveaux tels que Je système produit une quantité 
nette positive de chaque marchandise. (Pour une définition rigoureuse, cf. le paragraphe 
3.7 du chapitre suivant.) 
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demande (cf. Salvadori, 1987c). Ce résultat jouera un rôle important dans le dernier 

chapitre de la thèse. 

2.2. La production jointe 

Dès qu'une méthode de production produit plusieurs marchandises, les choses se 

compliquent considérablement (cf. Bidard, 1984, pp. 187-189, 1990a, pp. 320-323, 

Salvadori, 1985, pp. 163-172). Contrairement à l'affirmation de Sraffa (1960, section 96, 

p. 87), le critère de la maximization du salaire ne permet plus de trouver les systèmes 

de production de coût minimal : pour un numéraire quelconque, le système de 

production de coût minimal ne paie pas nécessairement le salaire le plus élevé. Si un 

système de production est de coût minimal pour un vecteur de demande cl, il ne l'est pas 

forcément pour tous les vecteurs de demande. En plus, l'unicité des systèmes de 

production de coût minimal (en dehors des points de 'switching') n'est plus garantie : 

plusieurs systèmes de production de coût minimal, caractérisés par des ensembles de 

prix différents, pourraient alors être adoptés. Enfin, il peut aussi arriver qu'aucun 

système de production ne soit de coût minimal, bien qu'il existe des systèmes de 

production en mesure de satisfaire la demande et que les prix et le salaire associés à ces 

systèmes soient positifs. 

Aussi bien Salvadori (1982, 1984) que Bidard (1984, 1990b) ont fait des progrès 

en ce qui concerne l'identification des conditions sous lesquelles !'existence et l'unicité 

des systèmes de production de coût minimal sont garanties. Les théorèmes qu'il ont"'.:::___ f 

établis sont de nature assez compliquée; au lieu d'essayer de les expliquer, je préfère 

passer immédiatement à l'étude de !'existence et de l'unicité des systèmes de production 

de coût minimal en présence de terres. 
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LE CHOIX DE TECHNIQUES EN PRESENCE DE TERRES LES 

REGIMES DE RENTE EXTENSIVE ET INTENSIVE 

3.1. La spécificité des terres 

Nous avons vu qu'il est possible, pourvu que le taux de profit soit positif, de traiter les 

terres comme des produits joints, plus précisément comme des marchandises qui sortent 

de la production de la même façon qu'elles y entrent. Cela signifie qu'il existe une 

bonne. raison de croire que le problème du choix de techniques en présence de terres 

(comme le problème du choix de techniques en présence de capital fixe) pourraitêtre 

ramené à un cas spécial de la théorie du choix de techniques en systèmes de production 

jointe. Or, peu d'auteurs ont suivi cette piste (une exception importante étant Bidard 

(1987), cf. le paragraphe 4.2), sans doute parce que la réduction des terres à des 

marchandises reflète insuffisamment leur spécificité. En effet, comme je l'ai déjà signalé 

(cf. le paragraphe 4.2 du chapitre 4), les terres posent des problèmes tout à fait 

spécifiques en raison de l'impossibilité d'en augmenter les quantités disponibles. 

Autrement dit, la présence de contraintes quantitatives est un phénomène sui generis, 

qu'il semble approprié, pour ne pas dire nécessaire, de traiter confomîément. L'étude 

des systèmes économiques avec terres s'est donc développée à côté plutôt qu'à l'intérieur 

de l'étude des systèmes de production jointe. Dans les deux paragraphes suivants, je 

donne un aperçu des conclusions les plus importantes établies jusqu'à présent. 

3.2. Le régime de rente extensive 

En régime de rente extensive, les terres sont parfaitement spécialisées : chaque méthode 

de production agricole utilise sa propre qualité de terre. Nous verrons plus loin (cf. le 

paragraphe 2.1 du chapitre 10) que dans ce cas un système de production de coût 
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minimal est, en sus des k-a méthodes de production industrielles, toujours composé de 

a+m méthodes agricoles. Parmi ces a+m méthodes agricoles doit figurer en tout cas au 

moins une méthode qui produit la marchandise agricole 1, au moins une méthode qui 

produit la marchandise 2, .. ., et au moins une méthode qui produit la marchandise 

agricole a, sinon le système ne pourrait jamais produire une quantité nette positive de 

chaque marchandise. Les m autres méthodes agricoles sont choisies parmi les m 

méthodes de repos et les g-a méthodes de production._ agricoles restantes. 

A la suite de Sraffa, la plupart des auteurs qui ont examiné le problème du choix 

de techniques en régime de rente extensive 2, se sont le plus souvent bornés à l'examen 

du régime de rente extensive pure, c'est-à-dire où le blé est la seule marchandise 

agricole. Pour ce régime, les résultats les plus importants que l'on a établis sont : 

(El) S'il existe un système de production de collt minimal pour le vecteur de demande 

d, il existe également un système de production de coût minimal pour les vecteurs 

de demande plus petits que d. 

(E2) S'il existe un système de production de coût minimal pour le vecteur de demande 

d, il est unique (sauf par hasard, c'est-à-dire si le taux de profit est situé sur un 

point de "switching" entre deux systèmes de production de coût minimal). 

(E3) Lorsque le vecteur de demande augmente, le niveau d'activité d'aucune méthode 

de production agricole ne diminue; plus précisément : dès qu'une méthode de 

production agricole est activée, son niveau d'activité augmente chaque fois que 

2 Cf. Quadrio-Curzio (1966), Schefold (1971), Montani (1977[1972]), Kurz (1977), 
(1978), Abraham-Frois & Berrebi (1980), Saucier (1981). 
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la demande augmente, et une fois atteint le niveau d'activité maximal, la méthode 

reste activée à ce niveau. 

(E4) Lorsque le vecteur de demande augmente et le système de production de coût 

minimal change de composition, le salaire (mesuré en blé) diminue, les prix des 

marchandises industrielles (mesurés en blé) diminuent, et les rentes (mesurées 

en blé) augmentent. 

(ES) L'ordre de rentabilité, c'est-à-dire le classement des méthodes de production 

agricoles selon la grandeur de la rente par hectare qu'elles rapportent, peut 

changer lorsque le système de production de coût minimal change de 

composition. 

Pour les régimes de rente extensive à plusieurs marchandises agricoles, beaucoup 

moins de résultats sont connus 3. Dans un article de 1984, prolongeant le travail qu'il 

avait entamé dans sa thèse de 1981, Saucier a présenté un exemple numérique qui 

démontre que certains des résultats valables en régimes de rente extensive pure ne sont 

plus valables en régime de rente extensive à deux marchandises agricoles. Ainsi il est 

arrivé aux conclusions suivantes : 

Si au moirni:·deux biens distincts nécessitent pour leur fabrication l'utilisation directe de 
·. 

ressources primaires limitées, il n'est plus généralement possible, même à un taux de profit 

donné, d'opérer un classement entre les terres. Lorsque la demande augmente, une terre 

3 Je répète qu'à mes yeux, le modèle présenté par D'Agata (1984) n'est pas un 
modèle de rente extensive; il en est de même pour le modèle de Butault & Jeanclaude 
(1987) qui, tout comme D'Agata, étudient des situations où il existe deux marchandises 
agricoles (a = 2), quatre méthodes de production agricoles (g = 4) et deux qualités de 
terre (m = 2). Je ne parle de régime de rente extensive que si le nombre de méthodes 
de prodution agricoles est égal au nombre de qualités de terre (g = m ). 
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peut fort bien être mise en culture, puis abandonnée au profit d'une autre et être à nouveau 

utilisée pour un niveau de la demande plus élévé. Ce résultat a un corollaire important : 

la rente imputée à une terre ou à toute autre ressource primaire limitée peut diminuer voire 

disparaître avec une augmentation de la demande. (Saucier, 1984, p. 166) 

Saucier a donc démontré que les résultats (E3) et (E4) ne sont plus valides dès qu'il 

existe une pluralité de marchandises agricoles. Sur les résultats (El) et (E2), concernant 

l'existence et l'unicité des systèmes de production de coût minimal, qui m'intéressent ici 

le plus, Saucier est cependant resté silencieux. Il reste donc à voir sous quelles 

conditions !'existence et l'unicité des systèmes de production de coût minimal est 

garantie en régime de rente extensive à plusieurs marchandises agricoles. 

~ Le régime de rente intensive 

Le régime de rente intensive est en quelque sorte l'opposé du régime de rente intensive, 

car la terre n'y est pas du tout spécialisée : chaque méthode de production agricole 

utilise en effet la même qualité de terre. A nouveau, nous verrons plus loin (cf. le 

paragraphe 2.1 du chapitre 10) que dans ce cas un système de production de coût 

minimal est, en sus des k-a méthodes de production industrielles, toujours composé de 

a+ 1 méthodes agricoles. Parmi ces a+ 1 méthodes agricoles doit figurer en tout cas au 

moins une méthode qui produit la marchandise agricole 1, au moins une méthode qui 

produit la marchandise 2, .. ., et au moins une méthode qui produit la marchandise 

agricole a, sinon le système ne pourrait jamais produire une quantité nette positive de 

chaque marchandise. L'autre méthode agricole est soit la méthode de repos (si la terre 

n'est pas rare), soit une méthode de production agricole (si la terre est rare). Sraffa 

(1960, ~ection 89, p. 77) avait donc raison de souligner que dans ce cas pour seulement 

une marchandise agricole deux méthodes de production peuvent être simultanément 



331 

actives. 

Comme pour le régime de rente extensive, c'est avant tout le régime de rente 

intensive pure, où le blé est la seule marchandise agricole, qui a été examiné. Les 

résultats les plus importants que l'on a établis pour le régime de rente intensive pure 

sont: 

(Il) S'il existe un système de production de coût minimal pour le vecteur de demande 

d, il existe également un système de production de coût minimal pour les 

vecteurs de demande plus petits que d. 

(12) S'il existe un système de production de coût minimal pour le vecteur de demande 

d, il n'est pas forcément unique; en d'autres termes, même si le taux de profit 

n'est pas situé sur un point de "switching" entre deux systèmes de production de 

coût minimal, il peut y avoir plus d'un seul système de production de coût 

minimal. 

(I3) Lorsque le vecteur de demande augmente et que la terre est devenue rare, le 

niveau d'activité de l'une des deux méthodes de production agricoles actives 

diminue, tandis que le niveau d'activité de l'autre méthode agricole active 

augmente 4. 

(I4) Lorsque le vecteur de demande augmente et que le système de production de 

4 Comme le disait Sraffa : 

The increase [of production on the land] takes place through the graduai extension of the 
method that produces more corn at a higher unit cost, at the expense of the method that 
produces Jess. (1960, section 88, p. 76). 
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coût minimal (unique) change de composition, le salaire (mesuré en blé) 

diminue, les prix des marchandises industrielles (mesurés en blé) diminuent, et 

la rente (mesurée en blé) augmente. 

(15) L'ordre de rentabilité change lorsque le système de production de coût minimal 

change de composition. 

Par rapport aux résultats établis pour le régime de rente extensive pure, c'est 

surtout le résultat (I2), concernant l'unicité des systèmes de production de coût minimal, 

qui frappe. Qu'en régime de rente intensive pure le système de production ne soit pas 

nécessairement unique a été démontré par D'Agata (1983, pp. 151-152) 5• L'importance 

de ce résultat ne devrait pas être sous-estimée 6. Il montre en effet que même dans 

une situation tout à fait simple (absence de production jointe, chaque méthode utilise 

une seule qualité de terre) l'uniéité des systèmes de production de coût minimal n'est 

plus garantie. L'un des objectifs de cette thèse est précisément d'indiquer sous quelles 

conditions l'unicité des systèmes de production de coût minimal est garantie (cf. le 

chapitre 12). 

5 Montani (1975, pp. 92-93) avait déjà démontré cette possibilité en prenant le 
salaire comme variable exogène. 

6 Comme le tente de faire par exemple Schefold (1988a, p. llOn), mais sans 
beaucoup de conviction. 
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4. LE CHOIX DE TECHNIQUES EN PRESENCE DE TERRES LE CAS 

GENERAL 

4.1. Un théorème sur l'existence 

Peu d'auteurs ont examiné le cas général, où le nombre de marchandises agricoles est 

un entier positif quelconque (a~ 1), où une méthode de production agricole peut 

utiliser plusieurs terres, etc. En ce qui concerne !'existence de systèmes de production 

de coût minimal, pratiquement le seul résultat positif est exprimé par ce que j'appellerai 

désormais le théorème d'existence de Salvadori (cf. Salvadori, 1986, pp. 102-103, 1987, 

pp. 168-169). Ce théorème fournit une condition suffisante pour l'existence de systèmes 

de production de coût minimal dans le cas général 7• Tenant compte des méthodes de 

repos, nous pouvons présenter ce théorème comme suit. 

THEOREME 9.1. Existence de systèmes de production de coût minimal 

(théorème d'existence de Salvadori) 

S'il existe un vecteur [(n+m)xl] y non négatif tel que 

y'[B-(1 +r)A] ~ d' 

y'T = u' 

alors il existe un système de production de coût minimal pour la demande d. 

Comment interpréter la condition du théorème ? Salvadori observe que celle-ci : 

( ... ) constitue une généralisation aux systèmes avec terre de la condition usuelle de viabilité 

en production simple. Mais alors que la condition usuelle de viabilité est à la fois nécessaire 

__ ,----7 Je souligne que le théorème d'existence de Salvadori ne présuppose pas que le 
nombre de méthodes de production industrielles est égal à celui des marchandises 
industrielles. 
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et suffisante pour assurer la positivité des prix en production simple, (la condition du 

théorème] ne constitue qu'une condition suffisante. (Salvadori, 1987, p. 168) 

Un exemple numérique montrera clairement que la condition de Salvadori n'est pas 

nécessaire, ou en d'autres termes que le théorème ne couvre pas tous les systèmes de 

production de coût minimal. Imaginons une economie qui produit trois marchandises, 

à savoir deux marchandises agricoles : le blé (la marchandise 1) et l'avoine (la 

marchandise 2), et une marchandise industrielle : la faucille (la marchandise 3). Par 

conséquent, k = 3 et a = 2. Il existe cinq méthodes de production : deux méthodes pour 

le blé (les méthodes 1 & 2), deux méthodes pour l'avoine (les méthodes 3 & 4), et une 

méthode pour la faucille (la méthode 5). Par conséquent, n = 5 et g = 4. Je suppose 

qu'on se trouve en régime de rente extensive; puisqu'il existe quatre méthodes de 

production agricoles, il existe donc également quatre qualités de terre et quatre 

méthodes de repos (m = 4). 

Les méthodes de production sont décrites par les relations suivantes : 

méthode 1 : 

2 unités de blé tti 2 unités d'avoine tti 0 unités de faucilles tti 1 unité de terre de 

qualité 1 tti 10 unités de travail 

... 6 unités de blé 

méthode 2: 

2 unités de blé tti 2 unités d'avoine tti 2 unités de faucilles tti 1 unité de terre de 

qualité 2 tti 4 unités de travail 

... 12 unités de blé 
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méthode 3: 

4 unités de blé ® 2 unités d'avoine ® 0 unités de faucilles ® 1 unité de terre de 

qualité 3 ® 36 unités de travail 

.. 18 unités d'avoine 

méthode 4: 

0 unités de blé ® 2 unités d'avoine ® 2 unités de faucilles ® 1 unité de terre de 

qualité 4 ® 4 unités de travail 

.. 10 unités d'avoine 

méthode 5: 

1 unité de blé ® 1 unité d'avoine ® 1 unité de faucilles ® 5 unités de travail 

.. 3 unités de faucilles 

En termes matriciels, cela veut dire : 

2 2 0 
2 2 2 

AP = 4 2 0 
0 2 2 
1 1 1 

6 0 0 
12 0 0 

BP = 0 18 0 
0 10 0 
0 0 3 

1 0 0 0 
0 1 0 0 

TP= 0010 
0 0 0 1 
0 0 0 0 

10 
4 

36 (1) 
4 
5 

Supposons que le taux de profit est égal à 30% (r = 3/10). Un peu de calcul (ou 

un micro-ordinateur) permet alors de déterminer la région des vecteurs de demande d 

pour lesquels la condition du théorème d'existence de Salvadori est satisfaite. En 

'traduisant' ces vecteurs d en quantités de 'demande équivalente' q (cf. le paragraphe 
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5.1 du chapitre précédent), nous sommes en mesure de représenter graphiquement la 

région des vecteurs q pour lesquels la condition du théorème d'existence de Salvadori 

est satisfaite (cf. la figure 9.1). Cette région est la partie du premier quadrant située au­

dessous des droites passant respectivement par les points (-7.19, 20.81) et (0.22, 16.22), 

les points (0.22, 16.22) et (3.62, 13.62), les points (3.62, 13.62) et (5.61, 8.21), et les 

points (5.61, 8.21) et (10.81, -7.19) 8. 

Il est également possible (le calcul sera fait dans le chapitre 12) de déterminer 

la région de tous les vecteurs de demande pour lesquels il existe un système de 

production de coût minimal, étant donné le taux de profit de 30%. En termes de 

quantités de demande équivalente, cette région est la partie du premier quadrant située 

au-dessous des droites passant respectivement par les points (-5, 23) et ( 4, 20), les points 

(4, 20) et (8, 18), les points (8, 18) et (9, 11), et les points (9, 11) et (13, -5). Il est donc 

immédiatement clair (cf. la figure 9.1) que cette région est beaucoup plus grande que 

la région 'capturée' par le théorème de Salvadori. La région capturée ne recouvre en 

effet qu'à peu près 46.5% de la région de tous les vecteurs de demande pour lesquels 

il existe un système de production de coût minimal. 

Le théorème d'existence de Salvadori ne permet donc d'affirmer l'existence que 

de certains systèmes de production de coût minimal. Lorsque le taux de profit est nul, 

le théorème est cependant efficace à 100%. Pour r = 0, la condition du théorème 

8 Ces points correspondent respectivement aux valeurs suivantes du vecteur_~i___ _::·? -

point Y1 Y2 Y3 Y4 Ys Y6 Y1 Ys Y9 

(-7.19, 20.81) 1 1 0 0 0 0 1 1 1.53 
( 0.22, 16.22) 1 0 0 0 0 1 1 1 3.06 
( 3.62, 13.62) 0 0 0 0 1 1 1 1 3.06 
( 5.61, 8.21) 0 0 0 1 1 1 1 0 1.53 
(10.81, -7.19) 0 0 1 1 1 1 0 0 1.53 

Les chiffres ont été arrondis. 
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d'existence de Salvadori est en effet une condition nécessaire pour qu'il existe un 

système de production de coût minimal. Si le système de production caractérisé par le 

vecteur d'activité x est de coût minimal et r = 0, il suit de la définition des systèmes de 

production de coût minimal que le vecteur s = x satisfait la condition du théorème. 

Lorsque le taux de profit augmente, l'efficacité du théorème tend cependant à diminuer, 

et comme l'exemple numérique le montre, il arrive que le théorème ne couvre pas la 

moitié des systèmes de production de coût minimal. 

4.2. Une extension 

Il est possible de rendre le théorème d'existence de Salvadori plus puissant en tirant 

parti du fait que les marchandises industrielles peuvent être 'éliminées' (cf. la section 
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5 du chapitre précédent). Le théorème de Salvadori est formulé en termes de la matrice 

des produits B, de la matrice des moyens de production A, de la matrice des terres T, 

et du vecteur de demande d. Pour commencer, reformulons ce théorème en termes de 

la matrice des offres nettes E(r), de la matrice des terres utilisées par l'agriculture 'Î', et 

du vecteur de demande équivalente q. 

Le but du théorème est de trouver un vecteur [(n+rn)xl] non négatif y 

satisfaisant aux inégalités et équations suivantes : 
··: 

y'[B-(1 +r)A] ~ d' (2) 

y'T = u' (3) 

Partitionnons le vecteur y en trois sous-vecteurs : un vecteur [rnxl] y0, associé aux 

méthodes de repos, un vecteur [gxl] y1, associé aux méthodes de production agricoles, 

et un vecteur [(n-g)xl] y2, associé aux méthodes de production agricoles. Suivant les 

partitions de B, A, T et d déjà introduits dans le chapitre 8, écrivons (2) et (3) comme 

suit: 

[ Yo' Y1' Y2' ] 0 0 >[d' d'] : 1 2 (4) 

B11-(1 +r)A11 "(1 +r)A12 

-(1 +r)A21 B2z-(1 +r)A22 
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= u' (5) 

Nous cherchons donc des solutions non négatives y0, y1 et y2 aux inégalités et équations 

suivantes : 

(6a) 

(6b) 

Yo' + Y1'T1 = u' (6c) 

Etant donné que [B2r(l+r)A22r1 ~ 0 (cf. le paragraphe 4.3 du chapitre précédent), 

l'inégalité ( 6b) est équivalente à l'inégalité suivante : 

(7) 

Comme d2 ~ 0 et A12 ~ 0, pour n'importe quel vecteur non négatif y1, le plus petit 

vecteur Yi qui satisfait (7) est égal à : 
", 

(8) 
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Il est clair que si y1 est non négatif, alors le vecteur y2 défini par (8) est lui aussi non 

négatif. Le vrai problème est donc de savoir si, après substitution de cette valeur de y2 

en (6a), il existe un vecteur non négatif y1 qui satisfait l'inégalité. Après substitution de 

(8) en (6a), il vient : 

Réarrangeons les termes de la façon suivante : 

y1'[B11-(1 + r)A11-(1 + r)2 A12[B22-(1 + r)A22]"1A21 ~ 

d1' + (1 +r)d2'[B22-(l +r)A22J"1A21 

Sachant du chapitre précédent que : 

(10) 

(11) 

nous sommes donc en mesure de conclure que chercher une solution non négative y au 

système (2)-(3) revient à chercher des solutions non négatives y0 et y1 au système (12)-

(13) : 

(12) 

Yo' + Y1'T1 = u' (13) 

Je souligne que les deux problèmes sont strictement équivalents (s'il existe une solution 
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non négative y* pour une demande égale à d*, il existe aussi une solution non négative 

y1 * pour un côté droit de (12) égal à d/' + (1 + r)d2 *'[B22-(1 + r)Az2]"1A21, et vice versa), 

et que cette équivalence dépend crucialement de l'hypothèse de l'absence de choix de 

techniques dans l'industrie (égalité du nombre de méthodes et de marchandises 

industrielles) et du fait que l'inverse de [B22-(1 +r)A22]"1 est semi-positive. 

Les manipulations qui mènent au système (12)-(13) permettent bien de simplifier 

le problème (aussi bien le nombre d'inégalités que le nombre d'inconnues a été diminué 

de n-g), mais ne permettent pas de trouver de nouvelles solutions. Une autre voie est 

cependant ouverte. En effet, au lieu d'appliquer le théorème de Salvadori aux données 

originales B, A, T et d, comme je viens de faire, il est tout aussi légitime de l'appliquer 

aux données transformées E(r), 'Î' et q. Autrement dit, le théorème de Salvadori peut 

également être démontré en remplaçant 

B-(l+r)A par E(r), 

T par 'Î', et 

d par q. 

Nous pouvons alors énoncer la version suivante du théorème d'existence de Salvadori : 
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THEOREME 9.2. Existence de systèmes de production de coût minimal 

(théorème d'existence de Salvadori modifié) 

S'il existe un vecteur [(m+g)xl] y non négatif tel que 

y'E(r) :?: q' 

Y''Î' = u' 

alors il existe un système de production de coût minimal pour la demande 

équivalente q. 

Observons que la condition du théorème 9.2 diffère de la condition du théorème 9.1. La 

condition du théorème 9.2 s'écrit : 

(14) 

Yo' + Y1'T1 = u' (15) 

Etant donné que : 

(16) 

et que pour r > 0 : 

(17) 

il s'en suit que normalement 9 l'inégalité suivante est satisfaite : 

9 Evidemment, si A21 = 0, il s'agit d'une égalité au lieu d'une inégalité. 
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(18) 

Après comparaison du système (14)-(15), qui est équivalent à la condition du théorème 

9.2, avec le système (12)-(13), qui est équivalent à la condition du théorème 9.1, il faut 

conclure que la condition du théorème 9.2 est moins restrictive que la condition du 

théorème 9.1. En général il existe des vecteurs de demande d qui satisfont la condition 

du théorème 9.2 sans satisfaire la condition du théorème 9.1. Le théorème 9.2 permet 

par conséquent de découvrir des systèmes de production de coût minimal que le 

théorème 9.1 (appliqué aux données A, B, Tet. d) ne permettait pas de découvrir. 

L'hypothèse de l'absence de choix de techniques dans l'industrie offre donc la 

possibilité de rendre le théorème d'existence de Salvadori un peu plus puissant. La 

question est de savoir s'il s'agit d'une amélioration importante. L'exemple numérique 

que j'ai présenté dans le paragraphe précédent suggère que l'amélioration est plutôt 

marginale. Le taux de profit étant égal à 30%, la région des vecteurs q pour lesquels 

le théorème 9.2 est satisfait n'est en effet guère plus grande que la région des vecteurs 

q pour lesquels le théorème 9.1 est satisfait 10• Peut-être la performance s'améliore-t-elle 

lorsqu'il existe relativement beaucoup de méthodes industrielles, mais le progrès par 

rapport au théorème 9.1 semble néanmoins modeste. 

4.3. Un théorème d'unicité 

Pour démontrer son théorème, Salvadori s'est basé principalement sur un algorithme de 

programmation linéaire. S'appuyant sur un théorème relatif à l'existence et l'unicité de 

10 La région est maintenant caractérisée par les points extrêmes (-7.19, 21.16), 
(0.22, 16.58), (3.62, 13.98), (5.61, 8.21), et (10.81, -7.19). 
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systèmes de production de coût minimal en production jointe sans terre, Bidard (1987, 

pp. 204-207) a prouvé que la condition du théorème de Salvadori serait à la fois 

suffisante pour !'existence et l'unicité des systèmes de production de coût minimal à 

condition que la demande était exprimée en termes de "r-produits nets" 11• Le théorème 

de Bidard s'énonce comme suit : 

THEOREME 9.3. Existence et unicité des systèmes de production de coût 

minimal (théorème de Bidard) 

S'il existe un vecteur [(m+n)xl] y non négatif tel que 

y'[B-(1 +r)A] ~ d' 

y'T = u' 

alors il existe un et (sauf exception) un seul système de production de coût 

minimal version Bidard pour le vecteur de demande d. 

Ce théorème ne nous permet pas de conclure à l'unicité des systèmes de production de 

coût minimal suivant la définition 8.1. Cette règle admet cependant une exception : les 

résultats du théorème de Bidard pour r = 0 concernent aussi l'unicité dans le sens de 

la définition 8.1. En effet, pour r = 0, la version Bidard de la définition d'un système 

de production de coût minimal coïncide avec notre définition 8.1. Plus spécifiquement, 

cela signifie que pour r = 0, l'unicité des systèmes de production de coût minimal est. 

garantie. (Ce résultat sera démontré de façon indépendante dans le chapitre 12.) 

11 Formellement, le vecteur d'activité x recherché par Bidard est un vecteur qui 
satisfait x'[B-(1 +r)A] = d', au lieu d'un vecteur qui satisfait x'[B-A] = d'. La définition 
de système de production de coût minimal versio"ii Bidard est par conséquent obtenue 
en remplaçant dans la définition 8.1 la condition x'[B-A] = d' par la condition 
x'[B-(1 +r)A] = d'. 
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5. CONCLUSION 

Même sous les hypothèses simplificatrices adoptées dans le chapitre précédent, le 

problème du choix de techniques en présence de terres est loin d'être résolu. Les 

régimes de rente extensive et intensive pure sont les mieux étudiés. En ce qui concerne 

le régime de rente extensive pure, il a été établi que s'il existe un système de production 

de coût minimal pour le vecteur de demande d, il en existe également un pour les 

vecteurs de demande plus petits, et que les systèmes de production de coût minimal sont 

normalement uniques. En ce qui concerne le régime de rente intensive pure, par contre, 

les systèmes de production de coût minimal ne sont plus nécessairement uniques. 

Peu de résultats sont connus concernant !'existence et l'unicité des systèmes de 

production de coût minimal dans le cas général. Le théorème d'existence de Salvadori, 

en termes de la matrice des r-produits nets, fournit une condition suffisante pour qu'il 

existe des systèmes de production de coût minimal. Un exemple numérique a montré 

que la 'performance' du théorème, mesurée par le rapport entre le 'nombre' de systèmes 

de production de coût minimal découverts par le théorème et le 'nombre total' de 

systèmes de production de coût minimal, peut être plutôt médiocre. Le théorème de 

Bidard, enfin, permet de conclure que s'il existe un système de production de coût 

minimal lorsque le taux de profit est nul, alors ce système est normalement unique. 



346 

CHAPITRE 10 

LESTECHNIQUESETLEURSDOMAINESDEPRODUCTION 

============================================= 

.L INTRODUCTION 

Nous venons de voir que les résultats les plus généraux concernant !'existence et l'unicité 

des systèmes de production de coût minimal sont exprimés par les théorèmes de 

Salvadori et de Bidard. Ces théorèmes témoignent d'une approche que l'on pourrait 

qualifier d"intégrale', car elle consiste à établir un lien entre l'existence (et 

éventuellement l'unicité) et une propriété de l'ensemble des méthodes disponibles. Plus 

précisément, les théorèmes de Salvadori et de Bidard font correspondre une propriété 

mathématique de la matrice des r-produits nets et de la matrice des terres à l'existence 

et (le cas échéant à l'unicité) des systèmes de production de coût minimal. 

Les résultats établis pour les 'modèles de blé' (régime de rente extensive ou 

intensive pure) ont été obtenus grâce à une approche différente. Cette approche consiste 

à examiner systématiquement tous les systèmes de production possibles. On procède 

donc par étapes, en ne prenant en compte, pendant chaque étape, qu'un échantillon de 

méthodes de production actives. C'est avec cette approche que je renouerai dans les 

chapitres qui suivent, et à l'aide de laquelle j'essaierai d'obtenir des résultats nouveaux 

concernant l'existence et l'unicité des systèmes."de production de coût minimal. 

Puisqu'il existe en général une infinité de systèmes de production, cette approche 
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paraît à première vue irréalisable. L'hypothèse des rendements constants entraîne 

toutefois que le nombre d'échantillons à examiner est fini. En effet, à tous les systèmes 

de production caractérisés par les mêmes méthodes actives (mais activées à des niveaux 

différents), est associé un seul ensemble de prix, de rentes et de salaire. Au lieu 

d'examiner tous les systèmes de production possibles, on peut alors se borner à examiner 

tous les ensembles de méthodes actives (que j'appellerai techniques). Pour chaque 

technique-on déterminera alors d'une part quelles demandes les systèmes de production 

définies par cette technique sont capables de satisfaire, et d'autre part quel ensemble 

de prix, de rentes, et de salaire correspond à la technique. Dans ce chapitre, je me 

concentrerai exclusivement sur le premier aspect. 

La structure du chapitre est alors la suivante. D'abord je définis et caractérise 

les ensembles de méthodes qui constituent des techniques (section 2). Ensuite, j'examine 

les vecteurs de demande équivalente qu'une technique donnée peut satisfaire (section 

3). 
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2. LES TECHNIQUES 

2.1. La définition d'une techniqye 

Auparavant, je me donnais la demande, représentée par le vecteur d, et le problème 

était de trouver un système de production, caractérisé par un vecteur d'activité x, 

capable d'être un système de coût minimal par à rapport à la demande d. Maintenant, 

le problème est inversé : la donnée première est un ensemble de méthodes actives, et 

j'essaie de voir s'il existe des demandes pour lesquelles cet ensemble définit un système 

de production de coût minimal. 

La raison pour partir d'un ensemble de méthodes actives, est que les prix, les 

rentes et le salaire ne dépendent que des méthodes actives 1. L'hypothèse des 

rendements constants assure que les prix, les rentes et le salaire sont indépendants des 

niveaux auxquels les méthodes sont activées. Par analogie avec ce que Sraffa faisait 

partout dans Production of Commodities, à savoir supposer que le nombre de branches 

du système de production est tout juste suffisant pour déterminer les inconnues du 

système, je ne considérerai ici que les ensembles de méthodes actives qui sont capables 

de bien déterminer les prix, les rentes et le salaire. En d'autres termes, étant donné le 

taux de profit, il faut que les ensembles de méthodes actives soient en mesure de 

déterminer au total k + m + 1 inconnues : 

• k prix de marchandises 

• m rentes 

• 1 salaire. 

1 Naturellement, je continue à supposer que le taux de profit et le numéraire sont 
donnés. 
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A chaque méthode active correspond une équation de prix. Puisque par hypothèse les 

n-g = k-a méthodes industrielles sont toutes actives (cf. le paragraphe 4.1 du chapitre 

8), on dispose donc en dehors des méthodes (de production et/ou de repos) agricoles, 

de k-a+ 1 équations : 

* k-a méthodes industrielles actives 

• 1 numéraire. 

Pour que les inconnues soient bien déterminées, il faut et il suffit normalement que le 

nombre d'équations soit égal au nombre d'inconnues. En l'occurence, cela n'est possible 

que si le nombre de méthodes agricoles actives est égal à la différence entre k + m + 1 

et k-a+ 1, c'est-à-dire à a+m, la somme du nombre de marchandises agricoles (a) et du 

nombre de terres (m ). 

Dans ce qui suit, j'appellerai les ensembles de méthodes de production et/ou de 

repos agricoles qui, conjointement aux méthodes de production industrielles, sont 

capables de déterminer les prix, les rentes et le salaire des techniques. Une technique 

est donc définie comme : 

DEFINITION 10.1. Technique 

Une technique est un ensemble de a+m méthodes de production et/ou de repos 

agricoles actives qui, conjointement aux k-a méthodes de production industrielles, 

sont en mesure de bien déterminer les prix des k marchandises, les rentes des m 

terres, et le salaire, étant donnés le taux de profit et le numéraire . 
..... ,.......--- --· 
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2.2. La composition des techniques 

On pourrait penser qu'il suffit de se donner un quelconque ensemble de a+m méthodes 

agricoles pour composer ·une technique. Mais cela n'est pas le cas, et le but de ce 

paragraphe est de fournir un critère mathématique pour déterminer quels ensembles de 

a+m méthodes agricoles constituent une technique. 

Supposons que Y est un ensemble de a+m méthodes agricoles actives. Pour que 

les méthodes de cet ensemble définissent un système de production de coût minimal, 

l'une des conditions à remplir est que les prix, les rentes et le salaire sont tels que les 

comptes de ces méthodes sont 'en équilibre' (cf. le paragraphe 3.4 du chapitre 8). 

Puisque nous pouvons éliminer les prix des marchandises industrielles du système de 

prix (cf. le paragraphe 5.2 du chapitre 8), cela signifie que pour toute méthode agricole 

active i, !'équation suivante doit être satisfaite : 

(1) 

où Ei(r) représente la i-ième ligne de la matrice des r-offres nettes E(r), T la i-ième 

ligne de la matrice des terres utilisées par l'agriculture 'Î', et fi(r) le i-ième élément du 

vecteur der-travail net f(r). Désignons ensuite par EY(r) la matrice [(a+m)xa] composée 

des a+m lignes de la matrice E(r) qui correspondent aux méthodes appartenant à 

l'ensemble Y, par tY la matrice [(a+m)xm] composée des a+m lignes de la matrice N 

qui correspondent aux méthodes appartenant à l'ensemble Y, et par fy(r) le vecteur 

[(a+m)xl] composé des a+m éléments du vecteur f(r) qui correspondent aux méthodes 

appartenant à l'ensemble Y. Il est alors clair que le système d'équations suivant doit être 

satisfait : 
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(2) 

Ce système peut être réécrit comme : 

(3) 

z 

Cette manière d'écrire le système de prix révèle que mathématiquement, étant donnés 

le taux de profit et le numéraire, le vecteur des prix agricoles p1, le vecteur des rentes 

z et le salaire w ne sont bien déterminés que si le déterminant de la matrice 

[ EY(r) -'Î'Y] n'est pas identiquement nul pour tous les taux de profit r 2• L'ensemble 

des techniques, T, peut donc être défini de la façon suivante : 

T = { Y J Y est un ensemble de a+ m méthodes agricoles 

actives tel que det [ EY(r) -'Î'Y] "" 0 } (4) 

Puisque les a+m méthodes agricoles actives sont choisies parrnig+m méthodes 

agricoles disponibles, l'ensemble des techniques contient au maximum 

(g+m)!/[(g-a)!(a+m)!] éléments. Il est toutefois improbable que le nombre de 

techniques soit égal à ce maximum. En d'autres termes, il peut très bien arriver que 

certains ensembles de a+m méthodes agricoles ne soient pas des techniques. C'est par 

2 Il n'est cependant pas interdit que le déterminant soit nul pour un nombre fini de 
valeurs de r (ces valeurs correspond~nt à w = 0). Si ces valeurs sont des racines serni­
simples de l'équation det [ EY(r) -TY] = 0, alors les prix et les rentes correspondant 
à ces valeurs de r sont également uniquement définis (cf. Schefold, 1977, p. 22). 
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exemple le cas lorsqu'il existe une qualité de terre (disons la terre de qualité j) qui n'est 

utilisée par aucune des a+m méthodes agricoles sélectionnées. Laj-ième colonne de la 

matrice 'Î'Y est alors entièrement composée de zéros, ce qui fait que le rang de la 

matrice [ EY(r) -'Î'Y] est inférieur à a+m, et que l'ensemble Yne peut constituer une 

technique. 

A titre d'illustration, reconsidérons l'exemple numérique du paragraphe 4.1 du 

chapitre précédent. En ce qui concerne les méthodes de production, les données sont 

les suivantes : 

2 2 0 
2 2 2 
4 2 0 
0 2 2 
1 1 1 

Bp = 

6 0 0 
12 0 0 
0 18 0 
0 10 0 
0 0 3 

1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
0 0 0 0 

10 
4 

36 (5) 
4 
5 

Les méthodes de repos, de leur côté, peuvent être représentées de la manière suivante : 

Ao = 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 

Bo= 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 

1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 

0 
0 (6) 
0 
0 

Il s'en suit que la matrice des terres utilisées par les méthodes agricoles est égale à : 

1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 1 0 

A 

T= 0 0 0 1 (7) 
1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
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Une technique doit être composée de a+m = 2+4 = 6 méthodes agricoles. Supposons 

que l'on choisisse l'ensemble composé des trois premières méthodes de repos et des 

trois premières méthodes de production comme candidat-technique. La matrice 'Î'Y 

correpondant à cet ensemble est : 

1 0 0 0 
0 1 0 0 Ty = 0 0 1 0 (8) 
1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 1 0 

Puisque la dernière colonne de cette matrice est nulle, l'ensemble choisi ne peut être 

une technique. Ainsi, dans cet exemple, 4 des 28 candidats-techniques doivent être 

éliminés : il s'agit des ensembles {10, 20, 30, lp. 2p. 3p}, {10, 20, 40, lp. 2p. 4p}, 

{10, 30, 40, lp. 3p. 4p}, et {20, 30, 40, 2p. 3p. 4p}· Il reste donc 24 techniques, que je 

désignerai par les lettres capitales cursives A, B, ... , X (cf. le tableau 10.1 ). 

::.:..-__ _ 
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TABLEAU 10.1 : Les Technigues 

Méthodes ... lo 2o 3o 4o lp 2p 3p 4p 

Technique: 

A X X X X X X 

B X X X X X X 

c X X X X X X 

D X X X X X X 

E X X X X X X 

F X X X X X X 

G X X X X X X 

H X X X X X X 

I X X X X X X 

J X X X X X X 

K X X X X X X 

L X X X X X X 

M X X X X X X 

N X X X X X X 

0 X X X X X X 

p X X X. X X X 

Q X X X X X X 

R X X X X X X 

s X X X X X X 

T X X X X X X 

u X X X X X X 

V X X X X X X 

w X X X X X X 

X X X X X X X 
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2.3. Les techniques 'primaires' et les techniqµes 'semi-productives' 

Suivant leur composition, plusieurs catégories de techniques peuvent être distinguées. 

Supposons que Y soit une technique; partitionnons alors l'ensemble Y en deux sous­

ensembles : l'ensemble Y0, regroupant les méthodes de repos éléments de Y, et 

!'ensemble Y p. regroupant les méthodes de production éléments de Y. Considérons 

d'abord l'ensemble des méthodes de repos actives, Y0• Puisqu'il existe m méthodes de 

repos, et chaque technique est .. ~omposée de a+m méthodes, l'ensemble Y0 contient au 

maximum m méthodes. Cela signifie que si Y0 contient le maximum de méthodes, il 

contient toutes les méthodes de repos, {10, 20, ••• , m0}. J'appellerai une technique qui 

contient toutes les méthodes de repos une technique primaire. Voici la définition: 

DEFINITION 10.2. Technique primaire 

Une technique est dite primaire si elle contient toutes les méthodes de repos, 

c'est-à-dire si aucune terre n'est pleinement cultivée. 

La raison pour laquelle je désigne cette propriété par le mot primaire, est que les 

techniques primaires correspondent à des situations où aucune des m terres n'est rare. 

Autrement dit, elles correspondent à des situations où toutes les terres sont gratuites, 

car la demande est satisfaite en activant seulement a méthodes de production agricoles 

qui n'utilisent la surface entière disponible d'aucune terre. Il est intuitivement clair que 

ceci ne se produit que si la demande est relativement faible, par exemple au début 

d'une phase d'expansion de l'économie. 

Considérons ensuite l'ensemble des méthodes de production actives, Yp. De ce 

qui vient d'être dit, il s'en suit que le nombre de méthodes de production actives varie 

entre a (si toutes les méthodes de repos sont actives) et a+m (si aucune des méthode·-
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de repos n'est active). J'appellerai une technique semi-productive si elle contient, pour 

chaque marchandise agricole, au moins une méthode qui la produit. Voici la définition. 

DEFINITION 10.3. Technique semi-productive 

Une technique est dite semi-productive si elle contient au moins une méthode 

qui produit la marchandise 1, au moins une méthode qui produit la marchandise 

2, .. ., et au moins une méthode qui produit la marchandise a. 

La raison pour laquelle je désigne cette propriété par le mot semi-productive, est que 

seules les techniques semi-productives peuvent être productives. En effet, s'il existait 

une marchandise agricole qui n'est pas représentée parmi les méthodes de production 

actives, alors quels que soient les niveaux d'activité (non négatifs) des méthodes actives, 

on ne pourrait jamais produire une quantité nette positive de la marchandise agricole 

non représentée. 

Reconsidérons l'exemple numérique du paragraphe précédent. En consultant le 

tableau 10.1, on constate facilement que les techniques A, B, C, D, E, et F sont toutes 

primaires. Il est également facile à constater que les techniques A et F ne sont pas semi­

productives. Dans le cas de la technique A, les méthodes de production qui sont actives 

(lp. 2p) produisent toutes les deux la marchandise 1; dans le cas de la technique F, les 

méthodes de production qui sont actives (3p. 4p) produisent toutes les deux la 

marchandise 2. 
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l. LES DOMAINES DE PRODUCTION DES TECHNIQUES 

3.1. La définition d'un domaine de production 

Avant de voir si une technique est en mesure de définir un système de production de 

coût minimal, il est nécessaire de déterminer quels vecteurs de demande la technique 

pourrait satisfaire. Autrement dit, il faut calculer quels produits nets la technique 

pourrait produire. La capacité de production d'une technique dépend de deux sortes de 

facteurs : d'une part les caractéristiques des méthodes de production actives, et d'autre 

part les contraintes de terre. Ceci étant dit, il devrait être clair que le vecteur de 

demande d peut être satisfait par la technique Y si les méthodes de production 

appartenant à Y sont capables de produire le produit net d en respectant les contraintes 

de terre. 

Pour formaliser cela, définissons par analogie avec les définitions des matrices 

EY et tY un vecteur d'activité [(a+m)xl] des méthodes agricoles actives iy qui regroupe 

les niveaux d'activité des méthodes appartenant à la technique Y. Nous avons vu (cf. le 

paragraphe 5.1 du chapitre 8) que le système de production caractéris.é par le vecteur 

d'activité i satisfait le vecteur de demande équivalente q en respectant les contraintes 

de terre si : 

i'E = q' (9) 

i'T = u' (10) 

De façon analogue, nous pouvons alors dire que la technique Y est en mesure de 

satisfaire tous les vecteurs de demande équivalente q pour lesquels il existe un vecteur 
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d'activité ~Y non négatif tel que : 

(11) 

(12) 

Le système (11) exprime qu'en activant les a+m méthodes de la technique Y aux 

niveaux spécifiés par le vecteur ~Y, la technique produit une offre nette de marchandises 

agricoles égale à q. Le système (12) exprime que les niveaux d'activité sont tels que les 

contraintes physiques de !'économie sont respectées, c'est-à-dire que la surface 

disponible de chaque qualité de terre est entièrement répartie entre culture et jachère. 

J'appellerai domaine de production de la technique Y l'ensemble des vecteurs d'offre 

nette q que les méthodes de la technique Y peuvent produire en respectant les 

contraintes de terre. Voici la définition formelle. 

DEFINITION 10.4. Domaine de production 

Le domaine de production de la technique Y, Q(Y), est l'ensemble des vecteurs 

d'offre nette de marchandises agricoles que la technique Y peut produire en 

respectant les contraintes de terre. 

En termes mathématiques, le domaine de production de la technique Y, Q(Y), est par 

conséquent égal à : 

(13) 
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3.2. Les méthodes 'variables' et les méthodes 'constantes' 

De prime abord, on pourrait croire que le domaine de production de la technique Y est 

déterminé en laissant varier les niveaux d'activité de chaque méthode appartenant à la 

technique Y entre leurs niveaux minimaux ( = 0) et leurs niveaux maximaux ( = 1). Le 

fait que les contraintes de terre doivent être respectées, impose toutefois des limites 

plus strictes aux niveaux d'activité admissibles. Je montrerai à présent qu'il est même 

possible que les niveaux d'activité de certaines méthodes actives ne peuvent varier. 

La surface disponible de chaque terre doit être entièrement utilisée par les 

méthodes actives. Supposons maintenant qu'il existe un groupe FT de f terres 

(1 ~ f < m) et un groupe FM de f méthodes actives (donc FM c Y) tels que les 

méthodes appartenant au groupe FM sont les seules méthodes actives à utiliser les 

terres appartenant au groupe FT. En termes mathématiques, on pourrait donc dire que 

la matrice des terres utilisées par les méthodes actives est "décomposable" 3, c'est-à­

dire qu'après un réarrangement de ses a+m lignes et de ses m colonnes, la matrice fY 

peut être ramenée à la forme suivante : 

•y 
(T h1 0 
·y •y 

(T h1 (T )zz 
(14) 

où ('Î'Y)22 est une matrice carrée [fxf] 4
• (Les méthodes du groupe FM correspondent 

alors aux lignes de la matrice ('Î'Y)z2, tandis que les terres du groupe FT correspondent 

3 Normalement, la propriété de décomposabilité n'est attribuée qu'aux matrices 
carrées; je l'applique ici à une matrice rectangulaire. 

4 Puisque Y est une technique, la matrice [ EY(r) .fY] est, sauf pour au IJ?.aximum 
a valeurs du taux de profit, de rang a+ m. Il s'en suit que la matrice (TY)z2 est 
inversible. 
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aux colonnes de cette matrice.) Pour voir que les niveaux d'activité des méthodes 

appartenant à l'ensemble FM sont invariables, partitionnons le vecteur d'activité stY en 

deux: le vecteur [(a+m1)x1] (stY)i regroupant les niveaux d'activité des méthodes 

actives qui n'appartiennent pas au groupe FM, et le vecteur [fxl] (stY)2 regroupant les 

niveaux d'activité des méthodes actives qui appartiennent au groupe FM· Nous pouvons 

alors récrire la condition (12), exprimant que chacune des terres est entièrement utilisée 

par les méthodes actives, comme suit : 

(15a) 

(15b) 

Puisque ('Î'Y)22 est une matrice inversible, il suit de (15b) que : 

(16) 

En d'autres termes; les niveaux d'activité des méthodes appartenant au groupe FM sont 

parfaitement déterminés par le système (16). 

La présence de méthodes actives constantes (comme j'appellerai dorénavant les 

méthodes appartenant à un groupe FM) n'est point exceptionnelle. En régime de rente 

extensive, par exemple, quelle que soit la technique, il existe toujours un ensemble de 

m-a méthodes actives constantes 5• En effet, en régime de rente extensive, chaque terre 

j ne peut être utilisée que par deux méthodes, à savoir la méthode de productionjp et 

5 En régime de rente intensive, par contre, il n'existe jamais de méthodes actives 
constantes. 
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la méthode de repos j 0. Observons ensuite que chaque ligne de la matrice des terres 

utilisées par les méthodes actives 'Î'Y contient exactement un élément positif (égal à 1, 

pour être exact). Puisque Y est une technique, aucune des colonnes de 'Î'Y n'est nulle. 

Etant donné que le nombre de lignes de 'Î'Y est égal à a+m, et le nombre de ses 

colonnes égal à m, il s'en suit qu'il existe exactement a terres qui sont utilisées 

simultanément par une méthode de production active et une méthode de repos active. 

Cela signifie qu'il existe toujours m +a - 2a = m-a méthodes actives qui utilise!lt à elles 

seules m-a terres, ce qui implique que les niveaux d'activité de ces méthodes doivent 

être invariables. 

A titre d'illustration, reconsidérons une nouvelle fois !'exemple numérique 

précédent. Prenons la technique S, composée des méthodes de repos 10 et 20 et des 

quatre méthodes de production: S = {10, 20, lp. 2p. 3p. 4p}· La matrice des terres qui 

correspond à cette technique, est la suivante : 

1 0 0 0 
0 1 0 0 

iS = 1 0 0 0 (17) 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 

Il est clair que les méthodes de production 3p et 4p (représentées respectivement par 

la cinquième et la sixième ligne de iS) constituent ici l'ensemble des ~éthodes actives 

constantes. On calcule sans difficultés qu'ils doivent tous les deux être activées à leurs 

niveaux maximaux. 

La distinction entre méthodes actives constantes et méthodes actives variables 

généralise la distinction babituell.e (faite en régime de rente extensive) entre méthodes 
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infra-marginales et méthodes marginales. La nouvelle distinction est plus générale, non 

seulement parce qu'elle s'applique à tous les cas de figure, mais également parce qu'elle 

prend en compte tant les méthodes de production que celles de repos. La distinction 

entre méthodes infra-marginales et méthodes marginales est en effet le plus souvent 

seulement appliquée aux méthodes de production, ce qui fait, par exemple, qu'en régime 

de rente extensive le nombre de méthodes infra-marginales peut différer de technique 

en technique, tandis que le nombre de méthodes constantes y est toujours égal à m-a. 

3.3. Les techniques impossibles 

Maintenant que nous savons que les méthodes actives peuvent être réparties en 

méthodes variables et méthodes constantes, il est possible d'identifier un certain nombre 

de techniques qui ne pourraient jamais se réaliser. Il s'agit des techniques dont une ou 

plusieurs méthodes actives constantes devraient être activées à des niveaux inadmissibles. 

Je les appellerai techniques impossibles : 

DEFINITION 10.5. Technique impossible 

Une technique est dite impossible si une ou plusieurs de ses méthodes actives 

constantes devraient être activées à des niveaux qui ne peuvent être réalisés. 

En termes mathématiques, une technique impossible est donc une technique pour 

laquelle au moins un élément du vectèùr d'activité des méthodes actives constantes, 

(~Y)2, est soit négatif, soit supérieur à 1. Evidemment, les techniqu~ impossibles ne 

peuvent en aucun cas définir un système de production de coût minimal. 
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li . Les côtés du domaine de production 

Nous avons défini le domaine de production de le technique Y, noté Q(Y), co=e 

l'ensemble des vecteurs d'offres nettes de marchandises agricoles q que la technique 

peut satisfaire en respectant les contraintes de terres. La distinction entre méthodes 

actives constantes et méthodes actives variables étant clarifiée, il est possible de dire 

quelque chose sur la 'forme' de ce domaine de production. Celle-ci dépend en effet 

seulement des méthodes actives variables; les méthodes actives constantes n'ont 

d'influence que sur la position du domaine de production. 

Le niveau d'activité d'une méthode active variable i doit naturellement être non 

négatif. Si !'on calcule maintenant, pour chaque méthode active variable i, la région de 

l'espace des offres nettes de marchandises agricoles pour laquelle le niveau d'activité de 

la méthode i est non négatif tandis que les contraintes de terres sont respectées, et si 

!'on prend ensuite l'intersection de toutes ces régions, on aura trouvé le domaine de 

production de la technique Y. D'une part, étant donné les contraintes de terres, tous les 

points ( = vecteurs d'offres nettes) qui se trouvent en dehors de cette intersection, ne 

peuvent être atteints par la technique Y sans qu'au moins une des méthodes actives 

variables ne soit activée à un niveau négatif. D'autre part, tous les points qui se trouvent 

à l'intérieur de l'intersection, peuvent être satisfaits en activant les méthodes actives à 

des niveaux non négatifs et en respectant les contraintes de terres. Le domaine de 

production est donc constitué par tous les points appartenant à l'intersection. 

Il faut voir maintenant co=ent déterminer, pour chaque méthode active 

variable i, la région où le niveau d'activité de la méthode i est non négatif sans que les 

contraintes de terres ne soient violées. En termes mathématiques, nous cherchons donc 

les vecteurs d'offres nettes q qui satisfont le système suivant : 
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(18) 

(19) 

(20) 

où li représente la i-ième ligne de la matrice d'identité [(a+m)x(a+m)] 1. La frontière 

de cette région est composée des vecteurs q qui satisfont le système (18)-(20) lorsque 

le niveau d'activité de la méthode i est à son minimum, c'est-à-dire lorsque la méthode 

i n'est pas activée (IiiY = 0). Définissons maintenant un vecteur [(a+m-l)xl] iY.i, une 

matrice [(a+m-l)xa] EY,i et une matrice [(a+m-l)xm] i'Y.i en supprimant respectivement 

le i-ième élément du vecteur iY, la i-ième ligne de la matrice EY et la i-ième ligne de 

la matrice 'Î'Y. La frontière de la région associée à la méthode active variable i est alors 

composée des vecteurs q qui satisfont le système d'équations suivant : 

(21) 

(22) 

En termes mathématiques rigoureux, la 'région' en question est un demi-espace, 

,,_e_t-la 'rrôntière' un hyperplan dans l'espace de dimension a q1 X<jzX ••• xq,,. L'équation de 

cet hyperplan peut être trouvée de la façon suivante. D'abord, cherchons le vecteur 

[(a+m)xl] c(Y,i) qui est solution du système d'équations suivant 6 : 

6 La dernière équation ne sert qu'à fixer la dimension du vecteur c(A,i). 
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[ EY,i -'Î'Y,i ] c(Y,i) = 0 (23) 

(24) 

Observons ensuite que le système (21)-(22) s'écrit : 

(~Y,i)' [ EY,i -'Î'Y,i ] = [ q' -u' ] (25) 

Multiplions les deux côtés du système (25) par le vecteur c(Y,i). Etant donné (23), il s'en 

suit que pour tous les vecteurs q appartenant à la frontière l'équation suivante est 

vérifiée : 

[ q' -u' ] c(Y,i) = 0 (26) 

Partitionnons le vecteur c(Y,i) en deux sous-vecteurs : le vecteur cp(Y,i) regroupant les 

a premiers éléments et le vecteur c0(Y,i) regroupant les m derniers éléments : 

c(Y,i) = 
Cp(Y,i) 

c0(Y,i) 

Nous pouvons alors réécrire l'équation (26) : 

q'cp(Y,i) = u'c0(Y,i) 

(27) 

(28) 

Cette équation définit l'hyperplan de tous les vecteurs q qui constituent la frontière du 
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demi-espace associé à la méthode active variable i. J'appellerai la partie de cet 

hyperplan qui correspond à des niveaux non négatifs de toutes les méthodes actives le 

côté du domaine de production Y associé à la méthode active i. Il s'en suit que le 

nombre de côtés du domaine de production d'une technique est normalement égal au 

nombre de méthodes actives variables de cette technique. 

3.5. Un exemple numérique 

Il paraît utile d'illustrer ce qui vient d'être dit à l'aide de l'exemple numérique déjà 

utilisé. Essayons de déterminer le domaine de production de la technique S = 

Pour commencer, calculons la matrice des offres nettes de marchandises agricoles 

E. Puisque par définition E0 = 0, il nous reste qu'à calculer la matrice des offres nettes 

des méthodes de production agricoles E1 (cf. l'équation (29) du chapitre 8). Etant donné 

que (B22-A22)"1 = 1/2, on calcule sans trop de problèmes que : 

4 -2 
9 -3 

-4 16 
-1 7 

(29) 

La matrice des offres nettes correspondant aux méthodes appartenant à la technique Y 

est alors la suivante : 

0 0 
0 0 

Es= 4 -2 (30) 
9 -3 

-4 16-- . 
-1 ./7 



367 

Nous savons (cf. le paragraphe 3.2) que dans cette technique les méthodes de production 

3p et 4p sont les méthodes actives constantes. Pour trouver le domaine de production, 

nous devons calculer quatre hyperplans, correspondant respectivement aux méthodes de 

repos 10 et 20 et aux méthodes de production lp et 2p. Les quatre vecteurs c(S,i) à l'aide 

desquels on peut décrire ces hyperplans, sont les suivants : 

1 1 
3 2 

c(S,10) = -2 
0 

c(S,20) = 0 (31) 
3 

44 28 
20 13 

1 1 
3 2 

c(S,lp) = 0 c(S,2p) = 0 (32) 
0 0 

44 28 
20 13 

Selon la procédure décrite par les équations (26)-(28), nous obtenons les quatre 

équations suivantes, caractérisant les hyperplans associés respectivement aux méthodes 

actives variables 10, 20, 1 p. et 2p : 

(33) 

(34) 
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(35) 

(36) 

Graphiquement, le domaine de la production apparaît comme un parallélogramme dont 

les point extrêmes sont (8,18), (-1,21), (-5,23) et (4,20) (cf. la figure 10.1). 

FIGURE 10.1 
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En régime de rente extensive, les hyperplans se présentent toujours en paires 

d'hyperplans parallèles. Ceci découle du fait qu'en régime de rente extensive, il existe 

une complémentarité parfaite entre la méthode de production et la méthode de repos 

qui utilisent la même qualité de terre. Ainsi, la méthode de production agricole ip ne 



369 

peut être une méthode active variable sans que la méthode de repos i0 ne soit 

également active et variable (et vice versa). Puisque ces deux méthodes sont les seules 

à employer la terre de qualité i, la non activation de la méthode de repos i0 doit 

correspondre à l'activation maximale de la méthode de production ip (sinon les 

contraintes de terre ne seraient pas satisfaites). Cela signifie que les hyperplans associés 

aux méthodes i0 et ip sont parallèles. J'observe toutefois qu'il n'est pas de règle que les 

hyperplans se présentent en paires d'hyperplans parallèles. En régime de rente intensive, 

par exemple, les hyperplans ne sont jamais parallèles. 

3.6. Les techniques dégénérées 

Ayant défini les côtés d'un domaine de production, nous sommes en état de distinguer 

Je domaine de production intérieur de ses frontières. J'appellerai frontières d'un domaine 

de production l'ensemble des côtés du domaine, et j'appellerai domaine de production 

intérieur le domaine de production sans ses frontières. Je désignerai les frontières du 

domaine de production Q(Y) par Q(Y), et son domaine de production intérieur par 

Ô(Y). 

Il peut arriver que le domaine de production intérieur d'une technique soit vide. 

En régime de rente extensive, par exemple, ceci serait le cas si deux hyperplans, au lieu 

d'être parallèles, étaient identiques. J'appellerai dégénérée une technique dont Je 

domaine de production n'est composé que de ses frontières : 

DEFINITION 10.6. Technique dégénérée 

Une technique est dite dégénérée si son domaine de production intérieur est vide, 

c'est-à-dire si son domaine de production s'identifie à ses frontières. 
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Mathématiquement, la technique Y est dégénérée si le rang de la matrice [ EY _fY] 

est inférieur à a+m. Dans ce qui suit, je suppose qu'il n'existe pas de techniques 

dégénérées : 

H.6. Aucune technique n'est dégénérée. 

Cette hypothèse n'implique aucune perte significative de généralité. Par rapport aux 

domaines de production des techniques non dégénérées, les domaines de production des 

techniques dégénérées ont en effet un poids négligeable. Autrement dit, si l'on 

choisissait un vecteur de demande équivalente q par hasard, la chance que ce vecteur 

appartient à un domaine de production d'une technique dégénérée est nulle 7• 

3.7. Les techniques productives 

Plus haut (cf. le paragraphe 2.3), j'ai qualifié les techniques qui contiennent au moins 

une méthode qui produit la marchandise 1, au moins une méthode qui produit la 

marchandise 2, ... , et au moins une méthode qui produit la marchandise a semi-

productives. J'appellerai maintenant productives les techniques qui sont capables de 

produire une offre nette positive de chaque marchandise agricole. Voici la définition 

formelle : 

DEFINITION 10.7. Technique productive 

Une technique est dite productive si son domaine de production intérieur 

comprend au moins un vecteur q positif. 

7 Je remarque que le domaine de production intérieur d'un ensemble de moins de 
a+ m méthodes actives est nécessairement vide. Ceci justifie Je choix de restreindre la 
notion de technique aux ensembles d'exactement a+m méthodes actives. 
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Dans ce qui suit, je suppose (implicitement) que le vecteur de demande finale de 

marchandises agricoles est positif ( d1 > 0). Compte tenu de la définition de la demande 

équivalente (cf. le paragraphe 5.1 du chapitre 8), il s'en suit que le vecteur de demande 

équivalente q est aussi positif. Cela signifie que seules les techniques productives sont 

en mesure de satisfaire la demande équivalente. 

Evidemment une technique doit être semi-productive pour être productive. 

L'inverse n'est pas vraie; une technique peut en effet être semi-productive sans pour 

autant être productive. Illustrons cela à l'aide de l'exemple numérique du chapitre 9. 

Prenons la technique K, composée de trois méthodes de repos et de trois méthodes de 

production :K = { 10, Zo· 40, li" 31" 4p }. Cette technique est semi-productive, car pour 

chacune des marchandises agricoles, une méthode de production est active (la méthode 

lp pour le blé, et les méthodes 3p et 4p pour l'avoine). Il est possible de calculer que 

le domaine de production de cette technique se situe entre les points (-4, 16), (-5, 23), 

(-1, 21), et (0, 14). Comme le montre la figure 10.2, le domaine de production de.la 

technique ne contient aucun vecteur positif, et par conséquent la technique K n'est pas 

productive. 
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FIGURE 10.2 
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4. CONCLUSION 

Le but principal de ce chapitre a été d'introduire et d'analyser la notion de technique. 

J'ai défini une technique comme un ensemble de méthodes agricoles actives, égal en 

nombre à la somme du nombre de marchandises agricoles et du nombre de terres, qui 

est en mesure, conjointement aux méthodes industrielles, de déterminer les prix, les 

rentes, et le salaire. Deux catégories de techniques ont été distinguées à cause de leur 

composition particulière. Une technique primaire est une technique à l'intérieur de 

laquelle toutes les méthodes de repos sont actives; une technique semi-productive est 

une technique à l'intérieur de laquelle pour chaque marchandise agricole au moins une 

méthode de production est active. 

Le deuxième but du chapitre a été de déterminer le domaine de production d'une 

technique, c'est-à-dire l'ensemble des demandes équivalentes qu'une technique est en 

mesure de satisfaire. J'ai attiré l'attention sur le fait important que l'on peut parfois 

partitionner l'ensemble des méthodes actives en deux sous-ensembles : l'ensemble des 

méthodes actives variables, et l'ensemble des méthodes. actives constantes. (Cette 

distinction généralise la distinction traditionnelle entre méthodes marginales et méthodes 

infra-marginales.) J'ai ensuite montré que chaque méthode active variable caractérise 

un des côtés du domaine de production d'une technique. A la fin, deux catégories de 

techniques ont été distinguées à cause de leurs domaines de production remarquables. 

Une technique dégénérée est une technique dont le domaine de production s'identifie 

à ses côtés. Une technique productive est une technique dont le domaine de production 

contient au moins un vecteur positif. 
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CHAPITRE 11 

LE VOISINAGE ET LA RIVALITE 

============================================== 

.1. INTRODUCTION 

Dans le chapitre précédent, j'ai considéré une technique quelconque 'en isolement'. 

Dans le présent chapitre, j'examinerai les relations entre plusieurs techniques. Le but 

de cet examen est de préparer le terrain afin de démontrer des résultats nouveaux 

concernant l'existence et l'unicité des techniques de coût minimal. 

Je décrirai les relations entre les techniques en termes des propriétés de leurs 

domaines de production. Les notions-clé seront celles du voisinage et de la rivalité, qui 

sont définies à partir de deux techniques. Lorsque plusieurs techniques entrent en jeu, 

ces deux notions seront utilisées pour caractériser certaines propriétés du domaine de 

production 'agrégé' d'un ensemble de techniques. 

La structure du chapitre est la suivante. D'abord j'introduis la notion de voisinage 

(section 2), et immédiatement après celle de rivalité (section 3). Ensuite, je définis ce 

qu'est le domaine de production agrégé d'un ensemble de techniques, et j'énonce deux 

propriétés qu'un domaine de production agrégé est susceptible de posséder (section 4). 
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2. LE VOISINAGE 

2.1. La définition du voisina1:e 

Je rappelle que le domaine de production d'une technique, Q(Y), est constitué des 

vecteurs d'offres nettes de marchandises agricoles q que la technique peut produire en 

respectant les contraintes de terre. En termes formels, le domaine de production d'une 

technique quelconque Y est défini comme suit : 

(1) 

où EY représente la matrice des offres nettes des méthodes agricoles actives, tY la 

matrice des terres utilisées par les méthodes agricoles actives, et iy le vecteur d'activité 

des méthodes agricoles actives. Les côtés du domaine de production sont constitués des 

vecteurs d'offres nettes que la technique est en mesure de produire lorsque le niveau 

d'activité d'une méthode active variable est nul, sous contrainte que les niveaux d'activité 

de toutes les autres méthodes agricoles actives sont non négatifs, et que la surface 

disponible de chaque terre est entièrement utilisée. Les frontières du domaine de 

-
production Q(Y), notées Q(Y), sont constituées par l'union de ses côtés. Le domaine 

de production intérieur, noté Ô(Y), est égal au domaine de production sans ses 

frontières. En termes formels, nous avons par conséquent : 

(2) 

(3) 
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La notion de voisinage concerne les techniques dont les domaines de production 

sont adjacents. La définition exacte est la suivante. 

DEFINITION 11.1. Voisinage 

Les techniques Y et Z sont dites voisines si leurs domaines de production ont en 

commun un de leurs côtés. 

Je souligne qu'il ne suffit pas que le domaine de production de la technique Y se trouve 

'aux environs' du domaine de la technique Z, ou même le 'recouvre' (partiellement) 

pour que les techniques Y et Z soient voisines. Il faut absolument que leurs domaines 

de production aient en commun un de leurs côtés. 

2.2. La composition de techniques voisines 

Il est intuitivement clair que deux techniques ne peuvent être voisines que si elles se 

ressemblent. Plus précisément, il est nécessaire que deux techniques voisines aient en 

commun a+m-l méthodes actives. Nous savons que chaque côté d'un domaine de 

production fait partie d'un hyperplan déterminé par la non activation de l'une ·des 

méthodes actives variables (cf. le paragraphe 3.4 du chapitre précédent). Soit i une 

méthode active variable quelconque de la technique Y. A chaque méthode active 

variable i on peut alors associer un hyperplan que l'on décrit à l'aide du vecteur c(Y,i) 

solution des équations suivantes : 

[ EY,i -'Î'Y,i ] c(Y,i) = 0 (4) 

(5) 
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où la matrice [(a+m-l)xa] EY,i représente la matrice des offres nettes EY sans la ligne 

correspondant à la méthode i, et la matrice [(a+m-l)xm] 'Î'Y,i la matrice des terres tY 

sans la ligne correspondant à la méthode i. Soit j une méthode active variable 

quelconque de la technique Z. A chaque méthode active variable j on peut de façon 

analogue associer un hyperplan que l'on décrit à l'aide du vecteur c(Z,j) solution des 

équations suivantes : 

[ EZ,j _tz,j] c(Z,j) = 0 (6) 

I1c(Z,j) = 1 (7) 

Si Y et Z avaient moins que a+ m-1 méthodes actives en commun, on ne pourrait jamais 

trouver une méthode i et une méthode j telles que les matrices [ EY,i -'Î'Y,i] et 

[ EZ,j _tz,j ] seraient égales, et par conséquent les vecteurs c(Y,i) et c(Z,j) ne 

pourraient être égaux que par hasard. En revanche, si les techniques Y et Z étaient 

identiques à une seule méthode active variable près, elles auraient bien un hyperplan 

et partant aussi un côté en commun. 

Le fait d'avoir en commun a+m-1 méthodes n'est toutefois pas une condition 

suffisante pour que deux techniques soient voisines. Il faut en effet que les méthodes 

actives constantes de l'une technique appartiennent toutes à l'autre technique et vièe·· 

versa. 

2.3. Un exemple numérique 

Reconsidérons l'exemple numérique présenté dans le chapitre 9. Dans le chapitre 10, 
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nous avons déjà calculé le domaine de production de la technique S, composée des 

méthodes de repos 10 et 20 et de toutes les quatre méthodes de production. Ce domaine 

est situé entre les points (8, 18), (-1, 21), (-5, 23) et (4, 20). Calculons à présent le 

domaine de la technique V, composée des méthodes de repos 20 et 30 et de toutes les 

quatre méthodes de production. Comme la technique S et la technique V ont a+m-1 

méthodes en commun, il est intéressant de voir si elles sont voisines. 

A l'intérieur de la technique S, ce sont les méthodes de production 3p et 4p qui 

jouent le rôle de méthodes actives constantes. A l'intérieur de la technique V, en 

revanche, ce sont les méthodes de production lp et 4p q_iii jouent ce rôle. Les hyperplans 

associés aux quatre méthodes actives variables peuvent être décrits à l'aidè des vecteurs 

c(V,i) suivants : 

1 1 
0.25 3 

c(V,20) = 3.5 c(V,30) = -2 (8) 
8.25 0 
0 44 
0.75 20 

1 1 
0.25 3 

c(V,2p) = 3.5 c(V,3p) = -2 (9) 
0 0 
0 0 
0.75 20 

Selon la procédure expliquée plus haut (cf. le paragraphe 3.4 du chapitre précédent), 

nous obtenons les quatre équations suivantes, caractérisant les hyperplans (ici : des 

droites) associés respectivement aux méthodes actives variables 20, 30, 2p. et 3p : 
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ql + (1/4)q2 = 25/2 (10) 

(11) 

ql + (1/4)q2 = 17/4 (12) 

(13) 

On peut alors facilement calculer que les points extrêmes du domaine de production de 

la technique V sont (12, 2), (3, 5), (-1, 21) et (8, 18). Il apparaît clairement (cf. la figure 

11.1) que les domaines des techniques S et V ont un de leurs côtés en commun. En 

d'autres termes, les techniques S et V sont voisines. 

Considérons ensuite la technique G, composée des méthodes de repos 10, 20 et 

30 et des méthodes de production lp. 2p et 4p. Comme la technique V, la technique G 

a a+ m + 1 méthodes en commun avec la technique S. A la différence de la technique 

V, la technique G ne contient cependant pas toutes les méthodes actives constantes de 

la technique S. La méthode 3p n'appartient en effet pas à la technique G, et ceci 

entraîne que les techniques S et G ne sont pas voisines. Les calculs le confirment : les 

points extrêmes du domaine de production de la technique G sont (12, 2), (3, 5), (-1, 7) 

et (8, 4), ce qui signifie que les techniques S,,_etG !!'<>nt aucun côté en commun (cf. la 

figure 11.1). 
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FIGURE 11.1 
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3. LA RIVALITE 

3.1. La définition de rivalité 

Puisque les domaines de production de deux techniques voisines sont adjacents, elles 

sont en mesure de satisfaire 'à peu près' les mêmes vecteurs de demande équivalente. 

Par définition, les domaines de production de deux techniques voisines ont en commun 

une partie çl~ leurs frontières. Si leurs domaines de production ont en commun plus 

qu'une partie de leurs frontières, je dirai qu'elles sont rivales. La définition de la rivalité 

est la suivante : 

DEFINITION 11.2. Rivalité 

Deux techniques voisines sont dites rivales si elles sont tous les deux capables de 

satisfaire des demandes équivalentes q autres que celles du côté en commun de 

Jeurs domaines de production. 

Mathématiquement parlant, les techniques voisines Y et Z sont rivales si leurs domaines 

de production intérieurs ne sont pas disjoints : Q(Y) n Q(Z) + (11. En d'autres termes, il 

existe des vecteurs de demande équivalente autres que ceux situés sur la frontière en 

commun entre les deux techniques, qui peuvent être satisfaits aussi bien par la technique 

Y que par la technique Z. Pour ces vecteurs de demande, la technique Y et la technique 

Z sont donc 'rivales'. 

Je souligne que la notion de rivalité ne concerne que les techniques qui sont 

voisines. Deux techniques qui ne sont pas voisines, mais dont les domaines de production 

intérieurs se recouvrent néanmoins partiellement, ne seront pas appelées rivales. 
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3.2. Un critère concernant la rivalité 

Pour contrôler si deux techniques que l'on suspecte d'être rivales le sont vraiment, il 

paraît à première vue nécessaire que l'on calcule le domaine de production de chacune 

de ces techniques. Il n'est pas nécessaire d'aller aussi loin, car il existe un test plus 

court pour vérifier si deux techniques voisines sont rivales. 

Supposons que nous voulons savoir si les techniques voisines Y et Z sont rivales. 

Disons que i est la méthode qui est spécifique à la technique Y, tandis que j est la 

méthode qui est spécifique à la technique Z; en d'autres termes : [Y n Z] u {i} = Y et 

[Y n Z] u {j} = Z. Etant voisines, les techniques Y et Z partagent l'un des hyperplans 

entre lesquels leurs domaines de production respectifs sont situés. Désignons le vecteur 

qui décrit cet hyperplan en commun par c(Y,Z). Puisque i et j sont les méthodes qui 

distinguent la technique Y de la technique Z, il est clair que c(Y,Z) = c(Y,i) = c(Z,j). 

Le domaine de production intérieur d'une technique est situé soit entièrement 

au-dessus, soit entièrement au-dessous de l'hyperplan commun 1. Ce n'est en effet que 

d'un seul côté de l'hyperplan que le niveau d'activité de la méthode i (dans le cas de 

la technique Y) ou de la méthode j (dans le cas de la technique Z) est positif. Comme 

le niveau d'activité maximal de n'importe quelle méthode agricole est égal à 1, le 

domaine de production intérieur de la technique Y se situe entièrement entre 

l'hyperplan en commun, caractérisé par la non activation de la méthode i, et un 

hyperplan parallèle, caractérisé par l'activation maximale de la méthode i, toujours en 

respectant les contraintes de terre. De même le domaine de production intérieur de la 

techJ:Jique Z se situe entièrement entre l'hyperplan en commun, caractérisé par la non 

activation de la méthode j, et un hyperplan parallèle, caractérisé par l'activation 

1 Le point q" est situé au-dessus de l'hyperplan q'c = b si q "•c > b, et au-dessous de 
cet hyperplan si q "• c < b. 
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maximale de la méthode j, toujours en respectant les contraintes de terre. 

Prenons le cas de la technique Y. Par analogie avec la manière dont nous avons 

calculé l'équation de l'hyperplan commun (cf. le paragraphe 3.4 du chapitre précédent), 

il est clair que tous les vecteurs q qui sont situés sur cet hyperplan parallèle caractérisé 

par l'activation maximale de la méthode i satisfont le système d'équations suivant : 

(14) 

(15) 

où Ei et T représentent la i-ième ligne respectivement de la matrice des offres nettes 

de marchandises agricoles E et de la matrice des terres utilisées par l'agriculture 'Î'. 

Synthétiquement, nous pouvons écrire ce système comme suit : 

(16) 

Multiplions maintenant les deux côtés de ce système par le vecteur c(Y,i). Vu la 

définition de ce vecteur (cf. le paragraphe 2.2), tous les vecteurs q appartenant à 

l'hyperplan parallèle satisfont !'équation : 

[ q' -u' ] c(Y,i) = [ Ei -T ] c(Y,i) (17) 

En tenant compte de la partition du vecteur c(Y,i) en deux sous-vecteurs, le vecteur 

cp(Y,i) regroupant les a premiers éléments et le vecteur c0(Y,i) regroupant les m derniers 

éléments : 



c(Y,i) = 
Cp(Y,i) 

c0(Y,i) 
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l'équation qui décrit l'hyperplan parallèle est : 

(18) 

(19) 

De façon analogue, l'hyperplan parallèle correspondant à l'activation maximale de la 

méthode j est décrit par l'équation suivante : 

(20) 

Etant donné (i) que les domaines de production de deux techniques voisines ont 

un de leurs côtés en commun, et (ii) que chacun des deux domaines de production 

intérieurs se situe soit au-dessus, soit au-dessous du côté en commun, leurs domaines de 

production intérieurs ne se recouvrent pas si et seulement si le domaine de production 

intérieur de l'une technique se situe au-dessus, et celui de l'autre technique au-dessous 

de l'hyperplan en commun. Autrement dit : deux techniques voisines ne sont rivales 

que si et seulement si leurs domaines de production se situent soit tous les deux au­

dessus, soit tous les deux au-dessous de l'hyperplan en commun. Il y aura donc rivalité 

si et seulement si les deux hyperplans parallèles se trouvent 'du même côté' de 

l'hyperplan en commun. 

Traduisons cela en termes mathématiques. Par hypothèse nous avons c(Y,i) = 

c(Z,j) = c(Y,Z). Nous pouvons donc écrire les équations (19) et (20) des hyperplans 
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parallèles respectivement comme : 

(21) 

(22) 

L'équation de l'hyperplan en commun s'écrit naturellement comme suit : 

q'cp(Y,Z) = u'c0(Y,Z) (23) 

Dans ces conditions, pour que les hyperplans parallèles se trouvent tous les deux au.­

dessus de l'hyperplan en commun, il faut et il suffit que les constantes des côtés droits 

des équations (21) et (22) soient toutes les deux plus grandes que la constante du côté 

droit de l'équation (23). En termes formels : 

(24) 

(25) 

Evidemment, cela n'est possible que si et seulement si : 

(26) 

(27) 
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Par analogie, pour que les hyperplans parallèles se trouvent tous les deux au-dessous de 

l'hyperplan en commun, il faut et il suffit que les constantes des côtés droits des 

équations (21) et (22) soient toutes les deux plus petites que la constante du côté droit 

de l'équation (23) : 

(28) 

(29) 

ce qui n'est possible que si et seulement si : 

(30) 

(31) 

On peut alors résumer et dire que les hyperplans parallèles ne se trouvent du même 

côté de l'hyperplan en commun que si et seulement si : 

E;cp(Y,Z) - Tc0(Y,Z) 

Ejcp(Y,Z) - 'Î'jc0(Y,Z) 
> 0 (32) 

Il suffit donc de vérifier si la condition (32) est satisfaite pour savoir si deux techniques 

voisines sont rivales. 
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~ Un exemple numérique 

Reconsidérons une nouvelle fois l'exemple numérique du chapitre 9. Nous savons déjà 

(cf. le paragraphe 2.3 de la section précédente) que les techniques S et V sont voisines. 

Vérifions à présent, à l'aide du critère que nous venons de dériver, si elles sont rivales 

ou non. 

Il s'en suit que ce sont les méthodes 10 et 30 qui distingue.?-t les deux techniques. Le 

vecteur c(S, V) qui décrit l'hyperplan en commun entre les deux techniques est par 

conséquent égal à c(S,10) = c(V,30) (cf. le paragraphe 3.5 du chapitre 10 et le 

paragraphe 2.3 de la section précédente), c'est-à-dire : 

c(S,V) = 

1 
3 

-2 
0 

44 
20 

(33) 

Pour appliquer le critère, nous avons besoin des lignes de la matrice des offres nettes 

de marchandises agricoles E et de la matrice des terres utilisées par l'agriculture 'Î' qui 

correspondent aux méthodes de repos 10 et 30. Commençons par la méthode 10. Les 

lignes recherchées sont respectivement la première ligne de la matrice E0 et la première 

ligne de la matrice T0. Il s'avère que : 

(34) 

(T0)
1 =. [ 1 0 0 0 ] (35) 
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En ce qui concerne la méthode 30, les lignes recherchées sont respectivement la 

troisième ligne de la matrice E0 et la troisième ligne de la matrice T0. Il s'avère 

maintenant que : 

(E0)3 = [ 0 0] 

(T0)3 = [ 0 0 1 0 ] 

Il est maintenant facile d'appliquer le critère (32). Nous avons en effet : 

(E0)1cp(S, V) - (T0)1c0(S, V) 

(E0)3cp(S, V) - (T0)3c0(S, V) 
= 

(To)lco(S, V) 

(To)3co(S, V) 

-2 
= < 0 

44 

(36) 

(37) 

(38) 

La conclusion est que les techniques S et V ne sont pas rivales, ce qui était par ailleurs 

déjà clair de la figure 11.1. 

Comparons ensuite la technique S avec une autre de ces voisines, à savoir la 

technique T = { 10, 30, lp. 2p. 3p. 4p }. Ce sont maintenant les méthodes 20 et 30 qui 

distinguent les deux techniques. Le vecteur c(S, T) qui décrit l'hyperplan en commun 

entre les deux techniques est par conséquent égal à c(S,20) = c(T,30). Des calculs déjà 

faits (cf. le paragraphe 3.5 du chapitre 10) il ressort que : 

c(S,T) = 

1 
2 
0 
3 

28 
13 

(39) 
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Pour appliquer le critère, nous avons à présent besoin des lignes de la matrice des offres 

nettes de marchandises agricoles E et de la matrice des terres utilisées par l'agriculture 'Î' 

qui correspondent aux méthodes de repos 20 et 30• Les lignes correspondant à la 

méthode 20 sont respectivement la deuxième ligne de la matrice E0 et la deuxième ligne 

de la matrice T0. Il est clair que : 

(E0)2 = [O O] 

(T0)
2 = [ 0 1 0 0 ] 

L'application du critère (32) nous donne alors : 

(E0)2cp(S,T) - (T0)2c0(S,T) 

(E0)3cp(S, T) - (T0)3c0(S, T) 
= 

(To)2co(S, T) 

(To)3co(S, T) 

(40) 

(41) 

3 
= > 0 (42) 

28 

Contrairement au cas précédent, il ressort maintenant que les techniques S et T sont 

rivales. La représentation graphique des domaines de production de S, Tet V confirme 

cette conclusion (cf. la figure 11.2). 
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FIGURE 11.2 
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4. LE DOMAINE DE PRODUCTION AGREGE 

4.1. La définition d'un domaine de production agrégé 

Dans ce qui suit, je ne vais pas toujours prendre en compte l'ensemble de toutes les 

techniques T. En effet, les théorèmes principaux du chapitre suivant n'auront trait 

qu'aux certains sous-ensembles de l'ensemble de techniques. Supposons que C soit un 

sous-ensemble non vide de l'ensemble des techniques T (Ci: T). J'appellerai domaine 

de production agrégé de l'ensemble de techniques C l'ensemble de tous les vecteurs 

d'offres nettes q obtenus en agrégeant les domaines de production des techniques 

appartenant à C. Je représenterai le domaine de production agrégé de l'ensemble C par 

Q[C]. La définition formelle de Q[C] est la suivante : 

DEFINITION 11.3. Domaine de production agrégé 

Le domaine de production agrégé de l'ensemble de techniques C, Q[C], est l'union 

de tous les domaines de production des techniques de C. 

En termes mathématiques, si C = { C1, C2, ... , Cg}, le domaine de production agrégé 

Q[C] est égal à : 

(43) 

4.2. Les domaines de production agrégés enchaînés et bien ordonnés 

Dans le chapitre suivant, je démontrerai un théorème concernant les ensembles de 

techniques C = { C1, C2, ... , Cg } dont les domaines de production agrégés Q[C] 

possèdent deux propriétés spécifiques. Ces propriétés concernent d'une part la manière 
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dont les domaines de production des techniques C1, C2, .. ., Cg sont liés, et d'autre part 

ce qui se passe si les domaines de production intérieurs de deux techniques ci et cj se 

chevauchent. 

J'appellerai le domaine de production agrégé Q[C] enchaîné si chaque technique 

appartenant à l'ensemble C est directement ou indirectement voisine de toute autre 

technique de l'ensemble C. En termes formels : 

DEFINITION 11.4. Domaine de production agrégé enchaîné 

Le domaine de production agrégé de l'ensemble de techniques C est dit enchaîné 

si quelles que soient les techniques ci et cj éléments de c, ou bien la technique 

Ci est voisine de la technique Cj, ou bien il existe une chaîne de h techniques Y1, 

Y2, ••• , Yb (h ~ 1), toutes éléments de l'ensemble C, telles que Ci est voisine de 

Y1, Y1 voisine de Y2, ••• , et Yb voisine de C1• 

De façon vague, un domaine enchaîné est 'd'une pièce'. 

Ensuite, j'appellerai le domaine de production agrégé Q[C] bien ordonné si 

chaque fois qu'il y a chevauchement entre les domaines de production intérieurs de deux 

techniques appartenant à C, ou bien les deux techniques sont voisines (et par conséquent 

rivales), ou bien les deux techniques sont reliées par une chaîne de techniques voisines, 

toutes appartenant à C, et telles qu'au moins une technique est rivale d'une autre. La 

définition formelle est la suivante : 
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DEFINITION 11.5. Domaine de production agrégé bien ordonné 

Le domaine de production agrégé de l'ensemble de techniques C est dit bien 

ordonné si dans le cas où les domaines de production intérieurs de deux 

techniques Ci et Cj éléments de C se recouvrent (partiellement), ou bien la 

technique ci est voisine (et donc rivale) de cj, ou bien il existe une chaîne de 

h techniques Yi, Y2, ... , Yb (h ~ 1), toutes éléments de l'ensemble C, telles que 

Ci est voisine de Yi, Y1 voisine de Y2, ••• , et Yb voisine de Cj, et au moins un de 

ces h + 1 couples de techniques voisines est un couple de techniques rivales. 

De façon vague, 'bien ordonné' signifie que la 'cause' du chevauchement entre domaines 

de production intérieurs qui constituent Je domaine de production agrégé Q[C] est la 

rivalité entre deux techniques éléments de l'ensemble C. Evidemment, un domaine de 

production agrégé 'sans chevauchements' (c'est-à-dire, entièrement composé de domaines 

de production dont les domaines de production intérieurs sont tous disjoints), est bien 

ordonné. 

Pour désigner les ensembles de techniques dont les domaines de production sont 

à la fois enchaînés et bien ordonnés, j'utiliserai Je terme complet. Voici la définition : 

DEFINITION 11.6. Ensemble de techniques complet 

L'ensemble de techniques C est dit complet si son domaine de production agrégé 

Q[C] est enchaîné et bien ordonné. 

Les ensembles complets joueront un rôle essentiel dans les hypothèses du théorème 

d'unicité du chapitre suivant. 
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4.3. Un exemple numérique 

Toujours en partant du même exemple numérique, examinons si l'ensemble de 

techniques C = { 0, V} est complet. Nous savons déjà (cf. le paragraphe 2.3) que les 

points extrêmes du domaine de production de la technique V= { 20, 30, lp, 2p, 3p, 4p } 

sont respectivement (12, 2), (3, 5), (-1, 21) et (8, 18). Il est également possible de 

calculer que les points extrêmes du domaine de production de la technique 

0 = { 10, 30, 40, 2p, 3p, 4p } sont respectiv_ement (9, -3), (5, 13), ( 4, 20) et (8, 4 ). 

FIGURE 11.3 
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La représentation graphique de ces deux domaines (cf. la figure 11.3) montre alors 

clairement que : 

ni directement, ni indirectement, la technique 0 n'est voisine de la technique V; 

les domaines de production intérieurs des techniques 0 et V se recouvrent 

partiellement sans qu'il n'existe de rivalité. 

L'ensemble de techniques C n'est ni enchaîné, ni bien ordonné. 

Examinons maintenant si l'ensemble de techniques C' = { 0, T, V} est complet. 

Plus haut (cf. la figure 11.2) nous avons vu que les points extrêmes du domaine de 

production de la technique T = { 10, .30, lp. 2p. 3p. 4p} sont respectivement (12, 2), 

(8, 4), (4, 20) et (8, 18). De plus, j'ai montré que les techiliques Tet V sont voisines et 

FIGURE 11.4 
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rivales (cf. le paragraphe 3.3). On peut également montrer que les techniques 0 et T 

sont voisines (mais pas rivales), comme l'illustre la figure 11.4. Cela signifie donc en 

premier lieu que le domaine de production est enchaîné. De plus, le domaine de 

production agrégé est également bien ordonné. En effet, les domaines de production 

intérieurs des techniques V et T se recouvrent partiellement, mais V et T sont rivales; 

les domaines de production intérieurs des techniques V et 0 se recouvrent aussi, mais 

il existe une 'chaîne' de techniques éléments de C', à savoir la chaîne composée de la 

technique T, qui relie V à 0, et qui est telle que T est rivale de V. 

_,--- ---
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5. CONCLUSION 

Le but de ce chapitre a été de décrire les relations entre plusieurs techniques à l'aide 

des propriétés de leurs domaines de production. 

J'ai commencé par étudier les relations entre deux techniques. J'ai qualifié deux 

techniques voisines si leurs domaines de production ont en commun un de leurs côtés. 

J'ai qualifié deux techniques voisines rivales si leurs domaines de production intérieurs 

se recouvrent (partiellement). Un critère a été établi pour vérifier si deux techniques 

voisines sont rivales. 

Ensuite, j'ai utilisé ces notions pour décrire les relations entre les techniques d'un 

ensemble quelconque. Le domaine de production agrégé d'un ensemble de techniques 

a été défini comme l'union des domaines de production des techniques appartenant à 

cet ensemble. En ce qui concerne les domaines de production agrégés, j'ai énoncé deux 

propriétés importantes. Le domaine de production agrégé de l'ensemble C est dit 

enchaîné si n'importe quelle technique de C est directement ou indirectement voisine 

de n'importe quelle autre technique de C. Le domaine est dit bien ordonné si en cas de 

chevauchement entre les domaines de production de deux techniques appartenant à C, 

ces deux techniques sont directement ou indirectement rivales. Un ensemble de 

techniques dont le domaine de production agrégé est à la fois enchaîné et bien ordonné 

est appelé complet. 
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CHAPITRE 12 

EXISTENCE ET UNICITE DES TECHNIQUES 

DE COUT MINIMAL EN PRESENCE DE TERRE 

============================================== 

.1. INTRODUCTION 

Le terrain est maintenant suffisamment préparé pour pouvoir entamer l'examen de 

l'existence et de l'unicité des techniques de coût minimal. A ce stade il peut être utile 

de remettre à l'esprit la différence entre 'système de production' et 'technique'. Un 

système . de production est caractérisé par un vecteur d'activité. Un système de 

production de coût minimal est défini en fonction d'un vecteur de demande donné. 

Ainsi, pour que le système de production caractérisé par le vecteur d'activité ~ soit de 

coût minimal par rapport à la demande équivalente q, il faut que l'offre nette de 

marchandises agricoles de ce système soit égale à la demande équivalente donnée 

[~'E = q']. Une technique, en revanche, n'est qu'une liste de méthodes actives. Une 

technique de coût minimal ne sera pas définie en fonction d'un vecteur de demande 

donné. En effet, je remplacerai le critère de la satisfaction de la demande q par le 

critère qu'une technique ne peut être de coût minimal que si son domaine de production 

comprend au moins un vecteur q positif. Lorsque je dirai que la technique Y est de coût 

minimal, j'entends alors qu'il existe un système de coftt minimal caractérisé par un 
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vecteur iy pour chaque vecteur q .appartenant au domaine de la technique Y . 
. 

En ce qui concerne !'existence de techniques de coût minimal, j'essaierai alors de 

fournir une réponse à la question suivante : étant donné le taux de profit, sous quelles 

conditions existe-t-il au moins une technique de coût minimal ? En ce qui concerne. 

l'unicité des techniques de coût minimal, la question sera : étant donné Je taux de profit, 

sous quelles conditions Je domaine de production (intérieur) d'une technique de coût 

minimal ne recouvre-t-il pas le domaine de production (intérieur) d'aucune autre 

technique de coût minimal ? Pour pouvoir répondre à cette dernière question, je ferai 

l'hypothèse que le domaine de production agrégé de l'ensemble des techniques de coût 

minimal est enchaîné et bien ordonné. 

Une remarque encore avant de commencer. Il est important de voir que la façon 

dont je viens de définir une technique de coûLminimal est telle que l'existence de 

plusieurs techniques de coût minimal n'implique pas que leur unicité ne soit pas 

garantie. En effet, si les domaines de production (intérieurs) de toutes les techniques de 

coût minimal sont disjoints, alors il y a unicité des techniques de coût minimal. 

La structure du chapitre est alors la suivante. D'abord je définis d'une manière 

précise ce qu'est une technique de coût minimal (section 2). Ensuite je m'arrête sur les 

techniques qui sont à la fois primaires et semi-productives, car elles joueront un rôle 

important dans le théorèmes sur l'existence et l'unicité (section 3). Après cela, je suis 

en état de présenter un théorème sur l'existence (section 4), et puis un théorème sur 

l'unicité des techniques de coût minimal (section 5). Pour faciliter la lecture, je regroupe 

les démonstrations des théorèmes 12.1, 12.2, 12.4 et 12.7 dans l'annexe de ce chapitre. 
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2. LES TECHNIQUES DE COUT MINIMAL 

2.1. Les prix. les rentes et le salaire associés à une technique 

J'ai défini une technique comme un ensemble de a+m méthodes agricoles actives qui 

détermine les prix, les rentes et le salaire, étant donné le taux de profit et le numéraire 

(cf. le paragraphe 2.1 du chapitre 10). Dans ce qui suit, je supposerai toujours que la 

première marchandise (le blé) sert de numéraire 1• Je désignerai par p1(Y,r) les prix des 

k marchandises agricoles, par z(Y,r) les rentes des m terres, et par w(Y,r) le salaire 

déterminés par la technique Y lorsque le taux de profit est r. En d'autres termes, si les 

a+ m méthodes de la technique Y étaient toutes actives, les comptes de toutes ces 

techniques devraient être en équilibre (cf. le paragraphe 3.4 du chapitre 8), ce qui ri' est 

possible que si les prix, les rentes et le salaire satisfont au système d'équations suivant : 

(1) 

(2) 

Comme auparavant, EY(r) représente les a+m lignes de la matrice des r-offres nettes 

de marchandises agricoles qui correspondent aux méthodes éléments de la technique Y, 

fY les a+ m lignes de la matrice des terres qui correspondent aux méthodes éléments 

de la technique Y, et rY(r) les a+m éléments du vecteur de r-travail net qui 

correspondent aux a+m méthodes éléments de la technique Y. Les a+m équations du 

1 J'ai besoin d'un numéraire pour définir les ensembles P(r), Z(r), W(r) et S(r) dans 
le paragraphe suivant. Le choix de techniques ne dépend cependant pas du numéraire, 
qui peut être choisi librement. Je me distancie donc des remarques de Guichard (1987, 
pp. 121-123), qui laisse entendre le contraire. 
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système (1) expriment que les comptes des a+m méthodes appartenant à la technique 

Y doivent être en équilibre, tandis que l'équation (2) exprime que le blé sert de 

numéraire. Si Y est une technique, ces a+ m + 1 équations suffisent normalement 2 pour 

déterminer les k prix, les m rentes et le salaire, le taux de profit étant donné. 

Savoir si la technique Y peut définir des systèmes de production de coût minimal 

dépend des comptes des méthodes qui n'appartiennent pas à la technique Y, c'est-à­

dire des comptes des méthodes non actives. Définissons, pour chaque méthode i, un 

nombre si(Y,r) égal à la différence entre les recettes de la méthode i et ses dépenses, 

é!ant donné le taux de profit r et les prix, les rentes et le ~alaire déterminés par l~ 

technique Y. En termes formels, nous avons : 

(3) 

Si si(Y,r) > 0, le compte de la méthode i est excédentaire, et si si(Y,r) < 0 déficitaire. 

Dans le premier cas, on dit aussi que la méthode i rapporte un surprofit. En notation 

vectorielle, nous avons évidemment : 

s(Y,r) e E(r)p1(Y,r) - 'Î'z(Y,r) - f(r)w(Y,r) (4) 

J'appellerai s(Y,r) le vecteur des surprofits. En distinguant les m méthodes de repos des 

g méthodes de production agricoles disponibles, nous pouvons réécrire (4) comme suit: 

(5) 

2 Cf. la note 2 du chapitre 10. 
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s1(Y,r) "'E1(r)p1(Y,r) - T1z(Y,r) - r1(r)w(Y,r) (6) 

où le vecteur [mxl] s0(Y,r) représente les surprofits des m méthodes de repos, et le 

vecteur [gxl] s1 (Y,r) représente les surprofits des g méthodes de production agricoles. 

En tenant compte des définitions de la matrice des r-offres nettes E(r) et du vecteur de 

r-travail net f(r) (cf. le paragraphe 5.3 du chapitre 8) et du fait que T0 "' 1, nous 

réduisons (5) à la forme suivante : 

s0(Y,r) "' -z(Y,r) (7) 

En d'autres termes, les méthodes de repos ne rapportent pas de surprofits, si et 

seulement si le vecteur des rentes déterminé par la technique Y est non négatif. 

Notons aussi qu'en représentant les a+ m éléments du vecteur des surprofits s(Y,r) 

qui correspondent aux méthodes appartenant à la technique Y par sy(Y,r), le système 

(1) se réécrit de la façon suivante : 

(8) 

2.2. Les techniques de coût minimal 

Dans le chapitre 8, j'ai énoncé la définition d'un système de production de coût minimal. 

En formulant cette définition, je supposais que la demande était donnée. J'iJ,.bando_!lJie 

à présent cette hypothèse, et au lieu de chercher les systèmes de production de coût 

minimal à vecteur de demande donné, je cherche les techniques de coût minimal pour 

au moins un vecteur de demande. Au lieu de parler de systèmes de production de coût 

minimal je parlerai donc de techniques de coût minimal. Une technique sera dite de coût 
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minimal si elle définit au moins un système de production de coût minimal. En d'autres 

termes, la technique Y sera dite de coût minimal si les méthodes appartenant à la 

technique Y peuvent être activées à des niveaux tels que le système de production ainsi 

défini soit un système de production de coût minimal pour une demande égale au 

produit net de ce système de production. 

Vu la définition du système de production de coût minimal, il existe cinq raisons 

pour lesquelles une technique Y ne pourrait pas être de coût minimal : 

(1) la technique Y détermine un prix négatif pour au moins une des k marchandises 

agricoles [p1 (Y,r ~ O]; 

(2) la technique Y détermine une rente négative pour au moins une des m terres 

[z(Y,r) i O]; 

(3) la technique Y détermine un salaire négatif [w(Y,r) < O]; 

( 4) aux prix, aux rentes et au salaire déterminés par la technique Y, il existe une 

méthode non active qui rapporte un surprofit [s(Y,r) /:. O]; 

(5) la technique Y n'est pas productive [le domaine de production de la technique, 

Q(Y), ne contient aucun élément positif]. 

Les trois premières raisons sont évidentes. La quatrième raison concerne la stabilité de 

l'économie. Si l'une des méthodes non actives rapportait un surprofit, il y aurait une 

incitation à investir dans cette méthode, et donc à l'activer. La cinquième raison exclut 

les techniques qui ne peuvent satisfaire aucun vecteur de demande équivalente positif. 

C'est la seule des cinq qui ne dépend pas de la valeur du taux de profit. En d'autres 

termes, lorsque le taux de profit change, une technique qui était stable peut bien devenir 

instable, mais une technique qui était productive ne peut jamais devenir non productive. 
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Formalisons un peu ce raisonnement, et faisons correspondre à chacune de ces 

raisons un ensemble qui regroupe les techniques pour lesquelles cette cause ne constitue 

pas un obstacle pour qu'elles soient de coût minimal. Autrement dit, étant donné le taux 

de profit r et le numéraire, définissons un ensemble P(r) regroupant les techniques qui 

déterminent un vecteur de prix semi-positif, un ensemble Z(r) regroupant les techniques 

qui déterminent un vecteur des rentes non négatif, un ensemble W(r) regroupant les 

techniques qui déterminent un salaire nor\ négatif, un ensemble S(r) regroupant les 

techniques qui déterminent un vecteur des surprofits non positif, et un ensemble Q 

regroupant les techniques qui sont productives. En termes mathématiques, les ensembles 

P(r), W(r), Z(r), Y(r) et Q sont définis de la manière suivante : 

P(r)"' { Ye T 1p1(Y,r)~0} (9) 

Z(r) "' { Y E T 1 z(Y,r) ~ 0 } (10) 

W(r) "' { Y e T 1 w(Y,r) ~ 0 } (11) 

S(r) "' { Y e T 1 s(Y,r) ~ 0 } (12) 

Q "' { Y E T 1 3 q > 0 : q E .Q(Y) } (13) 

Définissons ensuite l'ensemble de techniques C(r) qui regroupe toutes les techniques 

de coût minimal, le taux de profit étant égal à r. Une technique de coût minimal est par 

définition une technique pour laquelle tous les prix, toutes les rentes et le salaire sont 

non négatifs (évidemment pas tous nuls), qui est stable, et qui est capable de produire 
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un vecteur d'offres nettes positif. L'ensemble des techniques de coût minimal est donc : 

C(r) = { Y ET 1 p1(Y,r) ~ 0, z(Y,r) ~ 0, w(Y,r) ~ 0, 

s(Y,r) ~ 0, et 3 q > 0 : q E Q(Y) } (14) 

D'après les définitions (9)-(13), une autre manière de définir l'ensemble des techniques 

de coût minimal C(r) est la suivante : 

C(r) = P(r) n Z(r) n W(r) n S(r) n Q (15) 

2.3. Deux théorèmes sur l'ensemble des techniques de coût minimal 

La définition (15) exprime que l'ensemble des techniques de coût minimal peut être 

trouvé en prenant l'intersection de cinq autres ensembles : l'ensemble des techniques à 

prix (semi-)positifs, l'ensemble des techniques à rentes non négatives, l'ensemble des 

techniques à salaire non négatif, l'ensemble des techniques stables, et l'ensemble des 

techniques productives. Toutefois il est inutile de prendre en considération deux de ces 

cinq ensembles. Voici les théorèmes. 

THEOREME 12.1. Redondance de l'ensemble Z(r) 

Une technique stable est ipso facto une technique pour laquelle le vecteur des 
·-::---

·.rentes est non négatif. 

THEOREME 12.2. Redondance de l'ensemble P(r) 

Une technique qui paie un salaire non négatif, qui est stable et productive est 

ipso facto une technique pour laquelle le vecteur des prix est semi-positif. 
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En termes mathématiques, le théorème 12.1 signifie que si le vecteur des surprofits 

s(Y,r) est non positif, alors le vecteur des rentes z(Y,r) est nécessairement non négatif. 

Le théorème 12.2, à son tour, signifie que si le salaire w(Y,r) est non négatif, le vecteur 

des surprofits s(Y,r) non positif, et la technique Y productive, alors le vecteur des prix 

p1(Y,r) est nécessairement semi-positif. Nous pouvons par conséquent récrire (15) 

comme suit: 

C(r) = W(r) n S(r) n Q (16) 

Pour savoir si une technique est une technique de coût minimal, il suffit donc de vérifier 

qu'elle détermine un salaire non négatif, qu'elle est stable et qu'elle est productive 3. 

2.4. Un exemple numérique 

Pour illustrer que l'ensemble des techniques de coût minimal n'est pas forcément le 

même pour deux taux de profit différents, je me sers à nouveau de l'exemple numérique 

présenté dans le chapitre 9. Supposons que l'on veuille connaître les techniques de coût 

minimal lorsque le taux de profit est nul et lorsque le taux de profit est 30%. Après 

avoir calculé les prix, les rentes et le salaire associés à chacune des 24 techniques de 

l'exemple, j'ai construit les deux tableaux suivants, indiquant celles des 24 techniques 

considérées qui appartiennent respectivement à l'ensemble des techniques payant un 

3 La redondance des ensembles Z(r) et P(r) n'implique pas pour autant que l'on 
puisse déterminer si une technique est de coût minimal sans connaître les rentes et les 
prix. Il faut en effet connaître les prix et les rentes pour vérifier si une technique est 
stable ou non. Notons par ailleurs que la redondance de l'ensemble P(r) dépend de 
l'hypothèse de l'absence de production jointe, tandis que la redondance de l'ensemble 
Z(r) ne dépend d'aucune des hypothèses spécifiques adoptées dans la section 4 du 
chapitre 8. 
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salaire non négatif, à l'ensemble des techniques stables, et à l'ensemble des techniques 

productives. Les techniques de coût minimal sont celles qui appartiennent à ces trois 

ensembles. 

Il ressort des tableaux 12.1 et 12.2 que les ensembles des techniques de coût 

minimal pour r = 0 et pour r = 0.3 sont respectivement C(O) = { E, I, N, T } et 

C(0.3) = { E, I, M, 0, U }. Il est donc clair que la composition de l'ensemble des 

techniques de coût minimal peut changer avec le taux de profit. 
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TABLEAU 12.1: Les Techniaues de Coût Minimal (r = Ol 

Ensembles -+ W(O) S(O) Q C(O) 

Technique: 

A 

B X X 

c X X 

D X X 

E X X X X 

F 

G X 

H X X 

I X X X X 

J X 

K X 

L X X 

M X X 

N X X X X 

0 X 

p X X 

Q X X 

R X 

s X X 

T X X X X 

u X X 

V X X 

w X X 

X X X 
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TABLEAU 12.2: Les Technigµes de Coût Minimal (r = 0.3) 

Ensembles .. W(0.3) S(0.3) Q C(0.3) 

Technique: 

A 

B X X 

ç X X 

D X X 

E X X X X 

F X 

G X 

H X X 

I X X X X 

J X 

K X 

L X X 

M X X X X 

N X X 

0 X X X X 

p ·x X 

Q X X 

___ .R 
X X 

s X X 

T X X 

u X X X X 

V X X 

w X X 

X X X 
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3. LES 1ECHNIOUES PRIMAIRES SEMI-PRODUCTIYES 

3.1. Les définitions des techniqµes primaires et (semi-)productives 

Nous avons antérieurement défini les techniques primaires comme celles qui contiennent 

toutes les méthodes de repos (cf. le paragraphe 2.3 du chapitre 10). Puisqu'il existe m 

terres et par conséquent m méthodes de repos, et étant donné qu'une technique est 

toujours composée de a+m méthodes agricoles, une technique primaire contient 

exactement a méthodes de production agricoles, c'est-à-dire autant de méthodes de 

production agricoles que de marchandises agricoles. Nous avons en outre signalé que 

seules les techniques semi-productives peuvent être productives. Je rappelle qu'une 

technique est semi-productive si elle contient au moins une méthode qui produit la 

marchandise agricole 1, au moins une méthode qui produit la marchandise agricole 2, 

... , et au moins une méthode qui produit la marchandise a. Cela signifie par conséquent 

qu'une technique primaire ne peut être une technique de coût minimal que si elle 

contient exactement une méthode qui produit la marchandise 1, exactement une méthode 

qui produit la marchandise 2, ... , et exactement une méthode qui produit la marchandise 

a. 

3.2. La stabilité des techniques primaires semi-productives 

Prenons une technique primaire semi-productive quelconque Y, et examinons .les 

conditions de sa stabilité. Considérons d'abord les méthodes de repos actives. Puisque 

Y est une technique primaire, !'ensemble des méthodes de repos actives Y0 contient 

toutes les méthodes de repos, c'est-à-dire : Y0 = { 10, 20, •• ., m0 }. Par hypothèse, les 

comptes des méthodes actives sont tous en équilibre [sy(Y,r) = O]. Appliquée aux 

méthodes de repos, cette hypothèse sigrufie que toutes les rentes sont nulles. En effet, 
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par définition le surprofit rapporté par la méthode de repos i0 est !'opposé de la rente 

de la terre i [en notation vectorielle : s0(Y,r) = -z(Y,r), cf. l'équation (7)]. Si toutes les 

méthodes de repos sont actives, il faut que s0(Y,r) = 0, et les rentes sont toutes nulles 

[z(Y,r) = O]. 

Considérons ensuite les méthodes de production actives. Comme je viens de 

signaler, une technique primaire contient a méthodes de production; l'ensemble des 

méthodes de production actives Yp contient donc a éléments. Les rentes étant toutes 

nulles, écrivons les équations de prix correspondant aux a méthodes de production 

actives comme suit : 

(17) 

où la matrice [axa] E1Y(r) représente les a lignes de la matrice des r-offres nettes E(r) 

correspondant aux méthodes de production appartenant à la technique Y, et le vecteur 

[axl] r1 Y(r) les a lignes du vecteur de r-travail net f(r) correspondant aux méthodes de 

production appartenant à la technique Y. Etant donnés le taux de profit et le numéraire, 

les prix des a marchandises agricoles et le salaire sont donc déterminés par le système 

d'équations (17). 

Par hypothèse, la technique Y n'est pas seulement primaire, mais aussi semi-

productive. Cela implique que chaque marchandise agricole est représentée par 
::::.~; 

exactement une méthode de production dans la technique Y. Dans ces conditions, le 

système d'équations (17) se comporte comme un système de prix d'un systèm~_ de 

production simple. D'une part, la matrice carrée E1Y(r) est une matrice de r-produits 

nets, comparable à la matrice 1-(1 + r)A d'un système de production simple. En effet, sur 

chaque ligne et sur chaque colonne au maximum un élément est positif. (Comme pour 
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les systèmes de production simple, on peut arranger les lignes de telle façon que la 

première méthode est la méthode qui produit la première marchandise, et ainsi de suite. 

Les éléments positifs se trouvent alors sur la diagonale principale.) D'autre part, le 

vecteur r1Y(r) est un vecteur de travail, comparable au vecteur l d'un système de 

production simple. La valeur de ce vecteur change lorsque le taux de profit change, mais 

tant que le taux de profit n'excède pas les limites imposées par l'hypothèse H.5 (cf. le 

paragraphe 4.3 du chapitre 8), le vecteur r1 Y(r) est positif. 

Cette information est importante d'un double point de vue. En premier lieu, les 

prix et le salaire asso~iés à une quelconque technique primaire semi-productive Y ne 

sont non négatifs que pour un taux de profit inférieur ou égal à la plus petite racine 

positive de l'équation det [ E1Y(r) ] = 0 (cf. le paragraphe 3.2 du chapitre 4) 4. Cette 

équation possède une racine positive si et seulement si la technique primaire Y est 

productive, c'est-a-dire si et seulement si [ E1 y(O) ]"1 ~ O. En second lieu, (normalement) 

une seule technique primaire semi-productive est stable. En faisant abstraction des 

contraintes de terre, on peut en effet appliquer le théorème de non-substitution (cf. le 

paragraphe 2.1 du chapitre 9) à l'ensemble des techniques primaires semi-productives. 

S'il n'y avait pas les contraintes de terre (et donc pas de rentes), les techniques primaires 

semi-productives seraient les seules à entrer en compétition, et le problème du choix de 

techniques se réduirait alors au problème du choix de techniques en production simple 

sans terres. Ainsi : 

4 Comme il est bien connu, cette racine représente le taux de profit maximum de 
la technique Y. 
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THEOREME 12.3. Stabilité des techniques primaires semi-productives 

Etant donné le taux de profit, il ·n'existe normalement qu'une seule technique 

primaire semi-productive stable. De toutes les techniques primaires semi­

productives, c'est celle qui paie le salaire le plus élevé. 

3.3. Un exemple numérique 

Retournons à nouveau à l'exemple numérique bien connu. A l'aide du tableau 10.1, on 

peut déterminer que 4 des 6 techniques primaires sont semi-productives, à savoir les 

techniques B, C, D, E. Plus haut (cf. le paragraphe 2.4) nous avons vu que pour r = 0, 

l'ensemble des techniques de coût minimal est égal à C(O) = { E, I, N, T }, et que pour 

r = 0.3, cet ensemble est égal à C(0.3) = { E, I, M, 0, U }. Dans les deux cas, seule la 

technique primaire semi-productive E fait partie de !'ensembles des techniques de coût 

minimal. 

Ceci n'est cependant pas le cas pour n'importe quelle valeur du taux de profit. 

Il est en effet possible de calculer que la technique E n'est la technique primaire semi­

productive stable que pour les taux de profit situés entre 0 et 30.89% (chiffre arrondi). 

Pour les taux de profit situés entre 30.89% et 56.37% (chiffres arrondis) c'est la 

technique D qui remplace la technique E, et pour les taux de profit supérieurs à 56.37% 

(chiffre arrondi) c'est la technique B qui remplace à son tour la technique D. 
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4. L'EXISTENCE DE TECHNIQUES DE COUT MINIMAL 

4.1. La nature du résultat recherché 

Je rappelle que lorsqu'on cherche les techniques de coût minimal, on ne se donne pas 

la demande. Les demandes pour lesquelles il existe un système de production de coût 

minimal sont déterminées 'après coup', c'est-à-dire une fois trouvées les techniques de 

coût minimal. En effet, si Y est une technique de coût minimal (étant donné le taux de 

profit), alors Y définit des systèmes de production de coût minimal pour tous les 

vecteurs de demande équivalente (positifs) appartenant au domaine de production Q(Y) 

de la technique. Inversement, s'il existe un système de production de coût minimal pour 

une demande équivalente q, alors ce système de production est normalement 5 composé 

de a+m méthodes actives, ce qui implique l'existence d'une technique de coût minimal. 

En termes mathématiques, l'ensemble des vecteurs de demande équivalente pour 

lesquelles il existe un système de production de coût minimal s'identifie au domaine de 

production agrégé Q[C(r)] de l'ensemble des techniques de coût minimal C(r). 

La première question que j'essaierai de répondre est alors la suivante : pour quels 

taux de profit existe-t-il au moins une technique de coût minimal ? En d'autres termes, 

sous quelles conditions l'ensemble des techniques· de coût minimal C(r) n'est-il pas 

vide ? Ce n'est qu'à partir du moment où l'existence d'au moins une technique de coût 

minimal est assurée, qu'il vaut la peine d'essayer de déterminer !'ensembles des 

techniques de coût minimal, et de passer éventuellement au calcul du domaine de 

production agrégé de l'ensemble des techniques de coût minimal. 

5 C'est-à-dire, sauf par hasard; cf. le paragraphe 3.6 du chapitre 10. 
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4.2. Un théorème d'existence 

Tournons-nous vers les techniques primaires semi-productives pour apporter une réponse 

à la question de l'existence. Dans la section précédente, nous avons vu que, pour un taux 

de profit donné, il n'existe normalement qu'une seule technique primaire semi­

productive stable, et que cette technique est celle qui, de toutes les techniques primaires 

semi-productives, paie le salaire le plus élevé. Ce résultat ne concerne que les 

techniques primaires semi-productives. En ce qui concerne la relation entre les 

techniques primaires semi-productives et les autres techniques, on peut démontrer le 

théorème suivant. 

THEOREME 12.4. Implication de l'existence de techniques de coût minimal 

S'il existe une technique de coût minimal Y qui n'est pas primaire semi­

productive, il existe aussi une technique de coût minimal Z qui est primaire 

semi-productive, et qui paie un salaire au moins aussi élevé que le salaire payé 

par la technique Y. 

Ce théorème affirme donc que dans le cas où il existe des techniques de cout minimal, 

il se trouve toujours une technique primaire semi-productive parmi les techniques de 

coût minimal. En soi, le théorème 12.4 ne nous permet cependant pas de dire pour quels 

taux de profit il existe au moins une technique de coût minimal. C'est la combinaison 

de ce théorème avec le précédent qui fournit la clé de la résolution du problème. 

Pour être de coût minimal, une technique doit remplir trois exigences : elle doit 

être stable, payer un salaire non négatif, et être productive. Nous avons déjà qu'une 

technique primaire semi-productive doit être productive pour être en mesure de payer 

un salaire non négatif (cf. le paragraphe 3.2), et aussi qu'une telle technique paie un 
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salaire non négatif si et seulement si le taux de profit est inférieur ou égal au taux de 

profit maximum de la technique. Pour qu'il existe au moins une technique primaire 

semi-productive de coût minimal, il est donc nécessaire qu'au moins une technique 

primaire semi-productive soit productive, et que le taux de profit soit inférieur ou égal 

au taux de profit maximum de la technique qui, de toutes les techniques primaires 

productives, possède le taux de profit maximum le plus élevé. Le théorème 12.3 exprime 

ensuite que la technique primaire semi-productive qui paie le salaire le plus élevé est 

la seule technique primaire semi-productive qui est sta~le. Cela signifie que les deux 

conditions que je viens d'énoncer sont non seulement nécessaires, mais aussi suffisantes 

pour l'existence d'au moins une technique primaire semi-productive de coût minimal. 

Qu'il existe au moins une technique primaire semi-productive de coût minimal 

est évidemment une condition suffisante pour qu'il existe au moins une technique de 

coût minimal. Mais ce n'est pas tout : le théorème 12.4 exprime en effet que l'existence 

d'une technique primaire semi-productive de coût minimal est également nécessaire pour 

qu'il existe des techniques de coût minimal. Il s'en suit que les deux conditions 

nécessaires et suffisantes pour l'existence de techniques primaires semi-productives de 

coût minimal, sont aussi nécessaires et suffisantes pour l'existence de techniques de coût 

minimal en général. Nous avons donc établi le théorème suivant : 

THEOREME 12.5. Existence de techniques de coût minimal 

Il existe des techniques de coût minimal si et seulement s'il existe une technique 

primaire (semi-)productive qui paie un salaire non négatif. 

Cela signifie plus spécifiquement qu'une condition nécessaire et suffisante pour 
------ --
!'existence de techniques de coût minimal, est que le taux de profit soit inférieur ou égal 
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au plus élevé des taux de profit maximum des techniques primaires productives. 

4.3. Un exemple numériqye 

Reconsidérons l'exemple numérique du chapitre 9. Il existe quatre techniques primaires 

semi-productives, à savoir les techniques B, C, D et E. Les taux de profit maximum de 

ces techniques sont respectivement (chiffres arrondis) : 

technique B : r = 93.73% 

technique C : r = 55.22% 

technique D : r = 72.67% 

technique E : r = 54.18%. 

Selon le critère établi à l'instant, il existe donc des techniques de cofrt minimal si et 

seulement si le taux de profit est inférieur ou égal à 93.73%. 
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i. L'UNICITE DES TECHNIQUES DE COUT MINIMAL 

5.1. La nature du résultat recherché 

Après !'étude de l'existence, il est naturel de passer à !'étude de l'unicité des techniques 

de coût minimal. Tout d'abord, précisons ce que nous entendons ici par 'unicité'. Si la 

technique Y est de coût minimal, cela signifie que pour chaque vecteur de demande 

équivalente appartenant à son domaine de production, la technique Y définit un système 

de production de coût minimal. En d'autres termes, pour n'importe quel vecteur de 

demande équivalente q appartenant à Q(Y) il existe un vecteur d'activité iy(q) qui 

caractérise un système de production de coût minimal. On pourrait être tenté de dire 

qu'il y a unicité des techniques de coût minimal si et seulement si, quelle que soit la 

technique de coût minimal Y, tous les vecteurs de demande équivalente appartenant 

au domaine de production de la technique Y ne peuvent être satisfaits par aucune autre 

technique de coût minimal. 

Cette manière de définir l'unicité des techniques de coût minimal paraît trop 

stricte. Dès qu'il existe plusieurs techniques de coût minimal, il est probable que 

certaines d'entre elles sont voisines. Deux techniques ne peuvent être voisines qu'à 

condition que leurs domaines de production respectifs aient un de leurs côtés en 

commun. Si l'unicité des techniques de coût minimal était définie comme ci-dessus, la 

présence de techniques voisines impliquerait donc la non unicité des techniques de coût 
/ 

minimal, mais dans le cas où la seule raison pour parler de no1f'unicité est le fait que 

des techniques voisines ont un de leurs côtés en commun, cette conclusion semble plutôt 

malheureuse. En effet, si le vecteur de demande q était situé sur un côté en commun 

entre les techniques de coût minimal voisines Y et Z, apparemment chacune de ces 

techniques de coût minimal définirait un système de production de coût minimal, 
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caractérisé respectivement par les vecteurs d'activité iy( q) et i2'( q), mais en réalité il 

n'existerait qu'un seul système de production de coût minimal : pour produire les 

vecteurs de demande situés sur le côté en commun, les techniques voisines doivent 

activer les mêmes a+m-1 méthodes, et de ce fait on aura iy(q) = i2'(q) 6• 

Il est donc approprié de ne pas tenir compte des vecteurs de demande situés sur 

les frontières des domaines de production. Par conséquent, je dirai qu'il y a unicité des 

techniques de coût minimal si, quelle que soit la technique de coût minimal Y, tous les 

vecteurs de demande équivalente appartenant au domaine de production intérieur de la 

technique Y ne peuvent être satisfaits par aucune autre technique de coût minimal. 

5.2. L'unicité et la rivalité 

L'unicité des techniques de coût minimal dépend donc des positions des domaines de 

production intérieurs des techniques de coût minimal. Je rappelle que la notion de 

rivalité concerne aussi la relation entre domaines de production intérieurs : j'ai en effet 

défini deux techniques voisines rivales si leurs domaines de production intérieurs se 

recouvrent (partiellement). Le théorème suivant établit maintenant un lien entre la 

rivalité et l'unicité des techniques de coût minimal. 

THEOREME 12.6. Unicité et rivalité 

Si l'ensemble des techniques de coût minimal C(r) est complet, alors il y a unicité 

des techniques de coût minimal si et seulement s'il y a absence de rivalité dans 

C(r). 

6 Les prix, les rentes, et le salaire associés à la technique Y et à la technique Z ne 
sont cependant pas les mêmes. 
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D'après la définition d'un ensemble de techniques complet, ce théorème est presque 

évident. Un ensemble de techniques complet est en effet un unsemble dont le domaine 

de production agrégé est enchaîné et bien ordonné. Un domaine bien ordonné est un 

domaine où l'apparition de chevauchements entre domaines de production intérieurs 

implique qu'au moins deux techniques de l'ensemble sont rivales. Il s'en suit que si 

l'ensemble des techniques de coût minimal était complet, l'absence de rivalité 

impliquerait l'absence de chevauchements entre domaines de production intérieurs et 

l'unicité des techniques de coût minimal serait garantie. Inversement, en cas d'unicité 

des techniques de coût minimal, il ne peut y avoir de chevauchements entre domaines 

de production, et par conséquent il est certain qu'aucune technique de coût minimal 

n'est rivale d'une autre technique de coût minimal. 

Le théorème 12.6 énonce donc une condition sous laquelle l'unicité des 

techniques de coût minimal et l'absence de rivalité parmi les techniques de coût minimal 

sont équivalentes. Dans ce qui suit, je supposerai que cette condition est toujours 

satisfaite. Autrement dit, j'adopte l'hypothèse suivante : 

H.7. Quel que soit le taux de profit r, l'ensemble des techniques de coût minimal C(r) 

est un ensemble complet. 

Evidemment, il serait souhaitable que l'on sache s'il s'agit là d'une hypothèse 'faible' ou 

d'une hypothèse 'forte' "'-A déf_aût de pouvoir trancher cette question, j'espère que le 

lecteur voudra croire avec moi que l'hypothèse ne soit pas 'excessivement forte'. 

5 .3. Les techniques blanches et les techniques noires 

Avant de présenter le théorème sur l'unicité des techniques de coût minimal, j'ai besoin 
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d'une distinction supplémentaire. Celle-ci a trait à l'évolution du salaire en fonction du 

taux de profit. Pour un taux de profit donné, j'appellerai une technique soit blanche, soit 

noire. Prenons une technique quelconque Y. Lorsque le taux de profit est nul, je 

considère la technique comme 'blanche'. Augmentons maintenant le taux de profit. 

Aussi longtemps que le salaire w(Y,r) ne change pas de signe en passant par 0, la 

technique reste 'blanche'. En d'autres termes, le salaire w(Y,r) peut changer de signe 

sans que la technique ne devienne 'noire', à condition que le salaire w(Y,r) change de 

signe en passant par l'infini. A partir du moment où le salaire change de signe en 

passant par 0, la technique devient 'noire'. Elle peut cependant redevenir 'blanche' si le 

salaire change à nouveau de signe en passant par O. Lorsque le taux de profit augmente, 

la technique peut donc changer plusieurs fois 'de couleur'. 

Mathématiquement, les valeurs du taux de profit pour lesquelles la technique Y 

change de couleur correspondent aux racines de l'équation suivante : 

det [ EY(r) -'Î'Y] = 0 (18) 

c'est-à-dire aux valeurs du taux de profit pour lesquelles le déterminant de la matrice 

composée des lignes de la matrice d'offres nettes E(r) et de la matrice des terres 'Î' qui 

correspondent aux méthodes appartenant à la technique Y est nul. Ceci est clair si l'on 

écrit le système de prix associé à la technique Y de la manière suivante : 

p1(Y,r) 

z(Y,r) 
= fy(r)w(Y,r) (19) 

Le salaire w(Y,r) n'est nul que si la matrice [ EY(r) -'Î'Y] est singulière, ce qui signifie 
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que son déterminant est nul. 

En termes formels et sans doute peu élégants, je propose alors la définition 

suivante d'une technique 'blanche'. 

DEFINITION 12.1. Technique blanche 

La technique Y est dite blanche pour le taux de profit r si l'une des conditions 

suivantes est remplie 7 : 

(1) le déterminant de la matrice [ EY(r) .tY] et le déterminant de la matrice 

[ EY -TY ] ont le même signe; 

(2) le déterminant de la matrice [ EY(r) -TY] est nul et pour n'importe quel 

nombre suffisamment petit E le rapport entre le déterminant de la matrice 

[ EY(r+ €) -TY] et le déterminant de la matrice [ EY -TY] est du même 

signe que w(Y,r+ €). 

La .condition (1) exprime que la technique ne change pas de couleur aussi longtemps 

que le salaire ne change pas de signe en passant par O. La condition (2) sert uniquement 

à déterminer la couleur de la technique lorsqu'elle se trouve à un point de transition. 

L'ensemble des techniques qui sont blanches pour le taux de profit r, sera désigné 

par B(r) : 

B(r) = { Y e T 1 Y est blanche pour le taux de profit r } (20) 

Evidemment, pour r = 0, l'ensemble des techniques blanches comprend toutes les 

techniques : B(O) = T. 

7 Je rappelle que E = E(O). 
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5.4. Le théorème d'unicité des techniques de coût minimal 

Nous sommes enfin en mesure de présenter le théorème fondamental sur l'unicité des 

techniques de coût minimal. Une fois les techniques blanches distinguées des techniques 

noires, ce théorème s'avère d'une simplicité surprenante. 

THEOREME 12.7. Unicité des techniques de coût minimal 

Sous les hypothèses H.1-H.7, il y a normalement 8 unicité des techniques de coût 

minimal si et seulement si toutes les techniques de coût minimal sont blanches. 

Le théorème est puissant car il fournit une condition nécessaire et suffisante, à savoir 

C(r) ~ B(r), pour qu'il y ait unicité des techniques de coût minimal. Il permet ainsi 

d'affirmer que si au moins une des techniques de coût minimal est noire, il y a 

multiplicité de techniques de coût minimal pour certaines régions du domaine de 

production agrégé de l'ensemble des techniques de coût minimal. En d'autres termes : 

pour une partie du domaine de production agrégé de l'ensemble des techniques de coût 

minimal, il existe au moins deux techniques de coût minimal concurrentielles. 

Un corollaire intéressant de ce théorème concerne l'unicité des techniques de 

coût minimal lorsque le taux de profit est nul 9 : 

8 Le sens du mot 'normalement' est expliqué au début de la démonstration en 
annexe. 

9 Ce résultat découle aussi du théorème de Bidard signalé dans le paragraphe 4.3 
du chapitre 9. D' Agata (1983, p. 157) a par ailleurs montré que ce résultat est valide 
pour le régime de rente intensive pure. 
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COROLLAIRE 12.7.1. Unicité des techniques de coût minimal pour r = 0 

Lorsque le taux de profit est nul, l'unicité des techniques de coût minimal est 

toujours garantie. 

La démonstration de ce corollaire est immédiate : puisque d'une part toutes les 

techniques sont blanches lorsque le taux de profit est nul [B(O) = T], et que de l'autre 

toutes les techniques de coût minimal sont des techniques [C(O) l: T], toutes les 

techniques de coût minimal sont blanches lorsque le taux de profit est nul [C(O) l: B(O)]. 

L'unicité des techniques de coût minimal n'est donc mise en danger que si le taux de 

profit est positif. 

5.5. Les techniques harmonieuses 

Selon le théorème 12.7, la cause de la non unicité des techniques de coût minimal est 

l'apparition de techniques de coût minimal noires. Il est alors intéressant de savoir 

quelles techniques sont susceptibles d'être à la fois de coût minimal et noires, ou, 

alternativement, quelles techniques sont toujours blanches lorsqu'elles sont de coût 

minimal. Je vais à présent identifier une catégorie de techniques de la deuxième espèce, 

c'est-à-dire une catégorie de techniques qui ne peuvent être de coût minimal sans être 

blanches. 

Prenons une quelconque technique Y. Plus haut, j'ai observé qu'il est (parfois) 

possible de partitionner l'ensemble des méthodes actives Y en deux groupes : un groupe 

de méthodes actives variables et un groupe de méthodes actives constantes (cf. le 

paragraphe 3.2 du chapitre 10). Je rappelle qu'un groupe de f méthodes actives est 

considéré comme un groupe de méthodes actives constantes si ces f méthodes sont les 

seules méthodes actives à utiliser un groupe de f terres. Les rentes de ces f terres ne 
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peuvent par conséquent être déterminées par les a+m-f méthodes actives variables. En 

d'autres termes, elles sont déterminées par les f méthodes actives constantes une fois 

que les prix des a marchandises agricoles, les rentes des m1 terres restantes et Je salaire 

sont déterminés par les a+m-f méthodes actives variables. 

A l'intérieur de l'ensemble des méthodes actives variables, nous pouvons ensuite 

distinguer les méthodes de repos des méthodes de production. Si la méthode de repos 

i0 est une méthode active variable, c'est-à-dire si une partie de la terre de qualité i reste 

en jachère, la rente de la terre i sera nulle. Dans l'hypothèse où il existe v méthodes de 

repos actives variables, il reste par conséquent m{-v rentes non nulles à déterminer. Les 

a+mf-v méthodes de production actives variables doivent donc déterminer les prix des 

a marchandises agricoles, les rentes de ces m-f-v terres et le salaire. 

Deux possibilités peuvent maintenant se produire : ou bien m = f-v, ou bien 

m > f-v. Dans Je premier cas, aucune rente ne doit être déterminée par les méthodes 

de production actives variables. Cela implique que les équations de prix des méthodes 

de production actives variables constituent un système de prix 'carré', c'est-à-dire un 

système composé d'autant d'équations que de prix à déterminer. En effet, soit Y* 

l'ensemble des méthodes de production actives variables. Sim = f-v, Je système de prix 

constitué par les méthodes de production actives variables peut être écrit de la façon 

suivante: 

(21) 

où la matrice [axa] EY"(r) regroupe les a lignes de la matrice E(r) correspondant aux 

a méthodes de production actives variables, et Je vecteur [axl] rY"(r) les a éléments du 

vecteur f(r) correspondant aux a méthodes de production actives variables. 
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Supposons maintenant que pour chaque marchandise agricole exactement une 

méthode de production est active et variable. Le système de prix (21) est alors 

comparable au système de prix d'un système de production simple. Dans ces conditions, 

la relation entre Je salaire et le taux de profit est décroissante. Cela implique que s'il 

existe un intervalle de valeurs du taux de profit pour lesquelles la technique Y paie un 

salaire non négatif, cet intervalle sera identique à l'intervalle des valeurs du taux de 

profit pour lesquelles la technique Y est blanche. En d'autres termes, la technique Y ne 

pourra être de coût minimal sans qu'elle ne soit blanche. 

Je propose d'appeler les techniques caractérisées par un ensemble de a méthodes 

de production actives variables et dans lequel chaque marchandise agricole est 

représentée par exactement une méthode de production techniques harmonieuses. Voici 

la définition formelle. 

DEFINITION 12.2. Technique harmonieuse 

Une technique est dite hannonieuse si son ensemble de méthodes de production 

actives variables contient exactement une méthode qui produit la marchandise 

1, une méthode qui produit la marchandise 2, .. ., et exactement une méthode qui 

produit la marchandise a. 

Les techniques primaires semi-productives sont harmonieuses : ces techniques 

contiennent en effet exactement a méthodes de production actives, et ~~e~ de ces 

méthodes ne peut être constante 10• Puisque selon le théorème 12.4 l'existence de 

10 Supposons que x méthodes de production actives étaient constantes, et que ces 
x méthodes utilisaient ensemble y terres différentes (évidemment x > 0 et y > 0). 
Puisque toutes les m méthodes de repos sont par hypothèse actives, il faudrait alors que 
les y méthodes de repos correspondant aux y terres utilisées par les méthodes de 
production actives constantes fassent partie de !'ensemble des méthodes actives 
constantes. Cela signifierait que cet ensemble comprend x+y méthodes qui utilisent 
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techniques de coût minimal implique qu'il existe une technique primaire semi-productive 

de coût minimal, l'existence de techniques de coût minimal implique qu'il se trouve 

toujours au moins une technique blanche parmi les techniques de coût minimal. 

Il ressort de cette discussion que les techniques de coût minimal noires doivent 

être recherchées parmi les techniques non harmonieuses. Je souligne que ces techniques 

ne sont pas obligatoirement noires lorsqu'elles sont de coût minimal; il s'agit d'une 

possibilité, et non d'une nécessité 11• 

5.6. Le régime de rente extensive pure 

Appliquons maintenant ces propriétés des techniques harmonieuses au régime de rente 

extensive pure. Je rappelle que je parle de régime de rente extensive pure lorsque les 

trois conditions suivantes sont satisfaites : 

(i) chaque méthode de production agricole n'utilise qu'une seule qualité de terre; 

(ii) chaque qualité de terre n'est utilisée que par deux méthodes : une méthode de 

repos et une seule méthode de production agricole (en combination avec la 

première condition ceci signifie que le nombre de méthodes de production 

agricoles est égal au nombre de terres, g = m );· 

ensemble y terres différentes. Mais alors cet ensemble ne peut être un ensemble de 
méthodes actives constantes, car un tel ensemble doit être composé d'autant de 
méthodes actives que de terres utilisées par-ces méthodes. 

11 Se référant à un modèle où chaque méthode agricole n'utilise qu'une seule terre 
(un cas spécial du modèle analysé ici), D'Agata (1984, pp. 90-91) distingue deux 
possibilités : 

(1) sur chaque terre rare une seule marchandise est produite; 
(2) sur au moins une terre rare plusieurs marchandises sont produites. 

Il semble identifier la cause des problèmes (dont la non unicité des techniques de coût 
minimal) à l'existence de techniques de coût minimal du type (2). L'exemple numérique 
du paragraphe 5.7 montrera cependant que même si toutes les techniques de coût 
minimal sont du type (1), l'unicité n'est pas garantie. C'est donc la distinction entre 
techniques harmonieuses et non harmonieuses qui est pertinente, et non celle de 
D'Agata. 
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(iii) il n'existe qu'une seule marchandise agricole (a = 1). 

En régime de rente extensive pure, une technique comprend donc toujours 1 + m 

méthodes actives. Pour qu'un ensemble de 1 + m méthodes actives Y puisse être 

considérée comme une technique, il faut qu'elle contienne, pour chaque qualité de terre, 

au moins une méthode qui utilise cette terre. Pour une qualité de terre i quelconque, 

il y a par conséquent trois possibilités : 

(1) la méthode de production ip et_ celle de repos i0 sont actives; 

(2) seule la méthode dè production ip est active; 

(3) seule la méthode de repos i0 est active. 

Comme une technique est composée de 1 + m méthodes, et que pour chacune des m 

terres une de ces trois possibilités se réalise, il s'en suit que pour exactement une terre 

tant la méthode de production que la méthode de repos seront actives. Observons 

maintenant que dans le cas où seule la méthode de production ip. mais non celle de 

repos i0, est active, la méthode ip appartient aux méthodes actives constantes. 

L'ensemble de ces méthodes constitue en effet un groupe de méthodes actives qui sont 

les seules méthodes actives à utiliser un même nombre de terres. Par analogie, on déduit 

que dans-le cas où seule la méthode de repos i0, et non la méthode de production ip. 

est active, la méthode i0 appartient aux méthodes actives constantes. Cela signifie qu'il 

existe au total m-1 méthodes actives constantes. Autrement dit, il n'existe que deux 

méthodes actives variables, à savoir une méthode de production et une méthode de 

repos, qui utilisent toutes les deux la même qualité de terre. (La méthode de production 

en question est celle que l'on qualifie habituellement la méthode marginale.) 

Puisque chaque technique ne contient qu'une seule méthode de production active 

variable, et que toutes les méthodes de production agricoles produisent l'unique 

marchandise agricole existante, en régime de rente extensive pure chaque technique est 
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automatiquement harmonieuse. Une technique de coût minimal est donc toujours 

blanche, ce qui signifie qu'en régime de rente extensive pure l'unicité des techniques de 

coût minimal est garantie, quel que soit le taux de profit (cf. le paragraphe 3.2 du 

chapitre 9) 12• 

Je signale aussi brièvement pourquoi l'unicité des techniques de coût minimal 

n'est pas garantie en régime de rente intensive pure (cf. le paragraphe 3.3 du chapitre 

9). En régime de rente intensive, il n'existe qu'une seule qualité de terre. En régime de 

rente intensive pure, une technique doit donc être composée de deux méthodes actives. 

Puisque toutes les méthodes agricoles disponibles utilisent la même qualité de terre, il 

est impossible qu'il existe des méthodes actives constantes. Il n'existe par conséquent 

qu'un nombre restreint de techniques harmonieuses, à savoir les techniques composées 

d'une méthode de production agricole et de la seule méthode de repos disponible. Les 

autres techniques, composées de deux méthodes de production actives, ne sont pas 

harmonieuses, et il ne peut être exclu qu'il se trouve parmi elles une technique noire 

de coût minimal. 

5.7. Un exemple numérique 

Retournons une dernière fois à l'exemple numérique du chapitre 9, et supposons que 

le taux de profit est égal à 30%. Plus haut nous avons déjà déterminé que l'ensemble 

des techniques de coût minimal comprend dans ce cas cinq techniques, c'est-à-dire : 

C(0.3) = { E, !, M, 0, U }. Vérifions maintenant s'il y a unicité des techniques de coût 

minimal. 

Selon le théorème 12.7, l'unicité est garantie si et seulement si toutes les 

12 L'unicité n'est toutefois plus garantie à partir du moment où il existe plusieurs 
marchandises agricoles. Je le montrerai à l'aide de l'exemple numérique du paragraphe 
suivant. 
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techniques de coût minimal sont blanches. Observons d'abord que des cinq techniques 

de coût minimal, il y en a quatre qui sont harmonieuses. En effet, les ensembles des 

méthodes de production actives variables sont respectivement : 

pour la technique E : { 2p. 4p }, 

pour la technique I : { 2p. 3p }, 

pour la technique M: { lp. 3p }, 

pour la technique 0 : { 3p. 4p }, 

pour la technique U: { lp. 4p }. 

Seule la technique 0 s'avère non harmonieuse, car c'est la seule dont l'ensemble des 

méthodes actives variables est composé de deux méthodes produisant la même 

marchandise (en l'occurence, l'avoine). La technique 0 est donc la seule des cinq qui 

pourrait être noire. Examinons alors le comportement de la relation entre le salaire et 

la taux de profit déterminée par la technique O. Il est possible de calculer que cette 

relation est décrite par la fonction suivante : 

(1 + r)(6 - 23r + r2) 
w(O,r) = --------

3(-18 + 53r - r2) 
(22) 

Pour r = 0, le salaire est négatif (-1/9). Lorsque le taux de profit augmente, le salaire 

ne change qu'une seule fois de signe en passant par 0, car le numérateur de (22) ne 

possède qu'une seule racine positive. Cette racine est égale à r = 26.39% (chiffre 

arrondi). Cela implique que la technique 0 est blanche lorsque le taux de profit se 

trouve entre 0 et 26.39%, et noire lorsque le taux de profit excède 26.39%. Pour 

r = 30%, la technique 0 est donc noire, ce qui signifie qu'il existe une région du 
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domaine de production agrégé de l'ensemble des techniques de coût minimal pour 

laquelle plusieurs techniques de coût minimal sont en compétition 13. 

FIGURE 12.1 

q2 
25 ,-------------------------T·------------------------

. ! 

' ' 

··························r··························T ............................ : 
; 1 
' ! l ! 

·---~---····················-····1·-··························i 

0 ! : 
! l 
. ! ! 
j ! i 
1 : • ' i 

-5 r-------------------------1----------------------'-----------------------i------------------------1-------------- ---------1 

! i j 1 

_ 1 0 L ......................... i.......................... . ......................... t ............................ i ............................ .i 
-10 -5 0 5 10 15 

ql 

13 J'observe toutefois que la technique 0 n'est d" coût minimal que pour les valeurs 
du taux de profit situées entre 26.39% et 30.89%. Un autre intervalle de valeurs du taux 
de profit pour lequel il y a non unicité des techniques de coût minimal est l'intervalle 
entre 50% et 56.37%. Pour cet intervalle c'est la technique S qui est simultanément de 
coût minimal et noire. 
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La représentation graphique du domaine de production agrégé confirme cette 

conclusion (cf. la figure 12.1) 14• Pour les demandes situées dans le triangle défini par 

les points (5, 13), ( 4, 20) et ( 41/7, 88/7), les techniques I, 0 et U sont en compétition; 

pour les demandes situées dans le quadrilatère défini par les points (5, 13), ( 41/7, 88/7), 

(8, 4) et (79/11, 47 /11), les techniques I, M et 0 sont en compétition; et pour les 

demandes situées dans le triangle défini par les points (79/11, 47 /11), (8, 4) et (9, -3), 

les techniques E, M et 0 sont en compétition. 

Supposons, par exemple, que la demande équivalente est égale à sept unités de 

blé (la marchandise 1) et à sept unités d'avoine (la marchandise 2), c'est-à-dire : 

q' = [ 7 7 ]. Il existe alors trois systèmes de production de coût minimal, associés 

respectivement aux techniques I, M et O. Les vecteurs d'activités seraient les suivants : 

technique I : 

Xo' = (1/33) [ 33 

X1' = (1/33) [ Ü 

X5 = 65/33 

technique M : 

Xo' = (1/14) [ 12 

x'-1 - (1/14) [ 2 

X5 = 1 

1 

32 

0 

14 

27 

6 

5 

9 

0 l 

33 l 

14 l 

0 l 

14 Cette figure montre par ailleurs que le domaine de production agrégé de 
l'ensemble des techniques de coût minimal est enchaîné et bien ordonné, ce qui est 
nécessaire pour pouvoir appliquer le théorème sur l'unicité. 
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technique 0 : 

Xo' = (1/3) [ 3 0 2 1 ] 

x'-1 - (1/3) [ 0 3 1 2 ] 

X5 = 5/3 

Les prix, les rentes et le salaire associés aux cinq techniques de coût minimal sont 

donnés par le tableau 12.3. 

TABLEAU 12.3: Les Prix, les Rentes et le Salaire (r = 30%) 

Variable ... Pz w 

Technique E : 1 0.94 2.266 0 0 0 0 0.266 

Technique I : 1 0.950 2.262 0 0 0 0.102 0262 

Technique M : 1 0.704 1.765 0 2.353 0 0 0.157 

Technique 0 : 1 0.712 1.781 0 2.277 0 0 0.l(i} 

Technique U : 1 0.705 1.765 0 2.352 0.010 0 0.157 

L'exemple numérique sert également à illustrer les conséquences non négligeables 

de la non unicité des techniques de coût minimal sur la répartition du revenu. Pour 

chacun des trois systèmes de production de coût minimal de l'exemple, j'ai calculé les 

valeurs du produit net, des profits, des rentes et des salaires (cf. le tableau 12.4 ). 
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TABLEAU 12.4: La Ré12artition du Produit net <a' = l 7 7 l. r = 30%1 

Grandeur ... Produit net Profits Rentes Salaires 

Techn. I: 13.65 (100%) 7.19 (52.7%) 0.10 (0.7%) 6.36 (46.6%) 

Techn. M: 11.93 (100%) 4.31 (36.1%) 2.35 (19.7%) 5.27 (44.2%) 

Techn. 0: 11.98 (100%) 5.38 (44.9%) 2.28 (19.0%) 4.32 (36.1%) 

Les différences entre les trois systèmes s'avèrent considérables. La part des profits varie 

entre 36.1% et 52.7%, la part des rentes entre 0.7% et 19.7%, et la part des salaires 

entre 36.1 % et 46.6%. Ceci met en lumière que l'étude de l'unicité des systèmes de 

production de coût minimal n'est pas dépourvue d'intérêt. 
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6. CONCLUSION 

Etant donnés le taux de profit et le numéraire, une technique de coût minimal a été 

définie comme remplissant les conditions suivantes : elle détermine un vecteur de prix 

semi-positif, un vecteur de rentes non négatif, et un salaire non négatif, elle est stable, 

et elle est productive. J'ai démontré qu'une technique qui paie un salaire non négatif, 

qui est stable, et qui est productive, est toujours une technique de coût minimal. 

Sur la base du théorème de non-substitution, j'ai ensuite montré qu'il n'existe 

normalement qu'une seule technique primaire semi-productive qui est stable. Ce résultat 

est important en vue de l'existence de techniques de coût minimal. J'ai en effet 

démontré que s'il existe au moins une technique de coût minimal, il se trouve toujours 

une technique primaire semi-productive parmi les techniques de coût minimal. Le 

théorème principal concernant l'existence de techniques de coût minimal dit alors ceci : 

il existe au moins une technique de coût minimal si et seulement s'il existe une 

technique primaire semi-productive de coût minimal. Ce théorème permet de déterminer 

avec précision pour quels taux de profit l'ensemble des techniques de coût minimal n'est 

pas vide. 

Ensuite j'ai adopté l'hypothèse que l'ensemble des techniques de coût minimal 

est complet. Il est alors possible de démontrer que la condition de l'unicité des 

techniques de coût minimal est équivalente à l'absence de rivalité parmi les techniques 

de coût minimal. Ce résultat m'a permis d'énoncerle théorème fondamental sur l'unicité 

des techniques de coût minimal : normalement, il y a unicité des technique~_ de coût 

minimal si et seulement si toutes les techniques de coût minimal sont blanches. Une 

technique est dite 'blanche' pour le taux de profit r * si le nombre de fois que sa courbe 

salaire/taux de profit change de signe entrer = 0 et r = r *en passant par 0, est nul ou 
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pair. Il suit de ce théorème que l'unicité des techniques de coüt minimal est garantie 

pour r = O. 

J'ai défini une technique comme 'harmonieuse' lorsque chaque marchandise 

agricole est représentée par exactement une méthode de production dans l'ensemble des 

méthodes de production actives variables. Les techniques harmonieuses sont toujours 

blanches lorsqu'elles sont de coüt minimal. Il est alors possible de démontrer qu'en 

régime de rente extensive pure l'unicité est toujours garantie. Mais sitôt qu'il existe 

plusieurs marchandises agricoles, l'unicité n'est plus assurée. 
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ANNEXE 

================ 

THEOREME 12.1. Redondance de l'ensemble Z(r) 

Si Y E S(r), alors Y E Z(r). 

Démonstration 

Quelle que soit la technique Y, nous avons par définition : s(Y,r) = -z(Y,r). Pour une 

technique Y qui est stable [Y E S(r)], nous avons par définition : s(Y,r) ~ O. Si la 

technique Y est stable, il s'en suit par conséquent que -z(Y,r) ~O. En d'autres termes, 

z(Y,r) ~ 0, c'est-à-dire Y E Z(r).• 

THEOREME 12.2. Redondance de l'ensemble P(r) 

Si Y E [W(r) n S(r) n Q], alors Y E P(r). 

Démonstration 

Prenons une technique quelconque Y qui est productive [Y E Q]. La technique Y 

contient donc certainement un sous-ensemble de a méthodes H composé d'une méthode 

qui produit la marchandise 1, une méthode qui produit la marchandise 2, .. ., et une 

méthode.quiprod~it la marchandise a. Les équations de prix des méthodes appartenant 

à ce sous-ensemble H sont écrites sous forme du système suivant : 

(Al) 



438 

Supposons maintenant que la technique Y est stable [Y e S(r)], et qu'elle paie un salaire 

non négatif [Y e W(r)]. Il s'en suit donc que z(Y,r) ~ 0 (cf. le théorème 12.1), et que 

w(Y,r) ~ O. Dans le cas où w(Y,r) est positif, définissons un vecteur fl(r)# comme suit : 

fl(r)# "' fl(r) + 'Î'"z(Y,r)/w(Y,r) (A2) 

Récrivons ensuite le système (Al) de la manière suivante : 

(A3) 

Ce système est comparable au système de prix d'une économie de production simple 

sans terres: la matrice carrée E1f(r) est la contrepartie de la matrice [1-(l+r)A], tandis 

que le vecteur positif fl(r)# est la contrepartie du vecteur de travail 1. Puisque le salaire 

w(Y,r) est positif, le taux de profit est inférieur au taux de profit maximal de ce pseudo­

système 'simple'. Cela signifie (cf. le paragraphe 3.2 du chapitre 4) que le vecteur de prix 

. p1(Y,r) est positif. En d'autres termes, Y e P(r). Dans le cas où le salaire w(Y,r) est nul, 

nous pouvons faire jouer un argument de continuité pour affirmer que p1(Y,r) ~ 0, et 

donc toujours Y e P(r).• 
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THEOREME 12.4. Implication de l'existence de techniques de coût minimal 

S'il existe une technique Y e C(r) qui n'est pas primaire semi-productive, il existe 

toujours une technique primaire semi-productive Z e C(r), et qui est telle que w(Y,r) s 

w(Z,r). 

Démonstration 

Prenons une quelconque technique Y qui n'est pas primaire semi-productive mais qui 

est de coût minimal [Y e C(r)], et supposons qu'elle paie un salaire positif [w(Y,r) > 0). 

Puisque Y est une technique de coût minimal, elle est certainement productive. De la 

démonstration du théorème 12.2 nous savons que chaque technique Y productive 

contient un sous-ensemble de a méthodes H composé d'une méthode qui produit la 

marchandise 1, une méthode qui produit la marchandise 2, .. ., et une méthode qui 

produit la marchandise a. Que la technique Y paie un salaire positif, implique que la 

matrice ~(r) est inversible; sur la base des résultats établis pour les systèmes de 

production simple sans terres, on peut même affirmer que cette inverse est semi-positive. 

Considérons maintenant la technique X, composée des a méthodes de production 

appartenant à H et des m méthodes de repos. Puisque toutes les méthodes de repos sont 

actives, les rentes sont toutes nulles. Les équations de prix des a méthodes de production 

appartenant à X sont écrites sous forme du système suivant : 

~(r)p1(X,r) - f'l(r)w(X,r) = 0 (A4) 

Comme [EH(r)]"1 ~ 0, w(X,r) est positif. De (A4) il vient ensuite que : 

(AS) 
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En ce qui concerne la technique Y, il vient de (A3) que : 

(A6) 

Vu que fl(r)# ~ fl(r), il suit de (AS) et de (A6) que : 

p1(Y,r) ~ [w(Y,r)/w(X,r)]p1(X,r) (A7) 

Puisque le numéraire est dans les deux cas le même, il faut par conséquent que : 

w(Y,r) ~ w(X,r) (AS) 

Rien ne nous permet cependant d'affirmer que Xe C(r). Il est en effet bien possible 

que X ne soit pas stable. Observons toutefois que X est une technique primaire semi­

productive. Nous pouvons alors nous baser sur le théorème 12.3 pour affirmer qu'il 

existe une technique primaire semi-productive Z qui est stable et paie un salaire au 

moins aussi élevé que le salaire payé par la technique X. Comme w(Y,r) > 0 et que 

w(Y,r) ~ w(X,r) ~ w(Z,r), la technique Z paie un salaire positif, ce qui signifie qu'elle 

est productive (cf. le paragraphe 3.2 du texte). La technique Z paie donc un salaire 

positif, est stable et est productive; la technique Z est donc de coût minimal 

[Z e C(r)]. Comme à la fin de la démonstration du théorème 12.2, nous pouvons 

invoquer un argument de continuité pour affirmer que le raisonnement peut être étendu 

au cas où le salaire payé par la technique Y est nul.• 
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THEOREME 12.7. Unicité des techniques de coût minimal 

Normalement, il y a unicité des techniques de coût minimal si et seulement si 

C(r) ç B(r). 

Démonstration 

1) Préliminaires 

Le mot 'normalement' signifie que je fais abstraction des situations où il y a "switching" 

entre techniques de coût minimal. Plus précisément, je suppose que le taux de profit est 

tel qu'aucun couple de techniques voisines de coût minimal Y et Z ne paie le même 

salaire. 

Selon le théorème 12.6, il y a unicité des techniques de coût minimal si et 

seulement s'il y a absence de rivalité entre les techniques de coût minimal. Puisque la 

rivalité est une affaire entre techniques voisines, il faut se concentrer sur les relations 

entre celles-ci. Dans ce qui suit, je prends en considération deux techniques de coût 

minimal voisines Y et Z. Je suppose que ce sont les méthodes i et} qui distinguent les 

deux techniques; plus précisément, je suppose que Y = {i} u [Y n Z] et que Z = 

{j} u [Y n Z]. Puisque par hypothèse w(Y,r) + w(Z,r), je suppose que w(Y,r) < w(Z,r). 

Que les salaires payés par les deux techniques voisines ne soient pas égaux, implique 

que la méthode i est déficitaire selon les prix, le salaire et les rentes déterminés par la 

technique Z [si(Z,r) < 0), et que la méthode j est déficitaire selon les prix, le salaire et 

les rentes déterminés par la technique Y [slY,r) < 0) (cf. les équations (A33) et (A34) 

plus loin dans la démonstration). Définissons maintenant le nombre X(r) de la manière 

suivante : 

X(r) = 
s/Z,r) /w(Z,r) 

slY,r)/w(Y,r) 
(A9) 



442 

Ce que je viens de dire signifie que ce nombre est soit positif, soit nul; il est nul 

uniquement si w(Y,r) = O. 

La structure de la démonstration est maintenant comme suit. D'abord, j'établis 

un lien entre la rivalité et le signe de X(O). Ensuite, j'en déduis le rapport entre X(O) 

et X(r). Puis j'établis un lien entre le signe du rapport X(r)/X(O) et la couleur des 

techniques Y et Z. Je termine en généralisant le résultat obtenu à l'ensemble des 

techniques de coût minimal. 

II) La rivalité et le signe de X( 0) 

Par hypothèse, les techniques Y et Z sont voisines. Dans le chapitre 11 (notamment les 

paragraphes 2.2 et 3.2) nous avons vu que cela implique que le côté que leurs domaines 

de production ont en commun fait partie d'un hyperplan décrit par l'équation suivante : 

(AlO) 

Les vecteurs cp(Y ,2) et c0(Y ,Z) sont solutions des équations suivantes : 

(All) 

(A12) 

Dans le même chapitre 11 (cf. paragraphe 3.2), nous avons vu qu'il y a rivalité entre Y 

et Z si et seulement si : 



E;cp(Y ,Z) - Tc0(Y ,Z) 
> 0 

Ejcp(Y ,Z) - 'Î'jc0(Y ,Z) 
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(A13) 

Considérons maintenant les équations de prix pour r = O. Les prix, les rentes et le 

salaire correspondant respectivement à Y et à Z sont tels que : 

(A14) 

(AlS) 

En nous concentrant sur les a+m-l méthodes en commun entre Yet Z, nous déduisons 

après quelques manipulations que : 

w(Z,O)P1 (Y,O) 

w(Z,O)z(Y,O) 

w(Y,O)p1 (Z,O) 

w(Y,O)z(Z,O) 
= 0 (A16) 

Le vecteur à la droite de la matrice [ Eynz -'Î'ynz ] est par conséquent proportionnel 

au vecteur c(Y ,Z), qui sert à décrire l'hyperplan commun aux deux techniques. 

De (A14) et de la définition de s;(Z,O), il vient ensuite que : 

w(Z,O)p1 (Y,O) 

w(Z,O)z(Y,O) w(Y,O)z(Z,O) 

De façon analogue, il vient de (AlS) et de la définition de slY,O) que : 

(A17) 



w(Z,O)p1(Y,O) 

w(Z,O)z(Y,O) 
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w(Y,O)p1 (Z,O) 

w(Y,O)z(Z,O) 
= w(Z,O)sj(Y,O) (A18) 

Puisque le vecteur entre parenthèses est proportionnel au vecteur c(Y ,Z), nous pouvons 

combiner (A13), (A17) et (A18) pour conclure qu'il y a rivalité entre Y et Z si et 

seulement si : 

si(Z,O)/w(Z,O) 
< 0 (A19) 

slY,O)/w(Y,O) 

ID) Le rapport entre X(O) et X(r) 

Pour le taux de profit r, les prix, les rentes et le salaire associés à la technique Y sont 

définis par les a+ m équations du système suivant : 

(A20) 

conjointement avec l'équation du numéraire : 

(A21) 

Comme Y = {i} u [Y n Z], réécrivons les équations du système (A20) comme suit : 

(A22a) 
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Eynz(r)p1(Y,r) - fynz(r)w(Y,r) = tYnzz(Y,r) (A22b) 

Considérons maintenant l'équation du numéraire (A21) conjointement aux équations 

(A22b). Définissons une matrice F(r) et un vecteur g(r) comme suit: 

O' 
F(r) = g(r) = 

Yi~.,. • Yi~"' 
E '~,(r) -T ' .., 

La réunion des équations (A21) et (A22b) nous donne : 

F(r) 
p1 (Y,r) 

z(Y,r) 
= 11 + g(r)w(Y,r) 

Puisque F(r) est une matrice carrée, il s'en suit que : 

p1(Y,r) 

z(Y,r) 

Après substitution de (A25) en (A22a), il vient que : 

[ Ei(r) -fi J [F(r)r111 
w(Y,r) = ---------­

f/r) - [ Ei(r) -fi J [F(r)r1g(r) 

Il résulte donc que : 

(A23) 

(A24) 

(A25) 

(A26) 
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Par un raisonnement analogue, on trouve que : 

p1(Z,r) 

z(Z,r) 

Par définition, nous avons : 

A l'aide de (A25), (A26), (A29) et (A30) nous déduisons que : 

si(Z,r) = { f;(r) - [ Ei(r) -fi ] [F(r)]"1g(r) } [w(Y,r)-w(Z,r)] 

Puisque w(Y,r) + w(Z,r), nous arrivons à la conclusion que : 

(A28) 

(A29) 

(A30) 

(A31) 

(A32) 

(A33) 

(A34) 



si(Z,r) 

sj(Y,r) 
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En vue de la définition de X(r), de (A26), et de (A30), il vient alors que : 

X(r) =--------

Pour r = 0, on arrive par conséquent au résultat suivant : 

[ Ei -T ] [F(0)]"1I1 
X(O) = - ----­

[ Ej -'Î'j ] [F(0)]"1I 1 

Tout cela nous donne : 

X(r) 

X(O) 
= 

[ Ei(r) -T ] [F(r)]"1I1 / [ Ei -T ] [F(0)]"1I1 

[ Ej(r) -'Î'j ] [F(r)]"1I 1 / [ Ej -'Î'j ] [F(0)]"1I1 

IV) Le rapport X(r)/X(O) et la couleur des techniques 

(A35) 

(A36) 

(A37) 

(A38) 

Je vais maintenant établir une relation entre le signe de X(r), le signe de X(O), et la 

couleur des techniques Y et Z. J'ai déjà signalé que le nombre X(r) peut être positif [si 

w(Y,r) > O] ou nul [si w(Y,r) = O]. Le nombre X(O) peut être positif ou négatif; puisque 

nous avons exclu les techniques dégénérées, le nombre X(O) ne peut être nul. 

Considérons d'abord la situation où X(r) > O. Le signe du nombre X(O) est alors 

égal au signe du côté droit de (A38). Le signe du numérateur de ce côté droit est égal 

au signe de { det [ EY(r) _fY] / det [ EY -'Î'Y] }. En effet, selon (A27) le polynôme 

[ Ei(r) -T] [F(r)]"1I1 ne change de signe que si le polynôme det [ EY(r) -'Î'Y] change 
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également de signe. De la même façon, le signe du dénominateur du côté droit de (A38) 

est égal au signe de { det [ E2 (r) -1'2] / det [ E2 -1'2] }. Etant donnée la définition 

de techniques blanches et noires, nous concluons que le signe de X(O) est positif si et 

seulement si, pour le taux de profit r, ou ·bien Y et Z sont toutes les deux blanches, ou 

bien Y et Z sont toutes les deux noires. Le signe de X(O) est en revanche négatif si et 

seulement si, pour le taux de profit r, l'une des techniques Y et Z est blanche et l'autre 

noire. En d'autres termes, il y a rivalité entre les techniques Y et Z si et seulement si, 

pour le taux de profit r, l'une des techniques est blanche et l'autre noire. 

Considérons à présent la deuxième possibilité : X(r) = 0, c'est-à-dire 

w(Y,r) = O. Pour déterminer dans ces conditions le signe de X(O), il faut observer l'état 

du système dans un voisinage der. Choisissons un taux de profit (r+ E) proche der, avec 

E suffisamment petit pour que w(Y,r + E) soit encore plus petit que w(Z,r + E ), que le 

signe de w(Z,r+ E) soit toujours positif, et que le signe de det [ E2(r+ E) -1'2] reste 

celui de det [ E2 (r) -1'2 ]. Tout cela implique que le signe de X(r+ E) est égal au signe 

de w(Y,r+E). Le signe de det [ EY(r+E) -'Î'Y] sera soit positif, soit négatif, et par 

conséquent { det [ EY(r+ E) -'Î'Y] / det [ EY -'Î'Y] } sera non nul. Deux cas doivent 

maintenant être distingués : pour le taux de profit r, la technique Y est soit blanche 

[Y e B(r)], soit noire [Y r;. B(r)]. Si Y e B(r), il résulte de la définition de technique 

blanche que pour E suffisamment petit, { det [ EY(r+ E) -'Î'Y] / det [ EY -'Î'Y] } et 

w(Y,r+ E) ont le même signe. En revanche, si Y r;. B(r), il résulte que pour E 

suffisamment petit, { det [ EY(r+ E) -'Î'Y] / det [ EY -'Î'Y] } et w(Y,r+ E) sont de signe 

contraire. 

Pour le taux de profit (r+ E), l'équivalent de (A38) est : 
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(A39) 

Dans le cas où Y e B(r), X(r+ €) et le numérateur du côté droit de (A39) sont tous les 

deux positifs. Le signe de X(O) est par conséquent égal au signe du dénominateur du 

côté droit de (A39). Il ressort alors que le signe de X(O) est positif si Z e B(r), et négatif 

si Z ~ B(r). Dans le cas où Y~ B(r), en revanche, X(r+é) et le numérateur du côté 

droit de (A39) sont de signe contraire. Le signe de X(O) est par conséquent opposé au 

signe du dénominateur du côté droit de (A39). Il en résulte que le signe de X(O) est 

positif si Z ~ B(r), et négatif si Z e B(r). En d'autres termes, même si le salaire payé par 

la technique Y est nul, il y a rivalité entre les techniques Y et Z si et seulement s~ pour 

le taux de profit r, l'une des techniques est blanche et l'autre noire. 

V) Conclusion pour. l'ensemble des techniques de coût minimal 

Je récapitule. Que w(Y,r) soit positif ou nul, les techniques de coût minimal voisines Y 

et Z sont rivales si et seulement si, pour le taux de profit r, l'une des deux est blanche 

et l'autre noire. Par hypothèse, l'ensemble des techniques de coût minimal C(r) est 

complet Cela implique que C(r) est enchaîné, c'est-à-dire que les techniques de coût 

minimal forment un enchaînement de techniques voisines. Il y a donc absence de rivalité 

entre les techniques de coût minimal si et seulement si les techniques de coût minimal 

sont ou bien toutes blanches, ou bien toutes noires. 

Selon le théorème 12.4, si C(r) n'est pas vide, il existe toujours une technique 

primaire semi-productive de coût minimal. Comme je signale dans le texte (cf. le 

paragraphe 5.5), une telle technique est nécessairement blanche lorsqu'elle est de coût 

minimal. Il se trouve donc toujours au moins une technique blanche parmi les 
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techniques de coût minimal. Cela signifie qu'il y a absence de rivalité entre les 

techniques de coût minimal si et seulement si les techniques de coût minimal sont toutes 

blanches. Sur la base du théorème 12.6, nous pouvons alors conclure qu'il y a unicité des 

techniques de coût minimal si et seulement si les techniques de coût minimal sont 

toutes blanches.• 
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CONCLUSION DE LA PARTIE ID 

============================================== 

La question de l'existence et de l'unicité des techniques de coût minimal a été examinée 

en partant d'hypothèses simplificatrices, dont les plus importantes S()nt l'existence de 

rendements constants, l'absence de production jointe, et l'égalité du nombre de 

marchandises et de méthodes industrielles. Je viens de démontrer deux théorèmes 

concernant l'existence et l'unicité des techniques de coût minimal. Le théorème relatif 

à l'existence affirme qu'il existe au moins une technique de coût minimal si et seulement 

s'il existe une technique primaire semi-productive qui paie un salaire non négatif. Le 

théorème relatif à l'unicité affirme qu'il y a unicité des techniques de coût minimal si 

et seulement si toutes les techniques de coût minimal sont blanches. (Ce théorème 

suppose que l'ensemble des techniques de coût minimal est complet.) 

Le fait que ces théorèmes n'ont été démontrés que sous des conditions restrictives 

(cf. les hypothèses simplificatrices) signifie que leur importance ne devrait être exagérée. 

Au moins deux choses restent à faire. D'une part, la généralité ou non de l'hypothèse 

que l'ensemble des techniques de coût minimal est complet doit être examinée. D'autre 

part, il faut voir quelle serait l'influence de la relaxation _d'une ou plusieurs des 

hypothèses simplificatrices adoptées. 
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CONCLUSION GENERALE 

============================================== 

Les trois économistes classiques dont j'ai examiné les théories de la rente dans la 

première partie de la thèse, ont proposé plusieurs explications de la rente. L'espèce de 

rente que !'on associe le plus souvent à !'économie politique classique est sans doute la 

rente différentielle; aussi l'avons-nous rencontrée chez nos trois auteurs. L'importance 

attribuée à la rente différentielle varie néanmoins selon l'auteur. Smith, par exemple, 

n'a qu'effieuré la théorie de la rente différentielle, tandis que Ricardo en a fait l'une des 

bases de son système. A côté de la rente différentielle, Smith semble avoir distingué au 

moins deux autres espèces de rente. Je les ai appelées la rente-profit et la rente ordinaire. 

La rente-profit est payée pour l'usage des terres cultivées, et elle constitue une sorte de 

compensation des dépenses originelles d'amélioration des terres. La rente ordinaire est 

payée pour l'usage des terres non cultivées, mais seulement si ces terres sont 'rares'. A 

son tour, Marx a voulu démontrer la possibilité d'une rente absolue. Cette rente serait 

payée parce que les propriétaires de terres, en raison de leur monopole sur certaines 

ressources naturelles indispensables à la production, seraient en mesure d'accaparer une 

partie de la plus-value créée dans l'agriculture. 

Une analyse critique de1~écrits de Ricardo et de Marx a montré que si l'on 

examine Jeurs théories de la rente à la lumière de Jeurs théories de la valeur (et en 

particulier de la théorie de la valeur-travail), Jeurs théories de la rente s'avèrent ou bien 

intenables (cf. le cas de la rente absolue de Marx), ou bien valables seulement sous des 

conditions extrêmement restrictives (cf. l'hypothèse de la composition identique en 
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valeur des capitaux et le maintien de cette hypothèse dans le temps). L'un des mérites 

de Sraffa a été de formuler une théorie des prix (celle des prix de production) qui, tout 

en s'inspirant des théories classiques, permet toutefois de traiter la rente et la terre sans 

qu'il ne soit nécessaire d'introduire des conditions restrictives. 

Dans Production of Commodities Sraffa a étudié un système économique donné, 

et toute l'analyse de la deuxième partie de la thèse a été élaborée en adoptant ce point 

de vue. En ce qui concerne le traitement de la terre, l'idée principale de Sraffa était de 

considérer la terre comme une marchandise, quoiqu'une marchandise tout à fait 

~xceptionnelle. En effet, selon Sraffa la terre entre dans la production en tant que 

moyen de production, mais n'est pas produite. Cette idée est cependant irréconciliable 

avec l'une des hypothèses de base de Sraffa, et doit par conséquent être abandonnée. 

Il se présente alors deux alternatives : ou bien la terre est conçue comme une 

marchandise qui sort de la production de la même façon qu'elle y entre (l'interprétation 

proposée par Schefold), ou bien elle est conçue comme une ressource. Dans la deuxième 

partie de la thèse, j'ai longuement analysé les conséquences de ces deux interprétations 

pour les notions typiquement sraffiennes comme 'marchandise non fondamentale' et 

'système étalon'. Au moins deux conclusions peuvent être tirées de cette analyse. La 

première est que l'interprétation de la terre-ressource permet de retrouver et d'enrichir 

les notions de 'marchandise non fondamentale' et 'système étalon'. La seconde est que 

les solutions obtenues à partir de cette interprétation semblent 'meilleures' que celles 

obtenues à partir de l'interprétation de la terre-marchandise. En somme, l'interprétation 

de la terre-ressource paraît mieux refléter la spécificité de la terre. 

Dans la troisième partie de la thèse, le point de vue de Sraffa a été abandonné. 

Au lieu d'examiner un' système de production donné, le problème a été de 'construire' 

des systèmes de production 'stables' partant d'un ensemble de méthodes de production 
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disponibles. Ce changement de perspective rend nécessaire l'introduction explicite de la 

demande, et plus généralement la spécification des conditions à remplir par les systèmes 

de production 'stables', qui ont été qualifiés de systèmes de production de coût minimal. 

L'analyse a été concentrée sur les questions de l'existence et de l'unicité des systèmes 

de production de coût minimal. Peut-être le résultat le plus important est-il que, même 

dans des situations relativement simples (absence de production jointe, spécialisation 

extrême des terres, etc.), l'unicité n'est plus garantie à partir du moment où il existe 

plusieurs marchandises agricoles. Ce résultat montre que la présence de contraintes · 

quantitatives (c'est-à-dire : de terres) complique considérablement la question du choix 

de techniques, et qu'il serait faux d'extrapoler sans réserve les résultats obtenus en 

l'absence de contraintes quantitatives à des situations où il existe de telles contraintes, 

aussi faibles soient-elles. 
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