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Mon travail de thése CIFRE s’inscrit dans la continuité des théses menées par Tsirizo Rabenoro (Rabenoro,
2015), Cynthia Faure (Faure, 2018), Florent Forest (Forest, 2021). L’objectif de cette these est de développer
une méthodologie pour comprendre et mettre en évidence des typologies spécifiques du fonctionnement des
moteurs d’avion lors de tests de réception effectués sur des bancs d’essai, et d’aider les ingénieurs métier
de Safran Aircraft Engines dans I’analyse des résultats. Il s’agit, d’un point de vue statistique, de sélection-
ner les variables importantes et de calculer leur importance dans un cadre supervisé et non supervisé. Par
ailleurs, cette approche doit rester cohérente avec les modeles physiques qui controlent les mécanismes et le
fonctionnement du moteur.

1.1 Les différents acteurs, le contexte et lesenjeux ... ...

Le travail présenté dans ce mémoire de these est le fruit d’une collaboration entre I’équipe de Statistique, Ana-
lyse et Modélisation Multidisciplinaire (SAMM) de I’Université Paris 1 Panthéon-Sorbonne, ’équipe Datalab
de lentreprise Safran Aircraft Engines et ’équipe ASTRAL (Méthodes avancées d’apprentissage statistique
et de controle) de 'Inria Bordeaux Sud-Ouest.

L’équipe SAMM est une équipe d’accueil (EA 4543) et une des 3 composantes de la Fédération de Recherche
CNRS FR2036 FP2M qui regroupe des mathématiciens et des informaticiens. Elle a été créée le ler janvier
2010. Les domaines de recherche présents au sein du SAMM couvrent de nombreux champs des mathématiques
appliquées (analyse fonctionnelle appliquée, apprentissage statistique, controle optimal, équations d’évolution,
probabilités et statistique), et quelques thématiques en informatique (graphes, automates cellulaires).

Safran Aircraft Engines congoit, développe, produit, et commercialise, seul ou en coopération, des moteurs
pour avions civils, pour lanceurs spatiaux et pour satellites. Safran Aircraft Engines propose également aux
compagnies aériennes et aux opérateurs d’avions une gamme compléte de services pour leurs moteurs aéro-
nautiques, couvrant le cycle de vie du moteur de son entrée en service jusqu’a son démantelement. L’équipe




du Datalab posséde des compétences en matiere de statistiques, d’analyse de données et de génie logiciel et
offre un support a de nombreux projets de ’entreprise, toujours en coopération avec les bureaux d’étude. La
collaboration avec ’équipe SAMM date de 2008 et est tres fructueuse (4 theses et 2 postdocs).

Les activités de recherche de ’équipe ASTRAL se concentrent principalement sur le développement de mé-
thodes statistiques et probabilistes avancées pour I’analyse et le controle de systémes stochastiques complexes :
modélisation statistique et stochastique, estimation et calibration, contréle et décision.

Avant de présenter les défis industriels, les caractéristiques des données et les défis théoriques, il est néces-
saire de décrire le fonctionnement d’un moteur et la méthodologie de certification pour autoriser la livraison
au client.

1.2 Description des concepts industriels .. .

Une présentation bréve du fonctionnement d’un turboréacteur, du réle des aubes de soufflante, ainsi que des
enjeux liés a leur conception et & leur fabrication permet de situer dans un contexte industriel la problématique
de ce travail de these.

1.2.1  Fonctionnement du moteur

Les turboréacteurs équipent la majorité des avions civils assurant ainsi leur propulsion. Celle-ci est créée
au moyen d’une force, appelée poussée, qui résulte de l'accélération d’une masse d’air en sens opposé au
déplacement de I’avion.

Le turboréacteur doit produire une forte poussée en éjectant des gaz (mélange d’air et de combustibles)
a une vitesse la plus élevée possible. On peut remarquer que cela est différent pour un turbopropulseur qui
doit fournir une puissance certaine pour la mise en rotation d’une hélice, ce qui produit un déplacement
d’air. Visuellement, comme illustré sur les schémas (a) et (b) de la Figure 1.1, le turboréacteur se distingue
principalement par la présence d’une structure autour du compresseur (axial) composée d’une superposition
de roues aubagées qui jouent le role d’hélices, dont la premieére est appelée soufflante ou fan en anglais (voir
Figure 1.2 (a)). C’est sur ce type de moteur, notamment le modele LEAP-1A, que portent les analyses de
cette these.

Compresseur Turbine

Soufflante  haute pression haute pression

Nacelle

Entrée d'air Chambres de combustio Compresseur Chambre Turbine  Tuyere
- . I . basse pression de combustion basse pression
Section froide Section chaude
(a) Turboréacteur (source*) (b) Schéma double-corps double-flux (source :Mabilia (2020))

Figure 1.1 : Le graphique (a) représente un turboréacteur fonctionnant via une poussée de gaz éjecté et le graphique (b) donne un
schéma d'un turboréacteur double corps double flux.

PRESENTATION DES TURBOREACTEURS Un turboréacteur commence par aspirer un volume d’air, puis il le
comprime et le chauffe avant que celui-ci ne s’échappe vers 'extérieur via une tuyere. Pour fournir une poussée,
la vitesse d’éjection doit étre supérieure a celle de I’'admission. Ainsi, suivant le cycle admission-compression-
combustion-échappement (voir Figure 1.1 (a)) : Le turboréacteur développe une poussée a l'aide de 1’énergie
qui est apportée par la combustion du carburant. Le flux d’air admis a 'avant du turboréacteur est d’abord
accéléré puis comprimé par le compresseur et il est envoyé dans la chambre de combustion. Ensuite, I’air
comprimé est mélangé a du fuel et le mélange est enflammé a 'intérieur de la chambre de combustion. Les gaz
produits par la combustion sont éjectés dans la turbine et ensuite dans la tuyére, ce qui délivre une poussée.

*http ://wwwd.ac-nancy-metz.fr/ciras/cahierdubia/GTR/groupe_turbo_ reacteur.html




Le cheminement du flux d’air a travers le turboréacteur peut étre suivi sur les schémas de la Figure 1.1. On
distingue deux parties importantes du moteur, la nacelle et la tuyére, qui sont des équipements présents dans
les données étudiées dans ce manuscrit.

Intrados

Bord de fuite
Aube

Extrados

Bord d’attaque ,
Echasse
Pied d’aube en
queue d’aronde

7 ’ h
Alvéole one d’attache

Disque
(a) LEAP-1A (source : Mabilia (2020)) (b) Secteur fan (source : Mabilia (2020))

Figure 1.2 : Le graphique (a) donne une vue en coupe du moteur LEAP-1A et de sa roue aubagée et le graphique (b) donne une
description d'un secteur fan.

Le fan est le permier étage du compresseur axial de illustré sur la Figure 1.2 (a) et chaque aube du fan est
appelée secteur fan (Figure 1.2 (b)). Un secteur fan est composé d’un bord d’attaque et d’un bord de fuite
reliés ensemble par le milieu de corde ou extrados comme illustré sur la Figure 1.2 (b)). Les roues aubagées
sont composées d’aubes qui sont en rotation et qui déplacent un grand volume d’air en accélérant le flux d’air.
Les turboréacteurs séparent le flux d’air en deux flux distincts apres le franchissement de la roue aubagée : le
flux primaire et le flux secondaire. Le flux primaire effectue le parcours décrit ci-dessus dans la Figure 1.1 (a)
et le flux secondaire circule autour du moteur tout en restant contenu dans la nacelle (voir Figure 1.1 (b)),
subissant alors une accélération.

1.2.2  Production et réception

Les tests de réception de moteurs sont obligatoires avant toute mise en service. Ils sont importants tant
pour l'avionneur que pour les équipes de Safran Aircraft Engines. Pour ces derniéres, ils permettent d’avoir
une compréhension complete du comportement de chaque moteur. Ces tests produisent plusieurs milliers de
mesures et leur analyse est une tiche essentielle et difficile.

Ce travail est réalisé par I’équipe performance de Safran Aircraft Engines, au sein du département Perfor-
mance et Opérabilité, dont les ingénieurs sont responsables de la préparation, du suivi et de I’analyse initiale
de la performance ou de l'opérabilité des moteurs, en particulier du LEAP-1A. A ce titre, les principales
missions qui leur sont confiées sont les suivantes :

o la définition des tests pour répondre aux besoins de vérification des performances (rédaction des de-
mandes de tests et d’instrumentation) ;

o la participation & la préparation de la séquence de test avec les équipes chargées de le réaliser (prédiction
du comportement du moteur, adaptation des lois de conduite) ;

o la vérification que le test a atteint ses objectifs (respect des instructions, des procédures, vérification du
fonctionnement de I'instrumentation) ;

e le suivi des équipements de bancs d’essai;
¢ le soutien aux équipes d’étude pour 'exploitation des résultats.

Dans ce manuscrit, nous nous sommes concentrés sur les deux derniers points avec l'aide d’un ingénieur
performance, Alexandre Vasseur. L’objectif principal est de fournir des méthodes statistiques qui aideront les
experts dans l'analyse, la vérification et I’exploitation des résultats des bancs d’essai.

Ces tests sont réalisés sur un ensemble de moteurs identiques sous des hypotheses de conditions de fonc-
tionnement représentatives des conditions de fonctionnement réelles. Malheureusement, les moteurs testés ne
fonctionnent pas tous sous des conditions équivalentes. Premiérement, il faut prendre en compte les variabilités




propres de la production. Ensuite, ils sont également soumis & des différences de conditions météorologiques.
Les variabilités de conception font 'identité du moteur et ne sont pas corrigées. En revanche, les variabilités
liées aux conditions météorologiques et atmosphériques sont corrigées a ’aide d’un modele thermodynamique
(Meqgadmi et al., 2017). Une fois les données corrigées, il existe encore des dispersions importantes qui sont
dues aux équipements utilisés pour faire ces tests.

1.2.2.a Essai de réception

La production des moteurs de série est certifiée par un essai de réception défini dans des documents contrac-
tuels. Cet essai comprend deux phases principales :

1. la vérification du comportement mécanique, notamment en faisant un rodage stabilisé, un équilibrage
des niveaux vibratoires et un rodage transitoire (voir Figure 1.3);

2. la vérification des performances et des limites fixées dans le contrat.

Essai de réception
Cycle de performance et points stabilisés

3500 rodage accélération cycle de
rapide performance
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Figure 1.3 : Le graphique schématise les étapes d'un essai de réception. L'opérateur fixe un régime de rotation pendant une certaine
durée et au cours de cette phase a régime constant que I'on appelle point stabilisé, différentes mesures sont effectuées.

En cas d’anomalie, le moteur n’est pas livré au client et il est admis en chaine hépital afin d’étre analysé,
opération qui est tres cotiteuse. Une fois le probleme traité, le moteur retourne en essai de production.

1.2.2.b  Vérification et certification d'un moteur

Les performances du moteur en essai ne sont pas comparables directement car elles dépendent :

1. des conditions ambiantes du jour de I’essai, c’est-a-dire de la pression atmosphérique, de la température
de l’air admis par le moteur, de ’humidité de 'air et de la condensation ;

2. de 'environnement du moteur en essai et notamment des systéemes et des équipements nécessaires, tels
que le banc d’essai sur lequel est attaché le moteur, la nacelle d’avionnage, la buse d’entrée d’air, la
tuyere posée sur le moteur.

Les fluctuations sur les performances du moteur en test de réception ont plusieurs origines et grossiére-
ment il est admis que 30% seulement sont liées directement aux aléas de production des moteurs. En outre,
pour certifier les performances d’un moteur, il est indispensable de les ramener & des conditions connues de
fonctionnement. La méthode de normalisation utilisée est la suivante :

e on corrige les résultats issus de ’essai avec des coefficients de correction qui dépendent des conditions
ambiantes et des différences entre ’environnement d’essai et I’environnement d’utilisation ;

« on corrige les résultats par rapport a un fonctionnement (régime et poussée) de référence.

Ces corrections sont appliquées sur les parameétres tels que la poussée, le débit carburant, les régimes de
rotation, la température des gaz d’éjection (ou exhausting gaz temperature EGT), etc.
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1.2.2.c  Correction des équipements de bancs

CORRECTION DE BANCS D'ESSAI  Pour éviter la pollution sonore, les essais de moteur se font sur banc fermé
comme illustré sur la Figure 1.4 (a). Le bruit est alors considérablement réduit par 1'utilisation d’un tunnel
congu a cet effet. Malheureusement la poussée du moteur n’est plus du tout la méme que lorsqu’il est a I’air
libre, en banc d’ essai ou en vol. En effet, cette isolation acoustique entraine une diminution du volume d’air
a absorber disponible pour le moteur et a débit de carburant identique le moteur produit moins de poussée
en banc fermé. Ainsi les résultats du test doivent étre corrigés par calcul pour obtenir la poussée réelle du
moteur. Les correctifs apportés sont de l'ordre de 3% & 10% suivant les installations (les débits d’air & 1'entrée
des moteurs peuvent varier de 80 kg/s & 1600kg/s).

Un coefficient (additif) est alors déterminé pour chaque banc d’essai fermé. Il est calculé en faisant, pour
un moteur de référence aussi appelé moteur étalon, la différence des performances obtenues sur le banc fermé
étudié et sur un banc d’essai a ’air libre pour un méme moteur. Ce coefficient est ensuite appliqué a chaque
moteur de série qui est testé sur ce banc d’essai fermé.

CORRECTION DE NACELLES Les nacelles utilisées pour les essais de production produisent, au méme titre que
les bancs, des écarts dans les mesures observées entre les différentes nacelles utilisées en tests, notamment
celle utilisées lors de I’étalonnage en banc d’essai a l'air libre. Les raisons de la présence de ces écarts sont
différentes de celles qu’on observe sur les bancs, mais un coefficient de correction a estimer doit également
étre appliqué aux résultats d’essais de chaque moteur de série.

CORRECTION D'INSTRUMENTATION D'ESSAIS  Les installations de mesure en essais induisent des écarts dans les
résultats des tests qui doivent aussi étre corrigés pour obtenir les performances réelles du moteur, ou des
performances conformes a ce qui est attendu. Les corrections a appliquer sur les résultats d’essais sont déter-
minées par calcul & partir d'un modeéle moteur dont on simule le fonctionnement avec et sans instrumentation.
Dans ces instrumentations, la buse d’air et la tuyére primaire sont prises en compte.

DERIVE DE PERFORMANCES DES EQUIPEMENTS DE BANCS D'ESSAI Tl existe une dérive lente des équipements d’essai
qui peut étre due & une usure. Il est nécessaire de déterminer un coefficient de correction dépendant du temps
et du travail fourni par les équipements. En effet, I'usure est principalement due aux températures élevées
auxquelles sont soumis les équipements, et donc la correction prend en compte les températures auxquelles sont
exposés les équipements ainsi que le carburant utilisé. Méme dans un cas d’utilisation stable des équipements,
il peut exister des tendances non linéaires des mesures qui sont effectuées sur le moteur. Lorsque la dérive, que
l'on appelle aussi biais, est trop importante, les équipements subissent une opération de maintenance. Une
fois cette opération effectuée, il convient de corriger a nouveau les mesures en estimant un coefficient comme
expliqué dans les paragraphes ci-dessus. Ces opérations sont cofiiteuses en temps, en personnel et en matériel,
elles impliquent des organisations complexes de la chaine de production et le résultat, en termes de correction,
n’est pas forcément satisfaisant. Une analyse et une correction a 'aide d’outils issus de la statistique peuvent
étre plus appropriées.

(a) Banc fermé (source : Safran Aircraft Engines) (b) Nacelle et tuyere (source : Safran Aircraft Engines)

Figure 1.4 : Le graphique (a) représente le moteur placé en banc fermé et le graphique (b) représente une nacelle et une tuyére
posées sur le moteur.




1.3 Les PrinCipauX defiS ... .o

Dans cette section, nous abordons les principaux défis rencontrés dans cette thése. Nous commencons par
introduire les différents sujets auxquels nous sommes confrontés, puis décrivons les principales caractéristiques
des données a notre disposition, ce qui permet enfin de motiver et de présenter les défis théoriques a résoudre.

1.3.1 Les principaux défis industriels

Ces travaux de theése portent sur 'analyse de données d’essais de réception qui sont indispensables pour la
vérification et la certification des moteurs. Les résultats de ces essais dépendent en grande partie des équipe-
ments avec lesquels ces essais sont faits. Ainsi, un des premiers objectifs est de comprendre statistiquement
I'influence de ces équipements et de vérifier que la correction calculée & partir de modeles physiques permet
de comparer les populations de moteurs, c’est-a-dire que les résultats corrigés des essais sont indépendants
des équipements avec lesquels ils ont été effectués. Si ce n’est pas le cas, il faudra proposer une correction
statistique des mesures faites sur les moteurs.

Ensuite, une fois les mesures corrigées obtenues et validées, un deuxiéme objectif est de les analyser pour
vérifier qu’elles sont bien conformes aux exigences attendues. D’un point de vue physique, cela se fait a I'aide
d’un modele moteur, et les mesures réelles doivent étre conformes aux intervalles de fonctionnement prévus
par le modele. Le probléme peut étre approché d’un point de vue statistique en utilisant des algorithmes
de détection d’anomalies. Les parametres a 'origine de ces anomalies peuvent étre déterminés a ’aide de
méthodes de calcul d’importance de variables.

Enfin, un dernier sujet est abordé, celui des phénomeénes de vibration des aubes fan. De maniere générale,
les aubes sont soumises a diverses sources d’excitation et d’amortissement, naturelles ou intentionnelles, qu’il
s’agit de connaitre précisément en vue d’éviter les phénomeénes de résonance et les risques d’endommagement
dont le plus important est la fatigue vibratoire. Ce point sera détaillé dans le chapitre abordant cette question.

1.3.2 Les principales caractéristiques des données

Les données de bancs sont des données tres structurées. Des mesures de multiples parameétres, fournissant
souvent des informations assez similaires, sont effectuées suivant 6 niveaux de poussée du moteur que l'on
appelle des points stabilisés dont le régime de rotation est fixé par 'opérateur. En outre, deux variables
représentant un méme parameétre mesuré en deux points stabilisés différents sont tres corrélées. Les données
de bancs ont donc par nature une structure en groupes, ou les groupes sont formés par les variables représentant
un méme parametre mesuré sur les 6 points stabilisés. Pour ces données, le nombre d’observations (le nombre
de moteurs) est relativement faible (de 'ordre de 500 lors de 'acquisition des données en début de these) et
il est supérieur au nombre de variables dans un ratio de 1 a 5.

Par ailleurs, on suspecte que les observations représentant les moteurs dans les données, sont partitionnées
selon l'environnement et la configuration des tests, notamment selon l'instrumentation et les équipements
utilisés.

Les données décrivant les phénomeénes de vibration des aubes fan sont de grande dimension, c’est-a-dire
que le nombre d’observations est trés faible (de l'ordre de 100) et inférieur au nombre de variables (dans
un ratio de 1 & 10). De plus, ces données sont extrémement corrélées. En effet, le phénomene & étudier est
complexe et I'une des premieres approches métier a été de multiplier le nombre de paramétres mesurés pour
tenter de le comprendre, donnant des blocs de variables tres corrélées dont la structure est a priori inconnue
(car physiquement on ne connait pas la loi liant exactement les parametres).

Finalement, les principales caractéristiques des données sont :

e un faible nombre d’observations;

e un grand nombre de variables les décrivant, dont une partie n’est pas utile pour décrire les phénomenes
physiques ;

« de fortes corrélations entre les variables ;

e des structures par blocs ou par groupes entre les variables.

1.3.3 Les principaux défis théoriques

Du point de vue théorique, I’enjeu principal de ce travail de theése est de modéliser et expliquer les phénomenes
physiques observés et non observés a ’aide de méthodes statistiques et d’en interpréter la cause a 1’aide d’une
(petite) partie des variables explicatives. Ce travail se place donc dans le cadre supervisé et non supervisé,
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avec une contrainte forte, celle de construire des modeles interprétables : on cherche & indiquer la contribution
de chaque variable a la construction du modele, c’est ce que 'on appelle mesurer I'importance des variables.
En outre, on cherche a améliorer I'interprétabilité en construisant des modeles parcimonieux ou sparses en
anglais, c’est-a-dire tels que les variables qui ne contribuent pas a leur construction en soient exclues.

Dans le cadre non supervisé, des méthodes de partitionnement de groupes d’observations, ou méthodes
de clustering en anglais, vont étre étudiées. La solution que nous cherchons doit pouvoir s’utiliser en grande
dimension, doit étre interprétable et elle doit pouvoir tenir compte de la structure de groupes des variables.
Ce type de méthode est connu sous le nom de méthodes de clustering sparse (clustering et sparse ne sont plus
écrits en italique dans la suite du manuscrit et ce sont les seules exceptions a la regle typographique qui met
en évidence les mots étrangers).

Dans le cadre supervisé, nous proposons des méthodes modélisant un phénomene décrit par des variables
continues (respectivement catégorielles), c’est-a-dire des méthodes de régression (respectivement de classifica-
tion). On impose les mémes contraintes que dans le cas non supervisé (gérer des données de grande dimen-
sion, étre sparse, indiquer I'importance des variables, tenir en compte des structures de groupes de variables).
Par ailleurs, remarquons que nous voulons modéliser un phénomeéne physique dans le but d’en expliquer les
principes et donc que nous ne sommes pas (directement) intéressés par les aspects prédictifs. Ce point est
extrémement important car nous verrons qu’expliquer un phénomene et expliquer la prédiction du modele
associé sont deux buts qui peuvent étre contradictoires.

Une caractéristique propre aux algorithmes sparses est qu’ils dépendent d’un parameétre a ajuster (au
méme titre que les méthodes de clustering). Différentes valeurs de ce parametre donnent naissance a différents
modeles et il est nécessaire de choisir entre tous ces modeles. Ainsi, il est primordial de disposer d’une méthode
de sélection de modele efficace. Il faut insister sur le fait que la sélection de modele est un défi majeur en
clustering non supervisé. En effet, il n’existe pas de méthode universellement admise pour évaluer les résultats
du clustering pour la raison évidente qu’il n’y a pas de vérité de terrain par rapport a laquelle les résultats
pourraient étre comparés. C’est aussi le cas lorsque ’on s’intéresse a la sélection de variables (modéles sparses)
et a 'importance de variables, méme dans le cadre supervisé, car on ne dispose jamais du vrai ensemble de
variables et des vraies importances de variables définissant le phénomeéne sous-jacent étudié.

Pour résumer, les principaux défis théoriques sont :

e gérer des données de grande dimension;

o procéder a une sélection des variables dans un but explicatif (et non prédictif par exemple) ;
o déterminer I'importance des variables (dans un but explicatif) ;

e prendre en compte une structure de groupes lors de la modélisation ;

e gérer les corrélations entre les variables pour répondre aux taches indiquées ci-dessus;

e sélectionner le modele le plus représentatif du phénomene étudié.

1.4 Les principales contributions de ce travail de these ... .. . . . .. ...

La suite du manuscrit est organisée en sept chapitres, dont les cinq premiers présentent des contributions
théoriques au domaine des statistiques.

Le Chapitre 2 est un état de ’art et une analyse des algorithmes existants de clustering sparse. La contri-
bution essentielle de ce chapitre est de proposer une étude détaillée et critique d’un certain nombre des
algorithmes de clustering permettant de faire de la sélection de variables, en présentant notamment des mé-
thodes basées sur les K-means (Lloyd, 1982) ou les modéles de mélange gaussien (McLachlan and Basford,
1988 ; McLachlan and Krishnan, 2007 ; McLachlan et al., 2019).

Le Chapitre 3 introduit une méthode de clustering sparse adaptée aux variables ayant une structure de
groupes. Notre contribution (M. Chavent, J. Lacaille, A. Mourer, and M. Olteanu), décrite dans Chavent et al.
(2020), consiste & proposer une extension de I'algorithme du WT-K-means (Witten and Tibshirani, 2010),
que nous appellerons Group-Sparse K-means, a des données numériques structurées en groupes de variables,
en introduisant une pénalité dite group lasso (Yuan and Lin, 2006).

Le Chapitre 4 étudie le probléeme que posent les corrélations entre les variables notamment dans le contexte
du clustering sparse. Nous remarquons que la présence de corrélations entre les variables de bruit impacte
négativement les performances des algorithmes de clustering basés sur la distance euclidienne, nous expliquons
le probleme en pratique tout en donnant des intuitions théoriques et proposons une solution de normalisation
basée sur I'inverse de la somme des corrélations au carré des variables deux a deux.




Le Chapitre 5 présente une méthode de sélection de modeéle en clustering. Notre contribution, décrite dans
Mourer et al. (2020b), consiste a proposer une nouvelle définition du clustering, basée sur la notion de stabilité
(Von Luxburg, 2010) entre les clusters et au sein des clusters et nous introduisons un critére de différence de
stabilité, Stadion, un indice interne de validation du clustering.

Le Chapitre 6 introduit une méthode permettant de calculer I'importance des variables en présence de
groupes inconnus de variables trés corrélées, dans le cadre de I'apprentissage supervisé et cette contribution
est publiée dans Chavent et al. (2021b) (M. Chavent, J. Lacaille, A. Mourer, and M. Olteanu). Dans le cas des
modeles de foréts aléatoires (Breiman, 2001), nous expliquons le probléme que pose la présence de corrélations
entre les variables explicatives pour calculer 'importance des variables, et nous proposons une méthode pour
réduire ces corrélations en entrée de l’algorithme qui est basée sur le clustering de variables (Chavent et al.,
2011, 2021a).

Les deux derniers chapitres présentent des applications industrielles.

Le Chapitre 7 définit une méthodologie de détection, de correction et de vérification des biais introduits par
les équipements de bancs lors des tests de réception. L’algorithme de détection et de vérification se fonde sur
une méthodologie d’apprentissage supervisé, ou un modele tente de prédire I’équipement de bancs utilisé a
partir des mesures qui y sont faites. Ce travail est un enjeu important car les résultats de ces tests permettent
la certification des moteurs.

Le Chapitre 8 expose une méthode de détection d’anomalies dans les données de tests de réception. La
méthodologie étend 'utilisation des valeurs de Shapley (Shapley, 1953) aux modeles d’Isolation Forest Liu
et al. (2008). Ce chapitre a fait ’objet d’une publication dans Mourer et al. (2020b).

Ce manuscrit est accompagné de trois logiciels libres d’acces : le package R vimpclust® publié sur le CRAN
implémente la méthode présentée au Chapitre 3 (et bientot celle du Chapitre 4); le code python skstab!
implémente la méthode du Chapitre 5 (la version R est déja implémentée et elle sera mise en ligne trés
prochainement) ; le code R SMDA* implémente la méthode du Chapitre 6.

Les données et les codes permettant de traiter spécifiquement les applications du Chapitre 7 et du Chapitre 8
sont soumises & des contraintes de confidentialité. Pour le reste, le code (excepté pour le Chapitre 5) permettant
de fournir les résultats, les figures, les tableaux de ce manuscrit est disponible en acces libre dans un projet$
R, partitionné par chapitre, ou chaque fichier contient un programme qui délivre le résultat d’une figure ou
d’un tableau du manuscrit.

*https ://cran.r-project.org/web/packages/vimpclust/index.html
Thttps ://github.com/FlorentF9/skstab

thttps ://github.com/MourerAlex/SMDA

Shttps ://github.com/MourerAlex/Thesis
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Préambule : évaluation des méthodes de clustering et des
méthodes de sélection de modeles en clustering

DEFINITION DU CLUSTERING  Le clustering est 1'une des taches les plus courantes en apprentissage non supervisé.
Elle consiste & mettre en évidence des groupes d’observations (également appelés clusters ou classes) dans
un jeu de données. Pour 'analyse exploratoire de données, cela permet de mieux comprendre la structure
d’un jeu de données et peut également étre utilisé pour la classification. Le clustering peut étre défini comme
le partitionnement des données en groupes (ou clusters) de sorte que les éléments similaires (au sens d’une
fonction de distance sous-jacente) partagent le méme cluster et que tous les membres de chaque cluster soient
similaires (ou, de maniére équivalente, que les éléments dissimilaires soient séparés en clusters différents)
(Ben-David, 2018). C’est un objectif treés difficile notamment en raison de la non-transitivité de la notion de
similarité : si A est similaire & B, et B est similaire & C', A n’est pas nécessairement similaire & C. Nous
verrons plus en détail dans les chapitres suivant les défis qui se posent en clustering.

COMMENT EVALUER LES METHODES DE CLUSTERING Pour évaluer une méthode de clustering, il est d’usage
dans la littérature de comparer la partition obtenue avec une partition sous-jacente que ’on appelle la vraie
partition. Ainsi, évaluer la qualité d’un clustering est équivalent a mesurer le taux d’erreur en apprentissage
supervisé. Néanmoins, cela nécessite d’avoir connaissance de la vraie partition, ce qui n’est généralement pas
le cas pour les données réelles. En fait, les méthodes de clustering ne peuvent étre évaluées que sur des jeux de
données simulées. Pour illustrer certains aspects d’une méthode, les jeux de données réelles sont indispensables,
mais les ensembles de données simulées sont les seuls qui garantissent une évaluation des performances fiable.
Ce point sera discuté précisément dans les paragraphes suivants.

Généralement en clustering, le nombre de clusters a trouver est inconnu et il faut ’estimer conjointement a
la partition. Certains algorithmes tels que les algorithmes de clustering hiérarchiques Ward (1963), permettent
d’estimer le nombre de clusters, d’autres utilisent des criteres de pénalité fondés statistiquement tels que le
BIC (Schwarz, 1978 ; Lebarbier and Mary-Huard, 2006) pour les modéles de mélange gaussien (GMM). Enfin,
pour une grande partie des algorithmes dont I’algorithme des K-means, le choix du nombre de clusters reste
une question difficile et ouverte. C’est pourquoi, lorsqu’un algorithme de clustering est couplé a une méthode
fournissant une estimation du nombre de classes, ce qui sera majoritairement le cas pour les algorithmes que
nous verrons dans le chapitre suivant, il est possible de les évaluer dans le méme temps.

Néanmoins, cela ne permet pas d’étudier les performances de 'algorithme de clustering seul. Une bonne
pratique dans ce cas est de fixer le nombre de clusters, pour évaluer 'algorithme de clustering de maniére
indépendante. Une deuxieme évaluation suivra pour évaluer la méthodologie globale.

Supposons alors que nous connaissions la vraie partition, ce qui est le cas lorsque 'on simule des données,
reste & définir une mesure pour comparer deux partitions. Si le nombre de classes des deux partitions est
le méme, le taux de bon classement peut étre utilisé. Si le nombre de classes est grand ou si les classes
sont déséquilibrées, d’autre mesures plus adéquates ont été proposées (Romano et al., 2015). Dans le cas
ou le nombre de classes n’est pas le méme, plusieurs mesures ont été définies pour évaluer la performance
de lalgorithme. Par exemple, 1’ Adjusted Rand Index (ARI) défini par Hubert and Arabie (1985b) est selon
Romano et al. (2015) un choix recommandé lorsque les clusters sont majoritairement équilibrés.

Définissons formellement ’ARI, qui est largement utilisé dans ce manuscrit. Soit deux partitions Cx et
Cl:. En considérant toutes les paires d’observations deux & deux nous pouvons définir les quatre quantités
suivantes :

1. Ni; le nombre de paires qui sont dans le méme cluster dans les deux partitions Cx et Ci ;
2. Nyo le nombre de paires dans des clusters différents dans les deux partitions Cx et Cl ;
3. Nio le nombre de paires dans le méme cluster dans Cx mais pas dans Cl, ;

4. No1 le nombre de paires dans le méme cluster dans Cxs mais pas dans Cj-.
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L’Indice de Rand Ajusté (ARI) est une version de de I'indice de Rand qui est corrigée par la valeur attendue
de l'indice. Il a été introduit sous deux variantes différentes dans Morey and Agresti (1984) et Hubert and
Arabie (1985a). Dans ce travail, nous utilisons la premiére version de Hubert and Arabie (1985a) qui s’exprime

comme suit :
2(NooN11 — No1N1o)

. 1.1
(Noo + No1)(No1 + Ni1) — (Noo + Nig) (N1o + N11) (1.1)

IARI est toujours compris entre -1 et 1, il vaut 1 quand les partitions sont identiques et il est proche de 0
ou inférieur a 0 lorsque les accords entre les deux partitions sont aléatoires.

Si 'on cherche a évaluer plusieurs méthodes sur différents ensembles de données, calculer un ARI moyenné
peut étre trompeur. En effet, les ensembles de données peuvent étre de difficultés différentes et, par conséquent,
une simple moyenne peut induire en erreur (Demsar, 2006). La moyenne fait sens pour agréger les résultats
d’une méme simulation qui a été répétée, mais pas pour agréger des résultats sur différents ensembles de
données.

Afin de comparer les méthodes sur plusieurs bases de données de complexité et de difficulté différentes, il
est possible de faire des tests de rangs avec le test de rangs de Wilcoxon (Demsar, 2006)) ou de calculer une
performance normalisée par la difficulté de 'ensemble des données (Hofmeyr, 2018), pour autant qu’on puisse
I’estimer.

ARI =

LE PROBLEME DE L'EVALUATION SUR DES DONNEES REELLES Pour utiliser une vraie partition, il est nécessaire de
s’assurer qu’elle représente bien exactement les clusters présents dans les données. Cela nécessite une analyse
approfondie du jeu de données et, quand bien méme celle-ci est faite, cela ne garantit pas que la partition
des données soit conforme a la réalité. En effet, il peut toujours exister des variables latentes non observées
qui induisent des structures de clusters dans les données, provoquant un décalage entre la variable désignant
la vraie partition et les vrais clusters sous-jacents. Pour autant que nous le sachions, aucune méthodologie
ou analyse n’a été suggérée pour garantir avec certitude qu'un jeu de données réelles soit partitionné en K
classes.

En général, les algorithmes de clustering tels que les K-means sont souvent testés sur des ensembles de
données réelles et les clusters obtenus comparés a une variable catégorielle désignée comme la vraie partition. Il
se peut que I'algorithme réussisse a retrouver les clusters définis par la vraie partition et que ' ARI soit proche
de 1. Par exemple, c’est le cas pour la base de données sur les maladies cardiaques HDdata$, pour lequel
I’algorithme des K-means exécuté sur les variables numériques retrouvent les clusters définis par la variable
qui code la présence ou l'absence de maladie cardiaque. On sait que les classes sont quasiment linéairement
séparables sur la premiére composante principale. Cependant, comme on peut le voir sur la Figure 1.5(a), la
frontiere entre les classes est tres dense et les classes peuvent représenter une distribution unimodale plutét
que bimodale, ce qui souléve des questions quant a l’existence de 2 clusters distincts.

Pour résumer, sur des données réelles, rien ne peut garantir qu’une variable donnée ou définie par 1'utilisa-
teur représente la vraie partition si toutefois celle-ci existe et en aucun cas le fait qu'un algorithme retrouve
un partitionnement défini arbitrairement est la preuve que ce partitionnement représente la vraie partition.

COMMENT EVALUER LES METHODES DE SELECTION DE MODELE POUR LE CLUSTERING  On doit distinguer 1’évalua-
tion d’'une méthode de clustering pour un nombre de classes fixé, de I’évaluation de la qualité du modele,
c’est-a-dire de 'adéquation du nombre de classes choisi avec la réalité.

Par exemple, une distribution gaussienne unimodale non sphérique peut étre divisée en deux en son centre
pour former artificiellement deux classes comme c’est le cas sur la Figure 1.5(b). Dans ce cas, la partition
trouvée par l'algorithme des 2-means sera la meilleure solution au sens de ’ARI, mais ne sera pas un bon
modele, puisqu’en réalité il n’y a pas lieu de considérer deux clusters.

Il faut donc étre tres prudent lors de la simulation de données destinées a évaluer les méthodes de sélection
de modeles. Dans les expériences, nous éviterons au maximum le chevauchement entre les clusters en générant
des clusters séparés, ce qui donnera des scénarios plus simples mais fiables.

RESUME Pour résumer, trois points sont importants & retenir :

1. Pour évaluer des méthodes de clustering ou des méthodes de sélection de modeles en clustering, il ne
suffit pas de savoir que 'on a trouvé le bon nombre de clusters, il faut comparer les partitions obtenues
avec une mesure de dissimilarité. Pour des simulations répétées de données de difficultés comparables,
les résultats peuvent étre moyennés, sinon il faudra utiliser par exemple des tests de rangs.

Shttps ://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/statlog+(heart)
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Les données HDdata Gaussienne corrélée en deux dimensions

Deux premiéres composantes principales d'une ACP de données mixtes Classes linéairement séparables mais la distribution est unimodale
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Figure 1.5 : Le graphique (a) représente les classes définies par la variable indiquant la présence ou I'absence d’une maladie cardiaque

sur la premiére et deuxiéme composantes principales d'une ACP (sur données numériques uniquement). Le graphique (b) illustre des

classes artificielles définies arbitrairement sur un jeu de données gaussien de dimension deux. Sur ces deux exemples I'algorithme des
K-means a des tres bons résultats.

2. L’évaluation des méthodes de clustering ou des méthodes de sélection de modele nécessite de disposer
de bases de données qui sont effectivement structurées en clusters. Méme si cela parait évident, ce n’est
pas si simple, car il n’y a pas de définition concréte de ce qu’est un cluster. C’est pourquoi dans la suite
nous utiliserons des jeux de données simulées et des vérifications visuelles de clusters simulés.

3. Sur des données réelles, rien ne ne peut garantir qu'une variable donnée ou définie par un utilisateur
représente la vraie partition si toutefois celle-ci existe et en aucun cas le fait qu’un algorithme retrouve
un partitionnement défini arbitrairement n’est la preuve que celui-ci représente les clusters, les seuls
clusters, la vraie partition.
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Analyses, comparaisons et critiques des algorithmes de
clustering sparse
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2.1 Introduction .
Il est légitime de penser que s’il existe une structure de clustering dans des ensembles de données réelles, les

clusters sous-jacents ne different que selon certaines variables. Les ensembles de données réelles contiennent
souvent des variables indépendantes et non informatives pour le clustering, que nous appelons variables de
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bruit, et celles-ci peuvent étre en trés grand nombre. Considérer explicitement ces variables comme du bruit
dans le modele permet tout d’abord d’améliorer les performances de l'algorithme et ensuite de réduire le
nombre de variables du modeéle, qui sera ainsi plus facile & interpréter.

Malheureusement, le clustering (ou classification non supervisée) est encore aujourd’hui une tache difficile,
alors le clustering sparse peut paraitre quant a lui inabordable. Déja il y a plus de 20 ans, Gnanadesikan et al.
(1995) écrivaient “One of the thorniest aspects of cluster analysis continue to be the weighting and selection
of variables” et plus récemment Raftery and Dean (2006) commentaient que “Less work has been done on
variable selection for clustering than for classification, perhaps reflecting the fact that the former is a harder
problem. In particular, variable selection and dimension reduction in the context of model-based clustering have
not recetved much attention”. Les difficultés tant dans la formulation que dans la mise en oeuvre, font que les
algorithmes de clustering sparse restent encore peu utilisés comparativement aux algorithmes de clustering
standards et cela est surprenant au vu de la popularité des méthodes sparses dans le contexte supervisé.
Néanmoins, nous allons voir que de nombreuses méthodes déja exploitables existent et offrent des solutions
pertinentes.

CONTRIBUTIONS DE CE CHAPITRE  La contribution essentielle de ce chapitre est de proposer une étude détaillée
et critique d’un certain nombre des algorithmes de clustering permettant de faire de la sélection de variables,
en présentant notamment des méthodes basées sur les K-means (Lloyd, 1982) ou les modeéles de mélange
gaussiens (GMM) (McLachlan and Basford, 1988 ; McLachlan and Krishnan, 2007 ; McLachlan et al., 2019).

Il existe deux études comparatives intéressantes dans ce domaine : celles de Bouveyron and Brunet-Saumard
(2014a) et de Fop and Murphy (2018). Ces études sont orientées plus spécifiquement sur des méthodes basées
sur les GMM. Dans Bouveyron and Brunet-Saumard (2014a), on trouve une description d’algorithmes sparses
et non sparses pour des données de grande dimension et les algorithmes sont illustrés sur des données réelles.
Dans Fop and Murphy (2018), les auteurs ajoutent une partie sur analyse des classes latentes qui sont des
modeles de mélange permettant de faire du clustering sur des observations décrites le plus souvent par des
variables catégorielles. Ils illustrent les méthodes sur des ensembles de données réelles et font une analyse
comparative des temps de calcul des algorithmes.

Notre apport réside donc dans le fait d’étendre ce type d’étude aux algorithmes sparses basés sur les K-
means en plus des GMM et de proposer une analyse comparative numérique détaillée des algorithmes dont
le code est disponible librement, en s’appuyant sur des schémas de simulations structurés et des indicateurs
précis.

2.2 Du clustering a l'algorithme des K-means ... ..

Cette section est consacrée a des rappels sur les criteres d’inertie et I’algorithme des K-means. Ces points
sont nécessaires tant pour la compréhension que pour la formulation des méthodes décrites dans la suite.

2.2.1 Critéres d'inertie

En clustering, on cherche & construire des classes les plus homogenes possible tout en étant les plus sépa-
rées possible au sens de la distance euclidienne. Soit la matrice X € R™*P de n observations x; décrites par
p variables x7. D’aprés le théoreme de Kénig-Huygens, pour une partition en K classes des n observations
{C1,...,Ck}, la somme pondérée des carrés totale (somme des carrés des distances euclidiennes des observa-
tions au centre des données) se décompose en la somme pondérée des carrés inter-classes et la somme pondérée
des carrés intra-classes. De cette décomposition on peut donc déduire la relation suivante :

L1 J_ =7)2 1K Y 1K i 2
Z%Z(CIZ—Q?) :ZgZZ(l‘l—xk) +Zﬁan(mk—x), (2,1)

ol
e 77 la moyenne de la variable j;

o x=(x!,...,ZP)T est le centre des données;

e ny le nombre d’observations dans le cluster k;

1 J.
* Ty = nn Zieck 55
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o X, = (T},...,74)T est le centre du cluster k.

Les notations t;,v;,b; définies dans I’Equation (2.1) sont respectivement la variance totale, la variance intra-
classes et la variance inter-classes de la variable j. La variance totale étant une quantité fixe indépendante des
classes de la partition, minimiser la variance intra, c’est-a-dire rendre les classes homogenes, est équivalent a
maximiser la variance inter, c’est-a-dire séparer les classes comme illustré sur la Figure 2.1. Cette remarque

Figure 2.1 : Le graphique illustre I'Equation 2.1.

est a l'origine de la définition de 'algorithme le plus utilisé en clustering, connu comme algorithme des centres
mobiles, K-moyennes ou K-means.

2.2.2 Algorithme des K-means

Comme son nom l'indique, 1'algorithme des K-means (Forgy, 1965; MacQueen et al., 1967 ; Hartigan and
Wong, 1979; Lloyd, 1982) se définit en fixant a priori le nombre de clusters K & construire. Le but est de
minimiser la variance intra-classes ou de maniére équivalente maximiser la variance inter-classes :

P P

nglmmésgr J; v = mcal>7(.1.1.17101§(6r ]; b;j. (2.2)
L’Equation 2.2 définit un probléme non convexe qui est donc difficile & optimiser. La stratégie mise en place
est un algorithme itératif, fonctionnant par étapes successives (Lloyd, 1982). L’algorithme commence par
initialiser les K centres notés cy,...,cx, en choisissant par exemple des observations tirées aléatoirement et
alterne ensuite les deux étapes suivantes jusqu’a la convergence de l’algorithme.

1. Affectation : chaque observation est assignée au centre le plus proche,

Cr + {i| argmin ||x; — e ||3 = k}.
k=1,..,K

2. Minimisation : chaque centre est mis a jour pour devenir la moyenne de son cluster,

1
Cp < — E X;.
ng |
i€Cl,

Du fait de sa non convexité, on ne peut empécher que l'algorithme converge la plupart du temps vers un
minimum local. C’est pour cela qu’il est recommandé de relancer plusieurs fois ’algorithme avec des initiali-
sations différentes et de choisir la meilleure solution au sens de L'Equation 2.2. D’autres types d’initialisation
sont aussi possibles, tel que le K-means++ (Arthur and Vassilvitskii, 2007). L’intuition pour cette approche
est qu’il faut choisir les centres initiaux les plus distants possible : le premier centre de cluster est choisi uni-
formément au hasard parmi les observations, apres quoi chaque centre est choisi parmi les points de données
restants avec une probabilité proportionnelle & sa distance au carré du centre de cluster le plus proche.
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VERSIONS NON SPARSES DES K-MEANS AVEC PONDERATION DES VARIABLES Des auteurs ont introduit des va-
riantes de la méthode des K-means en introduisant des pondérations des variables (Friedman and Meulman,
2004 ; Huang et al., 2005 ; Jing et al., 2007 ; Domeniconi et al., 2007). Le but est d’améliorer les performances
du clustering en différenciant les contributions, inconnues a priori, des différentes variables importantes ou de
bruit. Ces méthodes ne conduisent pas a sélectionner des variables, mais elles sont a l'origine de certaines des
méthodes K-means sparses.

2.3 Maéthodes sparses basées sur les K-means ...

Les méthodes de clustering sparse basées sur les K-means ont connu un développement trés important a la
suite des travaux de Daniella Witten et Robert Tibishirani publiés en 2010 (Witten and Tibshirani, 2010).
Dans cette section, nous introduisons cet algorithme qui a une place centrale dans ce manuscrit de these.

2.3.1 WT-K-means (1)

Le principe général de 'algorithme de Witten and Tibshirani (2010) est de réécrire le probléme d’optimisation
des K-means en introduisant une pondération des variables (poids) et une contrainte basée sur la norme ¢; de
ces poids pour obtenir de la sparsité en for¢ant des poids a valoir 0, ce qui exclut les variables correspondantes
du modele. On nomme cet algorithme WT-K-means et il fait partie de la famille des algorithmes K-means
sparses. Précisément ’algorithme repose sur I'introduction d’un nouveau critere de variance, la variance pon-
dérée et pénalisée. A partir de L'Equation (2.2), on pondére les variances inter-classes par variable, pour
prendre en compte la contribution des variables a la séparabilité des classes en clustering, et on ajoute une
pénalité dépendant de ces poids pour supprimer des variables du modele. La variance inter-classes pondérée
et pénalisée s’écrit alors :

zp: w;b; — Ah(w) = wTb — Ah(w) , (2.3)

o W= (wr,.., wp)T est le vecteur des poids,

o avecw; > 0,Vj € {1,...,p} et ||W||§ <1

b = (b1, ...,bp)T est le vecteur des variances inter-classes par variable pour une partition donnée Ci, ..., Ck,
e A > 0 est 'hyperparametre déterminant 'intensité de la pénalisation,
o h(w) une fonction de pénalité.

Dans ce qui suit, K, le nombre de clusters, ainsi que A sont supposés étre fixés a ’avance. Dans ’algorithme
WT-K-means introduit dans Witten and Tibshirani (2010), le terme de pénalité est choisi par analogie avec
le cadre lasso (least absolute shrinkage and selection operator) (Tibshirani, 1996), et donc h(w) = ||wl1.
Optimiser la version pondérée et pénalisée de la variance inter-classes revient a trouver des poids et des
clusters. Le probléeme peut alors se réécrire sous la forme d’une double optimisation :
maximiser w'b — A [lw||; s.c. ||W||§ < lw; >0V (2.4)
1y0-0,CK W
Ainsi, lorsque l'optimisation de I'Equation (2.4) se fait par rapport & w, d’une part les poids traduisent
directement la contribution des variables au clustering et d’autre part ’on obtient une représentation sparse
des variables. En effet, la pénalité ¢; permet la mise a 0 de certains poids ce qui implique que les variables
correspondantes n’influent plus sur inertie inter-classes et donc n’ont plus de pouvoir discriminatif. On
remarque que, lorsque A = 0 I'algorithme ne se réduit pas aux K-means standard mais a des K-means avec
pondération car 'optimisation des poids et le fait que les variances inter-classes des variables sont le plus
souvent différentes implique des résultats différents des K-means standards. Néanmoins si A = 0 I’algorithme
n’effectue pas de sélection de variable.

2.3.2 Choix du parametre A

Le parameétre A peut étre choisi a ’aide de criteres d’évaluation de qualité du modele. La plupart des criteres
d’évaluation en clustering portent sur le choix du nombre de clusters K. Ici, le parametre A\ détermine le
sous-espace dans lequel les centres des clusters résident. Les deux taches sont tres différentes et les outils qui
fonctionnent pour I'une ne vont pas obligatoirement fonctionner pour 'autre.
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GAP STATISTIC Dans leurs travaux, Witten and Tibshirani (2010) utilisent le Gap Statistic (Tibshirani et al.,
2001b) pour choisir le paramétre A. Le Gap Statistic est une méthode utilisée pour déterminer le nombre
de clusters dans un ensemble de données. Elle consiste a comparer la variance inter-classes observée a son
espérance sous une distribution de référence.

Il existe plusieurs possibilités pour obtenir une distribution de référence, celle qui est préconisée par les
auteurs consiste & permuter indépendamment les observations de chaque variable (Tibshirani et al., 2001b). Ce
processus de permutation crée de nouvelles variables qui sont des copies indépendantes des variables originales.
Le processus de permutation est répété D fois. Enfin, algorithme WT-K-means est appliqué a chacun de ces
nouveaux ensembles de données {X!, ..., X} pour des valeurs fixes de (K, \).

Notons b;(K , A, X9) la variance inter-classes du clustering obtenu par le WT-K-means sur X? avec les
parametres (K, ) et b;(K,\, X) la variance inter-classes du clustering obtenu sur l’ensemble de données
original X pour les mémes parametres. Le Gap Statistic est défini comme suit :

D
Gap(K) A, X) = bj (Kv A X) - % Z log(b] (K7 A Xd)) (25)
d=1

La valeur optimale A* est obtenue lorsque cette quantité est maximum :

A* = argmax(Gap(K, A, X)).
A

1l est possible de choisir A* dans 'Equation (2.5) autrement qu’en choisissant le maximum (Tibshirani et al.,
2001b), mais ces alternatives ne sont pas présentées.

Dans Witten and Tibshirani (2010), le Gap Statistic est utilisé pour choisir le parameétre A, mais les
auteurs en nuancent les performances “the performance of the gap statistic of Section 3.2 for selecting the
tuning parameter is mized. This is not surprising, since tuning parameter selection in the unsupervised setting
is known to be a very difficult problem. This is an area in which more work is needed.”. Dans cet article, le
choix de nombre K n’est pas abordé.

DETECTION DE RUPTURE  Bien que ce chapitre soit un état de I’art (et une analyse) des méthodes de clustering
sparse existantes, nous introduisons ici une contribution originale pour le choix du parametre A. En effet, des
simulations numériques sont faites en fin de chapitre et nous souhaitons inclure la méthode que nous allons
décrire dans les comparaisons, sans multiplier les tableaux de résultats par la suite.

Un des buts du WT-K-means est d’expliquer au maximum la variance des données a ’aide du partitionne-
ment tout en réduisant au minimum le nombre de variables nécessaires. On cherche donc & observer 1’évolution
de Z§:1 b;, la variance inter-classes non pondérée, en fonction des valeurs du parametre A et c’est ce que I'on
appelle le chemin de variance expliquée (voir Chapitre 3 Section 3.4 pour des exemples). Plus A est grand, plus
le nombre de variables utilisées dans le modele est petit, et par définition plus la variance expliquée diminue.

Nous cherchons a trouver une rupture sur le chemin de variance expliquée, c’est-a-dire la plus grande
différence de variance inter-classes pour deux valeurs consécutives du parametre, A; et A\; 1 et nous choisissons
A; comme valeur optimale A\*.

Pour trouver cette rupture nous utilisons la méthode cpt.meanvar du package R changepoint. Celle-ci se
base sur la méthode At Most One Changepoint (Hinkley, 1970).

Il nous reste & approfondir toutes les propriétés de cette contribution mais d’ores et déja nous avons observé
qu’elle permet de mettre en évidence 'importance du choix du parametre A dans les simulations, et que les
résultats semblent prometteurs.

Nous aurons, par la suite, une ample discussion sur le choix des parametres, I'initialisation et la normalisa-
tion, qui font 'ipséité stricte de I'algorithme mais qui sont aussi communs a toute la famille des algorithmes
K-means sparse.

2.3.3 Autres algorithmes sparses : extensions du WT-/K-means

WT-K-MEANS ET DONNEES ABERRANTES (2) Plusieurs extensions du WT-K-means ont été proposées. His-
toriquement, I'une des premieéres méthodes consiste a rendre ’algorithme robuste aux données extrémes ou
aberrantes et a été développée par Kondo et al. (2012). Ils proposent d’utiliser ’algorithme Trimmed K-means
(Cuesta-Albertos et al., 1997) dans la procédure du WT-K-means. L’idée principale du Trimmed K-means
est de remplacer I'étape d’affectation des observations dans les K-means par une nouvelle étape :

1. Affectation™ : Apres avoir affecté les observations aux clusters, on les ordonne selon leur distance au
centre de leur cluster, on retire (we trim) un pourcentage a des observations les plus éloignées de leur
centre, et on met a jour les centres des clusters sans tenir compte des observations retirées.

19




A chaque étape les observations retirées peuvent étre différentes. Une premiére approche naive pour rendre
robuste le WT-K-means consiste donc a utiliser I’algorithme Trimmed K-means a la place de ’algorithme
original (K-means). Finalement Kondo et al. (2012) proposent une modification de l'algorithme Trimmed-K-
means pour améliorer encore les performances. L’idée est qu’a partir de la partition trouvée a chaque itération
par le WT-K-means, on détermine deux ensembles d’observations a retirer, le premier & partir du sous-espace
pondéré par les poids du WT-K-means et le second a partir de l'espace original. En procédant ainsi, les
auteurs assurent que les poids nuls ne masqueront pas nécessairement les valeurs aberrantes dans les variables
de bruit. Cette propriété peut étre tres utile lorsque 1’on cherche a nettoyer 'ensemble de données en retirant
les observations aberrantes.

Une autre extension est proposée par Brodinova et al. (2019) avec une méthodologie plus complexe. Toujours
dans 'idée de faire du clustering sparse en présence de données aberrantes, les auteurs reprennent le schéma
méthodologique de Kondo et al. (2012) et proposent de l'améliorer en utilisant 1’algorithme ROBIN (3)
(ROBust INitialization) de Al Hasan et al. (2009) pour rendre linitialisation indépendantes aux valeurs
aberrantes. De plus, dorénavant les valeurs aberrantes des deux ensembles d’observations a retirer calculés sur
les données pondérées et non pondérées, sont identifiées a l’aide de l'algorithme Local Outlier Factor (LOF)
(Breunig et al., 2000), appliqué indépendamment sur chaque cluster. Les auteurs indiquent que la procédure
proposée est congue de maniere a ce que les parametres requis soient sélectionnés automatiquement et que
notamment cela permet de se défaire de 'hyperparametre «. Il faut noter que LOF requiert malgré tout deux
nouveaux hyperparametres. Ces nouveaux hyperparametres sont fixés par défaut suivant les recommandations
des articles de références (Breunig et al., 2000; Al Hasan et al., 2009).

WT-K-MEANS ET GROUPES DE VARIABLES (4) Huo and Tseng (2017) ont proposé une extension des K-means
sparses au cas ou les variables qui décrivent les données sont structurées en groupe. Ils reprennent 1’algo-
rithme WT-K-means en introduisant une pénalité dite overlapping group (Jacob et al., 2009), qui permet le
chevauchement des groupes tout en sparsifiant au sein des groupes. La combinaison de la pénalité lasso de
norme {7 et de la pénalité overlapping group sert a faire de la sélection de variables et encourage également
(mais ne force pas) les variables du méme groupe & étre sélectionnées ensemble. Formellement, Le probléme
d’optimisation s’écrit comme suit :

maximiser w'b — /\[a lwll, + (1 — a)g(w)} s.c. ||w||§ < 1,w; =0V, (2.6)

1,--.CK,W

o « € [0,1] est un terme controlant I’équilibre entre la pénalité mettant & 0 des poids dans les groupes
(|lwl|l;) et la pénalité inter-groupes (g(w)),

o g(w) = Zle vy |[s; o w||y est la pénalité overlapping group ot o est le produit terme a terme des deux
vecteurs (produit d’Hadamard),

e L le nombre de groupes variables,
o s;=(8;,1,...,8.p)7 est le vecteur binaire d’appartenance au group [,
e v; = 0 est un poids associé a chaque groupe de variables.

Si =1, il n’y a pas de terme de pénalité de groupes et la fonction objectif est équivalente a celle du WT-
K-means et si a« = 0, seule la pénalité overlapping group subsiste. En outre, chaque variable appartient a un
ou plusieurs groupes, éventuellement seule dans son groupe. Les auteurs préconisent de fixer v; > 0 égal au
nombre de variables dans le groupe [, avec coefficient 1 si la variable n’appartient qu’a ce groupe (comme dans
Yuan and Lin (2006)) et % si la variable appartient & g groupes.

La difficulté avec la pénalisation overlapping group est la méthode d’optimisation correspondante pour
trouver les poids w;. En effet, ce type de pénalisation ne permet pas en général d’avoir une solution expli-
cite comme c’est le cas avec le WT-K-means. Ainsi, Huo and Tseng (2017) décident d’utiliser la méthode
Alternating Direction Method of Multipliers (ADMM) (Boyd et al., 2011) pour résoudre (2.6). Cette méthode
d’optimisation demande beaucoup d’itérations pour déterminer une solution avec précision, et elle a aussi
besoin d'un hyperparameétre supplémentaire, en plus de K et des deux parametres de pénalisation « et A,
pour controler sa convergence (pour trouver les poids).

En résumé, c’est un algorithme qui offre une grande liberté sur la modélisation de la structure des données en
raison de la forme de la pénalité, mais en contrepartie il nécessite une optimisation beaucoup plus complexe.
Les solutions sur le choix des hyperparameétres (Gap Statistic) et le critére d’arrét sont celles qui ont été
proposées par Witten and Tibshirani (2010).
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STRUCTURED WT-K-MEANS AVEC PENALISATION PAR LE LAPLACIEN  Dans un article récent de Gong et al. (2018),
une nouvelle forme de la pénalité h(w) est proposée pour accompagner le probléme d’optimisation (2.4). La
méthode exploite les informations de corrélation entre les variables via la pénalité dite Laplacian smoothing,
c’est-a~dire en fixant h(w) = 3>, oy, cor(x/, x!) x (wj —w;)?. Ainsi, le probléme peut s’écrire sous la forme
suivante :

maxirgiser wTb — X|w|; —~ E cor(x?, x') x (w; —w;)? s.c. ||W||§ < Lw; > 0Vj.
1., UKW
Jile{l...,p}

ou A,y = 0 sont des parameétres de pénalisation. La pénalisation associée au parametre v introduit une
structured sparsity. En effet, pour « fixé, une forte corrélation entre les variables x? et x' conduit & une
petite différence entre les poids w; et w;. Par conséquent, si des variables corrélées sont considérées comme
importantes pour le clustering, elles auront tendance a étre sélectionnées ensemble. De méme, si elles ne sont
pas importantes pour le clustering, elles auront tendance a étre écartées ensemble. Les variables importantes
sélectionnées par la méthode partagent donc une méme structure et les résultats sont plus faciles & interpréter.

Les auteurs supposent dans l’article que cor(x/,x!) > 0 et donc la pénalité est toujours positive, mais
dans le cas contraire le modele force les variables avec une corrélation négative a avoir des poids différents
(définir une pénalité avec la corrélation au carré ou multiplier les variables par -1 sont des solutions possibles).
D’autre part en régression, la pénalité lasso a tendance & ne sélectionner qu’une seule variable dans le groupe
de variables corrélées méme si un grand nombre de ces variables, voire toutes, font partie du modele sous-
jacent (Biithlmann et al., 2013). En revanche, cette difficulté n’a pas encore été observée en clustering et nous
verrons dans le Chapitre 4 que le WT-K-means a plutét tendance a produire le phénomene inverse qui est de
sélectionner les variables corrélées ensemble.

SuBsPACE WT-K-MEANS  Une derniére extension a été proposée cette année par Diallo et al. (2021). Les
auteurs proposent de pondérer la variance inter-classes par variable et par cluster ce qui donne le critere
suivant :

K p
maximiser ZZwika— —Awlly, s |wl2 < 1,wg; >0 V5, k,
C1,...,CK,W 1 j:l

ot w = (wi,...,wh )T sont les poids par variable et par cluster et by ; = %(:ffc — 27)? la contribution du

cluster k£ a la variance inter-classes de la variable j. Cette approche est intéressante car elle apporte une
information supplémentaire qui est 'importance des variables par cluster, ce qui permet de savoir si une
variable est discriminante uniquement pour certains clusters. Cette formulation a un défaut notable. Imaginons
par exemple un ensemble de données avec une seule variable centrée qui suit un mélange de trois gaussiennes
tel que les clusters sont séparés, équidistants, de méme effectif, de méme variance. La variable est donc centrée
en 0 et son centre se confond avec le milieu d’'un des trois clusters, disons le deuxiéme. Or par définition, la
variance inter-classes du deuxiéme cluster est nulle (b2 1 = 0) car le centre de ce cluster se confond avec le
centre des données et ainsi wy; = 0. Cet exemple met en évidence le fait que I'algorithme supprime, entre
autres, des clusters proches du centre des données. Ce type de comportement n’est pas recherché a priori et
peut méme étre génant pour le clustering. Pour incorporer 'importance des variables par cluster, il faudrait
considérer les clusters deux a deux et non dans leur ensemble.

2.3.4 K-means sparses par hill climbing

Dans Arias-Castro and Pu (2017), les auteurs proposent ce qu’ils appellent “a simple approach to sparse
clustering by hill climbing”. En pratique, la méthodologie consiste a chercher un sous-ensemble de variables de
taille s fixée & 'avance (parmi tous les sous-ensembles de variables de taille s), qui maximise la variance inter-
classes a ’aide de ’algorithme des K-means et d’'une méthode itérative de type hill climbing. Le hill climbing
s’apparente a un algorithme de type stepwise forward-backward en introduisant le parametre a optimiser s, qui
indique le nombre de variables & sélectionner. Le choix de s (la taille de I’ensemble des variables & sélectionner)
est choisi & l'aide du Gap-statistic comme dans Witten and Tibshirani (2010). La grande différence entre les
deux méthodes est que pour différents niveaux de pénalisation, le WT-K-means peut trouver une méme
partition et le méme sous-ensemble de variables importantes. Au contraire pour que la méthode décrite dans
Arias-Castro and Pu (2017) conduise au vrai modéle, il faut fixer & ’avance le nombre de variables & retenir.

Dans leurs simulations le cardinal du sous-ensemble des variables importantes (s) apparait toujours dans
la liste des parameétres testés, ce qui donne un clair avantage a l’algorithme. Finalement les résultats ne sont
pas forcément treés différents de ceux obtenus avec le WT-K-means (ou le choix du parametre A se fait avec
le Gap Statistic). Dans larticle, une analyse du temps de calcul est faite et l’algorithme semble plus rapide
que le WT-K-means qui sélectionne généralement davantage de variables.
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2.3.5 Regqularized K-means : pénalisation par les centres

L’idée principale du Regularized K-means est d’étendre ’algorithme K-means en ajoutant un terme de pénalité
de type group lasso sur les centres (Sun et al., 2012). Plus précisément, le Regularized K-means est formulé

comme suit :

1 K P _ - P ‘

. . . j _J

miningiser 5> 3 D w7+ 2 2l (27
k=1i€C} j=1 j=1

ot ¢/ = (7] ...,:E%)T et C = [c!,...,c?] et ot il y a un terme de régularisation A; par variable j = 1,...,p .

La norme ¢5 dans la pénalité met simultanément a 0 toutes les coordonnées des centres d’une méme variable
(centrée) sur toutes les classes. Cela conduit & sélectionner des variables.

C’est dans le cadre supervisé que cette pénalisation avec un terme de pénalité \; différent par variable a
d’abord été introduite, elle se nomme adaptative group lasso (Wang and Leng, 2008) et elle avait été proposée
en raison des problémes théoriques que posait le group lasso (Yuan and Lin, 2006). Ici (en clustering) la
version adaptative donne & l'utilisateur la possibilité de pénaliser chaque variable différemment. Néanmoins,
I'avantage pratique d’ajouter p parametres a estimer, qui plus est en clustering, est discutable. Les questions
de sélection de modeles sont des questions difficiles a résoudre, elles seront abordées en détail dans la suite et
il semble plus judicieux de fixer \; = ... = A, pour ce modele.

Il est impossible de résoudre tel quel le double probléme d’optimisation (2.7) ou l'on optimiserait par
rapport aux centres et a la partition itérativement a ’aide de I'algorithme des K-means standard. L’astuce
est donc algorithmique et elle consiste a réécrire ’algorithme heuristique de Loyd en y modifiant une étape.
En effet, la pénalisation s’effectue uniquement par les centres, or si on laisse converger les K-means standards
entre chaque mise & jour de la pénalisation, on aboutit chaque fois & la méme solution (en supposant qu’ils
trouvent les méme centres a chaque itération).

Ils montrent dans leurs travaux que I’Equation (2.7) équivaut a

minimiser Z [l(xj —Z)T (X — Zc?) + )\ ||cj||2 I, (2.8)

C1,....,Ck,C 4 n

ot Z € {0,1}"*K est la matrice d’appartenance aux clusters. Malheureusement, la solution de I'Equation (2.8)
n’est pas donnée dans I'article. On remarque que I’Equation (2.8) n’a pas de solution dans le cas général (Hastie
et al., 2019). Une solution existe seulement lorsque la matrice d’appartenance aux clusters Z est orthonormale.
La matrice Z n’est pas orthonormale par définition car elle n’est pas de rang plein et ses colonnes ne sont pas
de norme égale a 1, ce qui pose des difficultés lors de la résolution du probléeme d’optimisation qui ne sont
pas discutées dans l'article. Malgré tout, si nous supposons que la solution du probléme d’optimisation (2.7)
suivant ¢/ existe, on peut résoudre ce dernier avec la procédure proposée par Sun et al. (2012) : Initialisation :
les centres C sont initialisés a 1’aide du K-means. Ensuite on répeéte jusqu’a ce que ’on satisfasse & un critére
d’arrét :

1. Affectation : chaque observation est assignée au centre le plus proche.

Cr + {i| argmin |x— ck/||§ =k}
kli

yeeey

2. Minimisation : chaque centre est mis & jour en maximisant ’Equation (2.8) par rapport a C.

ou ¢y = (c,lf,, ey €))7, Clest-a-dire que Pk et C sont mis & jour séparément & chaque itération en supposant
que l'autre est fixé. Comme critere d’arrét, les auteurs proposent “the iteration stops when Z does not change
any more.”. Plusieurs choix sont possibles et comme aucun détail n’est donné, on ne peut pas savoir ce que
les auteurs ont implémenté.

2.3.6 Lasso-Weighted K-means

Cette méthode de K-means pondérés avec pénalisation lasso développée dans Chakraborty and Das (2019)
aussi appelée Lasso-Weighted K-means (LW-K-means) est différente du WT-K-means (Witten and Tibshi-
rani, 2010) car elle se base sur le H-K-means de Huang et al. (2005). Le probléme d’optimisation correspondant
s’écrit comme suit :

maxir(rjliser g(w,a,B)b— X|lw|; s.c. ||W||§ < 1lw; >0V,
1., UKW

ot g(w,o, ) = (w) + T%|w1|,...,w5 + sz|wpy|)T est une fonction de poids bénéficiant de deux nouveaux

parametres « et (.
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Cette nouvelle méthode bénéficie des bons résultats du H- K-means tout en proposant une solution sparse.
De plus, 'article s’appuie sur la preuve de consistance du H-K-means pour prouver celle du LW-K-means.
La grande différence se trouve dans la réécriture du poids associé a une variable, ce qui implique que la
fonction objectif associe deux nouveaux hyperparameétres a optimiser. Ces deux parametres sont fixés de
maniere arbitraire et les auteurs ne discutent pas leur influence. Pour le parameétre de régularisation lasso A,
les auteurs indiquent “ The value of A was chosen by performing some hand-tuned erperiments.”.

Les auteurs concluent sur des données simulées que les performances de leur algorithme sont proches de
celles du WT-K-means en terme de partitionnement, mais que le WT-K-means a tendance a sélectionner un
grand nombre de variables de bruit, en leur attribuant un poids tres faible mais non nul. De plus, ils insistent
sur le fait que le WT-K-means est plus lent et que cela est dii a 'utilisation du Gap Statistic qui nécessite de
multiples exécutions de l'algorithme.

2.3.7 Résumé des travaux sur les K-means sparses

A partir de ce parcours de la littérature sur le K-means sparses, quelques points intéressants peuvent étre
notés.

1. Performances : nombreux sont les articles comparant les performances du WT-K-means en termes de
clustering sur des données simulées, en calculant I’ARI (défini Section 1.4 Equation (1.1)) entre la vraie
partition et celle trouvée par l'algorithme par exemple. Sur ce point, les performances sont souvent
similaires et & part des cas trés atypiques, il n’y a pas de schéma précis ou de type de données (par
exemple des images ou des données treés corrélées) pour lesquelles le WT-K-means se comporterait moins
bien que les autres algorithmes.

2. Sélection de variables : les articles développant des méthodes de sélection de variables s’intéressent
souvent & des méthodes interprétables, un des objectifs étant de sélectionner uniquement les variables
importantes et toutes les variables importantes, c’est-a-dire celles qui sont liées au vrai clustering sous-
jacent. Les travaux soulignent que le WT-K-means sélectionne généralement trop de variables, attribuant
un poids faible mais non nul a certaines variables de bruit. Cela est majoritairement di au choix du
parametre de pénalisation A comme le confirment les simulations de la Section 2.7.

3. Temps de calcul : certains articles comparent le temps de calcul du WT-K-means avec ceux des autres
algorithmes, et ils montrent que celui-ci est globalement plus lent. La encore, en nous fondant sur
plusieurs études, il nous semble que c’est dii & I'usage du Gap Statistic (défini Section 2.3.2 Equation
(2.5)) pour le choix du parameétre A, qui requiert de nombreuses exécutions de I’algorithme pour trouver
le A optimal.

4. Le choix du parameétre A optimal : la version originale (Witten and Tibshirani, 2010) et quasiment
toutes les extensions et travaux basés dérivés (a ’exception de Sun et al. (2012) ; Chakraborty and Das
(2019)) utilisent le Gap Statistic pour déterminer le parameétre de pénalisation optimal A. Comme on 'a
remarqué précédemment, cette méthode est coiiteuse en temps de calcul et elle semble mettre ’accent
sur les performances plutét que sur l'interprétabilité. De plus Daniella Witten et Robert Tibshirani
eux-mémes portent un avis critique en affirmant que “the performance of the gap statistic of Section 3.2
for selecting the tuning parameter is mized. This is not surprising, since tuning parameter selection in
the unsupervised setting is known to be a very difficult problem. This is an area in which more work is
needed.”. Nous tenterons d’expliquer plus en détail par la suite les difficultés et les possibles solutions de
ce probléme.

5. L’importance de l'initialisation : une bonne initialisation est cruciale. Dans la version originale du WT-
K-means, 'algorithme est initialisé avec tous les poids égaux w; = 1/,/p, ensuite un premier K-means
est exécuté et on obtient des clusters et donc des nouveaux poids. Dans cette étape, le K-means standard
est appliqué sur les variables de départ (sans poids) et donc mécaniquement ce résultat aura beaucoup
d’impact pour la suite de l'algorithme. En effet, si & la suite de cette étape, I'algorithme attribue aux
variables importantes un poids proche de zéro, il sera difficile voire impossible pour le WT-K-means
d’échapper a ce minimum local. Plusieurs solutions sont évoquées mais nous ne ferons pas d’analyses
comparatives dans ce manuscrit.

6. Convergence des algorithmes de K-means sparses : avons-nous ’assurance que les algorithmes de K-
means sparses convergent vers un minimum local ? En regle générale, ce n’est pas le cas. Seuls deux
publications traitent de cette question, celles de Sun et al. (2012) pour lalgorithme Regularized K-
means et de Chakraborty and Das (2019) pour I'algorithme LW-K-means. En pratique, aussi bien dans la
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littérature que dans nos simulations, les algorithmes de K-means sparses arrivent toujours a converger en
un nombre fini d’opérations (moins d’une dizaine pour le WT-K-means (Witten and Tibshirani, 2010)),
mais il serait important d’étudier théoriquement leurs comportements encore largement inconnus.

2.4 Meéthodes sparses basées surles GMM . . .

Avant de discuter des différentes méthodes de modeles de mélange gaussien sparses, nous rappelons brieévement
la formulation du modele dans le cadre du clustering sans sélection de variables.

2.4.1 Les modéles de mélange gaussien

DEFINITIONS  Pour le clustering basé sur les modeles de mélange gaussien (GMM) (McLachlan and Basford,
1988 ; McLachlan and Krishnan, 2007 ; McLachlan et al., 2019), on considére que les données appartiennent
a K clusters Cq,...,Ck. Chaque composante Cj de ce mélange est modélisée par la distribution gaussienne
Nop(pp: 2x), k= 1,.., K, et de densité ¢(x, |py, Xg). Si on définit des poids positifs 7, ..., 7k tels que
Zszl 7 = 1 comme proportion du mélange, alors un modeéle de mélange gaussien est défini par sa densité :

K
p(X,G) = Zﬂ-k(b(xlu’k,zk)’ (29>

k=1

OO = (T, ooy TRy hyy ooy Bgcs 2315 o, D) €5t le parametre global du mélange. Pour un échantillon (xy, ...,x,),
la log-vraisemblance de ce modele de mélange est alors :

n K
£(0) = 3 tog( D" o il ) )
=1 k=1

L’estimation des parametres de ce modele ne peut se faire directement par la maximisation de la vraisemblance
puisque les clusters sont inconnus. Bien qu’il ne soit pas spécifiquement dédié aux modeles de mélange, ’algo-
rithme EM (Expectation-Maximization), proposé par Dempster et al. (1977) est certainement la technique la
plus utilisée pour estimer les parametres dans ce cadre. Son fonctionnement repose sur la vraisemblance des
données complétées par des variables indicatrices. Notons Z € {0,1}"*¥ la matrice indicatrice d’appartenance
aux clusters dont les lignes sont définies par zF = (2}, ..., 25)T avec 2¥ = 1 si i € Oy et 0 sinon. L’algorithme
EM maximise itérativement 1’espérance conditionnelle de la log-vraisemblance des données complétées :

K n
£.0.2) = Y3 2Flog(mio(xil . T)).

k=1 1i=1

DIFFERENTES FORMES DES MODELE DE MELANGE GAUSSIEN Généralement lorsque I'on parle des modeles de
mélange gaussien (GMM), on fait le plus souvent référence au modele complet 2.9 oti les matrices de covariance
3, peuvent dépendre du cluster. Comme le font remarquer Bouveyron and Brunet-Saumard (2014b), ce type
de modele avec p = 100 et K = 4 requiert l'estimation de 20603 parametres alors que pour ’algorithme des
K-means, cela nécessite I'estimation que de 400 parameétres (les moyennes des 100 variables par cluster). Dans
le but de réduire le nombre de parametres, des formes contraintes des GMM ont été proposées simultanément
par Banfield and Raftery (1993) et Celeux and Govaert (1995). L’idée est d’utiliser la décomposition spectrale
des matrices de covariance par cluster, et ensuite de contraindre certains éléments de la décomposition a étre
égaux. Soit la décomposition spectrale de la matrice Xy, :

Zk = SkaAkVL (210)
ou s, = det(Ek)% donne le volume du cluster Cg, Vi € RP*P est la matrice orthogonale des vecteurs
propres qui donnent 'orientation de C, et Ay une matrice diagonale proportionnelle aux valeurs propres, avec
det(Ag) = 1, qui précise la forme. Ainsi, pour réduire le nombre de parameétres, on peut par exemple poser
Vk, Vi =V, pour fixer lorientation par cluster. On peut utiliser d’autres contraintes pour fixer la forme et
le volume. Différentes combinaisons sont proposées (Banfield and Raftery, 1993 ; Celeux and Govaert, 1995)
pour obtenir finalement 14 formes de modeles différents.
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BAYESIAN INFORMATION CRITERION Le probléme du choix entre plusieurs modeéles est particulierement bien
posé dans le paradigme bayésien. Le coeur de la modélisation statistique bayésienne est ’appréhension de
I'incertitude par le biais de distributions préalables sur les parameétres #, maintenant traités comme des
variables latentes.

De nombreux criteéres ont été proposés pour choisir entre différents modeles dans le cadre non-supervisé.
Parmi ces modeles, les criteres bayésiens qui choisissent le modele pour lequel la probabilité des observations
est maximum sont largement utilisés dans le cas des GMM. Le critére Bayesian Information Criterion (BIC)
(Schwarz, 1978) est certainement I'un des plus connus. Le critére BIC est constitué de deux termes : le terme
de vraisemblance qui favorise la sélection d’'un modeéle complexe et un terme de pénalité, fonction croissante
du nombre de parametres, qui favorise la sélection d’un modeéle parcimonieux. Pour simplifier un modele, il
s’agit de minimiser la quantité suivante :

BIC(M) = 2L — n(M)log(n), (2.11)

ou L est la log-vraissemblance, (M) est le nombre de paramétres du modeéle M et n le nombre d’observations.
En pratique, le critere BIC est a préférer au critere Akaike Information Criterion (AIC) qui n’est pas
consistent et qui ne pénalise pas suffisamment la complexité des modeles et a tendance a surestimer le nombre
de parametres.
Dans la suite de cette section, nous présentons les méthodes de clustering sparse basées sur les GMM.

2.4.2 Méthodes par pénalisation de la vraisemblance

FORME GENERALE Les modeles de mélange en clustering se prétent facilement & la sélection de variables.
Plutot que de chercher u,;, et 3j; qui maximisent la log-vraisemblance, on maximise une log-vraisemblance
pénalisée pour obtenir de la sparsité. La forme générale de la fonction de log-vraisemblance pénalisée est la
suivante :

L (0) = L(0) — h(0)
ot L() est la log-vraisemblance et h(#) une fonction de pénalité (pénalité qui est diminue avec le nombre de
variables du modele). Les modeles suivants se caractérisent par le choix de la fonction de pénalité h.

PENALISATION PAR LES CENTRES En supposant que les données sont centrées et que le modele de mélange est
gaussien avec des matrices de covariance diagonales communes, Pan and Shen (2007) proposent la pénalité

suivante :
K p )
h(O) =AD > |l

k=1 j=1

ou ,ui désigne la moyenne de la j-ieme variable dans le cluster k£ et A est un hyperparametre qui représente
le niveau de sparsité souhaité. Lorsque le parametre A\ est grand, certains des éléments pi sont exactement
égaux a zéro. Si, pour une certaine variable j, ,ui =0,Vk =1,..., K, alors la variable j est considérée comme
exclue du modele final, car elle ne permet en aucune fagon de discriminer les clusters. Il faut noter qu’il
est nécessaire que les variables soient centrées et de variance unitaire, comme l'indiquent les auteurs. Cette
méthode est similaire dans sa formulation au Regularized K-means car la pénalité est fonction des centres.
On peut remarquer que Wang and Zhu (2008) ont étendu la pénalisation & la norme infinie, ce qui a pour
conséquence de discriminer tous les centres d’'une méme variable ensemble. Cela a I’avantage d’imposer une
sélection de variables globalement importantes, mais en méme temps une information précieuse est perdue :
une variable peut étre importante uniquement sur certaines composantes du mélange, certains clusters.

PENALISATION PAR LES CENTRES ET LES VARIANCES  Xie et al. (2008) ont étendu le modele de Pan and Shen
(2007) en relaxant la contrainte d’égalité sur les matrices de covariance. En effet, ils considérent le cas des
matrices de covariance diagonales, mais différentes par cluster. En posant pour tout £k = 1,.... K, ¥ =
diag(o3 4, .-, 07 ,) cela conduit & la fonction de pénalité suivante :

K p K p
— J 2
hO) =AY D gl +> > lok,; — -

k=1 j=1 k=1 j=1
Un second terme régularisé est donc ajouté, qui porte sur la variance de la variable j de la k-ieme composante
soit 0,% i Il est la encore indispensable de normaliser les variables & moyenne 0 et variance 1. La justification
de la normalisation est visible dans la forme de la pénalisation ot, en effet, la deuxiéme partie de la pénalité
augmente avec 1’écart entre les variances par cluster et la variance globale (dans le cas ol les variables sont
normalisée & variance unitaire).
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PENALISATION PAR LES CENTRES ET LES COVARIANCES  Enfin quelques autres versions, peut-étre moins connues,
ont été proposées mais nous n’en introduirons qu’une seule qui a été récemment utilisée dans un travail qui
nous sera utile par la suite. Cette pénalisation est plus générale et est énoncée dans le travail de Zhou et al.
(2009) ou des hypotheses de moins en moins fortes sont imposées a la matrice de covariance. En effet, la
pénalité est écrite comme suit :

K »p K p
WO =AY i+ YD Y I(E0 )l (2.12)

k=1j=1 k=1j=1 I#j

ol (E;l) 4,1 est 'élément de la j-iéme colonne et de la [-iéme ligne de I'inverse de la matrice de covariance du
cluster k. L’algorithme graphical lasso Friedman et al. (2008), qui utilise une procédure de coordinate descent
pour le lasso, est utilisé pour estimer la matrice inverse sparse E,;l pour tout k=1, ..., K.

2.4.3 Méthodes par pénalisation des loadings (5)

Dans cette section sur les méthodes GMM pénalisées, introduisons une derniere méthode sparse qui se base sur
lalgorithme Fisher-EM (Bouveyron and Brunet, 2012). Charles Bouveyron et Camille Brunet proposent une
famille de modeles de mélange qui ajustent les données dans un sous-espace discriminant commun. Ce modeéle
de mélange, appelé Discriminative Latent Mizture (DLM), se caractérise par un sous-espace latent commun a
tous les groupes et est supposé étre le sous-espace le plus discriminant pour une dimension fixée, en maximisant
la séparation entre les groupes. L’inférence des modeles DLM ne peut pas se faire avec 'algorithme EM en
raison des caractéristiques spécifiques du sous-espace latent. Pour surmonter ce probleme, Bouveyron and
Brunet (2012) ont proposé un algorithme, nommé Fisher-EM, pour estimer & la fois le sous-espace discriminant
et les parametres du modeéle de mélange. Cet algorithme est basé sur lalgorithme EM auquel une étape
supplémentaire est ajoutée entre ’étape E et 'étape M. Cette étape supplémentaire, appelée étape F, vise a
calculer la matrice de projection U dont les colonnes couvrent I'espace latent discriminant et cela revient a
chercher, & chaque itération, une estimation U telle que :

A -1 .
U= maxiéniser trace (UTEXU) (UTEbU) s.c. UTU =14, (2.13)

ou Xx est la matrice de covariance des données et Xy, est la soft between covariance matriz définie comme :

K
A 1
Sp=- —%)(my, — %7
b nkﬂnk(mk X)(mg — x)7,

oung = Z?:l tik et my = nik ?:1 t;,1Xi, oll t; ;; est la probabilité a posteriori que I’'observation 7 appartienne
au cluster k et d < K — 1 la dimension de I'espace latent. La matrice 3, est donc estimée & partir des clusters
et est différentes a chaque itération si la partition (et/ou les parameétres) change.

Dans le contexte de la sélection de variables, les auteurs proposent une extension de l'algorithme Fisher-EM
pour réduire le nombre de variables dans I’espace latent discriminant (Bouveyron and Brunet-Saumard, 2014a).
Ainsi, ils décident de pénaliser directement la matrice de projection U, aussi appelée matrice des loadings. Pour
réaliser la pénalisation de U, trois solutions sont proposées dans Bouveyron and Brunet-Saumard (2014a). Les
trois solutions ont un point commun, elles modifient I’étape F de I’algorithme Fisher-EM pour introduire de
la sparsité dans U. Néanmoins, cette méthode introduit de la sparsité de maniere différente dans les colonnes
de U et donc pour qu'une variable soit exclue du modéle, il faut que son poids soit mis a 0 dans chaque
colonne de U, ce qui n’est pas explicitement demandé par le modele contrairement a des approches d’analyse
discriminante linéaire munie d’une pénalité group lasso (Merchante et al., 2012) ou & des approches d’analyse
en composantes principales sparses ayant une sparsité structurée (Mattei et al., 2016).

Dans la premiere approche proposée, la matrice U est approximée a chaque étape par une matrice sparse a
Paide d’une régression pénalisée qui peut étre calculée par I’algorithme Least-Angle Regression (LARS) (Efron
et al., 2004).

Pour la deuxieme approche, les auteurs reformulent le probléeme de maximisation du critere de Fisher
comme un probleme de régression et ils obtiennent une matrice loadings sparse en résolvant le probleme lasso
associé a ce probleme de régression. Cependant, la résolution de ce probleme lasso n’est pas directe dans ce
cas et nécessite I'utilisation d’un algorithme itératif.

Dans la derniére approche, la maximisation du critére de Fisher est reformulée comme un probleme de
décomposition en valeurs singulieres (SVD) de la matrice de covariance inter-classes. Une approximation
sparse de la solution de ce probléme est obtenue en effectuant une SVD pénalisée (Witten et al., 2009).
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En ce qui concerne les détails de 'implémentation, Bouveyron and Brunet-Saumard (2014a) ont proposé
d’initialiser ’algorithme Sparse Fisher-EM avec le résultat de l'algorithme Fisher-EM et de déterminer la
valeur des deux parameétres de pénalisation a l'aide du critere BIC, pour lequel la complexité du modeéle
dépend du nombre de valeurs non nulles. Il faut noter que seule la premiere des trois solutions traite du cas ou
n < p et dans ce cas, lalgorithme LARS est remplacé par une méthode de type elastic-net (Zou and Hastie,
2005).

L’un des grands avantages des algorithmes Fisher-EM et Sparse Fisher-EM est qu’ils permettent de visuali-
ser les classes dans 'espace latent. En effet, offrir un outil de visualisation conjointement & celui du clustering
est trés intéressant, qui plus est en clustering car la vérification visuelle des classes obtenues est souvent un
des seuls moyens de s’assurer de la qualité de la partition obtenue. Ce point sera abordé plus en détail dans
la Section 2.6.

2.4.4 Sélection de variables via la sélection de modéles

L’idée sous-jacente des modeles présentés dans cette section est de déterminer pour chaque variable son réle
dans le clustering. Ainsi, une variable peut étre déclarée comme importante, ou plus exactement dépendante
du clustering, ou indépendante (Raftery and Dean, 2006). Certains travaux vont méme plus loin (Maugis
et al., 2009a,b) en ajoutant un sous-ensemble de variables dites redondantes.

'APPROCHE DE RAFTERY ET DEAN  Dans les méthodes de clustering sparse se basant sur la sélection de modéle,
deux groupes sont généralement a trouver : le groupe des variables importantes et le groupe des variables de
bruit. L’hypothese d’indépendance des groupes fut d’abord considérée par Law et al. (2004). Ce cas correspond
au cas ou les variables non importantes sont indépendantes & la fois du clustering et des variables importantes.
En revanche, certains auteurs considerent cette hypothese d’indépendance entre les groupes irréaliste (Raftery
and Dean, 2006).

Raftery and Dean (2006) définissent la matrice des données X comme étant partitionnée en trois parties a
découvrir a 'aide d’un algorithme itératif :

e X les variables importantes pour le clustering.

e XV les variables indépendantes du clustering, non importantes ou aussi appelées variables de bruit.
Les variables non importantes sont définies comme indépendantes du clustering mais dépendantes des
variables importantes selon une relation linéaire.

o X7 =X\[XY X"] un ensemble de variables & tester & chaque itération. Ensuite, I’algorithme détermine
tour & tour pour chaque variable x7 € X7 si elle fait partie du groupe X¢ ou X%.

La méthode de Raftery and Dean (2006) requiert la définition de plusieurs critéres BIC.

1. On nomme BIC,4 (X, x7), le BIC donné par ’Equation (2.11) pour le modele GMM de clustering
basé sur [X©,x/] en K clusters et il est défini comme :

BICC us ch J - BIC XC, j,
mae (X5 = || e || BICKM(XE, x)

1-s M

ot les 14 modales sont ceux dont la forme est décrite par I’'Equation (2.10). Si X¢ = 0, alors seulement
deux modeéles M1, M3 sont testés avec soit la variance égale par cluster, soit des variances différentes
par cluster.

2. BIC,y(x7|XY) est le BIC d'un modele de régression des variables X© sur la variable x7 & prédire. Le
BIC en régression se calcule de la fagon suivante :

BIC, ¢4 (xj|XC) = —nlog(27) — nlog(RSS/n) — n — (dim(Xc) + 2)log(n),

ot RSS est la somme des carrés résiduels dans la régression de X sur les variables x/ et dim est la
dimension (nombre de colonnes) de la matrice en question.

3. On nomme BIC,,,¢pust (x7|XC) la somme de deux BIC définie par :
BICnoclust (XC’ Xj) = BICreg (xj |XC) + BICclust (Xc)a

et si X¢ = () alors la premiére variable de clustering est choisie comme celle qui donne la plus grande
différence entre le BIC pour le clustering (maximisé sur différentes paramétrisations) et le BIC pour
aucun clustering (une structure de groupe unique maximisée sur différentes paramétrisations) ot chaque
variable est considérée séparément.
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4. On nomme BICy; s, (X%, x7) la différence définie par :
BIC 1 5(XY, x7) = BIC st (X, x7) — BIChoctust (X©), (2.14)

qui permet de savoir si x/ doit étre ajouté et la variable & ajouter a chaque itération est choisie telle que
j = argmax BICq; (X%, x7).
xieXT

Une caractéristique importante de la formulation est qu’il n’est pas nécessaire pour les variables non
importantes d’étre indépendantes des variables de clustering, du fait de l'inclusion du critere BIC,.., dans
les criteres de sélection. Cela permet d’écarter les variables redondantes liées aux variables de clustering mais
pas au clustering lui-méme. Il faut noter que nous ne partageons pas ce point de vue dans ce manuscrit. Il
est pour nous difficile d’imaginer deux variables identiques, dont I’une serait importante et 'autre considérée
comme non importante et redondante.

Comme décrit par Raftery and Dean (2006), la mise en ceuvre pratique de la méthodologie ci-dessus
nécessite de pouvoir vérifier l'inclusion et ’exclusion des variables. Deux méthodologies sont proposées :
un algorithme de recherche stepwise forward-backward, et un algorithme headlong. Précisément, I’algorithme
stepwise forward-backward fonctionne de la fagon suivante :

1. Sélectionner la premiére variable x? € X comme étant celle qui donne le meilleur clustering univarié,
c’est-a-dire celle qui maximise 'Equation (2.14).

2. Proposer la prochaine variable x/ € X” de clustering comme étant celle qui donne le meilleur clustering
multivarié incluant les variables précédentes sélectionnées et 1’accepter si BICy; ¢ f(XC7 x7) > 0.

3. Proposer la variable x! & supprimer de ’ensemble actuel des variables de clustering sélectionnées (X)
comme étant celle qui dégrade le moins les performances du clustering et retirer cette variable de
'ensemble des variables de clustering X¢ pour la mettre dans 'ensemble X si BIC; (X, x!) < 0.

4. Ttérer les étapes 2 et 3 jusqu’a ce que deux étapes soient rejetées consécutivement.

Ainsi, a chaque étape d’inclusion, ’algorithme stepwise forward-backward considére tour & tour chaque
variable qui ne fait pas partie des variables déja sélectionnées et évalue s’il y est pertinent de I'ajouter. On fait
de méme a chaque étape d’exclusion. D’autre part ’algorithme de recherche headlong ne vérifie pas toutes les
variables une par une. L’algorithme parcourt les variables jusqu’a ce qu’il trouve une variable pour laquelle
le critere BICy; 5y pour 'inclusion ou I'exclusion dépasse un seuil prédéfini. L’algorithme headlong est moins
coliteux en temps de calcul que 'algorithme stepwise forward-backward, mais la recherche est non-exhaustive
et elle donne lieu a de moins bonnes solutions.

EXTENSION DE L'APPROCHE DE RAFTERY ET DEAN  Considérer que les variables non importantes dépendent des
variables importantes par une relation linéaire est une hypothese forte qui peut ne pas étre valide dans certains
cas pratiques. Concrétement, la variable x7 & examiner & chaque itération ne peut étre lié qu’a un sous-ensemble
X% C X© des variables importantes. De cette maniére, les auteurs évitent I’inclusion de paramétres inutiles
qui pénaliseraient trop la log-vraisemblance. Une autre limitation de la procédure de Raftery et Dean est liée
a leur algorithme de sélection des variables de type stepwise forward-backward. Ce type de procédure a des
défauts, comme celui de construire des modeles emboités, or les modeles plus petits ne sont pas forcément
des sous-ensembles des modeles plus grands (Judd et al., 2011). Pour surmonter ces limitations, Maugis et al.
(2009a) relachent les hypothéses en proposant une nouvelle formulation de BIC,., avec un nouveau sous
ensemble de variables importantes X® C X tel que :

BIC e1ust = BICeust(XC) + BIC, ¢4 (x’|XF C X9,

noclus

otl BIC, ¢, (x/|XF C X) est le BIC de la régression de X% sur x/ a prédire et ot X est défini par la

sélection de I’ensemble optimal des variables a prédire de X”. En outre, si BICy; (X%, x7) > 0 (défini en

remplacant BIC,,pcyst par BIC), 1,5 dans ’Equation (2.14)), alors x/ peut étre ajoutée. Le modéle offre plus

de possibilités lors de la modélisation mais un probléme apparait : X doit également étre déterminée par un
algorithme stepwise backward.

MODELE SRUW (6) Les auteurs vont encore plus loin dans Maugis et al. (2009b) en considérant un modéle,
appelé SRUW, basé sur un nouveau critére ou des variables peuvent étre compléetement indépendantes des
variables importantes et cela se traduit par la définition d’un nouveau sous ensemble de variables importantes
X% C X% et d’un nouveau critere :

BIC) ! st = BICcust(XY) + BIC, 4 (x7 | X C XY).

noclus
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Cela correspond au critére BIC}, .., 0ft le modele de régression avec X = () est autorisé tel que si BICG;; > 0

(défini en remplagant BIC,,perust par BICS .., dans PEquation (2.14)) alors x7 est ajoutée. Ainsi, le modele

autorise toutes les variables de bruit a étre indépendantes des variables importantes. Une procédure de type
stepwise backward est mis en oeuvre pour le modele de régression, plus efficace que la version stepwise forward,
mais aussi plus lente car elle requiert de multiples évaluations de modeéles incluant la quasi-totalité des variables
méme si en régression linéaire la sélection de variables stepwise backward n’est pas trop cotiteuse en temps
de calcul et que le nombre de variables dans I’ensemble X ne devrait pas étre trop grand (Bouveyron et al.,
2019). Par ailleurs la sélection de variables de type stepwise forward, démarrant d’un ensemble vide, doit
étre préférée pour le clustering car sinon la procédure peut devenir numériquement impraticable pour des
ensembles de données dépassant les quelques dizaines de variables (Bouveyron et al., 2019).

EXTENSION DU MODELE SRUW (7)  Les procédures de sélection de variables avec une, deux ou plus de procédures
stepwise intégrées restent cofiteuses en temps de calcul et des procédures alternatives sont souhaitables. Ainsi,
Gilles Celeux, Cathy Maugis-Rabusseau et Mohammed Sedki proposent dans un travail récent (Celeux et al.,
2019) de combiner le modele SRUW avec la méthode de Zhou et al. (2009) définie a la Section 2.4.2. La
procédure stepwise est remplacée par un classement des variables a l'aide du modele décrit par 'Equation
(2.12). A proprement parler, le modeéle avec une pénalité lasso ne donne pas de classement des variables.
Celeux et al. (2019) proposent de compter pour chaque valeur des paramétres A et de 7 le nombre de fois o
une variable est sélectionnée, c’est-a-dire le nombre de fois oli au moins une moyenne d’un cluster est différent
de 0.

Formellement, les parametres de régularisation (), y) varient dans une grille de parametres notée Gy x G,
et I'importance est définie pour chaque variable j € {1,...,p} et pour un K fixé tel que :

Ok = >, Tikamnli) (2.15)
(A 1)EGAXG,

. 0sivk=1,..,K,pu; =0,
T () = 1 sinon.

Plus Ok (j) est grand, plus la variable j est censée étre liée au clustering et donc importante. Les variables
sont ensuite classées par valeurs décroissantes de Ok (j). Il est écrit dans Bouveyron et al. (2019) que “It
is hoped that using this lasso-like ranking of the variables instead of stepwise algorithms would not degrade
the identification of the sets S, R, U and W”. Méme s’il n’est pas certain que cette méthodologie soit plus
performante, elle reste néanmoins plus rapide.

Deux autres défauts de cette méthode, non soulignés dans la littérature peuvent étre relevés. Premiérement,
pour différentes valeurs de (), ), des clustering complétement différents peuvent étre obtenus. Par exemple,
un groupe de variables X! € X peut étre considéré comme important par I’algorithme pour des petites valeurs
du parametre \ alors qu'un deuxiéme groupe X? € X indépendant du premier peut étre considéré comme
important par ’algorithme pour des grandes valeurs du parametre A. Or, ici, 'importance d’une variable est
définie sur ’ensemble de la grille de valeurs. En d’autres termes, pour certaines valeurs de (), ), des modeles
tres bruités peuvent étre obtenus et peuvent modifier ’estimation de Q. Dissocier la mesure d’importance
de la partition a laquelle elle se rattache est risqué. Deuxiémement, 'importance d’une variable définie par
’'Equation (2.15) dépend de 1’échelle de la grille de (A,~y). L’échelle de la grille influence les résultats en
mettant 'accent sur certains intervalles de la grille, intervalles pouvant correspondre a des modeles bruités et
a une représentation erronée. Par ailleurs en apprentissage supervisé, pour la régression lasso, il est d’usage
de fixer une grille d’échelle logarithmique pour Gy (Friedman et al., 2010). Ici, 1’échelle est linéaire ou fixée
par 'utilisateur, mais son influence sur Ok est non négligeable.

SELECTION DE VARIABLES PAR MAXIMISATION DU MICL (8) Dans les approches ci-dessus, & chaque étape de
lalgorithme de sélection des variables, la vraisemblance d'un GMM doit étre optimisée plusieurs fois. Pour
éviter de telles répétitions, Marbac and Sedki (2017) proposent une procédure qui repose sur le critére ICL
(Biernacki et al., 2010) et celle-ci ne nécessite pas de multiples appels de Palgorithme EM. Dans ce cadre, une
variable est déclarée comme non importante pour le clustering si ses distributions marginales unidimension-
nelles sont égales pour toutes les composantes du mélange. Ainsi, 'hypothese d’indépendance des variables
dans les clusters est faite.

Les auteurs introduisent une variable indicatrice de poids w = (w1, ..., w,) telle que w; = 1 si la variable
x/ est importante, 0 sinon. Dans ce contexte, X¢ = {x/ € X : w; = 1,Vj} et XV = {x/ € X : w; = 0,Vj}
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et les différents modeles sont spécifiés par w. Ces modeles sont comparés a 1’aide d’un critére basé sur la
vraisemblance intégrée des données complétes :

p(X, Z|w) = / p(X, Z/6, w)p(6]w)db

ou 6 et Z sont définis dans la Section 2.4.1. Apres avoir supposé I'indépendance locale et globale de toutes les
variables, I'intégrale ci-dessus se réduit a :

p(X,Z|w) =

p(xjlw;, Z)

H'Zk

Pour une variable non importante, p(x;|w;, Z) = p(x;|w;) puisque cette quantité ne dépend pas du clustering,
alors que pour une variable importante, cette quantité prend des valeurs différentes sur les composantes du
mélange. Par conséquent, la sélection des variables est effectuée en déterminant le vecteur w qui maximise le
critere MICL (Maximum Integrated Complete-data Likelihood), donné par :

MICL(w) = argmax log p(X, Z|w).
z

La maximisation du MICL(w) est effectuée de maniere itérative en utilisant un algorithme qui alterne entre
deux étapes d’optimisation de 'ICL : optimisation sur le clustering donné par Z étant donné w, et maximisation
sur w étant donné le clustering Z. Selon les auteurs, cette approche est censée étre rapide et adaptée aux
problémes comportant un grand nombre de variables. De plus, l'optimisation sur Z peut étre coiiteuse en
temps de calcul pour des échantillons de grande taille. Les auteurs suggerent que pour les tailles d’échantillon
inférieures & 10%, cette optimisation est encore possible.

Les auteurs étendent leur modele aux données mixtes Marbac et al. (2020). Ils montrent que le MICL
peut s’écrire exactement sans approximation sous une forme optimisable pour les modeéles de mélange avec
des données mixtes. Par conséquent, la sélection du modele est effectuée par une procédure que les auteurs
considerent comme simple et rapide, et celle-ci alterne entre deux maximisations présentées dans Marbac and
Sedki (2017).

L’applicabilité du modele aux données mixtes et le fait que 'algorithme semble avoir un faible temps
d’exécution sont des avantages non négligeables de la méthode. En revanche, elle repose sur des hypotheses
fortes d’indépendances (locale et globale) qui pourraient étre trop restrictives, comme nous le verrons Chapitre
4.

2.4.5 VSCC :La méthode de Jeffrey L. Andrews et Paul D. McNicholas (9)

Introduisons un dernier algorithme GMM sparses. La méthode VSCC (Variable selection for clustering and
classification ) de Andrews and McNicholas (2014) se décrit en quelques étapes.

1. Soit une constante c, itérer pour c =1,...,5 :

(a) trouver une partition en K classes a l'aide des GMM;
(b) calculer la variance inter-classes v; de chaque variable (définie Equation (2.1));

(c) sélectionner la variable ayant la plus petite variance inter-classes v; et la placer dans I’ensemble S,
(c est défini en dessous) des variables sélectionnées;

(d) sélectionner la prochaine variable x' comme étant celle qui a la plus petite variance inter-classes
parmi les variables qui n’ont pas été testées, et la placer dans S, si :

cor(x),x') <1 — v§, V x/ € 8., (2.16)
ou vj désigne v; a la puissance c;
(e) répéter 'étape précédente jusqu’a ce que toutes les variables soient testées.

2. Pour chaque sous-ensemble de variables Sy, ..., S5, construire un GMM et sélectionner le meilleur a ’aide
du BIC (modifié, voir Andrews and McNicholas (2014)).

Le seuil défini par I'Equation (2.16) empéche l'algorithme de sélectionner des variables redondantes, c’est-
a-dire des variables qui partagent une structure commune. Les auteurs remarquent qu’il faut normaliser les
données pour que les variables aient les mémes variances. Dans I’article, les variables ont été centrées réduites.
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Nous pouvons faire plusieurs remarques au sujet de cet algorithme. Premierement il est facile & implémenter
et peu coliteux en temps de calcul. Deuxiémement, I’algorithme n’introduit pas de parametres supplémentaires.
En revanche, le choix de la contrainte (2.16) semble assez arbitraire tout comme l’est le choix du nombre
d’itérations (cinq). De plus, si deux variables sont identiques, c’est-a-dire si cor(x’/,x') = 1, au plus une des
deux pourra étre sélectionnée ce qui peut étre problématique si 'on souhaite sélectionner toutes les variables
importantes (et donc problématique d’un point de vue de l'interprétabilité et de 'importance des variables).

2.4.6 Résumé

Deux types d’approches sont généralement utilisés pour effectuer de la sélection de variables dans le contexte
des modeles de mélange en clustering sparse. D’une part, les approches basées sur la sélection de modeéles
présentent I'avantage évident d’étre entierement automatiques puisqu’elles sélectionnent automatiquement
les variables a retenir. Leurs implémentations actuelles, basées sur des stratégies forward-backward, peuvent
cependant empécher leur application a des données de tres haute dimension. D’autre part, les approches basées
sur des pénalisations de type lasso sont généralement rapides et ont de bons résultats méme sur des données
de tres grande dimension. Cependant, la sélection du parametre de sparsité A reste une question ouverte.

2.5 Description des packages R existants ... ...

Une partie des méthodes évoquées dans ce chapitre disposent d’un code disponible gratuitement et publique-
ment. Elles sont pour la majeure partie codées en R sous forme de package disponible sur le CRAN*. Certaines
implémentations ont été publiées dans le Journal of Statistical Software’. Quelques unes ne sont pas dispo-
nibles sur le CRAN mais on peut trouver un code en acces libre sur GitHub?.

La Table 2.1 décrit et compare un ensemble des packages R permettant de faire de la sélection de variables en
clustering. Plusieurs critéres sont comparés, pour savoir notamment, si 'algorithme implémenté est utilisable
en grande dimension c’est-a-dire lorsque p > n et si la fonction pondeére les variables selon leur importance
pour partitionner les données. Une information supplémentaire est donnée : la fonction est-elle adaptée au
clustering de données mixtes, c’est-a-dire des données mélangeant des variables numériques et catégorielles.
De plus, notre package R vimplcust est introduit dans le tableau. vimplcust permet de faire de la sélection
de variables, sur des données structurées en groupes de variables ou sur des données mixtes. Une présentation
de ce package est faite dans le Chapitre 3.

Des indications sur le coiit algorithmique des méthodes et leur temps de calcul auraient été les bienvenues
mais malheureusement cela dépend de beaucoup de parametres, tels que le nombre d’observations et de
variables et autres hyperparametres des méthodes, qui interagissent les uns avec les autres et donc une simple
évaluation unidimensionnelle peut s’avérer compliquée et réductrice. Néanmoins une appréciation est donnée
dans la partie présentant les simulations.

Différentes simulations pour comprendre le comportement des différentes méthodes sont proposées dans les
sections suivantes.

*https ://cran.r-project.org/
Thttps ://www.jstatsoft.org/index
thttps ://github.com/
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Méthode Famille code nom package Fonction Données p>n Importance

(1) Witten and Tibshirani (2010) KM  R-package sparcl KMeansSparseCluster ~ num oui oui
(2) Kondo et al. (2012) KM  R-package RSKC Kondo et al. (2016) RSKC num oui oui

(3) Brodinové et al. (2019) KM GitHub brodsa/wrsk ROBIN num oui oui

(4) Huo and Tseng (2017) KM GitHub Caleb-Huo/IS-Kmeans ISKmeans num oui oui
Chavent et al. (2020) KM  R-package vimpclust sparsewkm mix oui oui
Chavent et al. (2020) KM  R-package vimpclust groupsparsewkm num oui oui

(5) Bouveyron and Brunet-Saumard (2014a) GMM R-package FisherEM sfem num  oui/non non
(6) Maugis et al. (2009b) GMM R-package clustvarsel Scrucca and Raftery (2018) clustvarsel num oui non

(7) Celeux et al. (2019) GMM R-package SelvarMix Sedki et al. (2014) SelvarClustLasso num oui non

(8) Marbac and Sedki (2017) GMM R-package VarSelLCM VarSelCluster mix oui non

(9) Andrews and McNicholas (2014) GMM R-package vsce vsce num oui oui

Table 2.1 : Liste de packages codés en R implémentant des méthodes qui effectuent du clustering sparse dont certaines permettent le clustering de données mixtes, du
clustering pondérés, du clustering en grande dimension, du clustering sur des sous-espaces. Tous les algorithmes sont basés sur |'algorithme des K-means, noté KM, ou
sur les modéles de mélange gaussien, noté GMM. La colonne "Données” indique si I'algorithme traite uniquement les données numériques ("num”) ou le cas des données
mixtes ("mix"). La colonne "p > n" indique si |I'algorithme traite des données en grande dimension avec p > n. La colonne "Importance” indique si I'algorithme pondére
les variables en fonction de leur importance. L'information "R-package” est indiquée dans la colonne "code” si le package est disponible sur le CRAN, sinon le code est
disponible sur GitHub. L'article scientifique décrivant la méthode est indiqué dans la colonne "Méthode" et si le package est décrit dans un article, celui-ci sera cité dans
la colonne "nom package”. Pour accéder a la page web d'un package CRAN, suivez le lien : "https ://cran.r-project.org/web/packages/nom-du-package” et remplacez
"nom-du-package” par le nom du package présent dans la colonne "nom package”. Par exemple, "https ://cran.r-project.org/web /packages/vimpclust” vous donne la
page web du package vimpclust. Pour accéder a la page web d'un package GitHub, suivez le lien : "https ://github.com/nom-du-package” et remplacez
"nom-du-package” par le nom du package présent dans la colonne "nom package".




2.6 Analyse des schémas et des résultats de simulations ... ... ... ..

2.6.1 Analyse des schémas de simulations

Dans cette section, nous comparons et analysons les schémas de simulations proposés dans les articles évoqués
dans ce chapitre portant sur 'importance et la sélection de variables. Certains articles partagent intention-
nellement les mémes schémas de simulations ce qui facilite la comparaison entre les méthodes et surtout cela
permet d’éviter la défiance quant au choix du schéma de simulation.

LE MODELE GLOBAL Les simulations ont pour but d’évaluer et de comparer des algorithmes de clustering avec
sélection de variables. Le schéma de simulation proposé est le plus utilisé dans la littérature, il a été proposé
dans Witten and Tibshirani (2010), et on retrouve deux groupes de variables :

e le groupe des variables importantes qui ont une structure de clustering et dans notre cas, c’est un
mélange de gaussiennes. On note px le nombre de variables importantes.

e le groupe des variables de bruit qui sont indépendantes du clustering, indépendantes des variables impor-
tantes et indépendantes entre elles. Elles suivent le plus souvent une distribution gaussienne (sphérique)
et plus rarement une distribution uniforme. On note d le nombre de variables de bruit indépendantes.

Par conséquent on obtient p = px + d. Le modele sous-jacent global s’écrit comme un mélange de K gaus-
siennes :

K

1
E EN(LL]C,IP) avec = (my, 0, ...,0)T € RPXF4 et m;, € RPX, (2.17)
k=1

Ce mélange gaussien décrivant les variables peut étre de deux types :

1. un mélange de deux gaussiennes sphériques équiprobables, K = 2 :

* 22:1 %N(Mkvlp%
¢ U1 = —pH2 = (m1707 "'70)T;

e et donc my = —my = (m,...,m)7.
2. un mélange de trois gaussiennes sphériques équiprobables, K = 3 :

¢ Vit NG 1)
¢ U1 = —pH2 = (m170a 70)T7

e 3 =0, et donc les clusters sont alignés sur un axe.

La matrice des n observations est alors X = [X,,|X4] € R™P ou X, est la matrice des px variables
importantes et Xy la matrice des d variables de bruit. Un troisieme type de mélange apparait plus rarement
dans la littérature : un mélange de quatre gaussiennes sphériques équiprobables disposées en carré lorsque
pr = 2 (et disposées sur le plan diagonal d’un hypercube en plus grande dimension). Les articles ne débattent
pas de l'intérét d’utiliser un schéma plutét que 'autre. En outre, certains articles ajoutent aussi des variables
dites redondantes comme ceux de Maugis et al. (2009a,b); Celeux et al. (2019), mais ce type de schéma ne
sera pas abordé. On se restreint ici aux deux cas listés, ce qui est le schéma de simulations proposé par Witten
and Tibshirani (2010) (avec K = 3) et c’est aussi celui qui est le plus repris dans la littérature (Arias-Castro
and Pu, 2017; Bouveyron and Brunet-Saumard, 2014a ; Marbac and Sedki, 2017 ; Celeux et al., 2014) tandis
que d’autres schémas s’en rapprochent beaucoup (Chakraborty and Das, 2019; Chakraborty et al., 2020).
Dans Pan and Shen (2007), le schéma de simulation est similaire & celui de Witten and Tibshirani (2010) en
tous points, sauf que les clusters n’ont pas le méme nombre d’observations.

Par la suite, nous nommerons schéma de simulation (ou simplement schéma) le modéle global décrit par
I’Equation 2.17. Par ailleurs, un schéma de simulation permet de simuler plusieurs scénarios en fixant différents
parametres pg, d, m.

A partir du schéma 1 (K = 2), plusieurs scénarios ont été proposés avec par exemple (px,d) = (5,25),
(pr,d) = (5,100), (pk,d) = (50,100) et n = 30,300 (Bouveyron and Brunet-Saumard, 2014a ; Marbac and
Sedki, 2017; Celeux et al., 2014) , ou encore (px,d) = (50,200), (pk,d) = (50,500), (Arias-Castro and Pu,
2017) avec n = 60,90, et m prend généralement ses valeurs entre 0.5 et 2.
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Mélange de deux gaussiennes

Représentation des données sur les deux premiéres variables

Analyse en composante principale

Représentation des données sur les deux premiéres composantes principales
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Figure 2.2 : Le graphique (a) représente les deux premiéres variables importantes des données, avec indication des classes. Le
graphique (b) les deux premiéres composantes principales avec indication des classes. Le graphique (c) représente la répartition des
données sur la premiére composante principale. Le graphique (d) représente les classes dans le sous-espace trouvé pour |'algorithme

t-SNE. Objectivement, les classes ne correspondent pas a des clusters.

APPRECIATION DU SCHEMA DE SIMULATION  Toutefois un probléme demeure dans ces scénarios et il est dii au
choix de la constante m. Dans la version originale (Witten and Tibshirani, 2010) m = 0.6,0.7,0.8,0.9,1,1.7
puis certains auteurs ont testé des valeurs entre ces deux bornes (Arias-Castro and Pu, 2017). Regardons
plus précisément un des scénarios proposés avec n = 300, m = 0.6, px = 5 mais fixons d = 0. Nous illustrons
ce scénario sur la Figure 2.2 avec des données simulées. Il y a quatre graphiques illustrant les données. Le
premier graphique (a) représente les deux premiéres variables importantes des données et il n’y a clairement
aucune structure en clusters. Le deuxiéme graphique (b) représente les deux premiéres composantes principales
d’une Analyse en Composantes Principales (ACP) effectuées sur les p variables (qui sont uniquement des
variables importantes c’est-a-dire px = p). En effet, les centres des classes étant alignés sur les variables
importantes, ’axe traversant les centres des trois classes sur les cinq variables importantes est la direction
la plus discriminante et c’est aussi la seule. Théoriquement, c’est aussi I’axe de variance maximale car les
classes induisent une corrélation entre les variables importantes en raison de ’alignement de leurs centres.
Ainsi, en regardant la premiére composante principale, on a toute 'information disponible sur la séparabilité
des classes. Nous pouvons constater que les classes se superposent et en regardant le troisieme graphique
(c), qui représente la distribution des données sur la premiére composante principale, nous ne pouvons pas
distinguer les classes et la distribution semble unimodale. Le dernier graphique (d) est obtenu a l'aide de
lalgorithme t-SNE (t-distributed stochastic neighbor embedding) (Van der Maaten and Hinton, 2008), qui
est une technique de réduction de dimension pour la visualisation de données développée par Geoffrey Hinton
et Laurens van der Maaten. Il s’agit d’une méthode non linéaire permettant de représenter un ensemble de
points d’un espace & grande dimension dans un espace de deux ou trois dimensions. C’est une méthode tres
utilisée notamment en clustering pour voir si les données ont une structure en clusters ou méme pour valider
des résultats (Chakraborty and Das, 2019 ; Chakraborty et al., 2020). Encore une fois les classes se chevauchent
et ne sont pas séparables. Somme toute, les données semblent ne pas avoir de structure en clusters et il s’avere
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que ce scénario est similaire & celui présenté Figure 1.5 (b).

Observons maintenant des scénarios plus simples ou n = 300,d = 0 avec px = 5,50 et m = 0.6,1,1.7, que
nous illustrons sur la Figure 2.3. Nous pouvons constater que les scénarios avec px = 5 variables induisent
une structure ambigué méme pour le cas ou les classes sont les plus séparées (m = 1.7). Les classes ne sont
pas linéairement séparables, les frontieres entre les classes sont denses et donc la présence de clusters est
contestable. Cela rappelle une nouvelle fois le cas exposé Figure 1.5 (b). Cela n’empéche pas qu’avec d = 0,
lalgorithme des 3-means obtiennent de tres bons résultats au sens de ’ARI. Lorsque px = 50, 'information
sur les classes est beaucoup plus grande et méme dans le cas le plus difficile m = 0.6, nous pouvons distinguer
des clusters, en tout cas de maniere plus précise que pour pxg = 5.
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Figure 2.3 : Les quatre graphiques représentent les classes sur la premiére composante principale et la densité des distributions. Dans
le cas (a) on a p, = 5;m =1, pour (b) pr, = 5;m = 1.7, pour (c) pr = 50;m = 0.6, pour (d) p, = 50;m = 1.7.

LE PROBLEME DE LA NORMALISATION A VARIANCE UNITAIRE Il reste un dernier point & aborder sur le schéma de
simulation et il concerne la variance empirique des variables simulées. La variance des variables de bruit est
par définition égale a 1 mais il n’en est pas de méme pour les variables importantes. La Table 2.2 indique les
variances des cinq premieres variables importantes. Elles ont toutes des variances supérieures a 1, ce qui pose
probleme.

Table 2.2 : Table indiquant les variances des cinq premiéres variables importantes.

x! x2 x3 x* x°
m=0.6 132 133 116 123 1.25
m = 1.82 156 1.76 1.63 1.99
m=17 272 299 330 270 298

Witten and Tibshirani (2010) n’indiquent pas dans leur article qu'il faut normaliser les variables pour les
ramener a une méme variance. De surcroit, ce n’est pas la seule méthode qui nécessite une normalisation. Il est
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d’usage de normaliser les variables & variance unitaire pour les algorithmes de clustering basés sur la distance
euclidienne. En effet, sans normalisation les algorithmes vont trouver des classes a partir de la structure en
variance des données plutot que de la structure en clusters car plus les variables ont de grandes variances, plus
elles contribuent a la distance euclidienne et donc aux résultats de l'algorithme de clustering. La procédure
itérative des algorithmes de clustering pondérés et sparses (exemple le WT-K-means) amplifie ce phénomene.
L’information sur la normalisation a variance unitaire des données n’est pratiquement jamais indiquée dans
la littérature sur les K-means sparses. Seuls Arias-Castro and Pu (2017) ; Chakraborty and Das (2019) ; Huo
and Tseng (2017) indiquent qu’ils normalisent les données.

Le fait qu’il y ait des variances plus élevées pour les variables importantes comparativement aux variables
de bruit donne un clair avantage aux méthodes nécessitant une normalisation, notamment le WT-K-means.
Il n’est pas possible de savoir si, dans les simulations faites dans Witten and Tibshirani (2010) ou dans les
articles se comparant a cette méthode, les données ont été normalisées en entrée de l'algorithme. Cela introduit
un biais dans les simulations, car les méthodes nécessitant des données centrées réduites en entrée, révelent
la structure en variance des données plutét que la structure en clusters.

2.6.2 Analyse des résultats de simulations dans la littérature

Les simulations dans plusieurs articles ont été étudiées (Witten and Tibshirani, 2010; Raftery and Dean,
2006 ; Pan and Shen, 2007 ; Maugis et al., 2009a,b ; Sun et al., 2012 ; Bouveyron and Brunet-Saumard, 2014a;
Celeux et al., 2014 ; Arias-Castro and Pu, 2017 ; Chakraborty and Das, 2019), et plusieurs points importants
sont & souligner :

e les méthodes de clustering sparse présentées dans ce chapitre ont été comparées dans la littérature, aux
K-means standards et aux GMM. Les performances des méthodes sparses étaient toujours équivalentes
ou supérieures a celles des méthodes classiques. En outre, plus le nombre de variables de bruit augmente,
notamment par rapport au nombre de variables importantes, plus les méthodes sparses sont intéressantes.

e le WT-K-means fait office de méthode de référence pour comparer les méthodes de clustering sparse.
Dans ’ensemble aucune méthode n’a montré un avantage significatif en termes de partitionnement sur
des données simulées.

e pour évaluer la sélection de variables, le plus souvent dans les résultats de simulations, seul le nombre
de coefficients non nuls est affiché. Par conséquent, il est difficile de juger de la qualité de la sélection
des variables importantes et de la discrimination des variables de bruit. Seuls Celeux et al. (2014) évalue
la sélection de variables a ’aide du taux d’erreur de variables importantes sélectionnées et du nombre
moyen de variables sélectionnées, ce qui est suffisamment informatif.

e le WT-K-means a de mauvais résultats en termes de sélection de variables car il sélectionne générale-
ment trop de variables de bruit et c’est sans doute dii & un choix inapproprié du parametre A par la
fonction Gap Statistic. Par ailleurs, le fait que le WT-K-means obtienne de bons résultats en termes de
partitionnement implique que le modele A = 0 est souvent choisi, pour lequel les variables de bruit ont
un poids non nul mais proche de 0 mais et elles n’influent pas sur le clustering.

En fait, les résultats de simulations gagneraient en clarté si des mesures d’évaluation de sélection de variables
plus fines que le seul nombre total de variables sélectionnées étaient utilisées.

2.7 Simulations : comparaison des méthodes de clustering sparse ... ... . .. .

Dans cette section, nous allons comparer sept méthodes différentes de clustering sparse. En dehors de ces sept
méthodes, plusieurs méthodes qui ont été décrites dans la Section 2.3 et la Section 2.4 n’ont malheureusement
pas pu étre évaluées notamment la méthode de Pan and Shen (2007) car il n’y a pas de code disponible
implémentant la méthode. Par ailleurs, le code implémentant la méthode LW-K-means (Chakraborty and
Das, 2019) (Section 2.3.6) est disponible, mais il n’y a aucune méthodologie proposée pour choisir les hyper-
parametres et particulierement le parametre A et donc il est impossible d’automatiser ’analyse comparative.
Enfin, il n’y a pas non plus de code disponible pour le Regularized K-means (Sun et al., 2012) et méme si
I’algorithme parait facile & implémenter, la solution du probléme d’optimisation n’est pas donnée dans I'article
et celle-ci semble mal définie (voir 2.3.5). Les sept méthodes comparées sont les suivantes :

1. WT-K-means (sparcl) - méthode (1) : c’est 'algorithme décrit dans Witten and Tibshirani (2010) et
implémenté dans sparcl. Le paramétre A est choisi au moyen de la méthode du Gap Statistic (défini
Section 2.3.2 Equation (2.5)). Le nombre d’itérations pour la convergence du K-means est fixé a 100,
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le nombre de valeurs du parametre A a tester est 10 et les valeurs sont choisies automatiquement. Le
nombre de permutations pour le Gap Statistic est pris par défaut a 25. Le nombre d’initialisations a
tester pour le K-means est fixé a 10.

. WT-K-means (WT-K-means rupture) : c’est 'algorithme décrit dans Witten and Tibshirani (2010)

ol le parametre X est choisi par une méthode de détection de rupture (voir Section 2.3.2). Le nombre
d’itérations pour la convergence du K-means est fixé a 100 et le nombre de valeurs de A a tester est 10.
Le nombre de d’initialisation a tester pour le K-means est fixé a 10. Cette algorithme est implémenté
dans une version béta de notre package vimpclust.

Sparse Fisher-EM (SFEM) - méthode (5) : ¢’est ’algorithme décrit dans Bouveyron and Brunet (2012) et
implémenté dans FisherEM. Toutes les formes de discriminative latent mixture sont testées. La méthode
de régression est utilisée pour modéliser la matrice de projection. 10 valeurs de pénalité lasso sont
testées sur une grille entre 0 et 1 (le minimum et le maximum) par pas de 0.1. La valeur de la pénalité
Ly (elastic-net) est laissée a 0. Le K-means initialise la méthode et le nombre d’initialisations & tester
pour le K-means est fixé a 10. Le reste des parametres est pris par défaut.

Raftery et Dean (clustvarsel) - méthode (6) : ¢’est l’algorithme décrit dans Maugis et al. (2009b)et implé-
menté dans clustvarsel Scrucca and Raftery (2018). La méthode greedy (stepwise forward-backward)
est utilisée lorsque cela est possible et sinon on utilise la méthode headlong. Pour le reste on utilisera les
parametres par défaut.

. Modeéle SRUW (SelvarMix) - méthode (7) : c’est lalgorithme décrit dans Celeux et al. (2019) et implé-

menté dans SelvarMix Sedki et al. (2014). La méthode lasso est donc utilisée avec une grille de valeurs
de parametres A\ et v définies automatiquement par I’algorithme. Toutes les formes de GMM sont tes-
tées, des plus contraintes aux plus générales. Les trois formes possibles de la matrice de covariance pour
le modele de régression sont testées (sphérique, diagonale et générale). Les deux formes possibles de la
matrice de covariance pour les variables de bruit sont testées (sphérique et diagonale). Le critére de
sélection est le BIC.

Sélection de variables par maximisation du MICL (VarSelLCM) - méthode (8) : ¢’est I’algorithme décrit
dans Marbac and Sedki (2017) et implémenté dans VarSelLCM. Le critére de sélection est le BIC.

VSCC (vsce) - méthode (9) : c’est 'algorithme décrit dans Andrews and McNicholas (2014) et implé-
menté dans vscc. Celui-ci ne requiert aucun parametre spécifique.

Pour toutes les méthodes le nombre de clusters est donné a I’avance, égal au nombre de clusters de la partition
simulée. Le schéma de simulation présenté dans la section précédente dans ’'Equation (2.17) est utilisé avec
K = 2 clusters et n = 120 observations mais pour pg,d et m on choisit des parametres différents. Deux
scénarios sont testés, le premier avec px = 2,d = 20, m = 1.5, qui est un scénario avec peu de variables ce qui
permet de tester les versions les plus performantes des algorithmes, tres cotiteuses en temps de calcul. Mais
pr = 2 permet aussi de visualiser directement les clusters pour s’assurer de la structure des données simulées.
Pour le deuxiéme scénario, px = 10;d = 100; m = 0.85 et c¢’est donc un scénario avec plus de variables. Nous
représentons les scénarios simulés a ’aide de la Figure 2.4 et les classes représentent bien des clusters séparés.

Soit S I'ensemble des indices des variables sélectionnées par un algorithme de clustering sparse.

8¢ = {j:x) € X,,j € S} Pensemble des indices des variables importantes sélectionnées par 1’algo-
rithme.

SN ={j:x? € Xy,j € S} I'ensemble des indices des variables de bruit sélectionnées par I’algorithme.
psc = card(SY) le nombre de variables importantes sélectionnées par 1’algorithme.

psy = card(S™) le nombre de variables de bruit sélectionnées par 1’algorithme.

Plusieurs mesures sont utilisées pour comparer les méthodes :

’ARI (défini Section 1.4 Equation (1.1)),

le ratio de variables importantes sélectionnées ZSTC’

le ratio de variables de bruit sélectionnées 2™

le temps de calcul des algorithmes en secondes.

20 simulations des scénarios seront testées et agrégées et la moyenne et I’écart type des résultats sont calculées.
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Vérification du Scénario 1
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Figure 2.4 : Le graphique (a) représente les classes définies sur les deux premiéres variables importantes. Le graphique (b) représente
les classes sur les deux premiéres composantes principales. Les classes représentent bien des clusters séparés.

REMARQUE SUR LE TEMPS DE CALCUL Les scénarios exacts tels que définis par Witten and Tibshirani (2010)
dans leur article n’ont pas pu étre testés car les méthodes sont trop coiiteuses en temps de calcul. Lorsque
pr = 2,d = 20 c’est la version greedy (forward-backward en commengant dans la direction forward ¢’est-a-dire
en commencant avec le empty model) du package clustvarsel qui a été utilisée et lorsque px = 10;d = 100
c’est la version headlong qui a été utilisée, car la version greedy était trop cotiteuse en temps de calcul. Les
packages VarSelLCM, Selvarmix et clustvarsel (version greedy) ont une option permettant la parallélisation
des fonctions et celle-ci est utilisée uniquement pour le scénario 2 avec un nombre de coeurs fixé a 40. Cela
leur donne un avantage certain et une comparaison plus précise sera faite dans des travaux futurs. La version

béta de notre package vimpclust dispose d’une option de parallélisation mais elle n’a pas été utilisée.

2.71

Résultats scénario 1: K = 2;n = 120;px = 2;d =20;m = 1.5

Table 2.3 : Le tableau représente les moyennes et écarts-types par méthode pour le scénario
K =2,n=120,pg = 2,d = 20, m = 1.5 sur 20 simulations de I'ARI, le ratio de variables importantes (Ratio V.Imp) et de bruit

(Ratio V.Bruit) sélectionnées et le temps de calcul (Temps) en secondes.

ARI Ratio V.Imp Ratio V.Bruit Temps
noms moyenne  sd moyenne  sd moyenne  sd moyenne  sd
sparcl 0.94 0.03 1.00 0.00 0.96 0.12 7.13 0.18
VarSelLCM 0.93 0.04 1.00 0.00 0.00 0.01 2.19 0.04
WT-K-means rupture 0.93 0.05 1.00 0.00 0.00 0.00 1.22 0.07
clustvarsel 0.93 0.05 1.00 0.00 0.45 0.12 53.00 17.33
SFEM 0.91 0.06 0.97 0.11 0.80 0.28 7.57 0.44
SelVarMix 0.38 0.48 1.00 0.00 0.00 0.00 11.86 0.27
vsce 0.14 0.34 0.95 0.22 0.82 0.38 2.12 0.68

Pour résumer, la Figure 2.5 et la Table 2.3 indiquent que les méthodes sont équivalentes pour ce scénario
en termes d’ARI et de sélection de variables importantes. Par contre seules les méthodes VarSelLCM, WT-K-
means rupture et SelvarMIX ne sélectionnent pas de variables de bruit ce qui leur donnent un clair avantage
en termes d’interprétabilité. De plus la méthode WT-K-means rupture est en moyenne 6 fois plus rapide
que sparcl, du fait de I'utilisation du Gap Statistic, 2 fois plus rapide que VarSelLCM, 6 fois plus rapide que
SFEM, 10 fois plus rapide que SelvarMix et 43 fois plus rapide que clustvarsel.

2.7.2 Résultats scénario 2: K = 2;n = 120; px = 10;d = 100; m = 0.85

Pour résumer, la Figure 2.6 et la Table 2.4 indiquent, comme pour le scénario précédent, que les méthodes
sont équivalentes pour ce scénario en termes d’ARI et de sélection de variables importantes ce qui est aussi la
conclusion de tous les articles comparant (en partie) les différentes méthodes. Par contre, seules les méthodes
VarSelLCM et WT-K-means rupture ne sélectionnent pas de variables de bruit. Le WT-K-means combiné
au Gap Statistic (sparcl) sélectionne beaucoup de variables de bruit ce qui coincide avec les résultats des
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Comparaison des méthodes avec I'ARI Ratio des variables importantes sélectionnées
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Figure 2.5 : Les quatre graphiques représentent les moyennes et écarts-types par méthode pour le scénario
K =2,n=120,pg = 2,d =20, m = 1.5 sur 20 simulations de I'ARI (a), le ratio de variables importantes (Ratio V.Imp) (b) et de
bruit (Ratio V.Bruit) (c) sélectionnées et le temps de calcul en secondes(d).

Table 2.4 : Le tableau représente les moyennes et écarts-types par méthode pour le scénario
K =2,n=120,pg = 10,d = 100, m = 0.85 sur 20 simulations de I'ARI, le ratio de variables importantes (Ratio V.Imp) et de bruit
(Ratio V.Bruit) sélectionnées et le temps de calcul (Temps) en secondes.

ARI Ratio V.Imp Ratio V.Bruit Temps
noms moyenne sd moyenne sd moyenne sd moyenne  sd
sparcl 0.98 0.03 1.00 0.00 1.00 0.00 5.07 0.55
VarSelLCM 0.97 0.03 1.00 0.00 0.01 0.01 4.73 0.37
SFEM 0.96 0.04 0.97 0.05 0.39 0.14 39.88 4.14
‘WT-K-means rupture 0.95 0.09 0.88 0.26 0.00 0.00 0.94 0.09
Vscc 0.95 0.07 0.99 0.03 0.40 0.52 0.45 0.13
SelVarMix 0.86 0.30 0.86 0.23 0.72 0.10 2.87 0.52
Clustvarsel 0.28 0.46 0.25 0.40 0.17 0.06 17.82 16.98
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Comparaison des méthodes avec I'ARI
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Figure 2.6 : Les quatre graphiques représentent les moyennes et écarts-types par méthode pour le scénario
K =2,n=120,pg = 10,d = 100, m = 0.85 sur 20 simulations de I'ARI (a), le ratio de variables importantes (Ratio V.Imp) (b) et
de bruit (Ratio V.Bruit) (c) sélectionnées et le temps de calcul en secondes (d).
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simulations des autres articles. De plus la méthode vscc est la plus rapide, la méthode WT-K-means rupture
est en moyenne deux fois et demi plus lente que vscc et toutes les autres méthodes sont dix a cent fois plus
lentes que vscc.

2.7.3 Conclusion sur les simulations

Nous retrouvons globalement les conclusions faites par les auteurs des différents articles étudiés. Les méthodes
ont des performances équivalentes en termes d’ARI et de sélection de variables importantes mais certaines
méthodes échouent a supprimer les variables de bruit notamment le WT-K-means avec le Gap statistic
(sparcl). Pour cette derniére, c’est bien entendu le choix du parameétre A qui reste difficile. Etant donné que
I’ARI est satisfaisant, on en conclut que les poids des variables de bruit sont proches de zéro, mais que le choix
inapproprié du parametre A fait que les variables de bruit, n’ont pas été supprimées. Aprés inspection des
résultats, le parametre A = 0 est souvent choisi par la méthode Gap Statistic pour sparcl ce qui explique le fait
que les variables de bruit ne soient pas discriminées. VarSelLCM et WT-K-means rupture sont les méthodes les
plus compétitives notamment en termes d’interprétabilité, d’importance et de sélection de variables. Parmi
celles-ci, WT-K-means rupture est en moyenne cing fois plus rapide que les autres, ce qui justifierait son
utilisation sur des ensembles de données de grande taille et de grande dimension.

2.8  CONCIUSION

Dans ce chapitre, nous avons donc passé en revue des méthodes existantes, basées sur les K-means ou les
GMM, permettant d’obtenir un clustering sparse.

Une des difficultés de ce chapitre réside dans la comparaison numérique des méthodes de clustering sparse.
En effet, les résultats de simulations dépendent des schémas et des scénarios employés et il est difficile de
généraliser méme si des comportements semblent se dessiner.

Un des enjeux est de bien différencier I'influence de la méthode de clustering de celle de la sélection de
modele dans les résultats. Cela n’a pas été fait explicitement dans ce chapitre, notamment pour les méthodes
GMM, et c’est une amélioration possible.

Ce chapitre n’a pas encore fait 'objet d’une publication, des modifications et des informations supplémen-
taires doivent étre ajoutées dans le but d’en faire un article de review et de le soumettre a un journal.
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3.1.1 Contexte et Motivations

Comme on I’a vu dans le chapitre précédent, les méthodes de clustering sparse tendent & choisir les variables
les plus informatives et permettent de résoudre des taches de clustering en diminuant le nombre de variables,
ce qui améliore les performances et I'interprétabilité. Désormais, on se pose la question de généraliser encore
ces méthodes lorsque les variables décrivant les données ont une structure de groupes a priori. Il semble intuitif
qu’en intégrant cette information dans la sélection des variables, on pourra obtenir des clusters plus précis et
plus proches de la structure sous-jacente.

De nombreux types de données présentent une structuration des variables en groupes, comme par exemple
des ensembles de données d’expression génétique, ou les génes ne fonctionnent pas individuellement, mais par
paquets. On peut voir & ce sujet les études de Simon et al. (2013) et Burczynski et al. (2006) qui montrent que
les génes sont regroupés en ensemble de génes a l’aide des données de position cytogénétique. On peut aussi
trouver dans Higuera et al. (2015), un jeu de données qui décrit les expressions des protéines chez la souris,
que nous avons pris comme exemple d’application dans un document de recherche*. On peut également

*https ://cran.r-project.org/web/packages/vimpclust/vignettes/groupsparsewkm.html
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évoquer des données de recensement, regroupées en variables personnelles, formation-éducation, variables
socio-économiques, etc. Ou encore des données longitudinales ou les différentes dates considérées structurent
naturellement les variables. Nous avons aussi les données de tests de production, ou des mesures sont faites
pour plusieurs niveaux de puissance du moteur, formant ainsi des groupes de variables décrivant un quantité
physique mesurée sur différents niveaux de poussée.

Un cas important de données ayant une structure de groupes est celui des données mixtes, c’est-a-dire
mélangeant des variables numériques et catégorielles, ainsi que les données purement catégorielles. En effet,
une caractéristique de ces données est qu’elles conduisent & définir naturellement des groupes de variables, en
remplacant une variable catégorielle x7 & c; modalités par un groupe de ¢; variables indicatrices numériques.
Tous ces exemples montrent I'intérét d’étudier les méthodes de clustering qui prennent en compte l'information
de Dexistence de groupes de variables.

Dans le chapitre précédent nous avons mentionné une méthode applicable a des données dont les variables
ont une structure de groupe. Huo and Tseng (2017) proposent d’étendre l'algorithme WT-K-means a l'aide
d’une pénalité dite overlapping group (Jacob et al., 2009) ce qui permet le chevauchement des groupes tout en
sparsifiant au sein des groupes (Section 2.3.3). Mais si la procédure d’optimisation employée est convaincante
en régression, elle n’est pas bien adaptée au clustering et selon nous il faudrait la simplifier. Une autre méthode
de clustering sparse basée sur les GMM et applicable a des données mixtes a été présentée dans la Section 2.4.4 :
la méthode du package VarSelLCM (Marbac and Sedki, 2017 ; Marbac et al., 2020), qui permet de sélectionner
des variables en déterminant un vecteur de poids binaire en maximisant le critere MICL (Mazimum Integrated
Complete-data Likelihood). A notre connaissance, il n’y a pas de méthode de clustering sparse basée sur le
K-means qui soit adaptée aux données mixtes.

3.1.2 Objectifs et contributions

Le but de ce chapitre est de proposer une méthode de clustering sparse basée sur les K-means et adaptée aux
données dont les variables ont une structure de groupes et en particulier aux données mixtes.

Notre contribution décrite dans (Chavent et al., 2020), consiste & proposer une extension de 1’algorithme
du WT-K-means (Witten and Tibshirani, 2010), que nous appellerons Group-Sparse K-means, & des données
numériques structurées en groupes de variables, en introduisant une pénalité dite group lasso (Yuan and Lin,
2006). Par ailleurs, nous définissons une transformation des données mixtes adaptée au clustering, et nous
appliquons la méthode Group-Sparse K-means aux données transformées. Enfin, nous utilisons la méthode de
détection de rupture présentée au chapitre précédent (Section 2.3.2) pour choisir le parameétre de pénalisation
A du Group-Sparse K-means. Un package R implémentant notre méthode a été développé et publié sur le
CRAN et il est nommé vimpclust!.

Par souci de clarté, les remarques et les réflexions préliminaires sur la normalisation des données, 'initiali-
sation des algorithmes, la sélection de modeles et Panalyse de I’état de 'art (méthodes, packages, simulations,
résultats) ont été présentées au chapitre précédent. Ainsi, ce chapitre est consacré a la définition de l’algorithme
proposé.

Dans cette section, on rappelle la définition de l’algorithme WT-K-means (défini dans la Section 2.3) et
ensuite on présente l’extension aux variables groupées.

3.2.1 Retour sur le modele WT-K-means

FORMULATION DU MODELE WT-K-MEANS  Soit X la matrice n x p des n observations décrites par p variables
numériques. Comme défini dans la Section 2.3, l'algorithme WT-K-means (Witten and Tibshirani, 2010)
consiste a fixer un nombre de classes K a priori et & maximiser la variance inter-classes pondérée et pénalisée.
Le probléme peut s’écrire sous la forme suivante :

maximiser wTb — A [|w[|, s.c. |[w][} < 1,w; >0 V). (3.1)
C1,....,Cx,w

ou l'on rappelle que :

o W= (wr,.., wp)T est le vecteur des poids des variables;
o b= (b1,...,b,)7 est le vecteur des variances inter-classes par variable pour une partition donnée Ci, ..., Ck ;

e A > 0 est 'hyperparameétre déterminant I'intensité de la pénalisation.

Thttps ://cran.r-project.org/web/packages/vimpclust/index.html
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ALGORITHME ITERATIF  Le probléme (3.1) est un double probléme d’optimisation non convexe. Ainsi, la solution
envisagée pour optimiser cette équation est un algorithme itératif ou les clusters sont trouvés a poids fixés
et les poids sont optimisés a clusters fixés. L’algorithme itératif est résumé sous forme de diagramme dans la
Figure 3.1 a K et A fixés.

Clusters
Trouver les poids (Fixés)
étant donné les clusters
fixés
nitialisation
Ci,...,Ck
Obtenir les clusters: Critere d'arrét
Poids des K-means sur,le,s données satisfait
variables pondérees
(fixés)

Figure 3.1 : Le graphique illustre I'algorithme itératif du WT-K-means. Les clusters sont trouvés a poids fixés et les poids sont
optimisés a clusters fixés.

Pour aboutir a une solution, le double probleme d’optimisation est scindé en deux comme détaillé ci-dessous.

« Initialisation : On initialise les poids tous égaux a w; = 1/,/p,Vj = 1,...,p ce qui permet de satisfaire
les deux contraintes et on répete ’enchainement suivant.

1. Obtenir les clusters : maximéser wTb. La pénalité n’apparait plus car les poids sont fixés.
1.V K

2. Obtenir les poids : maximiser wTb — A [|w||, , s.c. ||WH§ < L,w; > 0 Vj. Ici les clusters sont fixés
w

donc b est fixé.
e Arrét : La procédure itere les étapes 1. et 2. jusqu’a ce que le critére d’arrét suivant soit satisfait

ro__ r71||
W —w 1

(W=t

<1074, (3-2)
ou w = (wf,...,w,)T est le vecteur des poids a I'itération 7.

SOLUTIONS Le fonctionnement de 'algorithme itératif est désormais expliqué, mais il reste & donner les
solutions du double probléme d’optimisation. Il faut comprendre pourquoi d’une part résoudre le probleme a
poids fixés revient a faire un K-means sur les données pondérées et d’autre part quelle est la solution obtenue
pour les poids lorsque les clusters sont fixés.

1. Trouver les clusters : pour trouver les clusters dans I’étape 1, il faut

maximiser wTb.
Ci,....Ck

On sait que les K-means maximisent I'inertie inter-classes, or les poids peuvent se factoriser dans I'inertie
inter-classes pondérées

3

p K
k i »
wib =" —(yw; x 7, — Jw; x T/)°.
n
j=1k=1
ol
o 77 la moyenne de la variable j;

1 2
i ‘Tk nh Zzeck i
e ny le nombre d’observations dans le cluster k.

L’équation ci-dessus nous apprend que, optimiser l'inertie inter-classes pondérée revient a optimiser
I’inertie inter-classes de ’ensemble des données ot chaque variable x7 aurait été multipliée au préalable
par ,/w;. Cela revient donc & effectuer un algorithme K-means sur des variables multipliées par un

1
facteur wz.
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2. Trouver les poids : pour trouver les poids dans I’étape 2, il faut

maximiser w'b — X ||w]|;, s.c. Hw||§ < 1,w; >0 V.
w

Les conditions d’optimalité s’écrivent sous la forme d’un systéme Karush-Kuhn Tucker (KKT). En
utilisant les conditions KKT comme expliqué dans Boyd and Vandenberghe (2004) on obtient :

0siA>b, Vji=1,...p,

v L(w sinon
1S (D)1l 7
avec l'opérateur de seuillage doux Sx(b) = (b—X)1, A = (A, ..., \)T € R et
(x)4+ = (max(0,21),...,max(0,2,))T que l'on peut aussi écrire comme Sy(b;) = (b; — A)4. Cela signifie

qu’une variable j est supprimée du modéle si A > b; et sinon que son poids est proportionnel a b; — A.
Les détails de cette solution sont donnés dans l’annexe, Section 3.7.1.

Dans la suite, nous définissons 'extension de cet algorithme au cas des données ayant une structure de
groupes de variables.

3.2.2 Clustering sparse de groupes de variables

INTRODUCTION DE LA PENALISATION PAR GROUPES DE VARIABLES  Nous généralisons le WT-K-means en introdui-
sant la régularisation par groupes. Cela va permettre de prime abord de sélectionner des groupes de variables
numériques.

Supposons que les p variables sont divisées en L groupes connus a I'avance, tels que X = [Xl\ . |XL], avec
X! € R™ P p; étant la taille du groupe I, et p1 + ... + pr. = p. Le vecteur de variance inter-classes b et le
vecteur de poids w peuvent également étre décomposés en bT = (by,...,br) et wT = (wy,...,wr).

Nz

Pour les données de groupe, on définit une pénalité de groupes ¢; spécifique, qui a déja été utilisée dans le
cadre de la régression par Yuan and Lin (2006),

L
h(w) = Wil group = Y villwillz (3-3)
1=1

ou vT = (vq,...,v) est un vecteur de poids appliqué aux groupes de variables. Dans la littérature sur la
régression par group sparse, deux choix courants semblent émerger, soit v; = 1, VI = 1,..., L, soit v; = /p;
Vil =1,..., L. Cette derniére méthode, que nous utilisons par la suite, consiste a pénaliser chaque groupe par
sa taille.

NOUVEAU PROBLEME D'OPTIMISATION Avec les notations précédentes, le nouveau probléme d’optimisation
s’écrit comme suit :

L
maximiser w’ b — )\Z Voil|will2 s.c. ||wll2 <1, w; >0 Vj. (3.4)

15 CK,W 1=

L’Equation (3.4) représente bien la version group sparse du probleme WT-K-means (2.4). Néanmoins, ce
probléme se présente naturellement sous des formes plus générales (Simon et al., 2013) ou la norme ¢; et la
norme {5 peuvent étre combinées pour former une pénalité connue sous le nom sparse group lasso en régression,
qui est une extension de la pénalité elastic-net (Zou and Hastie, 2005) ou la pénalité £5 est appliquée a des
groupes de variables devenant ainsi une pénalité de groupes (Yuan and Lin, 2006).

Dans notre cas, la pénalité group sparse entre les groupes de variables donne son nom au modele Group-
Sparse K-means défini par I’Equation (3.4). On peut étendre le modele (3.4) a la pénalité sparse group sparse
(sparse group lasso en régression) combinant les normes ¢; et 5 par groupes ce qui donne naissance au modéle
Sparse-Group-Sparse K-means ou SGS K-means pour faire court. Ce modele permet donc une sparsité entre
les groupes et a l'intérieur des groupes de variables. Formellement, il s’écrit :

L
maximiser wTb — A[(l ~a) S Vaillwillz + a||wul} s [wla <1, w; >0V, (3.5)
Cl,...7CK7W =1

ol A > 0 est le parameétre déterminant le niveau de pénalisation, o € [0, 1] le parameétre qui arbitre entre
une pénalisation inter-groupes (a — 0) ou intra-groupes (o — 1). En effet, dans le cas extréme ou o = 0
(respectivement « = 1), le modele (3.5) correspond au modeéle Group-Sparse K-means (respectivement WT-
K-means).
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RESOLUTION DU PROBLEME  La résolution du probléme décrit par PEquation (3.5) est similaire & celle qui a
été présentée dans la Section 3.2. En résumé, les poids sont initialisés tous égaux a 1/,/p pour satisfaire
les contraintes. Ensuite on itére les deux étapes de l'algorithme itératif (trouver les clusters puis les poids)
jusqu’a ce que le critére de convergence défini Section 3.2 soit satisfait. La premiere étape consiste a trouver
les clusters & poids fixés en résolvant (3.5) par rapport a Cy,...,Ck, ce qui revient & exécuter les K-means
sur les données pondérées par w. La deuxieme étape consiste a trouver les poids a clusters fixés en résolvant
(3.5) par rapport & w, et la solution de ce probléme est :

051 [§((b; — Aa) . AVB(L — ))[l2 =0,
wh= 3 5((h; = Aa) A\B(1 - )
15((b; —20) . AyB(L—a))ll

et donc naturellement la solution du probleme Group-Sparse-K-means, c’est a dire lorsque o = 0 peut s’écrire
comme

sinon,

0si |S(b, v/PA)2 =0,

w* = M si 5, b \
||5’(b,\/f))\)”2 |1S(b, v/PA)l2 # 0,

« VP = (VP1;-V/PL),
e S(b, PA)T = (Sg(bl,mA)T,...,Sg(bL,\/ﬁA)T) € R?,

o Sy(bi, ypid) = 2 (Ibilla — /P, €RPVI=1,..., L,

et S, est I'opérateur de seuillage doux par groupe. Cela signifie qu'une variable 27 peut étre supprimée
uniquement si la norme de son groupe |/bil|2 < \/piA. Les variables d’un méme groupe sont donc sélectionnées
toutes ensemble. La résolution des problémes (2.4), (3.4) et (3.5) est donnée dans I’annexe, Section 3.7.1.

La formulation SGS K-means a été introduite par souci de complétude, d’exhaustivité et de clarté. En
effet, cette méthode permet de faire le lien entre plusieurs pénalités : sparse,group sparse, sparse group sparse,
elastic-net. Sa résolution donne une solution commune a toutes les méthodes déterminées par ces pénalités.
Néanmoins, nous nous restreignons dans la suite a l'utilisation du Group-Sparse K-means (« = 0, pénalité
group sparse).

DISCUSSION SUR LE PARAMETRE A L’opérateur de seuillage doux par groupe supprime du modele tous les
groupes dont la norme de la variance inter-classes correspondante by est inférieure au seuil fixe X\ normalisé
par la taille du groupe, et réduit d’autant les normes des groupes de variables restants. Une infinité de valeurs
du parametre A peuvent étre choisies mais il est d’usage de se donner une grille de valeurs comprises entre 0
et une valeur maximum Ay,q; & déterminer. Witten and Tibshirani (2010) cherchent le A4, & aide d’une

fonction de recherche dichotomique* (binary search en anglais). Mais on peut noter que pour la version originale

I[b1]l5 be\lz)

de lalgorithme, on a que A4, = max(b) et que pour notre version group-sparse A;,q, = max(
car au-dessus de ces valeurs tous les coefficients sont mis a zéro.

Cette section est donc consacrée a la définition d’'une méthode explicite de clustering sparse, dans le cadre de
données mixtes, en utilisant un critere de pénalisation.

3.3.1 Leclustering de données mixtes

Le clustering de données mixtes est complexe, car il porte des variables de deux types différents, des variables
numériques et des variables catégorielles qui ont naturellement comme on I’a vu une structure en groupes.
Lorsque l'on utilise un algorithme de clustering basé sur la distance euclidienne, la premiere difficulté du
clustering de données mixtes est de définir un type de normalisation qui permette aux variables d’avoir des
contributions & la variance équitables. En effet, pour le clustering de variables numériques, si les variables ne

Thttps ://github.com/cran/sparcl/blob/master/R/SparseClustering.R,
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sont pas normalisées pour étre de méme variance, I’algorithme de clustering met en évidence la structure en
variance des données plutot que la structure en clusters.

Des méthodes d’analyse factorielles mixtes (Chavent et al., 2012) existent et exploitent les liens entre les
variables de différents types, mais ce type de méthode ne peut pas étre utilisé ici. En effet, ces méthodes
impliquent la création de nouvelles variables qui sont des combinaisons linéaires des variables de départ, et
qui expliquent la structure en variance des données. C’est contradictoire avec le but des algorithmes sparses
qui cherchent au contraire a diminuer le nombre de variables. Dans le cas d’analyse factorielle sparse (Witten
et al., 2009; Chavent and Chavent, 2017), les combinaisons linéaires sparses obtenues pourraient ne pas
correspondre a un choix optimal de sous-espace pour le clustering, sans oublier que ces méthodes requierent le
choix d’au moins deux hyperparameétres, le parameétre controlant la sparsité et le second fixant la dimension.

3.3.2 Méthodes existantes pour traiter les données mixtes en clustering non sparse

1l existe des méthodes de clustering non sparse de données mixtes, notamment pour les K-means. Les méthodes
développées consistent soit & transformer les données en données numériques et utiliser une distance a priori,
soit a utiliser un algorithme de pondération des variables catégorielles.

Une premiére stratégie (recodage) consiste d’abord a transformer les variables catégorielles, puis a appliquer
une méthode concue pour les données numériques. Pour une variable catégorielle x/ ayant ¢; modalités on
crée c; variables indicatrices distinctes, une pour chacune des modalités, prenant les valeurs 0 ou a € R et
le probléme réside dans la sélection de la constante a (Foss et al., 2016). L’approche usuelle qui consiste a
fixer a = 1 est arbitraire et ne prend pas en compte la structure des données. Une autre approche consiste
a normaliser toutes les variables a variance unitaire ce qui, pour les variables catégorielles, correspond a une

normalisation par 1/4/ =2

2LL) oty est le nombre de données prenant la [-iéme valeur pour la j-iéme

gl

variable et donc représente la fréquence de la [-ieme modalité pour cette variable.

D’autres méthodes de clustering de données mixtes consistent a utiliser une métrique compatible avec les
données mixtes, telle que la distance de Gower (Gower, 1971), puis & utiliser une méthode de clustering qui se
base sur une matrice de distances, telle que la classification ascendante hiérarchique. Cependant, pour chaque
variable dans la distance de Gower, un poids spécifié par I'utilisateur qui détermine sa contribution relative a
la distance est attribué, ce qui présente essentiellement le méme dilemme que précédemment.

Plusieurs autres méthodologies pour le clustering de données mixtes ont ce probleme d’arbitrage, car elles
exigent qu’on fixe la contribution relative des variables numériques par rapport aux variables catégorielles.
C’est notamment le cas pour la méthode des K-prototypes de Huang (1998) qui utilise comme métrique la
distance euclidienne au carré pour les variables continues et catégorielles, ou les variables catégorielles sont
recodées en indicatrices unitaires et pondérées suivant une constante a optimiser.

Enfin, on peut mentionner un dernier algorithme de clustering de données mixtes. Il est décrit dans Modha
and Spangler (2003) et est similaire a celui des K-prototypes. Il utilise une combinaison linéaire pondérée
de la distance euclidienne au carré pour les variables numériques et de la distance cosinus pour les variables
catégorielles. La pondération entre les variables numériques et catégorielles est identifiée par une recherche
dite brute force. Cela requiert donc de multiples exécutions de I’algorithme et la sélection d’un hyperparametre
supplémentaire.

En résumé, il ne semble pas y avoir de solution idéale dans I’absolu. Il faut faire un choix entre fixer des
hypotheses sur la structure des données ou ne pas le faire aux dépens de la simplicité et de la rapidité. Sachant
que le Group-Sparse-K-means est pourvu de deux parameétres (K, A\) qui comme nous ’avons vu pour le WT-
K-means sont compliqués a optimiser, nous faisons le choix d’un recodage a priori des données de facon a
pouvoir utiliser ensuite un algorithme de clustering sur variables numériques.

3.3.3 Recodage des données

Dans cette section nous définissons le recodage des données qui transforme les variables catégorielles de facon
a pouvoir utiliser des algorithmes de clustering qui utilisent la distance euclidienne directement sur les données
transformées.

e Soit p; le nombre de variables numériques, ps le nombre de variables catégorielles et p = p; + ps le
nombre total de variables. On désigne donc par X; la matrice n x p; des variables numériques centrées
et réduites et X, la matrice n x py de variables catégorielles ou chaque variable x/ de X5 possede c;

catégories et on notes ¢ le nombre de toutes les catégories ¢ = S22

j=1 Cj.

« Soit G; € {0,1}"*% la matrice indicatrice de la j-iéme variable catégorielle ayant c; catégories et soit
D; la matrice diagonale des fréquences des catégories de cette variable.
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e SoitJ =1, — % Popérateur de centrage ou I,, désigne la matrice d’identité n x n et 1,, un vecteur de
dimension n dont les termes sont égaux a 1.

o Soit G = (Gql,...,|Gp,) la matrice n x ¢ des variables indicatrices des ¢ catégories des py variables
catégorielles et soit D = diag(Dq, ..., D,,) la matrice diagonale n x ¢ des fréquences des ¢ catégories.

Pour normaliser la matrice X3, nous procédons comme dans Chavent et al. (2007), en remplacant X, par la
matrice n X ¢ obtenue la recodant de telle sorte que

~ 1
X, = —JGD 2,
n

7

puis nous fusionnons les deux matrices pour obtenir la matrice de données [X1, Xs].

En d’autres termes, X doit étre centrée et normalisée par /™2t ot nj; est le nombre de données d’entrée

prenant la [-iéme valeur de la j-iéme variable. La mise a I’échelle appliquée aux variables indicatrices conduit
en fait & utiliser une distance de type x2 sur les variables catégorielles, tandis que pour les variables numériques
apres transformation cela revient a utiliser la distance euclidienne.

La Figure 3.2 présente le diagramme résumant les étapes nécessaire a la création de la matrice [Xl,Xg].
On peut alors remarquer que cette transformation est équivalente a utiliser la distance euclidienne avec la

Données mixtes Données numériques
x! x x” x” x! x2 aj b, as b2
1.926 2.731 ai as étape 1 1.926 2.731 1 0 1 0
1.926 2.500 a bo 1.926 2.500 1 0 0 1
2.000 2.679 by as 2.000 2.679 0 1 1 0
1.963 1.680 by ba 1.963 1.680 0 1 0 1
2.071 3.036 ai bo 2.071 3.036 1 0 0 1
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Figure 3.2 : Diagramme illustrant les étapes de recodage des données sur une matrice avec 4 variables dont deux variables
numériques et deux variables catégorielles. La premiére étape consiste a transformer les modalités des variables catégorielles en
indicatrices. La deuxiéme étape consiste a calculer la variance des variables numériques et la fréquence des modalités. Enfin, la

troisiéme étape consiste a normaliser les données numériques par la racine carrée de la variance ou de la fréquence des modalités selon
le type de variable.

s _1 . n Npc .
métrique M~ 2 ou M = diag(o?, ..., 0217 —L ..., —=2) sur le tableau de données X, G].

3.3.4 Group-Sparse K-means appliqué aux données mixtes

Comme on peut le constater dans cette section ou sur la Figure 3.2, le recodage des données mixtes définit
naturellement des groupes de variables. Chaque variable catégorielle donne lieu & un groupe de variables indi-
catrices représentant la présence ou ’absence d’une modalité. Mais alors 'utilisation d’algorithmes classiques
de sélection de variables tel que le WT-K-means ne va pas nécessairement sélectionner toutes les variables
indicatrices associées a une variable et n’aboutira pas dans ce cas a une véritable sélection de variables. De
plus, il n’est pas directement possible de comprendre I'importance d’une variable catégorielle si seulement une
partie de ses modalités est sélectionnée. C’est pourquoi nous utilisons dans la suite ’algorithme de clustering
Group-Sparse- K-means qui est tout a fait adapté a ce type d’application.

Les p; variables numériques sont seules dans leur groupe et forment p; groupes et les ¢ variables réparties

49



en po groupes définis par les variables catégorielles et ainsi :

X = [x',.xP gt xe gt g% gt g0 | e RPX(PrFO)

groupe 1 groupe 2 groupe pa

Le vecteur de variance inter-classes b et le vecteur de poids w peuvent alors étre décomposés en bT =
(D1, - bpy, Bpy 41, o, bp) €6 WT = (w1, ..., Wy, , Wy, 41, ..., Wp). Ensuite il faut résoudre le probleme (3.4) a l'aide
de 'algorithme itératif et des solutions qui ont été vues a la Section 3.2. On montre notamment que la pénalité
groupe s’écrit désormais :

pi1+c P1

P2
A Vil =AY Il + Y verlwilz ).
=1 =1

=1

Dans cette section, nous présentons le package vimpclust qui implémente la méthode Group-Sparse- K-means
définie dans ce chapitre (Chavent et al., 2020). Ce package dispose de deux fonctions principales, sparsewkm qui
permet de faire du clustering sparse de données numériques et/ou catégorielles et groupsparsewkm qui permet
de faire du clustering sparse de groupes de variables numériques. Ces méthodes généralisent I’algorithme
de Witten and Tibshirani (2010). Notamment si les variables concernées par le clustering sont uniquement
numériques sans structure de groupes a priori, I’algorithme de clustering se réduit a celui de Witten and
Tibshirani (2010). Si certaines ou toutes les variables sont catégorielles, sparsewkm sparsewkm transforme les
données en utilisant une étape de recodage décrite dans la Section 3.3.3 ci-avant et c’est cette fonction que
nous illustrons ici.

Commencgons par décrire la fonction et ses arguments. Plusieurs arguments peuvent étre donnés en entrée
de la fonction sparsewkm, mais seuls les deux premiers sont requis,

e X : est la matrice des données. Les données doivent étre sous le format data.frame et les variables
catégorielles en format factor.

e centers : est le nombre de clusters K & construire.

Les autres arguments sont liés au choix du parametre de régularisation, ou au nombre d’itérations et d’initiali-
sations aléatoires de ’algorithme. Les valeurs par défaut sont fixées pour ces parametres et plus d’informations
sont disponibles en utilisant ’aide help (sparsewkm).

Pour illustrer le fonctionnement du package, nous utilisons les données sur les maladies cardiaques HDdata*
qui décrivent 270 patients par six variables numériques et huit variables catégorielles.

La fonction sparsewkm est appliquée aux données HDdata sur toutes les variables sauf la derniere, hd, qui
code la présence ou ’absence d’une maladie cardiaque. On fixe le nombre de clusters a deux. Ci-dessous est
présenté le code permettant d’exécuter la fonction et d’afficher deux graphiques, le chemin de régularisation
qui montre le poids des variables en fonction des valeurs du parametre A\ et le chemin de variance expliquée
des données non pondérées en fonction des valeurs du parametre \.

res <- sparsewkm(X = HDdata, centers = 2)
plot(res, what="weights.features")
plot(res, what="expl.var")

Les graphiques sont présentés sur la Figure 3.3 : le graphique (a) indique le chemin de régularisation c’est-
a-dire le poids des variables en fonction des valeurs de A. Lorsqu’une variable j est numérique c’est bien
w; que 'on représente et lorsqu'une variable [ est catégorielle, c’est ||w;||2 qui est représenté. Le graphique
(b) représente le chemin de variance expliquée en fonction des valeurs de A. On peut voir que, lorsque A
augmente, les poids de certaines variables atteignent la valeur zéro. Par défaut, les chemins associés aux
variables numériques sont affichés avec des lignes continues, tandis que ceux associés aux variables catégorielles
sont affichés avec des lignes pointillées.

D’apres les résultats, les variables numériques maxhr et oldpeak, et les variables catégorielles slope et
exang apparaissent comme les plus discriminantes pour de petites valeurs de A. Lorsque A augmente, seul
maxhr est sélectionné par 'algorithme. L’algorithme de détection de rupture choisit la huitieme valeur de A en
partant de la gauche. D’autres graphiques sont disponibles, comme le chemin de régularisation des modalités
qui fournit une image plus détaillée de la fagon dont chaque modalité d’une variable catégorielle contribue au
clustering et le nombre de variables sélectionnées en fonction des valeurs de .

*https ://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/statlog+ (heart)
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Figure 3.3 : Le graphique (a) représente le chemin de régularisation c'est-a-dire le poids des variables en fonction des valeurs de A, le
graphique (b) représente le chemin de variance expliquée en fonction des valeurs de .

LA NORMALISATION DES DONNEES La variance des variables affecte énormément les algorithmes de clustering
basés sur la distance euclidienne, et davantage les algorithmes clustering sparse. Spécifiquement, pour la
méthodologie destinée aux données mixtes, étant donné le recodage que ’on effectue en entrée de ’algorithme,
il n’y a plus besoin de normaliser les données par la suite. Mais lorsque l'algorithme est utilisé sur des
groupes de variables numériques (non recodées), a priori les données ne sont pas transformées en amont et il
faut donc normaliser les variables a moyenne nulle et variance unitaire. Tous ces détails sont pris en charge
automatiquement dans le package vimpclust qui implémente nos solutions.

INITIALISATION DE L'ALGORITHME Dans la suite de ce qui a été discuté dans le Chapitre 2, nous avons implé-
menté dans notre package R vimpclust, la possibilité de renseigner le nombre de fois ou les K-means standards
doivent étre relancés (comme expliqué dans 'introduction 2.2.2) et nous avons développé dans une version
béta une initialisation au moyen de l'algorithme K-means++. Ces fonctionnalités ne sont pas disponibles
dans le package de Daniela Witten sparcl. Cette proposition est utile car on constate que l'initialisation a
un treés grand impact sur les résultats de I'algorithme, et de maniére générale sur les résultats des algorithmes
sparses. La version comprenant l'initialisation K-means+-+ n’a pas été utilisé dans ce manuscrit et donc les
différences observées entre les fonctions des deux packages codant le WT-K-means sont essentiellement dues
au choix du parametre .

Dans cette section nous comparons deux méthodes de clustering sparse qui traitent des données mixtes :
la méthode du package VarSelLCM (Marbac and Sedki, 2017) décrite dans la Section 2.4.4 et le package
vimpclust (Chavent et al., 2020) qui implémente le Group-Sparse-K-means avec détection de rupture pour
le choix du paramétre A. On reprend le méme schéma de simulation que celui qui a été décrit par 'Equation
2.17, et on discrétise en variables binaires (deux catégories) la moitié des variables importantes et la moitié
des variables de bruit. L’opération est simple : puisque par définition toutes les variables sont centrées et de
médiane zéro, on discrétise les variables de la fagon suivantes :

I T z] >0,
v 0 sinon.

Nous testons deux scénarios, avec K = 2,pg = 2,d = 20, m = 1.5 ou une des deux variables importantes et
dix variables de bruit sont discrétisées et K = 2, px = 10;d = 100 ot cinq variables importantes et cinquante
variables de bruit sont discrétisées. La valeur m est indiquée dans le tableau.

La Table 3.1 résume les résultats obtenus suivant les différents scénarios. Les méthodes sont équivalentes en
termes de performances, mais pas en termes de sélection de variables. En effet, sparsewkm a tendance & ne pas
sélectionner les variables cat