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Introduction

L’objectif de cette thèse est d’explorer une relation entre les plongements symplectiques et
les singularités algébriques planes observée dans [Bir01, MP94, Ops14b].

Le problème des plongements symplectiques peut s’énoncer très généralement ainsi :
Question 1. Soit (M2n, ω) une variété symplectique, U ⊂ Cn un domaine, c’est-à-dire une
sous-variété connexe compacte lisse de dimension 2n. Quelle est la valeur maximale λ > 0 pour
laquelle λU se plonge symplectiquement dans M ?

Pour mettre cette question en perspective, rappelons qu’une variété symplectique est une
variété différentielle M munie d’une 2-forme différentielle fermée et non-dégénérée ω :{

dω = 0,
ω ∧ · · · ∧ ω = ω∧n est une forme volume sur M .

La non-dégénérescence de ω implique que la variété M est orientable de dimension paire. Les
deux exemples de variétés symplectiques les plus pertinents pour notre discussion sont :

— (R 2n ∼ Cn, ωst = π−1∑n
j=1 dxj ∧ dyj)

— (CPn, ωFS), la forme ωFS est appelée forme de Fubini-Study. Elle est normalisée de sorte
que l’espace projectif CP 1 = L∞ a aire 1. Dans CP 2, les courbes algébriques de degré d
sont symplectiques d’aire d.

Définition 2. Un plongement f : U ⊂ Cn ↪→ (M,ω) est symplectique s’il vérifie f∗ω = ωst.

Le théorème de Darboux 1.1.1 assure que pour tout point p d’une variété symplectique (M,ω),
il existe un plongement symplectique f : B(ε) ↪→ (M,ω) tel que f(0) = p pour ε suffisamment
petit. Ici, B(ε) := {z ∈ Cn | |z|2 ≤ ε} désigne la boule fermée standard de taille ε, c’est-à-dire la
boule dont la capacité de Gromov [Gro85]

cGr(B(ε), ωst) = sup{a ∈ R |B(a) se plonge symplectiquement dans B(ε)}

est égale à ε. En particulier, si U ⊂ Cn est borné, il existe toujours des λ > 0 pour lesquels λU
se plonge dans (M,ω). La question 1 fait donc sens.

Notons qu’un plongement symplectique f : U ⊂ Cn ↪→ (M,ω) vérifie

f∗ω∧n = (f∗ω)∧n = (ωst)∧n = dV ol.

Les difféomorphismes symplectiques préservent donc les volumes, mais la condition f∗ω = ωst
est strictement plus contraignante que la préservation du volume. En effet, en 1985, M. Gromov
met en évidence une différence quantitative importante entre les difféomorphismes préservant
les volumes et les symplectomorphismes : Il existe un plongement f : B2n(R) ↪→ Z2n(r) :=
D 2(r)×Cn−1 préservant le volume pour tout r, R,mais il faut avoir r ≥ R pour qu’un plongement
symplectique existe. C’est le théorème de non-tassement de Gromov :
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Théorème 3 (Non-squeezing [Gro85]). Soit (B2n(r), ωst) la boule symplectique standard et
soit (ZR := B2(R) × R 2n−2, ωst) le cylindre symplectique standard. Si il existe un plongement
symplectique ϕ : B2n(r) ↪→ Z(R), alors R > r.

Suite au théorème 3, de nombreux travaux se sont concentrés sur l’existence ou non de
plongements de boules de tailles maximales dans certaines variétés symplectiques.

Exemple 4. Il existe un plongement de l’intérieur
◦
B(1) de la boule B4(1) dans CP 2.

En effet, (CP 2, ωFS) est la réduction symplectique de B4(1) le long des courbes caracté-
ristiques du bord de B4(1) (les courbes intégrales du champ de direction Ker(ωst|∂B4(1))) et
l’image du bord par cette réduction symplectique est exactement la droite L∞. En d’autres termes,
CP 2\L∞ est symplectomorphe à l’intérieur de la boule B4(1).

Le même article de Gromov montre la pertinence de l’étude des plongements de plusieurs
boules disjointes dans les variétés symplectiques. Cette question est connue sous le nom de
problème d’empilement de boules. Il s’agit d’un cas particulier de la question 1 lorsque U est une
union disjointe de boules.

Question 5. Soit (M,ω) une variété symplectique de dimension 2n et soit U =
⊔K
i=1(

◦
B(ai), ωst).

Pour quels ai l’ensemble U se plonge-t’il symplectiquement dans (M,ω) ?

Dans le cas de CP 2, les travaux de Gromov [Gro85], McDuff-Polterovich [MP94] et de Bi-
ran [Bir97] donnent une réponse complète à cette question lorsque toutes les boules ont même
taille.

Théorème 6 ([MP94, Bir97]). La solution du problème d’empilement de boules dans (CP 2, ωFS)
est donnée par :

Nombre de boules 2 3 4 5 6 7 8 K ≥ 9
taille maximale des boules 1/2 1/2 1/2 2/5 2/5 3/8 6/17 1/

√
K

Volume total de l’empilement 1/2 3/4 1 20/25 24/25 63/64 288/289 1

Dans les années 2000 (voir [Hut14]), Hutchings a défini des invariants pour les domaines de
C2 qui donnent une liste d’obstructions aux problèmes de plongements. Dans [McD11], McDuff
montre finalement que ces invariants donnent une liste d’invariants totaux pour le problème
d’empilement de boules de CP 2, apportant une réponse définitive à ce problème. Il est important
dans cette discussion d’insister sur la calculabilité aisée de ces invariants pour les unions disjointes
de boules. Le problème d’empilement de boules dans CP 2 a ainsi reçu une réponse théorique, mais
également complètement décidable. Finalement, McDuff a expliqué comment les plongements de
certains domaines, particuliers mais intéressants, se ramènent à des problèmes d’empilements de
boules dans CP 2, ouvrant la voie à l’étude des plongements de domaines plus généraux que les
unions de boules disjointes. Ces domaines particuliers sont appelés domaines toriques concaves,
et contiennent en particulier les ellipsoides [McD09, HR14, CG19].

Dans [MP94, Bir01], McDuff-Polterovic et Biran exhibent un lien entre les problèmes de
plongements et les problèmes de réalisabilité de singularités par des courbes algébriques. Ils
établissent donc un lien entre la théorie des singularités des courbes planes et les problèmes de
plongements.

Définissons d’abord :
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Définition 7. Une singularité de courbe plane est une paire (S, C), où S est un germe de surface
analytique complexe et C est un sous-germe de courbe complexe réduite. Deux singularités (S1, C1)
et (S2, C2) sont équisingulières s’il existe un germe d’homéomorphisme ϕ : (S1, C1) → (S2, C2)
qui préserve à la fois les orientations complexes des surfaces et des courbes.

Le problème algébrique est le suivant :

Question 8. Soit (S, C) une singularité algébrique plane isolée. Quel est le degré minimal d’une
courbe algébrique Σ ⊂ CP 2 réalisant la singularité (S, C) ?

Un exemple de tel problème est la conjecture de Nagata, énoncée en 1959. On dit qu’une
courbe présente une singularité étoilée de multiplicité m en un point p si elle est localement
difféomorphe à une union de m disques lisses deux à deux transverses.

Conjecture 9 (à la Nagata (version [Bir01] 1)). Soient p1, · · · , pK des points génériques dans
CP 2 et soient m1, · · · ,mK des entiers strictements positifs. Pour K > 9, toute courbe C ⊂ CP 2

irréductible passant par ces K points et présentant une singularité étoilée de multiplicité mi en
pi vérifie

deg(C) > 1√
K

K∑
i=1

mi.

Remarque 10. La conjecture ci-dessus est une version affaiblie de la conjecture formulée par
Biran dans la partie 1.2 de [Bir01], équivalente à celle formulée par McDuff et Polterovich à la
page 410 de [MP94]. Leurs conjectures ne font pas intervenir des singularités spécifiques, elles
demandent seulement que les multiplicités soient prescrites. La version de Nagata ne suppose
quant à elle rien de plus que de passer par les points p1, · · · , pK avec multiplicitésm1 = · · · = mK .
Dans l’énoncé de sa conjecture, elle peut présenter d’autres singularités en d’autres points et n’est
pas supposée irréductible.

Biran fait la remarque que la conjecture de Nagata est très similaire au problème d’empile-
ment. On peut en effet réécrire le cas K ≥ 9 du théorème 6 comme suit :

Corollaire 11. Soit un réel a > 0 et B(a) la boule symplectique standard dans C2 de taille a. Si
K > 9, la réunion disjointe des K boules ouvertes

◦
B(a) se plonge symplectiquement dans CP 2

dès que KVol(B(a)) ≤ Vol(CP 2), ce qui se réécrit
√
Ka ≤ 1.

Pour voir explicitement le lien entre ces deux énoncés on a besoin du résultat suivant :

Théorème 12 ([MP94]). Soient C ⊂ CP 2 une courbe algébrique de degré d (ou symplectique
d’aire d) avec K singularités étoilées de multiplicité m. Si la résolution des singularités de C
fournit une courbe Ĉ dont la classe d’homologie est de carré positif, alors on peut plonger sym-
plectiquement K boules

◦
B(m/d) disjointes dans (CP 2, ωFS).

Le volume de cette union disjointe de boules est alors donnée par KVol(B(m/d)) = Kp2/d2.
Or, celui-ci doit être inférieur au volume de CP 2 qui est égal à 1. On obtient donc

Km2/d2 ≤ 1 ⇐⇒
√
Km ≤ d

1. paragraphe 1.2, page 1
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On retrouve ainsi l’inégalité de la conjecture de Nagata 9, qui admet donc une démonstration
symplectique lorsque [Ĉ]2 ≥ 0 et lorsque toutes les multiplicités mi sont égales. L’idée per-
mettant d’établir ce lien entre singularités étoilés et plongements de boules est l’existence d’un
analogue à l’éclatement algébrique dans la catégorie symplectique. Précisément, l’analogue à
l’éclatement d’un point dans une variété algébrique, qui remplace un voisinage de ce point par
un voisinage d’une copie de CP 1, est une construction dans laquelle on remplace un voisinage
d’une boule symplectique plongée par un voisinage d’une copie de CP 1, choisi de sorte que son
aire symplectique soit égale à la capacité symplectique de la boule. Notons que pour démontrer
ces résultats, un éclatement symplectique ou bien plusieurs éclatements symplectiques le long de
boules disjointes sont nécessaires.

Remarque 13. Les techniques d’éclatement symplectique et de contraction symplectique étaient
déjà bien connues dans le cas des boules et des diviseurs exceptionnels disjoints, mais nécessi-
taient des constructions plus précises pour itérer ces processus le long de plongements de boules
intersectant le diviseur exceptionnel de l’éclatement ou la contraction de diviseurs exceptionnels
à croisements normaux. Ce travail est fourni dans les partie 2.2 et 3.1.1.

Pour aller plus loin dans ces liens mis en évidence par McDuff-Polterovich et Biran, Op-
shtein s’est intéressé aux liens entre singularités cuspidales présentées par des courbes sym-
plectiques dans CP 2 et le plongement d’ellipsoides dans CP 2 [Ops14b]. On peut également
noter que Michael Hutchings a construit des invariants symplectiques qui empêchent ces plon-
gements et donnent donc potentiellement des invariants symplectiques de ces singularités algé-
briques [Hut14].

Dans cette thèse on se propose de considérer des singularités plus compliquées que les sin-
gularités étoilées (pour lesquels seul un éclatement algébrique est nécessaire pour les résoudre).
On cherche en particulier à comprendre quelles correspondances il y a entre des domaines sym-
plectiques de dimension 4 et des singularités algébriques planes. Pour cela, on étudie le domaine
associé à la contraction symplectique du diviseur exceptionnel singulier associé à une singularité
donnée. Et inversement, on cherche à associer une courbe symplectique singulière à un domaine
symplectique provenant d’un diviseur exceptionnel singulier symplectique.

On rappelle pour cela que la résolution algébrique d’une singularité S réalisée par une courbe
complexe C produit un diviseur exceptionnel à croisement normaux T et une courbe complexe
lisse Ĉ intersectant transversalement le diviseur T . La courbe lisse Ĉ est appelée transformée
stricte de la courbe C.

Dans cette thèse, on construit un analogue symplectique à la résolution algébrique des singu-
larités. Précisément, on veut effectuer un certains nombre d’éclatements symplectiques successifs
et non-disjoints, dans le sens où le (n+ 1)-ème éclatement est réalisé le long d’un plongement de
boule intersectant le n-ème diviseur. Pour cela, on construit sur l’éclatement complexe itéré une
forme symplectique qui rend symplectique le diviseur T et tel qu’on ait une courbe symplectique
C̃ homologue à la résolution Ĉ et intersectant le diviseur T orthogonalement (relativement à
la forme symplectique construite) et positivement. De plus, au cours de la construction de cette
forme symplectique, on montre que l’on peut s’arranger de sorte que les composantes du diviseur
T s’intersectent elles aussi orthogonalement relativement à la forme symplectique construite
(2.0.4). De même, on définit un analogue symplectique à la contraction algébrique et on montre
que celle-ci peut-être itérée dans la partie 3.1.2. Celle-ci nous permet alors d’associer au divi-
seur T un domaine symplectique, construit dans la partie 3.2 par "agglomération" des boules
associées au diviseur T . On en détaille les propriétés dans la proposition II, propriétés que l’on
démontre dans la partie 3.3. Enfin, la contraction itérée nous permet aussi d’associer à toute
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courbe symplectique intersectant le diviseur symplectique T orthogonalement une courbe sym-
plectique réalisant une singularité algébrique. Cependant, l’existence d’une telle courbe symplec-
tique intersectant T n’est pas assurée en général. Pour en construire une, on utilise la méthode
de Donaldson qui nous produit une telle courbe [Don96]. Mais cette courbe intersecte chaque
composante du diviseur T un très grand nombre de fois et on ne peut donc espérer retrouver la
singularité S dont on est parti. On trouve à sa place une singularité S ′ dont le germe contient
S⊗k composée de k différentes branches modelées sur S.

Le théorème principal de la thèse est :

Théorème I. Soit S une singularité algébrique plane isolée. Il existe une suite de domaines
D n(S) ⊂ C2 dont les propriétés sont énoncées ci-après (proposition II) telle que pour toute
variété symplectique (M,ω) de dimension 4 de classe symplectique entière ([ω] ∈ H2(M,Z)) on
a :

1. Soit d ∈ N. Si C ⊂ M est une courbe symplectique Poincaré duale à dω réalisant la
singularité S et Ĉ est une courbe produite par résolution algébrique de S, alors pour
N � 1, αD N (S) se plonge symplectiquement dans M :
(a) pour tout α < 1/d si [Ĉ]2 ≥ 0.

(b) pour tout α < Aω(C)
|[Ĉ]2|+dAω(C)

, si [Ĉ]2 < 0.

2. Si il existe N ∈ N tel que αD N (S), α ∈ Q+∗ se plonge symplectiquement dans M, alors
pour tout q ∈ (α−1 N ) ∩ N , q � 1, il existe une courbe symplectique C ⊂ M Poincaré
duale à qω qui réalise S⊗qα.

On démontre ce résultat en deux parties (voir 4.1.3 pour 1⇒ 2 et 4.2.3 pour 2⇒ 1).
Les domaines associés à ces singularités ont un certain nombre de propriétés qu’on énumère à

présent. Dans la proposition suivante, une variété symplectique M de dimension 4 est dite dans
la classe C ∗ [McD96] si cette variété est :

— CP 2, une surface réglée, ou un de leurs éclatements,
— une variété avec b1 = 0, b+2 = 1 et
— une variété avec b1 = 2 et (H1(M))2 6= 0.

Proposition II. Soient S une singularité algébrique plane isolée, n ∈ N et D := D n(S) ⊂ C2.
Il existe des nombres réels ai(D ) > 0, i = 1, · · · ,K (indépendant de n) tels que :

1. L’union
⊔K
i=1

◦
B(ai(D )) se plonge symplectiquement dans D .

2. Vol(D ) =
∑K
i=1 Vol(B(ai(D ))).

3. Pour toute variété (M,ω) de la classe C ∗, si
⊔K
i=1 αB(ai(D )) se plonge symplectiquement

dans M, alors αD se plonge symplectiquement dans M.

4. D est un domaine de Liouville.
De plus, si D n(S) est associé à une singularité plane isolée, les nombres (ai(D n(S)))n, convergent
vers des nombres réels (a1(S), · · · , aK(S)) strictements positifs, pour tout i = 1, · · · ,K.

Le dernier point de la proposition II est évident, puisque les nombres ai(D n( T )) convergent,
par la construction faite dans la démonstration de la proposition 4.1.3, vers le nombre ai =
[Ŝ] · [Ei], où Ŝ désigne la transformée stricte de S par résolution complexe et Ei désigne la i-
ème −1-sphère produite par la résolution de S. On peut aussi affirmer, via la construction de la
partie 3.2, que ces domaines sont homéomorphe à une boule de dimension 4.
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Le Théorème I associe ainsi à chaque singularité une suite de domaines de Liouville de
(C2, ωst = dλst), c’est-à-dire des domaines à bord non-vide de dimension 4 tel que le champ de
vecteur Xλst , satisfaisant ωst(Xλst , ·) = λst, pointe vers l’extérieur du domaine et soit transverse
au bord. Cette association singularité-domaine transfère ainsi le problème de réalisabilité de S
par une courbe de degré d dans CP 2 en un problème de plongement de ce domaine dans CP 2. La
Proposition II garantit par ailleurs que ce problème est équivalent à un problème d’empilement
de boules, qu’on sait donc étudier complètement grâce aux invariants ECH de Hutchings (des
exemples de telles études sont menées dans [MS10]). On obtient ainsi une théorie symplectique
des singularités algébriques, dont les conséquences restent à étudier.

Ouvertures

Aller plus loin sur la description des domaines

L’exemple 5.1.6 montre que les domaines construits par le théorème I à partir de certaines
singularités peuvent être des domaines toriques concaves. C’est-à-dire :

Définition 14. Un domaine torique est la pré-image d’un ouvert de (R+)2 par l’application
moment qui à (z, w) associe (|z|2, |w|2).

Un domaine torique concave est un domaine torique D Ω où Ω est une région fermée du
premier quadrant bornée par les axes et le graphe d’une fonction convexe f : (0, a)→ (0, b), pour
a et b des réels positifs et tels que f(0) = b et f(a) = 0.

Un domaine torique concave rationnel est un domaine torique concave pour lequel la fonction
f est convexe linéaire par morceaux et dont les pentes sont rationnelles.

De plus, on montre dans la partie 4.2.2 que ces domaines toriques concaves sont des domaines
associés à certaines singularités. Il est donc légitime, à la vue de ces exemples, de se demander
si certains de ces domaines sortent de la catégorie des domaines toriques concaves. Une réponse
positive à cette question serait intéressante du point de vue de la géométrie symplectique car
elle montrerait que l’équivalence entre problème de plongement et empilement de boules dans les
variétés de classe C ∗ va au-delà des domaines toriques concaves.

L’exemple 5.1.8 nous fournit un candidat pour répondre à cette question. En effet, on montre
qu’il existe des diviseurs exceptionnels symplectiques associés à des domaines pouvant être décrits
comme des unions non-disjointes de N ≥ 3 ellipsoïdes et d’une boule. De tels domaines ne sont
pas des domaines toriques concaves de manière évidente.

Question 15. Soit E (a, b) un ellipsoïde et soit (Φi : C2 → C2)i N ≥ 3 difféomorphismes
symplectiques linéaires tels que (Φi( E (a, b))∩ S 3(1))∩ (Φj( E (a, b))∩ S 3(1)) = ∅, i 6= j. On note

D := B(1) ∪
(

N⋃
i=1

Φi( E (a, b))
)
.

Le domaine D est-il symplectomorphe à un domaine torique ?

Une autre question à propos de la description de ces domaines concerne la monotonie de
ceux-ci.

Question 16. Si a(D ) ≺ b(D ′) (c’est-à-dire ai(D ) < bi(D ′) pour tout i), a-t-on D ω
↪→ D ′ ?
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Dans le cas où a(D ′) = αa(D ), avec α > 1, la proposition 3.3.5 de conformalité nous assure
que c’est le cas.

Soit maintenant un domaine D = D n(S). Les propriétés du domaine décrites dans la propo-
sition II nous assurent que D est un domaine de Liouville de C2. On peut alors lui associer une
suite de nombres positifs appelés capacités ECH (pour Embedded Contact Homology) définie
par Hutchings dans les années 2000 [Hut14]. Il a montré un certain nombre de propriétés les
concernant et les a calculés pour des domaines particuliers comme les ellipsoïdes et les boules.
Il donne aussi une méthode combinatoire simple pour calculer les capacités des unions disjointes
de domaines de Liouville à partir de celles de ces domaines.

Toujours d’après la proposition II, on sait qu’on peut plonger une union disjointe de boules
U(D ) :=

⊔ ◦
B(ai) dans D . Alors, la monotonie des capacités ECH assure que

cECH(U(D )) ≤ cECH(D ).

On a donc une minoration des capacités ECH de D , dont le calcul relève de formules combina-
toires simples permettant le calcul des capacités ECH de U(D ).

Dans le cas d’un domaines torique concave D Ω, Choi & al ont montré que cECH(D Ω) =
cECH(U(D Ω)) [HR14]. On peut donc se poser la question suivante.

Question 17. A-t-on cECH(D ) = cECH(U(D ))?

Remarque 18. Deux réponses sont possibles. Premièrement, si la réponse à cette question est
affirmative, on étend alors les résultats de Choi & al à une liste de domaines de Liouville poten-
tiellement plus grande que celle donnée dans [HR14]. Deuxièmement, si la réponse est négative,
on a alors montré que l’on atteint d’autres domaines que les domaines toriques concaves, puisque
ceux-ci vérifient l’égalité.

Pour continuer avec ces questions d’empilements, on peut se poser la question du cas où deux
domaines sont associés à la même union disjointe de boules.

Question 19. Deux domaines associés au même empilement de boules (cf :proposition II) sont-
ils symplectomorphes ?

Questions algébriques

Associer un domaine du type αD n(S) à une singularité algébrique plane S permet de faire
correspondre à S des invariants symplectiques liés au domaine. Puisque ce domaine est un
domaine de Liouville de C2 on peut par exemple lui associer les capacités ECH de ce do-
maine [Hut14]. On obtient ainsi une suite infinie croissante de nombres réels.

On peut alors se poser la question de savoir si les obstructions symplectiques associées au
domaine données par les capacités ECH ajoutent des obstructions supplémentaires aux obstruc-
tions algébriques déjà connues quant à la réalisation de la singularité algébrique S.

Si ces invariants symplectiques n’ajoutent pas d’obstructions à la réalisabilité de S, on peut
alors se demander si il est possible d’établir une correspondance entre les invariants symplectiques
associés à αD n(S) et les obstructions algébriques liées à la réalisabilité de S.
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Organisation de la thèse

Cette thèse s’articule de la manière suivante. Dans la première partie on rappelle succincte-
ment les notions élémentaires de géométrie symplectique qui seront nécessaires, les notions d’écla-
tement, de contraction algébrique et de résolution des singularités algébriques (et de diviseurs
exceptionnels associés) ainsi que des résultats utiles concernant les courbes pseudo-holomorphes.
Dans la deuxième partie, on rappelle la construction de l’éclatement symplectique de C2 avant
de définir précisément l’éclatement symplectique d’une variété symplectique de dimension 4 quel-
conque et de construire un analogue symplectique de la résolution algébrique d’une singularité.
Dans la troisième partie, on définit les contractions symplectiques simples et itérées ainsi que
les domaines symplectiques associés à des diviseurs exceptionnels symplectiques à croisements
normaux. On finit cette partie en démontrant les différentes propriétés du domaine, énoncées
dans la Proposition II. Dans la quatrième partie on démontre le Théorème I. Enfin, dans la
cinquième partie on donne des exemples de correspondances entre des singularités algébriques et
des domaines symplectiques.

Notations

On adopte les notations suivantes tout au long de la thèse :
— On note ωst = π−1( dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2) la forme symplectique standard sur C2.

En choisissant des coordonnées polaires (r1, θ1, r2, θ2) sur chaque facteur de C2, on peut
considérer la forme ωst = dR1 ∧ dθ1 + dR2 ∧ dθ2, où Ri = r2

i et dθi est normalisée de
sorte que les angles θi aient leurs valeurs dans [0, 1] et

∫ 1
0 dθi = 1. Dans ces coordonnées,

les disques de rayon 1 et centrés en l’origine contenus dans un facteur de C2 sont d’aire
1.

— On note encore ωst = π−1∑n
j=1 dxj ∧ dyj la forme symplectique standard sur Cn de

coordonnées zj = xj + iyj .
— On note λst la forme de Liouville associée à ωst = dR1 ∧ dθ1 + dR2 ∧ dθ2 donnée par la

formule R1 dθ1 +R2 dθ2 dans les coordonnées polaires (r1, θ1, r2, θ2) définies ci-dessus.
— On note B(a) := {(r1, θ1, r2, θ2) ∈ C2 |R1+R2 ≤ a} la boule fermée de taille a, c’est-à-dire

la boule dont la capacité de Gromov

cGr(M,ω) := sup{r ∈ R |B(r) se plonge symplectiquement dans M}

est égale à a.
— On note E (a, b) l’ellipsoide {(r1, θ1, r2, θ2) ∈ C2 |R1/a+R2/b ≤ 1}.
— On appelle boule symplectique ou ellipsoide symplectique d’une variété symplectique

(M,ω) l’image du plongement symplectique d’une boule standard B(a) ou d’un ellipsoide
standard E (a, b), de (C2, ωst) dans (M,ω).

— On utilise la lettre E pour noter les sphères plongées représentant une classe [E] de
l’ensemble H2(M, Z ), quand ils existent, dont l’auto-intersection est égale à −1. Ces
éléments sont appelés −1-sphères. On note e le dual de Poincaré PD(E) d’une −1-sphère.

— Plus généralement, on utilise C ou Σ pour désigner une courbe compacte lisse, symplec-
tique ou J-holomorphe selon le contexte et [C] ou [Σ] pour désigner la 2-classe d’homologie
de celle-ci.

Remarque 20. Bien que C ou Σ soient de dimension réelle 2, on se permet d’utiliser le terme
"courbe" pour désigner de telles sous-variétés de dimension 2, puisque la restriction d’une forme
symplectique à une sous-variété de dimension 1 ne peut-être symplectique, car dégénérée.
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— Si C est une courbe symplectique dans une variété symplectique (M,ω), on note

Aω(C) =
∫
C

ω,

l’aire symplectique de C relativement à la forme symplectique ω.
— On note T K le diviseur exceptionnel associé à un éclatement itéré et SKi les courbes

composant ce diviseur.
— On note C ∗ (voir page 2 de [McD96]) la classe des variétés symplectiques (M,ω) qui sont :

— CP 2, une surface réglée, ou un de leurs éclatements,
— une variété avec b1 = 0, b+2 = 1 et
— une variété avec b1 = 2 et (H1(M))2 6= 0.
Dans toute la thèse, on pourra se contenter d’y penser comme CP 2 ou un de ses éclate-
ments.

— Soit B ⊂ (M,ω) une boule symplectique, c’est-à-dire un plongement symplectique d’une
boule standard (B(a), ωst), pour un certain a > 0. On appelle cercle de Hopf de B les
caractéristiques de ω|∂B . On appelle disque de Hopf dans B tout disque symplectique
borné par un cercle de Hopf de ∂B.

— Soit Q un sous-ensemble d’une variété M. On note Op (Q,M) un voisinage non-spécifié
de Q dans M. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté, on omet de préciser la variété dans la
notation et on note simplement Op (Q) ce voisinage.

— Soient deux variétésM etM ′ munies de structures différentielles Θ, et Θ′, par exemple des
structures symplectiques, avec des sous-ensembles N et N ′. On dit que f : (M,Θ, N) →
(M ′,Θ′, N ′) si f : M →M ′ transporte Θ sur Θ′ et N sur N ′. Autrement dit, on utilisera
la notation f : (M, ·) → (M ′, ·) pour des applications relatives dans le sens le plus large
possible.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans cette partie on détaille les notions de géométrie symplectique et algébrique permettant
de préciser la problématique et permettant de répondre aux cas simples relevant de la probléma-
tique.

1.1 Généralités en géométrie symplectique

1.1.1 Généralités

On rappelle dans cette partie des résultats classiques de géométrie symplectique dont on a
besoin dans la suite de cette thèse.

Théorème 1.1.1 (Darboux). Toute forme symplectique ω sur une variété M de dimension 2n
est localement difféomorphe à la forme standard ωst sur R 2n = Cn.

Théorème 1.1.2 (Voisinage symplectique). Soient (M0, ω0) et (M1, ω1) deux variété symplec-
tique, Q0 ⊂ M0 et Q1 ⊂ M1 deux sous-variétés symplectiques compactes. On suppose qu’on a
un isomorphisme Φ : νQ0 → νQ1 entre les fibrés normaux symplectiques à Q0 et Q1 qui revêt
un symplectomorphisme ϕ : (Q0, ω0) → (Q1, ω1). Alors ϕ s’étend en un symplectomorphisme
ψ : (Op (Q0), ω0)→ (Op (Q1), ω1) tel que dψ induise l’application Φ sur νQ0 = (TQ0)ω0 .

Ces deux résultats reposent sur un argument développé par Moser [Mos65] permettant de
construire des isotopies symplectiques entre deux formes symplectiques. Précisément, si ωt est
une famille à un paramètre de formes symplectiques vérifiant

d
dtωt = dσt

sur M, où σt est une 1-forme sur M, alors il existe une famille de difféomorphismes ψt : M →M
telle que (ψt)∗ωt = ω0. L’idée est d’exprimer ψt comme le flot d’une famille de champ de vecteurs
Xt sur M. Ainsi, on suppose que

d
dtψt = Xt ◦ ψt, ψ0 = Id.

17



18 CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

En différenciant (ψt)∗ωt = ω0 par rapport à t, on obtient :

d
dt ((ψt)

∗ωt) = (ψt)∗
(

d
dtωt + ιXt dωt + dιXtωt

)
= (ψt)∗ ( dσt + dιXtωt)
= 0,

où ιXtωt = ωt(Xt, ·). Il faut donc que ιXtωt = σt.

Puisque ωt est non-dégénérée pour tout t, il existe une telle famille de champ de vecteurs.
On définit alors ψt comme étant le flot associé à ce champ de vecteurs et celui-ci satisfait bien
(ψt)∗ωt = ω0.

Preuve du théorème 1.1.2. Soit expj l’application exponentielle dans la direction normale à Qj
de sorte que l’image d’un voisinage de la section nulle de νQj est un voisinage de Qj dans Mj .

Premièrement, en définissant ϕ′ := exp1◦Φ◦exp−1
0 on obtient un difféomorphisme ϕ′ : Op (Q0)→

Op (Q1) qui étend ϕ et tel que dϕ′|νQ0
= Φ. Par hypothèse, les formes ω0 et ω′1 := ϕ

′∗ω1 coïncident
sur TMQ0.

On va construire ψ : Op (Q0) → Op (Q0), telle que ψ|Q0 = Id, dψ|Q0 = Id, et ψ∗ω′1 = ω0.
Selon l’argument de Moser, il suffit de montrer qu’il existe une 1-forme σ sur Op (Q0) telle que

σ|TQM = 0, dσ = ω′1 − ω0.

En effet, soit la famille de formes fermées ωt = ω0 + t(ω′1 − ω0) = ω0 + tdσ sur Op (Q0). Quitte
à rétrécir le voisinage Op (Q0), on peut supposer que ωt est non-dégénérée sur Op (Q0) pour
tout t ∈ [0, 1]. Via le principe de Moser, l’équation σt = ωt(Xt, ·) admet une solution Xt, et le
champ Xt s’annule sur Q0. Quitte a rétrécir Op (Q0) encore une fois, on obtient des solutions
à ψ∗t ωt = ω0 pour tout t ∈ [0, 1]. Pour trouver la solution σ dont on a besoin, on considère la
restriction exp : TQ⊥0 → M de l’application l’exponentielle au fibré normale TQ⊥ relatif à une
métrique Riemannienne sur M. Soit

Uε = {(p, v) ∈ TM | p ∈ Q0, v ∈ TpQ⊥0 , |v| < ε}.

La restriction de exp à Uε est un difféomorphisme sur Op (Q0) = exp(Uε) pour ε � 1. On
définit ϕt : Op (Q0) → Op (Q0) pour t ∈ [0, 1] par ϕt ◦ exp(p, v) = exp(p, tv). Alors, ϕt est un
difféomorphisme pour tout t > 0 et on a ϕ0(Op (Q0)) ⊂ Op (Q0), ϕ1 = id, et ϕt|Q0 = id. Alors

ϕ∗0(ω′1 − ω0) = 0, ϕ∗1(ω′1 − ω0) = ω′1 − ω0.

Comme ϕt est un difféomorphisme pour t > 0, on peut définir

Xt =
(

d
dtϕt

)
◦ ϕ−1

t

pour t > 0. Le champ Xt est singulier en t = 0, cependant

d
dtϕ

∗
t (ω′1 − ω0) = ϕ∗tLXt(ω′1 − ω0) = d(ϕ∗t (ω′1 − ω0)(Xt, ·)) = dσt,

où la forme
σt,p(p, v) = (ω′1 − ω0)ϕt(p)

(
d
dtϕt(p), dϕt(p)v

)
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est lisse en t = 0 et s’annule sur Q0. D’où

(ω′1 − ω0) = (ϕ1 − ϕ0)∗(ω1 − ω0) =
∫ 1

0

d
dtϕ

∗
t (ω′1 − ω0) dt = dσ, σ =

∫ 1

0
σt dt.

1.1.2 Voisinages des sous-variétés symplectiques, formes de connexion

Dans cette partie, on donne des descriptions standard des sous-variétés symplectiques en
dimension 4 sous forme de fibrés en disques symplectiques ou de plombages de tels fibrés grâce
au théorème de voisinage symplectique de Weinstein 1.1.2.

Fibrés en disques et en droites symplectiques

Soit Σ une courbe symplectique dans une variété symplectique (M,ω) de dimension 4. Soit
pr : νΣ → Σ son fibré normal dans M auquel on peut penser comme TΣ⊥ω. D’après la théo-
rie de Chern-Weyl, on peut équiper νΣ d’une métrique hermitienne qui munit les fibres F de
coordonnées radiale et angulaire (r, θ) au-dessus de petits ouverts contractiles de Σ. La coordon-
née angulaire n’est pas globales, cependant, la 1-forme dθ est bien définie partout. Pour toute
fonction h : Σ→ R telle que

∫
Σ hω = −[Σ]2, il existe une 1-forme de connexion α sur νΣ.

Définition 1.1.3. Une 1-forme de connexion α sur νΣ associée à une fonction h : Σ → R est
une 1-forme différentielle définie sur le complémentaire de la section nulle νΣ,0 satisfaisant :{

α|F = dθ,
dα = hpr∗ω|Σ

.

Si h est une fonction constante égale à λ, alors λ = − [Σ]2
Aω(Σ) , où Aω(Σ) =

∫
Σ ω est l’aire de Σ

relativement à ω.
Quand λ est positif, la forme$ := pr∗ω|Σ+ d(Rα) est symplectique sur νΣ, et on note SLB(Σ)

le fibré normal muni de la forme $ (pour Symplectic Line Bundle). Quand λ est strictement
négatif, $ est seulement symplectique sur le sous-fibré {R < −λ−1}, c’est un sous-fibré en
disques de νΣ que l’on note SDB(Σ,−λ−1) (pour Symplectic Disc Bundle). Dans tout les cas,
pour tout a si λ ≥ 0 et pour tout a ≥ −λ−1 si λ < 0, on note SDB(Σ, a) le fibré en disques
{R < a} muni de la forme $. Le théorème de voisinage symplectique 1.1.2 fournit un plongement
symplectique de (SDB(Σ, ε), $) ↪→ (M,ω) qui envoie la section nulle de SDB(Σ, ε) sur Σ, dès
que ε� 1.

Remarque 1.1.4. — α n’est pas définie sur la section nulle, mais dα l’est.
— La forme α− dθ se prolonge en une forme lisse sur νΣ.
— La forme dR ∧ α est lisse sur SDB(Σ, ε).

Plombages symplectiques

Dans cette partie on construit un voisinage standard pour un diviseur exceptionnel singulier
symplectique en suivant [Ops13]. On le décrit comme un plombage symplectique de fibrés en
disques, légèrement modifiés, au-dessus de ses composantes.
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Soit (M,ω) une variété symplectique de dimension 4. Soit Σ = (Σi)ni=1 une collection de
courbes symplectiques dans (M,ω) s’intersectant ω-orthogonalement. En particulier, elles s’in-
tersectent transversalement et positivement et il n’y a pas de point triple. On note Σ =

n⋃
i=1

Σi,

τi = ω|Σi et Γi = Σi ∩
(⋃
j 6=i

Σj

)
. Pour p ∈ Γi, on choisit un petit disque Di(p) ⊂ Σi centré en

p, de sorte que Di(p) ∩Di(q) = ∅, ∀q ∈ Γi\{p} et des coordonnées polaires (Ppi , ξ
p
i ) ∈ R+ × S 1

sur Di(p) telles que ω|Di(p) = dPpi ∧ dξpi . On choisit également des fonctions hi : Σi → R à

supports compacts dans Σi\
( ⋃
p∈Γi

Di(p)
)

telles que

∫
Σi
hiτi = −[Σi] · [Σi].

Sur le fibré normal pri : νΣi → Σi, on considère une coordonnée radiale Ri et une 1-forme
angulaire dθi dans les fibres. D’après le paragraphe précédent, il existe une 1-forme de connexion
αi sur νΣi telle que {

αi|Fi = dθi
dαi = hipr

∗
i τi

où Fi désigne une fibre de pri : νΣi → Σi. Puisque hi = 0 sur Di(p), la forme dθi est associée sur
νΣi|Di(p) à une coordonnée θi : νΣi|Di(p) → S 1 pour p ∈ Γi. A ce point de la discussion chaque
point p ∈ Γi a donc un voisinage dans νΣi muni de coordonnées locales (Ppi , ξ

p
i , Ri, θi).

Définissons alors ωi := pr∗i τi + d(Riαi) sur νΣi . Notons que ωi est fermée, non-dégénérée sur
SDB(Σi, εi) = {Ri < εi}, si ε� 1, et sur νΣi|Di(p),

ωi = dPpi ∧ dξpi + dRi ∧ dθi (1.1)

.

Définissons le plombage des fibrés SDB(Σi, εi) par :

PSDB(Σ, ε) =
(

n⊔
i=1

SDB(Σi, εi)
)
/ ∼ (1.2)

où pour p ∈ Σi ∩ Σj , on identifie

SDB(Σi, εi) 3 (Ppi , ξ
p
i , Ri, θi) ∼ (Ri, θi,Ppi , ξ

p
i ) = (Ppj , ξ

p
j , Rj , θj) ∈ SDB(Σj , εj).

La formule 1.1 garantit alors l’existence d’une 2-forme $ sur PSDB(Σ, ε) tel que $|SDB(Σi,εi) =
ωi.

De plus, les formes symplectiques ω et $ représentent les même classes de cohomologie
sur Op (

⋃
Σi) et sont symplectomorphes. Le théorème de voisinage symplectique 1.1.2 donne

finalement un plongement symplectique

ϕ : (PSDB(Σ, ε), $) ↪→ (M,ω)

qui envoie les sections nulles des SDB(Σi, εi) sur Σi dès que ε� 1.
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1.2 Formes de Liouville

On rappelle ici les notions qui nous seront utiles concernant les formes de Liouville.

Définition 1.2.1. Soit (M,ω) une variété symplectique. Une forme de Liouville sur (M,ω)
associée à ω est une 1-forme sur M telle que dλ = ω. Le champ de Liouville Xλ associé à λ
est défini par ω(Xλ, ·) = λ. Une variété de Liouville est une variété symplectique pouvant être
munie d’une forme de Liouville.

Une telle 1-forme n’est pas unique. En effet, si λ est une forme de Liouville sur (M,ω) associée
à la forme symplectique ω, alors pour tout 1-forme fermée η sur M, λ + η est une autre forme
de Liouville associée à ω.

Lemme 1.2.2. Soit (M,ω = dλ) une variété de Liouville. Soit Xλ son champ de Liouville. On
note ϕλ : M × (−ε, ε)→M le flot associé.

Ce flot vérifie (ϕtλ)∗ω = etω.

Démonstration. On dérive selon la coordonnée t l’expression
(
ϕtXλ

)∗
ω :

d

dt

(
ϕtXλ

)∗
ω =

(
ϕtXλ

)∗ LXλω
=

(
ϕtXλ

)∗ (dιXλω + ιXλdω)
=

(
ϕtXλ

)∗
dλ+ 0

=
(
ϕtXλ

)∗
ω,

donc
(
ϕtXλ

)∗
ω = etω.

Définition 1.2.3. Soit (M,ω) une variété symplectique. Un domaine de Liouville de M est un
domaine D ⊂M à bord lisse sur un voisinage duquel ω a une forme de Liouville dont le champ
de Liouville est transverse à ∂D et pointe vers l’extérieur de D .

Remarque 1.2.4. Il existe des variétés symplectiques qui ne possèdent pas de formes de Liou-
ville. Par exemple, une variété symplectique compacte sans bord ne peut-être de Liouville. En
effet, si ω = dλ alors, ω∧n = ( dλ)∧n est aussi exacte, dont une primitive est donnée par
λ ∧ ( dλ)∧n−1. D’après le théorème de Stokes

0 =
∫
∂M

λ ∧ ( dλ)∧n−1 =
∫
M

ω∧n = Volω(M) = n!Vol(M) 6= 0.

Cependant, en dimension 4, une telle structure existe sur le complémentaire d’une certaine
multi-courbe symplectique contenue dans M.

1.2.1 Formes de Liouville singulière

Définition 1.2.5. Soit (M,ω) une variété symplectique fermée de dimension 4. Une polarisation
symplectique de (M,ω) est une collection de courbes symplectiques pondérées

(Σ,µ) := {(Σj , µj) | j = 1, · · · , N}

satisfaisant :
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— [ω] =
∑N
j=1 µj PD(Σj).

— Les courbes Σj s’intersectent ω-orthogonalement.

On note Σ =
N⋃
j=1

Σj , la courbe totale. On note Σreg l’ensemble des points appartenant à
N⋃
i=1

(
Σi\(

⋃
j 6=i

Σj)
)
.

De telles polarisations existent sur toute variété symplectique fermée [Ops13].
Lemme 1.2.6. Soit (M,ω) une variété symplectique de dimension 4 et soit

Σ := {(Σj , µj)| j = 1, · · · , N}

une polarisation de (M,ω). Alors, il existe une forme de Liouville sur M\Σ.

Démonstration. Par définition de la polarisation Σ, la forme ω est exacte sur M\Σ, donc admet
une primitive.

Lemme 1.2.7 ([Ops14b]). Soit (M,ω) une variété symplectique de dimension 4, soit Σ =
{(Σj , µj)} une collection de courbes symplectiques pondérées qui s’intersectent ω-orthogonalement
et soit Σ =

⋃
j Σj la courbe totale associée. Soit λ une forme de Liouville sur Op (Σ)\Σ ∼=

PSDB(Σ, ε)\Σ (voir 1.2). Soit p ∈ Σreg ∩ Σj et soit (γε′(p)) une collection de lacets contenue
dans la fibre au-dessus de p dans PSDB(Σ, ε) dépendant continuement de 0 < ε′ < εi. On suppose
que

γε
′
(p) −→

ε′→0
p

et que γε′(p) est d’enroulement 1 autour de Σj dans Op (p).
Alors :
1. λ(γε′(p)) ∈ R converge quand ε′ → 0. On note α(p) = lim

ε′→0
λ(γε′(p)).

2. α(p) ne dépend que de la composante Σj sur laquelle se situe le point p.
3. Si (Σ,µ) est une polarisation de (M,ω) et si λ a résidus −µj en Σj , alors λ s’étend en

une forme de Liouville sur M\Σ.
4. Si (Σ,µ) est une polarisation de (M,ω), il existe une forme de Liouville surM\Σ vérifiant

Res(λ,Σj) = −µj .

Définition 1.2.8. On appelle résidu de λ en Σj la quantité lim
ε′→0

λ(γε′(p)) et on la note Res(λ,Σj).

Exemple 1.2.9. Un exemple standard, mais fondamental en ce qui nous concerne, est celui
donné par la forme de Liouville λµ1,µ2 sur (C2, ωst) définie par λµ1,µ2 = λst + µ1 dθ1 + µ2 dθ2.
Cette forme est clairement singulière le long de {zw = 0} avec résidu µ1 le long de {z = 0} et
µ2 le long de {w = 0}. Son champ de Liouville est donné par

Xλµ1,µ2
:= (R1 + µ1) ∂

∂R1
+ (R2 + µ2) ∂

∂R2

et son flot vérifie

(Ṙ1(p, t), θ̇1(p, t), Ṙ2(p, t), θ̇2(p, t)) = (R1(p, t) + µ1) ∂

∂R1
+ (R2(p, t) + µ2) ∂

∂R2
.

Les solutions (R1, R2) de ce système sont données par{
R1(p, t) = c1(p)et − µ1
R2(p, t) = c2(p)et − µ2

tandis que (θ1, θ2) restent constantes.
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1.2.2 Forme de Liouville sur un plombage

Soit Σ = (Σi)ni=1 une multi-courbe symplectique à croisements normaux. On reprend les
notation de la partie 1.1.2, c’est-à-dire : Γi, {Di(p), p ∈ Γi}, τi, ωi, Ri, dθi, αi,Ppi , ξ

p
i , $, ϕ.

Lemme 1.2.10. Pour tout µ = (µ1, · · · , µn), il existe des fonctions

(χi : PSDB(Σ, ε)→ [0, 1])ni=1

et une forme β bien définies et C∞ sur PSDB(Σ, ε)(voir 1.2) telles que

λ =
n∑
i=1

χi(Ri)(−µi +Ri)αi + β

est une 1-forme vérifiant dλ = $ sur PSBD(Σ, ε)\Σ.

Démonstration. Soit χi : PSDB(Σ, ε)→ [0, 1] à supports compacts vérifiant χi|Σi ≡ 1, telles que
sur tout disque de l’ensemble {Dj(p) ⊂ Σj , p ∈ Γi}, χi|Dj(p)(0) = 1 et χi|Dj(p)(bj(p)) = 0, bj(p)
désignant le rayon de Dj(p) pour tout j 6= i. Soit α =

∑n
i=1 χi(Ri)(−µi +Ri)αi. Alors,

dα =
n∑
i=1

χi(Ri)(−µi +Ri) dαi −
n∑
i=1

µi dχi(Ri) ∧ αi +
n∑
i=1

d(χi(Ri)Ri) ∧ αi.

On en déduit que dα est bien définie sur tout PSDB(Σ, ε) (cf : remarque 1.1.4). De plus,

A dα(Σj) =
∫

Σj
dα =

n∑
i=1

∫
Σj
χi(Ri)(−µi +Ri) dαi −

n∑
i=1

µi

∫
Σj

dχi(Ri) ∧ αi

+
n∑
i=1

∫
Σj

d(χi(Ri)Ri) ∧ αi.

Comme αi|Fi = dθi, on a dαi|Σj = 0 pour tout i 6= j, et comme en restriction à Σj , Rj = 0, on
a χj ≡ 1,∫

Σj
dα =

∫
Σj
−µjhjτj −

∑
i6=j

µi

∫
Σj

dχi(Ri) ∧ dθi +
∑
i 6=j

∫
Σj

d(χi(Ri)Ri) ∧ dθi.

Or,
—
∫

Σj −µjhjτj = µj [Σj ] · [Σj ],
— puisque les fonctions χi sont à supports compacts dans

⋃
p∈Γi,j

Dj(p),

∑
i 6=j

µi

∫
Σj

dχi ∧ dθi =
∑
i 6=j

µi
∑
p∈Γj

∫
Dj(p)

dχi ∧ dθi

=
∑
i 6=j

µi
∑
p∈Γj

χi(bj(p))− χi(0)

=
∑
i 6=j

µi
∑
p∈Γj

(−1)

= −
∑
i 6=j

µi[Σi] · [Σj ].
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— Enfin, puisque χi(bj(p)) = 0 pour tout i 6= j et tout p ∈ Γj ,∑
i 6=j

∫
Σj

d(χi(Ri)Ri) ∧ dθi =
∑
i 6=j

∑
p∈Γi

(χi(bi(p))bi(p)− χi(0)× 0) = 0.

En sommant, on obtient∫
Σj

dα = µj [Σj ]2 +
∑
i 6=j

µi[Σi] · [Σj ] =
∫

Σj
$.

Donc,
∫

Σj ( dα−$) = 0. Ceci est vérifié pour tout j ∈ {1, · · · , n}, et donc dα−$ est une 2-forme
fermée lisse sur PSDB(Σ, ε) s’annulant sur Σ qui est un rétract de PSDB(Σ, ε). Il existe donc
une 1-forme β telle que $ = dα+ dβ = d(α+ β) = dλ. On note par ailleurs que β ainsi définie
est bien définie et lisse sur tout PSDB(Σ, ε). On en conclut enfin que la forme λ = β+α est une
forme de Liouville associée à $.

Corollaire 1.2.11. Avec les même hypothèses que pour le lemme 1.2.10. Si D ⊂ Σi\
(⋃
j 6=i

Σj

)
,

il existe une forme de Liouville λ sur PSDB(Σ, ε) dont le flot pointe vers l’extérieur de Op (Σ)
avec résidu µi et tel que λ| Op (D) = (−µi + Ri) dθi + pr∗i λD où λD est une forme de Liouville
sur D.

Démonstration. On reprend la même forme α que dans la démonstration précédente, en ajoutant
la contrainte que la fonction hi associée à la forme αi s’annule sur D, ce qui est évidemment
possible. Le reste de la preuve reste identique.

1.2.3 Bassin de répulsion/attraction

Soit C2 muni de la forme de Liouville λb1,b2 = λst+µ1 dθ1 +µ2 dθ2 (voir exemple 1.2.9). Soit
la croix

Xa1,a2 := (D(a1)× {0}) ∪ ({0} ×D(a2)) ⊂ C2.

Si µ1 et µ2 sont positifs, on définit le bassin de répulsion de Xa1,a2 :

B+(Xa1,a2 , λµ1,µ2) = B+(a1, a2, µ1, µ2) := {p ∈ C2 | ∃t0 ≥ 0, ϕ−t0λµ1,µ2
(p) ∈ Xa1,a2}.

Si µ1 et µ2 sont négatifs, on définit le bassin de répulsion de Xa1,a2 :

B−(Xa1,a2 , λµ1,µ2) = B−(a1, a2, µ1, µ2) := {p ∈ C2 | ∃t0 ≥ 0, ϕt0λµ1,µ2
(p) ∈ Xa1,a2}.

On donne à présent des exemples fondamentaux de bassins d’attraction qui interviennent par la
suite.

Avant cela, on définit :

Définition 1.2.12. Un domaine torique D Ω est un sous-ensemble de (C2, ωst) qui est la pré-
image d’une région Ω de (R+)2 via l’application

µ : C2 → (R+)2

(z, w) 7→ (|z|2, |w|2) .

La région Ω est appelée modèle torique de D Ω.
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Proposition 1.2.13 (Voir figures 1.1 à 1.4.). Les bassins définis ci-dessus sont des domaines
toriques D Ω, où Ω est :

1. l’union des segments joignant −(µ1, µ2) à µ(Xa1,a2) lorsque µ1 et µ2 sont négatifs.
2. l’ensemble des intersections des droites passant par −(µ1, µ2) et µ(Xa1,a2) avec (R+)2

lorsque µ1 et µ2 sont positifs, c’est-à-dire l’ensemble

Ω :=
{

(R1, R2) ∈ (R+)2 | µ2

a1 + µ1
(R1 − a1) ≤ R2 ≤

a2 + µ2

µ1
R1 + a2

}
.

Démonstration. On a vu dans l’exemple 1.2.9 que les trajectoires du flot associé à λµ1,µ2 sont
données par le système {

R1(p, t) = c1(p)et − µ1
R2(p, t) = c2(p)et − µ2

et les coordonnées angulaire (θ1, θ2) sont constantes. Les trajectoires de Xµ1,µ2 dans R+
R1
× R+

R2
sont donc sur les droites

(R1 + µ1) = c1(p)
c2(p) (R2 + µ2),

passant par −(µ1, µ2) et Xa1,a2 , et sont issues de −(µ1, µ2). On présente les différents cas dans
les figures ci-dessous.

−(0, µ2)

(a1, 0)

Figure 1.1 – Bassin d’attraction d’un disque
de taille a1 avec résidu µ2 négatif.

(0, a2)

(a1, 0)

−(µ1, µ2)

Figure 1.2 – Bassin d’attraction de la croix
Xa1,a2 pour résidus (µ1, µ2) négatifs sous
(a1a2).

(0, a2)

(a1, 0)

−(µ1, µ2)

(0, a2)

(a1, 0)

−(µ1, µ2)
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Figure 1.3 – Bassin d’attraction de la croix
Xa1,a2 pour résidus (µ1, µ2) négatifs sur (a1a2).

Figure 1.4 – Bassin d’attraction de la croix
Xa1,a2 pour résidus (µ1, µ2) négatifs au-dessus
de (a1a2).

−(0, µ2)

(a1, 0) (a1, 0)

(0, a2)

−(µ1, µ2)

Figure 1.5 – Bassin de répulsion d’un disque
de taille a1 pour résidus µ2 positif.

Figure 1.6 – Bassin de répulsion de la croix
Xa1,a2 pour résidus (µ1, µ2) positif.

Remarque 1.2.14. Si µ1 et µ2 sont positifs, alors on peut exprimer le domaine torique D Ω
comme intersection d’hyperboloïdes. Précisément, si l’un des µi est nul, alors on a exactement
un hyperboloïde H(a1, µ2) := {R1

a1
− R2

µ2
< 1} (resp. H′(µ1, a2) = {R2

a2
− R1

µ1
< 1}) si µ1 = 0 (resp.

µ2 = 0) (Figure 1.5) et contient la boule B(c), pour tout c < ai. Si µ1 et µ2 sont non-nuls, alors
le domaine D Ω est H(a1,

a1µ2
a1−µ1

) ∩ H′( a2µ1
a2−µ2

, a2) (Figure 1.6) qui contient la boule B(c), pour
tout c < min{a1, a2}.

1.2.4 Tempérance [Ops14b]

Dans cette partie on définit une régularité pour les formes de Liouville singulière le long d’une
polarisation qui nous est nécessaire dans la partie 3.3.3.

Définition 1.2.15 (Forme angulaire). Soit (M,ω) une variété symplectique de dimension 4. Soit
Σ une courbe symplectique dans M et soit νΣ son fibré normal dans TM. On munit νΣ d’une
structure hermitienne et d’une connexion hermitienne α. Une forme angulaire autour de Σ est le
poussé en avant de α par tout plongement localement lisse de (νΣ, 0νΣ) dans (M,Σ). En d’autres
termes, c’est une 1-forme qui est localement le dθ des coordonnées locales des fibres autour de
Σ, modulo une forme lisse (cf : remarque 1.1.4).
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Définition 1.2.16 (Forme tempérée). Soit (M,Σ) une variété de dimension 4 contenant une
sous-variété Σ avec des singularités isolées. On dit qu’une 1-forme λ est tempérée sur U ⊂ Σreg

si on peut l’écrire sur Op (U) comme

λ = κα+ β,

où α est une forme angulaire sur U, κ est une fonction lisse et β une 1-forme lisse sur Op (U).

Proposition 1.2.17. Soit Σ ⊂ M une multi-courbe et λ1 et λ2 deux formes tempérées autour
de Σ ayant mêmes résidus. Alors λ1 − λ2 est une 1-forme lisse sur M.

Proposition 1.2.18. Soit (Σ,µ) une polarisation de (M,ω). Si λ est une forme de Liouville
sur M\Σ tempérée le long de Σ, alors λ a des résidus le long de chaque composante de Σ. Si
ces résidus sont positifs, Xλ pointe vers l’extérieur de Op (Σreg). A contrario, si les résidus de
λ sont négatifs, le champ Xλ pointe vers Σreg dans Op (Σreg).

1.3 Courbes J-holomorphes

Dans cette partie, on énonce les résultats concernant les courbes J-holomorphes qui sont
nécessaires pour cette thèse. Ces résultats étant connus depuis les années 90, on ne s’attarde
pas sur les démonstrations de ceux-ci. Le lecteur peut toute fois se référer à la partie 2 de
l’article [MO13] pour plus de détails.

On définit d’abord :

Définition 1.3.1. Soit M une variété de dimension paire. Une structure presque complexe sur
M est un champ d’endomorphismes J sur TM , tel que pour tout p ∈ M, J2

p = −IdTM . Elle
est intégrable si il existe un atlas {ϕj , Uj}j sur M tel que la structure presque complexe est
représentée par la matrice

Jst =
(

0 −Id
Id 0

)
dans des coordonnées locales. C’est-à-dire tel que

dϕj(p) ◦ Jp = Jst ◦ dϕj(p) : TpM → R 2n,

pour p ∈ Uj .
En particulier, les applications de changement de cartes de cet atlas sont holomorphes.
Une structure presque complexe J sur une variété symplectique (M,ω) est ω-compatible

lorsque ω(·, J ·) est une forme riemannienne sur M, c’est-à-dire un champ de formes symétriques
définies positives. Elle est dite tempérée lorsque ω(·, J ·) ≥ 0.

Remarque 1.3.2. Les notions de tempérance définie pour les formes de Liouville (cf : défini-
tion 1.2.16) et pour les structures presque complexes ne sont pas liées.

Une variété symplectique (M,ω) peut toujours être équipée d’une structure presque complexe
J ω-compatible.

Définition 1.3.3. Soit (M,ω) une variété symplectique munie d’une structure presque complexe
J (ω-compatible ou tempérée). Soit (X, j) une surface de Riemann connexe. Une courbe J-
holomorphe est une application u : (X, j)→ (M,J) telle que J ◦ du = du ◦ j. Elle est immergée
si u est une immersion et plongée si u est un plongement.
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Remarque 1.3.4. Soit (M,ω, J) une variété symplectique munie d’une structure presque com-
plexe J. Les courbes J-holomorphes sont symplectiques.

Dans la suite de la thèse, on a besoin de conditions d’existence de courbes J-holomorphes
dans une variété symplectique (M,ω). L’outil principal pour trouver ces courbes est le calcul de
Taubes de l’invariant de Gromov-WittenGr(A). Celui-ci permet de compter le nombre de courbes
J-holomorphes représentant une classe A ∈ H2(M) [Tau96]. Celui-ci associe un décompte signé
des courbes J-holomorphes dans la classe A passant par k(A) point génériques pour J-générique.
En dimension 4, cet invariant ne dépend pas de la structure symplectique. Si Gr(A) 6= 0, on est
alors assuré de l’existence d’une courbe J-holomorphe dans (M,ω) représentant la classe A pour
J-générique et ω-compatible. De plus, on a des conditions précises pour que cet invariant soit
non-nul dans le cas des variétés symplectiques dites de classe C ∗, c’est-à-dire CP 2, les surfaces
réglées et leurs éclatements.

Théorème 1.3.5 ([LL95, LL99]). Soit (M,ω) une variété symplectique dans la classe C ∗ et soit
A ∈ H2(M, Z ) telle que A2 > 0 et [ω](A) > 0. Alors il existe q0 > 0, tel que pour tout q > q0,
Gr(qA) 6= 0. Si de plus A · E ≥ 0, ∀E ∈ E, (E est l’ensemble des classes représentées par des
sphères symplectiques plongées de carré −1), qA est représentée par une courbe J-holomorphe
plongée pour J-générique.

Ce théorème ne s’applique cependant qu’aux variétés symplectique C ∗. Dans le cas de va-
riétés (M,ω) quelconques, Donaldson a développé une technique de construction de courbes
symplectiques dans une classe d’homologie prescrite.

Théorème 1.3.6 ([Don96]). Soit (M,ω) une variété symplectique de dimension 4 telle que [ω] ∈
H2(M, Z ). Pour k � 1, il existe une courbe symplectique lisse fermée C ⊂ (M,ω) représentant
la classe PD(kω).

Le lemme suivant montre les liens étroits qui existent entre le fait pour un espace d’être
J-holomorphe et le fait d’être symplectique.

Lemme 1.3.7. Soient f1, · · · , fn des nombres complexes non tous nuls. Soient α1, ·, αn, des
formes linéaires sur Cn telles que ‖αi‖ < 1

2n pour tout i. Alors, le sous-espace

Ker
(

n∑
i=1

fi( dzi + αi)
)
⊂ Cn

est ωst-symplectique.

Démonstration. Soit α :=
∑n
i=1 fi( dzi + αi). On rappelle que l’espace des formes complexes

linéaires et anti-linéaires sur Cn sont orthogonaux. Ainsi, l’hypothèse sur les αi donne

‖α1,0
i ‖ <

1
2n et ‖α0,1

i ‖ <
1

2n.

On remarque aussi que ∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi dzi

∥∥∥∥∥ ≥ max |fi|.

Ainsi,

‖α1,0‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi dzi +
n∑
i=1

fiα
1,0
i

∥∥∥∥∥ > max |fi|
(

1−
n∑
i=1

1
2n

)
>

max |fi|
2 .
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De manière similaire,

‖α0,1‖ < max |fi|
2 .

Ainsi, ‖α1,0
i ‖ > ‖α

0,1
i ‖ et Ker(α) est ωst-symplectique.

Corollaire 1.3.8. Soit P : Op (0, C2) → C une fonction holomorphe en deux variables avec
P (0) = 0 et un point critique isolé en l’origine. Soit ϕ : Op (0, C2)→ Op (0, C2) un difféomor-
phisme local tangent à l’identité en l’origine. Alors il existe ε0 > 0 tel que pour tout ε < ε0, il
existe une sous-variété symplectique Σ de B(2ε)\B(ε) telle que

Σ ∩ Op (S (ε)) = {P (z, w) = 0}
Σ ∩ Op (S (2ε)) = {P ◦ ϕ(z, w) = 0}.

De plus, si P = QR, où R(z, w) est soit w, soit zw, Σ peut être {R = 0} ∪ ΣQ.

Démonstration. Soit χε : [ε2, 4ε2]→ [0, 1] une fonction lisse telle que χε ≡ 0 sur Op (ε2)
χε ≡ 1 sur Op (4ε2)
|χ′ε| < 1

ε2

Posons ϕ(z, w) := (z + h1(z, w), w + h2(z, w)), f(z, w) := P (z + χε(|z|2 + |w|2)h1(z, w), w +
χε(|z|2 + |w|2)h2(z, w)) et

Σ := {f(z, w) = 0} ∩B(2ε)\B(ε).

Les conditions d’interpolation sont évidemment satisfaites et il ne reste qu’à montrer que Σ est
lisse et ωst-symplectique. Ces propriétés sont assurées si on peut montrer que

‖ df(z, w)1,0‖ > ‖df(z, w)0,1‖, ∀(z, w) ∈ B(2ε)\B(ε).

Or df(z, w) = ∂zP ( dZ + α1) + ∂wP ( dw + α2), où

αi := χε(|z|2 + |w|2) dhi(z, w) + χ′ε(|z|2 + |w|2)hi(z, w) d(|z|2 + |w|2).

Puisque ϕ est un difféomorphisme local C 2-lisse et tangent à l’identitée en l’origine, on a pour
(z, w) ∈ B(2ε)\B(ε) :

‖ dhi(z, w)‖ ≤ 2‖hi‖ C 2ε, ‖hi(z, w)‖ ≤ 4‖hi‖ C 2ε2, ‖ d(|z|2 + |w|2)‖ < 10ε.

Ainsi, ‖αi(z, w) ≤ 2‖hi‖ C 2ε+ 4‖hi‖ C 2ε2 1
ε2 10ε < Cε, où C ne dépend que de ϕ. Pour ε < ε1(ϕ)

suffisamment petit, on a alors ‖αi(z, w)‖ < 1/2 pour tout (z, w) ∈ B(2ε)\B(ε). Puisque l’origine
est une valeur critique isolée de P, pour ε < ε2(P ), soit ∂zP (z, w), soit ∂wP (z, w) est non-
nulle pour tout (z, w) ∈ B(2ε)\B(ε). Ainsi, les hypothèse du lemme 1.3.7 sont satisfaites pour
ε < ε0(P,ϕ) = min(ε1, ε2).

Quand P = QR, avec R = w ou R = zw, on peut vérifier que f s’annule sur {R = 0} et donc
Σ se décompose bien comme {R = 0} ∪ ΣQ.
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1.4 Théorèmes d’inflation

1.4.1 Inflation classique

Nous décrivons à présent la technique d’inflation classique, centrale dans les problèmes de
plongements depuis les travaux de McDuff-Polterovich [MP94]. Etant donné une courbe sym-
plectique fermée lisse C dans une variété symplectique (M4, ω), celle-ci fournit une déformation
symplectique de ω dans la direction cohomologique PD(C). Précisément :

Théorème 1.4.1. Soit (M,ω) une variété symplectique de dimension 4. Soit C ⊂M une courbe
symplectique fermée lisse. Il existe une famille à un paramètre de formes symplectiques ωt dans
la classe [ωt] = [ω] + tPD([C]), t ∈ [0, κ[, avec

— κ = +∞ si [C] · [C] ≥ 0,
— κ = Aω(C)

|[C]·[C]| si [C] · [C] < 0, où Aω(C) =
∫
C
ω est l’aire de C pour la forme ω.

Autrement dit, ce théorème nous permet de faire enfler l’aire symplectique d’une courbe
symplectique, et ce, tant qu’on a "suffisamment" de place dans notre variété, d’où le terme
d’inflation.

Démonstration. Soient νC le fibré normal de C dans M, τ := ω|C , R une coordonnée radiale, dθ
une forme angulaire sur νC , α une forme de connexion vérifiant{

α|Fibre = dθ
dα = +λpr∗τ,

et ω0 := pr∗τ + d(r2α) tels qu’introduits dans 1.1.2. La forme ω0 est alors symplectique sur
un voisinage de la section nulle νC,0 et le théorème de voisinage symplectique 1.1.2 donne un
plongement symplectique ϕ : (SDB(C, ε), νC,0, ω0)→ (Op (C), C, ω).

On choisit à présent une fonction f : [0, ε] → R+ décroissante à support compact telle que
f ≡ 1 sur Op ({0}) et on définit ωt := ϕ∗(ω0 − td(f(R)α)) sur Im(ϕ) et ωt = ω ailleurs. Cette
forme est bien définie puisque f ≡ 0 près de ε, évidemment fermée, et [ωt] = [ω] + tPD(C). De
plus, ϕ∗ωt = (1 + λR− tλf(R))pr∗τ + (1 + t|f ′(R)|) dR∧α est non-dégénérée sur {R < ε} pour
tout t tel que 1 + λR− tλf(R) > 0. Lorsque C ·C ≥ 0, λ ≤ 0 et cette condition est vérifiée pour
tout t > 0 sur {r2 < λ−1}. Lorsque C · C < 0, λ > 0 et celle-ci est vérifiée pour tout t < 1

|λ| sur
{R < λ−1}.

Remarque 1.4.2. Lorsque C ′ ⊂ M est une courbe symplectique qui intersecte C positivement
et transversalement, on peut perturber C ′ en une courbe symplectique C ′′ qui intersecte C selon
des fibres de νC . La courbe C ′′ reste alors symplectique le long de l’inflation.

Le corollaire suivant explique une utilisation typique de la technique d’inflation dans les
problèmes de plongements. Bien que nous n’ayons pas présenté à ce stade tous les éléments per-
mettant d’exposer une preuve complète, nous l’énonçons et l’expliquons à ce point afin d’illustrer
l’inflation symplectique. Il s’agit d’une version simplifier du Théorème 12 énoncé dans l’intro-
duction, dont on donne une démonstration.

Corollaire 1.4.3 ([MP94]). Soit (M,ω) une variété symplectique de dimension 4 et soit C ⊂
(M,ω) une courbe symplectique fermée dans la classe PD(dω) présentant une singularité étoilée
à N branches en p ∈ M dont la transformée stricte Ĉ après éclatement de p vérifie [Ĉ]2 ≥ 0.
Alors, il existe un plongement symplectique de la boule B(a) dans M, où a = N/d.
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Démonstration. La résolution d’une singularité étoilée à N branches en p ∈ M consiste en un
unique éclatement symplectique le long d’un plongement ϕ : (B(ε), ωst) ↪→ (M,ω), ε� 1 centré
en p tel que ϕ−1(C) est une union de N disques de Hopf de B(ε) (c’est le point qui n’a pas
encore été expliqué. Ce sera fait dans la partie 2.2). Soit (M̂, ω̂, E, π : M̂\E → M\ϕ(B(ε)))
l’éclatement symplectique de M le long de ϕ. D’après le lemme 2.2.3, la transformée stricte
Ĉ ⊂ M̂ de C est une courbe symplectique lisse fermée intersectant le diviseur exceptionnel E
ω̂-orthogonalement en N points distincts. Cette courbe symplectique est donc un représentant
de la classe [Ĉ] = π∗[C]−N [E].

Le théorème 1.4.1 appliqué à la forme symplectique ω̂ ∈ π∗[ω]−εe et la courbe Ĉ nous fournit
une famille de formes symplectiques dans la classe

[ωt] = [ω̂] + tPD(Ĉ)
= (1 + td)π∗[ω]− (ε+ tN)e.

Puisqu’on suppose [Ĉ]2 ≥ 0, le théorème 1.4.1 assure que cette famille est symplectique pour
tout t ∈ [0,+∞[. En divisant donc ωt par (1+ td) et en prenant t = T � 1, on obtient une forme
symplectique dans la classe [ω′T ] = π∗[ω]−

(
N
d − ε

)
e, pour tout ε� 1. D’après le lemme 3.1.1,

un voisinage du diviseur E d’aire N/d − ε est symplectomorphe à un voisinage de la boule
B(N/d− ε). Donc, celle-ci se plonge dans (M,ω) par un principe de coupé-collé.

On peut d’emblée faire des remarques concernant ce résultat. Premièrement, en considérant
une courbe C ∈ PD(dω) avec k singularités étoilées (Xi)i∈{1,··· ,k} à Ni branches et dont la
transformée stricte Ĉ de C est de carré positif, on obtient un empilement symplectique des
boules B(ai), où ai = Ni/d.

Deuxièmement, ici l’hypothèse principale est la positivité de [Ĉ]2 qui nous permet de réaliser
l’inflation le long de Ĉ en tout temps. Cependant, dans le cas où [Ĉ]2 < 0, on peut tout de même
réaliser cette inflation jusqu’à t = κ = −Aω(C)

C·C = Aω(C)
|C·C| . Ainsi, on obtient le plongement de la

boule B(a′) où
a′ = ε+ κN

1 + κd
<
N

d
.

Troisièmement, pour appliquer l’inflation, il nous faut une courbe symplectique fermée et
lisse. On a donc besoin de trouver une courbe symplectique lisse le long de laquelle enfler lorsque
celle-ci n’est pas donnée explicitement comme dans le résultat 1.4.3 ci-dessus. C’est l’enjeu de la
discussion de la partie 1.4.1 concernant les courbes J-holomorphes et l’invariant de Gromov.

Enfin, le théorème de Donaldson 1.3.6 permet de faire le chemin inverse du corollaire 1.4.3,
c’est-à-dire trouver une courbe symplectique fermée dans (M,ω) présentant une singularité étoilée
sachant qu’une boule B(a) se plonge symplectiquement dans (M,ω) :

Proposition 1.4.4. Soient a ∈ Q un rationnel positif et (M,ω) une variété symplectique ra-
tionnelle de dimension 4 ([ω] ∈ H2(M,Q)) dans laquelle se plonge une boule symplectique B(a).
Alors il existe d ∈ N , d� 1, et une courbe symplectique C dans la classe PD(dω) lisse, sauf en
un point où elle présente une singularité étoilée à ad branches.

Démonstration. Soit J une structure presque complexe ω-compatible sur M qui coïncide avec
ϕ∗Jst sur ϕ(Op (B(a)))) (où ϕ : Op (B(a)) ↪→M est notre plongement symplectique). L’éclate-
ment symplectique (M̂, ω̂, Ĵ) de (M,ω, J) le long de ϕ vérifie :
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— [ω̂] = [π∗ω]− ae,
— Ĵ est ω̂-compatible,
— E est Ĵ-holomorphe.

La technique de construction de Donaldson donne une courbe symplectique Ĉ dans la classe
PD(dω̂) pour d � 1, qu’on peut exiger Ĵ-holomorphe sur Op (E) car Ĵ est intégrable sur
Op (E) (Donaldson, proposition 32). Alors Ĉ intersecte E transversalement et positivement, est
Ĵ-holomorphe sur Op (E) et symplectique. On peut alors modifier Ĵ sur M\Op (E) pour que Ĉ
soit Ĵ ′-holomorphe. La contraction complexe (M,J ′, π : M̂ → M) le long de ψ : Op (E, M̂) →
Op (E, Ĉ2) produit une courbe C := π∗Ĉ J ′-holomorphe, donc ω-symplectique avec une singu-
larité étoilée à ad branches et sans autres singularités.

1.4.2 Inflation Singulière

Dans cette partie, on explique que sous certaines conditions, la technique d’inflation peut-être
réalisée à partir d’une courbe singulière.

Théorème 1.4.5. Soit (M,ω) une variété symplectique de dimension 4, C := (Ci)i∈I une collec-
tion de courbes symplectiques fermées lisses s’intersectant ω-orthogonalement deux à deux. Soit
A =

∑
λi[Ci] ∈ H2(M, Z ), λi ≥ 0. Il existe une constante κ ∈ R+ ∪ {+∞} et une famille de

formes symplectiques ωt, t ∈ [0, κ[ telles que :
1. [ωt] = [ω] + tPD(A),
2. C est ωt-symplectique à croisements normaux,

3. si A·[Ci] ≥ 0 ∀i ∈ I, κ = +∞. Si ∃ i ∈ I tel que A·[Ci] < 0, κ = min
{
Aω(Ci)
|A·[Ci]| ,

∣∣∣ A · [Ci] < 0
}
.

4. Si une courbe symplectique T intersecte les Ci ω-orthogonalement, T reste ωt-symplectique
pour tout t.

On donne seulement l’idée de la démonstration. Pour une démonstration détaillée, on peut
voir [MO13].

Soit PSDB(C, ε) un plombage des fibrés en disques SDB(Ci, εi) où ε = (εi)i∈I est suffisam-
ment petit, de sorte qu’il existe ϕ : (PSDB(C, ε),

⋃
i∈I 0νCi , $) ↪→ (M,

⋃
i∈I Ci, ω). On reprend

les notations de la partie 1.1.2 : Γi, {Di(p), p ∈ Γi}, τi, ωi, Ri, dθi, αi,Ppi , ξ
p
i , $, ϕ.

Sur PSDB(C, ε), il existe des 2-formes ρi à support dans SDB(Ci, εi) telles que ρi ∈ PD([Ci]),
ρi est compatible avec la structure produit sur un voisinage de Γi et C est symplectique à
croisements normaux pour $ + tρi pour t ∈ [0, κi), κi ∈ R+ ∪ {+∞}, ∀i ∈ I. Pour montrer
l’existence d’une telle famille de formes, on applique le principe d’inflation classique 1.4.1 le
long de chaque composante Ci de la courbe totale C. Le principe d’inflation appliqué à Ci nous
fournit en effet un réel κi ∈ R+ ∪ {+∞} et une forme $i,t = $ + td(fi(Ri)αi), pour chaque
i ∈ I. Les fonctions fi : (0, εi) → (0, 1) sont à supports compacts telles que fi| Op ({0}) ≡ 1 et
fi| Op ({εi}) ≡ 0. Lorsque [Ci]2 ≥ 0, κi = +∞, mais lorsque [Ci]2 < 0, κi = −Aω(Ci)

[Ci]2 . Ainsi, la
forme ωt égale à ϕ∗($ + t

∑
i∈I λi d(fi(Ri)αi)) sur Op (C) et ω hors de Op (C) représente la

classe [ω] + tPD(A), est symplectique sur M pour t < min
{
Aω(Ci)
|[Ci]2|

∣∣∣ [Ci]2 < 0
}
. Il reste à voir

que cette borne peut-être améliorée jusqu’à

t < min
{
Aω(Ci)
|A · [Ci]|

,

∣∣∣∣A · [Ci] < 0
}
.



1.5. RÉSOLUTION DES SINGULARITÉS ALGÉBRIQUES 33

Pour cela rappelons que lorsque [Ci]2 < 0, la borne précédente sur κi correspond à la valeur de
t pour laquelle ($ + tρi)(Ci) = 0. Mais

[ωt][Ci] =
[
$ + t

∑
i∈I

λi d(fi(Ri)αi)
]
· [Ci] = Aω(Ci) + tA · [Ci]

= Aω(Ci) + t[Ci]2 + t(A · [Ci]− [Ci]2),

donc si |[Ci]2| > |A · [Ci]|, pour t = κi − ε, Aω(Ci), est bornée par en-dessous par κi(A · [Ci] −
[Ci]2) ≥ 0, mais toute l’aire est concentrée sur un voisinage des points d’intersections de Ci avec
les autres composantes de C. On peut alors recommencer une inflation de κi − ε en changeant
la forme αi pour que toute sa courbure soit concentrée là où est concentrée l’aire symplectique
de Ci. On parvient ainsi à poursuivre cette inflation tant que Aωt(Ci) 6= 0, c’est-à-dire pour
tout t < Aω(Ci)

|A·[Ci]| si A · [Ci] < 0 et pour tout t si A · [Ci] ≥ 0. Enfin, d’après la remarque
suivant le théorème 1.4.1, puisque les composantes de C sont $-orthogonales, la multi-courbe
reste symplectique à croisements normaux relativement à $ + tρi pour tout t ∈ [0, κi).

1.5 Résolution des singularités algébriques

Dans cette partie, on définit les notions d’éclatement et de contraction algébriques ainsi que
ce qu’on entend par résolution algébrique d’une singularité et diviseur exceptionnel symplectique
lisse à croisement normaux. On détaille aussi les propriétés de ces derniers. [EB86, Wal04]

1.5.1 Eclatement et contraction complexes

L’éclatement complexe en l’origine de (C2, Jst) est la sous-variété algébrique de C2 × CP 1

définie par
Ĉ2 := {(z, w, [α : β]) ∈ C2 × CP 1 | zβ = wα}.

On peut donc munir Ĉ2 d’une structure complexe intégrable via la restriction de la structure
complexe produit définie sur C2 × CP 1. On note cette structure complexe Ĵst. De plus, cet
espace est muni de deux projections : πC : Ĉ2 → C2 et pr : Ĉ2 → CP 1. La première projection
est l’application d’éclatement de C2 en (0, 0) et la seconde munit Ĉ2 d’une structure de fibré en
droite complexes au-dessus de CP 1. Plus précisément, il s’agit du fibré en droite tautologique sur
CP 1. L’application πC est quant à elle un biholomorphisme de Ĉ2\π−1

C (0, 0) → C2\{(0, 0)}, et
E := π−1

C (0, 0) ∼= CP 1 est appelé diviseur exceptionnel associé à l’éclatement. De plus, il existe
deux cartes naturelles de Ĉ2, toutes deux induites par les cartes standards de CP 1, à savoir
{α 6= 0} et {β 6= 0}. Dans ces cartes l’application de l’éclatement est respectivement :

πC,z : Ĉ2 ∩ {α 6= 0} → C2

(z, w, [1 : β]) 7→ (z, zβ)
and πC,w : Ĉ2 ∩ {β 6= 0} → C2

(z, w, [α : 1]) 7→ (wα,w)
.

Dans ces cartes, le diviseur exceptionnel E coïncide respectivement avec la courbe {z = 0} et
{w = 0}.

On considère à présent une variété presque complexe (M,J) de dimension 4 avec une carte
ϕ : (B4(1), 0)→ (Op (p), p), et on suppose que ϕ∗Jst = J. On définit la variété

M̂ϕ := (M\{p}, J) ∪
(ϕ◦π C)−1

(B̂, Ĵst)
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où l’on identifie x ∈ Op (p)\{p} avec (ϕ ◦ πC)−1(x) ∈ B̂(1)\E. L’hypothèse ϕ∗Jst = J garantit
que les structures presques complexes J surM\{p} et Ĵst coïncident bien. La variété M̂ϕ contient
par définition le diviseur exceptionnel E qui est Ĵϕ-holomorphe. De plus

πϕ : M̂ϕ → M

x 7→
{
x si x ∈ M̂ϕ\E = M\{p},
p si x ∈ E,

est lisse, (Ĵϕ, J)-holomorphe et un difféomorphisme entre M̂ϕ\E et M\{p}.

Définition 1.5.1. L’éclatement complexe deM en p (le long de ϕ) est le 4-uplet (M̂ϕ, Ĵϕ, E, πϕ :
M̂ϕ →M).

Soit à présent une variété complexe (X̃, J̃ , E) de dimension 4 contenant un diviseur excep-
tionnel E, c’est-à-dire une sphère J̃-holomorphe d’auto-intersection −1. Il existe un biholomor-
phisme local ψ : (Op (E), E) ⊂ (X̃, J̃)→ (Op (E), E) ⊂ ( Ĉ2, Ĵst). Quitte à diminuer le voisinage
Op (E) de E, on peut supposer que πC(Op (E)) = B4(ε) pour ε > 0. On définit la variété

(Xψ, Jψ) := (X̃\E, J̃) ∪
π C◦ψ

(B4(ε), Jst)

où l’on identifie x ∈ Op (E)\E avec πC ◦ ψ(x) ∈ B4(ε)\{0}. A nouveau, l’hypothèse ψ∗J̃ = Ĵst
garantit que les structures complexes J̃ sur X̃\E et Jst se recollent par πC ◦ ψ. L’application

πψ : X̃ → Xψ

x 7→
{
x si x ∈ X̃\E = Xψ\{0},
0 ∈ B4(ε) si x ∈ E,

est alors lisse, (J̃ , Jψ)-holomorphe, et un difféomorphisme entre X̃\E et Xψ\{0}.
Définition 1.5.2. La contraction complexe de (X̃, J̃ , E) (le long de ψ) est le triplet (Xψ, Jψ, πψ :
X̃ → Xψ).
Lemme 1.5.3. Soit (M,J) une variété presque complexe de dimension 4 munie d’une carte
ϕ : (B4(1), 0) → (Op (p), p) telle que ϕ∗Jst = J . Soit (X̃ = M̂ϕ, J̃ = Ĵϕ, E, πϕ : M̂ϕ → M),
l’éclatement de M en p. Soit ψ : (Op (E), E) ⊂ (M̂ϕ, Ĵϕ) → (Op (E), E) ⊂ ( Ĉ2, Ĵϕ) défini par
ϕ−1 ◦ πϕ = πC ◦ ψ.

Alors ((Mϕ)ψ, (Jϕ)ψ) = (M,J) et πψ = πϕ.

Démonstration. On rappelle que

(M̂ϕ, Ĵϕ) = (M\{p}, J) ∪
ϕ◦π C

(B̂(1), Ĵst), avec
{
πϕ|M\{p} = id
πϕ(E) = p.

Alors

((Mϕ)ψ, (Jϕ)ψ) = (M̂ϕ\E, Ĵϕ) ∪
π C◦ψ

(B(1), Jst),
{
π
ψ|M̂ϕ\E

= id

πψ(E) = 0.

= (M\{p}, J) ∪
π C◦ψ◦π−1

ϕ

(B(1), Jst),
{
πψ|M\{p} = id
πψ(E) = 0.

= (M\{p}, J) ∪
ϕ−1

(B(1), Jst), car πC ◦ ψ = ϕ−1 ◦ πϕ

= (M\{p}, J) ∪
id

(ϕ(B(1)), J),
{
πψ|M\{p} = id
ϕ ◦ πψ(E) = ϕ(0) = p.

= (M,J), πψ = πϕ.
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Puisque π définit un difféomorphisme entre M̂\E et M\{p}, tout élément de Hk(M, Z ), k ∈
{0, 1, 2, 3}, est représentable par un cycle qui ne rencontre pas p ∈ M et peut donc être relevé
à M̂ via π. On définit ainsi π∗ : Hk(M, Z ) → Hk(M̂, Z ), en particulier pour k = 2. De même,
toute classe de cohomologie représentée par une k-forme nulle sur un voisinage de p ∈ M se
relève par π. On obtient donc un morphisme π∗ : Hk

dR(M) → Hk
dR(M̂) pour tout k 6= 0. On

vérifie que ces morphisme π∗ sont injectifs.
On vérifie également que toute classe d’homologie σ̂ ∈ H2(M̂, Z ) s’écrit alors

σ̂ = π∗σ + a[E], avec σ ∈ H2(M, Z ) et a ∈ Z

(on note alors que a = −σ̂ · [E]). De même, toutes classe θ̂ ∈ H2
dR(M̂) s’écrit

θ̂ = π∗θ + ae, avec θ ∈ H2
dR(M), a ∈ R et e = PD([E]),

avec a = −θ̂([E]).

Définition 1.5.4. Soit π : (M̂, Ĵ)→ (M,J) un éclatement de (M,J) le long d’une carte

ϕ : B(1)→M

centrée en p ∈ M. Soit C ⊂ M une courbe J-holomorphe. On appelle transformée stricte de
C la courbe Ĉ := π−1(C\{p}). Il s’agit d’une courbe Ĵ-holomorphe. Lorsque C passe par p, la
pré-image de C est la courbe réductible π−1(C) = Ĉ ∪ E.

Proposition 1.5.5. Si C ⊂M est une courbe immergée au voisinage de p ∈M avec multiplicité
m en p, Ĉ est une courbe immergée au voisinage de E et vérifie [Ĉ] = π∗[C]−mE.

Si C est irréductible, Ĉ l’est aussi.

1.5.2 Eclatements itérés

Définition 1.5.6. Un éclatement itéré d’une variété presque complexe (M,J) est une suite
d’éclatements complexes

(M,J, p) π1,0←− (M̂1, Ĵ1, E1) π2,1←− · · · πK,K−1←− (M̂K , ĴK , T K).

Si i > j on note πi,j = πj+1,j ◦ · · · ◦ πi,i−1 : M̂i → M̂j et π = πK,0 l’application d’éclatement
totale, T K = π−1(p) l’union des transformées strictes dans M̂K des diviseurs exceptionnels
Ei associés à l’éclatement πi,i−1 : M̂i → M̂i−1 auxquels on adjoint EK . On l’appelle diviseur
exceptionnel de π.

Proposition 1.5.7. Le diviseur exceptionnel singulier T K vérifie :
1. T K est un ensemble analytique réductible et a K composantes irréductibles que l’on note

(SKi )Ki=1 = ((Êi)K−1
i=1 , EK).

2. Les composantes de T K sont des −`-sphères plongées, ` ≥ 1, c’est-à-dire des sphères
plongées d’auto-intersections −l.

3. Deux composantes sont soit disjointes, soit s’intersectent positivement et transversalement
en exactement un point. Leurs intersections homologiques sont donc 0 ou 1.
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4. Un point p ∈ Ĉ2
K est l’intersection d’au plus deux composantes de T K .

5. Une composante exceptionnelle de T K (c’est-à-dire une composante irréductible d’auto-
intersection −1, aussi appelée −1-sphère), intersecte au plus deux autres composantes de
T K .

6. Les −1-sphères de T K sont disjointes.

7. Si on note Nk le nombre de composantes exceptionnelles de T k, k ∈ {0, · · · ,K}, alors la
suite (Nk)0≤k≤K vérifie N0 = 0 et 0 ≤ Nk+1 −Nk ≤ 1, pour tout k ∈ {0, · · · ,K}.

Démonstration. On démontre ces assertions par récurrence sur le nombre k d’éclatements. Elles
sont évidemment toutes vérifiées dans les cas k = 0 et k = 1. Supposons qu’elles sont vérifiées
pour T k dans le kème éclatement.

Le diviseur exceptionnel singulier T k+1 est T̂
k
∪Ek+1, où T̂

k
est la transformée stricte de

T k. Comme la transformée stricte d’une courbe irréductible est irréductible et que la décompo-
sition en courbe irreductible de T k est T k = ((Êi)k−1

i=1 , Ek) par hypothèse de récurrence, T k+1

est analytique et sa décomposition en composante irreductible est T k+1 = ((Êi)ki=1, Ek+1), ce
qui prouve 1.

De plus, par hypothèse, chaque composante de T k est une sphère plongée et la transformée
stricte d’une telle composante est une sphère plongée. Comme les Ski sont plongées le lemme 1.5.5
donne que la classe de Sk+1

i est [π∗k+1S
k
i ] − α[Ek+1]. Puisque Sk+1

i et Ek+1 sont holomorphes,
leur intersection est positive, donc α ∈ {0, 1}. Alors [Sk+1

i ]2 = [Ski ]2−α ≤ [Ski ]2, et [Ek+1]2 = −1
car c’est une sphère exceptionnelle qui de plus est plongée. Ceci établit le point (2).

Comme le point éclaté via πk+1 est sur au plus deux composantes de T k, au plus deux
composantes de T k+1 intersectent Ek+1. Notons aussi que [Sk+1

i ]2 = [Ski ]2 −α implique que les
diviseurs exceptionnels de T k+1 différents de Ek+1 sont les transformées strictes de diviseurs
exceptionnels de T k qui ne passent pas par pk+1. L’application π−1

k+1 définit un biholomorphisme
au voisinage de ces composantes et l’hypothèse de récurrence garantit que celle-ci sont également
intersectées par au plus deux autres composantes de T k+1 (point (5)). Cette même remarque
garantit également que deux diviseurs exceptionnels de T k+1 ne s’intersectent pas (point (6)). De
même un point p /∈ Ek+1 est évidemment à l’intersection d’au plus deux composantes de T k+1,
puisque πk+1 est un difféomorphisme au voisinage de p, d’autre part, comme les composantes de
T k s’intersectent transversalement par hypothèse, les courbes Sk+1

i , 1 ≤ i ≤ k ne s’intersectent
pas le long de Ek+1, ainsi les points de Ek+1 sont donc également sur au plus deux composantes de
T k+1. Le même argument assure que les intersections des composantes de T k+1 sont transverses
et positives puisqu’elles proviennent d’intersections de T k différentes de pk+1, au voisinage
desquelles πk+1 est un difféomorphisme et envoie T k+1 sur T k, et d’intersection entre Sk+1

i

et Ek+1, 1 ≤ i ≤ k. Ces dernières sont transverses et positives car les Ski sont plongées et
holomorphes.

Les même remarques montrent le point (7) pour T k+1.

Le diviseur exceptionnel Ei ⊂ M̂i, n’existe a priori plus comme courbe holomorphe dans
M̂K . Cependant, sa classe d’homologie se relève successivement par πj , j = i + 1, · · · ,K. On
note encore [Ei] = [(πi+1 ◦· · ·◦πK)∗Ei] dans H2(M̂, Z ) et ei = PD([Ei]) = (πi+1 ◦· · ·◦πK)∗ei ∈
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H2
dR(M̂K). On a alors un isomorphisme entre H2(M̂K , Z )/〈[E1], · · · , [EK ]〉 et H2(M, Z ). Au-

trement dit, toute classe σ̂K ∈ H2(M̂K , Z ) s’écrit

σ̂K = π∗σ −
K∑
i=1

ai[Ei], avec σ ∈ H2(M, Z ) et ai ∈ Z .

De même, toute classe θ̂K ∈ H2
dR(M̂K) s’écrit

θ̂K = π∗θ +
K∑
i=1

aiei, avec θ ∈ H2
dR(M) et ai ∈ R .

Dans la suite de la thèse, on note Ski les composantes de T k, où k désigne le nombre d’écla-
tements de sorte que Skk = Ek et Sk+1

i = Ŝki . Ainsi, Ski représente la transformée stricte de Ei
dans M̂k (et n’existe que pour k ≥ i).

1.5.3 Résolution de singularité algébrique

Définition 1.5.8. Une singularité de courbe plane est une paire (S, C), où S est un germe de
surface analytique complexe et C est un sous-germe de courbe complexe réduite. Deux singularités
(S1, C1) et (S2, C2) sont équisingulières s’il existe un germe d’homéomorphisme

ϕ : (S1, C1)→ (S2, C2)

qui préserve à la fois les orientations complexes des surfaces et des courbes.

Soit (S, C) = ([{P (z, w) = 0}], {P (z, w) = 0}) une singularité algébrique plane complexe en
l’origine dans C2. Soient πC : (C2, E) → (C2, 0), Ĉ la transformée stricte de C et C ′ = Ĉ ∪ E
dans Ĉ2. La courbe Ĉ a des singularité le long de E que l’on décrit à présent.

On rappelle que Ĉ2 est couvert par deux cartes ϕz, ϕw : C2 → Ĉ2 dans lesquelles πC s’écrit
respectivement πC(z, w) = (z, zw) et πC(z, w) = (wz,w).

— Si Ĉ ∩ E ⊂ Im(ϕw), en écrivant P (wz,w) = wdmax P̂ (z, w), C ′ est représentée par
{wP̂ (z, w) = 0}, P̂ non divisible par w. Cette équation est singulière en chaque (zi, 0)
pour laquelle P̂ (zi, 0) = 0 et on définit alors

S ′ = (S ′i)i, S ′i := [{wP̂ (z + zi, w) = 0}] (1.3)

Ŝ = (Ŝi)i, Ŝi := [{P̂ (z + zi, w) = 0}]. (1.4)

Dans ce cas E = {w = 0}.
— Sinon, C ′ à toujours éventuellement des singularités dans Im(ϕw), décrite comme ci-

dessus, mais elle a en plus une singularité en (0, 0) dans la carte ϕz, donnée de la même
façon par

S ′∞ = {zQ̂(z, w) = 0}

et
Ŝ∞ = {Q̂(z, w) = 0}

où P (z, zw) est écrit zdmaxQ̂(z, w). Dans ce cas E = {z = 0}.
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Finalement, S ′ = (S ′i) ou (S ′i)i ∪ S ′∞ et Ŝ = (Ŝi)i ou (Ŝi)i ∪ Ŝ∞.

Théorème 1.5.9. Soit C := {P = 0} ⊂ C2 une courbe algébrique singulière en 0 ∈ C2. Alors
il existe une suite d’éclatements complexes

C2 π1,0←− Ĉ21
π2,1←− · · · πK,K−1←− Ĉ2

K

telle que, en notant πi,j = πj+1,j ◦ · · · ◦ πi,i−1 : M̂i → M̂j , la courbe ĈK := π−1
K,0(C\{0}) est lisse

au voisinage de T K := π−1
K,0({0}) et T K intersecte ĈK transversalement et positivement.

La courbe ĈK est appelée désingularisation de C par π et le diviseur T K est appelé diviseur
exceptionnel à croisement normaux associé à l’éclatement itéré π.

On notera que que ce thèorème ne traite que de la désingularisation en de la courbe en
l’origine. Si C présente d’autres singularités en dehors de 0 ∈ C2, alors celle-ci sont toujours
présentes au terme de la désingularisation du germe de la courbe en 0 ∈ C2.



Chapitre 2

Résolution symplectique des
singularités

Dans cette partie on décrit la construction de l’éclatement et de la contraction symplectique
d’une variété symplectique (M,ω) et on construit un analogue symplectique à la resolution
algébrique d’une singularité décrite dans la partie 1.5.

Définition 2.0.1. On dit qu’une courbe symplectique C ⊂ (M,ω) réalise la singularité S s’il
existe une carte de Darboux dans laquelle un germe de C définit S.

Définition 2.0.2 (Suite T K-adaptée). Soit (M,Ω) une variété symplectique. Soit (a1, · · · , aK) ∈
(R+∗)K une suite de réels strictement positifs. Soit T K = (SKi )Ki=1 ⊂M un diviseur exception-
nel singulier. On suppose que

Ω| T K = −
K∑
i=1

aiei, ei = PD(Ei).

La suite (a1, · · · , aK) est T K-adaptée si Ω(SKi ) > 0 pour tout i ∈ {1, · · · ,K}.

Remarque 2.0.3. Si la suite (a1, · · · , aK) est T K-adaptée, les suites (a1, · · · , ai) sont T i-
adaptées pour tout i ≤ K.

Avec cette définition de réalisabilité symplectique d’une singularité, et la notion de suite T K-
adaptées, on peut décrire un procédé de résolution symplectique des singularités. Précisément :

Proposition 2.0.4. Soit S une singularité algébrique. Soient (M,ω, J) une variété symplectique
de dimension 4 munie d’une structure presque complexe ω-compatible et C une courbe symplec-
tique qui réalise S en p ∈ M. Soit π : (M̂K , ĴK , T K) → (M,J, p) un éclatement complexe itéré
de M qui résout S.

Pour toute suite T K-adaptée ε := (ε1, · · · , εK) � 1, il existe une structure ω̂K,ε sur M̂K

telle que :
1. ω̂K,ε est ĴK-compatible.
2. [ω̂K,ε] = [π∗ω]−

∑K
i=1 εiei, où ei = PD(Ei).

3. T K est un diviseur exceptionnel symplectique à croisement normaux.

39
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4. Il existe une courbe symplectique lisse C̃ homologue à la résolution ĈK de C qui intersecte
T K ω̂K,ε-orthogonalement.

Le but de ce chapitre est de prouver cette proposition.

2.1 Eclatement et contraction symplectiques de C2

Avant de traîter le cas d’une variété symplectique quelconque, on discute des formes symplec-
tiques pouvant être construites sur l’éclatement de C2 en 0.

Une première construction possible est la suivante. Soit ( Ĉ2, Ĵst, E, πC : Ĉ2 → C2) l’éclate-
ment algébrique de C2. Soit τa la forme d’aire sur E telle que τa(E) = a. On note

pr : Ĉ2 → E = CP 1

la projection de Ĉ2 sur E vue comme le fibré en droite tautologique sur CP 1. Soient R une
coordonnée radiale sur les fibres provenant d’une structure hermitienne sur le fibré et α une
forme de connexion sur le complémentaire de la section nulle de pr : Ĉ2 → CP 1 donnée par{

α|Fibre = dθ,
dα = a−1pr∗τa, (on rappelle que [E]2 = −1).

Lemme 2.1.1. La 2-forme $a = pr∗τa + d(Rα) est une forme symplectique sur Ĉ2 et donne
aire $a(E) = a au diviseur exceptionnel E.

Démonstration. En développant la forme $a on obtient

$a = (1 + a−1R)pr∗τa + dR ∧ α.

Sa restriction à E est donnée par $a|E = τa, la forme d’aire que l’on s’était fixée et ainsi
$a(E) = a.

Enfin, ($a)∧2 = 2(1 + a−1R)(pr∗τa) ∧ R ∧ α, qui est une forme volume sur Ĉ2, donc $a

est non-dégénérée sur Ĉ2 et d$a = pr∗ dτa + d d(Rα) = 0. On en conclut que $a est bien une
forme symplectique sur Ĉ2 avec les propriétés annoncées.

Une autre manière de construire une forme symplectique sur l’éclatement de (C2, ωst) est de
transporter la forme standard ωst sur Ĉ2. Pour cela on définit les applications

F−a : C2\B(a) → C2\{0}
z 7→

√
|z|2 − a2 z

|z|
et

Fa : C2\{0} → C2\B(a)
z 7→

√
|z|2 + a2 z

|z| .

inverses l’une de l’autre.

Proposition 2.1.2. Soit πa := Fa ◦ πC. Alors π∗a ωst = ω̂st,a.

On peut se référer à [GS89], théorème 5.1 de la partie 5, pour la démonstration.
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Définition 2.1.3. Un plongement monotone de Cn\{0} dans Cn est une application

F : z 7→ f(|z|)z/|z|,

où f : R+∗ → R+∗ est lisse et strictement croissante.

Lemme 2.1.4. Pour tout plongement monotone F : Cn\{0} → Cn, la 2-forme F ∗ ωst est
compatible avec la structure complexe standard Jst sur Cn\{0}.

Démonstration. On doit montrer qu’il existe une base v1, iv1, · · · , vn, ivn de l’espace tangent en
z tel que F ∗ ωst s’annule sur les couple de vecteurs de la forme (vj , vk) et (vj , ivk), k 6= j et
F ∗ ωst(vj , ivj) > 0. On note (r, θ) ∈ R+∗× S 2n−1 les coordonnées sphériques sur Cn\{0}. Dans
ces coordonnées, un plongement monotone F : Cn\{0} → Cn est de la forme

F (z) = F (r, θ) = (f(r), θ).

De plus, puisque la fonction f est strictement croissante, sa dérivée agit sur les vecteurs radiaux
en les multipliant par un nombre réel positif. La forme symplectique standard sur Cn est donnée
par ωst(v, w) = 〈v, iw〉, ∀v, w ∈ Cn, ou de manière équivalente par 〈v, w〉 = ωst(v, iw).

On choisit une base de T(r,θ)((0,+∞)× S 2n−1) donnée par

B :=
(
∂

∂r
, i
∂

∂r
, ξ1, iξ1, · · · , ξn−1, iξn−1

)
,

où ∂/∂r est le vecteur radial et ξj sont des vecteurs unitaires de T C
θ S 2n−1, caractérisés par

ξj ∈
〈
∂
∂r , i

∂
∂r

〉⊥ ⊂ T(r,θ)((0,+∞)× S 2n−1) et iξj ∈ Tθ S 2n−1 pour θ ∈ S 2n−1. Alors,

F∗B =
(
f ′(r) ∂

∂r
, f(r)Jst

∂

∂r
, f(r)ξ1, f(r)Jstξ1, · · · , f(r)ξn−1, f(r)Jstξn−1

)
,

et F ∗ ωst(vj , Jvk) = ωst(F∗vi, JF∗vk) ce qui donne F ∗ ωst(v1, iv1) = F ∗ ωst(∂/∂r, i∂/∂r) =
ωst(f ′(r)∂/∂r, i∂/∂r) = f ′(r)f(r)‖∂/∂r‖2 > 0, F ∗ ωst(∂/∂r, iξj) = ωst(f ′(r)∂/∂r, if(r)ξj) = 0
et F ∗ ωst(xj , iξk) = ωst(f(r)ξj , if(r)ξk) = 0, pour k 6= j. Et donc, F ∗ ωst est Jst-compatible.

La contraction symplectique de ( Ĉ2, ω̂st,a) consiste en l’opération inverse de l’éclatement
symplectique de (C2, ωst) le long de la boule B(a). Précisément, on pousse ω̂st,a par l’application
Fa ◦ πC : ( Ĉ2\E, ω̂st,a)→ (C2\B(a), ωst) définie à la proposition 2.1.2. On prolonge ensuite la
forme ωst sur tout C2 en la recollant avec ωst|B(a).

2.2 Eclatement symplectique

Soit (M,ω, J) une variété symplectique de dimension 4 munie d’une structure presque com-
plexe ω-compatible. Cette partie est consacrée à la construction d’une forme symplectique sur
l’éclatement complexe de (M,J) compatible avec la structure complexe sur l’éclatement. Pour
cette partie, et la suite de ce texte, on fixe une fonction ρ : (a,+∞) → (0,+∞), a ∈ R ∗+
strictement croissante, lisse sur (a,+∞), telle que :

1. ρ(t) = t pour t > a+ 2ε/3, ε > 0 petit.
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2. ρ(t) =
√
t2 − a2, pour t ∈ (a, a+ ε/3).

On définit alors
F : B(a+ ε)\B(a) → B(a+ ε)\{0}

z 7→ ρ(|z|) z
|z| ,

et G = F ◦ Fa. Ainsi, G, F et Fa (définie page 36) sont des plongements monotones au sens de
la définition 2.1.3, et

Fa : B(ε)\{0} → B(a+ ε)\B(a)
F : B(a+ ε)\B(a) → B(a+ ε)\{0}
G : B(ε)\{0} → B(a+ ε)\{0}.

Lemme 2.2.1. Soit (M,ω, J) une variété symplectique de dimension 4 munie d’une structure
presque complexe ω-compatible. On suppose que pour a > 0 et ε > 0 on a un plongement ϕ :
(B(a + ε), ωst, Jst) → (M,ω, J) tel que ϕ∗Jst = J. Soit (M̂ϕ, Ĵϕ, E, π : M̂ϕ → M), l’éclatement
complexe de M associé à ϕ.

Alors il existe une forme symplectique ω̂ϕ sur M̂ϕ telle que :
1. ω̂ϕ est Ĵϕ-compatible.
2. ω̂

ϕ|B̂(a+ε/3) = ω̂st,a

3. Il existe un difféomorphisme symplectique πϕ,a : (M̂ϕ\E, ω̂ϕ)→ (M\ϕ(B(a)), ω).
4. ω̂ϕ représente la classe de cohomologie [ω̂ϕ] = [π∗ϕω]− aPD(E).

Démonstration. Définissons l’application F̃ : M\ϕ(B(a))→M\{p} par

F̃ =
{
id sur M\ϕ(B(a+ 2ε/3)),
ϕ∗F sur ϕ(B(a+ ε))\ϕ(B(a)).

et Ĝ : B̂(ε)\E → B̂(a+ ε)\E définie par πC ◦ Ĝ = G ◦ πC.

On rappelle que

(M̂ϕ, Ĵϕ) = (M\ϕ(0), J) ∪
(ϕ◦π C)−1

(B̂(a+ ε), Ĵst)

= (M\ϕ(B(a)), F̃ ∗J) ∪
(ϕ◦π C)−1◦F̃

(B̂(a+ ε), Ĵst)

= (M\ϕ(B(a)), F̃ ∗J) ∪
π−1

C ◦F◦ϕ−1
(B̂(a+ ε), Ĵst)

= (M\ϕ(B(a)), F̃ ∗J) ∪
π−1

C ◦G◦F−a◦ϕ−1
(B̂(a+ ε), Ĵst)

= (M\ϕ(B(a)), F̃ ∗J) ∪
Ĝ◦π−1

C ◦F−a◦ϕ−1
(B̂(a+ ε), Ĵst)

= (M\ϕ(B(a)), F̃ ∗J) ∪
π−1

C ◦F−a◦ϕ−1
(B̂(ε), Ĝ∗Ĵst)

On pose alors

(M̂ϕ, Ĵϕ, ω̂ϕ) := (M\ϕ(B(a)), F̃ ∗J, ω) ∪
π−1

C ◦F−a◦ϕ−1
(B̂(ε), Ĝ∗Ĵst, ω̂st,a).

La 2-forme ω̂ϕ est bien définie car (πC ◦ F−a ◦ ϕ−1)∗ ω̂st,a = ϕ∗ ωst = ω, est évidemment sym-
plectique et ω̂ϕ et Ĵst sont compatibles car :

— sur M\ϕ(B(a+ ε)), F̃ = id donc (Ĵϕ, ω̂ϕ) = (J, ω),
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— sur ϕ(B(a + ε)\B(a)), (ω, J) = (ϕ∗ ωst, ϕ∗F ∗Jst), et puisque F est monotone, ωst et
F ∗Jst sont compatibles,

— sur B̂(ε), G étant monotone, ω̂st,a et Ĝ∗Ĵst sont compatibles.
On définit finalement πϕ,a = i−1

1 : M̂\E → M\ϕ(B(a)) où i1 : M\ϕ(B(a)) → M̂ϕ est
l’injection naturelle dans la présentation ci-dessus.

Enfin, on sait que [ω̂ϕ] = π∗[ω] + βe, pour β ∈ R et e = PD(E). Or, puisque ω̂ϕ(E) =
ω̂st,a(E) = a et ω̂ϕ(E) = −β, on conclut que β = −a, ce qui montre le point 4.

Définition 2.2.2. Soit (M,ω, J) une variété symplectique. L’éclatement symplectique de (M,ω)
le long d’un plongement ϕ : (B(a+ ε), ωst)→ (M,ω), a > 0, ε > 0, est

(M̂ϕ, ωϕ, Ĵϕ, E, πϕ,a : (M̂ϕ\E,ω$)→ (M\ϕ(B(a)), ω)).

Corollaire 2.2.3. Si une courbe J-holomorphe Σ ⊂ (M,ω) intersecte ϕ(B(a+ ε)) le long d’un
disque de Hopf alors Σ̂ intersecte E ω̂ϕ-orthogonalement en un point et ω̂ϕ(Σ̂) = ω(Σ)− a.

Démonstration. Quitte à perturber Σ dans ϕ(B(a+ ε)), on peut supposer que ϕ−1(Σ) coïncide
avec une droite vectorielle complexe dans B(a+ ε/3). On rappelle que

(M̂ϕ, ω̂ϕ) = (M\ϕ(B(a+ ε)), ω)
⋃

π−1
C ◦F−a◦ϕ−1

(B̂(ε), ω̂st,a).

Puisque F−a : B(a + ε/3)\B(a) → B(ε/3)\{0} est une application radiale, l’image de ϕ−1(Σ)
coïncide avec une droite vectorielle de B(ε/3) et donc π−1

C ◦ F−a ◦ ϕ−1(Σ) coïncide avec une
fibre dans B̂(ε/3) et donc est ω̂st,a-orthogonale à E ⊂ B̂(ε/3). Puisque Σ est J-holomorphe au
voisinage de ϕ(B(a+ ε)), Σ̂ est Ĵst-holomorphe au voisinage de E et donc symplectique dans ce
voisinage. Enfin, puisque πϕ,a est un difféomorphisme symplectique entre M̂ϕ\E et M\B(a), la
courbe Σ̂ est symplectique dans tout M̂ϕ.

Enfin, [Σ̂] = π∗[Σ] + β[E], et comme Σ̂ intersecte E un seul point,

[Σ̂] · [E] = (π∗[Σ] + β[E]) · [E] = −β = 1.

Donc [Σ̂] = π∗[Σ]− [E] et

ω̂ϕ(Σ̂) = (π∗[ω]− aPD(E)) · (π∗[Σ]− [E]) = π∗[ω](π∗[Σ]) + aPD(E)[E] = ω(Σ)− a.

Corollaire 2.2.4. Soit ω une forme symplectique Jst-compatible sur B(1) ⊂ C2 telle que ω(0,0) =
ωst. Soit C ⊂ B(1) une courbe analytique avec équation locale P (z, w) = 0 au voisinage de
l’origine, où P est une fonction holomorphe ou polynomiale avec un point critique isolé à l’origine
définie sur B(ε), ε > 0 petit. Alors, il existe une carte de Darboux ϕ : (B(3ε), ωst) ↪→ (B(1), ω)
centrée en l’origine et une courbe ωst-symplectique C̃ ⊂ B(3ε) telles que :

C̃ ∩B(3ε)\B(2ε) = ϕ∗C,

C̃ ∩B(ε) = {P ◦A(z, w) = 0}, A ∈ GL2(C).

En particulier, C̃ est une courbe symplectique avec la singularité S en l’origine.
De plus,
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1. Si P = wQ, on peut imposer que C̃ = {w = 0} ∪ C̃Q,
2. Si P = zwQ et si les droites {w = 0} et {z = 0} sont ω(0,0)-orthogonales, on peut imposer

que C̃ = {zw = 0} ∪ C̃Q.

Démonstration. Dans des cartes holomorphes, C a pour équation P (z, w) = 0 qui est une équa-
tion définissant S, et ω reste Jst-compatible, on peut donc supposer que C = {P (z, w) = 0}
au voisinage de l’origine. Comme ω est Jst-compatible, il existe une transformation linéaire
complexe A qui envoie (e1, Jste1, e2, Jste2) sur une base symplectique de ω(0,0), on peut alors
supposer sans perte de généralité que ω(0,0) = ωst quitte à modifier l’équation P = 0 en
P ◦ A = 0, qui est une autre équation algébrique pour S. Ainsi, il existe un plongement sym-
plectique ϕ : (B(δ), ωst) ↪→ (B(1), ω) avec ϕ(0) = 0 et ϕ′(0) = Id. Le corollaire 1.3.8 nous
fournit une courbe Σ ⊂ B(2ε)\B(ε) telle que Σ coïncide avec ϕ∗C sur Op (∂B(2ε)) et avec
{P ◦A(z, w) = 0} sur Op (∂B(ε)). Alors, la courbe

C̃ := (ϕ∗C\B(2ε)) ∪ Σ ∪ ({P (z, w) = 0} ∩B(ε))

satisfait les propriétés annoncées.

Lemme 2.2.5. Soit (M,ω, J) une variété symplectique munie d’une structure presque complexe
ω-compatible. Soit C ⊂ M une courbe symplectique qui réalise une singularité algébrique S en
p ∈M. Soit ϕ : (B, ωst) ↪→ (M,ω) telle que ϕ∗C = S. On suppose que ϕ∗Jst = J et on considère
l’éclatement (M̂ϕ, ω̂ϕ, Ĵϕ, E). Alors

— Ŝ est réalisable par une courbe C ′ ⊂ M̂ϕ ω̂ϕ-symplectique dans la classe de [Ĉ].
— De plus, C ′ ∪ E réalise la singularité S ′(voir 1.3).

Démonstration. Soit (M̂ϕ, ω̂ϕ, Jϕ, E) l’éclatement symplectique de (M,ω, J) le long de ϕ. Soit
Ĉ la transformée stricte de C. Cette courbe est une courbe Ĵϕ-holomorphe dans (M̂ϕ, ω̂ϕ, Ĵϕ)
présentant des singularités en des points distincts pi ∈ E ⊂ M̂ϕ, i = 1, · · · , n. Nous avons déjà
souligné que Ĵϕ est intégrable au voisinage de E. Il existe donc des cartes ψi : (B(εi), Jst) ↪→
(M̂ϕ, Ĵϕ), centrées en les pi. En posant ωi := ψ∗i ω̂ϕ, on obtient alors des formes symplectiques Jst-
compatibles. On note Ĉi = ψi(B(εi))∩Ĉ et Σi = ψi(B(εi))∩(Ĉ∪E). D’après le lemme 2.2.4, pour
tout i ∈ {1, · · · , n}, il existe ε0, ϕi : (B(3ε0), ωst) ↪→ (B(εi), ωi), chacune centrée en l’origine, et
des courbes symplectiques Σ̃i ⊂ B(3ε0) telles que Σ̃i ∩ B(3ε0)\B(2ε0) = ϕ∗iψ

∗
i Σi et Σ̃i ∩ B(ε0)

réalise la singularité [{w · Pi(z, w) = 0}] où Pi représente la i-ème composante de Ŝ et w = 0
représente E dans la carte. On note C̃i les perturbations des courbes Ĉi obtenues en coupant Ĉi
dans Im(ψi) et en la remplaçant par ψi ◦ ϕi(Σ̃i)\E, puis

C ′ = (C\
n⊔
i=1

ψi ◦ ϕi(B(3ε0)))
⋃

t∂ψi(C̃i)

(
n⊔
i=1

ψi(C̃i))

Cette courbe coincide avec Ĉ sur (
⊔n
i=1 ψi ◦ϕi(B(3ε0)))c, réalise la multi-singularité Ŝ (puisque

les ψi ◦ ϕi sont symplectiques) et C ′ ∪ E réalise la multi-singularité S′.

Remarque 2.2.6. La carte de Darboux ϕ construite dans 2.2.5 dans laquelle C ′ ∪ E a une
équation qui définit la singularité S ′ qui envoie E sur le disque {w = 0}.



2.2. ECLATEMENT SYMPLECTIQUE 45

Définition 2.2.7. Soit M une variété de dimension paire et soient ω et ω′ deux formes sym-
plectiques sur M. Les formes ω et ω′ sont équivalentes par déformation s’il existe une famille à
1-paramètre de formes symplectiques ωt, t ∈ [0, 1], telle que ω0 = ω et ω1 = ω′.

Lemme 2.2.8. Soit (M,ω) une variété symplectique de dimension 4. Alors toutes les formes
symplectiques sur l’éclatement M̂ obtenues par éclatement symplectique de (M,ω) sont équiva-
lentes par déformation.

Démonstration. Soient ϕ : B(a) ↪→ (M,ω) et ϕ′ : B(a′) ↪→ (M,ω) des plongements symplec-
tiques de boules et soient ω̂a et ω̂′a′ les formes symplectiques sur M̂ obtenues en éclatant M
le long de ϕ et ϕ′ respectivement. Soit ε > 0 suffisamment petit tel que ϕ|B(ε) et ϕ′|B(ε) sont
isotopes symplectiquement. En éclatant M le long de ϕt := ϕ|B(t), t ∈ [ε, a], on construit une
famille lisse de formes symplectiques ω̂t joignant ω̂ε à ω̂a. On fait de même en éclatant le long
de ϕ′t := ϕ′|B(t), t ∈ [ε, a′] pour obtenir une famille lisse de formes symplectiques ω̂′t joignant ω̂′ε
à ω̂′a′ . Enfin, puisque ϕ|B(ε) et ϕ′|B(ε) sont isotopes symplectiquement, il existe une isotopie entre
les formes ω̂ε et ω̂′ε.

On obtient la déformation recherchée en concaténant ces trois chemins de formes symplec-
tiques.

Lemme 2.2.9. Soit (M,ω) une variété symplectique, ω′ une forme symplectique sur M défor-
mation équivalente à ω. Soient ω̂ et ω̂′ des formes symplectiques sur M̂ obtenues par éclatement
symplectiques. Alors ω̂ et ω̂′ sont équivalentes par déformation.

Démonstration. On a vu que les formes symplectiques sur M̂ obtenues par éclatement de (M,ω)
(ou de (M,ω′)) sont équivalentes par déformation. Il suffit donc de montrer qu’il existe deux
formes obtenues par éclatement de (M,ω) et de (M,ω′) équivalentes par déformation. Pour
cela, fixons un chemin ωt de formes symplectiques sur M entre ω et ω′ (puisque ω et ω′ sont
supposées déformation équivalentes). Une version paramétrique du lemme de Darboux donne un
chemin ψt : (B(ε), ωst) ↪→ (M,ωt). L’éclatement de (M,ωt) le long de ψt donne une famille à
1-paramètre de formes ω̂t qui interpole entre l’éclatement de (M,ω) le long de ψ0 et de (M,ω′)
le long de ψ1.

Corollaire 2.2.10. Toutes les formes symplectiques contruites sur un éclatement itéré de (M,ω)
sont équivalentes par déformation.

Démonstration. On raisonne sur le nombre k d’éclatements de (M,ω).Initialisation : Le cas k = 1
est une application directe du lemme 2.2.8.

Hérédité : Soit k ≥ 1. Soit M̂k un éclatement itéré de (M,ω) et soient ω̂k et ω̂′k deux formes
équivalentes par une déformation ω̂k,t sur M̂k. Alors, d’après le lemme 2.2.9, il existe une défor-
mation symplectique entre ̂̂ωk et ̂̂ω′k.
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2.3 Démonstration de la proposition 2.0.4

On démontre ici la proposition 2.0.4 par récurrence sur le nombre d’éclatements. Pour être
le plus précis possible, on rappelle d’abord les notations d’un éclatement itéré. Soit (M,J)
une variété presque complexe, soit (M̂K , ĴK , T K) un éclatement itéré de (M,J). On note
πi,i−1 : (M̂i, Ĵi, Ei) → (M̂i−1, Ĵi−1, pi) les éclatements intermédiaire et πi,j : (M̂i, Ĵi, T i) →
(M̂j , Ĵj , T j) la composé πi,j = πj+1,j ◦ · · · ◦ πi,i−1. Enfin, on énonce la propriété de récurrence :

Proposition 2.3.1. Soit S une singularité algébrique complexe plane en l’origine 0 ∈ C2. Soit
(M,ω) une variété symplectique de dimension 4 et soit C ∈M une courbe symplectique réalisant
la singularité S en p ∈ M. Soit (πi,i−1 : (M̂i,

̂̂
Ji−1, Ei) → (M̂i−1, Ĵi−1, pi))1≤i≤K une suite

d’éclatements de (M,p) associée à la résolution de S. Alors, pour tout k ∈ {1, · · · ,K}, il existe
une suite εk = (ε1, · · · , εk)� 1 et une forme symplectique ω̂k sur M̂k telle que :

1. [ω̂k] = [π∗k,0ω]−
∑k
i=1 εiei, ei = PD(Ei).

2. T k est un diviseur exceptionnel symplectique lisse à croisements ω̂k-orthogonaux.
3. Il existe une courbe C̃k homologue à la transformée stricte de C via πk,0, réalisant la

multi-singularité Ŝk = π∗k,0S et telle que C̃k ∪ T k réalise la multi-singularité S ′k qui est
une collection de singularités du type [{RP = 0}] où R = w ou zw et {R = 0} correspond
à T k et {P = 0} à Ŝk.

Démonstration. Initialisation : On suppose que C réalise S en p1 ∈M. Soit ϕ1 : (B(ε1), ωst) ↪→
(M,ω) une carte centrée en p1 telle que ϕ∗C = S. On définit une structure presque complexe
ω-compatible J0 sur (M,ω) en étendant ϕ∗Jst à M.

Soit (M̂1, Ĵ0, E1, π1,0) l’éclatement de (M,J0) le long de ϕ1. Le lemme 2.2.1 nous fournit
une forme symplectique ω̂1 dans la classe [ω̂1,ε0 ] = [π∗1,0ω] − ε1e1 et une courbe symplectique
singulière Ĉ1 dont les singularités sont le long de E1. D’après le lemme 2.2.5, il existe une courbe
symplectique C̃1 dans la classe [Ĉ1] qui réalise la multi-singularité Ŝ (notée ici Ŝ1), on note chaque
composante de cette multi-singularité S1,i = [{Qi(z, w) = 0}], i = 1, · · · , n1, telle que Qi ne soit
pas divisible par w et telle que C̃1 ∪ E1 réalise la multi-singularité S′1 = ([{wQi(z, w) = 0}])n1

i=1.
On a ainsi initialisé la récurrence.

On décrit encore l’étape 2 de la récurrence. Soit p2 un point de E1 ∩ C̃1 et soit ϕ2 :
(B(ε2), ωst) ↪→ (M̂1, ω̂1,ε1) une carte telle que ϕ∗2(C1 ∪ E) = {wP (z, w) = 0} et soit J1 une
structure presque complexe définie comme l’extension de ϕ2∗Jst à M̂1 de sorte qu’elle soit ω̂1-
compatible. Soit (M̂2, Ĵ1, E2, π2,1) l’éclatement de (M̂, J1). Le lemme 2.2.1 nous fournit une forme
symplectique ω̂2 dans la classe

[ω̂2] = [π∗2,1ω̂1]− ε2e2 = [π∗2,0ω]− ε1e1 − ε2e2

et nous fournit une courbe symplectique ̂(C̃1 ∪ E1) = ̂̃C1∪ Ê1. D’après le corollaire 2.2.3, puisque
E1 correspond à {w = 0} dans le modèle local, le diviseur exceptionnel E1 intersecte la boule
ϕ2(B(ε2)) le long d’un disque de Hopf, et donc Ê1 intersecte le diviseur E2 ω̂2-orthogonalement.
La composante ̂̃C1 est une courbe singulière dont les singularités sont le long de Ê1 ∪E2 = T 2.
De plus, comme précédemment, d’après le lemme 2.2.5, il existe une courbe C̃2 dans la classe
[̂̃C1] = [Ĉ2], où Ĉ2 désigne la transformée stricte de C via π2,0, qui réalise la multi-singularité
Ŝ2 = [{Q′i(z, w) = 0}], et telle que C2 ∪ T 2 représente la multi-singularité S′2 qui est une
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collection de singularité de la forme {RQ′i(z, w) = 0} où R ne divise pas Q′i, est soit de la forme
w, soit de la forme zw et correspond à T 2 dans le modèle local.

Hérédité : Soit k ∈ {1, · · · ,K}. Soit (M̂k, ω̂k) une variété symplectique obtenue après k
éclatements de (M,ω, p1) obtenue en itérant le procédé décrit précédemment. On note T k le
diviseur exceptionnel singulier symplectique associé. On suppose que ω̂k vérifie les propriétés
de 2.3.1. On suppose de plus qu’on a une courbe C̃k dans la classe [Ĉk] réalisant la singularité
Ŝk = π∗k,0S le long de T k et telle que C̃k ∪ T k représente la multi-singularité S′k comme
décrite dans l’énoncé de 2.3.1. Soit pk+1 ∈ C̃k ∪ T k en lequel C̃k présente une singularité
algébrique. Soit ϕk+1 : (B(εk+1), ωst) ↪→ (M̂k, ω̂k), une carte centrée en pk+1 de sorte que
ϕ∗k+1(C̃k ∪ T k) = {RP (z, w) = 0}, où R ne divise pas P et {R = 0} correspond à T k. D’après
l’hypothèse de récurrence, deux cas peuvent se présenter suivant R :

1. soit de la forme R = w, dans ce cas l’intersection T k ∩ ϕk+1(B(εk+1)) est un disque de
Hopf,

2. soit de la forme R = zw, dans ce cas l’intersection T k ∩ ϕk+1(B(εk+1)) est une réunion
de deux disques de Hopf.

On définit une structure presque complexe Jk en étendant la structure ϕk+1∗Jst de sorte qu’elle
soit ω̂k-compatible. Soit (M̂k+1, Ĵk, Ek+1, πk+1,k) l’éclatement de (M̂k, Jk) le long de ϕk+1. La
proposition 2.2.1 nous fournit une forme symplectique ω̂k+1 dans la classe

[ω̂k+1] = [π∗k+1,kω̂k]− εk+1ek+1 = [π∗k+1,kπ
∗
k,0ω]−

k∑
i=1

εiei − εk+1ek+1 = [π∗k+1,0ω]−
k+1∑
i=1

εiei.

Cela nous fournit aussi une courbe symplectique singulière ̂(C̃k ∪ T k) = ̂̃Ck ∪ T̂ k. Comme
le modèle local au voisinage de pk+1 est de la forme {RP (z, w) = 0}, R = w ou zw, T k ∩
ϕk+1(B(εk+1)) est la réunion d’au plus deux disque de Hopf. Donc, d’après le lemme 2.2.3, T̂ k

intersecte Ek+1 ω̂k+1-orthogonalement. Enfin, comme C̃k est dans la classe [Ĉk], la composantễCk représente la classe [Ĉk+1] qui est la transformé stricte de C via πk+1,0. De plus, cette
courbe est singulière le long de T̂ k ∪ Ek+1 = T k+1. D’après le lemme 2.2.5, il existe une
courbe symplectique C̃k+1 homologue à Ĉk+1 réalisant la multi-singularité Ŝk+1 = π∗k+1,0S.
Précisément, les singularités de C̃k+1\Ek+1 et de (C̃k+1 ∪ T̂ k)\Ek+1 ont le même modèle que
celle de C̃k\ϕk+1(B(εk+1)) et celle de (C̃k ∪ T k)\ϕk+1(B(εk+1)). Pour finir, les singularités
de C̃k+1 le long de Ek+1 sont données dans des modèle locaux par [{Q(z, w) = 0}], où Q
est non divisible par w ou zw et les singularité de C̃k+1 ∪ T k+1 sont données localement par
[{RQ(z, w) = 0}] où {R = 0} correspond à T k+1 et R = w ou R = zw.

Il est clair que cette proposition permet de prouver la proposition 2.0.4 par une récurrence
immédiate.

2.4 Eclatement symplectique itéré

Dans cette partie on se concentre sur la définition des éclatement symplectiques itérés indé-
pendamment de l’existence d’une singularité algébrique à résoudre. En oubliant la singularité S
dans l’énoncé précédent, on a démontré l’existence d’une suite de formes symplectiques ω̂i sur
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M̂i pour laquelle T i est un diviseur exceptionnel symplectique à croisements normaux, obtenu
par éclatements symplectiques successifs de (M̂i−1, ω̂i−1).

Définition 2.4.1. Soit (M̂i, Ĵi, T i) un éclatement complexe itéré de (M,J, ω). Soit ωi une forme
symplectique sur (M̂i, Ĵi, T i) telle que T i est un diviseur exceptionnel symplectique à croisement
normaux. On dit que (M̂i, ω̂i, T i) est un éclatement symplectique itéré modelé sur l’éclatement
complexe (M̂i, Ĵi, T i).

Lemme 2.4.2. Soit ECI := (πi,i−1 : ( Ĉ2
i, T i) → ( Ĉ2

i−1, T i−1))Ki=1 un éclatement complexe
itéré. Soit (a1, · · · , aK) une suite T K-adaptée (voir définition 2.0.2). Il existe un éclatement
symplectique itéré de C2 modelé sur ECI tel que ω̂K(Ei) = ai.

Démonstration. On construit la forme ω̂i sur M̂i par récurrence.
Initialisation : La forme symplectique ω̂1 est obtenue en éclatant C2 le long de B(a1).
Hérédité : En supposant que la forme ω̂i est construite dans la classe

[π∗i,0 ωst]−
i∑

j=1
ajej

on construit à présent ω̂i+1 de la façon suivante : ( Ĉ2
i+1, T i+1) est obtenue en éclatant ( Ĉ2

i, T i)
en un point p. Si p n’est pas élément de T i, on obtient ω̂i+1 en éclatant le long d’un plongement
ϕ : (B(ai+1), ωst) ↪→ ( Ĉ2

i\ T i, ω̂i). Puisqu’en effet Ĉ2
i\ T i contient des boules symplectiques

de tailles arbitraires. Si p est un point de T i, on a alors deux cas possibles :
— Soit p ∈ Sik\

⋃
j 6=k

Sij . On note Ak = Aω̂i(Sik). La remarque 1.2.14 permet d’affirmer que

pour tout ε > 0 et tout x ≤ Ak− ε, il existe un plongement ϕi+1 : (B(x), ωst) ↪→ (M̂i, ω̂i)
tel que ϕi+1(B(x))∩ T i est un disque de Hopf n’intersectant aucun point de Sik\

⋃
j 6=k S

i
j .

— Soit p ∈ Sik ∩ Sik′ et on note Ak = Aω̂i(Sik) et Ak′ = Aω̂i(Sik′). Toujours d’après la
remarque 1.2.14, pour tout ε > 0 et x < min{Ak, Ak′} − ε, il existe un plongement
ϕi+1 : (B(x), ωst) ↪→ (M̂i, ω̂i) tel que ϕi+1(B(x)) ∩ T i est la réunion de deux disques de
Hopf s’intersectant exactement en p.

Puisque (a1, · · · , ai+1) est T i+1-adaptée, on a[
−
i+1∑
`=1

a`e`

]
[Ŝij ] > 0,

pour tout j ∈ {1, · · · , i+ 1}. En particulier pour j = k, et k′,
[
−
∑i+1
`=1 a`e`

]
(Ŝij) > 0, donc

[
−
i+1∑
`=1

a`e`

]
[Ŝij ] =

(
−

[
(πi+1,i)∗

i∑
`=1

a`e`

]
− ai+1ei+1

)
([(πi+1,i)∗Sij ]− [Ei+1])

=
[
−(πi+1,i)∗

i∑
`=1

a`e`

]
[(πi+1,i)∗Sij ] + ai+1ei+1[Ei+1]

=
[
−

i∑
`=1

a`e`

]
[Sij ]− ai+1 > 0
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Enfin, puisque ω̂i| Op ( T i) ∈
[
−
∑i
`=1 a`e`

]
, on en déduit que pour j = k et k′,

ai+1 <

[
−

i∑
`=1

a`e`

]
[Sij ] = ω̂i(Sij) = Aj .

Donc, si p n’appartient qu’à Sik, ai < Ak et si p = Sik ∩ Sik′ , ai < min{Ak, Ak′}. On peut
donc éclater M̂i le long de ϕi+1 : (B(ai+1), ωst) ↪→ (M̂i, ω̂i) et ainsi construire la forme ω̂i+1
représentant la classe symplectique annoncée.
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Chapitre 3

Domaine associé à des
contractions multiples

Dans ce chapitre on décrit un analogue symplectique à la contraction algébrique pour une
variété symplectique. On y décrit aussi les domaines symplectiques obtenus en contractant un
diviseur exceptionnel symplectique à croisements normaux et on finit par montrer les propriétés
de ces domaines énoncées dans la proposition II.

3.1 Contraction symplectique

3.1.1 Contraction Symplectique

Dans cette partie on se consacre à la construction d’une forme symplectique sur la contraction
d’une variété symplectique contenant un diviseur exceptionnel symplectique. On rappelle pour
cela les notations utilisées dans la partie 2.2 : soit une fonction ρ : (a,+∞)→ (0,+∞) strictement
croissante, lisse sur (a,+∞), telle que :

1. ρ(t) = t pour t > a+ 2ε/3.
2. ρ(t) =

√
t2 − a2, pour t ∈ (a, a+ ε/3).

On définit alors
F : B(a+ ε)\B(a) → B(a+ ε)\{0}

z 7→ ρ(|z|) z
|z| ,

et G = F ◦ Fa. Ainsi, G, F et Fa (définie page 36) sont des plongements monotones au sens de
la définition 2.1.3, et

Fa : B(ε)\{0} → B(a+ ε)\B(a)
F : B(a+ ε)\B(a) → B(a+ ε)\{0}
G : B(ε)\{0} → B(a+ ε)\{0}.

Lemme 3.1.1. Soit (X̃, ω̃, J̃ , E) une variété symplectique munie d’une structure presque com-
plexe ω̃-compatible contenant un diviseur exceptionnel (J̃-holomorphe) d’aire a. On suppose qu’on
a un difféomorphisme local

ψ : (Op (E), E) ⊂ (X̃, ω̃, J̃)→ (B̂(ε), E) ⊂ ( Ĉ2, ω̂st,a, Ĵst)

51
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( Ĉ2, ω̂st,a et Ĵst ont été définis partie 2.1).

Soit (Xψ, Jψ, πψ : X̃ → Xψ) la contraction complexe (voir définition 1.5.2) de X̃ associée à
ψ. Alors il existe :

1. une forme symplectique ωψ sur Xψ, Jψ-compatible,
2. un plongement ϕψ : (B(a), ωst)→ (Xψ, ωψ),
3. et un difféomorphisme πψ,a : (X̃\E, ω̃)→ (Xψ\ϕψ(B(a)), ωψ).
De plus, si (X̃, ω̃, J̃ , E) = (M̂ϕ, ω̂ϕ, Ĵϕ, E) et si πa ◦ψ = ϕ−1 ◦πϕ alors (Xψ\ϕa(B(a)), ωψ) ∼=

(M\ϕ(B(a)), ω).

Démonstration. On rappelle que

(Xψ, Jψ) = (X̃\E, J̃) ∪
π C◦ψ

(B(ε), Jst)

= (X̃\E, J̃) ∪
G◦π C◦ψ

(B(a+ ε), G∗Jst)
.

On définit une nouvelle forme symplectique ω̃′ sur X̃\E par ω̃′ := ω̃ sur (ψ−1(B̂(2ε/3)))c et
ω̃′ := (G◦πC◦ψ)∗ωst|B(a+ε) sur ψ−1(B̂(ε)\E) (ces deux formules coïncident bien sur l’intersection
car G|B(2ε/3)c = Fa). On note que ω̃′ ainsi définie est J̃-compatible sur X̃\E. En effet, sur
X̃\ψ−1(B̂(2ε/3)), ω̃′ et ω̃ coincident. Donc ω̃′ est J̃-compatible. D’autre part, sur ψ−1(B̂(ε)\E),
ω̃′ = (G ◦ πC ◦ ψ)∗ ωst et d’après le lemme 2.1.4 G∗ ωst est Jst-compatible sur B(ε) et donc
(G ◦ πC ◦ ψ)∗ ωst est (πC ◦ ψ)∗Jst = J̃-compatible sur ψ−1(B̂(ε)\E).

En définissant

(Xψ, ωψ, Jψ) := (X̃\E, ω̃′, J̃) ∪
G◦π C◦ψ

(B(a+ ε), ωst, G∗Jst)

on a bien une forme symplectique sur Xψ satsfaisant au point 1.
Cette présentation de (Xψ, ωψ) s’accompagne de deux injections naturelles

πψ := i1 : X̃\E ↪→ Xψ et i2 : (B(a+ ε), ωst) ↪→ (Xψ, ωψ).

L’injection i2 fournit le plongement ϕψ annoncé au point 2. Pour construire l’application πψ,a
définissons dans un premier temps l’application F̃−1 : i1(X̃\E)→ (Xψ\ϕψ(B(a)) par

F̃−1 =
{
F̃−1 = ϕψ∗(F−1) : ϕψ(B(a+ ε)\{0})→ ϕψ(B(a+ ε)\B(a)) sur ϕψ(B(a+ ε)\{0}
F̃−1 = id, sur ϕψ(B(a+ ε))c.

Ces deux formules se recollent bien car F|B(a+ε)\B(a+2ε/3) = id. Définissons alors

πψ,a = F̃−1 ◦ i1 : X̃\E → Xψ\ϕψ(B(a)).

Comme énoncé, π∗ψ,aωψ = ω̃ car :
— Sur B(a+ 2ε/3)c, G̃ = id, donc :

π∗ψ,aωψ|B(a+2ε/3)c = i∗1F̃
−1∗ωψ|B(a+2ε/3)c

= i∗1id
∗ωψ|B(a+2ε/3)c

= i∗1ωψ|B(a+2ε/3)c

= ω̃′
|X̃\ψ−1(B̂(2ε/3)

= ω̃|X̃\ψ−1(B̂(2ε/3)
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— Sur B(a + 2ε/3)\B(a), on a F−1 = Fa ◦G−1 et i1 = G ◦ πC ◦ ψ sur B(a + ε)\{0}, donc
F̃−1 ◦ i1 = Fa ◦ πC ◦ ψ et donc

π∗ψ,aωψ|B(a+2ε/3)\B(a) = (F̃−1 ◦ i1)∗ωst|B(a+2ε/3)\B(a)

= (Fa ◦ πC ◦ ψ)∗ωst|B(a+2ε/3)\B(a)

= ω̃.

Ceci établit le point 3.

Enfin, pour le quatrième point, soit (M̂ϕ, Ĵϕ, E, πϕ : M̂ϕ → M) l’éclatement complexe de
(M,J) le long de ϕ : (B(a + ε), ωst, Jst) → (M,ω, J). On a déjà montré que la contrac-
tion complexe de (M̂ϕ, Ĵϕ, E, πϕ : M̂ϕ → M) le long de ψ : (Op (E), E) ⊂ (M̂ϕ, Ĵϕ) →
(Op (CP 1), CP 1) ⊂ ( Ĉ2, Ĵst) est la variété (M,J) dès que ϕ−1◦πϕ = πC◦ψ. Il reste donc à mon-
trer que les formes symplectiques ω et (ω̂ϕ)ψ coincident sur M . Rappelons que G|B(2ε/3)c = Fa.
Alors,

(M,ωψ) = (X\ψ−1(B̂(2ε/3)), ω̃)
⋃

Fa◦π C◦ψ

(B(a+ ε), ωst).

Puis
Fa : (B̂(2ε/3)\E, ω̂st,a)→̃(B(a+ 2ε/3)\B(a), ωst)

et ψ∗ ω̂st,a = ω. Donc

(M,ωψ) = (X\ψ−1(E), ω̃)
⋃

Fa◦π C◦ψ

(B(a+ ε), ωst)

= (X\E, ω̃)
⋃

Fa◦π C◦ψ

(B(a+ ε), ωst)

= (M\ϕ(B(a)), ω)
⋃

Fa◦π C◦ψ◦π−1
ϕ

(B(a+ ε), ωst)

= (M\ϕ(B(a)), ω)
⋃
ϕ−1

(B(a+ ε), ωst)

= (M,ω) car ϕ est une carte de Darboux.

Définition 3.1.2. Soit (X̃, J̃ , ω̃, E) une variété symplectique contenant une −1-sphère plongée
symplectique E d’aire a > 0. La contraction symplectique de (X̃, J̃ , ω̃, E) le long de

ψ : (Op (E), E) ⊂ (X̃, ω̃, J̃)→ (B̂(ε), E) ⊂ ( C̃2, ω̂st,a, Ĵst)

est (Xψ, Jψ, ϕψ : (B(a), ωst)→ (Xψ, ωψ), πψ : X̃\E → Xψ\ϕψ(B(a))).

Remarque 3.1.3. Soit (X̃, ω̃, E) une variété symplectique munie d’un diviseur exceptionnel
symplectique et soit ψ : (Op (E, X̃), ω̃)→ (Op (E, Ĉ2), ω̂st,a) une carte locale au voisinage de E.
Alors ψ est aussi une carte symplectique entre (Op (E), cω) et (Op (E), ω̂st,ca) et (cω)ψ = cωψ.

Dans la partie 4 (4.1 et 4.2), on aura besoin de considérer des versions à paramètres des
éclatements et des contraction symplectiques.
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Remarque 3.1.4. Soit ω̃n une suite de formes symplectiques sur (X̃, E) qui converge vers
ω̃ en norme C∞. Alors il existe des suites (ψn : (Op (E), E) → (B̂ε, E))n, (ωψn)n, (ϕψn :
(B(an), ωst) → (Xψn , ωψn))n et (πψn,an : X̃\E → Xψn\ϕψn(B(an)), qui convergent en norme
C∞ vers ψ : (Op (E), E) → (B̂(ε), E), ωψ, ϕψ : (B(a), ωst) → (Xψ, ωψ) et πψ,a : X̃\E →
Xψ\ϕ(B(a)).

Lemme 3.1.5. Soit (X̃, ω̃, E) une variété symplectique avec un diviseur exceptionnel sym-
plectique lisse d’aire a et soit C̃ ⊂ X̃ une courbe lisse qui intersecte E ω̃-orthogonalement.
Alors il existe ψ : (Op (E) ⊂ X̃, ω̃) → (Op (E) ⊂ Ĉ2, ω̂st,a) telle que dans la contraction
(Xψ, ωψ, ϕψ : (B(a + δ), ωst) → (Xψ, ωψ), πψ,a : X̃\E → Xψ\ϕψ(B(a))), il existe une courbe
symplectique C ⊂ Xψ, dans la classe [πψ∗C̃] qui intersecte ϕψ(B(a)) le long de disques de Hopf.

De plus :
— si [C̃] · [E] = 1, alors C est plongée dans Xψ.
— si [C̃] · [E] = 2, alors ψ peut être choisi de sorte que C ∩ ϕψ(B(a)) est une réunion de

disques de Hopf ωψ-orthogonaux

Démonstration. On a déjà vu que le théorème de voisinage symplectique garantit l’existence de
ψ : (Op (E) ⊂ X̃, ω̃)→ (Op (E) ⊂ Ĉ2, ω̂st,a), un modèle local, pourvu que a = ω̃(E). On vérifie
sans difficulté que l’hypothèse d’orthogonalité entre E et C̃ permet de supposer sans perte de
généralité que ψ(C̃) est une union de fibres de pr : Op (E) ⊂ Ĉ2 → CP 1, au-dessus de ψ(C̃∩E).
La contraction de X le long d’un tel ψ est la variété

(Xψ, ωψ) = (X̃\E, ω̃)
⋃

Fa◦π C◦ψ

(B(a+ δ), ωst),

et ϕψ : (B(a+ δ), ωst) ↪→ (Xψ, ωψ) est l’injection naturelle de la boule dans Xψ.

L’hypothèse que ψ(C̃) est une union de fibres se traduit alors par πC ◦ψ(C̃) est une union de
droites complexes linéaires passant par l’origine de B(δ) dont l’image par Fa est une une union
de telles droites privées de B(a). L’extension de Fa ◦ πC ◦ ψ(C̃) par les disques correspondant
définit une courbe C ⊂ Xψ symplectique lisse immergée, plongée si [E] · [C̃] = 1. Si [C̃] · [E] = 2
l’hypothèse garantit que C̃ intersecte E en exactement deux points. En choisissant ψ de sorte
que ces deux points soient envoyés respectivement sur [0 : 1] et [1 : 0], les deux disques de Hopf
servant à compléter πψ,a(C̃) sont ωψ-orthogonaux (puisqu’ils correspondent aux disques {z = 0}
et {w = 0} dans C2).

Pour calculer la classe d’homologie de C, rappelons que d’après la proposition 3.1.1, (X̃, ω̃, E)
est l’éclatement symplectique de (Xψ, ωψ) le long de ϕψ et puisque C ∩ ϕψ(B(a)) est une union
de disque de Hopf, le lemme 2.2.3 donne que [Ĉ] = [π∗ψC]− ([E] · [C̃])[E]. Il est par ailleurs clair
que Ĉ = C̃ dans le cas présent et donc la classe [C] = [πψ∗π∗ψC] = [πψ∗C̃].

Unicité de la contraction

Lemme 3.1.6. Soient (X̃, ω̃, E, ψ) et (X̃ ′, ω̃′, E′, ψ′) des variétés symplectiques contenant un
diviseur exceptionnel symplectique lisse. Soient (Xψ, ωψ, ϕψ : B(a) → Xψ) et (Xψ′ , ωψ′ , ϕψ′ :
B(a) → Xψ′) les contractions de X̃ et X̃ ′ le long de ψ et ψ′. On suppose qu’il existence
un difféomorphisme f̃ : (X̃, ω̃, E, ψ) → (X̃ ′, ω̃′, E′, ψ′). Alors il existe un difféomorphisme f :
(Xψ, ωψ, ϕψ, π

ω
ψ)→ (Xψ′ , ωψ′ , ϕψ′ , π

ω
ψ′).

Si de plus C̃ et C̃ ′ sont des courbes symplectiques dans X̃ et X̃ ′ qui intersectent E et E′
orthogonalement et telles que f̃(C̃) = C̃ ′, les courbes C ⊂ Xψ et C ′ ⊂ Xψ′ construite via
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le lemme 3.1.5 vérifient f(C) = C ′. Enfin, si U et U ′ sont des ouverts de X̃ et X̃ ′ tels que
f̃(Ũ) = Ũ ′ les ouverts U := πωψ(Ũ\E) et U ′ = πωψ′(Ũ ′\E′) vérifient f(U) = U ′.

Démonstration. La preuve est évidente par la naturalité de la construction de la contraction
(lemme 3.1.1) et de la construction de la courbe C (lemme 3.1.5).

Enfin, rappelons que

(Xψ, ωψ) = (X̃\E)
⋃

ϕψ◦Fa◦π C◦ψ

(ϕψ(B(a+ ε)), ϕψ∗ ωst)

et
(X ′ψ′ , ω′ψ′) = (X̃ ′\E′)

⋃
ϕψ′◦Fa◦π C◦ψ′

(ϕψ′(B(a+ ε)), ϕψ′∗ ωst)

et donc en définissant le difféomorphisme f comme étant f̃|X̃\E sur X̃\E et ϕψ′ ◦ ϕ−1
ψ sur

Op (ϕψ(B(a))), on montre la propriété de f concernant tout ouvert Ũ et Ũ ′ dans X̃ et X̃ ′
vérifiant f(Ũ) = Ũ ′.

Remarque 3.1.7. L’hypothèse que ψ′ ◦ f̃ = ψ n’est pas centrale : dès qu’il existe g̃ : (X̃, ω̃, E)→
(X̃ ′, ω̃′, E′), le théorème de voisinage symplectique 1.1.2 garantit l’existence d’un difféomorphisme
f̃ : (X̃, ω̃, E, ψ)→ (X̃ ′, ω̃′, E′, ψ′).

3.1.2 Contractions itérées

Le lemme 3.1.5 permet d’itérer les contractions symplectiques.

Proposition 3.1.8. Soit (M̂K , T K , πK,0 : M̂K → M) un éclatement complexe itéré et soit ω̂K
une structure symplectique sur M̂K pour laquelle T K est un diviseur exceptionnel symplectique
à croisement normaux. Alors, il existe une forme symplectique ω sur M dans la classe [πK,0∗ω̂K ].

Démonstration. On note (πi,i−1 : M̂i → M̂i−1)Ki=1 la suite d’éclatements qui correspond à l’écla-
tement itéré πK,0 : M̂K → M, πK,0 = π1,0 ◦ · · · ◦ πK,K−1. On construit la forme ω̂i sur M̂i par
récurrence sur i.

Initialisation : On commence par i = K. Soit EK le diviseur exceptionnel associé à l’éclate-
ment πK,K−1 : M̂K → M̂K−1. D’après la proposition 1.5.7, EK est intersecté par au plus deux
autres composantes de T K , chacune l’intersectant en exactement un point et si EK est inter-
secté par deux composantes de T K , les points d’intersections correspondants sont distincts. Soit
aK = ω̂K(EK). D’après le lemme 3.1.5, il existe une forme symplectique ω̂K−1 sur M̂K−1 dans
la classe [πK,K−1∗ω̂K ] et telle que πωK,K−1∗ T K peut-être complété en un diviseur exceptionnel
symplectique à croisements normaux. Enfin, chaque composante de T K−1 est dans la classe
[πK,K−1∗ T K ].

Les étapes suivantes sont exactement identiques.

Corollaire 3.1.9. Soit (M,ω) une variété symplectique, (M̂K , ω̂K , T K) un éclatement itéré de
M. Soit par ailleurs ω̂K,t, t ∈ [0, 1] un chemin lisse de formes symplectiques issues de ω̂K,0 = ω̂K
tel que pour tout t ∈ [0, 1] la classe [ω̂K,t] = [π∗K,0ω]−

∑K
i=1 ai(t)ei est représentée symplectique-

ment et pour laquelle T K reste un diviseur exceptionnel symplectique à croisements normaux.
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Alors, la contraction itérée de (M̂K , ω̂K,1, T K) définit une forme symplectique ω1 sur M
symplectomorphe à ω.

Démonstration. D’après le proposition précédente, la contraction symplectique itérée de (M̂K , ωK,t, T K)
fournit une forme symplectique ωt sur M qui est une chemin lisse de formes symplectiques dans
la classe [πK,0∗ω̂K,t] = [ω]. La méthode de Moser fournit alors un difféomorphisme symplectique
f : (M,ω)→ (M,ω1).

Proposition 3.1.10 (Naturalité de la contraction symplectique itérée). Soit (M̂K , T K , πK,0 :
M̂K → M) un éclatement complexe itéré et soient ω̂K et ω̂′K deux formes symplectiques pour
lesquelles T K est un diviseur exceptionnel symplectique à croisements normaux.

S’il existe un difféomorphisme f̂K : (M̂K , ω̂K , T K)→ (M̂K , ω̂
′
K , T K), alors les formes sym-

plectique ω et ω′ définies sur M par contractions itérées sont symplectomorphes.

Démonstration. Le lemme 3.1.6 (complété par la remarque 3.1.7) garantit l’existence de f̂K−1 :
(M̂K−1, ω̂K−1, T K−1)→ (M̂K−1, ω̂

′
K−1, T K−1).On est donc en position d’utiliser le lemme 3.1.6

à nouveau. L’itération de ce procédé nous donne finalement le difféomorphisme symplectique
f : (M,ω)→ (M,ω′).

3.2 Définition du domaine D ( T K , a)

Définition 3.2.1. Soit (M4, ω) une variété symplectique de dimension 4. Un sous-ensemble
D ⊂M est un domaine symplectique de M si c’est une sous-variété de dimension 4 compacte à
bord d’intérieur non-vide de M, de sorte que la restriction de ω à

◦
D est symplectique.

Soit ω̂K une forme symplectique sur une éclatement complexe itéré (M̂K , T K) de (M,ω) pour
laquelle T K est un diviseur exceptionnel symplectique à croisements normaux. On rappelle que
la suite ω̂K est associée à une suite a = (a1, · · · , aK) (définition 2.0.2) de sorte que

[ω̂K ] = [π∗ω]−
K∑
i=1

aiei.

Définissons par récurrence :
— DK−1 := ϕK(B(aK)) ⊂ M̂K−1, où ϕK est le plongement associé à la contraction sym-

plectique πωK,K−1 de (M̂K , ω̂K , EK) (voir le lemme 3.1.1). De plus, d’après le lemme 3.1.5
l’ensemble DK−1, qui est une boule compacte à ce stade, intersecte T K−1 le long d’une
réunion d’au plus deux disques.

— DK−2 := πωK−1,K−2(DK−1\EK−1) ∪ ϕK−1(B(aK−1)) ⊂ M̂K−2, où ϕK−1 est le plonge-
ment associé à la contraction symplectique πωK−1,K−2 de (M̂K−1, ω̂K−1, EK−1). Comme
précédemment, le diviseur T K−1 intersecte le domaine ϕK−1(B(aK−1)) le long de disques
et d’après le point précédent et la définition de πωK−1,K−2, π

ω
K−1,K−2(DK−1\EK−1) ∩

T K−2 est :
— soit une réunion d’anneaux, si DK−1 ∩EK−1 6= ∅, qu’on complète par des disques de

Hopf de ϕK−1(B(aK−1)),
— soit une réunion de disques comme précédemment si DK−1 ∩ EK−1 = ∅.
Ainsi, DK−2 intersecte T K−2 le long de disques.



3.3. PROPRIÉTÉS DES DOMAINES 57

— Pour j ∈ {0, · · · ,K − 1}, D j := πωj+1,j(D j+1\Ej+1) ∪ ϕj+1(B(aj+1)) ⊂ M̂j , où ϕj+1 est
le plongement associé à la contraction symplectique πωj+1,j de (M̂j+1, ω̂j+1, Ej+1). Par les
même arguments que dans les deux cas précédents, D j intersecte T j le long de disques.

— D ( T K) := D 0 ⊂M.
Il peut être important de préciser que cette description de D est purement ensembliste et

qu’aucune propriété topologique ou symplectique n’est évidente à ce stade. Même la dénomination
D ( T K) est hâtive puisqu’il n’a pas été démontré que D ( T K) ne dépend pas de (M,ω). C’est
l’objet des prochains chapitres de la thèse de préciser un certain nombre de propriétés de D ( T K).

Remarque 3.2.2. On note τ = ω̂K| T K la forme d’aire sur T K induite par ω̂K . Sur un voisinage
suffisamment petit de T K , la classe de τ est donnée par −

∑K
i=1 aiei qu’on peut caractériser par

la suite T K-adaptée a = (a1, · · · , aK). On montre dans la partie 3.3 qui suit que le domaine
construit ci-dessus ne dépend ni de la variété ambiante (M,ω), ni de l’éclatement itéré de celle-
ci. Les seules données importantes sont le diviseur exceptionnel symplectique T à partir duquel
il est construit, et la suite a qui caractérise la forme d’aire τ dont celui-ci est muni.

3.3 Propriétés des domaines

Dans cette partie, on démontre les propriétés des domaines construits dans la partie 3.2 et
énoncées dans la proposition II.

3.3.1 Unicité du domaine

Proposition 3.3.1. Soit (M,ω) une variété symplectique et soit (M̂K , T K) un éclatement com-
plexe itéré. Soit ω̂K une forme symplectique telle que T K soit un diviseur exceptionnel symplec-
tique à croisements normaux. Le domaine D ( T K), ne dépend que de T K , à symplectomor-
phisme près, et de la suite a associée à [τ ] (pas de M, ni de M̂K).

Démonstration. Soient (XK , T K) et (X ′K , T
′K) deux éclatements itérés de deux variétés M et

M ′. On note πi,i−1 et π′i,i−1 les applications d’éclatements associées au diviseurs exceptionnels
Ei ⊂ Xi et E′i ⊂ X ′i. Soient ωK et ω′K deux formes symplectiques sur XK et X ′K respectivement
et telles que T K et T ′K sont des diviseurs exceptionnels symplectiques à croisements normaux
symplectomorphes. On note τ = ωK| T K et τ ′ = ω′

K| T ′K les formes d’aires sur ces deux divi-
seurs. D’après le théorème de Weinstein 1.1.2, il existe des voisinages VK ⊂ XK et V ′K ⊂ X ′K
symplectomorphes de T K et T ′K respectivement (car tous deux sont symplectomorphes à un
même plombage symplectique). Notons

fK : (VK , ωK , T K)→ (V ′K , ω′K , T
′K)

le difféomorphisme entre ces voisinages. En particulier, fK(EK) = E′K et on peut considérer
fK−1 comme un difféomorphisme relatif

fK : (VK , ωK , EK)→ (V ′K , ω′K , E′K).

D’après la proposition 3.1.6, il existe un difféomorphisme

fK−1 : (VK−1, ωK−1, T K−1, ϕK)→ (V ′K−1, ω
′
K−1, T K−1, ϕ′K)
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qui envoie T K−1 sur T ′K−1, construites via le lemme 3.1.5, et tel que fK−1 ◦ ϕK = ϕ′K .
En d’autre termes, fK−1(ϕK(B(aK))) = ϕ′K(B(aK)), c’est-à-dire fK−1(DK−1) = D ′K−1. On
peut aussi considérer fK−1 : (VK−1, ωK−1, EK−1) → (V ′K−1, ω

′
K−1, E

′
K−1) envoyant T K−1 sur

T ′K−1. On est alors en position d’appliquer à nouveau le lemme 3.1.6.
En l’appliquant à nouveau, on obtient un difféomorphisme

fK−2 : (VK−2, ωK−2, T K−2, ϕK−1)→ (V ′K−2, ω
′
K−2, T

′K−2, ϕ′K−2).

Ce difféomorphisme envoie πωK−1,K−2(DK−1\EK−1) sur πω′K−1,K−2(D ′K−1\EK−1) et ϕK−1(B(aK−1))
sur ϕ′K−1(B(aK−1)). Donc,

fK−2(DK−2) = fK−2(πωK−1,K−2(DK−1\EK−1) ∪ ϕK−1(B(aK−1)))

= πω
′

K−1,K−2(D ′K−1\E′K−1) ∪ ϕ′K−1(B(aK−1))
= D ′K−2.

En considérant
fK−2 : (VK−2, ωK−2, EK−2)→ (V ′K−2, ω

′
K−2, E ′K−2)

on est à nouveau en mesure d’appliquer le lemme 3.1.6.
En l’appliquant ainsi à chaque étape, on construit un difféomorphisme

f : (M,ω ∈ [πK,0∗ωK ])→ (M ′, ω′ ∈ [π′K,0∗ω′K ])

tel que f(DM ( T K , τ)) = DM ′( T
′K , τ ′).

Remarque 3.3.2. En particulier, on a un difféomorphisme symplectique entre (PSBD( T K , ε)\ T K , $)
et Op (D ( T K ,a), C2)\D ( T K ,a), ωst).

Une conséquence directe de la proposition 3.3.1 est le résultat suivant.

Corollaire 3.3.3. Le domaine D ( T K ,a) se plonge symplectiquement dans C2.

Démonstration. Soit ( Ĉ2
K , T K) un éclatement complexe itéré de C2 pour lequel T K est le

diviseur exceptionnel. D’après lemme 2.4.2, il existe une forme symplectique ω̂K sur Ĉ2
K pour

laquelle T K est un diviseur exceptionnel symplectique à croisements normaux, dans la classe
−
∑K
i=1 aiei. D’après la propriété d’unicité 3.3.1,

D ( T K ,a) = D ( T K , [ω̂K| T K ]) ⊂ C2.

3.3.2 Conformalité du domaine

Dans cette partie on s’intéresse à une autre forme d’unicité des domaines construits en par-
tie 3.2, à savoir la conformalité de ceux-ci. Précisément, on cherche à comparer deux domaines
D ( T K ,a) et D ( T K ,a′) associés à un même diviseur excpetionnel T K mais dont les compo-
santes ont des aires symplectiques qui diffèrent d’un même facteur c ∈ R ∗+, c’est-à-dire tels que
a′ = ca.

On définit d’abord :
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Définition 3.3.4. Soit (M,ω) une variété symplectique. Un difféomorphisme conformément
symplectique est un difféomorphisme ϕ : M → M vérifiant ϕ∗ω = cω, pour un certain c ∈
R+∗. Pour garder une trace de la constante de conformalité c ∈ R+∗, on dit que ϕ est un
difféomorphisme symplectique c-conforme.

On note cM la variété symplectique (M, cω) pour simplifier les notations dans le reste de la
thèse.

Proposition 3.3.5. Soit c ∈ R+∗. Alors D ( T K , ca) est symplectomorphe à cD ( T K ,a).

Démonstration. C’est évident via la remarque 3.1.3. On pose a′ = ca et donc si τ et τ ′ sont
des formes d’aires caractérisées par a et a′, alors elles vérifient τ ′ = cτ. Soient (ÛK , ω̂K) et
(Û ′K , ω̂′K) deux voisinages des plombages de T K pour a et a′ respectivement. Quitte à rétrécir
ces plombages, on a un difféomorphisme fK entre ÛK et Û ′K qui vérifie fK| T K = Id et qui envoie
donc T K ⊂ ÛK sur T K ⊂ Û ′K . Le difféomorphisme fK est alors un difféomorphisme c-conforme
entre les diviseurs exceptionnels symplectiques. Quitte à rétrécir ÛK et Û ′K et à appliquer un
processus de Moser, on peut supposer que fK est un difféomorphisme symplectique c-conforme
entre (ÛK , ω̂K , T K)→ (Û ′K , ω̂′K , T K).

Maintenant, en adaptant directement la démonstration de la proposition 3.1.6 et 3.3.1, il est
clair que π(ÛK) et π′(Û ′K), où π et π′ désignent les application d’éclatement totales pour les
formes ω̂K et ω̂′K respectivement, sont symplectiques c-conforme via f qui est l’extension de
π′ ◦ fK à toute la variété U := π(ÛK)∪ D ( T K , τ) et qui vérifie f(D ( T K , τ)) = D ( T K , τ ′) et
ainsi, D ′( T K , τ) = cD ( T K ,′ ).

3.3.3 Structure de Liouville

Dans cette partie, on montre que le domaine associé à un diviseur exceptionnel symplectique
est un domaine de Liouville.

Proposition 3.3.6. Soit D ( T K ,a) ⊂ C2 le domaine associé à T K où a caractérise une
forme d’aire τ sur T K dans la classe

∑K
i=1 aiei telle que T K est une diviseur exceptionnel

symplectique à croisement normaux.
Alors, le domaine D ( T K ,a) est un domaine de Liouville de C2.

Lemme 3.3.7. Soit (M,ω) une variété symplectique de dimension 4 munie d’une polarisa-
tion Σ = {(Σj , µj) | j = 1 · · · , N} (voir définition 1.2.5) Soient ϕ : (B(a), ωst) ↪→ (M,ω) et
(M̂, ω̂, E, π : M̂\E →M\ϕ(B(a)) l’éclatement symplectique le long de ϕ.

1. Si ϕ(B(a)) ∩ Σ = ∅, on définit

Σ̂ := π∗Σ := {(Σ̂j , µj) | j = 1, · · · , N} ∪ (E,−a).

2. Si ϕ(B(a)) ∩ Σ est un disque de Hopf dans Σj0 , on définit :

Σ̂ := π∗Σ := {(Σ̂j , µj) | j = 1, · · · , N} ∪ (E,µj0 − a).

3. Si ϕ(B(a)) ∩ Σ est la réunion de deux disques de Hopf dans Σj0 ∪ Σj1 , on définit :

Σ̂ := π∗Σ := {(Σ̂j , µj) | j = 1, · · · , N} ∪ (E,µj0 + µj1 − a).
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Alors, Σ̂ est une polarisation de (M̂, ω̂).

Démonstration. Par définition, on a

[ω] =
N∑
j=1

µj PD(Σj).

1. On suppose que ϕ(B(a))∩Σ = ∅. On rappelle que [ω̂] = [π∗ω]− ae où e = PD(E). Donc,

[ω̂] = π∗[ω]− aPD(E) = π∗
N∑
j=1

µj PD(Σj)− ae

=
N∑
j=1

µj PD(π∗Σj)− ae

=
N∑
j=1

µj PD(Σ̂j)− ae.

La dernière égalité provenant du fait que ϕ(B(a)) ∩ Σ = ∅ et que donc le diviseur excep-
tionnel E n’intersecte aucune composante de π∗Σ\E.

2. Maintenant, on suppose que ϕ(B(a)) ∩ Σ est un disque de Hopf dans Σj0 pour un j0 ∈
{1, · · · , N}. Alors, d’après le même argument que précédemment, [ω̂] =

∑
j µj PD(π∗Σj)−

ae, mais à présent [π∗Σj0 ] = [Σ̂j0 ] + [E] (voir la proposition 1.5.5). Donc,

[ω̂] =
N∑
j=1

µj PD(Σ̂j0) + (µj0 − a)e.

3. Finalement, on suppose que l’intersection ϕ(B(a)) ∩ Σ est la réunion de deux disques de
Hopf distincts dans Σj0 ∪ Σj1 . A nouveau,

[ω̂] =
∑
j

µj PD(π∗Σj)− ae

=
N∑
j=1

µj PD(Σ̂j) + (µj0 + µj1 − a)e.

On en conclut que Σ̂ est bien une polarisation de (M̂, ω̂, E, π).

Lemme 3.3.8. Soit ( ̂B(a+ ε), ω̂st,a, E, π : ( ̂B(a+ ε)\E, ω̂st,a)→ (B(a+ ε)\B(a), ωst)) l’écla-
tement symplectique de B(a+ ε) le long de B(a). Alors

1. π∗λst est une forme de Liouville sur ̂B(a+ ε) tempérée le long de E avec résidu a.

2. π∗(λst + bdθ1) est une forme de Liouville sur ̂B(a+ ε) tempérée le long de E ∪ ̂{z = 0}
avec résidu a+ b le long de E et b le long de ̂{z = 0}.

3. π∗(λst + bdθ1 + cdθ2) est une forme de Liouville sur ̂B(a+ ε) tempérée le long de E ∪
̂{z = 0} ∪ ̂{w = 0} avec résidu a+ b+ c le long de E, b le long de ̂{z = 0} et c le long de
̂{w = 0}.
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Démonstration. On rappelle que l’application d’éclatement symplectique est donnée par la com-
posée π = Fa ◦ πC, avec

Fa : B(a+ ε)\B(a) → B(ε)\{0}
(R1, θ1, R2, θ2) 7→ (R1+R2+a

R1+R2
R1, θ1,

R1+R2+a
R1+R2

R2, θ2)

On peut aller plus loin dans la description de π en fixant des coordonnées. En effet, si l’on
considère la carte dans laquelle le diviseur exceptionnel coïncide avec {w = 0} = {R2 = 0} et
̂{z = 0} = {z = 0}, l’éclatement complexe est donné par :

πC,w : (R1, θ1, R2, θ2) 7→ (R1R2, θ1 + θ2, R2, θ2)

et donc l’éclatement symplectique est donné dans cette carte par

πw : (R1, θ1, R2, θ2) 7→
(
R1R2 +R2 + a

R1R2 +R2
R1R2, θ1 + θ2,

R1R2 +R2 + a

R1R2 +R2
R2, θ2

)
=

(
R1

(
R2 + a

1 +R1

)
, θ1 + θ2, R2 + a

1 +R1
, θ2

)
.

Avec, les mêmes calcul, et en inversant les rôles joués par R1 et R2, et θ1 et θ2, on montre
que

πz : (R1, θ1, R2, θ2) 7→
(
R1 + a

1 +R2
, θ1, R2

(
R1 + a

1 +R2

)
, θ1 + θ2

)
lorsqu’on considère la carte dans laquelle le diviseur exceptionnel coïncide avec {z = 0} = {R1 =
0} et ̂{w = 0} = {w = 0}.

1. Alors

π∗wλst = R1R2 +R2 + a

R1R2 +R2
R1R2 dθ1 + (R1R2 +R2 + a) dθ2

= R1R2 +R2 + a

R1R2 +R2
R1R2 dθ1 + (R1R2 +R2) dθ2 + a dθ2

=
(
R2 + a

R1 + 1

)
R1 dθ1 + (R1 + 1)R2 dθ2 + a dθ2

=: βw + a dθ2

où βw est une 1-forme lisse car R1 dθ1 et R2 dθ2 sont lisses. Le même calcul montre que
π∗zλst = βz + a dθ1, où βz est une 1-forme lisse. Ainsi, π∗λst est en effet tempérée le long
de E avec résidu a. Les deux formes βw et βz coïncident bien entendu par changement de
carte.

2. Quand λ = λst+bdθ1, on considère la carte dans laquelle E coincide avec {w = 0}. Alors,
π−1
w ({z = 0}) = {z = 0} et

π∗wλ = π∗wλst + π∗w(bdθ1) = π∗wλst + b( dθ1 + dθ2)
= βw + bdθ1 + (a+ b) dθ2

Encore une fois, les même calculs montrent que π∗z(λst + b dθ1) = βz + (a + b) dθ1. Les
1-formes βz et βw étant toutes deux lisses. Donc λ̂ est tempérée le long de ̂{z = 0} ∪ E
dans ̂B(a+ ε) avec résidu b le long de ̂{z = 0} et résidu a+ b le long de E.



62 CHAPITRE 3. DOMAINE ASSOCIÉ À DES CONTRACTIONS MULTIPLES

3. Finalement, lorsque λ = λst+bdθ1 +cdθ2, on considère les deux cartes de l’éclatement. Si
on considère la carte dans laquelle E coincide avec {w = 0}, alors π−1

w ({z = 0}) = {z = 0}
et

π∗wλ = π∗wλst + π∗w(bdθ1 + cdθ2) = π∗wλst + b( dθ1 + dθ2) + cdθ2

= βw + bdθ1 + (a+ b+ c) dθ2

Donc λ̂ est tempérée le long de ̂{z = 0}∪ ̂{w = 0}∪E dans ̂B(a+ ε) avec résidu b le long
de ̂{z = 0} et avec résidu a+ b+ c le long de E. Via les mêmes calculs, dans la carte où
E coïncide avec {z = 0}, on a π−1

z ({w = 0}) = {w = 0}, et

π∗zλ = βz + cdθ2 + (a+ b+ c) dθ1

et on en conclut que λ̂ est tempérée le long de ̂{z = 0} ∪ ̂{w = 0} ∪E dans ̂B(a+ ε) avec
résidu c le long de ̂{w = 0} et avec résidu a+ b+ c le long de E.

Lemme 3.3.9. Soit (M,ω) une variété symplectique de dimension 4. Soit ϕ : (B(a), ωst) ↪→
(M,ω) et (M̂, ω̂, E, π : M̂\E → M\ϕ(B(a)) l’éclatement symplectique de (M,ω) le long de ϕ.
Soit η une 1-forme lisse sur M̂. Alors, la forme η′ := π∗η, définie sur M\ϕ(B(a)) s’étend en
une forme différentielle η̃ lisse sur M.

De plus, si η est une forme fermée, alors η′ peut être étendue en une forme fermée sur M.

Démonstration. Soit η ∈ Ω1(M̂) une 1-forme lisse. Le poussé en avant η′ = π∗η est une 1-forme
lisse sur ϕ(B(a))c dans M. Puisque π−1 : M\B(a)→ M̂\E s’étend de manière lisse à ∂B(a), on
peut écrire

π∗η =
∑
i

fi dxi

sur Op (∂ϕ(B(a))) ⊂ ϕ(B(a))c, où les fi sont des fonctions lisses sur ϕ(B(a))c pour tout i. Alors,
par extension de fi à la boule ϕ(B(a)), on étend la forme η′ en une forme η̃ définie sur toute la
variété M.

De plus, si η est fermée, alors η′ l’est aussi sur Op (∂ϕ(B(a)), ϕ(B(a))c) et donc exacte car
∂ϕ(B(a)) est difféomorphe à S 3 et que π1(S 3) = 0. Ainsi, η′ = df, où f est une fonction lisse
sur Op (∂ϕ(B(a)), ϕ(B(a))c). En étendant f à la boule, on conclut.

Corollaire 3.3.10 (des lemmes 3.3.8 et 3.3.9). Soit (M,ω,Σ) une variété symplectique po-
larisée. Soit p ∈ M un point qui est l’intersection d’au plus deux composantes de Σ. Soit
ϕ : (B(a), ωst) ↪→ (M,ω) centré en p tel que ϕ−1(Σ) est soit vide, soit {z = 0}, soit {zw = 0}
et soit (M̂, ω̂, E, π : M̂\E →M\ϕ(B(a))) l’éclatement symplectique de (M,ω) le long de ϕ. Soit
λ̂ une forme de Liouville sur M̂\(Σ̂ ∪ E) tempérée le long de Σ̂ ∪ E.

Alors π∗λ̂ définie sur M\ϕ(B(a)) se prolonge en une forme de Liouville sur M\Σ.

Démonstration. Soit Σ := {(Σj , µj) | j = 1, · · · , N} une polarisation de M. Le lemme 3.3.7 nous
assure que Σ̂∪(E,µ) est une polarisation de (M̂, ω̂), où µ est l’un des trois réels donné dans 3.3.7.

Premièrement, on suppose que E n’intersecte pas Σ̂. Alors, d’après le cas 1 du lemme 3.3.8,
la forme π∗λst définie sur ̂B(a+ ε) est poussé en une forme de Liouville sur M̂\Σ par l’injection



3.3. PROPRIÉTÉS DES DOMAINES 63

̂B(a+ ε) ↪→ M̂. On note encore cette forme π∗λst. Celle-ci a résidu −a le long de E. Soit λ̂ une
forme de Liouville tempérée sur M̂\(Σ̂ ∪ E). D’après le lemme 3.3.7, la forme λ̂ a aussi résidu
−a le long de E. Donc, d’après la proposition 1.2.17, il existe une 1-forme β, fermée et lisse, sur
un voisinage de E telle que λ̂ = π∗λst +β. La forme β est en particulier lisse le long de E. Alors,

π∗λ̂ = π∗π
∗λst + π∗β

= λst + π∗β.

De plus, dβ = 0 puisque sur Op (E), λ̂ et π∗λst sont des formes de Liouville pour la même forme
symplectique ω̂, donc d(π∗β) = 0. D’après le lemme 3.3.9, π∗β s’étend en une 1-forme lisse
fermée sur Op (B(a)), et peut s’étendre sur tout M. De plus, puisque π est un difféomorphisme
symplectique entre M̂\E etM\B(a), (π|M̂\E)∗λ̂ est une forme de Liouville surM\B(a), tempérée
le long de Σ = π|M̂\E(Σ̂) avec résidu µj le long de Σj = (π|M̂\E)(Σj).

Deuxièmement, on suppose que E intersecte une autre composante de Σ̂ ω̂-orthogonalement
en unique point p ∈ Σ̂j0 , pour j0 ∈ {1, ·, N}. Ainsi, le résidu le long de E est µ = µj0 − a.
On considère des coordonnées au voisinages de p données par π−1

w (Op (B(a))) et la 1-forme
π∗w(λst − µj0 dθ1). Dans ces coordonnées, E = {w = 0} et Σ̂j0 = {z = 0}. Alors, d’après le
lemme 3.3.8, la forme λ̂|π−1

w (Op (B(a)) et π∗w(λst − µj0 dθ1) sont tempérées et ont même résidus le
long de E et de Σ̂j0 , et à nouveau, on peut écrire

πw∗λ̂ = πw∗π
∗
w(λst − µj0 dθ1) + πw∗β

= λst − µj0 dθ1 + πw∗β.

D’après les mêmes argument que dans le premier cas, on conclut que (π
w|M̂\E)∗λ̂ est une forme

de Liouville tempérée sur M\ϕ(B(a)) qui s’étend en une forme de Liouville tempérée coincidant
avec λst−µj0 dθ1 dans ϕ(B(a)) et donc en une forme de Liouville tempérée sur toutM avec pour
résidus µj0 le long de Σj0 = πw(Σ̂j0)∪D, où D est le disque de Hopf tel que ϕ−1(D) = {z = 0}.

Finalement, supposons que E intersecte deux autres composantes Σ̂j0 et Σ̂j1 de Σ̂, chacune
en un unique point. Ainsi, le résidus le long de E est µ = µj0 + µj1 − a. Alors, on a deux
systèmes de coordonnées à considérer donnés par π−1

w (Op (B(a))) et π−1
z (Op (B(a))). Dans les

coordonnées π−1
w (Op (B(a))) on considère la forme π∗w(λst−µj0 dθ1−µj1 dθ2). Dans cette carte,

E = {w = 0} et Σ̂j0 = {z = 0} tandis que Σ̂j1 est envoyé à l’infini. D’après les lemmes 3.3.7
3.3.8, les formes λ̂ et π∗w(λst−µj0 dθ1−µj1 dθ2) sont tempérées avec les mêmes résidus le long de
E et Σ̂j0 , et πw∗λ̂ = λst − µj0 dθ1 − µj1 dθ2 + πw∗β. Dans le système de coordonnées donné par
π−1
z (Op (B(a))) on considère π∗z(λst − µj0 dθ1 − µj1 dθ2) et on a E = {z = 0} et Σ̂j1 = {w = 0}

tandis que cette fois Σ̂j0 est envoyée à l’infini. Les même calculs que dans l’autre carte montrent
que πz∗λ̂ = λst − µj0 dθ1 − µj1 dθ2 + πz∗β. A nouveau, en utilisante le lemme 3.3.9, on peut
étendre πw∗β et πz∗β en une 1-forme lisse fermée lisse sur tout M et on conclut via les mêmes
arguments que dans le cas précédent.

Démonstration de la proposition 3.3.6. Soit ( Ĉ2
K , ω̂K , T K = (SKi )) un éclatement itéré de

(C2, ωst) tel que [ω̂] = −
∑K
i=1 aiei. On note τ := ω̂K| T K . Comme la classe d’homologie de
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SKi s’écrit
[SKi ] = [Ei]−

∑
j 6=i

([Ej ] · [SKi ])[Ej ],

où [Ej ] · [SKi ] ∈ {0, 1} (proposition 1.5.7), on peut réécrire

[ω̂K ] = −
K∑
i=1

µi PD(SKi ), µi > 0,∀ i ∈ {1, · · · ,K}.

Ainsi, {(SKi ,−µi), i = 1, · · · ,K} est clairement une polarisation symplectique de ( Ĉ2
K , ω̂K). Il

existe donc une forme de Liouville λ̂K sur Ĉ2
K\ T K , tempérée le long de T K , avec résidu −µi

le long de SKi .

En appliquant le corollaire 3.3.10 à chaque contraction de T K , on montre que la forme π∗λ̂K
définie sur M\D ( T K , τ) s’étend en une forme de Liouville λ sur C2. De plus, comme Xλ̂K

pointe vers l’extérieur de T K dans Ĉ2
K , le champ de vecteur Xλ pointe vers l’extérieur de

D ( T K , τ).

3.3.4 Empilement maximal de boules

Lemme 3.3.11. Soit (B(a), ωst) une boule symplectique et soient D1 = {z = 0} et D2 =
{w = 0} deux disques de B(a). Alors il existe un plongement symplectique de (B(a), ωst) dans
le complément de D1 ∪D2.

Démonstration. C’est un corollaire de la proposition 1.2.13 via un argument expliqué dans [Ops14b],
proposition 4.2, auquel nous renvoyons.

Proposition 3.3.12. Soit T K un diviseur exceptionnel symplectique à croisement normaux et
soit a = (a1, · · · , aK) une suite T K-adaptée caractérisant une forme d’aire τ sur T K (voir
remarque 3.2.2 caractérisant les domaines D ( T K ,a)). Soit D ( T K ,a) le domaine associé à
T K et a. Alors, le domaine D ( T K ,a) contient la réunion disjointe des boules B(ai), i ∈
{1, · · · ,K}.

Démonstration. Soit (XK , T K) un éclatement itéré de C2 et soit ωK une forme symplectique
sur XK telle que T K est un diviseur exceptionnel symplectique à croisements normaux telle
que ωK| T K = τ. On raisonne par récurrence sur la construction des ensembles successifs DK−i
impliquée dans celle de D ( T K ,a).

Initialisation : La première étape de la construction de D ( T K ,a) est l’ensemble DK−1 =
ϕK(B(aK)), où ϕK : (B(aK), ωst) ↪→ (XK−1, ωK−1) est le plongement symplectique asso-
cié à la contraction symplectique de (XK , ωK , EK). Il est donc évident que DK−1 contient
B(aK). De plus, T K−1 intersecte DK−1 selon un ou deux disques de Hopf orthogonaux, donc
le lemme 3.3.11, fournit un plongement de B(aK) dans DK−1\ T K−1.

Hérédité : Soit i ∈ {1, · · · ,K}. On suppose que DK−j\ T K−j , (qui correspond à la j-ème
étape de la construction de D ( T K ,a),) contient l’union disjointe des boules symplectiques
B(aK), · · · , B(aK−j+1). La j + 1-ème étape de la construction de D ( T K ,a) donne

DK−j−1 = πωK−j,K−j−1(DK−j\EK−j) ∪ ϕK−j(B(aK−j)).
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Puisque πωK−j,K−j−1 est un symplectomorphisme de EcK−j sur ϕK−j(B(aK−j))c, l’ensemble
πωK−j,K−j−1(DK−j\EK−j)\ T K−j−1 contient

⊔j−1
i=0 ϕK−i(B(aK−i)). Donc, par définition de

DK−j−1, il contient cette réunion disjointe à laquelle on adjoint ϕK−j(B(aK−j)). Enfin, en ap-
pliquant le lemme 3.3.11, on conclut comme dans l’étape d’initialisation que DK−j−1\ T K−j−1

contient
⊔j
i=0 ϕK−i(B(aK−i)).

3.4 Caractérisation par empilement

Dans cette partie on montre que dans le cas des variétésM ∈ C ∗, le plongement d’un domaine
D ( T K ,a) est équivalent au plongement d’une certaine union disjointe de boules symplectiques.

Proposition 3.4.1. Soit D ( T K ,a) ⊂ (C2, ωst) le domaine associé à un diviseur exceptionnel
symplectique muni d’une forme d’aire τ. Soient B(a1), · · · , B(aK), les boules symplectique donnée
par la proposition 3.3.12. Soit (M,ω) une variété symplectique de la classe C ∗.

Si (
⊔K
i=1(B(ai), ωst) ↪→ (M,ω), alors (D ( T K ,a), ωst) ↪→ (M,ω).

Démonstration. Soit (M,ω) une variété de la classe C ∗ qui contient un empilement de K boules
de tailles (ai). Soit δ � 1. Il existe un plongement ϕ : δD ( T K ,a) ↪→ (M,ω) puisque D ( T K ,a)
est un domaine borné de C2. On a un difféomorphisme symplectique entre

(δPSDB( T K , ε)\ T K) ⊂ ( Ĉ2, ω̂st,K) et (Op (δD ( T K ,a), C2)\δD ( T K ,a), ωst)

(remarque 3.3.2). On définit alors

(Mϕ, ωϕ) := (M\δD ( T K ,a), ω)
⋃
ϕ◦π

(PSDB( T K , ε), δ ωst).

La variété ainsi construite est difféomorphe à (M̂K , T K). On note encore π la projection de Mϕ

sur M.

Soit la classe d’homologie A := PD([π∗ω])−
∑K
i=1 ai[Ei]. Par hypothèse, on a un empilement

de (M,ω) par les boules disjointes B(ai), i ∈ {1, · · · ,K}. Donc A satisfait A2 > 0, puisque

A2 = Volω(M)−
K∑
i=1

a2
i = Vol(M\

K⊔
i=1

B(ai)) > 0.

De plus,

[ωϕ](A) = ([π∗ω]−
K∑
i=1

δaiei)(A) = Volω(M)− δ
K∑
i=1

a2
i > 0.

Donc, d’après Li-Liu [LL95], il existe q0 > 0, tel que pour tout q > q0, la classe qA vérifie
Gr(qA) 6= 0. De plus, la classe satisfait A · E ≥ 0, pour toute sphère exceptionnelle E plongée
symplectiquement. En effet, si Ω est une forme symplectique sur M̂K , notons E(Ω) l’ensemble
des classes de H2(M̂K) représentée par une sphère exceptionnelle Ω-symplectique plongée. La
théorie des courbes pseudo-holomorphes en dimension 4 garantit que E(Ω) est invariant par
déformation symplectique de Ω. D’après le corollaire 2.2.10, on obtient donc E(ωϕ) = E(ω̂K,a).
Or, pour tout E ∈ E(ω̂K,a), on a 0 < ω̂K,a(E) = PD(A)[E] = A · [E]. Donc A ·E > 0 pour tout
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E ∈ E(ωϕ). Finalement, puisque chaque composante de T K représente une classe d’homologie
de la forme

[SKi ] = [Ei]−
∑
j 6=i

([SKi ] · [Ej ])[Ej ]

on a

A · [SKi ] = ( PD([π∗ω])−
K∑
i=1

ai[Ei]) · [SKi ]

= 0 + (ai −
∑
j 6=i

([SKi ] · [Ej ])aj)

= 1
δ

(0 + (δai −
∑
j 6=i

([SKi ] · [Ej ])δaj)

= 1
δ
ωϕ(SKi ).

Cette quantité est bien strictement positive puisque, SKi est une courbe symplectique dans
(Mϕ, ωϕ), par définition de T K . Ainsi, toujours d’après [LL95], la classe qA est représentée
par une courbe J-holomorphe dans Mϕ pour toute structure presque complexe ωϕ-compatible
générique. D’après les résultats de compacités des courbes holomorphes [Gro85], cette classe est
aussi Jϕ-représentée par une courbe éventuellement nodale, dont la décomposition en composante
irréductible s’écrit

C ∪

(⋃
i∈I

SKi

)
où I est une partie de {1, · · · ,K}, et C est une courbe plongée qui intersecte T K positivement et
transversalement (et donc, une petite perturbation de C intersecte T K ωϕ-orthogonalement). Le
procédé d’inflation singulière le long de la classe qA (théorème 1.4.5) donne alors une famille de
formes symplectiques ωϕ,t dans la classe ωϕ+tPD(qA) pour laquelle T K reste ωϕ,t-symplectique
à croisements normaux. En effet, C ∪ (

⋃
i∈I S

K
i ) reste symplectique le long de l’inflation (théo-

rème 1.4.5, point 2) et puisque C et les SKi , i ∈ I intersectent les SKj , j ∈ Ic ωϕ-orthogonalement,
les SKj restent symplectiques pour j ∈ Ic le long de l’inflation (théorème 1.4.5, point 4) et donc
T K = (SKi )i∈I∪Ic reste symplectique à croisements normaux le long de l’inflation. Cette inflation
est réalisable pour t ∈ [0, κ] et puisque A · [SKi ] > 0, pour tout i ∈ {1, · · · ,K}, κ = +∞. En
divisant la famille de formes par (1 + tq) comme dans la démonstration de 1.4.3, on obtient une
famille de formes symplectiques dans la classe

[π∗ω]− δ + tqα

1 + tq

K∑
i=1

aiei

et pour t� 1, on a un plongement du domaine (1− η)D ( T K ,a) dans (M,ω) pour η � 1.



Chapitre 4

Démonstrations des théorèmes

Dans ce chapitre, on démontre le théorème I. Pour cela on le scinde en deux parties. Dans
la première partie on montre comment associer un domaine symplectique à une singularité algé-
brique tandis que dans la deuxième partie on montre le chemin inverse.

Dans toute cette partie on note a(S) = (a1, · · · , aK), la suite associée à une singularité
algébrique plane S telle que [Ŝ] = −

∑K
i=1 ai[Ei]. Si T K = (SKi )Ki=1 désigne un diviseur excep-

tionnel dans Ĉ2
K , on note b(a) = (b1(a), · · · , bK(a)) la suite des aires des composantes de T K

relativement à −
∑K
i=1 aiei. On rappelle que dans ce cas

bi(a) = [Ŝ] · [SKi ] =

− K∑
j=1

ajej

 [SKi ] = ai −
∑
j 6=i

([Ej ] · [SKi ])aj

Remarque 4.0.1. La formule ci-dessus montre que la suite des aires b(a) est une fonction
linéaire de a.

4.1 Domaine associé à une singularité

Lemme 4.1.1. Soit S une singularité algébrique plane isolée et Ŝ sa résolution minimale dans
( Ĉ2

K , T K = (SKi )Ki=1). On note [Ŝ] = −
∑K
i=1 ai[Ei] ∈ H2( Ĉ2

K , Z ). On note ω̂stK la forme
obtenue par éclatement sur Ĉ2 dans la classe −

∑K
i=1 aiei. La suite a n’est pas nécessairement

T K-adaptée mais il existe des εi ∈ Q+ arbitrairement petits, tels que (a1 + ε1, · · · , aK + εK) est
T K-adaptée. En fait, n’importe quelle suite εn de suite T K-adaptée tendant vers 0 convient.

Démonstration. On rappelle qu’on note SKi les composantes de T K qui sont les transformées
strictes du i-ème diviseur exceptionnel et qu’une suite a = (a1, · · · , aK) est T K-adaptée si et
seulement si 0 < bi(a) pour tout i ∈ {1, · · · ,K}. Puisque Ŝ et SKi sont holomorphes, on a
bi(a) ≥ 0 mais il se peut que certains bi(a) soient nuls, de sorte que a n’est pas T K-adaptée.
Or, on a vu dans la preuve de la proposition 3.4.1 que

bi(a) = ai −
∑
j 6=i

([Ej ] · [SKi ])aj .

67
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Ainsi, la suite b(a = (b1(a), · · · , bK(a)) s’écrit Ma où M est triangulaire supérieure avec des 1
sur la diagonale et des termes négatifs au-dessus. Notons que a′ est T K-adaptée si et seulement si
Ma′ est une suite strictement positive. Maintenant, si ε est T K-adaptée,Ma est positive etMε
est strictement positive, donc M(a+ ε) est strictement positive et donc a+ ε est T K-adaptée.

Il reste à démontrer, pour compléter la preuve, l’existence d’une suite ε > 0 T K-adaptée.
PuisqueM est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale et ses autres coefficients négatifs,
son inverse M−1 est une matrice positive. Si δ est une suite strictement positive, M−1δ est donc
strictement positive et T K-adaptée.

Définition 4.1.2. Soient S une singularité algébrique plane isolée, Ŝ sa résolution dans ( Ĉ2
K , T K).

On pose

[Ŝ] = −
K∑
i=1

ai[Ei] ∈ H2( Ĉ2
K , Z ).

Si a = (a1, · · · , aK) est T K-adaptée, on pose

D n(S) := D (S) := D ( T K ,a).

(On rappelle que D ( T K ,a) à été défini dans la partie 3.2). Sinon, soit εn ∈ QK T K-adaptée
avec εn → (0, · · · , 0) telle que a+ εn est T K-adaptée et

D n(S) := D ( T K ,a+ εn).

On énonce la première implication du I comme suit :

Proposition 4.1.3. Soient S une singularité en (0, 0) ∈ C2 et d ∈ N>0. Soit (M,ω) une variété
symplectique entière ([ω] ∈ H2(M,Z)) et soit C ⊂ (M,ω) une courbe symplectique Poincaré duale
à d[ω], réalisant S en p ∈M. Soit (M̂K , T K , π) l’éclatement complexe itéré de (M,ω) résolvant
C et soit ĈK ∈ [π∗C]−

∑K
i=1 ai[Ei] la résolution de C. Alors, pour N � 1, αD N (S) se plonge

symplectiquement dans M pour tout :
1. α < 1/d si [Ĉ]2 ≥ 0.
2. α < Aω(C)

|[Ĉ]2|+dAω(C)
, si [Ĉ]2 < 0.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que a est T K-adaptée.

Soit π : (M̂K , ĴK , T K)→ (M,J, p), un éclatement complexe itéré deM, qui résout S. D’après
la proposition 2.0.4, pour toute suite T K-adaptée δ := (δ1, · · · , δK) � 1, il existe une forme
symplectique ω̂K,δ dans la classe [π∗ω] −

∑K
i=1 δiei telle que T K est un diviseur exceptionnel

symplectique à croisements normaux et il existe une courbe symplectique lisse C̃ homologue à la
résolution ĈK de C dont les intersections avec T K sont ω̂K,δ-orthogonales. On rappelle que

[ĈK ] = [π∗C]−
K∑
i=1

ai[Ei].

Puisque C̃ est une courbe symplectique lisse dans (M̂K , ω̂K,δ), le procédé d’inflation classique
de Lalonde-McDuff 1.4.1 fournit une famille à 1-paramètre de formes symplectique ω̂K,t dans la
classe

[ω̂K,δ] + tPD([C̃]), t ∈ [0, κ[.
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Puisque C ∈ PD([dω]) :

[ω̂K,t] = (1 + td)[π∗ω]−
K∑
i=1

(δi + tai)ei.

De plus, puisque T K intersecte C̃ ω̂K,δ-orthogonalement, la remarque 1.4.2 assure que T K

reste un diviseur exceptionnel symplectiques à croisements normaux au cours de l’inflation. En
divisant ω̂K,t par (1 + td), on obtient une forme symplectique ω̂′K,t dans la classe

[ω̂′K,t] = [π∗ω]−
K∑
i=1

δi + tai
1 + td

ei

pour laquelle T K reste symplectique à croisements normaux pour tout t ∈ [0, κ[. La propo-
sition 3.1.8 fournit donc une structure symplectique ωt sur M dans la classe π∗[ω̂K,t] = [ω]
pour tout t ∈ [0, κ[. D’après le théorème de stabilité de Moser, toutes ces formes sont donc
symplectomorphes.

D’après 1.4.1, il y a deux cas à étudier :
1. Si [ĈK ]2 ≥ 0, alors on peut enfler le long de C̃ pour tout t > 0 (κ = +∞). Dans ce cas,

pour T � 1,
δi + Tai
1 + Td

= δi/T + ai
1/T + d

(
∼ ai

d

)
.

On obtient donc une forme symplectique ω̂K,T pour laquelle le domaine (1/T+d)−1D ( T K ,aT )
se plonge symplectiquement dans (M,ωT ) ≈ (M,ω), où aT = (δ1/T+a1, · · · , δK/T+aK).
Puisque la suite a est T K-adaptée, il en est de même pour la suite δi = εai. En prenant
cette suite pour ε � 1, aT = a(1 + ε/T ). D’après la proposition 3.3.5, ε+T

1+dT D ( T K ,a)
se plonge dans (M,ω). Si α < 1/d, ε+T

1+dT > α pour T � 1, donc αD ( T K ,a) se plonge
dans (M,ω).

2. Si [ĈK ]2 < 0, on peut alors enfler le long de C̃ pour tout t < κ = Aω̂K,δ(C̃)/|[C̃]2|. Ici,
Aω̂K,δ (C̃) = Aω(C)−

∑K
i=1 δ

2
i et [C̃]2 = [ĈK ]2. Donc

κ =
Aω(C)−

∑K
i=1 δ

2
i

|[ĈK ]2|
.

Alors,

[ω̂′K,κ] = [π∗ω]−
K∑
i=1

δi + κai
1 + κd

ei.

Donc, il existe un plongement du domaine ακD ( T K ,aκ) dans (M,ωκ) ≈ (M,ω) où
ακ = (1 + κd)−1 et aκ = (δ1 + κa1, · · · , δK + κaK). En prenant δi = εai pour ε � 1,
aκ = (ε+ κ)a. D’après la proposition 3.3.5, ε+κ

1+κd D ( T K ,a) se plonge dans (M,ω). Or

ε+ κ

1 + κd
=
Aω̂K,δ(C̃) + |[ĈK ]2|ε
|[ĈK ]2|+Aω̂K,δ(C̃)d

,

et Aω̂K,δ(C̃) = Aω(C)− ε2∑K
i=1 a

2
i . Si α <

Aω(C)
|[Ĉ]2|+dAω(C)

, pour ε suffisamment petit, on a
alors α < ε+κ

1+κd et donc αD ( T K ,a) se plonge dans (M,ω).
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Si a n’est pas T K-adaptée.

Choisissons une suite T K-adaptée ε. On pose a′
n := a + ε/n, de sorte que a′

n est T K-
adaptée. On souhaite montrer que αD ( T K ,a′

n) se plonge dans (M,ω). Pour α < 1/d ou
Aω(C)/(dAω(C)+|[ĈK ]2|), on a vu ci-dessus qu’il existe t0 < κ (κ = +∞ ou κ = Aω̂K,δ (C̃)/|[ĈK ]2|,
respectivement) tel que t0

1+t0d > α. La remarque cruciale est que κ ne dépend pas du choix de
δ suffisamment petit. On peut donc prendre δ = t0ε/n. L’inflation jusqu’à t0 donne alors une
forme sur l’éclatement dans la classe

[π∗ω]− t0
1 + t0d

K∑
i=1

a′i,nei.

On conclut comme ci-dessus.

4.2 Singularité de Donaldson associée à un domaine

Dans cette partie, après avoir expliqué ce qu’est la singularité S⊗k, on démontre la seconde
implication du théorème I.

4.2.1 Définition de S⊗N

Soit S ⊂ (C2, 0) et soit T K ⊂ ( Ĉ2
K , T K) → (C2, 0). Soient Ŝ le germe de la résolution

algébrique de S qui intersecte T K transversalement et Ĉ une réalisation de Ŝ.
Notons {p1, · · · , pk} = Ĉ ∩ T K et soient

fi,j : (Op (pi), T K
pi)→ (Op (pi), T K

pi), (i, j) ∈ {1, · · · , k} × {1, · · · , N},

des biholomorphismes locaux tels que fi,j(pi) 6= pi. Quitte à rétrécir les voisinages Op (pi), on
peut supposer que Op (pi) ∩ Op (pi′) = ∅, dès que i 6= i′. On définit Ĉ⊗N =

⊔
i,j fi,j(Ĉ) et S⊗N

est alors la singularité
[
π
(
Ĉ⊗N

)]
.

Remarque 4.2.1. La singularité S⊗N dépend des fi,j choisis dans la catégorie algébrique. Deux
courbes du type C⊗N (fi,j) ne représentent pas nécessairement la même singularité.

Par exemple, si S est une singularité dont la résolution est donnée par un seul éclatement dont
la transformée stricte est Ŝ = {w = 0} et soit Ŝ⊗4 obtenue par le procédé décrit précédemment.
Alors il n’existe pas forcément de biholomorphisme entre 2 telles singularités.

En effet, dans cet exemple S⊗4 est une singularité étoilée à 4 branches. Notons C⊗4(fi,j) et
C⊗4(f ′i,j) deux réalisations de S⊗4. Supposons que trois branches sont les mêmes sur ces deux
réalisations et que la quatrième est différente (voir figure 4.1). Alors, il n’existe pas de biholo-
morphisme ϕ : (Op (0, C2), 0) → (Op (0, C2), 0), envoyant C⊗4(fi,j) sur C⊗4(f ′i,j). Si un tel
biholomorphisme existait, alors il remonterait en un biholomorphisme de ϕ̃ : (Op (E, Ĉ

2
), E)→

(Op (E, Ĉ2), E) fixant trois points de E ∼= CP 1. Or un tel biholomorphisme se restreint en
un biholomorphisme de CP 1 fixant trois points et donc est l’identité sur CP 1. Cependant, la
réalisabilité symplectique de toutes ces singularités C⊗N (fi,j) sont équivalentes.
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Figure 4.1 – Deux singularités étoilées holomorphiquement différentes.

Tout ce travail porte sur la réalisabilité des singularités algébriques et on aurait pu dès le
début considérer l’espace quotient des singularités suivant :

{S des singularités algébriques planes isolées}/ ∼

où S ∼ S ′ si et seulement si pour toute variété (M,ω), pour tout A ∈ H2(M, Z ), S est réalisable
symplectiquement dans la classe A si et seulement si S ′ l’est aussi. Dans ce cadre, la réalisabilité
symplectique de S⊗N ne dépend pas des fij choisis.

4.2.2 Singularité de Donaldson

Définition 4.2.2. Soit T K un diviseur symplectique à croisements normaux dans (M̂K , ω̂K)
avec ω̂K entière. Une singularité de Donaldson est une singularité obtenue en contractant algé-
briquement une courbe symplectique C ⊂ M̂K construite par la méthode de Donaldson 1.3.6.

On énonce la seconde implication du théorème I comme suit :

Proposition 4.2.3. Soit (M,ω) une variété symplectique de dimension 4 dans laquelle se plonge
αD N (S), α ∈ Q+∗, N � 1. Alors, pour tout q � 1, q ∈ αN∩N , il existe une courbe symplectique
C ⊂ (M,ω) Poincaré duale à qω qui réalise S⊗qα.

Démonstration. On a vu lors de la démonstration de la proposition 4.1.3 que deux types de
domaines peuvent apparaitre. Si a(S) est T K adaptée, alors D N (S) = D (S) = D ( T K ,a). Si
a(S) n’est pas T K-adaptée, alors D N (S) = D ( T K ,a+ εN ) où εn ∈ (Q+)n est T K-adaptée
pour tout n ∈ N et εn → 0.

Soit T K = (SKi )Ki= le diviseur exceptionnel singulier associé à la résolution de S et soit
a = (a1, · · · , aK) la suite T K-adaptée associée au plongement de D (de type D ( T K ,a) ou
D = D ( T K ,an) suivant le cas que l’on détaille plus tard). D’après la remarque 3.3.2, on a un
symplectomorphisme

ϕ : (Op (αD )\αD , ω)→ (Op ( T K)\ T K , α(a+ εN )).

On définit alors
(Mϕ, ωϕ) := (M\αD , ω)

⋃
(Op ( T K), α(a+ εN )).
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La variété Mϕ est difféomorphe à M̂K et est munie d’une forme symplectique ω̂α(a+εN ) dans la
classe

[π∗ω]− α
K∑
i=1

(ai + εi,N )ei ∈ H2(Mϕ,Q).

La construction de Donaldson 1.3.6 nous fournit une courbe symplectique ĈN dans la classe
qN PD(ω̂α(a+εN )), pour tout qN � 1, qN ∈ (α−1 N ) ∩ N . Cette courbe est donc dans la classe

[Ĉ] = qN PD(π∗ω)− qNα
K∑
i=1

(ai + εi,N )[Ei]

et intersecte la composante SKi en [Ĉ] · [SKi ] = qN ω̂α(a+εN )(SKi ) points distincts pour tout
i ∈ {1, · · · ,K}. Or, chaque [SKi ] s’écrit

[SKi ] = [Ei]−
∑
j 6=i

([Ej ] · [SKi ])[Ej ],

et le nombre d’intersections se réécrit donc

qN [ω̂α(a+εN )](SKi ) = qNα(ai + εi,N −
∑
j 6=i

([Ej ] · [SKi ])(aj + εj,N )) =: qNα(bi(a) + bi(εN )).

Puisque qN ∈ (α−1 N )∩ N , ces nombres sont bien des nombres entiers positifs, et puisque a+εN
est T K-adaptée, il sont non-nuls. On a deux cas à étudier.

Premièrement, a est T K-adaptée.

Dans ce cas, on a εn = 0, qN = q et ĈN = Ĉ. Au voisinage de chaque point d’intersection
de Ĉ avec T K , la courbe Ĉ réalise [{z = 0}]. Donc en adoptant les notations établies au début
de la partie 4.2.1, Ĉ est de la forme Ĉ⊗αq(fi,j). Ainsi, en contractant (M̂K , ω̂αa), on obtient une
courbe J-holomorphe dans la classe

π∗(qPD(π∗ω)− qα
K∑
i=1

ai[Ei]) = qPD(ω)

qui réalise la singularité S⊗qα en p ∈ (M,ω).
Deuxièmement, a n’est pas T K-adaptée.

Dans ce cas, la contraction de ĈN nous fournit une courbe CN dans la classe qN PD(ω)
réalisant la singularité S ′. Celle-ci s’écrit S ′ = S⊗qNα ∪RN . La singularité S := S⊗qNα vérifie

Ŝ · [Ei] = qαai et Ŝ · [SKi ] = qNαbi(a)

tandis que la singularité RN vérifie [R̂N ] · [SKi ] = qNαbi(εN ) points distincts.
Soit ϕ : (B(δ), ωst)→ (M,ω) une boule de taille δ > 0 centrée en 0. On note

CS ∪ CRN := ϕ∗CN

où CS est la composante de la courbe ϕ∗CN réalisant la singularité S en 0 et CRN la compo-
sante de ϕ∗CN réalisant RN en 0. On suppose de plus que dans la boule B(δ) on a distance
d(CS , CRN ) > ζ0.
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Fait 4.2.4. Il existe V ∈ T0 C2 tel que pour presque tout ζ > 0, la translation
→
T ζV (CRN ) 63 {0}

et intersecte CS transversalement.

Soit χ : [0, δ2]→ ([0, 1] une fonction telle que χ = 1 sur [0, δ2/4] et χ = 0 sur Op ({δ2}). On
pose H = χ〈JV, ·〉 et C ′ = ϕηH(CRN ) ∪ CS , pour ζ � ζ0. Alors,

C ′ ∩ Op ({0}) = CS ∩ Op ({0}), ϕζH(CRN ) ∩ CS ∩B(δ/2) = ∅ et ϕζH(CRN ) ∩ CS ⊂ B(δ).

Si on a des intersections dans B(δ/2), puisque ϕζH(CRN ) = CRN + ζV, ce sont des intersections
transverses, et puisque ϕζH(CRN ) et CS sont holomorphes, ces intersections sont positives. On
peut donc résoudre symplectiquement ces intersections tandis que dans B(δ)\B(δ/2), puisqu’on
a choisit δ de sorte que d(CS , CRN ) > ζ0, les courbes CS et ϕζH(CRN ) ne s’intersectent pas. On
note encore C ′ la courbe dont on a résolut les intersections dans B(δ/2).

Enfin, on obtient une courbe C̃ ′ = (CN\B) ∪ (ϕ∗C ′) ⊂ (M,ω) qui réalise la singularité S en
p ∈ (M,ω) et qui représente la classe qα

α PD(ω) = qPD(ω) comme annoncé.
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Chapitre 5

Exemples de correspondances

Dans cette partie, on donne quelques exemples de correspondances diviseur exceptionnel
symplectique-domaine et singularité-domaine.

5.1 Correspondances diviseur-domaine

Dans cette partie on se concentre sur les correspondances entre arbres symplectiques et do-
maines symplectiques. D’après le théorème 3.3.1, il suffit d’étudier ces correspondances pour un
arbre symplectique T K contenu dans un éclatement symplectique itéré Ĉ2

K de C2 et le domaine
dans C2 obtenu par contraction de celui-ci.

Avant de donner des exemples concret, on explique ce qu’il advient d’un ellipsoide intersecté le
long d’un axe par un diviseur exceptionnel lorsque qu’on contracte symplectiquement ce dernier.

5.1.1 Du diviseur au domaine

Lemme 5.1.1 ([Ops14a]). Soit (M,ω) une variété symplectique de dimension 4 contenant une
boule symplectique B(a), et soit π : (M̂\E, ω̂ ∈ [π∗ω]−aPD(E))→ (M\B(a), ω) son éclatement
le long de B(a). On suppose que M̂ contient un ellipsoide E (b, c) qui intersecte E le long de
l’axe d’aire b (donc b < a).

Alors il existe un plongement symplectique du domaine B(a)∪ E (b, c+ a) ⊂ C2 dans M. On
insiste bien sur le fait qu’il s’agit de la réunion de la boule et de l’ellipsoide centrés en (0, 0) ∈ C2.
L’union n’est donc pas disjointe.

Démonstration. On renvoie à [Ops14a] lemme A.4 pour la démonstration de ce résultat.

Le premier exemple est une application au problème de plongement d’un ellipsoide dans une
variété symplectique.

Exemple 5.1.2. Soit K = 3 et soit ( Ĉ23, T 3) un éclatement itéré de C2 associé à l’arbre
T K = (S3

1 , S
3
2 , S

3
3) dont les composantes sont dans les classes

[S3
1 ] = [E1]− [E2]− [E3], [S3

2 ] = [E2]− [E3] et [S3
3 ] = [E3].
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Soit a = (a1, a2, a3) une suite T 3-adaptée. Alors, le domaine D ( T 3,a) associé est

D ( T 3,a) = B(a1) ∪ E (a1 + a2, a2) ∪ E (a1 + a3, a2 + a3).

On montre plus tard (exemple 5.2.3) que ce diviseur exceptionnel singulier est associé à un
(2,3)-cusp ou un multi-(2,3)-cusps.

Démonstration. On rappelle que les différentes étapes de la construction de D ( T 3,a) sont
— D 2 = B(a3) ⊂ Ĉ2,
— D 1 = B(a2) ∪ πω2,1(B(a3)\E2),
— D ( T 3,a) = D 0 = B(a1) ∪ πω1,0(D 2\E2)

La première étape de construction du domaine est évidente par définition de la contraction
symplectique. On rappelle aussi que le diviseur T 2 intersecte D 2 le long d’une union de disque
de Hopf de B(a3). Or, puisque [S3

1 ] · [S3
3 ] = [S3

2 ] · [S3
3 ] = 1, d’après le lemme 3.1.5, T 2 intersecte

B(a3) le long de deux disque de Hopf qu’on peut choisir orthogonaux. Enfin, les composantes de
T 2 représentent les classes

[S2
1 ] = π3,2∗[S3

1 ] = [E1]− [E2] et [S2
2 ] = π3,2∗[S3

2 ] = [E2].

De plus, la forme symplectique ω̂(a1,a2) représente la classe

[ω̂(a1,a2)] = [π∗2,0ω]− a1e1 − a2e2

et ω̂(a1,a2)(E2) = a2.

La seconde étape de construction du domaine est la contraction symplectique le long de E2.
D’après la première étape, cette sphère intersecte la boule B(a3) = E (a3, a3) le long d’un disque
de Hopf, disons {w = 0}. D’après le lemme 5.1.1, le domaine obtenu après contraction est

D 1 = B(a2) ∪ E (a3, a2 + a3).

D’après le lemme 3.1.5, l’image par πω2,1 de S2
1 est une courbe symplectique intersectant B(a2)

le long d’un disque de Hopf et représentant la classe

[S1
1 ] = π2,1∗[S2

1 ] = π2,1∗([E1]− [E2]) = [E1].

De plus, puisque S2
1 intersecte B(a3) le long d’un disque de Hopf orthogonal à E2, l’image de

celui-ci par π2,1 est un anneau D(a3)\D(a2) contenu dans l’axe d’aire a2 + a3 de E (a3, a2 + a3).
Ainsi, le diviseur exceptionnel E1 intersecte D 1 le long de l’axe d’aire a2 + a3 de E (a3, a2 + a3).
Enfin, la classe de π2,1∗ω̂(a1,a2) = ω̂a1 est donnée par [π∗1,0ω]− a1e1 et donc ω̂a1(E1) = a1.

La dernière étape de construction du domaine est la contraction symplectique le long de
E1. Or, on a vu que cette sphère intersecte B(a2) ∪ E (a3, a2 + a3) le long de l’axe vertical du
E (a3, a2 + a3). Le lemme 5.1.1 nous fournit alors le domaine

D 0 = B(a1) ∪ E (a1 + a2, a2) ∪ E (a1 + a3, a2 + a3).

E3

E2 − E3 E1 − E2 − E3

Lemme 3.1.5
E2

B(a3)

E1 − E2
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Lemmes 3.1.5 & 5.1.1

E1

E (a3, a3 + a2)

B(a2) Lemme 5.1.1

B(a3)
E (a2, a2 + a1)

E (a3 + a2, a3 + a1)

Si la suite T 3-adaptée a est choisie telle que a = (2a + ε1, a + ε2, a + ε), alors le domaine
D ( T 3,a) est simplement un voisinage de l’ellipsoide a E (3, 2). Ainsi, une variété symplectique
dont l’éclatement peut-être muni d’un arbre symplectique T 3 avec une telle suite a T 3-adaptée
admet un plongement de l’ellipsoide a E (3, 2).

L’exemple suivant montre qu’on peut associer un domaine torique concave à toute chaîne de
sphères symplectiques.

Définition 5.1.3. On dit qu’un diviseur exceptionnel symplectique est une chaîne de sphères si
chacune de ses composantes intersecte au plus deux autres composantes de celui-ci et exactement
deux de ses composantes n’en intersectent qu’une seule autre chacune.

Il est clair que :

Lemme 5.1.4. Si T K est une chaîne de sphères, alors pour tout k ∈ {1, · · · ,K}, l’image de
T K par k contractions successives est encore une chaîne de sphère.

Définition 5.1.5. Un domaine torique concave est un domaine torique D Ω où Ω est une région
fermée du premier quadrant bornée par les axes et le graphe d’une fonction convexe f : (0, a)→
(0, b), pour a et b des réels positifs et tels que f(0) = b et f(a) = 0.

Un domaine torique concave rationnel est un domaine torique concave pour lequel la fonction
f est convexe linéaire par morceaux et dont les pentes sont rationnelles.

Exemple 5.1.6 (Contraction de chaîne). Soit T K une chaine de sphère symplectiques et soit
a = (a1 · · · , aK) une suite T K-adaptée. Alors le domaine D ( T K ,a) associé est un domaine
torique concave.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le nombre n de contractions de T K et on montre
que pour tout n ∈ {1, · · · ,K}, les ensembles DK−n sont des unions d’ellipsoides, disjointes ou
non disjointes, intersectant T K−n le long de leurs axes. Dans le cas non-disjoint, les axes de ces
ellipsoides coïncident sur des disques.

Initialisation : On note N le nombre de composantes exceptionnelles de T K . On commence
par contracter T K le long de toutes ces composantes. Ceci nous fournit une union disjointe de
boules B(aK−i), i = 0, · · · , N − 1, chacune intersectant T K−N le long d’au plus deux disques
de Hopf. Via le lemme 5.1.6, on sait que T K−N est encore une chaine de sphères. La proposition
est initialisée.

Remarque 5.1.7. On note aussi que tout diviseur exceptionnel de T K−N intersecte une com-
posante de DK−N .
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Hérédité : Soit n ≥ N. On suppose que DK−n est une union d’ellipsoides intersectant T K−n

le long d’un ou des deux axes de ces ellipsoides. Soit EK−n une composante exceptionnelle de
T K−n. D’après la remarque ci-dessus, EK−n ∩ DK−n est non-vide et est soit une union (non-
disjointe) d’ellipsoides, soit une union disjointe de deux unions (non-disjointe) d’ellipsoides.

Dans le premier cas, notons E (a, b) ∪ E (c, d) la partie de DK−n intersectant EK−n. On
suppose que cette intersection à lieu de long de l’axe d’aire max{a, c}. Le lemme 5.1.1 assure que
le domaine obtenu en contractant EK−n est

B(aK−n) ∪ E (a, b+ aK−n) ∪ E (c, d+ aK−n).

Dans le deuxième cas, notons E (a1, b1) ∪ E (c1, d1) et E (a2, b2) ∪ E (c2, d2) les deux compo-
santes disjointes de DK−n intersectant EK−n. On suppose que cette intersection se fait le long
des disques disjoints d’aires max{a1, c1} et max{a2, c2}. D’après le lemme 5.1.1, les domaines
obtenus en contractant le long de EK−n sont

D := B(aK−n) ∪ E (a1, b1 + aK−n) ∪ E (c1, d1 + aK−n)

et
D ′ := B(aK−n) ∪ E (a2, b2 + aK−n) ∪ E (c2, d2 + aK−n)

et ceux-ci s’intersectent exactement en B(aK−n). Comme T K intersecte DK−n le long d’un ou
des deux axes des ellipsoides le composant, et puisque T K−n−1 est aussi un diviseur exceptionnel
symplectique à croisement normaux, les axes de D et D ′ sont aussi orthogonaux et le domaine
obtenu est alors D ∪ Φ(D ′), où Φ : (z, w) ∈ C2 7→ (w, z) ∈ C2. Ainsi, on a précisément

D∪Φ(D ′) = B(aK−n)∪E (a1, b1+aK−n)∪E (c1, d1+aK−n)∪E (b2+aK−n, a2)∪E (d2+aK−n, c2).

Ainsi, dans les deux cas, l’ensemble DK−n−1 est bien tel qu’annoncé et on a montré l’hérédité.
Donc, par récurrence, la dernière étape de construction du domaine D ( T K ,a) est bien une

union d’ellipsoides dont les axes coincident sur des disques et on sait que de tels ensembles sont
des domaines toriques concaves.

L’exemple suivant est un exemple de domaine qui n’est potentiellement pas un domaine
torique concave. L’étudier plus en détail permettrait de s’assurer que les domaines du type
D ( T K ,a) balayent un plus large ensemble de domaines que les domaines toriques concaves.

Exemple 5.1.8 (Collier de diviseurs exceptionnels). Soit K = N + 1, N un entier stricte-
ment positif, et soit Ĉ2

N+1 un éclatement itéré N + 1 fois de C2 muni du diviseur T N+1 :=
(SN+1

0 , SN+1
1 , · · · , SN+1

N ) tel que [SN+1
0 ] = E0 −

∑N
i=1Ei et [SN+1

i ] = Ei, pour i ∈ {1, · · · , N}.
Soit une suite T N+1-adaptée a = (a0, a1, · · · , aN ). Alors le domaine D ( T N+1,a) associé est

D ( T N+1,a) = B(a0) ∪
(

N⊔
i=1

Φi( E (ai, a0 + ai))
)
.

Les Φi sont des transformations symplectique de C2 telles que

(Φi( E (ai, a0 + ai))\B(a0)) ∩ (Φj( E (aj , a0 + aj))\B(a0)) = ∅

dès que i 6= j.
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Démonstration. Puisqu’on a N diviseurs exceptionnels dans T N+1, on commence par réaliser
les contractions symplectiques de chacun d’entre eux. Ceci nous fournit d’après les lemmes 3.1.1
et 3.1.5 N boules B(ai), i = 1, · · · , N disjointes et intersectant l’image par ces N contractions
de SN+1

0 le long de N disques de Hopf disjoints de tailles ai. De plus, l’image de SN+1
0 par ces

contractions est une sphère exceptionnelle E0 d’aire a0 dans Ĉ2.

Enfin, la dernière étape de construction du domaine consiste en la contraction du diviseur
E0 intersectant chaque boule B(ai) = E (ai, ai) le long d’un axe d’aire ai. Le lemme 5.1.1
nous assure alors que l’image par cette contraction de chacune de ces boules est le domaine
B(a0) ∪ E (ai, a0 + ai) et leur intersection est exactement B(a0). Le domaine obtenu est alors

D = B(a0) ∪
(

N⊔
i=1

Φi( E (ai, a0 + ai))
)

et puisque les boules B(ai) sont disjointes dans Ĉ2 et que π1,0 : Ĉ2\E0 → C2\B(a0) est un
difféomorphisme symplectique, il est clair que

(Φi( E (ai, a0 + ai))\B(a0)) ∩ (Φj( E (aj , a0 + aj))\B(a0)) = ∅

dès que i 6= j.

(E0 −
3∑
i=1
Ei)(ε)

E1(a) E2(a) E3(a)

π2 ◦ π3 ◦ π4
E0(3a+ ε)

B(a) B(a) B(a)

π1
B(3a+ ε)

E(a, 4a+ ε)

E(a, 4a+ ε)E(a, 4a+ ε)

Figure 5.1 – Contraction d’un collier de diviseur exceptionnels d’aires a et le domaine associé.

5.1.2 Du domaine au diviseur

On explique cette correspondance dans le cadre des domaines toriques concaves de C2.

Proposition 5.1.9. Soit D Ω un domaine torique concave rationnel. Alors, il existe un eclate-
ment itéré ( Ĉ2

K , T K) de C2, et une suite de réels a = (a1, · · · , aK) positifs tels que T K est
une chaine de sphères, a est une suite T K adaptée et telle que pour toute suite δ = (δ1, · · · , δK),
le domaine D ( T K ,a+ δ) est un δ-voisinage de D Ω.
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Etant donné a > 0, on note Ta le triangle Conv{(0, 0), (0, a), (a, 0)} ⊂ (R+)2, dont le domaine
torique associé est la boule standard B4(a) ⊂ (C2, ωst).

On fixe un domaine torique concave rationnel D Ω. On décrit la première étape de l’éclatement
de C2 le long de D Ω. Soit a1 > 0, le plus grand réel tel que Ta1 ⊂ Ω, et soit δ1 > 0 un réel
arbitrairement petit. Par convexité du bord supérieur de Ω, le sous-ensemble Ω ∩ (Ta1+δ1)c a au
plus deux composantes connexes Ω1 et Ω2, où Ω1 contient l’axe {x = 0} et Ω2 l’axe {y = 0},
l’un des deux pouvant être vide.

On note π : Ĉ2\E1 → C2\D Ta1+δ1
l’application d’éclatement où E1 désigne le diviseur

exceptionnel associé.

Lemme 5.1.10. Si D Ω1 est non-vide, D̂ Ω1 := π−1
1 (D Ω1\∂B(a1 + δ1)) est symplectomorphe à

un domaine torique concave D Ω̂1
. Son intersection avec E1 est un disque dont l’image dans Ω̂1

est l’axe {y = 0}. Si de plus, une courbe S ⊂ C2 intersecte D Ω1 le long de l’axe {x = 0} dans
le modèle torique, la transformée stricte Ŝ de S intersecte D̂ Ω1 le long d’un disque dont l’image
est {x = 0} dans le modèle torique. (Voir figure 5.2)

On a le même résultat pour D Ω2 en inversant les rôles des axes {y = 0} et {x = 0}. Les
mêmes arguments valent pour Ω2.

Démonstration. On rappelle que D̂ Ω1 = π−1
C ◦F−(a1+δ1)(D Ω1\∂B(a1+δ1)). Les deux application

F−(a1+δ1) et πC ont une forme très simple dans le modèle torique Ω1. Un calcul direct montre en
effet qu’elles consistent en une translation verticale de −(a1 + δ1) et l’application T ∈ SL2(Z )

donnée par T :=
(

1 0
1 1

)
, respectivement. En conséquence, D̂ Ω1 = D Ω̂1

, où Ω̂1 est SL2(Z )-

affine équivalent à Ω1 (voir figure 5.2). Par conséquent, D̂ Ω1 est un domaine torique concave
rationnel.

Il est de plus facile de garder une trace de la courbe S et de E1 dans ce modèle et de vérifier
qu’elles sont envoyées sur {x = 0} et {y = 0} respectivement.

Ta

Ω2

Ω1

E

S

Ω1

E

→
t (0,−(a+δ)) = F−(a+δ)

S

(
→
t (0,−(a+δ)))∗Ω1

(0, 0)

E

T = π−1
C

(
→
t (0,−(a+δ)))∗S

E

Ω̂1

Ŝ
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Figure 5.2 – Illustration du lemme 5.1.10

D’après le lemme 5.1.10, on peut itérer ce processus jusqu’à ce D̂ ΩK ⊂ M̂K soit vide. On
construit ainsi un éclatement itéré ( Ĉ2

K , ω̂stK , T K) de C2 pour lequel

πK : Ĉ2
K\ T K → C2\Op (D Ω)

est un difféomorphisme symplectique.
Grâce au lemme 5.1.10, montrer la proposition 5.1.9 est équivalent à :

Lemme 5.1.11. Soit D Ω un domaine torique concave de C2. Soit 1 ≤ k ≤ K un entier et soit
( Ĉ2

k, ω̂stk, T k) le kème éclatement itéré de C2 le long de D Ω. Soit D̂ Ωk la pré-image de D Ω
par le kème éclatement.

Alors, pour tout k ∈ {1, · · · ,K},
— D̂ Ωk est une union disjointe de domaines toriques concaves D Ωi dans Ĉ2

k,
— l’arbre singulier symplectique T k intersecte chaque D Ωi le long au moins un disque, et

au plus deux, qui coïncident avec l’axe {x = 0} et {y = 0} dans le modèle torique Ωi.

Démonstration. La première étape de l’éclatement de C2 le long de D Ω consiste en Ĉ21 avec
D̂ Ω1 = D Ω1 t D Ω2 , D Ωi étant un domaine torique concave possiblement vide pour i ∈ {1, 2}
et un diviseur exceptionnel E1 dont l’intersection avec D̂ Ω sont des disques, exactement une
intersection pour chaque composante de D̂ Ω. Plus précisément, d’après le lemme 5.1.10, D Ω1∩E1
est l’axe {y = 0} dans le modèle de Ω1 et D Ω2 ∩ E1 est l’axe {x = 0} dans le modèle de Ω2.

Si D̂ Ω est vide à cette étape, alors on a fini et E1 est l’arbre symplectique associé. Sinon,
supposons que D Ω1 est non-vide et soit a2 > 0 le plus grand réel positif tel que Ta2 ⊂ Ω1.

On éclate Ĉ21 le long de D Ta2+δ2
pour δ2 > 0 arbitrairement petit. On note π2 : Ĉ22\E2 →

Ĉ21\D Ta2+δ2
l’application du deuxième éclatement, E2 étant le diviseur exceptionnel associé.

Alors, D̂ Ω1 consiste en au plus deux domaines toriques concaves, notés D Ω1,1 et D Ω1,2 , tels
que les modèles toriques de π2(D Ω1,1) et π2(D Ω1,2) contiennent respectivement l’axe {x = 0} et
{y = 0}. D’après le lemme 5.1.10, la transformée stricte Ê1 de E1 intersecte D Ω1,2 le long d’un
disque dans {y = 0} dans le modèle Ω1,2 et E2 l’intersecte le long d’un disque dans {x = 0} dans
celui-ci, tandis que E2 intersecte D Ω1,1 le long d’un disque dans {y = 0} dans le modèle Ω1,1.

Soit maintenant k ≥ 1 et supposons que D̂ Ωk satisfait les hypothèse du lemme 5.1.11. On
se concentre sur une des composantes de D̂ Ωk, on la note D Ωi0 , et on note Ski0,1 et Ski0,2 les
composantes de T k qui l’intersecte, l’une d’elle possiblement vide. On suppose de plus que
Ski0,1 coïncide avec l’axe {x = 0} et Ski0,2 avec l’axe {y = 0} dans le modèle Ωi0 . Soit ak+1 le
plus grand réel positif tel que Tak+1 ⊂ Ωi0 . On note πk+1 : Ĉ2

k+1\Ek+1 → Ĉ2
k\D Tak+1+δk+1

l’application de l’éclatement de Ĉ2
k le long de D Tak+1+δk+1

, δk+1 > 0 arbitrairement petit,
et on note Ek+1 le diviseur exceptionnel associé. On obtient alors dans Ĉ2

k+1 un ensemble
D̂ Ωk+1 := π−1

k+1( D̂ Ωk\D Ωi0 ) t D Ωi0,1 t D Ωi0,2 , avec D Ωi0,1 , D Ωi0,2 ou les deux possiblement
vides. On suppose D Ωi0,1 6= ∅ et que πk+1(D Ωi0,1) contient l’axe {x = 0} dans le modèle torique
et πk+1(D Ωi0,2), si non vide, contient l’axe {y = 0}. D’après le lemme 5.1.10, l’intersection
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D Ωi0,1 ∩ Ek+1 est {y = 0} dans le modèle Ωi0,1 et D Ωi0,2 ∩ Ek+1 est {x = 0} dans le modèle
Ωi0,2. De plus, toujours d’après le lemme 5.1.10, la transformée stricte Ŝki0,1 (resp. Ŝki0,2) de S

k
i0,1

(resp. Ski0,2) est une courbe symplectique dont l’image intersecte Ωi0,1 (resp. Ωi0,2) le long de
l’axe {x = 0} (resp. {y = 0}) dans le modèle torique Ωi0,1 (resp. Ωi0,2).

Pour conclure, le k + 1ème éclatement Ĉ2
k+1 de C2 le long de D Ω contient D̂ Ωk+1 qui est

réunion disjointe de domaines toriques concaves puisque π−1
k+1( D̂ Ωk\D Ωi0 ) ⊂ Ĉ2

k+1\Ek+1 est
une union disjointe de domaine torique concave et D Ωi0,1 et D Ωi0,2 qui le sont aussi d’après le
lemme 5.1.10. Finalement, puisque T k+1 = T̂ k ∪Ek+1, T k+1 intersecte chaque composante de
D̂ Ωk+1 le long d’au plus deux disques et au moins un.

E2

E1 − E2 − E3 − E4

E4

E3 − E4 − E5

E5

Figure 5.3 – Un domaine torique concave (figure de gauche) et l’arbre singulier associé (figure
de droite).

5.2 Correspondance singularité-domaine

Dans cette partie, on illustre comment associer à une singularité S réalisée par une courbe
symplectique un domaine symplectique.

Dans tout ce qui suit (M,ω) = (CP 2, ωFS). On considère aussi une courbe symplectique
C ⊂ (M,ω) d’aire d ∈ N ∗ réalisant une singularité S en un point p ∈M.

Définition 5.2.1. Soit P : C2 → C2 polynomiale telle que P (0, 0) = 0. La multiplicité m(0,0)(P )
de P en l’origine est le plus grand k ∈ N tel que tk divise P (tz, tw) pour t ∈ C, et (z, w) ∈ C2

constant.
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Si C ⊂ M est une courbe donnée localement par {(z, w) ∈ C2 |P (z, w) = 0} dans une carte
centré en p ∈M, la multiplicité mp(C) de C en p est la multiplicité de P en l’origine.

Lemme 5.2.2. Soit P : C2 → C polynomiale. Alors m(0,0)(P ) = 1 si et seulement si (0, 0) est
un point régulier de P.

Démonstration. Si t divise P (tz, tw) mais pas t2, on peut écrire P (tz, tw) = tQ(tz, tw) tel que t
ne divise pas Q(tz, tw). Alors, en dérivant selon t et en prenant t = 0, on a

d
dtP (tz, tw)|t=0 = Q(0, 0) 6= 0.

On en conclut que l’origine est un point régulier de P.
Réciproquement, si l’origine est un point régulier de P, alors

d
dtP (tz, tw)|t=0 6= 0

et donc P (tz, tw) est de la forme Q(tz, tw) + atz + btw + c, (a, b) ∈ C2\{(0, 0)} et Q est un
polynôme complexe dont tout les monômes sont de degrés strictement supérieurs à 1. Enfin,
comme P (0, 0) = 0, on a c = 0 et on en conclut que m(0,0)(P ) = 1.

Exemple 5.2.3. On suppose que S est une singularité (2, 3)-cusp à deux branches, c’est-à-dire,
telle qu’il existe une carte symplectique dans laquelle C coïncide avec

{(z, w) ∈ C2 |P (z, w) = (z2 − aw3)(z2 − bw3) = 0, a 6= b, a, b ∈ C∗}.

Alors, si [Ĉ]2 ≥ 0 il existe un plongement symplectique de l’ellipsoide

αD (S) = α E (4, 6) = 2α E (2, 3)

dans (CP 2, ωFS), ∀α < d−1.

On rappelle pour cela que D (S) = D ( T ,a), où T est l’arbre de résolution de S et a est
une suite de réels (ai) où chacun satisfait ai = Ŝ · Ei.

On commence par calculer l’arbre de résolution de S. Pour cela, on effectue une suite d’écla-
tement d’algébrique jusqu’à obtenir une courbe Ĉ lisse intersectant T transversalement. L’écla-
tement algébrique étant local, on considère la résolution de S ∈ Op ({0}) dans C2. En d’autres
termes, en vue du lemme 5.2.2, on cherche à obtenir une courbe Ĉ3 dont la multiplicité en chaque
points du diviseur est égale à 1. On rappelle que l’éclatement de C2 en l’origine est donné par

Ĉ2 := {(z, w, [α, β]) ∈ C2 × CP 1 | zβ = wα}

et que celui-ci est recouvert par les ouverts U1 = {α = 1} et U2 = {β = 1}. La transformée
stricte Ĉ1 de C dans Ĉ21 est donc donnée par {(z2 − aw3)(z2 − bw3) = 0 et zβ = wα} dans
l’éclatement d’un voisinage de (0, 0) ∈ C2. Dans la carte U2, la transformée Ĉ1 est donnée par

{((wα)− aw3)((wα)2 − bw3) = 0} = {α2 − aw)(α2 − bw) = 0}

et ainsi, dans cette carte, le degré du polynôme est de 4 < 6 et la multiplicité de la singularité
de Ĉ1 est égale à 2 > 0. De plus, la composante exceptionnelle est donnée par E1 = {w = 0} et
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intersecte la courbe Ĉ1 en un unique point, sa singularité. En particulier, la classe d’homologie
de la courbe Ĉ1 est [π∗1C]− 4E1.

On pose α = z dans U2 pour la suite. On éclate en (0, 0) dans la carte U2. Cette fois, puisque
le monôme de degré 4 ne dépend que de z, on considère la carte U1 = {α = 1}. Dans cette carte,
la transformée stricte Ĉ2 de Ĉ1 est donnée par

{(z2 − a(zβ))(z2 − b(zβ)) = 0} = {(z − aβ)(z − bβ) = 0}

et le diviseur exceptionnel est donné par E2 = {z = 0}. Enfin, la transformée stricte S2
1 := Ê1 est

donnée par {β = 0} et sa classe est [E1]−[E2]. Les courbes Ĉ2, S
2
1 et S2

2 = E2 s’intersectent toutes
trois en (0, 0). En particulier, la classe d’homologie de Ĉ2 est donnée par [(π1◦π2)∗C]−4E1−2E2.

La multiplicité de la singularité de Ĉ2 est à présent de 2 > 0, il s’agit d’une singularité étoilée
à deux branches, tandis que la courbe Σ := Ĉ2 ∪ S2

1 ∪ S2
2 présente une singularité étoilée à 4

branches.
La dernière étape de la résolution de C consiste donc en l’éclatement Ĉ23 de Ĉ22 dans lequel,

Ĉ3 est une courbe lisse. De plus, comme Σ présentait une singularité étoilée à 4 branches, sa
transformée stricte Σ̂1 ⊂ Ĉ23 intersecte E3 en 4 points distincts. Un point correspondant à
l’intersection de S3

1 := Ŝ2
1 avec E3, un point correspondant à l’intersection de S3

2 := Ê2 avec E3
et deux point correspondants à l’intersection de Ĉ3 avec E3. De plus, Ĉ3 est de multiplicité 1 en
chaque point d’intersection avec E3 et n’intersecte pas les deux autres composantes de T 3. En
particulier, on a

[Ĉ3] = [(π1 ◦ π2 ◦ π3)∗C]− 4[E1]− 2[E2]− 2[E3], [Ê21] = E2 − E3, et [Ê12] = E1 − E2 − E3,

où les πi sont les applications d’éclatements successives.

Du cotés symplectique, la proposition 2.0.4 nous fournit une forme symplectique ω̂ε sur ĈP 23
pour toute suite ε = (ε1, ε2, ε3)� 1 de sorte que T = (S3

1 , S
3
2 , S

3
3) est un diviseur exceptionnel

symplectique à croisements normaux, ainsi qu’une courbe symplectique C̃ ⊂ ĈP 23 homologue à
Ĉ3, donc dans la classe [π∗C]− 4[E1]− 2[E2]− 2[E3] = dπ∗ PD(ωFS)− 4[E1]− 2[E2]− 2[E3].

Par hypothèses, [Ĉ3]2 ≥ 0. Donc d’après le théorème I et l’exemple 5.1.2, il existe un plonge-
ment de l’ellipsoide α E (4, 6) = 2α E (2, 3) = 2(d−1 − δ) E (2, 3), pour δ � 1.

Exemple 5.2.4. On suppose que C présente N singularité disjointe de type (2, 3)-cusps (voir
exemple 5.2.3) en N points différents p1, · · · , pN ∈ CP 2.

Alors, si la transformée stricte Ĉ de C vérifie [Ĉ]2 < 0, chacune de ces singularités induit
un plongement d’un ellipsoide d/(6N) E (2, 3). On a donc un empilement de (CP 2, ωFS) par N
ellipsoides d/(6N) E (2, 3).

Comme expliqué dans l’exemple 5.2.3, la résolution de chaque singularité de C produit un
arbre de résolution dont les composantes sont des courbes dans les classe [E1,i]− [E2,i]− [E3,i],
[E2,i]− [E3,i] et [E3,i] pour i ∈ {1, · · · , N}. On obtient donc une forêt T 3N de N tels diviseurs
dans ĈP 23N et une courbe lisse Ĉ3N représentant la classe [Ĉ3N ] = [π∗CC] −

∑N
i=1(2[E1,i] +

[E2,i] + [E3,i]). La condition [Ĉ3N ]2 < 0 est satisfaite lorsque d2 < 6N.
D’après la proposition 2.0.4, pour tout ε = (ε1,1, ε2,1, ε3,1, · · · , ε1,N , ε2,N , ε3,N )� 1, il existe

une forme symplectique ω̂ε sur ĈP 23N de sorte que T 3N est un diviseur exceptionnel symplec-
tique à croisement normaux, et il existe une courbe ω̂ε-symplectique C̃ ⊂ ĈP 23N homologue à
Ĉ3N et intersectant T 3N orthogonalement.
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Par hypothèse, [Ĉ3N ]2 < 0. Le théorème I et l’exemple 5.1.2, pour chaque diviseur composant
T 3N il existe un plongement du domaine α E (2, 3), pour tout

α <
Aω(C)∣∣∣[Ĉ3N ]2
∣∣∣+ dAω(C)

.

Ici,
Aω(C) = d et

∣∣∣[Ĉ3N ]2
∣∣∣ = 6N − d2,

et donc,

α <
Aω(C)∣∣∣[Ĉ3N ]2
∣∣∣+ dAω(C)

= d

6N − d2 + d2 = d

6N .

Enfin, comme les singularités de C sont en N points distincts de ĈP 2, les diviseurs associés à
chacune d’entre elles sont disjoints et il en est donc de même pour les ellipsoïdes obtenus. Ainsi,
l’ensemble associé à ces singularités est

D =
N⊔
i=1

d

6N E i(2, 3),

où d
6N E i(2, 3) est l’ellipsoïde associé au i-ème diviseur composant T 3N . Le volume total de cet

ensemble est

Vol(D ) = NVol
(
d

6N E (2, 3)
)

= N

(
d

6N

)2
2× 3.

Or, il faut que Vol(D ) < Vol(CP 2) = 1 et donc d2 < 6N, ce qui est l’inégalité donnée par la
condition [Ĉ3N ]2 < 0. On n’obtient donc pas de condition plus fine sur l’entier d pour qu’une
telle courbe présente N singularités (2, 3)-cusps.

Exemple 5.2.5. On suppose que C présente une seule singularité de type (2, 3)-multi-cusps à
N branches en un point p ∈ CP 2, c’est-à-dire une singularité S donnée en coordonnées locales
par S = {(z, w) ∈ C2 |

∏N
i=1(z2 − αiw3) = 0, αi ∈ C∗}.

Alors, si la transformée stricte Ĉ de C vérifie [Ĉ]2 < 0, on peut plonger symplectiquement le
domaine D = d

6N2 E (2N, 3N) = d
6N E (2, 3).

Comme expliqué à l’exemple 5.2.3, la résolution de la singularité de C produit un diviseur
lisse T 3 dont les composantes sont dans les classes [E1]− [E2]− [E3], [E2]− [E3] et [E3], ainsi
qu’une courbe lisse Ĉ3 dans la classe [Ĉ3] = [π∗CC] − 2NE1 − NE2 − NE3. La condition pour
que [Ĉ3] soit de carré négatif est donnée par d2 < 6N2.

D’après la proposition 2.0.4, pour tout ε = (ε1, ε2, ε3)� 1, il existe une forme symplectique
ω̂ε sur ĈP 23 telle que T 3 est un diviseur exceptionnel symplectique à croisements normaux et
une courbe ω̂ε-symplectique C̃ homologue à Ĉ3 et intersectant T 3 orthogonalement.

Puisque [Ĉ3]2 < 0, le théorème I et l’exemple 5.1.2 nous fournissent le plongement du domaine
αN E (2, 3) pour tout

α <
Aω(C)∣∣∣[Ĉ3]2
∣∣∣+ dAω(C)

.
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Ici,
Aω(C) = d et

∣∣∣[Ĉ3]2
∣∣∣ = 6N2 − d2,

et donc
α <

Aω(C)∣∣∣[Ĉ3]2
∣∣∣+ dAω(C)

= d

6N2 − d2 + d2 = d

6N2 .

Donc, le domaine associé est

D = d

6N2N E (2, 3) = d

6N E (2, 3),

dont le volume est Vol(D ) =
(

d
6N2

)2 2× 3N2 = d2

6N2 .

L’inégalité volumique donne alors d2 < 6N2, qui n’est autre que l’inégalité donnée par [Ĉ3]2 <
0. L’inégalité volumique ne nous donne donc pas de condition plus fine sur d.

Cependant, ici on plonge un seul ellipsoïde d
6N E (2, 3). Or, suivant [MS10], on sait qu’un

ellipsoïde de la forme a E (2, 3) pouvant être plongé dans CP 2 doit vérifier a ≤ 1/3. Ainsi, on
a le plongement de D seulement si d

6N ≤
1
3 , c’est à dire si d ≤ 2N <

√
6N. On affine ainsi

l’ensemble des valeurs pouvant être prises par d dans le cas des courbes dont la résolution est de
carré négatif.

Ainsi, les exemples 5.2.4 et 5.2.5 expliquent que :

Corollaire 5.2.6. Une courbe de degré d réalise N (2, 3)-cusps disjoints si d <
√

6N tandis
qu’une courbe de degré d réalise un multi-cusp de type (2, 3) à N branches si d < 2N.
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