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Introduction

L’objectif de cette thése est d’explorer une relation entre les plongements symplectiques et
les singularités algébriques planes observée dans [Bir01, MP94, Ops14b].

Le probléme des plongements symplectiques peut s’énoncer tres généralement ainsi :

Question 1. Soit (M?" w) une variété symplectique, U C C™ un domaine, c’est-a-dire une
sous-variété connexe compacte lisse de dimension 2n. Quelle est la valeur mazimale A > 0 pour
lagquelle AU se plonge symplectiquement dans M ?

Pour mettre cette question en perspective, rappelons qu'une variété symplectique est une
variété différentielle M munie d’une 2-forme différentielle fermée et non-dégénérée w :

dw 0,
WA Aw = w'" est une forme volume sur M.

La non-dégénérescence de w implique que la variété M est orientable de dimension paire. Les
deux exemples de variétés symplectiques les plus pertinents pour notre discussion sont :
— (R ~ C", wyp = 1 >y daj A dyj)
— (CP",wrg), la forme wrg est appelée forme de Fubini-Study. Elle est normalisée de sorte
que 'espace projectif CP' = L., a aire 1. Dans CP?, les courbes algébriques de degré d
sont symplectiques d’aire d.

Définition 2. Un plongement f:U C C" — (M,w) est symplectique s’il vérifie f*w = wg.

Le théoréme de Darboux 1.1.1 assure que pour tout point p d’une variété symplectique (M, w),
il existe un plongement symplectique f : B(e) — (M,w) tel que f(0) = p pour e suffisamment
petit. Ici, B(e) := {z € C"||z|? < e} désigne la boule fermée standard de taille ¢, c’est-a-dire la
boule dont la capacité de Gromov [Gro85]

car(B(g), wst) =sup{a € R | B(a) se plonge symplectiquement dans B(e)}

est égale a €. En particulier, si U C C" est borné, il existe toujours des A > 0 pour lesquels \U
se plonge dans (M,w). La question 1 fait donc sens.

Notons qu’un plongement symplectique f : U C C" — (M, w) vérifie
f-*w/\n — (f*w)/\n — (Wst)/\n — dVol~

Les difféomorphismes symplectiques préservent donc les volumes, mais la condition f*w = wg
est strictement plus contraignante que la préservation du volume. En effet, en 1985, M. Gromov
met en évidence une différence quantitative importante entre les difféomorphismes préservant
les volumes et les symplectomorphismes : Il existe un plongement f : B?"(R) — Z?"(r) :=
D 2(r)x C"~! préservant le volume pour tout r, R, mais il faut avoir » > R pour qu’un plongement
symplectique existe. C’est le théoréeme de non-tassement de Gromov :



Théoréme 3 (Non-squeezing [Gro85]). Soit (B?"(r), ws) la boule symplectique standard et
soit (Zg = B%(R) x R?"72 wgy) le cylindre symplectique standard. Si il existe un plongement
symplectique o : B**(r) < Z(R), alors R > 7.

Suite au théoreme 3, de nombreux travaux se sont concentrés sur l'existence ou non de
plongements de boules de tailles maximales dans certaines variétés symplectiques.

Exemple 4. Il existe un plongement de lintérieur B(1) de la boule B*(1) dans CP2.

En effet, (CP?,wps) est la réduction symplectique de B*(1) le long des courbes caracté-
ristiques du bord de B*(1) (les courbes intégrales du champ de direction Ker(wsops(1))) et
limage du bord par cette réduction symplectique est exactement la droite Lo,. En d’autres termes,
CP?\ Ly est symplectomorphe d lintérieur de la boule B*(1).

Le méme article de Gromov montre la pertinence de 1’étude des plongements de plusieurs
boules disjointes dans les variétés symplectiques. Cette question est connue sous le nom de
probléme d’empilement de boules. Il s’agit d’un cas particulier de la question 1 lorsque U est une
union disjointe de boules.

Question 5. Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 2n et soit U = |_|iK:1(B(ai), Wst)-
Pour quels a; l’ensemble U se plonge-t’il symplectiquement dans (M,w) ¢

Dans le cas de CP?, les travaux de Gromov [Gro85], McDuff-Polterovich [MP94] et de Bi-
ran [Bir97] donnent une réponse compléte a cette question lorsque toutes les boules ont méme
taille.

Théoréme 6 ([MP94, Bir97]). La solution du probléme d’empilement de boules dans (CP? wrs)
est donnée par :

Nombre de boules 2 3 4 5 ) 7 8 K>9

taille maximale des boules || 1/2 | 1/2| 1/2| 2/5 2/5 3/8 6/17 | 1/VK
Volume total de Uempilement || 1/2 | 3/4 | 1 | 20/25 | 24/25 | 63/64 | 288/289 1

Dans les années 2000 (voir [Hut14]), Hutchings a défini des invariants pour les domaines de
C? qui donnent une liste d’obstructions aux problémes de plongements. Dans [McD11], McDuff
montre finalement que ces invariants donnent une liste d’invariants totaux pour le probléme
d’empilement de boules de CP?, apportant une réponse définitive & ce probléeme. Il est important
dans cette discussion d’insister sur la calculabilité aisée de ces invariants pour les unions disjointes
de boules. Le probléme d’empilement de boules dans CP? a ainsi recu une réponse théorique, mais
également completement décidable. Finalement, McDuff a expliqué comment les plongements de
certains domaines, particuliers mais intéressants, se rameénent a des problemes d’empilements de
boules dans CP2, ouvrant la voie & 1’étude des plongements de domaines plus généraux que les
unions de boules disjointes. Ces domaines particuliers sont appelés domaines toriques concaves,
et contiennent en particulier les ellipsoides [McD09, HR14, CG19].

Dans [MP94, Bir01], McDuff-Polterovic et Biran exhibent un lien entre les problémes de
plongements et les probléemes de réalisabilité de singularités par des courbes algébriques. Ils
établissent donc un lien entre la théorie des singularités des courbes planes et les problemes de
plongements.

Définissons d’abord :



Définition 7. Une singularité de courbe plane est une paire (S, C), ot S est un germe de surface
analytique compleze et C est un sous-germe de courbe compleze réduite. Deuz singularités (S1,Ch)
et (So,Cy) sont équisinguliéres s’il existe un germe d’homéomorphisme ¢ : (S1,C1) — (Sa,C3)
qui préserve a la fois les orientations complexes des surfaces et des courbes.

Le probléme algébrique est le suivant :

Question 8. Soit (S, C) une singularité algébrique plane isolée. Quel est le degré minimal d’une
courbe algébrique ¥ C CP? réalisant la singularité (S,C) ?

Un exemple de tel probleme est la conjecture de Nagata, énoncée en 1959. On dit qu’une
courbe présente une singularité étoilée de multiplicité m en un point p si elle est localement
difféomorphe & une union de m disques lisses deux & deux transverses.

Conjecture 9 (4 la Nagata (version [Bir01]')). Soient p1,--- ,px des points génériques dans
CP? et soient m1,--- ,mx des entiers strictements positifs. Pour K > 9, toute courbe C C CP?
irréductible passant par ces K points et présentant une singularité étoilée de multiplicité m; en

p; vérifie
| X
deg(C) > —= » m;.
RS

Remarque 10. La conjecture ci-dessus est une version affaiblie de la conjecture formulée par
Biran dans la partie 1.2 de [Bir01], équivalente a celle formulée par McDuff et Polterovich d la
page 410 de [MP94]. Leurs conjectures ne font pas intervenir des singularités spécifiques, elles
demandent seulement que les multiplicités soient prescrites. La version de Nagata ne suppose
quant a elle rien de plus que de passer par les points p1,--- ,px avec multiplicités mi; = --- = mg.
Dans l’énoncé de sa conjecture, elle peut présenter d’autres singularités en d’autres points et n’est
pas supposée irréductible.

Biran fait la remarque que la conjecture de Nagata est tres similaire au probléeme d’empile-
ment. On peut en effet réécrire le cas K > 9 du théoréme 6 comme suit :
Corollaire 11. Soit un réel a > 0 et B(a) la boule symplectique standard dans C? de taille a. Si

K > 9, la réunion disjointe des K boules ouvertes B(a) se plonge symplectiquement dans CP?
dés que KVol(B(a)) < Vol(CP?), ce qui se réécrit VKa < 1.

Pour voir explicitement le lien entre ces deux énoncés on a besoin du résultat suivant :

Théoréme 12 ([MP94]). Soient C C CP? une courbe algébrique de degré d (ou symplectique
d’aire d) avec K singularités étoilées de multiplicité m. St la résolution des singularités de C
fournit une courbe C' dont la classe d’homologie est de carré positif, alors on peut plonger sym-

plectiquement K boules B(m/d) disjointes dans (CP?,wrs).

Le volume de cette union disjointe de boules est alors donnée par K Vol(B(m/d)) = Kp?/d?.
Or, celui-ci doit étre inférieur au volume de CP? qui est égal & 1. On obtient donc

Km2/d2§1 — VKm<d

1. paragraphe 1.2, page 1



On retrouve ainsi I'inégalité de la conjecture de Nagata 9, qui admet donc une démonstration
symplectique lorsque [C]?> > 0 et lorsque toutes les multiplicités m; sont égales. L’idée per-
mettant d’établir ce lien entre singularités étoilés et plongements de boules est I'existence d’un
analogue a ’éclatement algébrique dans la catégorie symplectique. Précisément, ’analogue a
I’éclatement d’un point dans une variété algébrique, qui remplace un voisinage de ce point par
un voisinage d’une copie de CP?, est une construction dans laquelle on remplace un voisinage
d’une boule symplectique plongée par un voisinage d’une copie de CP', choisi de sorte que son
aire symplectique soit égale a la capacité symplectique de la boule. Notons que pour démontrer
ces résultats, un éclatement symplectique ou bien plusieurs éclatements symplectiques le long de
boules disjointes sont nécessaires.

Remarque 13. Les techniques d’éclatement symplectique et de contraction symplectique étaient
déja bien connues dans le cas des boules et des diviseurs exceptionnels disjoints, mais nécessi-
taient des constructions plus précises pour itérer ces processus le long de plongements de boules
intersectant le diviseur exceptionnel de [’éclatement ou la contraction de diviseurs exceptionnels
a croisements normauzx. Ce travail est fourni dans les partie 2.2 et 3.1.1.

Pour aller plus loin dans ces liens mis en évidence par McDuff-Polterovich et Biran, Op-
shtein s’est intéressé aux liens entre singularités cuspidales présentées par des courbes sym-
plectiques dans CP? et le plongement d’ellipsoides dans CP? [Opsl4b]. On peut également
noter que Michael Hutchings a construit des invariants symplectiques qui empéchent ces plon-
gements et donnent donc potentiellement des invariants symplectiques de ces singularités algé-
briques [Hut14].

Dans cette these on se propose de considérer des singularités plus compliquées que les sin-
gularités étoilées (pour lesquels seul un éclatement algébrique est nécessaire pour les résoudre).
On cherche en particulier & comprendre quelles correspondances il y a entre des domaines sym-
plectiques de dimension 4 et des singularités algébriques planes. Pour cela, on étudie le domaine
associé a la contraction symplectique du diviseur exceptionnel singulier associé a une singularité
donnée. Et inversement, on cherche a associer une courbe symplectique singuliere a un domaine
symplectique provenant d’un diviseur exceptionnel singulier symplectique.

On rappelle pour cela que la résolution algébrique d’une singularité S réalisée par une courbe
complexe C' produit un diviseur exceptionnel a croisement normaux 7_ et une courbe complexe
lisse C intersectant transversalement le diviseur 7 . La courbe lisse C est appelée transformée
stricte de la courbe C.

Dans cette theése, on construit un analogue symplectique a la résolution algébrique des singu-
larités. Précisément, on veut effectuer un certains nombre d’éclatements symplectiques successifs
et non-disjoints, dans le sens ol le (n 4 1)-&me éclatement est réalisé le long d’un plongement de
boule intersectant le n-éme diviseur. Pour cela, on construit sur I’éclatement complexe itéré une
forme symplectique qui rend symplectique le diviseur 7 et tel qu’on ait une courbe symplectique
C homologue & la résolution C' et intersectant le diviseur 7  orthogonalement (relativement &
la forme symplectique construite) et positivement. De plus, au cours de la construction de cette
forme symplectique, on montre que I’on peut s’arranger de sorte que les composantes du diviseur
T s’intersectent elles aussi orthogonalement relativement a la forme symplectique construite
(2.0.4). De méme, on définit un analogue symplectique & la contraction algébrique et on montre
que celle-ci peut-étre itérée dans la partie 3.1.2. Celle-ci nous permet alors d’associer au divi-
seur 7 un domaine symplectique, construit dans la partie 3.2 par "agglomération" des boules
associées au diviseur T . On en détaille les propriétés dans la proposition 11, propriétés que I'on
démontre dans la partie 3.3. Enfin, la contraction itérée nous permet aussi d’associer a toute



courbe symplectique intersectant le diviseur symplectique 7 orthogonalement une courbe sym-
plectique réalisant une singularité algébrique. Cependant, I’existence d’une telle courbe symplec-
tique intersectant 7T n’est pas assurée en général. Pour en construire une, on utilise la méthode
de Donaldson qui nous produit une telle courbe [Don96]. Mais cette courbe intersecte chaque
composante du diviseur 7 un trés grand nombre de fois et on ne peut donc espérer retrouver la
singularité S dont on est parti. On trouve a sa place une singularité S’ dont le germe contient
S®F composée de k différentes branches modelées sur S.

Le théoréme principal de la these est :

Théoréme 1. Soit S une singularité algébrique plane isolée. Il existe une suite de domaines
D, (8) C C? dont les propriétés sont énoncées ci-aprés (proposition II) telle que pour toute
variété symplectique (M,w) de dimension 4 de classe symplectique enticre (Jw] € H*(M,Z)) on
a:

1. Soit d € N. §i C_C M est une courbe symplectique Poincaré duale a dw réalisant la
singularité S et C' est une courbe produite par résolution algébrique de S, alors pour
N > 1, aD N(S) se plonge symplectiquement dans M :

(a) pour tout a < 1/d si [C]2 > 0.
A (O) <12
(b) pour tout a < Brrdac) [C]* < 0.
2. Siil existe N € N tel que aD N(S), a € QT* se plonge symplectiquement dans M, alors

pour tout ¢ € (' N)N N, g > 1, il existe une courbe symplectique C C M Poincaré
duale ¢ qu qui réalise S,

On démontre ce résultat en deux parties (voir 4.1.3 pour 1 = 2 et 4.2.3 pour 2 = 1).

Les domaines associés a ces singularités ont un certain nombre de propriétés qu’on énumere a
présent. Dans la proposition suivante, une variété symplectique M de dimension 4 est dite dans
la classe C* [McD96] si cette variété est :

— CP?, une surface réglée, ou un de leurs éclatements,

— une variété avec by = 0, by =1 et

— une variété avec by = 2 et (H'(M))? # 0.

Proposition II. Soient S une singularité algébrique plane isolée, n € N et D := D, (S) C C2.
Il existe des nombres réels a;(D) > 0,i=1,---,K (indépendant de n) tels que :

1. L’union |_|in1 é(ai(D)) se plonge symplectiquement dans D .
2. Vol(D) = S5, Vol(B(ai(D))).

3. Pour toute variété (M,w) de la classe C*, si |_|ZK:1 aB(a;(D)) se plonge symplectiquement
dans M, alors aD se plonge symplectiquement dans M.

4. D est un domaine de Liouville.

De plus, si D ,,(S) est associé a une singularité plane isolée, les nombres (a;( D (S)))n, convergent
vers des nombres réels (a1(S), -+ ,ax(S)) strictements positifs, pour tout i =1,--- | K.

Le dernier point de la proposition II est évident, puisque les nombres a;( D ,,( T )) convergent,
par la construction faite dans la démonstration de la proposition 4.1.3, vers le nombre a; =
[S] - [E;], ou S désigne la transformée stricte de S par résolution complexe et F; désigne la i-
éme —1-sphere produite par la résolution de S. On peut aussi affirmer, via la construction de la
partie 3.2, que ces domaines sont homéomorphe a une boule de dimension 4.
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Le Théoreme I associe ainsi a chaque singularité une suite de domaines de Liouville de
(C?, wgt = d)g), c’est-a-dire des domaines & bord non-vide de dimension 4 tel que le champ de
vecteur X, _,, satisfaisant ws:(Xa.,,) = Ast, pointe vers 'extérieur du domaine et soit transverse
au bord. Cette association singularité-domaine transfére ainsi le probleme de réalisabilité de S
par une courbe de degré d dans CP? en un probléme de plongement de ce domaine dans CP2. La
Proposition II garantit par ailleurs que ce probleme est équivalent a un probleme d’empilement
de boules, qu’on sait donc étudier complétement grace aux invariants ECH de Hutchings (des
exemples de telles études sont menées dans [MS10]). On obtient ainsi une théorie symplectique
des singularités algébriques, dont les conséquences restent a étudier.

Ouvertures

Aller plus loin sur la description des domaines

L’exemple 5.1.6 montre que les domaines construits par le théoreme I & partir de certaines
singularités peuvent étre des domaines toriques concaves. C’est-a-dire :

Définition 14. Un domaine torique est la pré-image d’un ouvert de (R )% par l’application
moment qui a (z,w) associe (|z]?,|wl|?).
Un domaine torique concave est un domaine torique Dq ou 2 est une région fermée du

premier quadrant bornée par les axes et le graphe d’une fonction conveze f : (0,a) — (0,b), pour
a et b des réels positifs et tels que f(0) =b et f(a) =0.

Un domaine torique concave rationnel est un domaine torique concave pour lequel la fonction
f est conveze linéaire par morceaux et dont les pentes sont rationnelles.

De plus, on montre dans la partie 4.2.2 que ces domaines toriques concaves sont des domaines
associés a certaines singularités. Il est donc légitime, a la vue de ces exemples, de se demander
si certains de ces domaines sortent de la catégorie des domaines toriques concaves. Une réponse
positive a cette question serait intéressante du point de vue de la géométrie symplectique car
elle montrerait que ’équivalence entre probléme de plongement et empilement de boules dans les
variétés de classe C* va au-dela des domaines toriques concaves.

L’exemple 5.1.8 nous fournit un candidat pour répondre a cette question. En effet, on montre
qu’il existe des diviseurs exceptionnels symplectiques associés a des domaines pouvant étre décrits
comme des unions non-disjointes de N > 3 ellipsoides et d’une boule. De tels domaines ne sont
pas des domaines toriques concaves de maniere évidente.

uestion . Soit a,b) un ellipsoide et soit (®; : — > ifféomorphismes
Q i 15. Soit & (a,b i d it (P C? C?); N 3 diffé h

)i
symplectiques linéaires tels que (®;( € (a,b))N S3(1))N (P, (€ (a,b)) N S3(1)) = 0,i # j. On note

N
D :=B(1)U (U (& (a,b))) .

Le domaine D est-il symplectomorphe a un domaine torique ?

Une autre question a propos de la description de ces domaines concerne la monotonie de
ceux-ci.

Question 16. Sia(D) < b(D’) (c¢’est-a-dire a;(D) < by(D’) pour tout i), a-t-on D <> D’ ?
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Dans le cas ot a(D’) = aa(D), avec « > 1, la proposition 3.3.5 de conformalité nous assure
que c’est le cas.

Soit maintenant un domaine D = D ,,(S). Les propriétés du domaine décrites dans la propo-
sition II nous assurent que D est un domaine de Liouville de C2. On peut alors lui associer une
suite de nombres positifs appelés capacités ECH (pour Embedded Contact Homology) définie
par Hutchings dans les années 2000 [Hut14]. Il a montré un certain nombre de propriétés les
concernant et les a calculés pour des domaines particuliers comme les ellipsoides et les boules.
Il donne aussi une méthode combinatoire simple pour calculer les capacités des unions disjointes
de domaines de Liouville a partir de celles de ces domaines.

Toujours d’aprées la proposition II, on sait qu’on peut plonger une union disjointe de boules

U(D):=|]B(a;) dans D. Alors, la monotonie des capacités EC H assure que

ceca(U(D)) < cecu(D).

On a donc une minoration des capacités FCH de D, dont le calcul releve de formules combina-
toires simples permettant le calcul des capacités ECH de U(D).

Dans le cas d’'un domaines torique concave D g, Choi & al ont montré que cpep(Dgq) =
cecn(U(Dgq)) [HR14]. On peut donc se poser la question suivante.

Question 17. A-t-on cgcu(D) = cpeu(U(D))?

Remarque 18. Deuz réponses sont possibles. Premiérement, si la réponse a cette question est
affirmative, on étend alors les résultats de Choi & al a une liste de domaines de Liouville poten-
tiellement plus grande que celle donnée dans [HR14]. Deuxiémement, si la réponse est négative,
on a alors montré que l’on atteint d’autres domaines que les domaines toriques concaves, puisque
ceux-ci vérifient [’égalité.

Pour continuer avec ces questions d’empilements, on peut se poser la question du cas ou deux
domaines sont associés a la méme union disjointe de boules.

Question 19. Deux domaines associés au méme empilement de boules (cf :proposition II) sont-
ils symplectomorphes ?

Questions algébriques

Associer un domaine du type aD ,(S) a une singularité algébrique plane S permet de faire
correspondre a S des invariants symplectiques liés au domaine. Puisque ce domaine est un
domaine de Liouville de C? on peut par exemple lui associer les capacités ECH de ce do-
maine [Hut14]. On obtient ainsi une suite infinie croissante de nombres réels.

On peut alors se poser la question de savoir si les obstructions symplectiques associées au
domaine données par les capacités EC' H ajoutent des obstructions supplémentaires aux obstruc-
tions algébriques déja connues quant a la réalisation de la singularité algébrique S.

Si ces invariants symplectiques n’ajoutent pas d’obstructions a la réalisabilité de S, on peut
alors se demander si il est possible d’établir une correspondance entre les invariants symplectiques
associés & aD ,,(S) et les obstructions algébriques liées & la réalisabilité de S.
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Organisation de la these

Cette these s’articule de la maniere suivante. Dans la premiére partie on rappelle succincte-
ment les notions élémentaires de géométrie symplectique qui seront nécessaires, les notions d’écla-
tement, de contraction algébrique et de résolution des singularités algébriques (et de diviseurs
exceptionnels associés) ainsi que des résultats utiles concernant les courbes pseudo-holomorphes.
Dans la deuxiéme partie, on rappelle la construction de I’éclatement symplectique de C? avant
de définir précisément 1’éclatement symplectique d’une variété symplectique de dimension 4 quel-
conque et de construire un analogue symplectique de la résolution algébrique d’une singularité.
Dans la troisieme partie, on définit les contractions symplectiques simples et itérées ainsi que
les domaines symplectiques associés a des diviseurs exceptionnels symplectiques a croisements
normaux. On finit cette partie en démontrant les différentes propriétés du domaine, énoncées
dans la Proposition II. Dans la quatriéme partie on démontre le Théoréme I. Enfin, dans la
cinquieme partie on donne des exemples de correspondances entre des singularités algébriques et
des domaines symplectiques.

Notations

On adopte les notations suivantes tout au long de la these :

— On note wg = 7 (day A dy; + dag A dys) la forme symplectique standard sur C2.
En choisissant des coordonnées polaires (71, 01,72, 62) sur chaque facteur de C?, on peut
considérer la forme wg = dRy A df; + dRa A dfz, ot R; = r? et df; est normalisée de
sorte que les angles 0; aient leurs valeurs dans [0, 1] et fol df#; = 1. Dans ces coordonnées,
les disques de rayon 1 et centrés en I'origine contenus dans un facteur de C? sont d’aire
1.

— On note encore wy = 71 Z?Zl dz; A dy; la forme symplectique standard sur C" de
coordonnées z; = x; + 1y;.

— On note Ay la forme de Liouville associée & wg = dRy A df; + dRo A dfy donnée par la
formule R; dfy + Ra dfs dans les coordonnées polaires (r1, 01,72, 603) définies ci-dessus.

— Onnote B(a) := {(r1,61,72,02) € C?>| R+ Rz < a} la boule fermée de taille a, c’est-a-dire
la boule dont la capacité de Gromov

car(M,w) :=sup{r € R | B(r) se plonge symplectiquement dans M }

est égale a a.

— On note & (a,b) lellipsoide {(ry,01,72,02) € C?|Ry/a+ Ra/b < 1}.

— On appelle boule symplectique ou ellipsoide symplectique d’une variété symplectique
(M,w) 'image du plongement symplectique d’une boule standard B(a) ou d’un ellipsoide
standard & (a,b), de (C?, wy;) dans (M, w).

— On utilise la lettre E pour noter les sphéres plongées représentant une classe [E]| de
Pensemble Hy(M, Z), quand ils existent, dont 'auto-intersection est égale a —1. Ces
éléments sont appelés —1-sphéres. On note e le dual de Poincaré PD(E) d’une —1-sphere.

— Plus généralement, on utilise C' ou X pour désigner une courbe compacte lisse, symplec-
tique ou J-holomorphe selon le contexte et [C] ou [X] pour désigner la 2-classe d’homologie
de celle-ci.

Remarque 20. Bien que C' ou X soient de dimension réelle 2, on se permet d’utiliser le terme
"courbe" pour désigner de telles sous-variétés de dimension 2, puisque la restriction d’une forme
symplectique & une sous-variété de dimension 1 ne peut-étre symplectique, car dégénérée.
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— Si C est une courbe symplectique dans une variété symplectique (M, w), on note

A(C) = /C w,

laire symplectique de C relativement a la forme symplectique w.

— On note T ¥ le diviseur exceptionnel associé & un éclatement itéré et SX les courbes
composant ce diviseur.

— On note C* (voir page 2 de [McD96)) la classe des variétés symplectiques (M, w) qui sont :
— CP?, une surface réglée, ou un de leurs éclatements,

— une variété avec by = 0, b;‘ =1et

— une variété avec by = 2 et (H*(M))? # 0.

Dans toute la thése, on pourra se contenter d’y penser comme CP? ou un de ses éclate-
ments.

— Soit B C (M, w) une boule symplectique, c’est-a-dire un plongement symplectique d’une
boule standard (B(a), wst), pour un certain a > 0. On appelle cercle de Hopf de B les
caractéristiques de wjpp. On appelle disque de Hopf dans B tout disque symplectique
borné par un cercle de Hopf de 0B.

— Soit @ un sous-ensemble d’une variété M. On note Op (Q, M) un voisinage non-spécifié
de @ dans M. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on omet de préciser la variété dans la
notation et on note simplement Op (Q) ce voisinage.

— Soient deux variétés M et M’ munies de structures différentielles O, et ©’, par exemple des
structures symplectiques, avec des sous-ensembles N et N'. On dit que f : (M,0,N) —
(M';0',N’")si f: M — M’ transporte © sur ©’ et N sur N’. Autrement dit, on utilisera
la notation f : (M, ) — (M’,-) pour des applications relatives dans le sens le plus large
possible.
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans cette partie on détaille les notions de géométrie symplectique et algébrique permettant
de préciser la problématique et permettant de répondre aux cas simples relevant de la probléma-
tique.

1.1 Généralités en géométrie symplectique

1.1.1 Généralités

On rappelle dans cette partie des résultats classiques de géométrie symplectique dont on a
besoin dans la suite de cette these.

Théoréme 1.1.1 (Darboux). Toute forme symplectique w sur une variété M de dimension 2n
est localement difféomorphe d la forme standard wg sur R2™ = C".

Théoréme 1.1.2 (Voisinage symplectique). Soient (My,wq) et (My,w1) deux variété symplec-
tique, Qo C My et Q1 C M, deux sous-variétés symplectiques compactes. On suppose qu’on a
un isomorphisme ® : vg, — vq, entre les fibrés normaux symplectiques a Qo et Q1 qui revét
un symplectomorphisme ¢ : (Qo,wo) — (Q1,w1). Alors ¢ s’étend en un symplectomorphisme
P (Op(Qo),wo) = (Op(Q1),wr) tel que dyp induise Uapplication @ sur vg, = (T'Qo)“".

Ces deux résultats reposent sur un argument développé par Moser [Mos65] permettant de
construire des isotopies symplectiques entre deux formes symplectiques. Précisément, si w; est
une famille & un parametre de formes symplectiques vérifiant

d
awt = dO’t

sur M, ou o; est une 1-forme sur M, alors il existe une famille de difféomorphismes ¢; : M — M
telle que (¢;)*w; = wp. L’idée est d’exprimer ¢, comme le flot d’une famille de champ de vecteurs
X, sur M. Ainsi, on suppose que

d
a% = Xy oy, o = Id.

17



18 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES
En différenciant (¢;)*w; = wp par rapport & t, on obtient :

@0 = 0 (et o, dec+ i)

= ()" (doy + dex,wi)
= 0,

ol tx,wr = wi(Xy, ). Il faut donc que tx,w: = o%.

Puisque w; est non-dégénérée pour tout ¢, il existe une telle famille de champ de vecteurs.
On définit alors ¥; comme étant le flot associé a ce champ de vecteurs et celui-ci satisfait bien

(1/%)*% = Wwo-

Preuve du théoréme 1.1.2. Soit exp; 'application exponentielle dans la direction normale a Q;
de sorte que l'image d’un voisinage de la section nulle de v, est un voisinage de @); dans M;.
Premiérement, en définissant ¢’ := exp; oPoexpg ! on obtient un difféomorphisme ¢’ : Op (Qo) —
Op (Q1) qui étend ¢ et tel que d(p? voy = ®. Par hypotheése, les formes wy et w] := ¢ *wy coincident
sur T Qo-

On va construire ¢ : Op (Qo) — Op(Qo), telle que Vg, = Id, diq, = Id, et P*w; = wo.
Selon Pargument de Moser, il suffit de montrer qu’il existe une 1-forme o sur Op (Qp) telle que

/
U|TQM = 07 dO':wl — Wo-

En effet, soit la famille de formes fermées w; = wp + t(w] — wo) = wo + tdo sur Op (Qp). Quitte
a rétrécir le voisinage Op (@), on peut supposer que w; est non-dégénérée sur Op (Qo) pour
tout ¢t € [0, 1]. Via le principe de Moser, ’équation o; = w;(Xy, ) admet une solution X;, et le
champ X; s’annule sur Qp. Quitte a rétrécir Op (Qp) encore une fois, on obtient des solutions
a YPfw = wp pour tout ¢ € [0, 1]. Pour trouver la solution ¢ dont on a besoin, on considere la
restriction exp : TQp — M de Papplication Pexponentielle au fibré normale TQ' relatif a4 une
métrique Riemannienne sur M. Soit

U. ={(p,v) eTM|p € Qo, v E TPQS‘, |v] < €}

La restriction de exp & U, est un difféomorphisme sur Op (Qo) = exp(U:) pour ¢ < 1. On
définit ¢ : Op(Qo) — Op(Qo) pour t € [0, 1] par ¢; o exp(p,v) = exp(p, tv). Alors, ¢; est un
difféomorphisme pour tout ¢ > 0 et on a ¢o( Op (Qo)) C Op(Qo), ¢1 = id, et g, = id. Alors

@5 (W) —wo) =0, @] (W) —wo) = wy — wo.

Comme ¢; est un difféomorphisme pour ¢ > 0, on peut définir

d _
Xy = <dt(pt) oyt

pour ¢t > 0. Le champ X} est singulier en ¢ = 0, cependant

d * * *
P @i —wo) = i Lx (W —wo) = (¢ (wy = wo)(Xe, ) = doy,

ou la forme

1p(p0) = (o =) (10). Ao



1.1. GENERALITES EN GEOMETRIE SYMPLECTIQUE 19

est lisse en t = 0 et s’annule sur QQy. D’ou
1 g 1
(W) —wo) = (1 — o) (w1 —wp) = / E(pf(wi —wp)dt = do, 0= / oy dt.
0 0
O

1.1.2 Voisinages des sous-variétés symplectiques, formes de connexion

Dans cette partie, on donne des descriptions standard des sous-variétés symplectiques en
dimension 4 sous forme de fibrés en disques symplectiques ou de plombages de tels fibrés grace
au théoreme de voisinage symplectique de Weinstein 1.1.2.

Fibrés en disques et en droites symplectiques

Soit ¥ une courbe symplectique dans une variété symplectique (M,w) de dimension 4. Soit
pr: vs, — ¥ son fibré normal dans M auquel on peut penser comme TS, D’aprés la théo-
rie de Chern-Weyl, on peut équiper vs; d'une métrique hermitienne qui munit les fibres F' de
coordonnées radiale et angulaire (r, #) au-dessus de petits ouverts contractiles de ¥. La coordon-
née angulaire n’est pas globales, cependant, la 1-forme dé est bien définie partout. Pour toute
fonction h : X — R telle que fz hw = —[%]?, il existe une 1-forme de connexion « sur vs.

Définition 1.1.3. Une l-forme de connexion « sur vy associée a une fonction h : X — R est
une 1-forme différentielle définie sur le complémentaire de la section nulle vs, o satisfaisant :

CV|F = dG,
da = hpriws

Si h est une fonction constante égale a A, alors A = —%, ot A,(X) = [, w est laire de ¥
relativement a w.

Quand A est positif, la forme w := pr*wyx + d(Ra) est symplectique sur vy, et on note SLB(X)
le fibré normal muni de la forme w (pour Symplectic Line Bundle). Quand A est strictement
négatif, @ est seulement symplectique sur le sous-fibré {R < —A7'}, cest un sous-fibré en
disques de vs; que I'on note SDB(X, —A~1) (pour Symplectic Disc Bundle). Dans tout les cas,
pour tout a si A > 0 et pour tout @ > —A~! si A < 0, on note SDB(X, a) le fibré en disques
{R < a} muni de la forme . Le théoréme de voisinage symplectique 1.1.2 fournit un plongement
symplectique de (SDB(X,¢),w) < (M,w) qui envoie la section nulle de SDB(X,¢) sur X, des
que € < 1.

Remarque 1.1.4. — «a nlest pas définie sur la section nulle, mais da [’est.
— La forme a — df se prolonge en une forme lisse sur vs.
— La forme dR A « est lisse sur SDB(X, ¢).

Plombages symplectiques

Dans cette partie on construit un voisinage standard pour un diviseur exceptionnel singulier
symplectique en suivant [Ops13]. On le décrit comme un plombage symplectique de fibrés en
disques, légerement modifiés, au-dessus de ses composantes.
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Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 4. Soit ¥ = (3;)I; une collection de
courbes symplectiques dans (M, w) s’intersectant w-orthogonalement. En particulier, elles s’in-

n
tersectent transversalement et positivement et il n’y a pas de point triple. On note ¥ = (J %;,
i=1

T =wy, et Iy =X N (U Zj> . Pour p € T';, on choisit un petit disque D;(p) C 3; centré en
J#i

p, de sorte que D;(p) N D;(q) =0, Vg € T';\{p} et des coordonnées polaires (P?, &) € RT x St
sur D;(p) telles que wyp, ) = dPP A d€P. On choisit également des fonctions h; : ¥; — R a

supports compacts dans %;\ [ U D; (p)) telles que
peT;

/2 hiri = —[2i] - [

Sur le fibré normal pr; : v, — X;, on considere une coordonnée radiale R; et une 1-forme
angulaire df; dans les fibres. D’apres le paragraphe précédent, il existe une 1-forme de connexion
a; sur vy, telle que

{O{“Fi = d9i

doy = hprim

ou F; désigne une fibre de pr; : vs, — %;. Puisque h; = 0 sur D;(p), la forme df; est associée sur
Vs, |Di(p) & une coordonnée 0; : Vs, |p,(p) — ST pour p € T';. A ce point de la discussion chaque
point p € I'; a donc un voisinage dans vy, muni de coordonnées locales (PF, &7, R;, 6;).

Définissons alors w; := pri7; + d(R;a;) sur vs,. Notons que w; est fermée, non-dégénérée sur
SDB(%;,&;) = {R; < &}, si e < 1, et sur vs,|p, (),

w; = dlplp N dff) + dR; A db; (1.1)

Définissons le plombage des fibrés SDB(3;, ¢;) par :
PSDB(%,€) = (USDB(EZ-,EZ-)>/ ~ (1.2)
i=1
ou pour p € ¥; N X;, on identifie
SDB(EZ,EZ) > (P;D f,RZ,QZ) ~ (R“ez,lpf,ff) = (,Pjp, ?,Rj,ej) S SDB(EJ',E]').

La formule 1.1 garantit alors I'existence d'une 2-forme @ sur PSDB(X, €) tel que @|spp(s, ;) =
Wi .

De plus, les formes symplectiques w et w représentent les méme classes de cohomologie
sur Op (lJZ;) et sont symplectomorphes. Le théoréme de voisinage symplectique 1.1.2 donne
finalement un plongement symplectique

¢ : (PSDB(X,¢),w) — (M,w)

qui envoie les sections nulles des SDB(X;, &;) sur %; dés que € < 1.
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1.2 Formes de Liouville

On rappelle ici les notions qui nous seront utiles concernant les formes de Liouville.

Définition 1.2.1. Soit (M,w) une variété symplectique. Une forme de Liouville sur (M,w)
associée d w est une 1-forme sur M telle que dA = w. Le champ de Liouville X associé a A
est défini par w(Xy,-) = A. Une variété de Liouville est une variété symplectique pouwvant étre
munie d’une forme de Liouville.

Une telle 1-forme n’est pas unique. En effet, si A est une forme de Liouville sur (M, w) associée
a la forme symplectique w, alors pour tout 1-forme fermée 7 sur M, A + n est une autre forme
de Liouville associée a w.

Lemme 1.2.2. Soit (M,w = d)\) une variété de Liouville. Soit Xy son champ de Liouville. On
note @y : M x (—e,e) — M le flot associé.

Ce flot vérifie (p})*w = e'w.

2 . ) ; . *
Démonstration. On dérive selon la coordonnée ¢ I'expression (gotXA) w:

L) e = () Lxuw
= (QDE(A)* (dex,w+ tx, dw)
(¢,) dr+0
= (¢k,) @,

donc (Lpka)* w=¢ctw.

O

Définition 1.2.3. Soit (M,w) une variété symplectique. Un domaine de Liouville de M est un
domaine D C M a bord lisse sur un voisinage duquel w a une forme de Liouville dont le champ
de Liouville est transverse a 0D et pointe vers l'extérieur de D .

Remarque 1.2.4. 1l existe des variétés symplectiques qui ne possedent pas de formes de Liou-
ville. Par exemple, une variété symplectique compacte sans bord ne peut-étre de Liouville. En
effet, si w = dX alors, W™ = (AN est aussi exacte, dont une primitive est donnée par
AN (AL D’apreés le théoréme de Stokes

0= [ An(anl= / W = Vol (M) = niVol(M) # 0.
OM M

Cependant, en dimension 4, une telle structure existe sur le complémentaire d’une certaine
multi-courbe symplectique contenue dans M.
1.2.1 Formes de Liouville singuliere

Définition 1.2.5. Soit (M, w) une variété symplectique fermée de dimension 4. Une polarisation
symplectique de (M,w) est une collection de courbes symplectiques pondérées

(EHU’) = {(Ej’ﬂj)‘jzlﬁ"' 7N}

satisfaisant :
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N
— [w] = Zj:l 1 PD(Z;).
— Les courbes ¥; s’intersectent w-orthogonalement.

N N
Onnote ¥ = |J X, la courbe totale. On note X8 l’ensemble des points appartenant d |J <Zi\( U Zj)> .
=1 i=1 i

De telles polarisations existent sur toute variété symplectique fermée [Ops13].

Lemme 1.2.6. Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 4 et soit

E=A{Gm)li=1- N}

une polarisation de (M,w). Alors, il existe une forme de Liowville sur M\X.

Démonstration. Par définition de la polarisation 3, la forme w est exacte sur M\, donc admet
une primitive. O

Lemme 1.2.7 ([Opsldb]). Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 4, soit 3 =
{(2;, uj)} une collection de courbes symplectiques pondérées qui s’intersectent w-orthogonalement
et soit ¥ = |J;¥; la courbe totale associée. Soit A une forme de Liouville sur Op(¥)\X =

PSDB(X,e)\X (voir 1.2). Soit p € X*8 N'%; et soit (v (p)) une collection de lacets contenue
dans la fibre au-dessus de p dans PSDB(X, €) dépendant continuement de 0 < &’ < g;. On suppose
que

V()
e’—0
et que ¢ (p) est d’enroulement 1 autour de X; dans Op(p).
Alors :

1. X% (p)) € R converge quand &' — 0. On note a(p) = limo)\(ysl (p))-
e'—

2. a(p) ne dépend que de la composante X; sur laquelle se situe le point p.

3. 81 (3, u) est une polarisation de (M,w) et si X a résidus —p; en ¥j, alors X s’étend en
une forme de Liouville sur M\X.

4. St (X, p) est une polarisation de (M, w), il existe une forme de Liouville sur M\X vérifiant
Res(\, Xj) = —p;.

Définition 1.2.8. On appelle résidu de X en ¥; la quantité limo)\(val (p)) et on la note Res(\, %;).
el—

Exemple 1.2.9. Un exemple standard, mais fondamental en ce qui nous concerne, est celui
donné par la forme de Liouville A\, ., sur ((C2, wst) définie par Aprps = st + p1 A6y + po dbo.
Cette forme est clairement singuliére le long de {zw = 0} avec résidu py le long de {z = 0} et
ua le long de {w = 0}. Son champ de Liouville est donné par

0
aR, + (Ry + p2) 75~

X)\m,/w = (Rl + ,ul) 8R2

et son flot vérifie

(Rl(pa t)vo'l(p7 t)aRQ(p7 t)aaé(pv t)) = (Rl(pa t) +IU‘1)

+ (R (p, t) + p2)

aRl aR2 .
Les solutions (Ry, Ra) de ce systéme sont données par
Ri(p,t) = cip)e’ —m
Rao(p,t) = ca(p)e’ — pa

tandis que (01,02) restent constantes.
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1.2.2 Forme de Liouville sur un plombage
Soit ¥ = (3;); une multi-courbe symplectique & croisements normaux. On reprend les
notation de la partie 1.1.2, ¢’est-a-dire : I';, {D;(p), p € T';}, i, wi, R;, d6;, oy, PPV, .
Lemme 1.2.10. Pour tout pp = (p1,- -+ , pin), il existe des fonctions
(xi : PSDB(X,e) — [0,1]),

et une forme 8 bien définies et C°>° sur PSDB(X, €) (voir 1.2) telles que
A=Y xi(Ri)(—pi + Ri)ai + B

est une 1-forme vérifiant d\ = w sur PSBD(X, e)\X.

Démonstration. Soit x; : PSDB(X, ) — [0, 1] & supports compacts vérifiant x;x, = 1, telles que
sur tout disque de I’ensemble {D;(p) C X;, p € I';}, XilD, (p) (0) =1 et x4ip,(p) (bj(p)) = 0, b;(p)
désignant le rayon de D;(p) pour tout j # i. Soit v = Y1 | xi(R;)(—pi + Ri)ey;. Alors,

n

da = ZXl(Ri)(*Hz -+ Ri) doy; — Zui dXz /\ o; + Z Xz z /\ ;.

i=1

On en déduit que do est bien définie sur tout PSDB(X, &) (cf : remarque 1.1.4). De plus,
Ada(Ey) = /z do = Z/ Xi(R)(—pi + Ry) day; — Z,Ui/z dxi (Ri) A o
i ; j i—1 i
+ Z/ X’L 7, /\ al

Comme oy, = db;, on a day s, = 0 pour tout i # j, et comme en restriction a ;, R; = 0, on
ax; =1,

/da:/ —pihT; — Z,ul/ dyi(R;) A db; —i—Z/ (xi(Ri)R;) A d6;.
b b

I 7 i#j
Or,
— s, —rihyTi = 1550 - (551,

— puisque les fonctions x; sont & supports compacts dans |J D;(p),
pel;

S [ danas - Zuzz/ di A A6,

i£] X i#j  pely

= Y Y xilbsp) — x:(0)

i#5  pely
= > iy (-

i#j  peT;

= —Zﬂi[z]

i#]
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— Enfin, puisque x;(b;j(p)) = 0 pour tout ¢ # j et tout p € T';,

> [ dta®IR) A s =Y 3 (b)) — x(0) x 0) =o.
it i#j pels
En sommant, on obtient

JRCETONES ST A
%5 i#j X
Donc, fz,- (da—w) = 0. Ceci est vérifié pour tout j € {1,--- ,n}, et donc da—w est une 2-forme

fermée lisse sur PSDB(3, €) s’annulant sur ¥ qui est un rétract de PSDB(3, g). Il existe donc
une 1-forme S telle que w = da+ dB = d(a+ ) = dA. On note par ailleurs que 5 ainsi définie
est bien définie et lisse sur tout PSDB(X, €). On en conclut enfin que la forme A = 8+ « est une
forme de Liouville associée a w.

O

Corollaire 1.2.11. Avec les méme hypothéses que pour le lemme 1.2.10. Si D C ¥;\ (U Zj> ,
i

il existe une forme de Liouville A sur PSDB(X, ) dont le flot pointe vers Uextérieur de Op (X)

avec résidu p; et tel que A\ op(p)y = (—pi + R;)dO; + priAp ot Ap est une forme de Liouville

sur D.

Démonstration. On reprend la méme forme o que dans la démonstration précédente, en ajoutant
la contrainte que la fonction h; associée a la forme «; s’annule sur D, ce qui est évidemment
possible. Le reste de la preuve reste identique.

O

1.2.3 Bassin de répulsion/attraction

Soit C? muni de la forme de Liouville Ay, p, = As¢ + 11 d01 + 12 dfs (voir exemple 1.2.9). Soit
la croix

Xayaz = (D(a1) x {0}) U ({0} x D(az)) € C*.

Si p1 et po sont positifs, on définit le bassin de répulsion de Xg, 4, :

B+(Xa1,(l2’ /\lt17lt2) = B+(a17a27.u“17.u2) = {p € (C2 | Jto > 0, 90;150

B1,m2

(p) € Xa17(12}'
Si p1 et po sont négatifs, on définit le bassin de répulsion de X, q, :
Bf(Xal,aga )‘;Ll,yg) - Bf(ala (12,#1,#2) = {p S (CQ ‘ EltO 2 O; SDtAOMLM2 (p) € Xal,a2}~

On donne a présent des exemples fondamentaux de bassins d’attraction qui interviennent par la
suite.

Avant cela, on définit :

Définition 1.2.12. Un domaine torique Dq est un sous-ensemble de (C2, wy) qui est la pré-
image d’une région Q de (R )2 wia l’application

p: C*  — (RT)?
(z,w) = (|22 |w]?)

La région 2 est appelée modéle torique de D q.
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Proposition 1.2.13 (Voir figures 1.1 & 1.4.). Les bassins définis ci-dessus sont des domaines
toriques D g, ou ) est :
1. Vunion des segments joignant —(u1, po) & p(Xa,,a,) lorsque 1 et pa sont négatifs.

2. Uensemble des intersections des droites passant par —(p1,p2) et u(Xa,.a,) avec (RF)2
lorsque 1 et po sont positifs, c’est-a-dire ’ensemble
ag + fio

Q= {(Rl,RQ) S (R+)2 | (,'Lllj-—2,u,1(R1 —al) < Ry < TRI +CL2} .

Démonstration. On a vu dans 'exemple 1.2.9 que les trajectoires du flot associé a A,, ,, sont
données par le systéme

{Rl(p,t) = ca(p)e —m
Ra(p,t) = ca(p)e’ — p2

et les coordonnées angulaire (61, 02) sont constantes. Les trajectoires de X, ,,, dans R Jlgl x R ;g2
sont donc sur les droites
c1(p)

c2(p)

passant par —(u1, p2) et X, 4y, €t sont issues de —(u1, p12). On présente les différents cas dans
les figures ci-dessous.

(R1+pm) = (Ra + p2),

—(Ol H2 (0,02)

(alao) (ala O)

FIGURE 1.2 — Bassin d’attraction de la croix
FIGURE 1.1 — Bassin d’attraction d’un disque X, 4, pour résidus (ui,p2) négatifs sous
de taille a; avec résidu o négatif. (a1a2).

() (0, a2)

(ala 0)
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FIGURE 1.3 — Bassin d’attraction de la croix FIGURE 1.4 — Bassin d’attraction de la croix
X, ap DOuUr résidus (1, u2) négatifs sur (ajaz). X .q, pour résidus (u1, u2) négatifs au-dessus

de (a1as).

|

777(0, ag)

/

s (a1, 0) / P (a1, 0)
e /4 ’
) %
4 —(p, p2)
- 03 e 2)

F1GURE 1.5 — Bassin de répulsion d’un disque FIGURE 1.6 — Bassin de répulsion de la croix
de taille a; pour résidus uo positif. X4, .0, pour résidus (p1, pg) positif.

|

Remarque 1.2.14. Si py et po sont positifs, alors on peut exprimer le domaine torique D q
comme intersection d’hyperboloides. Précisément, si 'un des p; est nul, alors on a exactement
un hyperboloide H (a1, p2) := {%‘* - % < 1} (resp. H' (w1, a2) = {% — %‘- < 1}) sipr =0 (resp.
w2 =0) (Figure 1.5) et contient la boule B(c), pour tout ¢ < a;. St pi1 et po sont non-nuls, alors
le domaine Dq est H(ar, ) NH/ (22 ay) (Figure 1.6) qui contient la boule B(c), pour

a1, a;—p1 az— 2
tout ¢ < min{ay, as}.

1.2.4 Tempérance [Opsl4b]

Dans cette partie on définit une régularité pour les formes de Liouville singuliére le long d’une
polarisation qui nous est nécessaire dans la partie 3.3.3.

Définition 1.2.15 (Forme angulaire). Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 4. Soit
> une courbe symplectique dans M et soit vs son fibré normal dans TM. On munit vs d’une
structure hermitienne et d’une connexion hermitienne o. Une forme angulaire autour de X est le
poussé en avant de « par tout plongement localement lisse de (vs,0,y) dans (M, X). En d’autres
termes, c’est une 1-forme qui est localement le d€ des coordonnées locales des fibres autour de
Y, modulo une forme lisse (cf : remarque 1.1.4).
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Définition 1.2.16 (Forme tempérée). Soit (M,%) une variété de dimension 4 contenant une
sous-variété ¥ avec des singularités isolées. On dit qu’une 1-forme A est tempérée sur U C X'°8
st on peut l’écrire sur Op (U) comme

A= kra+ [,
ot v est une forme angulaire sur U, k est une fonction lisse et 8 une 1-forme lisse sur Op (U).

Proposition 1.2.17. Soit ¥ C M une multi-courbe et A1 et Ao deuz formes tempérées autour
de X ayant mémes résidus. Alors Ay — Ao est une 1-forme lisse sur M.

Proposition 1.2.18. Soit (X, u) une polarisation de (M,w). Si A est une forme de Liouville
sur M\X tempérée le long de X, alors A a des résidus le long de chaque composante de X. Si
ces résidus sont positifs, Xy pointe vers Uextérieur de Op (X*°8). A contrario, si les résidus de
A sont négatifs, le champ X pointe vers X3¢ dans Op (3*8).

1.3 Courbes J-holomorphes

Dans cette partie, on énonce les résultats concernant les courbes J-holomorphes qui sont
nécessaires pour cette these. Ces résultats étant connus depuis les années 90, on ne s’attarde
pas sur les démonstrations de ceux-ci. Le lecteur peut toute fois se référer a la partie 2 de
Particle [MO13] pour plus de détails.

On définit d’abord :

Définition 1.3.1. Soit M une variété de dimension paire. Une structure presque complexe sur
M est un champ d’endomorphismes J sur TM, tel que pour tout p € M, Jg = —Idpy. Elle
est intégrable si il existe un atlas {¢;,U;}; sur M tel que la structure presque complexe est

représentée par la matrice
g 0 -—Id
T \Id 0

dans des coordonnées locales. C’est-a-dire tel que
dg;(p) o J, = Js o dyj(p) : T,M — R>™,

pour p € Uj.
En particulier, les applications de changement de cartes de cet atlas sont holomorphes.

Une structure presque complexe J sur une variété symplectique (M,w) est w-compatible
lorsque w(-, J-) est une forme riemannienne sur M, c’est-a-dire un champ de formes symétriques
définies positives. Elle est dite tempérée lorsque w(-,J-) > 0.

Remarque 1.3.2. Les notions de tempérance définie pour les formes de Liouville (cf : défini-
tion 1.2.16) et pour les structures presque complexes ne sont pas liées.

Une variété symplectique (M, w) peut toujours étre équipée d’une structure presque complexe
J w-compatible.

Définition 1.3.3. Soit (M, w) une variété symplectique munie d’une structure presque complexe
J (w-compatible ou tempérée). Soit (X,j) une surface de Riemann connexe. Une courbe J-
holomorphe est une application u : (X, j) — (M, J) telle que J o du = duoj. Elle est immergée
st u est une immersion et plongée si u est un plongement.
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Remarque 1.3.4. Soit (M,w,J) une variété symplectique munie d’une structure presque com-
plexe J. Les courbes J-holomorphes sont symplectiques.

Dans la suite de la these, on a besoin de conditions d’existence de courbes J-holomorphes
dans une variété symplectique (M, w). L’outil principal pour trouver ces courbes est le calcul de
Taubes de l'invariant de Gromov-Witten Gr(A). Celui-ci permet de compter le nombre de courbes
J-holomorphes représentant une classe A € Ha(M) [Tau96]. Celui-ci associe un décompte signé
des courbes J-holomorphes dans la classe A passant par k(A) point génériques pour J-générique.
En dimension 4, cet invariant ne dépend pas de la structure symplectique. Si Gr(A) # 0, on est
alors assuré de l'existence d’une courbe J-holomorphe dans (M, w) représentant la classe A pour
J-générique et w-compatible. De plus, on a des conditions précises pour que cet invariant soit
non-nul dans le cas des variétés symplectiques dites de classe C*, c’est-a-dire CP?, les surfaces
réglées et leurs éclatements.

Théoréme 1.3.5 ([LL95, LLI9]). Soit (M,w) une variété symplectique dans la classe C* et soit
A € Hy(M, Z) telle que A% > 0 et [w](A) > 0. Alors il existe g > 0, tel que pour tout q > qo,
Gr(gA) #0. Si de plus A-E > 0,VE € E, (E est l’ensemble des classes représentées par des
sphéres symplectiques plongées de carré —1), qA est représentée par une courbe J-holomorphe
plongée pour J-générique.

Ce théoreme ne s’applique cependant qu’aux variétés symplectique C *. Dans le cas de va-
riétés (M,w) quelconques, Donaldson a développé une technique de construction de courbes
symplectiques dans une classe d’homologie prescrite.

Théoréme 1.3.6 ([Don96)). Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 4 telle que [w] €
Hy(M, Z). Pour k > 1, il existe une courbe symplectique lisse fermée C C (M,w) représentant
la classe PD(kw).

Le lemme suivant montre les liens étroits qui existent entre le fait pour un espace d’étre
J-holomorphe et le fait d’étre symplectique.

Lemme 1.3.7. Soient f1,---, fn des nombres complexes mon tous nuls. Soient aq,-, ay,, des
formes linéaires sur C" telles que ||o;|| < 5= pour tout i. Alors, le sous-espace

Ker <zn: fl(dzl + 0&0) ccr

i=1

est wg-symplectique.

Démonstration. Soit o := Y 1 | fi(dz; + a;). On rappelle que l'espace des formes complexes
linéaires et anti-linéaires sur C" sont orthogonaux. Ainsi, ’hypothese sur les «; donne
o) < o et o] < o
¢ 2n v 2n

On remarque aussi que

zn:fi dz;

i=1

> max | f;].

Ainsi,

z": fidzi + i fia®

i=1 i=1

1,0y
o] > 50 ) >

n
1 .
>max|fi|<1— >>me|fz|.
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De maniére similaire,

max | f;|

0,1
<
Ja®t) < =2

Ainsi, [} ?] > [lad!| et Ker(a) est wy-symplectique.

O

Corollaire 1.3.8. Soit P : Op (0, C?>) — C une fonction holomorphe en deuz variables avec
P(0) =0 et un point critique isolé en lorigine. Soit ¢ : Op (0, C?) — Op (0, C?) un difféomor-
phisme local tangent da l'identité en ['origine. Alors il existe g9 > 0 tel que pour tout € < &g, il
existe une sous-variété symplectique 3 de B(2¢)\B(e) telle que

XN Op(S(e))

( {P(z,w) =0}
S0 Op(S(2¢))

{P o y(z,w) =0}.

De plus, si P = QR, ot R(z,w) est soit w, soit zw, ¥ peut étre {R =0} U Xq.

Démonstration. Soit x. : [€2,4¢2] — [0, 1] une fonction lisse telle que

Xe = O0sur Op(e?)
Xe = 1sur Op(4e?)
Xl < &

Posons ¢(z,w) i= (= + hi(zw),w + ha(z,w)), f(zw) i= P(z + xe(|2I2 + [w])hn (2,w), w0 +
Xe (|2 + [w[*)ha (2, w)) et

Y :={f(z,w) =0} N B(2e)\B(e).
Les conditions d’interpolation sont évidemment satisfaites et il ne reste qu’a montrer que X est
lisse et wg-symplectique. Ces propriétés sont assurées si on peut montrer que

[ f(zw) 0l > ([ df (2, w)™|

, V(z,w) € B(2¢)\B(e).
Or df(z,w) = 0.P(dZ + a1) + 0 P(dw + o), ol
ai = Xe(|2” + [w]?) dh(z,w) + XL(|2] + [w]*) (2, w) d(|2]* + Jw]?).

Puisque ¢ est un difféomorphisme local C 2-lisse et tangent & identitée en ’origine, on a pour
(z,w) € B(2¢)\B(e) :

[ dhi(z, w)l| < 2[lhillc =€, [[hi(z,w)ll < 4llhill c2€?, [ (2] + [w]*)]| < 10e.

Ainsi, |log(z,w) < 2||hil| c2€ + 4]|hi| c26? 5106 < Ce, ou C ne dépend que de ¢. Pour € < £1(y)
suffisamment petit, on a alors ||o;(z, w)|| < 1/2 pour tout (z,w) € B(2¢)\B(e). Puisque l'origine
est une valeur critique isolée de P, pour ¢ < e9(P), soit 0,P(z,w), soit 0, P(z,w) est non-
nulle pour tout (z,w) € B(2¢)\B(e). Ainsi, les hypothese du lemme 1.3.7 sont satisfaites pour
e < eo(P,p) = min(ey, £2).

Quand P = QR, avec R = w ou R = zw, on peut vérifier que f s’annule sur {R = 0} et donc
¥ se décompose bien comme {R =0} U Xq.

O
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1.4 Théorémes d’inflation

1.4.1 Inflation classique

Nous décrivons a présent la technique d’inflation classique, centrale dans les problemes de
plongements depuis les travaux de McDuff-Polterovich [MP94]. Etant donné une courbe sym-
plectique fermée lisse C' dans une variété symplectique (M*,w), celle-ci fournit une déformation
symplectique de w dans la direction cohomologique PD(C). Précisément :

Théoréme 1.4.1. Soit (M, w) une variété symplectique de dimension 4. Soit C C M une courbe
symplectique fermée lisse. Il existe une famille d un paramétre de formes symplectiques w; dans
la classe [wi] = [w] + tPD([C]), t € [0, k], avec

— k=400 s [C]-[C] >0,

_ AL(C ; . _ 5

— K= m si [C]-[C] <0, ot Ay(C) = [, w est laire de C pour la forme w.

Autrement dit, ce théoréme nous permet de faire enfler I’aire symplectique d’une courbe
symplectique, et ce, tant qu’on a "suffisamment" de place dans notre variété, d’ou le terme
d’inflation.

Démonstration. Soient vc le fibré normal de C' dans M, 7 := w)¢, R une coordonnée radiale, df
une forme angulaire sur v¢, o une forme de connexion vérifiant

X|Fibre = de
da = +Aprrr,
et wo = pr*7 + d(r?a) tels qu'introduits dans 1.1.2. La forme wy est alors symplectique sur

un voisinage de la section nulle vc o et le théoreme de voisinage symplectique 1.1.2 donne un
plongement symplectique ¢ : (SDB(C, €),vc,0,wo) = (Op (C), C,w).

On choisit & présent une fonction f : [0,€] — R T décroissante & support compact telle que
f=1sur Op({0}) et on définit w; := p,(wo — td(f(R)w)) sur Im(p) et w; = w ailleurs. Cette
forme est bien définie puisque f = 0 prés de €, évidemment fermée, et [w;] = [w] + ¢ PD(C). De
plus, p*w; = (L + AR —tAf(R))pr*t + (1 +t|f'(R)|) dR A « est non-dégénérée sur {R < ¢} pour
tout ¢ tel que 14+ AR —tA\f(R) > 0. Lorsque C' - C > 0, A < 0 et cette condition est vérifiée pour
tout t > 0 sur {r? < A7!}. Lorsque C'- C < 0, A > 0 et celle-ci est vérifiée pour tout t < ﬁ sur

{R< A1}
U

Remarque 1.4.2. Lorsque C' C M est une courbe symplectique qui intersecte C positivement
et transversalement, on peut perturber C' en une courbe symplectique C" qui intersecte C' selon
des fibres de vo. La courbe C" reste alors symplectique le long de l'inflation.

Le corollaire suivant explique une utilisation typique de la technique d’inflation dans les
problemes de plongements. Bien que nous n’ayons pas présenté a ce stade tous les éléments per-
mettant d’exposer une preuve complete, nous I’énoncons et I’expliquons a ce point afin d’illustrer
I'inflation symplectique. Il s’agit d’une version simplifier du Théoréme 12 énoncé dans l'intro-
duction, dont on donne une démonstration.

Corollaire 1.4.3 ([MP94)). Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 4 et soit C C
(M,w) une courbe symplectique fermée dans la classe PD(dw) présentant une singularité étoilée
a N branches en p € M dont la transformée stricte C apres éclatement de p vérifie [5]2 > 0.
Alors, il existe un plongement symplectique de la boule B(a) dans M, ot a = N/d.
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Démonstration. La résolution d’une singularité étoilée a N branches en p € M consiste en un
unique éclatement symplectique le long d’un plongement ¢ : (B(g), wst) < (M,w), € < 1 centré
en p tel que ¢~ 1(C) est une union de N disques de Hopf de B(e) (c’est le point qui n’a pas
encore été expliqué. Ce sera fait dans la partie 2.2). Soit (]/\4\ w, B, M\\E — M\¢(B(g)))
I'éclatement symplectique de M le long de ¢. D’apres le lemme 2.2.3, la transformée stricte
C C M de C est une courbe symplectique lisse fermée intersectant le diviseur exceptionnel F
w-orthogonalement en N points distincts. Cette courbe symplectique est donc un représentant

de la classe [C] = 7*[C] — N|E].

Le théoréme 1.4.1 appliqué a la forme symplectique & € 7*[w] —ee et la courbe C nous fournit
une famille de formes symplectiques dans la classe

w] = [&]+tPD(C)
= (1+td)r"[w] — (e +tN)e.
Puisqu’on suppose [6]2 > 0, le théoréme 1.4.1 assure que cette famille est symplectique pour
tout ¢ € [0, +o0[. En divisant donc wy par (14 td) et en prenant ¢ = T' >> 1, on obtient une forme
symplectique dans la classe [w/] = 7*[w] — (% — 5) e, pour tout ¢ < 1. D’apres le lemme 3.1.1,
un voisinage du diviseur F d’aire N/d — ¢ est symplectomorphe & un voisinage de la boule

B(N/d — €). Donc, celle-ci se plonge dans (M, w) par un principe de coupé-collé.
O

On peut d’emblée faire des remarques concernant ce résultat. Premiérement, en considérant
une courbe C' € PD(dw) avec k singularités étoilées (X;)icq1,... x} & N; branches et dont la

transformée stricte C' de C' est de carré positif, on obtient un empilement symplectique des
boules B(a;), ot a; = N;/d.

2

Deuxiemement, ici I’hypothese principale est la positivité de [5] qui nous permet de réaliser

Iinflation le long de C en tout temps. Cependant, dans le cas ott [C]? < 0, on peut tout de méme
réaliser cette inflation jusqu’a t = k = 7'45'(5 ) = J\%-(CC‘I)' Ainsi, on obtient le plongement de la

boule B(a') ou

,7€+I<&N<g
C 14kd d’

Troisiemement, pour appliquer I'inflation, il nous faut une courbe symplectique fermée et
lisse. On a donc besoin de trouver une courbe symplectique lisse le long de laquelle enfler lorsque
celle-ci n’est pas donnée explicitement comme dans le résultat 1.4.3 ci-dessus. C’est 'enjeu de la
discussion de la partie 1.4.1 concernant les courbes J-holomorphes et I'invariant de Gromov.

Enfin, le théoréeme de Donaldson 1.3.6 permet de faire le chemin inverse du corollaire 1.4.3,
¢’est-a-dire trouver une courbe symplectique fermée dans (M, w) présentant une singularité étoilée
sachant qu’une boule B(a) se plonge symplectiquement dans (M,w) :

Proposition 1.4.4. Soient a € Q un rationnel positif et (M,w) une variété symplectique ra-
tionnelle de dimension 4 (Jw] € H*(M,Q)) dans laquelle se plonge une boule symplectique B(a).
Alors il existe d € N, d > 1, et une courbe symplectique C' dans la classe PD(dw) lisse, sauf en
un point ou elle présente une singularité étoilée a ad branches.

Démonstration. Soit J une structure presque complexe w-compatible sur M qui coincide avec
s st sur (Op (B(a)))) (ot ¢ : Op(B(a)) — M est notre plongement symplectique). L’éclate-
ment symplectique (M, &, j) de (M,w,J) le long de ¢ vérifie :
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— [@] = [7*w] — ae,

— Joest w-compatible,

— F est f—holomorphe. R
La technique de construction de Donaldson donne une courbe symplectique C' dans la classe
PD(d®) pour d > 1, qu’on peut exiger J-holomorphe sur Op (E) car J est intégrable sur
Op (E) (Donaldson, proposition 32). Alors C intersecte E transversalement et positivement, est
J-holomorphe sur Op (E) et symplectique. On peut alors modifier J sur M \ Op (E) pour que C
soit J’-holomorphe. La contraction complexe (M, J' «: M — M) le long de ¢ : Op (E,M\) —
Op(E, @\2) produit une courbe C' := w*a J’'-holomorphe, donc w-symplectique avec une singu-
larité étoilée a ad branches et sans autres singularités.

O

1.4.2 Inflation Singuliere

Dans cette partie, on explique que sous certaines conditions, la technique d’inflation peut-étre
réalisée a partir d’une courbe singuliere.

Théoréme 1.4.5. Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 4, C := (C;);er une collec-
tion de courbes symplectiques fermées lisses s’intersectant w-orthogonalement deuzx a deuzx. Soit
A =3 N[Ci] € Hy(M, Z), \; > 0. Il existe une constante k € R U {400} et une famille de
formes symplectiques wy, t € [0, k[ telles que :

1. [w] = [w] +tPD(A),

2. C est wg-symplectique da croisements normaut,

3. st A[C)) > 0Viel, k=+oo. SiTFi € I tel que A-[C;] < 0, kK = min {l“il:[(g:])‘, A-C < O}.
4. St une courbe symplectique T intersecte les C; w-orthogonalement, T reste wi-symplectique

pour tout t.

On donne seulement 1’idée de la démonstration. Pour une démonstration détaillée, on peut
voir [MO13].

Soit PSDB(C, €) un plombage des fibrés en disques SDB(C;, ;) ot € = (g;);ecs est suffisam-
ment petit, de sorte qu'il existe ¢ : (PSDB(C, €), U;c; Ove, s @) <> (M, U;c; Ci,w). On reprend
les notations de la partie 1.1.2 : T';, {D;(p), p € I';}, 74, w;, Ri, db;, o, PP &Y w0, .

Sur PSDB(C, ), il existe des 2-formes p; & support dans SDB(C}, ;) telles que p; € PD([C})),
p; est compatible avec la structure produit sur un voisinage de I'; et C est symplectique a
croisements normaux pour w + tp; pour t € [0,k;), k; € RT U {+oc}, Vi € I. Pour montrer
lexistence d’une telle famille de formes, on applique le principe d’inflation classique 1.4.1 le
long de chaque composante C; de la courbe totale C. Le principe d’inflation appliqué a C; nous
fournit en effet un réel k; € R U {+o00} et une forme w;; = w + td(f;(R;)a;), pour chaque

i € I. Les fonctions f; : (0,e;) — (0,1) sont a supports compacts telles que f;jop(f0}) = 1 et
filop (fery) = 0. Lorsque [Ci]? > 0, k; = 400, mais lorsque [C;]? < 0, k; = —A[“é(]c;’) Ainsi, la
A d(fi(R;)ay)) sur Op(C) et w hors de Op (C) représente la

classe [w] + t PD(A), est symplectique sur M pour ¢ < min {% [Ci]? < O} . Il reste a voir

forme w; égale & pu(w +1),;

que cette borne peut-étre améliorée jusqu’a

t<min § ————=,
{ A -Gl

A~[CZ-]<0}.
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Pour cela rappelons que lorsque [C;]? < 0, la borne précédente sur #; correspond a la valeur de
t pour laquelle (w + tp;)(C;) = 0. Mais

wlCi] = |+t Nd(fi(Ri)ai)| - [Ci] = Au(Cy) + A - [Ci]
il

= A, (Cy) +t[Ci]* + t(A-[C3] - [Ci]P),

donc si [[Ci]?| > |A - [Cy]], pour t = Kk; — &, A, (C;), est bornée par en-dessous par k;(A - [C;] —
[Ci]?) > 0, mais toute l'aire est concentrée sur un voisinage des points d’intersections de C; avec
les autres composantes de C. On peut alors recommencer une inflation de x; — € en changeant
la forme «; pour que toute sa courbure soit concentrée la ou est concentrée I’aire symplectique
de C;. On parvient ainsi & poursuivre cette inflation tant que A, (C;) # 0, c’est-a-dire pour
tout t < f‘ﬁ[(g:])l si A-[C;] < 0 et pour tout t si A-[C;] > 0. Enfin, d’apres la remarque
suivant le théoréme 1.4.1, puisque les composantes de C sont w-orthogonales, la multi-courbe
reste symplectique & croisements normaux relativement a w + tp; pour tout ¢ € [0, k;).

1.5 Résolution des singularités algébriques

Dans cette partie, on définit les notions d’éclatement et de contraction algébriques ainsi que
ce qu’on entend par résolution algébrique d’une singularité et diviseur exceptionnel symplectique
lisse & croisement normaux. On détaille aussi les propriétés de ces derniers. [EB86, Wal04]

1.5.1 Eclatement et contraction complexes

L’éclatement complexe en l'origine de (C?, Jy) est la sous-variété algébrique de C? x CP!
définie par
C2:= {(z,w,[a: B]) € C* x CP' |28 = wa}.

On peut donc munir C2 d’une structure complexe intégrable via la restriction de la structure
complexe produit définie sur C? x CP!. On note cette structure complexe .Jy;. De plus, cet
espace est muni de deux projections : 7¢ : T2 C2et pr C2  CP'. La premiére projection
est 'application d’éclatement de C? en (0,0) et la seconde munit C2 d’une structure de fibré en
droite complexes au-dessus de CP!. Plus précisément, il s’agit du fibré en droite tautologique sur
CP!. L’application 7¢ est quant & elle un biholomorphisme de @\7761(0,0) — C?\{(0,0)}, et
E = w(_:l(O, 0) = CP! est appelé diviseur exceptionnel associé a 1’éclatement. De plus, il existe
deux cartes naturelles de @, toutes deux induites par les cartes standards de CP?', & savoir
{a # 0} et {8 # 0}. Dans ces cartes I'application de I’éclatement est respectivement :
me.: C2n{a£0} —  C2 4 Tow: CN{B£0} - C?

(z,w,[1:0]) = (z,28) an (z,w,[a:1]) = (wa,w)

Dans ces cartes, le diviseur exceptionnel E coincide respectivement avec la courbe {z = 0} et
{w = 0}.

On considére & présent une variété presque complexe (M, J) de dimension 4 avec une carte
¢ : (B*(1),0) = (Op(p),p), et on suppose que @,Js = J. On définit la variété

—~

M, = (M\{p},J) U _(B,Jg)

(pome)?
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ott I'on identifie z € Op (p)\{p} avec (p o w¢)~(z) € B(1)\E. L’hypothése ¢, Jo; = J garantit
que les structures presques complexes J sur M\{p} et Jg; coincident bien. La variété M, contient
par définition le diviseur exceptionnel £ qui est J,-holomorphe. De plus

o~

T M, — M

N {xs'ixEM@\EM\{p},
psiz e E,

est lisse, (j;,, J)-holomorphe et un difféomorphisme entre ﬁw\E et M\{p}.

Définition 1.5.1. L’éclatement complexe de M en p (le long de ) est le 4-uplet (M\w j;,, E, 7,
M, — M).

Soit a présent une variété complexe (X,J,E) de dimension 4 contenant un diviseur excep-
tionnel E, c’est-a-dire une sphere J-holomorphe d’auto-intersection —1. Il existe un biholomor-

phisme local ¢ : (Op (E),E) ¢ (X,J) — (Op(E),E) C (@, j:t) Quitte & diminuer le voisinage
Op (E) de E, on peut supposer que 7c(Op (E)) = B*(¢) pour € > 0. On définit la variété

(X, Jy) = (X\E, J) _— (B*(e), Jst)

ou l'on identifie z € Op (E)\E avec m¢ o 9(x) € B*(¢)\{0}. A nouveau, ’hypothese od = o
garantit que les structures complexes J sur X\ F et Jg; se recollent par m¢ o 1. L’application
) :X — X.([,
SR z size X\E = X,\{0},
0¢c B*e) size€E,
est alors lisse, (J,J,)-holomorphe, et un difféomorphisme entre X\ E et X,,\{0}.
Définition 1.5.2. La contraction complexe de (X,J,E) (le long de ) est le triplet (X, Jop, Ty -
X — Xw)
Lemme 1.5.3. Soit (M,J) une variété presque complexe de dimension 4 munie d’'une carte
@ : (BY(1),0) = (Op(p),p) telle que p.Js = J. Soit (X = Mw,j =J,,E,m, : M, — M),
léclatement de M en p. Soit 1 : (Op(E),E) C (Z/\J\g,,jp) — (Op(E),E) C (CQ,@,) défini par
o tom, =mcoq.
Alors (My)y, (Jp)y) = (M, J) et my = m.

Démonstration. On rappelle que

(M. Jp) = (M\{p},J) U (B(1), J.r), avec {%w\{p}:id

o WS@(E) =D.
Alors
(M), (Jp)p) = (MAE, J,) U (B(1), Jut) {”wlﬂ%\ff:id
s e v e T oY osth Ww(E):O.
_ Ty | M\{p} = id
=0nGhD) U B { RS
= (M\{p},J) <pL:I1 (B(1), Jst), car rco =p lom,
—onp ) yeson, e

:(M7J)7 Ty = Tep-
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O

Puisque 7 définit un difféomorphisme entre M \E et M\{p}, tout élément de Hx,(M, Z ), k €
{0,1,2,3}, est représentable par un cycle qui ne rencontre pas p € M et peut donc étre relevé
a M via 7. On définit ainsi 7* : H,(M,7)— Hk(]/W\ Z), en particulier pour k£ = 2. De méme,
toute classe de cohomologie représentée par une k-forme nulle sur un voisinage de p € M se
releve par m. On obtient donc un morphisme 7* : H5p (M) — HdR(M) pour tout k # 0. On
vérifie que ces morphisme 7* sont injectifs.

On vérifie également que toute classe d’homologie 6 € Hg(]\/i\ , Z) s’écrit alors
6=n"0c+alE], aveco € Hy(M,Z) et a € Z
(on note alors que a = —4 - [E]). De méme, toutes classe § € HgR(]\/Z) s’écrit
0 = 70 + ae, avec § € H2(M), a € R et e = PD([E]),

avec a = —0([E)).

—

Définition 1.5.4. Soit 7 : (M,.J) — (M,.J) un éclatement de (M, J) le long d’une carte
¢:B(1)—=>M

centrée en p € M. Soit C C M une courbe J—holomojphe, On appelle transformée stricte de
C la courbe C := m=1(C\{p}). Il s’agit d’une courbe J-holomorphe. Lorsque C passe par p, la
pré-image de C est la courbe réductible 7=1(C) = C U E.

Proposition 1.5.5. 5i C' C M est une courbe immergée au voisinage de p € M avec multiplicité
m en p, C est une courbe immergée au voisinage de E et vérifie [C } = 1*[C] — mE.

Si C' est irréductible, C lest aussi.

1.5.2 Eclatements itérés

Définition 1.5.6. Un éclatement itéré d’une variété presque complexe (M, J) est une suite
d’éclatements complexes

(M, J,p) & (M, Ju, By) &% - "85 (Mg, g, T).

Sii > j on note T j = Mj41,j0 O Mi4—1 : ]\/4\Z — ]\/4\] et m = Ko Uapplication d’éclatement
totale, TX = 7=Y(p) l'union des transformées strictes dans My des diviseurs exceptionnels
E; associés a Uéclatement m;;_1 : M; — M,;_1 auzquels on adjoint Ex. On lappelle diviseur
exceptionnel de T.

Proposition 1.5.7. Le diviseur exceptionnel singulier T ¥ wvérifie :
1. TX estun eﬁgemble analytique réductible et a K composantes irréductibles que I’on note
(SF)EL = (B Ex).
2. Les composantes de T X sont des —(-sphéres plongées, £ > 1, c’est-d-dire des sphéres
plongées d’auto-intersections —I.

3. Deux composantes sont soit disjointes, soit s’intersectent positivement et transversalement
en exactement un point. Leurs intersections homologiques sont donc 0 ou 1.
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4. Un point p € @K est Uintersection d’au plus deux composantes de T .

5. Une composante exceptionnelle de T ¥ (c’est-a-dire une composante irréductible d’auto-
intersection —1, aussi appelée —1-sphére), intersecte au plus deuz autres composantes de
T,

6. Les —1-sphéres de T X sont disjointes.

7. Si on note Ny, le nombre de composantes exceptionnelles de T*, k € {0,--- K}, alors la
sutte (Ng)o<k<ri vérifie No =0 et 0 < Nypq1 — N < 1, pour tout k € {0,--- , K}.

Démonstration. On démontre ces assertions par récurrence sur le nombre k d’éclatements. Elles
sont évidemment toutes vérifiées dans les cas k = 0 et k¥ = 1. Supposons qu’elles sont vérifiées
pour 7 F dans le k™ éclatement.

Le diviseur exceptionnel singulier 7 ¥*+1 est ’7'k U Ej41, ol ’7'k est la transformée stricte de
T k. Comme la transformée stricte d'une courbe irréductible est irréductible et que la décompo-
sition en courbe irreductible de T ¥ est 7% = ((E;)*Z}, Ei) par hypothése de récurrence, 7 ¥+
est analytique et sa décomposition en composante irreductible est 7 *+1 = ((Ei)le, Ejy1), ce
qui prouve 1.

De plus, par hypotheése, chaque composante de 7 * est une sphére plongée et la transformée
stricte d’une telle composante est une sphére plongée. Comme les S¥ sont plongées le lemme 1.5.5
donne que la classe de SF*! est 1}, ;S%] — a[Ej41]. Puisque SF*' et Ejiq sont holomorphes,
leur intersection est positive, donc o € {0,1}. Alors [SFT1]2 = [SF]2 —a < [S¥]?, et [Epq)? = —1
car c’est une sphere exceptionnelle qui de plus est plongée. Ceci établit le point (2).

Comme le point éclaté via mpi; est sur au plus deux composantes de 7 ¥, au plus deux
composantes de 7 *+1 intersectent Ej 1. Notons aussi que [SFT]? = [SF]2 — a implique que les
diviseurs exceptionnels de 7 **+1 différents de FE41 sont les transformées strictes de diviseurs
exceptionnels de 7 ¥ qui ne passent pas par py1. L’application 771:431 définit un biholomorphisme
au voisinage de ces composantes et I’hypothése de récurrence garantit que celle-ci sont également
intersectées par au plus deux autres composantes de 7 ¥*1 (point (5)). Cette méme remarque
garantit également que deux diviseurs exceptionnels de 7 **1 ne s’intersectent pas (point (6)). De
méme un point p ¢ Ey ;1 est évidemment & l'intersection d’au plus deux composantes de 7 F+1,
puisque 741 est un difféomorphisme au voisinage de p, d’autre part, comme les composantes de
T * s’intersectent transversalement par hypothese, les courbes Sf“, 1 <7 < k ne s’intersectent
pas le long de Ej1, ainsi les points de Ey41 sont donc également sur au plus deux composantes de
T k+1. Le méme argument assure que les intersections des composantes de 7 **1 sont transverses
et positives puisqu’elles proviennent d’intersections de 7T ¥ différentes de pp,i, au voisinage
desquelles 7,1 est un difféomorphisme et envoie 7 **1 sur T ¥, et d’intersection entre Sf'H
et Ery1, 1 < i < k. Ces dernitres sont transverses et positives car les S¥ sont plongées et
holomorphes.

Les méme remarques montrent le point (7) pour 7 *+1.

O

Le diviseur exceptionnel F; C M;, n’existe a priori plus comme courbe holomorphe dans
M. Cependant, sa classe d’homologie se releve successivement par 7;, j = ¢+ 1,--- , K. On

note encore [E;] = [(m;110---omk)*E;] dans Hg(]\//f7 Z) et e; = PD([E;]) = (mig10---0mK)"e; €
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HgR(J\//fK). On a alors un isomorphisme entre HQ(MK7 Z)/{[E1],---,[EK]) et Hy(M, Z). Au-
trement dit, toute classe 6 € Hy(Mg, Z) s'écrit

K
6 =m0 — Z%‘[Ei], avec 0 € Hy(M,Z) et a; € 7.
i=1

De méme, toute classe O € HZ,(Mg) s’écrit

K
éK = w*9+2aiei, avec 6 € H(%R(M) et a; € R.
=1

Dans la suite de la thése, on note S¥ les composantes de T ¥, ott k désigne le nombre d’écla-
tements de sorte que Sf = E, et Sf“ = SF. Ainsi, SF représente la transformée stricte de E;
dans My, (et n’existe que pour k > 7).

1.5.3 Résolution de singularité algébrique

Définition 1.5.8. Une singularité de courbe plane est une paire (S,C), ot S est un germe de
surface analytique complexe et C est un sous-germe de courbe compleze réduite. Deux singularités
(81, Ch) et (S, Co) sont équisinguliéres s’il existe un germe d’homéomorphisme

© (81,01) — (82,02)

qui préserve a la fois les orientations complexes des surfaces et des courbes.

Soit (S,C) = ([{P(z,w) = 0}],{P(z,w) = 0}) une singularité algébrique plane complexe en
l'origine dans C2. Soient 7¢ : (C2, E) — (C2,0), C la transformée stricte de C' et C' = CUE
dans C2. La courbe C a des singularité le long de E que 'on décrit a présent.

On rappelle que C2 est couvert par deux cartes ., @, : C% — C2 dans lesquelles 7 ¢ s’écrit

respectivement ¢ (z,w) = (z, zw) et w¢(z,w) = (wz,w).

— Si CNE C Im(py), en éerivant P(wz,w) = wh=xP(z,w), C’' est représentée par
{wP(z,w) = 0}, P non divisible par w. Cette équation est singulitre en chaque (z;,0)
pour laquelle 13(227 0) = 0 et on définit alors

S = (8, S == [{wP(z + 2, w) = 0}] (1.3)

7

~

8=(8);, S = [{P(z + z,w) = 0}]. (1.4)

Dans ce cas E = {w = 0}.

— Sinon, C’ & toujours éventuellement des singularités dans Im(p,,), décrite comme ci-
dessus, mais elle a en plus une singularité en (0,0) dans la carte ., donnée de la méme
facon par R

Sto = {2Q(z,w) =0}
et N N
Soo = {Q(z,w) = 0}

oll P(z, zw) est écrit z4m»xQ(z, w). Dans ce cas E = {z = 0}.
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Finalement, 8’ = (S}) ou (S}); USL, et S =(8); ou (8); USw.
Théoréme 1.5.9. Soit C := {P = 0} C C? une courbe algébrique singuliére en 0 € C2. Alors
il existe une suite d’éclatements complexes

T1,0 7~5 72,1 TK,K—1 79
C? 2 C2) ¢ ... 25 2k

telle que, en notant m; j = Tj11,;0- 01 : Z\Z — ]\//.TJ», la courbe GK = WI}}O(C\{O}) est lisse
au voisinage de T X = 73 ({0}) et TX intersecte Ck transversalement et positivement.

La courbe Cg est appelée désingularisation de C par w et le diviseur T X est appelé diviseur
exceptionnel a croisement normaux associé a l’éclatement itéré .

On notera que que ce theoréeme ne traite que de la désingularisation en de la courbe en
l'origine. Si C' présente d’autres singularités en dehors de 0 € C2, alors celle-ci sont toujours
présentes au terme de la désingularisation du germe de la courbe en 0 € C2.



Chapitre 2

Résolution symplectique des
singularités

Dans cette partie on décrit la construction de I’éclatement et de la contraction symplectique
d’une variété symplectique (M,w) et on construit un analogue symplectique & la resolution
algébrique d’une singularité décrite dans la partie 1.5.

Définition 2.0.1. On dit qu’une courbe symplectique C C (M,w) réalise la singularité S s’il
existe une carte de Darboux dans laquelle un germe de C définit S.

Définition 2.0.2 (Suite T X-adaptée). Soit (M, Q) une variété symplectique. Soit (a1, -+ ,ax) €
(RT)E une suite de réels strictement positifs. Soit T X = (SK)K | € M un diviseur exception-
nel singulier. On suppose que

K
Q‘TK = —Zaiei, €, = PD(EZ)
i=1

La suite (ay, - ,ar) est T X -adaptée si Q(SE) > 0 pour touti € {1,--- ,K}.

Remarque 2.0.3. Si la suite (a1, -+ ,ax) est T X-adaptée, les suites (ay,--- ,a;) sont T -
adaptées pour tout i < K.

Avec cette définition de réalisabilité symplectique d’une singularité, et la notion de suite 7 -
adaptées, on peut décrire un procédé de résolution symplectique des singularités. Précisément :

Proposition 2.0.4. Soit S une singularité algébrique. Soient (M,w, J) une variété symplectique
de dimension 4 munie d’une structure presque complexe w-compatible et C' une courbe symplec-
tique qui réalise S en p € M. Soit w: (Mg, Jk, T ) = (M, J,p) un éclatement complexe itéré
de M qui résout S.

Pour toute suite TK—adaptée e:= (g1, -+ ,ex) < 1, il existe une structure O sur ]/\/[\K
telle que :

1. Wk, est jK-compatible.
2. [0k = [7*w] — 2K | eiei, ot e; = PD(E;).

3. TE est un diviseur exceptionnel symplectique d croisement normau.

39
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4. 1l existe une courbe symplectique lisse C' homologue & la résolution GK de C qui intersecte
TKE Wk e-orthogonalement.

Le but de ce chapitre est de prouver cette proposition.

2.1 Eclatement et contraction symplectiques de C?
Avant de traiter le cas d’une variété symplectique quelconque, on discute des formes symplec-
tiques pouvant étre construites sur I’éclatement de C? en 0.

Une premiére construction possible est la suivante. Soit (@, js\t,E,ch L C2 - C?) Iéclate-
ment algébrique de C2. Soit 7, la forme d’aire sur E telle que 7,(E) = a. On note

pr:@%E:CPl

la projection de C2 sur E vue comme le fibré en droite tautologique sur CP'. Soient R une
coordonnée radiale sur les fibres provenant d’une structure hermitienne sur le fibré et o une

forme de connexion sur le complémentaire de la section nulle de pr : C2 — CP! donnée par

X |Fibre — de,
da = a7 lpr*r,, (on rappelle que [E]?> = —1).

Lemme 2.1.1. La 2-forme w, = pr*7, + d(Ra) est une forme symplectique sur C2 et donne
aire we(F) = a au diviseur exceptionnel E.

Démonstration. En développant la forme w, on obtient
we =1+ a 'R)pr*r, + dR A cv.

Sa restriction a E est donnée par w, g = T4, la forme d’aire que l'on s’était fixée et ainsi
w.(E) = a.

Enfin, (w,)"? = 2(1 + a 'R)(pr*7,) A R A a, qui est une forme volume sur C2, donc w,

o~

est non-dégénérée sur C? et dw, = pr*dr, + dd(Ra) = 0. On en conclut que w, est bien une
forme symplectique sur C? avec les propriétés annoncées.

O

Une autre maniére de construire une forme symplectique sur I’éclatement de (C?, w;) est de

transporter la forme standard wg; sur C2. Pour cela on définit les applications

Foo :C\Bla) —»  C\{0} F :C\{0} - CA\B)

e
z — \/\z|2—a2|—§| z — \/|z|2+a2é—‘.

inverses I'une de 'autre.

Proposition 2.1.2. Soit 7, := F, om¢. Alors m) wsy = Wt -

On peut se référer & [GS89], théoréme 5.1 de la partie 5, pour la démonstration.
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Définition 2.1.3. Un plongement monotone de C™"\{0} dans C" est une application
Fizer f(l2])2/]2],
ot f: RT* — RT* est lisse et strictement croissante.

Lemme 2.1.4. Pour tout plongement monotone F : C"\{0} — C", la 2-forme F*wg est
compatible avec la structure complexe standard Jg sur C™\{0}.

Démonstration. On doit montrer qu’il existe une base vy, ivy, - - , vy, v, de 'espace tangent en
z tel que F* wy s’annule sur les couple de vecteurs de la forme (v;,vx) et (vj,ivx), k # j et
F* wgi(vj,iv;) > 0. On note (r,0) € RT* x S2"~1 les coordonnées sphériques sur C™\{0}. Dans
ces coordonnées, un plongement monotone F : C™\{0} — C" est de la forme

F(z) = F(r,0) = (f(r),0).

De plus, puisque la fonction f est strictement croissante, sa dérivée agit sur les vecteurs radiaux
en les multipliant par un nombre réel positif. La forme symplectique standard sur C" est donnée
par wg (v, w) = (v, iw), Yv,w € C™, ou de maniére équivalente par (v, w) = wg (v, iw).

On choisit une base de T, )((0, +00) x S2"~!) donnée par

0 .0 . .
B:= (87’7187'76177/51,”. a§n—17lgn—1> )

ot §/0r est le vecteur radial et &; sont des vecteurs unitaires de T,°S2?"~1, caractérisés par
. L .
&€ (L, i2) CThp)((0,400) x S21) et ig; € TyS? ! pour § € S2"~1. Alors,

FB = (10 5 0T g SO0 SV 1161, £ (7)o )

et F*wg(vj, Jug) = wer(Fivs, JFvg) ce qui donne F* wg(vi,iv1) = F*wg(9/0r,i0/0r) =
wst (f'(r)0/0r,i0/0,) = f'(r)f(r)[[0/0r]* > 0, F*we(9/0r,i&;) = wa(f'(r)d/0r,if(r)&;) =0
et F*wg(xj, k) = wet(f(r)&;,1f(r)€k) = 0, pour k # j. Et donc, F* wg est Jg-compatible.

O

La contraction symplectique de (C2, Wy ,) consiste en 'opération inverse de I’éclatement
symplectique de (C?, wy;) le long de la boule B(a). Précisément, on pousse Wy , par I'application
F,omc: (C?\E, Wy,,) = (C*\B(a), ws) définie & la proposition 2.1.2. On prolonge ensuite la
forme w sur tout C2 en la recollant avec Wet| B(a)-

2.2 Eclatement symplectique

Soit (M,w,J) une variété symplectique de dimension 4 munie d’une structure presque com-
plexe w-compatible. Cette partie est consacrée a la construction d’une forme symplectique sur
Péclatement complexe de (M, J) compatible avec la structure complexe sur 1’éclatement. Pour
cette partie, et la suite de ce texte, on fixe une fonction p : (a,+00) — (0,400),a € R*
strictement croissante, lisse sur (a, +00), telle que :

1. p(t) =t pour t > a+ 2¢/3, € > 0 petit.
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2. p(t) = Vt? —a?, pour t € (a,a +£/3).
On définit alors
F: B(a+¢)\B(a)

— B(a+¢)\{0}
z — \

ol .
et G = FoF,. Ainsi, G, F et F, (définie page 36) sont des plongements monotones au sens de
la définition 2.1.3, et

F, BE\{0} — Bla+2)\Ba)
F: Bla+e)\B(a) — Bla+e)\{0}
G B(EN{0} — B(a+e)\{0}.

Lemme 2.2.1. Soit (M,w,J) une variété symplectique de dimension 4 munie d’une structure
presque complexe w-compatible. On suppose que pour a > 0 et € > 0 on a un plongement ¢ :
(Bla+¢), wst, Jot) = (M,w, J) tel que . Jg = J. Soit (M, J,, E,m: M, — M), Uéclatement
complexe de M associé a .

Alors il existe une forme symplectique &, sur ]\//L telle que :

1. @, est j¢—compatible.
2

Yo Blate/s) T Wstia

M\E,@p) = (M\@(B(a)), w).

3. Il existe un difféomorphisme symplectique Ty 4 : (
4. @, représente la classe de cohomologie [w,] = [mjw] — aPD(E).

Démonstration. Définissons 'application F': M\p(B(a)) — M\{p} par

P { id sur M\@(B(a + 2¢/3)),
| uF sur p(B(a +e))\p(B(a)).

et G : B(e)\E — B(a+ ¢)\E définie par ¢ o G = Gorme.
On rappelle que

(M, Jp) = (M\@(0),0) U (Bla+e), Ju)
= ON\e(Bla). F1) U (Blate), )
= M\e(B@).FD) U (Blate).Ju)
= ON\e(B@).Fr) b (Blate) )
= MN\p(B@).FD) U (Blate). fu)
= (M\e(B(@). F*]) U (B(),G" )

On pose alors

o~

(Mg, Jp,00p) = (M\@(B(a), F* J,w) U (B(e), G" ot Wst.a)-

La 2-forme &, est bien définie car (m¢ o F_g 0 4,0’1)*@7(1 = Y, Wst = w, est évidemment sym-
plectique et @, et J sont compatibles car :
— sur M\¢(B(a+¢)), F =id donc (J,,&,) = (J,w),
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— sur p(B(a + ¢)\B(a)), (w,J) = (p«wst, p+F*Jst), et puisque F est monotone, wg et
F*Jg sont compatibles,
— sur B(e), G étant monotone, wg , et G*J; sont compatibles.
On définit finalement 7, , = i7" : M\E — M\@(B(a)) ot iy : M\@(B(a)) — M, est
I'injection naturelle dans la présentation ci-dessus.
Enfin, on sait que [@,] = 7*[w] + fe, pour § € R et e = PD(E). Or, puisque @, (E) =
Wst o(E) = a et O,(E) = —f, on conclut que f = —a, ce qui montre le point 4. O
,w

Définition 2.2.2. Soit (M,w, J) une variété symplectique. L’éclatement symplectique de (M
le long d’un plongement ¢ : (B(a +¢€), wst) = (M,w), a >0, e > 0, est

(My,we, gy B, Tpa : (M\E,we) — (M\@(B(a)),w)).

Corollaire 2.2.3. Si une courbe J-holomorphe ¥ C (M,w) intersecte p(B(a + ¢€)) le long d’un
disque de Hopf alors ¥ intersecte E & -orthogonalement en un point et &,(X) = w(X) — a.

Démonstration. Quitte & perturber ¥ dans ¢(B(a + €)), on peut supposer que ¢~ *(X) coincide
avec une droite vectorielle complexe dans B(a + £/3). On rappelle que

(Mg, @) = (M\p(Bla+)w) ) (Ble) Wata)-

TrzloF_aocp*1

Puisque F_, : B(a +¢/3)\B(a) — B(g/3)\{0} est une application radiale, I'image de ¢~1(3)
coincide avec une droite vectorielle de B(g/3) et donc mg' o F_, 0 ¢~ 1(X) coincide avec une
fibre dans B(c/3) et donc est Wgt q-orthogonale a E C B(g/3). Puisque ¥ est J-holomorphe au
voisinage de p(B(a + ¢)), S est jst—holomorphe au voisinage de E et donc symplectique dans ce
voisinage. Enfin, puisque 7, , est un difféomorphisme symplectique entre M\SD\E et M\B(a), la
courbe ¥ est symplectique dans tout ]\//.7@.

Enfin, [E] = 7*[2] + B[E], et comme 3 intersecte E un seul point,

~

(2] - [E] = (7" [X] + BIE]) - [E] = =B = 1.
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O

Corollaire 2.2.4. Soit w une forme symplectique Js;-compatible sur B(1) C C? telle que W(0,0) =
wst. Soit C C B(1) une courbe analytique avec équation locale P(z,w) = 0 au voisinage de
lorigine, ot P est une fonction holomorphe ou polynomiale avec un point critique isolé a l’origine
définie sur B(e), € > 0 petit. Alors, il existe une carte de Darbouz ¢ : (B(3¢), ws) — (B(1),w)
centrée en lorigine et une courbe wg-symplectique C' C B(3¢) telles que :

C N B(3¢)\B(2¢) = p*C,
CNB(e) ={PoA(z,w) =0}, A € GLy(C).

En particulier, C est une courbe symplectique avec la singularité S en l'origine.

De plus,
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1. Si P =wQ, on peut imposer que C' = {w = 0} U Cyq,
2. 8i P = zwQ et siles droites {w = 0} et {z = 0} sont w(q,0)-orthogonales, on peut imposer
que C = {zw =0} U Cq.

Démonstration. Dans des cartes holomorphes, C' a pour équation P(z,w) = 0 qui est une équa-
tion définissant S, et w reste Jg-compatible, on peut donc supposer que C' = {P(z,w) = 0}
au voisinage de l'origine. Comme w est Jg-compatible, il existe une transformation linéaire
complexe A qui envoie (e, Jste1, €2, Jstea) sur une base symplectique de wg, gy, on peut alors
supposer sans perte de généralité que w(g) = ws quitte a modifier I'équation P = 0 en
P o A =0, qui est une autre équation algébrique pour S. Ainsi, il existe un plongement sym-
plectique ¢ : (B(9), wst) — (B(1),w) avec p(0) = 0 et ¢'(0) = Id. Le corollaire 1.3.8 nous
fournit une courbe ¥ C B(2¢)\B(e) telle que ¥ coincide avec ¢*C sur Op(0B(2¢)) et avec
{P o A(z,w) =0} sur Op(9B(e)). Alors, la courbe

C = (¢*C\B(2¢)) U U ({P(z,w) = 0} N B(e))

satisfait les propriétés annoncées.

O

Lemme 2.2.5. Soit (M,w,J) une variété symplectique munie d’une structure presque complexe
w-compatible. Soit C' C M wune courbe symplectique qui réalise une singularité algébriqgue S en
p € M. Soit p : (B, wst) — (M,w) telle que *C = S. On suppose que p.Jst = J et on considére
léclatement (]/\4\9(,, D, fw, E). Alors

— 8 est réalisable par une courbe C' C M\w Qyp-symplectique dans la classe de [é]

— De plus, C' U E réalise la singularité S’ (voir 1.3).

Démonstration. Soit (M\ Dy, Jp, E) Déclatement symplectique de (M, w,J) le long de . Soit
C' la transformée stricte de C. Cette courbe est une courbe J -holomorphe dans (M , Wes Jw)
présentant des singularités en des points distincts p; € E C MQ(,7 i=1,---,n. Nous avons déja
souligné que j<p est intégrable au voisinage de E. Il existe donc des cartes ©; : (B(g;), Jot) —
(]/\4\%, JAS(,), centrées en les p;. En posant w; := 1@, on obtient alors des formes symplectiques J;-
compatibles. On note C; = t;(B(e ))ﬂé et X, =¥ (B (EZ))Q(GUE) D’apres le lemme 2.2.4, pour
tout i € {1,--- ,n}, il existe o, @; : (B(3c0), wst) < (B(&;),w;), chacune centrée en 'origine, et
des courbes symplecthues ¥ C B(3eo) telles que ; N B(350)\B(2c0) = 0% et ¥; N B(eg)
réalise la singularité [{w - P;(z,w) = 0}] ot P; représente la i-me composante de S et w = 0

représente E dans la carte. On note C; les perturbations des courbes @ obtenues en coupant /C'\Z
dans I'm(v);) et en la remplagant par v¥; o v;(X;)\E, puis

C' = (C\| |¢iowi(BB=0)) | (| ]wil
=1 Loy (Ci) =1

Cette courbe coincide avec C' sur (LU, ¥ 0 0i(B(3e0)))¢, réalise la multi-singularité S (puisque
les 1); o ¢; sont symplectiques) et C’ U E réalise la multi-singularité S’. O

Remarque 2.2.6. La carte de Darbouz ¢ construite dans 2.2.5 dans laquelle C' U E a une
équation qui définit la singularité S’ qui envoie E sur le disque {w = 0}.
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Définition 2.2.7. Soit M une variété de dimension paire et soient w et W' deuz formes sym-
plectiques sur M. Les formes w et w' sont équivalentes par déformation s’il existe une famille a
1-paramétre de formes symplectiques wy, t € [0,1], telle que wyg = w et wy = w'.

Lemme 2.2.8. Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 4. Alors toutes les formes
symplectiques sur léclatement M obtenues par éclatement symplectique de (M,w) sont équiva-
lentes par déformation.

Démonstration. Soient ¢ : B(a) — (M,w) et ¢’ : B(a') — (M,w) des plongements symplec-
tiques de boules et soient @, et &, les formes symplectiques sur M obtenues en éclatant M
le long de ¢ et ¢ respectivement. Soit ¢ > 0 suffisamment petit tel que ¢ p() et gaf B(e) Sont
isotopes symplectiquement. En éclatant M le long de ¢; := ¢|p«), t € [g,a], on construit une
famille lisse de formes symplectiques @; joignant &, a @,. On fait de méme en éclatant le long
de ¢} = ng By L€ [e,a'] pour obtenir une famille lisse de formes symplectiques @; joignant &.
a w,. Enfin, puisque ¢ g et gaf B(e) SONt isotopes symplectiquement, il existe une isotopie entre
les formes @, et &..

On obtient la déformation recherchée en concaténant ces trois chemins de formes symplec-
tiques.

O

Lemme 2.2.9. Soit (M,w) une variété symplectique, w' une forme symplectique sur M défor-
mation équivalente d w. Soient & et &' des formes symplectiques sur M obtenues par éclatement
symplectiques. Alors & et &' sont équivalentes par déformation.

Démonstration. On a vu que les formes symplectiques sur M obtenues par éclatement de (M, w)
(ou de (M,w’)) sont équivalentes par déformation. Il suffit donc de montrer qu’il existe deux
formes obtenues par éclatement de (M,w) et de (M,w’) équivalentes par déformation. Pour
cela, fixons un chemin w; de formes symplectiques sur M entre w et w’ (puisque w et w’ sont
supposées déformation équivalentes). Une version paramétrique du lemme de Darboux donne un
chemin 9 : (B(e), wst) = (M, w;). L’éclatement de (M, w;) le long de v; donne une famille &
1-parametre de formes &; qui interpole entre I’éclatement de (M, w) le long de ¢ et de (M,w’)
le long de ;. O

Corollaire 2.2.10. Toutes les formes symplectiques contruites sur un éclatement itéré de (M, w)
sont équivalentes par déformation.

Démonstration. On raisonne sur le nombre k d’éclatements de (M, w).Initialisation : Le cas k = 1
est une application directe du lemme 2.2.8.

Hérédité : Soit k > 1. Soit M), un éclatement itéré de (M,w) et soient &, et & deux formes
équivalentes par une déformation @y ; sur M. Alors, d’apres le lemme 2.2.9, il existe une défor-

mation symplectique entre @y, et @j.

O
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2.3 Démonstration de la proposition 2.0.4

On démontre ici la proposition 2.0.4 par récurrence sur le nombre d’éclatements. Pour étre
le plus précis possible, on rappelle d’abord les notations d’un éclatement itéré. Soit (M, J)
une variété presque complexe, soit (J/\/[\K,jK, T ) un éclatement itéré de (M,.J). On note
Tiio1 (]\Z,:];,Ei) — (]\/{71;17171-,1,]91») les éclatements intermédiaire et m; ; : (J\/Zi,j;7 T4 —
(]\/4\]'7 jj, T 7) la composé m; j = Tj41, 0+ 0m ;—1. Enfin, on énonce la propriété de récurrence :

Proposition 2.3.1. Soit S une singularité algébrique compleze plane en lorigine 0 € C2. Soit
(M,w) une variété symplectique de dimension 4 et soit C € M une courbe symplectique réalisant

la singularité S en p € M. Soit (m; ;-1 : (]\//.Tl,jl 1L, E) — (J\/J\2 i 17pz))1<2§K une suite
d eclatements de (M, p) associée d la résolution de S. Alors, pour tout ke{l,--- K}, il existe
une suite e = (e1,--- ,ex) < 1 et une forme symplectique &y, sur Mk telle que :

. k
1. [wk] = [’/T;:’Ow] — Zi:l g;€qy € = PD(El)
2. TF est un diviseur exceptionnel symplectique lisse a croisements &y-orthogonau.

3. 1l existe une courbe C homologue d la transformée stricte de C via 7y, réalisant la
multi-singularité Sk = T oS et telle que Ci U Tk réalise la multi-singularité S}, qui est
une collection de smgulamtes du type [{RP = 0}] ot R = w ou zw et {R = 0} correspond

a T et {P =0} aSp.

Démonstration. Initialisation : On suppose que C' réalise S en p; € M. Soit o1 : (B(e1), wst) <
(M,w) une carte centrée en p; telle que p*C = S. On définit une structure presque complexe
w-compatible Jy sur (M,w) en étendant ¢*Js & M.

Soit (M\l,fo,El,m,o) léclatement de (M, Jp) le long de ¢1. Le lemme 2.2.1 nous fournit
une forme bymplectique @ dans la classe [01¢,] = [} gw] — €11 et une courbe symplectique
singuliere C’1 dont les singularités sont le long de E;. D’apres le lemme 2.2.5, il existe une courbe
symplectique C; dans la classe [C’l] qui réalise la multi-singularité S (notée ici 81) on note chaque

composante de cette multi-singularité S ; = [{Q:i(z,w) =0}], i =1,--- ,nq, telle que Q; ne soit
pas divisible par w et telle que C; U E; réalise la multi-singularité S} = ([{wQ;(z, w) = 0,
On a ainsi initialisé la récurrence.

On décrit encore I'étape 2 de la récurrence. Soit pz un point de E; N Cy et soit oy :
(B(g2), wst) < (Ml,wl c,) une carte telle que ¢3(C1 U E) = {wP(z w) = 0} et soit J; une
structure presque complexe définie comme 'extension de o, Js & M1 de sorte qu’elle soit @i-
compatible. Soit (MQ, Jl, Ey,m21) léclatement de (M J1). Le lemme 2.2.1 nous fournit une forme
symplectique w- dans la classe

[(:)2} = [775_’1@1] — €9y = [’/Tékyoo.)} — £1€1 — Eg€9

—

et nous fournit une courbe symplectique (C~’1 UE) = C, UE\l. D’apres le corollaire 2.2.3, puisque
E; correspond & {w = 0} dans le modele local, le diviseur exceptionnel E; intersecte la boule
w2(B(e2)) le long d’un disque de Hopf, et donc E; intersecte le diviseur Eo @o-orthogonalement.
La composante C; est une courbe singuliére dont les singularités sont le long de E1 UE, = T2
De plus, comme précédemment, d’aprés le lemme 2.2.5, il existe une courbe Co dans la classe
[C1] = [ég], ou Cs désigne la transformée stricte de C via Ta,0, qui réalise la multi-singularité

= [{Qi(z,w) = 0}], et telle que Cy U T 2 représente la multi-singularité S} qui est une
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collection de singularité de la forme {RQ}(z, w) = 0} ol R ne divise pas @}, est soit de la forme
w, soit de la forme zw et correspond & T 2 dans le modele local.

Hérédité : Soit k € {1,---,K}. Soit (Z/W\k,@k) une variété symplectique obtenue apres k
éclatements de (M,w,p;) obtenue en itérant le procédé décrit précédemment. On note 7 * le
diviseur exceptionnel singulier symplecthue associé. On suppose que Wy, vérifie les propriétés
de 2.3.1. On suppose de plus qu’on a une courbe Cj, dans la classe [Ck] réalisant la singularité
Sk = T} oS le long de Tk et telle que Cp, U T* représente la multi-singularité S}, comme
décrite dans ’énoncé de 2.3.1. Soit pr4+1 € Cr U T en lequel Cj, présente une singularité
algébrique. Soit pri+1 : (B(ekt1), wst) — (M\k,wk), une carte centrée en prr1 de sorte que
©5:1(Cr U TH) = {RP(z,w) = 0}, ot R ne divise pas P et {R = 0} correspond & 7 *. D’apres
I’hypothese de récurrence, deux cas peuvent se présenter suivant R :

1. soit de la forme R = w, dans ce cas l'intersection 7 * N ¢p11(B(exr1)) est un disque de

Hopf,
2. soit de la forme R = zw, dans ce cas 'intersection 7 * N ¢g,1(B(r41)) est une réunion
de deux disques de Hopf.
On définit une structure presque complexe Ji en étendant la structure ¢y 1.Js; de sorte qu’elle
soit Wy-compatible. Soit (]/\4\k+1, .fk,EkH,ﬂkH,k) I’éclatement de (M\k, Ji) le long de ¢gy1. La
proposition 2.2.1 nous fournit une forme symplectique @;11 dans la classe

k k41
A * N * *
[Grt1] = [T 1 kn] — krrenn = [Ty amhow] = D i€ — errrehin = [Ty o] — E Ei€i-
i=1
T = —
Cela nous fournit aussi une courbe symplectique singuliere (Cy, U T*) = C, U T*. Comme

le modele local au voisinage de pi41 est de la forme {RP(z,w) = 0}, R = w ou zw, T*nN
©k+1(B(gg41)) est la réunion d’au plus deux disque de Hopf. Done, d’apres le lemme 2.2.3, 7'\’“
i/Izcersecte Ej 1 @gy1-orthogonalement. Enfin, comme C), est dans la classe [ékL la composante
C’k représente la classe [aﬁ_l} qui est la transformé stricte de C' via my41,0. De plus, cette
courbe est singuliere le long de TkU Ejpy1 = T k+1. D’aprés le lemme 2.2.5, il existe une
courbe symplectique Ck;Jrl homologue a C’;Hl réalisant la multi-singularité Sk;Jrl = 7 41, 0S.
Précisément, les singularités de Ck+1\Ek+~1 et de (Ck+1 U Tk)\Ek+1 ont le méme modele que
celle de Cp\@r41(B(ert1)) et celle de (Crx U T ¥)\@ry1(B(ers1)). Pour finir, les singularités
de Ciy1 le long de Ej4q sont données dans des modele locaux par [{Q(z,w) = 0}], ou Q

est non divisible par w ou zw et les singularité de Ok+1 U 7 **! sont données localement par
[{RQ(z,w) = 0}] ott {R = 0} correspond & T **! et R =w ou R = zw.

O
Il est clair que cette proposition permet de prouver la proposition 2.0.4 par une récurrence
immédiate.
2.4 Eclatement symplectique itéré

Dans cette partie on se concentre sur la définition des éclatement symplectiques itérés indé-
pendamment de l'existence d’une singularité algébrique a résoudre. En oubliant la singularité S
dans ’énoncé précédent, on a démontré I'existence d’une suite de formes symplectiques @; sur
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M\ pour laquelle 7% est un diviseur exceptionnel symplectique a croisements normaux, obtenu
par éclatements symplectiques successifs de (M;_1,0;—1).

Définition 2.4.1. Soit (]\//.7“ Ji, T %) un éclatement complexe itéré de (M, J,w). Soit w; une forme
symplectique sur (J\/I\Z, JAi, T %) telle que T * est un diviseur exceptionnel symplectique a croisement
normauz. On dit que (]\/4\1-,(211, T %) est un éclatement symplectique itéré modelé sur l’éclatement
compleze (]\/4\“ Ji, T9.

Lemme 2.4.2. Soit ECI := (m; ;1 : (@2, TH — ( i1, TY))E un éclatement compleze
itéré. Soit (ay,--- ,ar) une suite T X -adaptée (voir définition 2.0.2). I existe un éclatement
symplectique itéré de C? modelé sur ECT tel que O (E;) = a;.

Démonstration. On construit la forme @; sur ]\//E par récurrence.
Initialisation : La forme symplectique &; est obtenue en éclatant C? le long de B(ay).

Hérédité : En supposant que la forme @; est construite dans la classe

10 Wst] g aje;

on construit a présent ;1 de la facon suivante : (6Z+1 T 1) est obtenue en éclatant (@\2“ T
en un point p. Si p n’est  pas élément de 7 %, on obtient wl+1 en éclatant le long d’un plongement
v (B(aj41), wst) < ((C%\’TZ @;). Puisqu’en effet CQZ\T’ contient des boules symplectiques
de tailles arbitraires. Si p est un point de 7 %, on a alors deux cas possibles :
— Soit p € Si\ U Si. On note A = Ay, (S;). La remarque 1.2.14 permet d’affirmer que
7k

pour tout € > 0 et tout < Ay — ¢, il existe un plongement ;1 : (B(x), wst) — (Mz,wi)
tel que ¢;4+1(B(x))N T * est un disque de Hopf n’intersectant aucun point de S} \ Ujer S5

— Soit p € Si N S., et on note A = Ay, (Sh) et Ay = Ay, (Si,). Toujours d’apres la
remarque 1.2.14, pour tout € > 0 et & < min{Ax, A} — &, il existe un plongement
Qit1 1 (B(x), we) = (M;,&;) tel que @i41(B(2)) N T est la réunion de deux disques de
Hopf s’intersectant exactement en p.

Puisque (a1, -+ ,a;41) est T Fl-adaptée, on a

141 /\
[— Zageg] [Sﬂ > 0,
(=1

pour tout j € {1,---,i+ 1}. En particulier pour j = k, et k’, [— ZZ’S ageg} (SJ’) > 0, donc

i+1 - [ ]
l—zaeee] [S;] (- [(Wm,i)*zaeeé] - ai+1€z‘+1) ([(mi41,i)"55] = [Eita])
=1

(=1

= [—(Ml,i)* > @M] [(Tit1,0)"S}] + airr€ist[Eii]

[ Zagegl J'—al+1>0



2.4. ECLATEMENT SYMPLECTIQUE ITERE 49

Enfin, puisque & op (7) € [— 22:1 agez] , on en déduit que pour j = k et &/,

Qi1 < [— Za365‘| [S;] = (:)Z( ;) = Aj.
(=1

Donc, si p n’appartient qu'a Si, a; < Ay et si p = Si N Sk, a; < min{Ag, Ap}. On peut
donc éclater M; le long de ¢;+1 @ (B(ait1), wst) < (M;,@;) et ainsi construire la forme ;41
représentant la classe symplectique annoncée.

O
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Chapitre 3

Domaine associé a des
contractions multiples

Dans ce chapitre on décrit un analogue symplectique a la contraction algébrique pour une
variété symplectique. On y décrit aussi les domaines symplectiques obtenus en contractant un
diviseur exceptionnel symplectique a croisements normaux et on finit par montrer les propriétés
de ces domaines énoncées dans la proposition II.

3.1 Contraction symplectique

3.1.1 Contraction Symplectique

Dans cette partie on se consacre a la construction d’une forme symplectique sur la contraction
d’une variété symplectique contenant un diviseur exceptionnel symplectique. On rappelle pour
cela les notations utilisées dans la partie 2.2 : soit une fonction p : (a, +00) — (0, +00) strictement
croissante, lisse sur (a,+00), telle que :

1. p(t) =t pour t > a + 2¢/3.

2. p(t) = Vt? —a?, pour t € (a,a +¢/3).

On définit alors
F: B(a+¢)\B(a) — B(a+¢)\{0}
: = (),

et G = FoF,. Ainsi, G, F et F, (définie page 36) sont des plongements monotones au sens de
la définition 2.1.3, et

F,: B(e)\{0} — B(a+¢)\B(a)
F: B(a+¢)\B(a) — B(a+¢)\{0}
G: B(e)\{0} — B(a+¢)\{0}.

Lemme 3.1.1. Soit (X,LZJ, J, E) une variété symplectique munie d’une structure presque com-
plexe &-compatible contenant un diviseur exceptionnel (J-holomorphe) d’aire a. On suppose qu’on
a un difféomorphisme local

—

Y (Op(E),E) C (X,&,J) = (B(e), E) C (C2, Tt g, Jot)

51
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(@,@,a et Jo ont été définis partie 2.1).

Soit (Xy, Jy,my : X — Xy) la contraction complexe (voir définition 1.5.2) de X associée a
. Alors il existe :

1. une forme symplectique wy, sur Xy, Jy-compatible,

2. un plongement @y, : (B(a), we) = (Xy,wy),

3. et un difféomorphisme my o : (X\E, @) — (Xy\@y(B(a)),wy).

De plus, si (X,0,J,E) = (]\/4\4,,@50, wa) et simgoth =@ tom, alors (Xy\pa(B(a)),wy) =
(M\p(B(a)),w).

Démonstration. On rappelle que

(Xy, Jy) = (X\E,J) 9, (B(e), Jar)

=(X\E,J) U (Bla+e),Gda)
Gom ot

On définit une nouvelle forme symplectique & sur X\E par &' := @ sur (¢~1(B(2¢/3)))° et

@' = (Gom o) WsyBate) SUT 1 (E(E)\E) (ces deux formules coincident bien sur 'intersection

car G|g(2e/3)c = Fy). On note que &' ainsi définie est J-compatible sur X\E. En effet, sur
X\¢_1(§(2€/3)), &' et & coincident. Donc @& est J-compatible. D’autre part, sur zp_l(é(e)\E),
0 = (Gomg o) wy et d’apres le lemme 2.1.4 G*wy est Jg-compatible sur B(e) et donc
(Gomeoth)*wy est (mc oh)*Jy = J-compatible sur =1 (B(e)\E).

En définissant

(Xwawdlﬂjw) = (X\E7(:J,7j) a Uﬂ " (Bla+e¢), wst, Gudst)

on a bien une forme symplectique sur X, satsfaisant au point 1.

Cette présentation de (Xy,wy) s’accompagne de deux injections naturelles
my =141 : X\E <= Xy et ig: (Ba+¢), we) = (Xy,wy).

L’injection i fournit le plongement ¢, annoncé au point 2. Pour construire I’application 7y 4
définissons dans un premier temps D’application F'~! : i1 (X\E) — (X, \¢y(B(a)) par

Pl { Fl =0y (F7) s oy (Bla +)\{0}) = ¢y (Bla+¢)\B(a)) sur oy (Bla+2)\{0}
F=' =id, sur o, (B(a+¢))°.

Ces deux formules se recollent bien car F|p(qte)\ B(a+2¢/3) = id. Définissons alors
Top,a = Floi: X\E — Xy\py(B(a)).

7 / % o~ .
Comme enonce, 7Tw7QW¢ = w car :

— Sur B(a+2¢/3)¢, G =id, donc :

T aWylBlat2e/3)e = 1 F T WgB(at2e/3)e

171d" Wy | B(at2e/3)°

= 1 Wy|B(a+2¢/3)°
~/ _
Y x\p-1(B(2e/3)

&

|X\¢—1(B(2¢/3)
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— Sur B(a+2¢/3)\B(a), ona F~! = F,0G ' et iy = Gomc ot sur B(a+e)\{0}, donc
F~loiy=F,omco1 et donc

T Wy Blat2e/s0\B(a) = (7' 0i1) WatBlat2e/3)\B(a)
(

F""f
Foomc o) Wet|Blat2e/3)\ B(a)

= @.
Ceci établit le point 3.

Enfin, pour le quatrieme point, soit (M\wip,E,m{, : ]\//Zp — M) Déclatement complexe de
(M,J) le long de ¢ : (B(a + ¢€), wst, Jot) — (M,w,J). On a déja montré que la contrac-
tion complexe de (M, J,, E,m, : M, — M) le long de v : (Op(E),E) C (M,,J,) —
(Op(CPY), CPY) C (C?, j:f) est la variété (M, J) des que ¢~ omr, = mcot). Il reste donc & mon-

trer que les formes symplectiques w et (@, )y coincident sur M. Rappelons que G|p(2e/3)c = Fa.
Alors,

(M,wy) = (X\o ™ (B(2¢/3)),8) | (Bla+e), wa).
Fgomcoy
Puis R
Fo : (B(2¢/3)\E, Wst o) =(B(a+2¢/3)\B(a), ws)

et v* Wy , = w. Donc

(M,wy) = (X\¢ '(E),®) |J (Bla+e), wa)
F,omcoy

(X\E’a)) U (B(a+5)a wst)
F,omcoy
= (M\eB),w) |J (Blate), wa)
Phowcowow;l
(M\p(B(a),w) | (Bla +¢), wr)
= (M,w) car @ est une carte de Darboux.

O
Définition 3.1.2. Soit (X', J, @, E) une variété symplectique contenant une —1-sphere plongée
symplectique E d’aire a > 0. La contraction symplectique de (X, J,w, E) le long de

~ —

¢: (Op(E),E) C (X,&,J) = (B(e), E) C (C2?, Wit g, Jst)

est (X, Jy, 04+ (Ba), wa) = (Xy,wy), mp 0 X\E = Xy \oy(B(a))).

Remarque 3.1.3. Soit (X,L:),E) une variété symplectique munie d’un diviseur exceptionnel
symplectique et soit 1 : (Op (E,X),0) — (Op(E, C2), Wst o) une carte locale au voisinage de E.
Alors 1 est aussi une carte symplectique entre (Op (E), cw) et (Op (E), Wt cq) €t (cw)y = cwy.

Dans la partie 4 (4.1 et 4.2), on aura besoin de considérer des versions a parameétres des
éclatements et des contraction symplectiques.
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Remarque 3.1.4. Soit @, une suite de formes symplectiques sur (X,E) qut converge vers
@ en norme C*. Alors il existe des suites (¢, : (Op(E),E) — (Be, E)), (W, )ns (P, -
(B(an), wst) = (Xy,,wy, )n €t (T, + X\E = Xy, \@y, (Blan)), qui convergent en norme
C>® vers ¢ : (Op(E),E) — (ﬁ(s),E), Wy, oy ¢ (Bla), we) — (Xy,wy) et Tpa : X\E —
Xy\p(B(a)).

Lemme 3.1.5. Soit (X,&),E) “une variété symplectique avec un diviseur exceptionnel sym-
plectique lisse d’aire a et soit C C X une courbe lisse qui intersecte E @-orthogonalement.
Alors il existe ¢ : (Op(E) ¢ X,0) — (Op(E) C @,@,a) telle que dans la contraction
(X, W, 0 1 (Bla +0), wet) — (Xy,we), Ty X\E — Xy\@y(B(a))), il existe une courbe

symplectique C' C Xy, dans la classe [my.C| qui intersecte @ (B(a)) le long de disques de Hopf.
De plus :

— si [Ci'] - [E] =1, alors C est plongée dans X.
— 1 [C] - [E] = 2, alors ¢ peut étre choisi de sorte que C N @y(B(a)) est une réunion de

disques de Hopf wy-orthogonauz

Démonstration. On a déja vu que le théoreme de voisinage symplectique garantit 1’existence de
Y:(Op(E)c X,0) = (Op(E) C @, Wst o), un modele local, pourvu que a = &(E). On vérifie
sans difficulté que Phypothése d’orthogonalité entre E et C' permet de supposer sans perte de
généralité que ¥(C) est une union de fibres de pr : Op (E) C C? > CP', au-dessus de ¥(CNE).
La contraction de X le long d’un tel v est la variété

(X¢7ww) = (X\E’a)) U (B(a + 6)7 Wst)a
F,omcoy

et @y 1 (Bla+96), wst) = (Xy,wy) est Iinjection naturelle de la boule dans X.

L’hypothése que 9(C) est une union de fibres se traduit alors par ¢ 0)(C) est une union de
droites complexes linéaires passant par l'origine de B(J) dont l'image par F, est une une union
de telles droites privées de B(a). L’extension de F, o w¢ o 1)(C) par les disques correspondant
définit une courbe C' C X, symplectique lisse immergée, plongée si [E] - [C] = 1. Si [C] - [E] = 2
I'hypothése garantit que C intersecte E en exactement deux points. En choisissant ¢ de sorte
que ces deux points soient envoyés respectivement sur [0 : 1] et [1 : 0], les deux disques de Hopf
servant a compléter M,a(é ) sont wy-orthogonaux (puisqu’ils correspondent aux disques {z = 0}
et {w = 0} dans C?).

Pour calculer la classe d’homologie de C, rappelons que d’apres la proposition 3.1.1, (X 0, )
est I’éclatement symplectique de (Xy,wy) le long de ¢y et puisque C Ny (B(a)) est une union
de disque de Hopf, le lemme 2.2.3 donne que [C] = [m3,C] — ([E] - [C])[E]. T est par ailleurs clair

que C = C dans le cas présent et donc la classe [C] = [Ty, C] = [T C]. O

Unicité de la contraction

Lemme 3.1.6. Soient (X,&, E, 1) et (X',&',E',) des variétés symplectiques contenant un
diviseur exceptionnel symplectique lisse. Soient (Xy,wy, py @ Bla) = Xy) et (Xyr,wyr, @y :
B(a) — Xy) les contractions de X et X' le long de ¢ et ¢'. On suppose qu’il existence
un difféomorphisme f (X, @, B, ) — (X',&, E' ). Alors il existe un difféomorphisme f :
(Xw:wwﬂﬂw,ﬂﬁ) - (Xw/vww'aw'ﬁi/)-

Si de plus C et C' sont des courbes symplectiques dans X et X' qui intersectent E et E'
orthogonalement et telles que f(C) = C’, les courbes C C Xy et C' C Xy construite via
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le lemme 3.1.5 vérifient f(C) = C'. Enfin, si U et U' sont des ouverts de X et X' tels que
f(U) =U" les ouverts U := n)(U\E) et U’ = 7y, (U'\E") vérifient f(U) =U".

Démonstration. La preuve est évidente par la naturalité de la construction de la contraction
(lemme 3.1.1) et de la construction de la courbe C (lemme 3.1.5).

Enfin, rappelons que

(Xpowp)=(X\E)  |J  (pu(Blate)), ppws)

pyoFqomcoy

et
(Xpwp) = (XNE) | (pp(Bla+e)), gy ws)

Pyt oF,om o’

et donc en définissant le difféomorphisme f comme étant fl X\g Sur X\E et Py © 4,0;1 sur
Op (¢4 (B(a))), on montre la propriété de f concernant tout ouvert U et U’ dans X et X'
vérifiant f(U) =U'.

O

Remarque 3.1.7. L’hypothese que Vo f =1 n'est pas centrale : dés qu’il existe § : (X, &, E) —
(X', &', E'), le théoreme de voisinage symplectique 1.1.2 garantit l'existence d’un difféomorphisme
f : (X’CD7 E?w) % (X/,(:]/, E/’/IJ}/).

3.1.2 Contractions itérées

Le lemme 3.1.5 permet d’itérer les contractions symplectiques.

Proposition 3.1.8. Soit (]TI\K, TE 1Ko : M\K — M) un éclatement complexe itéré et soit Ok

une structure symplectique sur My pour laquelle T X est un diviseur exceptionnel symplectique
a croisement normauz. Alors, il existe une forme symplectique w sur M dans la classe [Tk 0:0 K]

Démonstration. On note (m; ;_1 : M; — Mi_l)fil la suite d’éclatements qui correspond a 1’écla-
tement itéré mx o : Mg — M, mgo = m,00 - - 0Tk k—1. On construit la forme @&; sur M; par
récurrence sur 1.

Initialisation : On commence par ¢ = K. Soit Fx le diviseur exceptionnel associé a ’éclate-
ment g g1 : Mg — Mg _1. D’apres la proposition 1.5.7, Fx est intersecté par au plus deux
autres composantes de TE , chacune l'intersectant en exactement un point et si Fx est inter-
secté par deux composantes de 7 X les points d’intersections correspondants sont distincts. Soit
ax = O (Ek). D’aprés le lemme 3.1.5, il existe une forme symplectique &1 sur Mg _; dans
la classe [Tk k—1.0K] et telle que 7% r |, T K peut-étre complété en un diviseur exceptionnel
symplectique & croisements normaux. Enfin, chaque composante de 7 X! est dans la classe

TK
[Tk, =14 ].

Les étapes suivantes sont exactement identiques. O

Corollaire 3.1.9. Soit (M,w) une variété symplectique, (MK,LDK, T XY un éclatement itéré de
M. Soit par ailleurs &g 4, t € [0,1] un chemin lisse de formes symplectiques issues de O o = Ok

tel que pour tout t € [0,1] la classe [Or ] = [7f gw] — Zfil a;(t)e; est représentée symplectique-
ment et pour laquelle T reste un diviseur exceptionnel symplectique a croisements normauaz.
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Alors, la contraction itérée de (]/\ZKJ:)K’M T K) définit une forme symplectique wy sur M
symplectomorphe a w.

Démonstration. D’apres le proposition précédente, la contraction symplectique itérée de (]\/4\ Wi, TK)
fournit une forme symplectique w; sur M qui est une chemin lisse de formes symplectiques dans
la classe [Tk 0+Wk ] = [w]. La méthode de Moser fournit alors un difféomorphisme symplectique
f:(M,w) = (M,w). O

Proposition 3.1.10 (Naturalité de la contraction symplectique itérée). Soit (M\K, TE 7ko:

Mg — M) un éclatement complexe téré et soient Ui et &y deux formes symplectiques pour
lesquelles T K est un diviseur exceptionnel symplectique a croisements normaud.

S’il existe un difféomorphisme fr : (]\/ZK,(I)K, TE) — (]\//.TK,&)’K, T X)), alors les formes sym-
plectique w et W' définies sur M par contractions itérées sont symplectomorphes.

Démonstration. Le lemme 3.1.6 (complété par la remarque 3.1.7) garantit ’existence de fK,l :
(]\//.71(,17 O 1, TE D — (]\/J\K,l, Ohe 1, TE71). On est donc en position d’utiliser le lemme 3.1.6
a nouveau. L’itération de ce procédé nous donne finalement le difféomorphisme symplectique
f:(M,w) = (M,w). O

3.2 Définition du domaine D (T ¥ a)

Définition 3.2.1. Soit (M*,w) une variété symplectique de dimension 4. Un sous-ensemble
D C M est un domaine symplectique de M si c’est une sous-variété de dimension 4 compacte a

bord d’intérieur non-vide de M, de sorte que la restriction de w d D est symplectique.

Soit Wx une forme symplectique sur une éclatement complexe itéré (M\ x, TE) de (M,w) pour
laquelle 7 ¥ est un diviseur exceptionnel symplectique & croisements normaux. On rappelle que
la suite Wk est associée & une suite a = (a1, - ,ax) (définition 2.0.2) de sorte que

[Ok] =7 w] — Zaiei.

Définissons par récurrence :

— Dg_1 :=¢x(Blak)) C M\K_l, ol g est le plongement associé a la contraction sym-
plectique 7% - de (]/\/[\K, @K, Ex) (voir le lemme 3.1.1). De plus, d’aprés le lemme 3.1.5
I’ensemble D g _1, qui est une boule compacte & ce stade, intersecte 7 %! le long d’une
réunion d’au plus deux disques. -

— Dg_9:= W%71}K72(DK_1\EK_1) U @K_l(B(aK_l)) C Mg_o, ou @Yr—1 est le plonge—
ment associé a la contraction symplectique 7% _; x_o de (]\/ZK_l,&zK_l,EK_l). Comme
précédemment, le diviseur 7 %~ intersecte le domaine px 1 (B(ax_1)) le long de disques
et d’apres le point précédent et la définition de 7% | jr o, ™% 4 g o(Dx-1\Ex-1) N
T K2 est -

— soit une réunion d’anneaux, si D x_1 N Ex_1 # 0, qu'on complete par des disques de

Hopf de px—1(B(ax—1)),
— soit une réunion de disques comme précédemment si D g1 N Ex_1 = 0.
Ainsi, D g_o intersecte T %~2 le long de disques.
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— POUIj S {0, e K — 1}7 Dj = ;f)+17j(Dj+1\Ej+1) U(pj+1(B((lj+1)) C Mj, ou Pi+1 est
le plongement associé a la contraction symplectique 77, ; de (]\/4\j+1, Djt1, Ejy1). Par les
méme arguments que dans les deux cas précédents, D ; intersecte T 7 le long de disques.

— D(T¥):=Dyc M.

Il peut étre important de préciser que cette description de D est purement ensembliste et
qu’aucune propriété topologique ou symplectique n’est évidente a ce stade. Méme la dénomination
D (T ¥) est hative puisqu’il n’a pas été démontré que D (7 X) ne dépend pas de (M,w). C’est
l'objet des prochains chapitres de la thése de préciser un certain nombre de propriétés de D (T ).

Remarque 3.2.2. On note T = Gk |7« la forme d’aire sur T K induite par O . Sur un voisinage
suffisamment petit de T X, la classe de T est donnée par — Zfil a;e; qu’on peut caractériser par
la suite T X -adaptée a = (ay,--- ,ax). On montre dans la partie 3.3 qui suit que le domaine
construit ci-dessus ne dépend ni de la variété ambiante (M,w), ni de l'éclatement itéré de celle-
ci. Les seules données importantes sont le diviseur exceptionnel symplectique T d partir duquel
il est construit, et la suite a qui caractérise la forme d’aire T dont celui-ci est muni.

3.3 Propriétés des domaines

Dans cette partie, on démontre les propriétés des domaines construits dans la partie 3.2 et
énoncées dans la proposition II.

3.3.1 Unicité du domaine

Proposition 3.3.1. Soit (M,w) une variété symplectique et soit (]/\4\1(, T ) un éclatement com-
plexe itéré. Soit & une forme symplectique telle que T X soit un diviseur exceptionnel symplec-
tique a croisements normaur. Le domaine D (T X), ne dépend que de T X, a symplectomor-

phisme prés, et de la suite a associée d [1] (pas de M, ni de ]\/4\1()

Démonstration. Soient (Xg, T ) et (X}, T %) deux éclatements itérés de deux variétés M et
M’. On note m; ;1 et 7"%,1‘—1 les applications d’éclatements associées au diviseurs exceptionnels
E; C X; et E] C X/. Solent wg et wh deux formes symplectiques sur X et X} respectivement
et telles que 7 ¥ et T 'K sont des diviseurs exceptionnels symplectiques a croisements normaux
symplectomorphes. On note 7 = wg |7« et T = w’Kl TK les formes d’aires sur ces deux divi-
seurs. D’apres le théoréme de Weinstein 1.1.2, il existe des voisinages Vx C Xk et Vi C X
symplectomorphes de T ¥ et T'K respectivement (car tous deux sont symplectomorphes & un

méme plombage symplectique). Notons
frc s (Vi wie, TH) = (Vi whe, T'F)

le difffomorphisme entre ces voisinages. En particulier, fx(Ex) = E}% et on peut considérer
fr—1 comme un difféomorphisme relatif

fK : (VK,(.UK,EK) — (VI/(,W,K,E}()
D’apres la proposition 3.1.6, il existe un difféomorphisme

fr—1: (Ve w1, TE N or) = (Vo w1, TE 71 ¢)
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qui envoie TE-1 sur 7'K-1 construites via le lemme 3.1.5, et tel que fx_1 0 o = O
En d’autre termes, fx_1(px(B(ak))) = ¢ (B(ak)), c'est-a-dire fx_1(Dg_1) = D% _;. On
peut aussi considérer fr_1 @ (Vk_1,wx—-1,Ex_1) = (Vj_|,whk_;, E%_;) envoyant TE=1 qur
7 'K=1_On est alors en position d’appliquer a nouveau le lemme 3.1.6.

En l'appliquant a nouveau, on obtient un difféomorphisme
fr—2t (V2 w2, TE 720k 1) = (Vi 0, wk o0, T 572, 0k _s).

Ce difféomorphisme envoie 7% 1 rro(D x—1\Ex-1) sur 77%_17}(_2( D' \Ex_1)et ox_1(Blax_1))
sur 1 (B(ax-1)). Don,

fk—2(DK-2) = [r-2(Tk_1xk-2(DKr-1\Ex-1)Upx-_1(Blax-1)))
= 1% 1 koD \Ey_1) Uk _1(Blax_1))
K—2*

En considérant
fr—2: (Vk—2,wr—2,Fx—2) = (Vi _o, Wi _o, Ex_2)

on est & nouveau en mesure d’appliquer le lemme 3.1.6.

En Pappliquant ainsi & chaque étape, on construit un difféomorphisme
fi(M,w € [mrowk]) = (M, W' € [T o,wK])

tel que f(Dp(TE, 7)) = D (T 5, 7). O

Remarque 3.3.2. En particulier, on a un difféomorphisme symplectique entre (PSBD(T X, e)\ T X, @)
et Op(D(T*,a), C)\D(T¥,a), ws).

Une conséquence directe de la proposition 3.3.1 est le résultat suivant.

Corollaire 3.3.3. Le domaine D (T X, a) se plonge symplectiquement dans C2.

Démonstration. Soit (@ i, TH) un éclatement complexe itéré de C? pour lequel T X est le

diviseur exceptionnel. D’apres lemme 2.4.2, il existe une forme symplectique & sur C?x pour

laquelle 7 ¥ est un diviseur exceptionnel symplectique & croisements normaux, dans la classe
K s i e g

— > i1 aie;. D’apres la propriété d’unicité 3.3.1,

D(TK,CL) = D(TK, [@K|7-K]) c Cc%

3.3.2 Conformalité du domaine

Dans cette partie on s’intéresse a une autre forme d’unicité des domaines construits en par-
tie 3.2, a savoir la conformalité de ceux-ci. Précisément, on cherche a comparer deux domaines
D(T X, a)et D(T X, a’) associés & un méme diviseur excpetionnel 7 X mais dont les compo-
santes ont des aires symplectiques qui different d’un méme facteur ¢ € R **, c’est-a-dire tels que
a’ = ca.

On définit d’abord :
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Définition 3.3.4. Soit (M,w) une variété symplectique. Un difféomorphisme conformément
symplectique est un difféomorphisme ¢ : M — M vérifiant p*w = cw, pour un certain ¢ €
R ™*. Pour garder une trace de la constante de conformalité ¢ € RY* on dit que ¢ est un
difféomorphisme symplectique c-conforme.

On note cM la variété symplectique (M, cw) pour simplifier les notations dans le reste de la
these.

Proposition 3.3.5. Soit c € R**. Alors D (T ¥, ca) est symplectomorphe ¢ cD (T ¥, a).

Démonstration. C’est évident via la remarque 3.1.3. On pose @’ = ca et donc si 7_et 7' sont
des formes d’aires caractérisées par a et a’, alors elles vérifient 7/ = cr. Soient (Ug,dk) et
(ﬁ}(,@}() deux voisinages des plombages de 7 ¥ pour a et a’ respectivement. Quitte & rétrécir
ces plombages, on a un difféomorphisme fx entre Uk et Uy qui vérifie fx| 7« = Id et qui envoie
donc TX cUgsur TE cU 1. Le difféomorphisme fx est alors un difféomorphisme c-conforme
entre les diviseurs exceptionnels symplectiques. Quitte a rétrécir Uk et U ¢ et & appliquer un

processus de Moser, on peut supposer que fx est un difféomorphisme symplectique c-conforme
entre (Ug,wx, TX) = (Uj, 0%, T ).

Maintenant, en adaptant directement la démonstration de la proposition 3.1.6 et 3.3.1, il est
clair que 7(Uk) et ©'(Uj ), ou m et ' désignent les application d’éclatement totales pour les
formes & et &) respectivement, sont symplectiques c-conforme via f qui est I'extension de
7' o fic A toute la variété U := w(Ux)U D (T X, 7) et qui vérific f(D (T X, 7)) = D(TE,7) et
ainsi, D'(T K, 7) =D (T X)). O

3.3.3 Structure de Liouville

Dans cette partie, on montre que le domaine associé a un diviseur exceptionnel symplectique
est un domaine de Liouville.

Proposition 3.3.6. Soit D(T¥,a) C C? le domaine associé & T ou a caractérise une

. K . .
forme d’aire T sur T dans la classe > ;—, aie; telle que T est une diviseur exceptionnel
symplectique a croisement normaux.

Alors, le domaine D (T ¥, a) est un domaine de Liouville de C?.
Lemme 3.3.7. Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 4 munie d’une polarisa-
tion 3 = {(Zj,u;)|j = 1--- ,N} (voir définition 1.2.5) Soient ¢ : (B(a), ws) — (M,w) et
(M,&,E 7 : M\E — M\p(B(a)) l’éclatement symplectique le long de .

1. Sip(B(a))NE =10, on définit

f}::w*E = {(E]a:u’])|.7:1a 7N}U(E7_a)‘

2. St p(B(a)) N X est un disque de Hopf dans ¥, on définit :

~ —~

Y= = A8 ) [7 =1 NYU (B, py, — a).

3. 81 p(B(a)) NX est la réunion de deux disques de Hopf dans X;, UX,,, on définit :

—

SOREEPIL) e {5, m)1j=1,--- ,N}U(E, pj, + pj, — a).
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~

Alors, & est une polarisation de (.7\//.7, ).

Démonstration. Par définition, on a
N
[w] = u; PD(E;).
j=1
1. On suppose que p(B(a))NE = @. On rappelle que [©] = [r*w] — ae ot e = PD(E). Donc,

[0] = 71*[w] —aPD(E) = =" Zuj PD(X;) — ae

La derniére égalité provenant du fait que p(B(a)) N X = 0 et que donc le diviseur excep-
tionnel E n’intersecte aucune composante de 7* X\ E.

2. Maintenant, on suppose que ¢(B(a)) N X est un disque de Hopf dans ¥, pour un jo €

{1,--+, N}. Alors, d’apres le méme argument que précédemment, [©] = 3, p; PD(77%;)—
ae, mais & présent [7*%; | = [f]]\o] + [E] (voir la proposition 1.5.5). Donc,

N
(6] =3 15 PD(50) + (1o — a)e.

3. Finalement, on suppose que l'intersection ¢(B(a)) N X est la réunion de deux disques de
Hopf distincts dans ¥;, U X;,. A nouveau,

(0] = Zﬂj PD(n"%;) — ae

N
= > i PD(E) + (o + pj, — ae.
=1

On en conclut que 3 est bien une polarisation de (Z/W\,d}, E, 7).
O

Lemme 3.3.8. Soit (B(a+€), Gat.a, B, 7 : (B(a+ e)\E, Grt.a) = (B(a+e)\B(a), wa)) Uécla-
tement symplectique de B(a + ¢€) le long de B(a). Alors

1. ™ Xg est une forme de Liouville sur B(a + €) tempérée le long de E avec résidu a.

2. 7w (Ast +bdby) est une forme de Liouville sur B(a + ¢) tempérée le long de E U {z/:\O}
avec 1ésidu a + b le long de E et b le long de {z = 0}.

3. (st +bdO; + ¢dbs) est une forme de Liouville sur B(/ara) tempérée le long de E U
{z =0} U{w =0} avec résidu a + b+ c le long de E, b le long de {z = 0} et c le long de

{w=0}.
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Démonstration. On rappelle que 'application d’éclatement symplectique est donnée par la com-
posée m = F, o ¢, avec

F,: B(a+¢)\B(a)
(R1,01, Rz, 02)

B(e)\{0}

( 1+R2+GR1, 91’ R1+R2+GR2’ 92)

%
= it Ro

On peut aller plus loin dans la description de 7 en fixant des coordonnées. En effet, si I'on
considere la carte dans laquelle le diviseur exceptionnel coincide avec {w = 0} = {Ry = 0} et

{z =0} = {z = 0}, Iéclatement complexe est donné par :
Cauw  (R1,01, Re,02) = (R1Ra, 01 + 02, R2,0)
et donc I’éclatement symplectique est donné dans cette carte par

Tw i (Ry, 601, Ra,05) <R132+RQ+GR1R2791 +927}WMR2’92>

Ri1Rs + Ro Ri1Rs + Rs
a
= R | R 0 02, R 0
<1<2+1+R1> 1+ b2, 2+1+R1 >

Avec, les mémes calcul, et en inversant les roles joués par Ry et Rs, et 61 et 03, on montre
) ) ) )
que

a
:(R1,01, Ro, 0 R 01, Ro | Ry + ——— ) ,0, +0
Tt (R, 01, Ro, 02) — <1+1+R 1’2<1+1+R2>’1+2>
lorsqu’on consideére la carte dans laquelle le diviseur exceptionnel coincide avec {z = 0} = {R; =
0} et {w =0} = {w = 0}.
1. Alors

N RiRy+Ry+a
Ay = ﬁmp@ df; + (R Rz + Ry + a) dbs
RiRs+Ro+a

Ri1R> + Ry
a
= dé 1 dé dé
<R2+R1+1>R1 1+ (R1+1)Rydbs + adbs
=: Py +adby

RiRydO; + (R1R2 + Rz) dfy 4+ adby

ou B, est une l-forme lisse car Ry df, et Ry dfy sont lisses. Le méme calcul montre que
TiAst = B2 +adfy, ou B, est une 1-forme lisse. Ainsi, 7*Ag; est en effet tempérée le long
de F avec résidu a. Les deux formes 3, et 38, coincident bien entendu par changement de
carte.

2. Quand A = At +bdby, on considere la carte dans laquelle E coincide avec {w = 0}. Alors,

w ({z2=0}) ={z =0} et
TEA = whAg 4w (bdOy) = 75 A + b(d0; + dbs)

w w w

= Bw+bd91+(a+b)d92

Encore une fois, les méme calculs montrent que 7(Ast + bdb1) = B, + (a + b) df;. Les
1-formes ﬂz et B, étant toutes deux hsses Donc \ est tempérée le long de {z =0}UFE
dans B(a + ¢) avec résidu b le long de {z =0} et résidu a + b le long de E.



62 CHAPITRE 3. DOMAINE ASSOCIE A DES CONTRACTIONS MULTIPLES

3. Finalement, lorsque A = A\ +bdf; +cdfs, on considere les deux cartes de I’éclatement. Si
on considere la carte dans laquelle E coincide avec {w = 0}, alors 7,1 ({z = 0}) = {2z = 0}
et

TN = madst + e (bdOy + cdby) = i Ag + b(db; + db2) + cdby
Bw +bd; + (a+ b+ c)dhsy

Donc A\ est tempérée le long de {z/:\O} U {w/:\()} UE dans BG—I—\E) avec résidu b le long

de {z/:\O} et avec résidu a + b + ¢ le long de E. Via les mémes calculs, dans la carte ot
E coincide avec {z = 0}, on a 7, 1({w = 0}) = {w = 0}, et

mIA=0,+cdfy+ (a+ b+ c)db;

et on en conclut que X est tempérée le long de {z/:\O} U {w/:\()} U E dans B(/a?s) avec
résidu ¢ le long de {w = 0} et avec résidu a + b+ ¢ le long de E.

O

Lemme 3.3.9. Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 4. Soit ¢ : (B(a), ws) —
(M,w) et (M\,@,E,w : M\\E — M\p(B(a)) Véclatement symplectique de (M,w) le long de ¢
Soit n une 1-forme lisse sur M. Alors, la forme 7 = mn, définie sur M\@(B(a)) s’étend en
une forme différentielle 7 lisse sur M.

De plus, sin est une forme fermée, alors ' peut étre étendue en une forme fermée sur M.

Démonstration. Soit n € Ql(]\/f ) une 1-forme lisse. Le poussé en avant ' = .7 est une 1-forme
lisse sur p(B(a))¢ dans M. Puisque 7~ : M\ B(a) — M\E s’étend de maniére lisse & dB(a), on

peut écrire
Tl = Z fida!
i

sur Op (0p(B(a))) C ¢(B(a))¢, ol les f; sont des fonctions lisses sur ¢(B(a))¢ pour tout 7. Alors,
par extension de f; & la boule ¢(B(a)), on étend la forme 7’ en une forme 7 définie sur toute la
variété M.

De plus, si n est fermée, alors 1’ est aussi sur Op (0p(B(a)), p(B(a))¢) et donc exacte car
Op(B(a)) est diffSomorphe & S3 et que 71 (S3) = 0. Ainsi, ¥ = df, ou f est une fonction lisse
sur Op (0p(B(a)),(B(a))¢). En étendant f a la boule, on conclut. O

Corollaire 3.3.10 (des lemmes 3.3.8 et 3.3.9). Soit (M,w,X) une variété symplectique po-
larisée. Soit p € M wun point qui est lintersection d’au plus deuxr composantes de 3. Soit
@ (B(a) Wst) < (M w) centré en p tel que ¢~ H(X) est soit vide, soit {z = 0}, soit {zw = 0}
et soit (M W, B, M\E — M\(p( (a))) Uéclatement symplectique de (M,w) le long de p. Soit
X une forme de Liouville sur M\(E UE) tempérée le long de £ U E.

Alors m,\ définie sur M\(B(a)) se prolonge en une forme de Liouville sur M\X.

Démonstration. Soit 3 := {(X;,p;)|j =1,---, N} une polarisation de M. Le lemme 3.3.7 nous
assure que ZU(FE, ) est une polarisation de (M, ), ot p est 'un des trois réels donné dans 3.3.7.

Premierement, on suppose que FE n’intersecte pas 5. Alors, d’apres le cas 1 du lemme 3.3.8,
la forme 7*\g; définie sur B ( + £) est poussé en une forme de Liouville sur M \E par 'injection
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B(?—f—\s) <+ M. On note encore cette forme 7* ;. Celle-ci a résidu —a le long de E. Soit A une
forme de Liouville tempérée sur M \(i U E). D’apres le lemme 3.3.7, la forme \ a aussi résidu
—a le long de E. Donc, d’apres la proposition 1.2.17, il existe une 1-forme 3, fermée et lisse, sur
un voisinage de E telle que N =T Aet + B. La forme [ est en particulier lisse le long de E. Alors,

o T Ngt + Wi 3
= Ay + 0.

De plus, d5 = 0 puisque sur Op (E), X et T Ay sont des formes de Liouville pour la méme forme
symplectique @, donc d(m.f) = 0. D’aprés le lemme 3.3.9, 7.0 s’étend en une 1-forme lisse
fermée sur Op (B(a)), et peut s’étendre sur tout M. De plus, puisque 7 est un difféomorphisme
symplectique entre ]\/J\\E et M\B(a), (

~

W‘IQ\E)*S\ est une forme de Liouville sur M\ B(a), tempérée

lelongde X = (X) avec résidu p; le long de X; = (WlM\E)(Zj).

|M\E

Deuxiemement, on suppose que E intersecte une autre composante de > w-orthogonalement
en unique point p € X;,, pour jo € {1,-,N}. Ainsi, le résidu le long de E est p = p;, — a.
On considére des coordonnées au voisinages de p données par m,'(Op(B(a))) et la 1-forme
o (Ast — j, d01). Dans ces coordonnées, E = {w = 0} et £, = {z = 0}. Alors, d’apres le
lemme 3.3.8, la forme )\‘ﬂ;1(op(3(a)) et mh (Ast — ptj, d01) sont tempérées et ont méme résidus le
long de E et de ¥;,, et a nouveau, on peut écrire

~

TwsA = Ww*ﬂfu()\st — Hjo d91) + TwsB
)\st — Hjo dgl + Ww*ﬂ~

D’apres les mémes argument que dans le premier cas, on conclut que ( )« A est une forme

7'(' ~
w|M\E

de Liouville tempérée sur M\p(B(a)) qui s’étend en une forme de Liouville tempérée coincidant

avec A — 15, A0y dans ¢(B(a)) et donc en une forme de Liouville tempérée sur tout M avec pour

résidus p, le long de &, = Ww(ij\o) U D, ou D est le disque de Hopf tel que p~1(D) = {z = 0}.

Finalement, supposons que E intersecte deux autres composantes fj\o et ij\l de f], chacune
en un unique point. Ainsi, le résidus le long de E est u = pj, + pj1 — a. Alors, on a deux
systémes de coordonnées & considérer donnés par w1 (Op (B(a))) et 77 1(Op (B(a))). Dans les
coordonnées 7, ' (Op (B(a))) on considere la forme 7 (Ast — 15, d61 — w5, df2). Dans cette carte,
E = {w =0} et fj\o = {z = 0} tandis que fj\l est envoyé a infini. D’apres les lemmes 3.3.7
3.3.8, les formes A et 7%, (Agy — i, 61 — 5, df2) sont tempérées avec les mémes résidus le long de
FE et ij\m et 7rw*5\ = Aot — Mg, 6y — pj, da + my. 8. Dans le systeme de coordonnées donné par
7.1 (Op(B(a))) on consideére 5 (Ast — p1j, A0 — puj, df2) et on a E = {z =0} et fj\l = {w =0}
tandis que cette fois ij\o est envoyée a 'infini. Les méme calculs que dans 'autre carte montrent
que ﬂz*j\ = Ast — fj, 01 — pj, dfs + .. 5. A nouveau, en utilisante le lemme 3.3.9, on peut
étendre 7,0 et w0 en une 1-forme lisse fermée lisse sur tout M et on conclut via les mémes
arguments que dans le cas précédent.

O

Démonstration de la proposition 3.3.6. Soit (@K,QK, TE = (SK)) un éclatement itéré de
(C?%, wy) tel que [@] = —Zfil a;e;. On note 7 := Wi |7 x. Comme la classe d’homologie de
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SK gécrit
[55] =[] = > ()] - [SFDIES],
i
o [E;] - [SK] € {0,1} (proposition 1.5.7), on peut réécrire

K
k] ==Y wPD(SF), pi > 0,Vie{l,-- K}
=1

Ainsi, {(SE, —u;),i=1,---, K} est clairement une polarisation symplectique de (@K, Wr). 1l

existe donc une forme de Liouville \ K sur C? x\ T, tempérée le long de T ¥, avec résidu —p;
le long de SX.

En appliquant le corollaire 3.3.10 & chaque contraction de 7 %, on montre que la forme T AK
définie sur M\ D (T ¥,7) s’étend en une forme de Liouville A sur C2. De plus, comme X5,

pointe vers l'extérieur de 7 ¥ dans C? K, le champ de vecteur X, pointe vers l'extérieur de
D(TX,7). O

3.3.4 Empilement maximal de boules

Lemme 3.3.11. Soit (B(a), ws) une boule symplectique et soient D1 = {z = 0} et Dy =
{w = 0} deuz disques de B(a). Alors il existe un plongement symplectique de (B(a), wst) dans
le complément de D1 U Ds.

Démonstration. C’est un corollaire de la proposition 1.2.13 via un argument expliqué dans [Ops14b],
proposition 4.2, auquel nous renvoyons. ]

Proposition 3.3.12. Soit T X un diviseur exceptionnel symplectique a croisement normauz et
soit a = (ay, - ,ax) une suite T K-adaptée caractérisant une forme d’aire T sur T ¥ (voir
remarque 3.2.2 caractérisant les domaines D (T X, a)). Soit D (T ¥, a) le domaine associé
T X et a. Alors, le domaine D (T X,a) contient la réunion disjointe des boules B(a;), i €
{1, K}

Démonstration. Soit (X, T ) un éclatement itéré de C? et soit wyx une forme symplectique
sur Xg telle que 7 ¥ est un diviseur exceptionnel symplectique & croisements normaux telle
que wg|7x = 7. On raisonne par récurrence sur la construction des ensembles successifs D g ;
impliquée dans celle de D (T X, a).

Initialisation : La premiére étape de la construction de D (T ¥, a) est I'ensemble D | =
vr(Blak)), ot px : (Blak), wst) — (Xk-1,wx—1) est le plongement symplectique asso-
cié a la contraction symplectique de (Xg,wk, Fk). Il est donc évident que D x_; contient
B(ag). De plus, T %=1 intersecte D g1 selon un ou deux disques de Hopf orthogonaux, donc
le lemme 3.3.11, fournit un plongement de B(ax) dans D 1\ T X1

Hérédité : Soit i € {1,---,K}. On suppose que D _;\T X7, (qui correspond a la j-¢me
étape de la construction de D (7T X, a),) contient I'union disjointe des boules symplectiques
B(ak), - ,B(ak—;+1). La j + 1-éme étape de la construction de D (7 ¥, a) donne

Dr—j1=7g_jx—j-1(DKr_j\Ex—j) Upk_;j(Blax—;)).
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Puisque 7% _; g _; ; est un symplectomorphisme de Ef_; sur vr—j(Blax—;))¢, I'ensemble
5% ik 1(Dr_j\Ex_j)\T*777" contient LP~s ¢x—i(B(ak_;)). Donc, par définition de
D g—j—1, il contient cette réunion disjointe & laquelle on adjoint ¢x_;(B(ax—;)). Enfin, en ap-
pliquant le lemme 3.3.11, on conclut comme dans I’étape d’initialisation que D K,jfl\TK_j_l
contient | JI_, ox—i(B(akx—;)).

O

3.4 Caractérisation par empilement

Dans cette partie on montre que dans le cas des variétés M € C*, le plongement d’'un domaine
D (T X, a) est équivalent au plongement d’une certaine union disjointe de boules symplectiques.

Proposition 3.4.1. Soit D (T ¥, a) C (C?, wy) le domaine associé a un diviseur exceptionnel
symplectique muni d’une forme d’aire 7. Soient B(a1),- -+ , B(ak), les boules symplectique donnée
par la proposition 3.3.12. Soit (M,w) une variété symplectique de la classe C*.

Si (L, (B(ay), we) = (M, w), alors (D (T K, a), wa) = (M,w).

Démonstration. Soit (M,w) une variété de la classe C* qui contient un empilement de K boules
de tailles (a;). Soit § < 1. Il existe un plongement ¢ : § D (T ¥, a) < (M, w) puisque D (T X, a)
est un domaine borné de C2. On a un difféomorphisme symplectique entre

(0PSDB(T X, e\ T*) € (C2, @5 i) et (Op (6D (T ¥, @), C\6D (T, @), wy)
(remarque 3.3.2). On définit alors

(My,wy) := (M\6D (T X, a),w)| J(PSDB(T ¥, &), 6 wa).

o

La variété ainsi construite est difféomorphe a (Z/W\ &, T ). On note encore 7 la projection de M,
sur M.

Soit la classe d’homologie A := PD([r*w]) — Zfil a;[E;]. Par hypotheése, on a un empilement
de (M,w) par les boules disjointes B(a;), i € {1,---,K}. Donc A satisfait A2 > 0, puisque

K K
A% =Vol,(M) = " a? = Vol(M\ | | B(a;)) > 0.
i=1 =1

De plus,
K K
wel(A) = ([7*w] = > dase;)(A) = Vol,(M) =6 Y a? > 0.
i=1 i=1

Donc, d’apres Li-Liu [LL95], il existe go > 0, tel que pour tout g > ¢, la classe ¢gA vérifie
Gr(qA) # 0. De plus, la classe satisfait A- E > 0, pour toute sphére exceptionnelle E plongée
symplectiquement. En effet, si Q est une forme symplectique sur M x, notons E(Q) 'ensemble
des classes de HQ(M\ k) représentée par une sphére exceptionnelle Q-symplectique plongée. La
théorie des courbes pseudo-holomorphes en dimension 4 garantit que E(2) est invariant par
déformation symplectique de Q. D’apres le corollaire 2.2.10, on obtient donc E(w,) = E(0k,q)-
Or, pour tout E € E(0k,q), ona 0 < &k 4(E) = PD(A)[E] = A-[E]. Donc A- E > 0 pour tout
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E € E(w,). Finalement, puisque chaque composante de T K représente une classe d’homologie

de la forme
(S5 = [B:] = > (18] [Ej])[E;]
i

A-[8f] = (PD([W*W])_Zai[Ei])'[SiK]

= 0+ (e =Y _([S]- [E}])ay)

J#i

(0+ (dai = Y (1S~ [Ej])day)

i

= -

W@(SiK)'

Cette quantité est bien strictement positive puisque, SX est une courbe symplectique dans
(M,,w,), par définition de 7 X. Ainsi, toujours d’aprés [LL95], la classe gA est représentée
par une courbe J-holomorphe dans M, pour toute structure presque complexe w,-compatible
générique. D’apres les résultats de compacités des courbes holomorphes [Gro85], cette classe est
aussi J,-représentée par une courbe éventuellement nodale, dont la décomposition en composante

irréductible s’écrit
cu ( sk )
iel

ott I est une partie de {1,--- , K}, et C est une courbe plongée qui intersecte 7 X positivement et
transversalement (et donc, une petite perturbation de C' intersecte TE wy-orthogonalement). Le
procédé d’inflation singuliére le long de la classe ¢A (théoréme 1.4.5) donne alors une famille de
formes symplectiques w,,; dans la classe w,+t PD(gA) pour laquelle T K reste w,, ;-symplectique
a croisements normaux. En effet, C'U (|,¢; SE) reste symplectique le long de I'inflation (théo-

réme 1.4.5, point 2) et puisque C et les SX i € I intersectent les SJK, j € I° w,-orthogonalement,

les S]K restent symplectiques pour j € I¢ le long de I'inflation (théoréme 1.4.5, point 4) et donc
T & = (SE);c101e reste symplectique & croisements normaux le long de 'inflation. Cette inflation
est réalisable pour ¢ € [0,x] et puisque A - [SK] > 0, pour tout i € {1,--- , K}, k = +00. En
divisant la famille de formes par (1 + ¢¢) comme dans la démonstration de 1.4.3, on obtient une
famille de formes symplectiques dans la classe

et pour ¢ > 1, on a un plongement du domaine (1 — ) D (T ¥, a) dans (M, w) pour n < 1.
O



Chapitre 4

Démonstrations des théoremes

Dans ce chapitre, on démontre le théoreme I. Pour cela on le scinde en deux parties. Dans
la premiere partie on montre comment associer un domaine symplectique & une singularité algé-
brique tandis que dans la deuxieéme partie on montre le chemin inverse.

Dans toute cette partie on note a(S) = (a1, -+ ,ax), la suite associée & une singularité
algébrique plane S telle que [S] = — Zfil a;[E;]. Si TE = (SK)E | désigne un diviseur excep-
tionnel dans C2, on note b(a) = (by(a),--- ,bx(a)) la suite des aires des composantes de T &

. R K
relativement & — > ;" ; a;e;. On rappelle que dans ce cas

bi(a) =[S]-[SK] = [ = aje; | S = ai = D (1B - [SF])a,
=1 iFi

Remarque 4.0.1. La formule ci-dessus montre que la suite des aires b(a) est une fonction
linéaire de a.

4.1 Domaine associé a une singularité

Lemme 4.1.1. Soit S une singularité algébrique plane isolée et S sa résolution minimale dans
(Cr, TH = (SKVE ). On note [S] = =K w[Ej] € Hyo(C2g, Z). On note waig la forme

K3
obtenue par éclatement sur C? dans la classe — 21}(:1 aze;. La suite a n’est pas nécessairement
T K_adaptée mais il existe des e; € QT arbitrairement petits, tels que (a1 +e€1, - ,ax +ek) est

T K _adaptée. En fait, n’importe quelle suite €,, de suite T ¥ -adaptée tendant vers 0 convient.

Démonstration. On rappelle qu’on note SX les composantes de T ¥ qui sont les transformées
strictes du i-éme diviseur exceptionnel et qu'une suite a = (ay,--- ,ax) est T K-adaptée si et
seulement si 0 < b;(a) pour tout ¢ € {1,---,K}. Puisque S et SX sont holomorphes, on a
b;(a@) > 0 mais il se peut que certains b;(a) soient nuls, de sorte que a n’est pas T X-adaptée.
Or, on a vu dans la preuve de la proposition 3.4.1 que

bi(a) =a; — Y ([E;]-[SF])a;.

J#i

67
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Ainsi, la suite b(a = (b1(a),--- ,bi(a)) s’écrit Ma ou M est triangulaire supérieure avec des 1
sur la diagonale et des termes négatifs au-dessus. Notons que a’ est T K-adaptée si et seulement si
Ma’ est une suite strictement positive. Maintenant, si € est 7 X-adaptée, M a est positive et Me
est strictement positive, donc M (a + €) est strictement positive et donc a + € est T X-adaptée.

Il reste & démontrer, pour compléter la preuve, l'existence d’une suite € > 0 7T ¥-adaptée.
Puisque M est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale et ses autres coefficients négatifs,
son inverse M ! est une matrice positive. Si § est une suite strictement positive, M ~'4 est donc
strictement positive et T K-adaptée. O

Définition 4.1.2. Soient S une singularité algébrique plane isolée, S sa résolution dans (@K, T K).
On pose

K
8] == ai[Ei] € Hy(C?, Z).
i=1
Sia= (a1, - ,ar) est T K-adaptée, on pose

D,.(S):=D(S):=D(TE, a).

(On rappelle que D (T X, a) a été défini dans la partie 3.2). Sinon, soit €, € Q¥ T K-adaptée
avec €, — (0,---,0) telle que a + €, est T X -adaptée et

D,(S):=D(TH a+e,).

On énonce la premiere implication du I comme suit :

Proposition 4.1.3. Soient S une singularité en (0,0) € C? et d € N+g. Soit (M,w) une variété
symplectique enticre (lw] € H?(M,7Z)) et soit C C (M,w) une courbe symplectique Poincaré duale
a d[w], réalisant S en p € M. Soit (M, T ¥, ) Uéclatement compleze itéré de (M,w) résolvant
C et soit Ck € [7*C] — Zfil a;[E;] la résolution de C. Alors, pour N > 1, aD y(S) se plonge
symplectiquement dans M pour tout :

1. a<1/d si [C)2 > 0.

2 a< 2O [0 <.

[[CI2|+d A (C)

Démonstration. On suppose dans un premier temps que a est 7 X-adaptée.

Soit 7 : (Z\/ZK, Ji, TE) = (M, J,p), un éclatement complexe itéré de M, qui résout S. D’aprés
la proposition 2.0.4, pour toute suite 7 X-adaptée § := (01, - ,0x) < 1, il existe une forme
symplectique &k s dans la classe [7*w] — Zfil die; telle que T X est un diviseur exceptionnel
symplectique a croisements normaux et il existe une courbe symplectique lisse C' homologue a la
résolution C de C dont les intersections avec T ¥ sont &y s-orthogonales. On rappelle que

[Cx] = [7°C1 =) ailEy).

i=1

Puisque C' est une courbe symplectique lisse dans (]\/4\ K,WK,s), le procédé d’inflation classique
de Lalonde-McDuff 1.4.1 fournit une famille & 1-parametre de formes symplectique Wx ¢ dans la
classe

(5] +tPD([C)), t € [0, K[
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Puisque C' € PD([dw]) :
K
O] = (1 +td)[r*w] z (0; + tay)e
i=1

De plus, puisque 7 X intersecte C Wk, s-orthogonalement, la remarque 1.4.2 assure que TE
reste un diviseur exceptionnel symplectiques & croisements normaux au cours de l'inflation. En
divisant &g + par (1 + td), on obtient une forme symplectique cI/K’t dans la classe

K
. . 0; + ta;
@] = [ w] = > '

T rtd

pour laquelle 7 ¥ reste symplectique & croisements normaux pour tout ¢ € [0,x[. La propo-
sition 3.1.8 fournit donc une structure symplectique wy sur M dans la classe m. [0k ] = [w]
pour tout ¢ € [0,k[. D’aprés le théoréme de stabilité de Moser, toutes ces formes sont donc
symplectomorphes.

D’apres 1.4.1, il y a deux cas a étudier :

1. Si [51(]2 > 0, alors on peut enfler le long de C' pour tout ¢ > 0 (k = +00). Dans ce cas,
pour T'> 1,

di+Ta;  6;/T +ay (N %)

1+Td  1/T+d \" d

On obtient donc une forme symplectique &g v pour laquelle le domaine (1/7+d)~* D (T X,

se plonge symplectiquement dans (M, wr) =~ (M,w), ot ar = (01/T+a1, - ,0x/T+ak).
Puisque la suite @ est 7 ®-adaptée, il en est de méme pour la suite §; = ca;. En prenant
cette suite pour ¢ < 1, ar = a(1 +¢/T). D’apreés la proposition 3.3.5, =L D (T K a)

1+dT
se plonge dans (M,w). Si a < 1/d, fjﬁ, > a pour T > 1, donc aD (T ¥, a) se plonge
dans (M, w).
2. Si [Ck]? < 0, on peut alors enfler le long de C' pour tout t < r = Ase s (C)/[CP?]. Ici,

AwK,s(C) =A,(C) — Zl (02 et [C)? = [C’K] . Donc

Au(0) = 305% 107
[Cx)?|

Alors,
5 —l—f-@al ‘

pt 1 +/<;d

Dongc, il existe un plongement du domaine o, D (T ¥, a,) dans (M,w,) ~ (M,w) ou

an = (1+rd)~! et ax = (81 + ka1, -+ ,0x + Kar). En prenant §; = ea; pour ¢ < 1,
a, = (¢ 4+ k)a. D’apres la proposition 3.3.5, fj:d D (T ¥, a) se plonge dans (M,w). Or

e+r A@K,é(é) + |[6K]2|5
L+ rd  [[Ck]2+ Asy,(C)d

)

Ay K : A, (C) ;
et Agy 5(C) = Ay(C)—e* Y2 aZ. Sia < LA ) POW € suffisamment petit, on a

alors a < ff:d et donc aD (T ¥, a) se plonge dans (M, w).

aT)
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Si a n'est pas T K-adaptée.

Choisissons une suite 7 X-adaptée €. On pose al, := a + €/n, de sorte que al, est T -
adaptée. On souhaite montrer que aD (7T X, a!,) se plonge dans (M,w). Pour a < 1/d ou
A (C)/(dAL(C)+|[Ck]?]), on a vu ci-dessus qu'il existe ty < & (k = 400 ou k = A s (C)/|[Ck )],
respectivement) tel que 1_;% > «. La remarque cruciale est que k ne dépend pas du choix de
¢ suffisamment petit. On peut donc prendre & = tge/n. L’'inflation jusqu’a ¢y donne alors une
forme sur I’éclatement dans la classe

K

to
[m*w] — Y al e
1+ tod —

On conclut comme ci-dessus.

4.2 Singularité de Donaldson associée a un domaine

Dans cette partie, aprés avoir expliqué ce qu’est la singularité S®*, on démontre la seconde
implication du théoréeme I.

4.2.1 Définition de S®V

Soit S C (C2,0) et soit TX C (C2x, TK) — (C2,0). Soient S le germe de la résolution
algébrique de S qui intersecte 7 ¥ transversalement et C' une réalisation de S.

Notons {p1,---,pe} = C N TX et soient
fi,j : (Op(pz)» T{){L) — (Op<pz)a T;{i)a (L]) € {L 7k} X {17 7N}a

des biholomorphismes locaux tels que f; ;(p;) # p;. Quitte a rétrécir les voisinages Op (p;), on
peut supposer que Op (p;) N Op (py) = 0, dés que i # i’. On définit C®V = |, ; 1i3(C) et SON
est alors la singularité [w (6®N)} .

Remarque 4.2.1. La singularité S®N dépend des fi; choisis dans la catégorie algébrique. Deux
courbes du type C®N (f;. i) ne représentent pas nécessairement la méme singularité.

Par exemple, si S est une singularité dont la résolution est donnée par un seul éclatement dont
la transformée stricte est S= {w = 0} et soit S®4 obtenue par le procédé décrit précédemment.
Alors il n’existe pas forcément de biholomorphisme entre 2 telles singularités.

En effet, dans cet exemple S®* est une singularité étoilée a 4 branches. Notons C®4(f; ;) et
C®4( i”j) deuz réalisations de S®*. Supposons que trois branches sont les mémes sur ces deux
réalisations et que la quatriéme est différente (voir figure 4.1). Alors, il n'existe pas de biholo-
morphisme ¢ : (Op (0, C?),0) — (Op (0, C?),0), envoyant C¥*(f; ;) sur CE4(f] ;). Sz un tel

biholomorphisme existait, alors il remonterait en un biholomorphisme de ¢ : (Op (E, (C ), E) —

(Op(E, @),E) fizant trois points de E = CP'. Or un tel biholomorphisme se restreint en
un biholomorphisme de CP' fizant trois points et donc est lidentité sur CP'. Cependant, la
réalisabilité symplectique de toutes ces singularités C®N(fi’j) sont équivalentes.
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FIGURE 4.1 — Deux singularités étoilées holomorphiquement différentes.

Tout ce travail porte sur la réalisabilité des singularités algébriques et on aurait pu des le
début considérer ’espace quotient des singularités suivant :

{8 des singularités algébriques planes isolées}/ ~

ou § ~ &' si et seulement si pour toute variété (M,w), pour tout A € Hy(M, Z), S est réalisable
symplectiquement dans la classe A si et seulement si S’ 1’est aussi. Dans ce cadre, la réalisabilité
symplectique de S®V ne dépend pas des fij choisis.

4.2.2 Singularité de Donaldson

Définition 4.2.2. Soit T X un diviseur symplectique da croisements normauz dans (M\K,(IJK)
avec Wi entiére. Une singularité de Donaldson est une singularité obtenue en contractant algé-
briquement une courbe symplectique C C Mg construite par la méthode de Donaldson 1.3.6.

On énonce la seconde implication du théoreme I comme suit :

Proposition 4.2.3. Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 4 dans laquelle se plonge
aDN(S), a € QT*, N > 1. Alors, pour tout ¢ > 1, ¢ € a NNN, il existe une courbe symplectique
C C (M,w) Poincaré duale a qw qui réalise S®I°.

Démonstration. On a vu lors de la démonstration de la proposition 4.1.3 que deux types de
domaines peuvent apparaitre. Si a(S) est T ¥ adaptée, alors D x(S) = D(S) = D(T X, a). Si
a(S) n'est pas T K-adaptée, alors D n(S) = D(T X,a+eyn) ot g, € (Q+)" est T K-adaptée
pour tout n € N et €, — 0.

Soit TH = (SK)K le diviseur exceptionnel singulier associé a la résolution de S et soit
a = (a1, - ,arx) la suite T K-adaptée associée au plongement de D (de type D (T ¥,a) ou
D = D(T X, a,) suivant le cas que 1'on détaille plus tard). D’aprés la remarque 3.3.2, on a un

symplectomorphisme
©: (Op(aD\aD,w) = (Op(TENTE ala+en)).

On définit alors
(Mswww) = (M\QD7W)U(OP(TK),04(G+5N))-
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La variété M, est difféomorphe a M K et est munie d’une forme symplectique Wy (qyey) dans la

classe
K

[m*w] — aZ(ai +ein)e € Ho(M,, Q).

i=1

La construction de Donaldson 1.3.6 nous fournit une courbe symplectique éN dans la classe
qN PD(@q(a+ey)), Pour tout gy > 1, gy € (o= N) N N. Cette courbe est donc dans la classe

K
[C] = qn PD(*w) — g Y _(a; + &) [Ei]

i=1
et intersecte la composante SX en [C] - [SK] = ANDa(atey)(SF) points distincts pour tout
i€{l,---,K}. Or, chaque [SE] s’écrit

[SE] = [Ei] = Y (5] - [SFDIE),
J#i
et le nombre d’intersections se réécrit donc
AN [@Ba(aren))(S5) = avalai +ein =Y ([B;]- [SK))(a; +5n)) =: ava(bi(a) + bi(en)).
J#i

Puisque gy € (o= N)N N, ces nombres sont bien des nombres entiers positifs, et puisque a+ ¢y
est T K-adaptée, il sont non-nuls. On a deux cas & étudier.

Premiérement, a est 7 X-adaptée.

Dans ce cas, on a €, = 0, gv = q et éN =C. Au voisinage de chaque point d’intersection
de C avec T ¥ la courbe C réalise [{z = 0}]. Donc en adoptant les notations établies au début

de la partie 4.2.1, C est de la forme 5®“q(f¢,j)- Ainsi, en contractant (]/\/[\K, @aa), on obtient une
courbe J-holomorphe dans la classe

K
m.(¢PD(r"w) — ga Y a;i[Ei]) = ¢ PD(w)
=1

qui réalise la singularité S®9* en p € (M, w).

Deuxiémement, a n’est pas T X-adaptée.

Dans ce cas, la contraction de 6’N nous fournit une courbe Cy dans la classe gy PD(w)
réalisant la singularité S'. Celle-ci s’écrit S’ = S®IN* U Ry. La singularité S := S®IN vérifie

S [E;] = qaa; et 8- [SK] = qnab;(a)
tandis que la singularité Ry vérifie [7/'\’,;] - [SE] = gnab;(en) points distincts.
Soit ¢ : (B(d), wst) = (M,w) une boule de taille & > 0 centrée en 0. On note
CsUCRry = " Cy

ou Cg est la composante de la courbe ¢*Cy réalisant la singularité S en 0 et Cz, la compo-
sante de ¢*Cy réalisant Ry en 0. On suppose de plus que dans la boule B(J) on a distance

d(ng CRN) > CO-
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5
Fait 4.2.4. Il existe V € Ty C? tel que pour presque tout ¢ > 0, la translation Ty (Cry) Z {0}
et intersecte Cg transversalement.

Soit x : [0,6%] — ([0, 1] une fonction telle que x = 1 sur [0,0%/4] et x = 0 sur Op ({6%}). On
pose H = x(JV,-) et C" = p1,(Cry)UCs, pour ¢ < (. Alors,

C'N Op({0}) = Cs N Op({0}), ¢4 (Cry) N Cs N B(5/2) =0 et %, (Cry) N Cs C B(6).

Si on a des intersections dans B(d/2), puisque gpfq(C’R ~) = Cry + ¢V, ce sont des intersections
transverses, et puisque cng(CRN) et Cg sont holomorphes, ces intersections sont positives. On
peut donc résoudre symplectiquement ces intersections tandis que dans B(§)\B(d/2), puisqu’on
a choisit ¢ de sorte que d(Cs,Cr,) > (o, les courbes Cg et @%(C’RN) ne s’intersectent pas. On
note encore C’ la courbe dont on a résolut les intersections dans B(d/2).

Enfin, on obtient une courbe ¢’ = (Cx\B) U (¢.C") C (M,w) qui réalise la singularité S en
p € (M,w) et qui représente la classe £* PD(w) = ¢ PD(w) comme annoncé.

O
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Chapitre 5

Exemples de correspondances

Dans cette partie, on donne quelques exemples de correspondances diviseur exceptionnel
symplectique-domaine et singularité-domaine.

5.1 Correspondances diviseur-domaine

Dans cette partie on se concentre sur les correspondances entre arbres symplectiques et do-
maines symplectiques. D’apres le théoreme 3.3.1, il suffit d’étudier ces c/\orrespondances pour un
arbre symplectique 7 X contenu dans un éclatement symplectique itéré C2g de C? et le domaine
dans C? obtenu par contraction de celui-ci.

Avant de donner des exemples concret, on explique ce qu’il advient d’un ellipsoide intersecté le
long d’un axe par un diviseur exceptionnel lorsque qu’on contracte symplectiquement ce dernier.

5.1.1 Du diviseur au domaine

Lemme 5.1.1 ([Opsl4al). Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 4 contenant une
boule symplectique B(a), et soit m: (M\E,& € [1*w] —aPD(E)) — (M\B(a),w) son éclatement

le long de B(a). On suppose que M contient un ellipsoide £ (b,c) qui intersecte E le long de
laze d’aire b (donc b < a).

Alors il existe un plongement symplectique du domaine B(a)U &€ (b,c+a) C C? dans M. On
insiste bien sur le fait qu’il s’agit de la réunion de la boule et de I’ellipsoide centrés en (0,0) € C2.
L’union n’est donc pas disjointe.

Démonstration. On renvoie a [Opslda] lemme A.4 pour la démonstration de ce résultat. O

Le premier exemple est une application au probléme de plongement d’un ellipsoide dans une
variété symplectique.

Exemple 5.1.2. Soit K = 3 et soit (@3, T 3) un éclatement itéré de C? associé a larbre
TE =(S3,53,53) dont les composantes sont dans les classes

[S7] = [Er] — [Ba] — [Es), [S5] = [E2] — [Es] et [S3] = [Es).

75
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Soit a = (a1, az,a3) une suite T 3-adaptée. Alors, le domaine D (T 3,a) associé est

D(T3,a)=B(ay) U & (a1 + az,a2) U £ (a1 + as,ay + az).

On montre plus tard (exemple 5.2.3) que ce diviseur exceptionnel singulier est associé & un
(2,3)-cusp ou un multi-(2,3)-cusps.

Démonstration. On rappelle que les différentes étapes de la construction de D (7 3,a) sont

— Doy = B((Ig) C @7

— Dy = B(az) Uny, (B(as)\Eb),

— D(TS,CL) = DO = B(al) U 7T(f)70('D2\E2)
La premiere étape de construction du domaine est évidente par définition de la contraction
symplectique. On rappelle aussi que le diviseur 7 2 intersecte D5 le long d’une union de disque
de Hopf de B(az). Or, puisque [S] - [S3] = [S3] - [S3] = 1, d’aprés le lemme 3.1.5, T 2 intersecte
B(ags) le long de deux disque de Hopf qu’on peut choisir orthogonaux. Enfin, les composantes de
T 2 représentent les classes

[S7] = m3.2.[S7] = [E1] — [E2] et [S3] = w3 2.[S5] = [Ea).
De plus, la forme symplectique @4, q,) représente la classe
[D(a1,a0)] = [71';70(4}} —aje; — ases

et Lz}(ahag)(EQ) = a’2'

La seconde étape de construction du domaine est la contraction symplectique le long de Fs.
D’apreés la premiére étape, cette sphére intersecte la boule B(az) = £ (a3, a3) le long d’un disque
de Hopf, disons {w = 0}. D’apres le lemme 5.1.1, le domaine obtenu aprés contraction est

Dl = B(ag) ué (0,37012 + a3).

D’apres le lemme 3.1.5, I'image par 75, de S? est une courbe symplectique intersectant B(az)
le long d’un disque de Hopf et représentant la classe

[S1] = m2,14[S7] = m2.1.([Er] — [Ea]) = [E).

De plus, puisque S? intersecte B(as) le long d'un disque de Hopf orthogonal & Es, I'image de
celui-ci par 7o 1 est un anneau D(a3)\D(a2) contenu dans 'axe d’aire az + a3 de & (a3, az + as).
Ainsi, le diviseur exceptionnel F; intersecte D le long de 'axe d’aire ag + ag de & (a3, as + a3).
Enfin, la classe de 72,150(a1,a5) = Wa, €8t donnée par [ﬂ‘yow] —ajey et donc @, (F1) = a;.

La derniere étape de construction du domaine est la contraction symplectique le long de
E;. Or, on a vu que cette sphere intersecte B(az) U & (ag, as + a3) le long de 'axe vertical du
€ (as,az + az). Le lemme 5.1.1 nous fournit alors le domaine

DO = B(al) ué ((11 + (12,(12) ué (a1 + as, a + a3).

B(as)
Es Lemme 3.1.5 B m as

Ey— E3 By — Foy— Es E, — By
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E Blas:
! (a3) & (az,as +aq)

Lemmes 3.1.5 & 5.1.1 Lemme 5.1.1

—_— B(az)

€ (az + az, a3+ a1)

& (asz, a3 + az)

O

Si la suite 7 3-adaptée a est choisie telle que a = (2a + €1, a + £2,a + €), alors le domaine
D(T?3,a) est simplement un voisinage de I’ellipsoide a & (3,2). Ainsi, une variété symplectique
dont ’éclatement peut-étre muni d’un arbre symplectique 7 3 avec une telle suite a T 3-adaptée
admet un plongement de Vellipsoide a & (3, 2).

L’exemple suivant montre qu’on peut associer un domaine torique concave a toute chaine de
sphéres symplectiques.

Définition 5.1.3. On dit qu’un diviseur exceptionnel symplectique est une chaine de spheéres si
chacune de ses composantes intersecte au plus deuzr autres composantes de celui-ci et exactement
deuz de ses composantes n’en intersectent qu’une seule autre chacune.

Il est clair que :

Lemme 5.1.4. Si T est une chaine de sphéres, alors pour tout k € {1,--- K}, l’image de
T K par k contractions successives est encore une chaine de sphére.

Définition 5.1.5. Un domaine torique concave est un domaine torique D g ou ) est une région
fermée du premier quadrant bornée par les azxes et le graphe d’une fonction conveze f: (0,a) —
(0,b), pour a et b des réels positifs et tels que f(0) =b et f(a) =0.

Un domaine torique concave rationnel est un domaine torique concave pour lequel la fonction
f est convexe linéaire par morceaux et dont les pentes sont rationnelles.

Exemple 5.1.6 (Contraction de chaine). Soit T X une chaine de sphére symplectiques et soit
a = (a1 ,ar) une suite T X-adaptée. Alors le domaine D (T X, a) associé est un domaine
torique concave.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le nombre n de contractions de 7 % et on montre
que pour tout n € {1,--- , K}, les ensembles D g _,, sont des unions d’ellipsoides, disjointes ou
non disjointes, intersectant 7 ¥~ le long de leurs axes. Dans le cas non-disjoint, les axes de ces
ellipsoides coincident sur des disques.

Initialisation : On note N le nombre de composantes exceptionnelles de 7 ¥. On commence
par contracter 7 X le long de toutes ces composantes. Ceci nous fournit une union disjointe de
boules B(ax_;),i = 0,--- ,N — 1, chacune intersectant 7 X~ le long d’au plus deux disques
de Hopf. Via le lemme 5.1.6, on sait que 7~V est encore une chaine de sphéres. La proposition
est initialisée.

Remarque 5.1.7. On note aussi que tout diviseur exceptionnel de T K= intersecte une com-
posante de D g_n.
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Hérédité : Soit n > N. On suppose que D g_,, est une union d’ellipsoides intersectant 7 %~
le long d’un ou des deux axes de ces ellipsoides. Soit Fy_, une composante exceptionnelle de
T K=, D’apres la remarque ci-dessus, Ex_, N D g_, est non-vide et est soit une union (non-
disjointe) d’ellipsoides, soit une union disjointe de deux unions (non-disjointe) d’ellipsoides.

Dans le premier cas, notons & (a,b) U & (¢,d) la partie de D g_,, intersectant Ex_,. On
suppose que cette intersection a lieu de long de I'axe d’aire max{a, c}. Le lemme 5.1.1 assure que
le domaine obtenu en contractant EFx_,, est

Blak—n)U E(a, b+ ax—_n)U E(c,d+ ax—p).

Dans le deuxiéme cas, notons & (a1,b1) U € (¢1,d1) et € (az,ba) U € (ca,ds) les deux compo-
santes disjointes de D g_,, intersectant Fx_,. On suppose que cette intersection se fait le long
des disques disjoints d’aires max{ai,c1} et max{az,c2}. D’apres le lemme 5.1.1, les domaines
obtenus en contractant le long de Fx_,, sont

D = B(aK_n) ué (al,bl + aK_n) ué (Cl,d1 + aK_n)
et
D= Blag—n)U & (a2,ba + arx—n)U E(ca,da + ax—p)

et ceux-ci s’intersectent exactement en B(ax_,). Comme T ¥ intersecte D x_,, le long d’un ou
des deux axes des ellipsoides le composant, et puisque 7 %71 est aussi un diviseur exceptionnel
symplectique & croisement normaux, les axes de D et D’ sont aussi orthogonaux et le domaine
obtenu est alors D U®(D’), ott @ : (2,w) € C? — (w,z) € C?. Ainsi, on a précisément

DUP(D') = Blag—n)UE (ar,bi+arx—n)JE (c1,d1+ax—n)UE (bat+ax —n,a2)UE (detag—n,c2).

Ainsi, dans les deux cas, I'ensemble D i _,,_1 est bien tel qu’annoncé et on a montré I’hérédité.

Donc, par récurrence, la derniére étape de construction du domaine D (T ¥, a) est bien une
union d’ellipsoides dont les axes coincident sur des disques et on sait que de tels ensembles sont
des domaines toriques concaves. O

L’exemple suivant est un exemple de domaine qui n’est potentiellement pas un domaine
torique concave. L’étudier plus en détail permettrait de s’assurer que les domaines du type
D (T ¥, a) balayent un plus large ensemble de domaines que les domaines toriques concaves.

Exemple 5.1.8 (Collier de diviseurs exceptionnels). Soit K = N + 1, N un entier stricte-

ment positif, et soit @NH un éclatement itéré N + 1 fois de C? muni du diviseur T Nt! .=
(Sév+laS{V+17 e 7S]]\¥+1) tel que [Sév+1] = EO - vazl Ei et [SzNJrl] = Ei? pO’LL?”Z' € {17 te 7N}
Soit une suite T N*'-adaptée a = (ag,ay,--- ,an). Alors le domaine D (T VN1, a) associé est

D(TN+1,CE) = B(ao) U <|_| q),(((; (ai,ao + ai))> .

Les ®; sont des transformations symplectique de C? telles que
(®i(€ (as, a0 + a;))\B(ao)) N (®;(&€ (aj,a0 + a;))\B(ao)) = 0

dés que i # j.
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Démonstration. Puisqu’on a N diviseurs exceptionnels dans 7 V*!, on commence par réaliser
les contractions symplectiques de chacun d’entre eux. Ceci nous fournit d’apres les lemmes 3.1.1
et 3.1.5 N boules B(a;), i = 1,---, N disjointes et intersectant I'image par ces N contractions
de SéVH le long de N disques de Hopf disjoints de tailles a;. De plus, I'image de S(J)VH par ces
contractions est une spheére exceptionnelle Fq d’aire ag dans C2.

Enfin, la derniére étape de construction du domaine consiste en la contraction du diviseur
Ey intersectant chaque boule B(a;) = & (ai,a;) le long d’'un axe d’aire a;. Le lemme 5.1.1
nous assure alors que 'image par cette contraction de chacune de ces boules est le domaine
B(ag) U & (a;,a0 + a;) et leur intersection est exactement B(ag). Le domaine obtenu est alors

N
D = Blagp) U <|_| D, (€ (ai,a0 + ai)))
i=1

et puisque les boules B(a;) sont disjointes dans C2 et que 710 : @\EO — C?\B(ap) est un
difféomorphisme symplectique, il est clair que

(®:( € (ai, a0 + a;))\B(ao)) N (2;(€ (aj,a0 + a;))\B(ao)) = 0

des que 7 # j.

K2

Ei(a)  Es(a)  Es(a) B(a) B(a) B(a)

E(a,4a+¢)

FI1GURE 5.1 — Contraction d’un collier de diviseur exceptionnels d’aires a et le domaine associé.

5.1.2 Du domaine au diviseur

On explique cette correspondance dans le cadre des domaines toriques concaves de C2.

Proposition 5.1.9. Soit D q un domaine torique concave rationnel. Alors, il existe un eclate-

ment itéré (@K, T ) de C2, et une suite de réels a = (a1,--- ,ar) positifs tels que T est
une chaine de sphéres, a est une suite T ¥ adaptée et telle que pour toute suite § = (01, - ,0x),

le domaine D (T X, a + &) est un §-voisinage de D q.
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Etant donné a > 0, on note T, le triangle Conv{(0,0), (0, a), (a,0)} C (R 7)?, dont le domaine
torique associé est la boule standard B*(a) C (C?, wy).

On fixe un domaine torique concave rationnel D . On décrit la premiere étape de I’éclatement
de C? le long de D . Soit a; > 0, le plus grand réel tel que T,, C Q, et soit §; > 0 un réel
arbitrairement petit. Par convexité du bord supérieur de €2, le sous-ensemble QN (Ty, +5,)¢ a au
plus deux composantes connexes 21 et o, ot ; contient 'axe {x = 0} et Qs l'axe {y = 0},
I'un des deux pouvant étre vide.

On note 7 : @\El — CA\Dr

w115, Lapplication d’éclatement ou E; désigne le diviseur
exceptionnel associé.

Lemme 5.1.10. Si Dgq, est non-vide, 5; =7, (D, \0B(a1 + 61)) est symplectomorphe a
un domaine torique concave Dé\l. Son intersection avec E1 est un disque dont l’image dans (/2\1
est l'aze {y = 0}. Si de plus, une courbe S C C? intersecte D g, le long de l'aze {x = 0} dans
le modeéle torique, la transformée stricte S de S intersecte 5;1 le long d’un disque dont l’image
est {x = 0} dans le modéle torique. (Voir figure 5.2)

On a le méme résultat pour D g, en inversant les roles des azes {y = 0} et {x = 0}. Les
mémes arguments valent pour €s.

Démonstration. On rappelle que 5;1 = ﬂ@loF,(alJﬂ;l)(D Q, \0B(a1+41)). Les deux application
F_(a,45,) et mc ont une forme trés simple dans le modele torique €2;. Un calcul direct montre en
effet qu’elles consistent en une translation verticale de —(a; + d1) et 'application T' € SLa(Z)

. 1
donnée par T := ( 11
affine équivalent & € (voir figure 5.2). Par conséquent, 59\1 est un domaine torique concave
rationnel.

) , respectivement. En conséquence, 5;1 = Dé\l, ou (/2\1 est SLy(Z )-

Il est de plus facile de garder une trace de la courbe S et de F; dans ce modele et de vérifier
qu’elles sont envoyées sur {x = 0} et {y = 0} respectivement. O

S S

U0, —(at6) = F_(at6)

W)

(T (0,—(at6)))xS

(t 0. —(as))+ \
\\ T = WEl E
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FIGURE 5.2 — Illustration du lemme 5.1.10

D’apres le lemme 5.1.10, on peut itérer ce processus jusqu’a ce Z/)\()K C J\/ZK soit vide. On
construit ainsi un éclatement itéré (C2x, Wy, T &) de C? pour lequel

T : @K\TK — (CQ\Op(DQ)

est un difféfomorphisme symplectique.

Gréace au lemme 5.1.10, montrer la proposition 5.1.9 est équivalent a :

Lemme 5.1.11. Soit Dq un domaine torique concave de C2. Soit 1 < k < K un entier et soit
(C2y, Watp, TY) le k®me éclatement itéré de C2 le long de D q. Soit D qy, la pré-image de D q
par le k¥™ éclatement.

Alors, s, pour tout k € {1,--- K},

— DQk est une union disjointe de domaines toriques concaves D q, dans (CQk,
— larbre singulier symplectique T * intersecte chaque Dq, le long au moins un disque, et
au plus deux, qui coincident avec l'axe {x = 0} et {y = 0} dans le modéle torique ;.

Démonstration. La premiere étape de I'éclatement de C? le long de D g consiste en @\21 avec
Daqo1 = Dq, U Dq,, Dg, étant un domaine torique concave possiblement vide pour i € {1,2}
et un diviseur exceptionnel F; dont llntersectlon avec DQ sont des disques, exactement une
intersection pour chaque composante de Do q- Plus précisément, d’apres le lemme 5.1.10, D o, NE}
est 'axe {y = 0} dans le modele de Oy et D, N E; est I'axe {x = 0} dans le modele de .

Si 5\9 est vide a cette étape, alors on a fini et F; est 'arbre symplectique associé. Sinon,
supposons que D q, est non-vide et soit az > 0 le plus grand réel positif tel que T,, C ;.
On éclate (C21 le long de D,
(C21\D
Alors, D91 consiste en au plus deux domaines toriques concaves, notés Dq, , et Dgq,,, tels
que les modeles toriques de m2(D g, ,) et mo(D q, ,) contiennent respectivement I'axe {x = 0} et

wyts, DOUT O3 > 0 arbitrairement petit. On note 72 : C2\Ey —

Ty I'application du deuxiéme éclatement, 'y étant le diviseur exceptionnel associé.

{y = 0}. D’aprés le lemme 5.1.10, la transformée stricte E\l de F; intersecte D g, , le long d'un
disque dans {y = 0} dans le modele Q4 5 et Ej Uintersecte le long d’un disque dans {z = 0} dans
celui-ci, tandis que Ej intersecte D q, , le long d'un disque dans {y = 0} dans le modele € ;.

Soit maintenant £ > 1 et supposons que ] DQ i satisfait les hypothese du lemme 5.1.11. On

se concentre sur une des composantes de ng, on la note D, , et on note Sk 1 et Slo 5 les

ig )

composantes de 7 ¥ qui Uintersecte, 'une d’elle possiblement vide. On suppose de plus que
Sf | coincide avec 'axe {x = 0} et S , avec l'axe {y = O} dans le modele €2;,. Soit axi1 le

plus grand réel positif tel que Ty, ., C £;,. On note mp41 : C? k1 \Prr1 — C? k\

k+1 k+1+5k+1

I’application de I’éclatement de (CQk le long de D, 0p+1 > 0 arbitrairement petit,

g1 +0k41”
et on note Ej.q le diviseur exceptionnel associé. On obtient alors dans C2?j,; un ensemble
Doy = W;_&l(DQk\DQiO) UDgq,,UDqg,,, avec Dg, ,, Dq, , oules deux possiblement
vides. On suppose Do, , # 0 et que m41(Dg,, ,) contient I'axe {x = 0} dans le modele torique
et m11(Daq,, ), si non vide, contient I'axe {y = 0}. D’apres le lemme 5.1.10, 'intersection
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Dq
QZO’
(resp. Sfo 5) est une courbe symplectique dont l'image intersecte €2, 1 (resp. Qloyg) le long de
l'axe {x = 0} (resp. {y = 0}) dans le modele torique ;1 (resp. i, 2).

N Ex4+1 est {y = 0} dans le modele €;, 1 et Daq,,, N By est {x = 0} dans le modele

ig,1

2. De plus, toujours d’apres le lemme 5.1.10, la transformee stricte SZO 1 (resp. Sk 5) de SZO 1

Pour conclure, le k + 1%™° éclatement (C2 k+1 de C? le long de D q contient DQ k+1 qui est
réunion disjointe de domaines toriques concaves puisque 7 +1(DQ k\DQ ) C (CQ;H_l\E;H_l est
une union disjointe de domaine torique concave et Dg, , et Dg, , qui le sont aussi d’apres le
lemme 5.1.10. Finalement, puisque 7 ¥+ = 7"C UEjyq, TFH mtersecte chaque composante de
DQ x+1 le long d’au plus deux disques et au moins un.

O

usl
(o1

FIGURE 5.3 — Un domaine torique concave (figure de gauche) et l’arbre singulier associé (figure
de droite).

5.2 Correspondance singularité-domaine

Dans cette partie, on illustre comment associer a une singularité S réalisée par une courbe
symplectique un domaine symplectique.

Dans tout ce qui suit (M,w) = (CP? ,wrg). On considére aussi une courbe symplectique
C C (M,w) d’aire d € N* réalisant une singularité S en un point p € M.
Définition 5.2.1. Soit P : C* — C? polynomiale telle que P(0,0) = 0. La multiplicité mo o) (P)

de P en lorigine est le plus grand k € N tel que t* divise P(tz,tw) pour t € C, et (z,w) € C2
constant.
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Si C C M est une courbe donnée localement par {(z,w) € C?|P(z,w) = 0} dans une carte
centré en p € M, la multiplicité m,(C) de C en p est la multiplicité de P en lorigine.

Lemme 5.2.2. Soit P: C2 — C polynomiale. Alors mo,0)(P) = 1 si et seulement si (0,0) est
un point régulier de P.

Démonstration. Sit divise P(tz,tw) mais pas t2, on peut écrire P(tz,tw) = tQ(tz, tw) tel que t
ne divise pas Q(tz, tw). Alors, en dérivant selon t et en prenant ¢t = 0, on a

d
ap(tzvtw)\tzo = Q(0,0) 3& 0.

On en conclut que l'origine est un point régulier de P.
Réciproquement, si 'origine est un point régulier de P, alors
L pte, tw) ey # 0
— P(tz,tw) =
dt [t=0

et donc P(tz,tw) est de la forme Q(tz,tw) + atz + btw + ¢, (a,b) € C2\{(0,0)} et Q est un
polynéme complexe dont tout les monoémes sont de degrés strictement supérieurs & 1. Enfin,
comme P(0,0) =0, on a ¢ = 0 et on en conclut que mg o) (P) = 1. O

Exemple 5.2.3. On suppose que S est une singularité (2,3)-cusp & deuzx branches, c’est-a-dire,
telle qu’il existe une carte symplectique dans laquelle C coincide avec

{(z,w) € C?|P(z,w) = (2% — aw®) (2?2 —buw®) =0, a # b, a, b€ C*}.
Alors, si [CA'}2 > 0 il existe un plongement symplectique de [’ellipsoide
aD(S)=af(4,6) =2a&(2,3)
dans (CP% wps), Vo < d 1.

On rappelle pour cela que D(S) = D(7T,a), ou T est arbre de résolution de S et a est

~

une suite de réels (a;) ou chacun satisfait a; = S - E;.

On commence par calculer I'arbre de résolution de S. Pour cela, on effectue une suite d’écla-
tement d’algébrique jusqu’a obtenir une courbe C' lisse intersectant 7 transversalement. L’écla-
tement algébrique étant local, on considere la résolution de S € Op ({0}) dans C2. En d’autres
termes, en vue du lemme 5.2.2, on cherche a obtenir une courbe 63 dont la multiplicité en chaque
points du diviseur est égale & 1. On rappelle que I’éclatement de C? en I'origine est donné par

—

C?:= {(z,w, e, B]) € C* x CP'| 28 = wa}

et que celui-ci est recouvert par les ouverts Uy = {a = 1} et Uy = {f = 1}. La transformée
stricte C; de C dans C2; est donc donnée par {(2? — aw?®)(2? — bw?) = Oet 28 = wa} dans

I’éclatement d’un voisinage de (0,0) € C2. Dans la carte Us, la transformée C est donnée par
{((wa) — aw®)(wa)? — bw?) = 0} = {a® — aw)(a® — bw) = 0}

et ainsi, dans cette carte, le degré du polynome est de 4 < 6 et la multiplicité de la singularité
de C] est égale a 2 > 0. De plus, la composante exceptionnelle est donnée par E; = {w = 0} et
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intersecte la courbe 61 en un unique point, sa singularité. En particulier, la classe d’homologie
de la courbe Cj est [77C] — 4E;.

On pose o = z dans Us pour la suite. On éclate en (0,0) dans la carte Us. Cette fois, puisque
le mondme de degré 4 ne dépend que de z, on considére la carte U; = {a = 1}. Dans cette carte,
la transformée stricte Co de C7 est donnée par

{(z* = a(2B))(z* = b(2P)) = 0} = {(2 — aB)(z — bB) = 0}

et le diviseur exceptionnel est donné par E; = {z = 0}. Enfin, la transformée stricte S? := E; est
donnée par {8 = 0} et sa classe est [F,]—[Fs)]. Les courbes Cs, S2 et S2 = E, s’intersectent toutes
trois en (0,0). En particulier, la classe d’homologie de Cs est donnée par [(my oms)*C|—4E; —2E,.
La multiplicité de la singularité de Cy est & présent de 2 > 0, il s’agit d’une singularité étoilée
a deux branches, tandis que la courbe ¥ := Cy U S? U S7 présente une singularité étoilée a 4
branches.

La derniere étape de la résolution de C' consiste donc en I’éclatement @ de @ dans lequel,
63 est une courbe lisse. De plus comme Y présentait une singularité étoilée a 4 branches, sa
transformée stricte 21 C (C23 intersecte F3 en 4 points distincts. Un point correspondant a
I'intersection de Sf’ = 52 avec F3, un point correspondant a Dintersection de S2 := Eg avec Fs

et deux point correspondants & 'intersection de C3 avec Fj3. De plus, C3 est de multiplicité 1 en
chaque point d’intersection avec F3 et n’intersecte pas les deux autres composantes de 7 3. En
particulier, on a

[Cs] = [(m1 0 mp 0 13)*C) — A[E4] — 2[Es] — 2[Es), [Eay] = Bz — Es, et [Ery] = Ey — Ey — Es,
ou les m; sont les applications d’éclatements successives.

Du cotés symplectique, la proposition 2.0.4 nous fournit une forme symplectique @, sur @3
pour toute suite € = (g1,e2,£3) < 1 de sorte que T = (537,55, 53) est un diviseur exceptionnel
symplectique a croisements normaux, ainsi qu'une courbe symplectique C ¢ CP2?3 homologue &
C3, donc dans la classe [7*C| — 4[E1] — 2[Es] — 2[E3] = dn* PD(wps) — 4[E1] — 2[Es] — 2[E3).

Par hypotheéses, [6’3]2 > 0. Donc d’apres le théoreme I et 'exemple 5.1.2, il existe un plonge-
ment de Uellipsoide a & (4,6) = 2a € (2,3) = 2(d~! —§) £ (2,3), pour § < 1.

Exemple 5.2.4. On suppose que C présente N singularité disjointe de type (2,3)-cusps (voir
exemple 5.2.3) en N points différents p1,--- ,pn € CP?.

Alors, si la transformée stricte C de C vérifie [6]2 < 0, chacune de ces singularités induit
un plongement d’un ellipsoide d/(6N) & (2,3). On a donc un empilement de (CP? wpg) par N
ellipsoides d/(6N) £ (2, 3).

Comme expliqué dans ’exemple 5.2.3, la résolution de chaque singularité de C' produit un
arbre de résolution dont les composantes sont des courbes dans les classe [Ey ;| — [E2] — [Es.),
[Ea] — [Eg ;] et [E3;] pour i € {1,---, N}. On obtient donc une forét T 3N de N tels diviseurs
dans CP2y et une courbe lisse Csy représentant la classe [Csy] = [0l — SN 2B +
[E2,] + [Es,]). La condition [Csn]2 < 0 est satisfaite lorsque d? < 6N.

D’apres la proposition 2.0.4, pour tout € = (£1,1,€2,1,€3,1, - ,€1,N,E2,n, €3,8) <K 1, il existe
une forme symplectique & sur 6]3\23 ~ de sorte que 7 3N est un diviseur ex/cgtionnel symplec-

tique a croisement normaux, et il existe une courbe we-symplectique C ¢ CP23y homologue &
C3 ~ et intersectant 7 3V orthogonalement.
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Par hypothese, [63 ~]? < 0. Le théoréme I et Pexemple 5.1.2, pour chaque diviseur composant
T 3N il existe un plongement du domaine a & (2, 3), pour tout

A, (C)

a < .
[1Gon 2] +dAu(0)

Ici

Au(C) = d et ’[@,N]Z" — 6N — &2,
et donc,
A, (C) B d d

a < — = =—.
[Con?| +dAu(C)  ON =@ +d* 6N

—_—
Enfin, comme les singularités de C sont en N points distincts de CP?, les diviseurs associés &
chacune d’entre elles sont disjoints et il en est donc de méme pour les ellipsoides obtenus. Ainsi,
I’ensemble associé a ces singularités est

Nod
D=||—=£i23),
le oy £i(23)
ol % € :(2,3) est l'ellipsoide associé au i-éme diviseur composant 7 V. Le volume total de cet
ensemble est

Vol(D) = NVol ( £, 3)) ((5\])2 2% 3.

Or, il faut que Vol(D) < Vol(CP?) = 1 et donc d*> < 6N, ce qui est I'inégalité donnée par la
condition [C3x]? < 0. On n’obtient donc pas de condition plus fine sur l'entier d pour qu’une
telle courbe présente N singularités (2, 3)-cusps.

Exemple 5.2.5. On suppose que C présente une seule singularité de type (2, 3)-multi-cusps
N branches en un point p € CP?, c’est-a-dire une singularité S donnée en coordonnées locales

par S = {(z,w) € C?| Hij\;l(z2 —aw?) =0, a; € C*}.

Alors, si la transformée stricte 6 de C vérifie [6]2 < 0, on peut plonger symplectiquement le

domaine D = 5 € (2N,3N) = /% £ (2,3).

Comme expliqué a 'exemple 5.2.3, la résolution de la singularité de C' produit un diviseur
lisse 7 3 dont les composantes sont dans les classes [E1] — [Ea] — [E3], [E2] — [Es] et [E3], ainsi
qu'une courbe lisse 63 dans la classe [63] = [7C] —2NE; — NE; — NEs. La condition pour
que [63] soit de carré négatif est donnée par d> < 6/N2.

D’apres la proposition 2.0.4, pour tout € = (e1,€2,€3) < 1, il existe une forme symplectique

e sur CP2?3 telle que T 2 est un diviseur exceptionnel symplectique & croisements normaux et
une courbe &e-symplectique C' homologue & Cg et intersectant 7 2 orthogonalement.

Puisque [C’g] < 0, le théoreme I et I'exemple 5.1.2 nous fournissent le plongement du domaine
aN £ (2,3) pour tout
A, (C)

a < .
(Go]2] + dAu(C)
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Ici,
A (C) = d et ‘[63]2‘ — 6N? — &2,

et donc
o< A, (C) _ d _d
‘[53]2‘ +dA,(C) T 6N2—d2+d2  6N?2’

Donc, le domaine associé est

p-_L New3) =

e (2,3),

d
v ¢

dont le volume est Vol(D) = (#)2 2x 3N? = 6‘]152.

L’inégalité volumique donne alors d? < 6N2, qui n’est autre que 1'inégalité donnée par [C5)? <
0. L’inégalité volumique ne nous donne donc pas de condition plus fine sur d.

Cependant, ici on plonge un seul ellipsoide %8 (2,3). Or, suivant [MS10], on sait qu’un

ellipsoide de la forme a & (2,3) pouvant étre plongé dans CP? doit vérifier a < 1/3. Ainsi, on
a le plongement de D seulement si % < %, c’est & dire si d < 2N < v/6N. On affine ainsi
I’ensemble des valeurs pouvant étre prises par d dans le cas des courbes dont la résolution est de
carré négatif.

Ainsi, les exemples 5.2.4 et 5.2.5 expliquent que :

Corollaire 5.2.6. Une courbe de degré d réalise N (2,3)-cusps disjoints si d < V6N tandis
qu’une courbe de degré d réalise un multi-cusp de type (2,3) & N branches si d < 2N.
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