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2.3.1 Schéma ISF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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5.2 Modèle SIBC pour la méthode FDTD conforme . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
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1.8 Design de la cape protectrice réalisée par [9]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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bâtiment à protéger. A droite : simulation numérique (vue de dessus). . . . . . 36
1.10 Focalisation avec une lentille classique (a) et une superlentille (b). . . . . . . . 36
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3.6 Réponses (a) temporelle, (b) spectrale, obtenues avec la méthode SFDTD pour
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le mode TE et l’incidence (θ, ϕ) =(30°, 50°). (a) Résultat de la publication
originale [2]. (b) Résultat obtenu par Temsi-fd . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
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TM (b) mode TE. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
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Introduction générale

Le radar est un système de détection basé sur la diffraction électromagnétique d’objets. La
diversité croissante des domaines d’application pousse à une utilisation toujours plus large du
spectre en fréquence. Le radar est utilisé pour de nombreuses applications de surveillance, pour
la navigation et pour les prévisions météorologiques, etc. Dans le domaine de la détection radar,
leur rôle est d’obtenir la signature d’un objet, appelé cible, souvent difficilement dissimulable.
La surface équivalente radar (SER) est une grandeur permettant d’évaluer la furtivité d’une
cible. Une façon de contrôler la SER de l’objet est de le recouvrir par des métamatériaux.
Ces derniers sont des structures complexes, macroscopiques, tridimensionnelles, généralement
structurées de manière périodique et ayant des propriétés physiques qu’on ne retrouve pas dans
la nature.

Le but de cette thèse est de prédire numériquement et précisément la SER d’une cible
complexe recouverte de métamatériaux. Cependant, la dimension de ces derniers est très
petite comparée à celle de la cible posant un problème multi-échelle difficile à résoudre
numériquement. Dans ce contexte, la thèse propose une méthodologie d’analyse théorique
permettant de construire un modèle de type impédance de surface (SIBC) d’un métamatériau
périodique afin de l’introduire sur la surface d’une cible modélisée par un code FDTD
tridimensionnel.

Le chapitre 1 introduit d’abord la notion de SER. Des designs de métamatériaux sont
ensuite illustrés pour plusieurs domaines d’application comme celui du radar, de l’optique
ou de l’hydrodynamique. Un état de l’art sur les méthodologies d’évaluation de la SER et de
calcul numérique de structures périodiques est présenté à la fin du chapitre 1. En particulier,
ce chapitre justifie le choix de la méthode des différences finies dans le domaine temporel
(FDTD). Cette approche repose sur la résolution numérique des équations de Maxwell par une
discrétisation au sens des différences centrées des opérateurs de dérivation/différentiation. Le
schéma explicite de Yee (1966) d’ordre 2 est la référence pour la méthode FDTD et la base
initiale des travaux de la thèse. L’idée repose sur une localisation particulière des variables dans
l’espace temps qui reflète bien les propriétés de symétrie de l’équation de Maxwell.

Dans le chapitre 2, nous illustrons la problématique FDTD de mise en place de conditions
aux limites périodiques autour du motif élémentaire d’une structure périodique. En effet, des
solutions à des temps futures sont requises pour mettre à jour les composantes de champ sur
la frontière du volume de calcul. Pour remédier à ce problème, une façon est de considérer
un changement de variable puis de résoudre l’équation de Maxwell associé à ces nouvelles
variables. Les schémas numériques SF, LF et LOD-Improved, pour la modélisation de
problèmes bidimensionnels, sont implémentés et validés pour des topologies multicouches et
une structure de bande interdite photonique. La condition de stabilité CFL du schéma explicite
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SF étant très restrictive au fur et à mesure que l’angle d’incidence augmente, les schémas
semi-implicites LF et LOD-Improved ont permis de lever cette contrainte, réduisant ainsi
considérablement les temps calcul tout en gardant une bonne précision de calcul.

Le chapitre 3 présente deux schémas numériques permettant de résoudre des structures
périodiques tridimensionnelles. Le premier est le schéma explicite MI qui est basé sur la
méthode dite du changement de variable et qui souffre de sa CFL trop restrictive pour les
grands angles d’incidence. Son avantage est sa capacité de traiter toutes sortes de milieux
sans avoir besoin de modification majeure dans l’écriture du schéma. L’autre est la méthode
directe SFDTD qui utilise les algorithmes standards de la littérature sans restriction sur la
CFL. Dans la méthode SFDTD, le nombre d’onde horizontal qui dépend de la fréquence
est fixé à une valeur constante pour une simulation large bande. Par conséquent, l’angle
d’incidence varie avec la fréquence ce qui implique la mise en œuvre d’un post-traitement
adéquat pour réexprimer les paramètres de réflexion et de transmission en fonction de l’angle
d’incidence pour une fréquence donnée. D’autre part, le nombre d’onde horizontal constant
est associé à un angle d’incidence réel uniquement au dessus d’une fréquence de coupure.
Pour les fréquences excitées en dessous, le champ est évanescent et à la fréquence de coupure
un mode de résonance horizontal s’installe. En outre, cette résonance parasite la réponse
spectrale proche de la fréquence de coupure séparant les deux types de mode. Pour remédier
à ce problème, cette thèse propose la méthode d’extrapolation du signal TD-VFz dans le
domaine temporel, permettant de reproduire fidèlement les modes horizontaux de résonance.
Par ailleurs, un réglage optimum des conditions absorbantes est proposé pour gagner en
stabilité et augmenter la précision proche de la fréquence de coupure. Cette solution combinée
SFDTD+TD-VFz est complète dans le sens où elle couvre les aspects excitation, conditions aux
limites et traitement du signal. Des validations sur le coefficient de réflexion de métamatériaux
absorbants complexes de la littérature sont illustrées. De plus, certains matériaux ont une
permittivité complexe constante non causale que l’on propose d’approcher par un modèle
dispersif de Debye à un pôle.

Le chapitre 4 présente le calcul du modèle d’impédance de surface (SIBC) du métamatériau
périodique par le schéma SFDTD. Ce modèle est fonction de la fréquence, de l’angle
d’incidence et de la polarisation de l’onde plane incidente. La condition aux limites de
Leontovich est ensuite incorporée sur la surface de la cible qui est représentée par un maillage
en marches d’escalier (les parois de métamatériau sont dans le plan cartésien). En outre, l’angle
d’incidence de l’illumination doit être connu pour appliquer le bon modèle SIBC. Ce dernier
est choisi pour un seul angle d’incidence par facette de cellule qui est une paroi de métamatériau.

Cependant, l’approximation de la géométrie curviligne de la cible par un maillage cartésien
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avec des marches en escalier introduit des erreurs. Par conséquent, la qualité du résultat est
détériorée et les ressources requises comme le temps de calcul et la taille mémoire pour
obtenir une réponse précise restent très importantes. Pour remédier à une telle approximation,
la technique FDTD conforme va permettre de mieux respecter la géométrie curviligne de
la structure d’origine, tout en résolvant les équations de Maxwell sur un maillage cartésien,
gardant ainsi l’efficacité des algorithmes existants. Le dernier chapitre propose donc un schéma
numérique pour modéliser une cible recouverte de métamatériaux par la méthode FDTD
conforme. Ce modèle est comparé au schéma FDTD de Yee de référence où le métamatériau
est maillé. Les cas d’une plaque inclinée et d’un cube désaxé recouverts d’un métamatériau
sont illustrés en fin de chapitre.
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Le radar est une technique très employée pour la détection et l’identification d’une cible.
Dans le contexte de la guerre électronique, rendre une cible furtive (indétectable et invisible par
le radar) est un atout considérable. Une grandeur permettant de quantifier le pouvoir diffractant
de cibles est la surface équivalente radar (SER) qui quantifie la proportion d’énergie renvoyée
par la cible vers le radar en monostatique sinon vers le récepteur (en général). C’est l’objet de
la section 1.1 qui donne d’abord la définition de la SER en champ lointain lorsque la distance
entre le radar et la cible est grande. La détection en champ lointain est la situation dans laquelle
opèrent la plupart des radars de surveillance devant assurer la sécurité aérienne. En outre, un
grand nombre de paramètres influent sur la SER comme les caractéristiques du radar (fréquence
d’acquisition, polarisation) et la géométrie de la cible. Ces facteurs sont précisément décrits
dans les sections 1.1.2 à 1.1.5.

Au cours de ces dernières années, les chercheurs se sont penchés activement sur des
matériaux capables d’influencer fortement la SER de la cible. Ces derniers, qualifiés de
métamatériaux, peuvent absorber ou dévier les ondes EM qui contourneraient la cible. La
section 1.2 présente des designs et performances de métamatériaux de la littérature dans le
domaine de la réduction de la SER. On présente section 1.2.2 un cylindre de cuivre camouflé
par la cape d’invisibilité de John Pendry. La section 1.2.5 illustre deux absorbants. Le premier,
section 1.2.5.1, est une structure d’origami composée de patchs résistifs et positionnée au
dessus d’un plan de masse. Le second, section 1.2.5.2, est un diélectrique constitué d’eau et sans
plan de masse. La section 1.2.6 montre une métasurface à gradient de phase (PGM) capable de
contrôler la direction des ondes réfractées et réfléchies, diminuant la SER d’une cible qui fait
face au radar. A titre informatif, nous présentons aussi l’application des métamatériaux dans
le domaine de l’optique section 1.2.4, hydrodynamique section 1.2.3.1 ou sismique section
1.2.3.2. La section 1.2.7 aborde des réflecteurs en métamatériaux pour l’augmentation de la
SER d’une cible.

Enfin, la section 1.3 présente les méthodes numériques populaires permettant de prédire
la SER de cibles complexes ou encore calculer le comportement électromagnétique d’un
métamatériau périodique. Les méthodes asymptotiques pour le calcul de la SER sont présentées
dans la section 1.3.1. Ensuite, les sections 1.3.2, 1.3.3 et 1.3.4 discutent respectivement des
méthodes numériques à formulation rigoureuse des moments (MoM), éléments finis (FEM)
et des différences finies (FDTD). Pour chaque technique, ses caractéristiques, avantages et
inconvénients sont détaillés. Notamment, cette section justifie le choix de l’approche temporelle
des différences finies pour les calculs effectués dans cette thèse.
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1.1 Surface Équivalente Radar

En champ lointain, lorsque la distance séparant le radar de la cible est suffisamment grande,
l’onde incidente est considérée comme plane au voisinage de l’objet. Dans ce cas, la SER est
définie section 1.1.1 comme le rapport entre la densité de puissance de l’onde diffractée par la
cible et celle de l’onde incidente sur la cible. Plus la SER est petite, plus la cible est furtive.
Un grand nombre de paramètres influent sur la SER comme les caractéristiques du radar
(fréquence d’acquisition, polarisation, la géométrie et les propriétés électromagnétiques de la
cible. La section 1.1.2 présente l’influence de la distance entre le radar et la cible. L’influence de
la fréquence de l’onde émise par le radar sur une sphère parfaitement conductrice est illustrée
section 1.1.3. Ensuite l’influence de la polarisation de l’onde plane incidente est discutée section
1.1.4. Enfin, on montre section 1.1.5 que la SER dépend fortement de la géométrie de la cible
en prenant l’exemple d’un avion [1].

1.1.1 Définition

Lorsqu’une onde émise par un radar illumine une cible, celle-ci est diffractée dans toutes les
directions de l’espace. Le champ rétro-diffusé par l’objet est quantifié par sa surface équivalente
radar (SER) qui est une grandeur quantifiant la proportion d’énergie renvoyée par la cible vers
une direction privilégiée. Par exemple, dans la direction monostatique quand le radar est à la
fois l’émetteur et le récepteur.
Lorsque la distance entre la cible et le radar est suffisamment grande, la cible est située en
zone de champ lointain (voir section 1.1.2). Dans ce cas, le front d’onde peut être considéré
localement plan sur la surface de la cible. La définition de la SER pour des ondes incidentes et
diffractées quasi-planes se réduit alors à la forme simplifiée [2]

σ = lim
R→+∞

4πR2 |Er|2
|Ei|2

, (1.1)

où R est la distance entre la cible et le radar supposée grande, Ei représente l’amplitude du
champ électrique incident et Er désigne l’amplitude du champ diffracté mesurée au niveau de
l’antenne de réception.
L’unité de mesure de la SER est le mètre carré (m2) et les spécialistes l’expriment généralement
en décibel (dB)

σ(dBm2) = 10 log10(σ). (1.2)

Le tableau 1.1 donne les valeurs de SER monostatique de certaines cibles courantes. Dans le
cadre de la détection radar, on cherche à rendre une cible furtive (difficilement détectable) en
diminuant significativement sa SER. Cette grandeur physique dépend de nombreux facteurs
dont les principaux sont listés ci-dessous
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Cibles SER (m2) SER (dBm2)
insecte 0.001 -30
oiseau 0.01 -20
Homme 1 0
vélo 2 3
cabin cruiser 10 10
automobile 100 20
avion de transport 1000 30
bateau (déplacement de 5000 tonnes) 10000 40

TABLEAU 1.1 – Valeur typique de SER monostatique pour différentes cibles [3] [4].

• La position de l’émetteur et du récepteur relativement à la cible. On parle de radar
monostatique si les deux antennes sont confondues. Pour deux antennes différentes mais
proches l’une de l’autre, on parle de radar quasi-monostatique. Si elles sont éloignées
l’une de l’autre, on parle de radar bistatique.

• L’orientation angulaire de l’onde plane incidente par rapport à la cible.

• La fréquence de l’onde émise par le radar ou plus précisément le rapport entre la taille de
la cible et celle de la longueur d’onde émise par le radar.

• La polarisation de l’émetteur et du récepteur.

• La géométrie de la cible et les matériaux qui la composent.

La définition et l’influence de ces facteurs utiles à la compréhension des évaluations de SER de
cibles sont expliquées dans les sections 1.1.2 à 1.1.5.

1.1.2 Influence de la distance radar-cible

Le comportement du champ réfléchi est différent selon la distance séparant le radar de la
cible. La définition (1.1) de la SER telle que définie plus haut est valide pour des ondes planes
en champ lointain lorsque la distanceR est suffisamment grande. Cependant, la définition n’est
plus valide en zone de champ proche pour des ondes non planes (sphériques par exemple)
lorsque R est petit. Pour les applications antennes, [5] distingue les trois régions de disque
entourant la cible rayonnante de la figure 1.1 et listées ci-dessous.

• La zone de champ proche réactif ou zone d’induction (R < R1) : correspond à la région
proche de l’antenne où le champ réactif prédomine.

• La zone de champ proche radiatif ou zone de Fresnel (R1 < R < R2) : correspond à la
région où le champ radiatif prédomine. La distribution angulaire du champ dépend encore
de la distance à la cible.
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• La zone de champ lointain ou zone de Fraunhofer (R > R2) : zone suffisamment éloignée
de l’antenne pour que les ondes soient considérées planes.

Zone de champ lointain

Zone de Fresnel

Zone d’induction

D

R1 “ 0.62
b

D3

λ

R2 “ 2D2

λ

R

FIGURE 1.1 – Régions de champ diffracté par une antenne de dimension principale égale à D.

1.1.3 Influence de la fréquence

La SER dépend de la dimension principale D de la cible et la longueur d’onde λ de l’onde
incidente qui l’illumine. Pour illustrer ce propos, la figure 1.2 montre l’évolution de la SER
pour l’exemple d’une sphère de rayon r = D parfaitement conductrice. On observe que le
comportement de la SER diffère dans les trois régions fréquentielles définies par

• La région de Rayleigh (λ >> r) : La cible est électriquement petite. La SER
augmente rapidement jusqu’à un extremum proche du rapport circonférence/λ = 1, plus

précisément la SER varie comme
1

λ4
.

• La région de Mie ou de résonance (λ ≈ r) : Une série d’oscillations décroissantes
s’observent au fur et à mesure que la longueur d’onde augmente. Les oscillations sont
dues à deux contributions distinctes. L’une est une réflexion spéculaire de l’avant de la
sphère et l’autre est une onde rampante qui longe la face cachée.

• La région optique ou des hautes fréquences (λ << r) : La cible est électriquement grande.
En outre, les oscillations deviennent de plus en plus faibles avec l’augmentation de la
valeur du rapport circonférence/λ et la SER est quasiment constante en fréquence. En
effet, le chemin électrique parcouru par l’onde rampante le long de la sphère dans la zone
d’ombre est long. Ainsi, l’énergie de l’onde rampante se dissipe.
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FIGURE 1.2 – SER (dB) normalisée d’une sphère parfaitement conductrice de rayon r en
fonction du rapport circonférence/λ en échelle log [1] [2]. Trois régions fréquentielles se
distinguent : région de Rayleigh, région de Mie et région optique.

1.1.4 Influence de la polarisation

Le plan d’incidence est le plan contenant le vecteur k de l’onde incidente et la normale à
une surface de la cible. La polarisation d’une onde EM est décrite par la direction du champ
électrique [6] par rapport au plan d’incidence. En champ lointain, l’onde est considérée comme
plane. Dans ce cas, les champs électrique E et magnétique H sont en phase, orthogonaux entre
eux et à la direction de propagation. Les vecteurs k de l’onde plane incidente, E et H forment
donc un repère orthogonal. La figure 1.3 (a) (resp. (b)) illustre une configuration Transverse
Electrique (TE) ou perpendiculaire ou horizontale H (resp. Transverse magnétique (TM) ou
parallèle ou verticale V ) de l’onde plane incidente. En outre, le récepteur reçoit généralement
l’onde rétro-diffusée suivant les deux polarisations H ou V . Les quatre combinaisons suivantes
de polarisations en transmission et en réception sont alors possibles

• V V : polarisation verticale en transmission et en réception.

• HH : polarisation horizontale en transmission et en réception.

• V H : polarisation verticale en transmission et horizontale en réception.

• HV : polarisation horizontale en transmission et verticale en réception.

Généralement, la SER d’une cible est étudiée pour les co-polarisations HH,VV et les
polarisations croisées HV,VH décrites ci-dessus.

1.1.5 Influence de la géométrie de la cible

La SER d’une cible est fortement influencée par sa géométrie. Pour illustrer ce propos, la
figure 1.4 illustre plusieurs mécanismes de rétro-diffusion contribuant significativement à la
SER d’un avion, lorsque ce dernier est illuminé par une onde plane incidente haute fréquence
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air
cible

Normalerayon incident

~k

~E

rayon réfléchi

(a)

air
cible

Normalerayon incident

~k

~E
rayon réfléchi

(b)

FIGURE 1.3 – Plan d’incidence. (a) Polarisation TE pour le champ électrique incident. (b)
Polarisation TM pour le champ électrique incident.

FIGURE 1.4 – Illustration de différents mécanismes de rétro-diffusion contribuant à la SER
d’un avion [1].

(approximation optique locale des phénomènes de diffraction). Les principaux phénomènes
physiques sont listés ci-dessous dans l’ordre décroissant de leur contribution à la SER ([1],
chapitre 6).

• Réflexion spéculaire : dans un contexte monostatique et en champ lointain, la direction
spéculaire est opposée au vecteur onde plane incidente. Généralement, la contribution à
la SER est très élevée lorsque la normale à la surface de la cible est colinéaire avec la
direction spéculaire.

• Onde propagée : elle se propage sur la surface de la cible le long d’un chemin géodésique,
typiquement sur le fuselage d’un avion comme indiqué sur la figure 1.4. L’onde propagée
atteint ensuite une discontinuité (arête, sommet) et son énergie rayonne dans toutes les
directions de l’espace dont une partie non négligeable vers le radar, contribuant ainsi à la
SER.

• Discontinuité des bords et des sommets : la pointe avant de l’avion et le bord des ailes
rentrent dans cette catégorie (voir figure 1.4). Ces discontinuités rétro-diffusent une
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onde incidente rampante, propagée ou provenant directement du radar, dans toutes les
directions de l’espace.

• Onde rampante : elle se propage dans les parties de la cible non illuminées par l’onde
incidente appelées zones d’ombre. Contrairement à une onde propagée, l’énergie d’une
onde rampante décroı̂t lorsque la distance parcourue augmente. En outre si l’onde
rampante ne rencontre pas de discontinuité dans son sillage, cette dernière “tourne” autour
de la cible et finit par émerger de la zone d’ombre. Par conséquent, une partie de son
énergie est rétro-diffusée vers le radar.

• Interactions : les phénomènes de diffraction se superposent lorsque différentes parties
de la cible interagissent entre elles. La figure 1.4 montre l’interaction du fuselage
avec l’aile de l’avion à titre d’exemple. Généralement, ces interactions ne contribuent
significativement à la SER que lorsque les parties se trouvent à quelques longueurs d’onde
les unes des autres.

• Discontinuités de surface : les cavités, nervures et jointures sur une surface lisse et
continue entrent dans cette catégorie. Ces discontinuités contribuent faiblement à la SER
puisque les phénomènes physiques cités ci-dessus lui sont d’un ordre supérieur.

Pour la détection d’une cible par un radar, on cherche à diminuer significativement sa SER
afin de la rendre furtive. Une façon de réduire la SER consiste à appliquer des métamatériaux
sur la surface de l’objet. Ces derniers sont des structures périodiques capables d’absorber ou
dévier les ondes EM vers une zone “non menaçante”. La section 1.2 présente des designs et
performances de métamatériaux de la littérature dans le domaine de la réduction de la SER ou
encore à titre informatif dans le domaine de l’optique section 1.2.4, hydrodynamique section
1.2.3.1 ou sismique section 1.2.3.2.
En outre, déterminer la SER d’une cible par calcul est difficile car de nombreux phénomènes
physiques et multi-échelles se superposent. Pour prédire le rayonnement d’un objet, les
spécialistes utilisent des codes de calculs basés sur la modélisation numérique. La section 1.3
présente alors les techniques numériques les plus populaires pour la modélisation d’une cible
complexe.

1.2 Métamatériaux

Nous avons vu dans la section précédente que la SER est influencée par un certain
nombre de facteurs. Parmi eux, les matériaux composant la cible permettraient de diminuer
significativement sa SER. Ces derniers, qualifiés de métamatériaux, sont des milieux artificiels
qui résultent de l’assemblage de plusieurs matériaux volumiques et surfaciques. Ils sont souvent
formés d’un motif élémentaire qui se répète périodiquement dans une ou deux directions de
l’espace.
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La section 1.2.1 définit ce qu’est précisément un métamatériau. Ensuite, on donne quelques
applications et réalisations de métamatériaux issus de la littérature. La section 1.2.2 présente
la cape d’invisibilité de John Pendry. Des capes protectrices dans le domaine sismique et de
l’hydrodynamique sont présentées dans la section 1.2.3. Le concept de superlentille dans le
domaine de l’optique pour obtenir une haute résolution est détaillé dans la section 1.2.4. Dans
le domaine de la réduction SER, deux absorbants sont proposés section 1.2.5. La section 1.2.6
montre ensuite une métasurface à gradient de phase capable de contrôler la direction des ondes
réfractées et réfléchies. Ensuite, la section 1.2.7 aborde de réflecteurs en métamatériaux pour
l’augmentation de la SER d’une cible. Dans le contexte de la télécommunication spatiale, la
section 1.2.7.1 illustre la géométrie d’une antenne réseau réflecteur. La section 1.2.7.2 aborde
le concept de réflecteur en coin souvent utilisé pour la détection radar de véhicules. Enfin, la
section 1.2.8 discute des limites des métamatériaux à ce jour.

1.2.1 Définition

Le mot métamatériau se compose du mot matériau et du préfixe “meta” qui signifie le fait
d’aller “au-delà”. Il désigne un milieu dit artificiel qui ne se retrouve pas dans la nature. Plus
précisément, un métamatériau est un composite, c’est-à-dire un assemblage d’au moins deux
composants non miscibles dont les propriétés se complètent. En outre, un métamatériau est
macroscopique, tridimensionnel et généralement structuré de manière périodique avec de petits
motifs élémentaires qui se répètent dans l’espace et qui sont plus petits que la longueur d’onde
minimale émise par le radar. Un métamatériau est donc un milieu hétérogène qui profite des
propriétés des matériaux qui le constituent.
Lorsqu’un rayon incident traverse un milieu, il en résulte un rayon transmis (ou réfracté) et un
rayon réfléchi comme le montre la figure 1.5 (a). Selon la loi de Snell-Descartes, il vient que

nsin(θ1) = n′sin(θ2), (1.3)

où n = 1 est l’indice de réfaction du vide et n′ celui du matériau. L’angle θi est l’angle
d’incidence que fait le rayon incident avec la normale à l’interface et θt est l’angle de
transmission que fait le rayon réfracté avec la normale. L’indice de réfraction est défini comme
le rapport entre la célérité du vide c0 et la vitesse de propagation dans le milieu c

n =
c0

c
, n2 = εrµr, (1.4)

avec εr la permittivité relative et µr la perméabilité relative du matériau. Cet indice est supérieur
ou égal à 1 pour la plupart des matériaux (la lumière est plus lente dans un matériau que dans
le vide).
Certains spécialistes des ondes EM définissent les métamatériaux comme des milieux ayant
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air pn “ 1q
matériau

Normalerayon incident

rayon réfléchi

rayon réfracté
pn ą 0q

rayon réfracté
pn ă 0q

θi
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(a)

εr
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n2 ă 0, εr ă 0, µr ą 0

(plasma)
n2 ą 0, εr ą 0, µr ą 0

matériau conventionel
(verre, diamand, cristal)

n2 ą 0, εr ą 0, µr ă 0

(ferrite)
n2 ą 0, εr ă 0, µr ă 0

métamatériau
main-gauche

(b)

FIGURE 1.5 – (a) Propagation d’une onde dans un milieu. (b) Classes de matériaux en fonction
de la permittivité et de la perméabilité.

avec un indice de réfraction strictement inférieur à 1 voir négatif, autrement dit une permittivité
et une perméabilité négatives. Ils sont dits de main-gauche. Dans ce cas, le rayon transmis se
retrouve alors du même côté de la normale que le rayon incident. La perméabilité négative et
la permittivité négative sont des résultantes d’un design constitué de matériaux aux propriétés
physiques standards. La figure 1.5 résume les différentes possibilités de réfraction d’une onde
(n2 > 0 ou n2 < 0).

1.2.2 Cape d’invisibilité dans le domaine micro-onde

John Pendry a construit en 2006 un dispositif tout à fait étonnant. Un cylindre de cuivre
vertical est entouré par une cape constituée de 10 cylindres comme le montre la figure 1.6.
Sur la surface de ces derniers est imprimé un réseau périodique de petites boucles en cuivre
(insert de la figure 1.6) appelées “résonateurs en anneaux fendus” (split ring resonators ou SRR).
L’indice de réfraction de la cape prendra des valeurs inférieures à 1 voir négatives lorsque la
fréquence est en résonance avec les SRR. Les ondes EM viendront contourner la cape comme
une vague contourne un rocher à cette fréquence particulière. Par ailleurs, le front d’onde reste
pratiquement intact sans déphasage en sortie. Le cylindre de cuivre est ainsi camouflé par la
cape d’invisibilité où le champ EM reste nul dans ce dernier (voir figure 1.7).

1.2.3 Cape protectrice

Les métamatériaux pourraient servir à protéger une zone contre des ondes. Dans le domaine
de l’hydrodynamique, une cape pourrait protéger une installation maritime, ou encore une zone
habitable contre un afflux d’eau (pourquoi pas un tsunami). Elle pourrait aussi servir à protéger
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FIGURE 1.6 – Design de la cape d’invisibilité réalisée par [7].

FIGURE 1.7 – Cartographie du champ électrique en régime permanent obtenue par [7] pour
la fréquence de résonance 8.5 GHz. Les lignes de courant (lignes noires dans A, B et C)
indiquent la direction du flux d’énergie. Le cylindre de cuivre placé au centre de la cartographie
est camouflé par la cape (située entre les deux cercles noirs au centre). A) Simulation de la
cape sans perte d’absorption. B) Simulation de la cape en intégrant cette fois-ci des propriétés
physiques en corrélation avec la réalité afin de mieux coı̈ncider avec l’expérience. C) Mesure
expérimentale du cylindre en cuivre non recouvert par la cape. D) Mesure expérimentale du
cylindre en cuivre recouvert par la cape. Les simulations ont été effectuées par le solver
COMSOL Multiphysics finite-element–based electromagnetics [8].

une zone écologique contre l’érosion. Dans le domaine sismique, une cape pourrait atténuer les
ondes sismiques protégeant ainsi la population et le patrimoine.
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1.2.3.1 Ondes hydrodynamiques

La figure 1.8 illustre une cape protectrice réalisée par [9]. Immergée à la surface d’un
liquide faiblement capillaire, elle consiste en des cercles concentriques de plots protégeant la
zone centrale de vagues faiblement perturbatrices 10-15 Hz provenant de l’extérieur du disque
hétérogène. La cape présente donc une forte anisotropie suivant la direction tangente aux cercles
concentriques la constituant. A contrario de la cape de Pendry, cette approche est moins sensible

FIGURE 1.8 – Design de la cape protectrice réalisée par [9].

à la fréquence car elle n’est pas fondée sur des propriétés de résonance. D’autre part, comme le
signale [9], “cette expérience est spécifique d’un liquide particulier, d’une gamme de fréquence
particulière, et sa transposition à grande échelle en haute mer n’est pas à l’ordre du jour”. En
outre, cette cape a aussi été validée expérimentalement dans le domaine de l’acoustique, pour
des ondes de pression dans l’air à des fréquences autour de 5 kHz.

1.2.3.2 Ondes sismiques

La figure 1.9 (gauche) montre une cape protectrice proposée par [9] et placée dans les
fondations d’un immeuble. Ce dernier serait protégé d’un séisme pour certaines fréquences.
En effet, les ondes de surface sismiques de Rayleigh (en violet sur la figure 1.9 de gauche)
associées au tremblement de terre viendront contourner le bâtiment pour les fréquences entre
0,1 et 50 Hz.

1.2.4 Superlentille

Une lentille convergente classique est convexe (bombée) et possède un indice de réfraction
supérieur à celui du vide. La réfraction des ondes sur la forme courbe de la lentille produit
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FIGURE 1.9 – A gauche : Cape protectrice réalisée par [9] placée dans les fondations du
bâtiment à protéger. A droite : simulation numérique (vue de dessus).

un point focal permettant de reproduire l’image d’une source de lumière sur un écran (voir
figure 1.10 (a)). En outre, la lentille produit une image inversée de la source dont les détails

Lentille ordinaire

Source
Point focal

Ecran

(a)

Superlentille

Source

Ecran

n “ 1 (Vide) n ă 0 n “ 1

(b)

FIGURE 1.10 – Focalisation avec une lentille classique (a) et une superlentille (b).

inférieurs à une demi-longueur d’onde ne sont pas résolus à cause des aberrations sphériques
de la lentille convexe. Le concept de superlentille prédit par le physicien russe Victor Veselago
dans les années 1960 est repris par Pendry en 2000 [10]. Cette dernière utiliserait les propriétés
des métamatériaux avec un indice de réfraction négatif égal à -1. Contrairement à une lentille
ordinaire, la superlentille serait plane car l’onde sera cette fois-ci réfractée dans la direction
opposée de la réfraction naturelle (les rayons dévient vers l’intérieur de la lentille). En outre,
un point focal supplémentaire se forme au milieu de la superlentille si celle-ci est suffisamment
épaisse. Pendry montre qu’une telle lentille amplifie et focalise les ondes dites évanescentes.
Par conséquent, une résolution sans limite théorique peut être obtenue et des détails plus fins
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que la longueur d’onde peuvent être observés.

1.2.5 Absorbants

Cette section illustre deux absorbants large bande issus de la littérature. Le premier, présenté
section 1.2.5.1, est une structure d’origami composée de patchs résistifs et positionnée au dessus
d’un plan de masse. Le second, présenté section 1.2.5.2, est un diélectrique constitué d’eau et
sans plan de masse.
Notons que la largeur de bande d’absorption d’un métamatériau est généralement étroite en
raison de la nature intrinsèque de la résonance. Afin d’élargir la largeur de bande d’absorption,
plusieurs modes résonants sont “fusionnés” dans un seul absorbant.

1.2.5.1 Structure d’origami avec patchs résistifs et un plan de masse

Le métamatériau absorbant présenté dans [11] est inspiré de la structure d’origami (voir
figure 1.11) en pliant un patch résistif ohmique planaire. Un patch résistif carré vient ensuite
sur la partie supérieure de la structure d’origami. Enfin, les motifs élémentaires reposent sur un
plan de masse (en jaune sur la figure 1.11) afin d’empêcher la transmission des ondes EM. La

FIGURE 1.11 – Géométrie de la structure origami [11]. (a) Cellule unitaire vue de dessus. (b)
Vue latérale de la cellule unitaire. (c) Vue en perspective de l’absorbant.

figure 1.12 (a) illustre le coefficient de réflexion obtenu par [11] en fonction de la fréquence
pour plusieurs angles d’incidence. La figure 1.12 (b) est une cartographie du coefficient de
réflexion en fonction de l’angle d’incidence et de la fréquence. Lorsque la réflexion est dessous
-10 dB (ligne en pointillés violets), cela correspond à un taux d’absorption de 90 %. Ainsi, la
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conception originale de la structure origami a permis d’obtenir un fort taux d’absorption sur la
large bande 3.6-11.4 GHz jusqu’à une incidence de 75°. En outre, l’absorbant est assez léger et
pourrait trouver des applications potentielles dans le domaine de la furtivité et des interférences
électromagnétiques.

FIGURE 1.12 – Coefficient de réflexion en mode TM (a) en fonction de la fréquence pour les
angles d’incidence 0°, 25°, 45°, 65° et 75°. (b) dans le plan incidence-fréquence.

1.2.5.2 Absorbant diélectrique constitué d’eau et sans plan de masse

L’absorbant proposé par [12] est entièrement diélectrique et constitué d’un conteneur d’eau
en résine (voir figure 1.13). La transmittance est cette fois-ci contrôlée par les pertes élevées de
l’eau dans la bande de fréquence désirée plutôt que par une plaque métallique. La figure 1.14
montre que le métamatériau présente un taux d’absorption supérieur à 90 % (ligne en pointillés
noirs) sur la bande de fréquence 7.74 GHz -23.56 GHz et pour les angles d’incidence inférieure
à 60°. Ce résultat est stable pour une température de l’eau comprise entre 0 et 100° C. D’autre
part, l’absorbant diélectrique est écologique et peut être fabriqué à faible coût.

1.2.6 Métasurfaces à gradient de phase

Les métasurfaces à gradient de phase (PGM) sont des structures artificielles capables de
contrôler la direction des ondes réfractées et réfléchies. La figure 1.15 (a) montre la géométrie de
la PGM de taille 330× 330 mm conçue et fabriquée par [13]. La cellule unitaire est représentée
dans le cadre bleu. Cette dernière est une combinaison carrée de 7 × 7 résonateurs en anneaux
fendus de taille variable. La figure 1.15 (b) illustre la géométrie d’un résonateur imprimé dans
un substrat FR4 qui repose sur un plan de masse. À la fréquence centrale conçue f ≈ 8 GHz,
l’onde incidente venant illuminer la structure en incidence normale est convertie en ondes de
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FIGURE 1.13 – (a) Géométrie de l’absorbant diélectrique [12]. (b) Vue couche par couche de
sa cellule unitaire. (c) Vue en coupe de la cellule unitaire.

FIGURE 1.14 – Taux d’absorption de l’absorbant diélectrique pour plusieurs angle d’incidence
[12]. (a) Mode TE. (b) Mode TM.

surface se propageant à la surface de la PGM. Les ondes incidentes sont alors efficacement
absorbées par le matériau diélectrique FR4. Pour les fréquences 9 GHz < f < 17 GHz, les
ondes incidentes sont déviées vers le domaine angulaire non menaçant et se diffusent dans
l’espace. Par conséquent, le coefficient de réflexion est faible dans la direction monostatique
pour la gamme de fréquences f ≈ 8 GHz - 17 GHz (voir figure 1.16 (a)). La SER monostatique
est donc considérablement réduite comme le montre la figure 1.16 (b). D’autre part, la structure
PGM est insensible à la polarisation par symétrie des résonateurs. Cette métasurface est donc
d’une certaine utilité dans les technologies de furtivité lorsque la cible fait face au radar.
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(a) (b)

FIGURE 1.15 – (a) Photographie de la PGM conçue et fabriquée par [13]. (b) Géométrie d’un
résonateur à quatre anneaux fendus constituant la PGM.

(a) (b)

FIGURE 1.16 – (a) Coefficient de réflexion de la PGM illuminée en incidence normale. (b) SER
monostatique [13].

1.2.7 Réflecteurs

Les mématériaux s’appliquent aussi pour augmenter la SER d’une cible. La section 1.2.7.1
aborde des antennes réseaux réflecteurs dans le domaine de la télécommunication spatiale.
Ensuite, la section 1.2.7.2 discute des réflecteurs rétro-directifs dans le domaine radar.

1.2.7.1 Antennes réseaux réflecteurs

Les antennes de télécommunication sont essentielles pour assurer la communication entre
un vaisseau spatial et la Terre. Dans ce contexte, les métamatériaux s’appliquent sur des
antennes réseaux réflecteurs afin d’améliorer les performances de communication à longue
distance [14] [15]. Le réflecteur se compose d’un grand nombre d’éléments réfléchissants
imprimés sur une surface plane. En outre, les éléments de la structure périodique sont très
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petits par rapport à la longueur d’onde de l’onde incidente. La figure 1.17 illustre un réseau de
réflecteurs où une source primaire décalée éclaire une surface de réflecteur plate et circulaire.

FIGURE 1.17 – Géométrie d’une antenne réseau réflecteur et de son alimentation [15].

1.2.7.2 Réflecteurs rétro-directifs

Les réflecteurs rétro-directifs sont utilisés pour les applications antenne et radar. Ils sont
couramment utilisés pour améliorer la détection radar de véhicules. Un réflecteur renvoie le
signal entrant et est donc très facilement détectable par un radar. Autrement dit, son rôle est de
maximiser la SER monostatique. Par exemple, le réflecteur en coin illustré sur la figure 1.18
permet d’obtenir une SER maximale. Cependant, la structure est parfois trop encombrante pour
s’intégrer dans certaines applications. Les travaux [16] proposent de minimiser l’épaisseur du
réflecteur diédrique conventionnel à l’aide de métamatériaux.

1.2.8 Limites

Les métamatériaux n’ont pu être développés que récemment à cause de difficultés de
réalisation technique et de construction. D’une part, les caractéristiques électromagnétiques
(inductance, capacité, résistance) calculées pour le bon fonctionnement doivent être respectées
(avec une certaine tolérance) lors de la conception. Ensuite, il s’avère que les métamatériaux
n’ont un impact qu’aux longueurs d’onde proches de la distance séparant les motifs qui les
constituent. Ainsi, plus la longueur d’onde de l’excitation est petite, plus les motifs élémentaires
constituant le métamatériau doivent être petits. Appliquer des métamatériaux dans le domaine
de la lumière visible suggère une périodicité des éléments de l’ordre du nanomètre, ce qui

Modèle large bande de matériaux composites Page 41



Chapitre 1 : Contrôle de la SER par les métamatériaux

FIGURE 1.18 – Concept de SER mono-statique dans une direction spécifique θ pour un
réflecteur en coin [16].

reste aujourd’hui encore un véritable challenge. Il y a donc encore beaucoup de progrès à faire
puisque les métamatériaux actuels fonctionnent au mieux dans la région infrarouge du spectre.
Ainsi, la mise en œuvre d’une cape d’invisibilité dans le domaine du visible comme imaginée
dans Harry Potter n’est pas à l’ordre du jour. En outre, comme la cape de John Pendry dans le
domaine micro-onde, l’effet d’invisibilité de la cape n’est pas large bande. Un point intéressant
porte sur la réalisation d’un métamatériau sur un support souple plutôt qu’un support rigide
pour pouvoir enrober un objet.
Les métamatériaux ont un coût technologique de fabrication sur mesure pouvant nécessiter
l’intervention de nouvelles technologies. Ces structures ont aussi un coût économique élevé
d’autant plus si elles sont fabriquées à partir de matériaux rares.
Leur modélisation et le calcul de leur réponse à une onde radar va requérir de développer des
méthodes numériques complexes et précises. La section 1.3 présente les techniques numériques
les plus populaires pour la résolution des équations de Maxwell.

1.3 Méthodes numériques

Déterminer la SER d’un objet est difficile car de nombreux phénomènes physiques et multi-
échelles se superposent. Pour prédire le rayonnement d’un objet, les spécialistes utilisent des
codes de calculs basés sur la modélisation numérique. Cette section présente ainsi les techniques
numériques les plus populaires pour prédire la SER d’une cible.
Par ailleurs dans cette thèse, le métamatériau périodique recouvrant certaines parties de la
cible est remplacé par un modèle d’impédance de surface. Ce dernier est calculé dans une
première étape avant d’être introduit sur la surface de l’objet. En outre, des conditions aux
limites périodiques de Floquet (PBC pour “Periodic boundary condition” en anglais) sont
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mises en place autour d’un motif élémentaire de la structure périodique. Notons que les
techniques numériques à formulation rigoureuse présentées ci-dessous restent aussi pertinentes
pour satisfaire cette première étape.

1.3.1 Méthodes asymptotiques pour le calcul de la SER

Les méthodes asymptotiques simplifient le problème de diffraction en s’appuyant sur des
hypothèses physiques. En outre, elles sont valides dans la zone optique. Ci-dessous sont listées
quelques techniques asymptotiques pour évaluer la SER de cibles :

Optique Géométrique (GO) [17] : La théorie considère que le comportement de l’onde
électromagnétique est celui d’un rayon. La définition du champ EM est basée sur la série
asymptotique de Luneberg-Kline et de son approximation (Sommerfeld-Runge). Deux
grands principes ont fondé l’optique géométrique. Le premier est le principe de Fermat
selon lequel le rayon lumineux passera toujours par le trajet le plus rapide. Le second est
le principe du retour inverse de la lumière énonçant que le trajet d’un rayon lumineux
peut être parcouru dans les deux sens. Le lecteur pourra consulter la référence [18] pour
plus de détails.

Théorie Géométrique de la Diffraction (GTD) [19] : La GTD peut se voir comme une
expansion du formalisme de la GO. Afin de prendre en compte les phénomène de
diffraction, Keller met en évidence les rayons diffractés qui s’ajoutent aux rayons
classiques de la GO (incident, réfléchi et transmis). La théorie de Keller repose sur trois
principes :

• Le rayon diffracté satisfait le principe de Fermat généralisé. Les rayons se propagent
dans les zones d’ombre où le champ électromagnétique était ignoré avec l’optique
géométrique.

• Le rayon diffracté satisfait les lois de la GO loin de la surface.

• En hautes fréquences, la diffraction est un phénomène local. Elle dépend seulement
de la nature de la surface et du champ électromagnétique au voisinage du point de
diffraction.

Optique Physique (PO) : Afin d’obtenir l’expression du champ sur la surface diffusante, cette
méthode utilise l’approximation du plan tangent de sorte que chaque point de la surface
est traité comme s’il appartenait à un plan infini parallèle à la tangente locale de la surface.
En outre, cette méthode reste valable tant que chaque point de la surface possède un rayon
de courbure supérieur à la longueur d’onde.
Le calcul du champ diffusé par une surface quelconque est basé sur les équations
intégrales de Stratton-Chu [20] et modifié en zone de champ lointain par Silver [21].
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Les résultats de l’optique physique sont meilleurs que ceux de l’optique géométrique,
particulièrement proche des directions spéculaires. Cependant, la méthode PO ne prend
pas en compte les discontinuités de surface, les ondes rampantes et les diffractions
d’arêtes.

Théorie Physique de la Diffraction (PTD) [22] Cette méthode peut se voir comme une
extension de l’optique physique. Elle permet de prendre en compte les phénomènes de
diffraction en introduisant la notion de courant de surface uniforme et non-uniforme. Le
courant de surface uniforme correspond à celui de la PO. La contribution du courant de
surface non-uniforme est déterminée par une différence entre la solution PO et la solution
GTD. Ufimtsev introduit ainsi des coefficients de diffraction pour prendre en compte le
courant de surface non-uniforme.

Optique Physique Itérative (IPO) [23] [24] [25] : La méthode IPO repose sur la résolution
de l’équation intégrale du champ magnétique (MFIE) où les courants induits sont donnés
par l’approximation du plan tangent. En outre, cette méthode reste valable tant que chaque
point de la surface possède un rayon de courbure supérieur à la longueur d’onde. Le calcul
des densités de courants induites sur les parois d’une cible s’effectue par une résolution
itérative de l’équation MFIE.

1.3.2 Méthode des moments (MoM)

La méthode des moments (MoM) [26] est utilisée pour résoudre une solution de forme
intégrale des équations de Maxwell (méthode dite aussi de l’équation de Maxwell). Elle
s’applique sur les éléments de frontière soit aux interfaces des matériaux. Son point fort est
donc la détermination des densités de courant surfacique qui sont donc résolues seulement sur la
surface de l’objet et non dans un volume. Son principal défaut réside dans la forme de la matrice
du système linéaire à inverser pour obtenir les inconnues en courants discrétisés. Toujours, la
matrice est pleine. Néanmoins, des techniques modernes de compression de matrice comme la
H-matrix [27] permettent d’optimiser l’étape d’inversion et ainsi gagner en temps calcul et en
mémoire.

1.3.3 Méthode des éléments finis (FeM)

La méthode des éléments finis (FeM) consiste à partitionner le volume d’étude en éléments
(typiquement en tétraèdres), dans lesquels les champs électromagnétiques sont décomposés sur
des fonctions de base appropriées (discrétisation par éléments finis volumiques). Sur chaque
élément fini, le système de Maxwell est approximé par un système simplifié d’équations
linéaires. Les systèmes linéaires pour tous les éléments sont ensuite rassemblés formant une
matrice globale. A une fréquence donnée, le problème consiste alors à résoudre un système
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linéaire c’est-à-dire à inverser la matrice globale. La solution du problème représente les valeurs
discrétisées des champs EM et le second membre le champ incident.
Un avantage de la FeM est la simplicité pour gagner en précision en montant en ordre
spatialement. Cependant, la taille de la matrice globale augmente considérablement, et par
conséquent, le temps de calcul ainsi que la taille mémoire. Pour se donner une idée, la dimension
du système linéaire est de l’ordre de plusieurs centaines de millions d’inconnues pour les
objets 3D intéressant le CEA. D’autre part, la matrice globale étant généralement creuse, des
algorithmes modernes permettent une résolution efficace d’un tel système. En outre, les temps
de calcul sont souvent réduits en utilisant les traditionnelles techniques de décomposition de
domaines ou de parallélisation massive OPEN-MP ou MPI. Notons par ailleurs que la continuité
de la solution dans le domaine d’étude est exigée pour la méthode des éléments finis. Le lecteur
pourra consulter l’ouvrage [28] pour s’initier à la méthode FeM. Comme la MoM, la FEM est
une approche fréquentielle très utilisée pour calculer la SER de cible.

1.3.4 Méthode FDTD

La méthode des différences finies (FDTD) approxime les opérateurs de
dérivation/différentiation spatio-temporel par un développement limité de Taylor à l’ordre 2.
L’ouvrage [29] offre une très bonne initiation à la méthode des différences finies pour les
équations de Maxwell. Le schéma numérique populaire est le schéma explicite de Yee d’ordre
2. Temporellement, le schéma de Yee est dit saute-mouton où le champ électrique est calculé à
un demi-pas de temps de différence du champ magnétique. Spatialement, une composante de
champ électrique est décalée d’une demi-cellule d’une composante de champ magnétique. Le
schéma considère un maillage en marche d’escalier qui se met en œuvre assez facilement et
qui demande peu de stockage informatique. De plus, la méthode FDTD permet de développer
des algorithmes rapides généralement bien adaptés aux parallélismes pour les calculs sur des
super-calculateurs. Le schéma de Yee est significativement plus rapide que les méthodes à
inversion matricielle comme la MoM ou la FeM. Un atout considérable est la possibilité de
réaliser en un seul calcul numérique l’étude d’un problème sur une large bande de fréquences
via une transformée de Fourrier discrète.
Le principal défaut du schéma de Yee est l’approximation de la géométrie de la structure
étudiée en marches d’escalier. Cette approximation détériore la qualité des résultats, notamment
en région haute fréquence. Un autre défaut est la présence de la dispersion numérique, laquelle
est d’autant plus conséquente lorsque le maillage est grossier ; en effet, dans ce cas, l’onde ne
se propage pas exactement à la vitesse de la lumière. Aussi, la vitesse de propagation n’est
pas isotrope et le cas de dispersion idéal résulte lorsque l’onde plane se propage le long d’une
diagonale de la cellule FDTD cubique.
Cependant, une solution pour minimiser la dispersion numérique consiste à monter en ordre
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spatialement. Il est aussi possible de s’affranchir de l’approximation en marches d’escalier en
utilisant la méthode FDTD conforme. Ce formalisme, basée sur la formulation intégrale de
l’équation de Faraday, permet de rester fidèle à la géométrie courbe d’une cible. La thèse [6]
offre une très bonne initiation aux schémas d’ordre (2,4) et à la méthode FDTD conforme.

1.4 Conclusion

Nous avons vu que la SER d’une cible dépend d’un grand nombre de facteurs comme
les caractéristiques du radar (spectre d’acquisition en fréquence, polarisation) ou encore sa
géométrie.
Une façon de contrôler sa SER est d’appliquer des métamatériaux périodiques sur sa peau.
L’onde venant illuminer les parois recouvertes de motifs pourrait être absorbée ou encore déviée
dans les directions “non menaçantes”.
En outre, des codes de calculs basés sur la modélisation numérique comme la méthode FeM,
MoM ou FDTD sont couramment utilisés pour prédire le comportement EM d’un métamatériau
ou encore la SER de cibles complexes. Nous retenons dans cette thèse la méthode FDTD pour
simuler la propagation des ondes dans le métamatériau. En effet, l’approche temporelle permet
d’obtenir, en un seul calcul, la signature temporelle et la réponse de la structure périodique sur
une large bande de fréquence. Nous optons aussi sur la rapidité des calculs et la capacité de la
méthode FDTD à traiter simplement et efficacement des matériaux hétérogènes de surface ou en
volume. Les modélisations FDTD d’un côté du métamatériau et de l’autre de la cible s’appuient
sur les fonctionnalités très étendues du simulateur TEMSI-FD de l’Institut XLIM [30]. Ce
dernier est développé pour mener des modélisations dans les domaines de la compatibilité
électromagnétique, des antennes, du radar et du calcul de la SER. Il est doté de nombreux
modèles subcellulaires de matériaux surfaciques et volumiques.
Notons aussi que la technique numérique employée pour prédire la SER de l’objet peut être
différente de celle employée pour simuler la propagation dans le métamatériau. Par exemple, il
est envisageable de calculer le matériau avec la FDTD et la cible recouverte de ce matériau avec
un code fréquentiel de type éléments finis, ce qui donne une grande souplesse à la méthodologie.
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2.3.4.1 Construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

2.3.4.2 Résolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
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Chapitre 2 : Simulation FDTD de structure périodique en 2D

Les structures périodiques ont suscité un intérêt croissant au cours des dernières années.
Comme nous avons pu le voir dans le chapitre 1, ces dernières sont utilisées pour une large
panoplie d’applications en électromagnétisme et en photonique. Ils apparaissent souvent sous
la forme de métamatériaux, de bande interdite électromagnétique (matériaux EBG), de surfaces
sélectives en fréquence (FSS) ou encore de réseaux d’antennes phasés.

La principale technique pour prendre en compte une telle géométrie est de simuler seulement
une cellule unitaire contenant un motif élémentaire de la structure périodique. Le domaine
périodique supposé infiniment grand est donc réduit à cette seule cellule unitaire et des
conditions aux limites périodiques (PBC) viennent tronquer cette dernière.

Ce chapitre cible d’abord la difficulté à prendre en compte les PBC dans le domaine
temporel. En effet, lorsque la structure est illuminée par une onde plane à une incidence
fixée, il est nécessaire de calculer des valeurs non prédictibles de composantes de champ
à des temps futurs. Dans la littérature, plusieurs méthodes sont proposées pour résoudre
cette difficulté que Taflove et Hagness divisent en deux groupes dans [1] : les méthodes
directes et les méthodes basées sur la transformation des champs électromagnétiques (EM).
Les méthodes directes résolvent les équations de Maxwell standards c’est-à-dire considèrent
comme inconnues les trois composantes cartésiennes du champ électrique E = (Ex, Ey, Ez)

et magnétique H = (Hx, Hy, Hz). Les méthodes basées sur la transformation des champs EM
quant-à-elles, considèrent des variables auxiliaires, autrement dit des composantes de champs
EM transformées par un changement de variable.

La suite du chapitre présente trois schémas numérique d’ordre 2 qui découlent de cette
dernière méthode du changement de variable (dans ce chapitre aucune méthode directe ne
sera discutée mais elles le seront dans le chapitre 3 pour l’extension à des problèmes en 3D).
La première méthode est la technique Split-Field (SF) [2] qui fera l’objet de la section 2.2.
Ce dernier est un schéma explicite qui possède une condition CFL très restrictive pour des
angles d’incidence élevés. Ensuite, le schéma Leapfrog split-Field (LF) [3] fera l’objet de
la section 2.3 tandis que le schéma Improved-Locally One-Dimensional (Improved-LOD ou
LODI) [4] est décrit dans la section 2.4. Ces deux dernières méthodes adoptent une résolution
semi-implicite des équations transformées permettant de lever la contrainte de stabilité CFL
qui devient inconditionnellement stable. En outre, un accent est mis sur le traitement des ondes
sortantes du domaine par des conditions aux frontières absorbantes de type Perfectly Matched
Layers (PML) dont la formulation varie selon le schéma numérique développé.
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2.1 Difficulté pour implémenter les conditions aux bords
périodique en FDTD

On s’intéresse au problème transverse-magnétique (TM) dans le plan xOy qui consiste à
calculer une structure périodique dans la direction y. Cette dernière est illuminée par une onde
plane qui se propage dans la direction x à une incidence θ par rapport à l’axeOx avec un champ
électrique polarisé suivant l’axe Oz. Par exemple, considérons des patchs infiniment longs dans
la direction z qui se répliquent périodiquement dans la direction y comme sur la figure 2.1.

,

,

: angle d’incidence

  : Hy

  : Ez

  : Hx

x

y

Cellule unitaire

Un motif de la structure

Onde plane incidente

y = Ty

y = 0 

FIGURE 2.1 – Cellule unitaire contenant un motif élémentaire d’une structure périodique dans
la direction y et illuminée par une onde plane incidente.

Par l’ajout de conditions aux limites périodiques (PBC) dans la direction y, la simulation
d’un seul motif élémentaire dans la cellule unitaire va permettre de caractériser la structure
toute entière qui est composée d’une infinité de patchs. Celles-ci sont décrites dans le domaine
fréquentiel par les modes de Floquet

Hx

(
x, y = Ty +

∆y

2
, ω

)
= Hx

(
x, y =

∆y

2
, ω

)
e−jkyTy , (2.1a)

Ez (x, y = 0, ω) = Ez (x, y = Ty, ω) ejkyTy , (2.1b)

où Ty est la longueur de la périodicité de la structure en mètre dans la direction y et ky =
ω

c
sin θ

est la composante y du vecteur onde plane k avec ω = 2πf la pulsation (rad/s). Ces relations se
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traduisent dans le domaine temporel par une transformée de Fourier inverse

Hx

(
x, y = Ty +

∆y

2
, t

)
= Hx

(
x, y =

∆y

2
, t− Ty sin θ

c

)
, (2.2a)

Ez (x, y = 0, t) = Ez

(
x, y = Ty, t+

Ty sin θ

c

)
. (2.2b)

Un cas particulier simple concerne une illumination en incidence normale θ = 0°. En effet, la
phase ejkyTy devient égale à 1 dans (2.1a) et (2.1b). Par conséquent, les conditions aux limites
périodiques consistent simplement en une recopie des champs

Hx

(
x, y = Ty +

∆y

2
, t

)
= Hx

(
x, y =

∆y

2
, t

)
, (2.3a)

Ez (x, y = 0, t) = Ez (x, y = Ty, t) . (2.3b)

L’algorithme de Yee décrit dans [1] convient très bien pour traiter ce cas. Supposons maintenant
une incidence strictement positive θ > 0°. Le calcul de Hx

(
y = Ty + ∆y

2

)
ne pose a priori

pas de difficulté car il nécessite une valeur du passé supposée connue. En revanche, la mise à
jour de Ez(y = 0) pose problème car elle nécessite la valeur non prédictible de Ez(y = Ty)

calculée dans le futur. L’idée des méthodes basées sur la transformation des champs EM est de
considérer des variables auxiliaires, autrement dit des composantes de champs EM transformées
par un changement de variable. Ceci permet d’éliminer les termes fréquentiels de phase afin
d’obtenir une formulation des PBC simple comme (2.3). Pour y parvenir, il suffit de considérer
les nouvelles variables auxiliaires suivantes

Pz = Eze
jkyy, (2.4a)

Qx = η0Hxe
jkyy, (2.4b)

Qy = η0Hye
jkyy, (2.4c)

où η0 =

√
µ0

ε0
≈ 376, 730 Ω est l’impédance caractéristique du vide. Ainsi, la condition aux

limites en incidence normale (2.3) est cette fois-ci vérifiée par les variables auxiliaires (P,Q)

Pz(x, y = 0) = Pz(x, y = Ty), (2.5a)

Qx

(
x, y = Ty +

∆y

2

)
= Qx

(
x, y =

∆y

2

)
. (2.5b)

Ceci étant, travailler avec ces nouvelles variables a plusieurs conséquences qui ne sont pas des
moindres. La première est que les équations à résoudre ne sont plus les équations de Maxwell
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classiques. Ces dernières s’écrivent dans le domaine fréquentiel en 2D et pour le mode TM

εrjωEz = ∂xHy − ∂yHx,

µrjωHx = −∂yEz
µrjωHy = ∂xEz.

(2.6)

Substituer (2.4a)-(2.4c) dans (2.6) donne

jω
εrPz
c

= ∂xQy − ∂yQx +

{
jω

sin θ

c
Qx,

}
, (2.7a)

jω
µrQx

c
= −∂yPz +

{
jω

sin θ

c
Pz

}
, (2.7b)

jω
µrQy

c
= ∂xPz. (2.7c)

En outre, les nouveaux termes entre crochets dans (2.7a) et (2.7b) sont à considérer
contrairement aux équations standards de Maxwell (2.6). Les algorithmes FDTD de résolution
devront donc être modifiés. Par ailleurs, la condition de stabilité CFL sera elle aussi impactée
par les termes entre crochets ce qui sera la deuxième conséquence. Un autre point concerne les
ondes sortantes de la cellule unitaire c’est-à-dire les conditions aux limites dans la direction de
propagation x. Elles sont traitées par des conditions aux frontières absorbantes de type PML
dont la formulation varie selon le schéma numérique utilisé pour résoudre (2.7a)-(2.7c). Le
placement et l’indiçage des composantes des variables auxiliaires (P,Q) sont illustrés dans la
figure 2.2.

Qyi,j

Qxi,j

Pzi,j

FIGURE 2.2 – Placement et indiçage des composantes Pz, Qx et Qy dans une cellule de Yee.
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2.2 Schéma SF

Les dérivées temporelles de Pz et Qx présentes à la fois dans (2.7a) et (2.7b) conduisent
généralement à un système matriciel implicite en temporel sur l’ensemble du domaine. La
méthode Split-Field (SF) [2] d’ordre 2 propose plutôt une résolution explicite de ces équations.
L’idée est de subdiviser les variables auxiliaires Pz et Qx en deux parties distinctes. Nous
verrons dans 2.2.1 la formulation FDTD résultant de cette stratégie. Ensuite une discussion
sur la condition de stabilité CFL aura lieu dans 2.2.2. Enfin, deux propositions pour traiter les
ondes sortantes du domaine seront présentées dans la section 2.2.3.

2.2.1 Formulation FDTD

Le système (2.7) diffère de celui de Maxwell par les nouveaux termes entre crochet dans les
relations (2.7a) et (2.7b). Pour résoudre ces nouvelles équations, [2] propose de subdiviser ces
deux dernières relations en deux parties en définissant

Pz = P a
z + P b

z , (2.8a)

Qx = Qa
x +Qb

x, (2.8b)

de sorte que

jω
εrP

a
z

c
= ∂xQy − ∂yQx, (2.9a)

jω
µrQ

a
x

c
= −∂yPz, (2.9b)

P b
z =

sin θQx

εr
, (2.9c)

Qb
x =

sin θPz
µr

. (2.9d)

Les variables P a
z et Qa

x sont solutions des équations de Maxwell et sont discrétisées comme
l’algorithme de Yee. Ensuite, deux approches traitées dans [1] donnant une condition CFL ainsi
qu’une relation de dispersion différentes sont possibles. La première consiste à substituer la
forme splittée deQx (2.8b) dans (2.8a) pour obtenir une solution de Pz en fonction des variables
Pza etQxa dont la solution est établie par (2.9a) et (2.9b) respectivement. La seconde à substituer
la forme splittée de Pz (2.8a) dans (2.8b) pour obtenir une solution de Qx en fonction des
variables Pza et Qxa .
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Stratégie 1 :
Pz = P a

z + P b
z

= P a
z +

sin θ

εr
Qx

= P a
z +

sin θ

εr

(
Qa
x +

sin θ

µr
Pz

)
si bien que

Pz =

(
1− sin2 θ

µrεr

)−1(
P a
z +

sin θ

εr
Qa
x

)
, (2.10)

Qx = Qa
x +

sin θ

µr
Pz. (2.11)

Exactement comme sur la figure 2.2, la composante Pz est calculée au noeud du maillage
FDTD et les composantes Qx et Qy au milieu des arêtes des cellules FDTD. L’algorithme
FDTD d’ordre 2 du schéma explicite SF découle enfin

Qan+
1
2

xi,j
= Qan−

1
2

xi,j
− c∆t

µr∆y

(
P n
zi,j+1

− P n
zi,j

)
, (2.12a)

P an+
1
2

zi,j
= P an−

1
2

zi,j
− c∆t

εr∆y

(
Qn
xi,j
−Qn

xi,j−1

)
+

c∆t

εr∆x

(
Qn
yi,j
−Qn

yi−1,j

)
, (2.12b)

Q
n+ 1

2
yi,j = Q

n− 1
2

yi,j +
c∆t

µr∆x

(
P n
zi+1,j

− P n
zi,j

)
, (2.12c)

P
n+ 1

2
zi,j =

(
1− sin2 θ

µrεr

)−1(
P an+

1
2

zi,j
+

sin θ

2εr

{
Qan+

1
2

xi,j
+Qan+

1
2

xi,j−1

})
, (2.12d)

Q
n+ 1

2
xi,j = Qan+

1
2

xi,j
+

sin θ

2µr

(
P
n+ 1

2
zi,j + P

n+ 1
2

zi,j+1

)
. (2.12e)

On en déduit que les composantes de P et Q se calculent à chaque demi pas de temps.
Par conséquent, pour le même réglage de la durée de simulation, le nombre d’itérations
temporelles de cette méthode sera deux fois plus grand que celui de l’algorithme standard
de Yee. Notons qu’une approximation spatiale centrée d’ordre 2 de Qa

x (resp. Pz) est
utilisée pour discrétiser l’expression (2.10) (resp. (2.11)).
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Stratégie 2 :
Qx = Qa

x +Qb
x

= Qa
x +

sin θ

µr
Pz

= Qa
x +

sin θ

µr

(
P a
z +

sin θ

εr
Qx

)
si bien que

Qx =

(
1− sin2 θ

µrεr

)−1(
Qa
x +

sin θ

µr
P a
z

)
, (2.13)

Pz = P a
z +

sin θ

εr
Qx. (2.14)

Le schéma FDTD ainsi que l’étude de stabilité et de dispersion numérique découlant de
cette stratégie sont décrits dans [1].

Le schéma SF nécessite le stockage en mémoire de 8 variables, à savoir
(Qan+

1
2

xi,j
, Qan−

1
2

xi,j
, P an+

1
2

zi,j
, P an−

1
2

zi,j
, Q

n+ 1
2

yi,j , Q
n− 1

2
yi,j , P

n+ 1
2

zi,j , Q
n+ 1

2
xi,j ) pour la stratégie 1. Notons qu’il est

tout à fait possible d’introduire des conductivités électriques et des résistivités magnétiques
dans cette méthode et le lecteur pourra se référer à [1].

2.2.2 Condition de stabilité CFL

Le critère de stabilité CFL pour la stratégie 2 et un maillage uniforme s’écrit [1]

∆2
t ≤

∆ cos2 θ

c
√

1 + cos2 θ
. (2.15)

En revanche, la condition CFL est légèrement plus restrictive pour la stratégie 1 [2]

∆1
t ≤

1

c

∆y cos2 θ

| sin θ| sin ξ cos ξ +
√

sin2 θ sin2 ξ cos2 ξ + cos2 θ
(
sin2 ξ + β

) (2.16)

où

ξ = arccos
1

2

√
2

1 + sin2 θ(4β + 2)−
√

sin2 θ(β − sin2 θ) + 1

sin2 θ(2 + 3β) + β
, (2.17)

et β =

(
∆y

∆x

)2

. Cependant, en refaisant les calculs, nous avons trouvé une autre définition de

ξ donnant une CFL très légèrement plus restrictive que (2.16). En effet, en reprenant l’étude
de stabilité faite dans [2], supposons que les champs EM transformés sont des ondes planes
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s’écrivant

Pz = Pz0e
j(ωtn−jkxx−jkyy), (2.18a)

Qx = Qx0e
j(ωtn−jkxx−jkyy), (2.18b)

Qy = Qy0e
j(ωtn−jkxx−jkyy). (2.18c)

où Pz0 , Qx0 et Qy0 sont respectivement les amplitudes des champs Pz, Qx et Qy, ω la fréquence
angulaire et j =

√
−1. Si les champs EM transformés sont des ondes planes définies par (2.18a)-

(2.18c) vérifiant (2.12a)-(2.12e) alors on obtient aussi le système suivant pour tout couple (i, j)

fixé
xn+ 1

2 = −2j[A]xn + [I]xn−
1
2 (2.19)

où [I] est la matrice identité,

[A] = c∆t



0
XZ sin θ

cos2 θ
− X

cos2θ

0 −Y Zsinθ
cos2 θ

Y

cos2 θ

−X Y

(
Z2 sin2 θ

cos2 θ
− 1

)
−Y Z sin θ

cos2 θ


, xn =


Qn
yi,j

Qan

xi,j

P an

zi,j

 , (2.20)

et
X = ∆−1

x sin

(
kx∆x

2

)
, Y = ∆−1

y sin

(
ky∆y

2

)
, Z = cos

(
ky∆y

2

)
. (2.21)

En posant

yn =

[
xn

xn−
1
2

]
, (2.22)

(2.19) peut aussi s’écrire :

yn+ 1
2 = [B]yn, [B] =

[
−2j[A] I3

I3 03

]
, (2.23)

où I3 est la matrice identité et 03 la matrice nulle de taille 3×3. La stabilité du schéma numérique
requiert alors ρ([B]) ≤ 1 où ρ([B]) est le rayon spectral de [B]. Pour vérifier cette inégalité,
il suffit que ρ([A]) ≤ 1. On commence par chercher les valeurs propres λi, i = 1, 2, 3 de [A].
Pour cela, le polynôme caractéristique de [A] a été calculé

Det([A]− λI3) = λ

[
−λ2 − λ

(
2c∆tZY sin θ

cos2 θ

)
+ (c∆t)

2

(
X2 + Y 2

cos2 θ

)]
. (2.24)

Modèle large bande de matériaux composites Page 60



Chapitre 2 : Simulation FDTD de structure périodique en 2D

On remarque que λ0 = 0 est valeur propre de [A]. Il reste à étudier le polynôme du second
degré entre crochets. Il est de discriminant ∆̃ strictement positif où√

∆̃ =
2c∆t

cos2 θ

√
Z2Y 2 sin2 θ + (X2 + Y 2) cos2 θ, (2.25)

donc possède deux racines réels distinctes. On en déduit alors le rayon spectral de [A]

|λAmax(kx, ky)| =
c∆t

cos2θ

(
ZY | sin θ|+

√
Z2Y 2 sin2 θ + (X2 + Y 2) cos2 θ

)
(2.26)

Comme la stabilité requiert |λAmax(kx, ky)| ≤ 1 pour tout kx, ky, il reste à trouver la quantité M
où

M = max
(kx,ky)

(
ZY | sin θ|+

√
Z2Y 2 sin2 θ + (X2 + Y 2) cos2 θ

)
. (2.27)

Le maximum est clairement atteint lorsque kx =
π

∆x

. Résoudre la dérivée de (2.26) par rapport

à ky égale à 0 permet de trouver la valeur de ky qui maximise (2.26). Elle est donnée par

|λAmax|(ky)
′
=

c∆t

2cos2θ

| sin θ| cos(ky∆x) +
1

4∆y

sin2 θ sin(2ky∆x) + 2 cos2 θ sin(ky∆y)(
sin2 θ

4∆2
y

sin2(ky∆y) + cos2 θ

{
Y 2 +

1

∆2
x

})1

2

 .
(2.28)

On peut alors montrer que |λAmax|(ky)
′

= 0 revient à résoudre l’équation du second degré
d’inconnue x = cos(ky∆y) donnée par

(
sin2 θ(1 + 4β) + 1

)
x2 − 2x sin2 θ + sin2 θ − 1 = 0, (2.29)

où β =

(
∆y

∆x

)2

. Ce polynôme est de discriminant strictement positif ∆2 où

∆2 = 16β

[
sin2 θ cos2 θ +

1

4β

]
. (2.30)

Par conséquent, la racine candidate x1 pour le maximum de (2.26) est

x1 =

sin2 θ − 2β
1
2

√
sin2 θ cos2 θ +

1

4β

sin2 θ(1 + 4β) + 1
. (2.31)
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On en déduit que la valeur de ky qui maximise (2.26) vérifie

ky =
2ξ

∆y

, ξ =
1

2
arccos

sin2 θ − 2β
1
2

√
sin2 θ cos2 θ +

1

4β

sin2 θ(1 + 4β) + 1

 . (2.32)

Ce dernier résultat n’est pas très important puisque les deux définitions de ξ donnent presque
la même condition CFL. En revanche, le pas de temps maximum donné par la définition (2.17)
entraı̂ne des instabilités numériques pour les cas traités dans la section 2.5 contrairement à la
définition (2.32). D’autre part, la stratégie 2 est souvent privilégiée car elle mène à la condition
CFL (2.15) un peu moins restrictive.
Une remarque intéressante concerne le cas de l’incidence normale (θ = 0°). En effet les
conditions (2.15) et (2.16) deviennent la condition CFL de l’algorithme standard de Yee, à
savoir

∆Y ee
t ≤

[
c

√
1

∆2
x

+
1

∆2
y

]−1

.

Cependant, lorsque l’angle d’incidence θ augmente, le pas de temps se restreint
considérablement à cause du terme cos2 θ. La figure 2.3 illustre le rapport entre la CFL
maximum du schéma SF et celle de Yee, pour la stratégie 1 et 2. On remarque que le pas
de temps maximum autorisé pour l’algorithme SF est 2 fois plus petit que celui de l’algorithme
de Yee lorsque θ ≈ 50°, jusqu’à approcher zéro pour les incidences rasantes.
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FIGURE 2.3 – Rapport entre la CFL maximum du schéma SF et celle de Yee.

Modèle large bande de matériaux composites Page 62



Chapitre 2 : Simulation FDTD de structure périodique en 2D

2.2.3 Condition absorbante de type PML pour le traitement des ondes
sortantes

La condition absorbante de type Perfectly Matched Layer (PML) est clairement la plus
utilisée dans le domaine de la simulation FDTD. En outre, elle est simple à implémenter en plus
d’être très efficace. L’espace discret va être tronqué par une couche de quelques cellules dans la
direction x de propagation (celle en y étant réservée pour la condition de périodicité) qui aura
pour effet d’absorber les ondes EM. Les couches PMLs se terminent avec des conditions aux
frontières de type parfaitement conducteur (PEC). D’autre part, la conductivité électrique est
croissante dans les couches selon un profil à définir. Les plus utilisés dans la littérature sont les
profils polynomial et géométrique [5]. Le but de cette partie est ainsi d’adapter et tester les deux
meilleurs modèles PML au schéma SF, à savoir la technique uniaxiale PML (UPML) [6] et la
technique Convolution PML (CPML) [7].

2.2.3.1 Condition UPML

La formulation UPML pour le schéma SF est décrite dans [1]. Dans une couche UPML
normale à la direction x seulement, les champs E et H vérifient la relation

∇×H = jωεsE, ∇×H = −jωµsH, (2.33)

où s est l’opérateur défini par

s =

s
−1
x 0 0

0 sx 0

0 0 sx

 , sx = κx +
σx
jωε

. (2.34)

La relation (2.33) s’écrit aussi∂yHz − ∂zHy

∂zHx − ∂xHz

∂xHy − ∂yHx

 = jωε

s
−1
x 0 0

0 sx 0

0 0 sx


ExEy
Ez

 ,
∂yEz − ∂zEy∂zEx − ∂xEz
∂xEy − ∂yEx

 = −jωµ

s
−1
x 0 0

0 sx 0

0 0 sx


Hx

Hy

Hz

 .
(2.35)
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Etant donné que l’on s’est placé en mode TM, on considère donc le système d’équation

jωµ0µr
sx

Hx = −∂yEz, (2.36a)

jωµ0µrsxHy = ∂xEz, (2.36b)

jωε0εrsxEz = ∂xHy − ∂yHx. (2.36c)

La transformation des champs EM (2.4) est ensuite injectée dans (2.36)

jωµr
csx

Qx = −∂yPz +
jω

c
k̄yPz, (2.37a)

jωµrsx
c

Qy = ∂xPz, (2.37b)

jωεr
c
sxPz = ∂xQy − ∂yQx +

jω

c
k̄yQx. (2.37c)

où k̄y = sin θ. Posons Q̂x =
Qx

sx
, alors

jωµr
c

Q̂x = −∂yPz +
jω

c
k̄yPz, (2.38a)

jωµrsx
c

Qy = ∂xPz, (2.38b)

jωεr
c
sxPz = ∂xQy − sx∂yQ̂x +

jω

c
k̄ysxQ̂x. (2.38c)

Pour résoudre ce problème, les variables Pz et Q̂x sont subdivisées

εrQ̂x = Q̂a
x + k̄yPz, (2.39a)

µrPz = P a
z + P b

z + k̄yQ̂x, (2.39b)

de sorte que

1

c
∂tQ̂

a
x = −∂yPz, (2.40a)

1

c
∂tP

b
z = −∂yQ̂x, (2.40b)

κx
c
∂tP

a
z +

σx
cε
P a
z = ∂xQy, (2.40c)

κx
c
µr∂tQy +

µrσx
cε

Qy = ∂xPz. (2.40d)
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Les portions “a” et “b” sont calculées classiquement par un algorithme FDTD centrée en temps
et en espace. L’expression Q̂x est ensuite déduite en injectant (2.39b) dans (2.39a)

Q̂x =

(
µr −

k̄2
y

εr

)−1(
Q̂a
x +

k̄y
εr

(
P a
z + P b

z

))
. (2.41)

La discrétisation FDTD des équations (2.39b)-(2.41) devient

Q̂an+
1
2

xi,j
= Q̂an−

1
2

xi,j
− c∆t

∆y

[
P n
zi,j+1

− P n
zi,j

]
, (2.42a)

P bn+
1
2

zi,j
= P bn−

1
2

zi,j
− c∆t

∆y

[
Q̂n
xi,j
− Q̂n

xi,j−1

]
, (2.42b)

P an+
1
2

zi,j
=

[
1 +

σx∆t

2κxε

]−1 [
P an−

1
2

zi,j

(
1− σx∆t

2κxε

)
+

c∆t

κx∆x

(
Qn
yi,j
−Qn

yi−1,j

)]
, (2.42c)

Q
n+ 1

2
yi,j =

[
1 +

σx∆t

2κxε

]−1 [
Q
n− 1

2
yi,j

(
1− σx∆t

2κxε

)
+

c∆t

κxεr∆x

(
P n
zi+1,j

− P n
zi,j

)]
, (2.42d)

Q̂
n+ 1

2
xi,j =

[
µr −

k̄2
y

εr

]−1 [
Q̂an+

1
2

xi,j
+
k̄y
2εr

(
P an+

1
2

zi,j
+ P an+

1
2

zi,j+1
+ P bn+

1
2

zi,j
+ P bn+

1
2

zi,j+1

)]
,(2.42e)

εrP
n+ 1

2
zi,j = P an+

1
2

zi,j
+ P bn+

1
2

zi,j
+
k̄y
2

[
Q̂
n+ 1

2
xi,j + Q̂

n+ 1
2

xi,j−1

]
. (2.42f)

Il reste à trouver une discrétisation de Qx. En utilisant la relation Q̂x =
Qx

sx
, on a

(
κx +

σx
jωε

)
Q̂x = Qx (2.43)

En multipliant l’égalité par jω et en passant dans le domaine temporel (“jω ⇐⇒ ∂t”), il vient

κx∂tQ̂x +
σx
ε
Q̂x = ∂tQx, (2.44)

que l’on discrétise aussi de manière centrée en temps

Q
n+ 1

2
xi,j = Q

n− 1
2

xi,j + Q̂
n+ 1

2
xi,j

[
σx∆t

2ε
+ κx

]
+ Q̂

n− 1
2

xi,j

[
σx∆t

2ε
− κx

]
. (2.45)

2.2.3.2 Condition CPML

On présente ici une implémentation simple et efficace d’une condition CPML proposée par
Davi Correia et Jian-Ming Jin [8]. Contrairement à la condition UPML de la partie 2.2.3.1, le
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terme supplémentaire αx apparaı̂t dans la définition de sx

sx = κx +
σx

αx + jωε
. (2.46)

Il permet d’atténuer efficacement les ondes évanescentes aux basses fréquences. En prenant
la limite de ω → 0, sx devient réel et produit un étirement réel de la grille qui contribue
naturellement à l’atténuation des ondes évanescentes par accroissement de l’espace. Comme
la technique PML de Berenger [9], la composante de champ électrique Ez est décomposée
en deux sous-composantes Ez = Ezx + Ezy. La formulation des CPML en polarisation TM
(Ex = Ey = Hz = 0) s’écrit alors

jωµHx = −∂y [Ezx + Ezy] , (2.47a)

jωµHy =
1

sx
∂x [Ezx + Ezy] , (2.47b)

jωεEzx =
1

sx
∂xHy, (2.47c)

jωεEzy = −∂yHx. (2.47d)

On injecte ensuite la transformation des champs EM (2.4) dans (2.47)

jωµrQx = −c∂y [Pzx + Pzy] + jωk̄y [Pzx + Pzy] , (2.48a)

jωµrQy =
c

sx
∂x [Pzx + Pzy] , (2.48b)

jωεrPzx =
c

sx
∂xQy, (2.48c)

jωεrPzy = −c∂yQx + jωk̄yQx. (2.48d)

où k̄y = sin θ. Pour résoudre ce problème, les variables non affectées par les CPML (c’est-à-
dire par les sx) sont subdivisées comme Qx = Qa

x + Qb
x, Pzy = P a

zy + P b
zy. D’après l’égalité

(2.48a), on a

Qa
x = −c (jωµr)

−1 ∂y
[
Pzx + P a

zy + P b
zy

]
, (2.49a)

Qb
x =

k̄y
µr

[
Pzx + P a

zy + P b
zy

]
, (2.49b)

et d’après (2.48d)

P a
zy = −c (jωεr)

−1 ∂yQx, (2.50a)

P b
zy =

k̄y
εr

[
Qa
x +Qb

x

]
, (2.50b)
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de sorte que

∂tQ
a
x = − c

µr
∂y
[
Pzx + P a

zy + P b
zy

]
, (2.51a)

∂tP
a
zy = − c

εr
∂yQx. (2.51b)

On injecte ensuite l’expression deQb
x (2.49b) dans (2.50b) pour obtenir une nouvelle expression

pour P b
zy

P b
zy =

[
1− k̄2

y

εrµr

]−1 [
k̄2
y

εrµr

(
Pzx + P a

zy

)
+
k̄y
εr
Qa
x

]
. (2.52)

Intéressons-nous maintenant aux quantités (2.48b) et (2.48c) qui sont impactées par les CPML.
En injectant la définition de sx (2.46) dans (2.48c), on en déduit que

jωεrκxPzx + jω
σxεr

αx + jωε
Pzx = c∂xQy. (2.53)

Dès lors, [8] propose d’utiliser une équation différentielle auxiliaire (ADE) en définissant le
second terme du côté gauche de l’égalité (2.53) comme une fonction ψP

ψP = jω
σxεr

αx + jωε
Pzx, (2.54a)

Pzx = [jωεrκx]
−1 [c∂xQy − ψP ] . (2.54b)

Injecter (2.54b) dans (2.54a) donne alors une nouvelle formulation pour ψP

jωεκxψP + (κxαx + σx)ψP = cσx∂xQy. (2.55)

Par un raisonnement analogue sur l’équation (2.48b), on pose

ψQ = jω
σxµr

αx + jωε
Qy, (2.56a)

Qy = [jωµrκx]
−1 [c∂xPz − ψQ] , (2.56b)

puis en injectant (2.56b) dans (2.56a)

jωεκxψQ + (κxαx + σx)ψQ = cσx∂x
[
Pzx + P a

zy + P b
zy

]
. (2.57)

La stratégie FDTD est d’abord de calculer ψP (resp. ψQ) à partir de Qy (resp. Pzx, P a
zy et P b

zy)
en utilisant la relation (2.55) (resp. (2.57)) avant de calculer Pzx (resp. Qy) avec (2.54b) (resp.
(2.56b)). Ci-dessous la discrétisation centrée des équations (2.55), (2.57), (2.51a), (2.51b),
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(2.54b), (2.52), (2.49b) et (2.56b) , respectivement.

ψ
n+ 1

2
Pi,j

=

[
εκx
∆t

+
κxαx + σx

2

]−1 [
ψ
n− 1

2
Pi,j

(
εκx
∆t

− κxαx + σx
2

)
+
cσx
∆x

(
Qn
yi,j
−Qn

yi−1,j

)]
,

ψ
n+ 1

2
Qi,j

=

[
εκx
∆t

+
κxαx + σx

2

]−1 [
ψ
n− 1

2
Qi,j

(
εκx
∆t

− κxαx + σx
2

)
+
cσx
∆x

(
P n
zi+1,j

− P n
zi,j

)]
,

Qan+
1
2

xi,j
= Qan−

1
2

xi,j
− c∆t

µr∆y

[
P n
zi,j+1

− P n
zi,j

]
,

P an+
1
2

zyi,j
= P an−

1
2

zyi,j
− c∆t

εr∆y

[
Qn
xi,j
−Qn

xi,j−1

]
,

P
n+ 1

2
zxi,j = P

n− 1
2

zxi,j +
c∆t

εrκx∆x

[
Qn
yi,j
−Qn

yi−1,j

]
− ∆t

2εrκx

[
ψ
n+ 1

2
Pi,j

+ ψ
n− 1

2
Pi,j

]
,

P bn+
1
2

zyi,j
=

[
1− k̄2

y

εrµr

]−1 [
k̄2
y

εrµr

(
P
n+ 1

2
zxi,j + P an+

1
2

zyi,j

)
+
k̄y
2εr

(
Qan+

1
2

xi,j−1
+Qan+

1
2

xi,j

)]
, (2.58)

Qbn+
1
2

xi,j
=

k̄y
2µr

[
P
n+ 1

2
zxi,j + P an+

1
2

zyi,j
+ P bn+

1
2

zyi,j
+ P

n+ 1
2

zxi,j+1 + P an+
1
2

zyi,j+1
+ P bn+

1
2

zyi,j+1

]
,

Q
n+ 1

2
yi,j = Q

n− 1
2

yi,j +
c∆t

µrκx∆x

[
P n
zi+1,j

− P n
zi,j

]
− ∆t

2µrκx

[
ψ
n+ 1

2
Qi,j

+ ψ
n− 1

2
Qi,j

]
,

P
n+ 1

2
zi,j = P

n+ 1
2

zxi,j + P an+
1
2

zyi,j
+ P bn+

1
2

zyi,j
,

Q
n+ 1

2
xi,j = Qan+

1
2

xi,j
+Qbn+

1
2

xi,j
.

2.3 Schéma LF

Le critère de stabilité de la méthode SF est très contraignant pour les angles d’incidence
élevés. En outre, une résolution semi-implicite est une possibilité pour relâcher cette contrainte.
Cette approche a déjà été étendue pour la résolution du système transformé (2.7). En particulier,
la méthode Alternating-Direction-Implicit (ADI) a été proposée dans [10] donnant le schéma
Improved Split-Field (ISF). Elle consiste à subdiviser une seule composante Qx (schéma ISF)
plutôt que deux. En 2013, cette dernière méthode est approfondie afin d’obtenir le schéma LF
[3] qui est dit saute-mouton, permettant ainsi de gagner en temps calcul. Ces deux approches
sont d’ordre 2 et inconditionnellement stables pour tout pas de temps. Le schéma ISF est
brièvement présenté dans la section 2.3.1. Ensuite le schéma LF qui en découle sera plus
précisément expliqué dans la section 2.3.2.
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2.3.1 Schéma ISF

La stratégie de la méthode ISF est que seule la composante de champ

Qx = Qa
x +

sin θ

µr
Pz (2.59)

est subdivisée au lieu de deux pour la méthode SF (Pz et Qx). En injectant l’expression de Qx

dans (2.7), il vient

∂tQ
a
x = − c

µr
∂yPz, (2.60a)

∂tQy =
c

µr
∂xPz, (2.60b)

∂tPz =
cµr

µrεr − sin2 θ
[∂xQy − ∂yQa

x]−
2c sin θ

µrεr − sin2 θ
∂yPz. (2.60c)

Dès lors, les équations (2.60a)-(2.60c) sont discrétisées par le schéma ADI [11]. L’algorithme
FDTD présente deux étapes.

Première étape :

Qan+
1
2

x = Qan

x − a1∂yP
n+ 1

2
z , (2.61a)

Q
n+ 1

2
y = Qn

y + a1∂xP
n
z , (2.61b)

(1 + a3∂y)P
n+ 1

2
z + a2∂yQ

an+
1
2

x = P n
z + a2∂xQ

n
y . (2.61c)

Seconde étape :

Qan+1

x = Qan+
1
2

x − a1∂yP
n+ 1

2
z , (2.62a)

Qn+1
y = Q

n+ 1
2

y + a1∂xP
n+1
z , (2.62b)

P n+1
z − a2∂xQ

n+1
y = (1− a3∂y)P

n+ 1
2

z − a2∂yQ
an+

1
2

x , (2.62c)

où a1 =
c∆t

2µr
, a2 =

cµr∆t

2
(
µrεr − sin2 θ

) , a3 =
c sin θ∆t

µrεr − sin2 θ
.

Le calcul de Q
n+ 1

2
y , Qan+1

x et Qn+1
y est explicite. Cependant, les quantités Qa

x et Pz sont
couplées implicitement au même temps t = (n + 1

2
)∆t dans l’équation (2.61c) de la première

étape. L’idée est d’injecter l’expression (2.61a) dans (2.61c) pour obtenir une nouvelle équation
pour P

n+ 1
2

z

(1 + a3∂y)P
n+ 1

2
z − a1a2∂

2
yP

n+ 1
2

z = P n
z − a2∂yQ

an

x + a2∂xQ
n
y . (2.63)
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De même les quantités Qy et Pz sont couplées implicitement au même temps t = (n + 1)∆t

dans l’équation (2.62c) de la seconde étape. On injecte (2.62b) dans (2.62c) pour obtenir

P n+1
z − a1a2∂

2
xP

n+1
z = (1− a3∂y)P

n+ 1
2

z − a2∂yQ
an+

1
2

x + a2∂xQ
n+ 1

2
y . (2.64)

La stratégie de résolution de (2.63) consiste à calculer P
n+ 1

2
z en résolvant le système matriciel

tridiagonal (perturbé sur les lignes où interviennent les conditions aux bords de Pz) résultant de
cette équation. Ensuite à calculer Qan+

1
2

x par (2.61a) puis Q
n+ 1

2
x par (2.59). La quantité Q

n+ 1
2

y est
obtenue explicitement par la relation (2.61b). La stratégie de résolution de la seconde étape est
identique.

2.3.2 Schéma LF

Le schéma LF est une amélioration du schéma ISF qui permet de gagner en place mémoire
et en temps calcul. En effet, comme l’algorithme de Yee, ce schéma est dit saute-mouton
contrairement au schéma ISF et au schéma SF où chaque composante de champ est calculée à
chaque demi pas de temps. Pour obtenir la formulation du schéma LF, [3] s’appuie sur le schéma
(2.61a)-(2.62c) afin de calculer Pz à chaque itération n+ 1

2
et (Qx,Qy) à chaque itération n ∈ N.

Calcul des composantes Qa
x et Qy. Pour Qa

x, (2.61a) est injectée dans (2.62a)

Qan+1

x = Qan

x − 2a1∂yP
n+ 1

2
z . (2.65)

De même pour obtenir Qn+1
y , on utilise les relations (2.61b) et (2.62b)

Qn+1
y = Qn

y + a1∂xP
n
z + a1∂xP

n+1
z . (2.66)

Dès lors, les expressions de P n
z et P n+1

z de (2.61c) et (2.62c) respectivement sont injectées
dans (2.66). L’équation suivante se déduit

(
1− a1a2∂

2
x

)
Qn+1
y =

(
1− a1a2∂

2
x

)
Qn
y + 2a1∂xP

n+ 1
2

z . (2.67)

Calcul de Pz. On injecte (2.61a) dans (2.61c)

(
1 + a3∂y − a1a2∂

2
y

)
P
n+ 1

2
z = P n

z − a2∂yQ
an

x + a2∂xQ
n
y . (2.68)

Pour obtenir un schéma dit saute mouton, il reste à exprimer P n
z en fonction de P

n− 1
2

z ,
Qn
x et Qn

y . Pour cela, considérons les relations (2.62a) et (2.62c) à l’itération entière

Modèle large bande de matériaux composites Page 70



Chapitre 2 : Simulation FDTD de structure périodique en 2D

précédente

Qan−
1
2

x = Qan

x + a1∂yP
n− 1

2
z , (2.69a)

P n
z = (1− a3∂y)P

n− 1
2

z − a2∂yQ
an−

1
2

x + a2∂xQ
n
y . (2.69b)

On injecte ensuite (2.69a) dans (2.69b) pour obtenir la relation

P n
z =

(
1− a3∂y − a1a2∂

2
y

)
P
n− 1

2
z − a2∂yQ

an

x + a2∂xQ
n
y . (2.70)

L’expression de P n
z (2.70) est ensuite injectée dans (2.68) pour obtenir

(
1 + a3∂y − a1a2∂

2
y

)
P
n+ 1

2
z =

(
1− a3∂y − a1a2∂

2
y

)
P
n− 1

2
z − 2a2∂yQ

an

x + 2a2∂xQ
n
y .

(2.71)

Les dérivées partielles spatiales, apparaissant dans l’expression explicite (2.65) et les deux
expressions implicites (2.67) et (2.71), sont discrétisées de manière centrée. La résolution
de (2.67) est plutôt simple car elle consiste à résoudre un système matriciel tridiagonal. La
résolution de Pz quant-à-elle donne une matrice tridiagonale perturbée par la condition aux
limites périodiques Pz(i, 0) = Pz(i, Ny), i = 0, · · · , Nx (les matrices et les techniques de
résolution des systèmes linéaires sont explicitées dans la partie 2.3.4). Au final, il est nécessaire
de stocker en mémoire 4 variables, à savoir (Qan

x , Q
n
x, Q

n
y , P

n+ 1
2

z ) contre 8 pour le schéma SF.

2.3.3 Condition absorbante de type CPML

En utilisant la formulation des variables complexes (2.46) (appelées ”complex stretched
coordinates” en anglais) dans un maillage étiré, les équations de Maxwell en mode TM dans le
domaine fréquentiel avec CPML s’écrivent

µ∂tHx = −∂yEz, (2.72a)

µ∂tHy = s−1
x ∂xEz, (2.72b)

ε∂tEz = s−1
x ∂xHy − ∂yHx. (2.72c)

Seules les équations où interviennent les dérivées partielles par rapport à x sont impactées par
le terme sx = κx +

σx
αx + jωε0

. Les nouvelles équations sur les champs transformés Qa
x, Qy et

Pz dans le domaine fréquentiel sont alors déduites

jωµrQ
a
x = −c∂yPz, (2.73a)

jωµrQy = cs−1
x ∂xPz, (2.73b)

jωPz =
cµr

µrεr − sin2 θ

[
s−1
x ∂xQy − ∂yQa

x

]
− 2c sin θ

µrεr − sin2 θ
∂yPz, (2.73c)
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et seules les quantités Qy et Pz sont impactées par les CPML. Dès lors que les relations
(2.73a)-(2.73c) sont traduites dans le domaine temporel, [3] utilise la méthode de l’équation
différentielle auxiliaire (ADE) [12] et certaines approximations de Taylor de [13] afin d’obtenir
l’équation sur Qy dans les CPML

(
1− a1a2κ

−2
x ∂2

x

)
Qn+1
y =

(
1− a1a2κ

−2
x ∂2

x

)
Qn
y + 2a1κ

−1
x ∂xP

n+ 1
2

z + 2a1Ψ
n+ 1

2
Qyx

, (2.74)

et pour Pz(
1 + a3∂y − a1a2∂

2
y

)
P
n+ 1

2
z =

(
1− a3∂y − a1a2∂

2
y

)
P
n− 1

2
z −2a2∂yQ

an

x +2a2κ
−1
x ∂xQ

n
y+2a2Ψn

Pzx ,

(2.75)
où

Ψn
Qyx = bxΨ

n−1
Qyx

+ ax∂xP
n
z , (2.76a)

Ψn
Pzx = bxΨ

n−1
Pzx

+ ax∂xQ
n
y , (2.76b)

En outre, [3] propose d’approcher les termes bx et ax de (2.76a)-(2.76b) par un développement
de Taylor

bx =
κxε0

κxε0 + ∆t (κxαx + σx)
≈

∆t 7→0
e
−
( σx
ε0κx

+
αx
ε0

)
∆t

, (2.77a)

ax =
−∆tσx

κx [κxε0 + ∆t (σx + κxαx)]
≈

∆t 7→0

σx
σxκx + κ2

xαx
[bx − 1] . (2.77b)

Il s’est avéré que ne pas utiliser cette approximation conduit à des instabilités numériques.

2.3.4 Construction et résolution des systèmes linéaires

Nous présentons ici la construction et la résolution des systèmes linéaires pour le calcul des
quantités Qy et Pz.

2.3.4.1 Construction

D’après (2.74) et en utilisant des discrétisations spatiales centrées (prendre κx = 1 et Ψ = 0

en dehors des CPML), il vient

Qn+1
yi,j
−a1a2 (κx∆x)

−2
[
Qn+1
yi+1,j

+Qn+1
yi−1,j

− 2Qn+1
yi,j

]
= Qn

yi,j
−a1a2 (κx∆x)

−2
[
Qn
yi+1,j

+Qn
yi−1,j

− 2Qn
yi,j

]
− 2a1 (κx∆x)

−1
[
P
n+ 1

2
zi+1,j − P

n+ 1
2

zi,j

]
− 2a1Ψ

n+ 1
2

Qyxi,j
, (2.78)
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si bien que l’on obtient un système AX = b où A ∈ Mn(R), n = Nx(Ny + 1) et X , b ∈ Rn.
En outre, comme les quantités Qxi,j et Pzi,j sont indicées de i = 0, · · · , Nx et j = 0, · · · , Ny et
Qyi,j de i = 0, · · · , Nx − 1 et j = 0, · · · , Ny, alors l’inconnue X s’écrit

X =

[(
Qn+1
yi,0

)
0≤i≤Nx−1

,
(
Qn+1
yi,1

)
0≤i≤Nx−1

, · · · ,
(
Qn+1
yi,Ny

)
0≤i≤Nx−1

]T
. (2.79)

Notons bi,j le second membre de l’égalité (2.78), alors le vecteur b du système AX = b s’écrit

b =
[
(bi,0)0≤i≤Nx−1 , (bi,1)0≤i≤Nx−1 , · · · ,

(
bi,Ny

)
0≤i≤Nx−1

]T
. (2.80)

Notons que comme la condition PEC clôture les CPML, on utilise pour la construction du
second membre b que

Qy−1,j
= QyNx,j

= 0. (2.81)

Posons Λ2
i,j = 1 + 2a1i,ja2i,j (κx∆x)

−2, Λ3
i,j = Λ1

i,j = −a1i,ja2i,j (κx∆x)
−2 et

Λl =

[(
Λl
i,0

)
0≤i≤Nx−1

,
(
Λl
i,1

)
0≤i≤Nx−1

, · · · ,
(

Λl
i,Ny

)
0≤i≤Nx−1

]T
, (2.82)

pour l ∈ {1, 2, 3}. En notant Λl =
(
Λl(1), · · · ,Λl(n)

)
, la matrice A obtenue est tridiagonale

telle que

A =



Λ2(1) Λ3(1) 0 · · · · · · 0

Λ1(2) Λ2(2) Λ3(2) 0 · · · 0

0
. . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . ...
0 · · · 0 Λ1(n− 1) Λ2(n− 1) Λ3(n− 1)

0 · · · · · · 0 Λ1(n) Λ2(n)


. (2.83)

Concernant le calcul de Pz, la discrétisation centrée de (2.75) donne

P
n+ 1

2
zi,j +

a3

2∆y

[
P
n+ 1

2
zi,j+1 − P

n+ 1
2

zi,j−1

]
−a1a2

∆2
y

[
P
n+ 1

2
zi,j+1 + P

n+ 1
2

zi,j−1 − 2P
n+ 1

2
zi,j

]
= P

n− 1
2

zi,j −
a3

2∆y

[
P
n− 1

2
zi,j+1 − P

n− 1
2

zi,j−1

]

−a1a2

∆2
y

[
P
n− 1

2
zi,j+1 + P

n− 1
2

zi,j−1 − 2P
n− 1

2
zi,j

]
+

2a2

∆y

[
Qan

xi,j
−Qan

xi,j−1

]
−2a2 (∆xκx)

−1
[
Qn
yi,j
−Qn

yi−1,j

]
−2a2Ψn

Pzx .

(2.84)
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On obtient de même un système linéaireBY = c oùB ∈Mm(R),m = Ny(Nx−1), Y, c ∈ Rm.
Notons ci,j le second membre de l’égalité (2.84), alors

Y =

[(
P
n+ 1

2
z1,j

)
1≤j≤Ny

,
(
P
n+ 1

2
z2,j

)
1≤j≤Ny

, · · · ,
(
P
n+ 1

2
zNx−1,j

)
1≤j≤Ny

]T
,

c =
[
(c1,j)1≤j≤Ny , (c2,j)1≤j≤Ny , · · · , (cNx−1,j)1≤j≤Ny

]T
.

Notons que d’après les conditions aux limites périodiques dans la direction y pour Pz, on a pour
tout i ∈ J0, NxK

Pz(i, 0) = Pz(i, Ny), (2.85a)

Pz(i, Ny + 1) = Pz(i, 1). (2.85b)

Posons K1
i,j = −a3i,j

2∆y

− a1i,ja2i,j

∆2
y

, K2
i,j = 1 +

2a1i,ja2i,j

∆2
y

, K3
i,j =

a3i,j

2∆y

− a1i,ja2i,j

∆2
y

et

K l =

[(
K l
i,0

)
0≤i≤Nx−1

,
(
K l
i,1

)
0≤i≤Nx−1

, · · · ,
(
K l
i,Ny

)
0≤i≤Nx−1

]T
, (2.86)

pour l ∈ {1, 2, 3}. En notant, pour K l =
(
K l(1), · · · , K l(m)

)
, la matrice B obtenue est

diagonale par blocs

B =



B1 0 0 · · · · · · 0

0 B2 0 0 · · · 0

0
. . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . ...
0 · · · 0 0 BNx−2 0

0 · · · · · · 0 0 BNx−1


, (2.87)

où 0 désigne ici la matrice nulle de taille Ny×Ny et les Bi ∈MNy(R) sont toutes tridiagonales
perturbées par les conditions aux limites périodiques

Bi =



K2
i,1 K3

i,1 0 · · · · · · K1
i,1

K1
i,2 K2

i,2 K3
i,2 0 · · · 0

0
. . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . ...
0 · · · 0 K1

i,Ny−1 K2
i,Ny−1 K3

i,Ny−1

K3
i,Ny

· · · · · · 0 K1
i,Ny

K2
i,Ny


. (2.88)
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La résolution du système linéaire BY = c est donc équivalent à la résolution des Nx − 1

systèmes linéaires Bi

(
P
n+ 1

2
zi,j

)T
1≤j≤Ny

= (ci,j)
T
1≤j≤Ny .

2.3.4.2 Résolution

Il est clair que la matrice A est à diagonale strictement dominante donc est inversible. Posons
l’inconnue X = (x(1), · · · , x(n)) et le second membre b = (b(1), · · · , b(n)). La matrice A
étant tridiagonale, l’algorithme de Thomas pour la résolution du système AX = b convient
parfaitement de par son efficacité et sa rapidité. D’abord on calcule

Λ
′
(i) =


Λ3(i)

Λ2(i)
si i = 1,

Λ3(i)

Λ2(i)− Λ1(i)Λ′(i− 1)
si i ∈ J2, n− 1K,

(2.89)

puis

b
′
(i) =


b(i)

Λ2(i)
si i = 1,

b(i)− Λ1(i)b
′
(i− 1)

Λ2(i)− Λ1(i)Λ′(i− 1)
si i ∈ J2, nK.

(2.90)

La solution est alors donnée par

x (n) = b′(n), (2.91a)

x(i) = b
′
(i)− Λ

′
(i)x(i+ 1), i = n− 1, · · · , 1. (2.91b)

Il reste à résoudre le système diagonal par blocs BY = c. On cherche alors, pour tout indice

i ∈ J1, Nx − 1K fixé, Yi =
(
P
n+ 1

2
zi,j

)T
1≤j≤Ny

tel que

BiYi = ci

(
= (ci,j)

T
1≤j≤Ny

)
.

Pour cela, on applique la formule de Sherman-Morrison.

Proposition 1 (Sherman-Morrison) Soit A ∈ GLn(R) et u, v ∈ Rn. Alors A + uvT est

inversible si 1 + vTA−1u 6= 0. Dans ce cas,

(
A+ uvT

)−1
= A−1 − A−1uvTA−1

1 + vTA−1u
. (2.92)

Ainsi, les matricesBi sont décomposées comme la somme d’une matrice tridiagonale inversible
B̃i et d’une matrice de perturbation Pi. D’après la proposition (1), on écrit Pi comme un produit
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extérieur uivTi . Une possibilité consiste à prendre

Pi = uiv
T
i =



K1
i,1

0
...
0

K3
i,Ny


[1, 0, · · · , 0, 1] =



K1
i,1 0 0 · · · · · · K1

i,1

0 0 0 0 · · · 0

0
. . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . ...
0 · · · 0 0 0 0

K3
i,Ny

· · · · · · 0 0 K3
i,Ny


, (2.93)

de sorte que Bi = B̃i + Pi où

B̃i =



K2
i,1 −K1

i,1 K3
i,1 0 · · · · · · 0

K1
i,2 K2

i,2 K3
i,2 0 · · · 0

0
. . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . ...
0 · · · 0 K1

i,Ny−1 K2
i,Ny−1 K3

i,Ny−1

0 · · · · · · 0 K1
i,Ny

K2
i,Ny
−K3

i,Ny


. (2.94)

Le problème BiYi = ci devient alors
(
B̃i + uiv

T
i

)
Yi = ci. D’après la formule de Sherman-

Morrison, on en déduit que

Yi = B̃i
−1
ci −

[
B̃i
−1
ui

]
vTi

(
B̃i
−1
ci

)
1 + vTi

[
B̃i
−1
ui

] . (2.95)

Pour calculer l’inconnue Yi, on peut alors procéder comme suit

— Calculer z1
i tel que B̃iz

1
i = ci par l’algorithme de Thomas

— Calculer z2
i tel que B̃iz

2
i = ui par l’algorithme de Thomas

— Calculer Yi comme

Yi = z1
i −

z2
i 〈vi, z1

i 〉
1 + 〈vi, z2

i 〉
. (2.96)

2.4 Schéma LODI avec CPML

La formulation du schéma semi-implicite LODI [4] est détaillée dans cette partie. Il est
d’ordre 2 et inconditionnellement stable pour tout pas de temps. En outre, la méthode est
réputée pour être plus précise que la version ADI. Très récemment sa version saute-mouton
a vu le jour en 2019 dans [14]. Bien que nous n’ayons pas eu le temps de la tester, elle paraı̂t
plus intéressante que le schéma LODI. Une implémentation des CPML dans la direction x
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est formulée avec la méthode “auxiliary differential equation” (ADE). On rappelle que les
équations de Maxwell transformées avec CPML en polarisation TM (Ex = Ey = Hz = 0)
s’écrivent

εr
c
∂tPz = s−1

x (t) ∗ ∂xQy − ∂yQx +
sin θ

c
∂tQx,

µr
c
∂tQx = −∂yPz +

sin θ

c
∂tPz, (2.97)

µr
c
∂tQy = s−1

x (t) ∗ ∂xPz,

où * désigne le produit de convolution. Commençons par exprimer les quantités s−1
x (t) ∗ ∂xQy

et s−1
x (t) ∗ ∂xPz. Comme dans le domaine fréquentiel, on a sx(ω) = κx +

σx
αx + jωε0

, on peut

écrire
1

sx(ω)
=

1

κx
− σx
κ2
xε0

1

α + jω
, (2.98)

où α =
σx
κxε0

+
αx
ε0

. On peut alors obtenir par une transformée de Laplace inverse l’expression

1

sx(t)
=
δ(t)

κx
− σx
κ2
xε0

e−αtU(t), (2.99)

où δ(t) est la distribution de Dirac etU(t) la fonction de Heaviside. On utilise ensuite la méthode
ADE en introduisant les deux nouvelles variables ΨP et ΨQ définies par

ΨQ = e−αtU(t) ∗ ∂xPz, (2.100a)

ΨP = e−αtU(t) ∗ ∂xQy, (2.100b)

si bien que

s−1
x (t) ∗ ∂xQy =

(
δ(t)

κx
− σx
κ2
xε0

e−αtU(t)

)
∗ ∂xQy

=
1

κx
∂xQy −

σx
κ2
xε0

ΨP , (2.101)

et

s−1
x (t) ∗ ∂xPz =

1

κx
∂xPz −

σx
κ2
xε0

ΨQ. (2.102)
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De plus, les dérivées partielles en temps de ΨQ et ΨP vérifient

∂tΨP = ∂t
(
e−αtU(t) ∗ ∂xQy

)
,

= −αe−αtU(t) ∗ ∂xQy + e−αtδ(t) ∗ ∂xQy,

= −αΨP + ∂xQy, (2.103a)

∂tΨQ = −αΨQ + ∂xPz. (2.103b)

En combinant les relations (2.97), (2.101), (2.102), (2.103a) et (2.103b), on obtient le système
matriciel

[M ] ∂tψ = ([N1] + [N2])ψ, (2.104)

avec

ψ = (Qx, Qy, Pz,ΨQ,ΨP )T , [M ] =


1 0 −a1 0 0

0 1 0 0 0

−a2 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

 ,

[N1] =



0 0 − c

µr
∂y 0 0

0 0 0 − c

µr
a7 0

− c

εr
∂y 0 0 0 0

0 0 0 −α 0

0 ∂x 0 0 0


, [N2] =



0 0 0 0 0

0 0
c

κxµr
∂x 0 0

0
c

κxεr
∂x 0 0 − c

εr
a7

0 0 ∂x 0 0

0 0 0 0 −α


,

où a1 =
sin θ

µr
, a2 =

sin θ

εr
, et a7 =

σx
κ2
xε0

. En multipliant l’égalité (2.104) par [M ]−1 et en

utilisant une discrétisation temporelle centrée, il vient

ψn+1 − ψn =
∆t

2

([
M−1N1

]
+
[
M−1N2

]) (
ψn+1 + ψn

)
. (2.105)

Cette dernière égalité se met sous la forme du schéma de Crank-Nicolson [15] qui s’écrit(
[I]− ∆t

2

([
M−1N1

]
+
[
M−1N2

]))
ψn+1 =

(
[I] +

∆t

2

([
M−1N1

]
+
[
M−1N2

]))
ψn,
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où [I] est la matrice identité de taille 5×5. L’égalité (2.106) est ensuite factorisée puis subdivisée
en les deux étapes du schéma LOD [16](

[I]− ∆t

2

[
M−1N1

])
ψ∗ =

(
[I] +

∆t

2

[
M−1N1

])
ψn, (2.106a)(

[I]− ∆t

2

[
M−1N2

])
ψn+1 =

(
[I] +

∆t

2

[
M−1N2

])
ψ∗. (2.106b)

Pour éviter de manipuler l’inverse de la matrice [M ], on multiplie chaque égalité par cette
dernière (

[M ]− ∆t

2
[N1]

)
ψ∗ =

(
[M ] +

∆t

2
[N1]

)
ψn, (2.107a)(

[M ]− ∆t

2
[N2]

)
ψn+1 =

(
[M ] +

∆t

2
[N2]

)
ψ∗. (2.107b)

Dès lors, [4] introduit le champ auxiliaire ϕ = (hx, hy, ez, χQ, χP )T tel que

ϕ∗ = ψ∗ + ψn, (2.108a)

ϕn+1 = ψn+1 + ψ∗. (2.108b)

Ainsi, en ajoutant [M ]ψn et [M ]ψ∗ de part et d’autre des égalités (2.107a) et (2.107b)
respectivement, on obtient (

[M ]− ∆t

2
[N1]

)
ϕ∗ = 2 [M ]ψn, (2.109a)(

[M ]− ∆t

2
[N2]

)
ϕn+1 = 2 [M ]ψ∗. (2.109b)
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La résolution de (2.109a) constitue la première étape de l’implémentation du schéma LODI et
sont décrites ci-dessous (prendre ΨQ = ΨP = a7 = 0 et κx = 1 en dehors des CPML)

h∗x + (a3∂y − a1) e∗z = 2 (Qn
x − a1P

n
z ) , (2.110a)

h∗y + a3a7χ
∗
Q = 2Qn

y , (2.110b)

(a4∂y − a2)h∗x + e∗z = 2 (P n
z − a2Q

n
x) , (2.110c)

(
1 +

∆t

2
α

)
χ∗Q = 2Ψn

Q, (2.110d)

χ∗P −
∆t

2
∂xh

∗
y = 2Ψn

P , (2.110e)

où a3 =
c∆t

2µr
et a4 =

c∆t

2εr
. La première équation (2.110a) donne

h∗x = 2 (Qn
x − a1P

n
z ) + (a1 − a3∂y)e

∗
z, (2.111)

et comme Q∗x = h∗x−Qn
x (par définition du champ auxiliaire), on en déduit une expression pour

Q∗x

Q∗x = Qn
x − 2a1P

n
z + (a1 − a3∂y)e

∗
z. (2.112)

L’équation (2.110d) implique χ∗Q =
2

1 +
∆t

2
α

Ψn
Q, et comme Ψ∗Q = χ∗Q −Ψn

Q, il vient

Ψ∗Q =
1− ∆t

2
α

1 +
∆t

2
α

Ψn
Q. (2.113)

Pour les égalités (2.110b) et (2.110e) respectivement, on a

Q∗y = Qn
y − a3a7χ

∗
Q

= Qn
y −

2a3a7

1 +
∆t

2
α

Ψn
Q, (2.114)

Ψ∗P = Ψn
P +

∆t

2
∂xh

∗
y

= Ψn
P +

∆t

2
∂x
(
Qn
y +Q∗y

)
. (2.115)
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Il reste à trouver une expression pour e∗z qui s’obtient en injectant celle de h∗x donnée par (2.111)
dans (2.110c) pour obtenir

(
a5 + a6∂y − a3a4∂

2
y

)
e∗z = 2 (a5 + a1a4∂y)P

n
z − 2a4∂yQ

n
x, (2.116)

où a5 = 1 − a1a2 et a6 = a1a4 + a2a3. Par un raisonnement analogue pour l’étape 2 (2.109b),
on obtient (

a5 −
a3a4

κ2
x

∂2
x

)
en+1
z = 2a5P

∗
z + 2

a4

κx
∂xQ

∗
y −

2a4a7

1 +
∆t

2
α

Ψ∗P , (2.117a)

Qn+1
x = Q∗x − 2a1P

∗
z + a1e

n+1
z , (2.117b)

Qn+1
y = Q∗y +

a3

κx
∂xe

n+1
z , (2.117c)

Ψn+1
Q = Ψ∗Q +

∆t

2
∂xe

n+1
z , (2.117d)

Ψn+1
P =

1− ∆t

2
α

1 +
∆t

2
α

Ψ∗P . (2.117e)

Voici alors ci-dessous une séquence itérative possible pour l’implémentation des deux étapes
du schéma LODI avec CPML

Première étape :

debut Ψ∗P → e∗z (2.116)→ Q∗x (2.112)→ P ∗z = e∗z−P n
z → Q∗y (2.114)→ Ψ∗Q (2.113)→ fin Ψ∗P .

Deuxième étape :

en+1
z (2.117a)→ Ψn+1

P (2.117e)→ Qn+1
x (2.117b)→ Qn+1

y (2.117c)

→ P n+1
z = en+1

z − P ∗z → Ψn+1
Q (2.117d)

où “debut Ψ∗P ” correspond au calcul de Ψ∗P par la contribution de Qn
y : Ψ∗P = Ψ∗P +

∆t

2
∂xQ

n
y

et “fin Ψ∗P ” correspond au calcul de Ψ∗P par la contribution de Q∗y qui vient d’être calculée :

Ψ∗P = Ψ∗P +
∆t

2
∂xQ

∗
y.

L’équation (2.116) se réduit à un système matriciel linéaire perturbé par les conditions
aux limites périodiques. Par conséquent, la formule de Sherman-Morrison est conseillée pour
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traiter ce type de problème. L’équation (2.117a) quant-à-elle se réduit à un système matriciel
linéaire tridiagonal, ainsi l’algorithme de Thomas permet la résolution de en+1

z . La résolution
des systèmes n’est pas détaillée ici puisque la procèdure est la même que pour le schéma LF de
la section (2.3))

Pour gagner en stockage mémoire, les variables (Qn
x, Q

∗
x, Q

n+1
x ),

(
Qn
y , Q

∗
y, Q

n+1
y

)
,

(P n
z , P

∗
z , P

n+1
z ), (e∗z, e

n+1
z ),

(
Ψn
Q,Ψ

∗
Q,Ψ

n+1
Q

)
et
(
Ψn
P ,Ψ

∗
P ,Ψ

n+1
P

)
partagent la même mémoire.

De ce fait, il y a seulement besoin de stocker
(
Qn
x, Q

n
y , P

n
z , e

n
z ,Ψ

n
Q,Ψ

n
P

)
. Comme pour le

schéma LF, la méthode LODI nécessite donc le stockage de quatre variables (hors PML) contre
huit pour la méthode SF.

2.5 Résultats numériques

Cette partie est dédiée à la présentation de résultats numériques en 2D et mode TM obtenus
par les schémas SF, LF et LODI. Les structures périodiques étudiées sont excitées par une
onde plane incidente de la forme d’une gaussienne d’amplitude maximum E0 = 1 selon les
paramètres figurant dans [17] décrits ci-dessous

Fexcit(t) = E0e
−

(t− t0)2

T 2 , (2.118)

avec

T =

√
log(Attfmax)

πfmax
, (2.119a)

t0 = T
√

log(Att0), (2.119b)

où fmax est la fréquence maximale utile, Attfmax l’atténuation à fmax par rapport au maximum
d’amplitude du spectre situé à f = 0 et Att0 l’atténuation du signal à t = 0 par rapport au
maximum d’amplitude E0. Les paramètres choisis pour la Gaussienne sont

Att0 = 10000, (2.120a)

Attfmax = 10. (2.120b)

L’excitation est générée par la technique Total-Field/Scattered-Field (TF/SF) via une correction
des champs à proximité de l’interface de la surface de Huygens (chapitre 5 dans [1]). Le lecteur
est aussi invité à lire la section 3.2.3 pour se familiariser avec la technique TF/SF qui est
appliquée au schéma 3D MI qui est lui aussi basé sur la transformation des champs.
D’autre part, pour toutes les simulations, le pas de temps choisi pour le
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schéma explicite SF est donné par (2.16) et correspond au maximum autorisé
par le critère CFL. Pour les schémas semi-implicite LF et LODI, on définit
le rapport CFL entre le ∆t de la simulation et le ∆t de l’algorithme de Yee(

∆Y ee
t =

∆

c
√

3
, CFL =

∆t

∆Y ee
t

pour un maillage cubique de pas spatial ∆

)
.

Enfin, selon la formulation des schémas, les conditions CPML sont dans la direction x de
propagation et la périodicité dans la direction y. L’épaisseur des CPML est toujours fixée à 10
cellules FDTD avec un profil polynomial pour la conductivité σx et (κx, αx) = (1, 0).

2.5.1 Calcul du coefficient de transmission

Pour calculer une réponse spectrale d’une structure périodique excitée par une onde primaire
injectée, seules les valeurs des champs calculées dans le domaine FDTD sont nécessaires due
à la périodicité du motif élémentaire. A chaque itération temporelle, les valeurs de Pz sont
sommées le long d’une ligne d’observation verticale d’abscisse x = x0 se situant derrière la
structure (voir figures 2.4 et 2.6) pour obtenir le champ lointain [1]

Efarfield(t) =
1

Ny

Ny∑
l=1

P (x0, l∆y, t), (2.121)

où Ny est le nombre de cellules dans la direction y. La réponse spectrale Efarfield(f) se déduit
à la fin des itérations temporelles par une transformée de Fourier discrète (TFD) de Efarfield(t).
Le coefficient de transmission T est alors défini comme le module du rapport entre la réponse
spectrale et le champ incident

T (f) =
|Efarfield(f)|
|Fexcit(f)| . (2.122)

Notons que la transmission est mise au carré dans les courbes à venir pour être en accord avec
les résultats de référence.

2.5.2 Photonic Bandgap

On s’intéresse aux propriétés de la structure bande interdite photonique (photonic bandgap
en anglais ou PBG) présentée dans [2]. Elle est constituée de quatre tiges de 4 mm de diamètre
en Pyrex (εr = 4.2) de sorte que chacun de leur centre soit espacé de 9 mm comme le montre
la figure 2.4. Les pas spatiaux utilisés sont ∆ = ∆x = ∆y = 0.25 mm. La taille de la cellule
unitaire est deNx×Ny = 320×36 oùNx (resp.Ny) est le nombre de cellule dans la direction x
(resp. y). La fréquence maximale utile est de fmax = 25 GHz. Enfin, la durée de simulation est
de tmax = 15 ns. Les coefficients de transmission au carré en dB obtenus avec les schémas SF,
LF, et LODI sont en accord pour les angles d’incidence θ = 20° et θ = 70° d’après les figures
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2.5 a) et 2.5 b) (le cas θ = 20° est aussi traité dans [2]).

CPML

   
  
    

TF/SF

Ligne d’observation

CPML

d

d

2r

FIGURE 2.4 – Géométrie de la structure PBG.
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FIGURE 2.5 – Coefficient de transmission obtenu avec la méthode SF, LF et LODI. (a) θ = 20°.
(b) θ = 70°.

2.5.3 Structure DFSS

On s’intéresse aux propriétés d’un DFSS (Dielectric Frequency Selective Surface) formant
un réseau périodique 1D de plaques diélectriques comme présenté dans [14]. La figure 2.6
représente la géométrie de la structure périodique dont le motif élémentaire est composé de
deux plaques diélectriques. Afin de conserver une résolution d’ordre 2 du schéma numérique,
les permittivités sont moyennées aux interfaces plaque|vide et plaque|plaque. Pour ce faire,
la moyenne arithmétique des permittivités de part et d’autre de l’interface est effectuée. Par
exemple la permittivité relative à l’interface entre les plaques diélectriques est réglée à εr =

7.5. Les pas spatiaux utilisés sont ∆ = ∆x = ∆y = 0.2 mm. La taille de la cellule unitaire
est de Nx × Ny = 150 × 50. Il y a donc 25 cellules pour la longueur l1 = 5 mm d’une
plaque diélectrique et 50 cellules pour sa largeur l2 = 10 mm. La fréquence maximale utile
est de fmax = 8 GHz. Enfin, la durée de simulation est de tmax = 15 ns. Les coefficients de
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transmission obtenus avec les méthodes SF, LF, et LODI sont en accord pour plusieurs angles
d’incidence d’après les figures 2.7 a) et 2.7 b). Ces résultats sont en parfait accord avec ceux de
la publication [14].
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FIGURE 2.6 – Géométrie de la structure DFSS.
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FIGURE 2.7 – Coefficient de transmission obtenu avec les schémas SF, LF et LODI. (a) θ = 30°.
(b) θ = 60°.

2.5.4 Etude numérique et analytique d’un milieu stratifié

Il est possible de prédire analytiquement le comportement EM d’une structure périodique
simple comme l’empilement de plusieurs couches homogènes. Une stratégie pour valider
l’implémentation des schémas périodiques consiste donc à comparer les résultats numériques
avec la théorie.
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2.5.4.1 Expression analytique des champs dans un milieu stratifié en polarisation TM

Nous reprenons l’étude de [18] où est donnée l’expression des champs dans un milieu
constitué de M + 1 couches infinies et homogènes qui sont soumises à une onde plane oblique
d’incidence θi (voir figure 2.8). Chaque couche m ∈ [[1;M + 1]] d’épaisseur dm a pour

Air Milieu
stratifié

0 1 2 3 M-1  M M+1

Ei

 L2 = d1+d2  

Y

X

FIGURE 2.8 – Géométrie d’un milieu stratifié de M+1 couches illuminé par une onde plane
d’incidence θi.

paramètres εm, µm, σm. L’expression analytique des champs à l’intérieur d’une couche est
donnée par

Ezm = Ei
(
Ame

umx +Bme
−umx

)
eυ0y, (2.123a)

Hxm =
−υ0Ei
jωµm

(
Ame

umx +Bme
−umx

)
eυ0y, (2.123b)

Hym =
Ei

ZTMm

(
Ame

umx −Bme
−umx

)
eυ0y, (2.123c)

où Am (resp. Bm) est l’amplitude de l’onde transmise (resp. réfléchie) dans la couche m. Les
quantités um et υ0 sont les constantes de propagation données par

um = γm cos θm

=
√
γ2
m − γ0 sin2 θi, (2.124a)

υ0 = γm sin θm

= γ0 sin θi, (2.124b)

γm =
√
jωµm (σm + jωεm), (2.124c)
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avec θm l’angle que fait le vecteur de propagation avec l’axe des x dans la couchem (voir figure
2.8). L’impédance transverse ZTMm s’écrit alors

ZTMm =
jωµm
um

. (2.125)

Les relations de continuité des champs entre les couches vont maintenant être utilisées afin
de trouver une expression pour les amplitudes Am et Bm. Pour cela, commençons par définir
l’impédance Zm à l’interface entre les couches m et m+1

Zm =
Ezm
Hym

∣∣∣∣
x=−Lm

, (2.126)

où −Lm est l’abscisse à l’interface entre les couches m et m + 1. De même à l’interface entre
les couches m− 1 et m

Zm−1 =
Ezm−1

Hym−1

∣∣∣∣
x=−Lm−1

. (2.127)

Les champs étant continus à travers chaque interface, nous avons aussi

Zm−1 =
Ezm
Hym

∣∣∣∣
x=−Lm−1

. (2.128)

En injectant (2.123a) et (2.123c) dans (2.126) et (2.128), on obtient la formule récursive suivante
pour Zm

Zm−1 = ZTMm

Zm + ZTMm tanh (umdm)

ZTMm + Zm tanh (umdm)
, (2.129)

où ZM = ZTMM+1
. En injectant (2.123a) et (2.123c) dans (2.126), on en déduit alors une

expression pour Bm

Bm = Am
Zm − ZTMm

Zm + ZTMm

e−2umLm , (2.130)

où la quantité Am reste pour le moment inconnue. Le champ Ezm étant continu en l’interface
entre les couches m− 1 et m, il vient

Ezm|x=−Lm−1
= Ezm−1

∣∣
x=−Lm−1

, (2.131)

ce qui se traduit par

Ame
−umLm−1 +Bme

umLm−1 = Am−1e
−um−1Lm−1 +Bm−1e

um−1Lm−1 . (2.132)
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Dès lors, on introduit l’expression de Bm donnée par (2.130) dans (2.132) afin d’obtenir une
formule récursive pour Am

Am =
Am−1e

−um−1Lm−1 +Bm−1e
um−1Lm−1

e−umLm−1 +
Zm − ZTMm

Zm + ZTMm

e−um(Lm+dm)

, (2.133)

avec A0 = 1 pour une amplitude unitaire de l’onde incidente.
Nous avons tous les éléments pour décrire le comportement électromagnétique d’un milieu
stratifié. Par exemple, intéressons-nous au calcul de Ez(f). Puisque Ei(t) est la fonction
analytique décrivant la forme de l’excitation (une gaussienne d’amplitudeA0 = 1 par exemple),
on obtient Ei(f) par une transformée de Fourier. On en déduit alors le champ Ez(f)

Ez(f) = Ei(f)
(
Am(f)eum(f)x +Bm(f)e−um(f)x

)
eυ0(f)y (2.134)

Cette étude analytique va permettre de valider l’implémentation des schémas SF, LF et LODI
lorsqu’on considère un milieu stratifié de 2 couches.

2.5.4.2 Comparaison analytique et numérique d’un milieu stratifié constitué de deux
couches

On s’intéresse au milieu stratifié de 2 couches de la figure 2.9 où figurent les permittivités
relatives des couches. Les pas spatiaux utilisés sont tous égaux ∆ = ∆x = ∆y = 2 mm. La
taille de la cellule unitaire est de Nx ×Ny = 150× 50. La fréquence maximale utile est réglée
à fmax = 2.75 GHz et la durée de simulation à tmax = 20 ns. Les deux couches ont la même
épaisseur d = 40 mm ce qui correspond à 20 cellules FDTD. De plus, les permittivités sont
moyennées aux interfaces des couches pour conserver une résolution d’ordre 2. Le champ Pz
est calculé le long de la ligne d’observation horizontale traversant le milieu des deux couches
(voir figure 2.9). Pour cela, on calcule à chaque instant n

I(tn) =
1

41

i3∑
i=i1

Pz(i,
Ny

2
, n∆t), (2.135)

où i1∆x (resp. i3∆x) est l’abscisse à l’interface entre la couche d’air et la couche 1 (resp. entre
la couche 2 et la couche d’air). A la fin des itérations temporelles, la réponse spectrale I(f)
est calculée par une TFD sur l’intervalle [0, fmax] pour un pas fréquentiel ∆f = 1e7 Hz. Il
s’agit de comparer le module du rapport entre I(f) et le champ incident obtenu par les schémas
numériques à la solution exacte obtenue par l’étude menée dans la section 2.5.4.1. La figure
2.10 valide la bonne implémentation et précision des trois schémas numériques qui coı̈ncident
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bien avec la théorie. On définit ensuite l’erreur relative ErrL1 en norme L1 par

ErrL1 =
‖Inumerique − Iexact‖L1([0,fmax])

‖Iexact‖L1([0,fmax])

.

Pour ce problème et ces paramètres, le tableau 2.1 montre que le schéma SF est le plus précis.
Ceci étant, les erreurs obtenues sont si faibles et de niveaux équivalents que ce paramètre n’est
vraiment plus un critère de choix de la méthode. En outre, le schéma SF est le moins efficace
du point de vue du temps de calcul (CFL très restrictive) et du stockage mémoire (ce qui n’est
pas très problématique pour les structures bidimensionnelles). La contrainte de stabilité pour les
schémas semi-implicites LF et LODI est plus favorable. Par conséquent, le nombre d’itérations
et le temps de simulation sont beaucoup plus faibles que pour le schéma SF, en particulier
pour les angles d’incidence élevés. Par exemple, pour θ = 75°, le schéma LODI est environ
88 fois plus rapide que la technique SF. Cependant, on note une baisse de précision lorsque le
pas temporel choisi est trop grand et nous conduit parfois à des instabilités numériques. Nous
n’avons pas investigué sur le problème de stabilité à haute CFL. Il y a donc un compromis à
faire entre précision et temps calcul.
Un autre point concerne le nombre d’opérations flottante qui est plus faible avec le schéma LF
compte tenu de sa caractéristique saute-mouton. Au contraire, le schéma SF résout 8 variables
de champ ce qui implique de nombreuses opérations. Pour se convaincre, pour θ = 75° et la
CFL de SF (∆t = 4.21e− 13 s), le temps de simulation T obtenu par le schéma LF est le plus
court à T = 28.92 s contre T = 32.98 s pour le schéma LODI et T = 85.4 s pour le schéma
SF.

CPML CPML

TS/SF

40mm 40mm

Ligne d’observation

Air Air

FIGURE 2.9 – Géométrie d’un milieu stratifié constitué de 2 couches illuminé par une onde
plane.
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FIGURE 2.10 – Amplitude de la fonction I normalisée par la source, obtenue avec la méthode
analytique et les schémas SF, LF et LODI. (a) θ = 45°. (b) θ = 75°.

θ = 45° ∆t (s) Nbre d’itérations Temps de simulation (s) ErrL1 Variables à stocker
SF 2.55e-12 7833 13.3 3.14e-3 8
LODI 1.89e-11 1060 0.73 8.10e-3 4
LF 9.43e-12 2120 1.35 4.71e-3 4
θ = 75°
SF 4.21e-13 47490 85.4 4.77e-3
LODI 1.42e-11 1414 0.97 8.96e-3 Idem
LF 3.77e-12 5300 3.53 5.29e-3

TABLEAU 2.1 – Informations sur les simulations effectuées avec les schémas SF, LF et LODI
pour les angles d’incidence θ = 45° et θ = 75°.

2.6 Conclusion

Nous avons vu que le schéma explicite d’ordre 2 SF n’est pas le plus avantageux sur le temps
calcul. En effet, la condition CFL devient de plus en plus restrictive lorsque l’angle d’incidence
augmente. En outre, le nombre d’itérations temporelles est grand puisque chaque composante
de champ transformé se calcule à chaque demi-pas de temps. Les schémas semi-implicites
d’ordre 2 LF et LODI ont permis de lever cette contrainte de stabilité car ils sont théoriquement
inconditionnellement stables. D’autre part, l’avantage du schéma LF est sa caractéristique saute-
mouton impliquant un faible nombre d’opérations flottante.

Une perspective serait d’inclure des termes de conductivité électrique et résistivité
magnétique dans les schémas FDTD et de vérifier si cette inclusion n’entraı̂ne pas des
instabilités numériques. Néanmoins, [1] décrit la formulation SF avec pertes et confirme que la
contrainte CFL reste quasiment identique au cas sans perte. Pour résumer, la table 2.2 compare
la méthode standard de Yee avec les schémas SF, LF et LODI.
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SF LODI LF Yee
Date 1998 2013 2014 1966
Auteur Roden Wang Sun Yee
CFL Réduite (angle) Relâchée Relâchée Non réduite
Nbre composante Élevé (8) Modéré (4) Modéré (4) 3
Implémentation Plutôt aisée Système matriciel Système matriciel Aisée
Résolution 1/2 Pas de temps 1/2 Pas de temps Saute-mouton Saute-mouton

TABLEAU 2.2 – Comparaison entre les schémas SF, LODI, LF et Yee.
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Ce chapitre présente des méthodes numériques pour la résolution de structures périodiques
tridimensionnelles. La simulation d’une cellule unitaire associée à des conditions aux limites
de type Floquet permet de traiter le problème dans le cas d’une structure supposée infinie. Une
seule cellule sera donc modélisée. L’objectif est d’établir un schéma le plus général possible
pouvant prendre en compte un milieu avec pertes ou encore un milieu dispersif pour l’étude
de métamatériaux. Pour cela, deux schémas numériques ont été implémentés dans le solveur
Temsi-fd [1] du laboratoire XLIM de Limoges.

Après avoir rappelé la formulation tridimentionnelle des PBC dans la section 3.1, le
schéma basé sur la transformation des champs (le lecteur pourra se reporter au chapitre 2 pour
se familiariser avec la méthode en 2D) Material Independant (MI) [2] est présenté dans la
section 3.2. Comme pour le schéma SF, la condition de stabilité CFL devient de plus en plus
contraignante au fur et à mesure que l’angle d’incidence augmente. Comme en 2D, on trouve
dans la littérature des schémas basés sur les techniques semi-implicites ADI [3] ou encore LOD
[4]. Cependant, bien que la CFL soit moins contraignante, elle reste toujours dépendante de
l’angle d’incidence. En outre, les méthodes semi-implicites sont présentées pour des milieux
non dispersifs, sans pertes et isotropes. Au contraire, le schéma MI a la capacité de traiter
toutes sortes de milieux sans avoir besoin de changement majeur dans l’écriture du schéma.
Par exemple, la section 3.2.2 traite les milieux anisotropes sur la diagonale avec pertes.

La section 3.3 décrit le schéma Spectral FDTD (SFDTD) [5] [6]. Il s’agit d’une méthode directe
qui résout directement les composantes de champ EM standard électrique E et magnétique H .
Dans la méthode SFDTD, le nombre d’onde horizontal (projection tangentielle à la surface de
la structure du nombre d’onde) qui dépend de la fréquence est fixé à une valeur constante pour
une simulation large bande. Par conséquent, l’angle d’incidence varie avec la fréquence ce qui
implique la mise en œuvre d’un post-traitement adéquat pour réexprimer les paramètres de
réflexion et de transmission en fonction de l’angle d’incidence pour une fréquence donnée. En
outre, le nombre d’onde horizontal constant est associé à un angle d’incidence réel uniquement
au dessus d’une fréquence de coupure. Pour les fréquences excitées en dessous, le champ est
évanescent et à la fréquence de coupure un mode de résonance horizontal s’installe. Nous
verrons, section 3.3.3, que la résonance parasite la réponse spectrale proche de la fréquence
de coupure séparant les deux types de mode. Ce problème sera traité section 3.3.4 par la
méthode d’extrapolation du signal TD-VFz [7] dans le domaine temporel. Ensuite, un réglage
des CPML optimum sera donné section 3.3.5 pour gagner en stabilité et augmenter la précision
proche de la fréquence de coupure. Des explications seront ensuite données section 3.3.6 pour
reconstruire une réponse spectrale en fonction de l’angle d’incidence à partir des réponses en
nombre d’onde horizontal.
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Pour les deux méthodes, un accent est mis sur l’excitation de la cellule unitaire par une
onde plane incidente (section 3.2.3 pour le schéma MI et section 3.3.2 pour le schéma SFDTD).
La section 3.4 cible ensuite la modélisation de milieux dispersifs. Les modèles de Debye,
Lorentz et Drude sont décrits respectivement dans les sections 3.4.1, 3.4.2 et 3.4.3 puis leur
adaptation dans les schémas MI et SFDTD est brièvement expliquée section 3.4.4. Enfin des
métamatériaux seront illustrés et simulés par les deux schémas numériques section 3.5.

3.1 Conditions aux limites périodiques en 3D

Par convention, nous considérons dans ce chapitre toujours une propagation dans la direction
z et des conditions aux limites périodiques dans les directions x et y. Soit Φ une composante de
champ électrique ou magnétique. Les conditions aux bords périodiques en 3D s’écrivent

Φ(x, y, z, ω) = Φ(x+mTx, y + nTy, z, ω)ej(kxmTx+kynTy), (3.1)

où Tx = Nx∆x, Ty = Ny∆y sont les périodicités en mètres dans les directions x et y
respectivement, et m,n ∈ N. Les quantités kx, ky et kz sont les composantes du vecteur k
de l’onde plane dans le repère cartésien. Celles-ci sont données par

kx = k0 sin θ cosϕ, (3.2a)

ky = k0 sin θ sinϕ, (3.2b)

kz = k0 cos θ, (3.2c)

où k0 =
ω

c
est le nombre d’onde dans le vide, θ et ϕ (angle d’azimuth) sont les angles des

coordonnées sphériques. Formulons (3.1) dans une cellule unitaire FDTD de taille x, y, z ∈
[0, Tx] × [0, Ty] × [0, Nz∆z] pour les composantes Ex et Hx à titre d’exemple. La figure 3.1

illustre la position des composantes de champ EM dans une cellule de Yee. Remarquons que ce
placement est cohérent pour une discrétisation spatiale centrée du rotationnel présent dans les
équations de Maxwell. Compte tenu de la position des composantes Ex et en prenant n = 1 et
m = 0 dans (3.1) et Hx en prenant n = 0 et m = 1 dans (3.1), il vient

Ex(x, y = 0, z, ω) = Ex(x, y = Ty, z, ω)ejkyTy , (3.3a)

Hx(x = 0, y, z, ω) = Hx(x = Tx, y, z, ω)ejkxTx . (3.3b)

Cette condition aux limites est difficile à implémenter dans le domaine temporel pour la même
raison qu’en 2D (voir section 2.1) : la mise à jour des composantes E(y = 0, t) et Hx(x = 0, t)

nécessite respectivement les valeurs non prédictibles des composantes Ex(y = Ny) et Hx(x =

Nx) calculées dans le futur.
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FIGURE 3.1 – Placement des composantes de champ EM dans une cellule de Yee.

3.2 Schéma MI

Dans [2] est présenté le schéma saute-mouton explicite d’ordre 2 MI pour l’analyse large
bande de structure périodique 3D illuminée en incidence oblique. Cette méthode est basée sur
la transformation des champs EM. En outre, l’idée consiste à subdiviser chaque composante des
vecteurs transformés flux de densité électriqueD et magnétique B en 3 parties distinctes afin de
faciliter les traitements. L’algorithme est polyvalent car il est indépendant des propriétés EM de
la structure : on peut l’appliquer pour des milieux isotropes avec ou sans pertes, anisotropes sur
la diagonale ou encore dispersifs.

3.2.1 Formulation FDTD avec PML et critère de stabilité

En utilisant la formulation des variables complexes (appelées “complex stretched
coordinates” en anglais), les équations de Maxwell dans le domaine fréquentiel avec PML
s’écrivent

jωD = ∇s ×H,
jωB = −∇s × E,

(3.4)

où l’opérateur∇s est défini comme

∇s = ~xs−1
x ∂x + ~ys−1

y ∂y + ~zs−1
z ∂z. (3.5)

Les conditions aux limites périodiques étant dans les directions x et y, seules les ondes sortantes
du domaine par la direction z sont traitées par des conditions aux frontières absorbantes de type
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PML si bien que les variables de PML sx = sy = 1 et

sz = κz +
σz
jωε0

. (3.6)

D et B sont les vecteurs flux de densité électrique et magnétique respectivement et leurs
définitions dépendent de la nature du milieu. Par exemple, pour un milieu isotrope sans perte,
nous avons

D = ε0εrE,

B = µ0µrH.
(3.7)

La transformation suivante est ensuite effectuée sur les composantes de champ EM

P = Eej(kxx+kyy),

Q = Hej(kxx+kyy),
(3.8)

permettant de retrouver, dans les directions x et y, les conditions aux limites comme en
incidence normale. Elles consistent en une simple recopie des champs

P (x, y, z, ω) = P (x+mTx, y + nTy, z, ω), (3.9a)

Q(x, y, z, ω) = Q(x+mTx, y + nTy, z, ω), (3.9b)

où m,n ∈ N. Pour faciliter la discrétisation des équations (3.4), [2] considère également les
tranformations D′ et B′ des vecteurs D et B respectivement

D′ = Dej(kxx+kyy),

B′ = Bej(kxx+kyy),
(3.10)

permettant d’éliminer les termes exp [j (kxx+ kyy)] de part et d’autre des égalités dans (3.4).
Quelle que soit la nature du milieu considéré (isotrope, dispersif, etc), la relation entre D et E
est la même que pourD′ et P . Par exemple, pour un milieu isotrope, injecter (3.10) et (3.8) dans
(3.7) donne

D′ = εP , (3.11a)

B′ = µQ. (3.11b)
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En injectant l’expression (3.6) et celles des nouvelles variables (3.8) et (3.10) dans (3.4), les
équations de Maxwell transformées sur D′ et Q s’écrivent

jωD′x = ∂yQz −
jωε0

jωε0κz + σz
∂zQy − jkyQz, (3.12a)

jωD′y =
jωε0

jωε0κz + σz
∂zQx − ∂xQz + jkxQz, (3.12b)

jωD′z = ∂xQy − ∂yQx − jkxQy + jkyQx. (3.12c)

Les équations de Maxwell transformées sur B′ et P sont

jωB′x =
jωε0

jωε0κz + σz
∂zPy − ∂yPz + jkyPz, (3.13a)

jωB′y = ∂xPz −
jωε0

jωε0κz + σz
∂zPx − jkxPz, (3.13b)

jωB′z = ∂yPx − ∂xPy − jkyPx + jkxPy. (3.13c)

Dès lors, chaque composante deD′ et B′ est subdivisée en trois parties distinctes afin de faciliter
les traitements. Donnons seulement la formulation FDTD pourD′y, les autres composantes étant
obtenues de la même façon. La subdivision de D′y est donnée par

D′y = D′yz −D′yx +D′yb, (3.14)

avec

D′yz =
1

jωκz +
σz
ε0

∂zQx, (3.15a)

D′yx = (jω)−1 ∂xQz, (3.15b)

D′yb = k̄xQz, (3.15c)

où k̄x =
sin θ cosϕ

c
. En passant au domaine temporel (jω ↔ ∂t), la relation (3.15a) au temps

n+ 1
2

et en position (i, j + 1
2
, k) devient

κz∂tD′n+ 1
2

yz
i,j+1

2 ,k
+
σz
ε0
D′n+ 1

2
yz
i,j+1

2 ,k
= ∂zQ

n+ 1
2

x
i,j+1

2 ,k
.

Etant donné que les quantités D′ sont calculées aux itérations entières n (et Q aux itérations
n+ 1

2
), une approximation centrée d’ordre 2 en temps est utilisée pour le terme D′ porté par σz.
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L’expression finale de D′yz au temps n+ 1 est alors donnée par

D′n+1
yz
i,j+1

2 ,k
=

1− ∆t

2
.
σz
ε0κz

1 +
∆t

2
.
σz
ε0κz

D′nyz
i,j+1

2 ,k
+

∆t

∆z

1 +
∆t

2
.
σz
ε0κz

[
Q
n+ 1

2
x
i,j+1

2 ,k+
1
2
−Qn+ 1

2
x
i,j+1

2 ,k−
1
2

]
. (3.16a)

L’égalité (3.15b) est naturellement discrétisée comme

D′n+1
yx
i,j+1

2 ,k
= D′nyx

i,j+1
2 ,k

+
∆t

∆x

[
Q
n+ 1

2
z
i+1

2 ,j+
1
2 ,k
−Qn+ 1

2
z
i− 1

2 ,j+
1
2 ,k

]
. (3.17)

Enfin, la dernière relation (3.15c) pour D′yb est discrétisée au temps n+ 1
2

D′n+ 1
2

yb
i,j+1

2 ,k
= k̄xQ

n+ 1
2

z
i,j+1

2 ,k
. (3.18)

Une approximation d’ordre 2 centrée en temps pourD′yb et en espace pourQz permet de déduire
l’expression finale de D′yb

D′n+1
yb
i,j+1

2 ,k
= −D′nyb

i,j+1
2 ,k

+ k̄x

[
Q
n+ 1

2
z
i+1

2 ,j+
1
2 ,k

+Q
n+ 1

2
z
i− 1

2 ,j+
1
2 ,k

]
. (3.19)

Finalement, la quantité D′y est calculée comme suit

D′n+1
y
i,j+1

2 ,k
= D′n+1

yz
i,j+1

2 ,k
−D′n+1

yx
i,j+1

2 ,k
+D′n+1

yb
i,j+1

2 ,k
. (3.20)

Puisque chaque composante deD et B est subdivisée en 3 parties, cet algorithme FDTD compte
30 variables (10 par direction) à stocker en mémoire. Par exemple, dans la direction y, on stocke
Py, Qy, D′y, D

′
yz, D

′
yx, D′yb, B

′
y, B

′
yz, B

′
yx et B′yb. En ce qui concerne la condition de stabilité

CFL du schéma MI pour des milieux simples, elle est donnée par

∆t ≤ (1− sin θ)
1

c

√
1

∆2
x

+
1

∆2
y

+
1

∆2
z

. (3.21)

Pour des milieux plus complexes, la CFL peut être très légèrement plus restrictive, bien que
nous n’ayons pas de formulation à donner.

3.2.2 Calcul de P et Q pour des milieux anisotropes sur la diagonale avec
pertes

Précédemment, nous avons présenté le schéma MI pour un milieu isotrope sans perte
comme présenté dans la relation (3.7). Cependant, le schéma est indépendant du milieu. C’est
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à dire que le schéma MI peut aussi traiter des milieux plus complexes comme des milieux
anisotropes sur la diagonale avec pertes ou encore des milieux dispersifs, et cela sans avoir
besoin de modification majeure dans l’écriture du schéma. Le seul changement à prendre
en compte est la relation liant le champ électrique E avec D et la relation liant le champ
magnétique H avec B. Ces relations pour les milieux dispersifs sont discutées dans la section
3.4 dédiée à ces derniers. Dans cette partie, nous établissons uniquement les relations pour des
milieux anisotropes sur la diagonale avec la conductivité magnétique σ∗ = Diag[σ∗x, σ

∗
y, σ

∗
z ],

la conductivité électrique σ = Diag[σx, σy, σz], la permittivité ε = Diag[εx, εy, εz] et la
perméabilité µ = Diag[µx, µy, µz]. Les relations entre D et E, B et H sont données par

D = (ε+ (jω)−1σ)E,

B = (µ+ (jω)−1σ∗)H.
(3.22)

En effet, injecter (3.22) dans (3.4) permet de retrouver les équations standard de Maxwell avec
pertes

jωεE + σE = ∇s ×H,
jωµH + σ∗H = −∇s × E.

(3.23)

La relation entre D et E (resp. B et H) est identique à celle de D′ et P (resp B′ et Q). Il suffit
d’injecter (3.10) et (3.8) dans (3.22) pour obtenir

D′ =
(
ε+ (jω)−1σ

)
P, (3.24)

B′ =
(
µ+ (jω)−1σ∗

)
Q. (3.25)

Cherchons une formulation pour P , celle pour Q étant obtenue en procédant de la même façon.
En multipliant par jω de part et d’autre de l’égalité (3.24), il vient

jωD′ = jωεP + σP. (3.26)

En passant au domaine temporel, l’évaluation de cette dernière égalité au temps n+ 1
2

est

∂tD′n+ 1
2 = ε∂tP

n+ 1
2 + σP n+ 1

2 . (3.27)

L’équation (3.27) est ensuite discrétisée en temps de manière centrée

1

∆t

(
D′n+1 −D′n

)
=

1

∆t

ε
(
P n+1 − P n

)
+

1

2
σ
(
P n + P n+1

)
. (3.28)

L’inconnue P au temps n+ 1 est alors donnée par

P n+1 =

(
ε+

∆t

2
σ

)−1 (
D′n+1 −D′n

)
+

(
ε+

∆

2
σ

)−1(
ε− ∆t

2
σ

)
P n, (3.29)
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où (
ε± ∆t

2
σ

)k
= Diag

[(
εx ±

∆t

2
σx

)k
,

(
εy ±

∆t

2
σy

)k
,

(
εz ±

∆t

2
σz

)k]
, (3.30)

pour k ∈ {−1, 1}. D’un point de vue numérique, P n+1 peut commencer à se calculer avant
D′n+1 comme suit

— P n+1 = −
(
ε+

∆t

2
σ

)−1

D′n +

(
ε+

∆

2
σ

)−1(
ε− ∆t

2
σ

)
P n

— Calcul de D′n+1

— P n+1 = P n+1 +

(
ε+

∆t

2
σ

)−1

D′n+1

3.2.3 Injection d’une onde plane par la technique TF/SF

La technique d’injection TF/SF d’une onde plane est présentée dans cette section pour le
schéma MI. Après avoir rappelé quelques généralités sur la formulation des champs incidents
pour les polarisations TE et TM, nous explicitons la mise à jour TF/SF des composantes de
champ EM pour la génération d’une onde plane incidente.

3.2.3.1 Généralité sur la décomposition des modes TE et TM

Considérons les repères cartésien (x, y, z), cylindrique (ρ, ϕ, z) et sphérique (r, θ, ϕ) suivant
les conventions de la figure 3.2. Attention à ne pas confondre les angles θ et ϕ avec les vecteurs
~θ et ~ϕ des repères cylindrique et sphérique. Ici, r est le vecteur unitaire suivant l’axe d’incidence

y

z

x

~k
θ

~ρ

~ϕ
ϕ

(a)

ϕ

θ

r

~Einc

~Hinc

Ψ

(b)

y

x

z

~ρ

~ϕ

ϕ

(c)

FIGURE 3.2 – Orientation des vecteurs champs dans le repère : (a) cartésien (b) sphérique (c)
cylindrique.

~r = sin θ cosϕ ~x+ sin θ sinϕ ~y + cos θ~z. (3.31)
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Comme le montre la figure 3.2 (b), l’angle de polarisation Ψ est l’angle que fait le vecteur champ
E avec la direction θ. Le champ électrique incident est donc défini en coordonnées sphériques
par

~Einc = Eθ ~θ + Eϕ ~ϕ, Eθ = Einc cos Ψ, Eϕ = Einc sin Ψ. (3.32)

Le champ magnétique se décrit quant-à-lui comme

~H inc = Hθ
~θ +Hϕ ~ϕ, Hθ = −H inc sin Ψ, Hϕ = H inc cos Ψ. (3.33)

Pour obtenir une polarisation TM (Eθ, Hϕ), il suffit d’avoir un angle Ψ nul, et pour une
polarisation TE (Eϕ,−Hθ) il suffit d’avoir Ψ = 90°. Soit Φ = E ou H . La polarisation TM se
décompose en coordonnées cylindriques comme suit

Φρ = cos θΦθ, (3.34a)

Φz = − sin θΦθ. (3.34b)

D’après la figure 3.2 (c), les composantes de Φ en coordonnées cartésiennes sont déduites de
celles en coordonnées cylindriques suivant la transformationΦx

Φy

Φz

 =

cosϕ − sinϕ 0

sinϕ cosϕ 0

0 0 1


Φρ

Φϕ

Φz

 . (3.35)

Finalement en remplaçant Φ par le champ E ou H , on obtient respectivement

Einc
x = Einc (cos θ cosϕ cos Ψ− sinϕ sin Ψ) , (3.36a)

Einc
y = Einc (cos θ sinϕ cos Ψ + cosϕ sin Ψ) , (3.36b)

Einc
z = Einc (− sin θ cos Ψ) , (3.36c)

H inc
x = H inc (− cos θ cosϕ sin Ψ− sinϕ cos Ψ) , (3.36d)

H inc
y = H inc (− cos θ sinϕ sin Ψ + cosϕ cos Ψ) , (3.36e)

H inc
z = H inc (sin θ sin Ψ) . (3.36f)

3.2.3.2 Algorithme TF/SF

Comme le montre la figure 3.3, la structure périodique (le motif élémentaire est représenté
par une sphère bleue) est illuminée par une onde plane avec la méthode TF/SF. Le lecteur
pourra consulter [8] pour se familiariser avec cette méthode qui est appliquée au schéma de
Yee. Dans le cadre des structures périodiques, un seul plan de Huygens (surface de Huygens
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y

z

x

Surface de Huygens
(Plan d’excitation)

k “ k0

champ total (k ě k0)

champ diffracté (k ă k0)

Cible

θ

ϕ

FIGURE 3.3 – Surface ouverte de Huygens qui sépare la zone de champ total de la zone de
champ diffracté.

ouverte) est excité pour générer une onde plane incidente. Par convention l’onde plane se
propage dans la direction +z. En outre, une correction des composantes transverses Dy, Bx et
Dx, By s’impose à proximité de la surface de Huygens. Soit k = k0 l’indice suivant z définissant
la position de la surface de Huygens. La technique TF/SF suppose que les composantes de
champ stockées dans la mémoire de l’ordinateur sont des composantes de champ total pour les
indices k ≥ k0 et des composantes de champ diffracté pour les indices k < k0, selon la relation
qu’une composante totale se décompose comme la somme d’une composante incidente et d’une
composante diffractée

PT = Pinc + PD, QT = Qinc + QD. (3.37)

Précisons la mise à jour des composantes Dy et Bx à proximité de la surface de Huygens, celle
de Dx et By étant obtenue de manière analogue. La mise à jour de la quantité totale D′Ty

∣∣
k=k0

à
l’interface de la surface de Huygens passe par celle de D′Tyz

∣∣
k=k0

dont l’expression (hors PML)
est rappelée ci-dessous (voir section 3.2.1 pour se remémorer le calcul de D′yz)

D′Tyz
∣∣n+1

i,j+ 1
2
,k0

= D′Tyz
∣∣n
i,j+ 1

2
,k0

+
∆t

∆z

[
QT
x

∣∣n+ 1
2

i,j+ 1
2
,k0+ 1

2

− QD
x

∣∣n+ 1
2

i,j+ 1
2
,k0− 1

2

− Qinc
x

∣∣n+ 1
2

i,j+ 1
2
,k0− 1

2

]
. (3.38)

Comme les composantes sont dans la zone de champ total pour les indices k ≥ k0, D′yz
∣∣
k0

et
Qx|k0+ 1

2
sont indicées par la lettre T pour indiquer que ce sont des composantes totales étant

donné leur position en k = k0 et k = k0 + 1
2

respectivement. La composante Qx|k0− 1
2

est quant-
à-elle indicée par la lettre D signifiant que celle-ci est de nature diffractée compte tenu de sa
position en k = k0 − 1

2
< k0. La technique TF/SF consiste à mettre en relation uniquement des
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composantes de même type afin d’établir une connexion entre la zone de champ diffracté et la
zone de champ total. Par conséquent, Qinc

x vient compenser la composante de champ diffracté
QD
x pour obtenir une composante totale QT

x

D′Tyz
∣∣n+1

i,j+ 1
2
,k0

= D′Tyz
∣∣n
i,j+ 1

2
,k0

+
∆t

∆z

[
QT
x

∣∣n+ 1
2

i,j+ 1
2
,k0+ 1

2

− QT
x

∣∣n+ 1
2

i,j+ 1
2
,k0− 1

2

]
. (3.39)

Cette dernière égalité met bien en relation uniquement des composantes de champ total. De la
même manière, la mise à jour de la quantité diffractée B′Dx

∣∣
k=k0− 1

2

à proximité de la surface de

Huygens passe par celle de B′Dxz
∣∣
k=k0− 1

2

dont l’expression s’écrit

B′Dxz
∣∣n+1

i,j+ 1
2
,k0− 1

2

= B′Dxz
∣∣n
i,j+ 1

2
,k0− 1

2

+
∆t

∆z

[
P T
y

∣∣n+ 1
2

i,j+ 1
2
,k0
− P inc

y

∣∣n+ 1
2

i,j+ 1
2
,k0
− PD

y

∣∣n+ 1
2

i,j+ 1
2
,k0−1

]
. (3.40)

La composante P inc
y vient compenser la composante de champ total P T

y pour obtenir une
composante PD

y

B′Dxz
∣∣n+1

i,j+ 1
2
,k0− 1

2

= B′Dxz
∣∣n
i,j+ 1

2
,k0− 1

2

+
∆t

∆z

[
PD
y

∣∣n+ 1
2

i,j+ 1
2
,k0
− PD

y

∣∣n+ 1
2

i,j+ 1
2
,k0−1

]
. (3.41)

Cette dernière égalité met bien en relation uniquement des composantes de champ diffracté. Il
reste maintenant à savoir comment calculer les champs incidents transformés Pinc et Qinc ce qui
fait l’objet de la section suivante.

3.2.3.3 Calcul du champ incident transformé

Soit Fexcit(t) la fonction analytique décrivant la forme de l’excitation (une fonction
gaussienne par exemple) et Fexcit(ω) sa transformée de Fourier. Les champs incidents
transformés s’écrivent en fonction de Fexcit(t) comme

Pinc
∣∣n
z

= E0Fexcit

(
n∆t −

d cos θ

c

)
, (3.42a)

Qinc
∣∣n+ 1

2

z
=

E0

η0

Fexcit

((
n+

1

2

)
∆t −

d cos θ

c

)
, (3.42b)

où d = z − k0∆z et d/c est le retard de l’onde transformée. Les composantes des champs
incidents transformés dans le repère cartésien sont simplement calculées par (3.36a)-(3.36f) en
remplaçant E par P et H par Q. D’autre part, l’onde plane transformée en incidence oblique
se propage comme en incidence normale. En effet, l’onde plane en incidence oblique dans le
domaine fréquentiel s’écrit

Einc(ω) = E0 exp [−j (kxx+ kyy)]Fexcit(ω). (3.43)
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Mais le terme de phase disparaı̂t en multipliant de part et d’autre cette dernière égalité par
exp [j (kxx+ kyy)]. Le membre de gauche devient alors la transformation P inc de Einc, soit

P inc(ω) = E0Fexcit(ω). (3.44)

3.3 Schéma SFDTD

L’idée de la méthode SFDTD [5] [6] consiste à fixer non plus l’angle d’incidence comme
pour les méthodes basées sur la transformation des champs, mais plutôt le nombre d’onde
horizontal défini par

kh =
√
k2
x + k2

y = k0 sin θ = constante. (3.45)

Rappelons que la propagation est suivant la direction z et que θ est l’angle des coordonnées
sphériques. Les composantes kx et ky du vecteur k de l’onde plane sont alors considérées
comme des constantes qui ne dépendent plus de la fréquence. Par conséquent, on retrouve des
conditions périodiques aux limites très simple qui s’écrivent dans le domaine fréquentiel

H (x, y, z, ω) = H (x+mTx, y + nTy, z, ω) ej(kxTx+kyTy), (3.46a)

E (x, y, z, ω) = E (x+mTx, y + nTy, z, ω) ej(kxTx+kyTy), (3.46b)

où m, n ∈ N. Notons que la phase ej(kxTx+kyTy) est une constante complexe puisque les
composantes kx et ky le sont aussi. Par conséquent, on obtient dans le domaine temporel

H (x, y, z, t) = H (x+mTx, y + nTy, z, t) e
j(kxTx+kyTy), (3.47a)

E (x, y, z, t) = E (x+mTx, y + nTy, z, t) e
j(kxTx+kyTy). (3.47b)

L’avantage de ces dernières relations est qu’il n’y a plus besoin de prédire une composante de
champ provenant du futur : les champs calculés aux extrémités de la cellule unitaire sont égaux
aux mêmes instants à une phase constante multiplicative près. En particulier, la phase étant
complexe, cela implique de manipuler un code calculant des champs complexes contrairement
au schéma standard de Yee et aux méthodes basées sur la transformation des champs.

Un autre point important concerne les relations entre l’angle θ, l’angle d’azimuth ϕ, les
nombres d’onde transverse (kx, ky) et le nombre d’onde k0. En rappelant les définitions des
composantes cartésiennes kx et ky du vecteur d’onde

kx = k0 sin θ cosϕ, ky = k0 sin θ sinϕ, (3.48)
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les expression de (θ, ϕ) se déduisent aisément

θ(ω) = arcsin
kh
k0

, (3.49a)

ϕ = arctan
ky
kx
. (3.49b)

Ainsi, en conséquence de la relation (3.49a), différentes fréquences correspondent à différents
angles d’incidence θ. En outre, pour que l’incidence soit réelle, la condition k0 ≥ kh doit être
satisfaite. On parle alors de

— Mode de propagation si k0 ≥ kh, c’est-à-dire f ≥ ckh
2π

.

— Mode évanescent si k0 < kh, c’est-à-dire f <
ckh
2π

.

Dans la suite, on notera

fc =
ckh
2π

, (3.50)

la fréquence de coupure séparant la zone des ondes évanescentes de la zone des ondes
propagatives. La figure 3.4 illustre ces deux zones dans le plan kh-fréquence et la fréquence
de coupure est représentée en pointillés rouges. Les cas θ = 20° et θ = 50° y sont explicités.
Supposons une simulation SFDTD pour un nombre d’onde horizontal kh = 50 fixé. La
fréquence de coupure fc ≈ 2.39 GHz sépare la zone évanescente (f < fc) de la zone de
propagation (f ≥ fc). En outre, la fréquence f ≈ 3.11 GHz correspond à un angle d’incidence
de 50° tandis que la fréquence f ≈ 6.98 GHz correspond à un angle d’incidence de 20°.
Pour reconstruire la réponse spectrale complète en fonction d’un angle d’incidence donné,
par exemple θ = 20°, il suffit de réaliser d’autres simulations de kh (différent de kh = 50)
pour obtenir les autres fréquences. En fait, les réponses pour tous les angles d’incidence seront
obtenues. Le lecteur est invité à consulter la section 3.3.6 qui explique la reconstruction d’une
réponse spectrale en fonction d’un angle d’incidence.

3.3.1 Formulation FDTD et critère de stabilité

Etant donné que la méthode travaille avec le champ électrique E et magnétique H , les
algorithmes standards de la littérature s’adaptent facilement à la SFDTD. L’algorithme standard
de Yee [8] convient alors très bien pour calculer des matériaux isotropes ou anisotropes sur la
diagonale. La formulation des CPML reste aussi inchangée. Un autre point fort de cette méthode
est la condition CFL qui, contrairement aux méthodes basées sur la transformation des champs,
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FIGURE 3.4 – Les cas θ = 20° et θ = 50° représentés dans le plan kh-fréquence.

ne dépend pas de l’angle d’incidence. Comme pour le schéma de Yee, nous avons le critère CFL

∆t ≤
1

c

√
1

∆2
x

+
1

∆2
y

+
1

∆2
z

. (3.51)

La première modification à apporter pour passer d’un code standard à un code SFDTD est
le changement du type des composantes de champs qui ne sont plus réelles mais complexes
compte tenu du terme de phase complexe dans la formulation des PBC (3.47a) et (3.47b). Un
deuxième changement est naturellement l’application des conditions aux limites périodiques.
Un autre point concerne l’excitation du volume utile. En effet, l’angle d’incidence n’étant
plus fixé, l’algorithme d’injection doit être modifié et le lecteur pourra consulter la section 3.3.2.

Comme [9], l’angle d’azimuth ϕ est fixé par l’utilisateur. Une fois ϕ = ϕ0 choisi, l’utilisateur
fixe le nombre d’onde horizontal kh. Les composantes constantes kx et ky du vecteur k de
l’onde plane s’écrivent en fonction du nombre d’onde horizontal

kx = kh cosϕ0, ky = kh sinϕ0. (3.52)

Les termes de phase dans (3.47a) et (3.47b) sont désormais connus. Vient ensuite la résolution
des équations de Maxwell par l’algorithme classique de Yee

ε∂tE + σE = ∇×H, (3.53a)

µ∂tH + σhH = −∇× E. (3.53b)
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Les discrétisations d’ordre 2 en temps se font de manière centrée de sorte que les composantes
deE se calculent aux itérations entières “n” et les composantes deH aux itérations “n+ 1

2
”. Une

discrétisation temporelle centrée de (3.53a) et (3.53b) donne le schéma explicite saute-mouton
d’ordre 2

ε
En+1 − En

∆t

+
σ

2

(
En+1 + En

)
= ∇×Hn+ 1

2 , (3.54a)

µ
Hn+ 1

2 −Hn− 1
2

∆t

+
σh
2

(
Hn+ 1

2 +Hn− 1
2

)
= −∇× En. (3.54b)

Donnons seulement l’exemple du calcul de la composante En+1
x , le calcul des autres

composantes se faisant de manière analogue (le lecteur pourra se référer au chapitre 3 de [8]
pour visualiser les expressions des autres composantes de champ). Compte tenu du placement
des composantes de champ dans une cellule de Yee (voir figure 3.1), le rotationnel est discrétisé
à l’ordre 2 de manière centrée en espace

En+1
x
i+1

2 ,j,k
= Ca

i+1
2 ,j,k

En
x
i+1

2 ,j,k
+Cb

i+1
2 ,j,k

Hn+ 1
2

z
i+1

2 ,j+
1
2 ,k
−Hn+ 1

2
z
i+1

2 ,j−
1
2 ,k

∆y

−
H
n+ 1

2
y
i+1

2 ,j,k+
1
2

−Hn+ 1
2

y
i+1

2 ,j,k−
1
2

∆z

 ,
(3.55)

où

Ca
i+1

2 ,j,k
=

(
1−

σi+ 1
2
,j,k∆t

2εi+ 1
2
,j,k

)/(
1 +

σi+ 1
2
,j,k∆t

2εi+ 1
2
,j,k

)
, (3.56a)

Cb
i+1

2 ,j,k
=

(
∆t

εi+ 1
2
,j,k

)/(
1 +

σi+ 1
2
,j,k∆t

2εi+ 1
2
,j,k

)
. (3.56b)

Le calcul de Exj=Ny situé sur le bord de la cellule unitaire en y sup (y sup = Ny∆y, y inf = 0)
s’effectue par l’application des PBC (3.47b)

En+1
x
i+1

2 ,Ny,k
= En+1

x
i+1

2 ,j=0,k
e−jkyTy . (3.57)

D’autre part, la présence d’un indice négatif pour la composante magnétique H
n+ 1

2
z
i+1

2 ,j−
1
2 ,k

qui se
situe en dehors de la cellule unitaire intervient pour le calcul de Ex en j = 0. La mise à jour de
la composante Hz

i=− 1
2

se fait par l’application des PBC (3.47a)

H
n+ 1

2
z
i=− 1

2 ,j+
1
2 ,k

= H
n+ 1

2
z
Nx− 1

2 ,j+
1
2 ,k
ejkxTx . (3.58)
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Notons une ambiguı̈té pour l’application des PBC pour la composante électrique Ez
Nx,Ny,k+

1
2

située dans le coin du domaine. Sa mise à jour s’écrit

En+1
z
Nx,Ny,k+

1
2

= En+1
z
0,0,k+1

2

e−jkxTxe−jkyTy . (3.59)

Le lecteur pourra consulter la publication [10] qui explique très bien la mise à jour des
composantes EM via les PBC.

3.3.2 Injection d’une onde plane

L’algorithme pour injecter une onde plane dans le volume utile n’est plus celui utilisé pour
le schéma de Yee. En effet, l’expression du champ incident dépend de l’angle θ qui varie avec la
fréquence lorsque le nombre d’onde horizontal kh est fixé. Pour une surface de Huygens ouverte
dans le plan xOy en z0 = k0∆z, l’expression du champ incident (3.36a)-(3.36f) en mode TE
(Ψ = 90°) s’écrit

Einc
x = Einc (− sinϕ) , (3.60a)

Einc
y = Einc (cosϕ) , (3.60b)

H inc
x = H inc (− cos θ cosϕ) , (3.60c)

H inc
y = H inc (− cos θ sinϕ) . (3.60d)

[5] et [9] proposent que la mise à jour d’un champ EM ne doit pas faire intervenir un champ
incident qui dépend de l’angle θ. Par conséquent, seules les composantes magnétiques Hx et
Hy sont mises à jour respectivement par les composantes de champ incident électrique Einc

y et
Einc
x qui dépendent seulement de l’angle d’azimuth fixé

Hx(x, y, z0, t) = Hx(x, y, z0, t)−
2∆t

µ0∆z

cosϕFexcit(t) exp [−j(kxx+ kyy)] , (3.61a)

Hy(x, y, z0, t) = Hy(x, y, z0, t)−
2∆t

µ0∆z

sinϕFexcit(t) exp [−j(kxx+ kyy)] . (3.61b)

Pareillement pour le mode TM (Ψ = 0), l’expression du champ incident (3.36a)-(3.36f) s’écrit

Einc
x = Einc (cos θ cosϕ) , (3.62a)

Einc
y = Einc (cos θ sinϕ) , (3.62b)

H inc
x = H inc (− sinϕ) , (3.62c)

H inc
y = H inc (cosϕ) . (3.62d)
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Par conséquent, seules les composantes électriques Ex et Ey sont mises à jour par les
composantes de champ incident magnétique H inc

y et H inc
x respectivement

Ex(x, y, z0, t) = Ex(x, y, z0, t) +
2∆t

η0ε0∆z

cosϕFexcit(t) exp [−j(kxx+ kyy)] ,(3.63a)

Ey(x, y, z0, t) = Ey(x, y, z0, t) +
2∆t

η0ε0∆z

sinϕFexcit(t) exp [−j(kxx+ kyy)] . (3.63b)

Le champ est donc total dans toute la cellule unitaire contrairement à la méthode TF/SF où le
champ est de nature total au dessus de la surface de Huygens (k ≥ k0) et de nature diffracté
en dessous (k < k0). En outre, l’onde plane se propage de part et d’autre de la surface de
Huygens. On prendra donc soin de retrancher le champ incident numérique au champ réfléchi
pour le calcul d’un coefficient de réflexion. Cette technique se nomme “one field excitation
technique (OF)”. Notons qu’il est tout à fait possible d’envisager la technique TF/SF dans la
méthode SFDTD. [6] propose d’effectuer une transformée de Fourier inverse pour y parvenir.
Cependant, nous avons opté pour la stratégie OF pour sa simplicité de mise en œuvre.

3.3.3 Mode horizontal de résonance

L’inconvénient de la méthode SFDTD est la présence du mode horizontal de résonance où
l’onde plane se propage horizontalement dans la cellule unitaire à certaines fréquences dites de
résonance. Dans ce cas, son énergie rentre continuellement par les PBC et n’est pas absorbée
par les CPML [5]. Par conséquent, les données temporelles ne convergent pas et des oscillations
sont observées. [5] propose alors une excitation sino-gaussienne de bande BW décalée sur les
fréquences propagatives f ∈ [fc, fc + BW ] afin d’atténuer l’énergie dessous fc

Fexcit(t) = exp

[
−(t− t0)2

T 2

]
exp [j2πf0t] , (3.64)

où f0 = fc +
BW

2
est la fréquence centrale et l’amplitude du signal à f0 ±

BW
2

devrait être 40
dB inférieur à l’amplitude du signal en f0. Considérons maintenant deux exemples.

Propagation dans le vide : Soit une onde plane qui se propage dans le vide avec comme

paramètres de simulation kh = 150, ϕ = 90°, fc =
ckh
2π
≈ 7.16 GHz, Fmax = 20

GHz, BW = Fmax − fc ≈ 12.84 GHz et f0 = fc +
BW

2
≈ 13.58 GHz. Lorsque

f = fc, on a θ(f) = 90° et l’onde se propage horizontalement. La gaussienne modulée
est injectée dans le volume utile avec une atténuation en fc de 60 dB. La figure 3.5 montre
que le signal temporel converge bien avec ces paramètres (courbe noire). Cependant, pour
une sino-gaussienne de même bande passante BW et centrée en f0 = 8 GHz, l’énergie
au alentour de f = fc est importante : le signal temporel ne converge pas et de fortes
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oscillations s’observent.
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FIGURE 3.5 – Réponse temporelle dans le vide pour deux valeurs différentes de f0.

Plaque diélectrique : Introduisons maintenant une plaque plane diélectrique et infinie
d’épaisseur d = 9.375 mm et de permittivité relative εr = 4 dans la cellule unitaire.
Soit kh = 52.44 et ϕ = 90°. La plaque est illuminée par la sino-gaussienne avec
une atténuation en fc de 60 dB. Considérons un point d’observation en transmission
(derrière le diélectrique). On remarque que les données temporelles ne convergent pas
(il faut zoomer fortement pour le visualiser) et des oscillations sont observées (voir figure
3.6 (a)). La fréquence de résonance du signal parasite oscillant peut se calculer comme
l’inverse de sa période soit fr ≈ 2.15 GHz. Le spectre de ce signal présente un pic à la
fréquence de résonance qui est en deçà de fc ≈ 2.5 GHz (voir figure 3.6 (b)).

Ainsi, cette démarche permet d’atténuer fortement dans le domaine temporel les modes
horizontaux de résonance sans toutefois résoudre les perturbations générées par ces modes sur
les fréquences voisines qui correspondent à des grands angles θ dans le domaine spectrale. Pour
s’en convaincre, le lecteur pourra regarder l’étude menée dans la partie 3.3.4.4. En effet, la
figure 3.8 présente un coefficient de réflexion perturbée même lorsque la sino-gaussienne est
appliquée. Par conséquent, nous ne privilégions pas cette méthode.

3.3.4 Extrapolation de la réponse temporelle

Nous venons de voir dans la partie précédente que le signal temporel ne converge pas
toujours même si les modes évanescents sont très peu excités. Par conséquent, sa TFD ne
fournit pas une réponse spectrale assez précise proche de la fréquence de coupure. Pour
remédier à ce problème, nous avons opté pour une méthode d’extrapolation du signal afin de
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FIGURE 3.6 – Réponses (a) temporelle, (b) spectrale, obtenues avec la méthode SFDTD pour
une plaque diélectrique lorsque kh = 52.44.

reproduire fidèlement les modes horizontaux de résonance. Les techniques de la littérature sont
nombreuses. Les plus populaires sont les méthodes matrix pencil (MP) [11], ARMA [12] et
vector fitting [13] dans le domaine temporel [14] [7] [12]. L’idée est de reconstruire la réponse
sur une fenêtre temporelle infinie pour obtenir un résultat spectral précis, notamment proche
de la fréquence de coupure. Après avoir obtenu toutes les réponses FDTD de kh désirées,
ces dernières sont décomposées par l’algorithme d’extrapolation du signal en post-traitement
développé sous Matlab. Notons que ce post-traitement fonctionne aussi dans Octave qui est
un logiciel libre. En outre, nous avons préféré de ne pas inclure l’algorithme d’extrapolation
du signal dans le code Fortran juste après la résolution FDTD itérative. En effet, un mauvais
réglage de l’algorithme entrainerait un re-calcul FDTD qui lui est beaucoup plus long que le
post-traitement. Dans la suite, les techniques MP, ARMA et TD-VFz sont présentées dans les
sections 3.3.4.1, 3.3.4.2 et 3.3.4.3 respectivement. Une étude comparative sera menée dans la
section 3.3.4.4 pour l’exemple simple d’une couche homogène diélectrique afin de mettre en
avant la technique TD-VFz qui est rapide, robuste et qui nécessite moins de pôles que ARMA.

3.3.4.1 Méthode matrix pencil (MP)

Le signal temporel observé est extrapolé par MP et s’écrit comme la somme
d’exponentielles

y(t) =
M∑
i=1

rie
sit, (3.65)

Modèle large bande de matériaux composites Page 115



Chapitre 3 : Simulation FDTD de structure périodique en 3D

où

ri = résidus complexes, (3.66a)

si = −αi + jωi = pôles, (3.66b)

αi = facteurs d’amortissement, (3.66c)

ωi = 2πfi = fréquences angulaires. (3.66d)

La transformée de Laplace (TL) de (3.65) se déduit aisément

TL(y)(s = jω) =
M∑
i=1

∫ +∞

0+
rie

t(si−s) dt =
M∑
i=1

ri
s− si

. (3.67)

Notons que la fréquence de résonance fr s’identifie lorsque le facteur d’amortissement αi
associé est le plus petit. Pour I = {i ∈ [[1,M ]], fi > 0}, nous obtenons pour la plaque
diélectrique de la partie 3.3.3

fr =

{
fi0 , αi0 = min

i∈I
αi

}
= 2.158 GHz,

correspondant bien visuellement à la fréquence du pic d’amplitude de la figure 3.6 (b).

3.3.4.2 Méthode ARMA

La fonction de transfert H est le modèle mathématique de la relation entre une entrée X et
une sortie Y . Elle est définie pour la méthode ARMA par

Y(Z)

X (Z)
= H(Z) =

a0 + a1Z
−1 + ...+ aqZ

−q

1 + b1Z−1 + ...+ bqZ−q
, (3.68)

où Z = exp [jω∆t]. Le couple (p,q) est l’ordre de la méthode ARMA et les ai, bi sont des
inconnues à déterminer. Pour les trouver, on passe dans le domaine temporel

y(n) = −
p∑
i=1

biy(n− i) +

q∑
j=0

ajx(n− j), (3.69)

où x(n) et y(n) sont respectivement les échantillons du signal d’entrée et de sortie au temps t =

n∆t. Pour calculer un coefficient de réflexion (resp. transmission), il suffit de prendre le champ
incident en entrée et le champ réfléchi (resp. transmis) en sortie. Pour calculer une impédance
de surface, il suffit de prendre une composante de champ magnétique tangentielle au matériau
en entrée et une composante de champ électrique tangentielle en sortie. Quand la simulation
atteint N > p + q + 1 itérations, cela revient à résoudre un système linéaire surdimensionné
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d’inconnu X = (b1, ...bp, a0, ..., aq)
T qui est résolu par la méthode des moindres carrés avec

l’opérateur “\” de Matlab. La combinaison de la méthode SFDTD avec la méthode ARMA est
présentée dans [15]. Le lecteur pourra s’y référer pour obtenir plus d’informations. Notons aussi
que les fréquences de résonance s’identifient lorsque les pôles se situent sur le cercle unitaire
de la fonction de transfert (3.68).

3.3.4.3 Méthode TD-VFz

L’algorithme d’extrapolation TD-VFz est une méthode itérative de recherche des pôles. Des
pôles complexes conjugués sont initialisés strictement dans le cercle unitaire et les nouveaux
pôles se déduisent à partir d’un problème de valeurs propres. Lorsque les pôles si ont convergé,
les résidus ri s’obtiennent comme solution dans le sens des moindres carrés d’un système
linéaire sur-dimensionné. La fonction de transfertH de la méthode TD-VFz [7] s’écrit

H(Z) ≡ Y(Z)

X (Z)
= d+

M∑
i=1

ri
1− Z−1si

, (3.70)

où d est une constante et Z = exp [jω∆t].

Notons M = Nr + Nc où Nr est le nombre de pôles réels et Nc le nombre pair de
pôles purement complexes conjugués deux à deux. Les pôles initialisés sont tous des paires
purement complexes conjugués (Nr = 0 à l’initialisation mais peut devenir strictement positif
au fil des itérations de convergence des pôles) qui sont répartis proche du bord du cercle
unitaire. Supposons que les pôles réels correspondent toujours aux premiers indices c’est-à-dire
si ∈ R pour i ∈ J1, NrK et si ∈ C\R pour i ∈ JNr + 1,MK. On cherche ensuite les inconnues
cn, γn et d qui figurent dans l’expression de l’échantillon k du signal temporel de sortie

y(k) ≈
M∑
n=1

cnxn(k)−
M∑
n=1

γnyn(k) + du(k), (3.71)

avec

xn(k) =
(
(sn)ku(k)

)
∗ x(k), (3.72a)

yn(k) =
(
(sn)ku(k)

)
∗ y(k), (3.72b)

où ∗ désigne le produit de convolution et u = 1J1,NK. N est le nombre total d’itération de la
simulation FDTD et 1 désigne la fonction indicatrice. Lorsque la simulation atteint sa N ieme

itérations, la relation (3.71) écrite à chaque instant k donne un système linéaire Av = b sur-
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dimensionné à résoudre au sens des moindres carrés avec le second membre

b = [y(0) y(1) · · · y(N)]T . (3.73)

Une attention particulière est portée à la matrice A qui devrait être purement réelle pour une
résolution efficace. Supposons cn+1 = c̄n et γn+1 = γ̄n pour tout n ∈ I = {Nr + 1, Nr +

3, . . . ,M − 1}. Comme sn+1 = s̄n pour tout n ∈ I et que les signaux d’entrée et de sortie
sont purement réels, nous avons également xn+1 = x̄n et yn+1 = ȳn pour tout n ∈ I. En outre
la matrice A peut s’écrire A = [Ar, Ac] ∈ M(N+1)×(2M+1) avec Ar ∈ M(N+1)×2Nr , Ac ∈
M(N+1)×(2Nc+1) et

Ar =


x1(0) · · · xNr(0) −y1(0) · · · −yNr(0)

x1(1) · · · xNr(1) −y1(1) · · · −yNr(1)
...

...
...

...
...

x1(N) · · · xNr(N) −y1(N) · · · −yNr(N)

 , (3.74a)

Ac =


2R[xNr+1(0)] −2I[xNr+1(0)] · · · −2R[yNr+1(0)] 2I[yNr+1(0)] · · · x(0)

2R[xNr+1(1)] −2I[xNr+1(1)] · · · −2R[yNr+1(1)] 2I[yNr+1(1)] · · · x(1)
...

...
...

...
...

2R[xNr+1(N)] −2I[xNr+1(N)] · · · −2R[yNr+1(N)] 2I[yNr+1(N)] · · · x(N)

 ,
(3.74b)

oùR[.] et I[.] désigne respectivement la partie réelle et imaginaire et pour θn = arg(sn)

R[xn(k)] =
(
|sn|k cos(kθn)

)
u(k) ∗ x(k), (3.75a)

T [yn(k)] =
(
|sn|k sin(kθn)

)
u(k) ∗ y(k), (3.75b)

sont calculées par la fonction “conv” de Matlab. La solution du système

v = [c1 · · · cNr γ1 · · · γNr R(cNr+1) I(cNr+1) · · · R(γNr+1) I(γNr+1) · · · d]T ∈ R2M+1

est calculée avec l’opérateur “\” de Matlab. Les nouveaux pôles sont alors les zéros de la
fonction σ définie par

σ(z) = 1 +
M∑
n=1

γn
1− z−1sn

, (3.76)
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ce qui revient exactement à trouver les valeurs propres de la matrice Ψ = D − o.l où D est la
matrice diagonale par blocs définie par

D =

[
Dr ONr×Nc

ONc×Nr Dc

]
, Dr = Diag (s1, . . . , sNr) , Dc = Diag

([
R[sNr+1] I[sNr+1]

−I[sNr+1] R[sNr+1]

]
, · · ·

)
.

(3.77)
Le vecteur colonne o et le vecteur ligne l s’écrivent

o = [or ol]
T , or = [1 · · · 1] ∈ RNr , ol = [2 0 · · · 2 0] ∈ RNc , (3.78a)

l = R−1 [s1γ1 · · · sNrγNr R[sNr+1γNr+1] I[sNr+1γNr+1] · · · ] ∈ RM , (3.78b)

où R = 1 +
∑M

n=1 γn. Les pôles sont calculés par la recherche des valeurs propres avec la
fonction “eig” de Matlab

s = eig(Ψ). (3.79)

Ces deux étapes de résolution du système Av = b puis du problème de valeurs propres se
répètent avec les nouveaux pôles obtenus (3.79) jusqu’à convergence de ces derniers. Pour
assurer la stabilité de l’algorithme itératif, dès lors qu’un pôle si se trouve en dehors du cercle
unitaire, on le force à revenir dans ce dernier en prenant l’inverse (si := 1/si). Une fois que les
pôles ont convergé, il vient

y(k) ≈ du(k) +
M∑
n=1

Rnxn(k). (3.80)

La constante d et les résidus ri sont calculés en résolvant le système linéaire sur-dimensionné
Av = b en supprimant les Nr dernières colonnes de Ar et les colonnes Nc + 1 à 2Nc de Ac.
La fonction de transfert de TD-VFz (3.70) est ainsi construite. Notons aussi que les fréquences
de résonance s’identifient lorsque les pôles se situent sur le cercle unitaire de la fonction de
transfert.

3.3.4.4 Étude comparative

Considérons une couche homogène d’épaisseur d = 9.375 mm et de permittivité relative
εr = 4. La couche est simulée avec kh = 50, ϕ = 90°, ∆ = 0.1875 mm et CFL = 0.99. La figure
3.7 montre le champ réfléchi à l’interface entre la plaque et le vide lorsque l’excitation est une
gaussienne. Les données temporelles ne convergent pas et de fortes oscillations s’observent.
La figure 3.8 illustre le coefficient de réflexion sur la bande de fréquence 0+ GHz à 25 GHz
obtenu par le schéma SFDTD et par l’étude analytique [16]. La courbe rouge représente le
cas d’une excitation sino-gaussienne (3.64) avec une forte atténuation de Attfmax = 60 dB en
fc. Les autres légendes correspondent aux résultats obtenus lorsqu’on applique la technique
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d’extrapolation MP, ARMA ou TD-VFz avec le même nombre de pôle M = 18 (p = q =

18 pour ARMA) et 5 itérations pour la convergence des pôles de TD-VFz. Une très bonne
corrélation entre le schéma hybride SFDTD/TD-VFz et la théorie est observée, notamment
proche de la fréquence de coupure fc, contrairement au schéma SFDTD seul où la réponse est
oscillante (courbe rouge). MP donne un très bon résultat mais avec une petite perte de précision
à hautes fréquences (courbe verte). D’autre part, la méthode ARMA ne donne pas le résultat
attendu car l’ordre choisi est insuffisant. Un autre point intéressant concerne l’identification de
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FIGURE 3.7 – Champ temporel réfléchi. Un comportement résonant est observé.

la fréquence de résonance. Pour ce cas kh = 50, elle est reportée dans la Table 3.1 pour différents
ordres des méthodes d’extrapolation. Quand l’ordre vaut M = 18, la meilleure concordance
avec la théorie est obtenue avec le schéma hybride SFDTD/TD-VFz. Il faut monter en ordre
p = q = 114 pour ARMA pour obtenir le même résultat que TD-VFz avec M = 18. De plus,
M = 24 pour MP donne le même très bon résultat que TD-VFz mais M < 24 pour MP donne
une réponse spectrale moins précise à hautes fréquences. A propos du temps CPU, ARMA
(p = q = 114) est un peu plus rapide que TD-VFz (M = 18) et MP est une méthode plus lente.
Aussi la mémoire consommée est d’environ 30 Mo pour ARMA et TD-VFz, et 100 Mo pour MP
(M = 18). Nous arrivons à la même conclusion que [12] : L’approche TD-VFz est très robuste,
garantit des pôles stables et il s’agit d’un modèle d’ordre beaucoup plus faible que ARMA. C’est
donc l’approche combinée SFDTD/TD-VFz que nous privilégions pour reproduire efficacement
les modes horizontaux de résonance.
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FIGURE 3.8 – Coefficient de réflexion pour la plaque diélectrique.

Prediction (GHz) Erreur relative (%) temps CPU (s)
ARMA (p=q=18) 2.2614 8.978 0.06
MP (M=18) 2.0758 0.034 3.3
TD-VFz (M=18) 2.0746 0.024 1.38
MP (M=24) 2.0752 0.005 3.11
TD-VFz (M=24) 2.0752 0.005 1.64
ARMA (p=q=114) 2.0746 0.024 1.2

TABLEAU 3.1 – Prédiction de la fréquence de résonance. La théorie donne fr = 2.0751 GHz.

3.3.5 Réglage des CPML

L’opérateur sz des CPML [17] dans la direction z s’écrit

sz = κz +
σz

αz + jωε0
. (3.81)

Les paramètres κz et αz permettent de mieux atténuer les ondes évanescentes aux basses
fréquences. En outre, le paramètre αz est constant. Ce dernier est relié à la fréquence de coupure
des PML qui est définie par

fPML
c =

αz
2πε0

. (3.82)
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La condition fPML
c < fc est un bon compromis pour bien absorber les ondes propagatives sans

négliger l’absorption des ondes évanescentes. Nous proposons

fPML
c = νfc, (3.83)

où ν devrait être un nombre réel compris entre 0.15 et 0.75 d’après nos expériences numériques.
La constante αz dans les CPML est déduite en utilisant (3.50)

αz = ν
kh
η0

, (3.84)

où η0 ≈ 376.730 Ω est l’impédance du vide. Il est important d’avoir αz > 0 pour éviter des
instabilités en temps long. La partie réelle du champ temporel réfléchi pour le cas étudié dans
la section 3.3.4.4 et pour une durée de simulation de 20 ns est montrée dans la figure 3.9 pour
deux valeurs de αz. Le signal temporel diverge quand αz = 0 mais le réglage (3.84) avec
ν = 0.75 corrige efficacement ce problème. D’autre part, la conductivité varie géométriquement
dans les CPML car c’est le meilleur profil pour absorber les ondes évanescentes [18]. De plus,
il est très intéressant d’améliorer l’absorption des ondes à incidences rasantes car elles sont
proches de la fréquence de coupure et sont donc perturbées par les fréquences de résonances.
Par conséquent, pour une couche CPML d’épaisseur N = 12 cellules, l’expansion géométrique
optimale g = 1.9 est choisie et la réflexion théorique en incidence normale attendu à l’interface
entre les CPML et l’air est réglée à R(0) = 10−14. Ces paramètres sont obtenus à partir de
la réflexion théorique des PML de [19]. Pour absorber efficacement aux hautes incidences,
la figure 3.10 montre que le coefficient g doit être modéré 1.8 < g < 2.4 lorsque R(0) est
fixé. Ensuite, lorsque g est fixé, la figure 3.11 montre la nécessité de régler R(0) à une valeur
très faible. Avec ce réglage, les CPML sont plus performantes pour absorber les ondes aux
incidences rasantes. Cependant, la contrepartie peut être une absorption moindre pour les ondes
à faible angle d’incidence mais le coefficient de réflexion reste néanmoins inférieure à -50 dB.
De plus, ce comportement est stable avec la fréquence.

3.3.6 Construction d’une réponse spectrale en fonction d’un angle
d’incidence

Nous présentons dans cette partie comment à partir de la fonction de transfert donnée
par TD-VFz (3.70), nous reconstruisons un coefficient de réflexion R en fonction d’un angle
d’incidence, autrement dit comment passe-t-on des réponses R(0 < kh, f) aux réponses
R(0 < θ, f)? D’abord, le cas de l’incidence normale θ = 0° est trivial et correspond à
kh = 0. Pour traiter les ondes d’incidence oblique sur la plage [0 < θmin, θmax] pour la bande
de fréquence d’intérêt [0 < fmin, fmax], on calcule d’abord les nombres d’ondes horizontaux
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FIGURE 3.9 – Signal temporel pour deux valeurs de α (kh = 50).

FIGURE 3.10 – Coefficient de réflexion des PML d’épaisseur N = 12 cellules pour plusieurs
valeurs de g lorsque le coefficient R(0) est fixé à 10−8.

extremum
khmax =

2πfmax
c0

sin θmax, khmin =
2πfmin
c0

sin θmin. (3.85)
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FIGURE 3.11 – Coefficient de réflexion des PML d’épaisseur N = 12 cellules pour plusieurs
valeurs de R(0) lorsque le coefficient g est fixé à 1.9.

Pour calculer le coefficient de réflexion en fonction d’un angle d’incidence, on effectue N
simulations FDTD de kih pour l’angle d’azimuth fixé ϕ = ϕ0

kih = khmin + i
khmax − khmin

N − 1
, i = 0, . . . , N − 1, (3.86)

en utilisant (3.52) pour déterminer les valeurs de phases dans la formulation des PBC (3.47a)
et (3.47b). Ensuite, chaque réponse de kih est extrapolée par l’algorithme TD-VFz d’ordre M
afin d’obtenir les M résidus rin et pôles sin, et la constante di. Après cela, une reconstruction
en fonction de l’angle d’incidence est appliquée. Pour un angle donné θmin ≤ θj ≤ θmax, on
détermine les N fréquences

f i =
ckih

2π sin θj
, i = 0, . . . , N − 1. (3.87)
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Le coefficient de réflexion R évalué à l’angle θj est calculé avec la fonction de transfert (3.70)
pour toutes les fréquences f i

R(f i, θj, ϕ0) = di +
M∑
n=1

rin
1− exp [−j2πf i∆t]sin

. (3.88)

Comme les fréquences sont imposées par la formule (3.87), l’interpolation de Lagrange
est utilisée pour obtenir le coefficient de réflexion aux fréquences désirées. Supposons une
fréquence désirée f i ≤ f̃ ≤ f i+1, le coefficient de réflexion pour l’angle θj et la fréquence
f̃ est donné par

R(f̃ , θj, ϕ0) =
f i+1 − f̃
f i+1 − f iR(f i, θj, ϕ0) +

f̃ − f i
f i+1 − f iR(f i+1, θj, ϕ0). (3.89)

3.4 Milieux dispersifs

Certains matériaux sont décrits par un modèle de Debye, de Lorentz ou encore de Drude.
Ils sont aussi parfois décrits par une permittivité réelle et une tangente de perte, c’est à dire une
permittivité complexe constante. C’est le cas par exemple du polyéthylène glycol téréphtalate
(PET), le polyméthacrylimide (PMI) ou encore le Flame Resistant 4 (FR4) qui est un composite
de résine époxyde renforcé de fibres de verre. Seulement, cette approche ne s’intègre pas
directement dans la méthode FDTD puisqu’une permittivité complexe constante n’a pas de
transformée de Fourier causale. Nous montrons d’abord section 3.4.1 qu’une permittivité
complexe constante peut être convenablement approchée par un modèle de Debye à 1 pôle.
Ensuite nous décrivons les modèles de Lorentz et de Drude dans les sections 3.4.2 et 3.4.3
respectivement. Enfin, nous discutons brièvement de comment intégrer des milieux dispersifs
aux schémas SFDTD et MI FDTD dans la section 3.4.4.

3.4.1 Modèle de Debye pour approcher une permittivité complexe
constante

Une permittivité complexe constante s’écrit

ε = ε0 (ε′r − jε′′r) , (3.90)

où ε′r et ε′′r sont des constantes réelles positives. [20] propose un modèle de Debye à un pôle pour
l’approcher sur une bande de fréquence désirée. La permittivité relative complexe du modèle de
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Debye s’écrit alors dans le domaine fréquentiel

εr(ω) = ε∞ +
εs − ε∞
1 + jωτ0

− jσ

ωε0
= ε′rdebye − jε

′′
rdebye

, (3.91)

avec ε∞ la permittivité à très haute fréquence, εs est la permittivité statique à très basse
fréquence et τ0 est le temps de relaxation. Un réglage efficace de (3.91) sur la bande de
fréquence désirée fmin à fmax est obtenu en ajustant la partie réelle et imaginaire de (3.91)
avec (3.90) aux fréquences fmin et fmax. Par exemple pour fmin

Kε′r = ε∞ +
εs − ε∞

1 + (2πfminτ0)2 , (3.92a)

Kε′′r =
(εs − ε∞) 2πfminτ0

1 + (2πfminτ0)2 +
σ

2πfminε0
, (3.92b)

où K > 1 est un facteur d’approximation qui devrait être proche de 1. Il en est de même en
remplaçant fmin par fmax et K par K2 = 1/K dans (3.92a) et (3.92b). Cela nous donne un
système non linéaire à résoudre de quatre inconnues ε∞, εs, τ0 et σ. Pour ce faire, on peut
utiliser la fonction “fminsearch” de Matlab visant à trouver le minimum de ||G||L2 où G est la
fonction de R4 dans R4 définie par

G1 (ε∞, εs, τ
′
0, σ) = ε∞ +

εs − ε∞
1 + (2πfminτ ′0 × 10−10)2 −Kε′r, (3.93a)

G2(ε∞, εs, τ
′
0, σ) =

(εs − ε∞) 2πfminτ
′
0 × 10−10

1 + (2πfminτ ′0 × 10−10)2 +
σ

2πfminε0
−Kε′′r , (3.93b)

G3(ε∞, εs, τ
′
0, σ) = ε∞ +

εs − ε∞
1 + (2πfmaxτ ′0 × 10−10)2 −K2ε

′
r, (3.93c)

G4(ε∞, εs, τ
′
0, σ) =

(εs − ε∞) 2πfmaxτ
′
0 × 10−10

1 + (2πfmaxτ ′0 × 10−10)2 +
σ

2πfmaxε0
−K2ε

′′
r , (3.93d)

où τ ′0 = τ0 × 1010 est un adimensionnement permettant de retrouver une solution à la même
échelle que les autres paramètres à optimiser. Pour déterminer le facteur d’approximation
optimum K̃, la fonction “fminsearch” est appliquée pour plusieurs échantillons de K allant
de 1.001 à 1.2 avec un pas ∆K = 0.001. K̃ est déterminé lorsque la fonction erreur E est
minimum, c’est-à-dire

E(K̃) = min
K
E(K), (3.94)
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avec

E(K) = max (||A(K)||L∞ , ||B(K)||L∞), (3.95a)

A(K) = ε′rdebye(K)− ε′r, (3.95b)

B(K) = ε′′rdebye(K)− ε′′r (3.95c)

où la norme L∞ dans (3.95a) est prise sur 100 échantillons en fréquence de [fmin, fmax]. Nous
donnons trois exemples dans la suite, celui du FR4, du PMI et du PET.

3.4.1.1 FR4

La permittivité relative du FR4 s’écrit

εr = 4.3− j0.025. (3.96)

On a donc ε′r = 4.3 et ε′′r = 0.025. On cherche les quatre paramètres ε∞, εs, τ0 et σ de (3.91)
pour approcher (3.96) sur la bande de fréquence fmin = 0.5 GHz à fmax = 20 GHz. La
procédure d’optimisation donne le facteur d’approximation optimum K̃ = 1.006 où la fonction
“fminsearch” de Matlab retourne

εFR4
∞ = 4.26291, (3.97a)

εFR4
s = 4.325977, (3.97b)

τFR4
0 = 0.169.10−10 s, (3.97c)

σFR4 = 6.0669.10−4 S/m. (3.97d)

Les figures 3.12 (a) et 3.12 (b) montrent respectivement la partie réelle et la partie imaginaire
de la permittivité relative obtenues avec le modèle de Debye de paramètres (3.97a)-(3.97d). Les
résultats sont très proches de la théorie (3.96) sur la bande de fréquence souhaitée.

3.4.1.2 PMI

La permittivité relative du PMI est donnée par εr = 1.06(1 − j0.005). Pour la bande de
fréquence désirée fmin = 3 GHz à fmax = 40 GHz, Le processus d’optimisation donne
le facteur d’approximation optimum K̃ = 1.004 où la fonction “fminsearch” de Matlab
donne εPMI

∞ = 1.052899, εPMI
s = 1.064432, τPMI

0 = 6.900626.10−12 s et σPMI =

6.41903.10−4 S/m.
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FIGURE 3.12 – Permittivité relative du FR4 approchée par le modèle de Debye sur la bande de
fréquence 0.5 GHz à 20 GHz. (a) Partie réelle. (b) Partie imaginaire.

3.4.1.3 PET

La permittivité relative du PET s’écrit εr = 3.0(1 − j0.06). Pour la bande de fréquence
désirée fmin = 3 GHz à fmax = 40 GHz, le processus d’optimisation donne le facteur
d’approximation optimum K̃ = 1.045 où la fonction “fminsearch” de Matlab donne εPET∞ =

2.774121, εPETs = 3.140665, τPET0 = 6.647.10−12 s et σPET = 0.02384704 S/m.

3.4.2 Modèle de Lorentz

La permittivité relative du modèle de Lorentz à P pôles s’exprime dans les domaines
fréquentiel et temporel par

εr(ω) = ε∞ +
P∑
p=1

χp(ω) = ε∞ +
P∑
p=1

Gp

ω2
p(εs − ε∞)

ω2
p + 2jωαp − ω2

, (3.98a)

εr(t) = ε∞δ(t) +
P∑
p=1

χp(t) = ε∞δ(t) +
P∑
p=1

Gpγp sin [βpt] e
−αptU(t), (3.98b)

où

• αp est le facteur d’amortissement,

• βp =
√
ω2

0 − α2
0 et γ0 = ω2

0(εs − ε∞)/β0,

• ωp est la pulsation de résonance,

• 2αp est le coefficient d’amortissement,

• εs est la permittivité statique,

• ε∞ est la permittivité pour les pulsations très supérieurs à ωp
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Notons que les permittivités ε∞ et εs sont indépendantes des pôles du modèle par la
condition

P∑
p=1

Gp = 1. (3.99)

3.4.3 Modèle de Drude

La permittivité relative du modèle de Drude s’exprime dans le domaine fréquentiel et
temporel par

εr(ω) = ε∞ +
P∑
p=1

χp(ω) = ε∞ −
P∑
p=1

ω2
p

ω2 − jωνp
, (3.100a)

εr(t) = ε∞δ(t) +
P∑
p=1

χp(t) = ε∞δ(t) +
P∑
p=1

ω2
p

νp

(
1− e−νpt

)
U(t), (3.100b)

où

• νp est l’inverse du temps de relaxation,

• ωp est le pôle de Drude.

3.4.4 Application des PBC à des milieux dispersifs

Introduire des milieux dispersifs dans le schéma SFDTD se fait directement à l’aide des
méthodes existantes de la littérature. Le seul changement à faire est de remplacer les variables
réelles de champ par des variables complexes dans l’algorithme FDTD. En outre, les méthodes
piecewise-linear recursive-convolution (PLRC) [21], ADE [22] ou encore JE convolution
(JEC) [23] peuvent s’envisager. Dans les tests numériques à venir, la méthode JEC sera utilisée
car elle réunit tous les avantages tels que la précision à l’ordre 2, la rapidité de calcul et une
allocation mémoire minimale.

Concernant le schéma MI, la prise en compte des milieux dispersifs nécessite d’abord
d’établir la bonne relation entre le champ électrique E et la densité électrique D (D = εE).
Ensuite, le champ électrique transformé P s’écrit en fonction de la densité électrique
transformée D′ qui est connue car elle est calculée par le schéma MI via (3.20). Nous donnons
ci-dessous une possibilité de calcul pour P pour l’exemple d’un milieu dispersif de Drude à 1
pôle.

Milieu de Drude à 1 pôle pour le schéma MI : Les relations entre D et E, B et H pour un
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milieu dispersif de Drude à 1 pôle sur la permittivité s’écrit

D = ε0

(
εr −

ω2
p

ω2 − jων

)
E,

B = µH,

(3.101)

La relation entre D et E (resp. B et H) est la même que pour D′ et P (resp B′ et Q)

D′ = ε0

(
εr −

ω2
p

ω2 − jων

)
P, (3.102)

B′ = µQ. (3.103)

Cherchons une formulation pour P . En multipliant par (ω2 − jων) de part et d’autre de
l’égalité (3.102), il vient

− (jω)2D′ − ν(jω)D′ = −(jω)2εP − νε(jω)P − ε0ω2
pP. (3.104)

En passant dans le domaine temporel, on en déduit que

∂2
tD′ + ν∂tD′ = ε∂2

t P + νε∂tP + ε0ω
2
pP. (3.105)

Sachant la solution triviale P (t = 0) = D′(t = 0) = 0, on intègre la dernière égalité en
temps puis on l’évalue au temps tn+ 1

2

∂tD′n+ 1
2 + νD′n+ 1

2 = ε∂tP
n+ 1

2 + νεP n+ 1
2 + ε0ω

2
pJ

n+ 1
2 . (3.106)

où ∂tJ = P . On effectue ensuite des discrétisations centrées en temps de sorte à obtenir
D′ aux itérations entières

1

∆t

(
D′n+1 −D′n

)
+
ν

2

(
D′n+1 +D′n

)
=

ε

∆t

(
P n+1 − P n

)
+
νε

2

(
P n + P n+1

)
+ε0ω

2
pJ

n+ 1
2 .

(3.107)
L’inconnue P au temps n+ 1 est alors donnée par

P n+1 =

[
ε+ εν

∆t

2

]−1 [(
1 + ν

∆t

2

)
D′n+1 +

(
ν

∆t

2
− 1

)
D′n +

(
ε− εν∆t

2

)
P n −∆tω

2
pε0J

n+ 1
2

]
,

(3.108)
où la nouvelle variable Jn+ 1

2 peut se calculer comme

Jn+ 1
2 = Jn−

1
2 + ∆tP

n. (3.109)

D’un point de vue numérique, on commence à calculer P n+1 avant l’évaluation de D′n+1

comme suit
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— Calcul de Jn+ 1
2

— P n+1 =

[
ε+ εν

∆t

2

]−1 [(
ν

∆t

2
− 1

)
D′n +

(
ε− εν∆t

2

)
P n −∆tω

2
pε0J

n+ 1
2

]
— Calcul de D′n+1

— P n+1 = P n+1 +

(
ε+ εν

∆t

2

)−1(
1 + ν

∆t

2

)
D′n+1

3.5 Résultats numériques

Cette section présente des géométries périodiques simulées par les schémas MI et
SFDTD/TD-VFz. Les structures sont toutes excitées par une gaussienne dont les paramètres
sont décrits dans la section 2.5.

3.5.1 Croix de Jérusalem

Pour valider le schéma MI, [2] propose le cas test de la croix de Jérusalem (JCFSS). La
figure 3.13 montre la géométrie de la cellule unitaire. La croix de Jérusalem est disposée entre
deux volumes de matériaux anisotropes sur la diagonale à pertes électriques (représentés en
marron sur la figure 3.13). En outre, la croix est un PEC d’épaisseur de 0.625 mm et elle est
entourée par de l’air. Les matrices de permittivité relative et de conductivité associées aux deux
volumes de matériau anisotrope sont respectivement données par

εr =

2.2 0 0

0 1.1 0

0 0 1.5

 , σ =

0.05 0 0

0 0.03 0

0 0 0.01

 . (3.110)

La structure JCFSS est simulée avec le schéma MI FDTD et le schéma hybride SFDTD/TD-
VFz sur 2 ns pour la bande de fréquence 5-25 GHz et avec des pas spatiaux tous égaux ∆x =

∆y = ∆z = 0.125 mm. La reconstruction spectrale du coefficient de réflexion en fonction
de l’angle d’incidence (voir partie 3.3.6) est adoptée pour N = 100 échantillons du nombre
d’onde horizontal fixé. En outre la condition CFL=0.99 est choisie pour le schéma hybride.
Pour le schéma MI, elle est réduite en incidence oblique et correspond à celui du maximum
autorisé (3.21). En considérant le mode TM et un angle d’azimut constant ϕ = 90°, un très
bon accord entre le schéma SFDTD/TD-VFz et le schéma MI est observé sur la figure 3.14
pour différents angles d’incidence. Le cas θ = 20° est aussi traité dans [2] où le schéma MI est
comparé avec le solveur CST Microwave Studio [24].
Par ailleurs, le nombre d’opérations flottantes est élevé avec le schéma MI car la méthode résout
30 variables auxiliaires. En effet, pour l’incidence θ = 0° (kh = 0 pour le schéma SFDTD), le
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temps de simulation T pour le schéma MI est de T = 75.08 s contre T = 58.95 s pour le
schéma SFDTD (8392 itérations temporelles). L’avantage de la méthode SFDTD est que la
condition de stabilité CFL est celle du schéma de Yee (non dépendante de l’angle d’incidence)
pour chaque échantillon de kh. Dans ce cas, la zone propagative sur la figure 3.4 est balayée
horizontalement avec la CFL de Yee. Pour le schéma MI, la zone propagative sur la figure 3.4
est balayée obliquement. Cependant, la CFL devient de plus en plus restrictive au fur et à mesure
que l’angle d’incidence augmente. Par exemple, pour l’angle d’incidence θ = 60°, le temps de
simulation est de T = 563.13 s pour 62639 itérations temporelles. Dans ce cas, la restriction est
de CFL = (1− sin θ) ≈ 0.13.
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FIGURE 3.13 – Géométrie de la structure JCFSS.
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FIGURE 3.14 – Coefficient de réflexion pour la structure JCFSS.
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3.5.2 Structure photonique en argent

Nous reprenons exactement la structure dispersive traitée dans [2] et qui est représentée sur
la figure 3.15. La cellule unitaire contient un gap d’air qui est entouré par un matériau dispersif
en argent de permittivité

ε(ω) = ε0

(
εr −

ω2
p

ω2 − jων

)
, (3.111)

où εr = 8.3, ωp = 1.672 × 1016 rad/s et ν = 2 × 1013 Hz. La structure est simulée avec le
schéma MI avec l’algorithme de résolution de la section 3.4.4. De plus, les pas spatiaux sont
tous égaux ∆ = ∆x = ∆y = ∆z = 2.5 nm et le pas temporel est réglé à ∆t = 0.92 ×
∆ (1− sin θ) /c

√
3. La figure 3.16 montre le coefficient de transmission et de réflexion pour

le mode TE et l’incidence (θ, ϕ) =(30°, 50°) obtenus par le schéma MI. On remarque que les
résultats obtenus dans [2] et par Temsi-fd sont en accord avec le solveur CST Microwave Studio
[24].

y

z

x

kθ

ϕ

155 nm

155 nm

200 nm

y

x

Milieu dispersif

Air

FIGURE 3.15 – Plan (yOx) de la structure photonique. Son épaisseur est de 105 nm.

3.5.3 Absorbant en PMI et PET

Comme le montre la figure 3.17, l’absorbant étudié [25] est composé de trois substrats en
PMI tous séparés par un film en PET d’épaisseur tp = 0.175 mm. En outre, les films en PET
sont tous recouverts d’un film résistif. Les paramètres des couches sont décrits dans le titre de la
figure 3.17. Notez aussi la présence d’une plaque métallique pour empêcher de la transmission
des ondes EM. La définition du taux d’absorption devient alors

A = 1− |R|2 − |T |2 = 1− |R|2, (3.112)
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FIGURE 3.16 – Coefficient de transmission et de réflexion obtenus par le schéma MI pour
le mode TE et l’incidence (θ, ϕ) =(30°, 50°). (a) Résultat de la publication originale [2]. (b)
Résultat obtenu par Temsi-fd .

étant donné que le coefficient de transmission T = 0. Cet assemblage est validé dans [25]
par un modèle de circuit équivalent, par simulation FDTD avec CST Microwave Studio [24] et
expérimentalement pour les incidences 0−45°. Il s’agit de retrouver des résultats similaires avec
le schéma hybride SFDTD/TD-VFz. D’abord, les permittivités complexes constantes du PMI et
du PET sont approchées sur la bande de fréquence 3-40 GHz par les modèles de Debye à un pôle
décrits dans les sections 3.4.1.2 et 3.4.1.3 respectivement. La structure est simulée par le schéma
hybride SFDTD/TD-VFz sur 2 ns, avec M = 20 pôles et 10 itérations pour la convergence VF
des pôles. Les réponses angulaires sont ensuite obtenues par la méthodologie de la section 3.3.6
pour N = 100 échantillons du nombre d’onde horizontal kh avec θmax = 60° et ϕ = 90°.
Les pas spatiaux FDTD sont ∆x = ∆y = 0.25 mm et ∆z = 0.125 mm sauf pour mailler les
trois films résistifs et les trois couches en PET : un film résistif est représenté par une cellule
FDTD tandis qu’une couche en PET est représentée par 2 cellules FDTD, soit ∆PET,film

z =

0.0875 mm. Les paramètres des films résistifs sont Rs1 = 800Ω/2, Rs2 = 450Ω/2 and Rs3 =

250Ω/2 ce qui correspond à une conductivité σi = (Rsi∆
film
z )−1. La figure 3.18 montre un

taux d’absorption supérieur à 90 % en incidence normale sur la bande de fréquence 4.5-37 GHz
approximativement. Aux basses fréquences, plus l’angle d’incidence augmente et plus le taux
d’absorption devient bas mais il reste néanmoins supérieur à 80 % pour les polarisations TE et
TM sur la bande de fréquences 8-38 GHz.

3.5.4 Absorbant en FR4 avec films en ITO

L’absorbant étudié [26] est composé d’un substrat FR4 qui est recouvert de fines couches
d’oxyde d’indium et d’étain (ITO). La géométrie de la cellule unitaire est représentée sur la
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FIGURE 3.17 – Géométrie de l’absorbant en PMI et PET [25]. Les paramètres sont : t1 = 2
mm, t2 = 4 mm, t3 = 3 mm, tp = 0.175 mm, P = a1 = a3 = 14 mm, a2 = 12.5 mm.
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FIGURE 3.18 – Taux d’absorption obtenu avec le schéma hybride SFDTD+TD-VFz. (a) Mode
TM (b) mode TE.

figure 3.19. Le motif est une métasurface de Huygens qui repose sur une dalle à trois couches
avec une plaque métallique (PEC) pour empêcher la transmission des ondes EM. En outre,
les dimensions et les conductivités des films en ITO sont optimisées pour favoriser un taux
d’absorption élevé. La permittivité complexe constante du FR4 est approchée sur la bande de
fréquence 0.5-20 GHz par le modèle de Debye à un pôle décrit dans la section 3.4.1.2. La
structure est simulée par le schéma hybride SFDTD/TD-VFz sur 2 ns, avec M = 20 pôles et
10 itérations pour la convergence VF des pôles. Les réponses angulaires sont déduites par la
méthodologie de la section 3.3.6 pour N = 100 échantillons du nombre d’onde horizontal kh
constant avec θmax = 60° et ϕ = 90°. Les pas spatiaux FDTD sont tous égaux ∆ = 0.25 mm.
Notez que pour simuler les films conducteurs en ITO d’épaisseur d = 50 nm, une conductivité
équivalente est appliquée sur une cellule FDTD, c’est-à-dire σcelli = σid/∆. La figure 3.20 (a)
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FIGURE 3.19 – Géométrie de l’absorbant en FR4 avec films en ITO [26]. Les paramètres sont :
h1 = 21 mm, g = h2 = 2.5 mm, w = 20 mm, h3 = 3 mm, l1 = 8 mm, l2 = 35 mm, l3 = 39
mm, σ2 = 6.7× 104 S/m, σ1 = σ3 = σ4 = 2.0× 105 S/m.

montre que cet absorbant peut atteindre un taux d’absorption plus grand que 90 % sur la large
bande de fréquence 1-18 GHz pour le mode TM et pour une large gamme d’angles d’incidence.
Cependant pour le mode TE figure 3.20 (b), le taux d’absorption est légèrement détérioré à
hautes incidences mais reste néanmoins supérieur à environ 75 % sur la bande de fréquence
1-18 GHz.
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FIGURE 3.20 – Taux d’absorption obtenu avec le schéma hybride SFDTD+TD-VFz. (a) Mode
TM (b) mode TE.

Modèle large bande de matériaux composites Page 136



Chapitre 3 : Simulation FDTD de structure périodique en 3D

3.6 Conclusion

Deux schémas ont été présentés dans ce chapitre. Le premier est le schéma MI qui est basé
sur la transformation des champs. Il est polyvalent car il permet de traiter tout type de matériaux
sans avoir besoin de modification majeure dans l’écriture du schéma. Cependant, son plus gros
défaut est sa condition CFL qui devient de plus en plus restrictive au fur et à mesure que l’angle
d’incidence augmente. D’autre part, le schéma est instable pour une conductivité électrique
forte. C’est pour cela que les métamatériaux étudiés dans la partie 3.5.3 et 3.5.4 n’ont pas pu
être simulés avec cette méthode. En outre, la version 3D du schéma SF proposée dans [8] semble
être stable pour ce type de problème.
Le schéma hybride SFDTD/TD-VFz est privilégié pour diverses raisons. La première est sa
condition CFL qui reste celle du schéma de Yee quel que soit le nombre d’onde horizontal
choisi. Le temps de simulation du schéma SFDTD est donc le même pour chaque échantillon
de kh et reste plus petit que celui du schéma MI pour un angle d’incidence θ quelconque.
Par ailleurs les algorithmes standards de la littérature s’adaptent facilement à la SFDTD.
Cependant, compte tenu de la formulation des PBC, il faut considérer un code calculant des
champs complexes plutôt que réels. Son principal défaut est le calcul obligatoire de la zone
évanescente ce qui implique la présence de modes horizontaux de résonance qui perturbe
la réponse fréquentielle. Pour cela, la méthode SFDTD a été combinée avec la technique
d’extrapolation TD-VFz. Cela a permis de reproduire fidèlement le modes de résonance et ainsi
obtenir une réponse spectrale précise. En outre, un réglage optimum des CPML a été donné
pour améliorer la précision proche de la fréquence de coupure, c’est à dire pour les grands
angles d’incidence θ. Ce schéma original combiné nous a permis de simuler des absorbants
complexes de la littérature constitués de couches à permittivité complexe constante approchée
par un modèle de Debye à un pôle.
La solution proposée est complète dans le sens où elle couvre les aspects excitation, conditions
aux limites, traitement du signal efficace pour une reconstruction sur une large gamme d’angles
d’incidence, et cela sans réduction de la CFL. Le tableau 3.2 dresse un récapitulatif des
méthodes SFDTD et MI FDTD.

MI SFDTD
Date 2014 2006
Auteur Liang Aminian
CFL Réduite (angle) Yee
Nbre composante Élevé (30) 6
Implémentation Plutôt aisée Aisée
Résolution Saute-mouton Saute-mouton
Post-traitement Simple TD-VFz

TABLEAU 3.2 – Comparaison des schémas MI et SFDTD.

Modèle large bande de matériaux composites Page 137



Chapitre 3 : Simulation FDTD de structure périodique en 3D

Bibliographie

[1] Time ElectroMagnetic Simulator-Finite Difference Software, TEMSI-FD, CNRS, Univ.

Limoges, Limoges, France, 2006.

[2] B. Liang, M. Bai, H. Ma, N. Ou, and J. Miao, “Wideband analysis of periodic structures
at oblique incidence by material independent FDTD algorithm,” IEEE transactions on

antennas and propagation, vol. 62, no. 1, pp. 354–360, 2013.

[3] J. Wang, B. Zhou, B. Chen, C. Gao, and L. Shi, “3d weakly conditionally stable
FDTD method for analyzing periodic structures,” IEEE transactions on antennas and

propagation, vol. 61, no. 7, pp. 3917–3921, 2013.

[4] J. Wang, J. Wang, B. Zhou, Q. Wu, B. Chen, L. Shi, and C. Gao, “Efficiency-improved
3-D WCS-FDTD algorithm for periodic structures at oblique incidence,” IEEE Antennas

and Wireless Propagation Letters, vol. 14, pp. 962–965, 2015.

[5] F. Yang, J. Chen, R. Qiang, and A. Elsherbeni, “A simple and efficient FDTD/PBC
algorithm for scattering analysis of periodic structures,” Radio Science, vol. 42, no. 04,
pp. 1–9, 2007.

[6] A. Aminian and Y. Rahmat-Samii, “Spectral FDTD : A novel technique for the analysis of
oblique incident plane wave on periodic structures,” IEEE Transactions on Antennas and

Propagation, vol. 54, no. 6, pp. 1818–1825, 2006.

[7] C.-U. Lei and N. Wong, “Efficient linear macromodeling via discrete-time time-domain
vector fitting,” in 21st International Conference on VLSI Design (VLSID 2008). IEEE,
2008, pp. 469–474.

[8] A. Taflove and S. C. Hagness, Computational electrodynamics : the finite-difference time-

domain method, 3rd ed. Artech house, 2005.

[9] Y.-J. Zhou, X. Zhou, T.-J. Cui, R. Qiang, and J. Chen, “Efficient simulations of periodic
structures with oblique incidence using direct spectral FDTD method,” Progress In

Electromagnetics Research, vol. 17, pp. 101–111, 2011.

[10] Y. Zhang, N. Feng, L. Wang, Z. Guan, and Q. H. Liu, “An fdtd method for fully anisotropic
periodic structures impinged by obliquely incident plane waves,” IEEE Transactions on

Antennas and Propagation, vol. 68, no. 1, pp. 366–376, 2019.

[11] T. K. Sarkar and O. Pereira, “Using the matrix pencil method to estimate the parameters
of a sum of complex exponentials,” IEEE Antennas and Propagation Magazine, vol. 37,
no. 1, pp. 48–55, 1995.
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Chapitre 4 :

Modèle SIBC pour la simulation FDTD
d’une cible recouverte de métamatériaux
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4.2 Calcul SFDTD et décomposition VF des impédances . . . . . . . . . . . . 146
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Nous proposons dans ce chapitre une méthodologie d’analyse théorique permettant de
construire un modèle de type impédance de surface (SIBC) d’un métamatériau afin de
l’introduire sur la surface d’une cible modélisée par un code FDTD tridimensionnel. D’une
part, cela permet d’éviter de mailler une géométrie complexe entourant la cible. D’autre part,
le pas spatial peut être relâché. En effet, il est censé être assez petit pour capturer les variations
des champs à l’intérieur de la fine couche de métamatériaux. Ceci étant, comme cette dernière
est remplacée par un modèle SIBC, le pas spatial peut être plus grand car il n’est plus régi par la
faible épaisseur de la couche [1]. Par conséquent, la condition CFL est relâchée et les temps de
calcul sont moindres puisque le nombre de mailles du volume de calcul est considérablement
réduit.
La section 4.1 donne la formulation de la condition aux limites (CL) de Leontovich [2] pour
modéliser une couche de métamatériau recouvrant certaines parties de la cible. Le modèle
SIBC est construit à partir des impédances de surface du matériau calculées par le solveur
hybride SFDTD/TD-VFz du chapitre 3. Comme dans [3], la CL dépend de la polarisation et de
l’orientation de l’onde plane incidente venant illuminer la cible.
Dans la section 4.2, nous expliquons le calcul des impédances pour tous les angles d’incidence
et pour les polarisations TE et TM. Deux exemples de structures périodiques sont proposés.
La première structure consiste en une couche diélectrique homogène avec une conductivité
électrique dont les résultats peuvent être comparés avec une solution analytique. Le second
motif élémentaire, plus complexe et simulé par le schéma combiné SFDTD/TD-VFz, est une
croix de Jérusalem disposée entre deux volumes de matériaux anisotropes sur la diagonale et
conducteurs. Les impédances de surface sont ensuite décomposées en une somme de filtres du
premier et du second ordre par l’algorithme d’extrapolation du signal vector fitting [4] afin de
faciliter les traitements dans le domaine temporel.
La section 4.3 introduit la CL de Leontovich dans le schéma de Yee, pour des parois SIBC
dans le plan cartésien. Les composantes tangentielles du champ EM sont calculées au centre
des facettes des cellules contenant la paroi SIBC [5] [6].
Le calcul de la SER à partir du champ lointain par la transformation champ proche-champ
lointain (Near to Far Field : NTFF) est brièvement expliqué section 4.4. Cette dernière est
réalisée au niveau d’une deuxième surface de Huygens située dans la zone de champ diffracté,
extérieure à la première qui a pour vocation l’excitation par TF/SF.
Des résultats numériques seront ensuite présentés dans la section 4.5. La stratégie de validation
du modèle SIBC consiste à le comparer au modèle standard de référence (schéma de Yee) où les
deux motifs présentés dans la section 4.2 sont maillés. D’abord, un coefficient de réflexion est
calculé section 4.5.1 pour une couche infinie recouverte de motifs. Ensuite, la SER d’un cube
parfaitement conducteur recouvert de motifs sur certaines de ses faces est calculée section 4.5.2.
Le chapitre s’achève section 4.6 par le traitement d’un matériau placé dans une zone d’ombre.
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4.1 Modèle SIBC

La figure 4.1 (a) montre une cible rectangulaire représentée par 4 × 4 cellules FDTD.
Cette dernière est recouverte par un métamatériau de deux couches faisant chacune une cellule
d’épaisseur. Dans ce cas, les champs EM sont naturellement calculés par le schéma standard
de Yee. L’objectif est de remplacer le matériau par une condition aux limites (CL) de type
impédance de surface (condition SIBC) comme on peut le voir sur la figure 4.1 (b). La CL doit
donc cohabiter avec le schéma en volume de Yee à proximité de l’interface air/matériau.
Les intérêts d’une telle condition sont multiples. La géométrie complexe recouvrant certaines
parties de la cible n’est plus maillée puisque cette dernière est remplacée par la CL. Le pas
spatial est ainsi caractérisé par la longueur d’onde du vide λ0 et est donc relâché car il n’est
plus régi par la faible épaisseur de la couche de métamatériau [1]. En effet, pour bien capturer
les variations de champ dans une fine couche de matériau diélectrique εr par exemple, le pas
spatial devrait vérifier le critère [7]

∆ ≤ λmin
10

, λmin = λ0min

1√
εr
, λ0min =

c0

fmax
. (4.1)

Comme le matériau diélectrique est remplacé par la CL et que l’onde se propage plus
rapidement dans l’air (εr = 1) que dans le matériau (εr > 1), le pas spatial est bien relâché,
diminuant aussi par conséquent la condition de stabilité CFL. La figure 4.1 (a) montre l’exemple
d’un facteur de relâchement de maillage R = 4 où la cible n’est plus que représentée par 4
cellules FDTD. Le volume de calcul est donc réduit de R3 (une puissance par direction en 3D)
et la durée de temps de calcul par R4 (une puissance par direction et une autre pour la réduction
CFL).
En outre, nous supposons que le métamatériau est sensible à l’angle d’incidence du vecteur
k de l’onde plane et de sa polarisation TE ou TM. Par conséquent, la CL est dépendante de
ces paramètres. Le modèle d’impédance de surface est défini selon le repère local (u, v, n) de
la figure 4.1 (b) pour chaque facette de cellule FDTD qui est un métamatériau. Ici, n est le
vecteur unitaire sortant normal à l’interface entre l’air et le métamatériau et (u, v) désignent
deux vecteurs tangentiels orthogonaux. L’objectif est de connaitre l’angle d’incidence et la
polarisation de l’onde plane relativement au repère local où est défini la CL. L’angle local θn
est défini comme l’angle que fait le vecteur unitaire n avec le vecteur unitaire r qui suit l’axe
d’incidence

rx,y,z = sin θ cosϕ ~x+ sin θ sinϕ ~y + cos θ~z, (4.2)

où (θ, ϕ) sont les angles des coordonnées sphériques du vecteur r (ou k) dans le repère global
cartésien (x, y, z). L’angle d’azimuth local ϕu,v se définit quant-à-lui comme l’angle que fait le
vecteur unitaire u avec le vecteur ρ qui est le projeté de r dans le repère (u, v). Le vecteur r
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Cible

Métamatériau

remplacé par une CL
Paroi SIBC

(a)
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v

n
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k
θn

ρ

ϕ
ϕu,v

(b)

FIGURE 4.1 – (a) Le métamatériau de deux couches recouvrant la cible est remplacé par une
condition aux limites de type SIBC. (b) Vue de dessus. Repère local de la paroi SIBC qui est
une facette de cellule plan uOv.

dans le nouveau plan local s’écrit alors

ru = sin θn sinϕu,v, (4.3a)

rv = sin θn cosϕu,v, (4.3b)

rn = cos θn. (4.3c)

Les angles locaux du repère local se calculent en effectuant d’abord la projection du vecteur
r = (rx = sin θ cosϕ, ry = cos θ sinϕ, rz = cos θ) dans le nouveau repère local (u, v, n)

ru,v,n = ru ~u+ rv ~v + rn ~n, ru =< r, u >, rv =< r, v >, rn =< r, n > . (4.4)

Ensuite d’après (4.3), on en déduit que

θn = arccos rn, (4.5a)

ϕu,v = arctan
rv
ru
. (4.5b)

Les composantes tangentielles du champ électrique dans le repère direct cylindrique (ρ, ϕ, z) se
déduisent ensuite des composantes tangentielles du champ magnétique par la CL de Leontovich
[2] [

Eρ

Eϕ

]
=

[
0 −Zρ(ω, θn, ϕu,v)

Zϕ(ω, θn, ϕu,v) 0

][
Hρ

Hϕ

]
. (4.6)

Le modèle SIBC tient bien compte de l’orientation de l’onde plane venant illuminer la paroi
puisque les impédances de surface Zρ et Zϕ dans (4.6) sont fonctions des angles locaux. En
outre, la CL suppose la connaissance de ces données en impédance. Ainsi, Zρ (resp. Zϕ) dans
(4.6) a été préalablement déterminée par le solveur SFDTD/TD-VFz du chapitre 3 pour tous
les angles d’incidence et pour une polarisation TM (resp. TE) de l’onde plane incidente. Cela a
permis de concevoir en amont une base de données complète nécessaire à l’implémentation de
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la CL.
Le calcul de Zρ,ϕ par la SFDTD/TD-VFz est détaillé dans la section 4.2 pour deux exemples
de structure périodique. Aussi, le passage de (4.6) dans le domaine temporel pour le calcul du
champ E nécessite le traitement du produit de convolution de Z par H . Ainsi, les impédances
de surface sont décomposées en somme de filtre d’ordre 1 et 2 par VF dans la section 4.2 pour
faciliter les traitements FDTD. L’introduction au niveau discret de la CL dans le schéma de Yee
est finalement détaillée dans la section 4.3.
Une autre remarque concerne le fait qu’il existe potentiellement une infinité de vecteurs tangents
au matériau. Ce dernier peut être tourné selon l’orientation du métamatériau sur la cible. Par
convention, u est le vecteur unitaire tangentiel correspondant à la direction ϕ = 0° lors de la
résolution par la méthode SFDTD d’un motif périodique du métamatériau. Par défaut dans ce
chapitre, le repère local est réglé pour des parois cartésiennes selon la convention (u, v, n) =

(x, y, z) pour une paroi plan xOy, (u, v, n) = (y, z, x) pour une paroi plan yOz et (u, v, n) =

(z, x, y) pour une paroi plan xOz.

4.2 Calcul SFDTD et décomposition VF des impédances

Nous étudions ici les deux motifs arbitraires et non-absorbant de la figure 4.2. Comme
l’idée générale de la méthodologie consiste à recouvrir une cible fortement conductrice de
métamatériaux, les deux motifs reposent sur une plaque PEC afin d’empêcher la transmission
des ondes EM.
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ϕ
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Plan d’excitation

3 mm
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(a)
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FIGURE 4.2 – Géométrie des motifs élémentaires. (a) Motif A, plan yOz (b) Motif B. Plan xOy
à gauche et plan yOz à droite.

Motif A : La structure est simplement une couche diélectrique homogène εr = 4 avec une
conductivité électrique σ = 0.6 S/m. L’impédance de surface du motif A a été calculée
analytiquement [8] pour les modes TE et TM sur la bande de fréquence 0-20 GHz pour
tous les angles θ, puis décomposée en 6 filtres par VF [4]. Notons que le motif A est
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invariant en azimuth.

Motif B : Le motif élémentaire est plus élaboré et consiste en une croix de Jérusalem
PEC entourée de part et d’autre par une couche diélectrique de paramètres εr =

diag(20.2, 10.1, 10.5) et σ = diag(5, 3, 1) S/m. L’impédance de surface a été calculée
numériquement par la méthode hybride SFDFD/TD-VFz pour les modes TE et TM, sur
la bande de fréquence 0-15 GHz et pour tous les angles d’incidence (θ, ϕ). Pour une
illumination en mode TE, nous avons donc étudié le rapport

Zϕ = −Eϕ
Hρ

, (4.7)

et pour une illumination en mode TM, le rapport

Zρ =
Eρ
Hϕ

. (4.8)

Le solveur Temsi-fd donne en sortie les composantes cartésiennes du champ interpolées
au milieu d’une cellule de Yee. Ainsi les rapports (4.7) et (4.8) sont évalués dans l’air à
une demi-cellule de l’interface air/matériau ce qui reste une distance très petite devant
la longueur d’onde et qui n’a donc pas d’impact notable sur l’impédance. Si k = k0 est
l’indice suivant z de la paroi, le champ électrique interpolé au milieu de la cellule de Yee
à une demi-cellule de la paroi (voir figure 4.3 (a)) s’écrit

Ex
i+1

2 ,j+
1
2 ,k0−

1
2

=
1

4

(
Ex

i+1
2 ,j,k0

+ Ex
i+1

2 ,j+1,k0
+ Ex

i+1
2 ,j,k0−1

+ Ex
i+1

2 ,j+1,k0−1

)
,(4.9a)

Ey
i+1

2 ,j+
1
2 ,k0−

1
2

=
1

4

(
Ey

i,j+1
2 ,k0

+ Ey
i+1,j+1

2 ,k0
+ Ey

i,j+1
2 ,k0−1

+ Ey
i+1,j+1

2 ,k0−1

)
.(4.9b)

Pour le champ magnétique H , l’interpolation donne (voir figure 4.3 (b))

Hx
i+1

2 ,j+
1
2 ,k0−

1
2

=
1

2

(
Hx

i,j+1
2 ,k0−

1
2

+Hx
i+1,j+1

2 ,k0−
1
2

)
, (4.10a)

Hy
i+1

2 ,j+
1
2 ,k0−

1
2

=
1

2

(
Hy

i+1
2 ,j,k0−

1
2

+Hy
i+1

2 ,j+1,k0−
1
2

)
. (4.10b)

Pour Φ = E ou H , rappelons que les composantes du repère cylindrique (Φϕ,Φρ) dans
(4.7) et (4.8) se déduisent des composantes cartésiennes suivant la transformation (voir la
figure 3.2 (c)) [

Φρ

Φϕ

]
=

[
cosϕ sinϕ

− sinϕ cosϕ

][
Φ̃x

Φ̃y

]
. (4.11)

Les composantes cartésiennes dans (4.11) sont prises comme une moyenne du champ sur
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FIGURE 4.3 – Interpolation des composantes cartésiennes du champ au milieu de la cellule de
Yee à une demi-cellule de l’interface air|matériau. (a) Champ E. (b) Champ H .

toute la section plan xOy du motif élémentaire

Φ̃x,y =
∑
i,j

Φx,y
i+1

2 ,j+
1
2 ,k0−

1
2

exp
[
−j(kxxi+ 1

2
+ kyyj+ 1

2
)
]
. (4.12)

Ensuite, les impédances Zϕ(ω, θ, ϕ) et Zρ(ω, θ, ϕ) sont décomposées en 6 filtres à l’aide
de la technique VF. Parmi ces filtres, certains sont réels, d’autres sont des paires de
complexes conjugués et leur répartition diffère selon l’angle d’incidence et la polarisation
de l’onde plane incidente.

La décomposition VF des impédances des motifs A et B s’effectue par la fonction traitant le
vecteur fitting “vectfit3” développée sous Matlab [4][9] [10]

Zϕ,ρ(ω, θ, ϕ) = rϕ,ρ0 +

Nϕ,ρ
r∑
n=1

kϕ,ρn
jω − ωϕ,ρn

+

Nϕ,ρ
c∑
n=1

[
aϕ,ρn + jbϕ,ρn

jω − (cϕ,ρn + jdϕ,ρn )
+

aϕ,ρn − jbϕ,ρn
jω − (cϕ,ρn − jdϕ,ρn )

]
,

(4.13)
oùNϕ

r (resp.Nρ
r ) est le nombre de filtres d’ordre 1 etNϕ

c (resp.Nρ
c ) le nombre de filtres d’ordre

2 de la décomposition de Zϕ (resp. Zρ) à l’incidence fixée (θ, ϕ). Les figures 4.4 et 4.5 illustrent
quelques impédances de surface décomposées par VF pour les modes TE et TM. Pour le motif
A, on remarque un décalage en fréquence au fur et à mesure que l’angle d’incidence augmente
et ce pour les deux modes et on remarque aussi une diminution de l’amplitude pour le mode
TM. L’impédance du motif B est peu sensible à l’angle d’incidence. En outre, la polarisation de
l’onde plane à une forte influence sur la réponse spectrale.
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FIGURE 4.4 – Impédance de surface analytique du motif A pour plusieurs angles d’incidence.
(a) Mode TE. (b) Mode TM.
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FIGURE 4.5 – Impédance de surface du motif B obtenue par le schéma hybride SFDTD/TD-
VFz pour plusieurs angles d’incidence. (a) Mode TE. (b) Mode TM.

4.3 Implémentation du modèle SIBC pour des parois situées
dans un plan cartésien

On présente dans cette partie l’introduction de la CL de Leontovich au niveau discret dans
le schéma en volume de Yee, pour des parois SIBC dans le plan cartésien. Ce modèle privilégie
le calcul des composantes EM tangentielles au milieu des facettes des cellules de Yee [5] [6]
pour gérer plus facilement les marches d’escalier.
Le champ magnétique tangent calculé à une demi-maille de la paroi SIBC est celui appliqué sur
la paroi. Cette approximation est justifiée par le fait que le champ tangentiel H varie très peu
aux abords de la paroi. Ci-dessous sont explicitées les 5 étapes de l’algorithme FDTD traduisant
au niveau discret la condition aux limites SIBC formulée dans la section 4.1. On note E, H les
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champs calculés classiquement par le schéma de Yee et Ẽ, H̃ les champs tangents situés au
milieu d’une facette de cellule de Yee qui est une paroi SIBC.

Etape 1 : Calcul de E par la méthode FDTD et annulation de E sur les arêtes de paroi SIBC.

Etape 2 : Calcul de Ẽ au milieu des parois SIBC à l’aide de H̃ qui est calculé à partir de H .

Etape 3 : Calcul de H par la méthode FDTD avec E nul sur les arêtes de paroi SIBC.

Etape 4 : Mise à jour de H sur les faces dont une arête est sur la paroi SIBC à l’aide de la
valeur Ẽ.

Les étapes 1 et 2 pour la mise à jour des composantes électriques sont décrites dans la section
4.3.1. Les étapes 3 et 4 pour la résolution des composantes magnétiques sont décrites dans la
section 4.3.2.

4.3.1 Mise à jour des composantes électriques

La mise à jour du champ électrique sur les parois SIBC se fait indépendamment du schéma
FDTD standard de mise à jour des champs en volume. En outre, la relation de Leontovich
s’établit ici pour des composantes tangentielles du champ EM calculées au milieu des facettes
de parois comme le montre les figures 4.6 et 4.7. Cela permet de lever l’ambiguı̈té d’une normale
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FIGURE 4.6 – Approximation de H tangent à la paroi par une interpolation de H au milieu de
la cellule de Yee.

extérieure à la surface SIBC pour une composante du champ électrique qui serait placée dans
un coin de deux facettes constituées de métamatériau. A noter aussi qu’il y a deux composantes
tangentielles du champ électrique ou magnétique de même direction associées à une facette
de paroi SIBC puisque les traitements des deux côtés de la paroi ne sont pas identiques.
Établissons le modèle pour une paroi dans le plan xOy côté supérieur, c’est-à-dire avec une
normale extérieure à la paroi n = +z. Après avoir établi les angles locaux (θn, ϕu,v) du repère
local direct cartésien (u, v, n) = (x, y, z) par l’étude menée dans la section 4.1, les composantes
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tangentielles du champ électrique dans le repère direct cylindrique (ρ, ϕ, n = +z) se déduisent
par la relation de Leontovich[

Ẽρ

Ẽϕ

]
=

[
0 −Zρ(ω, θn, ϕu,v)

Zϕ(ω, θn, ϕu,v) 0

][
H̃ρ

H̃ϕ

]
. (4.14)

Ceci étant, l’algorithme FDTD de résolution des champs EM porte sur des degrés de liberté
(DDL) dans le repère cartésien et non cylindrique. Soit alorsM(ϕu,v) la matrice de passage des
coordonnées cylindriques (ϕ, ρ) aux coordonnées cartésiennes (x, y)

M(ϕu,v) =

[
cosϕu,v sinϕu,v

− sinϕu,v cosϕu,v

]
, M−1(ϕu,v) =

[
cosϕu,v − sinϕu,v

sinϕu,v cosϕu,v

]
, (4.15)

alors (4.14) devient[
Ẽx

Ẽy

]
=M−1(ϕu,v)

[
0 −Zρ(ω, θn, ϕu,v)

Zϕ(ω, θn, ϕu,v) 0

]
M(ϕu,v)

[
H̃x

H̃y

]
. (4.16)

L’expression des composantes tangentielles du champ électrique dans le repère cartésien
découle en développant la partie droite de la relation (4.16)

Ẽx = ZϕH̃
TE
1 + ZρH̃

TM
1 , (4.17a)

Ẽy = ZϕH̃
TE
2 + ZρH̃

TM
2 , (4.17b)

où les contributions magnétiques TE et TM s’écrivent

H̃TE
1 = − cosϕu,v sinϕu,vH̃x − sin2 ϕu,vH̃y, (4.18a)

H̃TE
2 = cos2 ϕu,vH̃x + cosϕu,v sinϕu,vH̃y, (4.18b)

H̃TM
1 = cosϕu,v sinϕu,vH̃x − cos2 ϕu,vH̃y, (4.18c)

H̃TM
2 = sin2 ϕu,vH̃x − cosϕu,v sinϕu,vH̃y. (4.18d)

Les composantes tangentielles du champ magnétique H̃x et H̃y sont approchées par leurs valeurs
interpolées à une demi-cellule de la paroi SIBC dans (4.18). En vertu de la figure 4.6, elles sont
données par le schéma de Yee par le champ magnétique H aux faces orthogonales à la paroi

H̃x
i+1

2 ,j+
1
2 ,k
≈ 1

2

(
Hx

i,j+1
2 ,k+

1
2

+Hx
i+1,j+1

2 ,k+
1
2

)
, (4.19a)

H̃y
i+1

2 ,j+
1
2 ,k
≈ 1

2

(
Hy

i+1
2 ,j,k+

1
2

+Hy
i+1

2 ,j+1,k+1
2

)
. (4.19b)
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En outre, le passage de la relation (4.17) dans le domaine temporel nécessite le traitement de
produits de convolution de Z parH . Ces derniers sont traités efficacement par la décomposition
en éléments simples des impédances (4.13). Pour le calcul de Ex (4.17a) par exemple, deux
variables auxiliaires V o=1

n,ϕ et V o=1
n,ρ sont introduites pour chaque filtre d’ordre o = 1 et deux

variables auxiliaires V o=2
n,ϕ et V o=2

n,ρ pour chaque filtre d’ordre o = 2. Chaque variable d’ordre
1 donne une inconnue du problème discret tandis que chaque variable d’ordre 2 donne deux
inconnues du problème discret (voir section 4.3.3). Ces dernières sont définies par

V o=1
n,ϕ =

kϕn
jω − ωϕn

H̃TE
1 , (4.20a)

V o=1
n,ρ =

kρn
jω − ωρn

H̃TM
1 , (4.20b)

V o=2
n,ϕ =

[
aϕn + jbϕn

jω − (cϕn + jdϕn)
+

aϕn − jbϕn
jω − (cϕn − jdϕn)

]
H̃TE

1 , (4.20c)

V o=2
n,ρ =

[
aρn + jbρn

jω − (cρn + jdρn)
+

aρn − jbρn
jω − (cρn − jdρn)

]
H̃TM

1 , (4.20d)

de sorte que

Ẽx = rϕ0 H̃
TE
1 + rρ0H̃

TM
1 +

Nϕ
r∑

n=1

V o=1
n,ϕ +

Nρ
r∑

n=1

V o=1
n,ρ +

Nϕ
c∑

n=1

V o=2
n,ϕ +

Nρ
c∑

n=1

V o=2
n,ρ . (4.21)

La composante tangentielle Ẽn
x et les variables auxiliaires sont calculées aux mêmes instants

tn. En revanche, ce n’est pas le cas des variables de contributions magnétiques H̃TE
1 et H̃TM

1

portées respectivement par rϕ0 et rρ0 . En effet, le schéma saute-mouton de Yee suggère un demi-
pas de temps de décalage pour le calcul des composantes magnétiques, autrement dit seules
les composantes H

n− 1
2

x et H
n− 1

2
y sont stockées dans la mémoire de l’ordinateur. Il existe des

solutions à ce problème mais elles n’auront pas d’impact sur les réponses car l’erreur est
mineure [11]. Par conséquent, on utilise simplement l’approximation temporelle

H̃n
1 ≈ H̃

n− 1
2

1 . (4.22)

Pour la résolution des variables auxiliaires V dans (4.21), le lecteur est invité à consulter la
section dédiée 4.3.3.

4.3.2 Mise à jour des composantes magnétiques

Les composantes du champ magnétique sont mises à jour par le schéma FDTD standard
dans le domaine tout entier. Notons que les composantes magnétiques normales à une facette
SIBC et calculées par le schéma standard FDTD restent nulles étant donné que l’on a annulé les
composantes tangentielles du champ électrique placées sur les arêtes des parois SIBC.
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Hy
i` 1

2
,j,k` 1
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Etan
x
i` 1
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,j´ 1

2
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Etan
x
i` 1
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,j` 1
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,k

Etan
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i` 1

2
,j` 1

2
,k

pi, j, kq
Etan

x
i` 1

2
,j,k

FIGURE 4.7 – Interpolation de Ex tangent pour la mise à jour de Hy. La composante Etan
x

placée au centre de la facette a une contribution de 0.5 pour les deux composantes Hy situées
sur les faces orthogonales à la paroi dans la cellule de Yee.

La mise à jour par le schéma FDTD standard de la composante magnétique Hy proche de la
paroi SIBC plan xOy inf (voir figure 4.7) s’écrit

H
n+ 1

2
y
i+1

2 ,j,k+
1
2

= H
n− 1

2
y
i+1

2 ,j,k+
1
2

+ Chy

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

(
En
z
i+1,j,k+1

2

− En
z
i,j,k+1

2

∆x

−
En
x
i+1

2 ,j,k+1
− En

x
i+1

2 ,j,k

∆z

)
,

(4.23)
sachant que la composante tangentielle du champ électrique située sur la paroi SIBC a été
annulée, c’est-à-dire En

x
i+1

2 ,j,k
= 0. En outre, sa contribution vient après la mise à jour FDTD

standard comme une correction du schéma de Yee

H
n+ 1

2
y
i+1

2 ,j,k+
1
2

= H
n+ 1

2
y
i+1

2 ,j,k+
1
2

− Chy

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

Ẽn
x
i+1

2 ,j,k

∆z

, (4.24)

avec cette fois-ci la composante tangentielle Ẽn
x
i+1

2 ,j,k
non nulle et calculée comme la moyenne

des composantes électriques tangentielles situées au milieu des facettes de paroi de part et
d’autre (voir la figure 4.7 (a))

Ẽn
x
i+1

2 ,j,k
≈ 1

2

(
Ẽn
x
i+1

2 ,j+
1
2 ,k

+ Ẽn
x
i+1

2 ,j−
1
2 ,k

)
. (4.25)

Notons ici que (i+ 1
2
, j+ 1

2
, k) et (i+ 1

2
, j− 1

2
, k) sont des indices de paroi. Imaginons cette fois-ci

que la facette (i+ 1
2
, j+ 1

2
, k) est en bordure de paroi, autrement dit (i+ 1

2
, j− 1

2
, k) n’est pas un

indice de paroi. Alors la contribution de Ex
i+1

2 ,j−
1
2 ,k

dans (4.25) n’existe pas (Ex
i+1

2 ,j−
1
2 ,k

= 0).
D’un point de vue algorithmique, il est plus aisé de réaliser une mise à jour directe du
champ magnétique en balayant sur toutes les faces contenant un modèle SIBC. Dans ce cas,
la contribution du champ électrique tangentielle de chacune des faces sur les composantes
voisines du champ magnétique est directement appliquée avec une pondération simple de 0.5.
Par exemple, la contribution de Ẽn

x
i+1

2 ,j+
1
2 ,k

sur les composantes magnétiques H
n+ 1

2
y
i+1

2 ,j,k+
1
2

et
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H
n+ 1

2
y
i+1

2 ,j+1,k+1
2

s’écrit

H
n+ 1

2
y
i+1

2 ,j,k+
1
2

= H
n+ 1

2
y
i+1

2 ,j,k+
1
2
− Chy

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

Ẽn
x
i+1

2 ,j+
1
2 ,k

2∆z

, (4.26a)

H
n+ 1

2
y
i+1

2 ,j+1,k+1
2

= H
n+ 1

2
y
i+1

2 ,j+1,k+1
2
− Chy

i+ 1
2
,j+1,k+ 1

2

Ẽn
x
i+1

2 ,j+
1
2 ,k

2∆z

. (4.26b)

Ainsi, la mise à jour se fait en deux étapes pour une composante de champ magnétique avec les
contributions du champ électrique tangentiel de deux faces SIBC adjacentes.
La mise à jour de la composante magnétique Hx proche d’une paroi SIBC toujours plan xOy
suit exactement le même raisonnement.

4.3.3 Résolution des variables auxiliaires

On s’intéresse à la résolution des variables auxiliaires V o=1
n,ϕ et V o=2

n,ϕ pour le calcul des
composantes électriques tangentielles à la paroi (4.21). Par analogie, on déduira celle de V o=1

n,ρ

et V o=2
n,ρ . Elle découle de l’équivalence circuit [12] décrite ci-dessous.

4.3.3.1 Filtre d’ordre 1

Considérons le filtre d’ordre o = 1

Zo=1
n =

kn
jω − ωn

. (4.27)

La variable auxiliaire de tension électrique V ≡ V o=1
n,ϕ est fonction de l’impédance Zo=1

n et du
courant I ≡ HTE

1

V = Zo=1
n I. (4.28)

Cette dernière relation est décrite par le modèle équivalent de circuit parallèle RC de la figure
4.8. L’admittance Y o=1

n du circuit RC se calcule en sommant l’admittance de la résistance YR =

I
C

R

FIGURE 4.8 – Circuit RC pour implémenter un pôle réel.
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R−1 avec celle du condensateur YC = jωC

Y o=1
n = jωC +

1

R
. (4.29)

L’impédance Zo=1
n du circuit RC se déduit comme l’inverse de l’admittance Y o=1

n

Zo=1
n =

1

C

jω +
1

RC

. (4.30)

Par identification avec (4.27), on déduit

R = −kn
ωn
, C =

1

kn
. (4.31)

En substituant (4.30) dans (4.28) et en passant dans le domaine temporel (“jω ⇐⇒ ∂t”), il
vient que

RC∂tV + V = RHTE
1 . (4.32)

La relation (4.32) est résolue au milieu d’une facette plan xOy et avec une normale orientée
n = −z. Une discrétisation au temps (n − 1

2
)∆t conduit à la relation suivante avec un schéma

de type exponentiel [13] [14]

V n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k

= exp

[
− ∆t

RC

]
V n−1
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k

+R

(
1− exp

[
− ∆t

RC

])
I
n− 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k
. (4.33)

4.3.3.2 Filtre d’ordre 2

Considérons le filtre d’ordre o = 2

Zo=2
n =

an + jbn
jω − (cn + jdn)

+
an − jbn

jω − (cn − jdn)
. (4.34)

Après quelques manipulations algébriques, Zo=2
n peut aussi s’écrire

Zo=2
n =

−
(
cn +

bndn
an

)
+ jω

− ω2

2an
+
c2
n + d2

n

2an
− jω cn

an

. (4.35)

La variable auxiliaire de tension électrique V ≡ V o=2
n,ϕ est fonction de l’impédance Zo=2

n et du
courant électrique I ≡ HTE

1

V = Zo=2
n I. (4.36)
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Cette dernière relation est décrite par le modèle équivalent de circuit parallèle RLC de la figure
4.9. L’idée est de passer de cette équation d’ordre 2 en temps à deux équations d’ordre 1 pour

I IL

C

I ´ IL
R

RLL

FIGURE 4.9 – Circuit RLC pour implémenter une paire de pôles complexes conjugués.

la résolution de la tension électrique V . Pour cela, le courant électrique est décomposé en deux
courants IL et I − IL comme on peut le voir sur la figure 4.9. D’une part, l’impédance relatif au
courant IL, qu’on note Zo=1

L , se calcule en sommant l’impédance de la bobine ZL = jωL avec
celle de la résistance ZRL = RL

Zo=1
L = RL + jωL. (4.37)

La relation entre la tension V et le courant IL s’écrit alors

V = Zo=1
L IL = (RL + jωL) IL. (4.38)

D’autre part, l’admittance relatif au courant I − IL, qu’on note Y o=1, se calcule en sommant
l’admittance du condensateur YC = jωC avec celle de la résistance YR = R−1

Y o=1 = jωC +
1

R
. (4.39)

La relation entre la tension V et le courant I−IL dépend alors de l’impédance relatif au courant
I − IL, notée Zo=1, qui est égale à l’inverse de l’admittance Y o=1

V = Zo=1 (I − IL) =
1

Y o=1
(I − IL) =

R

1 + jωRC
(I − IL) . (4.40)

Les équations (4.38) et (4.40) dans le domaine temporel se déduisent respectivement par

RC∂tV + V = R (I − IL) , (4.41a)

L∂tIL +RLIL = V. (4.41b)

Le problème d’ordre 2 (4.36) est bien décomposé en deux problèmes d’ordre 1 en temps. La
discrétisation de (4.41a) au temps (n − 1

2
)∆t pour la résolution de la variable auxiliaire V
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conduit à la relation suivante avec un schéma de type exponentiel

V n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k

= exp

[
− ∆t

RC

]
V n−1
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k

+R

(
1− exp

[
− ∆t

RC

])(
I
n− 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k
− In−

1
2

L
i+1

2 ,j+
1
2 ,k

)
.

(4.42)
Ensuite, la discrétisation exponentielle de (4.41b) au temps n∆t pour la résolution du courant
IL donne

I
n+ 1

2
L
i+1

2 ,j+
1
2 ,k

= exp

[
−RL∆t

L

]
I
n− 1

2
L
i+1

2 ,j+
1
2 ,k

+
1

RL

(
1− exp

[
−RL∆t

L

])
V n
i+ 1

2
,j+ 1

2
,k
. (4.43)

Il reste à identifier les constantes R, RL, L et C en fonction de an, bn, cn et dn. D’après (4.37)
et (4.39), l’admittance du circuit RLC s’écrit

Y o=2
n = Y o=1 + (Zo=1

L )−1 = jωC +
1

R
+

1

jωL+RL

. (4.44)

L’impédance du circuit RLC se déduit alors

Zo=2
n =

RL

L
+ jω

R +RL

LR
+ jω

L+ CRRL

LR
− Cω2

. (4.45)

Par identification avec (4.35), on déduit

C =
1

2an
, (4.46a)

R =
2a2

n

bndn − ancn
, (4.46b)

L =
2an

d2
n

[
1 +

(
bn
an

)2
] , (4.46c)

RL = −L
(
cn +

bndn
an

)
. (4.46d)

4.3.3.3 Précaution pour le circuit RLC

L’algorithme SIBC peut être instable lorsque le circuit RLC de la figure 4.9 est court-
circuité avec un courant passant seulement dans le chemin bobine+résistance. Cela se traduit
si l’impédance ZL (4.37) est très petite. La figure 4.10 montre typiquement une impédance
qui entraı̂ne un problème de stabilité du schéma FDTD. A chaque itération de convergence
VF des pôles, nous avons regardé la valeur du module de ZL prise en ωmax = 2πfmax pour
chaque filtre d’ordre 2. L’ordonnée de la figure 4.10 montre la plus petite de ces valeurs sur 100
itérations. En outre, un court-circuit se manifeste pour un nombre abusif d’itérations pour la
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FIGURE 4.10 – Circuit RLC pour implémenter une paire de pôles complexes conjugués.

convergence des pôles de VF. Pour stabiliser les calculs FDTD, nous avons choisi 30 itérations
de sorte que l’impédance de la bobine+résistance soit la plus grande possible. De plus, le
nombre d’itération choisi pour une décomposition est au moins de 3 pour garder une bonne
précision de la décomposition VF. Notons que cette méthode est empirique et basée sur un
nombre très limité de tests. Cependant, cette démarche a permis de stabiliser les calculs FDTD
pour les tests numériques à venir. D’autre part, il s’avère que diminuer significativement la
condition CFL ne pourra (dans la majorité des cas) stabiliser un circuit RLC court-circuité.

4.3.4 Traitement sur une marche d’escalier

Considérons la mise à jour d’une composante tangentielle électrique Ex située dans une
marche d’escalier comme le montre la figure 4.11. Le calcul de Hz au milieu de la cellule

Etan
x
i` 1

2
,j,k` 1

2

Hz
i` 1

2
,j´ 1

2
,k`1

Htan
z
i` 1

2
,j´ 1

2
,k
“ 0

Htan
z
i` 1

2
,j` 1

2
,k`1

“ 0

Hz
i` 1

2
,j` 1

2
,kpi, j, kq

?
2

?
2

FIGURE 4.11 – Contribution de Hz pour la mise à jour de la composante tangentielle Ex dans
une marche d’escalier.
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passe par une interpolation de deux composantes tangentielles magnétiques Hz dont l’une est
nulle lorsqu’elle devient une composante normale à une marche. Dans ce cas, [6] propose
l’approximation

Hz
i+1

2 ,j,k+
1
2

≈ Hz
i+1

2 ,j+
1
2 ,k
. (4.47)

Cependant, pour une surface plane approchée en marches d’escalier, [5] préfère considérer que
la paroi est en fait inclinée de 45°. La composante tangentielle du champ magnétique Ht n’est
plus Hz. En outre, elle peut directement être exprimée en fonction de la composante Hz par

Ht =
Hz

cosα
, (4.48)

où α est l’angle entre le vecteur unitaire qui porte Ht et le vecteur unitaire z. En effet si ~t est le
vecteur unitaire suivant Ht, alors

~Ht = Ht
~t. (4.49)

Une projection sur l’axe z donne finalement

Hz = Ht < ~t, ~z > . (4.50)

Chaque marche d’escalier est donc détectée comme si elle était inclinée de 45° ce qui implique
la correction

Hz
i+1

2 ,j,k+
1
2

≈
√

2Hz
i+1

2 ,j+
1
2 ,k
. (4.51)

Cette dernière relation aura pour effet de “lisser” les marches d’escalier ce qui est intéressant
pour la modélisation de structures inclinées ou incurvées comme par exemple la sphère.

4.4 Calcul de la SER

La SER est évaluée à partir du champ lointain rayonnée par une cible qui est éclairée par
une onde plane. La détermination du champ lointain repose sur l’intégration de sources de
courants équivalentes électriques Js et magnétiques Ms sur une surface de Huygens entourant
la cible [15] [16]. Le champ EM interne (E,H) contenu dans la surface de Huygens est donc
remplacé par ces dernières. Ainsi, le champ devient nul dans cette zone comme indiqué sur la
figure 4.12. Ensuite, le champ lointain se déduit à partir de l’intégration des sources de courants
équivalentes par une transformée champ proche-champ lointain. Elles s’écrivent en fonction des
champs comme

Js = n×H1, (4.52a)

Ms = −n× E1, (4.52b)
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Huygens

FIGURE 4.12 – Transformée champ proche-champ lointain.

avec n la normale unitaire sortante de la surface de Huygens. Soit A et G les potentiels vecteurs
fonction des courants équivalents et définis pour une distance r assez grande (voir figure 4.12)
par

A(r, f) =
µ0e

−jkr

4πr

∫
S

Jse
jkr′ cosβ dS, (4.53a)

G(r, f) =
ε0e
−jkr

4πr

∫
S

Mse
jkr′ cosβ dS. (4.53b)

Le champ lointain dans une direction de rayonnement (θ, ϕ) se déduit des potentiels vecteurs et
s’écrit en coordonnées sphériques

Eθ = −jω
(
Aθ +

µ0

ε0
Gϕ

)
, (4.54)

Eϕ = −jω
(
Aϕ −

µ0

ε0
Gθ

)
. (4.55)

Le solveur Temsi-fd peut fournir le champ lointain normalisé par rapport au spectre de la
fonction source et réduit à sa fonction caractéristique F (f, θ, ϕ) [17] [18](

Eθ

Eϕ

)
= E(f, r, θ, ϕ) =

e−jkr

r
F (f, θ, ϕ). (4.56)
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En outre, la SER bistatique avec les deux polarisations θ et ϕ s’écrit

SER = 4πr2 |Eθ|2 + |Eϕ|2
|Ei|2

, (4.57)

où Ei est le champ électrique incident.

4.5 Résultats numériques

La stratégie de validation du modèle SIBC (le métamatériau est remplacé par la CL de
Leontovich) consiste à le comparer avec le schéma FDTD de Yee de référence (le métamatériau
est maillé autour de la cible).
La section 4.5.1 traite une plaque infinie recouverte des motifs A ou B présentés dans la section
4.2 et illuminée en incidence normale.
La section 4.5.2 traite un cube PEC recouvert de motifs sur certaines de ses faces. Le calcul
FDTD de la SER de la cible recouverte de métamatériaux se décompose suivant les étapes
énumérées ci-dessous et représentées sur la figure 4.13.

• Modélisation de la cible par le schéma en volume de Yee.

• Modélisation de la couche de métamatériaux recouvrant certaines parties de la cible
(couche maillée en volume par le schéma de Yee de référence ou remplacée par la CL
de Leontovich).

• Injection d’une onde plane et propagation à l’intérieur d’une surface de Huygens fermée
par la méthode TF/SF.

• Diffraction de l’onde par la cible.

• Calcul de la SER à partir du champ lointain par la transformation champ proche-champ
lointain (Near To Far Field : NTFF). Cette dernière est réalisée au niveau d’une deuxième
surface de Huygens située dans la zone de champ diffracté, extérieure à la première qui a
pour vocation l’excitation par TF/SF.

• Absorption des ondes sortantes du volume de calcul par les CPML.

Le modèle SIBC est valable uniquement en visibilité directe des rayons incidents (k.n < 0) et ne
s’établit pas dans les zones d’ombre (k.n ≥ 0). Néanmoins, une cible furtive volante ne serait
à priori recouverte de métamatériaux que sur les parties en visibilité directe avec le RADAR
(typiquement le devant et le dessous de la cible). Toutefois, le traitement d’un matériau qui
serait placé dans une zone d’ombre est discuté dans la section 4.6. Nous verrons qu’il s’agit
d’ondes rampantes qui seront traitées par un modèle d’impédance en incidence rasante.
En outre, nous devons connaı̂tre l’angle d’incidence de l’illumination pour appliquer le bon
modèle SIBC. Ce dernier est choisi pour un seul angle d’incidence par facette de cellule. Ainsi,
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le modèle ne s’applique pas pour des problèmes, par exemple de type cavité, où les réflexions
internes sont non prédictibles et multiples.
Pour les cas traités dans cette section, les zones d’ombre sont toujours PEC. D’autre part, la
surface de Huygens est fixée à 5 cellules FDTD des CPML et de la surface TF/SF.

CPML

NTFF

TF/SF

k

CL
(k.n ă 0)

cible
n

onde plane

champ total

champ diffracté

zone d’ombre
(k.n ě 0)

FIGURE 4.13 – Méthodologie pour le calcul FDTD de la SER d’une cible recouverte d’un
métamatériau sur les parties en visibilité directe de l’onde plane incidente (k.n < 0 avec n le
vecteur normal à la cible).

4.5.1 Cas idéal d’une plaque infinie

Considérons une couche plane périodique de motifs A ou B et infinie (voir figure 4.2 pour
la géométrie des motifs). Les motifs élémentaires A et B ont été simulés par des conditions
aux limites périodiques dans les deux directions planaires (x, y) et en incidence normale. Ainsi,
le schéma de Yee classique convient bien avec une simple recopie des champs pour les PBC.
Deux simulations ont eu lieu tant pour le motif A que pour le motif B. La première utilise la
FDTD classique, c’est à dire maille le motif. La seconde utilise le modèle SIBC de la section
4.3 où l’effet électromagnétique de la couche se traduit par la CL de Leontovich : le motif
n’est pas maillé. La figure 4.14 (a) montre le très bon accord du coefficient de réflexion obtenu
par le modèle SIBC avec celui obtenu par la FDTD classique et le modèle analytique, si la
couche se compose de motifs A. La figure 4.14 (b) montre aussi la concordance du modèle
SIBC avec le modèle FDTD classique en considérant cette fois-ci le motif B. Notons que la
bonne approximation du modèle SIBC était attendu puisque l’impédance de surface utilisée est
celle d’une couche contenant une infinité de motifs, comme ce fut le cas dans les simulations
par la mise en place de PBC autour du motif élémentaire.
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FIGURE 4.14 – Coefficient de réflection obtenu avec le modèle FDTD classique et le modèle
SIBC en incidence normale. (a) Motif A (b) Motif B.

4.5.2 Cube illuminé en incidence oblique

Le problème consiste en un cube PEC recouvert de motifs A ou B sur certaines de ses faces.
Comme le montre la figure 4.15, ce dernier est attaqué par une onde plane avec une incidence
oblique. Il s’agit de comparer le modèle SIBC avec le schéma FDTD de Yee de référence, et
le cas PEC où le cube est juste un conducteur parfait non recouvert de motif, ceci afin de noter
l’effet du matériau. Pour cela, on définit l’erreur relative comme la différence en dB de la SER
du cube recouvert de matériaux calculé par le modèle SIBC avec la SER du cube recouvert
de matériaux calculé par la méthode FDTD. La différence en dB pour le calcul de l’erreur
(4.58b) est une approximation de l’erreur relative d’autant plus vraie lorsque l’erreur est faible.
On définit aussi le gain comme la différence en dB de la SER du cube recouvert de matériaux
calculé par la méthode FDTD avec la SER du cube PEC

Gain = 10log10(SERmodele PEC)− 10log10(SERmodele FDTD), (4.58a)

Erreur relative = 10log10(SERmodele SIBC)− 10log10(SERmodele FDTD). (4.58b)

Le cube est simulé pour une durée de 4 ns. En outre, les parois SIBC sont placées exactement
à l’interface motifs/air du modèle FDTD standard où les motifs sont maillés. Nous distinguons
dans la suite le cas où le cube est recouvert du motif A ou B.

Motif A : Le cube métallique fait L = 8 cm de côtés. Il est recouvert du motif A sur ses
deux faces xOy inf (face inférieure du cube qui est dans le plan x0y) et xOz inf . Le
pas spatial est uniforme ∆ = 0.5 mm et CFL=0.99. Pour un angle d’incidence (θi =

20°,ϕ = 90°), la SER est calculée dans la direction θ = 340° c’est-à-dire dans la direction
de réflexion de la face xOz inf du cube qui est recouvert du motif A. Compte tenu de
l’orientation de l’onde plane, l’angle θn = 20° du repère local (x, y,−z) est utilisé pour

Modèle large bande de matériaux composites Page 163



Chapitre 4 : Modèle SIBC
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FIGURE 4.15 – Géométrie du cube en PEC dont certaines faces sont recouvertes de motifs.
L’évaluation de la SER dans le plan yOz (ϕ = 90°) est représentée par les lignes pointillées.

la face xOy inf du cube et θn = 70° du repère local (z, x,−y) pour la face xOz inf .
Ceci se vérifie géométriquement sur la figure 4.15. La figure 4.16 (a) (resp. (b)) montre
la bonne corrélation entre le modèle SIBC et le schéma FDTD standard pour le mode TE
(resp. TM). En outre, la SER a aussi été calculée par un modèle SIBC qui prend mal en
compte l’orientation de l’onde incidente (courbe en pointillés verts) avec un angle local
fixé à θn = 0° pour les deux faces recouvertes de motifs. Par conséquent, on distingue
un décalage en fréquence comparé au modèle de référence ce qui montre la nécessité de
considérer un modèle SIBC qui dépend de l’angle d’incidence. Ce dernier résultat était
attendu en vertu de la figure 4.4 qui montre une impédance sensible à l’angle d’incidence
θ.
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FIGURE 4.16 – SER bistatique obtenue par le modèle SIBC et le schéma FDTD classique pour
le motif A. (a) Mode TE (b) Mode TM.
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Motif B : Le cube métallique fait L = 37.5 mm de côtés. Il est recouvert d’un patch de 20×20

motifs B sur ses trois faces xOy inf , xOz inf et yOz inf . Pour un angle d’incidence
(θi = 60°,ϕ = 30°), la SER est calculée dans le plan d’incidence ρOz dans les directions
(θ ∈ [0, 360°], ϕ = 30°). Le pas spatial est uniforme ∆ = 0.125 mm pour le modèle PEC
et le modèle FDTD standard (le cube PEC fait donc 300 cellules de côtés). En revanche,
un déraffinement spatial uniforme d’un facteur 3.22, ∆ = 0.4025 mm est appliqué pour
le modèle SIBC. La contrainte CFL est donc relâchée avec un pas de temps augmenté
du même facteur 3.22. Par ailleurs, la taille du domaine est considérablement réduite.
A propos des itérations temporelles, le temps de calcul est de 12060 s pour le modèle
FDTD standard et de 1770 s pour le modèle SIBC. L’occupation mémoire est de 9.7 Go
pour le modèle FDTD et de 511 Mo pour le modèle SIBC. La figure 4.17 montre les
cartographies SER obtenues par les modèles FDTD standard, SIBC et PEC sur la bande
de fréquence 1− 15 GHz. La figure 4.18 (a) (resp. (b)) correspond au cas de la fréquence
f = 4 GHz (resp. f = 5 GHz) et mode TE (resp. TM). La SER est maximale dans la
direction forward θ = 60° et élevée à hautes fréquences dans les directions de réflexion
θ = 120° et θ = 300°. En outre, le modèle SIBC coı̈ncide avec le schéma FDTD de
référence. La figure 4.19 montre le gain du matériau pour les modes TE et TM. La SER
du modèle PEC dans la direction forward est plus faible que celle du modèle FDTD. En
revanche, la SER du modèle PEC est généralement plus grande (couleur rouge) dans la
fenêtre f > 4 GHz et θ > 100°. Cette observation est aussi visible sur la figure 4.18.
L’erreur montrée sur la figure 4.20 est plus grande dans la fenêtre f > 4 GHz et θ > 120°
mais cela correspond à de très petits niveaux de SER illustrés en couleur bleu sur la figure
4.17. L’erreur reste très faible pour les hauts niveaux de SER dans les directions forward
et de réflexion.

4.6 Traitement dans les zones d’ombre

Le modèle SIBC est valable uniquement en visibilité directe des rayons incidents (k.n < 0)
et ne s’établit pas dans les zones d’ombre (k.n ≥ 0). La question légitime pour un métamatériau
situé dans une zone d’ombre est de savoir quelle condition mettre pour le remplacer ? Nous
pensons que si un matériau situé dans une zone d’ombre intervient dans la réponse spectrale,
cela serait la conséquence d’ondes de surface, ce qui correspondrait à une incidence θn rasante
du modèle SIBC. Pour vérifier cela, nous avons repris le cas de la section 4.5.2 avec un cube
PEC recouvert du motif A sur ses deux faces xOy inf et xOz inf. Cette fois-ci, l’incidence
provient du plafond côté droit (θi = 160°, ϕ = 270°) de sorte que les faces xOy inf et xOz inf
soient situées dans la zone d’ombre. La référence correspond au cas où le motif A est maillé
par le schéma FDTD en volume de Yee. Le cas PEC est la simulation du cube entièrement
métallisé. Nous avons appliquer dans la zone d’ombre le modèle SIBC du motif A avec un
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

FIGURE 4.17 – SER (dB) obtenue par le schéma FDTD standard (a)+(b), le modèle SIBC
(c)+(d) et le cas PEC où le cube n’est pas recouvert par le motif B (e)+(f). Figures de gauche :
Mode TE. Figures de droite : Mode TM.

angle local θn = 0°, θn = 40° ou θn = 80° sur les deux faces xOy inf et xOz inf du cube.
Notons que le cas θn = 80° est considéré comme le modèle d’impédance pour une incidence
rasante.
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FIGURE 4.18 – SER (m2) obtenue par le schéma FDTD standard, le modèle SIBC et le cas
PEC. (a) Mode TE, f = 4 GHz. (b) Mode TM, f = 5 GHz.

(a) (b)

FIGURE 4.19 – Gain du matériau. (a) Mode TE. (b) Mode TM.

La SER est calculée dans les directions Ω = (θ ∈ [0, 360°], ϕ = 0° et ϕ = 90°), c’est-à-dire
dans les plans yOz et xOz. Pour chaque fréquence, on déduit l’erreur relative définie par

Erreur =
||SERmodele FDTD − SERmodele PEC ou SIBC||L2(Ω)

||SERmodele FDTD||L2(Ω)

. (4.59)

La figure 4.21 montre l’erreur sur la bande de fréquence 0+−20 GHz pour les modes TE et TM
de l’onde plane incidente. On remarque une erreur relativement faible en mode TE quel que soit
le modèle utilisé pour remplacer le matériau. En revanche pour le mode TM, l’erreur est grande
lorsque qu’on remplace le motif A par une condition PEC. En outre, particulièrement pour le
mode TM, il est plus intéressant de remplacer le matériau par son modèle SIBC. Aussi, choisir
un angle θ élevé pour le repère local permet de minimiser l’erreur sur la bande de fréquence
0+ − 10 GHz. La figure 4.22 montre la SER obtenue en mode TM dans les directions (θ ∈
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(a) (b)

FIGURE 4.20 – Erreur relative entre le modèle SIBC et le modèle FDTD de référence. (a) Mode
TE. (b) Mode TM.
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FIGURE 4.21 – Erreur relative obtenue lorsqu’on remplace le motif A par une condition PEC
ou un modèle SIBC avec θn = 0°, θn = 40° ou θn = 80° sur les deux faces recouvertes de
matériaux et situées dans la zone d’ombre. (a) Mode TE. (b) Mode TM.

[0, 360°], ϕ = 90°) pour le cas de la fréquence f = 7 GHz. L’erreur du modèle SIBC avec un
angle rasant θn = 80° est plus faible. Par ailleurs, les lobes coı̈ncident avec le modèle FDTD
de référence contrairement au modèle PEC où les lobes sont souvent décalés en fréquence avec
une amplitude erronée. Notons que les ondes rampantes longeant le matériau ont un impact
important sur la SER qui a une amplitude plus haute dans la direction “forward” θ = 200°.

4.7 Conclusion

Ce chapitre présente un modèle de type impédance de surface d’un métamatériau basé sur la
relation de Leontovich. La CL est dépendante de la fréquence mais aussi de l’angle d’incidence
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FIGURE 4.22 – SER (m2) obtenue en mode TM par le schéma FDTD standard, le modèle SIBC
avec θn = 0°, θn = 40° ou θn = 80° et le cas PEC, pour le cas f = 7 GHz.

et de la polarisation de l’onde plane incidente. Les impédances de surface ont été calculées par la
technique combinée Spectral FDTD/TD-VFz puis décomposées en somme de filtres du premier
et du second ordre par l’algorithme d’extrapolation du signal vector fitting afin de faciliter les
traitements dans le domaine temporel.
Le modèle a été introduit sur certaines faces d’un cube parfaitement conducteur qui s’inscrit
dans le plan cartésien. Des résultats de SER fidèles au schéma classique de Yee ont été obtenus.
En outre, le pas spatial a pu être réduit ainsi que les temps de calcul et l’allocation mémoire de
la méthode FDTD.
Le chapitre s’achève sur le traitement d’un matériau diélectrique placé dans une zone d’ombre.
Nous avons déduit qu’il s’agit d’ondes rampantes qui sont traitées par un modèle d’impédance
en incidence rasante.
Le chapitre 5 a pour but d’étendre l’algorithme de ce chapitre à une résolution conforme d’une
cible qui ne serait plus représentée en marches d’escalier. L’objectif étant de gagner en précision
en modélisant une cible complexe courbée.
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[12] E. Steenput, “A spice circuit can be synthesised with a specified set of s-parameters,” Vrije

Universiteit Brussel, pp. 1–12, 1999.

[13] P. G. Petropoulos, “Analysis of exponential time-differencing for fdtd in lossy dielectrics,”
IEEE transactions on antennas and propagation, vol. 45, no. 6, pp. 1054–1057, 1997.
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Modèle large bande de matériaux composites Page 171



Chapitre 5 : Modèle SIBC pour la méthode FDTD conforme
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5.1.3 Autres méthodes conformes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
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Dans ce chapitre, nous faisons l’extension du schéma SIBC cartésien à la méthode de
résolution FDTD conforme. Avec cette technique, la cible peut s’inscrire dans un plan non
cartésien ce qui donne la possibilité à l’utilisateur de modéliser des géométries plus complexes.
Dans la section 5.1, nous présentons un état de l’art sur les algorithmes FDTD conformes.
D’abord, nous expliquons la mise à jour conforme du champ magnétique par l’intégrale de
contour du champ électrique. Nous verrons que le point clé de ces méthodes est la condition
de stabilité CFL qui est impactée par l’aire de la région libre d’une cellule conforme (cellule
contenant une paroi de métamatériau). La technique de Dey-Mittra est détaillée dans la section
5.1.1. Pour une CFL fixée à 50% ou 70%, la méthode consiste à métalliser les cellules instables.
Ensuite, la technique de Benkler est présentée dans la section 5.1.2. Pour une CFL fixée par
l’utilisateur, la méthode consiste à agrandir les aires des régions libres des cellules conformes
instables afin de stabiliser le schéma FDTD. Dans la section 5.1.3, nous citons deux autres
méthodes souvent utilisées dans le solveur Temsi-fd. La première est la méthode Simplified
Conformal (SC) qui métallise certaines longueurs d’arêtes d’une cellule conforme instable pour
stabliser le schéma FDTD. La seconde est la technique Extended Cell Technique (ECT) qui
se base sur l’élargissement de la cellule instable vers les cellules stables adjacentes et sur la
conservation de la force électromotrice.
Ensuite, nous présentons le schéma SIBC conforme dans la section 5.2. Comme pour le schéma
SIBC cartésien du chapitre 4, les composantes tangentielles sont calculées au milieu des parois
SIBC. Dans la section 5.2.1, les composantes du champ électrique sont calculées au milieu des
parois par la relation de Leontovich. Pour disposer du champ magnétique au milieu de la paroi,
les composantes magnétiques positionnées sur les faces de la cellule appartenant à la région
conforme sont interpolées au milieu de la région conforme. Les composantes électriques sont
ensuite projetées sur les arêtes de parois afin d’effectuer la mise à jour conforme du champ
magnétique par l’intégrale de contour du champ électrique comme expliqué dans la section
5.2.2. La section 5.2.3 détaille l’interpolation du champ magnétique au milieu de la paroi
lorsque la forme géométrique de la région conforme est un prisme ou une pyramide à base
carrée.
Des résultats numériques sont ensuite présentés dans la section 5.3. La stratégie de validation
du modèle SIBC conforme consiste à le comparer au schéma FDTD classique de Yee ou au
modèle SIBC cartésien. D’abord, le schéma SIBC conforme est testé pour le cas d’une plaque
dans la section 5.3.1. Dans un premier cas section 5.3.1.1, la plaque est de petite taille et les
effets de bord détériore la qualité des résultats. Lorsque la plaque est de plus grande taille section
5.3.1.2, les résultats de SER sont très précis. Ensuite, la SER d’un cube parfaitement conducteur
recouvert de motifs sur certaines de ses faces est calculée section 5.3.2. Dans la section 5.3.2.1,
le cube est recouvert du motif A illustré dans la section 4.2. Finalement dans la section 5.3.2.2,
le cube est recouvert de l’absorbant large bande 1 − 18 GHz fait en FR4+ITO illustré dans la
section 3.5.4. La configuration où le cube est tourné en azimuth de 45° a permis de valider le
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modèle SIBC conforme pour ces simples cas.

5.1 Méthode FDTD conforme

L’approximation géométrique d’une structure sur un maillage cartésien est en marche
d’escalier. Par conséquent, la solution converge à l’ordre 1 et non à l’ordre 2 supposé par la
méthode FDTD. Pour remédier à une telle approximation, la technique FDTD conforme [1]
[2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] va permettre de mieux respecter la géométrie courbe de la structure
d’origine, tout en résolvant les équations de Maxwell sur un maillage cartésien, gardant ainsi
l’efficacité des algorithmes existants.
Les nouvelles discrétisations reposent sur une réécriture de l’équation de Maxwell-Faraday sous
formulation intégrale sur une surface S (par exemple une face du cube de Yee)

µ∂t

∫
S

H = −
∫
S

∇× E, (5.1)

et de l’application du théorème de Kelvin-Stokes énoncé ci-dessous.

Théorème 1 (Kelvin-Stokes) Si S est une 2-variété suffisamment régulière et f : R3 7→ R3

alors ∫
S

∇× f =

∫
∂S

f.

Dans le cadre de l’équation intégrale de Faraday (5.1) avec application du théorème 1, on
retiendra finalement

µ∂t

∫
S

H = −
∫
∂S

E. (5.2)

Discrétisons cette dernière formule dans la configuration de la figure 5.1 où une paroi
métallique coupe la cellule de Yee en deux régions distinctes. Dans chaque région se trouve
une composante magnétique. On note Az1 (resp. Az2) la surface d’aire contenant Hz1 (resp.
Hz2) et délimitée par le contour d’intégrale de Maxwell-Faraday. En utilisant la formule de la
moyenne et sachant que la composante électrique sur la paroi PEC est nulle, la discrétisation
conforme de (5.2) pour Hz1 et Hz2 (l−x2 = l−y2 = 0) s’écrit

H
n+ 1

2
z1 = H

n− 1
2

z1 − ∆t

µAz1

[
(En

x )−l−x1 + (En
y )+l+y1 − (En

x1
)+l+x1 − (En

y1
)−l−y1

]
, (5.3a)

H
n+ 1

2
z2 = H

n− 1
2

z2 − ∆t

µAz2

[
−(En

x2
)+l+x2 − (En

y2
)−l−y2

]
. (5.3b)

La résolution conforme revient ainsi à multiplier les valeurs des composantes électriques par
les longueurs des arêtes lx ou ly de la facette du cube plan xOy et de les diviser par l’aire Az
contenant le flux de la composante magnétique calculée. En outre, l’équation d’Ampère n’est
pas modifiée par la méthode FDTD conforme. Notons aussi que pour une cellule non-tronquée
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d’aire Az = ∆x∆y et de longueurs d’arête lx = ∆x et ly = ∆y, on retrouve trivialement le
schéma de Yee

H
n+ 1

2
z = H

n− 1
2

z − ∆t

µ

[
(En

y )+ − (En
y )−

∆x

− (En
x )+ − (En

x )−

∆y

]
. (5.4)

Un point important est la condition de stabilité CFL d’une telle formulation. En effet,
la condition peut être considérablement réduite puisqu’elle est à priori inversement
proportionnelle à l’aire de la surface occupée par la composante magnétique. Toutefois la
présence d’une paroi parfaitement conductrice tend à augmenter virtuellement l’aire des cellules
conformes suivant un principe d’image et donc à réduire la contrainte sur la CFL. Dans la suite,
nous présentons des schémas conformes stables de la littérature.
La section 5.1.1 présente la méthode de Dey-Mittra qui consiste à métalliser entièrement les
régions instables. Ensuite, la section 5.1.2 décrit la technique de Benkler laissant l’utilisateur
libre de choisir entre rapidité ou précision. Les méthodes aussi souvent utilisées dans TEMSI-
FD, Simplified Conformal (SC) et Extended Cell Technique (ECT) sont enfin brièvement
présentées section 5.1.3. Pour plus d’informations, le lecteur pourra se référer au chapitre 3
de la thèse [9] qui donne un état de l’art complet des méthodes FDTD conformes.

PEC

Hz1

Hz2

Eỳ

Eý1
Eý2

Ex́

Ex̀2

Ex̀1

lx́1
“ ∆x

lx́2
“ 0

lx̀1

lx̀2

lỳ1
“ ∆y

lỳ2
“ 0

lý1
lý2

FIGURE 5.1 – Paroi métallique (PEC en vert) qui coupe la cellule de Yee en deux régions
distinctes. Dans chaque région se trouve une composante magnétique Hz qui se met à jour avec
les composantes électriques du contour.

5.1.1 Méthode de Dey-Mittra

La technique proposée par Dey-Mittra [1] stabilise le schéma FDTD conforme à une CFL
donnée selon deux critères expérimentaux. Le premier est un critère d’aire minimale où le
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rapport
Az
AY ee

entre l’aire de la cellule tronquée Az et l’aire de la cellule classique de Yee AY ee
doit être suffisamment grand. Le second est un critère de longueur maximale où le rapport
max(l±x , l

±
y )

Az
doit être suffisamment petit. Lorsqu’un des deux critères n’est pas respecté, la

région est considérée comme instable et devient métallisée. Par conséquent, l’approximation de
la géométrie est en marche d’escalier comme on peut le voir sur la figure 5.2. En outre, plus
la CFL approche de l’unité, plus les critères sont contraignants, et donc plus la géométrie est
représentée en marches d’escalier. Le tableau 5.1 donne les conditions que doit satisfaire une
région conforme pour être stable.
Une étude de stabilité avec une formulation explicite de la CFL est donnée dans [10]. Il est

CFL critère aire Az
AY ee

critère longueur max(l±x ,l
±
y )

Az

50 % > 1.5 % < 15
70 % > 2.5 % < 10

TABLEAU 5.1 – Selon la CFL, deux critères expérimentaux pour assurer la stabilité d’une région
conforme.

montré que la démarche de Dey-Mittra atteint l’ordre 2 pour une certaine finesse du maillage
sur l’exemple d’une cavité sphérique et d’une cavité rectangulaire.

PEC

PEC

Si l’un des deux critères n’est
pas respecté, la région

devient métallisée.

PEC

PEC

FIGURE 5.2 – Cellules conformes avec une intersection droite. Si l’aire de la cellule est trop
petite, elle est entièrement métallisée.

5.1.2 Méthode de Benkler

Benkler [2] propose une formulation conforme permettant à l’utilisateur de fixer la condition
CFL ≤ 1. Plus la CFL est petite et plus la géométrie de l’objet est respectée. Au contraire, la
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précision du schéma FDTD baisse au fur et à mesure que la CFL se rapproche de l’unité. Cette
méthode a donc une précision du schéma évoluant inversement à la rapidité de calcul et donne
le choix à l’utilisateur d’avoir un compromis entre ces deux facteurs par la CFL.
En outre, ce choix impose un ratio d’aire minimum : en deçà, la région conforme est instable.
L’idée de Benkler est alors d’augmenter artificiellement l’aire d’une cellule instable afin
que cette dernière devienne stable comme le montre la figure 5.3. L’astuce consiste en une
normalisation (ratio) de l’aire et des longueurs

Aratioz =
Az

∆x∆y

, (∆±x,y)
ratio =

l±x,y
∆x,y

. (5.5)

La relation (5.3) en fonction de ces ratios se réécrit

H
n+ 1

2
z = H

n− 1
2

z − ∆t

µAratioz

[
(En

y )+(∆+
y )ratio − (En

y )−(∆−x )ratio

∆x

+
(En

x )−(∆−x )ratio − (En
x )+(∆+

x )ratio

∆y

]
.

(5.6)
En posant Ẽ. = E∆ratio

. , on retrouve finalement le schéma FDTD standard mais avec la
présence du ratio d’aire Aratioz dans le coefficient devant l’opérateur différentiel discrétisé. De
même, l’équation d’Ampère par exemple pour Ẽx

Ẽ
n+ 1

2
x = Ẽ

n− 1
2

x + ∆ratio
x

∆t

ε

[
(Hn

z )+ − (Hn
z )−

∆y

− (Hn
y )+ − (Hn

y )−

∆z

]
, (5.7)

est modifiée par la présence du ratio des longueurs ∆ratio
x . La condition CFL locale de la région

conforme M peut ensuite être calculée en fonction des ratios et de la CFL standard de Yee de
la facette M non tronquée

∆conforme
tM

=

√
AratioM

maxarête∈M ∆ratio
arête

∆Y ee
tM
. (5.8)

Cette condition étant fixée par l’utilisateur, l’aire minimale d’une région conforme stable se
déduit de (5.8)

Aratio,conformeM,stable = CFL2 max
arête∈M

∆ratio
arête . (5.9)

Finalement lorsque l’aire libre d’une région conforme est plus petite que l’aire minimale définie
par (5.9), elle est agrandie pour devenir stable.

5.1.3 Autres méthodes conformes

Cette section présente brièvement deux autres méthodes utilisées dans le solveur TEMSI-
FD.

Simplified Conformal (SC) [7] [6] : Cette méthode réduit la longueur des arêtes d’une cellule
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PEC

Hz1

Hz2

Si l’aire Az2 est plus petite
que l’aire minimale, Az2 est
agrandie.

Hz1

Hz2

FIGURE 5.3 – Cellule conforme avec une intersection droite. Si l’aire de la cellule est trop
petite, elle est agrandie pour devenir stable.

conforme instable (plutôt que d’augmenter son aire comme le fait Benkler) suivant le
critère de stabilité d’aire minimale

s̄ ≥ 0.5 max
γ

(l̄γ), (5.10)

où l̄γ sont les longueurs d’arêtes normalisés de la surface normalisée s̄.

Extended Cell Technique (ECT) [3] [4] : Cette technique se base sur l’élargissement de la
cellule instable vers les cellules stables adjacentes et sur la conservation de la force
électromotrice. Son avantage est la non réduction de la condition de stabilité CFL et par
conséquent la non nécessité de déformation de la géométrie de la cible.

5.2 Modèle SIBC pour la méthode FDTD conforme

Dans la méthode FDTD conforme, une paroi de métamatériau n’est plus forcément une
facette de cellule de Yee. Souvent, la paroi coupe la cellule en deux régions distinctes comme le
montre la figure 5.4. On propose dans cette section un modèle SIBC conforme qui suit le même
raisonnement que celui établi sur les marches d’escalier du chapitre 4. On établit ainsi un repère
local au milieu des parois dans chaque région conforme avec n la normale unitaire extérieure et
(u, v) les vecteurs unitaires tangents à la paroi. Le vecteur u est choisi par l’utilisateur indiquant
l’inclinaison du motif sur la paroi. Les angles θn et ϕu,v locaux sont calculés en fonction de
l’incidence de l’onde plane et déterminent donc quel modèle SIBC il faut appliquer dans la
région conforme. Leurs calculs sont détaillés dans la section 4.1 du chapitre 4.
La section 5.2.1 donne la discrétisation du champ électrique calculé au milieu d’une paroi via
la relation de Leontovich établie dans le repère cylindrique. Les composantes électriques sont
ensuite projetées suivant la direction des arêtes de la paroi pour mettre à jour les composantes
magnétiques aux faces adjacentes de celle-ci (par exemple Hy et Hz sur la figure 5.4). En
effet, la mise à jour conforme des composantes magnétiques section 5.2.2 nécessite la valeur
d’une composante électrique tangentielle située sur une arête de paroi et qui est portée par un
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y

z

x

SIBC interface

lx́y

lx̀y

lx́z “ ∆z

lx̀z “ ∆z

~txy

~txz

u

v

n

k

θn

ρ
ϕ

ϕu,v

lỳ “ ∆y

Eỳ

lx̀

Ex̀

Ex́

lx́

Hý

Hỳ
Hx́

Hź

Hz̀

FIGURE 5.4 – Paroi de métamatériau coupant la cellule de Yee en deux régions. Les
composantes tangentielles de champ sont calculées au milieu des parois.

vecteur ~t qui n’est plus un axe du repère cartésien. Une différence majeure avec l’algorithme
du chapitre 4 est que le repère local n’est plus le repère cartésien (x, y, z) où sont calculées
traditionnellement les composantes EM. L’algorithme conforme nécessite donc des projections
supplémentaires pour le passage du repère local au repère cartésien.

5.2.1 Mise à jour des composantes électriques

Après avoir déterminé les angles θn et ϕu,v dans le repère local, le modèle d’impédance de
surface de Leontovich s’établit pour les composantes de champ dans le repère cylindrique direct
(ρ, ϕ, n) [

Eρ

Eϕ

]
=

[
0 −Zρ(ω, θn, ϕu,v)

Zϕ(ω, θn, ϕu,v) 0

][
Hρ

Hϕ

]
. (5.11)

SoitM(ϕu,v) la matrice de passage de la base cylindrique à la base local

M(ϕu,v) =

[
cosϕu,v sinϕu,v

− sinϕu,v cosϕu,v

]
, M−1(ϕu,v) =

[
cosϕu,v − sinϕu,v

sinϕu,v cosϕu,v

]
, (5.12)

alors (5.11) devient[
Eu

Ev

]
=M−1(ϕu,v)

[
0 −Zρ(ω, θn, ϕu,v)

Zϕ(ω, θn, ϕu,v) 0

]
M(ϕu,v)

[
Hu

Hv

]
. (5.13)

Notons ici une première différence de l’algorithme conforme avec l’algorithme en marches
d’escalier du chapitre 4. En effet, la relation (5.13), contrairement à la relation (4.16) du
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chapitre 4, traite des composantes de champ dans le repère local (u, v, n) qui n’est cette fois-
ci plus équivalent au repère cartésien (x, y, z). Ne disposant que des composantes cartésiennes
magnétiques (Hx, Hy, Hz), la projection du champH dans le repère local pour obtenir (Hu, Hv)

est nécessaire pour la mise à jour de (Eu, Ev) par la CL de Leontovich. Avant d’envisager
les projections, les composantes du champ magnétique doivent être interpolées au centre de
la région conforme comme l’indique les relations (5.17) et (5.18). Pour u = (ux, uy, uz),
v = (vx, vy, vz) et sachant que la composante magnétique orthogonale à la paroi est nulle,
la projection est donnée par

Hu,v,n = Hu ~u+Hv ~v, (5.14a)

Hu = Hxux +Hyuy +Hzuz, (5.14b)

Hv = Hxvx +Hyvy +Hzvz. (5.14c)

En développant la relation (5.13), l’expression des composantes tangentielles du champ
électrique dans le repère local découle

Eu = ZϕH
TE
1 + ZρH

TM
1 , (5.15a)

Ev = ZϕH
TE
2 + ZρH

TM
2 , (5.15b)

où les contributions magnétiques TE et TM s’écrivent

HTE
1 = − cosϕu,v sinϕu,vHu − sin2 ϕu,vHv, (5.16a)

HTE
2 = cos2 ϕu,vHu + cosϕu,v sinϕu,vHv, (5.16b)

HTM
1 = cosϕu,v sinϕu,vHu − cos2 ϕu,vHv, (5.16c)

HTM
2 = sin2 ϕu,vHu − cosϕu,v sinϕu,vHv. (5.16d)

Les composantes (Hu, Hv) dans (5.16) sont définies par (5.14). En outre, les composantes
tangentielles du champ magnétique (Hy, Hz) dans (5.16) sont approchées par leurs valeurs
interpolées. En vertu de la figure 5.4, elles sont données par le schéma de Yee avec les
composantes de H qui sont positionnées sur les faces adjacentes à la paroi

Hy ≈
1

2

(
H−y +H+

y

)
, (5.17a)

Hz ≈
1

2

(
H−z +H+

z

)
. (5.17b)

La composante tangentielle du champ magnétique Hx dans (5.16) est quant-à-elle approchée
par la seule composante disponible située sur la facette de cellule de Yee en face de la paroi

Hx ≈ H−x . (5.18)
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On suppose que cette dernière provient exclusivement de la composante tangentielle à la paroi
qui est projetée suivant Hx. Il en découle que cette composante va peu varier à proximité de la
paroi. Si Hx tend à être orienté vers la normale à la paroi, l’hypothèse peut devenir moins
vrai mais cette composante aura toutefois une contribution négligeable dans la relation de
Leontovich.
Ensuite la résolution de (5.15) pour le calcul de (Eu, Ev) suit exactement la même procédure
que l’algorithme du chapitre 4, à savoir une décomposition des impédances de surface par vector
fitting puis une résolution des variables auxiliaires.
Finalement, nous verrons dans la section 5.2.2 que la mise à jour d’une composante magnétique
nécessite la valeur d’une composante tangentielle électrique portée par le vecteur suivant l’arête
de paroi t = (tx, ty, tz). On notera tx,y (resp. tx,z) le vecteur dans la direction de l’arête de la
facette plan xOy (resp. plan xOz) comme indiqué sur la figure 5.4. La composante tangentielle
du champ électrique calculée au milieu de la paroi SIBC dans la direction de l’arête s’obtient
par la projection de Eu,v,n sur le vecteur t = (tu, tv, tn = 0) exprimé dans le repère local

Ex,y = < Eu,v,n, t
x,y
u,v,n >= Eut

x,y
u + Evt

x,y
v , (5.19a)

Ex,z = < Eu,v,n, t
x,z
u,v,n >= Eut

x,z
u + Evt

x,z
v , (5.19b)

tu = txux + tyuy + tzuz, (5.19c)

tv = txvx + tyvy + tzvz. (5.19d)

Ceci conclut la résolution des composantes tangentielles du champ électrique. La mise à jour
conforme des composantes magnétiques est ensuite décrite dans la section 5.2.2.

5.2.2 Mise à jour des composantes de champ magnétique

La contribution électrique de la paroi SIBC vient comme une correction du schéma
conforme pour le calcul du champ magnétique. Par exemple, la mise à jour conforme de la
composante magnétique H−z de la figure 5.4 sans la contribution de la paroi SIBC est donnée
par (

H
n+ 1

2
z

)−
=
(
H
n− 1

2
z

)−
− ∆t

µA−z

[
(En

x )−l−x + (En
y )+l+y − (En

x )+l+x
]
. (5.20)

Le lecteur pourra se référer à la section 5.1 pour se remémorer ce calcul. Ensuite, la composante
tangentielle du champ électrique portée par le vecteur tx,y et calculée au milieu de la paroi
(5.19a), notée Ex,y, a une contribution de 0.5 sur H−z . La correction magnétique s’écrit alors(

H
n+ 1

2
z

)−
=
(
H
n+ 1

2
z

)−
+

∆t

2µA−z
Ex,yl−x,y, (5.21)
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où l−xy est la longueur de l’arête qui appartient à la paroi SIBC et à la facette de cellule inférieure
plan xOy.
Le raisonnement est identique pour les autres composantes. Par exemple pour la composante
H+
z située sur la facette supérieure de la cellule de Yee plan xOy, la paroi SIBC a une

contribution de 0.5 (
H
n+ 1

2
z

)+

=
(
H
n+ 1

2
z

)+

+
∆t

2µA+
z

Ex,yl+x,y. (5.22)

De même, la composante tangentielle du champ électrique portée par le vecteur tx,z et calculée
au milieu de la paroi (5.19b), notée Ex,z, a une contribution de 0.5 sur les deux composantes
magnétiques H−y et H+

y proches de la paroi SIBC

(
H
n+ 1

2
y

)−
=
(
H
n+ 1

2
y

)−
− ∆t

2µA−y
Ex,zl−x,z, (5.23)(

H
n+ 1

2
y

)+

=
(
H
n+ 1

2
y

)+

− ∆t

2µA+
y

Ex,zl+x,z. (5.24)

Enfin, la composante magnétique H−x est mise à jour classiquement par le schéma de Yee via
les composantes électriques Ez et Ey qui l’entoure.

5.2.3 Cas particuliers

On considère dans cette section quelques cas particuliers comme celui du prisme illustré
sur la figure 5.5. La région libre face à la paroi est en forme de prisme. Le calcul conforme

paroi SIBC

HỳHx́

Hź

Hz̀

FIGURE 5.5 – Paroi de métamatériau coupant la cellule de Yee en deux régions. La région libre
face à la paroi est un prisme.

des composantes magnétiques se fait de la même manière. En revanche, la relation (5.17a)
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pour le calcul approché de la composante tangentielle du champ magnétique Hy sur la paroi est
modifiée. Cette dernière est simplement approchée par la seule composante disponible située sur
la facette de cellule de Yee plan xOz. Ainsi, pour la relation (5.16), on utilise l’approximation

Hy ≈ H+
y . (5.25)

De même, la composante Hx est aussi approchée par la seule composante disponible H−x située
sur la facette de cellule de Yee plan yOz. Pour la composante tangentielle magnétique Hz,
l’approximation par interpolation (5.17b) est utilisée.
Notons aussi le cas où la région libre est sous la forme d’une pyramide à base carrée. Dans ce
cas, trois arêtes de métamatériau coupent les faces de la cellule conforme. Les composantes
magnétiques disponibles placées sur les faces de la région conforme sont utilisées pour la
construction du vecteur champ magnétique calculé au milieu de la paroi.

5.3 Résultats numériques

Dans cette partie, nous comparons le schéma SIBC conforme au modèle FDTD de référence
et au modèle SIBC cartésien du chapitre 4. La technique conforme employée pour les tests
numériques à venir est celle de Benkler décrite dans la section 5.1.2. En outre, la condition de
stabilité est toujours fixé à CFL=0.5 pour le modèle SIBC conforme et à CFL=0.99 pour le
modèle FDTD de référence et le modèle SIBC cartésien.
Le premier cas traité est une plaque PEC recouverte du motif A (couche homogène diélectrique
avec des pertes électriques illustré dans la section 4.2). La section 5.3.1.1 considère une plaque
de petite taille où le schéma SIBC n’est pas mis en avant à cause des effets de bord. Ensuite,
une plaque de plus grande taille est simulée dans la section 5.3.1.2. La section 5.3.2 illustre le
cas du cube PEC recouvert de matériau. D’abord, dans la section 5.3.2.1, le cube est recouvert
du motif A selon la même configuration que celle décrite dans la section 4.5.2. Ensuite, dans
la section 5.3.2.2, le cube est recouvert par l’absorbant large bande 1 − 18 GHz dont le motif
élémentaire est illustré dans la section 3.5.4. Nous verrons que la SER du cube est grandement
diminuée dans cette bande de fréquence.

5.3.1 Plaque recouverte du motif A

Cette partie traite le cas simple d’une plaque recouverte du motif A. Dans le premier cas,
la plaque est de petite taille. Par conséquent, le comportement du schéma SIBC est biaisé par
les effets de bord. Ensuite, les effets de bord sont amoindris lorsqu’on considère une plaque de
plus grande taille afin de mettre en valeur le modèle SIBC.
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5.3.1.1 Petite plaque

Le premier test est celui d’une plaque de taille 25 mm × 25 mm illuminée en incidence
normale (θ, ϕ)=(90°, 0°) et recouverte du motif A décrit dans la section 4.2. Nous nous
attendons à des résultats qui ne mettent pas en valeur le modèle SIBC compte tenu de la très
petite taille de la plaque. En effet, la longueur de la plaque est inférieure à deux fois la longueur
d’onde minimim λmin = 15 mm pour la fréquence maximale utile fmax = 20 GHz. La figure
5.6 est obtenue par le visualisateur Visu-fd de Temsi-fd. Le cas (a) montre une plaque plan
yOz qui passe par le milieu des cellules conformes. La plaque est inclinée de 30° (l’angle entre
le vecteur incident k et l’axe des x est de 30°) pour le cas (b). Le pas de grille est uniforme
∆ = 1 mm. La SER est calculée dans le plan d’incidence ρOz (θ ∈ [0, 360°], ϕ = 0°). La
figure 5.7 compare le modèle SIBC conforme au schéma FDTD de Yee de référence (le motif
A est maillé) pour les polarisations TE et TM. Les deux fortes amplitudes correspondent à la
direction de transmission θ = 90° et à la direction monostatique θ = 270°. Pour le schéma
SIBC conforme, le pourcentage figurant dans la légende est le rapport entre l’aire de la région
conforme et l’aire de la cellule de Yee. On remarque une meilleure précision pour l’amplitude
de la SER monostatique lorsque l’aire de la région conforme se rapproche de l’aire de la
cellule de Yee. En effet, lorsque la plaque n’est pas positionnée sur une facette de cellule de
Yee, les composantes radiales magnétiques (orthogonales à la plaque) à proximité du bord ne
sont plus connectées avec les composantes électriques nulles aux arêtes placées au bord de
la plaque, ce qui semble introduire des erreurs. On observe environ 1 dB de différence entre
la SER monostatique de la plaque inclinée modélisée en conforme et le modèle FDTD de
référence. En outre, le schéma SIBC conforme 95 % donne un résultat très proche du schéma
SIBC cartésien puisque la paroi de métamatériau est placée très proche de la facette de cellule.
Le schéma SIBC conforme converge donc naturellement vers le schéma cartésien au fur et à
mesure que l’aire de la région conforme s’approche de l’aire de la cellule de Yee. D’autre part,
le lobe monostatique est plus large avec le schéma FDTD de référence. Ces observations sont la
conséquence des effets de bord de la petite plaque où le schéma SIBC n’est pas à son avantage.

5.3.1.2 Grande plaque

Considérons maintenant une plaque de plus grande de taille 15 cm × 15 cm. La figure 5.8
(a) montre la SER dans le plan d’incidence pour la fréquence f = 13 GHz. On remarque cette
fois-ci que le lobe monostatique obtenu par le modèle SIBC coı̈ncide fortement avec celui du
modèle FDTD de référence. En outre, le résultat est aussi bon pour les faibles niveaux de SER
même si les oscillations de la référence ne s’accordent pas parfaitement avec le modèle SIBC.
La figure 5.8 (b) correspond à la SER monostatique (θ = 270°) en fonction de la fréquence.
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(a) (b)

FIGURE 5.6 – Géométrie de la plaque recouverte du motif A et illuminée en incidence normale.
Visualisation sous Visu-fd. (a) La plaque plan yOz passe par le milieu des cellules conformes
(modèle SIBC conforme 50 %). Mode TM, θ = 90°. (b) La plaque est inclinée. Mode TE,
θ = 60°.
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FIGURE 5.7 – SER (m2) obtenue par le schéma FDTD de Yee de référence, le modèle SIBC
cartésien et le modèle SIBC conforme pour plusieurs aires de la région libre et pour la fréquence
f = 15 GHz. (a) Mode TE. (b) Mode TM.

La différence d’amplitude entre le modèle de référence et le modèle SIBC est d’environ 0.4 dB
à haute fréquence et reste très faible comparée à celle observée pour la petite plaque. Dans ce
cas, les effets de bord sont naturellement beaucoup moins prononcés et se répercutent moins
dans la réponse spectrale. Pour une plaque inclinée et modélisée par des marches d’escaliers, la
méthode SIBC Cartésien (courbe verte) suit la bonne tendance mais avec un résultat détérioré
à haute fréquence f > 8 GHz. Ce dernier résultat montre l’intérêt d’utiliser la méthode FDTD
conforme.
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FIGURE 5.8 – SER (dB) obtenue en mode TM par le schéma FDTD de Yee de référence, le
modèle SIBC cartésien et le modèle SIBC conforme pour le cas de la grande plaque (a) dans
le plan d’incidence pour f = 13 GHz et (b) en fonction de la fréquence dans la direction
monostatique θ = 270°.

5.3.2 Cube

Cette section traite le cas d’un cube parfaitement conducteur (PEC) recouvert d’un matériau
sur ses deux faces xOy inf et xOz inf. Dans la partie 5.3.2.1, le cube est recouvert du motif
A. Il s’agit de retrouver les mêmes résultats que ceux de la section 4.5.2 où est traité ce même
cas avec le modèle SIBC cartésien. Ensuite, dans la partie 5.3.2.2, le cube est recouvert par
l’absorbant fait en FR4+ITO simulé dans la section 3.5.4. La structure est simulée sur un temps
de 5 ns.

5.3.2.1 Cube recouvert du motif A

Le pas spatial est uniforme ∆ = 1 mm. Le lecteur pourra obtenir les autres paramètres de
la simulation dans la section 4.5.2. La figure 5.9 (a) compare la SER obtenue par le modèle
SIBC conforme avec le modèle SIBC cartésien et le schéma FDTD de référence pour le mode
TE et dans la direction de réflexion de la face xOz inf du cube. La figure 5.9 (b) fait cette
comparaison dans la direction de réflexion de la face xOy inf pour la polarisation TM. Pour la
légende ϕ = 90° de la figure 5.9 (a), le cube est illuminé avec un angle d’azimuth ϕ = 90°.
Dans ce cas, les faces du cube sont dans le plan cartésien et ses bords passent par le milieu des
cellules conformes (comme par exemple sur la figure 5.6 (a)). La légende ϕ = 45° correspond
au cas où le cube est tourné en azimuth de 45° (voir figure 5.10) et illuminé par un angle
d’azimuth aussi tourné de ϕ = 45° de sorte à être dans la même configuration que celle de la
légende ϕ = 90°. Pour les deux modes et particulièrement pour le mode TM, on note que le
modèle SIBC conforme suit la bonne tendance. Cependant, l’amplitude de la SER obtenue par
le modèle conforme est légèrement plus élevée à haute fréquence pour le mode TE.
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FIGURE 5.9 – SER (m2) obtenue par le schéma FDTD de référence, le modèle SIBC cartésien et
le modèle SIBC conforme pour le cas du cube recouvert du motif A en fonction de la fréquence
(a) dans la direction θ = 340°, mode TE et (b) dans la direction θ = 160°, mode TM.

FIGURE 5.10 – Géométrie du cube tourné en azimuth de 45° et illuminé par une incidence
(θ, ϕ) = (30°, 45°). Visualisation sous Visu-fd.

5.3.2.2 Cube recouvert de l’absorbant en FR4+ITO

Le cube PEC est de taille 39 cm ×39 cm et est recouvert sur ses deux faces xOy inf et
xOz inf du matériau absorbant large bande 1-18 GHz fait en FR4+ITO illustré dans la section
3.5.4. Cela correspond à 10 périodes du motif élémentaire sur les deux faces. Le pas spatial est
uniforme ∆ = 2.5 mm et la fréquence maximale utile choisie vaut fmax = 10 GHz. Le cube est
illuminé avec un angle d’incidence θi = 30°. L’angle local est donc de θn = 30° pour la face
xOy inf du cube et de θn = 60° pour la face xOz inf. Le cube et l’angle d’azimuth sont tournés
en azimuth à ϕ = 45° pour le schéma SIBC conforme (comme sur la figure 5.10). La figure 5.11
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(a) (resp. (b)) montre que la SER obtenue par le modèle SIBC conforme pour la polarisation TE
(resp. TM) et dans la direction de réflexion de la face xOz inf (resp. xOy inf) du cube θ = 330°
(resp. θ = 150°) coı̈ncide fortement avec celle obtenue par le modèle SIBC cartésien. Comme
attendu, la SER est diminué à partir de f = 1 GHz. En outre, l’absorbant a un taux d’absorption
de plus de 90% sur la large bande de fréquence 1−18 GHz pour une incidence de θ = 30° (voir
figure 3.20 (a)) ce qui correspond à un coefficient de réflexion d’au moins R = −10 dB. Ainsi,
pour un plan infini recouvert de l’absorbant, on s’attend à une diminution de la SER de 10 dB

par rapport à une plaque parfaitement conductrice. Pour le cas du cube, on retrouve cet ordre
de grandeur sur la figure 5.9 (b). Pour la figure 5.9 (a), l’absorbant est un peu moins performant
comme l’indique la figure 3.20 (b) à l’incidence θ = 60°. En outre, pour f ≈ 8 GHz, la SER
est très diminuée ce qui coı̈ncide parfaitement au pic d’absorption observé sur la figure 3.20 (b)
pour cette fréquence.
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FIGURE 5.11 – SER (dB) obtenue par le modèle SIBC cartésien de référence et le modèle SIBC
conforme pour le cas du cube recouvert de l’absorbant FR4+ITO en fonction de la fréquence
(a) dans la direction θ = 330°, mode TE et (b) dans la direction θ = 150°, mode TM.

5.4 Conclusion

Ce chapitre fait brièvement l’état de l’art des techniques conformes pour la modélisation
de cibles 3D. Parmi elles, on retrouve les méthodes de Benkler, ECT et SC qui sont les trois
méthodes les plus utilisées dans Temsi-fd en raison de leur précision et la possibilité de choisir
la CFL.
Ensuite, ce chapitre présente l’extension du schéma SIBC cartésien du chapitre 4 à la méthode
de résolution FDTD conforme. Ainsi, une paroi de métamatériau n’est plus forcément une
facette de cellule de Yee ce qui donne la possibilité à l’utilisateur de modéliser des géométries
plus complexes. Comme pour le schéma SIBC cartésien, les composantes tangentielles sont
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calculées au milieu des parois SIBC. Pour disposer du champ magnétique au milieu de la
paroi, les composantes magnétiques positionnées sur les faces de cellule appartenant à la région
conforme sont interpolées au milieu de la région conforme. Une fois les composantes électriques
calculées au milieu des parois par la relation de Leontovich, ces dernières sont projetées sur les
arêtes de parois pour la mise à jour conforme du champ magnétique par l’intégrale de contour
du champ électrique.
Finalement, le schéma conforme est testé sur des cas simples. Le premier est une plaque
inclinée. Le second est un cube PEC tourné en azimuth et recouvert de matériau sur certaines de
ses faces. Des résultats de SER fidèles au schéma classique de Yee ou au modèle SIBC cartésien
ont été obtenus.
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Les métamatériaux sont des structures complexes, macroscopiques, tridimensionnels et
généralement structurés de manière périodique. Ils possèdent des propriétés électromagnétiques
qu’on ne retrouve pas dans un matériau classique. Ces matériaux peuvent être appliqués sur une
cible en vue de diminuer sa SER et ainsi de la rendre plus furtive. Pour simuler un tel matériau,
nous avons opté pour la méthode FDTD en raison de son efficacité et son caractère large bande.
Pour ces mêmes raisons, la SER de la cible de grande dimension recouverte du matériau est
calculée par la méthode des différences finies.
Pour la résolution de structures périodiques bidimensionnelles, les méthodes semi-implicites
basées sur la transformation des champs se sont avérées efficaces d’un point de vue de la
précision et du temps de calcul. Le passage au 3D nous a contraint de changer de méthode
en raison de la condition CFL qui devient trop contraignante lorsque l’angle d’incidence est
grand. Nous avons retenu le schéma Spectral-FDTD pour plusieurs raisons. La première est que
tous les modèles existants de la littérature s’adaptent sans difficulté à cette méthode permettant
de simuler les structures périodiques les plus variées possibles. Par exemple en conforme et
pouvant intégrer des fils obliques. En outre, le schéma est couplé à la technique d’extrapolation
du signal TD-VFz afin de reproduire les modes horizontaux de résonance et obtenir une réponse
spectrale précise. Un réglage optimum des CPML est donné pour optimiser la précision proche
de la fréquence de coupure, c’est à dire pour les grands angles d’incidence θ. La solution
proposée est complète dans le sens où elle couvre les aspects excitation, conditions aux limites,
traitement du signal efficace pour une reconstruction sur une large gamme d’angles d’incidence,
et cela sans réduction de la CFL. Ce schéma original combiné nous a permis de calculer
les impédances de surface d’absorbants complexes de la littérature constitués de couches à
permittivité complexe constante approchée par un modèle de Debye à un pôle.
La dimension du métamatériau étant très petite devant celle de la cible, le problème multi-
échelle est traité par le modèle SIBC de Leontovich afin d’appliquer le métamatériau sur la
peau de la cible. Le modèle tient compte de la polarisation et de l’incidence de l’onde plane
incidente. On applique ainsi une impédance sensiblement différente dans chaque cellule du
maillage contenant une paroi SIBC. Pour traiter le produit de convolution dans le domaine
temporel, les impédances de surface sont décomposées à l’aide de la technique vector fitting.
En outre, les composantes tangentielles sont calculées au milieu des parois pour bien gérer les
marches d’escaliers. Cette approche a été validée pour une plaque infinie et un cube parfaitement
conducteurs recouverts d’un matériau et s’inscrivant dans le plan cartésien par nature.
Cependant, le schéma SIBC cartésien approche la géométrie curviligne de la cible par un
maillage en marches d’escalier. Pour corriger cette approximation, le dernier chapitre de
cette thèse propose un schéma SIBC conforme, s’appuyant sur le schéma SIBC cartésien.
Les composantes tangentielles sont calculées au milieu des parois SIBC par la formule de
Leontovich locale. Le schéma conforme est testé sur des cas simples : le premier est une plaque
inclinée, le second est un cube PEC tourné en azimuth et recouvert de matériaux sur certaines
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de ses faces. Des résultats de SER fidèles au schéma classique de Yee ou au modèle SIBC
cartésien ont été obtenus. Lorsque le cube est recouvert d’un absorbant, nous avons obtenu une
forte diminution de la SER parfaitement en accord avec le profil de l’impédance de surface du
matériau.
La suite des travaux consiste à simuler des structures en conforme de géométrie plus complexe
impliquant par exemple des formes courbées comme le cylindre. En outre, notre modèle SIBC
ne tient compte que de l’incidence de l’onde primaire. Par conséquent, les interactions multiples
et les zones d’ombre ne sont pas prises en compte. Pour améliorer ce point, des modèles
d’impédance d’ordre élevé pourraient s’envisager. Cependant, au vue de la complexité de ces
modèles, dans ce cas une méthode spectrale pour simuler la cible semble préférable.
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le calcul de la Surface Equivalente Radar

Résumé : Les métamatériaux sont des structures tridimensionnelles complexes généralement
périodiques. Ils possèdent des propriétés électromagnétiques qu’on ne retrouve pas dans un matériau
classique. Ces matériaux peuvent être appliqués sur une cible en vue de diminuer sa surface équivalente
radar (SER) et ainsi de la rendre furtive. La méthode des différences finies dans le domaine temporel
(FDTD) est bien adaptée pour simuler le métamatériau et la cible recouverte de ce même matériau, en
raison de son efficacité et son caractère large bande. La dimension du métamatériau étant très petite
devant celle de la cible, il faut résoudre un problème multi-échelle difficile à traiter numériquement.
Cette thèse propose donc d’appliquer le métamatériau comme condition aux limites équivalente via la
formule de Leontovich. Le modèle tient compte de la polarisation et de l’incidence de l’onde plane. Pour
construire le modèle en impédance de surface, un motif du métamatériau est modélisé avec des conditions
de périodicité. Le schéma Spectral FDTD est retenu pour plusieurs raisons. D’une part, les modèles
existants s’adaptent sans difficulté à cette méthode. D’autre part, la condition de stabilité CFL n’est pas
restrictive et est celle du schéma standard de Yee. En outre, cette thèse propose de coupler le schéma avec
la technique d’extrapolation du signal TD-VFz pour améliorer la précision de la réponse spectrale. Ce
schéma original combiné nous a permis de calculer les impédances de surface d’absorbants complexes
de la littérature. Enfin, une modélisation FDTD conforme de la cible est proposée afin de prendre en
compte correctement sa géométrie curviligne qui n’est plus approchée par un maillage cartésien avec des
marches d’escalier. L’approche est validée pour une plaque inclinée et un cube désaxé accueillant une
métasurface.

Mots clés : FDTD conforme, SER, métamatériaux, SIBC, structures périodiques.

Wideband model of composite materials in conformal FDTD method for Radar Cross Section
computation

Abstract : Metamaterials are three-dimensional complex structures often periodics. They have
electromagnetic properties that are not found in conventional materials. These can be applied to a
target to reduce its Radar Cross Section (RCS) and thus make it more furtive. The Finite Difference
Time Domain (FDTD) method is a good candidate to simulate the periodic metamaterial and the target
covered with this material, due to its efficiency and wideband characteristic. Since the dimension
of the metamaterial is very small compared to the target one, it is necessary to solve a multi-scale
problem which is difficult to deal with a full wave method. This thesis therefore proposes to apply
the metamaterial as an equivalent boundary condition via the Leontovich formula. The model takes
into account the polarization and the incidence of the plane wave. To establish the surface impedance
model, a pattern of the metamaterial is modelled with periodic boundary conditions. The Spectral FDTD
scheme is chosen for several reasons. On the one hand, existing models can be easily adapted to this
method. On the other hand, the CFL condition is not restrictive and is the one given by the standard Yee
scheme. In addition, this thesis proposes to combined the scheme with the TD-VFz signal extrapolation
technique to improve the spectral response accuracy. This original combined scheme allows the surface
impedance computation of complex absorbers from the literature. Finally, a conformal FDTD modelling
of the target is proposed to take into account its curvilinear geometry which is no longer approximated
by a staircase mesh. This approach is validated for both an inclined plate and a desaxed cube receiving a
metasurface.

Keywords : Conformal FDTD, RCS, metamaterials, SIBC, periodic structures.
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