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professeurs Gilles Bertrand, Jean-Pierre Réveillès et Mohamed Tajine, pour avoir accepté
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Introduction à la Partie III 157
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Introduction

La topologie est la branche des mathématiques qui proclame qu’un donuts n’est rien

d’autre qu’une tasse à café particulière, pour peu que celle-ci ait une anse. La reconnais-

sance des formes est un domaine de recherche en informatique qui essaie de donner à un

ordinateur la capacité de faire la différence entre un donuts et une tasse à café. Même si ces

deux motivations peuvent parâıtre contradictoires, l’étude des propriétés topologiques des

espaces discrets est un domaine de recherche important pour la reconnaissance des formes

en informatique. En effet, depuis le début des années 1970, la définition de notions de

topologie adaptées au cadre discret a permis de définir, de formaliser mathématiquement

et de justifier les algorithmes utilisés dans les programmes d’analyse et de traitement de

l’image. Les opérations préservant la topologie font partie de cet ensemble d’algorithmes,

et il n’est nul besoin de rappeler l’intérêt des algorithmes d’amincissement homotopiques

par exemple dans les applications de reconnaissance de l’écriture.

Maintenant, en dehors des images bi-dimensionnelles, les images de l’espace discret Z3

constituent un champ d’investigation intéressant auquel s’intéressent quantités de travaux

récents. Dans ce cadre, deux notions principales ont été utilisées pour caractériser la

préservation de la topologie. La première, la caractéristique d’Euler, a été adaptée de la

topologie classique et de la théorie des graphes. La seconde, le groupe fondamental, a

été transposée de la topologie algébrique au cadre discret ([Kon89]). Pour cette thèse,

notre motivation est l’étude des éléments de base du groupe fondamental discret : les

classes d’homotopie de chemins. Aussi, en définissant et en utilisant de nouveaux outils

dédiés à l’étude de ces classes, nous prouvons de nouveaux théorèmes qui montrent que le

groupe fondamental discret est un outil puissant pour l’étude des propriétés topologiques

dans un espace discret. De plus, nous fournissons dans ce mémoire les preuves complètes

des résultats obtenus, preuves qui font appel aux seules notions de géométrie discrète

classiquement utilisées comme les relations d’adjacence et bien sûr l’arithmétique entière.
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Dans une première partie, nous allons présenter des notations et rappeler certaines notions

mathématiques concernant les ensembles et la théorie des graphes. Ces définitions, ainsi

que quelques autres notions mathématiques élémentaires, supposées connues, comme les

correspondances et applications, ainsi que quelques connaissances sur les groupes, per-

mettront au lecteur de comprendre tous les résultats énoncés par la suite ainsi que les

preuves qui en seront données. Nous introduirons ensuite des définitions classiques plus

spécifiques au cadre de la géométrie discrète et qui seront utilisées, voire généralisées,

par la suite. Enfin, nous terminerons cette partie par la description, à l’aide d’exemples,

du problème qui constitue la motivation première de cette thèse : la caractérisation de la

préservation de la topologie dans un espace discret.

Dans une seconde partie, nous présentons un cadre nouveau pour l’étude du problème

précédemment énoncé. Ce cadre est constitué par les objets connus dans la littérature

sous le nom de bords discrets (ou digital boundaries, voir [AFH81, HU83, Her92, RKW91,

Udu94]) et que nous appellerons simplement des surfaces discrètes, puisqu’aucune confu-

sion n’est possible ici avec un autre type de surface discrète qui a été introduit par plu-

sieurs auteurs ([MR81, Mal94, MB97]). Ce type d’objet discret présente un grand intérêt

pratique puisqu’il est à la base d’outils de visualisation et de traitement d’images 3D

([HKL+81, HU83, Udu82, Len96, Len97]). Or, pour chacune de ces tâches, les problèmes

liés à la préservation de la topologie apparaissent quand on s’intéresse à la définition

d’algorithmes de squelettisation dans ce cadre ([ML00]). En effet, l’utilisation d’un al-

gorithme d’amincissement s’avère être un outil efficace dans les programmes dédiés à la

visualisation des objets 3D (i.e. de leur surface) mais aussi à l’analyse des objets sous-

jacents. Nous rappellerons dans cette partie des résultats précédemment obtenus qui

concernent la préservation de la topologie dans les surfaces discrètes ([ML00]) ; ensuite

nous introduirons un nouvel outil pour la démonstration de théorèmes dans ce cadre :

le nombre d’intersection de chemins. Des propriétés importantes seront démontrées qui

font du nombre d’intersection un outil permettant entre autres la distinction des classes

d’homotopie de chemins dans une surface discrète. Alors, en utilisant ces propriétés, nous

donnerons la preuve d’un nouveau théorème de Jordan pour des courbes discrètes des-

sinées à la surface d’une partie de Z3. Finalement, ce nouvel outil permettra de donner la

preuve d’un nouveau théorème qui montrera que le groupe fondamental discret est suffi-

sant pour caractériser la préservation de la topologie dans les surfaces discrètes, excepté

dans un cas trivial très particulier.
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Dans un troisième partie, nous nous intéresserons non plus au cadre des surfaces mais

au problème de la préservation de la topologie dans l’espace discret Z3. Dans ce but, on

remarque que les surfaces discrètes peuvent être considérées comme un cadre de travail

intermédiaire entre les espaces Z2 et Z3. Dans cette dernière partie, nous fournissons

le résultat d’un travail dont le but est d’obtenir une formalisation rigoureuse d’une ca-

ractérisation globale des points simples dans Z3. Ces points sont définis classiquement

comme des points qui peuvent être effacés dans une image (binaire) sans en modifier les

propriétés topologiques ([Mor81, BM94, Ber94, Ma94, Kon95]). Plus précisément, nous

nous intéresserons dans cette partie à la correspondance “évidente” entre les propriétés

topologiques d’une partie de Z3 et celles de son complémentaire. Une fois de plus, nous

nous intéresserons à une caractérisation de ces propriétés utilisant le groupe fondamental

discret. Aussi, après avoir défini un analogue du nombre d’entrelacement (invariant de

base en théorie des noeuds) pour des chemins fermés dans Z3 et prouvé son invariance par

déformation continue des chemins, nous serons en mesure de montrer la correspondance

précédemment évoquée entre l’objet et son complémentaire. En effet, le nombre d’entrela-

cement, de la même façon que le nombre d’intersection introduit dans la seconde partie,

permet de distinguer les classes d’homotopie de chemins fermés dans Z3. Finalement,

nous conclurons avec une question ouverte concernant le problème de la caractérisation

de la préservation de la topologie, question qui suggère un lien entre la géométrie discrète

et la théorie des noeuds.





Première partie

Définitions et notions de base en

géométrie discrète





Introduction à la Partie I

Dans cette première partie, nous introduisons les notations et définitions de base qui se-

ront utilisées dans la suite. Après un très bref rappel de certaines notions de la théorie

des ensembles et des graphes, nous rappellerons quelques notions classiques de géométrie

discrète comme les relations d’adjacence et la connexité. Nous donnerons aussi la définition

de ce qui pourrait être appelé la déformation continue d’un chemin discret, formellement :

la relation d’homotopie entre chemins dans un espace discret. Cette dernière définition

aboutira à celle du groupe fondamental discret qui a été introduit dans le cadre discret

par T.Y. Kong dans [Kon89]. Finalement, nous poserons plusieurs définitions concernant

la préservation de la topologie pour les parties d’un espace discret avec une illustration

le cas de l’espace Z2.





Chapitre 1

Espaces dicrets

Dans ce chapitre, nous donnons quelques définitions de base qui seront utilisées dans

toute la suite.

1.1 Ensembles, relations et chemins

Dans cette section, E est un ensemble.

Notation 1.1 (complémentaire, ensemble des parties) Si X est une partie de E,

on note X le complémentaire de X dans E, i.e l’ensemble des éléments de E qui ne sont

pas dans X. On note aussi P (E) l’ensemble des toutes les parties de E.

Maintenant, rappelons les définitions d’une relation binaire et d’une relation d’équivalence

sur E.

Définition 1.1 (relation binaire) Une relation binaire R sur E est une partie de l’en-

semble produit E × E.

– R est dite symétrique si pour tout couple d’éléments a et b de E, on a :

(a, b) ∈ R ⇒ (b, a) ∈ R.

– R est dite réflexive si (e, e) ∈ R pour tout élément e de E.

– R est dite transitive si pour tout élément a, b et c de E, alors (a, b) ∈ R et (b, c) ∈ R
⇒ (a, c) ∈ R.

– R est dite anti-réflexive si pour tout élément e de E on a (e, e) /∈ R.
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– R est dite anti-symétrique si pour tout a et tout b dans E, alors (a, b) ∈ R et

(b, a) ∈ R entrâıne a = b.

Nous rappelons aussi les définitions suivantes de clôture d’une relation binaire R.

Définition 1.2 Si R est une relation binaire sur E, la clôture symétrique et transitive

de la relation R est la relation Rst définie par :

Rst =



(x, y)

∃(z0, . . . , zl) tel que pour i = 0, . . . , l − 1, on ait (xi, xi+1) ∈ R ou

bien (xi+1, xi) ∈ R.





Définition 1.3 Si R est une relation binaire sur E, la clôture transitive de la relation

R est la relation Rt définie par :

Rt =
{

(x, y) ∃(z0, . . . , zl) tel que pour i = 0, . . . , l − 1 on ait (xi, xi+1) ∈ R.
}

Définition 1.4 (relation d’équivalence, classe d’équivalence) Une relation

binaire Req sur E est appelée une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique

et transitive. Si Req est une relation d’équivalence sur E et e ∈ E, la classe d’équivalence

de e par Req, notée [e]Req , est définie par :

[e]Req = { x ∈ E | (x, e) ∈ Req }.

Dans le cadre de la géométrie discrète, la notion suivante de relation d’adjacence sera très

souvent utilisée, en tant qu’analogue de la notion continue de voisinage.

Définition 1.5 (relation d’adjacence) Une relation binaire R sur E est appelée re-

lation d’adjacence si elle est symétrique et anti-réflexive.

Dans la suite de cette section, R est une relation d’adjacence sur E.

Définition 1.6 (R−adjacence, R−voisinage NR(x)) Soient x ∈ E et y ∈ E. On dit

que x et y sont R−adjacents si (x, y) ∈ R. De plus, si X est une partie de E on dit que

x /∈ X est R−adjacent à X s’il existe un élément y ∈ X tel que (x, y) ∈ R.

Étant donné un élément x de E, on note NR(x) l’ensemble des éléments de E qui sont

R−adjacents à x. On appelle cet ensemble le R−voisinage de x.

Remarque 1.1 Le lecteur est mis en garde contre la confusion possible entre le mot

“voisinage” utilisé ici, et le même mot utilisé en topologie. En effet, alors que le voisi-

nage d’un point défini en topologie contient toujours ce point, un voisinage au sens de la
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Définition 1.6 est l’ensemble des spels voisins d’un spel donné suivant une certaine rela-

tion d’adjacence, sans ce spel lui-même. De même, la notation NR(x) utilisée ici diffère

légèrement de celle utilisée par de nombreux auteurs qui réservent la notation NR(x) pour

un ensemble contenant l’élément x alors que N∗
R(x) désigne le voisinage tel qu’il est défini

ici.

Définition 1.7 (adjacence entre ensembles) Soient X et Y deux parties de E. On

dit que X et Y sont R−adjacents s’il existe deux éléments x ∈ X et y ∈ Y tels que

(x, y) ∈ R.

Définition 1.8 (R−chemin, R−connexité, composantes R−connexes) Soient

a et b deux éléments de E. Un R−chemin π de a à b et de longueur l dans E est un

(l + 1)−uplet π = (x0, . . . , xl) d’éléments de E tel que a = x0, b = xl et pour tout

i ∈ {0, . . . , l− 1} les éléments xi et xi+1 sont R−adjacents (i.e. (xi, xi+1) ∈ R) ou égaux.

Le R−chemin π est dit fermé si x0 = xl ; et x0 et alors appelé le point de base ou encore

l’extrémité de π. Le chemin π est dit simple si xi 6= xj dès que i 6= j (excepté quand

{i, j} = {0, l} si π est fermé). On dit que deux éléments a et b de E sont R−connectés

dans E s’il existe un R−chemin de a à b dans E. De façon évidente, la relation de

R−connexité est une relation d’équivalence sur E et les classes d’équivalence de cette

relation sont appelées les composantes R−connexes de E. En d’autres termes, une com-

posante R−connexe de E est une partie maximale de E dans laquelle deux éléments sont

toujours R−connectés dans E.

Nous définissons aussi ce que l’on appellera par la suite un demi-tour dans un chemin.

Définition 1.9 (demi-tour) Soit π = (yk)k=0,...,p un R−chemin dans E. On dit que π

possède un demi-tour à l’indice k si yk−1 = yk+1.

Notation 1.2 Dans tout ce mémoire, et afin de ne pas alourdir les notations, pour tout

chemin fermé π = (x0, . . . , xq) et tout entier i ∈ {0, . . . , q} on notera xi+1 [resp. xi−1]

pour xi+1 mod q [resp. xi−1 mod q], où a + b mod q est le seul entier positif r vérifiant

a + b = nq + r pour n ∈ Z et tel que r ∈ {0, . . . , q − 1}.

Définition 1.10 (changement de paramètre) Soient π = (y0, . . . , yp) et

π′ = (y′0, . . . , y
′
p) deux R−chemins fermés de longueur p dans E. Les deux chemins π et
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π′ sont dits identiques à un changement de paramètre près si l’une des deux conditions

suivantes est satisfaite :

– Il existe k0 ∈ {0, . . . , p} tel que pour tout k ∈ {0, . . . , p} on ait y′k = yk0+k.

– Il existe k0 ∈ {0, . . . , p} tel que pour tout k ∈ {0, . . . , p} on ait y′k = yk0−k.

Maintenant, on définit l’opération de concaténation des chemins.

Définition 1.11 (concaténation de chemins, chemin inverse) Soient deux

R−chemins π = (y0, . . . , yp) et π′ = (y′0, . . . , y
′
q) dans E tels que yp = y′0. On appelle

concaténé des chemins π et π′, et on note π.π′, le R−chemin (y0, . . . , yp−1, y
′
0, . . . , y

′
q).

On définit aussi l’inverse de π, noté π−1, comme le R−chemin (yp, yp−1, yp−2, . . . , y0).

Notation 1.3 Soit π = (xi)i=0,...,p un R−chemin dans E, on note π∗ l’ensemble :

π∗ = {y ∈ E | ∃i ∈ {0, . . . , p} tel que y = xi }.

Définition 1.12 (chemin trivial) Soit a ∈ E, le chemin fermé π = (a, a) de a à a (de

longueur 1) appelé un chemin trivial réduit à a.

Définition 1.13 (R−courbe fermée simple) Une partie finie C de E est appelée une

R−courbe fermée simple si elle estR−connexe et que tout élément x de C estR−adjacent

à exactement deux autres éléments de C. Dans ce cas, on peut trouver un R−chemin

fermé simple c dans E tel que c∗ = C qu’on appelle une paramétrisation de la courbe C .

Notons que tous les chemins de cette forme sont identiques à un changement de paramètre

près (voir Définition 1.10). On appelle aussi c une R−courbe fermée simple paramétrée.

1.2 Images discrètes

Dans cette section, on introduit les notions d’espace discret et d’objet discret. Tout

d’abord, on appelle espace discret tout couple (E,R) oùR est une relation d’adjacence sur

l’ensemble E. Signalons que les espaces discrets ainsi définis ne doivent pas être confondus

avec les espaces munis d’une topologie discrète définis en topologie classique. Dans un

souci de simplicité, étant donné un couple (E,R), on appelle aussi E un espace discret.

Un élément x d’un espace discret E est appelé un spel (raccourci de “space element”).
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Dans la suite, et sauf indication contraire, (E,R) est un espace discret.

Définition 1.14 (image discrète, objet, fond) Une image discrète I sur E est un

couple (E, X) où X est une partie de E. L’ensemble X est appelé un objet discret. Les

éléments de X sont appelés des 1−spels ou encore spels noirs alors que les éléments de

X sont appelés des 0−spels ou spels blancs. L’ensemble X est aussi appelé le fond de

l’objet X ou encore le fond de l’image discrète I.

Il est maintenant nécessaire de donner des exemples concrets, à la fois d’espaces discrets

mais aussi d’images discrètes. Dans la Figure 1.1 est représentée par des points noirs une

partie de l’ensemble Z2. Un élément de Z2, classiquement appelé un pixel (raccourci de

l’anglais “picture element”), peut être représenté par un point mais est le plus souvent

identifié à un carré unitaire centré sur un point de coordonnées entières du plan Euclidien.

Dans la Figure 1.2, on a représenté, à l’aide de cubes unitaires, une partie de Z3. De façon

similaire, un élément de Z3, classiquement appelé un voxel (raccourci de l’anglais “volume

element”), est représenté soit par un point de coordonnées entières mais est associé le

plus souvent à un cube unitaire centré sur un point de coordonnées entières.

Fig. 1.1: Deux représentations d’une

partie de Z2.
Fig. 1.2: Une vue d’un objet de Z3.

1.3 Relations d’adjacence dans Z2 et Z3

Dans cette section, on présente des relations d’adjacence dans Z2 et Z3 qui définissent

des structures d’espaces discrets. Notons que toutes les propriétés topologiques des objets

discrets que l’on peut étudier dépendent directement du choix d’une relation d’adjacence

(en fait, généralement de deux relations comme il sera expliqué dans la section 1.4).

Même s’il est possible de définir d’autres types de relations d’adjacence, celles qui sont

présentées ici sont les plus communément utilisées.
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n = 4 n = 8

Fig. 1.3: Un pixel x (en noir) et

les ensembles Nn(x) pour n ∈ {4, 8}
(en gris).

n = 6 n = 18 n = 26

Fig. 1.4: Un voxel x (point noir) et les ensembles

Nn(x) pour n ∈ {6, 18, 26} (en gris).

Tout d’abord, nous introduisons les notations suivantes pour les espaces discrets de type

Zd (pour d entier positif).

Notation 1.4 Si x ∈ Zd, avec d > 0, on note xi la i
ieme

coordonnée de x pour i ∈
{1, . . . , d}, soit x = (x1, x2, . . . , xd).

Définition 1.15 (R4 et R8) On définit les deux relations d’adjacence R4 et R8 sur Z2

comme suit :

R4 = { (x, y) ∈ Z2 × Z2 / |x1 − y1|+ |x2 − y2| = 1 }
et,

R8 = { (x, y) ∈ Z2 × Z2 / x 6= y et |x1 − y1| · |x2 − y2| ≤ 1 }

Définition 1.16 (Rn pour n ∈ {6, 18, 26}) On définit les relations d’adjacence R6, R18

et R26 sur Z3 par :

R26 = { (x, y) ∈ Z3 × Z3 / Max [|x1 − y1|, |x2 − y2|, |x3 − y3|] = 1 }
R18 = { (x, y) ∈ Z3 × Z3 / |x1 − y1|+ |x2 − y2|+ |x3 − y3| ≤ 2 } ∩ R26

R6 = { (x, y) ∈ Z3 × Z3 / |x1 − y1|+ |x2 − y2|+ |x3 − y3| = 1 }

Notation 1.5 (préfixe “n−”) Afin d’améliorer la lisibilité, et puisque les relations d’ad-

jacence seront très utilisées par la suite, on abrégera “Rn” par “n” dans toutes les

notations qui ont été introduites jusqu’ici. Par exemple, 6−adjacence sera utilisé pour

R6−adjacence de même que N26(x) est la notation abrégée de NR26(x).

Les différents voisinages (voir Définition 1.6) associés aux relations d’adjacence des Définitions 1.15

et 1.16 sont représentés dans les Figures 1.3 et 1.4.
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1.4 Complémentarité entre relations d’adjacence

Nous allons justifier maintenant la nécessité d’utiliser deux relations d’adjacence, et non

une seule, pour traiter des propriétés topologiques d’une image. En effet, un des buts de

la géométrie discrète est l’étude des propriétés topologiques des images discrètes. Dans ce

contexte, la connexité est bien entendu une notion fondamentale. Toutefois, afin d’éviter

des paradoxes topologiques, nous devons ajouter quelques restrictions concernant l’uti-

lisation des relations d’adjacence quand on considère à la fois un objet et son fond. De

tels paradoxes apparaissent par exemple quand on essaie de définir les trous d’un objet

de Z2 et les cavités d’un objet de Z3. En effet, on espère intuitivement pouvoir définir les

trous dans Z2 et les cavités dans Z3 d’un objet comme les composantes connexes finies du

complémentaire de cet objet. Cependant, si la même relation d’adjacence est utilisée pour

définir les composantes connexes d’un objet X et celles de son complémentaire, alors ce

type de définition donne lieu à des situations inacceptables. Ainsi, dans la Figure 1.5(a),

l’ensemble X ⊂ Z2 composé des pixels noirs est 8−connexe et on s’attend à ce qu’il

possède un trou, c.a.d. qu’il entoure une composante connexe de pixels blancs. Toutefois,

puisque les deux pixels blancs marqués d’un point sont 8−adjacents, il n’est possible de

définir un trou dans ce cas que comme une composante 4−connexe de pixels blancs. De

la même façon, nous avons représenté dans la Figure 1.5(b) un 4−chemin fermé simple.

Puisque les deux pixels noirs fléchés ne sont pas 4−adjacents, on s’attend à ce que ce

chemin n’entoure qu’une seule composante connexe de pixels blancs. Ceci n’est alors vrai

que si les deux pixels blancs marqués d’un point sont eux mêmes adjacents, c’est à dire

si on considère le complémentaire du 4−chemin avec la relation de 8−connexité. Selon

T.Y. Kong ([KR89]), ce principe de relations d’adjacence complémentaires a été établi

pour la première fois dans [DHM67].

(a) (b)

Fig. 1.5: Deux objets de Z2.

Fig. 1.6: Une sphère topologique

en 18 ou 26−connexité.
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Maintenant, les mêmes considérations s’appliquent aux parties de Z3 comme illustré par

la Figure 1.6. Soit X l’objet constitué de tous les voxels visibles dans la partie gauche de

cette figure (Figure 1.6). Alors, si les voxels noirs sont considérés comme faisant partie

d’un objet 26 ou 18−connexe, on s’attend à ce que le voxel blanc intérieur à cet objet

soit isolé (i.e. voisin d’aucun autre voxel blanc) ; de telle sorte que l’ensemble des voxels

noirs constitue une sphère topologique (ayant une cavité). De façon évidente, cela n’est

vrai que si la relation de 6−adjacence est utilisée pour considérer l’ensemble X.

Finalement, pour un espace discret quelconque (E,R), on résume ces considérations par

l’utilisation de couples (R,R) de relations d’adjacences, la relation de R−adjacence

étant associée à un objet tandis que la relation de R−adjacence est associée à son

complémentaire. Pour les images dans Z2, nous utiliserons (n, n) ∈ {(4, 8), (8, 4)} et

pour des images dans Z3, nous utiliserons (n, n) ∈ {(6, 26), (6+, 18), (26, 6), (18, 6+)}.
Insistons sur la nécessité de noter “6+” la relation de 6−adjacence associée à la relation

de 18−adjacence (notez que R6+ = R6 d’après la Définition 1.16). En effet, ceci nous

permet d’abréger certaines notations puisque la donnée de la seule relation d’adjacence

utilisée pour les objets suffit à préciser celle qui est utilisée pour le complémentaire (si

n = 26 alors n = 6, si n = 6+ alors n = 18, etc.). Dans la suite, les couple (n, n) énumérés

précédemment sont aussi appelés des couples de relations d’adjacence complémentaires.

De façon plus générale, on suppose par la suite que la donnée d’une relation d’adjacence

R associée à un objet X implique l’utilisation d’une unique relation d’adjacence R pour

son complémentaire ; de telle sorte que la notation R est correctement définie. Ainsi, dès

qu’une relation d’adjacence est définie (e.g. (6+)), on doit préciser une fois pour toutes

la relation d’adjacence complémentaire utilisée.

Maintenant, étant donné une couple (R,R) de relations d’adjacence complémentaires, on

utilisera aussi les notions suivantes :

Définition 1.17 (R−composantes noires/blanches) Soient I = (E, X) une image

discrète et R une relation d’adjacence sur E. Une composante R−connexe de X [resp.

une composante R−connexe de X] est appelée une composante noire [resp. composante

blanche ou encore composante de fond].

La définition qui suit ne doit pas être confondue avec la notion de tunnel qui sera intro-

duite dans la suite.
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Définition 1.18 (R−cavité) Soient I = (E, X) une image discrète et R une relation

d’adjacence sur E. Une composante R−connexe finie de X est appelée une R−cavité de

X. Une cavité dans Z2 est aussi appelée un trou.

Définition 1.19 (spel R−isolé, spel R−intérieur) Soient X une partie de E et x ∈
X. On dit que x est un spel R−isolé de X quand NR(x) ∩ X = ∅ ; et x appelé spel

R−intérieur de X si NR(x) ∩X = ∅.





Chapitre 2

Notions de base en géométrie

discrète

Dans ce chapitre, nous présentons plusieurs notions qui ont été introduites par différents

auteurs dans le cadre de la géométrie discrète. Pour certaines d’entre elles, nous essayons

de montrer leur similitude avec des notions classiques de topologie et aussi la façon dont

elles sont dérivées de leurs analogues continues.

Toutes ces notions sont présentées ici principalement pour deux raisons. D’une part, elles

ont montré leur utilité pour l’étude des propriétés topologiques des images discrètes.

D’autre part, les outils qui seront développés dans la Partie II et la Partie III utilisent

ces notions et parfois les généralisent.

2.1 Indice, index et Théorème de Jordan

Nous rappelons ici, les définitions de deux outils qui ont été utilisés pour montrer des

résultats fondamentaux en géométrie discrète.

– Le premier, que l’on appellera indice, a été introduit par A. Rosenfeld dans [Ros70]

et utilisé pour prouver un théorème de Jordan (Théorème 4 de la sous-section 2.1.3)

pour des images discrètes dans Z2. En effet, ce nombre sert à caractériser le fait

qu’un pixel donné se situe soit à l’intérieur, soit à l’extérieur d’une n−courbe fermée

simple.

– Le second, que l’on appellera index (en anglais : 2D winding number) a été introduit
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par R. Malgouyres ([Mal94]) dans le but de distinguer les composantes connexes du

complémentaire d’un n−chemin fermé quelconque de Z2, et plus particulièrement

dans le but de caractériser l’appartenance d’un pixel à l’extérieur d’un tel chemin.

2.1.1 Indice d’un pixel

Ce nombre est associé à un pixel x du complémentaire d’un n−chemin fermé simple

c = (x0, . . . , xq) dans Z2 pour n ∈ {4, 8}.
Soient x = (a, b) ∈ Z2 un pixel dans le complémentaire c∗ des pixels de c et ∆x =

{(a + k, b) | k ∈ N}. La demi droite ∆x ainsi définie (voir Figure 2.1) rencontre c sur

plusieurs intervalles d’intersection. On définit Λx,c comme étant l’ensemble des intervalles

d’intersection entre c et ∆x :

Λx,c = {(k1, k2) | {xk1−1, xk2+1} ∩∆x = ∅ et xk ∈ ∆x pour k1 ≤ k ≤ k2}.
Maintenant, pour tout intervalle d’intersection λ = (k1, k2) ∈ Λx,c, on dit que ∆x tangente

c en λ si (x2
k1−1 − b)(x2

k2+1 − b) = 1 (i.e. xk1−1 et xk2+1 se trouvent du même “côté” de

∆x) et on dit que ∆x traverse c en λ si (x2
k1−1 − b)(x2

k2+1 − b) = −1.

Dans [Ros70], Rosenfeld a définit les ensembles intérieur et extérieur associés à une

n−courbe fermée simple c de la façon suivante :

– Si ∆x,c traverse c un nombre impair de fois, alors x appartient à l’intérieur de c.

– sinon, x appartient à l’extérieur de c.

Utilisant cette définition de l’indice, Rosenfeld a tout d’abord prouvé la Proposition

suivante :

Proposition 2.1 ([Ros70]) L’intérieur et l’éxtérieur d’une 4−courbe fermée simple de

longueur strictement supérieure à 4 sont tous les deux non vides.

Ensuite, il démontra que :

Proposition 2.2 ([Ros70]) Soit c une 4−courbe fermée simple de longueur strictement

supérieure à 4. Si x est un pixel intérieur à c et y est un pixel extérieur à c, alors, tout

8−chemin de x à y rencontre c.

Les deux propositions précédentes établissent simplement le fait que le complémentaire

de la courbe fermée simple c ne peut être 8−connexe puisqu’il existe (Proposition 2.1)
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x

c

∆x

(a) La demi-droite ∆x traverse c deux

fois, i.e. x est à l’éxtérieur de c.

x
∆x

c

(b) La demi-droite ∆x traverse c seule-

ment une fois, i.e. x est intérieur à c.

Fig. 2.1: Définition des pixels intérieurs et extérieurs à c dans c∗ quand c est une

4−courbe fermée simple.

deux pixels x et y dans c∗ qui ne sont pas 8−connectés dans c∗ (Proposition 2.2). Plus

tard, dans [Ros73], Rosenfeld acheva la preuve du Théorème de Jordan qui établit que

le complémentaire d’une 4−courbe fermée simple de longueur strictement supérieure à

4 est composé de deux composantes 8−connexes, qui cöıncident évidemment avec les

ensembles intérieur et extérieur (voir sous-section 2.1.3).

Avec des preuves plus longues mais pas plus difficiles, toutes les propositions données

dans cette sous-section peuvent être demontrées, avec des définitions adaptées, dans le

cas où c est une 8−courbe fermée simple.

Maintenant, cet outil simple mais néanmoins utile peut être amélioré pour distinguer

les composantes connexes du complémentaire d’un n−chemin fermé quelconque (pour

n ∈ {4, 8}), pas nécessairement simple. Ceci nous amène à la définition de l’index (winding

number) d’un chemin autour d’un point de Z2 qui a été utilisé par R. Malgouyres.

2.1.2 L’index

Motivation : un Théorème de Jordan dans Z3

Dans [Mal94, Mal97a], R. Malgouyres a utilisé l’index, dont la définition est rappelée

dans cette section. Il avait besoin de cet outil afin de montrer un théorème de Jordan,

l’analogue de celui de Rosenfeld pour les courbes fermées simples dans Z2, mais cette

fois pour un certain type de surface dans Z3 qui a été défini dans [Mal94, Mal97a] : les
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MA−surfaces. Une telle surface est un ensemble de voxels dont le 26−voisinage vérifie

une certaine condition locale (le lecteur intéressé par les différentes caractérisations de sur-

faces constituées de voxels pourra se reporter aux références [MR81], [Mal97a], [BM99],

[Fou97], [MB99] eu encore [MB99]). Il est alors démontré que tout ensemble 26−connexe

de voxels tels que chaque voxel vérifie la condition locale mentionnée précédemment,

sépare effectivement son complémentaire en deux composantes 6−connexes.

Comme dans le cas 2D, une première étape dans la démonstration de cette propriété

consiste en la définition des voxels intérieurs et extérieur du complémentaire d’une sur-

face fermée S. Alors, une méthode analogue à celle décrite dans la sous-section précédente

est de compter le nombre de fois qu’une demi-droite Dy, partant d’un voxel y, et parallèle

à un des axes de coordonnées, traverse la surface. Dans le cas 3D, il faut là encore dis-

tinguer une intersection tangente entre Dy et S d’un intersection transversale. Ces deux

types d’intersections sont illustrés respectivement par la Figure 2.2(a) et la Figure 2.2(b).

Aussi, afin de distinguer ces deux types d’intersections, on considère tout d’abord l’en-

semble A des voxels de S qui sont 26−adjacents à cette intersection (voir les images

centrales de la Figure 2.2). Alors, R. Malgouyres a montré qu’il est possible de donner

une paramétrisation périodique mais unique, à un changement d’orientation près, de l’en-

semble A ([Mal97a] et [Mal95]) et, par la même occasion, de sa projection sur un plan

discret à deux dimensions orthogonal à la demi-droite Dy. En raison de la définition même

des surfaces considérées, cette projection de l’ensemble A peut en fait être paramétrée

par un 8−chemin fermé. Maintenant, étant donné un tel 8−chemin, qui est clairement

inclus dans une grille 3×3, le fait que la demi-droite Dy traverse ou tangente simplement

la surface S est équivalent au fait que le pixel central du voisinage 3× 3 (images du bas

des Figures 2.2(a) et 2.2(b)) soit intérieur ou bien extérieur au 8−chemin fermé obtenu

par projection.

Aussi, on doit donner une définition précise de l’intérieur et de l’extérieur d’un 8−chemin

fermé (non simple).

Index

La définition de l’index est quasiment identique à celle de l’indice qui a été rappelée

dans la sous-section 2.1.1 mais cette fois ne compte pas uniquement le nombre de fois

où une demi-droite traverse le chemin considéré mais plutôt le nombre d’intersections
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y: Dy: , S: ,

↓

A:

↓

(a) La demi-droite Dy tangente la surface.

↓

A:

↓

(b) La demi-droite Dy traverse la surface.

Fig. 2.2: Images du haut : Deux types d’intersections entre une demi-droite Dy par-

tant de y et une partie d’une MA−surface. Images centrales : L’ensemble A des voxels

26−adjacents à un voxel de l’intersection. Images du bas : La projection 2D de l’ensemble

A sur un plan orthogonal à Dy peut être paramétrée à l’aide d’un 8−chemin fermé (non

nécessairement simple).
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transversales orientées entre la demi-droite et le chemin.

Soit x = (a, b) un pixel du complémentaire d’un 8−chemin fermé (pas nécessairement

simple) c = (x0, . . . , xq) dans Z2 pour n ∈ {4, 8}. Soit ∆α
x une demi-droite (un rayon)

définie de la manière suivante pour α ∈ {1, 2, 3, 4} :
∆1

x = {(a + k, b) | k ∈ N}.

∆2
x = {(a, b + k) | k ∈ N}.

∆3
x = {(a− k, b) | k ∈ N}.

∆4
x = {(a, b− k) | k ∈ N}.

La demi-droite ∆α
x ainsi définie (voir ∆1

x dans la Figure 2.4) rencontre c sur plusieurs

intervalles d’intersections. On définit Λα
x,c comme l’ensemble des intervalles d’intersections

entre c et ∆α
x :

Λα
x,c = {(k1, k2) | {xk1−1, xk2+1} ∩∆α

x = ∅ et ∀k1 ≤ k ≤ k2, xk ∈ ∆α
x }.

Maintenant, pour un intervalle d’intersection λ = (k1, k2) ∈ Λx,c, on dit que λ est une

intersection tangente entre c et ∆α
x si (x2

k1−1 − b) · (x2
k2+1 − b) = 1 (i.e. xk1−1 et xk2+1 se

trouvent du même “coté” de ∆x) et on dit que λ est une intersection transversale entre c et

∆x si (x2
k1−1−b)·(x2

k2+1−b) = −1. Dans ce dernier cas, on associe à λ soit la valeur +1 ou la

valeur −1 selon l’orientation de l’intersection suivant la convention de signes donnée dans

la Figure 2.3. Alors, l’index W α
x,c n’est autre que la somme des contributions de tous les

intervalles d’intersections de ∆α
x , valant 0, +1 ou -1 respectivement pour les intersections

tangentes, transversales positives et transversales négatives (voir les exemples donnés

dans la Figure 2.5). Alors, le théorème suivant a été démontré dans [Mal94].

Théorème 1 ([Mal94]) Soit c une 8−chemin fermé dans Z2 et x ∈ Z2 \ c∗. Alors,

W 1
x,c = W 2

x,c = W 3
x,c = W 4

x,c.

Ce théorème permet d’abréger W α
x,c par Wx,c puisque sa valeur ne dépend pas du choix de

la demi-droite ∆α
x pour α ∈ {1, 2, 3, 4}, et montre que l’index est une notion intrinsèque.

Qui plus est, le théorème suivant établit le fait que l’index peut servir à distinguer des

pixels qui n’appartiennent pas à la même composante 4−connexe du complémentaire

d’un 8−chemin fermé. Toutefois, il ne fournit pas une condition nécessaire permettant de

caractériser cette dernière propriété.

Théorème 2 ([Mal94]) Soit c un 8−chemin fermé dans Z2 et {x, y} ⊂ Z2 \ c∗. Si x et

y sont 4−connectés dans c∗ alors Wα
x,c = Wα

y,c.
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Fig. 2.3: Convention de signes pour les intersections transversales.

x : ∆1
x : , c :

x
∆x

xk1
xk2

1

(a) Intersection tangente.

x
∆x

1

xk1

xk2

(b) Intersection positive.

x
∆x

1

xk2

xk1

(c) Intersection négative.

Fig. 2.4: Intersections tangentes et transversales.

Dans le Chapitre 6 nous introduisons le nombre d’intersection entre deux chemins repo-

sants sur un type de surface discrète (ce type de surface qui constitue un espace discret

au sens présenté dans le chapitre précédent sera formellement définit dans le Chapitre 4).

Alors, des propriétés nouvelles de l’index peuvent être déduites des propriétés du nombre

d’intersection (voir Chapitre 8). Le Théorème 2 apparâıtra alors comme un corollaire

immédiat de propriétés plus générales du nombre d’intersections.

2.1.3 Un Théorème de Jordan discret

Dans cette sous-section, nous rappelons un résultat simple mais important dû à A. Rosen-

feld concernant un théorème de Jordan sur les courbes discrètes. Cette propriété simple

est l’analogue discret du résultat similaire bien connu portant sur les courbes fermées
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x

c

∆1
x

(a) Wx,c = +2

x’

c

∆1
x’

(b) Wx,c = +1

Fig. 2.5: Deux exemples de valeurs d’index.

simples dans R2. Elle peut être vue comme un premier exemple de résultat classique de

topologie qui peut être transposé au cadre discret. Dans la Partie II (Chapitre 7), on

donnera la démonstration d’un nouveau Théorème de Jordan dans le cadre des surfaces

discrètes, démonstration qui utilise un nouvel outil, le nombre d’intersection, de telle sorte

que le Théorème de Jordan dans Z2 devient une restriction de ce nouveau théorème au

cas du plan discret.

Nous rappelons qu’un courbe fermée simple dans R2 est une application continue f de

l’intervalle fermé réel [0, 1] dans R2 tel que f(0) = f(1) et telle que la restriction de f à

l’intervalle [0, 1[ est injective.

Théorème 3 (Courbes de Jordan) Si f est une courbe fermée simple dans R2, alors

R2 \ f([0, 1]) a deux composantes connexes, dont une exactement est bornée.

Dans [Ros70] et [Ros73], A. Rosenfeld a montré le théorème suivant :

Théorème 4 ([Ros73]) Si c est une n−courbe fermée simple dans Z2 (de longueur

supérieure à 4 si n = 4), alors Z2 \ c∗ a deux composantes n−connexes, dont une exac-

tement est bornée.

2.2 Homotopie

Dans cette section, il est question d’une autre notion très utile de topologie algébrique

qui peut être définie dans un contexte discret : l’homotopie de chemins. Tout d’abord,

on rappelle la définition d’une homotopie en topologie algébrique pour ensuite montrer
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comment cette notion peut être définie de manière cohérente dans le cadre discret. Muni

de cette définition, il sera alors possible d’introduire dans la section suivante le groupe

fondamental discret qui est le sujet d’investigation central de cette thèse.

2.2.1 Homotopie en topologie classique

Tout d’abord, nous posons quelques définitions de topologie générale. Toutefois, puisque

notre propos n’est pas de rappeler ici toutes les notions de topologie classique, ces notions

peuvent être trouvées par exemple dans [Kin93, Mau80], notamment la définition d’une

application continue qui sera utilisée dans ce qui suit.

Définition 2.1 (espace topologique) Un espace topologique est un couple (E,O) où

E est un ensemble et O ⊂ P (E) vérifie les trois conditions suivantes :

i) ∅ ∈ O et E ∈ O.

ii) La réunion d’une famille quelconque d’éléments de O appartient à O.

iii) L’intersection de deux éléments de O appartient à O.

Les éléments de O sont appelés les ensembles ouverts de l’espace topologique (E,O).

L’ensemble O est aussi appelé une topologie sur E.

Définition 2.2 (chemin) Soit (E,O) un espace topologique et soient x et y deux éléments

de E. Un chemin f de x à y dans E est une application continue de l’intervalle [0, 1] 1 dans

E telle que f(0) = x et f(1) = y. Le chemin f est dit fermé si f(0) = f(1). Un chemin

trivial dans E est un chemin f0 constant sur l’intervalle [0, 1] (i.e ∃x ∈ E, ∀t ∈ [0, 1],

f0(t) = x).

Définition 2.3 (concaténation des chemins) Soit (E,O) un espace topologique, et

soient f et g deux chemins dans E tels que f(1) = g(0). On définit le chemin concaténé

des deux chemins f et g, noté f.g, comme suit :

f.g : [0, 1] −→ X

s ∈ [0, 1
2
] 7−→ f(2s)

s ∈ [1
2
, 1] 7−→ g(2(s− 1

2
))

1. [0, 1] est ici muni de la structure topologique induite par l’espace topologique associé à la structure

métrique (R, d) où d est la distance dans R définie par d(x, y) = |x− y| pour tout couple (x, y) de R2.
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Définition 2.4 (homotopie à extrémités fixées) Soit f et g deux chemins dans un

espace topologique (E,O) et ayant les mêmes extrémités (i.e. f(0) = g(0) et f(1) = g(1)).

On dit que les chemins f et g sont homotopes à extrémités fixées dans E s’il existe

une application continue H : [0, 1] × [0, 1] −→ E telle que pour tout s ∈ [0, 1], on

ait H(0, s) = f(s), H(1, s) = g(s) et pour tout t ∈ [0, 1], H(t, 0) = f(0) = g(0) et

H(t, 1) = f(1) = g(1).

Définition 2.5 (homotopie relative à un point base) Soit (E,O) un espace topo-

logique et x ∈ E. Deux chemins fermés f et g de x à x dans E sont dit homotopes

relativement à x s’ils sont homotopes à extrémités fixées dans E.

Remarque 2.1 Si on note AB(X) pour X ⊂ E l’ensemble des chemins fermés dans X

d’un point B à un point B (qu’on appelle le point base), alors la relation d’homotopie

relativement à B est une relation d’équivalence sur AB(X).

Une définition importante est celle d’un espace simplement connexe.

Définition 2.6 (espace simplement connexe) Un espace topologique (E,O) connexe

par arcs est dit simplement connexe si pour tout point base x ∈ E, tout chemin fermé

de x à x est homotope relativement au point x à un chemin trivial (un tel chemin est dit

réductible).

f(0)

f(1)

g

f

E

(a) Deux chemins f et g homo-

topes dans E.

(b) Un espace topologique

simplement connexe (sphère

dans R3).

(c) Un exemple d’espace to-

pologique qui n’est pas sim-

plement connexe (une sur-

face fermée dans R3).

Fig. 2.6: La relation d’homotopie dans un espace topologique et la notion d’espace sim-

plement connexe.
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Le Lemme 2.3 sera utilisé dans la section suivante afin de justifier la définition de l’ho-

motopie pour les chemins dans un espace discret. Ce lemme, qui provient de la définition

même de l’homotopie et de celle d’un espace simplement connexe, est illustré par la

Figure 2.7.

Lemme 2.3 Soient f et g deux chemins dans un espace topologique (E,O), et soit V

une partie de E telle que le sous espace topologique (V,O′) de (E,O) induit par V soit

simplement connexe. De plus, soit I = [a, b] ⊂ [0, 1] tel que ∀x ∈ [0, a] ∪ [b, 1], on ait

f(x) = g(x) ; et ∀x ∈ [a, b], on ait f(x) ∈ V et g(x) ∈ V . Alors f et g sont homotopes à

extrémités fixées dans E.

Schéma de preuve : Tout d’abord, on doit rappeler un résultat classique de topologie

algébrique qui établit que la concaténation de chemins est une opération compatible avec

la relation d’homotopie à extrémités fixées. En d’autre termes, pour toutes applications

f , f ′, g et g′ telles que f(1) = f ′(1) = g(0) = g′(0), si f et f ′ sont homotopes à extrémités

fixées dans E alors f.g et f ′.g sont homotopes à extrémités fixées dans E ; et si g et g′

sont homotopes à extrémités fixées dans E alors f.g et f.g′ sont homotopes à extrémités

fixées dans E. Maintenant, on peut définir les chemins suivants dans E :

f1 : [0, 1] −→ E

s 7−→ f(sa)

f3 : [0, 1] −→ E

s 7−→ f(b + s(1− b))

f2 : [0, 1] −→ E

s 7−→ f(a + s(b− a))

g2 : [0, 1] −→ E

s 7−→ g(a + s(b− a))

Il est alors immédiat que f = f1.f2.f3 et g = f1.g2.f3. De plus, f2 et g2 sont des applica-

tions continues de [0, 1] dans V qui est simplement connexe. Suivant la Définition 2.6, on

déduit alors que f2 et g2 sont homotopes à extrémités fixées dans V (et donc dans E).

Finalement, on obtient que f et g sont homotopes à extrémitées fixées dans E. 2

2.2.2 Homotopie pour les chemins discrets

Dans cette sous-section, on montre comment la définition de l’homotopie entre chemins

dans un espace topologique peut être transposée au cadre discret. Tout d’abord, notons

qu’un R−chemin de longueur l dans un objet X tel que défini dans la Section 1.1 peut

aussi être défini comme une application de l’intervalle entier {0, . . . , l} dans X telle que

deux entiers consécutifs sont envoyés sur deux spels R−adjacents de X. Maintenant,

nous devons définir la relation d’homotopie entre de tels chemins. Ici, nous donnons une
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g

f,g

f

E

V

Fig. 2.7: Deux application f et g qui sont identiques sauf dans une partie simplement

connexe V de E.

justification intuitive de la Définition qui suivra. Pour une définition et une justification

détaillée, se reporter à [Kon89].

Tout d’abord, et puisque les exemples seront choisis dans les espaces discrets Z2 et Z3,

nous devons définir les parties suivantes de Z3 :

Définition 2.7 Un carré 2×2 de Z3 est l’un des trois ensembles suivants pour x =

(x1, x2, x3) ∈ Z3 :

{(x1, x2, x3), (x1 + 1, x2, x3), (x1, x2 + 1, x3), (x1 + 1, x2 + 1, x3)},
{(x1, x2, x3), (x1 + 1, x2, x3), (x1, x2, x3 + 1), (x1 + 1, x2, x3 + 1)} et

{(x1, x2, x3), (x1, x2 + 1, x3), (x1, x2, x3 + 1), (x1, x2 + 1, x3 + 1)}.

Définition 2.8 Un cube 2×2×2 dans Z3 est un ensemble de la forme suivante pour

x = (x1, x2, x3) ∈ Z3 :

{(x1, x2, x3), (x1 + 1, x2, x3), (x1 + 1, x2, x3), (x1 + 1, x2 + 1, x3), (x1, x2, x3 + 1),

(x1 + 1, x2, x3 + 1), (x1 + 1, x2, x3 + 1), (x1 + 1, x2 + 1, x3 + 1)}.

Puisque la notion de continuité ne peut être utilisée directement dans le cas discret, nous

devons utiliser un moyen indirect pour caractériser le fait qu’un R−chemin discret peut

être déformé de façon continue en un autre chemin. Ainsi, suivant la propriété énoncée

par le Lemme 2.3, une définition convenable peut être donnée en utilisant des cellules

de taille minimale mais suffisante, simplement connexes et que l’on appellera des cellules

de R−déformation élémentaire ; cellules dans lesquelles deux chemins fermés ayant les

mêmes extrémités sont intuitivement toujours homotopes. Étant donné un espace discret

E et deux relations d’adjacences complémentaires (R,R), on peut définir les cellules de
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R-déformation élémentaire dans cet espace. Alors, la définition d’une R−déformation

élémentaire peut être donnée de la manière suivante : deux chemins sont dit équivalents

à une R−déformation élémentaire près s’ils sont identiques sauf dans une cellule de

R−déformation élémentaire.

On donne les définitions suivantes pour les cellules de R−déformation élémentaire dans

les espaces discrets classiques. Observons que le choix de ces cellules doit satisfaire deux

critères principaux. Le premier est que toute partie connexe X d’une cellule doit être

simplement connexe au sens de la Définition 2.6 appliquée à son “analogue continu”.

Le second critère est que la cellule de déformation doit être suffisamment grande pour

permettre les déformations élémentaires dans des parties étroites d’un objet quand cela

doit raisonnablement être possible. Le premier critère est illustré par la Figure 2.8 dans

laquelle sont représentées plusieurs parties 26−connexes d’un cube 2×2×2 de Z3. L’ana-

logue continu de chacun de ces objets est alors simplement l’ensemble des points de R3

appartenant aux voxels (un voxel est identifié à un cube unitaire de R3) de l’objet. Il est

alors évident que chacun de ces objets est simplement connexe. Dans la Figure 2.10(a) est

représentée une partie 6−connexe d’un cube 2×2×2 . Dans ce cas, et puisque la relation

d’adjacence utilisée pour le complémentaire est la relation de 26−adjacence, on obtient

que les deux voxels blancs (i.e. non représentés) du cube sont 26−adjacents de telle sorte

que l’analogue continu de cet objet (Figure 2.10(b)) n’est pas simplement connexe. Ainsi,

la cellule de 26−déformation élémentaire ne peut pas être un cube 2×2×2 ; par contre

un carré 2×2 conviendra puisqu’il vérifie ce premier critère mais aussi le second (c’est

une cellule suffisamment grande). Cependant, pour (n, n) ∈ {(26, 6), (18, 6+), (6+, 18)}
un carré 2×2 peut ne pas suffire pour effectuer des déformations de n−chemins dans un

objet n−connexe alors que ces déformations sont envisageables de façon évidente. Par

exemple, aucune déformation élémentaire non triviale ne serait possible dans un carré

2×2 , pour un chemin quelconque, dans l’objet représenté par la Figure 2.9 (une partie

de plan discret). Aussi, pour (n, n) ∈ {(26, 6), (18, 6+), (6+, 18)} on définira une cellule

de n−déformation élémentaire comme étant un cube 2×2×2 .

Dans la suite de cette sous-section, (E,R) est un espace discret, les relations R et R sont

deux relations d’adjacences complémentaires et X est une partie de E.

Définition 2.9 (cellule de déformation élémentaire dans Z2 et Z3) Selon le
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Fig. 2.8: Quelques parties d’un cube 2×2×2 de Z3.

Fig. 2.9: Un carré 2×2 n’est pas une

cellule de déformation élémentaire suf-

fisamment grande pour (n, n) = (26, 6)

ou (n, n) = (18, 6+).

(a) (b)

Fig. 2.10: Une partie d’un cube 2×2×2
pour (n, n) = (6, 26).

couple de relations d’adjacence complémentaires (n, n) on a :

– Si E = Z2, une cellule de déformation élémentaire est un carré 2×2 de pixels.

– Si E = Z3 et (n, n) = (6, 26), une cellule de déformation élémentaire est un carré

2×2 de voxels.

– Si E = Z3 et (n, n) ∈ {(26, 6), (18, 6), (6+, 18)}, une cellule de déformation élémentaire

est un cube 2×2×2 de voxels.

La remarque suivante sera intéressante pour la suite.

Remarque 2.2 Quelque soit l’espace discret E considéré, deux spels R−adjacents sont

toujours inclus dans une même cellule de R−déformation élémentaire associée à E.

Maintenant, on peut définir la relation de déformation élémentaire entre deux chemins

d’un espace discret et enfin la relation d’homotopie entre de tels chemins.

Définition 2.10 (R−déformation élémentaire) Soient π et π′ deux R−chemins

dans X. Les deux chemins π et π′ sont dit identiques à une R−déformation élémentaire

près, et on note π ∼R π′, si π = π1.γ.π2 et π′ = π1.γ
′.π2 où γ et γ′ sont deux R−chemins



Chapitre 2. Notions de base en géométrie discrète 41

ayant les mêmes extrémités et tous les deux inclus dans une même cellule de R−déformation

élémentaire de E.

Définition 2.11 (R−homotopie de chemins discrets) Deux R−chemins π et π′

dans X sont R−homotopes à extrémités fixées dans X, et on note alors π 'R π′, s’il

existe une suite π1, . . . , πl de R−chemins dans X tels que π = π1, π′ = πl et pour

i = 1, . . . , l − 1 les chemins πi et πi+1 sont identiques à une R−déformation élémentaire

près.

Définition 2.12 (chemin réductible) Un R−chemin fermé π d’un spel x à x dans X

est dit R−réductible dans X si π 'R (x, x) dans X.

Remarque 2.3 Dans la suite, on ne précisera pas que la relation d’homotopie est “à

extrémités fixées” puisque la définition de la relation de R−déformation élémentaire im-

plique que la déformation s’effectue à extrémités fixées.

Deux exemples de n−déformations élémentaires sont illustrés par la Figure 2.11 pour

n = 4 dans Z2 et par la Figure 2.12 pour n = 6+ dans Z3.

(a) (b)

Fig. 2.11: Les deux 4−chemins noirs sont identiques à une 4−déformation élémentaire

près.

A partir des définitions précédentes, nous pouvons donner la définition d’un objet discret

simplement connexe. Notons que nous avons utilisé la notion de connexité simple pour les

parties de cellules de déformation élémentaire afin d’obtenir la Définition 2.9. On pourrait

alors penser que la connexité simple dans la cas discret n’est alors pas bien définie.

Cependant, le fait qu’une partie de taille réduite d’un espace discret soit simplement

connexe est admissible de façon intuitive et ne requiert pas la définition d’autres outils
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(a) (b)

Fig. 2.12: Les deux (6+)−chemins noirs sont identiques à une (6+)−déformation

élémentaire près.

mathématiques que ceux qui ont été introduits ici. Cette propriété admise des cellules

de déformation élémentaire conduit de plus aux relations de déformations communément

utilisées, qui peuvent d’une certaine manière être qualifiées de conventionnelles.

Maintenant, nous donnons la définition d’un ensemble simplement connexe sans avoir

recours à la définition d’un analogue continu de l’objet en question. A ce stade, plusieurs

définitions peuvent être données qui sont similaires à leurs analogues continus mais qui

s’énoncent simplement dans le cadre discret.

Définition 2.13 (ensemble simplement R−connexe) L’ensemble X est dit simple-

ment R−connexe si pour tout point de base x ∈ X, tout R−chemin fermé π de x à x

dans X est R−réductible dans X.

Un exemple de partie de Z3 qui n’est pas simplement connexe est représenté dans la

Figure 2.13.

Le Lemme suivant sera utilisé dans la Section 2.3 .

Lemme 2.4 Soit π un R−chemin d’un spel y0 à un spel yp dans un objet X. Alors, le

R−chemin π.π−1 de y0 à y0 est R−homotope au chemin (y0, y0) dans X (i.e. π.π−1 est

R−réductible dans X).

Preuve : Soit π = (y0, . . . , yp). Alors, pour k ∈ {0, . . . , p} on note βk le R−chemin

(y0, y1, . . . , yk). On prouve dans un premier temps que pour tout j ∈ {1, . . . , p} le chemin

fermé βj.(βj)−1 est R−homotope au chemin βj−1.(βj−1)−1. En effet, pour un tel entier
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Fig. 2.13: Cet objet de Z3 n’est pas simplement 18−connexe puisque le 18−chemin (en

noir) n’est pas 18−réductible.

j on a βj.(βj)−1 = βj−1.(yj−1, yj, yj−1).(β
j−1)−1. Alors, le deux spels yj−1 et yj apparte-

nant à une même cellule de déformation élémentaire (Remarque 2.2), on en déduit que le

chemin βj.(βj)−1 est R−homotope au chemin βj−1.(yj−1).(β
j−1)−1 = βj−1.(βj−1)−1. Fi-

nalement, par induction on obtient que π.π−1 = βp.(βp)−1 ∼R βp−1.(βp−1)−1 ∼R . . . ∼R
β0.(β0)−1 = (y0, y0). 2

En utilisant le Lemme 2.4, on peut d’ores et déjà montrer la Proposition 2.5 qui nous

sera utile par la suite.

Proposition 2.5 L’ensemble X est simplement R−connexe si et seulement si deux

R−chemins quelconques π et π′ ayant les mêmes extrémités sont R−homotopes dans X.

Preuve : Tout d’abord, supposons que deux chemins π et π′ ayant les mêmes extrémités

soient toujours R−homotopes dans X. Alors, soit x un spel de X et c = (x0, . . . , xq) un

R−chemin fermé de x à x dans X (i.e. x0 = xq = x). Alors, il est immédiat que c est

R−homotope au chemins (x, x), ou encore c est reductible dans X. Finalement, X est

simplement R−connexe.

Maintenant, supposons que tout R−chemin fermé soit réductible dans X. Alors, soient

π1 et π2 deux R−chemins d’un spel x à un spel y dans X. Alors, on a (y, y) 'R π−1
1 .π2

dans X puisque π−1
1 .π2 est un R−chemin fermé dans X. Puisque π1 est de façon évidente

R−homotope au chemin π1.(y, y) on obtient que π1 'R π1.π
−1
1 .π2 dans X. D’après le

Lemme 2.4, on a π1.π
−1
1 'R (x, x) et finalement π1 'R (x, x).π2 'R π2 dans X. 2

Le lemme suivant nous sera lui aussi utile.
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Lemme 2.6 Soit π un R−chemin fermé R−réductible dans X et soit π′ un R−chemin

fermé tel que π et π′ soient identiques à un changement de paramètre près. Alors, π′ est

R−réductible dans X.

Preuve : Si les deux R−chemins π = (y0, . . . , yp) et π′ = (y′0, . . . , y
′
p) sont identiques à

un changement de paramètre près, alors l’une des deux situations suivantes est vérifiée :

i) π′ = (yk0 , yk0+1, . . . , yp).(y0, y1, . . . , yk0)

ii) π′ = (yk0 , yk0−1, . . . , y0).(yp, yp−1, . . . , yk0)

Cas i) : Soit γ le chemin (y0, . . . , yk0). Alors, d’après le Lemme 2.4, le chemin γ−1.γ qui

est un chemin fermé de yk0 à yk0 est réductible, donc π′ est R−homotope au chemin

γ−1.γ.π′ = γ−1.γ.(yk0 , yk0+1, . . . , yp).(y0, y1, . . . , yk0) où γ.(yk0 , yk0+1, . . . , yp) n’est autre

que le chemin π. Alors, il est immédiat que γ−1.γ.π′ estR−homotope au chemin γ−1.(y0, y1, . . . , yk0) =

γ−1.γ lui même réductible selon le Lemme 2.4. Finalement, π′ est réductible dans X.

Cas ii) : Le chemin π′ du cas ii) n’est autre que l’inverse du chemin π′ du cas i). Alors,

on admet sans preuve que si un chemin c est réductible, alors son inverse c−1 l’est aussi.

Ainsi, si le chemin π′ du cas i) est réductible, le chemin π′ du cas ii) est aussi réductible.

2

2.3 Le groupe fondamental discret

Dans cette section, on introduit un outil important dans la cadre de la géométrie discrète

qui fournit un moyen formel et rigoureux pour caractériser la préservation de la topologie

dans des espaces discrets : le groupe fondamental qui a été introduit par T.Y Kong [Kon89].

L’un des buts de la Partie II est de fournir la preuve d’un nouveau théorème qui montre

que le groupe fondamental est suffisant pour caractériser la sous homotopie au sein des

surfaces discrètes (la notion de sous homotopie sera définie formellement dans le Cha-

pitre 3). D’autre part, il est aussi utilisé dans la caractérisation des points simples en

3D qui a été simplifiée dans la Partie III. On rappelle une fois de plus que le groupe

fondamental discret est en fait la notion centrale de l’étude présentée ici.
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2.3.1 Définition

La définition du groupe fondamental discret a été donnée pour la première fois par

T.Y. Kong dans [Kon89]. Cette définition est similaire à celle du groupe fondamental

de la topologie algébrique et repose sur la notion d’homotopie (voir [Spa66]).

Soit X une partie R−connexe de E et soit B ∈ X un spel appelé point base (ou spel de

base). On note AB
R(X) l’ensemble de tous les R−chemins fermés de B à B dans X. On

remarque tout d’abord que la relation de R−homotopie est une relation d’équivalence

dans AB
R(X).

On note ΠR
1 (X,B) l’ensemble des classes d’équivalences de chemins de AB

R(X) par la

relation de R−homotopie (i.e. ΠR
1 (X, B) = AB

R(X)/ 'R).

Notation 2.1 Pour tout chemin fermé c ∈ AB
R(X), on note [c]ΠR1 (X,B) la classe d’équivalence

de c dans ΠR
1 (X, B). Quand aucune confusion n’est possible, on note une telle classe sim-

plement [c]. Remarquons que la première notation est diffère légèrement de celle utilisée

dans la Définition 1.4. De plus, afin d’améliorer la lisibilité, on pourra noter [1]ΠR1 (X,B) au

lieu de [(B, B)]ΠR1 (X,B).

Maintenant, on peut définir la correspondance suivante :

Définition 2.14 (correspondance C) On note C la correspondance entre les deux en-

sembles ΠR
1 (X,B)× ΠR

1 (X, B) et ΠR
1 (X,B) définie de la manière suivante :

C = { ([a], [b]), [a.b]) | a, b ∈ AB
R(X) }

On utilisera le Lemme suivant afin de montrer que C est un application (Proposition 2.8).

Lemme 2.7 ('R est compatible avec “.”) Soient a, b, a′ et b′ quatre chemins de

l’ensemble AB
R(X), si a 'R a′ et b 'R b′, alors a.b 'R a′.b′.

Preuve : Par définition même de la relation de R−homotopie, si a 'R a′ alors a.b 'R
a′.b. En effet, si a = a0 ∼R a1 ∼R . . . ∼R al = a′ est une séquence de R−déformations

élémentaires dans X, alors la séquence suivante a.b = a0.b ∼R a1.b ∼R . . . ∼R al.b = a′.b

en est une aussi. De la même façon, a′.b 'R a′.b′. 2

Proposition 2.8 C est une application.
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Preuve : Soient (([a], [b]), [a.b]) ∈ C et (([a′], [b′]), [a′.b′]) ∈ C. Supposons que ([a], [b]) =

([a′], [b′]), i.e. a 'R a′ et b 'R b′. D’après le Lemme 2.7, on en déduit que a.b 'R a′.b′,

i.e. [a.b] = [a′.b′]. 2

Définition 2.15 Selon la Proposition 2.8 l’application suivante est bien définie :

∗ : ΠR
1 (X,B)× ΠR

1 (X, B) −→ ΠR
1 (X,B)

([π1], [π2]) 7−→ [π1] ∗ [π2] = [π1.π2]

Alors, ∗ est une opération interne sur ΠR
1 (X, B).

Proposition 2.9 (ΠR
1 (X, B), ∗) est un groupe.

Preuve : On note πid le chemin trivial (B,B).

– L’opération ∗ est associative ; en effet, par définition des opérations “∗” et “.”, on

a ([a] ∗ [b]) ∗ [c] = [a.b] ∗ [c] = [(a.b).c] = [a.(b.c)] = [a] ∗ [b.c] = [a] ∗ ([b] ∗ [c]).

– Pour toute classe d’homotopie [π] ∈ Πn
1 (X,B) on a [π] ∗ [πid] = [πid] ∗ [π] = [π].

En effet, pour tout chemin π ∈ AB
R(X), les chemins π.(B,B) et (B, B).π sont

tous les deux R−homotopes à π (en fait π.(B, B) et π sont identiques à une

R−déformation élémentaire près). Ainsi, πid est l’élément neutre associé à la struc-

ture (ΠR
1 (X, B), ∗).

– Pour toute classe d’équivalence [π] de ΠR
1 (X, B), on pose [π]−1 = [π−1]. Alors,

[π] ∗ [π]−1 = [π] ∗ [π−1] = [π.π−1]. D’après le Lemme 2.4, le chemin π.π−1 est

R−homotope au chemin trivial (B,B). Ainsi, [π] ∗ [π]−1 = [πid]. De la même façon,

[π]−1 ∗ [π] = [πid].

2

La proposition suivante signifie que le groupe fondamental discret, à isomorphisme près,

ne dépend pas du choix d’un point base dans une même composante R−connexe de X.

Proposition 2.10 Soient B et B′ deux spels qui sont R−connectés dans X. Alors les

groupes ΠR
1 (X,B) et ΠR

1 (X, B′) sont isomorphes.

Preuve : Soit c un R−chemin de B à B′ dans X et I l’application suivante :

I : ΠR
1 (X,B) −→ ΠR

1 (X, B′)

[π] 7−→ [c−1.π.c]
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Tout d’abord, on montre que I est un morphisme de groupes. Soient π1 et π2 deux

chemins dans AB
R(X). On a I([π1] ∗ [π2]) = I([π1.π2]) = [c−1.π1.π2.c]. D’autre part,

I([π1]) = [c−1.π1.c] et I([π2]) = [c−1.π2.c] donc I([π1]) ∗ I([π2]) = [c−1.π1.c] ∗ [c−1.π2.c] =

[c−1.π1.c.c
−1.π2.c]. Mais, d’après le Lemme 2.4, on sait que c.c−1 'R (B, B) et on obtient

que [c−1.π1.c.c
−1.π2.c] = [c−1.π1.π2.c]. Finalement, I([π1] ∗ [π2]) = I([π1]) ∗ I([π2]).

Maintenant, soit π′ ∈ AB′
R (X) (i.e. [π′] ∈ ΠR

1 (X,B′)), alors le chemin π = c.π′.c−1 de

B à B dans X verifie I([π]) = [π′]. En effet, I([c.π′.c−1]) = [c−1.c.π′.c−1.c] et d’après le

Lemme 2.4, on a c−1.c.π′.c−1.c 'R π′ de sorte que [c−1.c.π′.c−1.c] = [π′]. Donc I est un

morphisme surjectif.

Supposons que π1 et π2 soient deux chemins de AB
R(X) tels que I([π1]) = I([π2]). Alors

les chemins c−1.π1.c et c−1.π2.c sont R−homotopes dans X. Maintenant, si c−1.π1.c 'R
c−1.π2.c alors c.c−1.π1.c 'R c.c−1.π2.c (remarquons que ce deux derniers chemins sont des

chemins de B vers B′). De la même façon, on déduit que c.c−1.π1.c.c
−1 'R c.c−1.π2.c.c

−1

(chemins de B à B). D’après le Lemme 2.4, on obtient que π1 'R π2 et donc que

[π1] = [π2]. Finalement, I est un morphisme injectif. 2

2.3.2 Morphisme de groupes induit par l’application d’inclusion

La notion de morphisme de groupes induit par l’inclusion sera utilisée dans les parties

suivantes pour caractériser la préservation de la topologie quand un ensemble de spels

(Partie II) ou un spel seul (Partie III) est supprimé d’un objet.

Soient Y ⊂ X deux parties d’un espace discret (E,R) et B un spel de Y . On note

i : Y −→ X l’application d’inclusion de Y dans X (i.e. ∀x ∈ Y , i(x) = x). Alors, on

peut définir l’application i+ de AB
R(Y ) à AB

R(X) de la façon suivante :

i+ : AB
R(Y ) −→ AB

R(X)

(x0, x1, . . . , xq) 7−→ (i(x0), i(x1), . . . , i(xq)) = (x0, x1, . . . , xq)

Cette application associe à un chemin de AB
R(Y ) le même chemin en tant que chemin de

AB
R(X). Alors on peut définir de manière canonique le morphisme de groupes suivant :

Définition 2.16 On définit i∗, le morphisme de groupes induit par l’inclusion de Y dans

X par :

i∗ : ΠR
1 (Y, B) −→ ΠR

1 (X,B)

[c]ΠR1 (Y,B) 7−→ [c]ΠR1 (X,B)
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Cette application est bien définie puisque deux R−chemins qui sont R−homotopes dans

Y le sont évidement aussi dans X de sorte qu’une classe d’homotopie [c]ΠR1 (Y,B) est en-

voyée par cette application sur une unique classe d’homotopie de ΠR
1 (X, B). Enfin, cette

application est clairement un morphisme de groupes par définition même de l’opération

∗ (Définition 2.15).



Chapitre 3

Préservation de la topologie

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de déformation préservant la topologie

d’un objet discret. Tandis que les Sections 2.2 et 2.3 étaient dédiées à la définition de

déformations continues pour les chemins dans un objet discret, une autre notion d’ho-

motopie peut être définie pour les objets discrets eux-mêmes. Tout d’abord, nous allons

rappeler une application importante de cette notion d’homotopie : les algorithmes de

squelettisation homotopiques. Ensuite, nous donnerons plusieurs définitions génériques

avant d’en donner leurs illustrations dans le cas de Z2.

3.1 Déformations préservant la topologie

Ici, nous présentons un première approche de la notion de préservation de la topologie

dans un espace discret en prenant des exemples dans le cas de l’espace Z2 muni des

relations d’adjacence habituelles, sans toutefois définir formellement cette notion centrale.

Cependant, cette section nous permettra de motiver les quelques définitions qui seront

données dans la Section 3.2. Dans une section suivante, nous utiliserons ces définitions

pour formaliser les résultats principaux obtenus par différents auteurs en ce qui concerne

la préservation de la topologie dans Z2.

Dans la châıne de traitement d’images, comme par exemple à des fins de reconnaissance

des formes, il est parfois nécessaire d’extraire des informations d’ordre topologique d’une

image. Cette extraction peut alors s’effectuer après une première étape qui consiste en

l’utilisation d’un algorithme dit de squelettisation homotopique (aussi appelé algorithme

d’amincissement homotopique). Ici, homotopique signifie qu’un tel algorithme préserve
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les propriétés topologiques de l’image qui lui est donnée en entrée. Étant donné un objet

X dans un espace discret E, il produit un autre objet Y ⊂ X qui est topologiquement

équivalent à l’objet X mais de taille inférieure (au sens du nombre de spels qu’il contient).

Plus précisément, Y est de dimension inférieure à X comme illustré dans la Figure 3.1(b),

où toutes les parties larges possédant au moins un trou sont réduites à un réseau de

courbes (voir les ciseaux de la Figure 3.1(a)), et toutes les parties dépourvues de trou

sont réduites à un pixel unique. En pratique, il est souvent utile d’utiliser des algorithmes

de squelettisation qui préservent certaines propriétés géométriques des objets comme

illustré par la Figure 3.1(c). Maintenant, la méthode la plus utilisée pour effectuer une

telle extraction consiste en la suppression séquentielle, et parfois parallèle, de spels, en

prenant soin de ne pas modifier les propriétés topologiques de l’image. Dans ce cas, comme

dans celui des déformations plus générales qui seront décrites plus loin, on a besoin de

caractériser le fait que la suppression d’un spel modifie ou ne modifie pas les propriétés

topologiques d’une image.

(a) Une image de départ. (b) Résultat obtenu après

un amincissement complet de

l’image de départ.

(c) Résultat obtenu après

un amincissement partiel de

l’image de départ.

Fig. 3.1: Illustration du résultat possible de l’application d’un algorithme de squelettisa-

tion dans Z2.

D’autre part, il est parfois utile de tester si un autre type de déformation continue peut

être appliquée à une image donnée afin d’obtenir une autre image. Par exemple, on peut

se demander si l’image de la Figure 3.2(a) peut être déformée de façon continue en celle

de la Figure 3.2(b). Clairement, la définition d’une déformation continue dans un espace

discret ne doit pas autoriser une telle déformation. Dans ce cas, les notions qui vont suivre

sont aussi intéressantes.
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(a) (b)

Fig. 3.2: Ces deux images peuvent elles être déformées l’une en l’autre par une

déformation continue?

En effet, un moyen classique de définir une déformation préservant la topologie d’un objet

discret est de la diviser en une séquence de déformations élémentaires qui consistent, pour

chacune d’entre elles, en la suppression ou l’ajout d’un unique spel de l’objet considéré.

La notion fondamentale de cette méthode est celle de spel simple. Un spel simple est ainsi

défini comme un spel dont la suppression laisse inchangées les propriétés topologiques de

l’objet. Cependant, une telle définition n’est évidement pas acceptable. En effet, aucune

définition précise n’a été donnée jusqu’ici de ce que l’on entend par “propriété topolo-

gique” d’un objet discret. En fait, cette définition dépend de l’espace discret considéré.

Clairement, un objet de Z2 est caractérisé de point de vue topologique par le nombre

de ses composantes connexes noires et blanches et par les relations d’inclusions entre ces

composantes (voir Figure 3.2). Cette définition des propriétés topologiques d’une image

binaire 2D amène à celle des pixels simples qui elle même aboutit à une caractérisation

locale de ces points simples.

Dans la section suivante, nous introduirons entre autres les notions de simplicité, de

caractérisation locale, de sous-homotopie. Notons que toutes ces définitions sont valables

pour un espace discret quelconque pour peu que l’on ait défini une première propriété :

la simplicité.

3.2 Propriété de simplicité et homotopie

Puisque la définition d’un spel simple est très dépendante de l’espace discret considéré,

et puisque beaucoup des définitions qui vont suivre reposent sur cette dernière notion,

nous introduisons tout d’abord la notion de propriété de simplicité de manière générique.
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Notons que le terme de “simplicité” doit uniquement évoquer ici le fait que ce type de

propriété sera utilisé par la suite dans le cadre de la préservation de la topologie, même

si le type de propriété ainsi défini est beaucoup plus général. Afin de donner un sens

pratique à toutes les définitions suivantes, et en tant qu’introduction aux questions qui

seront examinées dans les Parties II et III, nous illustrons ces notions pour le cas de Z2

dans la sous-section suivante.

Définition 3.1 (propriété de simplicité) Soit (E ,R) un espace discret et soit P (E)

l’ensemble des parties de E. Une propriété de simplicité S dans E est une application de

P (E) × E dans {0, 1}. Si X est une partie de E, un spel x est dit S−simple pour X si

S(X, x) = 1.

Utilisant cette définition d’un spel S−simple, on peut définir les parties S−simples de X

comme des ensembles qui peuvent être ordonnés de telle sorte qu’un effacement séquentiel

de leurs spels selon cet ordre ne supprime que des spels S−simples.

Définition 3.2 (ensemble S−simple) Soient (E,R) un espace discret et S une pro-

priété de simplicité sur E. De plus, soit X ⊂ E et soit D = {x0, x1, . . . , xl} une partie de

X. L’ensemble D est appelé ensemble S−simple pour X s’il existe une permutation σ de

{0, . . . , l} telle que pour i = 0, . . . , l le spel xσ(i) est S−simple pour X \ {xσ(j) | j < i }.

La définition d’un spel S−simple nous permet de définir une notion fondamentale de la

géométrie discrète, plus spécialement dans le cadre des algorithmes de squelettisation : la

sous-homotopie.

Définition 3.3 (sous S−homotopie) Soient Y ⊂ X deux parties d’un espace discret

E et soit S une propriété de simplicité sur E. L’ensemble Y est dit sous S−homotope à

X si l’ensemble Y \X est un ensemble S−simple pour X. En d’autres termes, s’il existe

une séquence S0 ⊂ S1 ⊂ . . . ⊂ Sk de parties de E telle que Y = S0, X = Sk et pour

i = 0 . . . k − 1, l’ensemble Si est obtenu par suppression d’un spel S−simple de Si+1.

Si la définition de la sous-homotopie est clairement liée au processus d’amincissement

homotopique, il est cependant utile de définir une relation plus générale qui relie des

objets discrets qui sont équivalents à un certain type de déformation continue près. En

effet, à des fins d’analyse d’images, on peut vouloir caractériser le fait que chacun des
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deux objets représentés dans la Figure 3.3 peut être obtenu par déformation continue

de l’autre. Un moyen naturel de définir cette relation d’équivalence entre objets est une

fois encore d’utiliser la notion de spel simple. Ce type de déformation est aussi appelé

déformation simple dans [RKN98]. Ici, nous utiliserons le terme d’homotopie symétrique.

Fig. 3.3: Deux parties de Z2 qui sont

équivalentes à une déformation “continue”

près.

Définition 3.4 (S−homotopie symétrique) Soient X et Y deux parties d’un espace

discret E et S un propriété de simplicité dans E. L’ensemble X est dit symétriquement

S−homotope à Y s’il existe une séquence S0, S1, . . . , Sk de parties de E telle que X = S0,

Y = Sk et pour i = 0 . . . k−1, l’ensemble Si est obtenu par suppression d’un spel S−simple

de Si+1 ou bien l’ensemble Si+1 est obtenu par suppression d’un spel S−simple de Si.

Maintenant, nous introduisons les notions de caractérisation locale et de propriété locale.

Une caractérisation locale peut être définie comme une application de P (E) × E dans

{0, 1}, dont la valeur est calculée pour tout x ∈ E en examinant un ensemble réduit de

spels.

Définition 3.5 (caractérisation locale, propriété locale) Soient (E,R) un espace

discret et X un objet dans E. Une caractérisation locale est une application C de la

forme :

C : P (E)× E −→ {0, 1}
(X, x) 7−→ V(NR(x) ∩X)

Où V est une application de P (E) dans {0, 1}. On dit qu’un spel x ∈ E satisfait la ca-

ractérisation locale C dans X si C(X, x) = 1. Une propriété sur les spels d’une partie

d’un espace discret est dite locale s’il existe une caractérisation locale C telle qu’un spel

x possède cette propriété relativement à X si et seulement si C(X, x) = 1.
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3.3 Préservation de la topologie dans Z2

Dans cette section, X est un objet de l’espace discret (Z2, n) pour (n, n) ∈ {(4, 8), (8, 4)}.
Dans ce cadre, il est communément admis que la suppression d’un pixel de X modifie

la topologie de X si elle change le nombre de composantes n−connexes de X ou bien le

nombre de composantes n−connexes de X. Ceci est résumé par l’énoncé de la propriété

de simplicité Sn suivante :

Définition 3.6 Un pixel x ∈ X est dit Sn−simple pour X si et seulement si les deux

propriétés suivantes sont satisfaites :

i) X et X \ {x} ont le même nombre de composantes n−connexes.

ii) X et X ∪ {x} ont le même nombre de composantes n−connexes.

Afin d’éviter des notations trop lourdes, et puisqu’aucune confusion n’est possible, nous

abrégerons par la suite le terme Sn−simple en n−simple.

On peut illustrer sur un exemple le fait que la suppression ou l’ajout de pixels n−simples

ne peut pas changer les propriétés topologiques d’une image discrète à deux dimensions.

En effet, comme mentionné précédemment, une telle image est caractérisée par le nombre

de ses composantes blanches et noires, mais aussi par leur relations d’inclusions. Dans

la Figure 3.4, nous avons représenté pour un objet X l’ensemble des pixels (en gris)

qui vérifient les propriétés de la Définition 3.6. Cela signifie qu’on peut effacer n’im-

porte lequel de ces pixels gris tout en préservant les propriétés topologiques de l’image.

Réciproquement, la suppression d’un pixel noir quelconque aboutit quand à elle à la mo-

dification des propriétés topologiques de l’image (selon le couple de relations d’adjacence

(n, n) considéré).

Une propriété très utile des pixels Sn−simples est qu’il peuvent être caractérisés locale-

ment. En effet, le théorème suivant peut être trouvé dans [Ros70] :

Théorème 5 (caractérisation locale des pixels simples) Le pixel x ∈ X est

n−simple pour X si et seulement si :

i) Nn(x) ∩X est non vide et n−connexe.

ii) Nn(x) ∩X est non vide et n−connexe.
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(a) (n, n) = (4, 8) (b) (n, n) = (8, 4)

X = { , }

Fig. 3.4: Illustration de la propriété de simplicité Sn pour n ∈ {4, 8}, seuls les pixels gris

sont n−simples pour X.

Il est clair que ce théorème fournit une caractérisation locale de la propriété de simplicité

Sn au sens de la Définition 3.5 puisque les voisinages Nn(x) et Nn(x) sont tous les deux

des parties de N8(x). Dans la Figure 3.5, nous avons représentés quelques exemples de

8−voisinages et donné leurs propriétés de simplicité correspondantes d’après cette ca-

ractérisation locale. Par exemple, le pixel noir x de la Figure 3.5(f) n’est pas 8−simple

puisque N4(x) ∩ X = ∅. A ce stade, on remarque que le problème de la préservation

de la topologie d’une image dans Z2 se réduit à des considérations de connexité dans le

voisinage d’un pixel. Dans les parties suivantes, on verra que la même remarque peut être

faite pour d’autres types d’espaces discrets.

La définition des pixels n−simples dans Z2 permet de définir les ensembles n−simples, la

sous n−homotopie et la n−homotopie symétrique suivant les Définitions 3.2, 3.3 et 3.4.

Ensuite, un résultat important est la possibilité de caractériser le fait qu’une partie Y de

X soit sous n−homotope à X. En effet, la proposition suivante, appartenant au folklore,

permet d’obtenir un algorithme efficace pour vérifier si un objet Y est sous n−homotope

à un autre objet X dans lequel il est inclus.

Proposition 3.1 (caractérisation de la sous-homotopie dans Z2) Soient Y et X

deux parties de Z2 telles que Y ⊂ X. L’ensemble Y est sous n−homotope à X si et

seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

i) Chaque composante n−connexe de X contient exactement une unique composante

n−connexe de Y .
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non 4−simple

8−simple

(a)

4−simple

8−simple

(b)

4−simple

non 8−simple

(c)

non 4−simple

non 8−simple

(d)

non 4−simple

non 8−simple

(e)

4−simple

non 8−simple

(f)

x : X : , X :

Fig. 3.5: Pixels simples et non simples (pixel central x).
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ii) Chaque composante n−connexe de Y contient exactement une unique composante

n−connexe de X.

Maintenant, une question similaire peut être posée pour l’homotopie symétrique. Ainsi,

un récent travail de A. Rosenfeld et al. dans [RKN98] donne une caractérisation de l’ho-

motopie symétrique qui utilise la notion d’arbre d’adjacence associé à une image. En

d’autres termes, les auteurs de cet article fournissent un moyen de vérifier que les deux

objets représentés dans la Figure 3.6(a) sont symétriquement n−homotopes, mais aussi

d’affirmer que les deux objets de la Figure 3.6(b) ne le sont pas. Une utilisation similaire

des arbres d’adjacence pour caractériser l’homotopie symétrique peut aussi être trouvée

dans Bykov et Zerlakov [BZ96].

(a) Deux objets symétriquement n−homotopes. (b) Deux objets qui ne sont pas

symétriquement n−homotopes.

Fig. 3.6: Homotopie symétrique dans Z2 (n ∈ {4, 8})

Tout d’abord, nous devons rappeler les définitions suivantes qui ont été légèrement

adaptées de [RKN98] :

Définition 3.7 (relation “entoure” , [RKN98]) Soient U , V et W trois parties de

Z2 disjointes deux à deux. On dit que V n−sépare U de W si tout n−chemin d’un pixel de

U à un pixel de W contient au moins un pixel de V . Maintenant, soit B une composante

n−connexe noire d’une image I dans Z2 et soit W une composante n−connexe blanche

de I. On dit que B entoure W si B n−sépare W de tous les pixels de B sauf un nombre

fini d’entre eux. Respectivement, on dit que W entoure B si W n−sépare B de tous les

pixels de B sauf un nombre fini d’entre eux.
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Définition 3.8 (arbre d’adjacence [RKN98]) Soit X un objet dans une image discrète

I de Z2. Alors, le graphe, dont les sommets sont les composantes blanches et noires de

I et dont les arêtes suivent la fermeture symétrique de la relation “entoure” sur ces

composantes connexes, est un arbre appelé arbre d’adjacence de I que l’on note A(I).

Les feuilles d’un tel arbre sont les composantes connexes qui n’entourent aucune autre

composante blanche ou noire, comme par exemple une composante connexe noire dépourvue

de trou. Dans la Figure 3.7(b) nous avons représenté l’arbre d’adjacence associé à l’image

de la Figure 3.7(a). La racine de cet arbre est la composante connexe blanche non bornée

qui entoure toute autre composante connexe, blanche ou noire. Dans la Figure 3.7(c), on

donne la forme canonique de l’arbre d’adjacence dans lequel les composantes connexes

sont représentées par des sommets de la couleur correspondante.

Dans [RKN98], Rosenfeld et al. ont démontré le théorème suivant qui fournit un algo-

rithme permettant de décider si deux objets 2D sont symétriquement homotopes ou non.

En effet, ce théorème réduit le problème précédent à celui de l’isomorphisme de graphes.

Proposition 3.2 ([RKN98]) Soient I et I ′ deux images discrètes dans Z2 dont les

graphes d’adjacences associés sont respectivement A(I) et A(I ′). Soit X [resp. X ′] l’en-

semble des pixels noirs de I [resp. I ′]. Alors, les ensembles X et X ′ sont symétriquement

n−homotopes si et seulement si A(I) et A(I ′) sont isomorphes.

Notons que le résultat le plus difficile qui a dû être prouvé pour démontrer cette Pro-

position est le fait que deux images qui ont des arbres d’adjacences associés isomorphes

peuvent être obtenus l’un à partir de l’autre par une séquence d’ajouts et de suppressions

de pixels simples.

Afin d’éviter une possible confusion entre le problème de la caractérisation de la sous-

homotopie et celui de l’homotopie symétrique, nous donnons l’exemple représenté dans la

Figure 3.8. En effet, l’objet de la Figure 3.8(b) n’est clairement pas sous n−homotope à

l’objet de la Figure 3.8(a) (au moins) parce que le pixel marqué dans la Figure 3.8(a) n’est

pas n−simple pour n = 4 ou n = 8, et cela reste vrai après une séquence quelconque d’ef-

facements de pixels n−simples de cet objet. Cette image peut être trouvée dans [Mey92]

comme un exemple de deux images qui ne sont pas “topologiquement équivalentes”. Tou-

tefois, les mots “topologiquement équivalentes” sont employés dans cet article dans le

contexte de la squelettisation homotopique. Dans ce cadre, l’équivalence topologique est

souvent utilisée pour exprimer ce que nous appelons ici la sous-homotopie.
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(a) Une image de Z2.

(b) L’arbre associé dont les sommets sont les

composantes connexes noires et blanches de

l’image. La racine en est la composante extérieur

blanche (non bornée).

(c) Une représentation

plus canonique de l’arbre

d’adjacence.

Fig. 3.7: Arbre d’adjacence associé à une image 2D.
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Par contre, les deux objets de la Figure 3.8 sont bien symétriquement homotopes, à notre

sens, comme illustré par la Figure 3.9. Dans cette figure, l’ensemble des pixels gris est

un ensemble simple pour chacune des images intermédiaires (voir Définition 3.2), et on

montre ainsi comment chaque image peut être obtenue à partir de celle qui la précède

par une séquence d’ajouts ou de suppressions de pixels simples. Cette exemple simple

montre que le lecteur doit se méfier d’une possible confusion entre homotopie symétrique

(i.e. équivalence homotopique) et sous-homotopie.

(a) (b)

Fig. 3.8: L’objet de droite n’est pas sous

n−homotope à l’objet de gauche pour n ∈
{4, 8}.

Fig. 3.9: Un suite d’ajouts et d’effacements

d’ensembles n−simples (pour n ∈ {4, 8}).



Conclusion à la Partie I

Dans cette partie, nous avons défini la notion d’image discrète et fourni un formalisme

qui permet de discuter des propriétés topologiques dans les espaces discrets. Plusieurs

exemples ont été donnés dans le cas de l’espace Z2 ; toutefois, pratiquement toutes les

notions introduites l’ont été dans le cadre d’un espace discret quelconque associé à une

certaine relation d’adjacence.

Dans les deux parties suivantes, nous nous intéresserons à d’autres types d’espaces dis-

crets. Le premier de ces espaces est celui des surfaces d’objets de Z3 et le second qui

sera considéré est Z3 lui même. Dans les deux cas, notre étude est motivée par l’utili-

sation du groupe fondamental discret pour caractériser la préservation de la topologie

dans ces espaces. Plus précisément, notre motivation est de montrer que le groupe fonda-

mental discret est un outil puissant dans ce contexte. Á chaque fois, ce but a été atteint

en définissant préalablement de nouveaux outils tels que le nombre d’intersection et le

nombre d’entrelacement.





Deuxième partie

Préservation de la topologie dans les

surfaces discrètes





Introduction à la Partie II

Dans le cas 2D, les algorithmes de squelettisation homotopiques ont fait leurs preuves

en tant qu’outils de base, essentiels pour la reconnaissance des formes et la classification

d’objets représentés dans une grille plane. Aussi, la préservation de la topologie dans le

cas 3D est une question importante si on veut développer des outils utiles et efficaces

pour l’analyse d’images 3D. De nombreux auteurs ont déjà travaillé sur ces algorithmes

de squelettisation homotopique, et on peut retenir de ces travaux une définition simple

de la sous homotopie entre deux objets de Z3 (voir [Kon89], [Ber94] ou [Kon95]).

Maintenant, une question ouverte persiste concernant l’existence d’un algorithme effi-

cace, ou du moins raisonnablement utilisable, permettant de décider si un objet 3D Y

est sous homotope à un autre objet X dans lequel il est inclus. Alors qu’une condi-

tion nécessaire et suffisante portant sur les composantes connexes et les trous de l’objet

existe dans Z2 (Proposition 3.1, Partie I), le cas 3D est loin d’être aussi trivial. Aujour-

d’hui, une condition nécessaire P(X, Y ) peut être donnée en termes de propriétés des

morphismes entre groupes fondamentaux ([Kon89]) induits par les inclusions entre les

composantes connexes de X, Y , X et Y (voir Section 2.3.2). Cependant, on peut trouver

des exemples qui montrent que cette condition n’est pas suffisante (voir la conclusion

générale). Néanmoins, dans le cadre intermédiaire que constituent les surfaces discrètes

qui vont être étudiées dans cette partie, nous montrons ici que le groupe fondamental

est suffisant pour caractériser la sous-homotopie. En effet, un autre type d’objet discret

est largement utilisé pour la visualisation et l’analyse d’images 3D : les surfaces discrètes

aussi appelées surfaces surfels afin d’éviter la confusion avec les surfaces définies comme

ensembles de voxels. Les surfaces surfels constituent la partie “visible” d’un objet 3D

quand ce dernier est identifié à un ensemble de cubes unitaires (les voxels). Ces sur-

faces sont composées de carrés unitaires à deux dimensions, les faces des voxels, aussi

appelés des surfels (comme abréviation de l’anglais surf ace elements). La détermination
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de la surface, ou bordure, d’un objet de Z3 est une première étape à la visualisation

en 3D de l’objet considéré, mais fournit aussi une donnée intéressante, notamment en

raison de sa taille réduite, sur laquelle des algorithmes efficaces de traitement et d’ana-

lyse peuvent être utilisés. Par exemple, ce type de surface a été utilisé dans [ML00] par

R. Malgouyres et A. Lenoir pour extraire des informations anatomiques d’images acquises

par Résonance Magnétique Nucléaire (RMN). En effet, les premiers travaux portant sur

de telles surfaces discrètes étaient motivés par leurs applications en imagerie médicale

(voir [HKL+81, HW83, Her92]). Ainsi, un problème qui a inspiré l’article de R. Mal-

gouyres et A. Lenoir était la mise au point d’une méthode d’extraction du fond des

sillons corticaux de l’image d’un cerveau humain. Afin d’essayer de réaliser cette extrac-

tion, ils ont dû appliquer un algorithme de squelettisation à une image binaire dessinée

à la surface de l’objet correspondant à l’encéphale, cette image binaire ayant été obte-

nue par seuillage de l’image de la courbure moyenne calculée en chaque surfel d’après la

méthode décrite dans [Len97].

En effet, l’ensemble des surfels de courbure négative peut être vu comme une application

de l’ensemble des surfels de la surface vers l’ensemble {0, 1} ; c’est à dire comme un

objet dans un certain espace discret que constitue cette surface. Plus généralement, toute

propriété qui peut être testée pour chaque surfel peut fournir un objet dans cet espace.

Ainsi, un algorithme de squelettisation pour ce type d’objet devra utiliser la notion de

surfel simple comme définie de manière intuitive dans la partie précédente. Ceci montre

le besoin d’un cadre théorique pour l’étude de la préservation de la topologie pour les

parties d’une surface discrète.

Dans ce but, il est possible de définir des relations d’adjacence convenables de telle sorte

qu’une surface discrète constitue un espace discret à part entière pour lequel toutes les

notions génériques qui ont été introduites dans la partie précédente sont bien définies.

Notamment, on peut définir dans ce cadre la connexité, l’homotopie entre chemins, les

surfels simples et l’homotopie entre parties d’une surface. Dans [ML00], les auteurs ont

montré qu’un critère similaire à la condition P(X, Y ) mentionnée précédemment, faisant

appel au groupe fondamental discret et considérant les intersections entre cavités, est

une condition nécessaire et suffisante permettant de caractériser la sous homotopie entre

parties d’une surface discrète. On appelle ici cavité d’un ensemble de surfel X une com-

posante connexe du complémentaire de X dans la surface considérée (Définition 1.18).
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Depuis ce dernier article, il était pressenti que la condition portant sur les intersections de

trous était elle même une conséquence de la condition sur les groupes fondamentaux, sauf

dans un cas trivial et bien particulier. Le but de cette partie est d’établir et de montrer

ce résultat et de donner ainsi un nouveau théorème concernant la sous homotopie entre

parties d’une surface. (Théorème 13 du Chapitre 9). Ce théorème constitue une nouvelle

caractérisation qui montre que le groupe fondamental permet de caractériser de façon

complète la sous homotopie dans ce cadre.

Toutefois, le manque d’outils théoriques adaptés au cadre discret et permettant l’étude

des classes d’homotopie de chemins (i.e les éléments du groupe fondamental discret)

nous amène à définir et à utiliser un nouvel outil : le nombre d’intersection qui a été

introduit par l’auteur et R. Malgouyres dans [FM99b]. On montre que ce nombre, qui

compte le nombre d’intersections orientées entre deux types de chemins, est invariant par

déformation homotopique des chemins considérés. Ainsi, il peut être utilisé pour montrer

que deux chemins ne sont pas homotopes. En particulier, il peut être par exemple utilisé

pour montrer qu’un chemin donné n’est pas réductible. Cette dernière propriété peut être

vue comme une généralisation de certaines notions introduites dans[RN97] où Rosenfeld et

Nakamura ont étudié les propriétés des courbes fermées simples dans Z2, en considérant

par exemple des courbes entourant des trous. Par contre, dans notre cas, nous nous

intéressons à des chemins discrets plus généraux dans une surface et qui peuvent ainsi

entourer des cavités (' trous 2D) mais aussi et surtout des tunnels, particularité que

l’on ne rencontre pas en dimension 2. Cette notion de tunnel sera introduite dans le

Chapitre 5.

Dans le Chapitre 4, nous donnons la définition d’une surface discrète et introduisons les

définitions de base qui nous permettent de discuter des propriétés topologiques de ce type

d’espace discret. Alors, dans le Chapitre 6, nous introduisons le nombre d’intersection puis

nous posons et démontrons ses propriétés principales. Ensuite, deux applications de ce

nouvel outil sont données dans les Chapitres 7 et 8, respectivement un nouveau théorème

de Jordan dans ce type d’espace et une nouvelle propriété de l’index 2D introduit dans la

Section 2.1.2. Finalement, nous terminerons avec le résultat essentiel de cette partie au

Chapitre 9 : la preuve d’un nouveau théorème portant sur la caractérisation de la sous

homotopie au sein d’une surface discrète.





Chapitre 4

Surfaces discrètes

4.1 Surfaces de voxels et surfaces de surfels

Dans la sous-section 2.1.2, nous avons mentionné les MA−surfaces qui ont été définies

pas R. Malgouyres dans [Mal94]. En fait, ces surfaces font partie d’une catégorie d’ob-

jets fins et séparants de Z3 qui ont été définis comme étant des surfaces discrètes par

plusieurs auteurs. Brièvement, l’idée de ces définitions est de donner des caractérisations

locales qui garantissent qu’un objet, dont tous les voxels vérifient ces caractérisations,

possède cette propriété de finesse mais surtout sépare son complémentaire en deux com-

posantes connexes (voir Définition 3.7 et Théorème 4 pour l’analogue 2D de cette notion

de séparation). La propriété de finesse s’énonce simplement de la manière suivante : chaque

voxel de l’objet est adjacent à chacune des composantes connexes du fond. De tels objets

sont appelés aussi ensembles fortement séparants. Maintenant, R. Malgouyres a montré

dans [Mal96] qu’on ne peut donner de caractérisation locale qui corresponde à la classe

entière des objets fortement séparants. Aussi, il est impossible de trouver un analogue

dans Z3 à la caractérisation locale des courbes fermées simples donnée par A. Rosen-

feld dans [Ros75], courbes qui sont les analogues en dimension 2 de la classe des objets

fortement séparants de Z3 (voir la sous-section 2.1.3).

Toutefois, plusieurs définitions ont été introduites pour des classes d’objets plus restreintes

que celle des objets fortement séparants, et qui, elles, admettent des caractérisations

locales. Ainsi, D.G. Morgenthaler et A. Rosenfeld on tout d’abord introduit la notion

de n−surface fermée simple pour n ∈ {6, 26} dans [MR81]. Plus tard, dans [Mal97a],

R. Malgouyres a introduit la définition des MA−surfaces, et finalement, des travaux
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plus récents avec G. Bertrand ont abouti à la définition des surfaces fortes, dont il est

prouvé qu’elles sont les moins restrictives (voir [MB97, MB99]).

Maintenant, nous nous intéressons dans cette partie à une définition de surface qui est

intrinsèquement différente de celle évoquée précédemment. En effet, dans cette partie,

nous ne considérons plus les surfaces comme des parties de Z3 mais comme des sous-

ensembles particuliers de la relation R6 vue comme une partie de Z3×Z3. En effet, nous

montrerons dans la suite que certaines de ces parties peuvent être considérées comme un

espace discret à part entière avec des relations d’adjacence bien définies.

4.2 Surfaces discrètes, surfels

Les surfaces discrètes considérées dans cette partie sont faites de faces carrées unitaires,

appelées surfels, qui sont les éléments de base de la partie visible d’un objet de Z3 quand

il est représenté comme un ensemble de voxels.

Définition 4.1 (surfel) Soit B ⊂ Z3, alors on appelle surfel de B un couple (a, b) tel

que a ∈ B, b ∈ B et a est 6−adjacent à b.

Un surfel est en fait la face partagée par deux voxels 6−adjacents, le premier appartenant

à l’objet, le second au complémentaire de cet objet (voir Figure 4.1). Un telle face est

orientée suivant la normale sortante issue de son centre. Cette définition d’un surfel est

proche de la définition classique qui peut être trouvée dans [Udu94] mais restreinte au cas

3D. En fait, on appelle une facette de voxel la face partagée par deux voxels 6−adjacents,

mais un surfel est la face commune à deux voxels 6−adjacents dont le premier est dans

l’objet et le second fait partie du fond. Ainsi, un voxel peut être associé au maximum à 6

surfels (voir Figure 4.2) selon la valeur de ses 6−voisins, et chaque surfel possède quatre

arêtes et quatre sommets comme illustré par la Figure 4.3.

Maintenant, on introduit la notion de bord entre une composante connexe noire et une

composante connexe blanche d’un image de Z3, en utilisant une notation similaire à celle

trouvée dans [UA90].

Définition 4.2 (bord) Soit (n, n) ∈ {(6+, 18), (18, 6+)}. Soit O une partie n−connexe

de Z3 et V une de ses composantes connexes de fond. On définit le (n, n)−bord entre O
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a b(a,b)

Fig. 4.1: Un surfel (a, b), la face par-

tagée par un voxel noir et un voxel blanc.

Fig. 4.2: Un voxel peut être associé à au

plus 6 surfels.

voxel surfel arête sommet

Fig. 4.3: Quelques termes.

et V , noté δn(O, V ) :

δn(O, V ) = {(a, b) | a ∈ O, b ∈ V et a est 6−adjacent à b}

Dans la suite de cette partie, O et V sont deux parties de Z3 qui vérifient les conditions

de la Définition 4.2 et Σ = δn(O, V ) est le (n, n)−bord entre O et V pour n ∈ {6+, 18} ;

Σ sera appelé une surface discrète.

La surface discrète Σ possède la propriété de Jordan au sens de la définition donnée dans

[Udu94]. En effet, pour tout 6−chemin π = (yk)k=0,...,p d’un voxel y0 de O à un voxel yp

de V , il existe un indice j ∈ {0, . . . , p−1} tel que yj ∈ O et yj+1 ∈ V , en d’autres termes,

le chemin π “traverse” Σ.

On remarque que cette définition est très proche de celle d’un complexe cellulaire. Tou-

tefois, une propriété importante des surfaces discrètes est que les surfels qui la constitue,

sont contraints par des considérations géométriques fortes dans Z3. Aussi, le lecteur doit

garder à l’esprit qu’un surfel n’est autre qu’un couple de l’une des formes suivantes pour

un certain triplet (x, y, z) de Z3 :

((x, y, z), (x± 1, y, z)), ((x, y, z), (x, y ± 1, z)), ((x, y, z), (x, y, z ± 1)).
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4.3 Relations d’adjacence entre surfels

Dans cette section, nous définissons deux relations d’adjacence entre surfels qui per-

mettent l’application au surfaces discrètes de toutes les notions génériques portant sur

les espaces discrets qui ont été introduites dans la Partie I

4.3.1 Relation de e−adjacence

Un surfel dans une surface discrète partage une arête donnée avec au plus trois autres sur-

fels comme illustré dans la Figure 4.4 (cette propriété est généralisée au surfaces discrètes

de Zn dans la Proposition 3.5 de [Udu94]). Ceci amène la définition de la relation d’ad-

jacence Redge :

Définition 4.3 (Redge) On définit la relation d’adjacence Redge dans Σ de la manière

suivante :

Redge =



((a, b), (a′, b′))

(a, b) ∈ Σ, (a′, b′) ∈ Σ

a, b, a′ et b′ appartiennent à un carré 2×2 de Z3





Intuitivement, deux surfels sont dits Redge−adjacents s’ils partagent une arête.

a’

b
b’

a

ii) iii) iv)i)

Fig. 4.4: Le surfel (a, b) peut partager une de ses arêtes avec au plus trois autres surfels.

Ainsi, le surfel (a, b) de la Figure 4.4 partage l’arête marquée d’une flèche soit avec

le surfel (b′, b) (cas i), soit avec le surfel (a′, b′) (cas ii), soit avec le surfel (a, a′) (cas

iii), ou bien simultanément avec les surfels (b′, b), (b′, a′) et (a, a′) dans le cas iv. Cette

relation est bien une relation d’adjacence dans l’espace discret Σ. Cependant, comme

rappelé dans l’introduction de cette partie, nous sommes intéressés par une caractérisation

de la préservation de la topologie pour les parties d’une surface discrète. Mais il est

apparu qu’aucune propriété topologique cohérente ne peut être étudiée pour l’espace des

surfaces discrètes muni de cette relation Redge . En effet, les relations d’adjacence utilisées

pour les espaces discrets Z2 et Z3 ont la bonne propriété d’être en relation très étroite
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avec la localisation spatiale des spels. Par contre, la relation Redge fournit des graphes

d’adjacences inutilisables. De plus, les notions d’adjacence et de connexité dans l’ensemble

des surfels associés à une image de Z3 ont été introduites en premier lieu dans le but de

mettre au point des algorithmes efficaces de suivi de surface (boundary tracking), dont le

rôle est de construire rapidement l’objet qui compose la partie visible d’un objet de Z3,

i.e. sa surface, stockée dans une structure de donnée adaptée. Dans ce but, la relation

Redge présente aussi un inconvénient majeur. En effet, le fait qu’un trop grand nombre de

chemins différents dans le graphe d’adjacence passent par un surfel donné, empêche la mise

au point d’un algorithme efficace basé sur des calculs locaux, et qui permette de retrouver

la surface complète d’un objet. Toutefois, on peut définir une relation d’adjacenceRe entre

surfels, dépendante de la relation de n−adjacence considérée pour l’objet (n ∈ {6+, 18}),
de telle sorte qu’un surfel possède exactement quatre Re−voisins, soit exactement un par

arête. La définition de ce graphe régulier classique sur Σ peut être trouvé par exemple

dans [RKW91] est peut s’énoncer de la manière suivante :

Définition 4.4 (Re) Soient (a, b) et (a′, b′) deux surfels de Σ. Les surfels (a, b) et (a′, b′)

sont dit Re−adjacents si ((a, b), (a′, b′)) ∈ Redge et :

– Si (n, n) = (6+, 18) alors a et a′ sont 6−connectés par un 6−chemin de longueur l < 3

dans O.

– Si (n, n) = (18, 6+) alors b et b′ sont 6−connectés par un 6−chemin de longueur l < 3

dans V .

Une paire {(a, b), (a′, b′)} de surfels Re−adjacents de Σ est appelé un edgel.

Les deux conditions de la définition précédente permettent de déterminer, parmi les surfels

qui partagent l’arête marquée d’une flèche avec le surfel noir la Figure 4.4(iv), celui qui

est Re−adjacent à ce surfel.

Notation 4.1 Dans la suite, afin d’alléger les notations, nous abrégeons la relation d’ad-

jacence “Re” par simplement “e”. Ainsi, on remplacera par exemple Re−adjacence par

e−adjacence.

Il est important de voir que la définition de la relation de e−adjacence est cohérente

avec les propriétés topologiques de l’objet enveloppé par la surface. En effet, d’après le

théorème suivant, qui est en fait une justification des algorithmes de suivi de surfaces, a
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été démontré par E. Artzy dans [AFH81] et en utilisant des considérations topologiques

par G.T. Herman dans [HW83]. Ce théorème sera utile par la suite.

Théorème 6 Σ est e−connexe.

Maintenant, une autre approche de la propriété de e−connexité de Σ peut être donnée.

En effet, nous avons défini Σ comme l’ensemble des spels entre un ensemble n−connexe de

voxels et l’une de ses composantes (n−connexes) de fond. Alors, un résultat important est

que la surface Σ est e−connexe (Théorème 6). Mais la réciproque est aussi vraie. Soient

B ⊂ Z3 et S l’ensemble des surfels de B. Alors, une composante e−connexe de surfels de

S cöıncide avec un (n, n)−bord δn(I, E), où I est une composante n−connexe de B et E

est une composante n−connexe de B. Ainsi, les objets des Figures 4.5(a) et 4.5(b) ne sont

ni l’un ni l’autre (6+)−connexes de telle sorte que l’ensemble des surfels associés n’est pas

e−connexe, par définition de la e−connexité dans le cas (n, n) = (6+, 18). Maintenant,

l’objet représenté dans la Figure 4.6 est 18−connexe et l’ensemble de ses surfels est alors

e−connexe pour (n, n) = (18, 6+).

(a) (b)

Fig. 4.5: Deux objets de Z3 et les graphes

de e−adjacence associés à l’ensemble de leur

surfels pour n = 6+.

Fig. 4.6: Un objet de Z3 et

le graphe de e−adjacence

associé à l’ensemble de ses

surfels pour n = 18.

De plus, ces objets sont composés de deux composantes 6−connexes dépourvues de ca-

vités. Plus généralement, il est évident que pour tout objet B dans Z3 et tout couple

(n, n) ∈ {(6+, 18), (18, 6+)}, le nombre de composantes e−connexes de l’ensemble des

surfels de B (i.e le nombre de (n, n)−bords) est égal au nombre de composantes n−connexes

de B plus le nombre de composantes n−connexes de B moins un. Par exemple, la sphère

(creuse) de la Figure 4.7(a) possède deux (18, 6+)−bords alors que l’objet représenté dans

la Figure 4.8 en possède trois.
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(a) Vue du bord externe. (b) Une vue en coupe de la sphère.

Fig. 4.7: Un sphère discrète dans Z3 pour n = 18.

(a) Vue du bord externe. (b) Vue en coupe de l’objet.

Fig. 4.8: Un objet de Z3 avec deux composantes connexes et une cavité pour n = 18.
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Maintenant, suivant la la Définition 4.4, les notions de e−chemins et de e−connexité dans

les surfaces discrètes sont bien définies d’après les définitions génériques qui en ont été

données dans la Section 1.1.

4.3.2 Relation de v−adjacence

Maintenant, une partie (un objet) d’une surface discrète peut être considérée comme une

image binaire dessinée sur le bord d’un objet de Z3 telle que représentée dans la Figure 4.9.

Alors, dans une étude des propriétés topologiques d’une telle image, on s’attend à ce que

des propriétés de base soient toujours satisfaites, comme par exemple une propriété de

Jordan qui a été décrite pour les espaces Z2 et Z3 dans le Chapitre 2. Ainsi, soit C

l’ensemble des surfels noirs de la Figure 4.9. Cet ensemble C est une e−courbe fermée

simple suivant la Définition 1.13 et on peut raisonnablement attendre d’un telle courbe,

dans ce cas particulier 1, qu’elle sépare son fond (l’ensemble des surfels blancs) en deux

composantes distinctes. Toutefois, comme cela se produit dans Z2, cette propriété est

évidemment fausse si la relation de e−adjacence est utilisée pour le fond de l’image. En

effet, les trois surfels marqués d’une croix appartiennent à trois composantes e−connexes

distinctes du fond de C, qui possède alors quatre composantes e−connexes.

Fig. 4.9: En noir, une e−courbe fermée simple de

surfels C, dont le fond possède quatre composantes

e−connexes.

Fig. 4.10: La partie supérieure

de cette surface peut être assi-

milée à un rectangle de Z2.

Une fois encore, cet exemple montre la nécessité d’introduire une autre relation d’adja-

1. Le but du Chapitre 7 est principalement de préciser en quoi ce cas est particulier
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cence entre surfels qui relie deux surfels qui partagent un sommet, en d’autres termes,

une relation analogue à la relation de 8−adjacence dans Z2. En effet, la relation de

e−adjacence dans une surface discrète plane cöıncide avec la relation de 4−adjacence

dans Z2 comme illustré par la Figure 4.10. Toutefois, la définition suivante ne sera pas

satisfaisante.

Définition 4.5 (Rvertex) On définit la relation d’adjacence Rvertex ⊂ Σ×Σ de la manière

suivante :

Rvertex =



((a, b), (a′, b′))

(a, b) ∈ Σ, (a′, b′) ∈ Σ

a, b, a′ et b′ appartiennent à un même cube 2×2×2 de Z3





En d’autre termes, les surfels (a, b) et (a′, b′) sont Rvertex−adjacents s’ils ont un sommet

commun.

Remarque 4.1 La donnée d’un sommet p d’un surfel (a, b) est équivalente à la donnée

de l’un des quatre cubes 2×2×2 qui contiennent les deux voxels a et b. En effet, ce cube

2×2×2 contiendra aussi tout couple de voxels a′ et b′ tel que (a′, b′) partage avec (a, b, ) le

sommet p.

Cependant, cette relation présente une fois encore l’inconvénient de relier entre eux des

ensembles de surfels dont l’analogue continu n’est vraisemblablement pas connexe comme

illustré dans la Figure 4.11. Dans la Figure 4.12, nous avons représenté deux objets de Z3,

dans lesquels, quand (n, n) = (6+, 18), les deux voxels marqués d’une croix ne sont pas

(6+)−adjacents. Par contre, dans le cas de la Figure 4.12(a), les deux surfels marqués

d’une croix sont Rvertex−adjacents alors qu’ils ne le sont pas dans la Figure 4.12(b).

Puisque ceci n’est évidemment pas satisfaisant, nous introduisons un relation d’adjacence

plus restrictive Rv.

Définition 4.6 (Rv) Soient (a, b) et (a′, b′) deux surfels de Σ. Alors ((a, b), (a′, b′)) ∈ Rv

si et seulement si :

i) ((a, b), (a′, b′)) ∈ Rvertex , et

ii) Il existe un e−chemin (y0, . . . , yk) dans Σ tel que y0 = (a, b), yk = (a′, b′) et pour

i = 1, . . . , k − 1, on a (yi, (a, b)) ∈ Rvertex et (yi, (a
′, b′)) ∈ Rvertex .

En d’autres termes, les conditions i) et ii) entrâınent que les surfels de {y0, . . . , yk} par-

tagent tous le même sommet.
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Fig. 4.11: Deux voxels qui ne sont ni

(6+)−adjacents ni 18−adjacents alors

qu’il définissent des surfels qui sont

Rvertex−adjacents.

(a) (b)

Fig. 4.12: Deux objets dont les

(6+, 18)−bords ont les mêmes pro-

priétés topologiques.

Maintenant, nous donnons une définition différente mais équivalente de la relation de

Rv−adjacence qui fait appel à la notion de loop dans une surface discrète. De plus, la

notion de loop sera utile dans la suite puisque l’ensemble de surfels qu’elle définit sera

utilisé comme cellule de déformation élémentaire (voir la définition de ces cellules dans

la section 2.2.2) dans l’espace constitué par une surface discrète.

Définition 4.7 (Loop) Un loop L de Σ est un ensemble e−connexe de surfels qui par-

tagent tous un sommet p donné. Maintenant, soit x un surfel de Σ, et soient a une arête

de x et p un sommet de a. Alors, il existe un unique surfel x′, e−adjacent à x et qui par-

tage le sommet p et l’arête a avec x. Maintenant, un troisième surfel x′′ 6= x, e−adjacent

à x′ partage p avec x et x′. En répétant ce processus, il est possible de construire un

e−chemin fermé simple π de x à x tel que π∗ = L est un loop de Σ. Le chemin π est

appelé une paramétrisation du loop L.

Maintenant, la définition suivante est équivalente à la Définition 4.8.

Définition 4.8 (Rv) Soient x ∈ Σ et y ∈ Σ. Les deux surfels x et y sont dits

Rv−adjacents s’il existe un loop L de Σ tel que {x, y} ⊂ L.

Notation 4.2 Dans la suite, afin d’alléger les notations, nous abrégeons “Rv” par sim-

plement “v”.

On s’aperçoit que la donnée d’un sommet n’est pas suffisante pour définir un loop puis-

qu’un même sommet peut être associé avec deux loops distincts. En effet, si on considère
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le (18, 6+)−bord Σ de l’objet de la Figure 4.13, et dont tous les voxels sont visibles ;

alors le sommet matérialisé par un point noir définit deux loops. Le premier est composé

des six surfels visibles qui partagent ce sommet, et le second est composé de trois surfels

cachés. De la même façon, si on considère le (6+, 18)−bord du même objet, ce sommet

définit trois loops différents dont chacun est composé de trois surfels.

Fig. 4.13: Exemple de loop.

4.4 Le groupe fondamental d’une surface discrète

A ce stade, toutes les notions introduites de façon générique pour un espace discret dans

la Partie I, sont applicables à l’espace constitué par une surface discrète muni des relations

complémentaires de e−adjacence et v−adjacence. Toutes, sauf la notion d’homotopie de

chemins (et donc le groupe fondamental discret). Suivant les étapes de la définition donnée

dans la sous-section 2.2.2, nous devons définir tout d’abord les cellules de déformation

élémentaire dans une surface discrète.

Notation 4.3 Dans la suite de cette partie, et sans autres précisions, le préfixe “n−” est

utilisé soit pour “e−”, soit pour “v−”, et non plus pour une relation d’adjacence dans

Z2 ou Z3. On rappellera ceci simplement en écrivant n ∈ {e, v}.

4.4.1 Cellule de déformation et hypothèse sur Σ

Définition 4.9 (cellule de déformation élémentaire dans Σ) Les cellules de

n−déformation élémentaire (n ∈ {e, v}) dans une surface discrète sont les loops de Σ.

Cette dernière définition amène à la formulation suivante de la Définition 2.10 : deux

n−chemins dans une partie X d’une surface discrète Σ ayant les mêmes extrémités sont

dits identiques à une n−déformation élémentaire près s’ils sont identiques sauf dans un

loop de Σ (voir Figure 4.14).
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c c’

c,c’

Fig. 4.14: Illustration d’une

e−déformation élémentaire.

Fig. 4.15: Les deux surfels de ce

(18, 6+)−bord qui sont marqués d’une

croix ne sont pas e−adjacents mais ap-

partiennent à deux loops distincts.

La Définition 4.9 permet aussi de définir la relation de R−homotopie pour les chemins

de surfels pour R ∈ {e, v} comme illustré dans la Figure 4.16. Ainsi, le e−chemin c1

de Figure 4.16(a) est obtenu par une e−déformation élémentaire du e−chemin c2 de

la Figure 4.16(b). Finalement, le chemin c1 est e−homotope au e−chemin c3 de la Fi-

gure 4.16(c).

X = { , } ⊂ Σ

c1 :

(a)

c2 :

(b)

c3 :

(c)

Fig. 4.16: Exemple de chemins e−homotopes dans une partie X d’une surface Σ.

Maintenant, dans le cas où Σ = δ(18,6+)(O, V ) (i.e. O est 18−connexe), nous devons éviter

une configuration particulière en faisant l’hypothèse que tous les loops de la surface sont

des disques topologiques de telle sorte que la situation de la Figure 4.17 ne se produise

pas (voir [ML00]). Un façon formelle d’exprimer cette hypothèse est de dire que deux

surfels qui ne sont pas e−adjacents ne peuvent appartenir à deux loops différents (voir

Figure 4.15). Une formulation équivalente peut être énoncée de la façon suivante : on

suppose que Σ = δ18(O, V ) et que s’il existe dans O deux voxels 18−adjacents mais pas
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6−adjacents alors, au moins une des deux propriétés suivantes est satisfaite :

– Les deux voxels ont un 18−voisin commun dans O.

– Les deux voxels ont deux 26−voisins communs qui sont eux mêmes 26−adjacents.

Fig. 4.17: Un cas pour lequel l’analogue continu d’un loop n’est pas un disque topologique

Cette restriction est nécessaire et suffisante pour garantir qu’un loop est un disque topo-

logique. Nous avons besoin d’une restriction similaire sur O quand Σ = δ6+(O, V ). Dans

la suite, on fera appel à la remarque suivante :

Remarque 4.2 Exactement un loop de Σ peut contenir deux surfels qui sont v−adjacents

mais pas e−adjacents.

4.4.2 Quelques exemples

Dans la suite de cette partie on montrera que le groupe fondamental discret, qui peut

être utilisé pour définir les surfels simples dans une surface discrète, est aussi suffisant

pour caractériser la sous homotopie dans ce type d’espace.

Afin d’illustrer ceci, nous donnons ici quelques exemples d’objets dans une surface discrète

dont les groupes fondamentaux ne sont pas isomorphes. Ainsi, l’objet X1 représenté dans

la Figure 4.18 est simplement connexe au sens de la Définition 2.13. En d’autre termes,

pour tout surfel x ∈ X1, le groupe fondamental discret Πn
1 (X1, x) est réduit à la classe

du chemin trivial (x, x). Pour sa part, l’objet X2 de la Figure 4.19 n’est pas simplement

connexe puisqu’il est clair que pour tout x ∈ X2, il existe un chemin fermé de x à x

qui n’est pas réductible dans X2. Dans l’objet X3 de la Figure 4.20, et pour tout surfel

x ∈ X3 on peut montrer qu’il existe trois éléments de Πn
1 (X3, x) tels que chacun ne puisse

être exprimé comme un produit impliquant les deux autres.
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(a) En gris, une partie X1 ⊂ Σ1. (b) L’ensemble X1.

Fig. 4.18: X1 est un ensemble simplement n−connexe de surfels.

(a) En gris, une partie X2 ⊂ Σ2. (b) L’ensemble X2.

Fig. 4.19: X2 n’est pas simplement n−connexe.

(a) En gris, une partie X3 ⊂ Σ3. (b) L’ensemble X3.

Fig. 4.20: X3 n’est pas simplement n−connexe. De plus, pour tout p2 ∈ X2 et p3 ∈ X3,

les groupes Πn
1 (X2, p2) et Πn

1 (X3, p3) ne sont pas isomorphes.



Chapitre 5

Préservation de la topologie dans les

surfaces discrètes

Dans ce chapitre, nous rappelons les résultats de travaux réalisés pas R. Malgouyres

et A. Lenoir sur la définition et la caractérisation de la préservation de la topologie

pour les parties de surfaces discrètes. Ces travaux étaient motivés pas la nécessité d’une

justification formelle d’un algorithme de squelettisation utilisé pour extraire des données

anatomiques à partir d’une image de la courbure moyenne à la surface du cerveau.

Dans [ML00], R. Malgouyres et A. Lenoir ont donné trois caractérisations équivalentes de

l’homotopie, elle même définie en utilisant classiquement la définition d’un surfel simple

basée sur des propriétés locales de connexité. Dans le contexte des surfaces discrètes, de

même que pour la 3D, l’homotopie peut être considérée comme un cas particulier de la

déformation de rétraction telle que définie pour les complexes cellulaires.

Maintenant, dans le cadre des surfaces discrètes, la préservation de la topologie devient

plus difficile à caractériser par rapport au cas 2D, ceci en raison du fait que les surfaces

discrètes, de même que les parties de surfaces discrètes, peuvent posséder des tunnels.

En effet, alors que les parties de Z2 sont caractérisées complètement d’un point de vue

topologique par des seules considérations de connexité et “d’inclusion géographique”, les

parties de surfaces discrètes, comme les parties de Z3, sont aussi caractérisées par le

nombre et la position de leurs tunnels. Ces tunnels ne sont toutefois pas simples à définir

de façon formelle. Néanmoins, une idée intuitive de leur nature peut être donnée. En

effet, nous disons que l’objet de la Figure 5.1(a) possède un tunnel alors que celui de la

Figure 5.1(b) n’en a pas. Qui plus est, il est clair qu’une telle propriété ne peut s’exprimer
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à l’aide de seules propriétés de connexité. En effet, chacun des objets de la Figure 5.1 est

connexe et sans cavité.

(a) (b)

Fig. 5.1: Illustration de la notion de tunnel.

Dans ce chapitre X est une partie d’une surface Σ.

5.1 Surfel simple et homotopie

: x, : Nv(x)

Fig. 5.2: Le v−voisinage d’un surfel.

(a) Vue de face (b) Vue arrière

: x, : Nv(x)

Fig. 5.3: Un surfel dont le v−voisinage n’est

pas un disque topologique.

Soit x un surfel de Σ. Comme précisé dans la Section 4.4, on suppose que tout loop dans

Σ est un disque topologique. Cependant, le v−voisinage du surfel x n’est lui-même pas

toujours un disque topologique. Dans la Figure 5.2, nous avons représenté en gris clair le

v−voisinage Nv(x) d’un surfel donné, et dans la Figure 5.3 nous avons représenté un autre

surfel dont le v−voisinage n’est pas un disque topologique puisque les deux surfels marqués

d’une croix dans la Figure 5.3(b) sont e−adjacents. Alors, il convient de définir une
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“topologie” sur Nv(x)∪ {x} selon laquelle cet ensemble constitue un disque topologique.

Nous utilisons dans ce but un graphe particulier construit à partir de l’ensemble Nv(x)∪
{x} et de la relation d’adjacence suivante :

Définition 5.1 (relation de nx−adjacence) Soit x ∈ Σ et soient y et y′ deux surfels

de Nv(x) ∪ {x}. On dit que y et y′ sont nx−adjacents s’ils sont n−adjacents et appar-

tiennent à un même loop qui contient x (voir Figure 5.4).

Par exemple, dans la Figure 5.3(b), les deux surfels marqués d’une croix ne sont ni

ex−adjacents ni vx−adjacents si x est le surfel noir de la Figure 5.3(a).

: x

Fig. 5.4: Les deux surfels marqués d’une croix sont ex−adjacents.

Définition 5.2 (Gn(x,X)) Soient x ∈ Σ et (n, n) ∈ {(e, v), (v, e)}. On note Gn(x,X)

l’ensemble des composantes nx−connexes de Nv(x)∩X. Notons que Gn(x,X) est une en-

semble d’ensembles et pas un ensemble de surfels. On notera Cx
n[Gn(x,X)] l’ensemble des

toutes les composantes nx−connexes de Gn(x, X) qui contiennent un surfel n−adjacent

à x.

Dans la Figure 5.5(c) sont représentées les trois composantes ex−connexes de Ge(x,X)

associées au surfel x et à l’ensemble X de la Figure 5.5(a). Remarquons que la composante

connexe de Ge(x,X) qui est réduite à un surfel unique n’est pas e−adjacente à x de sorte

que Cx
e [Ge(x,X)] n’a que deux éléments.

R. Malgouyres et A. Lenoir ont proposé la définition suivante d’une propriété de simplicité

pour les surfels (un surfel x de X est dit n−intérieur à X si Gn(x, X) = 0, il est dit n−isolé

si Gn(x, X) = 0).

Définition 5.3 (surfel simple [ML00]) Un surfel x est dit n−simple dans X si x n’est

pas n−intérieur à X et le nombre Card(Cx
n[Gn(x,X)]) de composantes nx−connexes de

Gn(x,X) qui sont n−adjacentes à x est égale à 1.
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(a) x et X (b) Nv(x) ∩X (c) x et les trois composantes ex−connexes de Ge(x,X)

x : X :

Fig. 5.5: Exemple d’un ensemble Ge(x,X).

Remarque 5.1 De façon similaire au cas 3D, si le surfel x n’est ni n−isolé ni

n−intérieur alors on a Card(Cx
n[Gn(x, X)]) = Card(Cx

n[Gn(x, X)]).

Dans la Figure 5.6 nous avons représenté plusieurs exemples de v−voisinages de surfels

n−simples et non n−simples dans une surface Σ. Ces exemples peuvent servir à résumer

une partie des résultats de [ML00]. En effet, on remarque par exemple que la suppression

du surfel noir x de la Figure 5.6(b) aboutit à la création d’une composante e−connexe

dans X ∪ {x} de sorte que ce surfel n’est pas v−simple pour l’ensemble X considéré.

On remarque aussi que la suppression du surfel x de la Figure 5.6(d) entrâınerait la

création d’une composante e−connexe de X pour (n, n) = (e, v). Toujours dans le cas

de la Figure 5.6(d) mais pour (n, n) = (v, e) on voit que la suppression du surfel x peut

provoquer la séparation d’une composante v−connexe de X ou bien la suppression d’un

tunnel de X selon l’existence d’un v−chemin dans X entre les surfels de Nv(x) ∩X qui

ne sont pas v−connectés dans Nv(x) ∩X.

La Définition 5.3 aboutit aux définitions de la sous-homotopie et de l’homotopie symétrique

telles que présentées dans le Chapitre 3. La sous-homotopie étant définie de façon iden-

tique dans [ML00] comme suit :

Définition 5.4 (sous-homotopie) Soient Y ⊂ X ⊂ Σ. L’ensemble Y est dit sous

n−homotope à X si et seulement si Y peut être obtenu à partir de X par suppression

séquentielle de surfels n−simples.

Cette notion d’homotopie permet de définir des algorithmes de squelettisation homo-

topique pour les parties de surfaces discrètes. Remarquons que cette définition de la

préservation de la topologie repose sur la définition des surfels simples. La définition des
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� � � � �
� � � � �

� � � �
� � � �

e−simple

non v−simple puisque Card(Cx
e [Ge(x, X)]) = 0

(a)

� � � � �
� � � � �

� � � �
� � � �

non e−simple puisque Card(Cx
e [Ge(x,X)]) = 2

non v−simple puisque Card(Cx
e [Ge(x, X)]) = 0

(b)

� � � � �
� � � � �

� � � �
� � � �

e−simple

non v−simple puisque Card(Cx
v [Gv(x,X)]) = 2

(c)

� � � � �
� � � � �

� � � �
� � � �

non e−simple puisque Card(Cx
e [Ge(x,X)]) = 2

non v−simple puisque Card(Cx
v [Gv(x,X)]) = 2

(d)

x : X : , X :

Fig. 5.6: Exemples de surfels n−simples et non n−simples pour (n, n) ∈ {(e, v), (v, e)}.
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surfels simples qui a été rappelée ici respecte les conditions classiques qui empêchent la

déconnexion ou la reconnexion locale de l’objet et/ou de son complémentaire dans un

certain voisinage. Dans [ML00], une justification de cette dernière définition d’un surfel

simple est donnée en utilisant la caractéristique d’Euler. Ainsi, un surfel est simple si sa

contribution à la caractéristique d’Euler de l’objet est nulle.

: X, : X

(a)

: X, : Y

(b)

: Y

(c)

Fig. 5.7: Une partie Y de X qui est sous n−homotope à X pour n ∈ {e, v}.

Maintenant, on s’intéresse dans les deux sections suivantes aux caractérisations exis-

tantes de la sous-homotopie dans le cadre des surfaces discrètes. La première utilise la

caractéristique d’Euler et la seconde le groupe fondamental discret.

5.2 Sous-homotopie et caractéristique d’Euler

Dans le Chapitre 9, nous utiliserons les notions de disque topologique et de sphère topolo-

gique dans le contexte des surfaces discrètes. Afin de définir ces termes, nous utilisons la

notion classique de caractéristique d’Euler qui a été définie pour ce cadre dans [ML00].

De plus, nous rappelons la caractérisation de la sous-homotopie dans les surfaces discrètes

qui utilise cet invariant topologique classique. Dans cette section, X désigne une partie

de Σ et n ∈ {e, v}.

Définition 5.5 ({0, 1, 2}−cellule) On associe une dimension aux surfels, edgels et loops

qui vaut respectivement 2, 1 et 0. On peut identifier un surfel x avec l’ensemble {x}. On

appelle un surfel une 2−cellule, un edgel une 1−cellule et un loop une 0−cellule.

Définition 5.6 (n−caractéristique d’Euler élémentaire d’une cellule) Pour d ∈
{0, 1, 2} et pour une d−cellule c, on définit la n−caractéristique d’Euler élémentaire de
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c dans X, noté χd
n(X, c), de la manière suivante :

χd
n(X, c) = (−1)d.Card(Cn(c ∩X)).

Notons que le seul cas pour lequel χd
n(X, c) peut être différent de 0, 1 ou −1 correspond à

celui où c est un loop et n = e. Si EΣ et LΣ sont respectivement l’ensemble des edgels et

l’ensemble des loops de Σ, on note :

χ2
n(X) =

∑
s∈Σ

χ2
n(X, s), χ1

n(X) =
∑
ε∈EΣ

χ1
n(X, ε) et χ0

n(X) =
∑

l∈LΣ

χ0
n(X, l).

Définition 5.7 (n−caractéristique d’Euler) On définit la n−caractéristique d’Euler

de X, notée χn(X), comme la quantité suivante :

χn(X) = χ0
n(X) + χ1

n(X) + χ2
n(X) = Card(X) + χ1

n(X) + χ2
n(X).

Par exemple, la n−caractéristique d’Euler associée à un ensemble X constitué de deux

surfels qui sont v−adjacents mais pas e−adjacents vaut 2 si n = e (χe(X) = 2 − 8 + 8)

alors qu’elle sera égale à 1 si n = v (χv(X) = 2− 8 + 7).

Le théorème suivant a été démontré dans [ML00]. Il fournit une caractérisation implémentable

de la sous-homotopie dans les surfaces discrètes :

Théorème 7 ([ML00]) Si Y ⊂ X sont deux parties n−connexes de Σ, alors les deux

propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Y est sous n−homotope à X.

ii) χn(X) = χn(Y ) et chaque composante n−connexe de Y contient un surfel de X.

Ainsi, soient X et Y les deux parties d’une surface discrète Σ représentées dans la Fi-

gure 5.8. L’ensemble Y n’est pas sous n−homotope à X puisque, même si la seule com-

posante n−connexe de Y contient effectivement un surfel de X, sa n−caractéristique

d’Euler (égale à 0) est différente de celle de X.

5.3 Groupe fondamental discret et sous-homotopie

Le Théorème 7 fournit une caractérisation qui permet de vérifier “algorithmiquement”

la sous-homotopie entre deux parties d’une surfaces discrète. Maintenant, la définition

de l’homotopie a été introduite en utilisant la notion de surfel simple, elle même dérivée

de la définition des pixels simples dans Z2. La caractérisation de la sous-homotopie qui
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X : { , } Y : X :

X

Y

Fig. 5.8: χn(X) = −1 et χn(Y ) = 0 pour n ∈ {e, v}.

utilise la caractéristique d’Euler constitue alors une forme de validation de la définition

de la sous-homotopie et montre que cette définition est cohérente. En effet, la suppression

séquentielle de surfels simples ne peut modifier ni le nombre de composantes connexes, ni

le nombre de tunnels dans une surface. Cependant, le cas 3D montre que la caractéristique

d’Euler, malgré son grand avantage d’être facilement calculable et de permettre de comp-

ter le nombre de tunnels d’un objet, ne fournit pas d’information sur la localisation de ces

tunnels. Cet inconvénient majeur nous amène à étudier une autre caractérisation de la

préservation de la topologie faisant appel à un autre invariant topologique. Un des buts de

[ML00] était de fournir une autre caractérisation de la sous-homotopie dans les surfaces

discrètes qui utilise le groupe fondamental discret. Finalement, le théorème suivant a été

démontré dans [ML00].

Théorème 8 ([ML00]) Soient Y ⊂ X deux parties n−connexes de Σ. L’ensemble Y

est sous n−homotope à X si et seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifiées

pour tout surfel B ∈ Y :

i) Le morphisme i∗ : Πn
1 (Y,B) −→ Πn

1 (X,B) induit par l’application d’inclusion i :

Y −→ X est un isomorphisme.

ii) Chaque composante n−connexe de Y contient un surfel de X.

La preuve de ce dernier théorème utilise le Lemme suivant.

Lemme 5.1 ([ML00]) Soient X ⊂ Σ, et soit x ∈ X un surfel n−simple de X. Alors,

pour tout B ∈ X \{x}, le morphisme de groupes i∗ : Πn
1 (X \{x}, B) −→ Πn

1 (X, B) induit
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par l’inclusion de X \ {x} dans X est un ismorphisme de groupes.

On rappelle le lemme suivant qui est une conséquence directe du Théorème 7 (voir Sec-

tion 5.2) et du Théorème 8.

Lemme 5.2 Soit Z une partie n−connexe de Σ, alors les conditions suivantes sont

équivalentes :

i) Il existe un surfel z dans Z tel que {z} est sous n−homotope à Z.

ii) Z possède exactement une composante n−connexe et χn(Z) = 1.

iii) Z 6= Σ et Πn
1 (Z,B) = {[(B, B)]} pour tout B ∈ Z.

iv) Z 6= Σ et χn(Z) = 1.

Le Lemme 5.2 permet la définition d’un disque topologique et d’une sphère topologique.

Définition 5.8 Une partie n−connexe Z de Σ est appelée un disque topologique si elle

vérifie les quatre conditions du Lemme 5.2.

Définition 5.9 Si Z = Σ et χn(Z) = 2, on dit que Z est une sphère topologique.

Soient X et Y les deux parties de la surface représentée dans la Figure 5.8. Le Théorème 8

permet bel et bien de vérifier que l’objet Y n’est pas sous n−homotope à X. En effet, soit

B le surfel marqué d’une croix dans la Figure 5.9, alors la classe d’homotopie du chemin

c de la Figure 5.9 dans Πn
1 (X, B) ne peut évidemment pas être atteinte par le morphisme

i∗ induit par l’inclusion de Y dans X. Ceci parce-qu’aucun chemin fermé de AB
n (Y ) est

n−homotope au chemin fermé c dans X. Alors, i∗ n’est pas surjectif et donc, d’après le

Théorème 8, l’ensemble Y ne peut être sous n−homotope à X.

5.4 Conclusion des Chapitres 4 et 5

Nous avons rappelé dans les deux chapitres précédents la définition d’un nouveau cadre

pour les problèmes de préservation de la topologie, motivé par une application pratique :

la squelettisation homotopique d’une image binaire dessinée à la surface d’un objet 3D.

Toutefois, depuis [ML00], le fait que le groupe fondamental discret soit suffisant pour
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B : , c :

c

Fig. 5.9: Un chemin fermé c dans l’ensemble X de la Figure 5.8.

caractériser complètement la sous-homotopie au sein des surfaces discrètes était une

conjecture. En d’autres termes, il était établi de manière intuitive que la condition ii)

du Théorème 8 est en fait une conséquence de la condition i), excepté dans un cas très

particulier. La preuve de ce qui devient un théorème est donnée dans le Chapitre 9 et a

été précédemment publiée par l’auteur et R. Malgouyres dans [FM99a] dans une forme

légèrement différente de celle présentée ici. Finalement, la version plus concise de cette

preuve qui est présentée ici est soumise à publication ([FMb]). Cette preuve fait appel

à un nouvel outil dont la définition est donnée dans le prochain chapitre : le nombre

d’intersection.

Afin d’illustrer l’utilité de cet outil avant d’en donner la définition, nous expliquons ici

de manière intuitive un moyen de prouver l’affirmation suivante : “Ceci parce-qu’aucun

chemin fermé de AB
n (Y ) est n−homotope au chemin fermé c dans X” (cf. paragraphe

suivant la Définition 5.9). En effet, supposons que l’on ait défini le nombre d’intersections

réelles Iπ,c entre deux chemins de surfels π et c (de façon similaire à la définition de

l’index 2D de la Section 2.1.2). Maintenant, supposons que l’on ait aussi montré que ce

nombre reste inchangé quand on applique une déformation homotopique à l’un des deux

chemins. Alors il devient facile de prouver qu’aucun e−chemin dans l’ensemble Y de la

Figure 5.8 est n−homotope au chemin c de la Figure 5.9. En effet, soit π le v−chemin

fermé dans X représenté dans la Figure 5.10. Il est clair que Iπ,c = ±1 6= 0. Maintenant,

supposons qu’il existe dans Y un e−chemin c′ qui soit homotope à c dans X. Alors, on

devrait avoir Ic,π = Ic′,π. Cependant, il est évident que c′, inclus dans Y , a un nombre

d’intersection avec π égal à zéro. Finalement, ceci entrâıne qu’un tel chemin c ne peut

exister.
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Y :

π :

c :

Fig. 5.10: Aucun chemin fermé dans Y n’est n−homotope dans Σ au chemin fermé c.





Chapitre 6

Le nombre d’intersection

Dans ce chapitre, nous introduisons un nouvel outil pour démontrer des théorèmes dans la

cadre des surfaces discrètes qui a été présenté dans [FM99b]. L’idée principale de cet outil

est de compter le nombre d’intersections réelles entre un v−chemin et un e−chemin. Une

fois de plus, nous devons utiliser des relations d’adjacences complémentaires afin d’éviter

le paradoxe topologique de deux chemins qui pourraient se croiser sans se rencontrer (i.e.

sans intersection). De plus, le nombre d’intersection sera utilisé afin de montrer qu’un

n−chemin fermé π donné n’est pas réductible dans un objet, et ceci sera possible en

montrant l’existence d’un n−chemin fermé dans l’objet dont le nombre d’intersection

avec π est différent de zéro.

En effet, comme mentionné à la fin du chapitre précédent, la propriété principale de ce

nombre est qu’il reste inchangé quand on applique une déformation homotopique à l’un

des deux chemins. Du fait de cette propriété, le nombre d’intersection est qualifié de

nouvel invariant topologique dans le cadre discret.

Dans la suite de ce chapitre, Σ est une surface discrète telle que définie dans le Chapitre 4.

6.1 Définition

Afin de définir les intersections orientées, on définit une orientation pour les surfels pour

pouvoir définir ensuite ce que l’on appellera les “coté droit” et “coté gauche” locaux d’un

n−chemin.

Notation 6.1 (arêtes orientées) Un surfel possédant quatre sommets, on peut ordon-

ner ces sommets en distinguant, comme dans [RKW91], un sommet pour chacun des six
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types de surfels, et en utilisant le sens de rotation trigonométrique autour de la normale

sortante du surfel. Chaque sommet d’un surfel donné est alors associé avec un entier dans

{0, 1, 2, 3} (voir Figure 6.1). Avec cette paramétrisation des sommets, on peut définir

les arêtes orientées comme des couples de sommets consécutifs suivant l’ordre cyclique.

Ainsi, pour chaque surfel, nous avons défini les arêtes orientées suivantes : (0, 1), (1, 2),

(2, 3) et (3, 0). Pour un e−chemin π = (yk)k=0,...,p et pour k ∈ {0, . . . , p}, on définit

frontπ(k) quand yk 6= yk+1 [resp. backπ(k) quand yk 6= yk−1] comme l’arête orientée du

surfel yk partagée en tant qu’arête par yk et yk+1 [resp. yk et yk−1]. Notons que backπ(0)

et frontπ(p) ne sont pas définies si π n’est pas fermé.

Notation 6.2 Pour un surfel x et un numéro de sommet w ∈ {0, 1, 2, 3} donné, on note

Lw(x) le seul loop associé au sommet w de x qui contient le surfel x.

0

3 1

2
0

3

2

1
2

0
1

2
3

2 3

3
0

1
3 2

0 1

01

Fig. 6.1: Paramétrisation des sommets pour chaque type de surfel de telle sorte que les

arêtes orientées sont (0, 1), (1, 2), (2, 3) et (3, 0).

Le lemme suivant nous permettra d’introduire la notion de paramétrisation canonique du

v−voisinage d’un surfel.

Lemme 6.1 Soit x un surfel de Σ. Alors, Nv(x) est une ex−courbe fermée simple.

Preuve : Il suffit de montrer que pour tout surfel y de Nv(x), il existe exactement deux

surfels z1 et z2 dans Nv(x) tels que y est ex−adjacent à z1 et z2.

Soit donc y un surfel de Nv(x). Dans un premier temps, supposons que y et x ne sont pas

e−adjacents. Alors, d’après la Remarque 4.2, exactement un loop L de Σ peut contenir

à la fois x et y. Soient z1 et z2 les deux seuls surfels de L qui sont e−adjacents à y (par
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définition même d’un loop). Il s’ensuit que z1 et z2 sont les deux seuls surfels e−adjacents

à y qui puissent appartenir à un loop qui contient x. En d’autres termes, z1 et z2 sont les

deux seuls surfels ex−adjacents à y.

Maintenant, on peut supposer que x et y sont e−adjacents. On peut aussi supposer, tout

en restant général, que y partage en tant qu’arête avec x l’arête orientée (0, 1) de y. Alors,

exactement deux loops contiennent à la fois x et y : L0(y) et L1(y). Soit z1 l’unique surfel

de Σ qui partage en tant qu’arête avec y l’arête orientée (3, 0) de y ; et soit z2 l’unique

surfel de Σ qui partage en tant qu’arête avec y l’arête orientée (1, 2) de y. Il est alors

immédiat que {z1, z2} ⊂ Nv(x) et z1 6= z2. De façon évidente, le surfel z3 qui partage

en tant qu’arête avec y l’arête orientée (2, 3) de y ne peut appartenir ni à L1 ni à L2.

Finalement, z1 et z2 sont les deux seuls surfels de Σ qui sont ex−adjacents à y.

D’autre part, on doit établir le fait que Nv(x) est ex−connexe. Ceci est une conséquence

directe du fait que Nv(x) est la réunion des quatre loops qui contiennent x, dans laquelle

on supprime le surfel x lui même. Maintenant, ces loops peuvent être ordonnés suivant

l’ordre cyclique sur les sommets de x ; chaque loop étant e−connexe et partageant un

surfel avec son successeur et son prédécesseur selon cet ordre. On en déduit que la réunion

(moins {x}) introduite précédemment est ex−connexe. 2

Afin d’illustrer ce dernier Lemme, nous avons représenté dans la Figure 6.2 le graphe de

ex−adjacence G dans Nv(x) où x est un surfel dont le voisinage est une ex−courbe fermée

simple mais pas une e−courbe fermée simple.

x

G

Fig. 6.2: Vue de face et vue arrière d’une surface Σ = δ18(O, V ), un surfel x (en noir),

et le graphe G de ex−adjacence dans Nv(x).

Maintenant, pour un surfel y donné dans Nv(x), il existe exactement deux paramétrisations

(voir Définition 1.13) π = (yk)k=0,...,p et π′ = (y′k)k=0,...,p′ de la ex−courbe fermée simple

C = Nv(x) telles que y0 = y′0. De plus, il est immédiat que π−1 = π′ (voir Figure 6.3).

Alors, on peut définir de la manière suivante une paramétrisation canonique du v−voisinage

d’un surfel x qui commence à un surfel y donné de Nv(x).
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Définition 6.1 (paramétrisation canonique de Nv(x)) Soient x ∈ Σ et y ∈ Nv(x).

On définit la paramétrisation canonique de Nv(x) associée au surfel y, notée Cy(x), comme

le seul ex−chemin fermé simple π = (y0, . . . , yp) de y = y0 à y = yp tel que π est une

paramétrisation de la ex−courbe fermée simple C = Nv(x) et qui vérifie la propriété

suivante : pour tout k ∈ {0, . . . , p−1}, on a x ∈ Lwk
(yk) où (wk−1 mod 4, wk) est l’arête

orienté de yk partagée en tant qu’arête par yk et yk+1.

En d’autres termes, Cy(x) est le seul ex−chemin π de y à y dans Nv(x) tel que x se situe

toujours à gauche de π pour un observateur qui marcherait sur π, en regardant dans

la direction du surfel suivant dans la paramétrisation. Dans le cas de la Figure 6.3, on

obtient que Cy0(x) est le ex−chemin π′. En effet, les flèches dans la partie inférieure de

cette figure représentent les arêtes orientées des surfels yi [resp. y′i], partagées en tant

qu’arêtes par yi et yi+1 [resp. y′i et y′i+1] pour i ∈ {0, . . . , 9}.

N (x)

’π

v

y

x

π

0

y

y

y y
y

y

y

y

7

y = y
0 9

6 5

4

3

2

1

8

y’

y’

y’ y’
y’

y’

y’

y’y’=y’
0 9

1

2

3
4

5

6

7

8

Fig. 6.3: Les deux paramétrisations π = (y0, . . . , y9) et π′ = (y′0, . . . , y
′
9) de Nv(x) issues

de y0 = y′0.
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On peut maintenant définir de façon locale, en chaque surfel yk d’un n−chemin π, les

cotés gauches et droits de π dans la surface, en tenant compte de l’orientation de cette

surface. Ces ensembles gauche et droit sont des parties disjointes du v−voisinage du surfel

yk.

Définition 6.2 (partie gauche et partie droite locale) Soit π = (yk)k=0,...,p un

n−chemin pour n ∈ {e, v} et soit k ∈ {1, . . . , p−1} (k ∈ {0, . . . , p} si π est fermé). Alors,

soit γ = (γ0, . . . , γl) = Cyk−1
(yk) la paramétrisation canonique de Nv(yk) associée à yk−1.

Enfin, soit h l’unique entier de {1, . . . , l} tel que yk+1 = γh. On définit les ensembles de

surfels Leftπ(k) et Rightπ(k) par :

Si l = h (i.e yk−1 = yk+1) alors Leftπ(k) = Rightπ(k) = ∅, sinon,

Rightπ(k) = Nv(yk) ∩ {γi | 0 < i < h− 1}
Leftπ(k) = Nv(yk) ∩ {γi | h + 1 < i < l}

Remarquons que les deux ensembles Rightπ(0) et Leftπ(0) ne sont pas définis dans le cas

où π n’est pas fermé (puisque la notation yi−1 n’a pas de sens pour i = 0 dans ce cas).

Plusieurs exemples d’ensembles Leftπ(k) et Rightπ(k) sont représentés dans la Figure 6.5

pour des e−chemins et dans la Figure 6.6 pour des v−chemins qui ne sont pas des

e−chemins.

Il est important de remarquer qu’il est impossible de définir les cotés gauche et droit d’une

marche quand on ne connâıt de cette marche que la position précédente et la position

suivante qui sont identiques. Simplement, on définit les ensembles gauche et droit comme

vides dans ce cas (voir Figure 6.4).

n
πRight  (k)

??
?

?

?

?

??

Left  (k)n
π

yk π

Fig. 6.4: Illustration du cas où les ensembles gauche et droit sont définis comme vides.
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Maintenant, les trois remarques suivantes sont des conséquences directes des définitions

précédentes.

Remarque 6.1 Si c = (xi)i=0,...,q est un n−chemin [resp. un n−chemin fermé] et i ∈
{1, . . . , q − 1} [resp. i ∈ {0, . . . , q}] est tel que xi+1 et xi−1 sont e−adjacents, alors soit

Right c(i) = ∅ et Left c(i) = Nv(xi) \ {xi−1, xi+1} ; ou Left c(i) = ∅ et Right c(i) = Nv(xi) \
{xi−1, xi+1}. Voir dans la Figure 6.5(c) l’exemple d’une telle situation. Réciproquement,

un de ces deux ensembles peut être vide quand les deux surfels xi−1 et xi+1 sont soit égaux

soit e−adjacents.

Remarque 6.2 Si c = (xi)i=0,...,q est un n−chemin sur Σ, alors Left c(i) ∩Right c(i) = ∅
pour tout i ∈ {1, . . . , q − 1} (pour tout i ∈ {0, . . . , q} si c est fermé).

Remarque 6.3 Si c = (xi)i=0,...,q est un n−chemin sur Σ et xi est un surfel de c tel que

xi−1 et xi+1 ne sont ni égaux ni nxi
−adjacents ; alors les ensembles Left c(i) et Right c(i)

sont tout deux non vides et chacun contient un surfel qui est n−adjacent à xi.

Deux exemples de configurations qui vérifient la remarque précédente sont représentés

dans la Figure 6.5(a) et la Figure 6.6(a). En effet, les deux surfels xi−1 et xi+1 de la

Figure 6.6(a) ne sont pas vx−adjacents de telle sorte que Left c(i)∩Ne(x) 6= ∅ et Right c(i)∩
Ne(x) 6= ∅. Finalement, des contre-exemples sont donnés dans la Figure 6.5(c) et la

Figure 6.6(b).

(a) (b) Leftπ(k) = ∅. (c) Leftπ(k) = ∅.

Right  (k)

Left  (k)

yk-1 yk+1

ky

π

π

Fig. 6.5: Des exemples d’ensembles Leftπ(k) et Rightπ(k) où π = (yk)k=0,...,p.

La propriété suivante est la condition nécessaire et suffisante qui permet la définition du

nombre d’intersection entre deux chemins.

Notation 6.3 Soient π = (yk)k=0,...,p un n−chemin et c = (xi)i=0,...,q un n−chemin dans
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(a) (b) Rightc(i)∩Ne(x) = ∅. (c) Ne(x) ⊂ Leftc(i) and

Rightc(i) ∩Ne(x) = ∅.

xi-1 xi+1

ix

Right  (i)

Left  (i)
c

c

Fig. 6.6: Des exemples d’ensembles Left c(i) et Right c(i) où c = (xi)i=0,...,q est un

v−chemin qui n’est pas un e−chemin.

Σ. On dit que la propriété P(π, c) est satisfaite si dans le cas où π n’est pas fermé, alors

ni y0 ni yp n’appartiennent à c∗.

Maintenant, nous pouvons définir la contribution au nombre d’intersection d’un couple

d’indices.

Définition 6.3 (contribution au nombre d’intersection) Soient π = (yk)k=0,...,p un

n−chemin et c = (xi)i=0,...,q un n−chemin tels que P(π, c) soit vérifiée. Soient k ∈
{0, . . . , p − 1} et i ∈ {0, . . . , q}. On définit la contribution au nombre d’intersection

de π et c du couple (k, i) noté Iπ,c(k, i), qui est égale à zéro si xi 6= yk, sinon Iπ,c(k, i) =

I−π,c(k, i) + I+
π,c(k, i) où :

I−π,c(k, i) = 0 si i = 0,

I−π,c(k, i) = 0.5 si xi−1 ∈ Rightπ(k),

I−π,c(k, i) = −0.5 si xi−1 ∈ Leftπ(k),

I−π,c(k, i) = 0 sinon.

I+
π,c(k, i) = 0 si i = q,

I+
π,c(k, i) = −0.5 si xi+1 ∈ Rightπ(k),

I+
π,c(k, i) = 0.5 si xi+1 ∈ Leftπ(k),

I+
π,c(k, i) = 0 sinon.

Remarquons que Iπ,c(k, i) = 0 si xi−1 = xi+1 ou yk−1 = yk+1 (puisque Leftπ(k) =

Rightπ(k) = ∅ dans ce dernier cas).

On remarque que I−π,c(k, i) dépend de la position de xi−1 par rapport au n−chemin π en

yk, et I+
π,c(k, i) dépend de la position de xi+1. Remarquons aussi que Iπ,c(0, i) = 0 pour

tout i ∈ {0, . . . , q} si π n’est pas fermé puisque la propriété P(π, c) impose que xi 6= y0

pour i ∈ {0, . . . , q} dans ce cas. En effet, sinon Iπ,c(0, i) ne serait pas défini quand π n’est

pas fermé et xi = y0.
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Définition 6.4 (Nombre d’Intersection) Soit π = (yk)k=0,...,p un n−chemin et soit

c = (xi)i=0,...,q un n−chemin tels que la propriété P(π, c) soit vérifiée. Le nombre d’inter-

section du n−chemin π et du n−chemin c, noté Iπ,c, est définit par :

Iπ,c =

p−1∑

k=0

q∑
i=0

Iπ,c(k, i) =

p−1∑

k=0

∑

i|xi=yk

Iπ,c(k, i) =

q∑
i=0

∑

k|xi=yk

Iπ,c(k, i).

Notation 6.4 Soient π = (yk)k=0,...,p un n−chemin et c = (xi)i=0,...,q un n−chemin tels

que la propriété P(π, c) soit vérifiée, alors, pour h ∈ {0, . . . , p} et l ∈ {0, . . . , q} on note :

Iπ
π,c(l) =

p−1∑

k=0

Iπ,c(k, l) et Ic
π,c(h) =

q∑
i=0

Iπ,c(h, i).

Nous avons représenté dans la Figure 6.7 et la Figure 6.8 deux exemples de paires de

chemins. Alors que tout chemin fermé de surfels dans la surface discrète de la Figure 6.7

est réductible dans la surface entière, cela n’est pas vrai pour la surface de la Figure 6.8. En

effet, les deux chemins dessinés sur cette figure ont un nombre d’intersection de ±1 selon

les orientations respectives de leur paramétrisations, et ceci sera suffisant (en utilisant

les propriétés qui seront établies dans la suite) pour montrer qu’aucun des deux n’est

réductible.

Fig. 6.7: Un v−chemin c (en gris)

et un e−chemin π (en noir) tels que

Iπ,c = 0.

Fig. 6.8: Un v−chemin c et un

e−chemin π tels que Iπ,c = ±1.

Remarque 6.4 Le nombre d’intersection Iπ,c n’est pas défini quand le chemin π =

(yk)k=0,...,p n’est pas fermé et que des surfels de c appartiennent à {y0, yp} (i.e. quand

P(π, c) n’est pas vérifiée). Cependant, Iπ,c est bien défini dans la cas où c = (xi)i=0,...,q

n’est pas fermé et π∗ contient soit l’un soit deux des surfels x0 et xq. Dans ce dernier cas,

Iπ,c peut ne pas être entier (voir Figure 6.9).
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π

c

π and c

Fig. 6.9: Le nombre d’intersection Ic,π n’est pas défini puisque π∗ contient une des

extrémités de c. Toutefois, Iπ,c = ±0.5.

Remarque 6.5 Par définition de Iπ,c, on a Iπ,c = 0 si π ou bien c est un chemin trivial

(Définition 1.12).

Dans les preuves données par la suite, nous utiliserons la définition suivante :

Définition 6.5 Soit π un n−chemin dans Σ et π′ = (y′0, y
′
1) un n−chemin dans Σ de

longueur 1. On dit que π′ entre dans π si y′0 /∈ π∗ et y′1 ∈ π∗ ; et on dit que π′ sort de π

si y′0 ∈ π∗ et y′1 /∈ π∗.

6.2 Propriétés principales

Dans cette section, nous introduisons les théorèmes principaux concernant le nombre

d’intersection et qui ont été présentés dans [FM99b] et [FMb] avec des preuves moins

complètes. En effet, les preuves qui seront données ici sont plus concises que celles des

articles mentionnés précédemment.

Théorème 9 Soit π = (yk)k=0,...,p un n−chemin dans Σ (n ∈ {e, v}). De plus, soient

c = (xi)i=0,...,q et c′ = (x′i)i=0,...,q′ deux n−chemins tels que P(π, c) et P(π, c′) soient

vérifiées. Si c′ est n−homotope à c dans Σ (dans Σ \ {y0, yp} si π n’est pas fermé), alors

Iπ,c = Iπ,c′.

En d’autres termes, le nombre d’intersection entre un n−chemin π et un n−chemin c,

tel que défini dans la section précédente, est invariant par déformation homotopique du
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chemin c. Tout d’abord, nous montrons la proposition suivante qui établit une propriété

de commutativité du nombre d’intersection (à un changement de signe près).

Proposition 6.2 Soit π = (yk)k=0,...,p un n−chemin de Σ et c = (xi)i=0,...,q un n−chemin

de Σ tel que les propriétés P(π, c) et P(c, π) soit vérifiées. Alors, Iπ,c = −Ic,π.

La propriété établie par le Théorème 9 peut être utilisée avec la Proposition 6.2 pour

montrer qu’un n−chemin fermé α (n ∈ {e, v}) n’est pas n−homotope à un chemin trivial,

ceci en trouvant un n−chemin β dont le nombre d’intersection avec α est différent de zéro.

D’une manière plus générale, il peut être utilisé pour distinguer deux n−chemins qui ne

sont pas n−homotopes si leurs nombres d’intersection avec un troisième n−chemin est

différent.

En effet, le théorème suivant est une conséquence immédiate du Théorème 9 et de la

Proposition 6.2.

Théorème 10 Soient π = (yk)k=0,...,p et π′ = (y′k)k=0,...,p′ deux n−chemins dans Σ (n ∈
{e, v}). De plus, soit c = (xi)i=0,...,q un n−chemin tel que les propriétés P(π, c), P(π′, c),

P(c, π), et P(c, π′) soient vérifiées. Si π′ est n−homotope à π dans Σ (dans Σ \ {x0, xq}
si c n’est pas fermé), alors Iπ,c = Iπ′,c.

Preuve : D’après la Proposition 6.2 et puisque P(π, c) et P(c, π) son vérifiées on a

Iπ,c = −Ic,π. D’autre part, toujours d’après la Proposition 6.2 et puisque P(π′, c) et

P(c, π′) sont vérifiées on a Iπ′,c = −Ic,π′ . Finalement, d’après le Théorème 9, puisque

P(c, π) et P(c, π′) sont vérifiées ; et comme π′ est n−homotope à π dans Σ (dans Σ\{x0, xq}
si c n’est pas fermé) alors Ic,π = Ic,π′ . 2

La preuve du Théorème 9 viendra après la section suivante dans laquelle sont établies

plusieurs propriétés utiles du nombre d’intersection.

6.3 Propriétés utiles

6.3.1 Changement de signe par permutation des chemins

Proposition 6.3 Soient π un n−chemin et c un n−chemin tels que P(π, c) est vérifiée.

Alors Iπ,c = −Iπ−1,c.
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Avant de montrer la Proposition 6.3, nous posons tout d’abord les lemmes suivants.

Lemme 6.4 Soit π = (yk)k=0,...,p un n−chemin dans Σ. Alors, Leftπ(k) = Rightπ−1(p−k)

et Rightπ(k) = Leftπ−1(p− k) pour tout k ∈ {1, . . . , p− 1}. De plus, si π est fermé, alors

Leftπ(0) = Rightπ−1(0) et Rightπ(0) = Leftπ−1(0).

Preuve : Soient π = (yk)k=0,...,p et π−1 = (y′k)k=0,...,p.

Si π est fermé, alors y0 = y′0, y1 = y′p−1 et yp−1 = y′1. Soit β = Cyp−1(y0) = (β0, . . . , βl0)

la paramétrisation canonique de Nv(y0) associée à yp−1. Et soit h0 l’unique entier de

{1, . . . , l0} tel que yp−1 = βh0 . Si h0 = l0 il est immédiat que Leftπ(0) = Rightπ−1(0) =

Rightπ(0) = Leftπ−1(0) = ∅. Si h0 < l0 alors de la même manière le chemin β′ =

(βh0 , βh0+1, . . . , βl0).(β0, β1, . . . , βh0) est la paramétrisation canonique du v−voisinage

Nv(y
′
0) = Nv(y0) associée au surfel y′p−1 = y1 (voir Définition 6.1). Finalement, d’après la

Définition 6.2, Leftπ(0) = Rightπ−1(0) et Rightπ(0) = Leftπ−1(0).

Maintenant, pour tout k ∈ {1, . . . , p − 1} on remarque que yk = y′p−k, yk−1 = y′(p−k)+1

et yk+1 = y′(p−k)−1 . Pour un tel k, soit γ = Cyk−1
(yk) = (γ0, . . . , γl) la paramétrisation

canonique de Nv(yk) associée à yk−1. Et soit h l’unique entier de {1, . . . , l} tel que yk+1 =

γh.

Si h = l il est immédiat que Leftπ(k) = Rightπ−1(p−k) = Rightπ(k) = Leftπ−1(p−k) = ∅.
Si h < l alors il est aussi immédiat que γ′ = (γh, γh+1, . . . , γl).(γ0, γ1, . . . , γh) est la

paramétrisation canonique de Nv(y
′
p−k) = Nv(yk) associée au surfel y′(p−k)−1 = yk+1 (voir

Définition 6.1). Finalement, d’après la Définition 6.2, Leftπ(k) = Rightπ−1(p − k) et

Rightπ(k) = Leftπ−1(p− k). 2

Lemme 6.5 Soient π = (yk)k=0,...,p un n−chemin de longueur p dans Σ et c = (xi)i=0,...,q

un n−chemin de longueur q dans Σ tel que P(π, c) soit vérifiée. Alors, Iπ,c(k, i) =

−Iπ−1,c(p − k, i) pour tout k ∈ {1, . . . , p − 1} et tout i ∈ {0, . . . , q}. Si π est fermé,

alors Iπ,c(0, i) = −Iπ−1,c(0, i) pour tout i ∈ {0, . . . , q}.

Preuve : Soit π−1 = (y′0, . . . , y
′
p). D’après le Lemme 6.5, on a Rightπ(k) = Leftπ−1(p −

k) and Leftπ(k) = Rightπ−1(p − k) pour tout k ∈ {1, . . . , p − 1}. Alors, suivant la

Définition 6.3, on a Iπ,c(k, i) = −Iπ−1,c(p − k, i) pour i ∈ {0, . . . , q}. Si π est fermé

et toujours d’après le Lemme 6.4 et la Définition 6.3, on a Rightπ(0) = Leftπ−1(0) et

Leftπ(0) = Rightπ−1(0) de sorte que Iπ,c(0, i) = −Iπ−1,c(0, i) pour tout i ∈ {0, . . . , q}. 2
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Preuve de la Proposition 6.3 : Soient π = (y0, . . . , yp), π−1 = (y′0, . . . , y
′
p) et c =

(x0, . . . , xq).

Iπ,c =

[
q∑

i=0

Iπ,c(0, i)

]
+

p−1∑

k=1

q∑
i=0

Iπ,c(k, i) (6.1)

Iπ−1,c =

[
q∑

i=0

Iπ−1,c(0, i)

]
+

p−1∑

k=1

q∑
i=0

Iπ−1,c(p− k, i) (6.2)

D’après le Lemme 6.5, on a Iπ,c(k, i) = −Iπ−1,c(p − k, i) pour tout k ∈ {1, . . . , p − 1}
et tout i ∈ {0, . . . , q}. De plus, si π n’est pas fermé et puisque P(π, c) est vérifiée, alors

Iπ,c(0, i) = Iπ−1,c(0, i) = 0 pour tout i ∈ {0, . . . , q} (puisque xi 6= y0 pour de tels entiers

i). Si π est fermé et toujours d’après le Lemme 6.5, on a Iπ,c(0, i) = −Iπ−1,c(0, i) pour

tout i ∈ {0, . . . , q}. Finalement, Iπ,c = −Iπ−1,c d’après les équations (6.1) et (6.2). 2

Proposition 6.6 Soit π = (yk)k=0,...,p un n−chemin et soit c = (xi)i=0,...,q un n−chemin

tel que la propriété P(π, c) soit vérifiée ; alors Iπ,c = −Iπ,c−1.

Afin de montrer la Proposition 6.6, nous établissons tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 6.7 Soit π = (yk)k=0,...,p un n−chemin de longueur p dans Σ et soit c =

(xi)i=0,...,q un n−chemin de longueur q dans Σ tel que la propriété P(π, c) soit vérifiée.

Alors, Iπ,c(k, i) = −Iπ,c−1(k, q − i) pour tout k ∈ {0, . . . , p− 1} et tout i ∈ {0, . . . , q}.

Preuve : Soit c−1 = (x′0, . . . , x
′
q) tel que pour tout i ∈ {0, . . . , q} on ait xi = x′q−i.

• Pour i ∈ {1, . . . , q − 1} on remarque que xi = x′q−i, xi−1 = x′(q−i)+1 et xi+1 = x′(q−i)−1.

Ainsi, suivant la Définition 6.3 pour un tel i, on a Iπ,c(k, i) = −Iπ,c−1(k, q − i) pour tout

k ∈ {0, . . . , p− 1}.
• Pour i = 0, puisque x0 = x′q et x1 = x′q−1, on a aussi Iπ,c(k, 0) = I+

π,c(k, 0) =

−I−π,c−1(k, q) = −Iπ,c−1(k, q − 0) pour tout k ∈ {0, . . . , p− 1}.
• Pour i = q, puisque xq = x′0 et xq−1 = x′1, on a aussi Iπ,c(k, q) = I−π,c(k, q) =

−I+
π,c−1(k, 0) = −Iπ,c−1(k, q − q) pour tout k ∈ {0, . . . , p− 1}.

Finalement, pour tout k ∈ {0, . . . , p − 1} et tout i ∈ {1, . . . , q − 1} on a Iπ,c(k, i) =

−Iπ,c(k, q − i). 2
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Preuve de la Proposition 6.6 : Soit c−1 = (x′0, . . . , x
′
q) tel que pour tout i ∈ {0, . . . , q}

on ait xi = x′q−i. Alors,

Iπ,c =

p−1∑

k=0

q∑
i=0

Iπ,c(k, i)

Mais, d’après le Lemme 6.7, on sait que Iπ,c(k, i) = −Iπ,c−1(k, q − i) pour tout i ∈
{0, . . . , q} et tout k ∈ {0, . . . , p− 1}. Il est alors immédiat que,

Iπ,c =

p−1∑

k=0

q∑
i=0

−Iπ,c−1(k, i) = −Iπ,c−1

2

6.3.2 Commutativité

Dans les preuves qui suivront, nous utiliserons la Proposition 6.2 qui a été introduite

dans la Section 6.2 et qui établit le fait que l’échange des rôles joués par les deux chemins

dans la définition du nombre d’intersection aboutit à un simple changement de signe de

ce nombre d’intersection, quand une telle permutation est possible. En effet, dans le cas

où π est fermé et c ne l’est pas, alors, si au moins une des extrémités de c appartient

à π∗, le nombre d’intersection Iπ,c est bien défini tandis que le nombre Ic,π ne l’est pas.

L’idée de cette propriété de commutativité est résumé par la Figure 6.10 dans laquelle

on peut dire que c traverse π de gauche à droite en remarquant l’une ou l’autre des deux

propriétés suivantes :

– c entre dans π par la gauche en a et sort de π par la droite de π en b, ou bien

– π entre dans c par la droite de c en a et sort de c par la gauche de c en b.

a

b

c
π

Fig. 6.10: Il y a deux façons de s’apercevoir que c croise π de gauche à droite.

On rappelle la Proposition 6.2 :

Proposition 6.2 Soient π = (yk)k=0,...,p un n−chemin dans Σ et c = (xi)i=0,...,q un

n−chemin dans Σ tels que P(π, c) et P(c, π) sont vérifiées. Alors, Iπ,c = −Ic,π.
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Afin de prouver ce résultat très intuitif, nous devons d’abord établir quelques lemmes

techniques.

Lemme 6.8 Soit π = (yk)k=0,...,p un n−chemin dans Σ et soit c = (xi)i=0,...,q un n−che-

min de Σ tels que P(π, c) et P(c, π) soient vérifiées. Pour tout k ∈ {1, . . . , p − 1} (k ∈
{0, . . . , p− 1} si π est fermé) et tout i ∈ {1, . . . , q − 1}, on a Iπ,c(k, i) = −Ic,π(i, k).

Preuve du Lemme 6.8 : Selon la Définition 6.3, les cas où xi 6= yk, xi−1 = xi+1 ou

yk−1 = yk+1 sont immédiats puisqu’alors Iπ,c(k, i) = Ic,π(i, k) = 0. Aussi, on suppose

dans la suite de cette preuve que xi = yk, xi−1 6= xi+1 et yk−1 6= yk+1. De façon similaire,

si xi−1 = yk−1 et xi+1 = yk+1, ou si xi−1 = yk+1 et xi+1 = yk−1 il est immédiat que

Iπ,c(k, i) = Ic,π(i, k) = 0. Alors, on peut aussi supposer dans la suite que {yk−1, yk+1} 6=
{xi−1, xi+1} ; restent alors les cas suivants :

Cas 1 : xi−1 = yk−1 (voir Figure 6.11) de sorte que I−π,c(k, i) = I−c,π(i, k) = 0. Alors,

soit γ = (γ0, . . . , γl) = Cyk−1
(yk) = Cxi−1

(xi) la paramétrisation canonique de

Nv(yk) = Nv(xi) et soit h l’unique entier de {1, . . . , l} tel que yk+1 = γh. D’après

les hypothèses faites précédemment, xi+1 /∈ {γ0 = γl, γh}.

Si xi+1 = γj pour 0 < j < h alors xi+1 ∈ Rightπ(k) et h > j entrâınent que

yk+1 ∈ Left c(i) (voir Définition 6.2). D’après la Définition 6.3, on a alors I+
π,c(k, i) =

−I+
c,π(i, k) = 0.5 et finalement Iπ,c(k, i) = −Ic,π(i, k).

Si xi+1 = γj pour h < j < l alors xi+1 ∈ Leftπ(k) et j > h entrâınent que yk+1 ∈
Right c(i) (voir Définition 6.2). D’après la Définition 6.3, on a alors I+

π,c(k, i) =

−I+
c,π(i, k) = 0.5 et donc Iπ,c(k, i) = −Ic,π(i, k).

Cas 2 xi−1 = yk+1 (voir Figure 6.11) de telle sorte que I−π,c(k, i) = I−c,π(i, k) = 0.

On remarque que Iπ,c(k, i) = −Iπ−1,c(p − k, i) et Ic,π(i, k) = −Ic,π−1(i, p − k)

(Lemme 6.5). Ainsi, on doit montrer que Iπ−1,c(p− k, i) = Ic,π−1(i, p− k). Mainte-

nant, si π−1 = (y′0, . . . , y
′
p) alors yk = y′p−k et yk+1 = y′(p−k)−1 ; nous sommes ramenés

au cas précédent à l’indice p− k de π−1.

Cas 3 xi+1 = yk+1 (voir Figure 6.11) de sorte que I+
π,c(k, i) = I+

c,π(i, k) = 0. On remarque

que Iπ,c(k, i) = −Iπ−1,c(p − k, i) = Iπ−1,c−1(p − k, q − i) (d’après le Lemme 6.5 et

le Lemme 6.7), de même Ic,π(i, k) = Ic−1,π−1(q − i, p − k). Il est alors suffisant de

montrer que Iπ−1,c−1(p− k, q − i) = −Ic−1,π−1(p− k, q − i). Si c−1 = (x′0, . . . , x
′
q) et
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π−1 = (y′0, . . . , y
′
q) alors, d’une part xi = x′q−i, xi+1 = x′(q−i)−1 et xi−1 = x′(q−i)+1.

D’autre part, yk = y′p−k mod p, yk−1 mod p = y′(p−k)+1 mod p et yk+1 mod p = y′(p−k)−1 mod p.

Nous sommes alors ramenés au cas 1 avec les indices (p−k mod p) et (q− i mod p)

des chemins π−1 et c−1.

Cas 4 xi+1 = yk−1 (voir Figure 6.11) de sorte que I+
π,c(k, i) = I+

c,π(i, k) = 0. On remarque

que Iπ,c(k, i) = −Iπ,c−1(k, q− i) et Iπ,c(c, π) = −Ic−1,π(q− i, k) (Lemme 6.7). Il est

alors suffisant de montrer que Iπ,c−1(k, q− i) = Ic−1,π(q− i, k). Si c−1 = (x′0, . . . , x
′
q)

alors xi = x′q−i, xi−1 = x′(q−i)+1 et xi+1 = x′(q−i)−1 ; ce cas est donc équivalent au cas

1.

Cas 5 Si {xi+1, xi−1} ∩ {yk−1, yk+1} = ∅

Soit γ = (γ0, . . . , γl) = Cyk−1
(yk) la paramétrisation canonique de Nv(yk) et soit

h l’unique entier de {1, . . . , l} tel que yk+1 = γh. Alors il existe m et m′ tels que

γm = xi−1 et γm′
= xi+1. Puisque {xi+1, xi−1} ∩ {γ0 = γl, γh} = ∅ on obtient que

{m,m′} ⊂ {1, . . . , h− 1} ∪ {h + 1, . . . , l− 1}. Les cas suivants sont illustrés dans la

Figure 6.12.

i) Si 1 < m < m′ < h alors

γ′ = (γm, . . . , γm′
).(γm′

, . . . , γh).(γh, . . . , γl).(γ0, . . . , γm)

est la paramétrisation canonique Cxi−1
(xi) de Nv(xi). Aussi, on a {xi−1, xi+1} ⊂

Rightπ(k) et {γ0 = yk−1, γ
h = kk+1} ⊂ Left c(i). Finalement, d’après la Définition 6.3,

on obtient que Iπ,c(k, i) = Ic,π(i, k) = 0.

ii) Si 1 < m′ < m < h alors

γ′ = (γm, . . . , γh).(γh, . . . , γl).(γ0, . . . , γm′
).(γm′

, . . . , γm)

est la paramétrisation canonique Cxi−1
(xi) de Nv(xi). Alors, {xi−1, xi+1} ⊂ Rightπ(k)

et {γl = yk−1, γ
h = kk+1} ⊂ Left c(i). Finalement, d’après la Définition 6.3, on ob-

tient que Iπ,c(k, i) = Ic,π(i, k) = 0.

iii) Si h < m < m′ < l alors

γ′ = (γm, . . . , γm′
).(γm′

, . . . , γl).(γ0, . . . , γh).(γh, . . . , γm)

est la paramétrisation canonique Cxi−1
(xi) de Nv(xi). Alors, {xi−1, xi+1} ⊂ Leftπ(k)

et {γ0 = yk−1, γ
h = kk+1} ⊂ Left c(i). Finalement, d’après la Définition 6.3, on

obtient que Iπ,c(k, i) = −Ic,π(i, k) = 0.
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iv) Si h < m′ < m < l alors

γ′ = (γm, . . . , γl).(γ0, . . . , γh).(γh, . . . , γm′
).(γm′

, . . . , γm)

est la paramétrisation canonique Cxi−1
(xi) de Nv(xi). Alors, {xi−1, xi+1} ⊂ Leftπ(k)

et {γl = yk−1, γ
h = kk+1} ⊂ Right c(i). Finalement, d’après la Définition 6.3, on

obtient Iπ,c(k, i) = −Ic,π(i, k) = 0.

v) Si 0 < m < h < m′ < l alors

γ′ = (γm, . . . , γh).(γh, . . . , γm′
).(γm′

, . . . , γl).(γ0, . . . , γm)

est la paramétrisation canonique Cxi−1
(xi) de Nv(xi). Il est alors immédiat que

xi−1 ∈ Rightπ(k), xi+1 ∈ Leftπ(k), yk−1 = γ0 ∈ Left c(i) et yk+1 = γh ∈ Right c(i).

Finalement, d’après la Définition 6.3, on obtient Iπ,c(k, i) = −Ic,π(i, k) = +1.

vi) Si 0 < m′ < h < m < l alors

γ′ = (γm, . . . , γl).(γ0, . . . , γm′
).(γm′

, . . . , γh).(γh, . . . , γm)

est la paramétrisation canonique Cxi−1
(xi) de Nv(xi). Alors, xi−1 ∈ Leftπ(k), xi+1 ∈

Rightπ(k), yk−1 = γ0 ∈ Right c(i) et yk+1 = γh ∈ Left c(i). Finalement, d’après la

Définition 6.3, on obtient Iπ,c(k, i) = −Ic,π(i, k) = −1.

π-1c-1
c-1π-1

Cas 1 Cas 2 Cas 4Cas 3

π
c

Fig. 6.11: Illustration des cas examinés dans la preuve du Lemme 6.8 quand {xi−1, xi+1}∩
{yk−1, yk+1} 6= ∅

2

La définition suivante nous permettra d’utiliser le Lemme 6.8 pour les indices corres-

pondant aux extrémités du chemin c ou du chemin π de ce lemme quand le chemin en

question est fermé.

Définition 6.6 (décalage) Soit π = (yk)k=0,...,p un n−chemin fermé dans Σ de longueur

p > 1. On note Sh(π) (pour shift) le n−chemin fermé (yp−1, y0, . . . , yp−1) qui est le
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vi)v)iv)iii)ii)i)

π

c

Fig. 6.12: Illustration des cas examinés dans la preuve du Lemme 6.8 quand {xi−1, xi+1}∩
{yk−1, yk+1} = ∅

résultat d’un décalage des surfels de π d’une valeur d’indice dans la direction opposée à

sa paramétrisation.

On aura aussi besoin du lemme suivant.

Lemme 6.9 Soit π = (yk)k=0,...,p un n−chemin fermé dans Σ et soit c = (xi)i=0,...,q un

n−chemin dans Σ. Si π est de longueur p > 1, alors Iπ,c(0, i) = ISh(π),c(1, i) pour tout

i ∈ {0, . . . , q}.

Corollaire 6.10 Soit π = (yk)k=0,...,p un n−chemin fermé dans Σ et soit c = (xi)i=0,...,q

un n−chemin dans Σ, alors Iπ,c = ISh(π),c.

Preuve du Lemme 6.9 : Soit Sh(π) = (y′0, . . . , y
′
p) tel que yp−1 = y′0, y0 = y′1 et

y1 = y′2. Alors, on a Rightπ(0) = RightSh(π)(1) et Leftπ(0) = LeftSh(π)(1) de sorte que

Iπ,c(0, i) = ISh(π),c(1, i) pour tout i ∈ {0, . . . , q}. 2

Lemme 6.11 Soit π = (yk)k=0,...,p un n−chemin et soit c = (xi)i=0,...,q un n−chemin

fermé dans Σ. Si c est de longueur q > 1, alors Iπ,Sh(c)(k, 1) = Iπ,c(k, 0) + Iπ,c(k, q) pour

tout k ∈ {0, . . . , p}.

Corollaire 6.12 Soit π = (yk)k=0,...,p un n−chemin et soit c = (xi)i=0,...,q un n−chemin

fermé dans Σ, alors Iπ,c = Iπ,Sh(c).

Preuve du Lemme 6.11 : Soit Sh(c) = (x′0, . . . , x
′
q) tel que xq−1 = x′0, x0 = x′1 et

x1 = x′2. On a Iπ,Sh(c)(k, 1) = I−π,Sh(c)(k, 1) + I+
π,Sh(c)(k, 1). Puisque x0 = x′1 et xq−1 = x′0

on a I−π,Sh(c)(k, 1) = I−π,c(k, q) pour tout k ∈ {0, . . . , p}. De plus, puisque x0 = x′1 et

x1 = x′2 on a I+
π,Sh(c)(k, 1) = I+

π,c(k, 0) pour tout k ∈ {0, . . . , p}.
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Finalement, Iπ,Sh(c)(k, 1) = I+
π,c(k, 0) + I−π,c(k, q) pour tout k ∈ {0, . . . , p} ; mais suivant

la Définition 6.3, on a I+
π,c(k, 0) = Iπ,c(k, 0) et I−π,c(k, q) = Iπ,c(k, q). 2

Afin de montrer la Proposition 6.2 nous aurons besoin des deux lemmes suivants qui

établissent le “comportement” des contributions au nombre d’intersection des extrémités

de chacun des chemins π et c de cette Proposition.

Lemme 6.13 Soient π = (yk)k=0,...,p un n−chemin fermé et c = (xi)i=0,...,q un n−chemin

dans Σ. Alors, Iπ,c(0, i) = −(Ic,π(i, 0) + Ic,π(i, p)) pour tout i ∈ {1, . . . , q − 1}.

Preuve : D’après le Lemme 6.9, Iπ,c(0, i) = ISh(π),c(1, i). Ensuite, d’après le Lemme 6.8

et pour tout i ∈ {1, . . . , q− 1}, on a ISh(π),c(1, i) = −Ic,Sh(π)(i, 1). Maintenant, puisque π

est fermé et suivant le Lemme 6.11, on obtient que−Ic,Sh(π)(i, 1) = −(Ic,π(i, 0)+Ic,π(i, p)).

2

Lemme 6.14 Soit π = (yk)k=0,...,p un n−chemin fermé et soit c = (xi)i=0,...,q un n−che-

min fermé dans Σ. Alors Iπ,c(0, 0) + Iπ,c(0, q) = −(Ic,π(0, 0) + Ic,π(0, p))

Preuve : D’après le Lemme 6.9, Iπ,c(0, 0) + Iπ,c(0, q) = ISh(π),c(1, 0) + ISh(π),c(1, q)

et d’après le Lemme 6.11, ISh(π),c(1, 0) + ISh(π),c(1, q) = ISh(π),Sh(c)(1, 1). Alors, suivant

le Lemme 6.8, ISh(π),Sh(c)(1, 1) = −ISh(c),Sh(π)(1, 1). Un nouvelle fois, le Lemme 6.9 en-

trâıne que −ISh(c),Sh(π)(1, 1) = −Ic,Sh(π)(0, 1) alors que le Lemme 6.11 implique que

−Ic,Sh(π)(0, 1) = −(Ic,π(0, 0) + Ic,π(0, p)).

Finalement, on obtient que Iπ,c(0, 0) + Iπ,c(0, q) = −(Ic,π(0, 0) + Ic,π(0, p)). 2

Preuve de la Proposition 6.2 : La somme de la Définition 6.4 peut être écrite de la

manière suivante :

Iπ,c = Iπ,c(0, 0) + Iπ,c(0, q) +

q−1∑
i=1

Iπ,c(0, i) + (6.3)

p−1∑

k=1

[
Iπ,c(k, 0) + Iπ,c(k, q) +

q−1∑
i=1

Iπ,c(k, i)

]

• Si π est fermé alors le Lemme 6.13 implique que Iπ,c(0, i) = −Ic,π(i, 0)−Ic,π(i, p) pour

i ∈ {1, . . . , q − 1}. Donc,

q−1∑
i=1

Iπ,c(0, i) = −
q−1∑
i=1

[Ic,π(i, 0) + Ic,π(i, p)]. De plus, d’après le

Lemme 6.8, Iπ,c(k, i) = −Ic,π(i, k) pour tout k ∈ {1, . . . , p− 1} et tout i ∈ {1, . . . , q− 1}.
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Ainsi, l’équation (6.3) devient :

Iπ,c = Iπ,c(0, 0) + Iπ,c(0, q) +

q−1∑
i=1

−[Ic,π(i, 0) + Ic,π(i, p)] + (6.4)

p−1∑

k=1

[
Iπ,c(k, 0) + Iπ,c(k, q) +

q−1∑
i=1

Ic,π(i, k)

]

– Si c est fermé, alors le Lemme 6.13 implique que Ic,π(0, k) = −(Iπ,c(k, 0)+Iπ,c(k, q))

pour k ∈ {1, . . . , p− 1} de sorte que l’équation (6.4) devient :

Iπ,c = Iπ,c(0, 0) + Iπ,c(0, q)−
q−1∑
i=1

[Ic,π(i, 0) + Ic,π(i, p)] + (6.5)

p−1∑

k=1

[
−Ic,π(0, k)−

q−1∑
i=1

Ic,π(i, k)

]

Si π et c sont des chemins fermés, on obtient d’après le Lemme 6.14 que Iπ,c(0, 0)+

Iπ,c(0, q) = Ic,π(0, 0) + Ic,π(0, p). Alors,

Iπ,c = −(Ic,π(0, 0) + Ic,π(0, p))−
q−1∑
i=1

[Ic,π(i, 0) + Ic,π(i, p)] + (6.6)

p−1∑

k=1

[
−Ic,π(0, k)−

q−1∑
i=1

Ic,π(i, k)

]

Iπ,c = −
q−1∑
i=0

[Ic,π(i, 0) + Ic,π(i, p)]−
p−1∑

k=1

q−1∑
i=0

Ic,π(i, k) (6.7)

Iπ,c = −
q−1∑
i=0

Ic,π(i, 0)−
q−1∑
i=0

Ic,π(i, p)−
p−1∑

k=1

q−1∑
i=0

Ic,π(i, k) (6.8)

Iπ,c = −
p∑

k=0

q−1∑
i=0

Ic,π(i, k) = −Ic,π

– Si c n’est pas fermé et puisque P(c, π) est vérifiée, alors Ic,π(0, k) = Iπ,c(k, 0) =

Iπ,c(k, q) = 0 pour tout k ∈ {0, . . . , p}. Ainsi, l’équation (6.4) devient :

Iπ,c =

q−1∑
i=1

−(Ic,π(i, 0) + Ic,π(i, p))−
p−1∑

k=1

q−1∑
i=1

Ic,π(i, k)

Iπ,c = −
q−1∑
i=1

Ic,π(i, 0)−
q−1∑
i=1

Ic,π(i, p))−
p−1∑

k=1

q−1∑
i=1

Ic,π(i, k)

Iπ,c = −
p∑

k=0

q−1∑
i=1

Ic,π(i, k) = −
q−1∑
i=1

p∑

k=0

Ic,π(i, k)
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Puisque Ic,π(0, k) = 0 pour tout k ∈ {0, . . . , p},

Iπ,c = −
q−1∑
i=0

p∑

k=0

Ic,π(i, k) = −Ic,π

• Si π n’est pas fermé et puisque P(π, c) est vérifiée, alors Iπ,c(0, i) = Iπ,c(p, i) =

Ic,π(i, 0) = Ic,π(i, p) = 0 pour i ∈ {0, . . . , q} de sorte que

q∑
i=0

Iπ,c(0, i) = 0. L’équation (6.3)

devient :

Iπ,c =

p−1∑

k=1

[
Iπ,c(k, 0) + Iπ,c(k, q) +

q−1∑
i=1

Iπ,c(k, i)

]

D’après le Lemme 6.8, Iπ,c(k, i) = −Ic,π(i, k) pour tout k ∈ {1, . . . , p − 1} et tout i ∈
{1, . . . , q − 1}. Donc,

Iπ,c =

p−1∑

k=1

[
Iπ,c(k, 0) + Iπ,c(k, q)−

q−1∑
i=1

Ic,π(i, k)

]
(6.10)

– Si c est fermé, alors le Lemme 6.13 implique que Iπ,c(k, 0) + Iπ,c(k, q) = −Ic,π(0, k)

pour tout k ∈ {1, . . . , p− 1} et l’équation (6.10) devient :

Iπ,c =

p−1∑

k=1

q−1∑
i=0

−Ic,π(i, k) =

q−1∑
i=0

p−1∑

k=1

−Ic,π(i, k)

De plus, Ic,π(i, 0) = Ic,π(i, p) = 0 pour tout i ∈ {0, . . . , q} puisque π n’est pas fermé

et P(π, c) et vérifiée, ainsi :

Iπ,c =

q−1∑
i=0

p∑

k=0

−Ic,π(i, k) = −Ic,π

– Si c n’est pas fermé alors Iπ,c(k, 0) = Iπ,c(k, q) = 0 pour tout k ∈ {0, . . . , p} puisque

P(c, π) est vérifiée. L’équation (6.10) devient :

Iπ,c = −
p−1∑

k=1

q−1∑
i=1

Ic,π(i, k)

D’après le Lemme 6.8, on a Iπ,c(k, i) = −Ic,π(i, k) pour tout k ∈ {1, . . . , p − 1} et

tout i ∈ {1, . . . , q − 1}. Alors,

Iπ,c = −
q−1∑
i=1

p−1∑

k=1

Ic,π(i, k) = −Ic,π

2
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6.3.3 Propriété d’additivité

La Proposition 6.15 sera elle aussi utile pour les preuves qui suivront.

Proposition 6.15 Soit π = (yk)k=0,...,p un n−chemin dans Σ ; et soient c = (xi)i=0,...,q

et c′ = (x′i)i=0,...,q′ deux n−chemins dans Σ tels que xq = x′0. Si P(π, c) et P(π, c′) sont

vérifiées, alors Iπ,c.c′ = Iπ,c + Iπ,c′.

Preuve de la Proposition 6.15 : Calculons Iπ,c.c′ avec c.c′ = (z0, . . . , zq+q′). Il est

suffisant de montrer que pour k ∈ {1, . . . , p− 1} (pour k ∈ {0, . . . , p} si π est fermé) :

q+q′∑
i=0

Iπ,c.c′(k, i) =

q∑
i=0

Iπ,c(k, i) +

q′∑
i=0

Iπ,c′(k, i) (6.11)

On écrit simplement que pour k ∈ {0, . . . , p− 1} (k ∈ {0, . . . , p} si π est fermé) :

q+q′∑
i=0

Iπ,c.c′(k, i) = Iπ,c.c′(k, 0) +

[
q−1∑
i=1

Iπ,c.c′(k, i)

]
+ Iπ,c.c′(k, q) (6.12)

+

[
q+q′−1∑
i=q+1

Iπ,c.c′(k, i)

]
+ Iπ,c.c′(k, q + q′)

Maintenant, pour un tel k on remarque que Iπ,c(k, 0) = I+
π,c(k, 0) d’après la Définition 6.3.

Puisque x0 = z0 et x1 = z1 on obtient que I+
π,c(k, 0) = I+

π,c.c′(k, 0) qui est aussi égal à

Iπ,c.c′(k, 0) d’après la Définition 6.3. De la même façon, on montre que Iπ,c.c′(k, q + q′) =

Iπ,c′(k, q′).

Pour i ∈ {1, . . . , q − 1}, on a Iπ,c.c′(k, i) = Iπ,c(k, i) puisque xi = zi, xi−1 = zi−1 et

xi+1 = zi+1. De même, pour i ∈ {q + 1, . . . , q + q′ − 1}, on a Iπ,c.c′(k, i) = Iπ,c′(k, i − q)

puisque xi = zi−q, xi−1 = z(i−q)−1 et xi+1 = z(i−q)+1.

De plus, on a Iπ,c.c′(k, q) = I−π,c.c′(k, q) + I+
π,c.c′(k, q). Alors, on remarque que Iπ,c(k, q) =

I−π,c(k, q) et Iπ,c′(k, 0) = I+
π,c′(k, 0). Mais, I−π,c(k, q) = I−π,c.c′(k, q) puisque xq = zq et

xq−1 = zq−1. De même, I+
π,c′(k, 0) = I+

π,c.c′(k, q) puisque x′0 = zq et x′1 = zq+1. Finalement,

Iπ,c.c′(k, q) = Iπ,c(k, q) + Iπ,c′(k, 0).

En remplaçant les termes correspondants dans l’équation (6.12) on obtient que :

q+q′∑
i=0

Iπ,c.c′(k, i) = Iπ,c′(k, 0) +

[
q−1∑
i=1

Iπ,c(k, i)

]
+ Iπ,c(k, q)

+ Iπ,c′(k, 0) +

[
q′−1∑
i=1

Iπ,c′(k, i)

]
+ Iπ,c′(k, q′)
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ou encore,
q+q′∑
i=0

Iπ,c.c′(k, i) =

q∑
i=0

Iπ,c(k, i) +

q′∑
i=0

Iπ,c′(k, i)

Finalement, Iπ,c.c′ = Iπ,c + Iπ,c′ . 2

Corollaire 6.16 Soient π = (yk)k=0,...,p et π′ = (y′k)k=0,...,p′ deux n−chemins dans une

surface discrète Σ tels que yp = y′0 ; et soit c = (xi)i=0,...,q un n−chemin dans Σ . Si les

propriétés P(π, c), P(π′, c), P(c, π) et P(c, π′) sont vérifiées alors Iπ.π′,c = Iπ,c + Iπ′,c.

Preuve : Puisque P(c, π) et P(c, π) sont vérifiées il est immédiat que P(c, π.π′) l’est

aussi. Alors, d’après la Proposition 6.2, on a Iπ.π′,c = Ic,π.π′ . Maintenant, d’après la

Proposition 6.15 on obtient que Ic,π.π′ = Ic,π + Ic,π′ . Mais, d’après les hypothèses de ce

corollaire et toujours en utilisant la Proposition 6.2 on a Ic,π = Iπ,c et Ic,π′ = Iπ′,c. 2

6.4 Preuve des théorèmes principaux

La preuve du Théorème 9 est légèrement différente selon que (n, n) = (e, v) ou (n, n) =

(v, e). Toutefois, dans les deux cas, nous définirons tout d’abord une relation de déformation

entre chemins (qui est en fait équivalente à la relation d’homotopie, comme établi par la

Proposition 6.24 et par la Proposition 6.17 respectivement pour n = v et n = e).

Pour n = v, cette nouvelle transformation est basée sur l’insertion de triplets de surfels,

ou sur l’insertion de demi-tours dans un chemin. Alors, la Proposition 6.18 établira le

fait qu’un triplet de surfels a toujours un nombre d’intersection nul avec n’importe quel

e−chemin (à condition que ce e−chemin soit fermé, sinon le triplet ne doit pas rencontrer

une extrémité du e−chemin). Pour n = e, cette nouvelle déformation repose sur l’insertion

de e−loops de surfels (Définition 6.10), ou bien sur l’insertion de demi-tours dans le

chemin. Alors, la Proposition 6.25 établira de manière similaire à la Proposition 6.18

qu’un e−loop a toujours un nombre d’intersection nul avec un v−chemin quelconque

(à condition que ce v−chemin soit fermé, sinon le e−loop ne doit pas rencontrer une

extrémité du v−chemin).

Finalement, en utilisant la Proposition 6.15, une preuve immédiate du Théorème 9 pour

n = e et n = v sera donnée.
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Remarque 6.6 Tout en restant général, on suppose dans cette section que tous les che-

mins mentionnés vérifient la propriété suivante : deux surfels consécutifs dans un chemin

sont distincts.

6.4.1 Un autre définition de la v−homotopie pour les chemins

Tout d’abord, nous introduisons la notion de T −déformation élémentaire qui permet de

définir immédiatement la relation de T −déformation.

Définition 6.7 (demi-tour) Un n−chemin fermé simple π = (x0, x1, x0) dans Σ est

appelé un demi-tour dans Σ.

Définition 6.8 (triplet) Un v−chemin fermé simple π = (x0, x1, x2, x0) inclus dans un

loop de Σ est appelé un triplet dans Σ.

Définition 6.9 Soit X ⊂ Σ, et soient c = (xi)i=0,...,q et c′ = (x′i)i=0,...,q′ deux v−chemins

dans X. Le chemin c′ est appelé une T −déformation élémentaire de c dans X (et on

note c ∼T c′) si c = π1.(s).π2 et c′ = π1.γ.π2 ; ou si c = π1.γ.π2 et c′ = π1.(s).π2.

Où γ est un demi-tour de s à s dans X, ou bien γ est un triplet de s à s dans X.

On définit le relation de T −déformation comme la fermeture transitive de la relation de

T −déformation élémentaire.

En d’autres termes, la relation de T −déformation élémentaire relie deux v−chemins qui

sont quasiment identiques sauf que l’un est obtenu par insertion dans l’autre d’un triplet

de surfels qui appartiennent à un même loop, ou bien par insertion dans l’autre d’un

demi-tour. Maintenant, on peut établir la proposition suivante :

Proposition 6.17 Soit X ⊂ Σ. Deux v−chemins c et c′ sont v−homotopes dans X si

et seulement si ils sont équivalents à une T −déformation près.

Preuve : Tout d’abord, une T −déformation élémentaire est un cas particulier de

v−déformation élémentaire pour laquelle les v−chemins γ et γ′ de la Définition 2.10

sont des chemins fermés, dont l’un est réduit à un unique surfel et l’autre est un triplet

ou un demi-tour, et qui sont donc tous les deux inclus dans un loop, i.e. une cellule de

déformation élémentaire. Il est alors immédiat que si deux v−chemins sont équivalents à

une T −déformation près, alors ils sont v−homotopes.
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Maintenant, il est suffisant de prouver que, si deux v−chemins sont identiques à une

v−déformation élémentaire près, alors ils sont équivalents à une T −déformation près.

Soient c et c′ deux v−chemins identiques à une v−déformation élémentaire près, i.e.

c = π1.γ.π2 et c′ = π1.γ
′.π2 où γ et γ′ sont deux chemins ayant les mêmes extrémités et

inclus dans un même loop.

On montre tout d’abord que tout v−chemin α = (a0, . . . , ah) de longueur l supérieure

à 1 et inclus dans un loop est une T −déformation du chemin (a0, ah). On procède par

induction sur la longueur l. Soit αk un v−chemin inclus dans un loop L et de longueur

lk. On distingue deux cas :

• Soit αk = (a0, a1), ou bien

• αk est un chemin de longueur lk ≥ 2. Dans ce cas, αk = ω.(a, b, c) où {a, b, c} ⊂ L et

ω peut être réduit à (a) si l = 2. Alors le chemin αk est une T −déformation élémentaire

du chemin α′ = ω.(a, b, c).(c, b, a, c).(c). Maintenant, α′ = ω.(a, b).(b, c, b).(b, a, c) est

une T −déformation élémentaire du chemin α′′ = ω.(a, b, a, c) qui est lui-même une

T −déformation élémentaire du chemin αk+1 = ω.(a, c). On obtient que le chemin αk

est une T −déformation du chemin αk+1 = ω.(a, c), qui est un chemin de longueur

lk+1 = lk − 1.

Finalement, ou bien le chemin αk est de longueur 1 ou bien il est prouvé que αk est une

T −déformation d’un chemin αk+1 dans X dont la longueur est inférieure à celle de αk.

Par induction, en posant α0 = α , il doit exister un entier k′ ≥ 0 tel que αk′ soit de

longueur 1 (i.e αk′ = (a0, ah)) et qui soit une T −déformation de α.

Alors, nous venons de montrer que les deux chemins γ et γ′ sont équivalents à une

T −déformation près dans X au chemin réduit à leurs extrémités. Il est alors immédiat

que ces deux chemins sont eux-mêmes équivalents à une T −déformation près dans X. 2

Nombre d’intersection avec un triplet

Dans cette sous-section, nous montrons la proposition suivante qui établit le fait qu’un

triplet c (Définition 6.8) a un nombre d’intersection égale à zéro avec n’importe quel

e−chemin π pour peu que la propriété P(π, c) soit vérifiée.

Proposition 6.18 Soit c un triplet dans Σ et soit π = (yk)k=0,...,p un e−chemin dans Σ

tel que P(π, c) soit vérifiée. Alors, Iπ,c = 0.
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Afin de montrer la Proposition 6.18, nous prouvons tout d’abord les deux lemmes suivants.

Lemme 6.19 Soit c = (x0, x1, x2, x0) un triplet dans Σ. Alors, selon le sens de la pa-

ramétrisation de c, l’une des deux propriétés suivantes est vérifiée :

– ∀i ∈ {0, 1, 2}, Left c(i) ∩Ne(xi) = ∅.

– ∀i ∈ {0, 1, 2}, Right c(i) ∩Ne(xi) = ∅.

Preuve : Ce lemme est la conséquence de considérations locales. En effet, puisque pour

tout i ∈ {0, 1, 2} les trois surfels xi−1, xi et xi+1 appartiennent à un même loop, alors,

selon le sens de la paramétrisation, exactement un des intervalles entre xi−1 et xi+1 dans

paramétrisation canonique de Nv(xi) ne peut contenir de surfel e−adjacent à xi. Et il est

alors évident que cet intervalle cöıncide soit avec Left c(i) pour tout i ∈ {0, 1, 2} ou bien

avec Right c(i) pour tout i ∈ {0, 1, 2}. 2

Lemme 6.20 Soit c = (x0, x1, x2, x0) un triplet dans Σ. Alors, une des deux propriétés

suivantes est satisfaite :

– Ic,π = −0.5 pour tout e−chemin π de longueur 1 qui entre dans c et Ic,π = +0.5

pour tout e−chemin π de longueur 1 qui sort de c.

– Ic,π = +0.5 pour tout e−chemin π de longueur 1 qui entre dans c et Ic,π = −0.5

pour tout e−chemin π de longueur 1 qui sort de c.

Preuve : Ce lemme est une conséquence directe du Lemme 6.19 et de la Définition 6.3.

2

Preuve de la Proposition 6.18 : Soient π = (yk)k=0,...,p et πh = (yh, yh+1) pour h ∈
{0, . . . , p− 1} tels que π = π0.π1. . . . .πp−1. Puisque c est fermé, alors la propriété P(c, π′)

est vérifiée et puisque la propriété P(π, c) est aussi vérifiée, d’après la Proposition 6.2 on

a Iπ,c = −Ic,π.

De plus, puisque c est fermé, la propriété P(c, π′) est vérifiée pour tout e−chemin π′ dans

Σ. Alors, la Proposition 6.15 entraine :

Ic,π = Ic,π0 + Ic,π1 + . . . + Ic,πq−1
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Tout d’abord, il est immédiat que Ic,πh
= 0 pour tout h ∈ {0, . . . , p−1} tel que πh n’entre

pas dans c ni ne sorte de c. En effet, Ic,πh
est évidement égal à zéro si c∗ ∩ π∗h = ∅ ; et

puisque c est de longueur 3 il est aussi immédiat (d’après la Définition 6.3) que Ic,πh
= 0

quand π∗h ⊂ c∗. De plus, puisque π est soit fermé ou bien c∗ ne contient ni y0 ni yp

(propriété P(π, c)), il est immédiat que le nombre de chemins πh qui entrent dans c est

égal au nombre de chemins πh qui sortent de c. Alors, d’après le Lemme 6.20, on obtient

que Ic,π =

p−1∑

h=0

Ic,πh
= 0. Finalement, Iπ,c = −Ic,π = 0. 2

Remarque 6.7 Le nombre d’intersection Iπ,c d’un e−chemin π avec un triplet c est soit

égal à zéro, soit indéfini. En effet, si P(π, c) n’est pas vérifiée, alors Iπ,c n’est pas défini

(voir Figure 6.13).

π

c

y

y

0

5

Fig. 6.13: Iπ,c n’est pas défini puisque y0 ∈ c∗, alors que Ic,π = ±0.5.

Maintenant, on peut terminer la preuve du Théorème 9 pour n = e en utilisant les

Propositions 6.17, 6.15 et 6.18.

6.4.2 Preuve du Théorème 9 quand (n, n) = (e, v)

On donne ici la preuve du théorème principal concernant le nombre d’intersection dans

le cas d’une v−déformation homotopique du v−chemin c.

Preuve du Théorème 9 pour (n, n) = (e, v) : D’après la Proposition 6.17 il est

suffisant de montrer le Théorème 9 dans le cas où c′ est une T −déformation élémentaire

de c dans X. Suivant la Définition 6.9, on peut supposer que c = c1.(s).c2 et c′ = c1.γ.c2,

où γ est un demi-tour ou bien un triplet de s à s dans X. Puisque P(π, c) est vérifiée,

il est immédiat que P(π, c1), P(π, γ) et P(π, c2) sont aussi vérifiées. Alors, d’après la

Proposition 6.15, on a Iπ,c = Iπ,c1 + Iπ,γ + Iπ,c2 .
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Si γ est un demi-tour dans X, i.e γ = (γ0, γ1, γ3) où γ3 = γ0, alors il est immédiat d’après

la Définition 6.3 que Iπ
π,γ(0) = 0 et Iπ

π,γ(1) = 0 de sorte que Iπ,γ = 0. D’autre part, si γ

est un triplet, alors Iπ,γ = 0 d’après la Proposition 6.18.

Dans les deux cas, il reste que Iπ,c = Iπ,c1 + Iπ,c2 = Iπ,c1.c2 = Iπ,c′ . 2

6.4.3 Un autre définition de l’homotopie pour les e−chemins

Définition 6.10 (e−loop) La paramétrisation (voir Définition 4.7) d’un loop contenant

un surfel x de Σ et qui commence au surfel x est appelée un e−loop de x à x dans Σ

(voir Figure 6.14).

1

3

5

0

x

x

x x

x

x

4

2

Fig. 6.14: Un e−loop c = (x0, x1, x2, x3, x4, x5, x0) dans une surface discrète Σ.

Tout d’abord, nous introduisons la notion de E−déformation élémentaire de telle sorte

que la relation de E−déformation suive immédiatement.

Définition 6.11 Soit X ⊂ Σ, et soient c et c′ deux e−chemins dans X. Le chemin c

est appelé une E−déformation de c′ dans X (et on note c ∼E c′) si c = c1.(s).c2 et

c′ = c1.γ.c2, ou bien si c = c1.γ.c2 et c′ = c1.(s).c2. Où γ est un e−loop ou un demi-tour

de s à s dans X. Dans ce cas, on dit aussi que c et c′ sont identiques à une E−déformation

élémentaire près. On définit le relation de E−déformation (notée 'E) comme la clôture

transitive de la relation de E−déformation élémentaire.

En d’autres termes, la relation de E−déformation élémentaire relie deux e−chemins

qui sont quasiment identiques, sauf que l’un est obtenu par insertion dans l’autre d’un

e−chemin fermé simple inclus dans un loop. Maintenant, on peut établir la proposition

suivante :
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Lemme 6.21 Soit c un e−chemin dans Σ. Alors, soit c est simple ou bien c = c1.β.c2

où β est un chemin fermé simple de longueur supérieure à 1.

Preuve : Soit c = (x0, . . . , xq). Alors, si c n’est pas simple, soit h ∈ {0, . . . , q} et soit

l ∈ {0, . . . , q} tel que xh = xl et l > h ; et supposons que l soit minimal pour cette

propriété. Ainsi, c = (x0, . . . , xh).(xh, . . . , xl).(xl, . . . , xq) et (xh, . . . , xl) est simple. 2

Lemme 6.22 Soit c = (xi)i=0,...,q un e−chemin dans X inclus dans un loop L de Σ.

Alors, c est une E−déformation d’un chemin simple de x0 à xq dans X.

Preuve : On procède par induction sur la longueur d’un chemin αk pour k ≥ 0 avec α0 =

c. Soit αk un e−chemin dans X de longueur lk et inclus dans L. D’après le Lemme 6.21,

αk est simple ou bien il existe un chemin fermé simple βk de longueur supérieure à 1 tel

que αk = αk
1.β

k.αk
2. Puisque βk est évidemment inclus dans L, alors βk est un e−loop

ou bien un demi-tour dans X de sorte que αk est une E−déformation élémentaire du

chemin αk+1 = αk
1.α

k
2. De plus, le chemin αk+1 est de longueur lk+1 < lk puisque βk est

de longueur supérieure à 1. Comme la longueur lk est par définition supérieure ou égale

à zéro, on en déduit qu’il existe un entier l ≥ 0 tel que αl est simple. De plus, pour

i = 0, . . . , l − 1, le chemin αi+1 est une E−déformation élémentaire de αi de telle sorte

que αl est une E−déformation de α0 = π. 2

Lemme 6.23 Soit c = (xi)i=0,...,q un e−chemin dans X. Alors, le chemin c.c−1 est une

E−déformation du chemin trivial (x0, x0).

Preuve : La preuve de ce lemme est identique à celle du Lemme 2.4. 2

Proposition 6.24 Soit X ⊂ Σ. Deux e−chemins c et c′ sont e−homotopes dans X si et

seulement si il sont équivalents à une E−déformation près.

Preuve : Tout d’abord, une E−déformation élémentaire est une e−déformation élémentaire

pour laquelle les e−chemins γ et γ′ de la Définition 2.10 sont des chemins fermés, dont

l’un est trivial et l’autre est un e−chemin fermé simple inclus dans un loop, i.e. une cel-

lule de déformation élémentaire. Il s’ensuit immédiatement que si deux e−chemins sont

équivalents à une E−déformation près alors ils sont e−homotopes.
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Maintenant, il est suffisant de montrer que, si deux e−chemins sont équivalents à une

e−déformation élémentaire près dans X, alors ils sont équivalents à une E−déformation

près dans X. Soient c et c′ deux e−chemins qui sont équivalents à une e−déformation

élémentaire près, i.e. c = c1.γ.c2 et c′ = c1.γ
′.c2 où γ et γ′ sont deux chemins dans X

ayant les mêmes extrémités et inclus dans un même loop L.

D’après le Lemme 6.22, le chemin γ [resp. γ′] est une E−déformation d’un chemin simple

β [resp. β′] inclus dans L. Alors, c 'E c1.β.c2 et c′ ' c1.β
′.c2 où β et β′ sont des chemins

simples.

Si β = β′, alors il est immédiat que c 'E c′.

Si β et β′ ne sont pas identiques mais tous les deux fermés, alors β et β′ sont des e−chemins

fermés simples dans L donc c1.β.c2 ∼E c1.c2 et c1.β
′.c2 ∼E c1.c2 (Lemme 6.22). Alors,

c 'E (c1.c2) 'E c′.

Si β et β′ ne sont pas identiques et ne sont par fermés, soient a et b les deux extrémités de β

qui sont dictinctes. Par définition d’un loop, il existe exactement deux e−chemins fermés

simples différents dans un loop entre deux surfels distincts de ce loop (voir Figure 6.14).

Puisque β 6= β′, alors β∗ ∩ β′∗ = {a, b}. On en déduit que le chemin β−1.β′ est un chemin

fermé simple de b à b dans L. Donc c1.β ∼E c1.β.β−1.β′.c2. Mais, d’après le Lemme 6.23,

c1.β.β−1.β′.c2 'E c1.β
′.c2 de sorte que c1.β.c2 'E c1.β

′.c2. Finalement, c 'E c′. 2

6.4.4 Nombre d’intersection avec un e−loop

Proposition 6.25 Soit c un e−loop dans Σ, alors Ic,π = 0 pour tout v−chemin π dans

Σ tel que P(π, c) soit vérifiée.

Lemme 6.26 Soit c = (xi)i=0,...,q un e−loop dans Σ. Alors, selon le sens de la pa-

ramétrisation de c, l’une des deux propriétés suivantes est vérifiée :

– ∀i ∈ {0, . . . , q}, Left c(i) ∩ c∗ = ∅ et Right c(i) ⊂ c∗.

– ∀i ∈ {0, . . . , q}, Right c(i) ∩ c∗ = ∅ et Left c(i) ⊂ c∗.

Preuve : Ce lemme provient de considérations locales suivant la définition d’un e−loop,

celle d’une paramétrisation canonique du v−voisinage d’un surfel, et la définition des

ensembles Left et Right . 2
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Lemme 6.27 Soit c = (xi)i=0,...,q un e−loop dans Σ. Alors, selon le sens de la pa-

ramétrisation de c, l’une des deux propriétés suivantes est vérifiée :

– Ic,π = −0.5 pour tout v−chemin π de longueur 1 qui entre dans c et Ic,π = +0.5

pour tout v−chemin π de longueur 1 qui sort de c.

– Ic,π = +0.5 pour tout v−chemin π de longueur 1 qui entre dans c et Ic,π = −0.5

pour tout v−chemin π de longueur 1 qui sort de c.

Preuve : Ce lemme est une conséquence directe du Lemme 6.26. 2

Preuve de la Proposition 6.25 : Soient π = (yk)k=0,...,p et πh = (yh, yh+1) pour

h ∈ {0, . . . , p− 1} de telle sorte que π = π0.π1. . . . .πp−1. Comme c est fermé, la propriété

P(c, π′) est vérifiée pour tout v−chemin π′ dans Σ, et d’après la Proposition 6.15 on a :

Ic,π = Ic,π0 + Ic,π1 + . . . + Ic,πp−1

Tout d’abord, il est immédiat que Ic,πh
= 0 pour tout h ∈ {0, . . . , p−1} tel que πh n’entre

dans c ni ne sorte de c. En effet, Ic,π est évidemment égale à 0 quand π∗h∩ c∗ = ∅ ; et dans

le cas où π∗h ⊂ c∗, alors d’après le Lemme 6.27 on obtient aussi Ic,πh
= 0. De plus, puisque

π est fermé ou bien alors c∗ ne contient ni y0 ni yp (propriété P(π, c)), il est immédiat

que le nombre de chemins πh qui entrent dans c est égal au nombre de πh qui sortent de

c. Alors, d’après le Lemme 6.27, on obtient Ic,π =

p−1∑

k=0

Ic,πk
= 0. 2

Remarque 6.8 Le nombre d’intersection Ic,π d’un e−loop c avec un v−chemin π peut

ne pas être égale à zéro si P(π, c) n’est pas vérifiée, comme illustré dans la Figure 6.15.

c

π

Fig. 6.15: Un e−loop c et un v−chemin π tels que Ic,π = ±0.5.
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6.4.5 Preuve du Théorème 9 quand (n, n) = (v, e)

Preuve du Théorème 9 pour (n, n) = (v, e) : Suivant la Proposition 6.24, il est

suffisant de montrer que Iπ,c = Iπ,c′ quand c et c′ sont deux e−chemins identiques à une

E−déformation élémentaire près dans X (dans X \ {y0, yp} si π n’est pas fermé). Alors,

soit c = c1.γ.c2 et soit c′ = c1.(s).c2 = c1.c2 où γ est un e−loop ou un demi-tour de s à s

dans X (dans X \ {y0, yp} si π n’est pas fermé).

Puisque P(π, c′) est vérifiée, il est alors immédiat que P(π, c1), P(π, γ) et P(π, c2) le sont

aussi. Alors, suivant la Propriété 6.15, on a Iπ,c1.γ.c2 = Iπ,c1 + Iπ,γ + Iπ,c2 .

Si γ = (y0, y1.y2) où y2 = y0 est un demi-tour dans X (dans X \ {y0, yp} si π n’est pas

fermé), alors il est immédiat d’après la Définition 6.3 et la Définition 6.4 que Iπ,γ = 0.

Si γ est un e−loop, alors P(γ, π) est vérifiée ainsi que P(π, γ). Alors, d’après la Pro-

position 6.2, on a Iπ,γ = −Iγ,π et d’après la Proposition 6.25, Iγ,π = 0. Finalement,

Iπ,c′ = Xπ,c1+Iπ,c2 et d’après la Proposition 6.15 il est immédiat que Iπ,c′ = Iπ,c1.c2 = Iπ,c.

2

Conclusion

Nous avons défini le nombre d’intersection entre un v−chemin et un e−chemin reposant

sur une surface discrète, et nous avons montré que ce nombre d’intersections “réelles”

entre deux chemins de surfels est invariant par déformation homotopique de l’un ou l’autre

des deux chemins. Le nombre d’intersection est un nouvel “invariant topologique” dans le

cadre des surfaces discrètes. Alors, il peut être utilisé pour prouver un nouveau Théorème

de Jordan pour des courbes de surfels (prochain Chapitre). Dans le Chapitre 9, nous

utiliserons cet outil afin de démontrer un théorème important relatif à la caractérisation

de la préservation de la topologie dans les surfaces discrètes.





Chapitre 7

Un nouveau Théorème de Jordan

En utilisant le nombre d’intersection, on démontre aisément le nouveau théorème de

Jordan discret suivant.

Théorème 11 Si π = (yk)k=0,...,p est une paramétrisation d’une n−courbe fermée simple

de surfels dans une surface discrète Σ qui n’est pas incluse dans un loop est qui est

n−réductible dans Σ (i.e. π 'n (y0, yp)), alors Σ \ π∗ possède exactement deux compo-

santes n−connexes.

Voir la Figure 6.7 pour un exemple de courbes fermées simples qui vérifient les hy-

pothèses du Théorème 11 et la Figure 6.8 pour un contre-exemple (courbes qui ne sont

pas réductibles).

Dans la suite de ce chapitre, π = (yk)k=0,...,p est un n−chemin qui vérifie les hypothèses

du Théorème 11. Nous utiliserons les trois lemmes suivants :

Lemme 7.1 Pour tout k ∈ {0, . . . , p}, les ensembles Leftπ(k) et Rightπ(k) sont tous les

deux non vides. De plus, yk est n−adjacent à un surfel α de Leftπ(k) et n−adjacent à un

surfel β de Rightπ(k).

Preuve : Supposons que Leftπ(k) = ∅, alors, d’après la Définition 6.2, yk−1 et yk+1 sont

e−adjacents. Ainsi, yk+1 est e−adjacent (et donc v−adjacent) à la fois à yk et à yk−1.

Puisque π est de longueur supérieure à 3 (sinon π∗ serait inclus dans un loop) on en déduit

qu’il existe un surfel yj /∈ {yk−1, yk, yk+1} qui est n−adjacent à yy+1 ; et ceci contredit le

fait que π∗ est une n−courbe fermée simple. Alors, Leftπ(k) 6= ∅ et de façon similaire on

montre que Rightπ(k) 6= ∅.
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Si n = e il est immédiat que Rightπ(k) [resp. Leftπ(k)] contient un surfel α [resp. β] qui

est v−adjacent à yk.

Si n = v alors on peut supposer qu’aucun surfel de Leftπ(k) [resp. Rightπ(k)] n’est

e−adjacent à yk. Alors, cela entrâıne que yk+1 et yk−1 appartiennent à un même loop de

telle sorte que c∗ n’est pas une v−courbe fermée simple. 2

Lemme 7.2 Il existe deux surfels α et β dans Σ \ π∗ qui sont n−adjacents à un surfel

yk de π et qui ne sont pas n−connectés dans Σ \ π∗.

Preuve : Soient α et β les deux surfels définis dans le Lemme 7.1. Maintenant, on

suppose l’existence d’un n−chemin c = (xi)i=0,...,q dans Σ \ π∗ entre les surfels α et β,

n−voisins du surfel yk, et qui n’intersecte pas π∗. On note c′ = (x0 = α, . . . , xq = β, yk, α)

qui est un n−chemin fermé. Alors, d’après la définition des deux surfels α et β, et par

définition du nombre d’intersection entre π et c′, on a Iπ,c′ = ±1. Maintenant, puisque π

est n−homotope à un chemin trivial et d’après le Théorème 9 (Remarque 6.5), on devrait

avoir Iπ,c′ = 0. Ceci contredit l’existence du chemin c (voir Figure 7.1 et Figure 7.2).

Alors, α et β ne sont pas n−connectés dans Σ \ π∗. 2

Lemme 7.3 Soient yk et yk+1 deux surfels consécutifs de π pour k ∈ {0, . . . , p}. Pour

tout surfel s /∈ π∗, qui est n−adjacent à yk, il existe un surfel t /∈ π∗, n−adjacent à yk+1,

et un n−chemin de s à t dans Σ \ π∗.

Ce lemme est illustré par la Figure 7.3. Preuve : Cas où (n, n) = (e, v) Dans ce cas,

le lemme peut être démontré par des considérations locales. En effet, on peut supposer

que yk+1 partage en tant qu’arête avec yk l’arête orientée (0, 1) de yk. Alors on considère

les cas suivants :

– yk−1 partage en tant qu’arête avec yk l’arête orientée (1, 2) de yk. Alors, soit a le

surfel qui partage avec yk l’arête orientée (2, 3) de yk et soit b le surfel qui partage

l’arête orientée (3, 0) de yk. Ni a ni b ne peuvent appartenir à π∗ (sinon, π n’est pas

une e−courbe fermée simple). Maintenant, pour tout surfel s de Nv(yk) \ π∗ on a :

– s ∈ L1(yk) donc s est v−adjacent à yk+1 ∈ L0(yk).

– s ∈ L2(yk) donc s est v−adjacent (ou égal) à a qui est aussi v−adjacent à b,

lui-même v−adjacent à yk+1.
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– s ∈ L3(yk) donc s est v−adjacent ou égal à b lui-même v−adjacent à yk+1.

– s ∈ L0(yk) donc s est v−adjacent ou égal à yk+1.

– yk−1 partage en tant qu’arête avec yk l’arête orientée (2, 3) de yk. Alors, soit a le

surfel qui partage avec yk l’arête orientée (1, 2) de yk et b le surfel qui partage avec

yk l’arête orientée (3, 0) de yk. Ni a ni b ne peuvent appartenir à π∗. Maintenant,

pour tout surfel s de Nv(yk) \ π∗ on a :

– s ∈ L0(yk) où s ∈ L1(yk) donc s est v−adjacent ou égal à yk+1.

– s ∈ L2(yk) donc s est v−adjacent (ou égal) à a lui-même v−adjacent à yk+1.

– s ∈ L3(yk) donc s est v−adjacent ou égal à b lui-même v−adjacent à yk+1.

– yk−1 partage avec yk l’arête orientée (3, 0) de yk. Ce cas est similaire au premier.

Dans tous les cas, nous sommes en mesure de construire un v−chemin dans Σ \ π∗ de s

à un surfel t qui est v−adjacent à yk+1.

Cas où (n, n) = (v, e) Puisque π est une v−courbe fermée simple, alors Nv(yk) \
{yk−1, yk+1} = Nv(yk)\π∗. De plus, Nv(yk)\{yk−1, yk+1} possède exactement deux compo-

santes eyk
−connexes qui contiennent chacune un surfel e−adjacent à yk (Remarque 6.3).

De façon évidente, yk+1 est e−adjacent à chacune des composantes eyk
−connexes de π∗

précédentes. Alors, tout surfel s dans l’une de ces composantes connexes est e−connecté

dans Σ \ π∗ à un surfel t qui est e−adjacent à yk+1 (voir Figure 7.3). 2

Preuve du Théorème 11 : Soit yk un surfel de π pour k ∈ {0, . . . , p}. D’après le

Lemme 7.2 il existe deux surfels α et β dans π∗ qui sont n−adjacents au surfel yk et

non n−connectés dans Σ \ π∗. En particulier, Σ \ π∗ possède au moins deux composantes

n−connexes.

De plus, pour tout surfel x ∈ Σ \ π∗, puisque Σ est e−connexe (Théorème 6), alors il

existe un n−chemin c′ dans Σ\π∗ de x à un autre surfel x′ qui est n−adjacent à un surfel

yh de π∗ (h ∈ {0, . . . , p}).
En utilisant autant de fois que nécessaire le Lemme 7.3, on voit que le surfel x′ est

n−connecté dans π∗ au surfel x′′ de Nn(yk) \ {yk−1, yk+1}.
Si n = v et puisque Leftπ(k) et Rightπ(k) ne peuvent contenir d’autres surfels de π que

yk−1 et yk+1 de sorte que Leftπ(k) ∪ Rightπ(k) = Nv(yk) \ {yk−1, yk+1}, alors x′′ est soit

e−connecté à α, soit e−connecté à β dans π∗.



130 Chapitre 7. Un nouveau Théorème de Jordan

Si n = e, alors aucun surfel de π autre que yk−1 et yk+1 n’est e−adjacent à yk. On en déduit

immédiatement que Nv(yk) \ π∗ possède exactement deux composantes vyk
−connexes

incluses respectivement dans Leftπ(k) et Rightπ(k). Alors, x′′ est vyk
−connecté soit à α

soit à β dans π∗.

Finalement, dans les deux cas, il reste que x est n−connecté soit à α soit à β dans Σ\π∗,

surfels qui ne sont pas eux-mêmes n−connectés dans cet ensemble. Alors, Σ \ π∗ possède

exactement deux composantes n−connexes. 2

: c

: x, x′

Fig. 7.1: Les deux surfels x et x′ peuvent

être reliés par un e−chemin dans c∗.

Alors, c n’est pas v−réductible dans Σ.

: c′

: x, x′

Fig. 7.2: Puisque c′ est v−réductible dans

Σ, les deux surfels x et x′ ne peuvent être

e−connectés dans c∗ (Lemme 7.2).

: c

: V

Fig. 7.3: Tout surfel de l’ensemble V (ensemble des surfels de Σ qui sont e−adjacents

à c∗) est soit e−connecté au surfel x de la Figure 7.1 dans Σ \ c∗, soit e−connecté dans

Σ \ c∗ au surfel x′ de la Figure 7.1.



Chapitre 8

Nouvelles propriétés de l’index 2D

Dans ce chapitre, on présente une propriété nouvelle de l’index 2D (tel que défini dans

la Section 2.1.2) qui peut être déduite de la propriété principale du nombre d’intersec-

tion. En effet, il est établi ici que l’index d’un chemin discret c dans Z2 autour d’un pixel

x /∈ c∗ est le même pour tout chemin fermé c′ qui est n−homotope à c dans Z2 \{x}, pour

n ∈ {4, 8} (une telle propriété était jusqu’à présent admise sans preuve). En effet, nous

définissons tout d’abord un index 2D généralisé, en utilisant le nombre d’intersection,

et les propriétés de ce nombre proviennent des propriétés principales du nombre d’inter-

section. Par exemple, en utilisant cette nouvelle définition, nous serons aussi en mesure

de donner une preuve immédiate du fait que les index Wx,c et Wx′,c, d’un n−chemin c

respectivement autour des pixels x et x′, sont égaux pour peu que les deux pixels x et x′

appartiennent à la même composante n−connexe de c∗. Toutefois, nous ne sommes pas

intéressés ici par la donnée d’un algorithme efficace qui permette de calculer cet index 2D

généralisé. Par contre, nous étudions ici de nouvelles propriétés qui sont des conséquences

directes de cette nouvelle définition.

De plus, la définition de l’index 2D généralisé fournit une nouvelle définition de l’index

qui peut être calculé en utilisant n’importe quel demi n−chemin (Définition 8.6) issu d’un

pixel x au lieu d’une demi-droite partant de ce même pixel x du complémentaire d’un

n−chemin fermé c.

Tout d’abord, introduisons une bijection entre une image bornée sur Z2 et la même image

dessinée sur une surface Σ. Nous utiliserons pour cela les définitions suivantes.

Définition 8.1 (l×h−rectangle) Soit (l, h) ∈ Z2. Une partie R de Z2 est appelée un

l×h−rectangle s’il existe (x, y) ∈ Z2 tel que : R = { (x+ i, y+j)| 1 ≤ i ≤ l et 1 ≤ j ≤ h }
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(voir Figure 8.1(a)). Un l×h−rectangle pourra aussi être appelé simplement un rectangle.

Définition 8.2 (l×h−boite) Soit R un l×h−rectangle. On définit la l×h−boite B de

Z3 associée à R par : B = { (x, y, 0) ∈ Z3| (x, y) ∈ R} (voir Figure 8.1(b)). Une l×h−boite

pourra aussi être appelée simplement une boite.

Définition 8.3 (l×h−surface) Soit R un l×h−rectangle et B la l×h−boite associée à

R. On définit la l×h−surface ΣR associée à R par : ΣR = δ6+(B, B) (voir Figure 8.1(b)).

Une l×h−surface pourra être appelée simplement un rectangle.

Finalement, on peut définir la partie supérieure d’une l×h−surface :

Définition 8.4 (partie supérieure d’une l×h−surface) Soit R un l×h−rectangle et

B la l×h−boite associée à R. De plus, soit ΣR la l×h−surface associée à R. On définit la

partie supérieure de ΣR, notée Up(ΣR), comme l’ensemble des surfels de ΣR de la forme

((x, y, 0), (x, y, 1)) pour tout (x, y) ∈ R. (voir Figure 8.1(c)).

(a) En gris : un

9×8−rectangle dans

Z2.

(b) La 9×8−surface visible d’une

9×8−boite.

(c) En gris : la partie supérieur

d’une 9×8−surface

Fig. 8.1: Illustrations des Définitions 8.1 à 8.4

Dans la suite de ce chapitre, quand aucune autre précision n’est donnée, on considère

(n, n,m, m) = (4, 8, e, v), ou bien (n, n,m, m) = (8, 4, v, e). De plus, R est un l×r−rectangle

de Z2 et ΣR est la l×r−surface associée à R. On notera aussi Z la partie supérieure de

ΣR (i.e. Z = Up(ΣR)) :

Maintenant, on peut définir l’application suivante.

Définition 8.5 (application C) On définit la bijection C entre R et Z par :

C : R −→ Z

(x, y) 7−→ ((x, y, 0), (x, y, 1))
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La remarque suivante est immédiate :

Remarque 8.1 Pour tous pixels x et y du rectangle R :

– R4(x, y) si et seulement si Re(C(x), C(y)).

– R8(x, y) si et seulement si Rv(C(x), C(y)).

Notation 8.1 Pour tout n−chemin π = (yk)k=0,...,p tel que π∗ ⊂ R, on note C(π) le

m−chemin π′ de Z défini par π′ = (C(y0), . . . , C(yp)) (π′ est bien un m−chemin d’après

la Remarque 8.1).

On utilisera aussi la notion suivante de demi-chemin (voir Figure 8.2).

Définition 8.6 (ensemble des demi n−chemins) Un n−chemin π = (yk)k=0,...,p

avec p > 0 est appelé un demi n−chemin dans Z2 issu de y0 et relatif à R si les deux

propriétés suivantes sont satisfaites :

i) y0 ∈ R.

ii) Il existe un entier N (aussi noté N∞(π)) tel que {y0, . . . , yN} ⊂ R et pour tout

k > N on a yk /∈ R.

On note Hx
n(R) l’ensemble des demi n−chemins dans Z2 issus du pixel x et relatifs à R,

et par Hn(R) la réunion des ensembles Hx
n(R) pour x ∈ R.

Soit x0 un surfel de Z. Maintenant, soit z un surfel de Z qui soit e−adjacent à Z. On peut

alors associer à z exactement un de ses (au plus deux) e−voisins, que l’on notera t(z), dans

Z. De plus, on peut aussi associer au surfel t(z) un e−chemin arbitraire dans Z de t(z) à x0

(voir Figure 8.3(a)). Finalement, nous venons de “définir” une application G du bord de R

dans l’ensemble des e−chemins dans Z qui commencent à un surfel donné t(z) e−adjacent

à un surfel z ∈ Z, et qui se terminent en x0. Alors, nous pouvons définir l’application C̃
qui associe à un demi n−chemin π = (y0, . . . , yp) de Hy0

n (R) (voir Figure 8.3(b)) le chemin

π′ dans Σ défini par : π′ = (y0, . . . , yN , t(yN)).G(yN) où N = N∞(π) (voir Figure 8.3(c)).

La proposition suivante est donnée ici sans preuve. En effet, elle est une conséquence

immédiate de la définition de l’index 2D (Section 2.1.2) et de la définition du nombre

d’intersection (Section 6.1).
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c R

(a) Un demi 8−chemin c relatif

au rectangle R

c′ R

(b) Le chemin c′ n’est pas un

demi chemin.

Fig. 8.2: Exemple et contre-exemple de demi-chemins relatifs à un rectangle R .

G(z)
x
0

z

t(z)

(a) Le chemin G(z).

R c

(b) Un 8−chemin c dans Z2 qui sort

d’un rectangle R.

(c) Le chemin C̃(c).

Fig. 8.3: Illustration de la construction d’une application C̃ qui associe un n−chemin

dans R avec un m−chemin dans ΣR.
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Proposition 8.1 Soit c un n−chemin fermé dans R et x un pixel de R \ c∗. De plus,

soit π′ = C̃(∆α
x) pour α ∈ {1, 2, 3, 4}, alors W α

x,c = Iπ′,C(c) (voir Section 2.1.1 pour la

définition de la demi-droite ∆α
x).

La remarque suivante provient de la Proposition 2.5 et du fait que ΣR est de façon évidente

simplement n−connexe pour n ∈ {e, v} (le lecteur ayant besoin d’une preuve de ceci peut

le montrer en utilisant le fait que χn(ΣR) = 2 et la définition d’un disque).

Remarque 8.2 Soit c un n−chemin fermé dans R et x un pixel de R \ c∗. Si π1 et π2

sont deux demi n−chemins de Hx
n(R), alors C̃(π1) et C̃(π2) sont m−homotopes.

Maintenant, nous pouvons aussi établir la proposition suivante qui nous permettra de

justifier la Définition 8.7.

Proposition 8.2 Soit c un n−chemin fermé dans R et x un pixel de R \ c∗. Si π1 et π2

sont deux demi n−chemins de Hx
n(R) alors IeC(π1),C(c) = IeC(π2),C(c).

Preuve : Suivant la Remarque 8.2, on a C̃(π1) 'm C̃(π2) dans Σ. Maintenant, les pro-

priétés P(C̃(π1), C(c)), P(C̃(π2), C(c)), P(C(c), C̃(π1)) et P(C(c), C̃(π2)) sont évidemment

vérifiées de sorte que d’après le Théorème 10 on a IeC(π1),C(c) = IeC(π2),C(c) (voir Figure 8.4).

2

{C(x), C(x0)} C(c) C̃(π1)

(a) IeC(π1),C(c) = ±1

{C(x), C(x0)} C(c) C̃(π2)

(b) IeC(π2),C(c) = ±1

Fig. 8.4: Illustration de la Proposition 8.2

On remarque qu’une demi-droite ∆α
x issue de x (voir Section 2.1.1) appartient à Hn

x(R)

pour n ∈ {4, 8} comme illustré par la Figure 8.5(a). On obtient donc immédiatement que

la définition suivante d’un nouvel index 2D cöıncide avec la définition de la Section 2.1.2

dans le cas particulier où π est une demi droite (voir Figure 8.5).
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Définition 8.7 (index 2D généralisé) Soit c un n−chemin fermé dans Z2 tel que c∗ ⊂
R. On définit l’index 2D généralisé de c autour de x, noté Ωx,c, de la manière suivante :

Ωx,c = IeC(π),C(c) où π est un n−chemin quelconque de Hx
n.

Cet index 2D généralisé est bien défini puisqu’il ne dépend effectivement pas du choix

d’un demi n−chemin π d’après la Proposition 8.2. Ceci permet d’établir le théorème

suivant qui n’est qu’une restriction du Théorème 9 dans le contexte des images à deux

dimensions (voir Figure 8.6).

x ∆1
x

(a) Un 15×17−rectangle R, un pixel x et un

8−chemin c inclus dans R \ {x}. La demi-droite

∆1
x est un demi 4−chemin relatif à R. W 1

x,c = 1.

(b) c′ = C(c) et π′ = C̃(∆1
x).

Iπ′,c′ = 1.

Fig. 8.5: L’index 2D classique et l’index 2D généralisé.

Maintenant, on peut établir le théorème suivant.

Théorème 12 Soit x ∈ Z2 et soient c et c′ deux n−chemins qui sont n−homotopes dans

R \ {x}. Alors, Wx,c = Wx,c′.

Preuve : D’après la Définition 8.7 on a Wx,c = IeC(∆1
x),C(c) et Wx,c′ = IeC(∆1

x),C(c′). Par

définition de l’application C, il est alors immédiat que C(c) 'm C(c′) dans Z{C(x)}.
Alors, puisque P(C̃(∆1

x), C(c)) et P(C̃(∆1
x), C(c′)) sont évidemment vérifiées, et d’après le

Théorème 9, on a IeC(∆1
x),C(c) = IeC(∆1

x),C(c′). 2

On remarque que ce dernier théorème peut être généralisé à toute n−déformation homo-

topique des chemins dans Z2 \ {x} au lieu de R \ {x}.
La proposition suivante a été démontrée par R. Malgouyres dans [Mal94] en utilisant une

preuve moins immédiate en raison de la restriction imposée par l’utilisation d’une demi-
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x ∆1
x

c

(a)

x ∆1
x

c’

(b)

Fig. 8.6: L’index 2D Wx,c est inchangé après une 8−déformation homotopique de c dans

Z2 \ {x}.

droite dans la définition de Wx,c. Maintenant, cette proposition devient une conséquence

directe de la définition de Ωx,c.

Proposition 8.3 ([Mal94]) Soit x un pixel de Z2 et c un n−chemin fermé dans Z2\{x}.
Si x′ est un pixel de c∗ qui est n−connecté à x dans c∗ alors Ωx,c = Ωx′,c.

Schéma de preuve (différente de celle donnée dans [Mal94]) : Soit R un rectangle

de Z2 tel que c∗ ∪ {x, x′} ⊂ R mais aussi tel que x et x′ sont n−connectés dans R \ c∗.

On a Ωx,c = IeC(π),C(c) où π est un demi n−chemin issu de x et relatif à R. Alors, soit γ

un n−chemin de x′ à x dans R \ c∗. Puisque x /∈ c∗ et γ∗ ∩ c∗ = ∅, il est alors immédiat

d’après la définition du nombre d’intersection que IeC(π),C(c) = IeC(γ.π),C(c). Maintenant, le

n−chemin γ.π est un demi n−chemin issu x′ et relatif à R de sorte que IeC(γ.π),C(c) = Ωx′,c.

Finalement, Ωx′,c = Ωx,c. 2

Dans la Figure 8.7(a) nous avons représenté un 4−chemin fermé c dans un rectangle R

et un demi 8−chemin π issu d’un pixel x (pixel foncé marqué d’une croix) qui permet

de calculer l’index 2D généralisé de c autour de x. D’après la Définition 8.7, on utilise

les chemins correspondants qui sont représentés dans la Figure 8.7(b). Alors les deux

propriétés suivantes sont vérifiées :

– Les deux pixels x et x′ sont 8−connectés dans R par un 8−chemin γ qui ne rencontre

pas c.

– Les deux pixels foncés C̃(x) et C̃(x′) sont connectés dans Up(ΣR) par un v−chemin
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C̃(γ) qui ne rencontre pas C̃(c).

Alors, le chemin γ.π est un demi 8−chemin issu de x′ et relatif à R, et il est clair que

IeC(γ.π),eC(c) = IeC(π),eC(c).

{x, x′} c π∗ ∩R

(a)

{C(x), C(x′)} C(c) C̃(π)

(b)

Fig. 8.7: L’index 2D généralisé du 8−chemin fermé c (Figure (a)) est le même autour

de chacun des deux pixels gris foncé.



Chapitre 9

Nouvelle caractérisation de la

préservation de topologie

9.1 Un nouveau théorème sur la sous-homotopie dans

les surfaces

Dans le Chapitre 5 nous avons donné la définition de l’homotopie entre parties d’une

surface discrète Σ. Dans cette section, nous nous intéressons à la caractérisation de l’ho-

motopie qui utilise le groupe fondamental discret (voir Sections 2.3 et 5.3). En utilisant

le nombre d’intersection défini dans le Chapitre 6, nous établissons une nouvelle ca-

ractérisation de la sous-homotopie dans les surfaces discrètes.

Le but de cette section est de montrer que la condition “i∗ est un isomorphisme” du

Théorème 8 est suffisante pour affirmer que chaque composante n−connexe de Y contient

un surfel de X, excepté dans le cas très particulier où X est la surface Σ toute entière qui

est une sphère topologique (voir Définition 5.9), et Y est un disque obtenu par suppression

dans X d’un disque topologique (Définition 5.8). En d’autres termes, sauf de la cas

précédemment évoqué, la Condition 2 du Théorème 8 est en fait une conséquence de la

Condition 1 du Théorème 8. Ceci revient à démontrer le théorème suivant :

Théorème 13 Soit Y ⊂ X ⊂ Σ deux parties n−connexes telles que X 6= Σ ou Σ n’est

pas une sphère ou X \ Y n’est pas un disque topologique, ou bien Y n’est pas un disque

topologique, alors :

Y est sous n−homotope à X si est seulement si le morphisme i∗ : Πn
1 (Y, B) −→ Πn

1 (X, B)
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induit par l’application d’inclusion i : Y −→ X est un isomorphisme pour tout surfel de

base B ∈ Y .

Afin de montrer ce théorème, on suppose qu’un certain couple d’ensembles (X, Y ) vérifie

la Condition 1 du Théorème 8, mais ne vérifie pas la Condition 2 du Théorème 8. En

d’autres termes, on suppose que i∗ est un isomorphisme pour tout point base B ∈ Y et

on suppose aussi l’existence d’une composante n−connexe de Y qui ne contienne aucun

surfel de X. Nommément, on suppose l’existence d’une composante n−connexe de Y ,

notée A, telle que A ⊂ X. Dans une première étape, on montrera que cette composante

n−connexe A est nécessairement un disque topologique. Dans une seconde étape, on

montrera que l’ensemble X \ A est lui aussi un disque topologique, en fait égal à Y , et

on conclura que X = Σ et que X est une sphère topologique.

Dans la suite de cette section, Y ⊂ X sont deux parties n−connexes d’un surface discrète

Σ, et on suppose que pour tout surfel B ∈ Y , le morphisme de groupes i∗ entre Πn
1 (Y, B) et

Πn
1 (X,B) induit par l’application d’inclusion de Y dans X, est un isomorphisme, comme

dans le Théorème 8.

Dans les preuves qui suivent, nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 9.1 Soient Y ⊂ X deux parties n−connexes de Σ et B un surfel de Y . Alors,

les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Le morphisme i∗ : Πn
1 (Y, B) −→ Πn

1 (X,B) induit par l’inclusion de Y dans X est

un isomorphisme.

ii) Pour tout surfel B′ de Y , le morphisme i′∗ : Πn
1 (Y, B′) −→ Πn

1 (X, B′) induit par

l’inclusion de Y dans X est un isomorphisme.

Preuve : Nous devons simplement montrer que la propriété i) implique la propriété

ii). Supposons que i∗ : Πn
1 (Y, B) −→ Πn

1 (X,B) soit un isomorphisme de groupes et soit

B′ un surfel quelconque de Y . Alors, soit i′∗ le morphisme de groupes de Πn
1 (Y, B′) dans

Πn
1 (X,B′) induit par l’inclusion de Y dans X. Maintenant, d’après la Proposition 2.10, soit

iY et iX les deux isomorphismes canoniques respectivement de Πn
1 (Y,B) dans Πn

1 (Y, B′)

et de Πn
1 (X,B) dans Πn

1 (X, B′). Clairement, on a i′∗ = iX ◦ i∗ ◦ i−1
Y de sorte que i′∗ est un

isomorphisme. 2
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9.2 Première étape de la preuve

Dans cette section, A est une composante n−connexe de Y qui ne contient aucun surfel de

X (i.e. A ⊂ X) et B est un surfel de Y (B est le surfel de base des groupes fondamentaux

qui sont considérés dans cette section).

Lemme 9.2 Il existe un surfel x0 ∈ A tel que le morphisme :

i′′∗ : Πn
1 (Y ∪ (A \ {x0}), B) −→ Πn

1 (X, B)

induit par l’application d’inclusion i′′ : Y ∪ (A \ {x0}) −→ X est un isomorphisme et Y

est sous n−homotope à Y ∪ (A \ {x0}).

Corollaire 9.3 L’ensemble {x0} est sous n−homotope à A, de telle sorte que A est un

disque topologique pour la relation de n−adjacence.

Avant de démontrer le Lemme 9.2, nous devons prouver deux résultats préliminaires.

Lemme 9.4 Soit x0 un surfel de A. Si A contient au moins deux surfels, alors il existe

un surfel x 6= x0 dans A qui est n−adjacent à Y et qui est n−simple pour Y ∪ {x}.

Corollaire 9.5 Soit x0 un surfel de A. Si A contient au moins deux surfels, alors il

existe un surfel x 6= x0 dans A qui est n−adjacent à Y et qui est n−simple pour A.

Preuve : D’après le Lemme 9.4, il existe un surfel x 6= x0 dans A qui est n−adjacent à Y

et n−simple pour Y ∪{x}. Alors, x n’est ni n−isolé dans Y ∪{x} ni n−intérieur à Y ∪{x}
(puisque A ⊂ Y est n−connexe et x 6= x0). Donc, suivant la Remarque 5.1 et puisque x est

n−simple pour Y ∪ {x} on a Card(Cx
n[Gn(x, Y ∪ {x})]) = Card(Cx

n[Gn(x, Y ∪ {x})]) = 1.

Maintenant, comme x ∈ A ne peut être n−adjacent à une autre composantes n−connexe

de Y autre que A, on obtient que Cx
n[Gn(x, Y ∪ {x})] = Cx

n[Gn(x,A)]. Alors, puisque x

est n−adjacent à Y , il n’est pas n−intérieur à A, donc x est n−simple pour A. 2

Preuve du Lemme 9.4 : Soit x un surfel de A ⊂ Y qui soit n−adjacent à Y et dont

la distance à x0 est maximale parmi tous les surfels de A qui sont n−adjacents à Y . La

distance utilisée ici étant la longueur d’un plus court n−chemin dans A entre deux de

ses surfels. Montrons que le surfel x est n−simple pour Y ∪ {x}. On a Gn(x, Y ∪ {x}) =

Gn(x, Y ) et Gn(x, Y \ {x}) = Gn(x, Y ). Supposons que ce surfel x ne soit pas n−simple

pour Y ∪ {x}. Puisque x n’est ni n−isolé ni n−intérieur à Y ∪ {x}, ceci entrâıne que
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Card(Cx
n(Gn(x, Y ))) = Card(Cx

n(Gn(x, Y ))) ≥ 2 (Remarque 5.1). Soient a et b deux

surfels n−adjacents à x choisis respectivement dans deux composantes nx−connexes dis-

tinctes de Gn(x, Y ) qui sont n−adjacentes à x.

Notons π0 le n−chemin (b, x, a). Puisque a et b sont n−adjacents à x et n’appartiennent

pas à la même composante nx−connexe de Nv(x)∩ Y , alors a n’est pas nx−adjacent à b.

D’après la Remarque 6.3, on en déduit qu’aucun des ensembles Leftπ0
(1) et Rightπ0

(1)

n’est vide et que chacun de ces deux ensembles contient un surfel qui est n−adjacent à x.

De plus, si on suppose que tous les surfels de Leftπ0
(1) ou Rightπ0

(1) qui sont n−adjacents

à x appartiennent à Y , il est immédiat que les deux surfels a et b sont nx−connectés dans

Nv(x)∩Y . Alors, il doit exister deux surfels s1 et s2 qui sont n−adjacents à x et tels que

s1 ∈ Rightπ0
(1) ∩ A et s2 ∈ Leftπ0

(1) ∩ A. En outre, on peut supposer que s1 et s2 sont

n−adjacents à Y . Puisque l’ensemble Y est n−connexe, il existe un n−chemin β1 de a à

B dans Y et un n−chemin β2 de B à b dans Y .

Maintenant, un n−chemin α1 = (s1, . . . , x0) dans A \ {x} de s1 au surfel x0 doit exister

puisque la n−distance entre x et x0 est maximale parmi tous les surfels de A qui sont

n−adjacents à Y . En effet, dans le cas contraire, soit c un plus court n−chemin de

longueur l entre x et x0 dans A. Si s1 n’est pas n−connecté à x0 dans A \ {x} et puisque

s1 est n−adjacent à x, alors s1 se trouve à distance l + 1 de x0 dans A. Ceci contredit le

fait que x se trouve à distance maximale l de x0 par rapport à tous les surfels de A qui

sont n−adjacents à Y . De façon similaire, il doit exister un n−chemin α2 = (s2, . . . , x0)

de s2 à x0 dans A \ {x}.
Soit α le n−chemin fermé α = (x).α1.α

−1
2 .(x) dans A. Remarquons que, par construction

même des chemins α1 et α2, on a x /∈ α∗1 et x /∈ α∗2. On peut aussi construire un n−chemin

fermé β = (B).β2.π0.β1.(B) de B à B dans Y ∪ {x} avec π0 = (b, x, a) et x /∈ β∗1 ∪ β∗2

puisque β1 et β2 sont des n−chemins dans Y . On en déduit que les deux chemins α

et β se croisent une seule fois en x, et comme s1 ∈ Rightπ0
(1) et s2 ∈ Leftπ0

(1), on a

Iα,β = −Iβ,α = 1.

Maintenant, le morphisme i∗ de Πn
1 (Y, B) à Πn

1 (X,B) induit par l’inclusion de Y dans X

est un isomorphisme. En particulier, i∗ est surjectif, donc pour toute classe d’équivalence

[c′]Πn
1 (X,B), il existe un n−chemin fermé c ∈ AB

n (Y ) qui est n−homotope à c′ dans X et tel

que i∗([c]Πn
1 (Y,B)) = [c′]Πn

1 (X,B). Dans notre cas, il existe un n−chemin γ ∈ AB
n (Y ) qui est

n−homotope au n−chemin β dans X et i∗([γ]Πn
1 (Y,B)) = [β]Πn

1 (X,B). Si γ est n−homotope
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à β dans X, et d’après le Théorème 9, on déduit que Iα,β = Iα,γ = 1. Mais comme α

est un n−chemin dans A ⊂ Y et γ est un n−chemin dans Y , on a γ∗ ∩ α∗ = ∅ et donc

Iα,γ = 0, ce qui est une contradiction. Finalement, le surfel x doit être n−simple pour

Y ∪ {x}. 2

Remarque 9.1 Si x est un surfel n−simple pour Y ∪{x}, puisque x est n−simple dans

A, alors l’ensemble A \ {x} est n−connexe.

Preuve du Lemme 9.2 : Par induction du Lemme 9.4 (et en utilisant le Lemme 5.1) on

montre qu’il existe une séquence de surfels (s0, . . . , sl) telle que pour tout i ∈ {0, . . . , l},
le surfel si ∈ A est n−simple pour Y ∪ {s0, . . . , si} et A \ {s0, . . . , sl} = {x0}. Ainsi, Y

est sous n−homotope à Y ∪ (A \ {x0}). D’après le Lemme 5.1, le morphisme ii∗ : Πn
1 (Y ∪

{s0, . . . , si−1}, B) −→ Πn
1 (Y ∪ {s0, . . . , si}, B) induit par l’inclusion de Y ∪ {s0, . . . , si−1}

dans Y ∪ {s0, . . . , si} est un isomorphisme de groupes. D’autre part, le morphisme i′∗ :

Πn
1 (Y,B) −→ Πn

1 (Y ∪ {si|i = 0, . . . , l} = Y ∪ (A \ {x0}), B) induit par l’application

d’inclusion i′ : Y −→ Y ∪ (A \ {x0}) est tel que i′∗ = il∗ ◦ . . . ◦ i0∗. Alors, le morphisme

i′∗ est aussi un isomorphisme. De plus, puisque i∗ est un isomorphisme, on en déduit que

i′′∗ = i∗ ◦ i′∗
−1 est un isomorphisme de Πn

1 (Y ∪ (A \ {x0}), B) dans Πn
1 (X, B). 2

9.3 Deuxième étape de la preuve

Dans la Section 9.2 nous avons montré que Y est sous n−homotope à Y ∪ (A \ {x0})
où x0 est un surfel isolé de Y ∪ (A \ {x0}). Dans cette section, nous établissons le fait

que, à la condition que le n−chemin de surfels entourant {x0} dans Y ∪ (A \ {x0}) soit

n−réductible dans Y ∪ (A \ {x0}), alors Y ∪ (A \ {x0}) est un disque topologique.

9.3.1 Bord d’edgels d’une composante connexe X ⊂ Σ

Tout d’abord, nous devons définir explicitement ce que l’on appellera un “bord” d’un

ensemble connexe de surfels. Soit X une composante n−connexe d’une surface Σ.

Définition 9.1 (edgel de bord) On appelle edgel de bord de X un couple (x, y) de

surfels de Σ tel que x ∈ X et y ∈ X. On note B(X) l’ensemble des edgels de bords de X.
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Définition 9.2 (relation de s−adjacence) On dit que deux edgels de bord (x, y) et

(x′, y′) de B(X) sont s−adjacents si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

– x, y, x′ et y′ appartiennent à un même loop L de Σ.

– x 6= x′ ou bien y 6= y′.

– x est e−connecté à x′ dans L∩X si n = e, et y est e−connecté à y′ dans L∩X si

n = v.

On définit la relation de s−connexité entre edgels de bord comme la fermeture transi-

tive de cette relation d’adjacence. La définition d’un s−chemin d’egels de bord est aussi

immédiate. Remarquons que toute composante s−connexe d’edgels de bord de X est une

s−courbe fermée simple (en effet, chaque edgel de bord a exactement deux s−voisins, un

par loop qui contient cet edgel) qui est appelé un bord de X, alors qu’une paramétrisation

d’une telle courbe fermée simple est appelé un bord paramétré de X.

Définition 9.3 (n−chemin cn(s)) Soit s = (s0, . . . , sl) un bord paramétré de bord de

X tel que si = (xi, yi) pour i ∈ {0, . . . , l}. On définit le n−chemin (de surfels) associé à

s noté cn(s) dans les deux cas suivants :

– Si n = e et pour i ∈ {0, . . . , l − 1}, on appelle ci le plus court e−chemin reliant xi

à xi+1 dans X ∩L, où L est l’unique loop contenant {xi, xi+1, yi, yi+1} (chemin qui

existe par définition de la relation de s−adjacence entre si et si+1). Alors, ce(s) =

c0 ∗ . . . ∗ cl−1.

– Si n = v et pour i ∈ {0, . . . , l− 1}, alors xi est v−adjacent à xi+1. On définit alors

cv(s) = (x0, . . . , xl).

Remarque 9.2 Pour tout s−chemin d’edgels de bord s = (s0 = (x0, y0), . . . , sl = (xl, yl))

de X et pour n ∈ {e, v}, tous les surfels de cn(s) sont n−adjacents à X.

9.3.2 Groupe libre

Dans la suite, nous utiliserons la notion de groupe libre (non-Abelien) à m générateurs.

Soit A = {a1, . . . , am} ∪ {a−1
1 , . . . , a−1

m } un alphabet avec 2m symboles, et soit Wm l’en-

semble de tous les mots sur cet alphabet (i.e. ensemble de séquences de lettres sur cet
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alphabet). On dit que deux mots w ∈ Wm et w′ ∈ Wm sont identiques à une simplification

élémentaire près si l’un des deux mots peut être obtenu en insérant ou en supprimant

dans l’autre une séquence de la forme a−1
i ai ou encore une séquence de la forme aia

−1
i

avec i ∈ {1, . . . ,m}. Maintenant, deux mots w ∈ Wm et w′ ∈ Wm sont dits librement

équivalents s’il existe une suite finie w = w1, . . . , wk = w′ de mots de Wm telle que

pour i = 2, . . . , k les mots wi−1 et wi sont identiques à une simplification élémentaire

près. Ceci définit une relation d’équivalence sur Wm et on note Fm l’ensemble des classes

d’équivalences de cette relation. De plus, si w est un mot de Wm, on note w la classe

d’équivalence du mot w. La concaténation des mots définit une opération interne sur Fm

qui fournit à Fm une structure de groupe (on définit w1 w2 = w1w2). Le groupe ainsi

défini est appelé le groupe libre à m générateurs sur A. Classiquement, on note w1w2 le

mot obtenu par concaténation des mots w1 et w2.

On note aussi 1m l’élément neutre de Fm qui est égal à ε où ε est le mot vide. Le seul

résultat que l’on admet ici sur le groupe libre est le résultat classique qui stipule que si

un mot w ∈ Lm est tel que w = 1m et si w n’est pas le mot vide, alors il existe dans w

deux lettres consécutives aia
−1
i ou bien a−1

i ai pour i ∈ {1, . . . ,m}. Cette remarque fournit

immédiatement un algorithme pour décider si un mot w ∈ Wm est tel que w = 1m, en

effectuant la suite de simplifications élémentaires.

9.3.3 Élément du groupe libre associé à un n−chemin

Dans la suite, X = {x1, . . . , xl} est une partie n−connexe de Σ de cardinal l > 1.

Notation 9.1 Si x est un surfel de X, on note o(x) le nombre d’éléments de Cx
n[Gn(x,X)],

ensemble des composantes nx−connexes de Nv(x) ∩ X qui sont n−adjacentes à x. On

remarque que o(xi) est au plus égal à 4 . Alors, on peut attribuer un numéro t dans

{1, . . . , o(xi)} à chaque élément de Cxi
n [Gn(xi, X)] de sorte que cela donne un sens à

l’expression “tieme composante de Cxi
n [Gn(xi, X)]”.

Définition 9.4 (Alphabet AX) On définit l’alphabet AX de la manière suivante :

AX = {x1,1, . . . , x1,o(x1), x2,1, . . . , x2,o(x2), . . . . . . , xl,1, . . . , xl,o(xl)}
∪ {x−1

1,1, . . . , x
−1
1,o(x1), x

−1
2,1, . . . , x

−1
2,o(x2), . . . . . . , x

−1
l,1 , . . . , x−1

l,o(xl)
}

Où les symboles {xi,1, . . . , xi,o(i)} sont associés au surfel xi, et le symbole xi,j est associé

au jiieme élément de Cxi
n [Gn(xi, X)].
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Définition 9.5 (mot associé à un chemin) Si π = (y0, y1) est un n−chemin dans X

de longueur 1 et tel que y0 = xa et y1 = xb pour {a, b} ⊂ {0, . . . , l}. On associe à π un

mot wn(π,X) de l’alphabet AX défini par wn(π, X) = xa,tx
−1
b,u où t et u sont tels que xb

appartient à la t
ieme

composante de Cxa
n [Gn(xa, X)] et xa appartient à la u

ieme
composante

de Cxb
n [Gn(xb, X)].

Si π = (yk)k=0,...,p est un n−chemin de longueur q > 1 dans X, on définit le mot wn(π,X)

de la manière suivante :

wn(π, X) = wn((y0, y1), X)wn((y1, y2), X)wn((y2, y3), X) . . . wn((yp−1, yp), X)

Et on définit wn(π, X) comme le mot vide si π est de longueur 0 ou si π est un chemin

trivial (i.e. fermé de longueur 1).

Définition 9.6 (élément du groupe libre associé à un chemin) Si π est un

n−chemin dans X et AX possède 2m éléments. On définit l’élément νn(π, X) du groupe

libre à m générateurs sur AX par : νn(π, X) = wn(π,X).

Remarque 9.3 Si π1 et π2 sont deux n−chemins dans X tels que le dernier surfel de

π1 est égal au premier surfel de π2. Alors, wn(π1.π2, X) = wn(π1, X)wn(π2, X)

Remarque 9.4 Si π est un n−chemin dans X, alors, par construction, wn(π,X) ne peut

contenir de séquence xi,tx
−1
i,t pour i ∈ {0, . . . , l} et t ∈ {1, . . . , o(xi)}.

Proposition 9.6 Soit X une partie n−connexe de Σ composée d’au moins deux surfels.

Soient π et π′ deux n−chemins dans X. Si π 'n π′ alors ν(π,X) = ν(π′, X).

La preuve de la Proposition 9.6 repose sur les trois lemmes suivants.

Lemme 9.7 Si π est un n−demi-tour dans X, alors νn(π, X) = 12m.

Preuve : Soit π = (y0, y1, y0) un n−demi-tour dans X tel que y0 = xa et y1 = xb. D’après

la Définition 9.6, wn(π, X) = xa,ux
−1
b,t xb,tx

−1
a,u si y1 appartient à la tieme composante de

Cy0
n [Gn(y0, X)] ; et y0 appartient à la uieme composante de Cy1

n [Gn(y1, X)]. Finalement, il

est immédiat que wn(π,X) = 12m. 2

Lemme 9.8 Si π est un triplet de X, alors νv(π, X) = 12m.
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Preuve : Soit π = (y0, y1, y2, y0) un triplet dans X. Alors, on peut supposer sans perte de

généralité (à une renumérotation près des surfels de X) que y0 = x0, y1 = x1 et y2 = x2.

Comme y0, y1 et y0 appartiennent à un même loop, les surfels y1 et y2 sont dans la même

composante de Cy0
v [Gv(y0, X)] (disons la première, toujours sans perte de généralité) ;

les deux surfels y0 et y2 appartiennent à la même (disons la seconde) composante de

Cy1
v [Gv(y1, X)] ; et les deux surfels y0 et y1 appartiennent à la même (disons la troisième)

composante de Cy2
v [Gv(y2, X)]. Ainsi, wv((y0, y1), X) = x0,1x

−1
1,2, wv((y1, y2), X) = x1,2x

−1
2,3,

et wv((y2, y0), X) = x2,3x
−1
0,1 de sorte que w(π, X) = x0,1x

−1
1,2x1,2x

−1
2,3x2,3x

−1
0,1. Alors,

w(π, X) = x0,1x
−1
1,2x1,2x

−1
2,3x2,3x

−1
0,1 = x0,1x

−1
2,3x2,3x

−1
1,0 = x1,0x

−1
1,0 = 12m. 2

Lemme 9.9 Si π est un e−loop dans X, alors νe(π, X) = 12m.

Preuve : Soit π = (y0, . . . , yp) un e−loop dans X. Tout d’abord, on remarque que p > 2

et on peut supposer que yi = xi pour tout i ∈ {0, . . . , p}. Alors, d’après la Définition 9.5

on a wv(π, X) = wv((x0, x1), X)wv((x1, x2), X) . . . wv((xp−1, xp), X).

De plus, pour tout k ∈ {1, . . . , p− 1}, notons σ(k) le numéro associé à la composante de

Cxk
v [Gv(xk, X)] qui contient le surfel xk−1. Alors, par définition d’un e−loop dans X, il est

immédiat que σ(k) est aussi le numéro de la composante de Cxk
v [Gv(xk, X)] qui contient

le surfel xk+1 (en effet, xk−1 et xk+1 sont tous deux e−connectés dans π∗ ⊂ Nv(xk)∩X).

D’autre part, il est aussi évident que x1 et xp−1 appartiennent tous les deux à la même

composante de Cx0
v [Gv(x0, X)], disons la première. On obtient que :

wv(π, X) = x0,1x
−1
1,σ(1)x1,σ(1)x

−1
2,σ(2)x2,σ(2)x

−1
3,σ(2) · · · x−1

p−1,σ(p−1)xp−1,σ(p−1)x
−1
0,1

Finalement : wv(π, X) = x0,1x
−1
0,1 = 12m. 2

Preuve de la Proposition 9.6 :

D’après la Proposition 6.24 et la Proposition 6.17, il est suffisant de montrer cette pro-

position dans le cas où π et π′ sont identiques à une T −déformation élémentaire près

quand n = v, et sont identiques à une S−déformation élémentaire près quand n = e.

Si n = e on suppose que π = π1.(s).π2 et π′ = π1.γ.π2 où γ est un e−demi-tour ou bien un

e−loop dans X. Alors, suivant la Remarque 9.3 on a νe(π, X) = we(π1, X)we(π2, X) et

νe(π
′, X) = we(π1, X)we(γ,X)we(π2). Maintenant, d’après le Lemme 9.7 et le Lemme 9.9,

on a we(γ,X) = 12m et on obtient que we(π1, X)we(γ, X)we(π2, X) = we(π1, X)we(π2, X).

Finalement, νe(π,X) = νe(π
′, X).
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Si n = v on suppose que π = π1.(s).π2 et π′ = π1.γ.π2 où γ est un v−demi-tour ou un

triplet dans X. Alors, suivant la Remarque 9.3 on a νv(π,X) = wv(π1, X)wv(π2, X)

et νv(π
′, X) = wv(π1, X)wv(γ,X)wv(π2, X). Maintenant, d’après le Lemme 9.7 et le

Lemme 9.8, on a wn(γ, X) = 12m et on obtient alors que wv(π1, X)wv(γ, X)wv(π2, X) =

wv(π1, X)wv(π2, X). Finalement, νv(π,X) = νv(π
′, X). 2

9.3.4 Lemmes importants

Le résultat principal de cette section se trouve dans la proposition suivante :

Proposition 9.10 Soit Y une partie n−connexe de Σ et x0 un surfel n−isolé de Y (i.e.

x0 n’a aucun n−voisin dans Y ). Soit s le bord paramétré ((a, x0), (b, x0), (c, x0), (d, x0)) où

a, b, c et d sont les quatre e−voisins ainsi nommés de x0 dans Y . Si cn(s) est n−homotope

à un chemin trivial dans Y , alors Y est un disque topologique.

Dans la suite de cette section, Y est une partie n−connexe de Σ et s est un bord paramétré

de Y (i.e. s est une paramétrisation d’une s−courbe d’edgels de bord de Y ). Afin de

montrer la Proposition 9.10, nous devons tout d’abord établir les lemmes suivants.

Lemme 9.11 Si le n−chemin cn(s) est n−homotope dans Y à un chemin trivial, et

(cn(s))∗ contient plus d’un surfel alors cn(s) contient un surfel qui est n−simple pour Y .

Pour montrer le Lemme 9.11, nous utilisons le Lemme 9.12 .

Lemme 9.12 Si wn(cn(s), X) contient une séquence x−1
i,k xi,k pour un entier i ∈ {1, . . . , l}

et un entier k dans {1, . . . , o(xj)} alors le surfel ck de cn(s) tel que xi = ck est n−simple

pour X.

Preuve : Si on trouve la séquence x−1
j,b xj,b dans wn(cn(s), X), alors plus précisemment

et selon la Définition 9.5, on trouve la séquence xk,ux
−1
j,b xj,bxk′,t pour deux entiers k et k′

dans {1, . . . , l}, u dans {1, . . . , o(xk)} et t dans {1, . . . , o(xk′)}. Cela signifie qu’il existe

dans cn(s) un sous séquence (cp, . . . , cp+q) telle que :

– wn((cp, . . . , cp+q), X) = wn((cp, cp+1), X) . . . wn((cp+q−1, cp+q), X) = x−1
j,b xj,b.

– cp = xk appartient à la bieme composante de Cxj
n [Gn(xj, X)], et xj appartient à la

uieme composante de Cxk
n [Gn(xk, X)].
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– cp+q = xk′ appartient à la bieme composante de Cxj
n [Gn(xj, X)], et xj appartient à la

tieme composante de Cxk′
n [Gn(xk′ , X)].

– ck = xj pour tout k ∈ {p + 1, . . . , p + q}

En d’autres termes, le bord paramétré passe d’une composante nxi
−connexe de Gn(xi, X)

à xi puis passe de xi à la même composante nxi
−connexe de Gn(xi, X). Il est alors

immediat que Gn(xi, X) possède une unique composante nxi
−connexe (voir Figure 9.1)

n−adjacente à xi qui est lui même n−adjacent à un surfel de X (Remarque 9.2). Alors,

xi est n−simple pour X. 2

s

?

?

?

X

x

?
X ou X

Fig. 9.1: Si les deux surfels gris appartiennent à la même composante vx−connexe de

Gv(x,X) il est clair que Card(Cx
v [Gv(x,X)]) = 1 et Card(Cx

e [Ge(x, X)]) = 1.

Preuve du Lemme 9.11 : Puisque cn(s) est fermé et de longueur supérieure à 1 on en

déduit que wn(cn(s), X) est un mot sur AX de longueur (nombre de symboles) supérieure

ou égale à 4 (voir Définition 9.5). Maintenant, puisque cn(s) est n−homotope à un chemin

trivial dans Y , d’après la Proposition 9.6 et la Définition 9.5 pour un mot associé à un

chemin trivial, on a wn(cn(s), X) = 12m. Donc, wn(cn(s), X), étant de longueur supérieure

à 1, doit nécessairement contenir une séquence x−1
j,b xj,b associée au surfel xj et à la bieme

composante nxj
−connexe de Gn(xj, X) n−adjacente à xj. En effet, par définition du mot

wn(cn(s), X), ce mot ne peut pas contenir de séquence de la forme xj,bx
−1
j,b pour tout

j ∈ {0, . . . , l}. Mais, d’après le Lemme 9.11, ceci implique que cn(s) contient un surfel

qui est n−simple pour X. 2

Définition 9.7 (edgels de bord associés à un élément de Cx
n[Gn(x,X)]) Soit x un

surfel n−simple de Z ⊂ Σ, et soient C et D les seules composantes connexes respectives

de Cx
n[Gn(x, Z)] et Cx

n[Gn(x, Z)] (voir Definition 5.3 et Remarque 5.1). Les deux edgels de
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la forme (a, b) et (a′, b′), où {a, a′} ⊂ C et {b, b′} ⊂ D, sont appelés les deux edgels de

bord associés à la composante C (voir Figure 9.2).

: Nv(x) ∩X : x

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

� � � � �
� � � � �
� � � � �

(a) Pour (n, n) = (e, v)

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

� � � � �
� � � � �
� � � � �

(b) (n, n) = (e, v) ou (v, e)

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

� � � � �
� � � � �
� � � � �

(c) (n, n) = (v, e)

Fig. 9.2: Edgels de bord associés à une composante nx−connexe de Gn(x,X).

Lemme 9.13 Soit x un surfel de cn(s) qui est n−simple pour Y . Soient f et f ′ les deux

edgels de bord associés à l’unique composante connexe N0 de Gn(x, Y ). Enfin, soit s′ le

bord paramétré de Y \ {x} qui contient les deux edgels f et f ′ et tel que cn(s′) est un

chemin de x′ à x′ où x′ 6= x. Alors, le chemin de surfel cn(s′) est n−réductible dans

Y \ {x}.

Schéma de preuve : Tout d’abord, cn(s)∗ contient nécessairement plus d’un surfel

puisque x est simple. Alors il est possible de trouver un chemin d’edgels s2 tel que cn(s)

et cn(s2) soient équivalents à un changement de paramètre près mais tel que l’origine de

cn(s2) soit différente de x. D’après le Lemme 2.6, cn(s2) est n−réductible lui aussi.

Maintenant, soit s′ le s−chemin obtenu en supprimant dans s2 les edgels situés entre f et

f ′ et qui contiennent x (de tels edgels peuvent ne pas exister comme c’est le cas dans la

Figure 9.2(a)) et en remplaçant éventuellement ces edgels par des edgels de la forme (x, q)

où q appartient à N0. Si f = (b, d) et f ′ = (b′, d′) alors soit γ le sous-chemin de cn(s2)

reliant b à b′ associé au s−chemin reliant f à f ′ dans s2, et soit γ′ le sous-chemin de cn(s′)

reliant b à b′ associé au s−chemin reliant f à f ′ dans s′. Alors ces deux chemins ont les

mêmes extrémités et sont inclus dans C ∪ {x} où C est la seule composante nx−connexe

de Cx
n[Gn(x, Y )]. Alors, il est évident que γ est n−homotope à γ′ dans Y , de sorte que les

chemins cn(s2) et cn(s′) sont n−homotopes eux aussi. Finalement, cn(s2) est réductible

dans Y . 2
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Preuve de la Proposition 9.10 : On montre l’existence d’une séquence d’effacement

de surfels n−simples qui mène à {y} à partir de Y où y est un surfel de Y .

Soit s0 = ((a, x0), (b, x0), (c, x0), (d, x0)) le bord paramétré de la Proposition 9.10 et posons

Y 0 = Y . Maintenant, si m ≥ 0 et si sm est un bord paramétré de l’ensemble Y m ayant au

moins 2 surfels, tel que cn(sm) soit n−réductible dans Y m, alors, le Lemme 9.11 montre

que cn(sm) contient un surfel n−simple pour Y m que l’on note ym. Soit Nm
0 la composante

connexe de Gn(ym, Y m) n−adjacente à ym et soient f et f ′ les deux edgels de bord associés

à Nm
0 . De plus, soient Y m+1 = Y m\{ym} et sm+1 le bord paramétré de Y m+1 qui contient

les deux edgels de bord f et f ′ comme défini dans le Lemme 9.13 ; et soit enfin bm+1 le

surfel de base de cn(sm+1) (différent de ym suivant le Lemme 9.13).

D’après le Lemme 9.13, le chemin cn(sm) est n−homotope à cn(sm+1) dans Y m et cn(sm+1)

est n−réductible dans Y m.

Maintenant, soit im∗ : Πn
1 (Y m+1, bm+1) −→ Πn

1 (Y m, bm+1) le morphisme induit par l’inclu-

sion de Y m+1 dans Y m. Puisque ym est n−simple pour Y , le Lemme 5.1 entrâıne que le

morphisme im∗ est un morphisme de groupes, en particulier im∗ est injectif.

Alors, im∗ ([cn(sm+1)]Πn
1 (Y m+1,bm+1)) = [cn(sm+1)]Πn

1 (Y m,bm+1) mais comme le chemin cn(sm+1)

est n−réductible dans Y m, on obtient que im∗ ([cn(sm+1)]Πn
1 (Y m+1,bm+1)) = [1]Πn

1 (Y m,bm+1).

D’autre part, on a im∗ ([1]Πn
1 (Y m+1,bm+1)) = [1]Πn

1 (Y m,bm+1). Puisque im∗ est injectif, alors

[1]Πn
1 (Y m+1,bm+1) = [cn(sm+1)]Πn

1 (Y m+1,bm+1). En d’autres termes, le n−chemin cn(sm+1) est

réductible dans Y m+1, donc Y m+1 et sm+1 vérifient toujours les conditions du Lemme 9.11.

Par induction sur l’entier m on montre alors que tant que l’ensemble Y m possède plus de

deux surfels, on peut trouver un surfel ym ∈ Y m qui est n−simple pour Y m et donc un

ensemble Y m+1 = Y m \ {ym} qui est sous n−homotope à Y m et inclus strictement dans

Y m. Finalement, il doit exister un entier k tel que Y k soit réduit à un unique surfel {y}.
Il est alors évident, par construction, que Y k = {y} est sous n−homotope à Y 0 = Y , de

sorte que Y est un disque topologique. 2

9.4 Preuve du Théorème 13

Preuve du Théorème 13 : Nous utilisons le Théorème 8 et montrons que la Condition

2 est une conséquence de la Condition 1 excepté dans un cas très particulier. Aussi, on

suppose que la Condition 1 du Théorème 8 est vérifiée et qu’il existe une composante
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n−connexe A de Y qui est incluse dans X (i.e. A ne contient aucun surfel de X).

D’après le Lemme 9.2 il existe un surfel x0 dans A tel que Y est sous n−homotope à

Y ∪ (A \ {x0}). Alors, puisque i∗ et i′′∗ : Πn
1 (Y, B) −→ Πn

1 (Y ∪ (A \ {x0}), B) sont des

isomorphismes pour tout B ∈ Y , le morphisme de groupes i′∗ : Πn
1 (Y ∪ (A \ {x0}), B) −→

Πn
1 (X,B) induit par l’application d’inclusion i′ : Y ∪(A\{x0}) −→ X et tel que i∗ = i′∗◦i′′∗

est un isomorphisme. Comme x0 appartient à la composante n−connexe A de Y , le surfel

x0 est un surfel n−isolé de Y ∪ (A \ {x0}) et soit s une paramétrisation du bord séparant

Y ∪ (A \ {x0}) de {x0}. Soit cn(s) le n−chemin associé au s−chemin s.

Tout d’abord, on suppose que cn(s) n’est pas réductible dans Y ∪ (A \ {x0}). Il est

clair que le même chemin cn(s) est réductible dans Y ∪ A et donc aussi dans X. Ainsi,

soit z0 le surfel de base de cn(s) et j∗ le morphisme de Πn
1 (Y ∪ (A \ {x0}), z0) dans

Πn
1 (X, z0) induit par l’inclusion de Y ∪ (A \ {x0}) dans X. Alors, j∗ ne peut être injectif,

et d’après le Lemme 9.1 le morphisme i′∗ ne peut être un isomorphisme puisque B et z0

sont n−connectés dans Y ∪ (A\{x0}). On obtient alors que i∗ n’est pas un isomorphisme

et on ainsi une contradiction.

Donc cn(s) est n−réductible dans Y ∪(A\{x0}). Alors, d’après la Proposition 9.10 on sait

que Y ∪(A\{x0}) est un disque topologique. D’après le Lemme 9.2, Y est n−homotope à

Y ∪(A\{x0}) et donc χn(Y ) = χn(Y ∪(A\{x0}) = 1. Puisque Y 6= Σ, l’ensemble Y est un

disque topologique (Définition 5.8). La Condition 2 du Lemme 5.2 montre que Y possède

une seule composante n−connexe et donc Y = A. D’après le Lemme 9.2 il est immédiat

que {x0} est sous n−homotope à A, de sorte que A est un disque topologique. Alors,

Y ∪ A = Σ et Y ∪ A ⊂ X ⊂ Σ donc X = Σ. Comme χn(Y ) = 1 et χn(Y ) = χn(A) = 1,

alors χn(Σ) = χn(Y )+χn(Y ) = 2. Ceci achève la démonstration du fait que la Condition

1 du Théorème 8 est une conséquence de la Condition 2 du Théorème 8 excepté dans la

cas particulier où X est la totalité de la surface Σ qui est elle même une sphère et Y est

un disque topologique de même que Y . Finalement, on obtient le Théorème 13. 2



Conclusion à la Partie II

Le nombre d’intersection, qui a été utilisé tout d’abord pour montrer un Théorème de

Jordan pour courbes fermées simples dans une surface discrète (voir [FM99b]), a été

utilisé ici entre autres outils pour prouver que le groupe fondamental discret peut être

utilisé pour caractériser complètement la sous-homotopie entre les parties d’une surface

discrète. Ainsi, le nombre d’intersection apparâıt comme un bon outil pour démontrer

des théorèmes concernant la topologie des surfaces discrètes.

Maintenant, nous avons terminé la démonstration du fait que le préservation de la to-

pologie dans les surfaces discrètes est étroitement liée à des propriétés mettant en jeu

les groupes fondamentaux des objets. De plus, le cadre des surfaces discrètes apparâıt

comme un cadre intermédiaire pour la géométrie discrète à mi-chemin entre les espaces

discrets 2D et 3D. Cependant, la caractérisation de la sous-homotopie entre les parties de

Z3 reste toujours un problème ouvert et difficile. En effet, le groupe fondamental discret

n’est pas suffisant dans ce cas.

Aussi, les résultats de cette partie montrent que les surfaces discrètes constituent un cadre

de recherche intéressant et fructueux, intermédiaire entre le cas 2D et le cas 3D.

Il est d’autre part intéressant de remarquer que les nombres d’intersections réelles pos-

sibles entre des chemins fermés dessinés sur une surface fermée de R3 est lié au genre de

cette surface. En effet, il est par exemple possible de dessiner deux courbes qui ne s’inter-

sectent qu’une seule fois sur la surface d’un tore plein, alors que ceci est impossible sur

une sphère. Le nombre d’intersection qui a été défini ici permet de telles considérations

dans le cas des surfaces discrètes.





Troisième partie

Une contribution à l’étude de la

topologie de Z3.





Introduction à la Partie III

Le groupe fondamental discret, tel qu’il a été introduit par Kong dans [Kon89], met

en jeu des classes d’équivalence de chemins suivant une relation de déformation entre

chemins fermés dans un espace discret. C’est un outil important dans le domaine de

la géométrie discrète, et, en particulier, il est utilisé comme critère de préservation de la

topologie des objets discrets 3D (voir [KR89],[Ber94] et [FMa]). Maintenant, une question

persiste concernant l’existence d’une caractérisation “décidable” de la sous-homotopie

entre objets de Z3 ; caractérisation qui ne consisterait pas en une exploration combinatoire

de toutes les séquences possibles d’effacements de voxels simples telles que décrites dans

la Définition 3.3. Une question aussi difficile ne peut être résolue aujourd’hui en raison du

manque d’outils théoriques pour l’étude de la topologie des objets discrets de dimension

trois. En particulier, nous devons trouver de nouveaux outils dédiés à l’étude des classes

d’homotopie de chemins discrets dans Z3.

Plusieurs auteurs ont déjà étudié les classes d’homotopie de chemins en 2D. Rosenfeld et

Nakamura dans [RN97] ont, entre autres, établi la relation entre les trous 2D et le fait que

deux courbes puissent ou ne puissent pas être déformées l’une en l’autre. Dans [Mal00],

Malgouyres donne un algorithme qui permet de décider si deux chemins fermés dans

un objet de Z2 sont ou ne sont pas homotopes. Dans [FM99b] et [FM99a], nous avons

introduit un nouvel outil qui aide à distinguer les classes d’homotopie de chemins qui

reposent sur la surface d’un objet 3D, et qui a été présenté dans la partie précédente de

ce mémoire. Un des buts de cette troisième partie est de fournir une condition suffisante

du fait qu’un chemin fermé dans un objet X ⊂ Z3 ne peut être déformé dans X en un

autre chemin.

Plus précisément, nous introduisons ici un analogue au nombre d’entrelacement des

courbes fermées simples dans R3 défini en topologie classique et en théorie des noeuds (voir

[Rol]). Intuitivement, le nombre d’entrelacement compte le nombre de fois qu’un chemin
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fermé donné est entrelacé autour d’un autre chemin fermé avec lequel a une intersection

vide. Ce nombre possède les mêmes propriétés que son analogue continu. Une propriété

intuitive est qu’il reste inchangé quand l’un des deux chemins considérés est déformé de

façon continue, i.e. par une déformation homotopique au sens de la Définition 2.11, dans

le complémentaire de l’autre chemin. De plus, comme étape dans la démonstration de

la propriété précédente, nous prouvons aussi que le nombre d’entrelacement a un com-

portement cohérent vis à vis de la concaténation des chemins. En d’autres termes, le

nombre d’entrelacement entre le concaténé de deux chemins et un troisième chemin n’est

autre que la somme des nombres d’entrelacement de chacun des deux chemins avec le

troisième. Grâce à sa propriété d’invariance, le nombre d’entrelacement peut être uti-

lisé pratiquement et formellement pour distinguer deux classes d’équivalence de chemins,

pour peu que l’on soit en mesure de trouver un chemin qui n’ait pas le même nombre

d’entrelacement avec deux éléments, un dans chacune des deux classes en question.

Puisqu’il est “souhaité” que le nombre d’entrelacement discret soit invariant par déformation

homotopique d’un des chemins dans le complémentaire de l’autre, ce nombre sera défini

suivant la dualité classique des relations adjacence. Clairement, deux 26−chemins fermé

liés l’un à l’autre peuvent être séparés par déformation homotopique d’un des chemins

dans le complémentaire de l’autre, alors que cela est impossible si on considère un

6−chemin et un 26−chemin (avec les relations de déformation associées). Notons que

dans cette partie, nous choisissons de ne pas considérer les analogues continus des che-

mins discrets afin de montrer la propriété principale du nombre d’entrelacement. D’autre

part, les preuves données ici pour les théorèmes principaux se suffisent à elles mêmes et

n’utilisent que les notions de base définies classiquement dans le cadre de la géométrie

discrète et qui ont été rappelées dans la Partie I.

Enfin, le nombre d’entrelacement permet de donner une preuve intuitive du fait que le

nombre de tunnels dans un objet X ⊂ Z3 est lié de façon stricte au nombre de tunnels

dans son complémentaire (ceci fait l’objet du Chapitre 12). En effet, le nombre de tun-

nels mentionné ici doit être compris comme le nombre obtenu à partir du calcul de la

caractéristique d’Euler. Dans ce cas, l’égalité entre les deux nombres est quasi-immédiate.

Cependant, la caractéristique d’Euler ne fournit aucune information quant à la localisa-

tion des tunnels. Ce fait est illustré dans la Section 10.1. Une réponse à cet inconvénient

se trouve dans l’utilisation du groupe fondamental discret. Mais il est alors difficile dans
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ce cadre d’établir le lien entre les tunnels d’un objet et ceux de son complémentaire ; le

nombre d’entrelacement est alors un outil précieux pour cela. Ainsi, dans le Chapitre 12,

nous donnerons la preuve d’une nouvelle caractérisation concise des voxels simples en 3D

utilisant le groupe fondamental discret. Cette caractérisation est dite nouvelle car elle

n’implique pas le groupe fondamental du complémentaire d’un objet pour caractériser le

fait qu’un voxel soit simple. En effet, il est montré dans ce chapitre que la nouvelle ca-

ractérisation est équivalente à une ancienne caractérisation, bien qu’elle ait une condition

de moins.





Chapitre 10

Caractérisations existantes de la

préservation de la topologie

Dans ce chapitre, nous expliquons comment plusieurs auteurs ont défini les voxels simples

(i.e. spels simples dans Z3). En effet, il existe deux manières principales de caractériser la

préservation de la topologie par suppression d’un voxel dans un objet de Z3. La première

utilise la caractéristique d’Euler alors que la seconde utilise le groupe fondamental discret.

Ces deux méthodes sont issues de la topologie algébrique et ont été adaptées au cadre

discret.

Comme introduit dans la Section 3.1, les déformations continues peuvent être simulées

dans un espace discret par des séquences de déformations élémentaires locales (i.e. ajout

ou suppression de spels) qui sont admises comme préservant la topologie d’un objet. Aussi,

il est important d’établir rigoureusement la signification de la préservation de la topologie

quand il est question de la suppression ou de l’ajout de spels. Pour les objets de Z3, en plus

des considérations de connexité similaires au cas 2D (voir Définition 3.6), nous devons

aussi prendre soin de préserver les tunnels des objets. La présence d’un tunnel est la

propriété qui distingue les deux objets représentés dans la Figure 5.1 de l’introduction au

Chapitre 5. Maintenant, il existe deux moyens formels de définir les tunnels, comme cela

a été mentionné dans la partie précédente. La caractéristique d’Euler peut être utilisée

pour compter leur nombre mais s’avère insuffisante pour caractériser de manière complète

la préservation de la topologie. Le second moyen, utilisant le groupe fondamental discret,

se base sur le fait qu’un tunnel dans un objet de Z3, de même que dans une surface

discrète, peut être détecté par l’existence d’un chemin fermé qui ne soit pas réductible
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dans l’objet considéré. Dans les deux sections suivantes nous rappelons chacune de ces

deux façons de caractériser la simplicité d’un voxel.

10.1 Utilisation de la caractéristique d’Euler

10.1.1 Définition de χn(X)

Étant donnée une partie P de R3, on dit que P est polyhédral si P peut être considéré

comme la réunion de points, segments de droites fermés, triangles fermés et tetrahèdres.

Dans le contexte des complexes cellulaires, les points, segments, triangles et tetrahèdres

sont appelés des d−cellules (ou cellules de dimension d), où d vaut respectivement 0, 1,

2 et 3. Maintenant, la caractéristique d’Euler d’un tel objet, notée χ(P ), est la somme

alternée suivante (voir [KR89] ou [Mau80]) :

χ(P ) = nb. de 0−cellules - nb. de 1−cellules + nb. de 2−cellules - nb. de 3−cellules

(10.1)

Dans la Figure 10.1 nous avons représenté plusieurs ensembles polyhédraux avec les

sommes alternées correspondantes.

1-0+0-0=1 2-0+0-0=2 2-1+0-0=1 3-3+0-0=0

3-3+1-0=1

(f)

(a) (b) (c) (d) (e)

5-6+0-0=-1

4-6+4-1=1

(g)

7-13+7-1=0 7-13+1-0=-5

(i)(h)

Fig. 10.1: Exemples de caractéristiques d’Euler pour divers ensembles polyhédraux, et les

sommes alternées correspondantes (Équation (10.1)).

Alors, on montre que la caractéristique d’Euler d’un ensemble P est aussi égale au nombre

de composantes connexes de P plus le nombre de ses cavités moins le nombre de ses tun-

nels. Par exemple, l’ensemble représenté dans la Figure 10.1(e) est connexe et ne possède
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aucune cavité, donc a deux tunnels. Maintenant, des méthodes ont été développées par

quelques auteurs qui permettent de calculer la caractéristique d’Euler d’un objet dis-

cret. Cette définition d’une caractéristique d’Euler d’un objet discret utilise la notion

d’analogue continu polyhédral d’un objet discret. Évidemment, la façon de construire un

tel analogue continu est fonction du couple de relations d’adjacence considéré. Ainsi,

l’analogue continu de l’objet représenté dans la Figure 10.2(a) peut être celui représenté

dans la Figure 10.2(b) pour (n, n) = (26, 6) alors qu’il sera plutôt tel que celui de la

Figure 10.2(c) si (n, n) = (6, 26). Il est conseillé de se reporter à [KRR92] pour plus

de détails concernant la façon de construire un tel analogue continu. Si on note Cn(X)

l’ensemble polyhédral de R3 associé à un objet discret X, alors χn(X), la caractéristique

d’Euler de X, est définie par χn(X) = χ(Cn(X)).

(a) Un objet X ⊂ Z3 (b) C26(X) (c) C6(X)

Fig. 10.2: Un objet X de Z3 et deux de ses analogues continus possibles.

Maintenant, étant donné une méthode de calcul de la caractéristique d’Euler d’un ob-

jet discret en considérant son analogue continu, et puisque le nombre de composantes

connexes d’un objet et de son complémentaire sont facilement calculables, il est alors pos-

sible de donner le nombre de tunnels d’un objet de Z3. Les tunnels ainsi définis peuvent

être utilisés pour donner une caractérisation locale des voxels simples. Cependant, nous

verrons que la caractéristique d’Euler ne permet pas de donner une caractérisation globale

des voxels simples, même si elle est suffisante pour en donner une caractérisation locale.
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10.1.2 Première caractérisation des voxels n−simples

Définition 10.1 (voxel simple : définition ambigüe) Soient X ⊂ Z3 et x ∈ X. Le

voxel x est n−simple pour X si les quatre conditions suivantes sont satisfaites :

i) X et X \ {x} ont le même nombre de composantes n−connexes.

ii) X et X ∪ {x} ont le même nombre de composantes n−connexes.

iii) Aucun tunnel de X n’est supprimé ni créé par effacement de x.

iv) Aucun tunnel de X n’est supprimé ou créé par effacement de x.

Cette première définition sera précisée dans la suite, et on verra qu’elle peut être ca-

ractérisée localement par des considérations de connexité dans un certain type de voi-

sinage (section 10.2), ceci de manière analogue au cas des pixels simples en dimension

deux.

Maintenant, comment caractériser le fait que des tunnels sont créés ou supprimés dans un

objet? On pourrait penser compter le nombre de ces tunnels en utilisant la caractéristique

d’Euler, et vérifier ainsi les Conditions iii) et iv) de la Définition 10.1 comme on le fait

pour les Conditions i et ii. Le problème d’une telle utilisation de cette caractérisation se

résume dans l’observation de l’objet X de la Figure 10.3 considéré pour (n, n) = (6, 26).

Dans ce cas, les deux objets représentés ont le même nombre de composantes connexes,

de même que leurs complémentaires. De plus, ils ont tous les deux une caractéristique

d’Euler égale à zéro. Toutefois, le voxel x qui a été supprimé de l’objet de la Figure 10.3(a)

pour obtenir l’objet dont l’analogue continu est représenté dans la Figure 10.3(c), n’est

évidement pas simple. Le fait est qu’un tunnel a été créé alors qu’un autre a été supprimé

par effacement du voxel x, de telle sorte que la caractéristique d’Euler reste inchangée.

En fait, le problème est que la caractéristique d’Euler ne permet pas de caractériser le

fait qu’un tunnel a d’une certaine façon changé de place, puisqu’elle ne fournit aucune

information sur la localisation des tunnels. Par contre, elle peut être utilisée pour montrer

que des tunnels sont créés ou supprimés localement (i.e. dans le voisinage d’un voxel) mais

pas de manière globale. Ainsi, la caractérisation locale qui sera rappelée dans la section

suivante est correcte puisqu’elle caractérise localement les configurations pour lesquelles

un voxel peut être supprimé tout en préservant les propriétés locales d’un objet. Mais
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x

(a) Deux vues d’un objet X

et un voxel x.

(b) C6(X) (c) C6(X\{x})

Fig. 10.3: Un cas ou un tunnel est créé alors qu’un autre est supprimé simultanément.

cette caractérisation n’est valide que parce-que la suppression de tunnels “de grande

taille” implique des déconnexions locales dans l’objet.

10.1.3 Caractérisation des voxels n−simples utilisant χn(N26(x)∩
X)

En utilisant la caractéristique d’Euler, Tsao et Fu dans [TF82] ont donné la caractérisation

suivante pour les voxels simples. Dans cette définition, la caractéristique d’Euler est uti-

lisée afin de vérifier que le nombre de tunnels ne change pas dans le voisinage du voxel

considéré.

Définition 10.2 ([TF82]) Soient X une partie de Z3 et (n, n) ∈ {(6, 26), (26, 6)}. Le

voxel x est un voxel n−simple si et seulement si les trois conditions suivantes sont satis-

faites :

i) x est n−adjacent à exactement une composante n−connexe de N26(x) ∩X.

ii) x est n−adjacent à exactement une composante n−connexe de N26(x) ∩X.

iii) χn(X ∩N26(x)) = χn({x} ∪ (X ∩N26(x))).

Suivant cette caractérisation, le voxel dont le 26−voisinage est représenté dans la Fi-

gure 10.4 n’est pas 6−simple puisque la Condition iii) de la Définition 10.2 n’est pas

vérifiée. En effet, dans ce cas, C6({x} ∪ (X ∩ N26(x))) possède un tunnel mais pas

C6(X ∩ N26(x)). Toutefois, dans la cas de la Figure 10.5, le voxel x n’est pas 6−simple

car il est 6−adjacent à deux composantes 6−connexes de l’objet dans son 26−voisinage.
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Néanmoins, dans ce cas, ni la Condition i), ni la Condition iii) de la Définition 10.2 n’est

vérifiée. Dans cet exemple, on voit que la suppression d’un tunnel de grande taille est

caractérisée localement par une déconnexion dans le voisinage du voxel. En effet, dans la

Figure 10.3(a), le fait qu’un tunnel est supprimé par effacement du voxel x est détecté

car le voxel x est adjacent à deux composantes 6−connexes de X dans son 26−voisinage.

Suivant cette idée, G. Bertrand a trouvé des voisinages réduits pour lesquels la suppres-

sion de petits tunnels est elle aussi détectée simplement par une déconnexion locale : ces

voisinages sont les voisinages géodésiques.

Fig. 10.4: Un tunnel local pour n =

6 ou n = 6+.

x

Fig. 10.5: Un tunnel non local.

10.2 Caractérisation à l’aide des voisinages géodésiques

Dans la sous-section précédente, on a vu que la Condition iii) de la Définition 10.2 était

utile pour caractériser la présence de tunnels de petite taille dans le voisinage d’un voxel.

Toutefois, pour les tunnels plus larges, il semble que des considérations de connexité

soient suffisantes. En fait, il est possible de considérer des ensembles plus réduits que

le 26−voisinage quand on teste la n−simplicité d’un voxel. Alors, les considérations de

connexité à l’intérieur de tels ensembles sont suffisantes pour détecter à la fois l’éventuelle

suppression de petits tunnels et la suppression de tunnels de plus grandes tailles, dans l’ob-

jet comme dans son complémentaire. Bien sûr, les modifications globales de la connexité

d’un objet sont, elles aussi, caractérisées à l’aide de considérations impliquant ces voi-

sinages réduits. Ainsi, les voisinages géodésiques ont été introduits par G. Bertrand

dans [Ber94] et on rappelle ici leur définition. Dans la suite de cette section, X est une

partie de Z3 et x est un voxel de X.

Tout d’abord, pour n ∈ {6, 6+, 18, 26} on définit récursivement les ensembles Nk
n(x,X)
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pour k ∈ {1, 2, 3} de la manière suivante :

– N1
n(x,X) = Nn(x) ∩X, et

– Nk
n(x,X) = Nk−1

n (x,X) ∪ {y ∈ N26(x) | ∃z ∈ Nk−1
n (x,X), y ∈ Nn(z) }.

Définition 10.3 (voisinage géodésique [Ber94]) Le n−voisinage géodésique de x

dans X noté Gn(x,X) pour n ∈ {6, 6+, 18, 26} est défini de la manière suivante :

– G6(x, X) = N2
6 (x, X) – G6+(x,X) = N3

6 (x,X)

– G18(x,X) = N2
18(x,X) – G26(x,X) = N26(x) ∩X

Le n−voisinage géodésique Gn(x,X) peut être vu comme l’ensemble obtenu après un

nombre fini de dilatations morphologiques du voxel x dans N26(x) ∩ X en utilisant la

boule élémentaire de n−adjacence comme élément structurant, ensemble dont on retire

le voxel x. Quelques exemples de tels ensembles sont donnés dans la Figure 10.6.

: N26(x) ∩X : N1
6+(x,X) : N2

6+(x,X) : N3
6+(x,X) = G6+(x,X)

T6+(x,X) = 2

(a) Construction de G6+(x,X)

: N26(x) ∩X : N1
18(x,X) : N2

18(x,X) = G18(x, X)

(b) Construction de G18(x,X)

Fig. 10.6: Exemples de voisinages géodésiques

Définition 10.4 (nombres topologiques) On définit le nombre topologique associé à

x et X, et on note Tn(x,X), le nombre de composantes n−connexes de Gn(x, X).
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Maintenant, G. Bertrand a donné et démontré la caractérisation locale suivante pour

des voxels simples, dans [Ber94] pour (n, n) ∈ {(6+, 18), (18, 6+)} et avec G. Malandain

dans [BM94] pour (n, n) ∈ {(6, 26), (26, 6)}.

Proposition 10.1 Le voxel x ∈ X ⊂ Z3 est n−simple pour X si et seulement si on a

Tn(x, X) = 1 et Tn(x,X) = 1.

Cette proposition fournit une caractérisation locale efficace des voxels simples dans Z3

qui ne nécessite pas de calcul de la caractéristique d’Euler du voisinage d’un voxel x,

contrairement à la Définition 10.2.

Nous avons représenté dans la Figure 10.7 plusieurs configurations locales de voxels qui

sont pour certains n−simples et pour d’autres non n−simples pour n ∈ {6, 6+, 18, 26}.
Par exemple, le voxel x de la Figure 10.7(a) n’est pas 18−simple car la suppression de

ce voxel aboutirait, ou bien à la création d’une nouvelle composante 18−connexe, ou

bien à la suppression d’un (grand) tunnel de l’objet X. Par contre, ce même voxel est

26−simple car les deux voxels a et b de cette figure sont 26−adjacents. Dans le cas de la

Figure 10.7(b), le voxel x n’est pas 26−simple car l’effacement de x provoquerait soit la

création d’une nouvelle composante 26−connexe, ou bien la suppression d’un 26−tunnel

de X ; alors que ce voxel est 18−simple car le voxel p n’est pas 18−adjacent à x de sorte

que cette déconnexion ou suppression de tunnel ne peut se produire si n = 18.

La cas de la Figure 10.7(d) nécessite une description plus détaillée. En effet, dans ce cas,

le voxel x n’est pas 26−simple car T6(x, X) = 2 alors qu’il est 18−simple car T18(x,X) =

T6+(x, X) = 1. En d’autres termes, ce voxel n’est pas 26−simple car sa suppression

provoquerait soit la reconnexion de deux composantes 6−connexes de X, soit la création

d’un 6−tunnel (de grande taille) dans X. Dans le Chapitre 12, nous montrerons que dans

ce cas, soit un 26−tunnel de X est créé ou bien deux composantes 6−connexes de X sont

reconnectées par effacement du voxel x.

Dans le cas de la Figure 10.7(e) nous avons illustré l’utilité des voisinages géodésiques

pour éviter le recours à la caractéristique d’Euler pour la détection des tunnels de tailles

réduites. En effet, l’ensemble des voxels gris de cette figure, avec x, constitue un tunnel de

X pour (n, n) = (6, 26) (les deux voxels de X représentés en pointillés sont 26−adjacents)

et on a T6(x,X) = 2. Toutefois, pour (n, n) = (6+, 18) on remarque que ces mêmes

voxels ne constituent pas un tunnel (les points de X représentés en pointillés ne sont pas

18−adjacents) et on a T6+(x,X) = 1.
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b

a

x

: N26(x) ∩X

x n’est pas 18−simple car T18(x,X) = 2
x est 26−simple car T26(x,X) = T6(x, X) = 1

(a)

x

p

x est 18−simple car T18(x,X) = T6+(x, X) = 1
x n’est pas 26−simple car T26(x,X) = 2

(b)

x

x n’est ni 26−simple ni 18−simple
car T26(x, X) = T18(x, X) = 2

(c)

a

b
x

x est 18−simple car T18(x,X) = T6+(x, X) = 1
x n’est pas 26−simple car T6(x, X) = 2

(d)

x

x n’est pas 6−simple car T6(x,X) = 2
x est (6+)−simple car T6+(x,X) = T18(x, X) = 1

(e)

Fig. 10.7: Voxels simples et non simples dans Z3.
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Maintenant, on peut trouver deux limites à l’utilisation de la caractéristique d’Euler pour

caractériser la préservation de la topologie dans Z3. Tout d’abord, il est très difficile de

formaliser à l’aide de cette caractéristique le fait que les tunnels des Figures 10.3(b) et

10.3(c) sont différents. Et cette limite rend la caractérisation des voxels simples ambigüe.

D’autre part, une autre définition des tunnels a été utilisée par Morgenthaler dans [Mor81]

et aussi par Bertrand dans [Ber94, BM94]. Cette définition a été introduite comme solu-

tion à l’inconvénient de la caractéristique d’Euler évoqué précédemment, et utilise le fait

qu’un tunnel est détecté par la présence d’un chemin fermé dans un objet qui n’est pas

réductible dans cet objet, suivant l’idée de la définition d’une partie simplement connexe

d’un espace topologique rappelée dans la Partie I. Cette idée, qui a motivé l’introduc-

tion par T.Y. Kong du groupe fondamental discret ([Kon89]), a alors été utilisée pour

formaliser dans les preuves les phrases “aucun tunnel n’est créé ni supprimé dans X” et

“aucun tunnel n’est créé ni supprimé dans X” de la Définition 10.1. Cependant, certains

arguments deviennent invalides dans ce nouveau contexte quand ils utilisent en même

temps les deux définitions possibles d’un tunnel. Un exemple d’un tel argument se résume

de la manière suivante : Morgenthaler a établi dans [Mor81] que NH(X) = NH(X) où

NH(X) est le nombre de tunnels dans X (Number of Holes d’après la terminologie utilisée

dans [Mor81]). Cette propriété est déduite de la définition de la caractéristique d’Euler.

Maintenant, si un tunnel est créé dans le complémentaire de X par effacement du voxel x,

i.e. il existe un chemin fermé π dans X ∪{x} qui est réductible dans X ∪{x} mais aucun

chemin fermé dans X n’est homotope au chemin π ; alors, comme NH(X) = NH(X), on

déduit qu’un tunnel a été créé dans X.

En pratique, il n’est pas difficile de prouver qu’un tunnel est créé dans le complémentaire

d’un objet par effacement d’un voxel (voir Section 12.1), alors qu’il est plus difficile de

montrer la même chose pour l’objet sans utiliser l’argument précédent. Mais le fait est

que ce dernier argument utilise deux approches différentes de la définition d’un tunnel qui

font appel à deux invariants topologiques définis de manières distinctes : la caractéristique

d’Euler et une version “informelle” du groupe fondamental discret. En effet, le lien entre

ces deux invariants n’a pas été clairement démontré dans la cas discret, et ceci peut être

jugé insatisfaisant. Maintenant, une formalisation convenable de la propriété de simplicité

en 3D a été proposée par Kong en utilisant le groupe fondamental discret, à partir de

l’idée donnée par Morgenthaler dans [Mor81]. Cette formalisation est présentée dans la

sous-section suivante.
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10.3 Utilisation du groupe fondamental discret

Le groupe fondamental discret, introduit par Kong dans [Kon89] et dont la définition est

rappelée dans la Section 2.3, permet de formaliser la caractérisation des voxels simples de

la manière suivante, qui n’est pas ambigüe contrairement à la définition Définition 10.1 :

Définition 10.5 Soient X ⊂ Z3 et x ∈ X. Le voxel x est dit n−simple pour X (n ∈
{6, 6+, 18, 26}) si les quatre conditions suivantes sont vérifiées :

i) X et X \ {x} ont le même nombre de composantes n−connexes.

ii) X et X ∪ {x} ont le même nombre de composantes n−connexes.

iii) Pour chaque voxel B de X \ {x}, le morphisme de groupes i∗ : Πn
1 (X \ {x}, B) −→

Πn
1 (X, B) induit par l’application d’inclusion i : X\{x} −→ X est un isomorphisme.

iv) Pour chaque voxel B′ dans X, le morphisme de groupes i′∗ : Πn
1 (X, B′) −→ Πn

1 (X ∪
{x}, B′) induit par l’application d’inclusion i′ : X −→ X∪{x} est un isomorphisme.

La définition du morphisme de groupes induit par une application d’inclusion peut être

trouvé dans la Section 2.3.2.

Cette définition semble convenable puisqu’elle permet non seulement de formaliser le fait

que X et X \ {x} [resp. X et X ∪ {x}] ont le même nombre de tunnels, mais surtout

le fait que ces tunnels sont les mêmes. Comme illustration de cette propriété, on peut

revenir à l’exemple donné page 165 (Figure 10.3).

Nous avons représenté dans la Figure 10.8(a) un objet X (points noirs) et un chemin

fermé c d’un voxel B à B dans X. Alors, la classe d’homotopie [c]Π6
1(X,B) est claire-

ment l’élément neutre de (Π6
1(X,B), ∗) puisque c est 6−homotope au chemin (B, B)

dans X. Toutefois, le même chemin c n’est de façon évidente pas 6−réductible dans

X \{x} (Figure 10.8(b)). On en déduit que le morphisme de groupes i∗ de Π6
1(X \{x}, B)

dans Π6
1(X,B) induit par l’inclusion de X \ {x} dans X n’est pas injectif. En effet,

i∗([c]Π6
1(X\{x},B)) = i∗([(B, B)]Π6

1(X\{x},B)) alors que [c]Π6
1(X\{x},B) 6= [(B, B)]Π6

1(X\{x},B).

D’autre part, la classe d’équivalence du chemin c′ dans l’objet représenté dans la Fi-

gure 10.9(a), qui n’est évidement pas l’élément neutre de (Π6
1(X, B), ∗), ne peut être

atteinte par le morphisme i∗ car aucun chemin fermé dans X \ {x} est 6−homotope au

chemin c′ dans X. En d’autres termes, le morphisme i∗ n’est pas surjectif.
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B

c

X

6-adjacence

(a) Un objet X.

B

c

X \ {x}

6-adjacence

(b) L’objet X \ {x}.

Fig. 10.8: Le morphisme de groupes induit par l’inclusion de X \ {x} dans X n’est pas

injectif.

B

c’

X

6-adjacence

(a) Un objet X.

B

X \ {x}

6-adjacence

(b) L’objet X \ {x}.

Fig. 10.9: Le morphisme induit par l’inclusion de X \ {x} dans X n’est pas surjectif.
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Finalement, on voit que la Condition iii) de la Définition 10.5 parâıt suffisante pour

détecter que, de façon simultanée, un tunnel est créé alors qu’un autre est supprimé.

10.4 Autres approches pour une caractérisation lo-

cale

Nous devons mentionner ici des travaux dont le but est de trouver des caractérisations

locales des voxels simples qui soient calculables de manière efficace. Par exemple, Saha

et al. ont donné dans [SC94] une caractérisation locale des voxels simples pour (n, n) =

(26, 6) (équivalente à celle se trouvant dans [BM94]) et qui abouti à la définition d’un

algorithme efficace de détection de ce type de point.

D’autre part, on peut encore utiliser une approche différente pour caractériser les points

simples 3D. Ainsi, dans [Kon95], T.Y. Kong donne une caractérisation locale des points

simples 3D, reposant sur la notion d’ensemble de recollement, qui possède la bonne pro-

priété d’être plus “visuelle” que les autres caractérisations rappelées dans ce chapitre.





Chapitre 11

Le nombre d’entrelacement

Dans le chapitre précédent, nous avons rappelé la définition des voxels simples dans Z3 et

donné quelques définitions formelles de cette propriété. Dans cette partie, nous sommes

intéressés par la définition d’une caractérisation globale des voxels simples, basée sur

l’utilisation du groupe fondamental, mais plus concise que la Définition 10.5. En effet,

notre but est ici de montrer que la Condition iv) de la Définition 10.5 est une conséquence

des Conditions i), ii) et iii) de cette définition. Cette idée sera illustrée dans la section qui

suit et constitue une des motivations de la définition du nombre d’entrelacement discret.

11.1 Motivation

La Condition iii) de la Définition 10.5 stipule qu’un voxel ne peut être simple, entre autres,

que si tous les tunnels d’un objet existent toujours, et aux mêmes endroits dans l’objet

privé du voxel considéré. D’autre part, cette condition précise aussi qu’aucun nouveau

tunnel ne doit être créé dans l’objet après suppression du voxel en question. Considérons

alors la configuration locale représentée dans la Figure 11.1(a) où le voxel central x n’est

pas n−simple pour n ∈ {6, 6+, 18, 26}. En effet, cette configuration peut faire partie du

cube creux X ′ représenté dans la Figure 11.1(b) de sorte que deux composantes connexes

du complémentaire de cet objet soient réunies après effacement du voxel x (Condition ii

de la Définition 10.5). Néanmoins, cette configuration locale peut aussi être une partie

de l’objet X ′′ de la Figure 11.1(c) de sorte qu’un tunnel apparâıt dans X ′′ ∪ {x} comme

illustré par la Figure 11.1(d). En effet, le chemin fermé c de la Figure 11.1(d) n’est pas

réductible dans X ′′∪{x} donc X ′′∪{x} possède un tunnel, alors que X ′′ n’en a pas. Nous
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verrons dans la Section 12.1 comment la présence de ce tunnel dans X ′′ ∪ {x} peut être

démontrée dans ce cas. Maintenant, nous remarquons aussi dans la Figure 11.1(d) que le

chemin noir π dans X ′′ \ {x} n’est lui aussi pas réductible dans X ′′ \ {x}. Cependant, ce

fait intuitif n’est pas simple à démontrer en utilisant les seuls outils à notre disposition

dans le cadre discret. Maintenant, une façon de prouver le fait que π n’est alors pas

réductible dans X ′′ \{x} est de constater que les deux chemins π et c de la Figure 11.1(d)

sont liés (ou entrelacés) et ne peuvent pas être déliés si la seule opération possible est

une déformation homotopique de l’un des chemins π ou c, respectivement dans X \ {x}
et dans X ∪ {x}, et donc dans le complémentaire de l’autre.

x { , } X

(a) x et N26(x) ∩X (b) X ′ (c) X ′′

π

c

(d) X ′′ \ {x}

Fig. 11.1: Un tunnel est créé dans X si et seulement si un tunnel est créé dans X (voir

la preuve du Théorème 16).

De façon similaire, observons la configuration de la Figure 11.2(a). Si une telle configura-

tion apparâıt dans l’objet Y ′ de la Figure 11.2(b), alors le voxel y n’est pas simple car une

composante connexe de Y ′ est séparée en deux par suppression du voxel y. Maintenant,

la même configuration peut apparâıtre dans l’objet Y ′′ de la Figure 11.2(c), alors on peut

prouver aisément (et de façon similaire au cas du chemin c de la Figure 11.1(c)) que le

chemin fermé π′ n’est pas réductible dans Y ′′ de sorte que Y ′′ possède un tunnel alors

qu’il est clair que Y ′′ \{y} n’en a pas. Un nouvelle fois, en utilisant la propriété d’entrela-

cement mentionnée précédemment, on est aussi capable de montrer que le chemin fermé

c′ de la Figure 11.2(d) n’est lui non plus pas réductible dans Y ′′ ; ainsi le tunnel de Y ′′

aura lui aussi disparu après suppression du voxel y.

Tout ceci donne une idée du fait que la création [resp. la suppression] d’un tunnel dans

un objet par effacement d’un voxel est étroitement liée à la création [resp. la suppression]

d’un tunnel dans son complémentaire. En fait, une telle propriété se démontre de façon



Chapitre 11. Le nombre d’entrelacement 177

y { , } Y

(a) y et N26(x) ∩ Y (b) Y ′ (c) Y ′′

π ’c’

(d) Y ′′

Fig. 11.2: Un tunnel est supprimé dans X si et seulement si un tunnel est supprimé dans

X.

directe quand on considère uniquement le nombre de tunnels calculé à l’aide de la ca-

ractéristique d’Euler. En effet, suivant [Mor81], si on note NCC(X), NC(X) et NT (X)

respectivement le nombre de composantes n−connexes, cavités et tunnels d’une partie

X de Z3, alors il est immédiat que NCC(X) = NC(X) et NC(X) = 1 + NCC(X).

Mais la caractéristique d’Euler d’un objet discret, suivant l’équation 10.1, peut aussi être

calculée en comptant le nombre d’occurences d’un nombre fini de motifs élémentaires

dans l’objet comme proposé dans [Mor81] et [Mor80]. Ensuite, suivant cette méthode

de calcul, [Mor80] contient une preuve du fait que χn(X) = 1 + χn(X). Finalement, en

utilisant cette dernière égalité, il est immédiat que le nombre de tunnels dans X est égal

au nombre de tunnels dans X. Cependant, comme expliqué précédemment, le nombre

de tunnels est un invariant topologique moins précis que le groupe fondamental discret.

Néanmoins, le nombre d’entrelacement nous permettra d’établir une telle relation entre

les tunnels de l’objet et les tunnels de son complémentaire en utilisant le seul invariant

topologique considéré par la Définition 10.5 : le groupe fondamental discret.

11.2 Le nombre d’entrelacement discret

Dans cette section, nous définissons le nombre d’entrelacement entre deux chemins fermés

de voxels qui ne s’intersectent pas. Ce nombre n’est autre que l’analogue du nombre d’en-

trelacement tel qu’il est défini en théorie des noeuds, mais pour des courbes discrètes.

Il compte le nombre de fois qu’un chemin fermé donné est entrelacé avec un autre che-

min fermé. Comme notre but est d’utiliser cet outil pour prouver des théorèmes por-

tant sur la topologie d’un objet discret, nous sommes intéressés par le nombre d’en-
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trelacement entre un n−chemin fermé et un n−chemin fermé pour un couple (n, n) de

{(6+, 18), (6, 26), (18, 6+), (26, 6)}. Nous donnons trois exemples de telles paires de che-

mins fermés et leurs nombres d’entrelacement associés dans la Figure 11.2. Classiquement,

le nombre d’entrelacement est calculé en comptant algébriquement le nombre d’occurences

de croisements, tels que ceux représentés dans la Figure 11.3, dans une projection régulière

à deux dimensions des chemins (voir [Rol]). Dans notre cas, nous définissons le nombre

d’entrelacement de telle sorte qu’il puisse être calculé par des opérations en entier portant

sur les coordonnées des voxels constituants les chemins considérés.

π

c

(a) Compter -1 pour

chaque occurence de

ce type de croisement

dans la projection.

π
c

(b) Compter +1 pour

chaque croisement de

ce type.

c

π

(c) Le nombre d’entrelace-

ment associé à cette projec-

tion est -2.

Fig. 11.3: La façon dont est calculé le nombre d’entrelacement “classique” à partir d’une

projection régulière des deux chemins c et π.

(a) Un 18−chemin fermé et

un 6−chemin fermé dont le

nombre d’entrelacement est

±1.

(b) Un 18−chemin fermé et

un 6−chemin fermé dont le

nombre d’entrelacement est

±2.

(c) Le lien de Whitehead,

dont le nombre d’entrelace-

ment est nul.

Fig. 11.4: Trois types de liens.

Par exemple, le nombre d’entrelacement peut être calculé immédiatement pour les deux
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chemins représentés dans la Figure 11.5. Nous donnons le principe de base de ce calcul

dans ce cas. Tout d’abord, nous choisissons de calculer le nombre d’entrelacement en uti-

lisant une “pseudo-projection” 2D des deux chemins considérés sur le plan qui contient

les deux premiers axes de coordonnées. Nous appelons cette projection une “pseudo-

projection” 2D car la donnée de la troisième coordonnée des voxels n’est bien sûr pas

oubliée. Alors, on remarque que le seul voxel du chemin gris qui a la même projection que

des voxels blancs (exactement quatre d’entre eux) est le voxel xi. Ensuite, on ne retient

que les voxels du chemin blanc qui ont une troisième coordonnée supérieure à celle de xi

et la même projection que xi (comme les voxels a et b dans la Figure 11.5). Pour chacun

de ces voxels, une contribution dépendant de la position des voxels suivants et précédents

du chemin blanc qui n’ont pas la même projection que xi est calculée. Dans cet exemple,

les deux contributions associées aux voxels a et b seront de signes opposés. La somme

de toutes ces contributions est le nombre d’entrelacement des deux chemins, zéro dans

ce cas. En fait, en utilisant des demi-contributions comme pour le nombre d’intersection

introduit dans la partie précédente, nous comptons le nombre d’intersection transversales

orientées entre les projections des deux chemins ; en ne considérant que les intersections

pour lesquelles le premier chemin passe “devant” le second (considérant le troisième axe de

coordonnée). Ainsi, dans la Figure 11.7(c) et la Figure 11.7(d) nous avons marqué en gris

foncé les deux ensembles de voxels consécutifs du premier 6−chemin de la Figure 11.7(a)

qui ont une projection identique avec des voxels (en gris clair) du 18−chemin. Alors, en

prenant en compte la position des voxels marqués d’une croix, on peut déterminer si une

telle intersection projetée est transversale ou non, ainsi que son signe (un exemple d’inter-

section tangente est donné dans la Figure 11.8). Finalement, en comptant algébriquement

les trois projections transversales présentes dans la Figure 11.7, on obtient un nombre

d’entrelacement de ±1 en fonction des orientations des paramétrisations des chemins.

Notation 11.1 Nous noterons P l’application suivante :

P : Z3 −→ Z2

(x1, x2, x3) 7−→ (x1, x2)

Nous devons maintenant définir le prédécesseur [resp. le successeur ] d’un voxel xi d’un

n−chemin c selon un projection P qui est le premier voxel qui précède [resp. suit] xi dans la

paramétrisation de c et dont la projection par P est différente de celle de xi. Remarquons

que les deux nombres Pred et Succ définis ici sont des indices de la paramétrisation des
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b

1

2

ax

3

Fig. 11.5: Deux chemins fermés en 3D dont le

nombre d’entrelacement est égal à zéro.

(-1,0)

(0,-1)

(-1,1)(0,1)

(0,0)

(1,1)

(1,0)

(1,-1)(-1,-1)

Fig. 11.6: Un mouvement projectif.

(a)

P

(b)

P

(c)

Fig. 11.7: Exemples d’intersections projectives transversales entre deux chemins fermés

dans Z3.

P

(a)

P

(b)

Fig. 11.8: Exemples d’intersections projectives tangentes entre deux chemins fermés dans

Z3.
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chemins. Finalement, la donnée de ces indices nous permet de définir une orientation pour

les intersections dans la projection des deux chemins fermés.

Définition 11.1 (Pred et Succ) Soient c = (xk)k=0,...,q un n−chemin fermé et xi un

voxel de c pour i ∈ {0, . . . , q}. Alors, Succc(i) est le plus petit entier l supérieur à i tel

que P(xi) 6= P(xl) ; si un tel entier l n’existe pas alors Succc(i) est le plus petit entier l < i

tel que P(xi) 6= P(xl). Si un tel l n’existe pas non plus, alors, clairement P(xi) = P(xl)

pour tout l ∈ {0, . . . , q} et on définit Succc(i) = i.

De façon similaire, Pred c(i) est l’indice l précédant i dans la paramétrisation cyclique de

c tel que P(xi) 6= P(xl), ou bien Pred c(i) = i si P(xi) = P(xl) pour tout l ∈ {0, . . . , q}.

Toujours dans le but de compter les intersections transversales dans la projection des

deux chemins, nous définissons la notion suivante de mouvement projectif.

Définition 11.2 (mouvement projectif) Soit c = (xk)k=0,...,q un n−chemin fermé et

soit i ∈ {0, . . . , q}. De plus, soit V le 8−voisinage de (0, 0) dans le plan discret (i.e.

V = ({−1, 0, 1}×{−1, 0, 1})\{(0, 0)}). On définit le mouvement projectif Pc(i) ∈ V ×V

associé à l’indice i de c par :

Pc(i) = ((x1
Predπ(i)−x1

i , x
2
Predπ(i)−x2

i ), (x
1
Succπ(i)−x1

i , x
2
Succπ(i)−x2

i )) = (Pc(i)
Pred , Pc(i)

Succ).

Le mouvement projectif représente la position des voxels précédant et suivant xi dans c et

dont la projection ne cöıncide pas avec celle de xi. Ces positions sont normalisées dans une

grille 3× 3 centrée sur le point de coordonnées (0, 0) qui est associé à la projection de xi.

Ainsi, le mouvement projectif du voxel xi de la Figure 11.5 est ((−1, 0), (1, 0)) et peut être

représenté comme dans la Figure 11.6. Notons que ce mouvement projectif ne sera utilisé

pratiquement que pour les seul indices i ∈ {0, . . . , q−1} tels que Pred c(i) = i−1. En effet,

nous devons compter une seule et unique contribution au nombre d’entrelacement pour

toute suite de voxels d’un des chemins qui ont la même projection, et nous choisissons de

façon arbitraire de ne retenir que le premier voxel de chacune de ces suites.

Définition 11.3 (gauche et droite) Soit c = (xi)i=0,...,q un n−chemin et V l’ensemble

introduit dans la Définition 11.2. On peut paramétrer l’ensemble des points de V en

utilisant le sens trigonométrique autour du point (0, 0). Alors, étant donné un mouvement

projectif P = Pc(i), on définit les deux ensembles Left(P) et Right(P) de la manière

suivante :
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Right(P) est l’ensemble des points rencontrés quand on parcourt V de PPred vers PSucc

en suivant la paramétrisation de V , sans les points PSucc et PPred .

Left(P) est l’ensemble des points rencontré quand on parcourt l’ensemble V de PSucc à

PPred en suivant la paramétrisation de V , sans PSucc et PPred .

Exemple : Si P = ((−1, 0), (1,−1)) alors Right(P) = {(−1,−1), (0,−1)} et Left(P) =

{(1, 0), (1, 1), (0, 1), (−1, 1)}.

Notation 11.2 Dans la suite, on dira que deux chemins π et c vérifient la propriété

H(π, c) si π est un n−chemin fermé pour n ∈ {6, 6+} et c est un n−chemin fermé tel que

c∗ ∩ π∗ = ∅.

Dans la suite de cette partie, on considère n ∈ {6, 6+}. De plus, afin de raccourcir les

notations, nous utiliserons les notations suivantes pour les intervalles d’entiers.

Notation 11.3 Soient a ∈ Z et b ∈ Z avec a ≤ b. Alors on utilise les notations suivantes

pour les intervalles d’entiers :

[a, b] = {i ∈ Z | a ≤ i ≤ b}
[a, b[ = {i ∈ Z | a ≤ i et i < b}
]a, b] = {i ∈ Z | a < i et i ≤ b}
]a, b[ = {i ∈ Z | a < i et i < b}

Définition 11.4 (contribution au nombre d’entrelacement) Soient deux chemins

fermés π = (yk)k=0,...,p et c = (xi)i=0,...,q tels que H(π, c) soit vérifiée. On définit comme

suit Wπ,c(k, i), la contribution directe au nombre d’entrelacement d’un couple (k, i), où

0 ≤ k ≤ p et 0 ≤ i ≤ q.

– Si y3
k > x3

i ou P(yk) 6= P(xi) ou P(yk) = P(yk−1) ou encore si P(xi) = P(xi−1) alors

Wπ,c(k, i) = 0,

– sinon, soit Pπ = Pπ(k) et Pc = Pc(i) les mouvements projectifs associés aux indices i

et k (notons que dans ce cas Predπ(k) = k − 1 et Pred c(i) = i− 1) :

– Si PPred
π = PSucc

π alors Wπ,c(k, i) = 0,

– sinon Wπ,c(k, i) = W−
π,c(k, i) + W+

π,c(k, i) où

W−
π,c(k, i) = −0.5 si PPred

c ∈ Left(Pπ), W+
π,c(k, i) = −0.5 si PSucc

c ∈ Right(Pπ),

W−
π,c(k, i) = 0.5 si PPred

c ∈ Right(Pπ), W+
π,c(k, i) = 0.5 si PSucc

c ∈ Left(Pπ),

W−
π,c(k, i) = 0 sinon. W+

π,c(k, i) = 0 sinon.
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Définition 11.5 (nombre d’entrelacement) Soient π = (yk)k=0,...,p et c = (xi)i=0,...,q

deux chemins fermés tels que H(π, c) soit vérifiée. On définit le nombre d’entrelacement

de π et c (noté Lπ,c) par :

Lπ,c =

p−1∑

k=0

q−1∑
i=0

Wπ,c(k, i) (11.1)

Notation 11.4 Étant donnés π = (yk)k=0,...,p et c = (xi)i=0,...,q, on note :

Pour i ∈ [0, q − 1], Lπ
π,c(i) =

p−1∑

k=0

Wπ,c(k, i) et pour k ∈ [0, p− 1], Lc
π,c(k) =

q−1∑
i=0

Wπ,c(k, i).

11.3 Un nouvel invariant topologique

Nous présentons les deux résultats principaux qui sont prouvés dans ce chapitre à propos

de l’invariance du nombre d’entrelacement après déformation homotopique de l’un des

deux chemins pour lesquels il est défini. Ces résultats très intuitifs, une nouvelle fois iden-

tiques à ceux du cas continu, sont prouvés dans ce chapitre en utilisant des considérations

techniques mais très simples mettant en jeu les coordonnées entières des voxels.

Théorème 14 Soient π et π′ deux n−chemins fermés (n ∈ {6, 6+}) et c un n−chemin

fermé dans Z3 tel que π∗ ∩ c∗ = ∅ et π′∗ ∩ c∗ = ∅. Si π est n−homotope à π′ dans Z3 \ c∗

alors Lπ,c = Lπ′,c.

Théorème 15 Soit π un n−chemin fermé (n ∈ {6, 6+}), et soient c, c′ deux n−chemins

fermés dans Z3 tels que π∗∩ c∗ = ∅ et π∗∩ c′∗ = ∅. Si c est n−homotope à c′ dans Z3 \π∗

alors Lπ,c′ = Lπ,c′.

A titre d’illustration, on se convainc aisément que toute 18−déformation homotopique du

18−chemin fermé blanc de la Figure 11.4(b) dans le complémentaire du 6−chemin fermé

gris ne peut modifier le nombre d’entrelacement associé à ces deux chemins.

11.4 Propriétés utiles

Dans cette section, on donne la définition de la contribution indirecte au nombre d’en-

trelacement qui fournit un moyen de calculer le nombre d’entrelacement en parcourant
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les voxels du 18 ou du 26−chemin et en comptant les croisements avec la projection

du 6−chemin. Ceci aboutit à une définition équivalente du nombre d’entrelacement, qui

permet de prouver de façon similaire deux propositions concernant une propriété d’ad-

ditivité du nombre d’entrelacement par concaténation des chemins (Proposition 11.3 et

Proposition 11.2 de cette section). Cette propriété d’additivité sera utilisée dans la section

suivante pour prouver les deux théorèmes principaux de ce chapitre.

11.4.1 Une définition équivalente du nombre d’entrelacement

Définition 11.6 (contribution indirecte au nombre d’entrelacement)

Soient π = (yk)k=0,...,p et c = (xi)i=0,...,q deux chemins fermés tels que H(π, c) soit

vérifiée. On définit de la manière suivante Mc,π(i, k), la contribution indirecte au nombre

d’intersection d’un couple (i, k) où 0 ≤ i ≤ q et 0 ≤ k ≤ p.

– Si y3
k > x3

i ou P(yk) 6= P(xi) ou P(yk) = P(yk−1) ou encore P(xi) = P(xi−1) alors

Mc,π(i, k) = 0,

– sinon, soient Pπ = Pπ(k) et Pc = Pc(i) les mouvements projectifs associés aux indices

i et k :

– Si PPred
c = PSucc

c alors Mc,π(i, k) = 0,

– sinon Mc,π(i, k) = M−
c,π(i, k) + M+

c,π(i, k) où :

M−
c,π(i, k) = 0.5 si PPred

π ∈ Left(Pc), M+
c,π(i, k) = 0.5 si PSucc

π ∈ Right(Pc),

M−
c,π(i, k) = −0.5 si PPred

π ∈ Right(Pc), M+
c,π(i, k) = −0.5 si PSucc

π ∈ Left(Pc),

M−
c,π(i, k) = 0 sinon. M+

c,π(i, k) = 0 sinon.

Lemme 11.1 Soient π = (yk)k=0,...,p et c = (xi)i=0,...,q deux chemins fermés tels que

H(π, c) soit vérifiée. Alors, Wπ,c(k, i) = Mc,π(i, k).

Preuve : La première condition de la Définition 11.4 et celle de la Définition 11.6

sont identiques. Maintenant, si PPred
π = PSucc

π alors Wπ,c(k, i) = 0 mais il est alors clair

que quelque soit la configuration Pc, on a Mc,π(i, k) = 0 puisque PPred
π et PSucc

π , soit se

trouvent tous les deux du même coté de Pc, soit sont tous les deux égaux à PPred
c ou à

PSucc
c . De la même façon, si PPred

c = PSucc
c alors Wπ,c(k, i) = Mc,π(i, k) = 0.

Si PPred
π 6= PSucc

π et PPred
c 6= PSucc

c , nous devrions évaluer Wc,π(i, k) en fonction des

positions des points PPred
c et PSucc

c , qui fournissent immédiatement les positions de PPred
π
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et PSucc
π relatives à Pc. Dans tous les cas, on remarque simplement que Mc,π(i, k) =

Wπ,c(k, i). La Figure 11.9 donne un aperçu des quatorze configurations de mouvement

projectifs qui peuvent se produire entre un n−chemin et un n−chemin. Le lecteur peut

vérifier aisément que les contributions directes et indirectes de ces points d’intersections

sont égales. 2

π

c

Fig. 11.9: Quatorze types d’intersections possibles dans un mouvement projectif.

Remarque 11.1 D’après le Lemme 11.1 on a : Lπ,c =

q−1∑
i=0

p−1∑

k=0

Mc,π(i, k). De plus, il est

clair que le nombre d’entrelacement n’est pas dépendant du choix d’une paramétrisation

pour l’un ou l’autre des chemins, pour peu que l’orientation de cette paramétrisation soit

préservée.

11.4.2 La propriété de concaténation

Proposition 11.2 Soient π1, π2 deux n−chemins fermés ayant les mêmes extrémités et

c un n−chemin fermé tel que les hypothèses H(c, π1) et H(c, π2) soient vérifiées. Alors,

Lπ1.π2,c = Lπ1,c + Lπ2,c.

Preuve : Soit les chemins c = (x0, . . . , xq), π1 = (z0, . . . , zp1), π2 = (t0, . . . , tp2) et

π1.π2 = (y0, . . . , yp1+p2).

D’après la Définition 11.5, on doit montrer que

q−1∑
i=0

Lπ1.π2
π1.π2,c(i) =

q−1∑
i=0

Lπ1
π1,c(i)+

q−1∑
i=0

Lπ2
π2,c(i).

Plus précisément, il est suffisant de montrer que Lπ1.π2
π1.π2,c(i) = Lπ1

π1,c(i) + Lπ2
π2,c(i) pour tout

i ∈ [0, q − 1]. Suivant la Définition 11.4, les deux termes de l’égalité précédente sont

nuls si P(xi−1) = P(xi) ou bien si P(xi−1) = P(xSuccc(i)). Aussi, nous devons examiner

uniquement le cas ou le mouvement projectif P = Pc(i) (voir Définition 11.4) n’est pas

trivial dans le sens où PPred 6= PSucc.

Dans ce cas on montre que :

p1+p2−1∑

k=0

Mc,π1.π2(i, k) =

p1−1∑

k=0

Mc,π1(i, k) +

p2−1∑

k=0

Mc,π2(i, k).

• Si π1 et π2 sont tous les deux des chemins fermés dont la projection est réduite à un

unique point, i.e. P(z0) = P(zk) = P(t0) pour tout k ∈ [0, p1 − 1] et P(t0) = P(tk) pour

tout k ∈ [0, p2 − 1] alors il est immédiat que Lπ1,c = Lπ2,c = Lπ1.π2,c = 0.
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• Si le chemin π2 a une projection réduite à un seul point (i.e. Succπ2(0) = 0) et que la

projection de π1 n’est pas réduite à un seul point (i.e. Succπ1(0) 6= 0) alors Lπ2,c = 0 et

on montre que Lπ1,c = Lπ1.π2,c. En effet, dans ce cas et pour tout i ∈ [0, q − 1] :

Lπ1.π2
π1.π2,c(i) =

Succπ1.π2 (0)−1∑

k=0

Mc,π1.π2(i, k) +

Predπ1.π2 (0)−1∑

k=Succπ1.π2 (0)

Mc,π1.π2(i, k)

+

p1+p2−1∑

k=Predπ1.π2 (0)

Mc,π1.π2(i, k)

(11.2)

Mais, d’après la définition de Succπ1.π2(0) et Predπ1.π2(0) et du fait que la contribution

indirecte d’un couple (k, i) est égale à zéro dans le cas où P(yk) = P(yk−1) on obtient

que :
p1+p2−1∑

k=Predπ1.π2 (0)

Mc,π1.π2(i, k) +

Succπ1.π2 (0)−1∑

k=0

Mc,π1.π2(i, k) = Mc,π1.π2(Predπ1.π2(0) + 1, k)

On remarque également que Predπ1.π2(0) = Predπ1(0) ∈]0, p1[ puisque P(yk) = P(yp1)

pour k ∈ [p1, p1 + p2]. Mais yj = zj pour tout j ∈ [0, . . . , p1] de sorte que yPredπ1.π2 (0) =

zPredπ1 (0) et yPredπ1.π2(0)+1 = zPredπ1 (0)+1. D’autre part, on a Succπ1.π2(Predπ1.π2(0) + 1) =

Succπ1.π2(0) d’après la définition de Succ et Pred . Mais Succπ1.π2(0) ∈]0, p1[ de sorte que

Succπ1.π2(0) = Succπ1(0) = Succπ1(Predπ1(0) + 1). Finalement, on obtient que :

ySuccπ1.π2 (Predπ1.π2 (0)+1) = zSuccπ1 (Predπ1 (0)+1). Et, par définition de la contribution au nombre

d’entrelacement, on a alors :

Mc,π1.π2(i,Predπ1.π2(0) + 1) = Mc,π1(i,Predπ1(0) + 1).

Suivant la définition de Succπ1(0) et Predπ1(0) et puisque la contribution d’un couple

(k, i) est égale à 0 dans le cas où P(zk) = P(zk−1) on a :

Mc,π1(i,Predπ1(0) + 1) =

p1−1∑

k=Predπ1 (0)+1

Mc,π1(i, k) +

Succπ1(0)−1∑

k=0

Mc,π1(i, k).

D’après l’expression de Lπ1.π2
π1.π2,c(i) dans l’équation 11.2, et comme la séquence des voxels

de π1 apparâıt dans π1.π2 entre Succπ1.π2(0) et Predπ1.π2(0) :

Lπ1.π2
π1.π2,c(i) = Mc,π1.π2(Predπ1.π2(0) + 1, k) +

Predπ1.π2 (0)∑

k=Succπ1.π2 (0)

Mc,π1.π2(i, k)

= Mc,π1(Predπ1(0) + 1, k) +

Predπ1 (0)∑

k=Succπ1 (0)

Mc,π1(i, k)

= Lπ1
π1,c(i)

• Le cas où Succπ1(0) = 0 et Succπ2(0) 6= 0 est identique.
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• Dans le cas où aucun des deux chemins π1 et π2 n’a sa projection réduite à un unique

point (i.e. Succπ1(0) 6= 0 et Succπ2(0) 6= 0) ; alors, en utilisant les mêmes considérations

que dans le cas précédent, on montre que :

Lπ1
π1,c(i) = Mc,π1(i,Predπ1(0) + 1) +

Predπ1(0)∑

k=Succπ1 (0)

Mc,π1(i, k) (3.1)

Lπ2
π2,c(i) = Mc,π2(i,Predπ2(0) + 1) +

Predπ2(0)∑

k=Succπ2 (0)

Mc,π2(i, k) (3.2)

Lπ1.π2
π1.π2,c(i) = Mc,π1.π2(i,Predπ1.π2(0) + 1) +

Predπ1.π2 (p1)∑

k=Succπ1.π2 (0)

Mc,π1.π2(i, k) (3.3)

+ Mc,π1.π2(i,Predπ1.π2(p1) + 1) +

Predπ1.π2(0)∑

k=Succπ1.π2 (p1)

Mc,π1.π2(i, k)

Pour k ∈ [Succπ1(0),Predπ1(0)] = [Succπ1.π2(0),Predπ1.π2(p1)] ⊂]0, p1[ on a zk = yk,

zk−1 = yk−1 et zSuccπ1 (k) = ySuccπ1.π2 (k), donc Mc,π1(i, k) = Mc,π1.π2(i, k). Alors, la somme

de l’équation (2.1) est égale à la première somme de l’équation (2.3).

Pour k ∈ [Succπ2(0),Predπ2(0)] = [Succπ1.π2(p1)− p1,Predπ1.π2(0)− p1] ⊂]0, p2[ on a tk =

yk+p1 , tk−1 = yk+p1−1 et tSuccπ1(k) = ySuccπ1.π2 (k)+p1 , donc Mc,π2(i, k) = Wc,π1.π2(i, k + p1).

Alors, la somme de l’équation (2.2) est égale à la deuxième somme de l’équation (2.3).

Il reste à montrer l’égalité entre Mc,π1(i,Predπ1(0) + 1) + Mc,π2(i,Predπ2(0) + 1) et la

somme Mc,π1.π2(i,Predπ1.π2(0) + 1) + Mc,π1.π2(i,Predπ1.π2(p1) + 1). Mais,

M−
c,π1

(i,Predπ1(0) + 1) = M−
c,π1.π2

(i,Predπ1.π2(p1) + 1) car zPredπ1 (0) = yPredπ1.π2(p1).

M+
c,π1

(i,Predπ1(0) + 1) = M+
c,π1.π2

(i,Predπ1.π2(0) + 1) car zSuccπ1 (Predπ1 (0)+1) = zSuccπ1 (0) =

ySuccπ1.π2 (0) = ySuccπ1.π2(Predπ1.π2 (0)+1).

M−
c,π2

(i,Predπ2(0) + 1) = M−
c,π1.π2

(i,Predπ1.π2(0) + 1) car tPredπ2 (0) = yPredπ1.π2 (0).

M+
c,π2

(i,Predπ2(0) + 1) = M+
c,π1.π2

(i,Predπ1.π2(p1) + 1) car tSuccπ2 (Predπ2 (0)+1) = tSuccπ2 (0) =

tSuccπ1.π2 (p1) = tSuccπ1.π2 (Predπ1.π2 (p1)+1).

Finalement, Mc,π1(i,Predπ1(0) + 1) + Mc,π2(i,Predπ2(0) + 1) = Mc,π1.π2(i,Predπ1.π2(0) +

1) + Mc,π1.π2(i,Predπ1.π2(p1) + 1). 2

Proposition 11.3 Soient c1 et c2 deux chemins fermés ayant les mêmes extrémités et π

un chemin fermé tel que H(c1, π) et H(c1, π) sont vérifiées. Alors, Lπ,c1.c2 = Lπ,c1 +Lπ,c2.
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Preuve : Soient π = (y0, . . . , yp), c1 = (z0, . . . , zq1), c2 = (t0, . . . , tq2) et c1.c2 =

(x0, . . . , xq1+q2). Il nous faut montrer que

p−1∑

k=0

Lc1.c2
π,c1.c2

(k) =

p−1∑

k=0

Lc1
π,c1

(k) +

p−1∑

k=0

Lc2
π,c2

(k).

Plus précisément, on démontre que pour tout k ∈ [0, p− 1] on a :

Lc1.c2
π,c1.c2(k) = Lc1

π,c1
(k) + Lc2

π,c2
(k)

D’après la définition de la contribution directe d’un couple (k, i) au nombre d’entrelace-

ment, les termes de l’égalité précédente sont tous les deux nuls si P(yk−1) = P(yk) ou

bien si P(yk−1) = P(ySuccπ(k)). Ainsi, il reste à examiner le cas où le mouvement projectif

P = Pπ(k) (voir Définition 11.4) n’est pas trivial dans le sens où PPred 6= PSucc.

Dans ce cas, on doit prouver que :
q1+q2−1∑

i=0

Wπ,c1.c2(k, i) =

q1−1∑
i=0

Wπ,c1(k, i) +

q2−1∑
i=0

Wπ,c2(k, i)

• Si c1 et c2 sont tous les deux des chemins fermés dont la projection est réduite à un

unique point, i.e. P(z0) = P(zi) pour tout i ∈ [0, q1 − 1] et P(t0) = P(ti) pour tout

i ∈ [0, q2 − 1] alors il est immédiat que Lπ,c1 = Lπ,c2 = Lπ,c1.c2 = 0.

• Si le chemin c2 a une projection réduite à un point (i.e. Succc2(0) = 0 mais pas c1 (i.e.

Succc1(0) 6= 0). Alors, Lπ,c1 = 0 et on montre que Lπ,c2 = Lπ,c1.c2 .

En effet, dans ce cas :

Lπ,c1.c2 =

Succc1.c2 (0)−1∑
i=0

Wπ,c1.c2(k, i) +

Predc1.c2(0)∑

i=Succc1.c2 (0)

Wπ,c1.c2(k, i) +

q1+q2−1∑

i=Predc1.c2 (0)

Wπ,c1.c2(k, i)

Mais par définition de Succc1.c2(0) et Pred c1.c2(0) ; et d’après la définition de la contribu-

tion d’un couple (k, i) dans le cas où P(xi) = P(xi−1) on obtient que :
q1+q2−1∑

i=Predc1.c2 (0)

Wπ,c1.c2(k, i) +

Succc1.c2(0)−1∑
i=0

Wπ,c1.c2(k, i) = Lπ,c1.c2(k,Pred c1.c2(0) + 1)

On remarque aussi que Pred c1.c2(0) = Pred c1(0) ∈]0, q1[ puisque P(xj) = P(xq1) pour

j = q1, . . . , q1 + q2. Mais xj = zj pour tout j ∈ [0, q1], donc :

– xPredc1.c2 (0) = zPredc1(0) et xPredc1.c2 (0)+1 = zPredc1 (0)+1.

D’autre part, Succc1.c2(Pred c1.c2(0)+1) = Succc1.c2(0) par définition de Succ et Pred . Mais

Succc1.c2(0) ∈]0, q1[ donc Succc1.c2(0) = Succc1(0) = Succc1(Pred c1(0) + 1). Finalement,

– xSuccc1.c2 (Predc1.c2 (0)+1) = zSuccc1 (Predc1 (0)+1).

D’après la définition de la contribution au nombre d’entrelacement on obtient que

Lπ,c1.c2(k,Pred c1.c2(0) + 1) = Lπ,c1(k,Pred c1(0) + 1). Et, par définition de Succc1(0) et

Pred c1(0) et celle de la contribution d’un couple (k, i) dans le cas où P(zi) = P(ti−1) on

a :
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Lπ,c1(k,Pred c1(0) + 1) =

q1−1∑

i=Predc1 (0)

Wπ,c1(k, i) +

Succc1 (0)−1∑
i=0

Wπ,c1(k, i).

Calculons la somme

Predc1.c2 (0)∑

i=Succc1.c2 (0)

Wπ,c1.c2(k, i).

Pour i ∈ [Succc1.c2(0),Pred c1.c2(0)] = [Succc1(0), Succc1(0)] ⊂]0, q1[ on a : xi = zi, xi−1 =

zi−1 et Succc1.c2(i) ≤ Pred c1.c2(0) + 1 = Pred c1(0) + 1 ≤ q1 de sorte que xSuccc1.c2 (i) =

zSuccc1 (i). Ceci entrâıne Wπ,c1.c2(k, i) = Wπ,c1(k, i) et donc
Predc1.c2 (0)∑

i=Succc1.c2 (0)

Wπ,c1.c2(k, i) =

Predc1(0)∑

i=Succc1(0)

Wπ,c1(k, i).

On obtient :

Lπ,c1.c2 =

q1−1∑

i=Predc1(0)

Wπ,c1(k, i) +

Succc1(0)−1∑
i=0

Wπ,c1(k, i) +

Predc1 (0)∑

i=Succc1 (0)

Wπ,c1(k, i) = Lπ,c1 .

• Le cas où Succc1(0) = 0 et Succc2(0) 6= 0 peut être démontré de façon similaire mais

avec des notations plus lourdes nécessaires pour mettre en relation les voxels identiques

de c2 et c1.c2.

• Reste à examiner le cas où aucun des deux chemins c1 et c2 n’est de projection réduite

à un seul point (i.e. Succc1(0) 6= 0 et Succc2(0) 6= 0).

Alors, en utilisant les mêmes considérations que dans les cas précédents, on montre que :

Lc1
π,c1

(k) = Lπ,c1(k,Pred c1(0) + 1) +

Predc1 (0)∑

i=Succc1 (0)

Wπ,c1(k, i)

Lc2
π,c2

(k) = Lπ,c2(k,Pred c2(0) + 1) +

Predc2 (0)∑

i=Succc2 (0)

Wπ,c2(k, i)

Lc1.c2
π,c1.c2

(k) = Lπ,c1.c2(k,Pred c1.c2(0) + 1) +

Predc1.c2(q1)∑

i=Succc1.c2 (0)

Wπ,c1.c2(k, i)

+ Lπ,c1.c2(k,Pred c1.c2(q1) + 1) +

Predc1.c2 (0)∑

i=Succc1.c2 (q1)

Wπ,c1.c2(k, i)

Pour i ∈ [Succc1(0),Pred c1(0)] = [Succc1.c2(0),Pred c1.c2(q1)] ⊂]0, q1[ on a zi = xi, zi−1 =

xi−1 et zSuccc1 (i) = xSuccc1.c2(i), donc Lπ,c1(k, i) = Lπ,c1.c2(k, i). Alors,
Predc1 (0)∑

i=Succc1 (0)

Wπ,c1(k, i) =

Predc1.c2 (q1)∑

i=Succc1.c2 (0)

Wπ,c1.c2(k, i).

Pour i ∈ [Succc2(0),Pred c2(0)] = [Succc1.c2(q1) − q1,Pred c1.c2(0) − q1] ⊂]0, q2[ on a ti =

xi+q1 , ti−1 = xi+q1−1 et tSuccc1 (i) = xSuccc1.c2 (i)+q1 , donc Lπ,c2(k, i) = Lπ,c1.c2(k, i+q1). Alors,



190 Chapitre 11. Le nombre d’entrelacement

Predc2 (0)∑

i=Succc2 (0)

Wπ,c2(k, i) =

Predc1.c2 (0)∑

i=Succc1.c2 (q1)

Wπ,c1.c2(k, i).

D’autre part, Lπ,c1(k,Pred c1(0) + 1) + Lπ,c2(k,Pred c2(0) + 1) = L−π,c1
(k,Pred c1(0) + 1) +

L+
π,c1

(k,Pred c1(0) + 1) + L−π,c2
(k,Pred c2(0) + 1) + L+

π,c2
(k,Pred c2(0) + 1).

Mais,

L−π,c1
(k,Pred c1(0) + 1) = L−π,c1.c2

(k,Pred c1.c2(q1) + 1) puisque zPredc1(0) = xPredc1.c2 (q1).

L+
π,c1

(k,Pred c1(0)+1) = L+
π,c1.c2

(k,Pred c1.c2(0)+1) puisque zSuccc1(Predc1(0)+1) = zSuccc1 (0) =

xSuccc1.c2 (0) = xSuccc1.c2 (Predc1.c2 (0)+1).

L−π,c2
(k,Pred c2(0) + 1) = L−π,c1.c2

(k,Pred c1.c2(0) + 1) puisque tPredc2(0) = xPredc1.c2 (0).

L+
π,c2

(k,Pred c2(0)+1) = L+
π,c1.c2

(k,Pred c1.c2(q1)+1) puisque tSuccc2(Predc2(0)+1) = tSuccc2 (0) =

tSuccc1.c2 (q1) = tSuccc1.c2(Predc1.c2 (q1)+1).

Finalement, Lπ,c1(k,Pred c1(0)+1)+Lπ,c2(k,Pred c2(0)+1) = Lπ,c1.c2(k,Pred c1.c2(0)+1)+

Lπ,c1.c2(k,Pred c1.c2(q1) + 1).

Alors,

Lc1
π,c1

(k) + Lc2
π,c2

(k) = Lπ,c1.c2(k,Pred c1.c2(0) + 1) + Lπ,c1.c2(k,Pred c1.c2(q1) + 1)

+

Predc1.c2(q1)∑

i=Succc1.c2 (0)

Wπ,c1.c2(k, i) +

Predc1.c2 (0)∑

i=Succc1.c2 (q1)

Wπ,c1.c2(k, i)

= Lc1.c2
π,c1.c2

(k)

2

11.5 Preuves des Théorèmes principaux

11.5.1 Invariance par déformation du 6/(6+)−chemin

Dans cette section, nous donnons la preuve du Théorème 14 dans le cas où (n, n) ∈
{(6+, 18), (6, 26)}. L’idée principale de cette preuve est qu’une déformation homotopique

d’un 6−chemin ou d’un (6+)−chemin peut être opérée par une séquence d’insertions

et/ou de suppressions de chemins fermés simples inclus dans un cube ou un carré (tels

que ceux représentés dans la Figure 11.10). Alors, en montrant que de tels n−chemins

fermés de longueurs réduites ont un nombre d’entrelacement nul avec n’importe quel autre

n−chemin, on pourra démontrer le théorème principal en utilisant la Proposition 11.2.

Définition 11.7 Soient π et π′ deux n−chemins fermés (n ∈ {6, 6+, 18, 26}) dans X ⊂



Chapitre 11. Le nombre d’entrelacement 191

Z3. On dit que π et π′ sont identiques à l’insertion/suppression d’une n−boucle simple

près si π = π1.(p).π2 où p est un voxel, et π′ = π1.γ.π2 où γ est un n−chemin fermé

simple de p à p inclus dans un cube 2×2×2 (un carré 2×2 si (n, n) = (6, 26)) ; ou bien si

π = π1.γ.π2 et π′ = π1.(p).π2.

Proposition 11.4 Soient π et π′ deux n−chemins (n ∈ {6, 6+, 18, 26}) dans X ⊂ Z3.

Alors, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) π est n−homotope à π′.

ii) Il existe une séquence S = (π0, . . . , πl) telle que π0 = π, πl = π′ et pour h =

1 . . . l, les deux chemins πh−1 et πh sont identiques à l’insertion/suppression d’une

n−boucle simple près.

Quand la Propriété ii) est satisfaite, on note π ≡SL π′.

Preuve :

L’implication ii) ⇒ i) est immédiate d’après les définitions puisque l’insertion ou la sup-

pression d’une n−boucle simple est une n−déformation élémentaire. Réciproquement, il

est suffisant de montrer ii) en supposant que π et π′ sont identiques à une n−déformation

élémentaire près. Aussi, supposons que π = π1.γ.π2 et π′ = π1.γ
′.π2. Où γ et γ′ ont les

mêmes extrémités (disons p et q) et sont inclus dans un cube 2×2×2 C (un carré 2×2 si

(n, n) = (6, 26)).

On donne la séquence S : Tout d’abord, en insérant ou supprimant des boucles simples

de la forme (x, y, x) dans π on obtient :

π = π1.γ.π2 ≡SL π1.γ.γ′−1.γ′.π2. Maintenant, considérons le chemin fermé γ.γ′−1 de p à

p. On peut supprimer de façon séquentielle des sous-chemins de longueurs minimales du

chemin fermé γ.γ′−1 qui sont des boucles simples, jusqu’à obtenir un chemin qui est lui

même une boucle simple. Finalement, π ≡SL π1.γ.γ′−1.γ′.π2 ≡SL π1.γ
′.π2 = π′. 2

Lemme 11.5 Soit π une 6−boucle simple dans un carré 2×2 et soit c un 26−chemin

tel que H(π, c) soit vérifiée, alors Lπ,c = 0.

Preuve : De la Figure 11.10(a) à la Figure 11.10(f), toutes les 6−boucles simples incluses

dans un carré 2×2 d’un point p à p sont représentées au choix d’une orientation près.
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(g)

(h)

(i)

(a) (d)

(e)(b)

(c) (f)

p

Fig. 11.10: Les 24 6−boucles simples possibles de p à

p dans un cube 2×2×2 .
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f
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h
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Fig. 11.11: Comment obtenir

l’une des 6−boucles simples à

partir de boucles élémentaires.

Dans cette preuve, nous n’examinerons que les cas de boucles simples issues d’un point

p donné du carré 2×2 . En modifiant la paramétrisation de la boucle, il est clair que la

preuve est valable pour tout autre voxel p dans un carré 2×2 .

– Cas des Figures 11.10(a) et 11.10(b) : Dans ce cas, π = (x, y, x) et Lπ,c = Lc
π,c(0) +

Lc
π,c(1) = 0 par définition de la contribution au nombre d’entrelacement.

– Cas de la Figure 11.10(c) : Dans ce cas, π = (x, y, x) et P(x) = P(y) de sorte que

Lπ,c = 0.

– Cas des Figures 11.10(d) et 11.10(e) :

Soit π = (y0, y1, y2, y3, y4 = y0). Dans les deux cas et pour n’importe quelle paramétrisation,

on vérifie aisément que Lc
π,c(k) = 0 pour k = 0, . . . , 3 soit parce-que P(yk) = P(yk−1), soit

parce-que Pπ(k)Pred = Pπ(k)Succ.

– Cas de la Figure 11.10(f) :

On pose c = (xi)i=0,...,q, π = (y0, y1, y2, y3, y4 = y0), P = {P(y0), P(y1),P(y2),P(y3)} et

soit I = {[i1, i2]| P(xi1−1) /∈ P , P(xi2+1) /∈ P et P(xi) ∈ P pour tout i ∈ [i1, i2]}. Si

P(xi) ∈ P pour tout i ∈ [0, q] alors I = {[0, q − 1]}.

Alors, il est clair que Lπ,c =
∑

[i1,i2]∈I

i2∑
i=i1

Lπ
π,c(i).

Il est suffisant de prouver que pour tout [i1, i2] ∈ I la somme

i2∑
i=i1

Lπ
π,c(i) est nulle. On peut

alors choisir une orientation pour le chemin π, mais dans tous les cas on remarque que

pour tout i ∈ [i1, i2] il existe un seul indice k(i) ∈ {0, 1, 2, 3} tel que Lπ
π,c(i) = Wπ,c(k(i), i).

Tout d’abord, pour un intervalle donné [i1, i2], soit x3
i < y3

k(i) pour tout i ∈ [i1, i2] ou bien

x3
i > y3

k(i) pour tout i ∈ [i1, i2]. Dans le premier cas, Lπ
π,c(i) = 0 pour tout i ∈ [i1, i2] et il
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n’y a plus rien à montrer. Dans le second cas, on peut considérer des entiers a0 < a1 <

. . . < al ≤ al+1 tels que : [i1, i2] = [a0, a1[∪[a1, a2[∪ . . . ∪ [al, al+1], avec P(xai
) 6= P(xai−1

)

pour tout i ∈ {1, . . . , l} ; et ∀i ∈ {0, . . . , l}, ∀j ∈ [ai, ai+1[ on a P(xj) = P(xai
). Alors,

pour tout i ∈ {0, . . . , l − 1} :
ai+1−1∑
j=ai

Wπ,c(k(j), j) = Wπ,c(k(ai), ai) et

al+1∑
j=al

Wπ,c(k(j), j) = Wπ,c(k(al), al).

Par construction des intervalles [ai, ai+1[, on a :
∑

i∈[i1,i2]

Wπ,c(k(i), i) =
∑

i=1,...,l

Wπ,c(k(ai), ai).

Maintenant, on prouve que pour i = 1, . . . , l, W+
π,c(k(ai), ai) + W−

π,c(k(ai+1), ai+1) = 0.

En effet, soient βi = Pc(ai) et αi = Pπ(k(ai)). Alors W+
π,c(k(ai), ai) dépend de la position

du point βSucc
i par rapport au mouvement projectif αi. Si βSucc

i ∈ {αPred , αSucc} alors

on a W+
π,c(k(ai), ai) = 0 et W−

π,c(k(ai+1), ai+1) = 0 puisque Pred c(ai+1) = ai. Si βSucc
i /∈

{αPred , αSucc} alors βSucc est un point qui est 8−adjacent mais pas 4−adjacent à (0, 0).

Mais dans ce cas, et en fonction de l’orientation du chemin fermé π, si βSucc
i ∈ Right(αi)

alors βPred
i+1 ∈ Right(αi+1) et si βSucc

i ∈ Left(αi) alors βPred
i+1 ∈ Left(αi+1).

On voit aussi que W−
π,c(k(a0), a0) + W+

π,c(k(al), al) = 0. En effet, selon l’orientation de la

boucle réduite à un carré 2×2 , il est clair que les projections des voxels Pc(a0)
Pred et

Pc(al)
Succ appartiendront ou bien respectivement à Right(Pπ(k(a0))) et Right(Pπ(k(al)))

ou bien à Left(Pπ(k(a0))) et Left(Pπ(k(al))). Dans le cas où I = {[0, q − 1]} alors

W−
π,c(k(a0), a0) + W+

π,c(k(al), al) = 0 soit parce-que les deux termes sont nuls, soit pour la

même raison que celle expliquée plus haut concernant les intervalles [ai, ai+1[ (contribu-

tions de signes opposés).

Finalement, pour tout intervalle [i1, i2] ∈ I,

i2∑
i=i1

Lπ
π,c(i) =

l∑
i=1

(
W−

π,c(k(ai), ai) + W+
π,c(k(ai), ai)

)

= W−
π,c(k(a1), a1) + W+

π,c(k(al), al) +
l∑

i=1

(
W+

π,c(k(ai), ai)W
−
π,c(k(ai+1), ai+1)

)

= 0

2

Lemme 11.6 Si π est une (6+)−boucle simple incluse dans un cube 2×2×2 et c est un

18−chemin fermé tel que l’hypothèse H(π, c) est vérifiée, alors Lπ,c = 0.
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Preuve : Dans la Figure 11.10 sont représentés, à une orientation près et pour un point

p donné, toutes les 6−boucles simples possibles dans un cube 2×2×2 de p à p (la preuve

pour n’importe lequel des sept autres points p est similaire).

Dans cette preuve, il suffit de montrer que Lπ,c = 0 quand π est l’une des boucles (a) . . . (i)

de la Figure 11.10. Alors, en utilisant la Proposition 11.2 et le fait que tout autre boucle de

la Figure 11.10 peut être obtenue par une séquence d’insertions/suppressions de boucles

de types (a) . . . (i), on aura montré que Lπ,c = 0 quand π est n’importe laquelle des

boucles de la Figure 11.10.

Dans la preuve du Lemme 11.5, nous avons déjà montré que Lπ,c = 0 quand π est l’une

des boucles du type (a), (b), (c), (d), (e) ou (f) (en effet, c, en tant que 18−chemin, est

aussi un 26−chemin).

– Cas des Figures 11.10(g), (h) et (i) :

La preuve dans ces cas est identique à celle du cas de la Figure 11.10(f) (voir la preuve

de la Proposition 11.5). Ainsi, on remarque là encore l’existence d’un entier k(i) tel que

Lπ
π,c(i) = Wπ,c(k(i), i). En effet, seulement un des deux voxels de π qui ont la même

projection ne peut avoir une contribution non nulle. On utilise encore une fois le fait que

pour un intervalle [i1, i2] ∈ I donné (tel que défini dans le cas précédent), soit x3
i < y3

k(i)

pour tout i ∈ [i1, i2], soit x3
i > y3

k(i) pour tout i ∈ [i1, i2]. En effet, ceci provient du fait

que les deux voxels du cube qui ne sont pas des voxels de π ne sont pas 18−adjacents,

de telle sorte que le chemin c ne peut avoir d’intervalle d’intersection projective avec π

ayant des voxels de part et d’autre de π (au sens de la troisième coordonnée). Le reste

de la preuve est identique.

– Autres cas : Maintenant, si π est une boucle simple dans C telle que Lπ,c = 0 et π′ est

une (6+)−boucle simple dans C obtenue par insertion d’une des boucles (a), . . . , (i) dans

π, alors Lπ,c = Lπ′,c = 0. En effet, si π = π1.(x).π2 et π′ = π1.γ.π2 où γ est une boucle

de x à x de l’une des formes (a), . . . , (i), alors Lπ1.γ.π2,c = Lπ2.π1.γ,c puisque le nombre

d’entrelacement est invariant par changement de paramètre préservant l’orientation. De

plus, d’après la Proposition 11.2 on a Lπ2.π1.γ,c = Lπ2.π1,c + Lγ,c. Comme on a prouvé que

Lγ,c = 0 où γ est de l’une des formes (a), . . . , (i) alors Lπ2.π1.γ,c = Lπ2.π1,c et on a encore

Lπ2.π1,c = Lπ1.π2,c. Finalement, Lπ′,c = Lπ,c.

Maintenant, on laisse au lecteur le soin de vérifier que chacun des quinze autres types

de boucles simples de la Figure 11.10 peut être obtenu par une séquence d’insertions ou
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suppressions de boucles de la forme (a), . . . , (i) à partir d’un chemin trivial. Alors, on

obtient que Lπ,c = 0 quand π est n’importe laquelle des boucles représentées dans la

Figure 11.10.

A titre d’exemple, on donne ici la séquence d’insertions/suppressions de boucles simples de

types (a) . . . (i) qui permet d’obtenir le chemin représenté dans la Figure 11.11 (Page 192)

à partir d’un chemin réduit au voxel a.

(a, d, c, b, a) peut être obtenu à partir de (a) par insertion d’une boucle de la forme donnée

dans la Figure 11.10(f).

(a, d, h, g, c, d, c, b, a) peut être obtenu à partir (a, d, c, b, a) par insertion d’une boucle de

la forme donnée dans la Figure 11.10(e).

(a, d, h, g, c, b, a) peut être obtenu à partir de (a, d, h, g, c, d, c, b, a) par suppression d’une

boucle comme celle de la Figure 11.10(b).

(a, d, h, g, c, b, f, e, a, b, a) peut être obtenu à partir de (a, d, h, g, c, b, a) par insertion d’une

boucle de la forme donnée par la Figure 11.10(e).

(a, d, h, g, c, b, f, e, a) peut être obtenu à partir de (a, d, h, g, c, b, f, e, a, b, a) par suppres-

sion d’une boucle comme celle de la Figure 11.10(b). 2

Preuve du Théorème 14 : D’après la Proposition 11.4 il est suffisant de démontrer

le Théorème 14 dans la cas où π et π′ sont identiques à l’insertion/suppression d’une

n−boucle simple (n ∈ {6, 6+}). Dans ce cas, supposons que π = π1.(x).π2 et π′ = π1.γ.π2

où γ est une boucle simple de x à x incluse dans un cube 2×2×2 C (dans un carré 2×2

si (n, n) = (6, 26)). Comme le nombre d’entrelacement est invariant par changement de

paramètre préservant l’orientation, on a Lπ′,c = Lπ1.γ.π2,c = Lγ.π2.π1,c. D’après la Proposi-

tion 11.2, Lγ.π2.π1,c = Lγ,c + Lπ2.π1,c (π2.π1 est un n−chemin fermé de x à x de même que

γ). Maintenant, comme γ est une boucle simple dans C et d’après le Lemme 11.5 ou le

Lemme 11.6 on a Lγ,c = 0. Finalement, Lγ.π2.π1,c = Lπ2.π1,c = Lπ1.π2,c = Lπ,c. 2

11.5.2 Invariance par déformation du 26−chemin

Définition 11.8 Soient c et c′ deux 26−chemins dans X ⊂ Z3. On dit que c et c′ sont

identiques à l’insertion d’un triangle ou d’un demi-tour près si :

– Soit c = c1.(x).c2 et c′ = c1.(x, y, z, x).c2 où les voxels x, y et z sont inclus dans un

cube 2×2×2 C,
– soit c = c1.(x).c2 et c′ = c1.(x, y, x).c2.
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On dit que c et c′ sont identiques à l’insertion/suppression d’un triangle ou d’un demi-

tour près si soit c et c′, soit c′ et c sont identiques à l’insertion d’un triangle ou d’un

demi-tour près.

Proposition 11.7 Soient c et c′ deux 26−chemins dans X ⊂ Z3. Alors les deux pro-

priétés suivantes sont équivalentes :

i) c est 26−homotope à c′ dans X.

ii) Il existe une séquence S = (c0 = c, . . . , ck = c′) de chemins dans X tels que pour

tout i ∈ [1, k[ les chemins ci−1 et ci sont identiques à l’insertion/suppression d’un

triangle ou d’un demi-tour près.

Si la Propriété ii) est satisfaite, on note c ≡TBF c′.

Preuve : ii) ⇒ i′) est immédiat car l’insertion d’un demi-tour ou d’un triangle est un

cas particulier de 26−déformation élémentaire.

i′) ⇒ ii) réciproquement, d’après la Définition 2.11, il est suffisant de prouver ii) si c et

c′ sont identiques à une 26−déformation élémentaire près. On suppose que c = c1.γ.c2 et

c′ = c1.γ
′.c2 où γ et γ′ ont les mêmes extrémités et sont inclus dans un cube 2×2×2 C. Par

induction sur la longueur de γ on montre qu’il existe un séquence d’insertions de triangles

ou de demi-tours qui permet de transformer γ en un chemin réduit à ses extrémités.

Supposons que γ = γ0 soit de longueur l ≥ 2. Alors on a γ0 = γ0
1 .(x, y, z).γ0

2 . Main-

tenant, par insertion d’un demi-tour on peut obtenir le chemin γ0
1 .(x, y, z).(z, x, z).γ0

2 =

γ0
1 .(x, y, z, x, z).γ0

2 ; ensuite, par suppression d’un triangle, on obtient le chemin γ1 =

γ0
1 .(x, z).γ0

2 qui est de longueur l − 1 < l. Par induction, on peut obtenir un chemin

γk = (p, q) de longueur 1 où p et q sont les extrémités communes à γ et γ′.

De la même façon, on peut obtenir le chemin γ′ à partir du chemin (p, q) après une

séquence d’insertions de triangles et de suppressions de demi-tours. Finalement, une

26−déformation élémentaire peut se ramener à une séquence d’insertions/suppressions

de triangles ou demi-tours. 2

Lemme 11.8 Si c est un 26−triangle, alors pour tout 6−chemin π tel que H(π, c) soit

vérifiée, on a Lπ,c = 0.



Chapitre 11. Le nombre d’entrelacement 197

Preuve : Soit c un 26−triangle. On considère tout d’abord le cas ou exactement deux

voxels de c ont la même projection (les cas où tous les voxels de c ont la même projection

entrâıne immédiatement que Lπ,c = 0).

On suppose que deux voxels de c = (x0, x1, x2, x0), disons x1 et x2 sans perte de généralité,

sont tels que P(x1) = P(x2). Maintenant, pour tout 6−chemin π on a Lπ,c = Lπ
π,c(0) +

Lπ
π,c(1) + Lπ

π,c(2). Mais d’après la Définition 11.4, Lπ
π,c(0) = 0 puisque Succc(0) = 1 et

Pred c(0) = 2 et P(x1) = P(x2). On a aussi Lπ
π,c(1) = 0 puisque Succc(1) = Pred c(1) = 0.

Finalement, Lπ
π,c(2) = 0 car P(x1) = P(x2).

Maintenant, supposons que les trois voxels de c ont des projections distinctes deux à

deux.

Soient c = (x0, x1, x2, x3 = x0) et π = (yk)k=0,...,p ; et soient P = {P(x0),P(x1),P(x2)} et

K = { [k1, k2]| P(yk1−1) /∈ P , P(yk2+1) /∈ P et P(yi) ∈ P pour tout i ∈ [k1, k2] }. Si P(yk) ∈

P pour tout k ∈ [0, p] alors K = {[0, p− 1]}. Il est clair que Lπ,c =
∑

[k1,k2]∈K

k2∑

k=k1

Lc
π,c(k).

Pour tout [k1, k2] ∈ K et tout k ∈ [k1, k2] on note i(k) le seul indice d’un voxel de

c tel que P(xi(k)) = P(yk). Alors, pour un tel k, on a Lc
π,c(k) = Wπ,c(k, i(k)). Donc,

Lπ,c =
∑

[k1,k2]∈K

k2∑

k=k1

Wπ,c(k, i(k)).

Maintenant, par définition de la contribution au nombre d’entrelacement, il est clair que

pour tout [k1, k2] ∈ K :

k2∑

k=k1

Wπ,c(k, i(k)) =

Predπ(k2)+1∑

k=k1

Wπ,c(k, i(k)).

Mais pour k ∈ [k1 +1,Predπ(k2)], la contribution Wπ,c(k, i(k)) est égale à 0 soit parce-que

{Pπ(k)Pred , Pπ(k)Succ} ⊂ {Pc(i(k))Pred , Pc(i(k))Succ}, soit parce-que P(yk) = P(yk−1).

De la même façon, on remarque que W+
π,c(k1, i(k1)) = W−

π,c(Predπ(k2) + 1, i(Predπ(k2) +

1)) = 0. D’autre part, W−
π,c(k1, i(k1))+W+

π,c(Predπ(k2)+1, i(Predπ(k2)+1)) = 0. En effet,

selon le choix d’une paramétrisation du triangle c, il est clair que les projections des voxels

Pπ(a1)
Pred et Pπ(Predπ(k2)+1)Succ appartiendront soit respectivement à Right(Pc(i(a1)))

et Right(Pc(i(Predπ(k2) + 1))) ; soit à Left(Pc(i(a1))) et Left(Pc(i(Predπ(k2) + 1))). Si

K = {[0, p − 1]} alors W−
π,c(0, i(0)) = W+

π,c(Predπ(p) + 1, i(Predπ(p) + 1)) = 0 d’après la

définition de Wπ,c(k, i). Ainsi,

k2∑

k=k1

Wπ,c(k, i(k)) = Wπ,c(k1, i(k1)) +

Predπ(k2)∑

k=k1+1

Wπ,c(k, ik))

+Wπ,c(Predπ(k2) + 1, i(Predπ(k2) + 1)) = 0

et finalement Lπ,c = 0. 2
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Preuve du Théorème 15 dans le cas (6, 26) : La preuve est identique à celle du

Théorème 14 en utilisant la Proposition 11.7 au lieu de la Proposition 11.4 et la Propo-

sition 11.3 au lieu de la Proposition 11.2. Le Lemme 11.8 montre que Lπ,γ = 0 quand γ

est un 26−triangle. La cas où γ est un demi-tour est trivial et on a aussi Lπ,γ = 0 dans

cas. 2

11.5.3 Indépendance par déformation du 18−chemin

Définition 11.9 Soient c et c′ deux 18−chemins fermés dans X ⊂ Z3. On dit que c et

c′ sont identiques à l’insertion d’un triangle, demi-tour ou carré près respectivement si :

– c = c1.(x).c2 et c′ = c1.(x, y, z, x).c2 où les voxels x, y et z sont inclus dans un cube

2×2×2 C,
– c = c1.(x).c2 et c′ = c1.(x, y, x).c2,

– c = c1.(x).c2 et c′ = c1.γ.c2 où γ est un des chemins fermés représentés dans la Fi-

gure 11.13 (au choix d’une paramétrisation près).

On dit que c et c′ sont identiques à l’insertion/suppression d’un triangle, demi-tour ou

carré près si soit c et c′, soit c′ et c sont identiques à l’insertion d’un triangle, demi-tour

ou carré près.

Proposition 11.9 Soient c et c′ deux 18−chemins fermés dans X ⊂ Z3. Alors les deux

propriétés suivantes sont équivalentes :

i) c est 18−homotope à c′ dans X.

ii) Il existe une séquence S = (c0, . . . , ck) de chemins dans X avec c0 = c et ck = c′,

telle que pour tout i ∈ [1, k], les chemins ci−1 et ci sont identiques à l’inser-

tion/suppression d’un triangle, demi-tour ou carré près.

Si la Propriété ii) est satisfaite, on note c ≡TBS c′.

Preuve : i) ⇐ ii) est évident car l’insertion/suppression d’un triangle, demi-tour ou

carré est un cas particulier de 18−déformation élémentaire.

i) ⇒ ii) Réciproquement, d’après la Proposition 11.4, si c′ et c sont 18−homotopes,

alors il existe une séquence d’insertions/suppressions de 18−boucles simples qui permet

d’obtenir c′ à partir de c. On montre que chaque insertion/suppression d’une 18−boucle
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simple peut se ramener à une séquence d’insertions/suppressions de triangles, demi-tours

ou carrés.

Soit γ une 18−boucle simple dans un cube 2×2×2 . Par induction sur la longueur de

γ, on montre que γ peut être transformé en un chemin trivial par une séquence d’in-

sertion/suppression de triangles, demi-tours ou carrés. Ceci prouvera effectivement que

toute 18−boucle simple peut être obtenue par une séquence d’insertions/suppressions de

triangles, demi-tours ou carrés à partir d’un chemin trivial. Notons que tous les chemins

de cette séquence ne contiennent que des voxels du chemin fermé γ de sorte que ces

chemins sont tous bien des chemins dans X.

Soit γ = γ0 une 18−boucle simple, alors étant donné un chemin γk on doit distinguer

plusieurs cas :

• Si γk est trivial, il ne reste alors rien à prouver dans ce cas.

• Si γk est de longueur 2, soit γk = (x, y, x), alors γk+1 = (x) peut être obtenu par

suppression d’un demi-tour.

• Si γk est de longueur 3, soit γk = (x, y, z, x), alors γk+1 = (x) peut être obtenu par

suppression d’un triangle.

• Si γk est de longueur l > 3, alors on distingue deux cas :

– S’il existe x, y et z dans γk tels que γk = γk
1 .(x, y, z).γk

2 où x est 18−adjacent à z.

Dans ce cas, le chemin γk
1 .(x, y, z).(z, x, z).γk

2 = γk
1 .(x, y, z, x, z).γk

2 peut être obtenu par

insertion d’un demi-tour et alors le chemin γk+1 = γk
1 .(x, z).γk

2 est obtenu par suppression

d’un triangle. Le chemin γk+1 est de longueur égale à l − 1.

– S’il n’existe aucune sous-séquence (x, y, z) dans γk telle que x soit 18−adjacent à z.

Alors, dans ce cas on montre que γ est un 18−carré (i.e. l’une des 18−boucles de la

Figure 11.13). En effet, nous avons représenté dans la Figure 11.12 un cube 2×2×2 .

Supposons que γ soit de longueur l > 3 et ne contienne pas de triangle. Considérons alors

deux voxels quelconques consécutifs de γ ; à une rotation près, ces deux voxels peuvent

avoir la configuration du couple (a, b) ou bien celle du couple (a, h) de la Figure 11.12.

Tout d’abord, supposons que ces deux voxels aient la même configuration que les voxels

a et b de la Figure 11.12 et essayons d’étendre ce “morceau” d’une 18−boucle simple

en prenant soin de ne pas ajouter de voxel qui soit 18−adjacent au prédécesseur de son

prédécesseur. Alors, le seul type de boucle que l’on peut obtenir est celui représenté par

la Figure 11.13(b). De la même façon, en essayant d’étendre la séquence (a, h) en une
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18−boucle simple, nous obtenons aussi le chemin représenté dans la Figure 11.13(b).

Finalement, γk est un 18−carré qui peut être supprimé (par suppression d’un 18−carré !)

pour obtenir un chemin trivial γk+1.

Dans tous les cas, on peut obtenir un chemin γk+1 de longueur soit inférieure à l soit

égale à 1 par insertion/suppression d’un triangle, demi-tour ou carré. Par induction,

il est clair qu’il doit exister un entier h tel que γh est trivial. Alors, toute 18−boucle

simple peut être insérée ou supprimée dans un 18−chemin fermé à l’aide d’une séquence

d’insertions/suppressions de triangles, demi-tours ou carrés. Ceci suffit à montrer que

i) ⇒ ii).

c

a b

f

gh

d

e

Fig. 11.12: Un cube 2×2×2 .

(a) (b) (c) (d) (e) (f)3

1

2

Fig. 11.13: Les 18−boucles simples dépourvues de tri-

angles dans un cube 2×2×2 .

2

Lemme 11.10 Si c est un 18−carré et π est un (6+)−chemin fermé tel que l’hypothèse

H(π, c) soit vérifiée, alors Lπ,c = 0.

Preuve : Soit c = (x0, x1, x2, x3, x0).

– Cas d’un carré parmi ceux représentés dans la Figure 11.13(a) et la Figure 11.13(b).

Dans ce cas, on a Lπ,c = Lπ
π,c(0) + Lπ

π,c(1) + Lπ
π,c(2) + Lπ

π,c(3) mais pour i ∈ {0, 1, 2, 3}
Lπ

π,c(i) = 0 soit parce-que P(xi) = P(xi−1), soit parce-que Pc(i)
Pred = Pc(i)

Succ.

– Cas d’un carré d’une des formes représentées dans les Figures 11.13(c), 11.13(d), 11.13(e)

et 11.13(f).

La preuve du lemme dans ce cas est identique au cas de la Figure 11.10(f) dans la preuve

du Lemme 11.5, tout en étant légèrement plus simple puisque le cas où deux voxels

consécutifs de π ont des projections 8−adjacentes qui ne sont pas 4−adjacentes ne peut

se produire puisque c est un 6−chemin ou un (6+)−chemin. Notons que, pour utiliser le

Lemme 11.5, on doit utiliser la contribution indirecte Mc,π, au lieu de Wπ,c comme dans

le Lemme 11.5. 2
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Preuve du Théorème 15 dans le cas (6, 18) : Un fois encore, la preuve est identique

à celle du Théorème 14 en utilisant la Proposition 11.9 au lieu de la Proposition 11.4 et

la Proposition 11.3 au lieu de la Proposition 11.2. Le Lemme 11.8 montre que Lπ,γ = 0

quand γ est un 18−triangle (qui est aussi un 26−triangle). La cas où γ est un demi-tour

est trivial et on a aussi Lπ,γ = 0 dans ce cas. Finalement, le Lemme 11.10 est utilisé pour

prouver que Lπ,γ = 0 quand γ est un carré. 2





Chapitre 12

Une caractérisation concise de la

préservation de la topologie

Nous établissons dans ce chapitre le résultat principal de cette partie, à savoir le fait qu’un

critère équivalent pour la préservation de la topologie est obtenu en utilisant les seules

Conditions i), ii) et iii) de la Définition 10.5. En d’autres termes, nous prouvons dans ce

chapitre le théorème suivant qui donne une définition des points simples équivalente à la

Définition 10.5. Dans ce chapitre, (n, n) ∈ {(26, 6), (6, 26)}.

Théorème 16 Soient X ⊂ Z3 et x ∈ X. Le voxel x est n−simple pour n ∈ {6, 26} si :

i) X et X \ {x} ont le même nombre de composantes n−connexes.

ii) X et X ∪ {x} ont le même nombre de composantes n−connexes.

iii) Pour chaque voxel B de X \ {x}, le morphisme de groupes i∗ : Πn
1 (X \ {x}, B) −→

Πn
1 (X, B) induit par l’application d’inclusion i : X\{x} −→ X est un isomorphisme.

Puisque les voxels qui satisfont à la Définition 10.5 vérifient évidemment les trois condi-

tions du Théorème 16, nous n’avons qu’a démontrer que les voxels qui vérifient les condi-

tions i), ii) et iii) du Théorème 16 satisfont aussi à la Définition 10.5. Pour ce faire,

nous montrons tout d’abord que tout voxel vérifiant les trois conditions du Théorème 16

vérifie aussi la caractérisation locale des voxels simples donnée par la Proposition 10.1

(Section 10.2) ; et nous montrerons ensuite que cette caractérisation locale est telle que

les voxels qui la vérifie satisfont aussi les quatre conditions de la Définition 10.5.
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Dans la suite de ce chapitre, x est un voxel de X qui est une partie de Z3 et (n, n) ∈
{(6, 26), (26, 6)}.

12.1 Caractérisation locale de la nouvelle définition

Le but de cette section est de prouver la proposition suivante qui établit le fait que les

Conditions i), ii) et iii) du Théorème 16 impliquent que le voxel x vérifie la caractérisation

locale des voxels simples utilisant les nombres topologiques (voir Section 10.2).

Proposition 12.1 Si x vérifie les conditions du Théorème 16 alors Tn(x,X) = 1 et

Tn(x, X) = 1.

Afin de prouver cette proposition, nous devons introduire plusieurs autres proposition et

lemmes. La preuve de la proposition suivante est adaptée de [BM94] pour le formalisme

employé ici qui utilise le groupe fondamental discret.

Proposition 12.2 Si Tn(x,X) ≥ 2, alors soit une composante n−connexe de X est

créée par suppression de x, soit il existe un voxel B ∈ X \ {x} tel que le morphisme

i∗ : Πn
1 (X \ {x}, B) −→ Πn

1 (X, B) induit par l’inclusion de X \ {x} dans X n’est pas

surjectif.

La preuve de la Proposition 12.2 utilisera le nombre suivant ν (voir la Section 10.2 pour

la définition du voisinage géodésique Gn(x,X)).

Définition 12.1 Soit C une composante n−connexe de Gn(x, X) et soit α = (αi)i=0,...,l

un n−chemin fermé dans X. On dit que le n−chemin α passe de C à x à l’indice i si

αi ∈ C et αi+1 = x ; et on dit que α passe de x à C à l’indice i si αi = x et αi+1 ∈ C.

Alors, on définit νn(x, α, C) comme le nombre de fois où le chemin α passe de C à x

moins le nombre de fois où α passe de x à C.

Lemme 12.3 Soit C une composante n−connexe de Gn(x,X) et soient α et α′ deux

n−chemins fermés de B à B dans X où B ∈ X \ {x}. Si α 'n α′ dans X alors

νn(x, α, C) = νn(x, α′, C).

Preuve du Lemme 12.3 : Il est suffisant de prouver ce lemme quand α et α′ sont

identiques à une n−déformation élémentaire près. Alors, on a α = π1.γ.π2 et α′ = π1.γ
′.π2
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où γ et γ′ ont les mêmes extrémités et sont tous les deux inclus dans un même cube

2×2×2 C si (n, n) = (26, 6), dans un même carré 2×2 si (n, n) = (6, 26). Il est évident que

νn(x, α, C)− νn(x, α′, C) = νn(x, γ, C)− νn(x, γ′, C).

• Cas (6, 26) : Dans ce cas, C est un carré 2×2 . Si x /∈ C alors il est clair que ν6(x, γ, C) =

ν6(x, γ′, C) = 0. Si x ∈ C et C ∩ C = ∅ alors ν6(x, γ, C) = ν6(x, γ′, C) = 0.

Maintenant, si x ∈ C et C ∩ C 6= ∅ alors soient a et b les deux extrémités communes aux

chemins γ et γ′.

Si x n’a qu’un 6−voisin dans X ∩ C, alors comme C ∩ C 6= ∅ on en déduit que ce voxel

appartient à C. Dans ce cas, ν6(x, γ, C) = ν6(x, γ′, C) = 0 si a = b = x ou {a, b} ⊂ C ;

ν6(x, γ, C) = ν6(x, γ′, C) = +1 si a ∈ C et b = x ; et ν6(x, γ, C) = ν6(x, γ′, C) = −1 si

a = x et b ∈ C.

Si x a deux 6−voisins dans X∩C et ces deux voisins appartiennent à C alors ν6(x, γ, C) =

ν6(x, γ′, C) = −1 si a ∈ C et b = x, ν6(x, γ, C) = ν6(x, γ′, C) = +1 si a = x et b ∈ C,

ν6(x, γ, C) = ν6(x, γ′, C) = 0 si a = b = x ou {a, b} ∈ C.

Si x a deux 6−voisins dans X ∩ C et seulement un de ces voxels, disons d, appartient à

C, alors le voxel restant r de C qui est 18−adjacent mais pas 6−adjacent à x ne peut

appartenir à X et donc pas non plus à C. Il s’ensuit que γ et γ′ sont tous les deux

inclus dans {x, d, r} et que ν6(x, γ, C) = ν6(x, γ′, C). Finalement, dans tous les cas on a

ν6(x, γ, C) = ν6(x, γ′, C) de sorte que ν6(x, α, C) = ν6(x, α′, C).

• Cas (26, 6) : Si x /∈ C alors il est clair que ν26(x, γ, C) = ν26(x, γ′, C) = 0. Si x ∈ C et

C ∩ C = ∅ alors ν26(x, γ, C) = ν26(x, γ′, C) = 0. Maintenant, si x ∈ C et C ∩ C 6= ∅ alors

(C∩X) ⊂ C de sorte que γ,γ′ sont inclus dans C ∪{x}. Soient a et b les deux extrémités

communes aux chemins γ et γ′. Si a = b = x alors ν26(x, γ, C) = ν26(x, γ′, C) = 0. Si a = x

et b ∈ C alors ν26(x, γ, C) = ν26(x, γ′, C) = −1. Si a ∈ C et b = x alors ν26(x, γ, C) =

ν26(x, γ′, C) = +1. Si {a, b} ⊂ C alors ν26(x, γ, C) = ν26(x, γ′, C) = 0. Finalement, dans

tous les cas on a ν26(x, γ, C) = ν26(x, γ′, C) de sorte que ν26(x, α, C) = ν26(x, α′, C). 2

Preuve de la Proposition 12.2 : Soient C1 et C2 les deux composantes n−connexes de

Gn(x,X) qui sont n−adjacentes à x. Si C1 et C2 ne sont pas n−connectées dans X \{x},
puisqu’elles sont n−connectées dans X, alors une nouvelle composante n−connexe est

créée par suppression de x.

Maintenant, supposons que C1 et C2 soient n−connectés dans X \ {x}. Soient a et b

deux voxels de X qui sont n−adjacents à x et tels que a ∈ C1 et b ∈ C2. Alors, il
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existe un n−chemin π de a à b dans X \ {x}. Maintenant, soit π′ le n−chemin fermé

(a).π.(b, x, a). Il est clair que νn(x, π′, C1) = +1 puisque x /∈ π∗. Supposons qu’il existe

dans Aa
n(X\{x}) un n−chemin fermé α tel que i∗([α]Πn

1 (X\{x},a)) = [α]Πn
1 (X,a) = [π′]Πn

1 (X,a).

Alors, α serait n−homotope à π′ dans X, mais comme α ∈ Aa
n(X \ {x}) on en déduit

que νn(x, α, C1) = 0 alors que νn(x, π′, C1) = +1 par construction du chemin π′. D’après

le Lemme 12.3 on déduit que α ne peut pas être n−homotope à π′, aussi le morphisme

i∗ : Πn
1 (X \ {x}, a) −→ Πn

1 (X, a) induit pas l’inclusion de X \ {x} dans X n’est pas

surjectif. 2

Proposition 12.4 Si Tn(x, X) = 0 alors X a une composante n−connexe de moins que

X ∪ {x}.

Preuve : Si Tn(x, X) = 0, alors aucun voxel de X n’est n−adjacent à x de sorte que

{x} est à lui seul une composante n−connexe de X \ {x} = X ∪ {x}. 2

Maintenant, en utilisant le nombre d’entrelacement défini au Chapitre 11 nous pouvons

montrer la proposition suivante.

Proposition 12.5 Si Tn(x,X) = 1 et Tn(x, X) ≥ 2 alors deux composantes n−connexes

de X sont réunies par suppression de x ou bien il existe un voxel B ∈ X \ {x} tel que le

morphisme i∗ : Πn
1 (X \ {x}, B) −→ Πn

1 (X,B) induit par l’inclusion de X \ {x} dans X

n’est pas injectif.

L’idée principale de cette partie est d’utiliser le nombre d’entrelacement pour prouver la

Proposition 12.5. En effet, avant ces travaux et l’utilisation possible du nombre d’entre-

lacement, on pouvait prouver assez facilement que lorsque Tn(x,X) = 1 et Tn(x, X) ≥ 2

et qu’aucune composante n−connexe de X n’est “supprimée” par effacement de x, alors

il existe un voxel V ∈ X tel que le morphisme i∗′ : Πn
1 (X, V ) −→ Πn

1 (X ∪ {x}, V ) induit

par l’inclusion de X dans X ∪ {x} n’est pas surjectif (le preuve de ceci est identique à

celle de la Proposition 12.2). En d’autres termes, “un tunnel est créé dans X ∪ {x}” par

effacement du voxel x de X. Ici, nous montrons que dans ce cas “un tunnel est aussi créé

dans X \ {x}”. Plus précisément, on montre qu’il existe un voxel B ∈ X \ {x} tel que le

morphisme i∗ : Πn
1 (X \ {x}, B) −→ Πn

1 (X,B) induit par l’inclusion de X \ {x} dans X

n’est pas injectif.
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Avant de prouver la Proposition 12.5, nous devons établir plusieurs lemmes qui utilisent

les définitions suivantes.

Définition 12.2 (voxel 6−extrémité) Soit x un voxel de Z ⊂ Z3, alors x est appelé

un voxel 6−extrémité de Z si x possède exactement un 6−voisin dans Z.

Définition 12.3 (ensemble K6(y,X,C)) Soit y un voxel de X tel que T6(y, X) = 1 et

T26(y, X) ≥ 2. Soit A = G6(y, X), qui est 6−connexe, et soit C l’une des composantes

26−connexes de G26(y, X). Alors, K0
6(y, X, C) est l’ensemble des voxels de A qui sont

26−adjacents à un voxel de C. On définit K6(y, X, C) comme l’ensemble obtenu après la

suppression récursive des voxels 6−extrémités dans K0
6 .

Définition 12.4 (voxel 26−gras) Soit y un voxel de X, alors y est un voxel 26−gras

dans X si tous les voxels de X qui sont 26−adjacents à y sont inclus dans un même cube

2×2×2 .

Définition 12.5 (ensemble K26(y, X, C)) Soit y un voxel de X tel que T26(y,X) = 1

et T6(y, X) ≥ 2. Soit A = G26(y, X), qui est 26−connexe, et soit C une composante

6−connexe de G6(y, X). Alors, K0
26(y,X,C) est l’ensemble des voxels de A qui sont

6−adjacents à un voxel de C. On définit K26(y,X,C) comme l’ensemble obtenu après

la suppression récursive des voxels 26−gras dans K0
26.

Lemme 12.6 Si Tn(x, X) = 1 et Tn(x, X) ≥ 2, alors il existe une composante n−connexe

C de Gn(x, X) telle que Kn(x,X,C) est une n−courbe fermée simple.

Preuve : Afin de démontrer ce lemme, nous avons examiné à l’aide d’un programme in-

formatique toutes les 226 configurations possibles de points dans N26(x). Pour chacune de

ces configurations telles que Tn(x,X) = 1 et Tn(x, X) ≥ 2 (il y a 34 653 792 configurations

ayant cette propriété si (n, n) = (26, 6) et 4 398 983 dans le cas (n, n) = (6, 26)), nous

avons déterminé les différentes composantes n−connexes Ci de Gn(x, X) et vérifié que

pour au moins une d’entre elles, l’ensemble Kn(x,X,Ci), calculé d’après la Définition 12.3

ou la Définition 12.5, est une n−courbe fermée simple. Le code source en langage C de

ce programme est disponible dans l’Annexe A. 2
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Lemme 12.7 Soit x ∈ X tel que Tn(x,X) = 1 et Tn(x, X) ≥ 2 et soit A = Gn(x,X).

Alors il existe une n−courbe fermée simple paramêtrée c dans A et un n−chemin fermé

β = (a).β′.(b, x, a) tels que :

– β∗ ⊂ N26(x) ∩X,

– a et b sont les deux seuls voxels de β′ dans N26(x),

– Si (n, n) = (6, 26) alors Lc,β = ±1 et si (n, n) = (26, 6) alors Lβ,c = ±1.

Voir la Définition 11.5 pour la définition du nombre d’entrelacement Lβ,c ou Lc,β.

Preuve du Lemme 12.7 dans le cas (n, n) = (6, 26) :

D’après le Lemme 12.6, si Tn(x,X) = 1 et Tn(x, X) ≥ 2 alors on peut trouver une

6−courbe fermé simple c = K6(x,X, C) dans G6(x,X) pour une certaine composante

C. De plus, par définition de l’ensemble K6(x,X, C), chaque voxel de cette courbe est

26−adjacent à la composante 26−connexe C de G26(x, X). Dans la Figure 12.1, nous

avons représenté à rotations et symétries près toutes les 6−courbes fermées simples pos-

sibles dans le 26−voisinage d’un voxel x. Nous devons examiner chacune de ces courbes et

montrer qu’on peut trouver dans chaque cas une 6−courbe fermée simple dans G6(x,X)

ainsi qu’un 26−chemin fermé β dans X ∪ {x} qui vérifient les propriétés énoncées dans

le Lemme 12.7. 2

Cas de la Figure 12.1(a)

D’après la définition de K6(x,X, C), chaque voxel de c doit être 26−adjacent à C. Alors,

deux cas peuvent se produire : soit C est composé du seul voxel z ou bien C ne contient

pas z . Si C = {z}, alors comme Tn(x, X) ≥ 2, au moins un des voxels restants qui ne sont

pas noirs doit appartenir à une composante connexe de G26(x, X) = N26(x)∩X différente

de C = {z}. Soit u un tel voxel, alors il est clair que u et z peuvent être connectés par

un 26−chemin β′ dans N26(x) ∩X tel que Lc,(u).β′.(z,x,u) = ±1 comme représenté dans la

Figure 12.2 où c est une paramétrisation de l’ensemble des voxels de la Figure 12.1(a).

Dans cette figure, il est clair que le seul couple d’indices de c et β = (u).β′.(z, x, u) qui

ait une contribution (voir Définition 11.4) non nulle est le couple correspondant au voxel

x de β et a de c. Maintenant, d’après la définition de cette contribution, on a Lc,β = ±1.

Si z /∈ C et z /∈ X alors z constitue une composante 26−connexe de G26(x, X) et dans

ce cas z peut être relié à un voxel quelconque de C par un chemin β′ tel que le chemin
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Fig. 12.1: Les 6−courbes fermées simples possibles (en points

noirs) dans N18(x) à rotations et symétries près.

β = (u).β′.(z, x, u) vérifie les propriétés du Lemme 12.7 avec la 6−courbe fermée simple

c constituée par les voxels noirs de la Figure 12.1(a).

Finalement, il reste le cas où z /∈ C et z ∈ X. Dans ce cas, puisque tous les points

de K6(x,X, C) sont 26−adjacents à C, et du fait que G26(x, X) doit avoir deux com-

posantes connexes, l’une de ces composantes connexes doit être réduite au voxel t de

la Figure 12.1(a). Maintenant, il s’ensuit que tous les points de N26(x) ∩ N18(t) doivent

appartenir à X. Sinon, il est clair que t serait 26−adjacent à C ; en effet, pour tout voxel

v de N26(x) ∩ N18(t) il est possible de trouver un voxel ci du 6−chemin c tel que tout

voxel de N26(x)\(c∗∪{z}) qui est 26−adjacent à ci est aussi 26−adjacent à v. On obtient

la configuration représentée dans la Figure 12.3. Alors, soit c′ la 6−courbe fermée simple

constituée des 18−voisins de t, cette courbe est incluse dans C puisque C est connexe et

que tous ses voxels sont dans G6(x,X). De plus, certains points représentés en pointillés

dans la Figure 12.3 doivent ne pas appartenir à X (sinon, T26(x,X) serait égal à 1). Soit u

l’un de ces voxels ; de façon similaire au cas précédent, on peut construire un 26−chemin

β′ entre t et u tel que le chemin β = (t).β′.(u, x, t) vérifie les propriétés du Lemme 12.7

avec c′.

Cas de la Figure 12.1(b)

Soit c1 la 6−courbe fermée simple constituée par les points noirs de la Figure 12.1(b).

Si la composante C est une partie de l’ensemble de voxels {r, s, t} alors le voxel s doit
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appartenir à C car C est 26−connexe et chacun des points de c1 est 26−adjacent à C.

Maintenant, il doit exister au moins une autre composante 26−connexe de voxels blancs

(de X) dans N26(x) \ ({r, s, t} ∪ c∗1). Soit u un voxel de cette composante, alors il existe

un n−chemin β′ entre s et u tel que le chemin β = (u).β′.(s, x, u) vérifie les propriétés

du Lemme 12.7 avec la 6−courbe fermée simple c1.

Maintenant, supposons que C ∩ {r, s, t} = ∅. Les mêmes considérations nous permettent

de trouver les chemins β et c qui conviennent aussi dans le cas où le voxel s appartient à

X, ou bien quand s ∈ X mais qu’un seul des voxels r et t est dans X.

Dans le cas où s ∈ X et {r, t} ⊂ X (voir Figure 12.4) on peut trouver un chemin β′

reliant les deux voxels r et t, tel que le chemin β = (r).β′.(t, x, r) vérifie les propriétés du

Lemme 12.7 avec une 6-courbe fermée simple c2 constituée par les voxels de N26(x) ∩X

qui sont 18−adjacents à r.

Reste à examiner le cas où {r, s, t} ⊂ X. Dans ce cas, la même argument que celui utilisé

dans le cas de la Figure 12.1(a) pour le voxel t implique que la composante 26−connexe

de G26(x, X) différente de C est réduite soit à p soit à q, disons q comme dans la Fi-

gure 12.1(b). Il s’ensuit que les voxels de N26(x) ∩ N18(q) doivent appartenir à X. En

particulier ces voxels constituent une 6−courbe fermée simple c3. Maintenant, soit u un

voxel quelconque de la composante C, les voxels u et q peuvent être reliés par un che-

min β′ tel que le chemin β = (q).β′.(u, x, q) et la courbe fermée simple c3 vérifient les

propriétés du Lemme 12.7.

Cas de la Figure 12.1(c)

Soit c l’ensemble des points noirs de la Figure 12.1(c).

Tout d’abord, on prouve que {p, q, r, s, t}∩X 6= ∅. En effet, supposons que {p, q, r, s, t} ⊂
X. Alors, comme T26(x, X) ≥ 2, il doit exister au moins deux composantes 26−connexes

dans B = (c∗ ∩N26(x)) \ {p, q, r, s, t}. Puisque le voxel g doit être 26−adjacent à C, soit

le voxel u soit le voxel u′ appartient à C. Si u′ ∈ C et u /∈ C, alors le voxel y (entre autre)

ne pourrait être 26−adjacent à C puisque C = {u′} dans ce cas. Il s’ensuit que u doit

appartenir à C. Maintenant, les autres composantes 26−connexes de G26(x, X) doivent

être réduites au voxel v (pour tout voxel restant v′ ∈ B différent de v, il est possible de

trouver un voxel w de c tel que tout voxel B qui est 26−adjacent à w est soit égal, soit

26−adjacent à v′ de sorte que ce voxel v′ appartiendrait automatiquement à C s’il est

dans X). De plus, les voxels de N26(x) ∩ N18(v) doivent appartenir à X comme décrit
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dans la Figure 12.5 de sorte que le voxel y de la Figure 12.5 qui appartient à c n’est pas

26−adjacent à C. Alors, {p, q, r, s, t} ∩X 6= ∅.
Si s ∈ X et r ∈ X alors C ne peut pas être réduit au voxel r ni inclus dans {t, p, q} puisque

tout les voxels noirs doivent être 26−adjacents à C. Il s’ensuit que {u, u′} ∩ C 6= ∅ (g

doit être 26−adjacent à C). On peut alors trouver un chemin β′ reliant r à u ou bien à

u′ tel que le chemin β = (r).β′.(u, x, r) ou bien β = (r).β′.(u′, x, r) vérifie les propriétés

du Lemme 12.7 avec la courbe fermée simple c.

Si s ∈ X et r ∈ X, alors soit u soit u′ appartient à C et on peut trouver un chemin β′

reliant u ou u′ à un voxel de {t, p, q} (qui doit être dans X) tel qu’on puisse aisément

construire un chemin β qui vérifie avec c les propriétés du Lemme 12.7.

Si s ∈ X et p ∈ X, alors C ne peut contenir le voxel s car y doit être 26−adjacent à C.

Il s’ensuit que C ne peut contenir un des voxels de l’ensemble {r, s, t, p, q} de sorte que

soit u soit u′ doit appartenir à C. Finalement, on peut trouver un chemin β′ reliant s à u

ou à u′ tel que le chemin β = (s).β′.(u, x, s) ou bien le chemin β = (s).β′.(u′, x, s) vérifie

avec c les propriétés du Lemme 12.7.

Si s ∈ X et p ∈ X, comme T26(x, X) ≥ 2, il doit exister un voxel w de X dans (c∗ ∩
N26(x)) \ {p, q, r, s, t}. Alors, un 26−chemin convenable β′ reliant s à w peut être trouvé

de sorte que le chemin β = (s).β′.(w, x, s) vérifie avec c les propriétés du Lemme 12.7.

Cas de la Figure 12.1(d)

Soit c la courbe fermée simple constituée par l’ensemble des points noirs de la Fi-

gure 12.1(d).

On montre qu’un des voxels de {p, q, r, s, t, y, z} doit appartenir à X. Sinon, l’existence

d’une composante connexe de G26(x, X) différente de C dans c∗ ∪ {p, q, r, s, t, y, z} ∩
N26(x) serait en contradiction avec le fait que tous les voxels de c sont 26−adjacents

à C.

Maintenant, soit u un voxel de {p, q, r, s, t, y, z} ∩ X. Si u ∈ C alors on peut vérifier

aisément que n’importe quel voxel dans {p, q, r, s, t, y, z} appartient soit à X soit à C.

Alors, comme T26(x, X) ≥ 2, il doit exister un voxel v de X dans c∗ ∪ {p, q, r, s, t, y, z} ∩
N26(x). Maintenant, on peut trouver un 26−chemin β′ reliant u à v et tel que le chemin

β = (u).β′.(v, x, u) vérifie avec c les propriétés du Lemme 12.7.

Cas de la Figure 12.1(e)
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Dans ce cas, l’un des voxels q ou q′ doit appartenir à X. En effet, dans le cas contraire il

ne pourrait exister de composante 26−connexe C dans G26(x, X) telle que tout voxel de

la courbe c soit adjacent à C. On peut supposer sans perte de généralité que q appartient

à X (le cas où q′ ∈ X est symétrique).

Si q n’est pas dans C alors C ne peut contenir un des voxels de {r, s, t, q, p, y, z} (parce-

que tous les voxels de c sont 26−adjacent à C). Donc, il doit exister un voxel u de C

dans c∗ ∪ {r, s, t, p, q, y, z} ∩N26(x). Alors, on peut trouver un chemin β′ entre u et q tel

que le chemin β = (u).β′.(q, x, u) vérifie les propriétés du Lemme 12.7. Si q appartient à

C, alors un voxel quelconque de {r, s, t, p, y, z} doit être soit dans X soit dans C (du fait

que tout point noir doit être 26−adjacent à C). Comme T26(x, X) ≥ 2, il doit exister au

moins un voxel de X dans c∗ ∪ {r, s, t, p, y, z} ∩N26(x). Soit u un de ces voxels, alors un

chemin β′ reliant q à u peut être trouvé de sorte que le chemin β = (q).β′.(u, x, q) vérifie

avec c les propriétés du Lemme 12.7.

Cas de la Figure 12.1(f)

Soit c l’ensemble des points noirs de cette figure. Si on suppose qu’un des “côtés” de c

dans N26(x) ne contient pas de voxel de X, alors N26(x)∩X contient au moins les points

noirs représentés dans la Figure 12.6. De plus, chaque voxel de c doit être 26−adjacent

à une composante C de G26(x, X), alors tous les voxels représentés en pointillés qui

appartiendraient à X seraient aussi adjacents à C. Ceci contredit le fait que T26(x, X) ≥ 2.

Il s’ensuit que chacun des deux “cotés” de c dans la Figure 12.1(f) doit contenir un voxel

de X ; on peut alors trouver deux voxels u et v de X qui peuvent être reliés par un chemin

β′ tel que β = (u).β′.(v, x, u) et la courbe c vérifient les propriétés du Lemme 12.7.

Preuve du Lemme 12.7 dans le cas (26, 6) :

D’après le Lemme 12.6, si T26(x,X) = 1 et T6(x, X) ≥ 2 on peut trouver une 26−courbe

fermée simple c = K26(x,X,C) dans G26(x,X) pour une certaine composante C. En

fait, par définition de l’ensemble K26(x,X, C), il est clair que la courbe fermée simple

K26(x,X,C) est incluse dans N18(x). En effet, c ne peut pas contenir de voxel de N26(x)\
N18(x) puisqu’un tel voxel serait un voxel 26−gras qui ne peut appartenir à K26(x, X,C).

De plus, par définition de l’ensemble K26(x,X, C), chaque voxel de cette courbe est

6−adjacent à une composante 6−connexe de G6(x, X). Dans la Figure 12.9, nous avons

représenté à rotations et symétries près toutes les 26−courbes fermées simples c dans le

18−voisinage d’un point x. Nous devons alors examiner chaque type de courbe et montrer
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un 26−chemin fermé β tels que Lc,β = ±1.

t

c’

Fig. 12.3:

t

r

Fig. 12.4:

u

v
y

Fig. 12.5: Fig. 12.6:

que pour chacune d’entre elles une 26−courbe fermée simple peut être trouvée ainsi qu’un

6−chemin fermé β dans X ∪ {x} qui vérifient les propriétés du Lemme 12.7.

Cas de la Figure 12.9(a)

Soit c la 26−courbe fermée simple constituée des points noirs de la Figure 12.9(a), alors

les voxels u et v doivent être tous les deux dans X. En effet, il doit exister au moins deux

composantes 6−connexes dans G6(x, X) et donc au moins deux voxels de X doivent

être 6−adjacents à x. Maintenant, les deux voxels u et v peuvent être connectés par un

6−chemin β′ tel que c et β = (u).β′.(v, x, u) vérifient les propriétés du Lemme 12.7.

Cas de la Figure 12.9(b)

Si u appartient à X, alors comme T6(x, X) ≥ 2, au moins un voxel ω de {p, q, r, s, t} doit

appartenir à X. Un chemin β′ de ce voxel ω au voxel u peut alors être trouvé de sorte

que le chemin β = (ω).β′.(u, x, ω) vérifie les propriétés du Lemme 12.7 avec une courbe

fermé simple c constituée des points noirs de la Figure 12.9(b).

Si u ∈ X, alors puisque chaque voxel de la courbe doit être 6−adjacent à C, la composante

C contient les voxels p, q, r et s ; et comme T6(x, X) ≥ 2 le voxel t doit appartenir à X et

ne doit pas être connecté dans G6(x, X) à l’ensemble {p, q, r, s}. Il s’ensuit que les voxels

de N26(x) qui sont 6−adjacents au point t doivent être dans X, de plus ils constituent

une 26−courbe fermée simple c telle que c et un chemin β = (q).β′.(t, x, q) (où β′ est un

chemin reliant q et t) vérifie les propriétés du Lemme 12.7.
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Cas de la Figure 12.9(c)

Puisque le voxel y doit être 6−adjacent à C, on en déduit que soit u ∈ C soit s ∈ C. Si

u ∈ C, alors au moins un voxel dans {p, q, r, s, t}, disons p, doit appartenir à une autre

composante 6−connexe de G6(x, X). On peut donc là encore trouver un 6−chemin β′

reliant p à u tel que le chemin β = (p).β′.(u, x, p) et la courbe c formée des points noirs

de la Figure 12.9(c) vérifient les propriétés du Lemme 12.7.

Maintenant, si s ∈ C et u ∈ X alors un chemin β = (s).β′.(u, x, s) où β′ est un chemin

de s à u convient, toujours avec la 26−courbe fermée simple c constituée par les voxels

noirs de la Figure 12.9(c).

Finalement, si s ∈ C et u ∈ X et du fait que tous les points noirs de la 26−courbe fermée

simple de la Figure 12.9(c) sont 6−adjacents à C, on en déduit que C contient les voxels

p, s et r. En raison de l’existence d’une autre composante 6−connexe différente de C dans

G6(x, X), le voxel t doit appartenir à une telle composante. Comme t doit être connecté

aux voxels s, r et p dans G6(x, X), les voxels b, c et d de la Figure 12.7 doivent appartenir

à X. Dans ce cas, la 26−courbe fermée simple c constituée par les voxels a, b, c et d de la

Figure 12.7, avec le 6−chemin β = (s).β′.(t, x, s) où β′ relie s à t, vérifient les propriétés

du Lemme 12.7.

Cas de la Figure 12.9(d)

Comme y est 6−adjacent à C, soit u ∈ C ou bien q ∈ C. Si u ∈ C alors s doit lui aussi

appartenir à C puisque C est 6−connexe et que tout voxel noir de la courbe doit être

6−adjacent à C ; de plus, au moins un voxel ω dans {p, q, r, t} doit appartenir à X car

T6(x, X) ≥ 2. On peut alors trouver un chemin β′ de ce voxel ω au voxel u de sorte que

le chemin β = (ω).β′.(u, x, ω) vérifie les propriétés du Lemme 12.7 avec la 26−courbe

fermée simple c constituée des points noirs de la Figure 12.9(d).

Le cas où u /∈ C mais u ∈ X est similaire puisque q doit appartenir à C dans ce cas. Le

chemin β′ à considérer alors relie u et q.

Maintenant, si u ∈ X et donc q ∈ C, il est clair que r et p doivent appartenir à C. On

montre aussi que dans ce cas le voxel s doit appartenir à X. En effet, supposons que s ∈ X,

alors le voxel t doit appartenir à une composante 6−connexe de G6(x, X) différente de

C. Il s’ensuit que les voxels de N6(t)∩N26(x) doivent être dans X et N26(x)∩X contient

au moins les points noirs de la Figure 12.8. Mais dans ce cas, il est clair que le voxel a de

la Figure 12.8 qui appartient à la courbe fermée simple de la Figure 12.9(d) ne peut pas
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être 6−adjacent à la composante connexe C. Alors, s ∈ X. Maintenant, si s ∈ X, on peut

trouver un chemin β = (r).β′.(s, x, r) où β′ relie r à s, qui, avec le courbe c constituée

des points noirs de la Figure 12.9(d), vérifie les propriétés du Lemme 12.7.

Cas de la Figure 12.9(e)

Dans ce cas, soit c la 26−courbe fermée simple constituée par les points noirs de la

Figure 12.9(e).

Comme y est 6−adjacent à C alors soit u ∈ C soit v ∈ C. Si u ∈ C alors q doit

appartenir à C lui aussi et un voxel de {v, p, r}, disons v, doit appartenir à X puisque

T6(x, X) ≥ 2. Un 6−chemin β′ reliant v à u peut être trouvé de telle sorte que le chemin

β = (v).β′.(u, x, v) vérifie les propriétés du Lemme 12.7 avec la courbe c. Si v ∈ C alors

r et p doivent appartenir à C et soit u soit q, disons q, doit appartenir à une autre

composante 6−connexe de G6(x, X) et donc à X. Alors, on peut toujours trouver un

chemin β = (v).β′.(q, x, v) v, où β′ relie v à q, qui vérifie les propriétés du Lemme 12.7.

Cas de la Figure 12.9(f)

Dans ce cas, soit c la 26−courbe fermée simple constituée par les points noirs de la

Figure 12.9(f).

Comme y est 6−adjacent à C alors soit u ∈ C soit v ∈ C.

Si u ∈ C alors q et t doivent aussi appartenir à C puisque chaque point de c est 6−adjacent

à un point de C qui est d’autre part 6−connexe. Il s’ensuit qu’au moins un voxel de

{r, v, p} doit appartenir à une autre composante 6−connexe de G6(x, X) différente de C

et donc appartenir à X. Finalement, on peut trouver un 6−chemin β′ reliant un point de

{r, v, p} à u et donc un chemin β qui vérifie les propriétés du Lemme 12.7 avec la courbe

fermée simple c. Le cas où v ∈ C est similaire.

Cas de la Figure 12.9(g)

Soit c la 26−courbe fermée simple constituée par les points noirs de la Figure 12.9(g). Si

u ∈ C alors q doit appartenir à C et alors soit v soit r (peut être les deux) appartient

à une composante 6−connexe de G6(x, X) différente de C, et donc à X. Alors, on peut

trouver un chemin β′ reliant v ou r à u de sorte que le chemin β = (v).β′.(u, x, v) ou

β = (r).β′.(u, x, r) vérifie les propriétés du Lemme 12.7 avec la courbe c. Le cas où v ∈ C

est similaire.

Cas des Figures 12.9(h), 12.9(i), 12.9(j) et 12.9(h)

Ces cas sont similaires aux cas précédents.
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Cas de la Figure 12.9(l)

Le voxel y doit être 6−adjacent à C de sorte que soit u ∈ C soit v ∈ C. Maintenant, on

prouve que u ne peut être dans X. En effet, si v ∈ C et u ∈ X, alors le point r doit aussi

appartenir à C puisque y′ doit être 6−adjacent à C. Comme C est 6−connexe, il doit

exister un 6−chemin de r à v dans G6(x, X) ⊂ N18(x). Il est clair qu’un tel chemin doit

contenir le voxel q et ceci contredit le fait que T6(x, X) ≥ 2. Finalement, u ∈ X.

Si u ∈ C alors un voxel de {v, q, r} doit appartenir à une composante 6−connexe de

G6(x, X) différente de C et on peut trouver un 6−chemin β′ d’un de ces voxels, disons

v, à u tel que le chemin β = (v).β′.(u, x, v) vérifie les propriétés du Lemme 12.7 avec la

courbe c constituée des points noirs de la Figure 12.9(l).

La cas ou v ∈ C et u ∈ X est similaire.

Cas de la Figure 12.9(m) et de la Figure 12.9(n)

Ces cas sont identiques au cas précédent et utilisent les mêmes arguments.

a
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Fig. 12.7:
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b

d

c

q

Fig. 12.8:

2

Lemme 12.8 Soit x un voxel de X tel que Tn(x, X) = 1. Alors, tout n−chemin fermé c

dans Gn(x,X) est n−réductible dans X.

Preuve : Soit c = (c0, . . . , cp) avec c0 = cp. Si (n, n) = (26, 6), alors soit c′ le chemin

fermé obtenu par insertion du voxel x dans c entre toutes les paires de voxels consécutifs

de c. Il est clair que c '26 c′ dans X puisque pour toute paire de voxels consécutifs de

c, le voxel x appartient à un cube 2×2×2 qui contient ces deux voxels. Maintenant, c′

est de la forme c′ = (c0, x, c1, x, . . . , x, cn). Dans c′, chaque séquence de la forme (x, ci, x)

peut être réduite à (x) par une 26−déformation élémentaire. Il s’ensuit que c '26 c′ '26

(c0, x, cn) '26 (c0, cn).
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Fig. 12.9: Les 26−courbes fermées simples possibles de longueurs supérieures à trois dans

N26(x) à rotations et symétries près.

Si (n, n) = (6, 26), on remarque tout d’abord que tout 6−chemin fermé dans N18(x) peut

être déformé dans X en un chemin qui ne contient que des occurrences multiples du voxel

x et des 6−voisins de x dans X. En effet, tout voxel z de c qui appartient à N18 \N6(x) se

trouve dans une sous-séquence (u, z, v) (notons que c peut aussi être composé d’un unique

voxel de N18(x)∩X). Alors, u et v sont 6−voisins de x et les voxels u, z, v et x sont inclus

dans un carré 2×2 . Ainsi, la séquence (u, z, v) peut être remplacée par (u, x, v) dans c

par une 6−déformation élémentaire. En répétant ce type de déformation pour tout voxel

z de ce type dans c, on obtient un chemin c′ tel que c′∗ ⊂ (N6(x)∩X)∪{x} et il est alors

immédiat que c′ '6 (c0, cp) dans X. 2

Preuve de la Proposition 12.5 : Soit x un voxel de X tel que Tn(x,X) = 1 et

Tn(x, X) ≥ 2. Soient c, β′ et β les chemins du Lemme 12.7 et soient a et b les voxels

extrémités de β′ qui sont les deux seuls voxels de β′ dans N26(x), de plus n−adjacents à

x. Si a et b ne sont pas n−connectés dans X alors il est clair qu’ils sont n−connectés dans

X ∪ {x} de sorte que deux composantes n−connexes de X sont réunies par suppression

du voxel x de X.
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Si a et b sont connectés par un n−chemin α dans X. Alors, il est clair que les deux

n−chemins β′ et α sont n−homotopes à extrémités fixées dans (N26(x) ∩X) ∪ {x}. Il

s’ensuit que β est n−homotope au chemin α′ = (a).α.(b, x, a) dans (N26(x) ∩X). Puisque

(N26(x) ∩X) ⊂ c∗ et d’après le Théorème 15 on a alors Lc,β = Lc,α′ = ±1.

D’après le Théorème 14, on en déduit que le chemin c n’est pas n−réductible dans α′∗

et comme α′∗ ⊂ X ∪ {x} alors X \ {x} ⊂ α′∗ de sorte que a fortiori α′ ne peut être

n−homotope à un chemin trivial dans X \{x}. Formellement, si B est le voxel de X \{x}
tel que c soit un n−chemin fermé de B à B, on a [c]Πn

1 (X\{x},B) 6= [(B, B)]Πn
1 (X\{x},B).

Maintenant, d’après le Lemme 12.8, c 'n (B, B) dans X de sorte que i∗([c]Πn
1 (X\{x},B)) =

[c]Πn
1 (X,B) = [(B,B)]Πn

1 (X,B) = i∗([(B, B)]Πn
1 (X\{x},B)) donc i∗ n’est pas injectif. 2

Preuve de la Proposition 12.1 : Supposons que les propriétés i), ii) et iii) de la

Définition 10.5 soient vérifiées.

D’après la Proposition 12.2 on en déduit que si i∗ est surjectif pour chaque voxel B de

X \ {x}, et qu’aucune composante n−connexe de X n’est créée par suppression du voxel

x alors Tn(x,X) < 2. De plus, si aucune composante connexe de X n’est supprimée alors

Tn(x, X) 6= 0 (en effet, Tn(x,X) = 0 signifie que {x} est une composante n−connexe de

X puisqu’aucun autre voxel de X n’est n−adjacent à x). Finalement, Tn(x,X) = 1.

D’après la Proposition 12.5, on déduit que si i∗ est injectif pour tout voxel B ∈ X \ {x},
et que des composantes n−connexes de X ne sont pas réunies par ajout du voxel x dans

X, alors Tn(x, X) < 2. De plus, si aucune composante n−connexe de X n’est créée alors

Tn(x, X) 6= 0 (en effet, Tn(x, X) = 0 signifie qu’aucun voxel de X n’est n−adjacent à x

de sorte que {x} est une composante n−connexe de X ∪{x}). Finalement, Tn(x, X) = 1.

2

12.2 La caractérisation locale est bien celle de la

définition précédente

Dans cette section, on démontre la proposition suivante :

Proposition 12.9 Si Tn(x,X) = 1 et Tn(x, X) = 1, alors les conditions i), ii), iii) et

iv) de la Définition 10.5 sont vérifiées.
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Afin de montrer la Proposition 12.9 nous établissons tout d’abord quelques propositions.

Proposition 12.10 Si l’ensemble X possède plus de composantes n−connexes que X \
{x} alors Tn(x, X) = 0.

Preuve : Si X à plus de composantes n−connexes que X \ {x} alors une compo-

sante connexe de X est supprimée par effacement de x, donc aucun autre voxel que x

n’appartient à cette composante. Il s’ensuit que x n’a pas de n−voisin dans X et donc

Tn(x, X) = 0. 2

Proposition 12.11 Si l’ensemble X \ {x} a plus de composantes n−connexes que X

alors Tn(x,X) ≥ 2.

Preuve : Si X \ {x} a plus de composantes n−connexes que X, alors une composante

connexe de X a été créé par effacement de x. En d’autre termes, il existe deux voxels

a et b dans X tels que a et b sont connectés dans X mais pas dans X \ {x}. Il s’ensuit

que tout n−chemin entre a et b dans X contient le voxel x. Alors Tn(x, X) ne peut être

égal à zéro car dans ce cas aucun chemin entre a et b dans X ne pourrait contenir x.

Maintenant, supposons que Tn(x,X) = 1. Dans ce cas, pour tout n−chemin c entre a et b

dans X, on peut trouver un chemin c′ de a à b dans X \{x}. En effet, pour toute séquence

de la forme (y, x, z) dans c, les voxels y et z appartiennent tous les deux à Gn(x,X) qui

est n−connexe donc il existe un n−chemin dans X \ {x} entre y et z. Alors, une telle

séquence (y, x, z) dans c peut être remplacée par un n−chemin qui ne contient pas x de

sorte que a et b sont n−connectés dans X \ {x}, ce qui contredit la définition des voxels

a et b. Finalement, on a Tn(x,X) ≥ 2. 2

Proposition 12.12 Si l’ensemble X a plus de composantes n−connexes que X ∪ {x},
alors Tn(x, X) ≥ 2.

Preuve : La preuve de cette proposition est identique à celle de la Proposition 12.11.

2

Proposition 12.13 Si l’ensemble X ∪ {x} a plus de composantes n−connexes que X,

alors Tn(x, X) = 0.
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Preuve : La preuve est identique à celle de la Proposition 12.10. 2

Proposition 12.14 Si Tn(x,X) = 1 et Tn(x, X) = 1 alors pour tout B ∈ X \ {x} le

morphisme i∗ : Πn
1 (X \ {x}, B) −→ Πn

1 (X,B) induit par l’inclusion de X \ {x} dans X

est un isomorphisme.

Corollaire 12.15 Si Tn(x,X) = 1 et Tn(x, X) = 1 alors pour tout B′ ∈ X le morphisme

i′∗ : Πn
1 (X, B′) −→ Πn

1 (X ∪ {x}, B′) induit par l’inclusion de X dans X ∪ {x} est un

isomorphisme.

Preuve du Corollaire 12.15 : Soient Y = X ∪ {x} et (m, m) = (n, n). De plus, soit

B′ un voxel de X. Alors Tm(x, Y ) = 1, Tm(x, Y ) = 1 et B′ ∈ Y \ {x}. D’après la Propo-

sition 12.14, le morphisme i∗ : Πm
1 (Y \ {x}, B′) −→ Πm

1 (Y,B′) induit par l’application

d’inclusion i : Y \ {x} −→ Y est un isomorphisme. Mais, Y \ {x} = X et Y = X ∪ {x}
donc i∗ n’est autre que le morphisme induit par l’inclusion de X dans X ∪ {x}. 2

Afin de prouver la Proposition 12.14 nous allons dans un premier temps prouver que i∗ est

surjectif (conséquence du Lemme 12.17) puis établir le Lemme 12.22 qui nous permettra

de prouver que i∗ est injectif.

Lemme 12.16 Si Tn(x,X) = 1 et a et b sont deux voxels de Nn(x) ∩X. Alors il existe

un n−chemin simple γ entre a et b dans Gn(x,X) tel que (a, x, b) 'n γ dans X.

Preuve : Puisque Gn(x,X) est n−connexe, alors il existe un n−chemin simple γ =

(y0, . . . , yk) dans Gn(x,X) tel que y0 = a et yk = b.

Si (n, n) = (26, 6), il est clair que les voxels a = y0, x et y1 sont inclus dans un cube

2×2×2 . Alors (a, x, b) ∼26 (a, y1, x, b) et on peut répéter ce processus puisque deux voxels

consécutifs yi et yi+1 dans γ sont toujours inclus dans un même cube 2×2×2 contenant

x. On obtient que (a, x, b) ∼26 (a, y1, x, b) ∼26 . . . ∼26 (a, y1, . . . , yk−1, x, b) et finalement,

(a, y1, . . . , yk−1, x, b) ∼26 (a = y0, y1, . . . , yk−1, b = yk).

Si (n, n) = (6, 26) alors on remarque tout d’abord que k est nécessairement pair. Mainte-

nant, a = y0 ∈ N6(x)∩X de sorte que y1 ∈ (N18(x)\N6(x))∩X et y2 ∈ N6(x)∩X. Alors

les voxels y0, x, y1 et y2 sont inclus dans un carré 2×2 donc (a = y0, x) ∼6 (y0, y1, y2, x).

On peut réitérer cette remarque et on obtient que (a, x) '6 (y0, . . . yk, x) et finalement

(a, x, b) '6 (y0, . . . , yk, x, yk) ∼6 (y0, . . . , yk). 2
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Lemme 12.17 Si Tn(x, X) = 1 et Tn(x, X) = 1 alors pour tout B ∈ X \ {x} et tout

n−chemin c dans AB
n (X), il existe un chemin c′ dans AB

n (X \ {x}) tel que c 'n c′ dans

X.

Preuve : Soit B ∈ X \ {x} et soit c = (c0, . . . , cq) un n−chemin fermé de B à B

dans X (B = c0 = cl). Pour toute séquence maximale (ci, . . . , cj) telle que ci−1 6= x,

cj+1 6= x et ck = x pour k ∈ {i, . . . , j} il est évident que c 'n (c0, . . . , ci−1, x, cj+1, . . . , cq)

(on remarque que 0 < i ≤ j < l). Maintenant, d’après le Lemme 12.16 et puisque

{ci−1, cj+1} ⊂ Nn(x), alors (ci−1, x, cj+1) 'n γ dans X où γ est un chemin de ci−1 à cj+1

dans Gn(x,X) tel que x /∈ γ∗. Finalement, c 'n (c0, . . . , ci−1).γ.(cj+1, . . . , cq). En répétant

ce type de n−déformation homotopique pour toutes les séquence maximales (ci, . . . , cj)

de cette forme dans c, il est clair que c est n−homotope dans X à un n−chemin fermé c′

tel que x /∈ c′∗ (i.e. c′ ∈ AB
n (X \ {x})). 2

Lemme 12.18 Si Tn(x,X) = 1 et Tn(x, X) = 1 alors deux chemins π1 et π2 qui ont

les mêmes extrémités et sont inclus dans Gn(x,X) sont n−homotopes à extrémités fixées

dans N26(x) ∩X.

Pour prouver le Lemme 12.18 nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 12.19 Si Tn(x,X) = 1 et Tn(x, X) = 1 alors tout n−chemin fermé simple dans

Gn(x,X) est n−réductible dans N26(x) ∩X.

Corollaire 12.20 Si Tn(x,X) = 1 et Tn(x, X) = 1 alors tout n−chemin fermé dans

Gn(x,X) est n−réductible dans N26(x) ∩X (i.e Gn(x,X) est simplement n−connexe).

Preuve du Lemme 12.19 pour (n, n) = (6, 26) : Dans ce cas, il est immédiat que

tout 6−chemin fermé simple dans G6(x,X) ⊂ N18(x) ∩ X est une 6−courbe fermée

simple. Dans la Figure 12.1 nous avons représenté à rotations et symétries près toutes les

6−courbes fermées simples possibles dans N18(x).

Cas de la Figure 12.1(a) :

Soit c l’ensemble des points noirs de la Figure 12.1(a). Dans ce cas, soit z ∈ X ou bien

tous les points de N26(x) \ (c∗ ∪{z}) doivent appartenir à X. En effet, le cas où z ∈ X et

un des points de N26(x) \ (c∗ ∪ {z}) appartient à X contredit le fait que T26(x, X) = 1.
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Maintenant, si z ∈ X il est clair que c est 6−reductible dans N26(x) ∩ X. De façon

similaire, quand z /∈ X alors N26(x) \ (c∗ ∪ {z}) ⊂ X et c est bien sûr 6−réductible dans

N26(x) ∩X.

Cas de la Figure 12.1(b) : On a {r, s, t} ⊂ X ou bien N26(x) \ (c∗ ∪ {r, s, t}) ⊂ X.

Dans les deux cas, on peut conclure de la même façon que dans le cas précédent.

Cas des Figures 12.1(c),. . . ,(f) : Similaires aux cas précédents. 2

Lemme 12.21 Soit x ∈ X tel que T26(x,X) = 1 et T6(x, X) = 1 et soit c la pa-

ramétrisation d’une 26−courbe fermée simple dans G26(x,X). Alors c est 26−réductible

dans G26(x,X).

Preuve : Dans la Figure 12.9 sont représentées à rotations et symétries près toutes

les 26−courbes fermées simples de longueurs supérieures à trois possibles dans N26(x)

(une 26−courbe fermée simple de longueur trois étant de façon évidente 26−réductible).

Maintenant, on doit considérer chacune de ces courbes et montrer que, sous l’hypothèse

que T26(x,X) = 1 et T6(x, X) = 1, toute 26−courbe fermée simple paramétrée est

26−réductible dans G26(x,X). Suivant le Lemme 2.6, si une paramétrisation d’une des

courbes est réductible, alors toute paramétrisation de cette courbe est réductible.

Cas de la Figure 12.9(a)

Dans ce cas, exactement un voxel dans {u, v} doit appartenir à X. En effet {u, v} ⊂ X

contredit le fait que T6(x, X) = 1 alors que {u, v} ⊂ X implique que T6(x, X) = 0. Si

u ∈ X [resp. v ∈ X], il est alors évident que c est 26−réductible dans G26(x,X).

Cas de la Figure 12.9(b)

Si u ∈ X alors il est clair que la courbe c est 26−réductible dans G26(x,X). Maintenant,

si u /∈ X alors {p, q, r, s, t} ⊂ X. En effet, sinon G6(x, X) ne serait pas 6−connexe. A

titre d’exemple, la Figure 12.10 montre une séquence de 26−déformations élémentaires

dans G26(x,X) qui mènent de c au chemin réduit à ses extrémités quand c est une des

paramétrisations de la courbe représentée dans la Figure 12.9(b).

Cas de la Figure 12.9(c)

Puisque T6(x, X) = 1 on en déduit que soit u ∈ X soit {p, s, r, t} ⊂ X. Dans les deux

cas, tout paramétrisation c de cette courbe est 26−réductible dans G26(x,X).

Cas de la Figure 12.9(d) Dans ce cas, soit {u, s} ⊂ X soit {p, q, r, t} ⊂ X et on peut

conclure dans les deux cas qu’une paramétrisation quelconque c de cette courbe fermée
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~ ~ ~

~~ ~ ~

26 26 26

26 26 26 26

c

~26

Fig. 12.10: Un 26−déformation homotopique du 26−chemin fermé c.

simple est 26−réductible dans G26(x,X).

Cas des Figures 12.9(e),. . . ,(n) Dans tous les cas, on peut séparer l’ensemble N6(x)\c∗

en deux parties A et B telles que A ⊂ X ou bien B ⊂ X. Alors, l’inclusion d’une de ces

deux parties dans X autorise la 26−déformation homotopique de c dans G26(x,X) en un

chemin trivial. 2

Preuve du Lemme 12.19 pour (n, n) = (26, 6) : On prouve ce lemme par induction

sur la longueur du chemin ci pour i ≥ 0. Soit c0 = c et supposons que ci est un 26−chemin

fermé simple de longueur l(ci) dans G26(x,X) qui est 26−connexe.

Tout d’abord, supposons qu’il existe dans ci trois voxels consécutifs qui soient inclus dans

un cube 2×2×2 C. En d’autres termes, ci = c1.(y, z, t).c2 où y, z et t appartiennent à C.

Alors, ci ∼26 ci+1 = ci
1.(y, t).ci

2 qui est de longueur l(ci+1) = l(ci)− 1.

Maintenant, on suppose que pour toute séquence (y, z, t) dans ci, les deux voxels y et t

ne sont pas 26−adjacents. De plus, supposons qu’il existe dans ci un voxel y tel que y ait

plus de deux 26−voisins dans ci∗. En d’autres termes, on suppose qu’il existe un voxel z

dans ci qui n’est ni le successeur ni le prédécesseur de y dans ci mais qui est 26−adjacent

à y. Alors, ci = ci
1.(y).ci

2.(z).ci
3 avec l(ci

2) > 3 (en effet, si l(ci
2) = 3 alors ci

2 = (y, u, z) et

y est 26−adjacent à z). On peut aussi supposer que le chemin ci
2 est l’un des plus courts

sous-chemins de cette forme dans ci qui puisse être trouvé, satisfaisant cette propriété

de 26−adjacence entre ses extrémités. Alors, il s’ensuit que tout voxel de ci
2 différent

de y et z possède exactement deux voisins dans ci
2
∗
: son prédécesseur et son successeur

dans c2. En effet, l’existence d’un voxel de ci
2 qui possède plus de deux 26−voisins dans

ci
2
∗

contredirait le fait que ci
2 est un sous-chemin de ci de longueur minimale dont les

extrémités sont 26−adjacentes. De plus, y [resp. z] possède exactement deux voisins dans
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ci
2
∗
: son successeur dans ci

2 et z [resp. son prédécesseur dans ci
2 et y]. Alors, ci

2
∗

est une

n−courbe fermée simple et ci
2.(z, y) est une paramétrisation de cette courbe. D’après le

Lemme 12.21, on a ci
2.(z, y) '26 (y, y) dans G26(x,X). D’autre part, il est évident que

ci '26 ci
1.(y).ci

2.(z, y, z).ci
3 dans G26(x,X). Finalement, ci '26 ci

1.(y, z).ci
3 = ci+1 dans

G26(x,X) et ci+1 est un 26−chemin fermé simple tel que l(ci+1) < l(ci).

Reste le cas où tout voxel de ci a exactement deux 26−voisins dans ci∗. Dans ce cas, ci

est la paramétrisation d’une n−courbe fermée simple et d’après le Lemme 12.21, ci est

n−réductible dans G26(x,X), i.e. ci '26 ci+1 dans G26(x,X) avec l(ci+1) = 1.

Dans tous les cas, le chemin ci est 26−homotope à un 26−chemin fermé simple ci+1 tel

que l(ci+1) < l(ci). Par induction et puisque l(ci) ≥ 1, il doit exister un entier j tel que

l(cj) = 1 et c0 '26 cj. 2

Preuve du Corollaire 12.20 : Si c n’est pas simple, alors il doit exister un n−chemin

fermé simple γ d’un voxel y ∈ c∗ à y tel que c = c1.γ.c2. D’après le Lemme 12.19, on a

γ 'n (y, y) dans Gn(x,X) de sorte que c ' c1.c2 dans Gn(x,X). Maintenant, on peut

répéter ce processus pour obtenir que c est n−homotope à un chemin fermé simple dans

Gn(x,X) et finalement c est 26−réductible dans Gn(x,X). 2

Preuve du Lemme 12.18 : Soient π et π′ deux n−chemins entre un voxel a et un

voxel b dans Gn(x,X). D’après le Corollaire 12.20, l’ensemble Gn(x,X) est simplement

n−connexe et suivant la Proposition 2.5 il s’ensuit que π et π′ sont n−homotopes dans

Gn(x,X). 2

Maintenant, nous prouvons le lemme suivant qui permet de démontrer que le morphisme

i∗ de la Proposition 12.14 est injectif.

Lemme 12.22 Si Tn(x,X) = 1 et Tn(x, X) = 1 alors, pour tout voxel B ∈ X \{x}, deux

n−chemin fermés c et c′ de AB
n (X\{x}) qui sont n−homotopes dans X sont n−homotopes

dans X \ {x}.

Preuve : Étant donné un n−chemin fermé c dans AB
n (X), on note σ(c) le n−chemin

de AB
n (X \ {x}) qui est n−homotope à c dans X suivant la preuve du Lemme 12.17. Il

est suffisant de montrer que si c et c′ sont identiques à une n−déformation élémentaire

près dans X alors les deux chemins σ(c) et σ(c′) sont n−homotopes dans X \ {x}. On

suppose que c = c1.γ.c2 et c′ = c1.γ
′.c2 où γ et γ′ sont deux n−chemins ayant les mêmes
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extrémités et inclus dans un même cube 2×2×2 si (n, n) = (26, 6), dans un même carré

2×2 si (n, n) = (6, 26).

Si x /∈ γ∗ ∪ γ′∗ on remarque que σ(c) = σ(c1).γ.σ(c2) et σ(c′) = σ(c1).γ
′.σ(c2), alors

c ∼n c′ dans X \ {x}.
Maintenant, si x ∈ γ∗ ∪ γ′∗, soit a le dernier voxel de c1 différent de x et soit b le premier

voxel de c2 différent de x. De plus, soit δ le sous-chemin de c entre a et b, et soit δ′ le

sous-chemin de c′ entre a et b. On note π1 le sous-chemin de c entre son premier voxel

et a et on note π2 le sous-chemin de c entre b et son dernier voxel. Finalement, on a

c = π1.δ.π2 et c′ = π1.δ
′.π2. Puisque a et b, les deux extrémités de δ et δ′, sont différentes

de x, il s’ensuit que : σ(c) = σ(π1).σ(δ).σ(π2) et σ(c′) = σ(π1).σ(δ′).σ(π2).

Maintenant, puisque x ∈ γ∗∪γ′∗ et comme γ et γ′ sont des 6−chemins [resp. 26−chemins]

inclus dans un carré 2×2 contenant x [resp. un cube 2×2×2 ], il est immédiat que γ et

γ′ sont des chemins inclus dans G6(x, X) ∪ {x} [resp. G26(x,X)] et par construction les

chemin δ et δ′ le sont aussi. Maintenant, par définition de σ(δ) et σ(δ′) (voir la preuve

du Lemme 12.17) il est immédiat que σ(δ) et σ(δ′) sont deux n−chemins dans Gn(x,X)

ayant les mêmes extrémités. D’après le Lemme 12.18, on en conclut que σ(δ) 'n σ(δ′)

dans N26(x) ∩X ⊂ X \ {x}. Finalement, σ(c) 'n σ(c′) dans X \ {x}. 2

Preuve de la Proposition 12.14 : Soit B un voxel de X\{x}. D’après le Lemme 12.17,

pour tout chemin fermé c′ ∈ AB
n (X) (et donc pour toute classe d’homotopie de chemins

[c′]Πn
1 (X,B)) il existe un chemin c ∈ AB

n (X \ {x}) tel que c 'n c′ dans X de sorte que

i∗([c]Πn
1 (X\{x},B)) = [c]Πn

1 (X,B) = [c′]Πn
1 (X,B). Alors, le morphisme i∗ est surjectif.

Maintenant, supposons que c1 et c2 soient deux chemins fermés de AB
n (X \ {x}) tels

que [c1]Πn
1 (X,B) = [c2]Πn

1 (X,B). Par définition de i∗, on a [c1]Πn
1 (X,B) = i∗([c1]Πn

1 (X\{x},B)) et

[c2]Πn
1 (X,B) = i∗([c2]Πn

1 (X\{x},B)). Alors, c1 'n c2 dans X et d’après le Lemme 12.22, on en

déduit que c1 'n c2 dans X \ {x}. Finalement, on a [c1]Πn
1 (X\{x},B) = [c2]Πn

1 (X\{x},B) donc

i∗ est injectif. 2

Preuve de la Proposition 12.9 : Supposons que Tn(x,X) et Tn(x, X) = 1. D’après la

Proposition 12.10 et la Proposition 12.11, Tn(x, X) = 1 implique que la Condition i) de la

Définition 10.5 est vérifiée. De plus, d’après la Proposition 12.12 et la Proposition 12.13,

Tn(x, X) = 1 implique la Condition ii) de la Définition 10.5. Finalement, suivant la

Proposition 12.14 et le Corollaire 12.15, on a Tn(x,X) = 1 et Tn(x, X) = 1 ⇒ iii) et iv).

2
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Enfin, on peut donner la preuve du résultat principal de cette partie.

Preuve du Théorème 16 : Suivant la Définition 10.5, un voxel simple vérifie évidement

les trois conditions du Théorème 16. Maintenant, suivant la Proposition 12.1, un voxel

vérifiant les trois conditions du Théorème 16 est tel que Tn(x,X) = Tn(x, X) = 1.

Finalement, d’après la Proposition 12.9, si Tn(x, X) = Tn(x, X) = 1 alors x vérifie les

quatre conditions de la Définition 10.5. 2



Conclusion à la Partie III

Dans cette partie, un nouvel outil pour l’étude des propriétés topologiques des objets de

Z3 a été introduit. Cet outil, le nombre d’entrelacement, possède les mêmes propriétés que

son analogue continu. Les preuves de ses propriétés les plus importantes ont été données

sans avoir recours à des notions du domaine continu. En effet, les preuves données ici ne

nécessitent pas d’autres outils que ceux rappelés dans la première partie de cette thèse.

Le petit nombre de notions de géométrie discrète qui ont été utilisées montre que des

propriétés fortes peuvent être démontrées dans le cadre théorique discret.

De plus, une application du nombre d’entrelacement pour montrer une nouvelle – parce-

que plus concise – caractérisation des points simples en 3D a été donnée (pour (n, n) ∈
{(6, 26), (26, 6)}). Ce nouveau théorème montre l’utilité du nombre d’entrelacement pour

prouver des théorèmes qui mettent en jeu le groupe fondamental discret dans Z3.

Maintenant, même si le nombre d’entrelacement est bien défini pour les couples de rela-

tions d’adjacences (n, n) dans {(6+, 18), (18, 6+)}, il n’a toujours pas été utilisé pour four-

nir une caractérisation des points simples 3D, similaire au Théorème 16, pour ces derniers

couples de relations d’adjacence. Ceci puisqu’une question ouverte persiste concernant

l’existence d’une courbe fermée simple, analogue aux courbes K6(x,X, C) et K26(x,X, C)

(Définition 12.3 et Définition 12.5), dans ces cas. Néanmoins, des travaux futurs devraient

permettre de trouver un processus simple (tel que “la suppression récursive des voxels

26−gras”) qui permette la construction d’une telle courbe pour une configuration donnée.

Cela rendra alors possible la vérification de l’existence de cette courbe pour toutes les

configurations satisfaisant la caractérisation locale des voxels simples.





Conclusion et perspectives

Dans ce document, nous avons défini de nouveaux outils et démontré plusieurs théorèmes

qui montrent que le groupe fondamental discret est un outil puissant pour la caractérisation

de la préservation de la topologie dans un espace discret. On peut résumer ceci de la

manière suivante :

– Le groupe fondamental permet de définir correctement la notion de surfel simple

dans une surface discrète. En d’autres termes, il permet de caractériser complètement

la préservation de la topologie par suppression d’un unique spel dans un tel espace

discret.

– Le groupe fondamental caractérise complètement la sous-homotopie entre les parties

d’une surface discrète (excepté dans un cas très particulier).

– Il permet de définir correctement les voxels simples dans Z3, c’est à dire de ca-

ractériser complètement la préservation de la topologie par suppression d’un unique

voxel. De plus, cette caractérisation ne tient compte que de l’objet (et pas de son

complémentaire).

– Il permet la formulation d’un critère théorique pour la sous-homotopie dans Z3.

Cependant, il est prouvé que le groupe fondamental n’est pas suffisant pour caractériser la

sous-homotopie dans Z3. En effet, on pourrait essayer de trouver une condition nécessaire

et suffisante pour qu’une partie Y ⊂ X soit sous n−homotope à X quand X et Y sont

des parties de Z3. Aujourd’hui, il apparâıt qu’une telle condition sera très difficile à

trouver avec les seuls outils à notre disposition. En effet, le groupe fondamental discret

qui est très utile pour formuler une caractérisation globale des points simples en 3D

(voir le Chapitre 10 et le Chapitre 12) montre ses limites dans la caractérisation de la

sous-homotopie. Le fait est que les conditions naturelles de la Définition 10.5 ne sont pas
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suffisantes puisque l’objet Z représenté dans la Figure 12.11 (merci à T.Y. Kong pour

cet exemple que l’on peut trouver aussi à la page 189 de [Kin93]) a la propriété que tout

élément de AB
6 (Z) est réductible dans Z pour tout voxel B ∈ Z. Alors, soit x un voxel

quelconque de Z, on en déduit que le morphisme i∗ : Π6
1({x}, x) −→ Π6

1(Z, x) induit par

l’inclusion de {x} dans Z est un isomorphisme (la même remarque peut être faite pour

{x} et Z). Toutefois, l’ensemble {x} n’est évidemment pas sous 6−homotope à Z puisque

ce dernier ensemble ne possède aucun voxel 6−simple au sens du Théorème 16.

(a) Un vue en 3D de la maison à deux chambres.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 5 Niveau 6

(b)

Fig. 12.11: La maison à deux chambres (ou “Bing’s house-with-two-rooms”).

Maintenant, on pourrait aussi espérer trouver une condition nécessaire et suffisante pour

que deux objets de Z3 soient symétriquement homotopes. Dans ce but, le groupe fon-

damental discret pourrait sembler être un outil utile. Intuitivement, l’objet Z introduit

précédemment ainsi que son fond sont tous les deux caractérisés par le fait que pour

tout voxel B ∈ Z et tout voxel B′ ∈ Z, les groupes Π6
1(Z, B) et Π26

1 (Z, B′) sont triviaux.

Alors, comme il est de manière évidente possible d’ajouter ou retirer séquentiellement des

voxels simples à l’ensemble Z pour obtenir finalement un objet réduit à un seul voxel ;

on pourrait penser que le groupe fondamental discret permet de caractériser l’homotopie

symétrique (cette dernière notion est une nouvelle fois illustrée dans la Figure 12.12).

Évidemment, la réponse à cet “espoir” est négative.

En effet, supposons qu’il existe un algorithme répondant toujours au problème suivant :



Conclusion et perspectives 231

(a) (b)

Fig. 12.12: Deux parties de Z3 qui sont

symétriquement homotopes.

SH3D : Donnée : X ⊂ Z3 et Y ⊂ Z3

Résultat : OUI si X et Y sont symétriquement homotopes

NON sinon.

Aujourd’hui, aucune preuve n’a été donnée du fait que ce problème soit décidable. En

effet, même une méthode näıve consistant à essayer toutes les séquences possibles de

suppressions et d’effacements de voxels simples entre les deux objets considérés, n’est pas

prouvée comme étant une méthode valide pour n’importe quelle donnée.

Maintenant, considérons le problème de la vérification du fait que deux noeuds dans R3

puissent ou ne puissent pas être déformés l’un en l’autre par une déformation continue

ambiante. Ce problème aura peut être une solution quand on connâıtra un invariant com-

plet des noeuds, qui n’a toujours pas été trouvé. Alors, il est clair qu’étant donnés deux

noeuds dans R3, on peut trouver un pas de discrétisation pour lequel on puisse donner

une image discrète de chacun des noeuds de sorte que le problème de l’équivalence de

ces noeuds se ramène à un cas du problème de l’homotopie symétrique dans Z3 (voir Fi-

gure 12.13). Rigoureusement, on devrait prouver que toute déformation continue ambiante

d’un noeud peut être effectuée pour son équivalent discret par une séquence d’insertions

ou suppressions de voxels simples. Notons que cette dernière propriété est certainement

dépendante du pas de discrétisation. De plus, on devrait aussi prouver que l’homotopie

symétrique ne peut mettre en relation deux objets dont les analogues continus ne sont

pas équivalents à une déformation continue près. Néanmoins, le schéma donné ici devrait

convaincre le lecteur que l’homotopie symétrique est un problème au moins aussi difficile

que celui de l’équivalence des noeuds.
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Cependant, un résultat classique de la théorie des noeuds, qui montre que le groupe du

noeud (i.e. le groupe fondamental du complémentaire de la courbe de R3 représentant un

noeud) n’est pas un invariant complet, réside dans le fait que les groupes fondamentaux

(discrets) des complémentaires des objets X1 et X2 de la Figure 12.13 sont isomorphes

alors que ces deux noeuds ne sont pas équivalents. En d’autres termes, les objets X1 et

X2 ne sont pas symétriquement homotopes.

(a) X1 (b) X2

Fig. 12.13: Pour tout B1 ∈ X1 et tout B2 ∈ X2, les groupes fondamentaux Πn
1 (X1, B1) et

Πn
1 (X2, B2) ne sont pas isomorphes.

Dans [NR00], Nakamura et Rosenfeld établissent le rapport entre les noeuds “polygonaux”

dans R3 et les noeuds discrets dans Z3. Ce dernier article peut être considéré comme

une première tentative dans l’établissement d’un lien entre la théorie des noeuds et la

caractérisation de l’homotopie symétrique dans Z3.



Notations

Notation Nom Page

X complémentaire de l’ensemble X 17

Card(X) cardinal de l’ensemble X

(x0, . . . , xp) ou (xi)i=0,...,p p−uplet

NR(x) R−voisinage de x 18

Gn(x,X) pour n ∈ {6, 6+, 18, 26} n−voisinage géodésique (Z3) 167

Ge(x,X) graphe de ex−adjacence 85

Gv(x,X) graphe de vx−adjacence 85

R4, R8 Relations d’adjacences dans Z2 22

R6, R18, R26 Relations d’adjacences dans Z3 22

π1.π2 concaténation de chemins 20

π∗ ensemble des spels d’un chemin 20

∼R relation de R−déformation élémentaire 40

'R relation de R−homotopie 41

Ap
R(X) ensemble des R−chemins fermés de p à p

dans X

45

ΠR
1 (X, p) ensemble quotient de Ap

R(X) suivant 'R 45

[c]ΠR1 (X,B) classe d’homotopie de c dans X suivant

'R
46

Iπ,c Nombre d’intersection de π et c 101

Leftπ(k), Rightπ(k) gauche et droite locales d’un chemin 99

Lπ,c Nombre d’entrelacement de π et c 183

Pc(i) Mouvement projectif du chemin c en i 181

cn(s) n−chemin associé à une courbe d’edgels

de bord

144
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Annexe A

Preuve du Lemme 12.6

Dans cette annexe, on donne le code source en langage C d’un programme qui exa-

mine toutes les configurations locales 3 × 3 × 3 de points telles que Tn(x,X) = 1 et

Tn(x, X) ≥ 2 ; et qui vérifie pour chacune de ces configurations qu’au moins un des en-

sembles Kn(x,X,C) qui peuvent lui être associés est une n−courbre fermée simple pour

n ∈ {6, 26} et une certaine composante n−connexe C de Gn(x, X).

Ce programme est décomposé en plusieurs fichiers. Le fichier config.h contient la déclaration

des types de données utilisés ainsi que les déclarations des quelques fonctions manipu-

lant les configurations locales (type Config). Ces fonctions sont définies dans le fichier

config.c.

Description du type Config

Le type Config défini dans config.h est un entier long non-signé dans lequel le bit de poid

n est associé à un des voxels de N26(x)∩X suivant la convention donnée dans la Figure A.1.

A titre d’illustration, nous donnons dans la Figure A.2 la signification du masque de bits

“MASK CUBE0” défini dans le fichier config.h. Ainsi, une opération comme “ajouter

à la configuration cnf a les 6−voisins du point numéro i de la configuration cnf b”

peut s’effectuer par un simple OU logique bit à bit. De la même façon, vérifier que

tous les points d’une configuration appartiennent à un même cube 2×2×2 peut se faire

en utilisant la condition très efficace que l’on trouve dans le fichier config.c (fonction

In 2x2x2Cube()).
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Fig. A.1: Convention pour la

numérotation des points de N26(x).
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10

Fig. A.2: Ce cube 2×2×2 est représenté

par l’entier 20 +21 +23 +24 +29 +210 +

213 (= “MASK CUBE0” dans le fichier

config.h).

Fichier : Makefile

CC = gcc −Wall

proof: proof.c config.o
gcc −o proof proof.c config.o

config.o: config.h config.c
gcc −c config.c
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Fichier : config.h

#ifndef CONFIG H
#define CONFIG H

/* *************************************************************************
* FICHIER : config.h
* AUTEUR : Sebastien FOUREY
* DESCRIPTION : definition de plusieurs constantes et tableaux
* pour la manipulation des configurations 3x3x3.
*
* Declaration des fonctions suivantes : 10

*
* int cnfCardinal(Config);
* Config cnfComplement(Config);
* int cnfNbConnectedComponents(Config, int list[ ][32])
* Config cnfG6(Config cnf);
* Config cnfG26(Config cnf);
* Config FindConnectedComponent(Config, const Config [ ]);
* int SimpleClosed26Curve(Config);
* int SimpleClosed6Curve(Config config);
* 20

*************************************************************************
*/

#define CENTER 13
#define END 127

#define MASK CONFIG 0x07FFFFFF
#define MASK CENTER 0x00002000

#define MASK N26 0x07FFDFFF 30

#define MASK N18 0x2EBDEBA
#define MASK N6 0x415410

#define MASK 0 0x1
#define MASK 1 0x2
#define MASK 2 0x4
#define MASK 3 0x8
#define MASK 4 0x10
#define MASK 5 0x20
#define MASK 6 0x40 40

#define MASK 7 0x80
#define MASK 8 0x100
#define MASK 9 0x200
#define MASK 10 0x400
#define MASK 11 0x800
#define MASK 13 0x2000
#define MASK 14 0x4000
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#define MASK 15 0x8000
#define MASK 16 0x10000
#define MASK 12 0x1000 50

#define MASK 17 0x20000
#define MASK 18 0x40000
#define MASK 19 0x80000
#define MASK 20 0x100000
#define MASK 21 0x200000
#define MASK 22 0x400000
#define MASK 23 0x800000
#define MASK 24 0x1000000
#define MASK 25 0x2000000
#define MASK 26 0x4000000 60

#define MASK CUBE0 0x361B
#define MASK CUBE1 0x6C36
#define MASK CUBE2 0x1B0D8
#define MASK CUBE3 0x361B0
#define MASK CUBE4 0x6C3600
#define MASK CUBE5 0xD86C00
#define MASK CUBE6 0x361B000
#define MASK CUBE7 0x6C36000

70

typedef unsigned long Config;

/* The6Neighbors[i] est une configuration qui contient tous les points */
/* de N26(x) qui sont 6-adjacents au point numero i */
static const Config The6Neighbors[27] = {

0x20a, 0x415, 0x822, 0x1051, 0xaa, 0x4114,
0x8088, 0x10150, 0x200a0, 0x41401, 0x80a02, 0x104404,

0x208208, 0x415410, 0x820820, 0x1011040, 0x2028080, 0x4014100,
0x280200, 0x540400, 0x880800, 0x1441000, 0x2a80000, 0x4504000,

0x2208000, 0x5410000, 0x2820000}; 80

static const Config The26Neighbors[27] = {
0x161a, 0x5e3d, 0x4c32, 0x196d3, 0x3dfef, 0x34d96, 0x19098,

0x3d178, 0x340b0, 0x6c141b, 0xfc5a3f, 0xd84436, 0x36d86db, 0x7ffdfff,
0x6db0db6, 0x36110d8, 0x7e2d1f8, 0x6c141b0, 0x681600, 0xf45e00, 0xc84c00,
0x34d9600, 0x7bfde00, 0x65b4c00, 0x2619000, 0x5e3d000, 0x2c34000 };

static const int List6Neighbors[27][32] =
{{ 1, 3, 9, END }, 90

{ 0, 2, 4, 10, END },
{ 1, 5, 11, END },
{ 0, 4, 6, 12, END },
{ 1, 3, 5, 7, END },
{ 2, 4, 8, 14, END },
{ 3, 7, 15, END },
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{ 4, 6, 8, 16, END },
{ 5, 7, 17, END },
{ 0, 10, 12, 18, END },
{ 1, 9, 11, 19, END }, 100

{ 2, 10, 14, 20, END },
{ 3, 9, 15, 21, END },
{ 4, 10, 12, 14, 16, 22, END },
{ 5, 11, 17, 23, END },
{ 6, 12, 16, 24, END },
{ 7, 15, 17, 25, END },
{ 8, 14, 16, 26, END },
{ 9, 19, 21, END },
{ 10, 18, 20, 22, END },
{ 11, 19, 23, END }, 110

{ 12, 18, 22, 24, END },
{ 19, 21, 23, 25, END },
{ 14, 20, 22, 26, END },
{ 15, 21, 25, END },
{ 16, 22, 24, 26, END },
{ 17, 23, 25, END }};

static const int List26Neighbors[27][32] =
{{ 1, 3, 4, 9, 10, 12, END }, 120

{ 0, 2, 3, 4, 5, 9, 10, 11, 12, 14, END },
{ 1, 4, 5, 10, 11, 14, END },
{ 0, 1, 4, 6, 7, 9, 10, 12, 15, 16, END },
{ 0, 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17, END },
{ 1, 2, 4, 7, 8, 10, 11, 14, 16, 17, END },
{ 3, 4, 7, 12, 15, 16, END },
{ 3, 4, 5, 6, 8, 12, 14, 15, 16, 17, END },
{ 4, 5, 7, 14, 16, 17, END },
{ 0, 1, 3, 4, 10, 12, 18, 19, 21, 22, END },
{ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 9, 11, 12, 14, 18, 19, 20, 21, 22, 23, END }, 130

{ 1, 2, 4, 5, 10, 14, 19, 20, 22, 23, END },
{ 0, 1, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 15, 16, 18, 19, 21, 22, 24, 25, END },
{ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18,

19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, END },
{ 1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 16, 17, 19, 20, 22, 23, 25, 26, END },
{ 3, 4, 6, 7, 12, 16, 21, 22, 24, 25, END },
{ 3, 4, 5, 6, 7, 8, 12, 14, 15, 17, 21, 22, 23, 24, 25, 26, END },
{ 4, 5, 7, 8, 14, 16, 22, 23, 25, 26, END },
{ 9, 10, 12, 19, 21, 22, END },
{ 9, 10, 11, 12, 14, 18, 20, 21, 22, 23, END }, 140

{ 10, 11, 14, 19, 22, 23, END },
{ 9, 10, 12, 15, 16, 18, 19, 22, 24, 25, END },
{ 9, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 23, 24, 25, 26, END },
{ 10, 11, 14, 16, 17, 19, 20, 22, 25, 26, END },
{ 12, 15, 16, 21, 22, 25, END },
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{ 12, 14, 15, 16, 17, 21, 22, 23, 24, 26, END },
{ 14, 16, 17, 22, 23, 25, END }};

int cnfCardinal(Config);
/* Retourne le nombre de points dans la configuration */ 150

inline Config cnfComplement(Config);
/* Retourne la configuration complementaire */

Config cnfG6(Config);
/* Retourne G {6}(x,X) */

Config cnfG26(Config);
/* Retourne G {26}(x,X) */

160

Config FindConnectedComponent(Config config, const Config TheNeighbors[ ]);
/* Retourne un composante n-connexe de la configuration

TheNeighbors[i] est une configration qui contient les points de
N {26}(x) qui sont n-adjacents au point i
Retoune 0 si config est vide

*/

int SimpleClosed26Curve(Config);
/* Teste si les points de la configuration forment une 26-courbe ferme simple */ 170

int SimpleClosed6Curve(Config);
/* Teste si les points de la configuration forment une 6-courbe ferme simple */

int cnfNbConnectedComponents(const Config config, const int list neighbors[27][32]);
/* Compte le nombre de composantes n-connexes dans la configuration */

#endif

180
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Fichier : config.c

#include "config.h"

/* *************************************************************************
* FICHIER : config.c
* AUTEUR : Sebastien FOUREY
* DESCRIPTION : definition des fonctions declarees dans config.h
*************************************************************************

*/

int cnfCardinal(Config config)
{ 10

int result=0;
while (config)
{

if (config & 1) result++;
config>>=1;

}
return result;

}

inline Config cnfComplement(Config config) 20

{ return (˜config)&MASK N26; }

Config cnfG6(Config config)
{

Config result=0;
Config add=0;

result = config & MASK N6;

if (result & MASK 4) add |= The6Neighbors[4]; 30

if (result & MASK 10) add |= The6Neighbors[10];
if (result & MASK 12) add |= The6Neighbors[12];
if (result & MASK 14) add |= The6Neighbors[14];
if (result & MASK 16) add |= The6Neighbors[16];
if (result & MASK 22) add |= The6Neighbors[22];
result |= (config & add);
return result;

}

Config cnfG26(Config cnf) 40

{ return cnf & MASK N26; }

Config FindConnectedComponent(Config config, const Config TheNeighbors[ ])
{

Config old,grow,add;
int i;



244 Annexe A

if (!config) return 0;
i=0; /* Trouve un point de depart*/
while ( !(config & (1<<i)) ) i++; 50

grow = 1<<i; /* Fait croitre la composante associee */
do
{ /* au point numero i jusqu’a stagnation*/

old = grow;
add=0; /* Ajoute a “grow” les voisins dans la */
for (i=0; i<27 ; i++) /* configuration des points de grow */

if (grow & (1<<i))
add |=(config & (TheNeighbors[i]));

grow |= add; 60

} while (grow != old);

return grow;
}

int SimpleClosed26Curve(Config config)
{

int i;
for (i=0; i<27 ; i++)
{ 70

if ( ( config & (1<<i)) &&
( cnfCardinal( config & The26Neighbors[i]) != 2))

return 0;
}
return 1;

}

int SimpleClosed6Curve(Config config)
{

int i; 80

for (i=0; i<27 ; i++)
{

if ( ( config & (1<<i)) &&
( cnfCardinal(config & The6Neighbors[i]) != 2))

return 0;
}
return 1;

}

int cnfNbConnectedComponents(const Config config, const int list neighbors[27][32]) 90

{
Config not seen,mask;
int n=0;
int result=0;
unsigned int queue[32];
unsigned int * q head = queue;
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unsigned int * q end = queue;
const int * neighbor;

not seen = MASK N26 & config; 100

while (not seen)
{

n=0; result++;
q head=q end=queue;
mask=1;
while (!(not seen & mask)) { n++; mask<<=1; }
*q end = n;
q end++;
not seen^=mask; 110

while (q head<q end)
{

neighbor = list neighbors[*q head]; /* desenfiler un point */
q head++;

while (*neighbor != END)
{

mask = 1<<(*neighbor);
if (not seen & mask) /* enfiler neighbor si pas deja fait */
{ 120

*q end=*neighbor;
q end++;
not seen ^= mask; /* Marquer neighbor comme etant visite */

}
neighbor++;

}
}

}
return result;

} 130
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Fichier : proof.c

#include "config.h"

/* ***********************************************************************
* *
* FICHIER : proof.c *
* AUTEUR : Sebastien FOUREY *
* DESCRIPTION : Preuve automatique *
* *
***********************************************************************

*/
10

/* Trouve toutes les composantes 6-connexes C de G 6(x,\overline{X}) et
* et verifie que pour chacune d’elle l’ensemble K est une 26-courbe
* fermee simple.
* Retourne 0 si aucun des ensembles K n’est une 26-courbe fermee simple
* Retourne 1 sinon */

int FindK26Candidates(Config configuration);

/* Trouve toutes les composantes 26-connexes C de G 26(x,\overline{X})
* et verifie que pour chacune d’elle l’ensemble K est une 6-courbe
* fermee simple. 20

* Retourne 0 si aucun des ensembles K n’est une 6-courbe fermee simple
* Retourne 1 sinon */

int FindK6Candidates(Config configuration);

/* Verifie que tous les points de la configuration *
* appartiennent a un cube 2x2x2 */

int In 2x2x2Cube(Config config);

/* Fonction principale */
int main() 30

{
Config config;
unsigned long n;

/* Preuve dans le cas (26,6) */
printf("Verification config. : T26(x,X)=1 et T6(x,overline{X})>=2\n");
for (config= 0 ; config <= 0x07FFFFFF ; config++)
{

if (!(config & MASK CENTER) &&
(cnfNbConnectedComponents(cnfG26(config), 40

List26Neighbors) == 1) &&
(cnfNbConnectedComponents(cnfG6(cnfComplement(config)),

List6Neighbors) >= 2))
{

n++;
if (!FindK26Candidates(config))
{
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printf("Erreur: Pas de 26-cfs : %lu (%lx)\n",config,config);
exit(−1);

} 50

}
}
printf( " %lu configurations / T26(x,X)=1 et T6(x,overline{X})>=2 \n",n);

/* Preuve dans le cas (6,26) */
printf(" Verification config. : T6(x,X)=1 et T26(x,overline{X})>=2\n");
n=0;
for (config=0 ; config <= 0x07FFFFFF ; config++)
{

if (!(config & MASK CENTER) && 60

(cnfNbConnectedComponents( cnfG6(config),
List6Neighbors)==1) &&

(cnfNbConnectedComponents(cnfG26(cnfComplement(config)),
List26Neighbors)>=2))

{
n++;
if (!FindK6Candidates(config))
{

printf("Erreur: Pas de 6-cfs : %lu (%lx)\n",config,config);
exit(−1); 70

}
}

}
printf( " %lu configurations / T6(x,X)=1 et T26(x,overline{X})>=2\n",n);

}

/* Trouve toutes les composantes 6-connexes C de G 6(x,\overline{X}) et
* et verifie que pour chacune d’elle l’ensemble K est une 26-courbe
* fermee simple. 80

* Retourne 0 si aucun des ensembles K n’est une 26-courbe fermee simple
* Retourne 1 sinon */

int FindK26Candidates(Config configuration)
{

Config K,K0,C;
Config seen=0;
Config G26 = configuration & MASK N26; /* G26(x,X) */
Config G6Comp = cnfG6(cnfComplement(configuration)); /* G6(x,\overline{X}) */
int some removal;
int i,s; 90

while (( C = FindConnectedComponent(G6Comp & ˜seen, The6Neighbors)))
/* C est une composante 6-connexe de G6(x,\overline{X}) qui */
/* n’a pas encore ete examinee */
{

K0=0; /* Construction de l’ensemble K0 associe a cc complement */
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for (i=0 ; i<27 ; i++)
{

if ((G26 & (1<<i)) /* Le point “i” appartient a G26(x,X)*/
&& (C & The6Neighbors[i])) /* et est 6-adjacent a C */ 100

K0 = K0 | (1<<i); /* donc appartient a K0 */
}

/* Construction de l’ensemble K associe a C */
K = K0 & MASK N18; /* Un oxel de N26(x)\setminusN18(x) */

/* ne peut etre isole dans X et est */
/* donc evidement un voxel gras. */

do { /* Suppression des voxels gras de K */
some removal=0; 110

for (i=0 ; i<27 ; i++)
{

if ( (K & (1<<i)) &&
In 2x2x2Cube( (K & The26Neighbors[i]) & MASK N26))

{
K = K ^ (1<<i);
some removal=1;

}
}

} 120

while (some removal);

if (SimpleClosed26Curve(K)) return 1;
seen = seen | C;

}
return 0; /* Aucune 26-courbe f.s. trouvee !!! */

}

/* Trouve toutes les composantes 26-connexes C de G 26(x,\overline{X})
* et verifie que pour chacune d’elle l’ensemble K est une 6-courbe 130

* fermee simple.
* Retourne 0 si aucun des ensembles K n’est une 6-courbe fermee simple
* Retourne 1 sinon */

int FindK6Candidates(Config configuration)
{

Config K,K0; /* Les ensembles K et K0 */
Config seen=0; /* OU bit a bit de toutes les composantes C de */

/* G26(x,\overline{X}) deja examinees */

Config G6 = cnfG6(configuration); 140

Config G26Comp = cnfG26((˜configuration) & MASK N26);
Config C;
int i,some removal;

/* Trouve une composante 26 connexe */
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while ((C=FindConnectedComponent( G26Comp & ˜seen, The26Neighbors)))
{

K0=0; /* K0 est l’ensemble des voxels de G6(x,X) */
for (i=0 ; i<27 ; i++) /* qui sont 26-adjacents a C */
{ 150

if ( (G6 & (1<<i)) &&
( C & The26Neighbors[i]))

K0 = K0 | (1<<i);
}

K = K0;
if (SimpleClosed6Curve(K)) return 1; /* Premier teste (optimisation) */

do { /* Suppression des voxels 6-extremites de K */
some removal=0; 160

for (i=0; i<27 ; i++)
{

if ((K & (1<<i)) && (cnfCardinal(K & The6Neighbors[i]) == 1))
{

K = K ^ (1<<i);
some removal = 1;

}
}

}
while (some removal); 170

if (SimpleClosed6Curve(K)) return 1;
seen |= C;

}
return 0; /* Aucune 6-courbe f.s. trouvee !!! */

}

/* Verifie que tous les points de la configuration *
* sont dans un cube 2x2x2 */

int In 2x2x2Cube(Config config) 180

{
return ( config

&&
( !(config & ˜MASK CUBE0)
| | !(config & ˜MASK CUBE1)
| | !(config & ˜MASK CUBE2)
| | !(config & ˜MASK CUBE3)
| | !(config & ˜MASK CUBE4)
| | !(config & ˜MASK CUBE5)
| | !(config & ˜MASK CUBE6) 190

| | !(config & ˜MASK CUBE7)));
}
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