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Introduction générale

Quand elle n’étudie pas les mécanismes des tremblements de terre, la sismologie s’intéresse
aux ondes émises par ces derniers à travers le globe pour tirer des informations sur la structure
interne de notre planète. En effet, l’énergie libérée par certains séismes est telle que les ondes
qui portent cette énergie peuvent se propager très profondément à l’intérieur de la Terre et être
enregistrées en surface par des stations sismologiques situées à plusieurs milliers de kilomètres
de l’épicentre. L’analyse de sismogrammes ainsi obtenus permet alors de conjecturer quant aux
structures traversées par les différentes ondes sismiques. Effectué sur un grand nombre de don-
nées, ce type d’analyses peut donner lieu à des images tridimensionnelles de la vitesse sismique
dans le sous-sol. Ces images sont appelées modèles tomographiques et constituent l’un des prin-
cipaux apports de la sismologie aux sciences de la Terre. Elles permettent de mettre en évidence
des hétérogénéités qu’il s’agit d’interpréter (panaches mantelliques ou plaques plongeantes par
exemple) et qui,in fine, améliorent notre compréhension de la dynamique terrestre.

Toute méthode tomographique s’organise autour d’un problème direct et d’un problème
inverse. Le problème direct consiste en l’élaboration d’unjeu de données synthétiques à partir
d’un modèle de Terre et d’une théorie de propagation d’ondes. Le problème inverse, quant à
lui, évalue la différence entre les données synthétiques etles données réelles pour proposer
ensuite un nouveau modèle censé mieux expliquer les observables (Tarantola & Valette, 1982).
Ce processus s’effectue de manière itérative et fournit au final des modèles tomographiques
qui, de l’un a l’autre, diffèrent essentiellement de part l’information qui a été considérée. On
distingue alors les tomographies de temps d’arrivée d’ondes de volume (par exemple Clayton &
Comer, 1983; Grand, 1994; Van der Hilstet al., 1997), les tomographies de vitesses de groupe
ou de phase d’ondes de surface (par exemple Natafet al., 1986; Romanowicz, 1990; Montagner
& Tanimoto, 1991; Trampert & Woodhouse, 1995; Ekströmet al., 1997) et les tomographies,
plus rares, de formes d’ondes (Woodhouse & Dziewonski, 1984;Li & Romanowicz, 1996).

Si les modèles proposés s’améliorent au fil des ans, notamment en raison d’un nombre
sans cesse croissant de données utilisées (on peut citer parexemple Ritsemaet al. 1999 qui
se servent à la fois d’ondes de surface et d’ondes de volume, ou encore Dedayleet al. 2005
qui considèrent plus de 200 000 formes d’ondes dans leur inversion), tous souffrent néanmoins
d’approximations dans la résolution du problème direct, approximations qui ont pour effet de
restreindre le domaine de validité de l’équation d’onde. Lathéorie des rais, par exemple, est une
approximation haute fréquence utilisée pour calculer les temps d’arrivée d’ondes de volume et
ne peut prendre en compte l’effet des structures qui ne sont pas sur le rai reliant l’épicentre à la
station. De même, les vitesses de groupe ou de phase d’ondes de surfaces sont déterminées en
supposant que la sensibilité des ondes aux structures est confinée sur le grand cercle défini par
la source et le récepteur. Quant aux formes d’ondes, elles sont généralement calculées via une
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sommation des modes propres de la Terre qui, pour tenir compte de l’atténuation, de l’ellipticité
ou des hétérogénéités latérales de vitesses, requiert un couplage entre les différents modes. Ce
couplage peut être pris en considération par des théories deperturbation. D’un point de vue
pratique, les tomographes ne les ont jamais utilisées qu’aupremier ordre, ce qui restreint leur
domaine de validité aux faibles contrastes de vitesses. Pour certaines zones, comme la croûte ou
la couche D", cela est éminemment problématique. De plus, Woodhouse & Dziewonski (1984)
ne gardent que la perturbation sur la phase et obtiennent alors des noyaux de sensibilité 1D
qui ne sont adaptés qu’aux ondes de surface. Li & Romanowicz (1995) arrivent à considérer
les ondes de volume en appliquant également la perturbationsur l’amplitude. Leurs noyaux de
sensibilité sont alors 2D, ce qui est mieux mais reste limité.

Des théories plus sophistiquées ont été proposées pour tenter de dépasser toutes ces approxi-
mations. Dahlenet al. (2000) et Zhaoet al. (2000) ont ainsi introduit des noyaux de sensibilité
3D, appelésBanana Doughnuts, qui étendent la théorie des rais aux fréquences finies. Etant
donnés un type d’onde et un couple source-récepteur, ces noyaux permettent de répartir la dif-
férence de temps d’arrivée observée entre un synthétique etune donnée sur toute la zone de
Fresnel correspondant à l’onde et au couple considérés. Déjà utilisée pour construire un modèle
tomographique global (Montelliet al., 2004), cette théorie va beaucoup plus loin que la théorie
des rais mais ne prend malheureusement pas en compte toute l’information contenue dans les
sismogrammes. L’inversion de formes d’ondes, qui n’a pas cette limitation, a alors fortement
intéressée les tomographes. Une théorie de perturbation ausecond ordre appliquée aux modes
propres de la Terre a été proposée (Lognonné & Romanowicz, 1990) mais n’a jamais été mise
en œuvre en raison de l’important coût de calcul qu’elle nécessite. Les méthodes numériques
de type éléments finis ou différences finies peuvent également modéliser des sismogrammes
synthétiques mais impliquent, elles aussi, des coûts de calcul élevés. Cependant, la récente
apparition des éléments spectraux (Seriani, 1998; Komatitsch & Vilotte, 1998; Komatitsch &
Tromp, 1999; Chaljub, 2000; Capdeville, 2000; Komatitsch & Tromp, 2002a,b; Komatitsch
et al., 2002) invite à réfléchir sérieusement quant à sa possible utilisation dans un processus
d’inversion. Cette méthode est en effet capable de résoudre l’équation de l’élasto-dynamique
sans restriction sur les contrastes de vitesses dans le milieu de propagation. Malheureusement,
il est difficilement concevable de l’utiliser dans une inversion classique censée calculer des déri-
vées de Fréchet, car même implémentée en parallèle et exécutée sur un cluster puissant, le coût
de calcul demeurerait trop important. En effet, pour chaqueévénement, le nombre de dérivées
de Fréchet à calculer à chaque itération est égale au nombre de paramètresNp qui décrivent le
modèle. Chacune de ces dérivées nécessite une simulation si bien que chaque itération demande
Ns = (Np+1)Ne∼ 1000000 simulations (oùNe est le nombre d’événements). Pour passer outre
ce problème, Trompet al. (2005) montrent que le calcul des dérivées de Fréchet associées à un
événement peut être évité en rétropropageant le champ adjoint (Tarantola, 1984), le nombre de
simulations passant alors à 2Ne. Cette astuce, combinée à laSource Stacking Techniqueproposée
par Capdevilleet al. (2005), peut même réduireNs à 2. Malheureusement, aucune application à
des données réelles n’a encore vu le jour suite à ces développements.

Parallèlement à toutes ces recherches, il a été récemment montré que la fonction de Green
entre deux récepteurs pouvait être retrouvée en corrélant le bruit de fond sismique enregistré aux
récepteurs en question (Shapiro & Campillo, 2004). Cette remarquable découverte, qui lève le
rideau sur un nouveau jeu de données tout à fait intéressant,a très vite suscitée un engouement
fort. En effet, certaines régions du globe pourvues d’un réseau dense de sismomètres ont tout à
coup pu être imagées avec une résolution sans précédent. La première tomographie a été mise en
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œuvre par Shapiroet al. (2005) et concerne la Californie du sud. Les signaux qui émergent des
corrélations de bruit de fond sismique étant dominés par lesondes de surface, il a été possible de
mesurer leurs vitesses de groupe pour des périodes allant de5 à 20 secondes, et cela pour tous
les azimuths. Il en résulte des cartes qui exhibent clairement les principales unités géologiques
de la croûte. A la suite de ce travail, d’autres régions ont été explorées comme le Tibet (Yao
et al., 2006), la Corée du sud (Choet al., 2007), la Nouvelle-Zélande (Linet al., 2007) ou
l’Europe (Yanget al., 2007).

C’est en héliosismologie que l’imagerie passive (ainsi nommée parce qu’elle utilise des
ondes générées par des fluctuations aléatoires du milieu et non par des sources actives) a été
mise en œuvre pour la première fois (Duvallet al., 1993). Le bruit corrélé était alors l’intensité
des fluctuations de la surface du Soleil. Plus tard, en acoustique, Weaver & Lobkis (2001) ont
pu extraire les fonctions de Green d’un bloc d’aluminium en corrélant l’agitation thermique qui
l’animait. Ces mêmes auteurs ont montré qu’il était possiblede créer un champ aléatoire en
plaçant une source dans une cavité réverbérante et que la corrélation d’un tel champ enregistré
par deux récepteurs distincts permettait de retrouver la fonction de Green entre ces récepteurs
(Lobkis & Weaver, 2001). Cela a inspiré les sismologues qui ont utilisé des enregistrements
de coda (partie finale d’un sismogramme qui correspond aux multiples réflexions du champ
d’onde incident dans la croûte (Aki, 1969; Aki & Chouet, 1975)) pour reconstruire la fonction
de Green entre différents couples de stations (Campillo & Paul, 2003). Le bruit sismique, es-
sentiellement généré par les océans (Longuet-Higgins, 1950), commença à être employé un an
plus tard (Shapiro & Campillo, 2004).

Le travail présenté ici se propose d’étudier la possibilitéde modéliser numériquement les
données issues des corrélations de bruit sismique. Ces données sont maintenant très largement
exploitées et il est légitime de se demander ce qu’on peut en attendre vis-à-vis des techniques
de modélisation modernes. En effet, nous avons vu qu’en tomographie classique (entendez "qui
utilise des enregistrements de séismes"), d’énormes efforts avaient été concentrés sur le pro-
blème direct pour simuler des formes d’onde complètes avec le moins d’approximations pos-
sible. Il en est résulté des méthodes performantes, comme les éléments spectraux, et la question
se pose alors : peut-on espérer modéliser, via des simulations sophistiquées, les formes d’onde
des fonctions de Green obtenues par corrélation de bruit ? Laréponse n’est pas évidente car le
bruit sismique qui règne sur Terre, principalement généré par les océans, a des caractéristiques
tout à fait singulières. On note en particulier des spectreschahutés et une répartition inhomo-
gène en espace et en temps. Cela se répercute sur les corrélations si bien que les formes d’onde
obtenues ne sont pas exactement les fonctions de Green. Dansune simulation numérique, le
simple emploi d’une force impulsionnelle à l’emplacement d’une station ne suffira donc pas
pour retrouver les corrélations construites avec les autres stations du réseau. Une source spéci-
fique devra être construite pour ce genre de données ; c’est lechallenge que nous allons relever.

L’exposé suivra le plan ci-dessous :

- Dans le premier chapitre, nous étudierons les caractéristiques des formes d’onde obte-
nues par corrélation de bruit. Nous reprendrons le développement théorique de Roux
et al. (2005) puis dépasserons les limites de ce développement en utilisant une approche
numérique.

- Dans le deuxième chapitre, nous présenterons les grands principes de la méthode des élé-
ments spectraux et tâcherons de mettre en lumière les spécificités de son implémentation
à l’échelle régionale. Cette échelle va particulièrement nous intéresser puisqu’il s’agit de
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celle mise en jeu dans les corrélations de bruit. Nous finirons donc le chapitre en validant
un code éléments spectraux régional qui nous sera utile pourtoute la suite.

- Au chapitre 3, nous procéderons à la simulation de deux séismes dans un modèle de Terre
3D. Cela nous permettra de mettre en évidence la puissance deséléments spectraux et de
discuter un certain nombre de problèmes géophysiques importants qui résistent encore à
l’acuité de nos simulations.

- Le quatrième chapitre sera consacré à la méthode censée nous permettre de simuler la
forme d’onde des corrélations de bruit. Basée sur le renversement temporel, cette méthode
sera tout d’abord exposée d’un point de vue théorique avant d’être appliquée à un jeu de
données synthétiques.

- Dans le cinquième et dernier chapitre, nous tenterons une première application à des
données réelles de la méthode présentée au chapitre 4. Nous verrons alors que, malgré
les restrictions et contraintes imposées par le bruit sismique réel, les résultats sont très
encourageants.



Chapitre 1

Quelques caractéristiques des fonctions de
Green obtenues à partir des corrélations
de bruit sismique

Le bruit de fond sismique, habituellement considéré comme inutile et même gênant, a mon-
tré ces dernières années qu’il contenait une information cohérente et pouvait s’avérer très in-
téressant pour étudier la structure interne de la Terre. En effet, la corrélation du bruit sismique
enregistrée à deux stations distinctes permet de retrouverla fonction de Green entre ces deux
stations (Shapiro & Campillo, 2004). Cette découverte, dont ont decoulé de nombreuses tomo-
graphies (par exemple Shapiroet al., 2005; Yaoet al., 2006; Choet al., 2007; Linet al., 2007;
Yanget al., 2007; Brenguieret al., 2007), fait suite à des expériences concluantes menées dans
d’autres domaines : héliosismologie (Duvallet al., 1993), acoustique (Weaver & Lobkis, 2001;
Lobkis & Weaver, 2001), océanographie (Roux & Kuperman, 2004).

Parallèlement à ces expériences ont été développées des théories qui tentent d’expliquer
le phénomène. Dans la première partie de ce chapitre, nous présenterons brièvement ces théo-
ries et nous nous attarderons sur l’une d’entre elles qui, s’appuyant parfois sur des hypothèses
très éloignées des conditions expérimentales, révèle néanmoins certains aspects importants des
fonctions de Green obtenues avec du bruit réel. Dans une deuxième partie, nous utiliserons une
approche numérique pour générer du bruit dans un contexte plus réaliste. Nous construirons
alors des corrélations qui nous permettront de discuter avec davantage de précision les caracté-
ristiques des fonctions de Green obtenues dans les conditions imposées par la nature.

1.1 Approche théorique

1.1.1 Une revue

En 2001, Weaver & Lobkis auto-corrèlent les fluctuations thermiques enregistrées en un
point de la surface d’un bloc d’aluminium et retrouvent alors la fonction de Green entre ce
point et lui-même. Pour expliquer ce résultat, ils voient les fluctuations thermiques comme un
champ diffus et le décrivent par une somme de modes équipartitionnés, c’est-à-dire ayant tous
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le même niveau d’énergie et une phase aléatoire. Cette description n’est valable qu’en milieu
fermé mais permet de démontrer facilement que la corrélation conduit à la fonction de Green.

Ces mêmes auteurs procèdent à une autre expérience (Lobkis & Weaver, 2001). Dans une
cavité réverbérante, ils placent une source et enregistrent le champ d’onde en deux points dis-
tincts. La corrélation des deux enregistrements, sur un temps suffisamment long, amène là-aussi
à la fonction de Green. L’argument des modes équipartitionnés est une nouvelle fois évoqué,
car suite à l’explosion de la source, de multiples réflexionsse produisent au sein de la cavité
et donnent lieu à un champ diffus ayant les mêmes propriétés que les fluctuations de la pre-
mière expérience. Les sismologues, qui savent que la coda sismique correspond aux reflexions
des ondes dans la croûte terrestre (Aki, 1969; Aki & Chouet, 1975), ont alors eu l’idée de cor-
réler ces codas. L’équipartition des ondes ayant déjà été observée sur de tels enregistrements
(Henninoet al., 2001), il y avait en effet de bonnes chances pour que des fonctions de Green
émergent. Campillo & Paul (2003) furent les premiers à le mettre en évidence.

En milieu ouvert, un champ diffus ne peut plus s’écrire commeune somme de modes équi-
partitionnés. Pour montrer que la fonction de Green entre deux points peut se retrouver à partir
de l’inter-corrélation, Sánchez-Sesma & Campillo (2006) etSánchez-Sesmaet al. (2006) uti-
lisent alors une superposition d’ondes planes se propageant dans toutes les directions et ayant
des phases incohérentes. Dans un premier temps, leur démonstration se limite aux ondes sca-
laires, puis s’élargit au cas élastique pour lequel les ondes sont vectorielles. Par ailleurs, ils
retrouvent l’équipartition et montrent clairement qu’elle est nécessaire pour construire la fonc-
tion de Green exacte.

Une autre manière d’interpréter la reconstruction des fonctions de Green consiste à utiliser
une analogie entre les corrélations et les expériences de retournement temporel (Derodeet al.,
2003). En effet, si on se donne deux récepteursA et B et une sourceS, on peut montrer que la
corrélation des enregistrements enA et enB d’un signal venu deSéquivaut à la rétropropagation
versB d’un signal émis parA et enregistré enS. L’équation de cavité exposée par Draeger &
Fink (1999) conduit ensuite aisément à la fonction de Green.Cette équation n’étant valable
qu’en milieu fermé, l’introduction d’un ensemble de sources entourant continûment les deux
pointsA etB est nécessaire à la démonstration en milieu ouvert.

Le théorème de réciprocité peut également être employé. Wapenaar (2004) en développe
les termes dans le cas d’un milieu limité par une surface libre et montre que la corrélation
d’un champ enregistré en deux points de cette surface conduit à la fonction de Green. Plus
tard, il s’intéressera aux milieux non réciproques (Wapenaar, 2006). Dans ce type de milieu, la
propagation deA versB diffère de la propagation deB versA, mais le théorème de réciprocité
s’applique toujours (carréciprocitén’a alors rien à voir avec la réciprocité du milieu).

Bien d’autres théories ont été proposées. On peut citer, à titre indicatif, Weaver & Lobkis
(2003) et Van Tiggelen (2003), qui utilisent le théorème de fluctuation-dissipation, ou encore
Gouédardet al.(2008), qui font suite aux travaux mathématiques de Colin de Verdière (2006a,b)
pour exposer un développement très général. Chacune de ces théories a ses qualités et ses li-
mites, et il en va de même de celle que nous allons présenter maintenant. Son développement
est construit autour du théorème de la phase stationnaire. C’est Snieder (2004) qui le premier
a utilisé ce théorème. Il a été suivi par Sabraet al. (2005) et Rouxet al. (2005). Les équations
qui vont suivre sont directement tirées de ce dernier article ; elles nous serviront de base pour
discuter les caractéristiques des corrélations de bruit sismique.
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1.1.2 Un développement basé sur le théorème de la phase stationnaire

En 2004, Snieder utilise le théorème de la phase stationnaire pour expliquer la reconstruc-
tion des fonctions de Green à partir des corrélations de bruit. Il se cantonne tout d’abord au cas
des ondes scalaires, puis développe sa théorie pour les ondes de surface en milieu élastique.
Quelques mois plus tard, Rouxet al. (2005) reprennent son idée, leur but étant de démontrer
le résultat en milieu atténuant, chose qui n’a jamais été faite auparavant. Ils commencent par
se placer dans le cas simple d’un milieu acoustique homogènenon atténuant et travaillent en
3D. La fonction de Green entre deux points distinctsA et B (dont les vecteurs-positions en
coordonnées cartésiennes seront notés respectivementrA et rB) est alors

G(rrrB, t; rrrA,0) =
1

|rrrB− rrrA|
δ

(

t −
|rrrB− rrrA|

c

)

(1.1)

oùc est la vitesse du son dans le milieu.

Donnons-nous des sources de bruitS(rrrS, tS) distribuées dans le temps et dans l’espace. Le
champ enA qui en résulte s’écrit

P(rrrA, t) =
∫ +∞

−∞
drrrS

∫ t

−∞
S(rrrS, tS)G(rrrA, t; rrrS, tS)dtS (1.2)

=
∫ +∞

−∞

drrrS

|rrrA− rrrS|
S

(

rrrS, t −
|rrrA− rrrS|

c

)

. (1.3)

De la même manière, on peut écrire le champ reçu enB. On forme alors l’inter-corrélation des
deux signaux et on obtient

CAB(t) =
∫ +∞

−∞
P(rrrA,τ)P(rrrB, t + τ)dτ (1.4)

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

drrrSdrrr ′Sdτ
|rrrA− rrrS||rrrB− rrr ′S|

S

(

rrrS,τ −
|rrrA− rrrS|

c

)

S

(

rrr ′S, t + τ −
|rrrB− rrr ′S|

c

)

. (1.5)

Cette expression peut aisément se simplifier si l’on considère sa moyenne d’ensemble
〈CAB(t)〉. En effet, sur un ensemble de réalisations, les sources de bruit sont décorrélées en
temps et en espace si bien que

〈S(rrrS, tS)S(rrr ′S, t
′
S)〉 = Y2δ (tS− t ′S)δ (rrrS− rrr ′S) (1.6)

où Y2 est la puissance acoustique des sources que l’on suppose iciconstante en temps et en
espace. L’équation (1.5) devient alors

〈CAB(t)〉 = Y2
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

drrrSdτ
|rrrB− rrrS||rrrA− rrrS|

δ
(

t +
|rrrA− rrrS|

c
−

|rrrB− rrrS|

c

)

. (1.7)

L’intégration surτ correspond à une accumulation de sources de bruit dans le temps. En
pratique, cette intégration se fait sur un temps finiT. Si on noteν le taux de création de sources
de bruit enm−3s−1, alors

〈CAB(t)〉 = Y2Tν
∫ +∞

−∞

drrrS

|rrrB− rrrS||rrrA− rrrS|
δ

(

t +
|rrrA− rrrS|

c
−

|rrrB− rrrS|

c

)

. (1.8)
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L’expression qui est en argument du delta de Dirac montre queles sourcesrrrS qui vont
produire du signal à un tempst donné vérifient|rrrB− rrrS|− |rrrA− rrrS| = ct. En notant(x,y,z) ∈
R
∗xR

2 les coordonnées derrrS et en prenantrrrA = (a,0,0) et rrrB = (−a,0,0) aveca∈ R
+∗, cette

dernière relation se réécrit

y2 +z2−x2
(

4a2

c2t2 −1

)

= a2
(

c2t2

4a2 −1

)

, si t 6= 0. (1.9)

(1.9) est l’équation d’un hyperboloïde de révolution autour de l’axe(Ox). Cela signifie que le
signal observé au tempst sur la corrélation est dû uniquement aux sources se trouvantsur un
hyperboloïde. La coupe, dans le planz= 0, de quelques-uns de ces hyperboloïdes (chacun cor-
respondant à une valeur det) est représentée figure 1.1. On y voit clairement que les sources
qui vont fournir de l’énergie àt = ±2a

c , qui est le temps de parcours entreA et B, se situent sur
la droite(AB). Plus précisément, ce sont les sources situées sur la demi-droite x≥ a (respecti-
vementx≤−a) qui contribueront au signal obtenu ent = 2a

c (respectivementt = −2a
c ). Si l’on

avait choisi de calculer la corrélationCBA(t), alors ce serait l’inverse. Notons par ailleurs que le
casx = 0 correspond au tempst = 0.

La figure 1.2 représente le terme d’amplitude 1
|rrrA−rrrS||rrrB−rrrS|

que chaque hyperboloïde fournit
à la corrélation. Pour que ce terme ne diverge pas, nous avonsconsidéré pour chaque hyperbo-
loïde l’amplitude dûe à un segment d’hyperbole du planz = 0, la longueur du segment étant
bien évidemment la même d’une hyperbole à une autre. Il apparaît alors que les contributions
les plus importantes viennent des sources situées sur les demi-droitesx≥ a etx≤−a.

−2a −a 0 a 2a

x

y

t = 0 t =
a

2c
t =

a

c

t =
3a

2c

t =
1.9a

c

t =
2a

c

t = −

a

2c
t = −

a

c

t = −

3a

2c

t = −

1.9a

c

t = −

2a

c

AB

temps
−2a

c −a
c

0 a
c

2a
c

FIG. 1.1 – Intersection des hyperboloïdes régis par
l’équation (1.9) avec le planz= 0. Les courbes obte-
nues sont des hyperboles. Chacune d’elles contribue
au signal observé à un tempst de la corrélation des
signaux enregistrés aux pointsA etB.

FIG. 1.2 – Amplitude que les hyper-
boles du type de celles représentées
figure 1.1 fournissent à la corrélation
d’enregistrements effectués en deux
points distants de 2a. Chaque hyper-
bole est repérée par le temps auquel
elle contribue dans la corrélation.
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Introduisons maintenant l’atténuation (nous aurions pu lefaire depuis le début, mais l’écri-
ture des équations auraient été extrèmement lourde). Pour cela, nous suivons une nouvelle fois
Roux et al. (2005) et procèdons de manière classique en ajoutant une partie imaginaire à la
vitesse du milieu :c = c0 + ici avecci ≪ c0. La fonction de Green entreA etB s’écrit alors

G(rrrB, t; rrrA,0) =
1

|rrrB− rrrA|

1
2π

∫ +∞

−∞
exp

[

iω
(

t −
|rrrB− rrrA|

c0

)]

exp

(

−ωci
|rrrB− rrrA|

c2
0

)

dω.

(1.10)
En suivant le même développement que celui effectué dans le cas non-atténuant, on obtient
l’équivalent de l’équation (1.8) :

〈CAB(t)〉 =
Y2Tν
4π2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

drrrSdω
|rrrA− rrrS||rrrB− rrrS|

exp

[

−
ωci

c2
0

(|rrrA− rrrS|+ |rrrB− rrrS|)

]

exp

[

iω
(

t +
|rrrA− rrrS|

c0
−

|rrrB− rrrS|

c0

)]

(1.11)

où ω est la fréquence angulaire.

La principale différence entre l’équation (1.11) et le cas non-atténuant réside dans l’expo-
nentielle décroissante. Celle-ci dépend de la fréquence et apour effet de diminuer l’amplitude.
Cependant, les remarques que nous avons faites au sujet des hyperboloïdes restent valables.
Pour continuer le calcul on peut donc appliquer un changement de variables adapté à ces hyper-
boloïdes. En écrivant







x = asin(θ)cosh(φ)
y = acos(θ)sinh(φ)cos(ψ)
z= acos(θ)sinh(φ)sin(ψ)

avec







θ ∈
[

−π
2 , π

2

]

φ ∈ R
+

ψ ∈ [0,2π]
(1.12)

l’équation (1.11) devient

〈CAB(t)〉 =
aY2Tν

2π

∫ +∞

−∞
dω

∫ +∞

0
sinh(φ)exp

(

−
2acosh(φ)ωci

c2
0

)

dφ

∫ π
2

− π
2

cos(θ)exp

[

iω
(

t +
2asin(θ)

c0

)]

dθ . (1.13)

On intègre ensuite surθ et surφ pour obtenir

〈CAB(t)〉 =
Y2Tνc3

0

8πaci

∫ +∞

−∞

dω
iω2 exp

(

−
2aωci

c2
0

)

[

exp

(

iω
(

t +
2a
c0

))

−exp

(

iω
(

t −
2a
c0

))]

. (1.14)

Cette manière de résoudre l’équation (1.11) revient à utiliser le théorème de la phase station-
naire. En effet, dans l’équation en question, on remarque que le terme de phase varie beaucoup
plus vite que le terme d’amplitude, sauf quand la positionrrrS des sourcesSse rapprochent des
demi-droitesx≥ a et x≤−a. Aux différents points de ces demi-droites, les dérivées partielles
de la phase en viennent même à s’annuler. Le théorème de la phase stationnaire indique alors
que seule la contribution de ces points va compter dans l’intégration. Cela permet de calculer
l’intégration spatiale (1.11) et de retrouver l’équation (1.14).
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Une dernière étape est nécessaire à l’émergence de la fonction de Green. Elle consiste à
dériver (1.14) par rapport au temps :

d〈CAB(t)〉
dt

=
Y2Tνc3

0

4πci

[

∫ +∞

−∞

dω
ω

1
2a

exp

(

−
2aωci

c2
0

)

exp

(

iω
(

t +
2a
c0

))

−
∫ +∞

−∞

dω
ω

1
2a

exp

(

−
2aωci

c2
0

)

exp

(

iω
(

t −
2a
c0

))]

. (1.15)

Dans cette expression apparaîssent deux intégrales. Chacune d’elles est une fonction de Green
que vient moduler un facteur1ω . Ce facteur vient de la définition que nous avons donnée de
l’atténuation et se comporte comme un filtre passe-bas. La différence entre les deux intégrales
est que l’une est causale (partie positive de la corrélation) alors que l’autre acausale (partie
négative de la corrélation).

1.2 Approche numérique

Cette sous-partie est tirée d’un article soumis àGeophysical Journal Internationalsous le
titre : Effects of 1-bit normalization and whitening on waveforms obtained by correlation
of a diffuse anisotropic wavefield generated with syntheticseismic noise sources in an
attenuating spherically symmetric Earth.

1.2.1 Abstract

Cross-correlation of ambient seismic noise recorded by a pair of stations is now commonly
recognized to contain the Green’s function between the stations. In this study, we carry out
numerical experiments which consists in generating seismic noise at the surface of a sphere and
correlating records of the wavefield produced by such a noise. Obtained waveforms are then
compared with exact Green’s functions to investigate quality and features of the reconstructed
signals. Both uniform and non-uniform noise sources distribution are considered. We turn a
particular attention to the effect on correlations of signal-processings like 1-bit normalization
and whitening that are very often applied to the real seismicrecordings. An important result
is that geometrical spreading and absorption are retrievedwhatever the technique we use to
process the noise.

1.2.2 Introduction

Recent developments have shown that the Green’s function between two distant seismo-
meters can emerge from the cross-correlation of several days of seismic noise recorded at the
seismometers (Shapiro & Campillo, 2004). This provides new data that are greatly interesting
for seismologists because they enable to get informations about the Earth structure in aseismic
regions. Group-speeds on inter-station paths are now widely measured and numerous high-
resolution tomographic images appeared in the last three years (e.g. Shapiroet al., 2005; Yao
et al., 2006; Choet al., 2007; Linet al., 2007; Yanget al., 2007; Stehlyet al., 2008).
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The emergence of the Green’s function between two stations is possible because the noise
sources distribution creates a diffuse spatially and temporally incoherent wavefield that buries,
however, a small coherent part. This small coherent part is due to the sources that produce paths
which go through both receivers and a time-averaged correlation between noise recorded at
these receivers enables to recover it. Prior to be used in seismology, this result was successfully
retrieved in helioseismology (Duvallet al., 1993) and ultrasonics (Weaver & Lobkis, 2001; Lob-
kis & Weaver, 2001; Weaver & Lobkis, 2003). Many theoreticaldevelopments tried to explain
the phenomenon. Lobkis & Weaver (2001) first describe the diffuse wavefield as a sum of equi-
partitionned modes and show that correlation between two records of such a field yields to the
Green’s function. More recently, the diffuse wavefield was seen as an uncorrelated and isotropic
mix of plane waves of all propagation directions (Weaver & Lobkis, 2003). With this definition,
Sánchez-Sesma & Campillo (2006) and Sánchez-Sesmaet al. (2006) show that equipartition is
a necessary condition to retrieve the exact Green’s function. Other developments, based on an
analogy with time-reversal experiments (Derodeet al., 2003), fluctuation-dissipation (Van Tig-
gelen, 2003) or reciprocity theorem (Wapenaar, 2004), and stationnary-phase derivation (Snie-
der, 2004; Rouxet al., 2005; Sabraet al., 2005), also demonstrate the emergence of Green’s
functions from ambient noise correlations.

All the theories only take into account the case of uniformlydistributed noise sources.
Now, as Sánchez-Sesma & Campillo (2006) assess, "an anisotropic flux as well as the absence
of equipartition has to be considered to fully understand the limitations of the method". Indeed,
noise consistently observed in seismic records mainly comes from the oceans (Longuet-Higgins,
1950) so that its distribution at the surface of the Earth clearly is non homogeneous. In this paper,
we study the effect of such a distribution by computing correlations of numerically generated
seismic noise in an attenuating sphere. We will also look at the effect on correlations of two
processes that are commonly applied to the noise records : 1-bit normalization and whitening.
1-bit normalization is a procedure for reducing the weight of the earthquakes that inevitably
lie in seismic records. It consists in retaining only the sign of the raw signal by replacing all
positive amplitudes with a 1 and all negative amplitudes with a -1. A spectrum whitening is
often practiced as well to enhance frequencies with low amplitude. Other noise-processings,
not studied in this article, can be found in Bensenet al. (2007).

Our investigation will deal not only with the phase but also with the amplitude of the waves.
Indeed, travel times of ambient noise correlations have been extensively used so far and we think
it is time now to question what we can expect from the whole waveforms of these data. Our
synthetic correlations will be compared with exact Green’sfunctions computed with normal-
mode summation, and a particular attention will be turn to the behaviour of the correlations with
respect to the attenuation (i.e. geometrical spreading andabsorption).

1.2.3 Uniform noise sources distribution

In this part, we compute synthetic noise at the surface of a spherical Earth to mimick the
continuous oscillations that are consistently observed inseismic records and commonly consi-
dered to come from interaction between atmosphere, ocean and sea floor. In the frequency do-
main, such oscillations are not flat : two peaks generally rise around 14 and 7 s period which are
referred to primary and secondary microseisms respectively (Longuet-Higgins, 1950; Friedrich
et al., 1998; Stehlyet al., 2006; Kedaret al., 2007). Moreover, at longer periods (2-7 mHz),
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we observe the so-called Earth "hum" (Nawaet al., 1998; Rhie & Romanowicz, 2004). In this
work, we do not try to simulate the complex mechanisms which produce this kind of spectra.
We will consider simple noise sources with flat spectrum in a certain frequency-band.

To create our synthetic noise, we randomly position three hundred sources in the Earth
surface. For each spatial component of each source, we generate a 24-hours time signal with
random phase and flat spectrum filtered between 2 and 13 mHz. Using normal-modes summa-
tion (e.g. Woodhouse & Girnius, 1982) in the Preliminary Reference Earth Model (Dziewonski
& Anderson, 1981), the effect of all the sources is computed at three stations A, B and C lo-
cated on the Equator at longitude 0◦, 20◦ and 70◦ respectively (see figure 1.3). Correlations
between vertical components of displacement received at the stations are then calculated. That
is the result of what we call a "realization". We perform 12 640 realizations (the total number of
sources is then 3 792 000), we stack all of them and we obtain the waveforms represented figure
1.4. Three different cases are studied corresponding to different processes applied to the noise
records : we distinguish raw noise (nothing is done), 1-bit noise (meaning that we completly
disregard the amplitude) and whitened noise (meaning that the spectral amplitudes of each re-
cord are set to 1 in the chosen frequency band). Symmetric signals are observed for all the cases,
positive parts corresponding to correlations of A by B (or C) and negative parts to correlations
of B (or C) by A. In addition, slight differences appear depending on the process : whereas raw
and 1-bit noise correlations are very similar, waveforms from whitened noise reveal differences
in amplitude some times.

With the normal-modes summation method, the Green’s tensors between A and B and bet-
ween A and C can be easily calculated. We are therefore able toestimate how far our corre-
lations are from their corresponding Green’s functions. Tomake the comparison possible, we
have to time-derivate our results and correct them for the power spectral density of the noise.
Indeed, different authors (Lobkis & Weaver, 2001; Snieder,2004; Weaver & Lobkis, 2005b;
Sánchez-Sesmaet al., 2007) have demonstrated that in 3D

CAX(ω) = Q S(ω)
G(rrrA, rrrX,ω)

iω
, (1.16)

whereCAX is the correlation of a station X by station A,ω is the angular frequency,rrrA (resp.
rrrX) is the position of A (resp. X),S is the power spectral density,G(rrrA, rrrX,ω) is the Green’s
function between A and X, andQ is an amplitude factor. The effect ofSexplains the difference
between the whitened noise correlations and the other waveforms in figure 1.4, whitened noise
power spectral density being very different from the other power spectral densities (see figure
1.5).

Figure 1.6 shows the comparison between Green’s functions and the derivatives of our syn-
thetic correlations with and without power spectral density correction. For each kind of noise-
processing (raw, 1-bit normalization and whitening), we see that the power spectral density
correction improves the waveform fit, confirming equation (1.16). Nevertheless, discrepancies
remain that we interpret as an incapicity of the noise sources to correctly excite the overtones :
as noise sources are positionned on the surface of the medium, there are no much sources on
the antifresnel zone for the overtones. This is even clearerin figure 1.7 where we have plotted
the comparison between the A-C Green’s function and the corrected derivative of the corres-
ponding raw noise correlation in a sufficiently wide time-window to see not only R1 but also
R2. All the harmonic modes that appear between the main arrivals R1 and R2 are recovered but
with a small amplitude with respect to the fundamental mode,so we can say that the correlation
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FIG. 1.3 – Location of receivers A, B and C (top). Station B (resp.C) is 20◦ (resp. 70◦) far
from A. Tiny dot pixels indicate location of 24 000 noise sources coming from 80 realizations
of our numerical experiment. An exemple of noise recorded atstation A is presented (left) for
the three different noise-processings we consider (raw, 1-bit normalization and whitening). We
also plot the Fourier transform of these recordings (right).
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FIG. 1.4 –a) Cross-correlations between vertical components of displacement recorded at sta-
tions A and B. Thick gray line is the correlation waveform computed with unprocessed noise
(raw noise), dashed line corresponds to the correlation from 1-bit noise and dotted line to the
correlation from whitened noise.b) Same as a) for stations A and C.

is not the Green’s function. As a consequence, equation (1.16) has to be rewritten. To correctly
weight the overtones, we introduce a depth-dependent source termS(r,ω) (where r is the radial
component of the spherical coordinates(r,θ ,φ)) so that

CAX(ω) = Q
∫ RT

0
S(r,ω)

G[(r,θA,φA), rrrX,ω]

iω
dr, (1.17)

whereRT is the radius of the Earth andθA (resp.φA) is the colatitude (resp. the longitude) of
station A. In this expression, we see that the correlationCAX is not directly linked to the Green’s
function between A and X anymore. Another way to take into account the low amplitudes of the
overtones would probably consist in replacing the depth expansion by a ponctual source invol-
ving high spatial derivatives (like earthquake sources arerepresented by a gradient of a dirac).
We did not explore this possibility here. Note thatS, as defined in equation (1.17), remains to
be found. On real ambient seismic noise correlations that are usually computed at smaller scale
with higher frequencies than here, the same phenomenon is observed : only the surface-wave
part of the Green’s function emerges and the body-wave part is unreachable. Nevertheless, we
have to mention that, in the particular context of a very dense network with stations separated
by a couple of kilometers, Rouxet al. (2005) succeeded in observing P-waves.

Another remark, even more important, has to be done about figure 1.6. Indeed, for traces
obtained with stations A and B, amplitude coefficientsQ of the different waveforms are chosen
to make the maxima the same. These coefficientsQ are also used for traces from stations A
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FIG. 1.5 – Power spectral density for
raw noise (thick gray line), 1-bit noise
(dashed line) and whitened noise (dot-
ted line) recorded at station A.

and C, so Q is independent of X, and we see that relative amplitude between signal from A
and B and signal from A and C is conserved for each kind of noise-processing. This means
that information about geometrical as well as intrinsic attenuation is contained on correlations
whatever the technique we use to process the noise recordings. Travel times have been preferen-
tially considered so far on seismic noise correlations, butthe use of amplitude is now more and
more questionned, and the result we present here is essential in this perspective. Nevertheless,
it is in disagreement with the experimental result from Laroseet al. (2007) who recover the
geometrical spreading with raw data but lose it with 1-bit orwhitened noise. We don’t have yet
an explanation for this difference.

To end with this first numerical experiment, we investigate the convergence of the cor-
relations. Figure 1.8 displays, according to the number of realizations, the error between the
Green’s functions and the correlations derivatives corrected from the power spectral density.
Not surprisingly, the error decreases as the number of realizations increases. Moreover, the er-
ror from stations A and C is systematically larger than the error from stations A and B. This
is consistent with theoretical (Weaver & Lobkis, 2005a) andexperimental (Laroseet al., 2007)
works which show that the more distant the receivers are, theworse the convergence is. We see
also that error associated with 1-bit noise is permanently larger than errors from whitened and
raw noise. This is probably due to the enhancement of additionnal frequencies larger than 13
mHz or lower than 2 mHz that the power spectral density correction can’t completely remove.
In 2004, Laroseet al.studied the effect of 1-bit normalization on coda waves cross-correlation
and found that the signal-to-noise ratio increased compared to the one from raw noise. This is
not in disagreement with what we see here because, in their case, 1-bit normalization has the
advantage to "reinforce the weight of the longest and most diffracted scattering paths relatively
to early arrivals" (Laroseet al., 2004). In figure 1.8, we also note that error from whitened noise
is a bit larger than error from raw noise. Anyway, at the end ofthe experience, a very small and
stable error is reached for all the noise-processings and for both A-B and A-C case, giving an
indication that waveforms previously discussed in figure 1.4 and 1.6 are the best as possible.
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FIG. 1.6 – a) Comparison, for each kind of process applied to the noise records (raw, 1-bit
normalization and whitening), between the A-B Green’s function (gray lines) and the derivatives
of our synthetic cross-correlations with (dotted lines) and without (dashed lines) power spectral
density correction. The amplitude coefficientQ of each trace is chosen in order to make the
maxima the same.b) Same as a) for stations A and C. We consider the amplitude coefficients
Q used in a) and we see that the attenuation is retrieved for thethree different kinds of process.

1.2.4 Non-uniform noise sources distribution

This part consists in doing the same experiment as the one in the previous section ex-
cept that noise sources are now confined in a 50◦-radius disk at the surface of the sphere. It is
very important to study such a non-uniformly distributed sources case because seismic noise in
the Earth mainly comes from the oceans and is therefore non uniformly distributed. Here, the
space-limited "noisy" area produces an anisotropic energy flux that is very difficult to consi-
der for analytical analysis and, therefore, has never been clearly taken into account. We study
cross-correlations waveforms for different azimuths by using records from 24 stations located
in two circles around a central station A (see figure 1.9). Stations 1 to 12 (resp. 13 to 24) are
positioned each 30◦ on a A-centered 20◦-radius (resp. 70◦-radius) circle. Longitude-latitude co-
ordinates of the central station A are (0◦, 0◦). Coordinates of the noise disk centre are (-70◦,
0◦). To smooth the limit between the noisy area and the rest of the Earth surface, we apply a
taper to the noise amplitude of the sources located near thislimit. Cross-correlations between
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FIG. 1.7 – Comparison between the A-C Green’s function (thick gray line) and the corrected
derivative of the corresponding raw noise correlation (dashed line). Overtones between R1 and
R2 are badly retrieved. To highlight this observation, we zoom in a part of the signal where it is
particularly clear (top right window).

A and the stations numbered from 1 to 12 are plotted on figure 1.10. They result from 3000
realizations. Because of the symmetry of the noisy area withregard to the Equator, we only
represent cross-correlations provided by the northern stations. For a given noise process (raw,
1-bit normalization or whitening), the sameQ coefficient has been applied for all the traces in
order to make the maxima of the lower correlations (i.e. correlations 6) the same. Thus, we lose
the absolute amplitude but keep the relative one.

Let us first pay attention to the raw noise correlations from the 20◦-radius circle (i.e. gray
lines). Considerable asymmetry clearly appears on each trace (except on correlation 3), causal
and acausal parts of the signals having very different amplitudes. This is due to the fact that
these two parts do not see the same energy flux : both are sensitive to the noise sources located
on the vicinity of the great circle that linked the two receivers # and A (where # refers to
the number of any station), but the correlation of A by # (i.e.the positive part) is sensitive
to wavefields going from # to A whereas the correlation of # by A(i.e. the negative part) is
sensitive to wavefields going from A to #. As a consequence, oncorrelation 6 for example, the
amplitude of the causal part is much larger than the acausal part, flux from 6 to A being more
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FIG. 1.8 –a) Error between the A-B Green’s function and the derivatives of our synthetic cor-
relations corrected from the power spectral density. The error is calculated each 80 realizations.
Gray (resp. dashed and dotted) line corresponds to raw (resp. 1-bit and whitened) noise.b)
Same as a) for stations A and C.
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FIG. 1.9 – Location of the central station A (star) and the other receivers (numbered from 1 to
24). Stations 1 to 12 (resp. 13 to 24) are 20◦ (resp. 70◦) far from A and spaced by an angle of
30◦, defining twelve azimuths. Great circles that link the stations to the centre A are plotted to
highlight the different azimuths. In addition, tiny dots indicate location of 24 000 noise sources
coming from 80 realizations of our numerical experiment.

important than flux from A to 6 due to the position of the noisy area. This phenomenon is the so-
called "directivity effect" which has been demonstrated theoretically by various authors using
the stationnary phase theorem (Snieder, 2004; Rouxet al., 2005; Sabraet al., 2005) and often
observed on real data (e.g. Stehlyet al., 2006; Nishida & Fukao, 2007). It involves amplitude
differences on single trace but also from a trace to another :if we go through the azimuths,
considering for example correlations of 12, 1, 2 and 3 by A (i.e. negative part of the four upper
signals in figure 1.10), the amplitude strongly decreases due to the fact that there are less and
less noise sources on the vicinity of the great circles defined by the different pairs of stations.
To take into account the directivity effect in equation (1.17), we propose to extend our source
term in the horizontal directionsθ andφ around station A. Thus we obtained

CAX(ω) = Q
∫ RT

0

∫ θA+θ ′

θA−θ ′

∫ φA+φ ′

φA−φ ′
S(r,θ ,φ ,ω)

G[(r,θ ,φ), rrrX,ω]

iω
dr dθ dφ . (1.18)

θ ′ andφ ′ define the "thickness" of the virtual sourceS. This thickness is assumed to be small
with regard to the inter-stations distance, what is reasonnable because correlations are not so far
from Green’s functions so we cannot be far from a point source.

In figure 1.10, consider now the correlations computed with 1-bit noise and whitened noise.
We find the directivity effect again and the waveforms are comparable with the raw noise corre-
lations. Nevertheless, spectrum changes due to the 1-bit normalization on one hand, and to the
whitening on the other hand, are strong enough to produce nonnegligible differences. In par-
ticular, we note that these two processes increase the powerspectral densityS in A (see figure
1.11) so that the correlation of station 12 (resp. 1 and 2) by Ahas now an amplitude similar to
the one of the correlation of A by 6 (resp. 7 and 8, i.e. 5 and 4 because of the symmetry with
regard to the Equator). We do not observe this on raw noise correlations because the difference
of the energy flux recorded in 6 (resp. 5 and 4) and A is preserved.
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FIG. 1.10 – Cross-correlations between noise recorded at the central station A and the noise
from the northern stations on the 20◦-radius circle. Each waveform is identified by its corres-
ponding station number : trace # refers to correlation between station # and A, positive part
(resp. negative part) being the result of the correlation ofA by # (resp # by A). Gray line wave-
forms are the raw noise correlations, dashed line waveformsare the 1-bit noise correlations and
dotted line waveforms correspond to the correlations computed with whitened noise.
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FIG. 1.11 – Power spectral density recorded at station 6 (left) and station A (right) for raw noise
(gray line), 1-bit noise (dashed line) and whitened noise (dotted line).

For the stations in the 70◦-radius circle (see figure 1.12), most of the observations written
above are still valid. The main difference with the 20◦-radius circle case is the amplitude of the
positive part of the correlation from station 18 (resp. 17 and 16) : although this station has the
same azimuth as station 6 (resp. 5 and 4), its relative amplitude is lower because it is located
in the noisy area so that all the sources between A and the station poorly contribute to the
emergence of the signal.

As in the previous section, we compare Green’s functions andthe derivatives of our correla-
tions. Three azimuths are studied : 90◦ (i.e. stations 12 and 24, see figure 1.13), 60◦ (i.e. stations
1 and 13, see figure 1.14) and 30◦ (i.e. stations 2 and 14, see figure 1.15). For the first azimuth,
results are very similar to those observed in the uniformly distributed noise sources case : the
power spectral density correction improves the waveforms fit, overtones are not well excited
and attenuation is retrieved for the three different noise-processings. We note that the conver-
gence is not perfectly reached between A and 24 : slight difference in amplitude is observed
between the Green’s function and the correlations, particularly for the 1-bit noise correlation.
This is consistent with the study of convergence we made in the previous section (see figure
1.8) : 3 000 realizations cannot allow to get the best convergence and the 1-bit noise provides
the largest error. Results from azimuth 60◦ are identical to those from azimuth 90◦, but results
from azimuth 30◦ are very different. An important phase shift between the Green’s functions
and the correlations is observed, both for station 2 and station 14. This is because the emergence
of the signal is only due to sources far from the vicinity of the great circle, and contribution of
such sources provides uncorrect travel times. This effect is not clearly discussed but is substan-
tially contained in the theoretical development of Rouxet al. (2005). It has been also observed
on real data (Stehlyet al., 2007) and is commonly considered to imply negligible perturbations
on travel times measurements. Moreover, the convergence istoo bad to retrieve the attenuation.
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FIG. 1.12 – Same as figure 1.10 for stations located on the 70◦-radius circle.
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FIG. 1.13 –a) Comparison between the derivative of the correlation of station 12 by A and
the corresponding Green’s function. Gray lines correspondto the Green’s function whereas
dotted and dashed lines are correlations respectively withand without power spectral density
correction. The amplitude coefficientQ of each trace is chosen in order to make the maxima the
same.b) Same as a) for station 24. We consider the amplitude coefficientsQ used in a) and we
see that the attenuation is retrieved for the three different kinds of process.
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FIG. 1.14 – Same as figure 1.13 for stations 1 and 13.
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FIG. 1.15 – Same as figure 1.13 for stations 2 and 14.
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To highlight the reconstruction of the attenuation, we perform a last experiment in which the
noise sources are in a 20◦-radius disk centered at point (−30◦,0◦). We compute the correlations
between noise recorded in A and noise from other stations located on the Equator at longitude
40◦, 50◦, 60◦, 70◦, 80◦ and 90◦. For the three different noise-processings, comparison between
the derivative of these correlations and their corresponding Green’s functions are plotted figure
1.16. We used the sameQ for all the distances and we clearly retrieve the relative amplitudes.

1.2.5 Conclusion

We proposed an original experiment based on numerically generated noise to compute syn-
thetic correlations in both contexts of uniform and non-uniform distribution of sources. We in-
vestigated the characteristics of the obtained waveforms by comparing them with exact Green’s
functions. Features explored in previous works have been retrieved such as the convergence
conditions and the directivity effect. An important resultis that we can recover the geometrical
spreading as well as the absorption not only from raw noise correlations but also from 1-bit or
whitened noise correlations. This is in disagreement with arecent result of Laroseet al. (2007)
so further investigations have to be led to determine more precisely the conditions of such atte-
nuation reconstruction. This is a critical issue if we expect to use the amplitude of seismic noise
correlations in the future. Another important issue is the determination of the virtual sourceS
which would enable to perform direct simulation of correlations waveforms in 3D structure.
This will be the subject of coming works.

1.2.6 Acknowledgments

We thank Nikolaï M. Shapiro and Laurent Stehly for enlightning discussions. We are also
grateful to theService de Calcul Parallèleof the IPGP and to David Weissenbach for his help in
the implementation of our code on the EGEE grid. This work hasalso benefited from construc-
tive remarks of Jean-Paul Montagner.



1.2 Approche numérique 31

90◦

80◦

70◦

60◦

50◦

40◦

90◦

80◦

70◦

60◦

50◦

40◦

90◦

80◦

70◦

60◦

50◦

40◦

500 s

raw

1-bit

whitened

FIG. 1.16 – Comparison, for each kind of process applied to the noise records (raw, 1-bit nor-
malization and whitening), between Green’s functions (gray lines) and correlations derivatives
with power spectral density correction (dashed lines) for different inter-stations distances (40◦

to 90◦). For a given process, the sameQ coefficient is used for all the traces. The attenuation is
clearly recovered.
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Chapitre 2

Modélisation numérique de la propagation
d’ondes sismiques à l’échelle régionale par
la méthode des éléments spectraux

2.1 Introduction

Résoudre l’équation de l’élastodynamique dans des modèlesde Terre réalistes sans faire
d’hypothèses sur le contraste des hétérogénéités nécessite l’utilisation d’une méthode numé-
rique. Les plus classiques de ces méthodes sont au nombre de quatre : les différences finies, les
méthodes intégrales, les méthodes spectrales et les éléments finis. Toutes ont déjà été appliquées
avec succès dans certains cas favorables, mais toutes présentent également des limites plus ou
moins importantes qui les rendent inadaptées à certaines situations. Les différences finies et les
méthodes spectrales, par exemple, rencontrent de sérieux problèmes avec la condition de sur-
face libre, La méthode des éléments finis, elle, intègre naturellement cette condition mais utilise
des bases polynômiales d’ordre faible qui la rendent peu précise et dispersive.

La méthode des éléments spectraux (SEM), que nous allons présenter puis utiliser dans le
présent travail, a été élaborée en mécanique des fluides (Patera, 1984; Maday & Patera, 1989).
Il s’agit d’une méthode de type éléments finis qui fait intervenir des bases polynômiales d’ordre
élevé en lien étroit avec une quadrature numérique de Gauss-Lobatto-Legendre. C’est dans
les années -90 que son application s’étend à l’élastodynamique (Prioloet al., 1994; Seriani
& Priolo, 1994; Faccioliet al., 1997; Komatitsch, 1997; Seriani, 1998; Komatitsch & Vilotte,
1998; Komatitsch & Tromp, 1999). Les résultats obtenus sontalors tout à fait remarquables, tant
au niveau de la convergence qu’au niveau de la dispersion. Deplus, l’algorithme se parallélise
naturellement, rendant ainsi le coût de calcul raisonnable.

Les premières applications à des milieux réalistes ont essentiellement concerné la Terre
globale (Chaljub, 2000; Komatitsch & Tromp, 2002a,b; Komatitschet al., 2002; Chaljubet al.,
2003). Rotation et gravité ont été ajoutées à l’équation d’onde, l’atténuation et les océans ont
été pris en compte, et des déraffinements du maillage en profondeur ont été proposés afin de ré-
duire le coût de calcul. Dans cette même optique, Capdeville (2000) et Capdevilleet al. (2003)
ont élaboré une méthode couplée éléments spectraux - solution modale. Par la suite, davantage
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d’intérêt a été porté à l’échelle locale. La SEM est en effet un outil très efficace pour étudier
les effets de sîte. Ainsi ont été réalisées des simulations dans les bassins de Los Angeles (Ko-
matitschet al., 2004), de Grenoble (Chaljubet al., 2007) et de Caracas (Delavaud, 2007). Ces
simulations nécessitent l’utilisation de bords absorbants afin d’éviter des réflexions artificielles
du champ d’onde aux limites du domaine d’étude.

Dans ce chapitre, je commencerai par présenter le SEM en reprenant le formalisme utilisé
par Elise Delavaud dans sa thèse (Delavaud, 2007). J’exposerai ensuite quelques spécificités du
code que j’ai conçu afin de simuler la propagation des ondes sismiques à l’échelle régionale.
J’évoquerai notamment la géométrie du maillage, les bords absorbants et la parallélisation. En-
fin, je validerai le code en question par des comparaisons avec la solution modale dans des
modèles homogènes ou radialement hétérogènes, isotropes ou anisotropes, atténuants ou non-
atténuants.

2.2 Méthode des éléments spectraux en élastodynamique

2.2.1 Formulation variationnelle du problème élastodynamique

Soitd la dimension spatiale de notre problème. On considère un milieu élastique hétérogène
occupant un domaine ouvertΩΩΩ ⊂ R

d borné par une frontière∂ΩΩΩ, et un intervalle de temps
I = [0,T] que l’on souhaite étudier. Le déplacement est notéuuu : Ω̄ΩΩ× I → R

d, où Ω̄ΩΩ = ΩΩΩ∪∂ΩΩΩ,
et la vitessevvv(xxx, t) = u̇uu(xxx, t), où le symbole ˙u correspond à la dérivée par rapport au temps.
L’équation d’onde, issue de la conservation de la masse et dela quantité de mouvement sous
l’hypothèse de petites déformations, peut s’écrire sous laforme classique

ρ v̇vv = div[σσσ ]+ fff
ρ u̇uu = ρ vvv

(2.1)

où ρ(xxx) > 0 est la densité de masse etfff (xxx, t) une force de volume d’origine extérieure. Le
tenseur des contraintes de Cauchy est notéσσσ : Ω̄ΩΩ× I → S ⊂ R

d×d où S est le sous-espace de
dimensiond(d+1)/2 des tenseurs symétriques d’ordre deux.

Afin de résoudre l’équation différentielle (2.1), une loi decomportement du matériau re-
liant les contraintes dans le milieu à l’histoire de ses déformations est nécessaire. La loi de
Hooke nous vient alors en aide. Elle relie linéairement le tenseur des contraintes au tenseur de
déformation, notéεεε ∈ S, par un tenseur d’ordre quatre,CCC(xxx), tel que

σσσ = CCC : εεε (2.2)

Le tenseur des paramètres élastiquesCCC possède un certain nombre de symétries si bien que, dans
le cas général, seuls 21 paramètres demeurent indépendants. Par ailleurs,CCC est défini positif :

ψψψ : CCC : ψψψ = ψi jCi jkl ψkl > α|ψψψ|2 ∀ψψψ ∈ S, avecα > 0 (2.3)

Une dernière relation doit être introduite pour paracheverla description du système étudié.
Il s’agit de la définition du tenseur de déformation

εεε [uuu] =
1
2

[

∇∇∇uuu+(∇∇∇uuu)T]

(2.4)
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Pour compléter le problème et garantir une unique solution par intégration de (2.1) sur le
domaine d’investigationΩΩΩ, des conditions initiales et des conditions aux limites doivent être
spécifiées. Les conditions initiales correspondent à la connaissance du déplacement et de la
vitesse à un certain tempst0 :

uuu(xxx, t0) = uuu0(xxx) et vvv(xxx, t0) = vvv0(xxx) dans ΩΩΩ (2.5)

Le problème aux limites, quant à lui, met en jeu des frontières physiques d’une part, et des
frontières numériques d’autre part. Les frontières physiques peuvent être caractérisées par des
conditions en traction ou des conditions de Dirichlet. Pourle premier type, la traction sur la
frontièret = σσσ . nnn (où nnn est la normale sortante à la frontière) est soit imposée par une valeur
connue (condition de Neumann), soit définie en fonction de lavitesse. Pour les conditions de
Dirichlet, c’est le déplacement qui est imposé sur la frontière. C’est ainsi que l’on peut intro-
duire, par un déplacement nul, un bord rigide . Dans toute la suite, nous considérerons une
condition de Neumann avec une tractiont = 0 qui correspond au cas fréquemment rencontré
de la surface libre. Quant aux frontières numériques, il s’agit de limites artificielles censées
reproduire un domaine infini à l’aide de conditions absorbantes. Ces conditions constituent un
problème difficile qui sera abordé dans la section 2.3.2.

Maintenant que le problème élastodynamique est correctement posé, il s’agit de le mettre
sous une forme variationnelle. Cela nécessite l’introduction de l’espace des champs cinéma-
tiques admissibles

S
t =

{

uuu(xxx, t) : ΩΩΩ× I → R
d | uuu∈ H1(ΩΩΩ)d ∀t ∈ I

}

(2.6)

où H1(ΩΩΩ) est l’espace de Sobolev formé de toutes les fonctions qui, ainsi que leur dérivée
première au sens des distributions, appartiennent àL2(ΩΩΩ). On noteδS l’espace des variations
admissibles à un temps donnét (fonctions test) associé àS t , défini par

δS =
{

www(xxx) : ΩΩΩ → R
d | www∈ H1(ΩΩΩ)d

}

(2.7)

La formulation variationnelle consiste alors à chercher lecouple(uuu,vvv) ∈ S t ×S t , tel que
∀www∈ δS et∀t ∈ I :

(www,ρ v̇vv) = (www, fff )−a(www,uuu) (2.8)

(www,ρu̇uu) = (www,ρvvv) (2.9)

avec les conditions initiales

(www,uuu(., t = t0)) = (www,uuu0) et (www,vvv(., t = t0)) = (www,vvv0) (2.10)

Les produits correspondent aux produits classiques dansL2 :

(www,uuu) =
∫

ΩΩΩ
www.uuudΩΩΩ (2.11)

et

a(www,uuu) =
∫

ΩΩΩ
∇∇∇www : CCC : ∇∇∇uuudΩΩΩ (2.12)
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2.2.2 Discrétisation géométrique

L’approximation par éléments spectraux est basée sur la décomposition du domainēΩΩΩ enne

élémentsΩ̄ΩΩe qui ne se recouvrent pas :̄ΩΩΩ =
⋃

e=1,ne
Ω̄ΩΩe. Pour toute 6= e′, l’intersectionΩ̄ΩΩe∩Ω̄ΩΩe′ ,

est soit vide, soit composée d’un sommet, d’une arête ou d’une face. Ceci définit une quadran-
gulation du domaine physique, notéeI h(Ω̄ΩΩ) où l’exposanth réfère à une échelle de longueur
caractéristique paramétrisant la discrétisation spatiale du domaine, composée de quadrangles à
2D et d’hexaèdres à 3D. Cette discrétisation du domaine physique par quadrangulation est une
spécificité de la SEM. Nous verrons par la suite qu’elle lui assure des propriétés de tensorisation
avantageuses, bien que ce type de discrétisations reste moins flexible qu’une triangulation.

Le problème de l’élastodynamique peut alors être intégré élément par élément grâce à la
propriété d’additivité de l’intégration :

(www,ρ v̇vv) =
ne

∑
e=1

(wwwe,ρev̇vve)ΩΩΩe =
ne

∑
e=1

[

(wwwe, fff e)ΩΩΩe−a(wwwe,uuue)ΩΩΩe

]

(2.13)

où, par exemple,wwwe = www|Ω̄ΩΩe
est la restriction dewww à Ω̄ΩΩe.

Afin de définir une formule de quadrature, les intégrales doivent être évaluées sur un do-
maine de référence� = [−1,1]d. Chaque élément̄ΩΩΩe est l’image de l’élément de référence�

par un difféomorphisme régulierFe : �→ Ω̄ΩΩe tel quexxx(ξξξ ) = Fe(ξξξ ) oùξξξ = (ξ1, ...,ξd) corres-
pond au système de coordonnées cartésiennes défini sur l’élément de référence etxxx au système
de coordonnées physiques associé à l’élémentΩ̄ΩΩe. Une telle transformation peut être définie à
partir de fonctions de forme multidimensionnelles construites par tensorisation des polynômes
de Lagrange 1D d’ordre n,lni ,1≤ i ≤ n+1, associés aux(n+1) points utilisés pour paramétri-
ser le segment[−1,1]. Afin de réduire les erreurs de quadrature, des fonctions de forme d’ordre
peu élevé (un ou deux) sont préférées. Le difféomorphisme peut alors s’écrire

xxx(ξξξ ) =
np

∑
i=1

aaaiNi(ξξξ ) (2.14)

où{aaai}i=1,np est l’ensemble des points de contrôle deΩ̄ΩΩe et NNNi est le produit tensoriel de poly-

nômes de Lagrange associés au nœud de contrôleξξξ i de� (xxx(ξξξ i
) = aaai) :

Ni(ξξξ ) =
d

⊗

j=1

l
np
i (ξ j) (2.15)

On a besoin de 4 et 8 ou 9 points de contrôle à 2D (figure 2.1) et de8 et 20 ou 27 points à
3D pour obtenir des fonctions de forme linéaires et quadratiques respectivement. L’expression
analytique de ces fonctions de forme a été écrite par exemplepar Dhatt & Touzot (1984). Ces
transformations assurent une coïncidence des frontières partagées par deux éléments.

2.2.3 Approximation de Galerkin

En liaison avec la quadrangulationI h, la discrétisation spatiale est assurée en remplaçant
les espaces de dimension infinieS t et δS par les sous-espaces de dimension finieS t,h ⊂ S t
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FIG. 2.1 – Exemple d’une transformation géométrique quadratique avec 9 points de contrôle
entre l’élément de référence (à gauche) et l’élément physique. Figure extraite de la thèse de
Komatitsch (1997).

et δS h ⊂ δS basés sur une approximation polynômiale.

S
t,h =

{

uuuh ∈ S
t et uuuhe = uuuh

|Ω̄ΩΩe
◦Fe ∈ ⊗d

i=1[PN(ξi)]
}

(2.16)

δS
h =

{

wwwh ∈ δS et wwwhe = wwwh
|Ω̄ΩΩe

◦Fe ∈ ⊗d
i=1[PN(ξi)]

}

(2.17)

oùPN(ξi) est l’espace des polynômes de degré inférieur ou égal àN définis sur[−1,1].

La spécificité de la SEM tient au choix d’une base en lien étroit avec la quadrature gaus-
sienne utilisée pour calculer les intégrales de la formulation variationnelle. Cette base est obte-
nue à partir des polynômes de Lagrange orthogonaux{hN

k }k=0,...,N associés aux(N+1) nœuds
de la quadrature de Gauss-Lobatto-Legendre (GLL)ΞΞΞi

N+1 : {ξ N
0 ,ξ N

1 , ...,ξ N
N } ∈ [−1,1], tels que

hN
k (ξ N

j ) = δk j (leur expression est donnée dans l’annexe 2.A). Par tensorisation, ces nœuds

forment une grille définie pour chaque élémentΩ̄ΩΩe, ⊗d
i=1ΞΞΞi

N+1 = {(ξ N
r ,ξ N

s ,ξ N
t );0≤ r ≤ N,0≤

s≤ N,0≤ t ≤ N} (figure 2.2). On remarque que cette grille est non-uniforme,avec des nœuds
plus rapprochés près des bords (sih est la distance entre deux nœuds, elle décroît en 1/h au
centre et en 1/h2 aux bords). L’approximation polynômiale dans chaque élément Ω̄ΩΩe ∈ I h est
alors donnée par

uh
i|Ω̄ΩΩe

(xxx) = INui|Ω̄ΩΩe
(xxx) =

N

∑
r,s,t=0

uhe
i (ξ N

r ,ξ N
s ,ξ N

t ) hN
r (ξ1)h

N
s (ξ2)h

N
t (ξ3) (2.18)

avecxxx = Fe(ξξξ ) = Fe(ξ1,ξ2,ξ3) et IN l’opérateur d’interpolation de Lagrange. L’interpola-
tion lagrangienne permet d’assurer la continuitéC 0 entre les éléments. Pour la restrictionuuu|Ω̄ΩΩe

,

INuuu|Ω̄ΩΩe
◦Fe est l’unique polynôme de⊗d

i=1[PN(ξi)] qui coïncide avecuuu|Ω̄ΩΩe
aux(N+1)d nœuds

de GLL. On noteuhe
i|rst = uhe

i (ξ N
r ,ξ N

s ,ξ N
t ) les coefficients de la série qui constituent les incon-

nues que l’on cherche à déterminer.

Le choix d’une interpolation lagrangienne associée aux nœuds de GLL (on parle alors d’ex-
pansion nodale) fournit à la SEM une caractéristique de convergence très intéressante liée aux
propriétés des polynômes de Legendre. Les polynômes de Legendre {Lk}k=0,∞ formant une
base deL2(Λ), où Λ est l’intervalle ouvert(−1,1), la série tronquée à l’ordreN deu∈ L2(Λ),
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ξ1

ξ2

FIG. 2.2 – Grille définie par tensorisation des nœuds de GLL 1D surl’élément de référence et
sur un élément déformé, dans le cas 2D. Cette grille est non-uniforme : la distance entre les
nœuds diminue près des bords. Figure extraite de la thèse de Komatitsch (1997).

PNu= ∑N
k=0 û Lk (expansion modale), est la meilleure approximation deu dans l’espace linéaire

engendré par{Lk}k=0,N, identique àPN. On peut montrer que

INu(ξ ) = PNu(ξ )+RNu(ξ ), ∀ξ ∈ Λ (2.19)

où RNu est une erreur d’aliasing due à l’interpolation (Devilleet al., 2002). Elle dépend ex-
clusivement des termes d’ordre élevé de la série spectrale de u dans la base des polynômes de
Legendre (termes d’ordre >N). DansL2(Λ), l’erreur d’interpolationu− INu peut s’écrire en
fonction de cette erreur d’aliasing et de l’erreur de troncatureu−PNu :

‖u− INu‖2
L2(Λ) = ‖u−PNu‖2

L2(Λ) +‖RNu‖2
L2(Λ) (2.20)

L’erreur d’interpolation se rapprochera d’autant plus de l’erreur de troncature que les coef-
ficients û décroîtront vite avec l’ordre. Or les polynômes de Legendre, en tant que solution
propre d’un problème de Sturm-Liouville (voir par exemple Arfken, 1985), assurent une pro-
priété de convergence exponentielle. Gottlieb & Orzag (1977) ont en effet montré que, si une
fonction régulièreu peut être écrite comme une série de solutions propres d’un problème de
Sturm-Liouville, alors les coefficients de cette série décroissent plus vite qu’algébriquement.
Cette propriété est appelée précision spectrale et justifie le nom de la SEM. On obtient ainsi une
erreur d’aliasing minimale.

L’approximation de la SEM ne se définit pas seulement par son choix de fonctions de base
lagrangiennes mais aussi par sa règle de quadrature associée. Afin de rester consistant avec
l’approximation polynômiale et de conserver une précisionélevée, on utilise une quadrature de
type Gauss-Lobatto-Legendre. Les(N+1) nœuds de GLL,ξ N

0 =−1< ξ N
1 < ... < 1= ξ N

N , étant
définis comme les racines de(1−x2)L′

N(x), la règle de quadrature de GLL intègre exactement
les polynômes de degré 2N−1 (Canutoet al., 1987) :

∫ 1

−1
φ(ξ ) dξ =

N

∑
k=0

φ(ξ N
k )ωk ∀φ ∈ P2N−1 (2.21)

avecωk = 2
N(N+1)

1
LN(ξk))2 > 0, les poids de la quadrature.

On peut ainsi approcher les produits de (2.13) par des produits discrets définis par cette
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règle d’intégration sur la grille tensorisée⊗d
i=1ΞΞΞi

N+1 :

(wwwhe,uuuhe)he =
∫

ΩΩΩe

wwwhe(xxx).uuuhe(xxx)dxxx≃
N

∑
α ,β ,γ=0

[wwwhe.uuuhe](ξ N
α ,ξ N

β ,ξ N
γ )Je(ξ N

α ,ξ N
β ,ξ N

γ )ωαβγ

(2.22)

oùJe est le déterminant de la matrice jacobienneFFFe =
[

∂Fe
∂ξi

]

de la transformation géométrique

Fe et ωαβγ = ωαωβ ωγ . On peut remarquer que cette intégration n’est pas toujoursexacte,
puisque le produitwwwhe.uuuhe est déjà dansP2N.

L’approximation de Galerkin du problème variationnel initial consiste alors à chercher le
couple(uuuh,vvvh) ∈ S t,h×S t,h, tel que∀wwwh ∈ δS h et∀t ∈ I :

(wwwh,ρhv̇vvh)h = (wwwh, fff h)h−ah(wwwh,uuuh)
(wwwh,ρhu̇uuh)h = (wwwh,ρhvvvh)h

(2.23)

où les produits discrets(., .)h sont définis à partir des produits(., .)he.

2.2.4 Formulation matricielle du problème semi-discret

Le problème considéré se ramène à la détermination des inconnuesuhe
rst (etvhe

rst) définies aux
nœuds de GLL de chaque élémentΩ̄ΩΩe. Une représentation vectorielle efficace des coefficients
de l’interpolation polynômiale va maintenant être adoptée(Deville et al., 2002).

Elle consiste à définir, par exemple à 3D

uuuhe
i =

(

uhe
i|1, ...,u

he
i|k̂

, ...,uhe
i|N

)T

=
(

uhe
i|000, ...,u

he
i|rst, ...,u

he
i|NNN

)T

uuuhe =
(

uuuhe
1 ,uuuhe

2 ,uuuhe
3

)T

UUUh
L =

(

uuuh1,uuuh2, ...,uuuhne

)T
bc bc bc bc bc

bc bc bc bc bc
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FIG. 2.3 – Numérotation indicielle 2D des champs
aux nœuds de GLL dans l’élément de référence,
pourN = 4.

où N = (N + 1)3 est le nombre total de coefficients dans un élément etk̂ = 1+ r +(N +
1)s+(N+1)2t relie la représentation indicielle 3D à la forme vectorielle classique (figure 2.3).
Le vecteuruuuhe regroupe les différentes composantes etUUUh

L ∈ R
ne.d.N est construit comme la

concaténation de tous les coefficients, composante par composante, venant de chaque élément.
L’interpolation lagrangienne assurant la continuité entre les éléments, les nœuds communs à
plusieurs éléments, au niveau d’un sommet, d’une arête ou d’une face, sont égaux. Cela induit
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une numérotation globale qui ne compte qu’une seule fois cesnœuds. On note ¯N le nombre
de nœuds distincts dans tout le maillage etUUUh ∈ R

d. ¯N le vecteur associé à cette numérota-
tion globale. La condition de continuité entre les élémentsassure l’existence d’une matrice de
connectivité booléenneQQQ qui permet de passer de la représentation globale à la représentation
locale, élément par élément, par une action de copie des valeurs communes :UUUh

L = QQQUUUh. La ma-
triceQQQ n’est pas inversible mais on utilise sa transposée,QQQT , en tant qu’opérateur d’assemblage
par son action de sommation des contributions venant de chaque élément. Dans la pratique, ces
matrices ne sont jamais calculées mais leur action est implémentée via des adressages indirects.

L’insertion de l’approximation polynômiale et de la règle de quadrature dans la formulation
variationnelle (2.23) conduit à un système d’équations différentielles ordinaires, gouvernant
l’évolution des champs aux positions globales des nœuds :

MV̇VV
h

= F
ext−F

int
(

UUUh
)

U̇UU
h

= VVVh
(2.24)

oùM est la matrice de masse de taille(d. ¯N )×(d. ¯N ) et où les vecteursFext etFint contiennent
respectivement les forces externes et internes aux nœuds globaux.

Les matrices de masse et les vecteurs forces sont assemblés àpartir des contributions élé-
mentaires par une action de sommation aux nœuds communs :

M = AAAne
e=1{M

e} ; F
ext = AAAne

e=1{Fext,e}; F
int = AAAne

e=1{Fint,e}

oùAAAne
e=1 est l’opération d’assemblage.

Ces matrices et vecteurs élémentaires sont obtenus en prenant pour la définition deswwwhe les
polynômes de Lagrange associés aux nœuds de la grille. On définit par exemplewwwhe

i|k̂
comme le

champ lié au nœudxxxk̂ = Fe(ξ N
r ,ξ N

s ,ξ N
t ), k̂= 1+r +(N+1)s+(N+1)2t, dont laie composante

esthN
r ⊗hN

s ⊗hN
t et les autres sont nulles.

Matrice de masse

Pour chaque élément̄ΩΩΩe, la matrice de masse est donnée par

M
e = IIId ⊗ M̂MM

e
(2.25)

où le symbole⊗ est le produit tensoriel entre deux matrices,IIId la matrice identité de tailled×d
et M̂MM

e
une matrice diagonale définie par

M̂e
k̂k̂

= ρ(ξ N
r ,ξ N

s ,ξ N
t )Je(ξ N

r ,ξ N
s ,ξ N

t )ωrst (2.26)

Dans la SEM, la matrice de masse est donc diagonale. Cette caractéristique vient du choix de la
base des espaces discrets comme une base orthogonale, définie par les fonctions lagrangiennes
associées aux mêmes nœuds que ceux de la quadrature gaussienne. Cette propriété est très utile
pour la résolution des schémas en temps en élastodynamique qui requièrent l’action deM−1.
La matrice pourra être calculée explicitement, une fois pour toute, et permettra l’utilisation de
schémas en temps explicites. C’est une des propriétés principales de la SEM, autorisant des
approximations d’ordre élevé dans l’élément.
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Forces internes

La contribution des forces internes,Fint,e = (Fint,e
1 , ...,Fint,e

d ), peut s’écrire sous la forme

Fint,e
i =

d

∑
l ,m,n=1

D̃DD
T
l CCCe

ilmnD̃DDnuuuhe
m JJJeωωω (2.27)

où les vecteursJJJe, ωωω et CCCe
ilmn regroupent le jacobien, les poids de GLL et les coefficients de

rigidité à tous les nœuds de collocation dans l’élémentΩ̄ΩΩe et D̃DDn est un opérateur discret de
dérivation résultant de la discrétisation de l’opérateur différentiel spatial ∂

∂xn
. L’obtention de

cette formule est détaillée dans l’annexe 2.B.

Une écriture alternative des forces internes fait apparaître une nouvelle matriceΣΣΣhe :

Fint,e
i =

d

∑
j,l ,m=1

D̃DD
T
j ΣΣΣhe

i j JJJeωωω avec ΣΣΣhe
i j =

d

∑
j,l ,m=1

CCCe
i jlmD̃DDmuuuhe

l = KKKe
i j uuu

he (2.28)

oùKKKe
i j est une matrice diagonale par bloc symétrique définissantKKKe telle que

ΣΣΣhe = KKKeuuuhe (2.29)

Ce tenseur du second ordre représente, dans chaque élémentΩ̄ΩΩe, les valeurs sur la grille des
nœuds de GLL d’un tenseur des contraintes discret qui, par définition, n’est pas continu entre
éléments. Avec la même représentation vectorielle définie précédemment,

ΣΣΣhe
i j = (Σhe

i j |1, ...,Σ
he
i j |k̂

, ...,Σhe
i j |N )T (2.30)

ΣΣΣh
L = (ΣΣΣh1,ΣΣΣh2, ...,ΣΣΣhne)T ; KKKL = (KKK1,KKK2, ...,KKKne)T (2.31)

On peut réécrire le système dynamique discret (2.24) en utilisant la propriété de continuité
de la vitesse

MV̇VV
h

= F
ext−F

int(ΣΣΣh
L{UUU

h
L})

U̇UU
h
L = QQQVVVh

(2.32)

avec par définition de la matrice de connectivité,VVVh
L = QQQVVVh. En utilisant l’équation (2.29), on

obtient finalement le nouveau système

MV̇VV
h

= F
ext−F

int(ΣΣΣh
L)

Σ̇ΣΣh
L = KKKLQQQVVVh

(2.33)

Ce système est aussi celui qui découle directement de la formulation en vitesse-contrainte du
problème élastodynamique discrétisé en éléments spectraux avec une approximationL2 sur la
contrainte (Festa & Vilotte, 2005). Cette équivalence est très utile car elle va permettre d’écrire
les PML dans un système du 1er ordre (voir section 2.3.2) alors qu’auparavant (Komatitsch
& Tromp, 2003), des équations du 2nd ordre nécessitant un important coût de calcul étaient
utilisées.
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Forces externes

Les forces externesFext,e = (Fext,e
1 , ...,Fext,e

d ) sont contrôlées par une ou plusieurs sources
d’excitation. Ces source sont ponctuelles. Il peut s’agir d’une simple force, dont la densité
associée s’écrira

fff (xxx, t) = fff 0 δ (xxx−xxxs) f (t) (2.34)

(xxxs indique la position du point-source etfff 0 la direction et l’intensité de la force), ou bien d’un
double-couple, souvent utilisé en sismologie pour modéliser le mécanisme des tremblements de
terre et dont la densité de force peut s’écrire

fff (xxx, t) = −div[mmm(xxx)] f (t) avec mmm(xxx) = mmm0 δ (xxx−xxxs) (2.35)

oùmmm0 est un tenseur de moment sismique (i.e. un tenseur symétrique d’ordre deux ayant toutes
les propriétés d’un tenseur des contraintes).

Dans le cas d’un double-couple, si le point source n’est pas sur la surface∂ΩΩΩ, on montre
facilement que

Fext,e
i = f (t)∇∇∇wwwhe

i (xxxs) : mmm0 (2.36)

Si le point-source correspond à un nœud de GLL, alors l’expression ci-dessus devient

Fext,e
i = f (t)

d

∑
j=1

D̃DD
T
j mmm0

i j (2.37)

Dans le cas général, en revanche, les dérivées des fonctions-tests ne se simplifient pas et le
développement de (2.36) est alors plus compliqué à écrire.

2.2.5 Discrétisation temporelle

On s’intéresse maintenant à la discrétisation temporelle du système (2.24) évoluant dans
l’intervalle de tempsI = [0,T], discrétisé en un certain nombre de pas de temps∆t. Pour tout
entiern, on définit le tempstn = n∆t et l’on noteUUUh,n (resp.VVVh,n, AAAh,n etFext,n) le déplacement
(resp. la vitesse, l’accélération et les forces extérieures) au tempstn. L’évolution en temps est
définie par l’équation de conservation de la quantité de mouvement totale en vitesse vérifiée à
l’instant tn+ 1

2
, assurant une conservation de l’énergie totale :

VVVh,n+1 = VVVh,n +∆t M
−1

[

F
ext,n+ 1

2 −F
int(UUUh,n+ 1

2)
]

(2.38)

où

UUUh,n+ 1
2 =

1
2

(

UUUh,n+1 +UUUh,n
)

(2.39)

Le déplacement et l’accélération sont exprimés en fonctionde la vitesse en utilisant un
schéma de Newmark (Hughes, 1987) qui correspond à un développement en série de Taylor
quadratique des champs dans l’intervalle de tempsIn = [tn, tn+1]. Les paramètres de ce type de
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schémas sont choisis de telle sorte que le moment angulaire total du système soit conservé et
que l’évolution du déplacement devienne indépendante de l’accélération :

UUUh,n+1 = UUUh,n +∆t VVVh,n+ 1
2 (2.40)

AAAh,n+1 =
1
∆t

(

VVVh,n+1−VVVh
)

(2.41)

L’évolution du système (2.32) est finalement obtenue en résolvant simultanément les équa-
tions (2.38) et (2.41). Ce schéma est traité de façon explicite en prenant comme valeur prédite
VVVh,n+1 = VVVh,n. En élastodynamique, dans le cas d’un milieu linéaire, une procédure de multi
prédiction-correction n’est pas nécessaire : un pas de temps suffisamment petit, choisi en fonc-
tion d’un critère de stabilité, assure une bonne précision avec une seule itération. Ce critère de
stabilité définit un pas de temps∆t plus petit que le temps de propagation nécessaire à la propa-
gation précise d’un signal entre les nœuds de la grille. Cettecondition est fonction du nombre
de Courant

nc = ∆t
[ vp

∆x

]

max
(2.42)

où
[ vp

∆x

]

maxest la valeur maximale que peut prendre, lorsque l’on balayetout le domaine d’étude,
le rapport entre la vitesse la plus élevée (notéevp car il s’agit le plus souvent de la vitesse des
ondes P) et la distance∆x entre deux nœuds de GLL voisins dans le maillage. La grille de
nœuds de GLL n’étant pas uniforme, les plus petites distances se trouveront près des bords
des éléments, là où les nœuds sont le plus rapprochés. Pour undegré polynômial élevé,∆xbord

décroît selon une loi au carré. Ainsi, si l’on double le nombre de nœuds de GLL dans un élément
e,

[ vp
∆x

]e
maxsera multiplié par 4. Des valeurs denc≤ 0.5 garantissent la stabilité. Dans la pratique,

on prendra des pas de temps correspondant à un nombre de courant tel que 0.2≤ nc ≤ 0.4, afin
de diminuer l’erreur de dispersion.

La distance∆xmin est également un paramètre important qu’il est nécessaire de contrôler
afin de limiter la dispersion numérique. On peut considérer qu’un minimum de 5 nœuds par
longueur d’ondes est nécessaire. Dans un milieu linéaire, cette longueur d’onde est déterminée
par le spectre émis par la source.

2.3 Spécificités d’une implémentation à l’échelle régionale

Dans le présent travail, nous nous intéressons à la propagation 3D des ondes sismiques
à l’échelle régionale, c’est-à-dire à des distances source-récepteurs inférieures à 90◦ et à des
fréquences pouvant aller jusqu’à 0.25Hz. Pour traiter ce genre de cas, nous avons implémenté
la SEM dans un code ayant des caractéristiques appropriées.Le code en question se nomme
RegSEM. Nous allons détailler ici le type de maillages qu’ilsait non seulement prendre en
compte mais également générer. Nous évoquerons aussi les bords absorbants, indispensables
pour éviter toutes réflexions artificielles aux limites du domaine considéré, et nous parlerons
de la parallélisation mise en œuvre pour réduire le temps de calcul. Nous finirons par quelques
remarques sur d’autres particularités du code.



44 Méthode des éléments spectraux à l’échelle régionale

2.3.1 Maillage

RegSEM est un programme qui permet de simuler la propagationdes ondes à l’échelle ré-
gionale. Nous ne travaillerons donc pas sur tout le globe mais sur des morceaux de Terre dont
le volumeΩ̄ΩΩ est défini par trois paramètres fournis par l’utilisateur : deux anglesα et β , et une
profondeurd (figure 2.4). Un autre paramètre,δ , donne la taille des éléments̄ΩΩΩe qui décom-
poserontΩ̄ΩΩ. Ce paramètre doit être choisi en fonction de la longueur d’onde minimale et du
degré polynômial que l’on veut utiliser. Comme il n’est pas,a priori, un multiple deα (resp.
β ), δ s’adapte de manière automatique pour donnerδα (resp.δβ ). δ s’adapte également en
profondeur, en fonction des interfaces sphériques (elles aussi rentrées par l’utilisateur) et de la
variation radiale des vitesses sismiques dans le milieu (généralement croissantes avec la profon-
deur). On noteδ k

D les différentes épaisseurs, oùk = 1, ...,nD avecnD le nombre d’éléments en
profondeur. On définit égalementδ 0

D = 0 si bien que l’on peut écrire∑nD
k=0δ k

D = D. Remarquons
que, dans la figure 2.4, nous sommes dans le cas très simple d’un milieu homogène et donc
δ k

D = δ k′
D ∀(k,k′) ∈ N

2
+,≤nD

.

Maintenant que sont définis les éléments, on peut écrire les coordonnées des points de
contrôle qui vont permettre l’interpolation géométrique (voir section 2.2.2). Celles-ci peuvent
s’exprimer de la manière suivante :

- Si on travaille avec 8 points de contrôle par élément :

α̃ i =
−α
2

+ iδα ; β̃ j =
−β
2

+ jδβ ; γ̃k = RT +
k

∑
k′=0

δ k′
D (2.43)

avec 0≤ i ≤ nα , 0≤ j ≤ nβ et 0≤ k≤ nD, oùnα (resp.nβ ) est le nombre d’éléments qui
décomposent l’angleα (resp.β ) et oùRT est le rayon de la Terre.

- Si on travaille avec 27 points de contrôle par élément :

α̃ i =
−α
2

+ i
δα
2

; β̃ j =
−β
2

+ j
δβ

2
; γ̃k = RT +

k

∑
k′=0

δ k′−E(k′/2)
D

2
(2.44)

avec 0≤ i ≤ 2nα , 0≤ j ≤ 2nβ 0≤ k≤ 2nD etE : R+ → N+ la fonction partie entière.

Pour passer des coordonnées(α̃ i , β̃ j , γ̃k) aux coordonnées(x,y,z)i jk dans le repère géocentrique
cartésien, on utilise la transformation de la "sphère cubique" (Ronchiet al., 1996) qui à tout
point (α̃ , β̃ , γ̃) ∈ [−α/2;α/2]× [−β/2;β/2]× [RT −D,RT ] associe(x,y,z) tel que

x =
γ̃ tan(α̃)

λ
; y =

γ̃ tan(β̃ )

λ
; z=

γ̃
λ

(2.45)

avecλ =
√

1+ tan2(α̃)+ tan2(β̃ ).

Ainsi défini, notre morceau de Terre est centré sur l’axezzz, le centre de notre surface su-
périeure correspondant au pôle Nord. Pour considérer n’importe quel morceau de Terre, l’uti-
lisateur pourra entrer la longitude et la latitude d’un point C qui sera alors le nouveau centre
de la surface supérieure. Une rotation sera définie pour faire tourner tout le volume, l’axexxx se
retrouvant dans la direction nord-sud et l’axeyyy dans la direction est-ouest.
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FIG. 2.4 – Exemple d’un morceau de Terre de dimensionα = β = 20◦ et D = 1371km. La dé-
composition du morceau en éléments correspond au maillage d’un modèle de vitesse homogène
si bien que tous les éléments ont la même épaisseurδD = 49.96km. Horizontalement, la taille
des éléments estδα = δβ = 0.5◦. Par ailleurs, on a représenté les axes du système géocentrique
cartésien pour indiquer l’orientation du morceau de Terre.
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Pour que la modélisation soit réaliste, il est par ailleurs très important de prendre en compte
la topographie des interfaces. Outre celle de la surface, c’est surtout la topographie du moho
qui va nous préoccuper. RegSEM peut aisément la prendre en compte pourvu que l’utilisateur
fournisse un fichier correctement formaté (voir le manuel d’utilisation de RegSEM en annexe
2.C). Cependant, ses variations sont telles que la croûte, c’est-à-dire l’espace entre le Moho et
la surface (espace que l’on maillera avec une seule couche d’éléments), est très épaisse à cer-
tains endroits (au niveau des chaînes de montagnes par exemple) et très fine à d’autres (sous
les océans), si bien qu’elle va souvent constituer le facteur limitant des simulations, tant en ce
qui concerne la fréquence maximale que le temps de calcul. Eneffet, si dans notre volumēΩΩΩ
nous rencontrons une croûte de 60 km et que nous voulons simuler des fréquences allant jus-
qu’à 0.2 Hz, il nous faudra un ordre polynômialN ≥ 12. Or, siΩ̄ΩΩ présente également en un
autre endroit une épaisseur de croûte de 7 km, l’ordre polynômial élevé impliquera un nombre
de Courant très grand et par conséquent un coût de calcul très lourd. A l’avenir, on peut espé-
rer que les techniques d’homogénéisation récemment introduites en sismologie (Capdeville &
Marigo, 2007a) permettront de passer outre ces limitationset même de prendre en compte des
discontinuités au sein de la croûte.

2.3.2 Perfectly Matched Layers

La SEM telle qu’elle est implémentée dans notre code requiert un domaine tronqué et
doit donc inclure des conditions aux limites absorbantes pour supprimer le maximum de ré-
flexions vers l’intérieur du domaine. Parmi toutes les techniques permettant de faire cela (voir
par exemple l’introduction de Collino & Tsogka, 2001 pour unebrève revue), ce sont lesPer-
fectly Matched Layers(PML) qui sont généralement choisies dans le cadre des éléments spec-
traux. Il s’agit de couches conçues pour n’avoir aucun contraste d’impédance à l’interface avec
le volume élastique et pour fournir une décroissance exponentielle de toute onde les pénétrant.
Leur efficacité a été démontrée aussi bien pour les ondes de volume que pour les ondes de
surface. Cependant, leur implémentation a nécessité, dans un premier temps, l’écriture d’un
système du second ordre impliquant des variables additionnelles qui rendaient les PML coû-
teuses en mémoire et en temps de calcul (Komatitsch & Tromp, 2003). Récemmment, Festa &
Vilotte (2005) ont réussi à passer outre ce problème grâce à une implémentation des PML basée
sur une formulation en vitesse-contrainte du problème élastodynamique. Ils montrent en effet
que le schéma en vitesse-contrainte présenté dans la section 2.2.4, et dérivé de l’approxima-
tion de l’élastodynamique classique des SE basée sur la formulation variationnelle primale en
déplacement, est équivalent, au moins au sens discret, à la discrétisation d’une formulation en
vitesse-contrainte de l’élastodynamique, classiquementutilisée en sismologie. Une telle équi-
valence permet d’interfacer de façon optimisée les PML avecla formulation en déplacement de
la SEM. L’implémentation dans la partie physique du domainereste alors inchangée, seules les
parties PML ayant recours à l’interprétation vitesse-contrainte.

Reprenons maintenant le formalisme de Festa & Vilotte (2005) pour établir le système du
premier ordre en vitesse-contrainte qui va régir les PML. Dans le domaine de Fourier, les PML
peuvent être vues comme un prolongement analytique des coordonnées réelles dans l’espace
complexe (Teixeira & Chew, 1999). Considérant un système de coordonnées cartésien, on peut
écrire ce prolongement

x̃i =
∫ xi

0
si(ζ ,ω)dζ (2.46)
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où si est une fonction de la variable d’espacexi et de la fréquenceω. Selon le problème consi-
déré, cette fonction peut avoir différente forme. Si une transformée de Fourier inverse est né-
cessaire pour revenir dans le domaine des temps, il est préférable que cette forme soit simple.
Ainsi peut-on choisir, par exemple, la formulation de Bérenger (1994) :

si = 1+ i
µi(xi)

ω
. (2.47)

Cette expression implique qu’une onde planeei(ωt−kkk·xxx) va voir son amplitude décroître à l’inté-

rieur des PML dans la directionxi d’un facteure−
ki
ω

∫

µi(ζ )dζ . Pour les ondes non-dispersives, le
rapportki

ω est constant si bien que la valeur de l’exponentielle est indépendante de la fréquence.
Pour les ondes dispersives, en revanche, la décroissance dépendra de la vitesse de phase.

La relation (2.46) implique un changement de métriqueÎII = ZZZIIIZZZ, où III est la métrique unité
et

ZZZ =





s1 0 0
0 s2 0
0 0 s3



 . (2.48)

Elle implique également une transformation du gradient

∇̃ = ZZZ−1∇ (2.49)

si bien que l’équation d’onde (2.1), sans force externe, se réécrit

iωρvi =
1
sj

∂σi j

∂x j
(2.50)

On remarque que det(ZZZ) = s1s2s3, donc la fonctiondet(ZZZ)
sj

dépend uniquement des coordonnées
orthogonales àx j , non de la coordonnéex j , et peut par conséquent être intégrée au terme de la
divergence ce qui donne

iωρ det(ZZZ)vvv = ∇[det(ZZZ)ZZZ−1σσσ ]. (2.51)

Cette nouvelle équation d’onde fait apparaître le tenseurσ̃σσ = det(ZZZ)ZZZ−1σσσ , qui n’est pas symé-
trique mais laisse la traction inchangée (σ̃σσ ·nnn= σσσ ·nnn). Par ailleurs, le caractère hyperbolique du
système est conservé.

Intéressons-nous maintenant à la loi de Hooke. Avec le changement de métrique, celle-ci se
réécrit

σ̃σσZZZ−1 = C̃CC : ∇uuu, (2.52)

avec
C̃i jkl = det(ZZZ)CmnslZ

−1
im Z−1

n j Z−1
sk . (2.53)

Les relations (2.51) et (2.52) forment un système dans le domaine fréquentiel. Un pas-
sage direct dans le domaine temporel impliquerait de lourdes convolutions, carZZZ dépend deω.
Ces convolutions peuvent être évitées en dérivant tout d’abord (2.52), puis en décomposant les
champsvvv et σ̃σσ selon les composantes de l’opérateur gradient. Cela ajoute des variables sup-
plémentaires mais permet de passer facilement dans le domaine des temps. Par exemple, si je
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décompose∇ selon les directions normale et parallèle à l’interface entre le domaine PML et le
milieu élastique, j’obtiens le système











ρ(v̇m
i + µmvm

i ) =
∂σi j
∂x j

δ jm

σ̇m
i j + µmσm

i j = Ci jkl
∂vk
∂xl

δlm,
(2.54)

où l’exposantm, dans le second membre, correspond à la seule composante nonnulle de la
dérivée, et où il n’y a pas de somme surmdans le premier membre.

Pour être utilisé dans la SEM, le système (2.54) doit tout d’abord s’écrire sous forme va-
riationnelle puis être discrétisé selon le processus présenté dans la section précédente. Nous ne
jugeons pas utile de réécrire ici les équations correspondant à ce processus (voir pour cela Festa
& Vilotte, 2005).

2.3.3 Implémentation parallèle

Comme la plupart des codes 3D utilisant la méthode des éléments spectraux, RegSEM peut
s’exécuter sur des architectures parallèles. Cela permet dedistribuer les différentes tâches de
calcul sur un ensemble de processeurs qui travaillent de façon indépendante. Dans la SEM, la
distribution se fait tout naturellement en imposant à chaque processeur le traitement d’une partie
du domaine de calcul̄ΩΩΩ.

Pour un découpage optimal du domaine, nous utilisons le logiciel Metis développé par
l’équipe de George Karypis à l’université du Minnesota. Ce logiciel permet de partitionner̄ΩΩΩ
en sous-domaines équilibrés, c’est-à-dire de distribuer les rôles et les charges de travail de la
façon la plus uniforme possible, ce qui est important puisque la machine parallèle travaille au
rythme du plus lent de ses composants. Pour équilibrer ainsiles sous-domaines, il est conseillé
d’affecter à chaque élément un poids correspondant à son coût de calcul : les éléments où sont
mis en jeu de hauts degrés polynômiaux seront plus "lourds" que les autres, tout comme les
éléments PML qui nécessitent plus de calculs que les éléments "normaux". Par ailleurs, Metis
minimise les communications entre les différents sous-domaines (communications assurées par
les routines de la bibliothèque MPI). Figure 2.5, on montre le découpage en six sous-domaines
du volume présenté figure 2.4.

2.3.4 Quelques remarques

Topologie du maillage

L’implémentation d’un code éléments spectraux est composéde deux parties fondamen-
tales : une phase de pré-traitement et une phase d’évolutionen temps. Dans la première phase,
les propriétés géométriques du maillage sont importées, lamatrice de masse est assemblée, les
coefficients des forces internes et externes sont calculés,la source et les récepteurs localisés.
Toutes ces opérations ne sont effectuées qu’une seule fois,au début d’une simulation. Les cal-
culs mis en jeu dans la partie évolutive, en revanche, sont effectués à chaque itération.
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FIG. 2.5 – Morceau de Terre présenté figure 2.4 et partitionné icien six sous-domaines par le
logiciel Metis. Chaque couleur représente un des sous-domaines (seuls cinq sont visibles dans
la perspective choisie ici).

Dans les deux phases, ce sont les éléments qui assurent les calculs, mais les faces, arêtes
et sommets sont également considérés comme des objets à partentière, avec leur numérota-
tion globale, chacun possédant les informations nécessaires à la résolution du système. Ces
informations, et notamment les valeurs des champs de déplacement et de vitesse, ne sont pas
dupliquées : une arête ne contient pas ses extrémités et une face ne contient pas ses arêtes ni un
élément ses faces (figure 2.6). Pour certains calculs, en particulier celui des forces internes qui
fait intervenir des dérivées impliquant les champs dans tout l’elément, y compris aux frontières,
cela va nécessiter un assemblage interne, c’est-à-dire unerécupération de la valeur des champ
aux frontières par l’objet "élément". Cependant, l’assemblage externe (i.e. la sommation des
contributions venant de chaque élément) va se faire facilement grâce à un adressage indirect
assuré par un mapping de la numérotation locale (figure 2.7) vers la numérotaion globale.

Outre qu’elle permet de mieux gérer les communications entre éléments (et, à plus grande
échelle, entre processeurs), cette manière d’implémenterles éléments spectraux est extrême-
ment pratique si l’on veut considérer des maillages non structurés ou des conditions aux limites
de type onde plane incidente. Ces deux cas n’ont pas été mis en œuvre dans cette thèse mais
ont fait l’objet d’un travail considérable de la part d’Elise Delavaud qui, à partir des premières
versions de RegSEM, a développé son propre code pour étudierles effets de sîte dans le bassin
de Caracas (Delavaud, 2007).
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FIG. 2.6 – Schéma représentant les objets définis dans le code RegSEM, chacun possédant
une numérotation globale : éléments{nn

e}n=0,...,ne, faces{nn
f }n=0,...,nf , arêtes{nn

a}n=0,...,na et
sommets{nn

s}n=0,...,ns. Ce sont les éléments qui pilotent les assemblages et les calculs des forces
mais les champs de déplacement et de vitesse aux nœuds de GLL ne sont pas dupliqués. Figure
extraite de la thèse de Delavaud (2007).
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FIG. 2.7 – Numérotation locale des faces, arêtes et sommets. Lesflèches indiquent l’orienta-
tion des arêtes et sont inutiles dans le cadre de cette thèse car elles servent essentiellement à
considérer des maillages non structurés. Figure extraite de la thèse de Delavaud (2007).
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Anisotropie et atténuation

L’anisotropie peut être aisément prise en compte par RegSEM. Le tenseur des paramètres
élastiquesCCC étant naturellement défini dans la méthode, il suffit à l’utilisateur de fournir ces
paramètres en entrée. L’évolution en temps se déroule ensuite comme dans le cas isotrope.

RegSEM est par ailleurs muni de routines qui lui permettent de considérer l’atténuation
intrinsèque de la Terre. Cette atténuation est introduite grâce à trois solides linéaires standards
montés en série et caractérisés par des temps de relaxation en contrainte et en déformation (Liu
et al., 1976). Ces solides modifient les paramètres élastiques et par conséquent la loi de Hooke
(Komatitsch & Tromp, 2002a). Notons que ce procédé ajoute des inconnus aux problèmes ce
qui entraine une augmentation du coût de calcul.

Océans, ellipticité, gravité et rotation

L’effet des océans est pris en compte en placant à la surface de la Terre une charge corres-
pondant à la masse de l’eau (Komatitsch & Tromp, 2002b). On retrouve ainsi le rôle des océans
dans le bilan des forces mais aucune propagation d’ondes n’est faite dans des zones liquides.
Par ailleurs, la charge appliquée en surface rend localement la matrice de masse non diagonale.

L’ellipticité elle aussi est prise en compte, via l’équation de Clairault (voir par exemple
Dahlen & Tromp, 1998). En revanche, la rotation et la gravitérestent à implémenter. Leur effet,
bien que faible à l’échelle régionale, ne peut être négligé dans la perspective d’un calcul précis
de sismogrammes synthétiques.

Déraffinement du maillage en profondeur

Dans la Terre, les vitesses sismiques augmentent avec la profondeur si bien que les lon-
gueurs d’onde propagées grandissent à mesure que l’on s’enfonce dans le sol. Or les maillages
générés par RegSEM (e.g. figure 2.4) sont tels que les éléments profonds sont de plus petite
taille que les éléments superficiels. Cela implique un excès de calcul que nombre d’auteurs se
sont efforcés d’éviter, que ce soit par un déraffinement géométrique du maillage (Komatitsch &
Tromp, 2002a) ou par l’utilisation d’interfaces non-conformes (Chaljub, 2000; Chaljubet al.,
2003). Ces options ne sont pas encore disponible dans notre code mais seront implémentées
dans l’avenir.

2.4 Validation

Dans cette partie, nous allons tester la validité de la SEM implémentée à l’échelle régionale
comme décrit dans la section précédente. Pour différents modèles (homogène ou radialement
hétérogène, isotrope ou anisotrope, atténuant ou non-atténuant), des résultats issus de RegSEM
seront comparés à des formes d’onde de référence calculées par sommation de modes propres.
Pour chaque test, nous veillerons à considérer plusieurs distances épicentrales et plusieurs azi-
muts.
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2.4.1 Milieu homogène

Pour notre premier test, nous nous donnons un milieu homogène ayant les caractéristiques
suivantes :VP = 8km.s−1, VS = 5km.s−1 et ρ = 3000kg.m−3, avecVP la vitesse des ondes
P, VS la vitesse des ondesS, et ρ la densité. Dans ce milieu, nous plaçons une source S à
100 km de profondeur et cinq récepteurs en surface. La position de la source et des récepteurs
dans le plan horizontal est indiquée figure 2.8. Les stationsSTA1, STA2 et STA3 sont toutes
dans le même azimut par rapport à S et leur distance épicentrale est respectivement 12◦, 20◦

et 32◦. Les stations STA4 et STA5, quant à elles, sont situées à 22,5◦ de S dans deux azimuts
perpendiculaires entre eux. On note que la source est une explosion dont le signal temporel
associé est représenté figure 2.9. Ce signal est la transformée de Fourier inverse du spectre
dessiné figure 2.10. On voit que la fréquence maximale qui va être propagée est 50 mHz, ce
qui correspond à une longueur d’onde des ondes de Rayleigh d’environ 90 km. Dans notre
simulation éléments spectraux, nous prendrons donc des éléments de 1.5◦ de coté avec un ordre
polynômialN = 8 (pour les éléments PML comme pour les éléments normaux). Lemorceau
de Terre, quant à lui, aura une taille de 40◦×40◦×2000kmsi bien qu’après adaptation de la
taille des éléments aux dimensions du morceau, nous nous retrouverons avec 9477 éléments de
1.48◦×1.48◦×153.85km. Par ailleurs, nous utiliserons 27 points de contrôle par éléments et
choisirons un pas de temps∆t = 0.25s pour avoir un nombre de Courantnc = 0.35. Avec de
tels paramètres, obtenir 1200 s de signal nécessite environ46 minutes de calcul sur 16 nœuds
biprocesseurs Opteron 256 à 2 GHz de l’ancien cluster du Service de Calcul Parallèle de l’IPGP.
Les résultats sont présentés figure 2.11.
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FIG. 2.8 – Vue du dessus du
morceau de Terre utilisé pour le
premier test. Horizontalement, le
morceau a une taille de 40◦×40◦

et est décomposé en éléments de
1.48◦ × 1.48◦. Les éléments gri-
sés indiquent les PML. Sont éga-
lement représentés la source et
les récepteurs.

Dans un modèle à symétrie sphérique, une source explosive n’excite pas le mode de cisaille-
ment transverse. Sur la figure 2.11, nous n’avons donc tracé que les composantes verticales et
longitudinales du déplacement. Sur chaque dessin apparaitdeux trains d’onde qui se séparent
de plus en plus à mesure que la distance épicentrale augmente. Le premier train correspond à
l’onde P et à ses phases réfléchies à la surfacePP, PPP, etc... Chaljub (2000) fait remarquer
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FIG. 2.9 – Ondelette source. FIG. 2.10 – Spectre d’amplitude de l’onde-
lette source.

que ces réflections multiples donne lieu à une onde de surfaceappelée phase "X" dont la polari-
sation est systématiquement tangente à la sphère, ce qui explique la forte amplitude du premier
train d’onde sur les composantes longitudinales. Quant au deuxième train d’onde, il s’agit de
l’onde de Rayleigh qui, ayant une polarisation elliptique rétrograde dans le plan du grand cercle
reliant la source et le récepteur, s’enregistre logiquement sur la composante verticale et sur la
composante longitudinale.

Pour toutes les traces, la différence entre la solution modale et la solution fournie par la
SEM est très faible. L’erreur commise sur les formes d’onde est en effet de 0.5 % au maxi-
mum. Elle provient essentiellement d’un très leger déphasage induit par le schéma en temps
qui n’est que d’ordre 2 alors que le schéma en espace, lui, converge très rapidement. On note
également des résidus non nuls en fin de traces, en particulier sur les composantes verticales.
Nous interprétons ces résidus comme des restes de réflections non physiques que les PML n’ont
su absorber aux bords du domaine. Ces réflections demeurent suffisamment faibles pour que la
simulation éléments spectraux puisse être jugée amplementsatisfaisante.

2.4.2 Milieu radialement hétérogène

Nous allons maintenant valider RegSEM dans lePreliminary Reference Earth Model(Dzie-
wonski & Anderson, 1981) qui est un milieu 1D, c’est-à-dire un milieu latérallement homogène
(ou radialement hétérogène, c’est au choix). Le profil des vitesses sismiquesVP et VS et de la
densitéρ dans ce milieu est indiqué figure 2.12.

La position de la source (toujours une explosion) et des récepteurs (toujours au nombre de
cinq) sera sensiblement la même que celle du cas précédemment étudié. Le morceau de Terre
sera cependant plus petit : 25◦×25◦×1200km. On garde la même ondelette source que celle
utilisée dans le premier test, mais les vitesses sismiques n’étant plus les mêmes, la longueur
d’onde minimale va changer. En effet, la plus petite vitessedes ondesSdans PREM se trouve
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FIG. 2.11 – Déplacement vertical (à gauche) et longitudinal (à droite) enregistré aux cinq sta-
tions considérées dans le premier test (milieu homogène). En gris est représenté le résultat issu
d’une sommation de modes propres et en tireté noir sont dessinées les traces provenant de Reg-
SEM. On a également tracé le résidu×10 (en rouge).
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FIG. 2.12 – Vitesse des ondesP
(noir), vitesse des ondesS(tireté)
et densité (pointillé) dans le mo-
dèle PREM.

en surface et vaut 3.2 km/s, si bien qu’une onde de Rayleigh sepropageant à la fréquence maxi-
male (50 mHz) aura une longueur d’onde d’environ 60 km. Par conséquent, nous choisirons des
éléments de 0.8◦ de côté avec un ordre polynômialN = 8. Après adaptation des éléments aux
dimensions du morceau, la taille de ces derniers sera de 0.78◦×0.78◦ (figure 2.13). En profon-
deur, l’épaisseur des éléments est calculée pour mailler correctement les différentes interfaces
qui composent le modèle PREM. Celles-ci sont nombreuses dansla partie la plus superficielle
de la Terre : jusqu’à 1200 km, qui est la profondeur de notre morceau, on en compte pas moins
de huit. Ces interfaces définissent des couches dont une, située entre 15 et 24.4 km de profon-
deur, est extrèmement fine. Cette couche impose alors un pas entemps très petit (nous prendrons
dt = 0.025s) et entraîne un temps de calcul beaucoup plus important que celui obtenu dans un
milieu homogène : sur 32 nœuds bipro Opteron 256, 1200 s de signal nécessite près de 5 h 15 de
calcul. Ce temps pourrait se réduire considérablement si l’on considérait un ordre polynômial
différent suivant les couches, mais cette option n’est malheureusement pas encore possible dans
RegSEM.

Les composantes verticales et longitudinales du déplacement induit par une source située à
10 km de profondeur sont présentées figure 2.14. Les ondes de volumeP et Sainsi que l’onde
de Rayleigh sont visibles sur toutes les traces, sauf à la station STA1 où l’ondeSest masquée
par l’onde de Rayleigh. Les résidus, bien que faibles, sont plus importants que dans le premier
test. Outre les petites réflections artificielles sur le borddu domaine et le déphasage induit par le
schéma en temps, on observe des résidus non nuls dûs à l’absence, dans la simulation éléments
spectraux, des phases réfléchies à l’interface noyau-manteau (repérées par des flèches rouges
sur la figure). En effet, notre morceau de Terre a une épaisseur de 1200 km et ne contient donc
pas la CMB (pourCore Mantle Boundary) qui se trouve à environ 2900 km de profondeur sous
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FIG. 2.13 – Vue du dessus du
morceau de Terre utilisé pour le
deuxième test. Horizontalement,
le morceau a une taille de 25◦×
25◦ et est décomposé en éléments
de 0.78◦ × 0.78◦. Les éléments
grisés indiquent les PML. Sont
également représentés la source
et les récepteurs.

la surface terrestre. Par conséquent, les phasesPcSetScSapparaissent sur la courbe des résidus,
notamment sur les composantes longitudinales (puisque lesondesSmises en jeu sont des ondes
SV et que l’incidence des phasesPcSet ScSest quasi-verticale pour les distances épicentrales
que nous considérons). Pour les composantes verticales, l’influence de ces phases sur la courbe
des résidus commencent à être visible à partir de 18◦ de distance épicentrale, c’est-à-dire pour
la staion STA5. Sur ces composantes, une autre phase réfléchie à la CMB pose problème : il
s’agit de laPcP(non indiquée sur la figure). Pour STA1, cette phase arrive peu après l’onde de
Rayleigh et vient donc perturber la fin du signal correspondant à cette dernière. Pour STA3, c’est
l’onde S qui arrive en même temps que laPcPsi bien que de petites oscillations apparaissent
sur le résidu. Enfin, pour les stations STA2, STA4 et STA5, l’ondePcParrive avec l’onde de
Rayleigh.

Pour mettre en évidence de manière encore plus nette l’absence des ondes de volume ré-
fléchies à la base du manteau, nous montrons figure 2.15 le déplacement enregistré à la station
STA3 pour une source située à 150 km de profondeur. Une telle source excite beaucoup moins
le mode fondamental qu’une source superficielle si bien que l’onde de Rayleigh a une amplitude
nettement plus faible que précédemment. Les ondes de volumesont ainsi mises en lumière et
l’on voit très clairement que la solution fournie par les éléments spectraux ne contient pas les
phasesPcP, PcSetScS. La différence des formes d’onde se distingue à l’œil nu, sans qu’il soit
nécessaire de représenter le résidu. Cela montre qu’à partird’une certaine profondeur de source
et d’une certaine distance épicentrale, la simulation éléments spectraux devra se faire avec un
morceau de Terre allant jusqu’à la CMB, ce qui rend encore plusindispensable l’implémenta-
tion du déraffinement en profondeur, car un tel morceau requiert un coût de calcul important,
surtout à hautes fréquences.
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FIG. 2.14 – Déplacement vertical (à gauche) et longitudinal (à droite) enregistré aux cinq sta-
tions considérées dans le deuxième test (PREM). En gris est représenté le résultat issu d’une
sommation de modes propres et en tireté noir sont dessinées les traces provenant de RegSEM.
On a également tracé le résidu×10 (en rouge) et repéré un certain nombre de phases.
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FIG. 2.15 – Comparaison entre la solution éléments spectraux (enrouge) et la solution modale
(en noir) du déplacement enregistré à la station STA3 pour une source explosive à 150 km de
profondeur.
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2.4.3 Milieu radialement hétérogène avec atténuation

Dans ce troisième test, nous reproduisons la même simulation que celle effectuée dans la
section précédente en ajoutant l’atténuation. Dans ce cas,nous ne disposons d’aucune solution
exacte car l’anélasticité de la Terre ne peut être traiter qu’indirectement, en insérant une partie
viscoélastique aux équations du mouvement (Liuet al., 1976). Par conséquent, nous conser-
verons la solution modale comme solution de référence, maisnous garderons à l’esprit qu’une
partie des résidus sera dûe à l’inévitable différence dans la prise en compte de l’atténuation par
chacune des méthodes.

La comparaison entre les traces obtenues avec RegSEM et la solution modale est présentée
figure 2.16. Comme prévu, l’atténuation entraîne une erreur au niveau des formes d’onde qui est
un peu plus grande que celle observée dans le cas précédent. Cette erreur, essentiellement dûe à
une différence d’amplitude, s’ajoute au déphasage induit par le schéma en temps. On remarque
toujours l’absence des phases réfléchies à la CMB, et on note qu’un nouveau résidu apparaît
à 200 s. Ce résidu provient d’une troncature un peu sévère de lasommation des modes qui
entraîne une approximation sur le caractère ponctuel de la source (Chaljub, 2000; Capdeville,
2000).

2.4.4 Milieu radialement hétérogène anisotrope

Nous allons maintenant nous pencher sur l’anisotropie. Pour cela, nous réalisons un test
identique à celui mis en œuvre dans la section 2.4.2. Dans cette section, le milieu de propaga-
tion était le PREM sans atténuation. Ici, nous y ajoutons unecomposante anisotrope : dans le
manteau supérieur, la vitesseVP des ondesP ne sera pas la même selon que l’onde se propage
dans la direction verticale ou dans la direction horizontale (figure 2.17). Les résultats, présentés
figure 2.18, montrent des erreurs comparables à celles observées dans le cas isotrope.



60 Méthode des éléments spectraux à l’échelle régionale

0 200 400 600 800 1000 1200

Time (s)

0 200 400 600 800 1000 1200

Time (s)

STA5

STA4

STA3

STA2

STA1

FIG. 2.16 – Déplacement vertical (à gauche) et longitudinal (à droite) enregistré aux cinq sta-
tions considérées dans le troisième test (PREM avec atténuation). En gris est représenté le résul-
tat issu d’une sommation de modes propres et en tireté noir sont dessinées les traces provenant
de RegSEM. Est également tracé le résidu×10 (en rouge).
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FIG. 2.17 – Vitesse des ondesP
dans la direction verticale (gris)
et dans la direction horizontale
(tireté noir). Entre 24,4 km et
220 km de profondeur, ces vi-
tesses ne sont pas les mêmes.



62 Méthode des éléments spectraux à l’échelle régionale

0 200 400 600 800 1000 1200

Time (s)

0 200 400 600 800 1000 1200

Time (s)

STA5

STA4

STA3

STA2

STA1

FIG. 2.18 – Déplacement vertical (à gauche) et longitudinal (à droite) enregistré aux cinq sta-
tions considérées dans le quatrième test (PREM anisotrope). En gris est représenté le résultat
issu d’une sommation de modes propres et en tireté noir sont dessinées les traces provenant de
RegSEM. Est également tracé le résidu×10 (en rouge).
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2.A Annexe : Expression des polynômes de Lagrange

Les matrices et vecteurs du problème discret sont obtenus enutilisant des fonctions tests
construites à partir des polynômes de Lagrange{hN

i }i=0,...,N associés aux(N + 1) nœuds de
GLL {ξ N

i }i=0,...,N. Ces polynômes sont définis par :

hN
i (ξ ) = −

1
N(N+1)

(1−ξ 2)L′
N(ξ )

(ξ −ξ N
i )LN(ξ N

i )
(2.55)

oùLN est un polynôme de Legendre. Il n’existe pas d’expression analytique directe pour définir
les polynômes de Legendre. Ils peuvent être déterminés par la relation de récurrence

L0(ξ ) = 1 et L1(ξ ) = ξ ,

(k+1)Lk+1(ξ ) = (2k+1) ξ Lk(ξ )−kLk−1(ξ ), k≥ 1
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FIG. 2.19 – Polynômes de Lagrange d’ordreN = 4 sur l’intervalle de référenceΛ = [−1,1].
Les 5 points de Gauss-Lobatto-Legendre correspondant apparaissent sur l’axe horizontal : en
ces points, chaque polynôme de Lagrange est en effet, par définition, égal à 1 ou 0.
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2.B Annexe : Expression des forces internes

Le vecteur élémentaire de forces internes associé àΩ̄ΩΩe est défini par :

Fint,e =
∫

ΩΩΩe

[∇∇∇wwwhe : CCC : ∇∇∇uuuhe]dΩΩΩ =
∫

�

[∇∇∇wwwhe : CCC : ∇∇∇uuuhe] JJJedξξξ (2.56)

Il fait intervenir l’opérateur gradient dans le domaine physique écrit en fonction des dérivées
dans le domaine de référence.

La dérivée par rapport àξi, i = 1, ...,d, deuuuhe aux nœuds de GLL(ξ N
r ,ξ N

s ,ξ N
t ) est calculée

efficacement grâce à sa forme tensorisée et aux propriétés des fonctions lagrangiennes. Par
exemple, la dérivée par rapport àξ1 peut s’écrire

uhe
i,ξ1

(ξ N
r ,ξ N

s ,ξ N
t ) =

∂uhe
i

∂ξ1
(ξ N

r ,ξ N
s ,ξ N

t ) =
N

∑
a,b,c=0

uhe
i|abc

dhN
a

dξ
(ξ N

r )hN
b (ξs)h

N
c (ξt)

=
N

∑
a=0

uhe
i|ast

dhN
a

dξ
(ξ N

r )

=
N

∑
a=0

DN
rauhe

i|ast

Ici, DDDN est la matrice de dérivée 1D, de taille(N + 1)2, associée aux(N + 1) points de GLL,
définie par

DDDN
i j =



































LN(ξ N
i )

LN(ξ j )
1

ξ N
i −ξ N

j
si i = j

−N(N+1)
4 si i = j = 0,

N(N+1)
4 si i = j = N,

0 sinon

(2.57)

A 3D, les dérivées peuvent s’écrire sous la forme vectorielle

uuuhe
i,ξ j

= DDD juuu
he
i (2.58)

avec

DDD1 = IIIN+1⊗ IIIN+1⊗DDDN; DDD2 = IIIN+1⊗DDDN ⊗ IIIN+1; DDD3 = DDDN ⊗ IIIN+1⊗ IIIN+1 (2.59)

où IIIN+1 est la matrice identité de taille(N+1)2 et⊗ est le produit tensoriel matriciel.

Dans le domaine physique, la dérivée par rapport àx j deuuuhe est alors donnée par

uuuhe
i, j = ∑d

p=1
∂uuuhe

i
∂ξp

(FFFe
p j)

−1 = ∑d
p=1DDDpuuuhe

i (FFFe
p j)

−1 = (uuuhe
i )T ∑d

p=1DDDT
p(FFFe

p j)
−1 = (uuuhe

i )TD̃DD
T
j

= D̃DD juuuhe
i

(2.60)
où (FFFe

p j)
−1 =

∂ξp
∂x j

est la composante(p, j) de la matrice de dérivation associée à la transforma-

tion F−1
e , matrice qui ici est évaluée aux différents nœuds de GLL.



2.B Annexe : Expression des forces internes 65

On considère la fonction testwwwhe, liée au nœudxxxk̂ = Fe(ξ N
r ,ξ N

s ,ξ N
t ), k̂ = 1+ r + (N +

1)s+(N+1)2t, dont laie composante esthN
r ⊗hN

s ⊗hN
t et les autres sont nulles. En utilisant les

matrices de dérivation introduites précédemment, on obtient la formule (2.27) pour décrire les
forces internes :

Fint,e
i|k̂
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N

∑
α ,β ,γ=0

d

∑
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Je
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où l’indice (α ,β ,γ) indique que l’on prend la valeur des quantités discrètes au nœud(ξ N
α ,ξ N

β ,ξ N
γ ).
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2.C Annexe : Manuel d’utilisation de RegSEM

RegSEM.1 Manual

RegSEMis an efficient tool to simulate wave propagation in complex media. It uses the so-
called spectral element method (SEM) which was developed inelastodynamics ten years ago
(Komatitsch & Vilotte, 1998; Komatitsch & Tromp, 1999; Chaljub, 2000; Komatitsch & Tromp,
2002a,b).
The code was essentially written to study the seismic response of the Earth at the regional scale.
Here we provide a short manual to help the new users.

2.C.1 The Mesh

The first step in a simulation experiment consists in building the mesh. This latter defines the
elements which make up the spatial domain of the calculation.
The mesh can be created with the programMesherin the directoryMESH. This Fortran program
can be compiled by a simplemake, just precise in theMakefilethe Fortran compiler you want
to use. Note also that the C-libraryMetis(which is in the directoryMESH) has to be compiled
first.

Inputs

Several questions are asked to the user at the beginning of a run :

Do you want to take into account the Earth rotundity ?
Depending on the scale you want to work (local or regional) you can choose to have a "defor-
med" spatial domain (entery ) or a simple parallelepipedic chunk (entern).

• If you entery , the following requirements appear :

Introduce the coordinates (lat,long) of the center
This defines the geographic centerC(θC,φC) of the surface of the chunk.

Introduce the lengths of the horizontal edges : Xi and Eta
(max : 90 degrees)
These two values define the lateral size of the region.Xi is the length of the chunk in
the North-South direction. It defines a segment∆φ of the meridianφC. The middle of
this segment isC. Eta is the length of the chunk in the East-West direction. It defines
a segment for each great circle perpendicular to∆φ . The middle of each segment is its
intersection point with∆φ .
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Introduce the horizontal space step
This defines the size of the elements.

Do you want PREM interfaces (1)
PREM interfaces + 3D Moho (2)
PREM interfaces + 3D Moho - 220km interface (3)
another 1D model (4)

(1) meshes the interfaces of PREM (1221500 m, 5701000 m, 6291000 m, 3480000 m,
5771000 m, 6346600 m, 3630000 m, 5971000 m, 6356000 m, 5600000 m, 6151000 m,
6371000 m). Of course, in the following, you won’t be forced to use PREM for the elastic
velocities.
(2) meshes the interfaces of PREM as well, but it removes 6291000, 6346600 and 6356000
to put a 3D Moho. To do that, the program requires an ascii file you are supposed to pro-
vide : Moho.asc. From latitudeminlat to latitudemaxlat this file indicates the depth of
the Moho for each point of a griddlat∗dlong. The format ofMoho.ascis the following :

minlat maxlat dlat dlong
d(0,0)
d(0,1)
:
:
d(0, 360

dlong−1)

d(1,0)
:
:
d(i, j)
:
:
d(maxlat−minlat

dlat , 360
dlong−1)

whered(i, j) is the depth of the Moho for the point (minlat+ i ∗dlat, j ∗dlong).
(3) is the same as (2) except that the discontinuity 6151000 is not meshed.
(4) enables to take into account all the spherical interfaces you want. If you choose this
option then two questions are asked :

Introduce the number of layers
Introduce ? radii (in meters) (where? is the number of layers + 1)

If you choose (1), (2) or (3) then only one question is asked :
Introduce the depth (in meters) of the bottom

Do you want to take into account the Earth ellipticity ?
No comment.

Do you want to have a topography at the surface ?
If you entery then you have to provide an ascii file :Topo.asc. This latter has to be for-
matted in the same way asMoho.asc(see before).

How many nodes do you want to describe the geometry of each
element : 8, 20 or 27 ?
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8 control points imply a linear interpolation of the geometry, 20 or 27 control points a
quadratic one.

• If you entern, the following requirements appear :

Introduce the lengths of the edges : x_len, y_len, z_len
These three values define the size of the parallelepiped. Thecartesian coordinatesx,y,z
will then respectively vary in[0;x_len], [0;y_len] and[0;z_len].

Introduce the space steps : dx, dy, dz
These three values define the size of the elements.

Do you want PML ?
To avoid reflected waves on the chunk boundaries you can put Perfectly Matched Layers (PML).
In this case, the elements at the limit of the region will haveparticular features allowing to
absorb the incident field (Collino & Tsogka, 2001; Komatitsch& Tromp, 2003; Festa & Vilotte,
2005)

• If you entery , the following requirements appear :

Introduce the polynomial order used for a PML element, and
then for a normal element
It is possible to use a different polynamial order for the elements which make up the PML
and for the "normal" elements. According to the polynomial order used, a weight which
represents the calculation-time requirement is assigned to each element. These weight
will be used latter to efficiently partition the mesh and allow a parallel computation.

Do you want a free surface at the top ?
Here you can specify that the top of the region has not to be a PML.

• If you entern... nothing to do...

Introduce the number of parts to partition the mesh
As mentionned before, a parallel calculation is needed to make the simulation-time as low as
possible. Here you specify the number of processors you wantto use.

NB : If a 3D Moho is meshed then informations about the thickness of the elements just above
and below the discontinuity are returned at the end of the run.

Ouputs

Mesherprovides text-files which will be used latter by the solver. There is one text-file per
processor. Its name ismesh4spec. ? ? ?where? ? ? corresponds to the number assigned to the
processor. Here is its structure :
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n_dim: Spatial dimension of the problem. Only3 is possible for now.

curve: indicates if one works with a "deformed" domain or not.
model: Type of the interfaces contained in the mesh (1 : PREM,2 : PREM + Moho,3 :
PREM + Moho - 220km,4 : Other). If the domain is not deformed then the parameter is
equal to zero.
ellipticity : indicates if the ellipticity is taken into account or not.

rotation : Matrix which rotates the real chunk to the calculation chunk centred on the
north pole. This matrix appears only if one works with a deformed domain.

n_glob_nodes: Number of nodes describing the geometry of the subdomain which concerns
the processor.

coord_nodes: Cartesian coordinates of the nodes.

n_elem: Number of elements in the subdomain.

mat_index: assigns an integer to each element. This integer lies between 0 and 26 and
refers to a "material" which is described in the materials properties file. Contents of this
file are detailed latter.
moho: assigns an integer to each element. This integer is-1 for elements just below the
moho,1 for those just above, and0 for the others.

n_nodes: Number of nodes (or control points) used to describe the geometry of an ele-
ment.

control_nodes: indicates the control points assigned to each element.

n_faces: number of faces in the subdomain.

near_faces: indicates the 6 faces which belong to each element.

n_edges: number of edges in the subdomain.

near_edges: indicates the 12 edges which belong to each element.

n_vertices: number of vertices in the subdomain.

near_vertices: indicates the 8 vertices which belong to each element.

n_proc: Number of processors.

comm: define how many and which faces, edges and vertices the processor is supposed
to communicate with the other processors.
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NB : If a 3D Moho (or a topography) is meshed then a filemoho.out(respectivelytopo.out) is
provided. This output-file indicates the Moho depth (respectively the elevation) in meters for
each node (θ ,φ ) of the mesh. It can be easily used as an input-file in a GMT-script to create
maps.

2.C.2 The Calculation

Now we detail how the solver works. To make it executable you only have to do amake. Just
precise in theMakefilethe C and Fortran compilers you want to use.

Inputs

The solverspec.xthat you obtain after the compilation needs a couple of input-files that we
present now.

a) mesh4spec. ? ? ?:

See before.

b) input.spec:

This file mentions some parameters and describes the sources:

acceleration: indicates if an acceleration-scheme is used for the Newmark time-
evolution or not.

velocity : indicates if a velocity-scheme is used for the Newmark time-evolution or
not. This is the scheme you are obliged to choose because the acceleration-scheme
is not available for now.

duration: Duration of the simulation (ins).

alpha: First Newmark parameter (0.5 is the usual value).

beta: Second Newmark parameter (0.5 is the usual value).

gamma: Third Newmark parameter (1 is the usual value).

mesh_file: First part of the mesh-files name (i.e.mesh4spec.).

mat_file: Name of the materials properties file.

anisotropy: indicates if anisotropy has to be considered or not.

ocean: indicates if ocean has to be considered or not.

traces: indicates if you intend to use receivers and finally have seismograms or not.
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snapshot: indicates if you intend to record the entire wavefield at some times or not.
This option is not available for now so you are unhappily forced to enterF.

rcv_file : Name of the receivers positions file. It has no effect if you don’t intend to
use receivers.

time_interval: Time interval (ins) to skip the snapshots. It has no effect if you don’t
intend to get snapshots.

n_src: Number of sources.

coord_src: Coordinates of the sources. Introduce cartesian coordinatesx,y,z if you
work in a parallelepiped, and spherical coordinatesθ (lat), φ (long),d(depth) if you
work in a deformed chunk.

src_type: Type of the source.1 refers to a pulse and2 refers to a seismic moment
tensor.

pulse_dir: Components of the pulse in the local system. This parameter has no effect
if the source is not a pulse.

M_diag: Values of the three diagonal terms of the moment tensor expressed in the
spherical system. These parameters have no effect if the source is not a double-
couple.

M_non_diag: Values of the three non-diagonal terms of the moment tensor.

time_func: indicates the time-function you want to use for the source.1 gives a
Gaussian,2 gives a Ricker and3 makes the inverse Fourier transform of a bandwidth
defined by four frequencies.

shift : Time (in s) used to shift the time-function.

freq : Main frequency of the time-function2. This parameter has no effect if the
time-function is not a Ricker.

bandwidth: Four frequencies (inHz) which define the bandwidth used to build the
time-function3. These parameters have no effect if the time-function is nota Fourier
transform of a bandwidth.

attenuation: Number of linear solids to mimick the attenuation. Write0 for no
attenuation.

attenuation_band: Two periods (ins) which define the attenuation band.

model_period: period of the elastic model.

c) The materials properties file :

We have mentionned in the first part that an integer corresponding to a "material" is
assigned to each element. The aim of each line of the following file is to define a material :
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n_mat: Number of materials. It is supposed to be27.
special_NGLLz_crust: In the crust, it is possible to put a special number of GLL in
the vertical direction. This option is not available for nowso write 0.

type, GLLx, GLLy, GLLz, dt: defines each material by a type (S for solid orP for
PML), a number of Gauss-Lobatto-Legendre points per directions and a time-step
(which is supposed to be the same for all the materials because the multi-time reso-
lution is not available for now).

n, A, PMLx, Left, PMLy, Front, PMLz, Bottom: indicate for each PML material
two dumping coefficients (n= 2 andA= 10are usual values) and the position in the
domain.PMLx (respPMLy, PMLz) indicates ifx (respy, z) is a dumping direction
or not. If PMLx= T (respPMLy, PMLz) thenLe f t (respFront, Bottom) indicates
if the dumping is according to the decreasingx (respy, z) or not.

d) The receivers positions file :

n_rcv: Number of receivers.

rcv_name: Name of each receiver.
coord_rcv: Coordinates of each receiver. Introduce cartesian coordinatesx,y,z if
you work in a parallelepiped, and spherical coordinatesθ (lat), φ (long),z(elevation)
if you work in a deformed chunk.

e) read_model.f90:

This is a module that the user has to write to introduce his elastic model.read_model.f90
has to be in the directoryModulesand contain two routines :get_value (i, j, k, rho, vp, vs,
qmu, moho)andget_value_aniso (i, j, k, rho, vpv, vph, vsv, vsh, eta_aniso, qmu, moho).
These routines are supposed to return the elastic parameters of any point in the chunk.

get_valuearguments :

i,j,k are double precision inputs which arex,y,z (in m) or r, θ (colat),φ (long) (in m
andrad) depending on the chunk you consider.

rho,vp,vs,qmuare double precision outputs.rho is the density (inkg.m−3), vp and
vs are the P and S waves velocities (inkm.s−1) andqmu is the quality factor (that
you have to provide even if you don’t want attenuation).

mohois an optional integer input. It indicates if the pointi,j,k is in an element just
below the Moho (-1), in an element just above the Moho (1) or in another element
(0). This argument can be useful to perfectly fit the elastic discontinuity to the 3D
interface of the mesh. Note that this fit is automatically made for all the spherical
interfaces from PREM.

get_value_anisoarguments :

i,j,k,rho,qmuandmohoare same asget_value.

vpv,vph,vsv,vsh,eta_anisoare double precision outputs.vpv,vph,vsv,vshare the verti-
cal and horizontal P and S waves velocities (inkm.s−1). eta_anisois the anisotropic
parameterη (that you have to provide even if you don’t want anisotropy).
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Outputs

As it is impossible to get snapshots, the only output-files you can have for now correspond to
the seismograms recorded at the stations.
If you work in a deformed chunk, three files appear for each source-receiver pair. Each file refers
to a component :? ? ? ? ?_Rsrc ! ! !, ? ? ? ? ?_Tsrc ! ! !, ? ? ? ? ?_Zsrc ! ! !(where ? ? ? ? ? is
the station name and! ! ! the number assigned to the source).
If you work in a parallelepiped then? ? ? ? ?_X, ? ? ? ? ?_Y, ? ? ? ? ?_Zare created.
These files are made up by two columns : the first one refers to time and the second one indicates
values of displacement.
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Chapitre 3

Exemple de deux séismes simulés dans un
modèle 3D par la méthode des éléments
spectraux

Si le but de cette thèse est, rappelons-le, d’utiliser les éléments spectraux pour simuler la
forme d’onde des corrélations de bruit sismique, la SEM telle que nous l’avons implémentée
n’en demeure pas moins et avant tout un outil très efficace pour calculer le champ d’onde dû
à un séisme. Dans ce chapitre, nous présentons les résultatsde deux simulations réalisées dans
un modèle 3D. Chaque simulation correspond à un séisme particulier, l’un ayant eu lieu en
Roumanie le 27 octobre 2004 (Mw = 5.8), l’autre en Autriche le 12 avril 1998 (Mw = 5.6).
Le modèle 3D considéré sera un dérivé du modèle CUB (Ritzwoller et al., 2002; Shapiro &
Ritzwoller, 2002).

3.1 Le modèle de Terre

CUB est un modèle de Terre globale radialement anisotrope obtenu par inversion d’un
large jeu de données d’ondes de surface. L’inversion en question se fait en deux étapes. Dans un
premier temps sont mesurées les courbes de dispersion des vitesses de phase et de groupe des
ondes de Rayleigh et de Love (Ritzwolleret al., 2002). Dans un deuxième temps, les courbes
obtenues sont inversées par une méthode de type Monte-Carlo pour donner en chaque point
d’une grille géographique de 2◦ × 2◦ un profil de vitesses sismiques (Shapiro & Ritzwoller,
2002). Quelques cartes de ces vitesses sont présentées figures 3.1 et 3.2. D’autres cartes ainsi
que des profils 1D et 2D du modèle CUB sont disponibles sur le sîte

http ://ciei.colorado.edu/˜ nshapiro/MODEL/.

Les mesures des vitesses de groupe sont effectuées pour des périodes allant de 16 à 200 s.
Pour les vitesses de phase, la bande est plus étroite : de 40 à 150 s. A de telles périodes, les ondes
de surface ne sont sensibles qu’aux structures comprises entre la surface de la Terre et quelques
centaines de kilomètres de profondeur. Pour cette raison, CUB ne fournit pas de valeurs de
paramètres élastiques au-dessous de 400 km. De plus, Shapiro & Ritzwoller (2002) précisent
que les incertitudes commises sur les valeurs en question commencent à croître sensiblement
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FIG. 3.1 – Vitesse des ondesP dans le modèle CUB.
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FIG. 3.2 – Vitesse des ondesSdans le modèle CUB.
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à partir de 250 km de profondeur. Nous allons donc construireun nouveau modèle qui sera le
modèle 1D PREM (Dziewonski & Anderson, 1981) au-dessous de 400 km et qui, entre 250 et
400 km de profondeur, passera progressivement de CUB à PREM.

CUB contient de nombreuses interfaces, notamment dans la croûte. Dans le processus qui
permet de construire le modèle, le Moho est inversé. Est alors obtenue une interface 3D à l’ori-
gine de forts contrastes d’impédance et jouant par conséquent un grand rôle dans la propaga-
tion des ondes. Pour que notre simulation éléments spectraux soit la meilleure possible, nous
veillerons à mailler cette interface. En revanche, toutes les discontinuités intermédiaires entre
le Moho et la surface seront lissées. Les prendre en compte impliquerait en effet des pas de
temps extrèmement faibles et, de fait, des coûts de calcul exhorbitants. De plus, il n’est pas rare
qu’une de ces discontinuités apparaîsse ou disparaîsse, créant ainsi des "coins" qui nécessite-
raient des maillages spécifiques et compliqués. A haute fréquence, l’absence de ces interfaces
peut être dramatique et constitue une limite importante de notre simulation. L’emploi des tech-
niques d’homogénéisation (Capdeville & Marigo, 2007a,b) apparaît alors comme une urgence,
que ce soit dans le cas particulier de RegSEM ou plus généralement dans toute application de
type éléments finis impliquant la croûte.

La région qui va nous intéresser est l’Europe (figure 3.3). Elle bénéficie d’une bonne cou-
verture de la part des données utilisées pour construire CUB.Souhaitant simuler des signaux
jusqu’à 20 s de période, nous maillons la région par des éléments de 0.7◦ de côté dans lesquels
un ordre polynômialN = 8 sera utilisé. Etant donnée l’épaisseur minimale de la croûte, cela
implique un pas de temps de 0.05s. Le morceau de Terre mesurant 28◦×34◦×1500km, géné-
rer 1200 s de signal requiert alors 1 h 45 de calcul sur 16 nœudsbipro quad-core Xeon E5420 à
2,5 GHz.

3.2 Simulation du séisme de Roumanie, 27 octobre 2004

Le premier séisme que nous allons simuler a eu lieu le 27 octobre 2004, à 45.73◦ de latitude
nord et 26.67◦ de longitude est. Sa profondeur a été estimée à 93,8 km, et sa magnitude de
moment à 5,8. Le mécanisme que nous allons prendre pour ce séisme est celui donné par le
catalogue de Harvard et est représenté figure 3.4. Sur cette figure sont également indiquées les
positions des stations que l’on va considérer. Ces stations proviennent des réseaux GEOSCOPE,
GEOFON, GSN et MEDNET. Enfin, une topographie étant ajoutée au modèle CUB originel,
nous représentons l’altitude affectée à chaque point de contrôle de la surface, sachant qu’il y a
27 points de contrôle par élément. Les valeurs de cette altitude sont issues de ETOPO5.

Les formes d’onde obtenues grâce à RegSEM sont confrontées aux données pour trois
bandes de fréquence distinctes : 100 s - 200 s (figure 3.5), 50 s- 100 s (figure 3.6) et 20 s - 50 s
(figure 3.7). Sur chaque figure, les signaux issus d’une sommation des modes propres calculés
dans le PREM sont également dessinés. Par ailleurs, seul le déplacement vertical est analysé.

Pour la première bande de fréquence (figure 3.5), la plupart des formes d’onde sont bien
retrouvées. Seules celles dont l’amplitude est faible et qui ont par conséquent du mal à sortir
du bruit de fond sont incorrectement simulées. Il s’agit destraces issues des stations VTS et
OBN. Pour les autres stations, les signaux calculés sont comparables aux données, bien que
de petites différences à la fois en phase et en amplitude peuvent parfois s’observer. Si, dans
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FIG. 3.3 – Carte de l’Europe à laquelle est superposé le morceau deTerre utilisé pour les simu-
lations. Le morceau mesure 28◦ dans la direction nord-sud, et 34◦ dans la direction est-ouest.
Il est décomposé par en éléments de 0.7◦×0.7◦. La profondeur du Moho fournie par CUB est
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80 Simulation 3D de deux séismes par la méthode des éléments spectraux

0˚

0˚

20
˚

20
˚

40˚

40˚

60˚

30˚ 30˚

40˚ 40˚

50˚ 50˚

60˚ 60˚

ANTO 

AQU  

ECH  

ISP  

OBN  

RUE  

SUW  

VTS  




-4000 -2000 0 2000 4000

Topography

m

FIG. 3.4 – Configuration de la première simulation. Le mécanisme au foyer du séisme est in-
diqué par la sphère focale. Les stations sont repérées par des triangles rouges. En fond est
représentée la topographie des points de contrôle qui gèrent la géométrie de la surface.
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certains cas, le modèle 3D améliore très légèrement la formed’onde obtenue par sommation de
modes dans PREM (stations SUW et RUE par exemple), les différences entre les deux modèles
sont généralement très faibles.

Pour la deuxième bande de fréquence (figure 3.6), toutes les données sortent nettement
du bruit et peuvent donc être comparés aux signaux provenantde nos simulations. L’allure
générale de l’ensemble des traces est correctement retrouvée, que ce soit par le PREM ou par le
modèle dérivé de CUB. Cependant, une observation attentive met en évidence que le modèle 3D
améliore systématiquement à la fois la phase et l’amplitude. Ce sont aux stations SUW, OBN et
ECH que ces améliorations apparaissent le plus clairement.

Pour la troisième bande de fréquence (figure 3.7), les données sont beaucoup plus difficiles
à simuler. PREM donne de très mauvais résultats aussi bien pour les ondes de volumeP et S
(en début de signal) que pour l’onde de surface (arrivée la plus énergétique). Le modèle dérivé
de CUB, lui, est nettement meilleur. Si la qualité atteinte pour les deux bandes de fréquence
précédentes est loin d’être obtenue, les ondes de volume et l’onde de Rayleigh sont en général
assez bien approchées. Les arrivées tardives, qui correspondent à de multiples réflections dans
la croûte terrestre, sont en revanche très mal retrouvées. Le lissage que nous avons opéré sur
les interfaces crustales de CUB se fait en effet cruellement sentir ici. De plus, nous considérons
des fréquences qui touchent aux limites de celles utiliséespour traiter les données à l’origine de
CUB. Il n’est donc pas très étonnant que le résultat ne soit pasaussi bon que celui des deux pre-
mières bandes de fréquence. Notons que les arrivées tardives mentionnées noient complètement
les ondes réfléchies à la CMB. En effet, les traces issues de la sommation de modes contiennent
ces ondes réfléchies mais ne retrouvent en aucune façon les signaux tardifs. L’absence de la
CMB dans RegSEM n’est donc qu’une lacune très faible dans les simulations que nous mettons
en œuvre ici.

3.3 Simulation du séisme d’Autriche, 12 avril 1998

D’une magnitude de momentNw = 5.6 et d’une profondeur estimée à 15 km, le séisme qui
va maintenant nous intéresser s’est produit le 12 avril 1998en Autriche, à 46.39◦ de latitude
nord et 13.5◦ de longitude est. Figure 3.8 est représenté son mécanisme aufoyer (tiré une
nouvelle fois du catalogue de Harvard) ainsi que la positiondes huit stations que nous allons
utiliser. Le fond de cette figure est une carte de la variationpar rapport à PREM de la vitesse
des ondesSpolarisées verticalement dans le modèle CUB à 60 km de profondeur.

Nous considérons les mêmes bandes de fréquence que celles définies dans la section pré-
cédente. Entre 100 et 200 s, nous constatons à nouveau que PREM et le modèle 3D donnent
des résultats très proches (figure 3.9). L’amplitude des signaux provenant du modèle 3D est en
général un peu meilleure que celle des signaux issus de PREM,mais pas toujours. A la station
AQU, par exemple, PREM ajuste mieux les données. Par ailleurs, le séisme étant moins puis-
sant que celui de Roumanie, nous voyons que les stations éloignées de l’épicentre fournissent
des traces émergeant à peine du niveau de bruit, ce qui rend délicate la comparaison avec les
synthétiques.

Entre 50 et 100 s (figure 3.10), la différence entre PREM et le modèle dérivé de CUB se
fait de plus en plus nette à mesure que la distance épicentrale augmente. Nous voyons alors
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FIG. 3.5 – Enregistrements à huit stations différentes du séisme survenu le 27 octobre 2004
en Roumanie (Mw = 5.8). En noir sont dessinées les données, en rouge les traces issues de la
simulation éléments spectraux, et en vert le résultat d’unesommation de modes propres dans
PREM. Les valeurs indiquées en ordonnée correspondent au déplacement vertical en micro-
mètre. La bande de fréquence considérée est 100 s - 200 s.



3.3 Simulation du séisme d’Autriche, 12 avril 1998 83

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

0 200 400 600 800 1000

Time (s)

-0.5

0.0

0.5

-0.5

0.0

0.5

-0.5

0.0

0.5

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0 200 400 600 800 1000

Time (s)

-0.5

0.0

0.5

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

-0.5

0.0

0.5

VTS

ANTO

ISP

SUW

AQU

RUE

OBN

ECH

FIG. 3.6 – Enregistrements à huit stations différentes du séisme survenu le 27 octobre 2004
en Roumanie (Mw = 5.8). En noir sont dessinées les données, en rouge les traces issues de la
simulation éléments spectraux, et en vert le résultat d’unesommation de modes propres dans
PREM. Les valeurs indiquées en ordonnée correspondent au déplacement vertical en micro-
mètre. La bande de fréquence considérée est 50 s - 100 s.
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FIG. 3.7 – Enregistrements à huit stations différentes du séisme survenu le 27 octobre 2004
en Roumanie (Mw = 5.8). En noir sont dessinées les données, en rouge les traces issues de la
simulation éléments spectraux, et en vert le résultat d’unesommation de modes propres dans
PREM. Les valeurs indiquées en ordonnée correspondent au déplacement vertical en micro-
mètre. La bande de fréquence considérée est 20 s - 50 s.
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que le modèle 3D donne de bien meilleurs résultats, notamment en terme de phase (voir les
récepteurs ISP, ANTO et OBN). Cependant, la qualité des signaux synthétiques restent bien
inférieure à celle obtenue dans le cas du séisme précédent pour la même bande de fréquence.
Une des causes susceptibles d’expliquer cela est la profondeur du séisme étudié ici. Il s’agit en
effet d’un évènement crustal, et il est fort probable que la structure qui environne l’hypocentre
et qui affecte grandement le champ d’onde émis soit d’une complexité bien plus importante que
celle prise en compte dans notre simulation.

Entre 20 et 50 s (figure 3.11), c’est sans surprise que nous constatons la médiocrité des
traces issues de PREM. Les signaux du modèle 3D, en revanche,parviennent souvent à modéli-
ser correctement la phase. A l’exception des stations AQU, SSB et SUW, les ondes de Rayleigh
réelle et synthétique sont en effet bien en phase. Malheureusement, un sérieux problème d’am-
plitude subsiste, problème que nous pouvons une nouvelle fois attribuer en partie à la structure
locale au point source. Par ailleurs, les arrivées tardivesdemeurent, comme dans le cas du
séisme précédent, hors de portée de notre modélisation.
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à PREM de la vitesse des ondes
Spolarisées verticalement dans le
modèle CUB à 60 km de profon-
deur.
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FIG. 3.9 – Enregistrements à huit stations différentes du séisme survenu le 12 avril 1998 en Au-
triche (Mw = 5.6). En noir sont dessinées les données, en rouge les traces issues de la simulation
éléments spectraux, et en vert le résultat d’une sommation de modes propres dans PREM. Les
valeurs indiquées en ordonnée correspondent au déplacement vertical en micromètre. La bande
de fréquence considérée est 100 s - 200 s.
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FIG. 3.10 – Enregistrements à huit stations différentes du séisme survenu le 12 avril 1998 en
Autriche (Mw = 5.6). En noir sont dessinées les données, en rouge les traces issues de la simula-
tion éléments spectraux, et en vert le résultat d’une sommation de modes propres dans PREM.
Les valeurs indiquées en ordonnée correspondent au déplacement vertical en micromètre. La
bande de fréquence considérée est 50 s - 100 s.
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FIG. 3.11 – Enregistrements à huit stations différentes du séisme survenu le 12 avril 1998 en
Autriche (Mw = 5.6). En noir sont dessinées les données, en rouge les traces issues de la simula-
tion éléments spectraux, et en vert le résultat d’une sommation de modes propres dans PREM.
Les valeurs indiquées en ordonnée correspondent au déplacement vertical en micromètre. La
bande de fréquence considérée est 20 s - 50 s.



Chapitre 4

Simulation de corrélations synthétiques
par la méthode des éléments spectraux

4.1 Introduction

Depuis leur introduction il y a maintenant quatre ans (Shapiro & Campillo, 2004), les cor-
rélations de bruit simique ont connues un franc succès qui a donné lieu à de nombreuses images
tomographiques de haute résolution (e.g. Shapiroet al., 2005; Yaoet al., 2006; Choet al., 2007;
Lin et al., 2007; Yanget al., 2007; Stehlyet al., 2008) et, plus récemment, à une technique de
prévision des éruptions volcaniques (Brenguieret al., 2008). Cependant, seule l’information sur
la phase a été considérée jusqu’ici, et très rares sont les études qui évoquent l’amplitude (Larose
et al., 2007; Cupillard & Capdeville, 2008). Or c’est un des challenges des techniques tomo-
graphiques modernes que de prendre en compte le maximum d’informations dans les données,
et d’énormes efforts ont été concentrés dans ce sens ces dernières décennies, notamment pour
élaborer une résolution du problème direct qui permette de modéliser des formes d’onde com-
plètes sans approximations sur le modèle de vitesses. Il en est résulté des méthodes performantes
comme les éléments spectraux (Komatitsch & Vilotte, 1998; Komatitsch & Tromp, 1999; Chal-
jub, 2000; Capdeville, 2000; Komatitsch & Tromp, 2002a,b; Komatitschet al., 2002), et on
peut maintenant se demander si les formes d’onde obtenues à partir des corrélations de bruit
sismique peuvent ou non être utilisées dans le cadre de telles méthodes.

Dans le deuxième chapitre de cette thèse, nous avons présenté la méthode des éléments
spectraux (SEM). Celle-ci permet, en une seule simulation etpour un modèles de vitesses 3D
quelconque, de calculer la forme d’onde complète d’un signal reçu en différents récepteurs et
induit par une source de type double-couple (censé représenter les séismes) ou force. Notre
objectif, dans cette partie, va être d’utiliser la SEM pour modéliser les corrélations entre le bruit
enregistré par une station donnée (que nous appellerons "station centrale") et le bruit enregistré
à d’autres stations. Nous nous limiterons pour l’instant à des corrélations synthétiques obtenues
à partir de bruit généré numériquement. Etant données les caractéristiques de telles corrélations
(voir chapitre 1), nous verrons que le problème revient à créer une source étendue autour de la
station centrale.
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4.2 Le jeu de données synthétique

Le jeu de données que nous allons tenter de modéliser provient de l’expérience numérique
menée dans la section 1.2.4. Cette expérience consiste à générer du bruit aléatoire dans une
certaine zone à la surface de la Terre. A sa source, le bruit a un spectre plat entre 2 et 13 mHz,
puis il se propage dans le modèle PREM (Dziewonski & Anderson, 1981). Le mouvement du
sol induit par ce bruit est ensuite calculé pour 13 stations (une station "centrale" A et 12 stations
situées à 20◦ de A dans différents azimuts) via une sommation de modes propres. Enfin, les
corrélations entre l’enregistrement en A et les enregistrements aux autres stations sont calculées.
La configuration de l’expérience est rappelée figure 4.1.

12
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FIG. 4.1 – Configuration de l’expérience numérique à l’origine dujeu de données synthétique
que l’on va utiliser. Les pixels gris sont autant de sources de bruit situées dans un cercle centré
sur le point de coordonnées(longitude= −70◦, latitude= 0◦) et de rayon 50◦. Le bruit se
propage dans la Terre et est enregistré à la station A (représentée par l’étoile) et à douze autres
stations (numérotées de 1 à 12) situées à 20◦ de A. D’épais traits noirs indiquent les grands
cercles qui relient la station A aux autres stations.

Les signaux qui vont nous intéresser ici sont les corrélations du déplacement vertical en-
registré aux stations 1 à 12 par le déplacement vertical enregistré en A, c’est-à dire la partie
négative des corrélations présentées figure 1.10. En passant ces corrélations dans les temps po-
sitifs et en les dérivant, on obtient la figure 4.2. Sur cette figure, nous voyons que les amplitudes
des corrélations varient beaucoup d’un azimut à l’autre. Ceci est dû à la directivité induite par le
caractère localisé des sources de bruit (voir par exemple Stehlyet al.2006 ou Cupillard & Cap-
deville 2008). Si l’on regarde les spectres des signaux, il est clair que cette directivité dépend
de la fréquence. En effet, d’une corrélation à l’autre, les amplitudes spectrales diffèrent, ce qui
signifie que le flux d’énergie du bruit allant de A vers une station # dépend non seulement de
l’azimut de # par rapport à A mais également de la fréquence. Rappelons-nous que notre but,
ici, est de modéliser les formes d’onde de la figure 4.2, c’est-à-dire de créer une sourceSqui,
placé en A et rayonnant dans les trois dimensions de l’espace, sera capable de nous fournir pour
chaque station # un signal ayant un spectre correct ainsi quela bonne amplitude par rapport
au signal reçu aux autres stations. Pour réaliser cela, une des possibilités consiste à reprendre
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FIG. 4.2 – Représentation graphique des traces à modéliser (gauche). Chacune des traces est
repérée par le numéro de la station dont elle est issue. Les spectres d’amplitude des stations
paires sont par ailleurs représentés (droite).
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l’équation (1.18) établie dans le premier chapitre :

CAX(ω) = Q
∫ RT

0

∫ θA+θ ′

θA−θ ′

∫ φA+φ ′

φA−φ ′
S(r,θ ,φ ,ω)

G[(r,θ ,φ), rrrX,ω]

iω
dr dθ dφ . (4.1)

Dans cette expression, on retrouve la dérivée de la corrélation d’une station X par la station A
en intègrant sur un volume fini autour de A la convolution d’une sourceS(r,θ ,φ ,ω) et de la
fonction de Green correspondanteG[(r,θ ,φ), rrrX,ω]. On a donc à faire à une source étendue à
la fois horizontalement et en profondeur et qui, pour convenir à notre problème, devra irradier
les diagrammes présentés figure 4.3. Chacun de ces diagrammesreprésente l’amplitude d’une
fréquence donnée en fonction de l’azimut par rapport à A. Pour couvrir tous les azimuts, nous
avons procédé à une interpolation linéaire entre les valeurs relevées aux différentes stations.
Apparaît une nouvelle fois la dépendance fréquentielle de la directivité. Cependant, cette dé-
pendance est faible dans l’expérience menée ici et pourraitêtre beaucoup plus forte si une autre
zone de bruit avec une autre bande de fréquence était ajoutéeà la zone déjà existante. Dans
l’avenir, c’est une expérience que nous espérons pouvoir mener.
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FIG. 4.3 – Diagrammes de radiation que devra fournir la sourceS(représentée par l’étoile jaune)
pour modéliser correctement les données. Cinq fréquences sont considérées : 4, 6, 8, 10 et 12
mHz. Pour chaque diagramme, l’amplitude a été normalisée. Cequi est mis en évidence, alors,
est la différence de forme des diagrammes d’une fréquence à une autre.
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4.3 Méthode

4.3.1 Principe

Pour construire la source que nous désirons, nous allons nous inspirer des expériences de
retournement temporel opérées avec des ondes acoustiques par Derodeet al. (2003). Voici ce
que ces auteurs montrent :

Soient deux récepteurs I et J et une source K. Si K émet un signal impulsionnel, la corréla-
tion dans le domaine des temps des enregistrements effectués en I et J peut s’écrire :

CJI(t) = G(rrr I , rrrK, t)⊛G(rrrJ, rrrK,−t), (4.2)

où rrr I (resp.rrrJ, rrrK) est le vecteur position de I (resp J, K),G est la fonction de Green et⊛ est
l’opérateur de convolution. Le second membre de l’équation(4.2) est exactement le résultat que
l’on retrouve en I si K rétropropage un signal impulsionnel venu de J. Ainsi, la corrélation est
équivalente à une expérience de retournement temporel (figure 4.4).

⋆

▽

▽

K

δ(t)

δ(t)

J

I

⇒ G(rJ , rK , t)

⇒ G(rI , rK , t)

⊛

G(rI , rK , t) ⊛ G(rJ , rK ,−t)

⋆▽

⋆

▽

K

δ(t)

G(rJ , rK ,−t)

J

I

FIG. 4.4 – Equivalence entre corrélation et retournement temporel.

Maintenant, imaginons que l’on ait plusieurs sources K qui forment ensemble un contourS
continu et fermé autour des deux récepteurs I et J. Dans ce cas, l’équivalence évoquée ci-dessus
est toujours valable : la correlation des enregistrements en I et en J du champ induit par toutes
les sources K est égale à l’enregistrement en I d’un signal émis par J et rétropropagé par les
sources K. L’avantage, maintenant, est que le résultat de larétropropagation peut être évalué.
En effet, lorsque le signal impulsionnel émis par J se propage partout dans le milieu jusqu’au
contourS (étape 1), le champ reçu en I est la fonction de GreenG(rrrJ, rrr I , t). Le contourSmuni
des sources K permettant un renversement temporel parfait,le signal qui sera enregistré en I lors
de la rétropropagation (étape 2) seraG(rrrJ, rrr I ,−t). A t = 0, le champ rétropropagé refocalise en
J puis rediverge dans les temps positifs (étape3). I enregistre alorsG(rrrJ, rrr I , t). La corrélation
étant égale au résultat de la rétropropagation (i.e. étape 2+ étape 3), on a

CJI(t) = G(rrrJ, rrr I , t)+G(rrrJ, rrr I ,−t). (4.3)
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Avec ce résultat, Derodeet al. (2003) montrent bien que la corrélation de signaux venus de
tous les azimuts permet de retrouver la fonction de Green entre deux points. Dans l’équivalence
qu’ils utilisent, l’étape 2 (rétropropagation jusqu’à refocalistion en J) fournit la partie acausale
de la corrélation tandis que l’étape 3 (redivergence à partir de J du champ rétropropagé) fournit
la partie causale.

Pour créer notre source étendue, nous allons considérer lesétapes 1 et 2 du processus qui
vient d’être décrit. Dans l’étape 1, nous placerons une force impulsionnelle en J et calculerons
numériquement les signaux reçus aux différents points K quicomposent le contourS. Ces si-
gnaux correspondent bien évidemment à des fonctions de Green. Le spectre de chacune de ces
fonctions de Green va alors être modifié afin de rendre compte des particularités du flux de bruit
allant du point J à chaque point K. Dans l’étape 2, les nouveaux signaux ainsi formés seront
rétropropagés jusqu’à refocalisation des ondes en J. Nous obtiendrons alors un petit volume au-
tour de J qui contiendra l’essentiel de l’énergie présente dans le système. Ce volume constituera
la source que nous cherchons et pourra etre utilisé dans un problème direct de type éléments
spectraux (ou autre) comme conditions initiales pour calculer le déplacement en n’importe quel
point I du volumeV contenu dansS. Un tel problème direct est équivalent à l’étape 3 du pro-
cessus décrit par Derodeet al. (2003), si bien que le déplacement calculé correspondra à la
corrélation du bruit enregistré en I par le bruit enregistréen J.

Le principe de la méthode est résumé figure 4.5. Celui-ci ayantété énoncé, il s’agit mainte-
nant de le démontrer rigoureusement, puis de détailler les modalités de sa mise en œuvre.

V

S

⋆J Etape 1 : Propagation d’une impulsion émise
par J. Enregistrement à la surfaceS. Modifica-
tion des spectres des fonctions de Green obte-
nues.

V

S

J b

Etape 2 : Rétropropagation et refocalisation de
l’énergie en J. Obtention d’une source étendue.

V

S

J ⋆

▽
I

Etape 3 : La source étendue est utilisée comme
conditions initiales dans un problème direct vi-
sant à simuler les formes d’onde des corréla-
tions de bruit.

FIG. 4.5 – Schéma résumant la méthode qui va permettre de modéliser les corrélations de bruit.
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4.3.2 Démonstration

Dans cette sous-partie, nous allons commencer par redémontrer le théorème de représenta-
tion. Nous utiliserons ensuite ce théorème pour valider le renversement temporel dans le cadre
de l’élastodynamique.

Théorème de représentation

Soit un milieu élastique de volumeV entouré d’une surfaceS. On notexxx le vecteur position
et on appelleuuu(xxx,ω) le champ de déplacement à la fréquenceω induit par une force volumique
fff (xxx). Soit ggg une autre force volumique à l’origine d’un déplacement que l’on noteravvv. Nous
pouvons alors écrire

−ρω2uuu = div[σσσ(uuu)]+ fff
−ρω2vvv = div[σσσ(vvv)]+ggg

(4.4)

où σσσ est le tenseur des contraintes dont nous rappelons qu’il estlié à un déplacementwww par le
tenseur élastique d’ordre 4CCC tel que

σσσ(www) = CCC : ∇∇∇www. (4.5)

On remarque que

−ρω2
∫

V
(uuu·vvv−vvv·uuu) dxxx = 0 (4.6)

ce qui implique que
∫

V
vvv·div[σσσ(uuu)] dxxx−

∫

V
uuu·div[σσσ(vvv)] dxxx+

∫

V
vvv· fff dxxx−

∫

V
uuu·ggg dxxx = 0. (4.7)

Le théorème de la divergence permet de développer le premierterme :
∫

V
vvv·div[σσσ(uuu)] dxxx =

∫

V
[div(vvv : σσσ(uuu))−∇∇∇vvv : σσσ(uuu)] dxxx (4.8)

=
∮

S
vvv·TTT(uuu) dxxx−

∫

V
∇∇∇vvv : CCC : ∇∇∇uuu dxxx (4.9)

où TTT(uuu) est la traction définie parTi(uuu) = σi j n j = Ci jkl ∂kul n j avecnnn la normale sortante à la
surface S. Cette traction correspond aux conditions aux limites associées au champuuu. Le même
développement pour le deuxième terme donne

∫

V
uuu·div[σσσ(vvv)] =

∮

S
uuu·TTT(vvv) dxxx−

∫

V
∇∇∇uuu : CCC : ∇∇∇vvv dxxx. (4.10)

Or Ci jkl = Ckli j donc
∫

V
∇∇∇vvv : CCC : ∇∇∇uuu dxxx =

∫

V
∇∇∇uuu : CCC : ∇∇∇vvv dxxx (4.11)

si bien que (4.7) devient
∮

S
vvv·TTT(uuu) dxxx−

∮

S
uuu·TTT(vvv) dxxx =

∫

V
uuu·ggg dxxx−

∫

V
vvv· fff dxxx. (4.12)
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L’expression (4.12) est le théorème de Betti. Si on prendgi(xxx) = δ (xxx−yyy)δin, alorsvi(xxx) =
Gin(xxx,yyy) (oùGGG est le tenseur de Green entre les pointsxxx etyyy) et le théorème de Betti conduit au
théorème de représentation (Burridge & Knopoff, 1964) :

un(yyy) =
∫

V
Gin(xxx,yyy) fi(xxx) dxxx (4.13)

+
∮

S
Gin(xxx,yyy)Ti(uuu) dxxx

−
∮

S
ui(xxx) Ci jkl (xxx)∂kGln(xxx,yyy)n j(xxx) dxxx.

Ce théorème fournit de manière très générale, à partir de la fonction de Green du milieu, le
champ déplacement dû à une force volumiquefff pour des conditions aux limites données. Ces
conditions aux limites sont spécifiées dans les deux intégrales de surface. La première fournit
des conditions en traction tandis que la deuxième impose desconditions en déplacement aussi
appelées conditions de Dirichlet.

Renversement temporel

Soit un point deV repéré par son vecteur positionyyy′′′. Rétropropager la fonction de Green
G(xxx,yyy′′′,ω) entre ce point et un pointxxx de la surfaceSconsiste à appliquer àS les conditions en
traction et en déplacement correspondant à la renversée temporelle deG, c’est-à-dire la fonction
de Green conjuguéeG∗. Si aucune force volumique n’est appliquée àV, alors on a

un(yyy) =
∮

S
Gin(xxx,yyy) Ci jkl (xxx)∂kG

∗
lm(xxx,yyy′′′)n j(xxx) dxxx (4.14)

−
∮

S
G∗

im(xxx,yyy′′′) Ci jkl (xxx)∂kGln(xxx,yyy)n j(xxx) dxxx.

En utilisant le théorème de Betti (4.12), on obtient

un(yyy) =
∫

V
G∗

im(xxx,yyy′′′)δinδ (xxx−yyy) dxxx−
∫

V
Gin(xxx,yyy)δimδ (xxx−yyy′′′) dxxx (4.15)

= G∗
nm(yyy,yyy′)−Gmn(yyy

′,yyy) (4.16)

= −2ℑ[Gnm(yyy,yyy′)]. (4.17)

Le passage de (4.16) à (4.17) se fait grâce au théorème de réciprocité, qui lui aussi se
démontre par le théorème de Betti (Aki & Richards, 1980). Au final, on voit que, suite à la
rétropropagation, le déplacement en un pointyyy deV s’exprime comme la partie imaginaire de
la fonction de Green entreyyy et yyy′, ce qui correspond à la corrélation du bruit enyyy et yyy′ dans le
cas idéal, c’est-à-dire lorsque l’équipartition est satisfaite (Sánchez-Sesma & Campillo, 2006;
Sánchez-Sesmaet al., 2006).

Notons ici que des expériences de renversement temporel ontdéjà été menées dans le cas
élastique. Larmatet al. (2006) ont en effet rétropropagé des enregistrements longue-période
du grand séisme de Sumatra (26 décembre 2004) et ont retrouvéavec succès les paramètres
spatio-temporels de la source.
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4.4 Mise en œuvre

Nous allons maintenant appliquer notre méthode au jeu de données présenté en 4.2. La
surfaceSque nous allons utilisée est un cylindre de révolution dont la génératrice est le rayon
terrestre passant par A. La base supérieure deSsera une calotte qui coïncide avec la surface de
la Terre et dont le diamètre est 40◦. La base inférieure sera un disque dont le centre se situe à
une profondeur que nous noteronsDb. Tout cela est schématisé figure 4.6.

b
A 20◦

Db

FIG. 4.6 – Schéma du contour fermé
S(en noir) utilisé dans l’expérience de
renversement temporel. En gris est re-
présentée la surface de la Terre.

4.4.1 Etape 1 : propagation d’une impulsion et renormalisation spectrale

Dans un premier temps, nous calculons le champ de déplacement et la contrainte reçue en
Sà la suite d’une impulsion verticale placée en A. L’ondelette source associée à cette impulsion
est présentée figure 4.7. Le modèle de vitesse considéré est le PREM (figure 2.12) et le calcul
s’effectue grâce à une sommation des modes propres de la Terre (e.g. Woodhouse & Girnius,
1982). L’anélasticité est prise en compte.

0 200 400 600 800 1000

Time (s)
0 5 10 15 20

Frequency (mHz)

FIG. 4.7 – Ondelette source en temps (à gauche) et en fréquence (àdroite) utilisée dans la
première étape.
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Les récepteurs qui discrétisent la surfaceSsont placés uniquement sur la surface latérale du
cylindre. En effet, le flux d’énergie à la surface libre est nul, et Db est pris suffisamment grand
(870 km exactement) pour qu’aucune énergie ne traverse le disque inférieur. Sur la surface laté-
rale, les récepteurs sont répartis sur différentes profondeurs. Ces profondeurs sont définies par
les interfaces du modèle PREM et par les nœuds de Gauss-Lobatto-Legendre correspondant à
l’ordre polynômial qui, dans chaque couche du modèle, sera utilisé par la quadrature (de type
GLL) pour évaluer les intégrales surfaciques de l’équation(4.14) nécessaires à la rétropropaga-
tion au début de l’étape 2. Au final, nous nous retrouvons avec20 profondeurs. A chacune de
ces profondeurs, les récepteurs sont répartis régulièrement, tous les∆α = 2.5◦. Le nombre total
de récepteurs est alors de 2880.

Une fois le déplacement et la traction calculés, il faut opérer une renormalisation spectrale,
c’est-à-dire modifier les spectres d’amplitude des trois composantes du déplacement et des trois
composantes de la traction pour prendre en compte, selon l’azimut du récepteur par rapport au
point A, les caractéristiques spectrales du flux de bruit allant de A au récepteur. Bien entendu,
ces caractéristiques vont être tirées des données. Pour chaque azimut, nous ne disposons que
de la composante verticale du déplacement en surface. Modifier les spectres des déplacements
synthétiques verticaux calculés à la surface ne va donc pas poser de problème. Pour les autres
composantes ainsi que les déplacements en profondeur, noussommes en revanche contraint de
faire une approximation : n’ayant pas de données correspondant à ces signaux, nous applique-
rons les mêmes modifications spectrales que celles effectuées pour le déplacement vertical de
surface tout en conservant les rapports d’amplitude avec cedernier. Nous procéderons de la
même manière en ce qui concerne la traction.

Pour expliquer cela de manière précise, appelonsFk(ω) les caractéristiques spectrales du
flux de bruit, oùk fait référence à l’azimutαk = (k− 1)∆α, 1 ≤ k ≤ m, m étant le nombre
d’azimuts différents (144 ici). Notonsuk, j

i la ièmecomposante du déplacement enregistré au

récepteur d’azimutk et situé à lajèmeprofondeur, 1≤ j ≤ n, avecn le nombre de profondeurs
(20 ici), la nèmeprofondeur étant la plus superficielle. La renormalisationspectrale consiste
alors à remplacer le spectre d’amplitude|uk, j

i (ω)| par le spectreAk, j
i (ω) défini par

Ak, j
i (ω) =

Fk(ω)

|uk,n
3 (ω)|

|uk, j
i (ω)|, (4.18)

oùuk,n
3 est le déplacement vertical à la surface terrestre dans l’azimut k.

Qu’est-ce exactement queFk ? Pour répondre à cette question, limitons-nous à l’étude de
la composante verticale du déplacement à la surface libre. D’après l’équation (4.18), dans un
azimutk donné, cette composante aura comme nouveau spectreAk,n

3 (ω) = Fk(ω). Il nous faut
donc choisirFk tel queFk(ω) = Sk(ω)P(ω), oùSk est le spectre du bruit pour l’azimutk etP le
propagateur choisi pour la simulation (PREM ici). En effet,dans l’étape 2, la rétropropagation
se fera dans le même milieu que celui utilisé dans cette étapesi bien que la source étendue que
l’on obtiendra sera bien celle que nous cherchons :S(ω) ∼ ∑k Sk(ω)P(ω)P−1(ω) ∼ ∑k Sk(ω).
Bien entendu,Fk sera extrait des corrélationsCk, mais le problème est que, si l’on travaille
avec des données réelles, le milieu n’est pas connu (puisque, in fine, c’est lui que nous espé-
rons retrouver via la tomographie) et nous avonsCk(ω) = Sk(ω)P′(ω), oùP′ est le propagateur
correspondant au milieu réel. Passer deCk à Fk va alors nécessiter quelques astuces dont nous
parlerons au chapitre 5. Ici, ces astuces sont inutiles car nous connaissons le milieu dans le-
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quel s’est propagé le bruit : il s’agit de PREM, doncP′(ω) = P(ω) et Fk(ω) = Ck(ω). En ce
qui concerne les azimuts pour lesquels nous n’avons pas de données, nous procéderons à une
interpolation linéaire, comme pour la figure 4.3.

Les figures 4.8 et 4.9 montrent quelques exemples de signaux avant et après renormalisa-
tion. On rappelle que les composantes horizontales du déplacement en surface (i.e.uk,n

1 et uk,n
2 )

ainsi que les trois composantes des déplacements calculés en profondeur ont des spectres qui,
après renormalisation, conservent les amplitudes relatives par rapport au spectre du déplacement
vertical. Cela est visible à la fois sur les figures 4.8 et 4.9 etdans l’équation 4.18.

La rétropropagation de l’étape 2 impliquant également la tractionTTT, celle-ci doit aussi subir
une renormalisation spectrale. Les nouveaux spectresĀ seront construit de la même manière que
les spectresA du déplacement :

Āk, j
i (ω) =

Fk(ω)

|Tk,n
3 (ω)|

|Tk, j
i (ω)|. (4.19)

4.4.2 Etape 2 : renversement temporel et rétropropagation

Dans cette étape, nous commençons par renverser la tractionet le déplacement obtenus dans
l’étape 1. Dans le domaine des fréquences, cela revient à considérer les champs conjuguésTTT∗ et
uuu∗. Ces champs sont ensuite appliqués comme conditions aux limites à la surfaceS. Des ondes
vont alors se propager à l’intérieur du volumeV défini parS jusqu’à refocaliser en A.

Comme nous l’avons déjà dit, les intégrales de surface qui permettent de prendre en compte
les conditions aux limites en traction et en déplacement à lasurfaceS (voir équation (4.13))
vont être évaluées via une quadrature de Gauss-Lobatto-Legendre (voir équation (2.21)). Cela
explique pourquoi, dans chaque couche du modèle de vitesse,nous avons choisi de calculer, à
l’étape 1, le déplacement et la traction aux nœuds de GLL associés à un certain ordre polynô-
mial. Par ailleurs, les fonctions de Green du modèle (PREM) qui interviennent dans l’expression
(4.13) seront calculées par sommation de modes propres. Seul le mode fondamental sera alors
utilisé. En effet, dans le premier chapitre, nous avons vu que les modes harmoniques émer-
geaient des corrélations de bruit avec une amplitude faible. Nous nous permettons donc de les
omettre ici.

Il est important de préciser que le développement théoriquede la sous-section 4.3.2 s’ap-
plique à un milieu non-atténuant. Or il est essentiel pour nous de prendre en compte l’atténuation
car les corrélations ont été générées dans un milieu atténuant. Dans la sommation de modes réa-
lisées pour la rétropropagation, cela se fait aisément en prenant−Q comme facteur de qualité
(Q étant le facteur de qualité du milieu de propagation de l’étape 1).

La figure 4.10 montre différents clichés du champ d’onde rétropropagé. At = 0, l’énergie
se focalise en A et définit un champ de vitesse et un champ de déplacement qui pourront être
utilisés sous forme de conditions initiales comme source dans un problème direct. Quelques
caractéristiques de cette source sont présentées figures 4.11 et 4.12.
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FIG. 4.8 – Valeur du déplacement à quatre profondeurs différentes pour l’azimut 30◦ avant (à
gauche) et après (à droite) renormalisation spectrale. En gris est représenté le déplacement verti-
cal tandis que les composantes horizontales nord-sud et est-ouest sont dessinées respectivement
en tireté et pointillé noir. L’amplitude absolue n’ayant pas de sens dans notre problème, nous
ne donnons pas d’unité à l’axe des ordonnées, l’important étant les amplitudes relatives d’une
trace à l’autre.
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FIG. 4.9 – Valeur du déplacement à quatre profondeurs différentes pour l’azimut−60◦ avant
(à gauche) et après (à droite) renormalisation spectrale. En gris est représenté le déplacement
vertical tandis que les composantes horizontales nord-sudet est-ouest sont dessinées respecti-
vement en tireté et pointillé noir. L’amplitude absolue n’ayant pas de sens dans notre problème,
nous ne donnons pas d’unité à l’axe des ordonnées, l’important étant les amplitudes relatives
d’une trace à l’autre.
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FIG. 4.10 – Différents clichés du champ rétropropagé. C’est la composante verticale du dé-
placement en surface qui est représentée ici. L’étoile indique la station centrale A et les petits
triangles sont les stations en surface utiliséees dans l’étape 1. L’échelle de couleur est donnée
figure 4.11.
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FIG. 4.11 – Composante verticale, dans le plan horizontal et pourdifférentes profondeurs, du
déplacement obtenu à la refocalisation.

4.4.3 Etape 3 : Introduction de la source étendue dans les éléments spec-
traux et simulation des corrélations de bruit

Nous allons maintenant procéder à une simulation éléments spectraux dans laquelle les
champs de vitesse et de déplacement obtenus dans l’étape 2 vont constituer la source qui per-
mettra, selon nos espérances, de retrouver les formes d’onde issus des corrélations de bruit
présentées figure 4.2. Le modèle utilisé sera le PREM, dont nous savons qu’il est le milieu
ayant servi à construire les corrélations. Ainsi, aucune erreur entre les formes d’onde simulées
et les données synthétiques ne sera censée provenir de la structure.

Le morceau de Terre considéré dans la simulation éléments spectraux est dessiné, vu du
dessus, figure 4.13. Sa taille est de 60◦×60◦×1000km. La plus petite longueur d’onde propa-
gée étant d’environ 180 km, nous utilisons des éléments de 2.5◦ de côté et un ordre polynônial
N = 8. Par ailleurs, les fines couches superficielles du modèle PREM nous contraignent à adop-
ter un pas de temps très petit : 0.025 s. Avec de tels paramètres, 1200 s de signal requiert 50
minutes de calcul sur 16 nœuds bi-processeurs Xéon quad-core du nouveau cluster du Service
de Calcul Parallèle de l’IPGP. Bien évidemment, l’utilisation d’un ordre 4 permettrait d’adopter
un pas de temps nettement plus grand, ce qui réduirait considérablement le temps de calcul,
mais nous préférons utiliser un ordre 8 pour nous assurer unebonne convergence.
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FIG. 4.12 – Coupe dans le plan équatorial de la norme du déplacement obtenu à la refocalisation.

Figure 4.14 sont représentés quelques clichés du champ d’onde en train de se propager.
Les résultats de la propagation sont montrés figure 4.15 et 4.16. Sur la figures 4.15, les traces
obtenues avec la SEM et la source étendue sont superposées aux données, sans aucune opération
sur l’amplitude. Nous retrouvons très bien les amplitudes relatives ainsi que la forme d’onde
de toutes les corrélations. Cependant, d’importants décalages de phase sont observés pour les
traces issues des stations 2, 3 et 4, et de leur symétrique respectif par rapport à l’équateur,
c’est-à-dire les stations 10, 9 et 8. Ces décalages sont encore plus flagrants lorsque l’on zoome
sur chacune des formes d’onde (figure 4.16), mais ils n’ont rien de surprenant. En effet, les
corrélations concernées proviennent de paires de stationspour lesquelles aucune source de bruit
ne se trouve sur le grand cercle reliant les stations en question (voir figure 4.1). Comme nous
l’avons vu dans le chapitre 1, les signaux issus de telles paires présentent des temps d’arrivée
qui ne correspondent pas aux temps de trajet ballistiques d’une onde qui irait d’une station à
l’autre. Dans l’expérience que nous menons, nous ne pouvonsbien évidemment pas espérer
retrouver ces temps d’arrivée "anormaux". Cela n’aurait par ailleurs qu’un faible intérêt car ce
type de données n’apparaît quasiment jamais dans les corrélations effectuées avec du bruit réel
(Stehlyet al., 2007).

Les formes d’onde que notre simulation parvient à modélisercorrectement ne sont pas par-
faites. Pour les corrélations issues des stations 5, 6 et 7, dont l’amplitude est faible, le signal
émerge mais un bruit de fond non négligeable subsiste qui explique les différences entre le ré-
sultat de la modélisation et les données synthétiques. Quant aux signaux des stations 1, 11 et 12,
les différences observées peuvent provenir de modes harmoniques ayant une petite contribution
dans la forme d’onde de la corrélation, contribution que nous ne prenons pas en compte puisque
seul le mode fondamental a été rétropropagé pour former la source virtuelle étendue. Nous re-
marquons d’ailleurs ici qu’une des caractéristiques de cette source est qu’elle ne propage qu’une
onde de surface, ce qui est tout à fait original.
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FIG. 4.13 – Vue du dessus du
morceau de Terre utilisé pour
la simulation éléments spectraux.
Horizontalement, le morceau a
une taille de 60◦×60◦ et est dé-
composé en éléments de 2.5◦ ×
2.5◦. Les éléments grisés in-
diquent les PML, l’étoile repré-
sente la station A (qui est aussi le
centre de la source étendue) et les
triangles sont les récepteurs.

4.5 Conclusion

Nous avons réussi à créer une source virtuelle capable de générer un champ anisotrope,
c’est-à-dire une source qui irradie des amplitudes spectrales spécifiques pour chaque azimut.
Ces amplitudes correspondent au flux de bruit sismique qui traverse la station centrale A où
est appliquée la source et qui se retrouve dans les corrélations entre le bruit enregistré à cette
station centrale et le bruit enregistré à différentes stations en différents azimuts autour de A.
Notons que les corrélations avec A de deux stations distinctes mais qui ont le même azimut par
rapport à A ne vont pas nécessairement "voir" le même flux de bruit (leurs zones anti-Fresnel
étant différentes), si bien qu’une source virtuelle donnéene sera valable que pour une certaine
couronne autour de A.

Comme les tenseurs de moment sismique pour les séismes, les sources étendues que nous
venons d’introduire peuvent être utilisées dans un problème direct pour modéliser les formes
d’onde des nouvelles données que sont les corrélations de bruit sismique. Ainsi, l’étude tomo-
graphique des structures géologiques impliquées dans ces corrélations ne semble pas devoir se
limiter aux temps d’arrivée. Grâce aux sources présentées et à la méthode des éléments spec-
traux, une utilisation de l’amplitude semble possible pourétudier la structure tridimensionnele
de la Terre. Dans le chapitre suivant, nous tentons de construire une source virtuelle pour mo-
déliser des données réelles. Le problème direct éléments spectraux se fera alors avec RegSEM
qui, comme dans ce chapitre, ne souffre pas de l’absence de laCMB car seule une onde de
surface est propagée, les ondes de volume n’étant pas retrouvées dans les corrélations.
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Chapitre 5

Simulation éléments spectraux de formes
d’onde obtenues par corrélation de bruit
sismique réel

La méthode décrite dans le précédent chapitre doit maintenant être testée avec des données
réelles. Nous présentons ici les premiers résultats d’une simulation censée modéliser la forme
d’onde de corrélations issues des nombreuses stations sismologiques qui couvrent le sol euro-
péen. Après avoir présenté le jeu de données que nous souhaitons simuler, nous nous attacherons
à mettre en lumière les principales contraintes que pose le bruit sismique réel vis-à-vis de l’ap-
plication de notre méthode. Grâce à quelques hypothèses, nous passerons outre ces contraintes
et mettrons en œuvre notre simulation.

Une difficulté importante sera de séparer, dans les spectresdes corrélations, ce qui relève
du bruit de ce qui provient de la structure 3D du milieu de propagation. L’idée, alors, sera de
construire pour quelques stations "centrales" proches les unes des autres des diagrammes indi-
quant, en fonction de l’azimut, l’amplitude spectrale observée dans les corrélations de chacune
des stations centrales avec le reste du réseau. Les diagrammes ainsi construits seront ensuite
sommés pour n’en former qu’un seul dans lequel ne restera queles amplitudes spectrales in-
duites par le bruit. Autrement dit, nous supposerons que :

- les effets de propagation 3D sont locaux.
- Les sources de bruit sont suffisamment loin pour que les stations centrales voient toutes

le même flux de bruit, la surface définie par les stations étantalors considérée comme
ponctuelle par rapport à la distance qui sépare cette surface des sources de bruit.

5.1 Le jeu de données

5.1.1 Présentation

Avec la Californie et le Japon, l’Europe est une des régions les plus instrumentées du
monde. Le grand nombre de stations sismologiques dont sa surface est pourvue rend favorable
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l’étude de sa structure interne, que ce soit par l’intermédiaire de séismes (voir par exemple Ma-
roneet al.2004 et les références qui y sont citées) ou grâce à des corrélations de bruit sismique
(Yang et al., 2007). Récemment, Stehlyet al. (2008) ont utilisés de telles corrélations pour
imager la structure crustale des Alpes. Ces auteurs obtiennent en particulier une topographie
détaillée du Moho dans cette région. Le jeu de données qu’ilsont construit pour cela va nous
fournir les formes d’onde que nous allons tenter de modéliser.

Stehlyet al. (2008) emploient 12 000 trajets reliant une à une les 150 stations large-bande
du réseau présenté figure 5.1. A chaque trajet correspondentcinq corrélations : une entre les
composantes verticales de chaque station, une entre les composantes radiales, deux entre les
composantes radiales et verticales, et une entre les composantes transverses. Le bruit considéré
a été enregistré entre octobre 2004 et octobre 2005 et est blanchi entre 5 et 150 s de période avant
d’être corrélé. Calculées tout d’abord sur des enregistrements de 24 heures, les corrélations
sont ensuite sommées selon le nombre de jours disponibles. Parmi toutes les formes d’onde
ainsi obtenues, celles qui vont nous intéresser sont cellesqui mettent en jeu la station AIGLE
(représentée par une étoile sur la figure 5.1). Cette station se trouve en Suisse, dans la partie la
plus dense du réseau, et fournit souvent de bonnes corrélations car beaucoup de jours peuvent en
général être sommés. Dans le cadre de la présente étude, seules les corrélations des composantes
verticales seront considérées.
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FIG. 5.1 – Carte montrant
la localisation des stations
à l’origine du jeu de don-
nées qui va nous intéres-
ser. L’étoile indique la sta-
tion AIGLE.

Quatre bandes de fréquence vont être systématiquement analysées dans la suite de ce tra-
vail : 5 s - 10 s, 10 s - 20 s, 20 s - 40 s et 40 s - 80 s. Il est très fréquent de distinguer ces quatre
bandes lorsque l’on étudie les corrélations de bruit sismique (Stehlyet al., 2006, 2007). Les
deux premières bandes correspondent au bruit microsismique et contiennent chacune un pic
d’amplitude, l’un à 14 s, l’autre à 7 s (Longuet-Higgins, 1950; Friedrichet al., 1998; Stehly
et al., 2006; Kedaret al., 2007). Le pic à 14 s est associé à la microsismicité primairequi ré-
sulte des ondes infragravitaires générées par les tempêtesdans les océans. Ces ondes dépendent
des conditions météorologiques et leur enregistrement présente donc d’importantes variations
saisonnières. En revanche, la microsimicité secondaire, dominée par le pic à 7 s, provient de



5.1 Le jeu de données 111

l’interaction non-linéaire des vagues au niveau des côtes et est considérée, dans l’état actuel
des connaissances, comme relativement constante dans le temps. Entre 20 et 40 s, l’énergie du
bruit est plus faible et les mécanismes qui en sont à l’origine sont similaires à ceux qui donnent
naissance aux signaux observés entre 10 et 20 s (Stehlyet al., 2006). Au-dessus de 40 s et jus-
qu’à 80 s, l’énergie est encore plus faible. Notons que, au-delà de 80 s, le bruit enregistré à la
surface du globe voit généralement son amplitude augmenter. Ce bruit est appelé "hum" et peut
atteindre les 500 s de période (voir par exemple Rhie & Romanowicz 2004 ou Nishida & Fukao
2007 et les références qui y sont citées). Bien qu’énergétique, ces périodes permettent difficile-
ment d’obtenir un signal sur les corrélations. Elles nécessitent en effet des enregistrements de
bruit très longs, souvent supérieurs à une année.

Les figures 5.2, 5.3, 5.4 et 5.5 montrent, pour les quatre bandes de fréquence que l’on vient
de mentionner, les corrélations réalisées avec plus de centjours sommés entre AIGLE et les
autres stations du réseaux. Il s’agit de corrélations de vitesses. Au-dessous de cent jours, les
signaux sortent trop faiblement du bruit pour être exploités. Au final, nous disposons de 119
traces dont la partie positive correspond au bruit allant deAIGLE aux autres stations et dont
la partie négative, à l’inverse, est dû au bruit allant des différentes stations vers AIGLE. Les
sources de bruit étant localisées dans l’espace, le flux de bruit est anisotrope et implique une di-
symétrie entre la partie négative et la partie positive de chaque corrélation (Stehlyet al., 2006).
Par ailleurs, le signal se fait de plus en plus ténu à mesure que la distance à AIGLE croît, ce
qui est tout à fait normal puisque la partie cohérente du bruit qui va d’une station à une autre
et qui permet la reconstruction du signal s’amenuise quand la distance entre les stations aug-
mente. Les figures 5.6 et 5.7 montrent les signaux issus de récepteurs qui, par rapport à AIGLE,
sont situés entre 200 et 300 km et entre 800 et 1200 km respectivement. A haute fréquence, le
rapport signal-sur-bruit est clairement plus élevé pour lapremière couronne. A basse fréquence,
la différence se fait moins nette, le rapport signal-sur-bruit de la deuxième couronne devenant
satisfaisant et les longueurs d’onde devenant telles que ladistinction entre les parties positives
et négatives des corrélations situées dans la couronne 200 km - 300 km s’avère difficile.

Contrairement aux signaux des figures montrant toute la gammedes distances à AIGLE,
les traces des figures 5.6 et 5.7 n’ont pas été normalisées. Seule une division par le nombre
de jours sommés a été effectuée, si bien qu’apparaissent, dans chacune des deux figures, les
amplitudes relatives. Si ces amplitudes sont bien évidemment dûes en partie à la structure 3D
du milieu de propagation ainsi qu’à l’atténuation à la fois intrinsèque et géométrique (Cupillard
& Capdeville, 2008), c’est essentiellement le flux de bruit qui les contrôle. En effet, au sein
d’une même couronne, les variations d’amplitude dûes à l’atténuation sont faibles, et l’on peut
raisonnablement penser qu’il en est de même pour la structure (à moins d’un effet local très fort
peu probable aux fréquences considérées ici). On constate alors une nouvelle fois l’anisotropie
du flux de bruit, non seulement par la disymétrie entre les parties positive et négative de chaque
trace, mais également par la différence d’amplitude que l’on observe entre les différentes parties
positives. Celles-ci correspondent en effet au flux qui traverse la station AIGLE selon différents
azimuts. Bien que ces azimuts ne soient pas précisés ici (ilsle seront plus tard), on sait que les
stations ne se trouvent pas toutes dans le même azimut par rapport à A, et l’on constate alors
que l’énergie du flux de bruit est différente d’un azimut à l’autre.

Cette anisotropie est dûe à la répartition non homogène des sources de bruit dans l’espace.
Cette répartition varie dans le temps (à tout le moins pour certaines fréquences, typiquement
10 s - 20 s), et dans la suite de ce travail nous supposerons quel’ensemble du réseau "voit" la
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même variation temporelle. Autrement dit, nous supposerons que toutes les corrélations sont
issues du même nombre de jours sommés et surtout des mêmes jours sommés. Cela est extrè-
mement important pour éviter, par exemple, qu’une station ne fournisse que du bruit enregistré
pendant l’hiver alors qu’une station voisine n’aura enregistré qu’un bruit estival. En effet, ces
stations donneraient, pour le même azimut, des amplitudes très différentes, ce qui serait haute-
ment problématique pour notre simulation. Malheureusement, le nombre de jours sommés dans
le jeu de données varient de 100 à plus de 300 et vérifie donc très mal l’hypothèse. En ce sens,
les résultats que nous allons présenter peuvent être qualifiés de préliminaires, et il serait bon,
à l’avenir, d’envisager une simulation avec un jeu de données tout aussi dense en espace mais
plus homogène en temps.

5.1.2 Analyse

La méthode que nous souhaitons mettre en œuvre doit permettre de simuler les corrélations
du bruit enregistré aux différentes stations du réseau par le bruit enregistré à AIGLE, c’est-à-dire
les parties positives des signaux présentés jusqu’ici. Nous nous proposons d’analyser un peu
plus en détails les amplitudes de ces signaux en traçant des diagrammes polaires représentant
les amplitudes en question en fonction de l’azimut par rapport à AIGLE de chaque station
(figures 5.8, 5.9, 5.10 et 5.11). Pour garder un nombre suffisant de données tout en assurant
une large couverture azimutale des sources de bruit et éviter ainsi les faibles rapports signal-
sur-bruit et les temps d’arrivée incorrects, nous restreignons le jeu de données aux corrélations
construites avec plus de 160 jours. Nous éliminons également les récepteurs trop proches de
AIGLE (< 100 km).

Pour élaborer la figure 5.8 (resp. 5.9, 5.10 et 5.11), nous avons calculé l’intégrale du spectre
de chaque signal entre 5 et 10 s (resp. 10 et 20 s, 20 et 40 s, et 40et 80 s). Nous avons ensuite
défini neuf couronnes telles que, pour chaque couronne, les variations d’amplitude causées par
l’atténuation intrinsèque et l’atténuation géométrique soient petites devant les variations d’am-
plitude dûe à l’anisotropie du flux de bruit. Dans les points ainsi obtenus, nous avons fait passer
une gaussienne de largeur à mi-hauteurH. Pour chacune des couronnes, cela permet de définir
des valeurs pour les azimuts non-échantillonnés et de déterminer une valeur moyenne pour les
azimuts où l’on a plusieurs données. Dans le cadre de l’hypothèse posée dans la section précé-
dente (i.e. toutes les corrélations sont construites avec les mêmes jours), ce type de moyenne
est supposée atténuer l’effet de la structure au profit de l’effet du flux de bruit. Le paramètre
H doit être choisi en fonction du taux de variation azimutale de ce flux. Notre connaissance
des sources de bruit est encore très pauvre et le taux en question est extrèmement mal connu.
D’après les résultats de Friedrichet al.(1998) et de Stehlyet al.(2006), nous prenonsH = 20◦.
Nous obtenons alors des diagrammes polaires censés montrerl’influence du flux de bruit sur les
amplitudes des corrélations. Les losanges qui apparaissent sur ces diagrammes correspondent
aux points de mesure après passage de la gaussienne. Nous avons fait cela pour que les figures
soient les plus lisibles possible. Plus tard, d’autres figures montreront les points de mesure avant
passage de la gaussienne et nous verrons alors qu’ils sont tous, à quelques exceptions près, très
proches de la courbe issue du lissage gaussien.

Bien que nombre d’azimuts demeurent sans valeur (car nous avons volontairement ignoré
les zones où deux stations consécutives sont éloignées de plus de 50◦), il apparaît clairement
sur la figure 5.8 que les amplitudes des stations situées au sud-est de AIGLE sont beaucoup
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FIG. 5.2 – Corrélations filtrées entre 5 et 10 s du bruit vertical enregistré à la station AIGLE
avec le bruit enregistré aux autres stations du réseau.
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avec le bruit enregistré aux autres stations du réseau.
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FIG. 5.4 – Corrélations filtrées entre 20 et 40 s du bruit vertical enregistré à la station AIGLE
avec le bruit enregistré aux autres stations du réseau.
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et 300 km.
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FIG. 5.7 – Corrélations issues des stations situées à une distance de AIGLE comprise entre 800
et 1200 km.
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plus importantes qu’ailleurs. Cette tendance est nette pourles cinq premières couronnes, c’est-
à-dire pour les stations situées entre 100 et 600 km de AIGLE.Cela indique que le bruit vient
essentiellement du nord-ouest. Pour la sixième couronne (en rose), la tendance est moindre et
finit par complètement disparaître dans la septième couronne (en jaune). Les amplitudes de cette
dernière sont maximales dans l’azimut 60◦. Pour les couronnes qui correspondent aux stations
plus éloignées, le signal est très faible et les amplitudes observées sont quasiment celles du bruit
qui règne sur les corrélations. Cette analyse montre qu’entre 5 et 10 s de période, le flux de bruit
anisotrope qui intervient dans les corrélations de la couronnne 100 - 600 km reste inchangé,
au moins au premier ordre. Au-delà de 600 km, les zones anti-Fresnel mises en jeu ne sont
plus les mêmes si bien que l’amplitude spectrale de chaque azimut change. Notre méthode ne
permettant pas la prise en compte de ces changements, nous nous limiterons à la simulation des
formes d’onde issues des cinq premières couronnes.

Entre 10 et 20 s (figure 5.9), les amplitudes des stations situées au sud-est sont toujours
élevées, mais un bruit encore plus fort semble maintenant venir du nord. Cela est très net pour
les couronnes 100 - 150 km et 150 - 200 km. Pour les stations entre 200 et 600 km, l’effet est
moins évident mais il est difficile de le discuter en raison dufaible nombre de récepteurs au sud
de AIGLE. Enfin, à partir de la couronne 600 - 800 km, la forme dudiagramme change radica-
lement, un bruit venant de l’est semblant prendre le dessus.Les mêmes observations peuvent
être faites pour la bande de fréquence 20 s - 40 s (figure 5.10),la principale différence étant
les faibles amplitudes que l’on observe désormais au sud-est. Ainsi constatons-nous, comme à
haute fréquence, que les diagrammes des cinq premières couronnes sont à peu près les mêmes.
Ils peuvent changer d’une fréquence à l’autre, cela ne constitue pas un problème pour notre
simulation. Nous espérons donc toujours pouvoir modéliserles formes d’onde issues de ces
couronnes.

Que les zones anti-Fresnel varient rapidement avec la distance inter-stations ou que la va-
riation temporelle des sources de bruit soit telle que l’hypothèse des mêmes jours sommés ne
tienne plus du tout, force est de constater que les diagrammes obtenus pour la bande de fré-
quence 40 s - 80 s diffèrent grandement d’une couronne à l’autre (figure 5.11). Dans ces condi-
tions, nous abandonnons l’idée de simuler les formes d’ondepour cette bande de fréquence.

5.2 Mise en œuvre de la simulation

5.2.1 Etape 1 : propagation d’une impulsion et renormalisation spectrale

Comme au chapitre 4, la surfaceSsur laquelle nous allons calculer la réponse d’un certain
milieu à une impulsion placée à la station centrale puis renormaliser les spectres pour enfin ré-
tropropager le champ adjoint sera un cylindre dont la base supérieure coïncidera avec la surface
de la Terre et dont la génératrice sera le rayon terrestre passant par la station centrale AIGLE.
Puisque nous souhaitons simuler les signaux de la couronne 100 - 600 km, il est naturel de
choisir le rayon du cylindre dans cet intervalle. Nous prendrons alors un rayon de 175 km car
beaucoup de données sont disponibles à cette distance, ce qui facilitera la renormalisation. Par
ailleurs, nous choisirons la profondeur de la base inférieure en fonction de la plus grande période
(40 s ici). Ainsi prendrons-nous 200 km.
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FIG. 5.8 – Amplitude spectrale des corrélations de bruit en fonction de l’azimut par rapport à la
station centrale AIGLE (étoile rouge). La bande de fréquence considérée ici est 5 s - 10 s.
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FIG. 5.9 – Amplitude spectrale des corrélations de bruit en fonction de l’azimut par rapport à la
station centrale AIGLE (étoile rouge). La bande de fréquence considérée ici est 10 s - 20 s.
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FIG. 5.10 – Amplitude spectrale des corrélations de bruit en fonction de l’azimut par rapport à
la station centrale AIGLE (étoile rouge). La bande de fréquence considérée ici est 20 s - 40 s.
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FIG. 5.11 – Amplitude spectrale des corrélations de bruit en fonction de l’azimut par rapport à
la station centrale AIGLE (étoile rouge). La bande de fréquence considérée ici est 40 s - 80 s.
A ces fréquences, les parties positive et négative des signaux de la couronne 100 - 150 km ne
peuvent se distinguer. Nous ne dessinons donc pas les résultats de cette couronne.
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La principale difficulté de l’étape 1, et plus généralement de l’application de notre méthode
à des données réelles, est la construction deFk. Introduite au chapitre 4,Fk est la fonction
qui fournit à chaque azimutk le spectre correspondant au flux de bruit qui intervient dansles
corrélationsCk. Cette fonction est indispensable à la renormalisation des spectres des fonctions
de Green calculées surS (voir équations 4.18 et 4.19). Pour la déterminer, nous allons bien
sûr utiliser les données. Le problème est que les amplitudesspectrales de celles-ci contiennent
non seulement le flux de bruit mais également les effets de la structure 3D. Pour éliminer ces
effets, nous allons procéder à une moyenne qui s’effectueraen deux temps. Dans un premier
temps, nous calculerons les spectres des corrélations provenant de stations proches du cylindre
S et lisserons les amplitudes de chaque fréquence par une gaussienne qui décrira tous les azi-
muts. Comme dans la section précédente, cela permettra de définir des valeurs pour les azimuts
non-échantillonnés et de moyenner les effets de la structure 3D pour les azimuts où plusieurs
mesures sont disponibles. Dans un deuxième temps, nous referons le même lissage, mais cette
fois-ci sur d’autres jeux de données dont les stations centrales ne seront pas AIGLE mais des
stations toutes proches pour lesquelles nous supposerons que le bruit est le même que celui
qui traverse AIGLE. Nous sommerons alors toutes les courbesobtenues et retrouverons, pour
chaque azimut, les amplitudes spectrales du flux de bruit propagé dans un modèle moyen que
nous espérons proche du modèle que nous utiliserons dans noscalculs numériques, à savoir
PREM.

Figure 5.12 sont présentées les intégrales sur différentesbandes de fréquence des spectres
issus du lissage gaussien des stations situées dans la couronne 150 - 200 km autour de AIGLE.
Les losanges indiquent la valeur des intégrales réalisées sur le spectre des données avant passage
de la gaussienne. La plupart de ces losanges est proche de la courbe, l’écart provenant essentiel-
lement de la structure 3D que nous éliminons en partie par la gaussienne. Lorsque les écarts sont
importants, c’est que l’hypothèse des mêmes jours sommés pour toutes les corrélations n’est pas
satisfaite. Cela constitue, rappelons-le, l’une des principales limites de la présente application.

Les figures 5.13. 5.14, 5.15, 5.16 et 5.17 sont identiques à lafigure 5.12 mais concernent
d’autres stations proches de AIGLE. Il s’agit des stations DIX, EMV, MMK, RSL et SENIN
dont la localisation est précisée sur la carte 5.18. On constate bienheureusement que, pour
chaque fréquence, l’allure des diagrammes se ressemble d’une station à l’autre. Entre 5 et 10 s
de période, le bruit dominant vient de l’ouest et du nord-ouest tandis qu’à plus basse fréquence,
le bruit semble davantage venir du nord, ce qui est en bon accord avec les résultats de Friedrich
et al. (1998) et de Stehlyet al. (2006).

La somme des diagrammes obtenus pour les différentes stations nous procure la figure
5.19 qui n’est autre que l’intégrale sur différentes bandesde fréquence de la fonctionFk que
nous allons utiliser. Sur cette dernière figure ont été tracées les valeurs relatives aux zones pour
lesquelles aucune donnée n’est disponible (i.e. l’ouest etle sud-est). Ces valeurs ont été déter-
minées par simple interpolation linéaire, et rien ne garantit qu’elles représentent correctement
l’énergie du flux de bruit. Nous les utiliserons malgré tout dans notre renormalisation. Celle-
ci se fera sur les trois composantes du déplacement et sur lestrois composantes de la traction
calculées dans 144 azimuts et 19 profondeurs, soient 2736 points. Notons que les données sont
des corrélations de vitesses homogènes à des vitesses si bien que notreFk sera divisé par la
pulsationω afin de bien correspondre au spectre d’un déplacement.
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FIG. 5.12 – Amplitude spectrale de la couronne 150 - 200 km centrésur AIGLE (étoile).
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FIG. 5.13 – Amplitude spectrale de la couronne 150 - 200 km centrésur DIX (étoile).
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FIG. 5.14 – Amplitude spectrale de la couronne 150 - 200 km centrésur EMV (étoile).
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FIG. 5.15 – Amplitude spectrale de la couronne 150 - 200 km centrésur MMK (étoile).
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FIG. 5.16 – Amplitude spectrale de la couronne 150 - 200 km centrésur RSL (étoile).
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FIG. 5.17 – Amplitude spectrale de la couronne 150 - 200 km centrésur SENIN (étoile).
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FIG. 5.18 – Carte montrant la position
des stations utilisées pour construire
Fk.
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FIG. 5.19 – Diagramme représentant l’intégrale deFk sur différentes bandes de fréquence en
fonction de l’azimutk. L’étoile représente l’origine du repère polaire.
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5.2.2 Etape 2 : rétropropagation

Dans cette étape, nous procédons comme au chapitre 4 pour rétropropager les champs
conjugués de la traction et du déplacement calculés et renormalisés à la surfaceSdans la pre-
mière étape. A 5 s de période, la sommation de modes propres utilisée pour déterminer les
fonctions de Green du milieu nécessite un coût de calcul extrèmement important. Pour cette
première application, nous nous limiterons donc aux périodes supérieures ou égales à 10 s. Sur
18 nœuds quad-core Xéon, 36 heures de calcul sont alors nécessaires. Pour prendre en compte
de plus hautes fréquences, les éléments spectraux constituent une solution idéale, car alors le
coût de calcul ne dépend pas du nombre de points censés décrire le champ rétropropagé dans
le volumeV. Etant donnée l’énergie du bruit entre 5 et 10 s et la qualité des données que cela
implique, cette solution devra impérativement être envisagée dans l’avenir.

5.2.3 Etape 3 : simulation directe des corrélations de bruit par la méthode
des éléments spectraux

A l’issue de l’étape 2, le champ rétropropagé refocalise à lastation AIGLE et donne la
source étendue que nous allons maintenant utiliser pour simuler les formes d’onde des corré-
lations de bruit issues des stations situées dans un rayon de500 km autour de AIGLE. Deux
simulations sont mises en œuvre, l’une dans le modèle PREM etl’autre dans le modèle CUB
(Shapiro & Ritzwoller, 2002) modifié de la manière décrite dans le chapitre 3. Connaissant les
caractéristiques de ces modèles, nous savons que les résultats que nous obtiendrons n’ajusteront
probablement pas très bien les données. Nous espérons cependant montrer que le modèle 3D
donne de meilleures formes d’onde que le modèle 1D, comme dans le cas des séismes simulés
au chapitre 3. En effet, entre 20 et 40 s de période, nous avonsvu que PREM est incapable
de fournir des traces correctes tandis que le modèle dérivé de CUB peut parfois bien ajuster
les données. Au-dessous de 20 s, nous sortons complètement du domaine de période utilisé
dans la construction de CUB, mais ce dernier devrait tout de même continuer à nous donner de
meilleures traces.

Les figures 5.20 et 5.21 montrent différents clichés du champd’onde se propageant à la sur-
face de la Terre respectivement dans PREM et dans CUB. L’échelle de couleur étant identique
pour les deux figures, nous voyons sans surprise que le champ n’est pas le même d’un modèle
à l’autre. On note en particulier que le front d’onde se propage plus lentement et est plus atté-
nué dans le modèle 3D. Par ailleurs, àt = 100s, les fortes amplitudes apparaîssent clairement
déformées par le système alpin présent dans CUB alors que le front d’onde reste bien régulier
dans PREM.

Les signaux reçus aux différentes stations du réseau sont présentés figures 5.22 et 5.23. Sur
ces figures, les traces sont disposées selon la distance qui les séparent de la station AIGLE.
Nous nous sommes permis de modifier légèrement ces distancesafin d’espacer régulièrement
les signaux et de les rendre ainsi tous bien visibles. Les résultats de la figure 5.22 correspondent
aux formes d’onde filtrées entre 10 et 20 s tandis que la figure 5.23 montrent ces mêmes formes
d’ondes entre 20 et 40 s. Au sein de chaque colonne, les amplitudes relatives sont conservées,
ce qui n’est pas le cas d’une colonne à l’autre.
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FIG. 5.23 – Comparaison des résultats de la simulation éléments spectraux dans PREM (en
vert) et dans CUB (en rouge) avec les données (en noir). Les périodes des signaux présentés
sont comprises entre 20 et 40 s.
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En attendant une analyse plus approfondie des résultats, l’important dans un premier temps
est de remarquer que, comme nous l’espérions, le modèle 3D ajuste mieux les données que ne
le fait PREM. Cela est plus évident entre 10 et 20 s qu’entre 20 et 40 s. En effet, pour la pre-
mière bande de fréquence, il n’est pas rare que certains signaux soient très bien reproduits par
la simulation dans le modèle CUB, ce qui n’est jamais le cas pour PREM. Pour la deuxième
bande de fréquence, les signaux provenant de CUB sont certes souvent mieux que ceux issus
de PREM, mais aucune donnée n’est vraiment bien modélisée. De manière générale, l’ajuste-
ment se dégrade quand la distance à AIGLE augmente, ce qui peut s’expliquer par le fait que
nous avons utilisé des stations proches de AIGLE pour la renormalisation spectrale de l’étape 1.
Cependant, il faudrait mener une analyse des résultats azimut par azimut pour voir si la dégra-
dation en question n’est pas plutôt due à certaines régions pour lesquelles le modèle de vitesse
ne serait pas bon.

5.3 Conclusion

En appliquant le processus présenté dans le quatrième chapitre, nous avons réussi à simuler
la forme d’onde de corrélations de bruit sismique réel par laméthode des éléments spectraux.
Pour réaliser cette simulation, un certain nombre d’hypothèses a été formulé. Nous avons no-
tamment supposé, afin d’extraire des données les amplitudesspectrales induites par le flux de
bruit tout en éliminant les effets 3D de la structure, que la station centrale AIGLE était suffisam-
ment éloignée des sources de bruit et que les effets 3D étaient locaux. Si la première hypothèse
est difficile à vérifier (la structure étant précisément ce que l’on cherche), nul doute que la
deuxième hypothèse pourrait être validée ou au contraire rejetée par une plus grande connais-
sance des mécanismes et de la localisation des sources de bruit. Cette connaissance permettrait
également de mieux choisir le largeurH de la gaussienne utilisée pour le lissage azimutal des
amplitudes spectrales.

A bien des égards, les résultats de cette première modélisation de données de bruit peuvent
être qualifiés de préliminaires. En effet, les conditions dans lesquelles nous les avons obtenus
sont loins d’être optimales, et quelques changements permettraient de les améliorer grandement.
Il faudrait en particulier employer un jeu de données le plushomogène possible en temps, c’est-
à-dire considérer des corrélations formées avec les mêmes jours de bruit afin d’éviter que la
variation temporelle de la position des sources de bruit ne crée une anisotropie artificielle. De
plus, il serait bon d’utiliser des modèles de Terre mieux adaptés aux longueurs d’onde mises en
jeu dans le problème. CUB pourrait servir de modèle moyen dansles étapes 1 et 2 du proces-
sus, et un modèle régional plus fin que les modèles globaux quenous avons employés jusqu’ici
devrait être utilisé dans les éléments spectraux pour garantir un ajustement correct des synthé-
tiques avec les données.
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Dans ce travail de thèse, nous avons tenté de rapprocher deuxavancées majeures de ces
dix dernières années en sismologie. Notre but a été, en effet, de simuler la forme d’onde des
corrélations de bruit sismique en utilisant la méthode des éléments spectraux (SEM).

La SEM est un outil numérique très puissant qui permet de modéliser la propagation des
ondes sismiques dans des modèles de Terre réalistes. Dans leprésent manuscrit, nous avons
présenté un programme qui utilise efficacement cette méthode pour calculer des sismogrammes
synthétiques à l’échelle régionale. Le programme en question a été validé puis employé pour
simuler la propagation des ondes émises par deux séismes différents, l’un ayant eu lieu en
Roumanie et l’autre en Autriche. Les traces obtenues dans unmodèle 3D de l’Europe montrent
un bel accord avec les données, mais d’importantes différences apparaissent parfois et révèlent
que de gros progrès sont encore à faire, à la fois dans la résolution des modèles de Terre et dans
les techniques numériques. Dans la SEM, la principale limitation vient du difficile maillage et
de l’énorme coût de calcul que requièrent les fines et nombreuses interfaces présentes dans la
croûte. A l’avenir, espérons que les techniques d’homogénéisation récemment introduites en
sismologie (Capdeville & Marigo, 2007a,b) se développerontpour permettre de passer outre
ces limitations.

Notre programme éléments spectraux a été utilisé pour simuler les formes d’onde obtenues
à partir de corrélations de bruit sismique. Avant de mettre en œuvre cette simulation, il nous
a été nécessaire d’étudier un peu plus en détails les caractéristiques de telles formes d’onde.
Grâce à une approche numérique, nous avons pu répondre à un certain nombre de questions
concernant l’amplitude des corrélations. Nous avons en particulier regardé le comportement de
cette amplitude dans un milieu atténuant et observé ses variations dans le cas d’une distribution
non uniforme des sources de bruit. Des corrélations construites à partir d’un bruit blanchi ou
binarisé ont également été étudiées. Après cela, nous avonsélaboré une méthode pour créer une
source qui, placée en une station et se propageant grâce à la SEM dans un milieu donné, permet
de retrouver les corrélations de bruit effectuées entre cette station dite centrale et les autres
stations d’un réseau. Cette source n’est pas ponctuelle et contient les caractéristiques spectrales
du flux de bruit qui traverse la station centrale dans tous lesazimuts et que l’on retrouve dans les
corrélations. C’est essentiellement la théorie du renversement temporel (Draeger & Fink, 1999;
Derodeet al., 2003) qui permet la construction d’une telle source.

Une première application de notre méthode a été tentée sur des données réelles. Pour ex-
traire des corrélations les caractéristiques spectrales du flux de bruit, il nous a fallu émettre
quelques hypothèses qu’une meilleure connaissance des sources de bruit permettrait de mieux
contraindre. Depuis quelques années, de nombreux chercheurs élargissent considérablement
cette connaissance en étudiant les mécanismes et la localisation de ces sources (par exemple
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Nawaet al., 1998; Rhie & Romanowicz, 2004; Friedrichet al., 1998; Stehlyet al., 2006; Ni-
shida & Fukao, 2007; Kedaret al., 2007) mais beaucoup de questions cruciales subsistent. Par
ailleurs, notre application pourrait donner de meilleuresrésultats si un jeu de données plus ho-
mogène en temps était utilisé et si les modèles de Terre étaient mieux adaptés aux longueurs
d’onde du problème (5 - 40 s). Enfin, il serait surement très profitable de considérer les autres
composantes du tenseur de Green. Nous n’avons en effet employé que des signaux verticaux
dans cette étude, et nul doute que la connaissance des composantes horizontales améliorerait la
renormalisation spectrale qui intervient dans notre méthode.

In fine, c’est bien entendu l’amélioration des modèles tomographiques qui est visée par la
modélisation originale que nous proposons ici. Une grande partie de la recherche sismologique
essaie de tirer des sismogrammes le plus d’informations possibles, et l’inversion de formes
d’onde complètes est activement à l’étude dans nombre de laboratoires. Dans ce travail, nous
avons montré que les formes d’onde des corrélations de bruitqui sont récemment apparues et qui
constituent des données extrèmement intéressantes pouvaient désormais rentrer dans le cadre de
ces études. Bien que quelques points restent à éclaircir, ilsemble envisageable qu’à long terme
s’etablissent, comme pour les séismes, des catalogues de sources virtuelles correspondant aux
différentes stations sismologiques qui couvrent le globe.Ces sources seraient définies pour
différentes périodes de temps (mois, années, décennies,etc...) et pourraient s’utiliser, comme
nous l’avons fait, pour résoudre des problèmes directs totalement 3D.
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