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CHAPITRE 1
INTRODUCTION : L'EFFET POLARON EN PHYSTIQUE

Q
[
o

"Tnternactions of mattern and flelds are
generally nonlinear, so that nonlinear
pnabﬂem& play a central role in physics.
In fact because nonlinearity is so ba-
sic to nature, Lt is possible that even
a theony as fundamentally Linear as
quantum Lheory may uliimately have fo
be neplaced by a nonfinear one”.

W. Heisenberg







INTRODUCTION : L'EFFET POLARCN EN PHYSIQUE

I.1. L'EFFET POLARON

les physiciens du solide se sont toujours beaucoup intéressés au mou-
vement d'um électron dans un cristal, et ceci, depuis que leur discipline a
pris son essor dans les amnées 1930, Que ce soit dans les semiconducteurs ou
les isolants, la théorie des bandes et celle des phénom@nes de transport qui
en découle directement a pu expliquer, qualitativement et plus ou moins quan-
titativement, un trds grand nombre de résultats expérimentaux : partant des
états de Bloch dans un cristal parfait, on traite 1'interaction résiduelle des
dlectrons avec les phonons du cristal comme étant & 1'origine d'une diffusion

- - * - i
des &tats de Bloch, caractérisés par un vecteur d'onde k.

Une telle description n'a évidemment de sens que si les processus de
diffusion ne sont pas trop fréquents, autrement dit, si le libre parcours
moyen des &lectrons est suffisamment grand pour permettre la définition d'états
de Bloch (délocalisés). On a de fait imaginé tr2s tdt (1'idée vient de Landau(1}
en 1933) la situation extréme dans laguelle 1'interaction &lectron-phonon se-
rait suffisante pour rendre compldtement inadapté le schéma de bandes. L'idée
est alors apparue d'une localisation de i'électron par la déformation qu'il
impose lui-méme au réseau, dans le cas d'un couplage suffisamment fort : c'est
le phénoméne-d'auto-piégeage (self-trapping). la nécessité s'est faite jour
d'envisager le transport, non pas d'électrons décrits pour des états de Bloch,
mais plutdt de polarons (ainsi qu'ils ont &té baptisé€s par Pekar(z)),c‘est-ﬁ—
dire d'électrons 'habillés' par une déformation de réseau qu'ils entralnent

dans leur mouvement. La quasi-particule 'électron de conduction' caract&risée le

. * - s
plus souvent par une masse effective m” est alors remplac@e, dans la description




théorique, par un nouveau type de quasi-particule, ceci par un procddé fréquent

en physique du solide.

Le probléme du polaron a étd trés vite reconnu comme relevant de 1'in-
teraction d'une particule (1'électron, ou le trou, dans un semiconducteur) avec
un champ (de déformation, quantifié en phonons) et de nombreuses approches ont
suivi la voie de la théorie des champs (Tyablikov(s), Prﬁhlieﬂﬂj,‘Lee,Louret
(5) (6)

Pines , Feynman""’, etc...). Cet aspect a largement contribué § la célébrité
du probléme des polarons, en tant que test de ces méthodes dans le domaine de
la physique du solide. Ce n'est pas 1'objet ici que de discuter les raisons de
1'échec des anciennes thfories de transport pour décrire 1'effet polaron (voir
Kuper et Whitfield(7), p. 3). Disons seulement que 1'une des questions fondamen-
tales consiste & savoir si 1'auto-localisation du porteur de charge est un
phénoméne continu, progressif, ou bien au contraire brutal, au fur et: i mesure
que 1l'on augmente le couplage avec les phonons. la seconde éventualité excliut
évidemment toute approche perturbative partant de la théorie des bandes. La
question revient & examiner si la polarisation du champ par la particule peut,
par un effet de réaction, modifier dramatiquement le comportement de cette
dernigre. ('est sous cet éclairage que nous allons considérer 1'effet polarcn

dans ce mémoire, en mnous limitant 3 wn type particulier de polaron : le petit

polarcn.

I.2. PLAN DE LA THESE

Ce mémoire, consacré i certains effets d'wn fort couplage &lectron-

phonon dans des matériaux 3 bandes étroites, s'articule en six Chapitres.
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Le premier chapitre est consacré 3 une revue aussi large que possible
(mais évidemment non exhaustive) de 1'effet polaron tel gu'on le rencontre dans
des domaines trés varids de la physique. Nous discutons &galement la nature des
interactions avec le réseau et dégageons 1'aspect-clef du phénoméne polaron qui

est 4 la base de notre &tude : la non-iinéarité.

le second chapitre nous permet de brosser un panorama des nombreux
traitements théoriques que ce probl@me a regusdepuis plus de trente ans, et
qui ne sont toujours pas parvenus 2 ume solution satisfaisante dans tous les
régimes définis par les valeurs des paramétres. Nous dégageons clairement ces
différents régimes et nous ramenons dans la mesure du possible les sclutions
théoriques au mod&le le plus simple, mod2le 'paradigme' : le modele 3 deux

sites, appelé encore modéle 'spin-boson'.

Dans le troisiéme chapitre, nous examinons, sur la base des trois
grands schémas 'classiques' (perturbatif, adiabatique et variatiomel} les
effets d'interaction entre &lectrons dus 4 une forte déformaticn du réseau :
formation des bipolarons, superfluidité de ces bipolarons et apparition dFon—

des de densité de charge {en couplage fort).

Le quatridme chapitre entre au coeur du probléme de la non-lin€arité
de 1'effet polaron. Une méthode dynamique semi-classique, appliquée au sSys-
téme 3 deux sites isolé, nous permet d'étudier les trajectoires semi-classi-
ques dans l‘espacé des phases, 1'apparition de la stochasticité et de démon-
ter les mécanismes de la non-lindarité & l'aide d'images intuitives trés
parlantes. Nous powons ainsi acquérir une compréhension de la nature des
états de petit polaron et de leur plus ou moins grande localisation, De plus,
ce systéme dynamique présente un intérét théorique de par lui-méme, en lial-
son avec la théorie des mouvements non-linfaires 4 laquelle il pose des ques-

tions tout i fait subtiles.




N3 NS

Le cinquiéme chapitre nous met aux prises avec les problémes de ther-
malisation d'un petit polaron : relaxation vers 1'&tat auto-piégé€, transition
d'un site & 1'autre par excitation de phonons. Notre approche complite celle
du chapitre précédent, en couplant le moddle 3 deux sites avec 1l'ensemble du
réseau, agissant comme bain thermique. Nous expliquons pourquei les dchelles
de temps trés longues du petit polaron nous permettent de le traiter comme
une particule brownienne, et d'utiliser pour décrire sa dynamique (relaxationm,
taux de saut entre sites équivalents), les méthodes de 1a physicue statistique

des phénoménes hors équilibre.

Nous concluons enfin au sixiéme chapitre sur les horizons nouveaux
dévoilés par 1'approche auto-cohérente (non-linéaire) que nous suivons aux
chapitres IV et V. Nous mentionﬁons les prolongements de cette approche aux
phénoménes collectifs [chépitre ITI) et aux propriétds hors &quilibre des

petits polarons.

T.3. LA NATURE ET LA PORTEE DES INTERACTIONS. LE PETIT POLARQON

L'effet polaron a d'abord &té envisagé dans les cristaux polaires
ol le champ coulombien du porteur interagit avec le champ de polarisation du
cristal. Ce type d'interactiqn implique des forces 4 longue portée ét un cou-
plage préférentiel avec les phonons optiques longitudinaux du cristal. I1 a
donné lieu au modéle de Fréhlich(g) et aux premiers développements théori-

ques poussés sur la questicn.

Une distinction courante est faite entre grands et petits polarons,
suivant que la taille de la déformation est grande devant une distance inter-

-

atomique ou de 1'ordre de celle-ci. Le modéle de Fréhlich s'adresse au pre-
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Figure 1

Effet polaron dans wun cndistal Lonique
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Figure 2

Petits polanons dans un cristal moléculaine




mier cas et traite le réseau cristallin comme un continuum, caractérisé par

une densité de polarisation E(xj. L'Hamiltonien de Frohlich s'obtient en quan-
tifiant les champs associés aux électrons et 3 la polarisation et en traitant
les €lectrons comme des particules libres de masse effective m*.Ia.situation;Ea-
vorable & la formation de grands polarons s'obtient dans le cas d'un couplage
relativement faible avec le réseau, et lorsque 1'écrantage des forces ne s'op-
pose pas 4 l'extension de la déformation {faible constante diglectrique). le
mouvement des porteurs est, dans ce cas, faiblement affecté par la déformation
associée, et la masse effective du polaron différe peu de celle du porteur 'nu'.
Au contraire, dans le cas d'un couplage fort, et lorsque les porteurs de char-
ge appartiemnent d une bande (de conduction pour les &lectrons, de valence pour
les trous) relativement &troite, la déformation peut se trouver localisée dans
le voisinage immédiat du porteur ; on a alors affaire 3 des petits polarons.

(9)

Tyablikov a, le premier, formulé mathématiquement le probléme du petit-po-
laron, sur la base de 1'approximation des liaisons fortes (Bloch(10)). La d&-
localisation des électrons est alors mesurde par une intégrale de transfert
entre sites voisins (notée couramment J), qui meéure la largeur de la bande
(& un facteur prés, égal au nombre de proches voisins) ; si ce paramdtre est
suffisamment petit, on peut le traiter en perturbations, ce qui revient 3
décrire 1'effet polaron sur ia hase d'états localisés. La démarche est 1'op-
posge de celle utilise dans le cas du grand polarcn, ol 1'on traite au con-
traire le couplage comme wune perturbation devant 1'énergie électronique. Ces
deux approches reflétent en fait les deux situations physiques extrémes
localisation du porteur par effet polaron (formation de petits polarons, de
masse effective beaucoup plus grande que celle des porteurs nus), ou simple
renormalisation des propri€tés des porteurs, sans modification qualitative
(grand polaron). Ainsi qu'il en est invariablement en physique, le régime

intermédiaire s'avére trds difficile & traiter (nous renvoyons au livre de



Kuper et Whitfield(7), ainsi qu'a 1'excellente revue de Appel(HJ pour plus

de détails).

La question d'une transition brutale entre le régime de non-locali-
sation et le régime de localisation en variant un paramétre du probléme (for-
ce du couplage, ou largeur de bande) a &té soulevée par Toyozawa{12). Le
probléme &tait d'expliquer l'originerdes trés grandes différences de mobi-
1ités observées pour les électrons et les trous dans des halogénures alca-
lins ; 1'expdrience suggérait que les trous se trouvaient dans des &tats
auto-piégés, 8tats localisés de grande dure de vie qu'il est impossible de
décrire 3 1'aide de la th8orie des bandes, alors que les Electrons se compor-
taient plutft comme des grands polarons. De plus, les théories classiques
des petits polarons prévoient le remplacement du régime de conduction de ban-
des par un régime de sauts (hopping) activés thermiquement, et ceci_ a partir
d'une certaine température relife 3 la température de Debye des phonons.

Nous reviendrons sur cette question au chapitre II.

Toyozawa a montré comment la portée des forces d'interaction glec-
tron-réseau influencait la nature de la transition entre les deux régimes
me transition brutale (et par-conséquent, la possibilité d'auto-piégeage)
n'apparaitrait que dans le cas de forces @ courte portée. De fait, les mode-
les utilisés pour traiter le cas des petits polarons se basent le plus souvent
sur un couplage local entre 1'électron et la déformation environnante. Bardeen
et Shockley(1dj ont proposé par exemple de faire dépendre localement la lar-
geur de bande d'un paramdtre de dilatation A(r). Cette hypothése conduit na-
turellement 3 un mod2le continu, mais le principe peut &tre mis & profit
dans le cadre des liaisons fortes (mod&le discret), en imaginant le cristal
comme &tant formé d'unitds moléculaires déformables sous 1'effet d'wn

&lectron excédentaire. Cette description est en fait trés proche de la r€a-

1ité physique dans un trds grand nombre de mat&riaux ol les €lectrons sont
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plutdt localisés sur les cations, les anions ne contribuzmt qu'a assurer la
neutralité, tout en affecfant évidemment la nature et 1'énergie des &tats

localisés. C'est ce qui a conduit Hblstein(13) d proposer le mod&le du cris-
tal moléculaire, ¢'oll sont issus la plupart des travaux sur les petits pola-
rons. Nous exposerons en détail au chapitre I1 ce moddle qui sera 3 la base

de 1'étude menée dans ce mémoire.

I.4.1a DIFFICULTE FONDAMENTALE DF L'EFFET POLARON : IA NCN-LINEARTTE

Sans entrer dans le détail du mécanisme de la localisation, et sans
s'adresser i un modéle particulier, il est d'ores et déjd possible de discu-
ter qualitativement la nature de 1‘effet.p01aron. Se limitant par souci de
simplification au probléme d'un électron dans ine bande de conduction, forte-
ment couplé d une déformation locale du réseau, le physicien du solide cher-
che & répondre 4 deux types de questions : en premier lieu, quel est 1'état
fondamental d'un tel systime (amplitude et portée de la déformation associde
4 1'électron) ? En second lieu, quelle va &tre la réponse de cet objet (petit
polaron) aux perturbations extérieures (champ &lectrique par exemple) qu'im-
plique tout processus expérimental ? L'image de choix pour ie théoricien et
pour l'expleitation des résultats expérimentaux, suggérée par le vocable
'petit polaron’ est celle d'une quasi-particule, réalisée physiquement
par 1'asscciation de 1'électron et d'une déformation (ou 'nuage' de phonons)
qui le suit dans son mouvement, Une telle description, qui conduit en parti-
culier & une loi de dispersion E(K) pour la quasi-particule, est sujette &
une condition sur la durée de vie de 1'objet considéré ; les interactions
résiduelles négligées dans la définition de 1a quasi-particule doivent
étre suffisamment faibles pour conférer 2 celle-ci une durde de vie (donc

P - . P s
wne coh&rence sur le réseau) suffisante pour définir son vecteur d'onde Ik,
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Nous verrons avec les résultats de Holstein comment les fluctuations thermi-
ques limitent la cohérence du petit polaron. De plus, s'écartant de cas limi-
tes tels que celui considéré par Holstein, un probléme se pose : celui de re-
définir la nature des &tats localisés qui domnent lieu 3 des &€tats étendus
par cohérence sur tout le réseau. Des méthodes variationnelles permettent en
général de minimiser les interactions résiduelles (qui diffusent les quasi-
particules), mais supposent une bomme comnaissance a priori des mécanismes

physiques mis en jeu dans la localisation.

Le phénomeéne de localisation peut se comprendré de la manidre sui-
vante : 1'électron abaisse son énergie en déformant localement le réseau,
et ceci d'autant plus qu'il passe plus de temps dans cette région de 1'es-
pace, c'est & dire qu'il est plus localisé. On voit donc comment la locali-
sation s'accentue d'elle-mfme si le couplage est suffisamment fort. Ce
type de phénoméne, qualifié d'autc-cohérent ('self-consistent' en anglais)
est caractéristique d'une compétition entre deux effets antagonistes @ ici
1'&lectron a le éhoix entre wme ddlocalisation totale (sans distorsion du
cristal), auquel cas il minimise son énergie cinétique, ou bien une loca-
lisation parfaite ; dans ce dernier cas, 1'électron abaisse son €nergie d'ume
quantité qui est 1'énergie de couplage (encore appelée énergie de relaxa-
tion du réseau) entre 1'dlectron et le réseau. Une telle compétition peut
&tre A 1'origine d'ume transition brutale d'états délocalis®s & localisés,

un peu comme dans wne transition de phase du premier ordre.

Cette dernilre comparaison suggére d'ailleurs wne propri€té fonda-
mentale du petit polaron : l'action coopérative de 1'é€lectron et du réseau
qui 'agissent' ensemble pour dommer lieu & une nouvelle entité, le petit
polaron. Le petit polaron peut donc &tre considéré comme relevant de la

vaste classe des systémes coopératifs, dont l'étude, trés intense actuel-
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lement, est regroupée sous ie nom de Synergétique. Nous verrons d'ailleurs
que 1l'analogie de ces systémes avec les transitions de phases s'applique
parfaitement dans le cas du polaron, en particulier par la présence de bri-

sures de symétrie em variant un parametre du probléme.

L'origine de 1'aspect coopératif de 1'effet polaron doit &tre cher-
chée dans la nature non-linéaire d'wm tel systéme, plus généralement du Sys-
téme formé par une particule couplée & un champ. C'est cette non-lindaritd
que nous nous attacherons i faire ressortir dans les chapitres IV et V, consa-
crés 2 la dynamique d'wn petit polaron. Cet aspect semble avoir &té négligd
jusqu'ici et nous montrerons que ce point de vue criginal permet me COmpTE-
hension profonde des mécanismes physiques mis en jeu. De plus, une approche
fond€e a priori sur la non-lindarité permet de préciser la nature de la
quasi-particule 'petit polaron' et de traiter convenablement sa dynamique
propre ainsi que son couplage avec le reste du réseau. Enfin, des analogies
extrémement fructueuses avec d'autres problémes non-lindaires seront déve-
loppges et nous permettront d'8tendre trds largement la gamme des méthodes

théoriques applicables 3 ce probléme de physique du solide.

polarisation
Electron d&formation

localisation

T.5. LA PHYSIQUE ET L'EFFET POLARON

Nous allons, dans ce paragraphe, passer en revue un certain nombre
de phénoménes ot se manifeste wn effet polaron, et plus particulidrement,
de petit polarcn, avec les modifications qualitatives de comportement qu’im-
pliquent de telles propriétés. Si celles-ci concernent essentiellement la
matiére condensée et plus particulidrement la physique du solide, des azna-
logies remarquables existent avec des phénoménes rencontrés en physique nu-

cléaire, atomique (optique quantique} ou moléculaire. Fn fait, de tels pro-
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blémes peuvent se poser dés qu'un systéme 3 structure interne (atome, molé-
cule, électron ou défaut délocalisé) c'est-d-dire comportant un ou plusieurs
degrés de liberté, interagit avec wn champ de bosons (photons, phonons, quan-
ta de vibrations moléculaires, mésons}. Les effets non-1linéaires qui décou-
lent du couplage peuvent par exemple se manifester dans des proprié&tés de
basculement entre deux configurations de quasi-&quilibre. On a proposé€ d'ail-
leurs(64) d'utiliser de tels effets pour construire des dispositifs de détec-

tion. I1 va sans dire qu'il est tr&s important de comnaitre les &chelles de

temps du processus de basculement et 1'importance des effets de mémoire.

Le but de cette bréve revue est de brosser umn panorama aussi large
que possible de 1'effet polaron en physique, afin de montrer 1'unité de ce
type de phénoménes, souvent &tudiés avec des vocabulaires différents. En fait,
les modéles théoriques se retrouvent d'im domaine 3 1'autre et il est utile de
comparer les résultats obtenus, par exemple dans la recombinaiscn radiative
et la diffusion d'intersticiels l1&gers dans umn cristal. Nous verrons émerger
pour wn grand nombre de ces problémes le modéle & deux €tats comme modéle de
base, paradigme de 1'effet polaron et sur lequel un grand nombre de travaux

ont déja ét& effectués (souvent sans aucime connection entre eux).

I.5.1. Centres et défauts localisés dans les isoclants et semiconducteurs

L'histoire nous oblige 3 parler en premier des centres colorés dans
les halogénures alcalins, puisque c'est pour expliquer les F-centres dans

NaCl que Landau(T) introduisit pour la premiére fois la notion d'auto-piégeage.

Ces matériaux sont des cristaux polaires, isolants, avec un large

gap (plusieurs électrons-volts) permettant la localisation d'un grand nombre
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de défauts. Ces défauts sont en géndral des lacimes en ions positifs ou néga-
tifs et agissent respectivement comme pigges de trous (V-centres) ou d'élec-
trons (F-centres). Les transitions optiques avec les bandes du cristal ou d'un

défaut & 1'autre leur conf&rent le nom de centres colorés(15).

La localisation de la charge (&tat fondamental du centre) est associée
d une relaxation du réseau que 1'on décrit dans le plus simple des mod&les par
une coordonnée de configuration X (mode de vibration du réseau). A chacun des
€tats (fondamental oll 1a charge est localisée, et excité ol elle est 1libre)
est associ€e une courbe de potentiel V(X). Le minimum de chaque courbe est
déterming par une valeur différente de X autour de laquelle vibre le mode lo-
cal du réseau (on obtient les niveaux de phonons dits "d'oscillateur déplacé'}.
Sur la figure 3, on a représenté les transitions optiques (Franck-Condon) en-

tre les deux états.

Pans un autre domaine, celui des semiconducteurs tels que S5i, CdS, Gals,
GaP, etc..., les défauts profonds induits dans le gap par des impuretés ou lacu-
nes offrent d'une certaine facon le méme type de phénoménologie, dans la mesu-
re ou la transition d'un &lectron de la bande de conduction vers le piége s'ac-
compagne en général d'une relaxation du réseau environnant, donnant lieu 3 wn
petit polaron. lorsque le défaut n'offre pas de dégénérescence orbitale et
que la symétrie du cristal permet de n'envisager qu'un seul mode de vibration
couplé au défaut, le diagramme de configuration présenté plus haut peut &tre
utilis€ pour discuter la recombinaison d'im porteur sur le piége (Cf,
Jaros(16) pour wne revie extensive des questions li€es aux défauts profonds).
Le type de recombinaison qui nous intéresse ici est la relaxation non-radia-
tive, ou multi-phonon, dans laquelie 1'€nergie d'excitation du défaut est
dissip€e par le réseau, plus précisément par les modes couplés 2 1'électron

pi€gé : ce probléme apparait en fait comme 1'exemple parfait de la formation
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Figure 3

Effet polaron sur un defaut Localis? : courbes de potentiel en
fonction de La coondonnie de congiguration du aéseau pour fa
situation nelaxzelll ot non refaxde ). Une transition vernticale
du type Franck Condon est indiquie par fa fLeche.

(1) (2)

Figure 4

Effet polaron sun un centre $i0s : E'
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d'un petit polaron i partir d'un &lectron de conduction, I1 doit &tre consi-
déré a4 ce titre comme un véritable effet coopfratif entre 1'électron et le
réseau, puisque 1'énergie du niveau pigge dépend du degré de relaxation du

rédseau,

Dans certains cas, la symétrie du centre permet wme dégénérescence
orbitale des niveaux électroniques. Un exemple simple est fourni par le cen-
tre SiQ, : E'1 olt un &lectron non apparié peuﬁ 8tre situé sur 1'wn ou 1'au-
tre de deux atomes Si, en présence d'ime lacune en oxygéne(17). Ce systéme
peut &tre décrit par wn systime 3 deux niveaux couplé i wn mode de vibration
du réseau(18) et représente par conséquent la situation physique parfaite
pour appliquer le mod&le 3 dewx sites, paradigme du petit polaron (Fig. 4).Nous
voyons donc comment la physique des centres profonds dans les semiconduc-
teurs est relife de maniére fondamentale 3 celle du petit pelarcon. Ce do-
maine de recherche compléte d'ailleurs trds bien celui des propriétds de
transport des petits polarons, du point de vue de 1a comparaison expérience-
théorie, Il est en effet parfois difficile de tester avec certitude tel ou
tel modéle sur des rdsultats de concuctivité, alors que des mesures locales
effectuées sur des défauts sont susceptibles d'apporter des informations
plus précises. Nous parlerens plus loin de quelques-unes de ces méthodes,

en relation avec les propriétés non-lindaires des petits polarons. Citons

encore, @ propos des défauts localisés, 1'orientation dans 1'une de plusieurs
directions privilégiées, de défauts -dits 'paraélastiques'- tels que 02_ dans

les halogénures alcalinsﬂSQ.

I.5.2. Phénavénes de transport avec effst polaron

Ce paragraphe concerne le mouvement de particules ou de quasi-
particuies dans des solides cristallins ou amorphes, ioniques ou moléculai-

res, et interagissant fortement avec le champ de déformation du solide. Ces
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particules peuvent étre des &lectrons {ou des trous), des excitons, des
défauts ou impuretéé, des atomes ou ions intersticiels, des muons ou po-
sitrons, etc... La nature du transport dépend de la température et pré-
sente en général deux régimes : transport cohérent par effet tumnel 3 bas-
se température, diffusion incohdrente (activée thermiquement) & haute tem-

pérature.

a) Electrons et trous dans les métaux et semiconducteurs(7’ll’19}

Dans de nombreux semiconducteurs, en particulier dans certains
oxydes de métaux de transition, les basses mobilit&s observées (de 0.1 a
1 cmz/volt.sec. dans TiO; par éxemple) ainsi que d'autres mesures (opti-
ques par exemple) permettent de conclure 3 1'existence de petits polarons.
L'oxyde de titane TiO, a &té particuliérement €tudi€ par Bogomolov et al.
(20-23) gui ont mis en évidence 1l'existence de petits polarons, de masse
me o= 150m" et d'énergie de saut 0.13 eV. L'intégrale de transfert est esti-

-

mée 4 J = 0.1 eV, tandis que celle du petit polaron, Jé, est de 1'ordre de

2.107° eV, soit une forte réduction de la mobilité.

Cet exemple est particulidrement int&ressant car il se situerait
entre les régimes adiabatigque et non-adiabatique (Cf. chapitre II). Dans
d'autres composés, la situation est meins claire : si Mn0(24], NbOZ(ZS),
U02(26) semblent de bons candidats pour la formation de petits polarons, les
cas de Co0, NiO cu d'oxydes mixtes tels que SrTiOS, BaTiO3 sont toujours
controversés. Plus récemment, dans LiNb03(27), les résultats des mesures de
conductivité thermicque, d'effet Hall et de pouvoir thermo@lectrique semblent
en bon accord avec les résultats thforiques de Holstein et Friedman(13’28).

D'autre part, la formation de bipolarcns (paire de petits polarons stebili-
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sée par 1'interaction avec le réseau) a été prouvée dans Ti407 et [Ti]_xvg)407
((29) et références incluses). Citons €galement, dans certains matériaux a
valences mixtes, 1'effet polaron sur les &tats f qui peut diminuer beaucoup
1"hybridation f-s(TSSI Plus généralement, le transfert glectronique d'un site

a 1'autre s'accompagne souvent d'um effet polaron,(156).

La formation des petits polarons n'est en aucune maniére réduite aux
solides cristallins. Au contraire, dans les matériaux amorphes, la réduction
de mobilité due au d8sordre (localisation ou tendance 3 la localisation) favo-

. . - . (30,31,32)
rise naturellement 1'auto-pidgeage des &lectrons ou des trous . Les
résultats de mesures de conductivité dc dans beaucoup de verres de chalcogé-

_ (33) (34) .

nures tels que a—ASzX3 (X =8, Se, Te) , a—WO3 sont cohérents avec
la formation de petits polarons, ce que confirment les mesures optiques, Il
est €galement recommu que les trous dans a—SiO2 s¢ comportent comme des pe-

. e N . - 2
tits polarons avec des mobilités extrémement faibles (v 10 > cm™/V.sec), ce
qui est ume conséquence du désordre (et aussi probablement de la pius grande
déformabilité du réseau amorphe}. Dans certains cas, 1'électron de la bande
de conduction est 118 4 un trou dans la bande de valence, formant un exciton.
Le mécanisme d'auto-piggeage peut affecter dans ce cas la structure de 1'exci-
ton, compliquant notablement le probléme(36’37). L'auto-piégeage des excitons

est passé en vevue par Rashba(37).

b) Diffusion d'é@lectrons et d'excitons dans les cristaux

moléculaires

Les solides moléculaires, et plus particulidrement les cristaux
organiques, offrent un intérét particulier dans le sens qu'ils mettent en

€vidence la limite du mod&le des bandes. Nous renvoyons d l'article de



- 19 -

Duke et Schein dans Physics deay{BS), et 3 1'ouvrage de Silinsh(sg) pour
me revue exhaustive de 1'8tat des comnaissances sur les &tats &lectroni-

ques dans les solides moléculaires.

Les molécules de tels cristaux, faiblement couplées entre elles,
conservent de ce fait leur individualité. Les largeurs de bandes €lectroni-
ques ou excitoniques, calculées et observées, sont de l'ordre de 0.01 &

0.1 eV, donc de 1'ordre de grandeur des &nergies des phonons, ce qui impli-
que le plus souvent un fort effet polaron. D'oli une controverse active pour
savoir quelle description utiliser, de la théorie des bandes ou en partant
d'états localisés (mod&le de sauts). Le mod&le du polaron permet en fait de
réconcilier ces deux points de vue en les associant respectivement aux régi-
mes basse et haute température (la transition intervient lorsque kT est de
1'ordre d'une fraction de 1'énergie moyenne des phonons). Une telle transi-
tion a effectivement €té observée dans le naphtaléne(39’40)- Une difficulté
cependant.complique 1'application des mod&les classiques de sauts de pola-
rons : les mobilités observées au-dessus de la transition dépendent trés peu
de la température. On admet généralement que le désordre dynamique df aux
fluctuations thermiques ainsi que la modulation des intégrales de transfert

par la polarisation sont importants pour expliquer un tel comportement.

c) Diffusion d'atanes ou ionsg, d'impuretés

Le problaéme de la diffusion & travers un cristal, avec couplage
aux modes de phonons, concerne différentes entités qui peuvent &tre entre

autres

0 des défauts ponctuels, souvent des lacunes, qui diffusent un peu
4 la maniére d'une conduction par trous, avec migration d’atomes

Voisins(4]),
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0 des intersticiels légers tels que H+, D+, Li+(4]’42’43),
O des ions dans les conducteurs ioniques(44),

0 des particules sonde telles que muons, positrons(45).

Dans 1a plupart des cas, la diffusion du défaut ou de la particule
s'accompagne d'une relaxation du réseau enviromnant. Cette déformation peut
8tre détectée directement par des effets de volume, ou 3 travers la dépendan-
ce en tempCrature des lois de diffusion. On peut le plus souvent considérer
la diffusion comme procédant & travers des états localisés sur des intersti-
ces du cristal ou attachés & une impureté (lacune). Ce type de probléme met

en jeu :

O la multiplicité éventuelle des niveaux localisés (et leurs
symétries, 1ides 4 1'environnement)
O le caractére quantique de la diffusion, dépendant en particulier

de la masse des particules.

Signalons qu'une transition entre diffusion cohérente et incohé-

rente semble avoir &€té observée 3 1 K dans la diffusion des muons(46).

Le domaine de la physique des surfaces offre également des exem-
ples de relaxation du réseau, que ce soit dans 1'adsorption ou la désorp-
tion d'un atome de gaz(47), ou dans la migration de ces mémes atomes & la

surface,

I.5.3. Autres exemples

a) Cavité électronique

i L'auto-piégeage des &€lectrons peut s'accompagner de la formation
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d'une cavité (bulle). Un tel modé&le a &té proposé pour décrire la solvata-

tion des électrons dans des solutions métal—ammoniac(48) et les &lectrons

dans 1'h&lium liquide(49).

b) Exciméres dans les cristaux moléculaires(SO)

C'est un type particulier d'excitation, assocife a une déformation
du cristal : deux molécules se rapprochent quand 1'une d'entre elles est

excitée électroniquement. Le dimére ainsi formé est appelé excimére.

¢) L'interaction nucléon-~picn

Un des problémes de la théorie des mucléons est de décrire correc-
tement '"1'habillage' d'un nucléon par un nuage de mésons. Les théories de
couplage faible sont insuffisantes pour décrire |'état fondamental et un mo-
déle possible consiste d coupler le spin du nuciéon avec des modes (traités

(51,

classiquement} du champ de mésons

d) Optigue guantique

Si aucun phénoméne rencontré dans ce domaine n'est tout a fait
analogue 3 1'effet polaron, des analogies formelles existent entre le mo-
déle 3 deux sites (spin 1/2 couplé & un bain de phonons) et les modé&les
de systémes ¥ deux niveaux couplés & un champ de photons. Les méthodes em-
ployées dans ces derniers problémes (laser, super-radiance) qui sont foncié-
rement non-lindaires ont &té un guide précieux pour traiter notre modéle de

petit polaron (voir Conclusions § 5].
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MODELES THEORIQUES

INTRODUCTION

Nous avens vu au chapitre précédent que, malgré la muitiplicité des
situations physiques ol 1'on rencontre un effet de type polaron, ces problé-
mes se trouvaient en fait profondément reli€s entre eux. Nous avons briéve-
ment décrit au paragraphe I.4 la phénoménologie de 1'effet d'auto-piégeage et
montré par des arguments heuristiques le caractére coopératif et non-lingaire

d'un tel effet.

Les modéles théoriques utilisés dans ia littérature, s'ils varient
dans leur dénomination et leurs notations, se raménent cependant tous & un
modéle bien connu, ot 1'on couple une bande de quasi-particules (&lectroms,
excitons, défauts, dans un cristal) & un champ de phonons (optiques ou acous-
tiqqgg). Dans des problémes tels que la relaxation non-radiative ou l'effet
tunnei\sptre deux configurations d'un défaut profond, on peut se ramener &
deux états seulement pour la quasi-particule {appelons-13 électron pour sim-
plifier), couplés i un petit nombre de modes locaux du réseau (au minimum
un). On se trouve alors confronté & un modéle extr@mement simple qu'on pour-
rait qualifier de paradigme pour 1'effet polaron. Ce mod&le & deux &tats pré-
sente &galement un grand intérét en ce qui concerne les états de quasi-parti-
cule du petit polaron {étendus 3 tout le ré&seau). On peut en effet trés
souvent déduire 1'énergie des états de Bloch & partir d'une connaissance
des états délocalisés sur deux sites (si 1'on est capable de calculer une
intégrale de résonance, comme pour des électrons en liaisons fortes). Les
méthodes théoriques adaptées au mod&le 'd deux sites' sont méme souvent

transposables directement au modéle &tendu.
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Malgré la diversité des appellations (modéle & deux sites, polaron
moléculaire, systéme & deux niveaux couplés i des phonons, ou encore modéle
spin-boson, medéle exciton-phonon, couplage vibronique, etc...), ce moddle est
en fait toujours le méme et n'a pas encore recu de solution exacte. Nous allons
passer en revue les traitements théoriques qu'il a suscités, non sans avoir dit
un mot des modéles de continuum qui, bien que plutdt adapt€s au grand polaron,

. o a2 . (7 N L. (53)
contiemment d'utiles arguments phénoménologiques (voir et , ainsi que

pour wme revue plus détaillée).

11.1. MODELES DE POLARON

La formulation mathématique du probléme est fondée sur un Hamilto-

nien du type :

H = H + He

Tres H; (%:l)

1 * int

ol les trois termes concernent successivement le réseau 1'2lectron et 1'in-
3

teracticn.

IZ.1.1. Modéles de continuum

a) Le moddle de Fréhlich(Bz)

Le modéle de Frohlich considére un &lectron supposé libre (avec une
masse effective m*], couplé au champ de polarisation d'un cristal polaire
(traité en tant que continwm). La quantification de ce champ en modes de
vecteur d'onde q (représentés par les opérateurs s aq+) conduit & 1'Hamil-
tonien :

2, % + + igr ~igr _
H=p“/m™ + hu, é ag g * arVq [aq e ta e ] (2-2)
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Ici, on considére une seule fréguence w,, et le couplage est linéaire en le
champ de polarisation. Ce type de modéle est adapté au cas de forces 3 lon-
gue portée et au cas oll la déformation s'étend sur un grand nombre de dis-
tances interatomiques (Cf. chapitre I, § 2), donc au probléme du grand pola-
ron. I1 a cependant &té examiné &galement en couplage fort, ce qui permet de

définir les limites du modele.

b) Le modéle de Toyozawa(12’54)

Ce modéle s'adresse 3 une interaction de courte portée entre 1'€lec-
tron et le réseau, mais suffisamment étendue pour utiliser pour ce dernier
1'approximation du contimmm. Ce traitement concerne le couplage avec les mo-

des acoustiques de vibration du cristal.

La déformation est caractérisée par un champ de dilatation AT) et
1'interaction est supposée linaire en A{?ﬁ (elle peut &tre non-locale comme
dans(ss)). Le modéle revient en fait 3 traiter adiabatiquement 1'€lectron
(II.2.2.). 11 a été utilisé pour discuter le rdle de la portée des inter-
actions (ou y incorpore facilement une interaction i longue portée de type
coulombien), 1'effet d'impuretés, et surtout le r8le de la dimensiomnalité
et de 1'anisotropie(55’56). Emin et Hblstein(ss) ont développé un argument
d'échelle pour trancher 1la question-de la localisation (auto-piégeage) ou de
la non-localisation en fonction de la portée de 1'interaction et de la di-

mension.

Lorsque ce modéle conduit & une solution singuliére (polaron de
rayon zéro), la structure discréte du réseau doit évidemment &tre prise en
compte (de plus, 1'approximation adiabatique est souvent sujette 4 caution
dans cette limite). Pour y remédier, Toyczawa(54) a incorporé le schéma

de liaisons fortes dans son modéle. Mais la primauté du modéle sur réseau
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revient 3 Holstein(]s),

IT.1.2. Le modéle du cristal moléculaire

a) Mcdéle d'une chaine lindaire

Holstein attaqua le probl2me en 1959 en formulant sur des bases phé-
noménologiques le moddle dit du cristal moléculaire(13). Ce modéle a &té jus-
qu'ad maintenant, sous une forme ou l'autre, le point de départ de la majoritéd
des articles thoriques sur la question. Outre sa simplicité, il permet de
dégager clairement les paramdtres pertinents du probleme et semble tout 3
fait réaliste quant 4 ses prédictions, que 1'expérience a souvent confirmées.
Il est enfin facile d'y incorporer des ingrédients nouveaux. On peut, de par
ses qualités, le comparer au modé&le de Hubbard en magnétisme, cher au coeur
du theoricien. Nous verrons au chapitre III comment ce modéle peut &tre assis

sur des bases plus physiques, i partir d'un cristal moléculaire réel.

Le systéme considéré est fomé d'une chaine de N molécules diatomi-
ques fixes et paralléles entre elles, mais dont la distance internucléaire
(mesurée par une déviation X, a une valeur d'équilibre) est variable. Le mou-
vement d'un &lectron dans ce cristal est formulé en termes de 1'approximation
des liaisons fortes, construite sur des &tats moléculaires sur le site n
(un site = une molécule) de fonctions d'onde wir - R xn) dépendant de la dis-
torsion de la molécule n. On néglige la dépendance en les x, de 1l'intégrale
de transfert électronique intermoléculaire (notde ici J}. On suppose de plus
que l'€nergie d'un état localisé sur la molécule n est linéaire en X,» soit

€n = = A Xy (Fig. 5).

n
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Figure 5

Modéte du cristal molécubaire

O—C

1 2 1 2

a) b)

Figure 6

Modobe & deux Adites : modes de vibration des deux mofécules
a) symétrique (mode x = (X7 + x9)/2)
b) antisymétrnique (mode X = x7 - x2)
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{'Hamiltonien du syst@me ainsi défini s'écrit :
2

Pn 1,2 2. 1. 2
H = § CTET Tz My x) ﬁ'MmI ﬁ *n Xnyt (2-3)
+ + +
- A ﬁ Xy € Syt 0 % (cn Chp1 * € n+1 cn]
ol -h d est le moment conjugué de x_, ¢ (c+ ) 1l'opérat de destruc-
1P, T T dxn £ jugu n’ Salc g opérateur estru

tion (création) d'un électron au site n, A la constante de couplage.

Donnons 1'expression des différents temmes obtenus en passant 3 la
représentation d'états étendus : opérateur de champ des phonons optiques
+ . s s . -
Ap8q opérateurs d'annihilation et de création d'électrons dans un &tat

>, ¢y, Ck+'

Chacune des trois contributions de (2-3) peut &tre réécrite de diffé-

rentes maniéres

i) Hamiltonien du cristal (deux premiers termes)

P P
= 9 =9, 1y 2 -
Heog =5 s g X X3 (2-4)
H o =fte (ata +4 (2-5)
res g 74 q “q Z =
- igk - -1gR

avec Xq = N’1/2 g e %n ) Pq =N 172 g ? Hn Py (2-6)

- b \1/2 + _1 Mg .
Kq T G g vl P 1 D (g - el (2-7)

2 2 2

et : We T wy” *+ wy” cosqa Wy € Wy {2-8}

-igR, +
Hine = 7 E A @ ©n S B T @9
avec © A = Ay /2 (2-10)
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ou encore .
- + + _
Hin.t i k%q hq “krq “k (aq * a-q) (z-1D)
avec .
_ iR
ck=N1/ZIzle e (2-12)

Le fait que le coefficient de couplage dans (2-11) ne dépende que de q
est la conséquence directe du couplage purement local entre 1'@lectron et
la déformation du réseau. Signalons &galement que la condition Wy < Wy dans
(2-8) indique la présence d'ume coupure dans le spectre de fréquence des

phonons (phonons optiques).

iii) Hamiltonien &lectronique (dernier terme)

Hel = i O Cx Sk (2-13)

3

avec : Oy 20 coska (2-14)

I1 va de soi que 1'Hamiltonien (2-3) se gnéralise facilement a
deux ou trois dimensioms, du moins en ce qui concerne 1'aspect formel du
modéle, car un cristal moléculaire réel requiert en général une descrip-
tion plus complexe, mettant en jeu 1'anisotropie des fonctions d'ondes

électroniques, différents modes de vibration, etc...

b) Le modéle 3 deux sites (modéle spin—boson)

Bien que ce dernier mod&le ne soit qu'un cas particulier du mcdéle
du cristal mol&culaire, il est utile de le séparer de ce dernier. Il appa-

rait que malgré sa formulation tout & fait simple, ce probléme quantique
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est trés difficile 4 résoudre et offre donc un intérét tout i fait particu-
lier, par le défi qu'il oppose au théoricien. De plus, la réduction i deux
du nombre d'&tats électroniques permet de formuler ce moddle dans 1'analo-
gie d'un spin 1/2 couplé a un champ et de le commecter ainsi & de nombreux

problémes de physique atomique et molsdculaire (optique quantique).

Réécrivons (2-3) pour deux molécules :
1 2 2 1 2,2 2 1 2
B=a (0 2 ) + g M 0" + 7)) + 7 M ” xpx,
+ + + + + +
+ A{c €1 - ¢ ZCZ) - A(xjc 169+ x,C ZCZ) + g(¢ 1€, * ¢ 2C1J

(2-15)

A est un &cart d'énergie entre les deux sites et apparait par exemple dans
le probléme de la relaxation non-radiative. Nous le supposerons égal i zéro

sauf spécification contraire.
Définissant les modes symétrique x et antisymétrique X,
X =4 (X + %) X =x, -x (2-16)
A 2 1T 72 i

cn peut, utilisant le fait que C+}CI + c+2c? = 1, découpler (2-15) en deux
contributions, H, et Hy

2

Hs=-21§T+7M'w‘ x° - ax (2-17)

2
P 1 2 2 + + + +
Hé = ?ﬂ'+ > How” X7 - 5 X (c 1€y - ¢ ZCZ) + a(c 1€y t C ZC]} (2-18)

2
avec M' = M, u = W/Z, w't = wzo + w12/2, w? = Wi, - w12/2‘.

Le découplage observé entre mode acoustique (x) et optique (X) pro-
vient de 1'hypothése de couplage local. Dans le cas de la vibration décrite
par X, les deux molécules sont rigidement lides {Fig. 6.a) et l'énergie de
L'électron est la méme, que ce dernier soit sur le site 1 ou 2. 11 en résulte

une polarisation statique du mode x qui s'obtient ais@ment en écrivant {(2-17)
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Figure &

Systeme a deux niveaux assocdd & L'Electron
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sous la forme

o 2 .2
Hy = B oM wr® % € (2-19)
2 . 32
ol x' = x - A/M'w'” est le mode déplacs, p' son moment conjugué et €5 = — 7
Mw!

Cette polarisation n'est autre que 1'effet polaron 'global' de 1'électron

sur le mode symétrique et £, l'énergie de liaison correspondante (Fig. 73.

Par contre, le troisiéme terme de (2-18) traduit la différence d'éner-
gie des deux &états €lectroniques, lindaire avec le mode X, lequel se couple
naturellement 4 la différence de densité de charge (ny - n2) sur les deux

sites.

L'Hamiltonien (2-18) (1'indice a &tant omis) sera dorénavant celui
du modéle 3 deux sites. On peut le formuler 3 1'aide d'opérateurs de créa-

tion et d'annihilation d'un quantum de vibration :

2 thw, 1/2
X= P @rahy  ped @yl on (2-20)
. 1 + +
d'oll : H = fw(aa + 2 - A(c+1c] ~cey) (@t a) o(c*1c2-+c ,€1) (2-21)
_ A hL1/2
avec : A =5 Qﬁﬁﬁ

Une formulation remarquable s'obtient sur la base des &tats &lec-
troniques résonnants et anti-résomnants bitis sur les &tats moléculaires

(notés |1>, [2>) (Fig. 8)

It) =

4 (11> = 123) (2-22)
VZ
qui définissent un opérateur de spin 1/2 construit sur ces deux niveaux

.
{(tats propres de 1'opérateur SZ). Les composantes de S (normalisées 3 1

(+)

pour simplifier) s'expriment & partir des C1(2)
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_ o+ +
SX =C 0y~ C 0
A +
Sy = 1i(c 169 = € ZCT) (2-23)

+ +

S, = C 4ty + C oty

L'Hamiltonien prend alors la forme (omettant 1'énergie de point zéro) :
H=twa'a-AS (a+a) +05, (2-24)

d'ol le nom 'spin-boson' souvent domné d ce modéle, ou encore :

2
m

2,2 A
X° -5 XS +08, (2-25)

i*\j

H= + %—u w

£,

On remarque ici que 1'Hamiltonien peut s'écrire :

p2 1 22 %

.
H'—"Tu-""?].lm X - .S (2-26)

L
avec : H = (Xx/2, 0, -0).
Le probiéme du petit polaron sur modéle & deux sites est donc €quivalent au
probiéme d'un spin 1/2 placé dans un champ magnétique effectif fonction
de la variable du mode X. Cette analogie fournit i la fois une image physi-
que tr@s intéressante et une méthode d'approche théorique qui sera celle

des chapitres TV et V.

c) Symétrie du modéle 3 deux gites

Le mod&le décrit par (2-24) posseéde une symétrie qu'il est in-
téressant de noter. On voit que le terme d'interaction, agissant sur des
Etats de la forme |+> |n> (états propres du premier et du troisilme terme
de (2-24)), change simultanément le nombre de quanta de # 1 et le signe
de S,. Ceci signifie qu'on peut définir un opérateur de symétries9 tel
que H;,. ne couple que des &tats propres dfiq? . La remarque précédente con-

duit 3 4éfinir :
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P-Rs,, R=¢n
On vérifie immédiatement en calculant [Hint,ﬁ)] +, n> que P commute avec H.

La signification physique de apparalt clairement si 1'on remarque
que J{_ couple entre eux les états d'oscillateur déplacé associés a des pola-

risatiocns opposées

2
n, s (20T - _ /1 -
o>fXO = % T__.r-—-— e |n> (A =+ XO —?-.E) (2 27)
n, Ay -
5{,o>ixo = ]O>;XO _ (2-28)

Ceci se gén€ralise facilement aux états |g>iXo’ et 1'on en conclut que 1'opé-
rateurﬁa_change le signe de la polarisation du mede X, alors que’SD couple les
€tats polarons sur les deux sites. Par conséquent, 1'opération de symétrie
concernée par P n'est autre que 1'inversion de la molécule, mettant en jeu
la symétrisation simultanée des fonctions d'onde électronique et vibration-

nelle,

La compréhension de J° peut &tre poussée plus leoin si 1'on calcu-
le e quasi-moment total du systéme mode-€lectron, calculé sur ce 'cristal’
formé de deux sites. Le moment €lectronique est o ou m/a suivant que 1'€lec-

tron est dans 1'état |+> ou |->.

k=52 (1-8) (2-29)

Le quasi-moment des phonons du cristal & deux molécules est 0 pour
le mode x = X+ XZ’ et w/a pour le mode X {antisymétrique). Chaque quantum
de vibration porte donc le moment t/a. Le quasi-moment total X du systéme

est donc donné par

2x=3(1-8) +n (mod. 2) (2-30)
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Appliquant X sur les états {+> |n>, on vérifie aisément que K et % ne sont

mathématiquement qu'un seul et méme opérateur, car :
K=7 (1-0) (2-31)

L'opérateur P reflate donc sur le moddle 3 deux sites la relation de conser-
vation fondamentale du modgle &tendu, a4 savoir la conservation du moment to-

tal, somme du moment &lectronique (8tats |k>) et du réseau ([g>)

(2-32)

+
=2k |k +
K z | k> <k| g aagag

(57,58)

Cette relation a &té utilisée par Gosar (55)

et Shore, Sander pour le
mod&le & deux sites. Ces derniers auteurs utilisant une transformation uni-
taire, les premiers directement, ont montré que dans la base des états pro-

pres de GD, 1'Hamiltonien prend la forme :

+
§ =mwata-a@+a’) +o (-n*? (2-33)

ce qui permet d'8liminer la variable de spin. Le probléme n'en est pas résolu

~

+
pour autant a cause de 1'opérateur (—1)a a

d) Le mcdéle mixte

I1 est largement reconmu que le modéle précédent contient la majeure
partie de la physique du petit polarom, lorsqu’on s'adresse au cas du coupla-
ge fort. I1 offre la situation la plus simple dans laquelle se manifeste la
compétition entre localisation (par auto-pifgeage) et la délocalisation (par
transfert électronique), et par 13, la non-linéarité du probléme (voir le
chapitre IV). Ce modéle, conservatif, ne permet cependant pas de traiter le

phénoméne d'auto-piégeage correctement dans le sens ol 1'énergie de liaison
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polaronique ne peut &tre dissipée. Ce mod2le ne permet donc pas de traiter
la relaxation du réseau associée & 1'effet polaron, ni d'évaluer des quanti-

tés telles que le taux de diffusion du petit polaron entre les deux sites.

Un couplage au reste du véseau s'avére nécessaire pour traiter ces
questions. On couplera donc 1'&lectron i 1'ensemble des phonons optiques du
cristal moléculaire. Il est cependant trds utile (et pertinent en couplage
fort) de conserver les deux niveaux précédents pour 1'électron en enfermant
celui-ci dans une 'boite' de deux molécules. Cette approximation, utilisde

(60)

aussi par Holstein » sera discutée plus loin.

On est alors conduit & formiler un Hamiltonien modéle 'mixte!’

_ + _ _.iga + _
H = g hmq a q aq nghq (T-e71) (aq + a_q) + g SZ (2-34)

Ce mod&le permet de traiter la relaxation comme relevant d'un échange d'éner-
gie entre un sous-systéme défini par 1'électron et le mode X (donc décrit

par (2-24)) et le reste du réseau. Il est 3 la base de 1'étude mende au
chapitre V, dans lequel nous démonterons le mécanisme (complexe car non-

lingaire) de cet échange d'énergie.

II.2. L'ALTERNATIVE : ADIABATIQUE OU NON-ADIABATIQUE

Nous discuterons cette question sur 1?Hamiltonien d deux sites
(2-24). En-dehors des cas particuliers oii le couplage A est mul (électron
libre, champ non perturbd) et oll ¢ = 0 (&lectron fixe, champ perturhé),
le modele regoit une solution exacte dans 1'approximation adiabatique de
type Born-Oppenheimer. Cette méthode suppose ¢ suffisamment grand pour que
la fonction d'onde &lectronique s'adapte instantanément & la variation len-

te de la coordomnée du mode X. Nous préciserons au paragraphe 2 les conditions
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de validité de 1'approximation adiabatique, aprés avoir traité la limite
opposée (o = 0) qualifide de 'non-adiabatique'. Elle est souvent appelée
'approximation de petit polaron' dans la littérature mais nous verrons que
les conditions de formation d'un petit polaron (qui requiert o petit}) et
d'adisbaticité ne sont pas incompatibles ; le tout repose en fait sur la
présence de trois échelles d'énergie dans le probléme défini par (2-24),
dont deux sont &videnment hw et ¢. lLa troisiéme va apparaitre immédiate-

ment dans la limite o = 0.

IT.2.1. Cas non adiabaticue (c = 0)

La solution 8 ¢ = {0 s'obtient immédiatement en translatant le cen-
tre d'oscillation de X (exactement comme pour le mode symétrique x), ce gui

revient a4 effectuer une transformation canonique :
y
Hy=e " Hj e {2-35)
; + + +
avec ¢ L= -1 %% (c 11 - ¢ 2cz)(a -a) (2-36)

Cette transformation conduit i :

v + -
HO =hwaa- €, (2-37)
2 2
AT A .
TR 7 (2:38)
Suw

g, est 1'8nergie de liaison du petit polaron construit avec le mode X. On

prendra plutdt comme variable ia quantité €, = 2 g !
2 .
g, = (2-39)
b 2 —
duw

qui est 1'énergie de liaison totale d'un &€lectron par effet polaron dans le
cas d'oscillateurs d'Binstein, c'est-#-dire non couplés, Wy = ¢. Cette quan-

tité n'est autre que la troisiéme échelle d'énergie du probléme.
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La transformation U = eV déplace le centre d'oscillation de X

d'une quantité + X, suivant que 1'€lectron est sur le site 1 ou 2 (S¢ = = 1).

X, = -5 (2-40)

XO est la polarisation statique associde 3 1'&tat polaren (Fig. 7.b). Le mode
€volue dans 1'un ou 1'autre de deux puits de potentiel déplacés, auxquels sont
associ€s les niveaux de phonons. Nous noterons les &tats propres de 1'Hamil-

tonien (2-24) pour ¢ = 0 par :

y ",

I‘P1n> = 1> JH>X03 N)Zn:‘ = |2> hp_xo (2-41)

avec : <X |,1\1J.>+X = ¢, (X 7 X)) (2-42)
o

ol ¢, est la fonction d'onde de 1'état |n> d'un oscillateur harmonique.

Appliquant la méme transformation & 1'Hamiltonien complet (o # (),

il vient :

y
H="twaa+ a {c+1c2 expE—%% (a - a+)] + c+7c1
= {2-43)

Pl (a - a")1} - P
n
R opére dans la base des &tats polaroniques (2-41). Le saut Electronique dé-
crit par le teme G(C+1C2 + c+zc1) de 1'Hamiltonien repose sur 1'hypothése di-
te de Franck-Condon qui stipule que les coordomndes nucléaires n'ont pas le
temps de changer durant le saut de 1'électron (transition verticale sur la
figure 7.b). Le nouveau terme de transfert obtemu couple donc tous les états
1> [%>X aux |2> |ﬁ‘>_x et reciproquement. L'é&limination du terme de cou-
plage O— %-X Sx’ exactg d o =0, ne fait que transférer ce couplage dans
le terme de saut &lectronique dans le cas générai. La majorité des approches

du probléme o = 0 repose sur un traitement approch€ du second terme de (2-43)

{voir les paragraphes 3 et 4).
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IT.2.2. Cas adiabatique (Born-Oppenheimer)

La solution adiabatique consiste a4 séparer la solution en le produit

d'un état électronique fonction de X et d'un &tat du mode :
9> = g (0> |4 46 (2-44)
avec : |¢el(X)> =a(X) |1> + b(X) |2> (2-45)

‘wel (X)> s'cbtient en diagonalisant (2-25) ol 1'on néglige 1'énergie ciné-

tique PZ/Zu, donc en diagonalisant la matrice 2-2 :

S 5
2
A = AX (2-46)
g 7

+
On obtient les deux &tats adiabatigues y_; définis par les coefficients

at (), b (X) vérifiant :

iy | €00 AK/2

— = 5 (2-47)

a~(X)
avec ei(X) = & [ég%z + 02]1/2 (2-48)
L'état ]¢mode> est donc &tat propre de 1'Hamiltonien :

& _pE

Hyg =75+ V. (0 (2-49}
ol le potentiel adiabatique V, (X} est donné par :

V00 = o u ol 1357+ A1/ (2-50)

On voit sur la figure 9 coment le terme de saut €lectronique sépare les deux

courbes de potentiel non perturbées (anticroisement) par un gap égal d Zo.
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Le potentiel V, (X) posséde la forme d'un simple puits, Deux situa-
tions bien différentes se présentent pour V_{X) suivant que ¢ < &, OU 0 > g,
Dans le premier cas, on a affaire & un double puits dont les coordonnées des

minima sont données par (Fig. 10) :

2
A 1/2
sty -2y / (2-51)
W Eb
€ U2
VX)) =« = - (2-52)
-+ Z e 2 —
£
b £, 02
La hauteur de la barrigre de potentiel est E = SRR Dans le second
b

cas, le potentiel bifurque vers un simple puits anharmonique, centrd en X = 0.

L'abaissement d'énergie 3 1'ordre deux en_é% (équation,(gzggj) peut
se comprendre ais@ment sur la base d'un calcul de perturbations en gi‘: par-
tant de 178tat |1>, et X = X, = A/Zuwz) les transitions &lectroniques comnec-
tent deux niveaux séparés par AE = AX, = 2gy, (transition verticale ou Franck-
Condon). Il en résulte un abaissement d'énergie (self-énergie) &gal 3 02/2€b
par la modification au premier ordre de la fonction d'onde. On a représenté
sur la figure 9 1'allure des densités €lectroniques associées aux états pola-
ron 'adiabatiques’ définis par chacun des puits (1'état |w+> peut €tre qua-

1ifié¢ de 'anti-adiabatique').

De méme que les états polaron obtenus dans la limite o = 0 vont &tre
connectés par effet tummel lorsqu'on 'branche' ie terme de saut, on peut défi-
nir des &tats dans chague puits, connectés par 1'effet tunnel 3 travers la bar-
riére de hauteur Ey. La partie vibrationnelle de ces &tats sera d'autant plus
proche d'états harmoniques que o est plus petit et gque l'on est plus au fond
du puits. Quant i la partie électronique adiabatique, elle est donnée par

(2:45), (2-47) (Stat [y_>).
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Figure 9
Counbes de potentiel adiabatigues V:(X] montrant La s€pa-
ration en X = 0 {d'endne 1 en o) et Le déplacement des
minima de V- [(d'oadre 2 en o), ainsd que La répariition
de La densité de charge sun Les deux sites, pour Les
valewns X =-X7, X = 0, X = + Xq.

\£(><) o< &y

1

Figure 10

Localisation ou non Localisation en négime adiabatique : bi-
dureation du pofentiel adiabatigque V-{X) d'un deuble puits
{o<ep) & un sdmple puits centraé en 0 (o > gp).
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C'est dans ce sens qu'on peut parler de 'petit polarcn adiabatigque!
dans ce modéle 3 deux sites, pourvu que g < €,,- La charge &lectronique est
partiellement délocalisée, mais elle 1'est d'autant moins que o/eb est plus
petit. On se rapproche alors de plus en plus des états polaron 'non adiaba-
tiques'. Cependant, le crit@re d'adiabaticité (voir plus loin} ne permet pas
le passage & 1a limite o + 0, et d'autre part, les s€parations d'énergie par
effét tunnel sont différentes dans le cas adiabatique et non adiabatigue. Une
évaluation de la dernidre sera effectu€e dans le paragraphe suivant. Elle con-

duit au résultat perturbatif :

b <
B 4 =0 exp(- £ (2-53)

tandis qu'un calcul de type WKB donne, dans le cas adiabatique(TS) :

_ &b hw
BBy = )

£
V2 exp(- ) (2-54)

d des corrections d'ordre (c/eb)z dans 1'exponentielle.

Holstein(TSJ obtient un critére d'adiabaticité en comparant les
deux expressions précédentes. En quelque sorte, le systéme aurait le 'choix'
entre deux processus d'effet tunnel extr@mes et favoriserait celui qui conduit

a l'abaissement d'énergie le plus important. D'od le critére d'adiabaticité :
2 7
0" » g, Tw (2-5%9)

Un autre critére peut &tre dérivé sur la base d'un argument simple : considé-
rant les deux niveaux d'énergie %? et - %? qui se croisent en X = 0 et sont
couplés par 1'interaction o, on compare au voisinage d'une valeur X petite
le temps de m&lange de ces deux niveaux, soit environ (GZ/KX)_1 d'aprés la
relation d'incertitude de Heisenberg,et la durée de passage au voisinage de

2 hw

ce point, soit X/v oll v est la vitesse moyenne, donnde par %*H Voo >

L'adiabaticité requiert que le mélange des deux niveaux aient le temps de
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2
se faire, c'est-d-dire que (%KJ'} & éu ce qui conduit i un critére légére-
v

ment différent de (2-55) :
o" > tw /e (2-56)

Dans le régime 3 haute temp@rature (typiquement, KT A th, oll wp est
une fréquence typicue des phonons optiques, hmD = (0,02 & 0,06 eV), Holstein

(13,60 obtient dans le cas non-adiabatique la probabilité de transition :

2 £
Wia~ %f' [7F%LE7J]/2 exp(- 7%%) (2-57)

Nous verrons au paragraphe I1.3 comment obtenir cette expression sur la base
d'un traitement perturbatif 3 1'équilibre themmique, et nous discuterons plus
loin la nature ¢t la validité de 1'approximation correspondante vis & vis

de la non-linéarité du probléme. Dans le cas adiabatique d'autre part, négli-
geant 1'anharmonicité du potentiel V_(X), on obtient natureliement le résul-

tat classique pour la probabilité de tramsition par activation thermique :

e
_ W _.b -
wa i exp( 2](T) (_Z_ﬁ)

Le critére d'adiabaticité 3 haute température s'obtient ou bien en compa-

rant (2-57) et (2-58), ou bien par 1'argument utilisé plus haut, en prenant

pour v la vitesse thermique (kT/u)i/Z ; cet argument est discuté en detail

(62) (61)

par Kudinov et Firsov et repris par Sumi

I1.2.3. Le probléme de la connection adiabatique - non—adiabatique

La trés grande majorité des articles théoriques sur le probléme du
petit polaron (ou un des problémes apparentés) prerment comme point de dé-
part, ou bien le cas ¢ = 0, ou bien i'approximation adiabatique et operent

un traitement perturbatif., Si la mise en oeuvre d'un calcul de perturbations
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est simple dans la premidre limite, elle se révéle beaucoup moins commode dans
la seconde ol c'est 1'énergie cindtique du mode qui représente la perturba-
tion. De ce fait, le formalisme hamiltonien est moins bien adapté dans ce cas

et on revient souvent & 1l'équation de Schrédinger,

Le probléme de la comection ('crossover') entre les deux régimes
pose un difficile probléme théorique, méme dans la limite o « g, et 1l est
encore Imparfaitement résolu, si ce n'est dans ia limite haute température

Sumi(ﬁl) sous certaines approximations.
Pp

La difficulté vient de 1'auto-cohérence du probléme du petit polaron.
Le modeéle adiabatique est auto-cohérent dans le sens que 1'électron asservi
au mode r€agit sur celui-ci en modifiant le potentiel mucléaire. Par contre,
dans 1'autre limite (¢ = 0), 1'auto-cohérence du probléme n'est présente que
de manilre statique, puisque le mode est bien asservi 3 la position de
1'électron, mais celui-ci est immobile. Nous verrons qu'un traitement pertur-
batif direct du cas o = § néglige 1'auto-cohérence (et donc la non-lindaritd).
L'approche que nous suivons aux chapitres IV et V de ce mémoire prend en
compte a priori cette auto-cohérence et doit permettre de comnecter naturel-
lement les deux limites en passant progressivement d'un asservissement du
mode par la charge &lectronique {non-adiabatigue) 4 1'asservissement de la

charge par le mode (adizbatique).

TI.3. METHODES PERTURBATIVES ET DEVELOPPEMENTS EN SERIE

IT.3.1. Perturbaticns 3 partir du cas non-adiabatique (o = )

a}) Modéle 3 deux sites

Nous allons résumer 1l'essentiel des résultats obtenus par Hblstein(13)

concernant les &tats propres des petits polarons (bandes de polarons) et le
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remplacement 3 haute température du mouvement de bandes par la diffusion acti-

vée thermiquement.

11 est plus simple de discuter le résultat & T = 0 d'abord sur le
mod&le & deux sites. L'approche perturbative consiste & se placer dans la
base des &tats polaron, donc & utiliser 1'Hamiltonien transformé {2-43) :

“b

Y + v
H o= twaa+T-2 (2-59)

L

Ny
oll T est le terme de transfert polaronique, mettant en jeu 1'émission et
1'absorption de phonons. La correction & 1'énergie s'obtient en calculant

A"
1'8lément de matrice de T entre les &tats |1> et |2> avec z&ro phonon :

o "y
0l T oy = (2-60)
" “b
G, = o exp(- £2) {2-61)
AE = + 0 (2-62)

Le signe * dépend de la parité de 1'état construit sur les deux
sites. Dans 1a base initiale, on &écrira les deux &tats de plus basse éner-

gie, résommant et antirésonnant :

N
+

I AR S BN | S
5= L |1>] X |2>] X,

(2-63)
7 L7090
Le facteur exponentiel de (2-61) représente le carré du recouvrement des
fonctions d'onde vibrationnelles sur les deux sites.. Il  rappelle

le facteur de Debye-Waller conmu en diffraction des rayons-X. On remarque

gue AE se découple en deux amplitudes d'effet tunnel asscciées respective-

ment & 1'€lectron et & la polarisation.
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b) Mcdéle de chaine linéaire - Transitions 'diagonales®

Le résultat précé&dent s'étend aisément 3 un cristal moléculaire

infini. Soit 1'Hamiltonien somme de (2-5) et (2-9), et du terme de saut ;
_ + 1 -igRi 4 +
H = é hmq(a qaq + 70 - izq Aq e C ici{aq + a_q)
’ (2~-64)

-+
+ 0% (¢c.c +
i 1

+ .
i+t ¥ C44154)

Effectuant sur H,, somme des deux premiers termes, la transformation unitaire

de petit polaron :

", . .
Hy = ety o7l (2-65)
-igR:
L =-1i % jki_e B! (a.~a )c .c (2-66)
4n q q iti gaims
q
il vient :
_ + 1 + _

HO = g hwqr(a qaq + 29 - e‘b g C ;Cs (2-67)

ol 'y est, cette fois, 1'énergie de liaison du petit polaron localisé sur

un cristal moléculaire infini et non plus sur un simple modéle & deux sites :

AqZ
et =g 9 (2-68)
b Q,hwq —
i . . . voo + +
La transformation du terme de saut électronique T o E(c 1541 * Ci+1ci)

s’effectue de la méme facon que pour le moddle a deux sites. On obtient -

A

T =03 (cFe,, Tep Tk @ - 2" J(e -
=g : C Ciyqlexp : 555 (aq aﬁq] e

R -igR;
ol 1-8 | 1+]) + h.C]}

(2-69)

v
Prenant de méme 1'€lément de matrice de T entre deux &tats i, i+l avec zéro

phonen dans chaque mode q, il vient :

. o "
<0, <+t T' |i> }oq> =g (2-70)



- 49 -

avec 1+ g' =g expl- % —————%%————-(1 - cosq a)] ' (2-71)

Dans la base des états polaron, on obtient une bande d'états de

Bloch, 1'intégrale de transfert effective &tant 3

ikR

o =ze 1 |i> (2-72)
1

i

e, =2 ¢'cos ka (2-73)

ol |i> et |k> désignent respectivement un état polaron localisé et déloca-
1isé. (2-72) s'interpréte donc comme la superposition cohérente d'é&tats
polaron sur les sites i. L'approximation faite ici consiste 4 associer &
1'électron sur le site 1 une déformation localisde sur le site i (en fairt,

ia dispersion des phonons entraine un léger &talement de cette distorsion

au voisinage du site i, voir 1'Appendice Al ). L'électron dans son mouvement
emporte avec lui cette déformation (au degré zéro de 1'état vibratoire asso-
cié). C'est ce que 1'on appelle parfois la diffusion cohérente du petit

polaron.

On aboutit donc naturellement & une description du petit polaron

en termes de quasi-particule. Pour des électrons ou des trous, la masse
. . . LY

effective est inversement proportionnelle a o'

e o

— = i = t ! -

R IC RS (2-74)
Des réductions de mobilité de 1l'ordre de 10° a 105 sont donc possibles si
le couplage est suffisamment fort. Cependant, la petitesse méme de la lar-

"
geur de bande effective W = 43" eniéve toute valeur i un tel modsle dds
que 1'incertitude en énergie assocife 4 un processus de diffusion, quelqu'il
Y

soit, devient de 1'ordre de W/2. De plus l'cbservation d'un transport & bas-
se température uniquement par petits polarons nécessite une trés grande pure-

té d'échantillons et ne semble pas avoir &tZ faite jusqu'd présent.




- 50 =

A température finie, Holstein distingue entre les 'transitions
diagonales' de 1'opérateur T (transitions fi>|nq> > |iz1> lnq>) et
les transitions 'non diagonales' (!i>7[nq> > [ix1> Inq‘>, ng' # nq),

A basse température, les premidres prédominent. Le résultat s'obtient fa-
cilement en remarquant que la polarisation associe au mode q est d'ordre
N_T/2 et que 1'on peut donc développer au premier ordre 1'exponentielle

apparaissant dans (2-69). Il vient

A
<nql <i+1| %‘ |i> |nq> =g exp [-Z n——~%———~——~ (1-cos qa)(an+1)J

42 M
21 q N'hmq

(2:75)

On constate une réduction du facteur de recouvrement par rapport &

(2-71), par un facteur (an+?} dans 1'argument de 1'exponentielle. Ce fac-
teur provient tout simplement de ce que des fonctions d'ondes d'oscillateur
harmonique excité présentent des noeuds et que, centrés sur des valeurs dif-

férentes, elles se recouvrent d'autant moins que n_ est plus élevé.
e Tg

A une température T, ﬁq = kT/hmq et la largeur de bande décroit
en augmentant la température, g{T)/c est de 1ltordre de [8(0)/0](2kT/th+])
ol wpy est la fréquence de Debye. Les transitions non diagonales, mettant en
jeu des transitions dites 'verticales' dans le diagramme de la figure 11
entrent en compétition avec les transitions diagonales ou 'horizontales'.
Les derniéres concernent un processus quantique cohérent, dans lequel 1'éner-
gie des deux sites considérés paf la transition ne change pas, alors que les
premieéres résultant d'un échange d'énergie avec le réseau (création ou anni-
hilation de phonons). Elles sont 3 l'origine des transitions par activation

thermigue.
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c) Transitions 'non diagonales'et ré&gime haute température

Les processus multiphonons mis en jeu par les transitions non-
diagonales conduisent 4 une probabilité de transition du polaron du site i
au site i+1, wi+i+1(TJ 4 la température T : les &€tats de bande de polaron

perdent leur sens lorsque :
u
Wy (1 22 5D (2-76)

On passe au voisinage d'une température caractéristique T, (de 1l'ordre de
hWb/Z d'aprés Holstein) d'un régime de bande 3 un régime diffusif ot la
cohérence guantique est perdue. Ce phéncméne peut &tre renforcé par la

présence d'impuretés.

Dans 1'article de 1959(13), Holstein calcule Wi+i+

1(T) en se limi-
tant aux transitions qui changent le nombre de phonons d'une unité et en uti-
lisant le formalisme des perturbations dépendant du temps. A haute tempéra-.

ture, le résultat s'écrit :

o2 v, 1/2 “Ea/KT

Wesie1 (D =T? e Ea] (2-77)
Le terme exponentiel traduit une activation thermique, avec :
AZ
Eqg =2 — {1 - cos qga) (2-78)
q 4Mmq

La présence du facteur (G/h)z dans le préfacteur de la probabilité de saut

refléte le calcul de perturbations des amplitudes au premier ordre.

L'expression (2-77) peut &tre dérivée sans faire appel 4 un trai-
tement quantique du réseau. Holstein{13) retrouve ce méme résultat en pro-
cédant en deux étapes, supposant que l'€lectron ne peut sauter que si la
séparation en énergie sur les deux sites est tr&s faible, c'est-a-dire

Xi o Xi+1(v01r V.3.1.).
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~ La probabilité d'une coincidence X; = Xi+] est calculée en sup-
posant le réseau en Equilibre thermique avec un &lectron fixé sur le site
i (&tat polaron). Les vibrations sont traitées classiquement, et la proba-
bilit€ est calculée pour chaque valeur V.. de la vitesse relative de Xi et
Xj41 8u passage & la coincidence (qui caractérise 1'énergie cinétique rési-

duelle aprés activation de la coincidence).

- La probabilité de saut de 1'électron est ensuite calculée en

perturbation en v, en fonction de la vitesse relative Voo

Hblstein(60) a précisé ultérieurement la nature des processus d'échan-

ge d'énergie avec le réseau, en &tudiant les transitions d'un petit polardn a
partir du medéle mixte (§ 11.1.2.d) o 1'€lectron est astreint a occuper 1'un
des deux sites i, i+1, Il montre sur la base d'un traitement de type 'taux de
réaction' de EyTing comment 1'activation thermique 1'emporte sur 1'effet tun-
nel cohérent du petit polaron. Cette méthode utilisée généralement pour &tu-
dier des réactions chimiques est ici justifiée a partir d’'un traitement quan-
tique de perturbations. Elle équivaut 3 haute température 4 la méthode de
coincidence exposée ci-dessus. A des températures kT é'hwo, elle met en jeu

des transitions 'horizontales' 3 des énergies situges entre le fond des puits

polaroniques (comme 3 T = 0) et le sommet de la barridre {comme dans le régime

de coincidences) (Fig. 11).

En bref, ce travail de Holstein &tablit la connection entre les ré-
gimes de basse et haute températures, sous réserve de 1'utilisation d'un
calcul de perturbations 4 1'ordre le plus bas en o. Ce traitement pertur-
batif revient essentiellement 3 calculer les fonctions de corrélations
(probabilit&s de transition) en supposant le réseau thermalisé avec un
€lectron fixé sur 1'un des sites. La matrice densité qu'utilise Helstein

-1 -BHg

est p, = L, e ,» 0 H) néglige le terme de saut &lectronique.
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V (X)

DN N §/

(b) (a) (@) (b)

Figure 11

Reprdsentation des deux types de transition du petit polaron

a) Activation & une Bnergie E, sulvie d'effet tunnel a
cette méme Energdle .

b) Activation au sommet de fLa barritre (coincidence
X = 0) et saut de L'&lectron.
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Ce schéma non-adiabatique est sans doute adapté pour des ¢ suffi-
samment petits, le probléme réside dans la maniére d'y apporter des correc-
tions. Nous discuterons de facon critique la méthode de Holstein 3 1la fin
de ce chapitre, afin d'esquisser la maniére dont les effets d'une adiabati-
cité partielle doivent &tre pris en compte de manidre auto-cohérente. Rete-
nons cependant de la discussion poussée de Holstein le fait gue, pour o
suffisamment petit, les transitions 'horizontales' sous la barriére ne jouent
pas de r8le 3 haute température et que 1'on peut alors traiter le réseau clas-
sigquement. Plutdt gque la condition XTI » hmo, Holstein montre(}3’60) que le

traitement semi-classique requiert :
KT > [E (e )4 1/3 (2-79)

Sur la base de cette théorie perturbative (régime non adiabatique}, Emin(63)
a calculé la mobilité de petits polarons et sa dépendance en le champ &lec-
trique ainsi qu'en fréquence. I1 obtient des résultats différents pour des

phonons optiques (cas qui nous occupe ici) et acoustiques.

d) Calcul perturbatif des propriétés de transport

Un certain nombre d'auteurs soviétiques se sont consacrds 3 1'é&tude
des propriétés de transport des petits polaroms. Lang et Firsov(79} ont mis
en cause l'une des hypothé&ses de Holsteinijzl Si hWP, W(ﬁ] et W(gj definis-
sent respectivement la largeur de bande de polaron (3 T = 0), la probabilité
de diffusion pour un polaron de moment 7k et la probabilité de saut entre deux
sitgs reliés par g, Lang et Firsov montrent qu'en général W(%) > W(gj, alors
que Holstein suppese 1'€galité de ces deux quantités. W(ﬁ) concerne la perte
de coh€rence de phase d'un site 3 1'autre tandis que W(E) se compare a Wb pour

déterminer si le transit du polaron est plutdt cohérent (effet tunnel,
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W(g) < Wb) ou incohérent (activé, W(E) > Wﬁ). Pour Holstein(13), le mouvement
du polaron est soit un mouvement de bande (T < hw/4), soit diffusif sans ef-
fet turmel (T > Tw/4). En réalité&, on peut &tre dans une situation intermé-

diaire, caractérisée par :
Wk > Wy > W)

dans laquelle 1l'effet tunnel est important, mais oll la cohérence de phase est
perdue (2 cause des fluctuations thermiques) entre deux transitions par effet
tunmel. Le mouvement du polaron s'effectue alors par effet tummel, séparé par
des phases de thermalisation. Dans son article plus récent(ﬁo), Holstein cal-
cule effectivement le taux de transition par une formule de type 'taux de

réaction chimique' 3 la Byring (donc manifestant une irréversibilité) produit
d'une probabilité d'excitation thermique 3 une &nergie E, suivie d'effet tun-

nel 3 cette énergie.

Klinger, Lang et Firsov, Schnakenberg et d'autres ont calculé les

propriétés de transport des petits polarons i partir de 1a formule de Kubo

Voir(SD) et les références incluses, notamment dans le chapitre V), et en
P

utilisant des méthodes de perturbation. La littérature russe sur ce sujet

est trés riche et ne peut &tre résumée ici en quelques mots.

e) Autres traitements théoricues

Une méthode tré&s puissante a &té utilisée par Rivieret.Coe(64)

pour calculer les propriétés statiques et dynamiques du moddle 2 deux sites
baptisd 'polaron moléculaire' dans le sens oll il est supposé s'appliquer &
une seule molécule qui peut basculer entre deux configurations. Ces auteurs
partent de 1'Hamiltonien (2-43) et utilisent un développement de la fonction
de partition en intégrale de chemin, chaque chemin mettant en jeu un nombre

r\'i +
pair de transitions polaroniques décrites par le terme T. lLa fonction de
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partition et les fonctions de corrélation du spin effectif sont calculdes dans
les régimes basse température, et trés haute température (pas d'auvto-pidgeage)
pour le systéme fermé (un seul mode) et pour le systdme ouvert (bande de pho-
nons). Rivier et Coe calculent de plus la polarisabilité de la molécule (ré-
ponse 4 un champ &lectrique). Ils signalent le fait que le temps nécessaire
pour thermaliser le polaron sur ses deux sites possibles met en jeu un temps de
diffusion d'un site 3 1'autre extrémement long, et donc qu'i 1'échelle d'une
expérience le polaron peut n'apparaitre qu'en quasi-&quilibre thermique, c'est-

a-dire en équilibre métastable, dans wme configuration ou dans 1'autre,

La méthode des fonctions de Green a été utilisée par Prelovsek(ﬁs}
dans le cadre de 1'approximation R.P.A., en couplage faible et en couplage

fort.

Le calcul par Holstein du taux de transition d'un site & 1'autre
ne répond pas entiérement A la question du mode de diffusion d'un petit
polaron 4 travers un cristal moléculaire. L'expression (2-77) permet de cal-
culer & 1'aide de la formule classique d'Einstein le coefficient de diffu-
sion, donc la mobilité des polarons. Ceci suppose que Wi+i%T(T} est d'une
part indépendant de i, et surtout que cette quantité est indépendante des
sauts précédents : on suppose que le petit polaron perd la ménoire du saut
précédent, ce qui conduit pour la diffusion sur le cristal i un processus

de type markovien entigrement déterming par la donnée de Wi+i Cette hypo-

+1°
thése est raisonnable si le réseau a le temps de relaxer aprés chaque saut,
de maniére que toute mémoire de la configuration précédente soit perdue.

. p 4ox . (66,67,68) A 4
Emin a examiné dans une série de papiers le rdle de telles corré-
lations dans la diffusion polarcnique. Celles-ci n'apparaissent pas si le

temps séparant deux sauts successifs est beaucoup plus grand que le temps de

relaxation caractérisant la localisation (auto-piégeage) du polaron. Ce der-
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nier n'est réduit au simple temps de relaxation du réseau que dans le cas

adiabatique ol 1'électron suit toutes les fluctuations de celui-ci.

Emin montre que dans le modéle de Holstein, le temps de relaxation

du réseau dans 1'état polaronique est :

= (2/my) (/KD (2-80)

T
relax

oli @ est la largeur de bande de phonons, Wy = m12/2mo. Pour t <t apres

relax’
un saut, le polaron a plus de chances de revenir sur le site initial que de

sauter sur un autre site. Par contre, pour t > ax? On retrouve le taux

Trel

de transition de Holstein.

Cette discussion permet en fait de préciser la pertinence du modé-
le 'mixte' (§ IT.1.2.d) oll, rappelons-le, 1'é€lectron résomne entre deux
sites voisins. Ce mod&le est adapté au cas ol la corrélation de deux sauts
 successifs est négligeable, du moins dans une séquence du type (i-1)+i»(i+1),
car il pemmet de tenir compte de 1'effet de m&moire dans une séquence

{(i-1}+i~(i-1). Nous discuterons ce probléme plus en détail ultérieurement.

IT.3.2. Perturbations 4 partir du cas adiabatique

Un certain nombre d'auteurs ont pris la solution adiabatique comme
point de départ et examinent les transitions non adiabatiques induites en-

tre les états |w_(X)> et [w+(X)> par le terme cinétique du mode de vibration.

1L'approximation de Born-Cppenheimer est souvent utilisable dans des
systémes moléculaires, ou dans les transitions sur un défaut profond(69). On
considére en général qu'elle est correcte loin du croisement, mais que les
effets non-adiabatiques se font sentir prés de celui-ci. Si par exemple,

1'électron reste sur le méme site aprés un &vénement de coincidence ot le

croisement est atteint, cela veut dire que le systéme décrit par X passe
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sur la courbe adiabatique V, (X0 (Fig. 9). I1 peut alors osciller dans ce
puits de potentiel 'anti-adiabatique' et retomber éventuellement sur la
courbe V.(X) 3 1'aide d'une nouvelle transitien 'non-adiabatique'. Le pas-
sage du petit polaron d'un site & 1'autre ne peut s'effectuer qu'a la fa-
veur d'un nombre pair de transitions non~-adiabatiques. Holstein a pu ainsi
calculer Semi-classiquement{13'b) (Appendice III} la probabilité P, d'une
transition non-adiabatique au croisement et décrit ainsi d'une manidre sim-
ple la connection entre les deux régimes. Ce n'est cependant qu’au voisinage
immédiat du point de croisement que la non-adiabaticitéd est prise en compte.
Le principe de cette théorie phénoménologique basée sur un travail de Landau
et Zener a €té€ repris du point de vue microscopique par Sumi(61) qui utilise
un développement perturbatif en ¢ de 1'amplitude de transition, en approxi-
mant la matrice densité du réseau par une distribution semi-classigue de type
Wigner. Sumi obtient ainsi une expression du préfacteur du taux de transi-
tion qui redonne les résultats (2-57) et (2-58) dans les deux cas limites.
La théorie requiert une irréversibilité suffisante (dispersion des phonecns)
de maniére & assurer que les événements de traversée de la barridre sont
bien séparés dans le temps. Cette question se pose inévitablement dans les
problémes de transition d'un systéme bistable, on ne peut calculer simple-
ment le taux de transition (méthode de Kramers) gque si 1'amortissement

est suffisant et la barriére assez haute comparée i 1'énergie thermique.

Une revue des divers approximations applicables an mod2le, du
point de vue de la base de fonctions d'onde adaptée comme point de départ,

Al
(7OJ. Une transformation unitaire y est

est fournie par 1'article de Wagner
notamment décrite qui permet de passer dans la base adiabatique. Le problé-
me est que des approximations assez grossidres (approximation dite 'Condon')

sont nécessaires pour parvenir i une solution analytique.
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Un traitement intéressant a ét€ donné par Shaw et Whitfie1d657),
dans le cadre du moddle de Fréhlich et en perturbations (en 1/0?) & partir

de la limite adiabatigue.

IT.3.3. Méthode d'intégrale de chemin

La question centrale de 1l'effet tunnel d'une particule {dé&faut) cou-
plée aux phonons a &té considérée par J.P. Sethna(80’81’82) dans une méthode
d'intégrale de chemin ('instanton path'). Dans 1'effet tunnel d'un défaut,
plus ou moins localisé sur chaque site intersticiel, 1'une des méthodes con-
siste & tronquer les niveaux sur un site de maniére i ne garder que le fon-
damental, supposé couplé aux phonons. On aboutit dans ce cas pour le modéle
d deux sites d un spin 1/2 couplé aux phonons. La th&orie de Holstein, ainsi
que nous 1'avons vu, conduit & T = 0 3 renormaliser 1'€lément de matrice
tunnel entre les deux sites, ce qui revient i dire que le défaut reste lo-
calisé, ou effectue une transition brutale d'un site & 1'autre, accompagné
instantanément par la déformation de réseau. Sethna montre en €tudiant les
chemins d'instantons dans la région interdite de 1'espace des phases -défini
par la particule et le mode de vibration- que si 1l'on prend en compte les
&tats excités de la particule sur chaque site, le chemin le plus probable
{instanton) met en jeu une variation progressive et non brutale de la coor-
donnée de la particule. En conséquence, le mode (haute fréquence) peut re-
laxer et suivre la transition d'une manidre adiabatique. La réduction de
1'effet tunnel par "1'entrainement" brusque d'un 'nuage' de phonons se
trouve ainsi affaiblie, en d'autres temmes, la transition par effet tunnel
se trouve facilitée par 1l'exploration par 1ia ﬁarticule d'états 'intermé-

diaires' entre les deux sites.

Nous suggérons gue si 1'on traite correctement (et non plus en
2g P

perturbations) le cas du modéle 3 deux niveaux couplé aux phonons, un ré-
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sultat similaire émerge ; ainsi que nous le proposons, la transition du pe-
tit polaron doit &tre décrite comme résultant d'un transfert contimi de la
charge &lectronique d'un site a 1'autre. L'effet tunnel s'en trouve facili-
té, sans pour autant abandormer le modéle 3 deux niveaux. Citons encore le
traitement par Pirc et Gosar{TSAl par la méthode des fonctions de Green et

la technique des graphes de Feynman.

II.4. METHODES VARIATIONNELLES - PROBLEME DE LA LOCALISATION

Les difficultés rencontrées en-dehors des deux limites que nous
avons décrites proviemnent de la compétition entre, d'ume part le gain
d'énergie dli 3 la déformation du réseau, d'autant plus grand que 1'électron
est plus localisé et, d'autre part la délocalisation de 1'8lectron qui dimi-

ne  son énergie cinétique.

Cet antagonisme justifie bien 1'emploi de méthodes variationmelles
que de nombreux auteurs ne se sont pas fait faute, & juste raison, d'uti-
liser. Leurs efforts ont &té concentrés sur la question de 1’éxistence d'une
transition abrupte entre un &tat auto-piégé et un &tat quasi-libre en
variant les paramétres du probléme. Le principe de telles méthodes repose
sur l'utilisation d'une base de fonctions d'ondes respectant la symétrie
du syst®me (translation pour le cristal moléculaire, inversion pour le

modéle 4 deux sites).

T1.4.1. ModBle de distorsion effective

a) La transition &lectron auto-pidgd - électron libre

Toyozawa(]z), le premier, minimise la valeur moyenne de 1 'Hamil-

tonien {2-64) sur une fonction d'onde de type Bloch :

1 ikRy
N"k>=",—_§e 1[

= >0 (1) 102 (2-81)
)
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ol . 16 (D> =1 o (3-1) [j> (2-82)
3 ‘

est la partie électronique de la fonction d'onde localise au voisinage du
site i, et Uy (1) !D>ph 1'état d'oscillateur déplacé :
A_(K)  -igR.
0D e I = e T (ag - a_y)] (2-83)

I1 suppose |¢k{i)> compl&tement localisé, soit ak(j—i) = éij et considére

les Aq{k) comme des paramétres variationnels qu'il détermine en minimisant
<y |H| P> La méthode signifie physigquement que 1'on associe 4 1'@lectron
localisé sur un site i, une distorsion effective du réseau inf€rieure ocu &éga-
le 4 celle due 3 un &lectron parfaitement localisé (o = 0). Toyozawa montre
que ce choix conduit 3 T = 0 & une transition brutale en variant la cons-
tante d'interaction qui n'est autre que c/ab, rapport de l'intégrale de
transfert i 1'énergie de liaison polaronique 'maximale', c'est-d-dire obte-

mie §d g = 0.

Emin(72) a &étendu cette procédure i des températures finies, dans
le but d'examiner 1'éventualité d'une transition isolant-métal dans des oxy-

des de métaux de transition tels gque NiG.

L'essentiel de 1'argument de Toyozawa et Pmin peut &tre résumé sur
le modele i deux sites (Hamiltonien (2-24)). Cheisissons come fonction

variationnelle :

b (x)> = —
1 yZ

(1> [, -[2> | (2-84)

EX ~EX,)]

0

oli, avec les mémes notations qu'au §IT2.1, les i%>iEXO définissent des €tats
d'oscillateur harmonique déplacés de +£ Xys oli 0 € £ ¢ 1. La valeur moyenne
de H dans cet état se calcule soit directement, soit en passant par 1'inter-

médiaire de la transformation canonique, analogue de (2-35), (2-36) :

U(E) = exp [- %% S, (a - a’}1 {(2-85)
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] |
H=tya'a - A(1-8) (a + afs, + 2 gl - ey €+ T (2-86)

et les &tats polaron, dans la nouvelle représentation :

5 = Lo+ 2y

4]
Le terme de transfert effectif T(£} s'obtient 2 partir du second terme
de {2-43) en remplacant A par AE. On calcule alors 1'énergie moyenne, fonc-
tion de & :
EE £
2

v LAY
<¢*§ (H] w§> = - (2-8) = cexp [- h—ﬁ £% (2-87)

Le second terme est 1'excés d’'énergie &lastique du Téseau, le troisidme
1'énergie de couplage et le dernier 1'intégrale de transfert effective.
Cette derniére est d'autant moins réduite que la distorsion locale est plus
petite, tandis que £ = 1 minimise les deux premiéres contributions. Minimi-
sant (2-87) pour le fondamental |$;>, il vient :

1-€=u€~£e_”€2; €=—%>u=% (2-88)
Cette équation se résoud graphiquement (Fig.12-13). Les points d'interaction
de la droite f(&) = 1-£ et de la courbe g(E) =u e £ e_ug sont au nombre
de T ou 3 suivant les valeurs de ¢ et u., Fixant la pente a 1l'origine de g(&),
g'(o) = eu = ¢/Tw, on peut tracer la courbe £ en fonction de =. Deux régi-
mes sont d distinguer : si o/hw n'est pas trop petit, on obtient deux points
fixes stables séparés par un point instable. Le premier (£ £ 1) correspond
& la situation d'auto-piégeage, la distorsion est 18gérement ré&duite par
1'itinérance ; le second n'est autre que la solution de couplage faible ol
l'intégrale de transfert effective ¢(Z) = ¢ exp [~ u 52] est proche de la
valeur sans distorsion. Dans le premier cas, c'est le couplage &lectron-

phonon qui 1'emporte, dans le second, c'est la délocalisation.
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f(€)

g(E)

a) 4

Figure 12

f(€)

a(g)

Selution ghaphique de L£'Zquation (2.88) :

a) oftw petit : un seul algime de fonctionnement sui-

vant La valeurn de € = o/eg

b) o/fim grand : un ou Lrois régimes de fonctionnement.

Figure 13

Variation de & en fonction de € pour f£es cas

a| transition phogressive
b) trhansition brutale.




- 64 -

Dans un autre régime, associ&é 3 des valeurs petites de o/hw, la
courbe £{c) ne révéle aucune transition brutale : on passe progressivement

du couplage fort au couplage faible.

Pour c/ab petit, on peut &valuer en perturbations 1'effet de
1'itinérance sur la polarisation. L'€quation (2-88) montre que £ < 1, lors~

que g <« g . Au premier ordre en U/Eb, on obtient :

"
o £
= 1.9 P .
€= 16D g (2-89)
oll 80 =0 exp (- eb/ﬁm) est 1'intégrale de transfert polaronique avec une

distorsion maximale.

La pertinence de ce type de traitement variatiomnel se pose 4 plu-
sieurs niveaux. En premier lieu, dans le cas du modéle i deux sites propre-
ment dit, bien que 1'effet physique (compétition entre deux mécanismes, lo-
calisation par effet polaron et délocalisation par effet tumnel) soit pris
en compte dans le calcul précédent, la question de 1'existence d'une tran~
sition brutale entre &tat auto-piégé et &tat quasi-libre reste ouverte. la
réponse & cette question dépend apparemment de la base de fonction utili-
sées dans le calcul variationnel. Shoreet Sander(sg] ont montré gu'en asso-
ciant aux &tats |1> et |2>, non pas une seule gaussienne, mais la some de
deux gaussiennes centrées sur différentes valeurs de X, la discontinuité
disparait. Ces auteurs ont calculd mmériguement 1'&tat fondamental I 1'ai-
de d'une troncature du nombre d'&tats de phonons et trouvent un accord

excellent avec 1'€tat variationnel.

I1 faut aussi se poser la question de la pertinence méme du modé-
le d deux sites en ce qui concerne la localisation par effet polaron.
Shore et Sander €tendent directement leur procédure variationnelle et arri-

vent aux mémes conclusions. Nous tenterons, au § II.4.3 de discuter plus
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généralement 'avec les mains' ce probléme difficile de la localisation.

b)Y Critique du modéle :; les effets dyvnamiques

Le modéle de distorsion effective est critiquable par son aspect
statique. Ceci signifie qu'on associe toujours & la présence d'un &lectron
sur un site une déformation donnée du réseau, que 1'électron transfére
instantanément dans son mouvement. On comprend que d'un point de vue dyna-
mique le fait que la durée de vie de 1'électron sur un site soit plus faible
ampéche le réseau de relaxer totalement, et que la déformation moyenne du

-~

réseau, associée i un &lectromn, soit réduite.

Cependant, un effet important a &té négligé ici, c'est un effet
dynamique de transfert d'impulsion corrélé au saut d'un &lectron. Nous cal-
culons dans 1'Appendice (A.1) la fonction de relaxation d'une molécule aprés
gqu'un électron l'ait quittée. La déformation pré-existante disparait en un
temps de 1l'ordre de T, = (Am)_1 par des oscillations amorties, en méme temps
que se crée la méme déformation centrée sur le site veisin. Si le temps de
piégeage de 1'électron est plus grand que T on peut supposer, avant chague
saut électronique que le r&seau a eu le temps de relaxer. Dans le cas con-
traire, 1'é1ectron,quittefa 1a molécule avant relaxation compléte. La figu-
re 53 montre que, dans ce cas, la polarisation n'est pas statique (relaxée)
ﬁais fluctue, d'autant plus violemment que la relaxation a &té plus partiel-
le. A la limite olt le temps de vie de 1'électron est plus petit qu'une pé-
ticde de vibration, le seul effet de 1'électron est une forte impulsion
donnée 3 la molécule initiale 1 (dans le sens d'une €longation) et une
impulsion opposée donnée i la molécule 2. Il ne reste dans cette limite Tien

qui corresponde 3 une distorsion effective associge a la présence d'un €lec-

tron sur un site, mais au contraire un transfert d'impulsion des molécules,

assoclé au transfert de 1'électromn.
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Weisskopf(73) a montré comment un tel mécanisme permettait de dommer
une image physique trés simple de la formation d'une paire de Cooper : 1'élec-
tron ne polarise pas statiquement le réseau car il n'en a pas le temps, mais il
laisse derrire 1ui un sillage de déformation avec lequel peut interagir un

autre €lectron, venant en sens inverse.

Nous comparons dans 1'Appendice (A.2) les transformations unitaires
effectuées pour le probléme du polaron et la supraconductivité B.C.S. On
voit clajrement que la transformation polaron couple la densité de charge et
la déformation locales, tandis que la transformation B.C.S. associe en plus
au courant €lectronique un transfert d'impulsion entre molécules qui traduit

le 'sillage' de déformatiom.

Dans quelle mesure ces effets dynamiques modifient-ils les conclu-
sions d'un simple mod&le de distorsion effective ? La gquestion reste ouver-
te. Nous tenterons de préciser la nature de ces effets dynamiques dans

notre approche semi-classique du probléme (chapitres IV et V).

I1.4.2, Effets adiabatiques

Nous Venonslde voir un premier effet d'une largeur de bande finie
(0 # 0) sur les états de petit polaron : la réduction de la distorsion que
1'€lectron emméne avec lui, donc diminution de 1'auto-piégeage. Cependant,
les seules transitions électroniques envisdgé€es sont celles qui s'effectuent
avec transfert de cette polarisation partielle. Malgré la différence
o= XO £ des niveaux Electroniques sur les deux sites, une légére délo-
calisation (d'ordre o/AX) de 1'électron est 2 attendre dans 1'dtat polaron.
Elle résulte de fluctuations de charge trés rapides par lesquelles 1!&lec-
tron s'adapte a4 la configuration du mode. Dans ce sens, on peut qualifier cet

effet  d'adiabatique. C'est en fait une terdance i 1'adiabaticité car ol

est considéré dans cette limite comme trop petit pour suivre instantanément
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toutes les fluctuations du mode. Nous verrons au chapitre IV que ces idées
qualitatives concernant un régime intermédiaire entre la non-adiabaticité
et 1'adiabaticité nous fourniront les bases physiques de notre description

dynamique du probléme.

Eagles(74) a proposé une théorie dite 'adiabatique' de 'presque
petits polarons' qui revient en fait & tenir compte d'un &talement de la
fonction d'onde locale du polaron sur les sites voisins, 4 1l'aide d'un cal-
cul variationnel. I1 envisage de plus des effets de 1'anharmonicité et d'un

couplage quadratique (et non plus seulement lindaire}, qui peuvent conduire

i des modes de vibration localisés.

L'analogue du calcul d'BEmin, mais incluant comme paramétre varia-
tiommel 1'amplitude de la fonction d'onde €lectronique sur les sites voi-

(57). La symé-

sins (paramétres a(j=-i) de (2-82)) a2 €té€ mené & bien par Gosar
trie de translation est prise en compte explicitement en travaillant avec

des états propres du quasi-moment total K (8quation (2-32)}. Avec les
notations de (2-82), Gosar obtient, en perturbations en d/gy, a(£1) ={TTU/Eb).
Ce procédé améliore considérablement 1'approximation de la solution réelie,
ainsi qu'on peut le voir en calculant la fluctuation de 1'énergie /ZfﬁiZH§jz>_
Gosar montre également que la mobilité des polarons est accrue par le fait

que les &lectrons voient en fait une barriére réduite d'une quantité d'or-

dre UZ/Eb. Cet effet est bien intermédiaire entre le cas ¢ = 0 (barriére eb/Z)

£ 2
s . 5] a
et le cas adiabatique (barriere a5 g - a).

b

IT.4.3. Ie probléme de 1la localisation

Du point de vue de 1'état fondamental, le calcul numérique de Shore
et Sander(sg) donne une réponse négative i la question : le petit polaron

se localise-t'il brutalement en augmentant la force du couplage 7
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A température finie, un calcul variationnel (champ moyen) GWanka(75))
utilisant 1'inégalit@ de Bogolyubov a montré 1'existence d'une transition du
premier ordre pour une valeur du couplage donnée, i condition que o/hw ne
soit pas trop petit (nmous avons vu que cette dernidre condition &tait égale-
ment nécessaire 3 T = 0). Une estimation de bornes supérieure et inférieure
a 1'énergie libre, i 1'aide des indgalités de Tchebycheff-Markov (Stolze et

Brandt(76)} montre, au contraire, 1'absence de transition du premier ordre

dans Ce systéme.

En résumé, il semble qu'il n'existe dans ce modéle & deux sites ni
discontinuité 3 T = 0 en fonction du couplage, ni transition du premier

ordre avec la température.

Qu'en est-il alors pour le probléme d'un &lectron dans un réseau ?
{13.a)

Holstein raméne 1'€quation de Schroedinger pour le polaron 3 une
Equation de la forme :
2

2
-—-gx—g - ey P uE) = B (2-30)

Cette équation dite 'de Schroedinger, non-linéaire' s'obtient en faisant

1'approximation du contimum et 1'approximation adiabatique qui conduit 3

un potentiel V(r) localement proportionmnel d la densitéd €lectronique. Cette
2

&

€quation posséde des solutions exponentiellement localisdes si €, >

)
Zma2

a étant la distance intersite. Ce modéle domne lieu 3 des solutions

de type 'soliton' qui ont &té proposées comme modes de propagation d'exci-

tons auto-piégés dans certains cristaux (Davydov(83’84}}.
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IT.5. MODELES DE MOUVEMENT BROWNIEN

.

Nous réservons i ces modéles une place & part car le modéle de petit
polaron 3 température finie que nous présentons au chapitre V appartient a
la méme phénoménclogie. Ici on considére que 1'effet du réseau sur 1'élec-
tron, via le couplage &lectron-phonon, se manifeste par un bruit thermique .
qu'on décrit en général par un processus stochastique (i.e. aléatoire). Un
probléme se pose, celui de séparer la polarisation du réseau qui 'habille’

1'électron, des fluctuations thermiques du réseau.

Sewell(77) décrit le mouvement d'un petit polaron & travers un
réseau, sous l'effet de deux processus : 1'effet tunmel (transit cohérent
& polaron) et l'activation thermique par les phonbns. Le principe du mode-
le consiste 4 effectuer la transformation d'oscillateur déplacé qui conduit
3 la some de (2-67) et (2-69). Sewell sépare le terme %' en deux contribu-
tions. La premiére (moyenne 8 T = 0) décrit 1'effet tunnel cohérent. La se-
conde (fluctuations) est simulée par des forces stochastiques, ce qui con-

duit i un terme de transfert effectif

neff v + +
T77 = Lo+ F(OT & (€505 4% €544¢) (2-91)

F(t) est une force stochastique corrélée sur un temps T de 1l'ordre de
1'inverse d'une période d'osciilation du réseau. Le résultat de Sewell con-

cernant la probabilité de transfert d'un site 4 l'autre s'écrit :
1 “We ot
P(t) = 5 [1-e "% cos %] sit>» _ (2-92)

oll W est le taux de transition par activation thermigque. P{t) exhibe donc un
comportement oscillant a4 la fréquence tumnel %, amorti sur le temps de saut
par activation. Ce résultat revient & une simple superposition des canaux

"tunnel' et 'activation'.
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L'idée repose sur une séparation de 1'effet du réseau en deux par-
ties : 1'une, systématique, est contenue dans la transformation canonique
et revient 4 'habiller' 1'électron d'une déformation statique ; l'autre re-
présente les fluctuations résiduelies (provoquant des transitions 'non diago-
nales’ du polaron). Le procédé utilisg ici appelle Cependant plusieurs cri-

tiques.

En premier lieu, 3 température finie, nous savons que 1'effet tunnel
cohérent (df aux transitions 'diagonales') dimimme trés vite avec la tempé-
rature, donc 1'oscillation 4 la fréquence ¥ n'a aucun sens 2 une température
de 1'ordre de th. Une amélioration consisterait i prendre comme terme Sys~
tématique de %' la moyenne thermique incluant toutes les transitions diago-
nales. Les deux contributions correspondraient alors précisément aux deux
canaux de transit représentés figure 11,

11 est d'autre part difficile de supposer que 1'on puisse simuler
aussi simplement 1'effet d'un terme aussi complexe que %. Les transitions
induités par le saut de 1'électron entrainent, nous 1'avons vu, des effets
adiabatiques, un étalement de la fonction d'onde électronique qui, lui-
méme, modifie la distorsion du réseau. En d'autres termes, le choix de
1'electron habillé par une déformation statique comme particule brownienne
est une excellente hypoth@se, mais sa dynamique interne est beaucoup plus
complexe que celle décrite simplement par 1'effet tunnel cohérent. L'uti-
lisation de la densité &lectronique moyenne comme variable brownienne conti-
nue (classique) permet d'étudier cette dynamique interne (qui se révéle &tre
non-linéaire). Clest ce que nous ferons au chapitre V. Nous montrerons de plus
la complexité (caractdre non-lindaire) du couplage de cette particule brow-

nienne avec le bruit externe (réseau).
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Un autre modéle stochastique, fondé sur 1'approximation adiabatique,
a &té proposé par Lax et al.(71). Nous comparerons plus loin ce modéle au
ntre, car il repose sur la méme approche semi-classique & la différence
que le modéle de Lax et al. n'est ni non-linéaire, ni auto-cohérent. Décri-
vons briévement son principe. Ces auteurs travaillent avec les &quations de
Heisenberg pour le spin g, tirées de (2-24). Le spin apparalit alors comme
placé dans un champ magnétique effectif'é% = %?, 0, -0), traité classi-
quement. Le vecteur g est considéré comme un vecteur classique (vecteur de
Bloch) et 1'&volution de 1'€lectron est représentée par un trajet sur la
sphére unité (sphére de Bloch). Dans un premier temps, Lax et al. effectuent
une rotation du systéme de coordonnées pour se placer dans la base des &€tats

-+

adiabatiques (le nouvel axe Ox' est alors parall&le & H ). puis, ils
simulent le mode de vibration X(t) par un terme stochastique corrélé sur

un temps w;1. Nous verrons qu'il faut en fait extraire de X(t) une partie

systématique, source des non-linéarités, et un terme de fluctuations.

Pour terminer cette bréve revue des approches de type mouvement
brownien au probléme d'un petit polarcn, il nous faut relier notre problime
i celui, plus général, d'une particule brownienne ayant un comportement quan-
tique. Iche et Noziéres(78) ont utilisé une méthode de développement & par-
tir du cas adiabatique (sans recul de la particule, en développant en série
la matrice dénsité du systéme). A 1'ordre zéro en le recul {représentant le
mouvement d'ensemble du paquet d'ondes pendant la relaxation du bain),

Iche et Noziéres obtiennent un potentiel effectif deéfini quelle que soit

la force du couplage. L'ordre suivant concerne les phénoménes de frictiom,
compliqués ici par 1'étendue du paquet d'ondes, et qui fournissent la régle
d'or de Fermi lorsqu'on suppose a priori le développement convergent {(ce

qui est le cas pour un hain thermique fait de phonons).

Notre approche semi-classique des chapitres IV et V nous impose
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de répondre & deux questions. la premidre concerne la modélisation d'um
€lectron de liaisons fortes (sur deux sites) en systéme I deux niveaux ;

nous y répondrons au chapitre IIT (§ 1.1.b.) en montrant la structure trés
particuliére du paguet d'onde associé 3 1'électron. La seconde question con-
cerne le traitement semi-classique lui-méme, quels sont les effets importants
lorsqu'on traite le bain comme classique ? Nous discuterons ce probléme en

détail au chapitre V.

CONCLUSION

Nous voudrions ajouter quelques mots 3 ce chapitre dé€ja long. Nous
avens tent€, non pas d'énumérer, mais plutSt de classer les divers traite-
ments théoriques des modéles de particule couplée & des phonons. Nous avons
Certainement omis quelques solutions proposées, mais notre but n'dtait pas
de faire une bibliographie exhaustive. Nous ne prétendons pas non plus ré-
soudre complétement ce modéle sur lequel tant de traitements théorigques ont
buté. Nous proposons simplement, et ceci constituera le corps des chapitres
IV et V, une approche nouvelle qui, de par son auto-cohérence, échappe a
priori au calcul de perturbations, méme si un développement par rapport 3
un petit paramétre est requis pour obtenir une solution analytique. Notre
description est essentiellement dynamique et nous permet de dégager correc-
‘tement les Echelles de temps pertinentes du probléme. Flle est bien adaptée
au traitement haute température (mouvement brownien) mais peut, nous le
pensons, €tre améliorée pour prendre en compte les corrdlations dynamiques
(quantiques) entre 1'électron et le mode. Nous nous attendons dans ce cas &

(80) sur le caractére 'progressif' de la tran-

retrouver l'argument de Sethna
sition polaronique. Nous espérons ainsi jeter de la lumidre sur le probléme
fondamental : qu'est-ce-qu'un petit polaron, en-dehors de la limite triviale

¢ = 0 7 Quelle est la structure de cet objet, peut-on le considérer a basse
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température comme wne quasi-particule, possédant des €tats €tendus, ou doit-on
le considérer comme une entité localisge ? Et quel est le mécanisme de sa dif-

fusion 3 haute température ?







CHAPITRE 1III

EFFETS D'INTERACTION ENTRE ELECTRONS, DUS A
UN FORT COUPLAGE ELECTRON-PHONON
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EFFETS D' INTERACTION ENTRE ELECTRONS, DUS A
UN FORT COUPLAGE ELECTRON-PHONON

INTRODUCTICN

Tous les modéles théoriques décrits au chapitre II s'adressent @&
une seule particule (&lectron) fortement couplée aux phonons d'un cristal.
L'image physique simple est celle d'une quasi-particule, le petit polaron,

formée de 1'électron et de la polarisation associe.

Dans un cristal réel, 1'approximation la plus courante (Holstein)
conduit # remplacer 3 basse température la bande d'électrons par une bande
de polarons, la largeur de bande &tant réduite d'un facteur e-s, S = eb/hm

(e, étant 1'énergie de liaison du polarom).

Hormis la validité de cette description en termes de quasi—parti—
cules, une question se pose, lie & 1'interaction effective entre €lectrons
via le réseau, par échange de phonons. On sait qu'une telle interaction,
attractive, est responsable de la supraconductivité. Cet effet collectif
résulte d'une instabilité de la mére de Fermi en présence d'un couplage
(généralement faible) avec les phonons acoustiques longitudinauﬁ. L'inter-
action est due au fait qu'un &lectron, déformant le réseau sur son passage,
permet 3 un autre électron de sentir la méme distorsion et d'&tre ainsi
attird par lui. Cette attraction par échange de phonons peut excéder la

répulsion coulombienne.

Cependant, la supraconductivité concerne des échelles d'énergie tres

faibles, de 1'ordre de 1075 a 1077

eV. En couplage fort, la situation qui nous
occupe, et spécialement lorsque 1'énergie de couplage (de 1l'ordre de e.) peut
excéder la largeur de bande (proportiomnelle 3 o), 1l'interaction effective

peut prendre des valeurs extrémement fortes et permettre ainsi la formation
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de paires de polarons, appeldes bipolarons. Ceux-ci ont &té observés dans de
nombreux composés cristallins de métaux de transition et peuvent exister éga-
lement dans les verres. La premidre partie de ce chapitre est consacrée 3
1'étude de ces bipolarons. Nous utiliserons essentiellement les descriptions
théoriques du petit polaron fondées sur les perturbations, 1'hypothése adia-

batique ou les calculs variationnels.

Le principe de Pauli et la nature des orbitales atomigues limitent
généralement la condensation des petits polarons i des paires diamagnétiques
de spins opposés). On n'a pas jusqu'd présent encore observé de ' outtes!

D PP p a P g

de polarons...

Un type particulier d'instabilité est cependant rencontrd dans les
matériaux unidimensionnels : le couplage €lectron-phonon peut entralner la
formation d'une onde de densité de charge, due 3 la structure particuliére
de la surface de Fermi ('nesting"), qui résulte d'un effet collectif des
€lectrons (modulation de la densité de charge accompagnée d'une déformation
périodique du réseau). Dans le cas d'un cristal moldculaire et en couplage
fort, l'onde de densité de charge et la formation de petits polarons se
rejoignent, ainsi que mous le verromns, sur le terrain de 1'approximation
adiabatique. Dans le cas d'une bande 3 moitié pleine, nous montrerons méme
que 1l'onde de charge n'est autre qu'un cristal de bipolarons, couplés par

échange d'électrons.

Nous comparerons les bipolarons et les paires de Cooper de la supra-
conductivité et tenterons de décrire trés qualitativement comment la transi-
tion des uns aux autres s'effectue, en variant le couplage &lectron -phonon

et ia largeur de bande.
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IIT.1. COUPLAGE DE DEUX ELECTRONS : FORMATION ET PROPRIETES DES

BIPOLARCONS

ITT.1.1. Justification du modéle du cristal noléculaire

Le modéle dit du cristal moléculaire a €té décrit en II.1., sans
support physique précis. Nous allons le retrouver sur la base d'un cristal
réel, simplification de cristaux quasi-unidimensionnels tels qu'on peut

les synthétiser a 1'heure actuelle.

Considérons une chaine linfaire formée de molécules diatomiques
(Fig. 14). Ce cas est une simplification d'un systéme d'unités moiéculaires
dont 1'empilement le long d'une direction forme un cristal unidimensionnel.
Chaque molécule (a, b) est pourvue d'un degré de liberté interne, par exemple
le raccourcissement X de sa distance internucléaire compté i partir d'une

position d'équilibre.

a) Description adiabaticue d'une seule molécule

On peut, & partir d'états atomiques suffisamment localis&s, définir

{m)

. (m) ) :
des états de type Wannier by s wb sur chagque atome de la molécule, L'Hamil-
tonien le plus simple pour décrire ce syst@me se compose d'un Hamiltonien
nucléaire, décrit par un oscillateur, supposé harmonique :

2

H. = — +

i 2 .2
i M Z

Mo X (3-1)

fav]

et d'un Hamiltonien &lectronique :

2
Ho= D

o T Y V0 (3-2)

££y V., et V.. désignent les potentiels d'interaction entre
& @ b

o e

“ -
Oup = -
1'électron et les lons a, b. Utilisant les &tats Y, ¥ (on ne garde qu'un

seul &tat atomique pour simplifier, par exemple les &tats 3d ou lorsqu'on




- 80 -

- s'intéresse 4 des métaux de transition) il est possible de ramener (3-2) a
un Hamiltonien du type de celui utilisé par Hubbard(ssj pour &tudier le
magnétisme itinérant :
Hi=¢€ IZn _+eg In _+p0 (c+ C._+ci_c )
el a g as b g bs s ~as bs bs “as (5-3)

*u (na+ Doy * Ty nb#) v ;il 1

as "bs'

+ * P 2 . P
Les Cas0 Cpg (Cas’ Cbs} désignent les opérateurs de destruction (création)
d'un €lectron de spin s (= 4, ¥) sur l'atome a, b ; e, et £, sont les ni-
veaux atomiques (supposés €gaux désormais) ; p représente 1'intégrale de

transfert intramoléculaire, U et V les interactions de Coulomb intra-atomique

et interatomique.
Par définition :
PO = T ) H 9 ) &R (3-4)

Cette quantité augmente si 1'on rapproche les deux atomes. On peut utiliser
une dépendance en X du type Slater et développer linéairement pour de peti-

tes déformations

83X

pP=pg e =, (1+BX) (3-3)

L'énergie €1 = £y dépend également de X, essentiellement par le terme :
L4 00 V&) 9,60 @ X = 7t VB u () @ %

interaction de 1'électron localisé sur un atome avec 1'autre atome.

On prendra :

By = & = 65X (3-6)

a

Enfin, on supposera U indépendant de X, mais V = V(X).
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7
Z
Figure 14

Modele de cristal moléculaine, chaque moficule diatomigue (a,b) présentant wie
Zlongation X = RGp - Rgp. On a reprdsentd un type d'onbitales atomiques tnis

anisothopes, et Les intégrnales de transfert intramoléculaire p et Lntermols-
cublaine o {avee g <« p).

7Y

— o — — —— e —

Figure 15

Schéma du potentiel electronique, chague pudts connespondant & une moldcule.
la  troneature qui consiste @ ne retenin qu'un niveau por molieule est fusti-
file 84 0 < Zpy et ep << 2py et conduit au modéfe de cristal moléculaire. Les
etats heprisentés en pointiflds dans Le deuxizme pults sont associés aux
niveaux non xelaxés. Seul Le fondamental nelaxs est heprisente.,
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lonnons quelques ordres de grandeurs pour des 'molécules' telles
que des paires de cations existant dans des métaux de transition tels que
TiZOS’ VZOS’ Ti407 hw = 0.05eV, p=0.5eV, Un1.5eVetVa 0.5V (a
cause d'un Ecrantage important). Du fait que tw <« p, en général, nous pou-
vons faire 1'approximation adiabatique (Born-Oppenheimer) et calculer 1'éner-

gie des &tats Electroniques en fonction de X.

Si 1'on ne tient pas compte de 1'interaction €lectron-électron, (3-3) s'écrit :

Hy = +z_ z e, (0 [lu, o <, ] (3-7)
3 & = + = ..1__ * * 1 3 -
ol les états [u, > c/, 10> 5 (Cas * ) |0> diagonalisent (3-3), avec
Ei(X] = £o4 T AiX, €ot = Bg t Pys Ay = Ao I pOB {3-8)

Les €tats |u,> ne sont autres que les &tats orbitaux moléculaires liants (=)

et antiliants (+) construits sur Vs wb.

) Dérivation du modsle

Pour obtenir le modéle du cristal moléculaire, il suffit de définir
de maniere analogue & (3-4) des intégrales de transfert intermoléculaires o,
entre &tats |u,> sur des melécules voisines et d'introduire un couplage €las-

tique entre celles-ci. D'od :

2
P.
— 1 1 2. 2 1 2
+
Loy - AX) Depl Chsq * 0y I Ciis C+js} (3-9)
+ - s - - it S = =
, <ij>

IT ressort de cette description un modéle de cristal moléculaire i deux ban-

des associfes respectivement aux &tats moléculaires liants et antiliants.
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Le couplage &lectron-déformation, domné par (3-8) se compose de deux
contributions. La premi&re provient de 1'interaction d'un &lectron situé sur
un atome (a ou b) avec 1'autre atome (b ou a) (modulation des &nergies atomi-
ques). La seconde découle de la dépendance en X de 1'int€grale de transfert p,
qui peut &tre forte dans le cas d'orbitales d 3 recouvrement exponentiel avec
la distance. Ce second terme s'ajoute au premier pour les &tats liants, mais
s'en retranche pour les états antiliants. La déformation locale du ré€seau sta-

bilise donc les premiers et déstabilise les derniers.

I7T.1.2. Discussion de la formation d"un bipolaron

a) Btats polarons associfs aux divers états électroniques

Diagonalisons dans 1'approximation adiabatique 1'Hamiltonien molécu-
laire (3-3) pour un nombre quelconque d'électrons. L'Hamiltonien total s'écrit

alors :

1 24,2
H = o + zMwoX + % E. (0 im> <m| (3-10)

Développant linéairement en X 1'énergie de 1'état im>, il vient :

= 10 ' -
E (X)) = E +XE (3-11)
- EI .
Un déplacement du centre d'oscillation de-—j% pour 1'état |m> élimine le
Muw
terme de couplage :
Wy + i :
H=UHU,U=exp[-— CE m> <m|) P] (3-12)
Me” ™ T
P
" 2 E'
M= Povzmox? e o (0 -~ jm> < (3-13)
m DM
Les niveaux d'énergie sont domnés par :
B 2
E = tw(N + 4y + B o T : (3-14)
N,m 2z m 2 —

2Muw
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Nous voyons que la dérivation du modéle de c¢ristal moldculaire repose

essentiellement sur 1'approximation adiabatique intramoléculaire qui permet de

définir des &tats orbitaux dont 1'énergie dépend de la coordonnée X du mode
local de vibration mol&culaire. Cette hypothdse est parfaitement indépendante

de 1'approximation adiabatique intermoléculaire, telle que nous 1'avons dé--

crite en II.2.2. Elle est justifiée parce que p est en général grand devant w,
de sorte que 1'électron a le temps de se délocaliser sur la molécule pendant

une vibration de celle-ci.

L'intégrale de transfert intermoléculaire ¢ est en général, pour
de tels systémes, beaucoup plus petite que p. Ceci provient de 1'anisotropie
des orbitales atomiques, principalement dirigées d'un atome a vers un atome b
(Fig. 14).I1 est d'ailleurs conmu que dans de nombreux composés de transition,
la structure peut &tre considérée -du point de vue Electronicque- comme formée
de telles molécules faiblement coupldes entre elles. Ce type de description
s'est avéré extrémement fructueux en ce qui concerne les propriétés électro-

niques et magnétiques de tels matériaux(86’87’88’89).

Localement, les &tats |u,> et |u_> sont séparés par 2 Py~ Nous nous
intéresserons & un cristal moléculaire contenant au plus deux &lectrons par
molécule et négligerons dorénavant la bande d'&tats antiliants formée i par-
tir des états Iu+>. Cette hypothése conduit 3 ne conserver qu'un seul état
par molécule. Elle reldve d'un schéma plus génédral ol 1'on tronque (ici, &
un seul niveau) la multiplicité des &tats localisés, en 1'occurence les dif-
férents états moléculaires s, p, d, etc... Ce schéma de troncature est cor-
rect lorsque l'intégrale de transfert entre &tats localisés -3 travers une
barriére haute sé€parant deux puits trés profonds- est petite devant la sé-
paration des deux premiers niveaux (ici 2 Py} {voir Fig.15). On peut dans ce
cas justifier le mod&le 4 deux sites, # la base de notre &tude des chapitres

v, V.
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L'effet de raccourcissement de la molécule se comprend come wmn effet
de liaison chimique, la force E'nl ressentie par les ions dépendant du carac-
tére liant ou antiliant de 1'état &lectronigue. On associe ainsi a4 chaque

état |m> un état polaron d'énergie de liaison E'mz/ZMmz.

b) Stabilité 4'un bipolarcn

Considérons deux molécules, portant au total deux &lectrons {suppo-
sés de spins opposés) et camparons les &tats de plus basse €nergie. Nous pou-
vons les placer chacun sur une molécule différente, dans un état |u_> for-
mant ainsi deux petits polarons. Nous pouvons aussi les associer sur une
seule molécule, dans un état singulet |S> qui est 1'état i deux &lectrons de
plus basse énergie. Nous construisons ainsi un bipolaron qui peut occuper
1'un ou l'autre des deux sites (Fig.16). Dans ce dernier cas, 1'€nergie &lec-
tronique se calcule en diagonalisant (3-3)

U+V (X)
E|S>(X] = ZEO(X)+{ 5 - ¢

U-v(X)2 ,
Z

32 w4 0f1? ) (3-15)

o, en développant lin€airement, V ='VO +XV', p=p +¥'; ¢ (O = EO~AOX :

E|S>(X) =26, *V, - ¢ Ei X (3-16)

S

v, est 1'énergie coulombienne intramoléculaire et Jo 1'énergie d'échange

stabilisant 1'état singulet |S> (g = - 4 poz/(U-V) sip, < U-V). L'énergie
de 1'état bipolaron, donnée par (3-14), s'écrit donc :
Bl
= 5>
gbip = 2e,*V, - J, - 5 (3-17)

M

tandis que 1'énergie de deux polarons s'écrit :

2
A
28 o g - -2y (3-18)
pol 0 O gl —
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S1 1'on néglige les interactions U,V, 1'état !S> s'identifie au produit
' - . - T -
lu_y> fu_,>, 1'énergie d'é&hange vaut - 2 Po Ct Ejg, =24, d'ob :

222
Ebip = 2(e5 - pg) - ol (3-19)

2
A
L'état bipolaronique est donc plus bas en énergie de-mlf par
My

rapport 3 1'Stat & deux polarons. Physiquement, chaque €lectron interagit
avec le puits de potentiel créé par 1'autre et se trouve ainsi piégé par
la méme déformation, laquelle est en conséquence deux fois plus forte. On
vérifie facilement (pour des &lectrons sans interaction) que la distorsion
est lin€aire en le nombre d'électrons n tandis que 1'énergie de liaison va-
rie en,ng, ce qui traduit un terme d'interaction effective entre les &élec~

trons.

Si 1'on tient compte de 1'interaction Electron-électron, deux effets
apparaissent : en premier lieu, 1'énergie ETS> (pour X = 0) devient supérieu-

eff

re d 2 E d'une interaction effective U™ ". En second lieu, 1'€tat singu-

o)
lu_>
let devient moins liant (EES> dans (3-16) devient inférieur a 2 Eiu~> =

2(h + pOB} et la polarisation de la molécule diminue. I1 est intéressant de
considérer Zgalement la limite U = =, o} le bipolaron ne peut &tre stabilisé
que par la modulatiocn €, = g = EO(X) des Energies atomiques (qui doit compen-
ser la répulsion coulombiemne V et 1'énergie de résonance - 290, perdue lors

de 1'appariement des €lectrons), On peut donc discuter de la maniére suivante
la stabilité d'un bipolaron lorsque 1'intégrale de transfert intermoléculaire
est quasi-nulle {cas considérd ci-dessus) : suivant querl’interaction effecti-
ve via la distorsion moléculaire 1'emporte ou non sur la répulsion coulombienne
intra-moléculaire, les bipolarons pourront se former. A g = 0, le systéme d'é-

lectrons se condense en bipolarons. Notons la brisure de symétrie qui apparait

dans le cas de deux molécules (Fig. 17).



- &7 -

O—0O O—O

§:
2%

Etats polarncn et bipoia&on (Localisis). La distonsion est plus

gorte powr deux Electrons qge pour un seul.
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Figure 17
Brisure de symbtaie Lons de La formation d'un bipolaron
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¢) Observation expérimentale des bipolarcons

Les bipolarons ont &t€ observés dans de nombreux composés de métaux
de transition dans lequels les 8lectrons 3d sont suffisamment localisds. De
plus, dans ces compos&s, 1'interaction coulombienne entre &lectrons sur des
sites cationiques est suffisamment &crantde par 1'envirommement des anions

0",

Le cas le plus frappant est celui de Ti407(29’90’91’92’93}. Dans ce
composé, d basse température, les bipolarons sont bloqués sur les sites d'un

3+ - 5ok : 4
- T13 , tandis que 1'autre sous-réseau

sous-réseau formé de 'molécules’ Ti
est formé de paires Ti** - i ne comportant pas d'électrons 3d. La phase
est isolante, et le réseau montre une brisure de symétrie de translation ca-
ractéristique d'une instabilité cristallographique. Au-dessus d'une tempé-
rature de transition T, = 130 X, la symétrie du cristal est restaurée mais
les bipolarons, mobiles cette fois, subsistent dans une phase semiconduc-
trice. Cette phase laisse place 3 une température T, = 150 X 4 une phase
métallique ol les bipolarons se sont scindés en &lectrons libres. Les mesu-

res magnétiques et électriques donment pour 1'énergie de liaison d'un bipo-

laron une quantité de 1'ordre de 0.15 a 0.2 eV (Fig. 18).

Citons également 1'explication donnée par Chakraverty, Sienko et
Bcnnerot(gd) de la chaleur spécifique lindaire en T et du caractdre diamagné-
tique de la phase basse température des bronzes de Vanadium par la formation

et 1'effet tunnel de bipolarons.

Les bipolarons ont &té récemment mis en évidence directement (RVN,
RPE) dans le conducteur quasi-unidimensionnel B-Nao 33Vzos(gs), et par ab-

sorption optique et ESR dans le bronze de tungsténe sous-stoechiométrique

(96)

5 x - La formation de bipolarons a été aussi proposée par Anderson(97),

WO

Street et h4ott(98) dans un tout autre contexte, celui des semiconducteurs



Figure 1&

Structure de Ti403 (phase basse tempratune) montrant L'alternance
de painesTi3* - Ti3* (bipolanons) et TLH - T4+,

IS,>= T, ¢, 10

1T 13
N S
ot ot
5,52, ¢t 10
Figure 19

Reprdsentation des thois Btats sdingulets (deux sites molieulaires)
pat un spdn 1.
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amorphes. Les propriétés observées dans ces verres sont cohérentes avec un
modeéle de type Hubbard, avec une énergie de corrélation négative (U < 0) due
& une forte distorsion locale du réseau. Dans les semiconducteurs anorphes,
particuliérement les verres de chalcogémures tels que ASZSS’ les modéles or-
dinaires faisant appel & des défauts localisés dans le gap (liaisons pen-
dantes, etc...) se heurtent souvent 4 de sérieux &cueils ; absence de para-
magnétisme de type Curie, chaleur spécifique lindaire en T 4 trds basse tem-
pérature, pas de signal ESR, alors que d'importantes concentrations d'&tats
localis€s sont mises en évidence par d'autres méthodes (photoluminescence,
photoconductivité). Anderson a proposé qu'un effet polaron stabilise des
paires diamagnétiques localis@es d'&lectrons et explique ainsi les contra-
dictions observées. Street et Mott précisent les conséquences physiques d'un.

modéle de défauts localisés comportant non pas un, mais deux &lectrons. L'effet

bipolaron existe &galement dans d'autres systimes, plus 'exotiques’. Citons

pour exemple 1'appariement d'é€lectrons solvatés dans les solutions dfammoniac(Tssl

III1.1.3. Dynamique d'un bipolaron

Nous allons, dans ce paragraphe, décrire 1'effet tunnel d'un bipo-
laron entre deux sites d'un cristal moldculaire. La question qui vient a
1l'exprit est la suivante : les deux &lectrons sautent-ils ensemble ou 1'un
aprés l'autre ? Nous n'entreprendrons pas ici une &tude dynamicque du type
de celle que nous effectuons aux chapitres suivants pour un seul électron,
mais nous nous limiterons 3 la discussion et 1'exploitation des deux limi-

tes conmues : non-adiabatique et adiabatique.

Considérons donc notre systéme de deux molécules, avec cette fois
deux €lectrons de spins opposés, que nous supposerons pour simplifier pos-
séder une répulsion effective V' lorsqu'ils sont tous deux sur le méme site.

L'hamiltonien s'écrit, avec les notations de (2-21)
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+ +
H=fhwa a - Alata ) (nHw‘-nH - Mgy - n2+) + V{n]+n1¢ + n2+n2+)
+ + + + (3-20)
+o(eqy Sap % Cpp Cqp F Cpy oy * gy S1y) —

a) Isamorphisme avec un spin 1 couplé 3 un champ magnétique

Nous allons montrer que, de méme que 1'8lectron du modéle a4 dewx

sites peut &tre représenté par un spin 1/2, la paire d'électrons singulette

peut &tre décrite & 1'aide d'un spin § = 1.

On a affaire en effet 3 un espace & trois états singulets,

+ o+
14 “14
+

sur le méme site, et |52> = {1/¥2) (c;+ c§+ - Cyy c£+) |0> 1'état avec un

+

+ - - . . .
84> = ¢ 10>, 85> = ¢y c,,|0> étant les &tats de paire localisée

glectron par molécule (Fig. 19).

Définissons les opérateurs de spin 1 par :

g
5, = 7 I+, - ny -yl
+ +
S, = Cq4 S Y Cqy Sy (3-21)
s = o Lot
- T Sop O TSy Sy

On vérifie aisément que les éléments de matrice de S, S, S_ entre

les états |S,>, [5,>, |S.> sont ceux des opérateurs de spin 1 entre les états

|+1>, |0>, |-1> du spin 8 = 1 (Fig. 19). En particulier :

5,184>

Il

151> 3 8,18,> = 05 5,185> = ~18:>

3
S,185>

VT 18,> 3 S,18,> = VT |8p> (3-22)

S_I8y> =2 8> S_[s,> = VT |sg>

On peut aussi, ce qui équivaut a (3-22}, vérifier que 5,, S, définis par (3-20)

satisfont bien aux relations de commutation :
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[S,, 81=28,;15,,81=8,;I[5,81=-5. (3-23)

L'Hamiltonien 4 deux &lectrons (3-20) peut alors s'écrire -

1 2,2 2

2
_ P
H = 7w X" = MX'S, + a8, + V'S, (3-24)

Mis & part le terme en SZZ, et en effectuant une rotation autour de 1'axe
Oy, cet Hamiltonien est similaire & (2-25) hormis le fait que l'on a affaire
8 un spin 1. Nous reconsidérerons cette analogie dans le chapitre IV, i pro-

pos du traitement semi-classique.

b) Cas non-adiabatique

A o = 0, la transformation unitaire U découple le mode et les élec-

trons :
A +
U = expl- 1 0 (a-a ) [nH g, - Ny, - n2+)] (3-25)
Y +
d'olt 1'Hamiltonien transformé H=U H U” -

v + + +
H=Twaa+ (Vi-2e) (ngy ng, + ny my)) ofieqy Cap * Sy S3))

expl- %%-(a-a+}] + [cg+ C1+ + c;¢ c]+j exp[%%—{a—a+}] Qi:g@)

On a schématisé sur la figure 20 les trois courbes de potentiel pour les

L
quatre états électroniques, états propres de H 4 o = 0 :

oot

1“1y
+

|53> = c;+ sy [0> : courbe V2 (X)

](++_++
=75 4 Sy T Sy o)

[81> = 0> : courbe v, (X)

|0> : courbe Vv, (X)

=}
Vv
i

1(C-z-(:-|_+++ ]
V2 Y1 C24 Gy Cop) |0> : courbe V,(X)

|S1>, |83> sont des singulets bipolaroniques, ’SZ> est singulet polaronique ;

la charge y est répartie, la polarisation moyemne est nulle, de méme que pour



..
—

Figure 20

Counbes de potentiel Vi(X), VplX), V3i{X] associles aux etats bipolaroniques
1S1>, 183> et fonmds de deux polarons [Sg>

a) en £'absence d'interactions

b) avec une rdpulsion coulombienne imtermolieulaine V!
Les cornections adiabatiques lanticroisements) sont indiquies en pointiflis,
elles conduisent aux cowrbes Vi(X}, Vy(X), Virz(X).




- 94 -

1'8tat triplet |T»>,

Moyemnant sur 1'état & zéro phonon le terme de transfert dans
(3-26), on obtient 1'Hamiltonien de polaron, avec interaction attractive si
V<2 €4 répulsive sinon, et intégrale de transfert effective

=0 exp (—Eb/hw) :
<ﬁ3 = V'-2 &) (n,, n,, +n,, n, )+ ¥z (c+ C,.+co ¢ )
o b 4 714 24 724 s = 1s 72s 2s T1s
(3-27)
Sid «2 €,7V, Ce qui est généralement le cas, 1'état i deux polarons a une

durée de vie extr@mement courte. En perturbation au second ordre, on obtient

le dédoublement par effet tunnel entre les &tats :

Y
o

1 (s> £ sp>) + 0 fggg:vﬂ 15,

VZ

. "]
s01t AEbip = 2 Tbip’ avec
N g
Toip = 22w (3-28)

Ici, le saut du bipolaron résulte d'une brisure momentanée en un &tat virtuel
formé de deux polarons. Ce type d'effet tunnel 3 deux électrons a une consé-
quence extrémement importante en ce qui concerne les propriétés thermiques 2
basse température : le spectre des excitations 3 un électron présente un gap
{8gal a4 1'énergie de liaison d'un bipolaron), tandis que le spectre des exci-
tations 4 deux &lectrons n'en a pas. I1 en résulte(97’99) 4 trés basse tempé-
rature une contribution linéaire en T 3 1a chaleur spécifique et une conduc-
tivité thermique en TZ. Cependant, Phillips(100) conteste que 1'effet tunnel
des bipolarons puisse notablement contribuer 3 la chaleur spécifique 3 cause
des temps de relaxation tréds longs qu'implique la valeur extr@mement faible
du terme de transfert. Le processus de saut décrit par Phillips met en jeu

le couplage aux phonons acoustiques et localise le bipolaron sur des temps
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supérieurs 4 1 s ! Par contre, 1'effet tunnel que nous venons de décrire con-

-10

duit a une bande de bipolarons, de largeur de 1'ordre de 5.10 eV si 1'on

prend ¥ 10-5 eV et 2 eb4V = 0.2 eV, d'oll un temps de localisation du bipo-
laron de 1'ordre de 3.107% s. 11 va cependant de soi qu'en présence d'un dé-
sordre guelconque, aussi faible soit-il, la dé&localisation des bipolarons n'a

plus aucun sens et qu'on doit parler d'effet tunnel entre &tats localisés.

c) Cas adiabatique

Dans 1'approximation de Born-Oppenheimer, on diagonalisera 3 X fixé
la matrice 3-3 des états &lectroniques {S;>, |S3>, [S,>, comnectés par un

terme ¢ /2 et d'énergies respectives 3 l'ordre z€ro en o,- AX+V', G, AX+V'

« AXHV o V2 0
Ho (O = o V2 0 g vZ (3-29)

0 o VY2 AX+VT

Ceci donne naissance 4 trois &tats électroniques dépendants de X :

|¢I{X)>, |wII(X)>, [wIII(X)> et trois courbes de potentiel V;(X), V{;(X),
Vi (X) (Fig. 20). Dans 1'état fondamental |¢t(X)>, la fonction d'onde pré-
sente les caractéristiques suivantes. Au voisinage des minima latéraux du
potentiel VE(X), la fonction d'onde est celle d'un bipolaron 'adiabatique'
c'est-a-dire qu'elle contient une faible composante de 1'&tat {SZ> (un élec-
tron sur chaque site). Au voisinage du minimum central, la fonction d'onde
décrit deux polarons simples (les polarisations du mode X se compensent,
seule subsiste la polarisation du mode symétrique x = X4 + Xz, identique pour

les quatre &tats €lectroniques) légérement mélangs aux états lS1>, |82>.
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I1 faut noter que de tels états adiabatiques, polaroniques ou bipola-
reniques s'obtiennent (pour ¢ petit) i partir des &tats polaron ou bipolarons

non adiabatiques (¢ = 0) par des excitations # un &lectron de type Franck-

Condon, c'est-3-dire sans relaxation du mode X. Par exemple, |wI (X=2 Xp)>

(bipolaron adiabatique localisé au site 1) s'écrit :

Wy (X=2 XJ> = ¢, (X-2 X))
(3-30)
+ 4+ 2 a +  + + o+
3401410 + 0 Gegovm) 1y C24 = €qy €3y) [00]

La fonction d'onde vibraticnnelle ¢O X-2 XO) (oscillateur déplacé) est ici

la méme pour les deuxcomposantes de |¢I>.

Par contre, 1'état résonnant bipolaronique obtemu dans 1'approxima-

tion non adiabatique {§ b) s'écrit :

bi v Fot
|yP1Py o b K2 X)) eqy ¢, 10> = 95 (X+2 X)) Cop Cpy 10>
2%’ + + + + (ﬁl}
* 0 (ZEb-V) (0 Leqy cpy = eqy cp4d10

Cette fois les &tats bipolaroniques localisés sont mélangés avec des excita-

tions 3 deux polarons, c'est-i-dire que la fonction d'onde vibrationnelle

dans le dernier terme est modifide pour prendre en compte la relaxation de

1'oscillateur.

En résumé, le bipolaron 'adiabatique' est habillé d'un 'nuage'

d'excitations &lectroniques, tandis que le bipolaron non adiabatique est

habillé d'excitations polaroniques. Et un facteur o/g = 103-105 sépare les

deux amplitudes de perturbations de la fonction d'onde!
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En ce qui concerne la diffusion des bipolarons par activation ther-
mique, les courbes de potentiel du mede X montrent qu'elle s'effectue par
1'intermédiaire d'une scission du bipolaron en deux polarons. Cet &tat est
métastable et ceux-ci se recombinent trés vite en un bipolaron, sauf si V'
est de 1l'ordre de 2 €, auquel cas 1'état & deux polarons peut avoir une
durée de vie comparable 4 celle d'un bipolaron. Le modéle 4 deux sites n'a
plus tellement de sens dans ce cas car la diffusion sera deminge par les
processus 4 un &lectron, avec des recombinaisons en bipolarons de temps en

temps.

Qualitativement, on peut décrire la recombinaison de deux polarons

par une 'réaction' du type :

-

My O 2 M

M, + ] (3-32)

oﬁ,Mn_désigne une molécule portant n &lectrons. A haute température, un
équilibre thermodynamique s'instaure entre les trois espéces, et 1l'on s'at-
tend 4 ce que les densités de bipolarons Nbip = Ny, de polarons Npol = N1 et de

molécules 'vides! No satisfassent 3 :

NBi"Nb 2€b4V
'LZ = exp(-——ﬁr——-) ' (3"'33)
(Npol)
On peut remarquer que nous n'avons pas tenu compte d'une répulsion coulom-
bienne intermoléculaire‘VTz entre deux €lectrons. Un tel terme favorise-

rait la formation des bipolarons et revient en fait & corriger V' (répul-

sion intramoléculaire) par V'-V,,.

ITI.1.4. Condensation en bipolarons d'un systéme d'électrons

Ce paragraphe est consacré & l'étude d'une phase de bipolarons ob-

tenue dans la limite ¢ = 0, lorsque les conditions de formation d'un bipc-
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laron (I1I1.1.2) sont satisfaites.

a) Equivalence avec le mod&le de Hubbard U < O

Considérons 1'Hamiltonien du moddle de cristal moléculaire, auquel

nous adjoignons un terme de répulsion intramoléculaire :

+ - iqRi + +
H=Zhw a a - I Ae c..C.. (a_+a )
qg 9 49¢ i,s,q q 15°1s *°q q (3-34)
+ +
£ 0L (C45 Chu,s * Cian,s Cag) YV E gy gy

15

Effectuons une transformation unitaire calquée sur (3-25) :

A -igR.
Usexp[+i 3 gle 1 (3 - afq) el c; ] (3-35)
qis g
D'oti le nouvel Hamiltonien
M=yt a v et v (V-2e') 3 £ T (3-36
- q @ “q% " Fb is Cis Cig * (V-Ze'y) v iy By (3-56)

" ‘
ol T est le terme de transfert transformé, donné par (2-69) et €'y, est donné
par (2-68). Moyennant sur 1'état & O phonon dans chaque mode ¢, ce qui re-

vient @ faire un calcul de perturbations, on obtient 1'Hamiltonien 'polaro-

nigue'

+
N C. c. + . C.
i¥ . ( is “i+ls C1+15 15)

N . '
H=1 ﬁmq a qaq + (V-2e b) ? LEPN

q
(3-37)

(le second terme,constant,de (3-36) a &té supprimé}.

L'Hamiltonien prend la forme d'un Hamiltonien de Hubbard pour un
systéme de fermions représéntant les petits polarons, avec une intégrale de
transfert o (extrémement petite) et une attraction coulombienne intra-site

e'b~V =U (s1V < a'b). Nous supposerons 3« U.
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Les propriétés d'un tel Hamiltonien de Hubbard 'U négatif' en régime
LY . . -
perturbatif ¢ « U sont maintenant bien connues, nous allons les ré&suner dans

le reste de ce paragraphe.

AY= 0, le fondamental est fait de paires de polarons (bipolarons).
I1 est d'autant plus dégénéré que la densité des bipolarons est plus proche

de 1/2 (toutes les'configurations des bipolarons sont équivalentes).

Si g « U, ainsi que nous 1'avons montré (III1.1.3.b), un calcul de
perturbations en O/U conduit & un effet tunnel des bipolarons. On peut, ce
qui revient au méme, effectuer une transformation unitaire (Alexandrov,
Ranninger(101)) gui, 'habillant' les bipolarons d'excitations virtuelles
de polarons, €limine le terme de transfert au premier ordre. Alexandrov et
Ramninger premnent en compte d'une manieére plus réaliste la structure des
niveaux €lectroniques intramoléculaires(singulet conduisant au bipolaron et
état résonnant d un &lectron formant le polaron). Nous résumons 1'essentiel
de leur discussion sur 1'Hamiltonien effectif (3-37), plus simple et qui

contient 1'essentiel de la physique des bipolarons dans le régime &tudié.

Le résultat de la transformation précé&dente est que les &tats pola-
rons disparaissent en tant qu'états réels et ne subsistent donc qu'en tant

qu'états virtuels. Elle conduit i 1'Hamiltonien suivant :

ny + + + +
Hbip = €, ? b ibi + <;- (Vi. b ibib jbj - tijb ibj) (3-33)
ij>
Ici, b'. = ¢, ¢t est 1'opérateur de création d'un bipolaron (les c et
P D1 T R Sy P posa i © g

doivent maintenant &tre compris comme désignant des polarons et non plus des

Electrons).

_2H°

Y
e =V -2¢' -1z (3-39)
Q b ZE'b"V —_—

est 1'énergie d'un bipolaron, le dernier terme représentant le gain d'€nergie
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au second ordre en ¢ obtenu par brisure virtuelle du bipolaron en deux pola-
rons (2 & est 1'élément de matrice de couplage entre les &tats bipolarons et
a deux polarons). Le facteur z (nombre de proches voisins} est &gal 4 2 pour
un cristal unidimensionnel, mais tient compte d'une extension &ventuelle du

modéle 3 deux ou trois dimensions.

Le terme de répulsion Vij entre bipolarons sur des sites voisins
provient de ce que chacun d'eux perd ume partie (2 EJZ/ZE'b—V de son énergie
d'échange de par la proximité de 1'autre, la brisure en deux polarons &tant

interdite par le principe de Pauli (Fig. 21) :

V.. = 2 (2 3)2
1] Za'b¥V

(3-40)

Quant 2 1'intégrale de transfert effective tij’ elle n'est autre que

celle calcul€e au paragraphe 3.b (remplacant £, Par e’b), soit :

_ 2y

t.. T i 1 (3-41)
iy Zs‘b V S

L'Hamiltonien (3-38) confére au systéme des bipolarons des propriétés tout 3
fait remarquables et é&tudi€es en détail par Alexandrov et Ranninger(]01’102’103).

Nous les décrivons bridvement dans le paragraphe b).

b) Superfluidité ou onde de densité de charge dans le systéme des

Les interactions responsables de la formation des bipclarons et celles
donnant lieu aux paires de Cooper dans un supraconducteur relévent du méme
mécanisme, celui d'une attraction via le champ de déformation du réseau. la
différence réside dans la force du couplage : faible dans le supraconducteur,

il conduit & une diffusion résonnante des &lectrons, résultant en une instabi-

1it& de la mer de Fermi ; fort dans le systéme des bipolarons, il localise ies
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@1@@23

Hi td

2,
7, Y,

Figure 21
MBcanisme de Bpulsion entre bipolarons voising par blocage de
Lleffet d'échange : Les bipolarons 27, 3 vodfent chacun Lewr Energle
augmentée de {2 IEIAY: %:5 - V) par happort au bipolaron 1 qui
pewt sauter suwr chacun des sifes voLsANS .
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paires dans 1l'espace réel.

Cependant le caractére presque bosonique des paires d'électrons est
dans les deux cas 2 l'origine d'une condensation en un &tat quantique macros-
copique. Plus précisément le moddle des bipolarons décrit par (3-38) est en
partie analogue au modéle de fluide quantique sur réseau décrivant 4He
{Matsubara et Matsuda(104)). Le principe de Pauli impose une répulsion de coeur

dur aux bipolarons qui les empéche d'occuper le méme site.

Alexandrov et Ranninger utilisent la méthode d'Andersont!0>) pour
le traitement de la supraconductivité B.C.S. et obtiennent les résultats sui-
vants : au-dessous d'une densité critique n. des bipolarons, 1'effet tunnel
(décrit par tij) 1'emporte sur la répulsion Vij &t une phase superfluide est
stabilis€e. Par contre, pour n > . Cc'est le contraire et une onde de densi-
té de charge se forme. Le caractére superfluide est mis en évidence & partir
du spectre d'excitations qui est différent (sans gap) &e celui obtenu dans
un supraconducteur B.C.S. Par contre, la supraconductivité et 1'effet

Meissner existent bien 2t garantissent 1'analogie avec 1'état B.C.S.

Les propriétés d'un Hamiltonien de Hubbard U < 0 ont aussi été &tu-

(106)

diées par Noziéres » €n particulier du point de vue de la transition

entre couplage fort et couplage faible (ot on retrouve le camportement B.C.S.).

I1I.1.5. Effet de 1'itinérance sur la stabilité d'un bipolaron

a) Le mécanisme de déstabilisation d'un bipolarcn

Le but de ce paragraphe est d'estimer les effets d'une largeur de
bande finie sur la stabilité d'un bipolaron. Nous nous placerons dans le
régime non-adiabatique, c'est-a-dire que nous nous intéresserons 3 1'insta-

bilité d'un bipolaron vis A vis d'une scission en deux polarons, et non 2
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1'excitation d'électrons 'libres' sur les sites voisins {cas adiabatique)}.

Dans cette situation, une partie de la physique est, nous le savons
contenue dans le modéle de distorsion effective de Toyozawa et Emin, que
nous avons résumé au § II1,4.1. L'effet de 1'itinérance s'y résume en une
réduction de la déformation associe & un état Electronique localisé (petit
polaron). Dans le cas d'un bipolaron, ce mécanisme va avoir deux effets qui
tendent tous deux & déstabiliser celui-ci en reldchant la liaison des deux

électrons.

i} L'intégrale de transfert effective augmente, le bipolarcn se cas-

se plus facilement en detx polarons ;

ii) L'attraction effective {U < 0 de Hubbard) est réduite et diminue

la stabilité de la paire.

C'est ce double effet que nous allons ddcrire quantitativement pour deux
électrons placés dans un cristal moléculaire. Reprenons 1'Hamiltonien (3-34)

avec V = 0 et effectuons la transformation :

A, -igR;
= - 1 _.i 1 - * + .
Ux) =exp [- 1 QESE; o © (aq a_q} Cie cis} (3-42)
dtell
"\.; + _iqu +
H = 2 hmq aq,aq - (1-2) é; Aq e n (aq + a“q) - g g2-8) g n,

. (3-43)

- 2 g, £(2-0) E ng, o0y, + T(E)
On reconnalt : le couplage résiduel (2e terme), l'€nergie de liaison d'un
seul polaron (3e terme), l'attraction effective {3e terme) et le terme de

transfert polaronique dont la moyenne sur 1'é@tat 4 z&ro phonon est, si 1'on

néglige la dispersion des phonons :
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Z
ebE
T

+
i+l,s

4" .
<T(€)> = o exp [~ ] I (c;S c + C c

. (3-44)
1S

i+1,s is)
La moyenne du second terme étant nulle, on se ramdne 3 1'Hamiltonien effectif

dT=20:

" .

(3-45)

+
- C

®h .2 b ot
oexp [- g5 871 I CHA i+1s * Ci+1s Cis)

is
Nous nous trouvons confrontés A un Hamiltonien de Hubbard U < G dans lequel
le potentiel chimique, 1'int8grale de transfert et 1'interaction dépendent
du param&tre variationnel £ compris entre zéro et un, qui décrit 1'intensité

de la déformation associe 3 un polaron.

b) Etat fondamental d'une paire

Considérons le cas de deux €lectrons et développons la fonction
d'onde sur les états singulets construits sur les sites i, j (nous négli-
geons les &Gtats triplets, non couplés aux états de paires localisées) :

S - '
[y> = izj a{i,j) iy cj+[0> | (3-46)

avec :

a(j,i) = a{i,j) sii#j.

Nous utiliserons plutdt la représentation dans 1'espace Téciproque. K = kytk,
et k = k1—k2 désignant le moment total et le moment relatif d'une paire

|k, K>, les coefficients a(k,K) sont donnés par :

a(k,K) = N izj a(i,j) expli ¥ (Ry*Ry) + i X (RyRy)] (3-47)

Ce probléme a &té examiné par Hubbard{gs) dans le cas d'une corrélation ré-
pulsive entre &lectrons mais des conclusions tout I fait similaires peuvent

8tre tirées dans le cas U < 0 (attraction). L'équation de Schrédinger s'écrit
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dans 1'espace réel :

Ba(i,) =3 [ a(L,i) + I a1+ U 8. a(i,i)
1=i%] 1=j+1 J (3-48)
avec .
"\ 2 "
G(g) = o expl- g £ /Tw], U(g) = - 2 g £(2-8) (3-49)

Posant %&(g) =2 g(g) cos ka, on obtient 1'équation pour les a(k,K) :

B al,k) = B () + ¥ 1 alkk + N U2 a0 (3-50)
Kk K-k k! —
Z Tz
Les coefficients a(k,K) pour des K différents ne sont pas couplés entre eux,

ce qui traduit ls symétrie de translation {le moment total K est un bon nom-

bre quantique). On tire de (3-50) 1'équation implicite :

7,2 (k'K
a(l,K) = Ueg) v —X _ - (3-51)
R Sl S
—Z 2
d'oll 1'éguation pour 1'énergie :
-1
= NI B - 4 H(E) cos K cas & (3-52)
U(&) k

Cette &quation se ré&soud graphiquement (Fig. 22}. La fonction,¢K(EJ du membre de
droite de (3-52) poss&de N pbles, et 1'équation posséde (N-1) racines 'coin-
cées' entre ces pdles. Ces solutions forment une bande d'états confondue (&

la limite Nv) avec la bande des états non perturbés. Ces &tats sont des &tats
diffus résommants. Une autre solution existe & une énergie bien séparée de

Ka

1a bande [- 4 ¢(%) cos =

4 3(%) cos 5;1. Elle représente 1'état 1ié bipo-

laronique.

Pour chaque valeur de K, on obtient donc un €tat 1ié et une bande
d'états résonnants. Variant K, les premiers forment une bande d'états liés
bornée inférieurement par 1'état 1ié K = 0 et sup€rieurement par 1'état lié

K = m/a. Les N(N-1) états diffus, eux, se rassemblent en une bande [—43, 48]
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(Fig. 23).

L'état 1i& X = r/a est facile & déterminer, son énergie vaut E = 8(5]
ce qui veut dire que son énergie cinétique est mille. Si IE(E)|>143, la ban-
de d'états 1iés reste au-dessous de la bande d'états diffus et les &tats 1liés
existent. Si |E(€)[<zlg, on ne peut plus parler d'états 1iés car les deux

bandes sont mélangées,

Afin de préciser la nature de la fonction d’onde bipolaroni ue, étu-
P P q

av]
dions la limite 4 & <« |U]. L'8quation (3-52) se résoud aisément :

2 Ka

Y]
E =U 1+ 8 (92 cos? &y (3-53)
K ' T Z 2220

La distorsion effective £ s'obtient en minimisant 1'énergie totale de la pai-
re (il ne faut pas oublier le potentiel chimigue - € £(2Z-8} qui n'est autre

que 1'énergie d'un polaron 1ibre)

€c = -2 8020 + 1, (3-54)
soit
y v
éK = 20 [1+4 {-§)2 cos? 52%] (3-55)

Minﬁni&nﬁ:éK vis & vis de &, on obtient au second ordre :

"
0y 2 &

£ = 1-2(%) - (3-56)

r\} —_—
avec o, = ¢ exp{-eb/hm].

La probabilité que les deux électrons occupent le méme site se calcule

aisément :

N7 2 ¥ -
E Ny np> o= 1 -8 (%g Ccos 7? (3-57)
U

< . _ P D Wy
L'énergie de 1'état 1ié€ s'écrit, 4 1l'ordre deux en GO/Eb :
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Figure 22
Solution ghaphique de L£'Bquation [3.52), pour une valeur donne
de K = k‘? + !2.2.
ch(.E)
N
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Figune 23

Etat Lie et b%nde d;éim diffus (toutes valeurns de K réunies)
% (Ul = U] > 40 : i€ existe un atat LiF
% U = |Upl < 48 : 28 n'existe pas d'état Lis.

1}
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"

v o2
EQ) = -~ 2 ¢ [1+2 (E-Z-) cos® 22y (3-58)

On peut la décomposer d'une fagon qui mette en lumidre les différentes contri-

butions et leur signification physique :

5 2 52 2
2 K o
E(K)=~2eb£1~2(-%) cos 2—a3-4-€—§- -@%cosKa (3-59)

Faisant B =2 € dans (3-57}, on reconnait dans le premier terme
de (3-59) la valeur moyemne du terme d'interaction. Le second terme repré-
sente la self-énergie (énergie de réscnance gagnée par scission des bipola-
rons en deux polarons, 3 1'ordre 80/2 Eb). Le dernier terme enfin s'inter-
préte comme &tant 1'énergie cinétique du bipolaron, avec 1'intégrale de

transfert effective 2 gzo/gb (terme de bande).

Nous retrouvons donc dans cette limite perturbative les bipolarons
du § IIT.1.4.b, hormis le fait que la polarisation est réduite d'un terme

W
du second ordre en GO/Eb.

c} Discussion - Comparaison avec le cas d'un seul polaron

Comparons 4 ce propos 1'effet de 1'itinérance sur la distorsion ef-
fective dans le cas d'un électron (polaron) et de deux &lectrons {bipolaron).
Ainsi qu'on 1'a vu en (II.4.1.) (équation (2-89)), la réduction de la défor-
mation emportée par un électron est du premier ordre en g/ab et résulte de
la compétition entre 1'énergie de liaison au réseau et 1'énergie cinétique
{en 3). Pour le bipclaron en revanche, 1'effet est du second ordre parce gue
la corrélation entre &lectrons est tellement forte que ceux-ci ne se dépla-
cent qu'ensemble. Le terme d'énergie cindtique qui entre en compétition
est de 1'ordre de gz/sb. S1 1'on interpréte de cette manidre le modéle de
distorsion effective, on peut dire que chaque €lectron, du fait de la liai-

son a une durée de vie beaucoup plus importante sur un site donné. la corré-
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lation attractive est donc un facteur de localisation qu'il ne faut pas négli-

ger.

11 n'est pas possible de calculer exactement la forme de la fonction
d'onde de paire, donc de déterminer analytiquement la variation de £ avec U/Eb
comme nous 1'avons fait pour un €lectron. On peut cependant prévoir la maniére
dont la transition de 1'état 1ié 3 1'état résonnant va se faire en augmentant
U/sb.

Pour U/Eb petit, & est extr@mement proche de 1, la correction peut

atre de 1l'ordre de 10-10

I Quand o/eb augmente, la contribution de 1'itiné-
rance (8galement extrémement faible) est d'abord tout & fait négligeable et

£ met tré&s longtemps & 'décoller' de la valeur 1.

Dans le cas d'un seul &lectron, nous avions une seule transition :
lorsque 1'énergie d'un polaron (limite o + 0) et d'un &lectron 'mu' se croi-
sent, c'est-da-dire lorsque 2 ¢ v g, la polarisation (déterminé€e de maniére
auto-cohérente) chute brutalement et le polaron se transforme en électron
'nu' (sans déformation associée).

&
Pour deux électrons, nous attendons deux transitions possibles

1'une concerne la brisure en deux polarons, elle doit intervenir lorsque

E ~ 4 ¢, L'autre correspond d la dépolarisation et se produit toujours a
20 gy, Cette derniére condition &quivaut & la précédente si la polarisa-
tion est faible car dans ce dernier cas, g =oet 8 = 2 gy On prédit donc
que ces deux transitions ne font qu'une et que le bipolaron se scinde di-
rectement en deux électrons. Cependant, 1'effet d'auto-cohérence et donc,
le caractére abrupt de la transition, seront beaucoup plus dramaticues que
dans le cas d'un électron ! Dans ce dernier cas, en effet, entraient en

comp€tition 1'itinérance,de 1l'ordre de g(g) = g expl- gz Eb/hm], et
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1'énergie de liaison au réseau, soit - €y £(1-9 et le caractére abrupt de
la transition polaron-électron reflétait la vitesse de variation de & avec £.
En revanche, dans le cas d'une paire d'électrons, 1'itinérance est en
32(5)/5 et varie d'une manidre beaucoup plus dramatique avec £, d'ol une
transition bipolaron-paire d'électrons beaucoup plus abrupte. La figure 24

refléte ce comportement.

Neus avons ‘trac® 1'allure attendue de £ en fonction de c/eb,de
maniére & comparer avec le polaron seul. Notons que la discussion précé-
dente néglige toute répulsion coulombienne V, qui réduirait 1l'attraction
effective G. La conjecture précédente -que confirment des calculs mumériques
faits & 1'aide d'un ansatz variationnel pour la fonction d'onde de paire-
reste valable dans ce cas, tant que 4 3 < E-V’pour des valeurs de o infé-

Tieures & eb/z (ce qui est vrai en général).

En résumé, nous venons de montrer qu'un fort effet polaron s'accom-
pagne inévitablement d'une forte corrdlation attractive qui lie les deux
polarons en un bipclaron. La limite de stabilité du bipolaron versus deux
€lectrons guasi-libres est essentiellement la méme que pour un polaron sim-
ple. Cependant, 1'appariement accroit fortement la localisation de chaque
€lectron, ceux-ci ne pouvant se déplacer qu'ensemble, 3 travers 1a scission
en deux polarons 'virtuels'. Il en résulte une transition extrémement bru-

tale lorsque 2 o ~ £, -

IIT.1.6. Bipolarons et paires de Cooper

Dans un cristal réel, une certaine densité de bipolarons est pré-
sente et 1'€tat 1i€ n'a de sens que si ceux-sont assez rares pour ne pas
se recouvrir. Dans le cas contraire, le principe de Pauli, on le sait, a

pour effet d'étaler les paires qui doivent se délocaliser pour éviter la
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Comparaison des variations de £ avee ofep powr un et deux

Blectrons (sans rdpubsion coulombienne), montrant La dispa-

nition de £'état pofaron {ou bipoﬁdhan) par chute de Lo déforumation
associBe. La transition est beaucoup plus abauple dans Le cas

du bipolaron.
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suroccupation des états de Fermi. Une conséquence est que aussi faible que
soit la densité, les &tats diffus résomnants, de longueur de cohérence infi-
nie, n'ont pas de signification individuelle mais n'ont de sens que dans une

description globale de la mer de Fermi.

Le probléme général de la condensation de paires de fermions 1iées
a €té &étudié en détail par Leggett(]07’108), Comte et Noziéres(T09’1TO). A
basse densitég, Nao3 << 1 ol a, est le rayon de la paire 1ide, les paires
de fermions peuvent &tre considérées comme des bosons i coeur dur et se con-
densent d'une manidre analogue aux atomes deﬁ%ke. A haute densitég, Nao3 » ],
le principe de Pauli joue un rfle majeur et la condensation est un phénoméne
collectif mettant en jeu 1'ensemble de la mer de Fermi, de maniére analogue

d la supraconductivité B.C.S.

Nous avons vu que 1'effet polaron en couplage fort entrainait la
liaison des Electrons en paires, par un mécanisme d'interaction via le
réseau analogue 3 celui de la supraconductivité (qui intervient plutSt en
couplage faible). Cependant, 1'interaction, locale dans les deux cas, est
d'autant moins retardée que le couplage est plus fort. Elle devient instan-

tanée i la limite ¢ <« £y

Nous posons dans ce paragraphe, sans la résoudre mais en essayant
de donner des €léments de réponse, la question suivante : Comment s'effectue
le passage de la condensation de Bose des bipolarons-(§ II1.7.4.b) a 1a
supraconductivité B.C.S. en variant le rapport G/Eb. Le probléme, par rap-
port d celui traité par Nozidres -et qui concerne un gaz d'excitons- est
que la force de 1'interaction mesurée ici par U n'est pas déterminge a priori
mais dépend d'une manidre auto-cohérente de la mobilité des &lectrons. Ce
phénoméne peut &tre pris en compte en partie 4 1'aide du modéle de distor-

sion effective, mais nous savons ce modéle assez grossier, négligeant d'im-
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portants phénoménes dynamiques (les effets de retard notamment) d'autant plus

sensibles que 1'on s'éloigne de la limite du couplage fort.

Cependant, de telles descriptions instantanfes basées sur des cal-
culs de variations s'avérent souvent assez correctes (le formalisme B.C.S.
en est un exemple remarquable !). Nous pensons donc qu'il vaudrait la peine
d'examiner la transition bipolaron-paires de Cooper en réunissant 1'ansatz

variatiomnel de Nozilres et la méthode de distorsion effective.

Dans la limite O «gy, NOUS SAvVoNs que le modéle revient 4 un modéle
de Hubbard U < 0, avec U = 2 €, €t tme intégrale de transfert polaronique g.
Les bipolarons &tant localisés, méme 3 haute densité, la condensation de pai-
res liées est possible, le principe de Pauli ne jouant pas (la tendance & la
formation d'une onde de charge contrarie cependant la superfluidité @ haute

densité).

Noziéres(106)

a étudié la transition superfluidité de paires -
supraconductivité B.C.S. dans le modéle de Hubbard U < 0. Dans ce probléme,
diminuer le couplage (donc augmenter le rayon de paire a,) et augmenter la
densité N ont le méme effet, le paramétre pertinent &tant toujours Nao3 ) 2,
varie dans le méme sens que le rapport de 1'@nergie cinétique au couplage,
ici g/ﬁ. On peut donc, & partir des résultats &tablis pour deux &lectrons

4 1'aide du schéma variationnel, prévoir les scénarii suivants en ce qui

concerne le passage du condensat de Bose des bipolarons au supraconducteur

B.C.S., en augmentant le rapport o/e,, ou la densité.

D'aprés les résultats du § 1.5., si 1'on augmente c/eb i densité
fixée, et suffisanment faible pour négliger le recouvrement des bipolarons,
la taille de la paire, a,, va augmenter progressivement jusqu'a la transi-

tion bipolaron-paires d’€lectrons quasi-libres, caractérisfe par 2 o v g.
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3
A ce stade, on passe brutalement d'une taille aé: telle que N(aoc} « 1, 3
une longueur de cohérence infinie. La limite Na03 = 1 est dépasste trds abrupte-
ment et l'on arrive trés vite au supraconducteur de type B.C.S. (du fait de

la faible interaction résiduelle qui diffuse les €lectrons).

Alternativement, fixons le rapport 2 c/eb, supposé inférieur & un,
de telle sorte que les petits polarons soient stables vis 3 vis des élec-
trons. Augmentant la densité, on devrait passer du condensat de bipolarons
localis€s & un supraconducteur de polarons de type B.C.S., modé&lisé par un

modéle de Mubbard avec une intégrale de transfert & et une interaction forte,

Nous proposons de vérifier ces conjectures en incorporant le para-
métre variationnel de distorsion effective au modéle de Nozidres. En bref,
nous prévoyons le résultat suivant : 1'effet auto-cohérent 1ié 3 1'affai-
blissement de la distorsion (4 cause du temps de réponse du réseau) implique
‘que la transition du superfluide bipolaronique au supraconducteur B.C.S. doit
s'effectuer de maniére extrémement brutale, & cause d'un double mécanisme
dimimution de 1'attraction effective et augmentation de 1'itinérance &lec-

tronique.

Toutes ces considérations offrent un intérét plus que théorique ;
il est certain que la théorie B.C.S. de la supraconductivité ne s'applique
pas dans des métaux trads déformables et A bandes &troites (par exemple des
cristaux moléculaires), et qui présentent A haute température un transport
par petits polarons. Cependant un tel type de supraconductivité ne se mani-
feste probablement qu'd des températures trés basses, du fait de la réduc-

tion de la mobilité par effet polarom.
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I1I.2. ONDE DE DENSITE DE CHARGE DANS UN CRISTAL MOLECULAIRE A

UNE DIMENSION

ITI.2.1. L'instabilit& de Peierls 'transverse'

a) Le_modéle

Nous avons discuté au § IIT.1.2. la formation d'un bipolaron,compa-
rant 1'énergie des deux types de configurations, pour un syst@me de deux molé-
cules portant au total deux &lectrons. la premigre représente 1'8tat bipola-
ronique dans lequel la symétrie du systéme est bris@e, tant du point de vue
de la densité de charge électronique que de celui de la déformation moyenne

des molécules.

Considérons maintenant un systéme de N molécules et N &lectrons,
tel que 1'intégrale de transfert intermol&culaire soit trés petite devamnt
1'énergie de liaison d'un bipolaron. On prévoit que les électrons vont se
distribuer de manigére A former N/2 bipolarons, laissant N/2 molécules sans
€lectron. Cependant, 1'énergie de bande des €lectrons, bien que faible,
n'est pas nulle. Nous allons montrer qu'elle stabilise un état & symétrie
brisée caractérisée par une onde de densité de charge et une déformation pé-

riodique de la chalne.

Reprenons notre modéle du cristal meléculaire, dans sa version sim-

plifiée oli les molécules sont considérées comme autant d'oscillateurs indé-

pendants :
D Z
_ i 1 2y 2 + + _
H= ? (Tﬁf'+ 7 MwX;7) -2 E nyky ¥ CE;; (Cis Cir1s" Cisls Cis) (3-60)
Effectuons le changement de variable Xy - Xi - ~§§3 de maniére 3 mesurer
L

.

les déformations & partir de celle occasiomnée par un seul €lectron. Un

terme constant mis & part, il reste




- 116 -

2
= Py 1 2y 2 + +
H = ? G?ﬁ_ trMeX) - ? (ng-1) X + Oii (Cig S4a1s * Ci+1s Cig)

(3-61)

Dans ce qui suit, nous procéderons de la facon suivante : nous calculerons
1'énergie libre totale élastique plus €lectronique, pour une déformation pé-
riodique de la chaine, et nous la minimiserons par rapport & cette défor-

mation, négligeant 1'énergie cinétique du réseau. Cette approximation peut

8tre qualifiée de 'statique'. Nous la discuterons au paragraphe c).

b) Minimisation de 1'énergie

L'instabilité que nous allons décrire repose sur le méme mécanisme

(1 rencontrée dans un grand nombre de cris-

que 1'instabilité de Peierls
taux unidimensionnels. La différence réside dans la nature du couplage
€lectron~phonon : dans le cas que nous considérons ici, le couplage met
en jeu les phonons optiques tandis que 1'instabilité 'ordinaire! concerne

les phonons acoustiques. Dans ces deux cas, cependant, le terme de couplage

peut s'écrire sous la forme

) (3-62)

+
H. . =~ % A Ck+q i (aq + a_g

int kq q

Les &lectrons qui sont concernés par 1'instabilité sont ceux situds au niveau
de Fermi, Le terme HiIlt connecte les états (de méme énergie) situés en + kP
d 1'aide de 1'émission ou 1'absorption d'un phonon de vecteur d'onde 2 kp.
La condensation du systéme d'&lectrons en une onde de densité de
charge s'accompagne donc d'une déformation périodique du réseau, de vecteur
d'onde 2 ky. Dans le cas simple que nous examinons ici -un électron paf molé-
cule, soit une bande 3 demi-pleine si 1'on ne retient des &tats moléculaires
que les €tats liants {une molécule peut alors porter deux &lectrons)- cette

distorsion correspond 4 un doublement de périodicita.
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Figure 25

Cristal moléeulaine avec distorsion priodique induite par une
Anstabilité Electronique.
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Figure 26

Sépanation de £a bande initiale en deux sous-bandes. En couplage
font, Le gap A est ghand devant La Largewr de bande initiale.
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Diagonalisons 1'Hamiltonien "statique’ en présence d'une distorsion

XZp = - X/, X2p+1

N
2

= X/2 sur les deux sous-réseaux (Fig. 29) :

H = E% n e - %—2 (n

+
-n X+0Z (c
P 2p+1J 5 ( 2p+1 ©

+
2 + C2p~1 CZp + h.c)
(3-63)

2p

(avec u = M/2). Pour cela, définissons des &tats de Bloch sur chacun des deux

sous-réseaux

- ikR
ks> = (N/2) 1/2 T e 2P I2p,s>
P (3-64)
- i
IK2s> = v/2)"1/2 ye 2T opet s
On peut alors réécrire H (a désignant la distance intermoléculaire) :
= N /1 2.2 AX
H27 GueD -7 3 (g emgy) T 2ocosia Curstizs * Chosthrs)
(3-65)

Les €tats propres et énergies sont obtemus en diagonalisant une matrice 2-2 :

~ AX/2 20 cos ka
(3-66)
20 cos ka 25/2 —
ce qul conduit 3 ;
!wiks> -y V2 g S {ak1[2p,s> - ak2|zp+1 s>] (3-67)
P
+ 2 1/2
€y = F [(%;9 + 46° cos? kal ~7/2a ¢ k < /2 (3-68)
Les coefficients ai], aiz satisfont aux relations :
i i —- i
akz/akT =0 [1 + exp (zlkaj]/[ek - (AX/2)1 5 -69)
a1+ fag, i = 1 6 -70)

La bande initiale de largeur 40, a laissé place i deux sous-bandes séparées
par un gap A = AX. On vérifie facilement que |a£2| < !a£1j et ia£1| < lagzl,
ce qui signifie que les états i$i> sont principalement distribués sur les

sites 1, d'énergie minimale - AX/2, tandis que les [w;> sont distribugs plu-

tdt sur les sites 2, d'énergie + AX/2. Par analogie avec les &tats molécu-
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laires, on peut les appeler respectivement liants et antiliants. AT = 0,
tous les &lectrons sont dans les &tats liants, la bande inférieure est
pleine. Comme pour 1'instabilité de Peierls, 1'ouverture d'un gap au ni-

veau de Fermi donne au systéme un caractére isolant (Fig. 26).

La brisure de symétrie se manifeste par l'apparition d'une modula-
tion de la densité de charge électronique (onde de densité de charge), mesu-

rée par un paramétre d'ordre n défini par :

N = 17 (<ny> - <n,>) (3-713

ol ny = I Ty et n, = I ny,. sont les nombres d'occupation sur chacun
is is

. . t
des deux sous-réseaux. En fonction des Qg ™ = 1,2 :

2 -2 - 2 -
n =le<: (|ak1| = Iak2| ) (3—72)

L'énergie totale du systéme s'obtient en ajoutant 1'é&nergie élastique a

1'énergie &lectronique :

N 2 - -
EX) = % (%-u wX Yo+ 2 E £ (3-73)

soit, utilisant (3-68) et transformant la somme en une intégrale sur ¢ = ka

/2 1/2

A ! [%?)2 + 4o” cos® ¢ | d¢ (3-74)

-

B = 5 Gru XY -

Minimisant E(X) par rapport & X, nous obtenons 1'équation auto-cohérente :

/2
x=t2pn 2 g ds | (3-75)

f
) © [1 + {45/3X) cos? ¢]1/2

= o

On peut vérifier une relation trés simple entre X et n : utilisant (3-69) et

(3-70), il vient aprds quelques transformations :

lar, 1# - fap,|% = -0x/2)e,” (3-76)
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d'ol 1'expression de n (dommé par (3-71)) en fonction de X.

, /2 do
n== f (3-77)
T O[T+ (4o/AN)% cost 4] /2 —
Comparant (3-75) et (3-77), on obtient la relation cherchée :
x = A (3-78)
Hw

L'intensité de 1'onde de densité de charge et la distorsion sont donc propor-
tiomnels. De plus, si 1'on revient & la définition initiale de X, c'est-a-
dire : X =X - X?q (X?q étant la distorsion d'équilibre d'une molécule por-
tant un €lectron, donnée dans le § II1.1.2.), on obtient facilement 1a rela-
tion suivante entre la déformation et 1'occupation moyenne d'une molécule

du sous-réseau 1
Xy o= o S (3-79)

Ici, <n,> est une variable continue variant entre 0 et 2. Nous avicns obtenu
un résuitat identique pour une molécule comportant un nombre donné (0, 1
ou 2) d'électrons. Dans le cas présent, il provient de 1'approximation de type

champ moyen utilisée (voir le paragraphe suivant).

Comme d'habitude, nous nous intéresserons plus particuliérement au
cas du couplage fort et d'une faible largeur de bande, soit o K gy Ainsi que
le montre la solution de (3-75) schématisée sur la figure 27, X est pea dif-
férent de A/uwz, sa valeur maximale. Plus précisément, au second ordre en

O/Eb :

X = Aot (3-80
pud 284

2
4€b

En conséquence, la relation de dispersion (3-68) montre que les deux sous-
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Variation de La distornsion périodique X avec fe rapport o/eg,-
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Varniation du déplacement X avec La température, montiant La thansd-
tion de phase du second ondre (avec un couplage Linlaire et en

champ moyen) .
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bandes sont extrémement &troites, de largeur de l'ordre de cz/sb, tandis que
le gap est peu différent de Az/uwz =2 ¢ (Fig. 26). Le paramdtre d'ordre de

charge est donné par :

Z (3-81)
4eb

Les €lectrons sont donc essentiellement localisés sur les sites du
sous-réseau 1, avec une faible délocalisation (d'ordre G/ab) sur le sous-
réseau 2. L'onde de charge est pratiquement saturée, ce qui veut dire que
mise & part la faible d€localisation, le systéme peut €tre vu comme un cris-

tal de bipolarons.

¢) Camentaires sur 1'approximation statique

Le traitement que nous venons d'effectuer, et qui néglige 1'énergie
cinétique du réseau, n'est en fait qu'une partie d'une approche adiabatique
du probléme, restreinte aux configurations du réseau montrant une périodi-
cité Za. L'état du réseau est entiérement déterming par la coordonnée X qui
est celle du mode optique de vecteur d'onde 2 kF = n/a. Le calcul de 1'éner-
gie totale pour un X fixé est la premidre phase du calcul adiabatique. I1
aboutit a4 la fonction E(X) donnde par (3-74) et dont les minima {symétriques)

ont &t& caliculés.

La seconde phase du modéle adiabatique nécessite de déterminer les

niveaux de vibration du mode X. L'énergie cinétique associée au mode X est
2
gﬂ'; négligeant les autres modes, 1'Hamiltonien s'@crit :

2 9 a2 /2

- NrP 2
H"'?-E—-_-—"f'?umx “% fo

- [0X)% + 16 0% cos? 9172 o ] (3-82)

Comparons 1'expression entre crochets et 1'Hamiltonien d'un bipolaron adia-
p Xp P

batique, qui s'écrit :
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PZ

_ 1 2
Hpip =27 * 7 W

¢ - 10l + aef1?

(3-83)

Ces deux expressions sont tré&s proches, les profils de potentiel adia-

batique comparables . -

Cependant, la hauteur totale de la barridre de potentiel est (N/2)
fois la hauteur obtenue pour un seul bipolaron. Une inversion totale du sys-
t&me, analogue de 1l'effet tunnel d'un bipolaron, est par conséquent bloquée
.par 1'effet coopératif, comme dans toute transition de phase ol une symétrie
continue laisse place 3 une symétrie discréte, caractéris@e par un nombre

fini de configurations &quivalentes.

L'analogie avec le bipolaron adiabatique est, malgré tout, parfai-
tement valable : 1'itindrance des £lectrons provoque une délocalisation (emn
. c/eb) des bipolarons localisés, assurant du méme coup la cohfrence sur tout

le réseau gui permet 3 1'ordre 3 longue distance de s'établir.
qui p gl

/2

On peut admettre que le critére d'adiabaticité o > (eb hm)1 tient
toujours dans cette situation. Ce n'est pas évident car em principe les €lec-
trons doivent se délocaliser sur toute la chaine pour assurer la cohérence
donc 1'instabilité. Cependant, un échange d'électrons entre bipolarons voi-
sins suffit en fait pour leur faire préférer d'&tre s€parés par um site plu-
tot que d‘étre proches voisins. Cette répulsion effective est un effet a

courte portée et justifie donc 1'adiabaticité si une condition locale telle

que ¢ > (thm)1/2 est respectée.

Notons que nous démontrons ici 1'apparition en couplage fort d'ume
onde de densité de charge, exactement comme celle obtenue au § III.7.4.b.
Elles sont cependant aussi différentes que le sont un bipolaron adiabatique
et non-adiabatique (§ II1.1.3). En particulier, 1'effet d'échange qui les
stabilise (répulsion effective des bipolarons) est un &change d'électrons

dans le premier cas,de polarons dans le second (§ ITI.1.4.b).
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Pour terminer ce paragraphe, remarquons que ce type d'approche revient
aussi d effectuer un traitement de champ moyen, dans lequel on néglige les
fluctuations de X. L' Hamiltonien est alors fonction de la variable <X>, va-

leur moyenne du mode X :

N

_ 1 2 2
H= 7 ['2- Hw® <X>

-An <]+ T (3-84)

ot T est le terme de transfert électronique et n = N-T

% (ni1 - niz). H est
donc fonction du paramdtre <X>. Le théoréme de Hellemann-Feynman s'applique

et stipule que :

Txs V)| ) [9(a0)> = ap(en) 1) yexs  (aa)

ol P(<X>) est la fonction d'onde Glectronique. Le premier terme est nul {cal-

cul variationnel). D'autre part :

Tee - 7w’ - (3-86)

Compte-tenu de la définition de n (8quation (3-71)), 1'8galité (3-86) conduit

-

immédiatement 3 <X> = (K/uwz) n, c'est-a-dire au résultat (3-78).

Nous comparerons au § 3 1'instabilité que nous venons de décrire
avec 1'instabilité de Peierls ; nous montrerons que ces deux instabilités
sont non seulement trés différentes, mais que de plus, elles s'excluent 1'une

1Tautre.

ITT.2.2. la transition isolant-métal

L'instabilité précédente concerne 1'état fondamental du systéme. Nous
allons dans ce paragraphe effectuer une théorie de champ moyen de la transi-
tion de phase qui conduit & la dispersion de 1'onde de charge. Cette théorie
est analogue d celle effectuée par quelques auteurs dans le cas de 1'insta-

bilité de Peierls 'classique' (12> 115,114)
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Du fait que la bande de valence consiste en &tats liants (favorisant
1'instabilité) et la bande de conduction en &tat antiliants, 1'excitation d'un
glectron au-dessus du gap diminue celui-ci parce que 1'électron ainsi excité
ne participe plus & la liaison. Plus précisément, il se distribue sur les
molécules 'longues' et contribue 3 affaiblir la distorsion périodique. On
s'attend par conséquent d un rétrécissement du gap en augmentant la temp&ra-
ture, pour arriver finalement & une transition de phase vers ume phase métal-
lique sans distorsion (et sans onde de charge). La discussion de cette tran-
sition suit de prés celle de Vegter et Kommandeur(114) d propos de la tramsi-
tion de Peierls, dans un modéle de liaisons fortes. Le paramdtre d'ordre
sera la distorsion locale X. Calculons 1'é€nergie libre électronique par

glectron. La fonction de partition &lectronique est donnée par le produit

des fonctions de partition pour chacune des deux sous-bandes :

Ty =TT v e -8 (- eIt {1+ exp [- B (5 - e 110 (3:87)

d'ol 1'énergie 1libre Fel(X,T), g étant le niveau de Fermi.

T/ 2a -
b E In {1 +exp [Bep - g1} {3-88)
T=+,- k=0

_ 2
Fel{X’T) = EP - N’e‘

oit 1'index T repére les deux sous-bandes ; ep est déterminé par :

-1 m/2a
T =N b ) 2
T=+,- k=0 T (}_—_82)
1+ exp [B(Ek-eF]]
A la limite N infini (3-88) et (3-89) deviennent :
/2 .
Fop(X,0) =ep - I 1 S In {1 + explBleg - )1} d(ka) (3-50)
T=+,- 7w O
/2
T T d (ka) (3-97)
=+, - n{l + explB(ey - EF)]}

AT =10, le niveau de Fermi est situé a g = 0. Si nous supposons qu'il varie
peu avec T et si nous ajoutons 3 (3-90) 1'énergie &lastique, nous obtenons

1'énergie libre par molécule :
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2,2
P = - 28 T2 PAX s cos? kay /2
Té6o {3-92)
Zar2
+ %;-Ln {1+ exp[%%(A XZ + cos2 ka)1/2]} I[d{ka) + %—uwzxz
160

-

Cette expression est tout 3 fait similaire 3 celle obtemue par Vegter et

(1]4], avec de plus, une approximation harmonique pour 1'énergie

(114)

Kormandeur
du réseau. I1 ressort de qu'une transition de phase du second ordre
doit apparaitre. En fait, 1'ordre de la transition dépend de la forme de
1'énergie de couplage {qui ici est lindaire). Suivant 1'argument de Vegter
et Kommandeur, la prise en compte plus réaliste de la variation avec X du
niveau €lectronique (exponentielle par exemple, Cf. (3-5)) © peut  confé-

rer au systéme suffisamment de coopérativité pour déclencher iume insta-

bilité du premier ordre.

On obtient la déformation d'équilibre en minimisant F(X,T) par rap-
port & X. Suivant pour cela(114), la temp€rature de transition est calculde
a 1'aide d'un développement de F(X,T) 2 la Landau, en puissance de X, Elle

est déterminée par :

I, (20/KT.) = a/e, (3-93)

fﬂ/z th (y cos ¢/2)
0 ¥ Cos §

avec : IZCy) = %Z (3-94)

La variation de X avec la température ainsi obtenue est schématisée fig,28.

En couplage trés fort, la discussion thermodynamique qui précéde
doit 8tre prise plus qualitativement que quantitativement. Elle conduit en
effet 3 des valeurs de kT. de 1'ordre de £, (sio «:eb), soit de 10° a 10% K.

T. doit &tre réduit pour différentes raisons.

Nous savons que l'entropie du réseau doit &tre prise en compte ;
les fluctuations thermiques vont donc réduire le paramétre d'ordre lorsque

kKT ~ hmD. De plus, et spécialement dans le cas d'une modulation aussi marquée
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de la densité de charge, la répulsion coulombienne intramoléculaire doit r8-
duire 1'énergie de liaison locale de deux &lectrons et donc aussi 1'onde de
densité de charge (remarquons qu'au contraire, la répulsion €lectronique intra-

moléculaire ne peut que favoriser cette derniére).

I1 n'est évidemment pas question d'appliquer ce mod&le de champ
moyen 34 un cristal unidimensionnel (qui ne comporte pas de transition &
T # 0). Malgré tout, de telles approches de type champ moyen sont tré&s uti-
les du moins du point de vue qualitatif, en ce qui concerne des composés

quasi-unidimensionnels.

ITI.2.3. Compétition entre instabilités transverse et longitudinale

a) Comparaison des deux instabilités

Nous pouvons &crire d'une maniére trés générale en liaisons fortes

1'Hamiltonien €lectronique d'um cristal moléculaire sous la forme
= . M.+ . . -

H=f & _n i#?,s cij Cis €y {3-95)
Deux types de déformations sont envisageables pour un tel systéme : d'ume part,
des distorsions transversales ainsi que nous 1'avons considéré précédemment,
et dans ce cas, ce sont les €is (énergie des niveaux &lectroniques molécu-
laires) qui dépendent des paramétres de déformation (dans une théorie adia-
batique intramoléculaire) ; d'autre part, des distorsions longitudinales, qui
modulent les intégrales de transfert Gij (nous avons négligé, dans 1'étude
précédente, l'effet d'une déformation transverse sur les oij’ effet qu'on

peut considérer comme faible).

Dans le premier cas, le couplage €lectron-phonon met en jeu les pho-
nons optiques, dans le second cas, les phonons acoustiques du cristal molécu-

laire. Dans un cristal r8el, les deux mécanismes interviennent nécessairement,
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la considération de 1'un ou de 1'autre dépend de 1'ordre de grandeur des deux

constantes de couplage.

L'instabilité de Peierls 'classique’ suppose les £;, Constants et
laisse Gij varier avec la distance Ry - Rj des deux molécules i, j. Pour une
bande & demi-pleine, elle résulte en une dimérisation partielle du systéme,
alternant 'grandes' et 'petites' intégrales de transfert. La modulation de

charge qui en résulte est en géndral faible (Fig. 29).

Dans 17instabilité que nous avons décrite, il est au contraire pos-
sible d'obtenir de tr&s grandes modulations de la densité de charge car on
peut varier indépendamment 1'énergie de couplage locale 6ei(X) et 1'intégra-
e de transfert o qui s'oppose 3 la modulation,tandis que dans

1'instabilité classique les deux sont lides.

Le mécanisme que nous avons explicitd n'est pas seulement 'académi-
que', pas plus que la transition de Peierls ! Rappelons que la plupart des
cristaux quasi-unidimensionnels sont faits d'unités moléculaires empilées
le long d'un axe. Des intégrales de transfert de 1'ordre de 1072 3 107! eV
sont courantes dans de tels systémes. D'autre part, 1'énergie des niveaux
€lectroniques moléculaires peut dépendre -nous 1'avons vu sur 1'exemple
simple d'ume molécule diatomique- fortement d'une déformation quelconque de
cette molécule. Quelques exemples de telles déformations sont §uggérés sur
la figure 30. Signalons que les degrés de libertd de rotation peuvent aussi

(115)

intervenir

I1 faut cependant mentionner qu'il est souvent difficile de distin-
guer expérimentalement (aux rayons X par exemple) entre les deux types de
déformation (transverse ou longitudingle) si celles-ci correspondant 3 la
méme périodicité. Le bronze bleu de potassium KO.SMCO3(1]6) possé&de en

particulier une structure propice 3 la déformation transverse des 'clusters'
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Comparaison de L'instabillite nenansvernse™ @) quee £'instabilits

de Peienls classdique "Longitudinale" (b},
a) Onde de densité de charge presque saturde (en cou~

plage font] et modulation périodique des niveaux electroniques
b) Onde de densité de charge faible et modulation

périodique des intéghales de trnansgent.
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Figure 30
Exemples de cristaux 'moliculaines' susceptibles de dEfonmations

"transvenses”,
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d'atomes de Mo.

b} Compétition entre les deux tyves d'instabilités

Nous allons comparer 1'apparition des deux instabilités. Elles font
non seulement appel 3 des mécanismes différents, mais nous allons voir de
plus qu'elles sont incompatibles. L'argument s'appuie sur la remarque sui-
vante concernant la symétrie dans la phase ordomnmée (toujours dans le cas
d'une bande & moitié pleine). Dans 1'instabilité transverse, les maxima de
L'onde de densité de charge sont situés sur les moldcules d'un sous-réseau,

En revanche, dans 1'instabi1ité‘1ongitudinale, les maxima de la densité élec-
tronique sont situés entre les moldcules des diméres correspondant 3 une inté-

grale de transfert plus &levée.

Les deux ondes de charges sont donc incompatibles, on s'attend 3 wne
transition brutale de 1'ume i 1'autre en variant le rapport des deux cons-

tantes de couplage.

Précisons ce phénoméne quantitativement, en permettant aux e; et
Gij de (3-95) de varier avec deux parametres de déformation Xi (rétrécissement

de la molécule i)et Yi (déplacement de la méme moldcule le long de 1a chaine)

- 2
€ig = €g - A1 (Xi + h1/M =) (3-96)

A2
Oi,i+1 = %3+1,i T % 1 (g - Yy, (3-97)

(3-97) signifie que Gij augmente lorsqu'cn rapproche les sites i,j. Supposant
_ X _ . X _Y .Y . . . 4

sz = -, X2p+? =+ 3, sz Vi Y2p+1 = - % ..., l'Hamiltonien statique s'é

crit, en posant cq = ww? et en introduisant un terme d'énergie €lastique

longitudinale czYz/Z par dimére {couple de molécules):
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_N 1 2 1 2, M
H=7lzcq X0+ 5 Y1 - 5 X My, - ppq)
P ,
+ I (o +—£) (c; ¢ + e } o+ (g -5*2:{)
p o 2p C2p+1 T C2p1 C2p o % (3-98)

+ +
(€5 C2p-1 * C2p-1 C2p))

La diagonalisation s'effectue en définissant des €tats ]k15>, |k25> comme en

(3-67). On obtient finalement la matrice 2-2 couplant les &tats [k1s> et |k25>.

AX . ?\ZY ]
- —— 20 cos ka -1 42 sin ka
2 0 2
(3-99)
)\ZY : MX
Zg, cos ka + 1 ——sin ka - 5
La bande initiale se sépare donc en deux sous-bandes :
A 2 ApY 2
o s 1) + 40 cos’ ka + (P29 sin® ka) /2 (3-100)
k 2 0 7 o o
et 1'énergie totale s'écrit pour une bande d moitié pleine :
2
N1z 124 MR
E(X,Y) = 5 [z X"+ o ¥ + g (XY) Q(ka)] {3-101)

Nous définirens deux énergies de couplage caractéristiques @ g4 = A12/4c1 et
2 o . _ _ .
€y = A3 /4c2, et deux paramétres sans dimension oy = Go/e? et o, = 00/52 qui
définissent la force de chaque couplage comparée a 1'int&grale de transfert o,.
Un troisidme paramétre nous sera utile, il est d&fini par le rapport n = ez/eI

des deux énergies de couplage.

Gtilisant deux variables réduites, définies par X = (A1/c1)x
Y = (A,/c,)y, la minimisation de (3-101) conduit 4 deux &quations auto-

cohérentes couplées :

2 M2 ' do (3-102)

x=—= oy 2 7 72
1+ () cos 29+ (1D sin’ 6]

c
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sin2 ¢ do

& 172 (3-109)
[sin2 ¢+ (W) cos’ ¢ + {%) 1

en plus des solutions triviales x = 0, y = 0,

Nous avons toute latitude de varier oy, e qui conduit dans le cas
Ay =0 & la courbe de la figure 27. Par contre, €, apparalt comme la varia-
tion de 1'intégrale de transfert 0,» que nous avons développée lin€airement
en Y, et ne peut donc raisonnablement excéder Oy. Nous imposerons par consé-

quent la restriction a, > 1, donc n = e)/eq = 0q/ 0, < G

Noqs avons tracé sur la figure 31,165 courbes x, y en fonction de
0y (1'inverse de la force de couplage transverse), pour différentes valeurs
de a, (L'inverse de la force de couplage longitudinal). A faible couplage
Iongitudinal (az = 3], 1'instabilité transverse 1'emporte et la variation de
X avec oy est peu perturbée par le couplage longitudinal, Avec un couplage
plus fort (o, = 2), on voit apparaitre une transition assez brusque de 1'onde
transverse (0.T.) vers 1'onde longitudinale (0.L.) en augmentant oq. Cette
transition devient tout & fait dramafique pour o, = 1 : aucune coexistence
n'est possible entre ces deux instabilitds de forces comparables, et les va-
leurs de O définissent clairement deux régions distinctes. Des résultats

analogues ont &té obtenus par §. Robaszkiewicz(]64’165).

CONCLUSION

Tirons un bilan de ce chapitre consacrd au couplage effectif entre
plusieurs €lectrons, d@i & 1'effet polaron. Nous avons tout d'abord précisé
les hypotheéses sous-jacentes au mod&le du cristal moléculaire. La clef de
ce modele est 1'utilisation de niveaux électroniques moléculaires dépendant
adiabatiquemént des paramdtres de la molécule, ce qui nécessite des &lec-

trons bien délocalisés sur de telles molécules. Il va de soi que ia molécule
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transverse |\ X =]

N
N\

onde v

Figure 31

Compdtition entre instabilité transvense et Longltudinale :
variation des paramitnes de d@formation intramoliculaire (x|

ot intemoléculaine |y) avee oq = o4/e; (mesurant La fonrce du
couplage intramoliculaine), pour différentes valeurs de ap = 0,/€2
(mesurant £a force du couplage intermoliculaine) .les deux Lnstabi-
Lites &'excluent pour og petif.
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diatomique représente le systime le plus simple, mais que ce schéma s'étend
également & des molécules plus complexes possédant &ventuellement plusieurs

degrés de liberté (vibration, rotation).

tUhe question que nous n'avons pas examinée est celle de la validité
d'un couplage linfaire. Dans le cas de déformations importantes, plausibles
en couplage fort, le couplage quadratique devrait &tre pris en compte, Par
exemple, 1'effet d'un terme de couplage en X? est &vident, c'est la modifi-
cation de la fréquence du mode X dans le sens d'un 'ramollissement’ du mode
en présence d'un électron. De tels couplages quadratiques sont d'ailleurs

nécessaires pour expliquer certaines propriétés des cristaux moléculaires
(35,38)

L'alternative adiabatigue-non-adiabatique s'est avérée tout aussi
pertinente pour le bipolaron que le polaron simple. En couplage fort, le
bipolaron 'mon-adiabatique' consiste en une paire localisée couplée 3 1'or-
dre %VSb (% est 1'intégrale de transfert du pelaron, non de 1'électron) a
des états 3 deux polarons sur deux sites voisins. Il en résulte un affaiblis-
sement de la déformation associe 3 un &lectron, ce que nous avons décrit

quantitativement sur la base d'un calcul variationnel.

Dans cette méme description non-adiabatique, les bipolarons décrits
précédemment peuvent 2 basse densité se condenser en une phase superfluide.
A haute densité, s'ils sont toujours trds fortement 1i&s, ils préférent for-
mer une onde de densité de charge dont 1'origine est la répulsion effective

par &change de polarons.

Dans le régime adiabatique, le bipolarcn consiste en une paire lo-
calisée couplée 3 1'ordre c/sb d des &tats ol un &lectron a &t excité sur

un site voisin. L'équivalent de ce mécanisme dans un syst@me de N &lectrons
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est €galement 1'apparition d'une onde de densité de charge. Elle est aussi
stabilisée par échange, mais d'électrons au lieu de polarons. Plus précisé-
ment, elle est stabilisée par 1'itinérance des &lectrons 'nus' c'est-d-dire

non accompagnés d'ime déformation de réseau.

Dans ces deux régimes par conséquent, l'onde de densité de charge
est stabilisée par action simultanée du couplage €lectron-phonon et de 1'iti-
nérance, méme si 1a nature des excitations dues & cette dernidre sont diffé-
rents dans les deux cas, I1 n'est donc en aucune mani&re besoin de faire ap-
pel 3 une répulsion coulombienne inter-site pour stabiliser une onde de

charge, si le couplage €lectron-phonon est suffisamment fort.

Le probléme du passage des bipolarons {(non-adiabatiques) aux paires
de Cooper a été bridvement discuté en III.1.6. Dans le cas adiabatique, en
revanche, que dire de la condensation de Bose ? Ce probléme reste ouvert,
mais on peut conjecturer qu'ad basse densité, lorsque les bipolarons ne se
'voient' pratiquement pas, la condensation de Bose reste possible, m€me si
la nature de la paire quasi-localisée (bipolaron adiabatigue) est légérement
modifiée. A plus haute densité, une onde de charge doit apparaitre, stabili-
sée par 1'itinérance. Mais la périodicité doit dépendre de la densité&... No-
tons qu'Alexandrov et Ranninger n'ont considéré gue des ondes de charge de
période 25, et ceci pour toute densité. Kubo et Takada(1]7) ont examiné
la possibilité d'ondes de période différente, et &ventuellement incommensura-

ble.

En bref, on peut conjecturer que, dans le cas adiabatique et pour
un méme rapport o/eb, les conclusions d'Alexandrov et Ranninger restent
qualitativement correctes. Cependant, les effets adiabatiques augmentent
nécessairement la mobilité des paires. La température de transition de 1'état
superfluide & 1'état normal &tant proportionnelle & 1'inté€grale de transfert

bipolaronique(102), elle sera notablement plus &levée dans le cas adiabatique.
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ETUDE DYNAMIQUE DU MODELE A DEUX SITES (SPIN=-BOSON)

INTRODUCTION

Nous avons donné au chapitre I, § 4, une idée de l'aspect essentiel
i notre avis, de 1'effet polaron, qui est 1'auto-cohérence, ou la non-linéarité.
Le moddle & deux sites, présenté au chapitre II, § 1.2.b, est un modéle treés
simple qui contient tous les ingrédients nécessaires a4 la compréhension de la
dynamique d'un petit polaron. I1 exhibe en effet les deux mécanismes en compé—
tition (et donc source de non-linéarité)} : la dé€localisation de 1'€lectron sur
les deux sites (terme ¢ S, de (2-24)) et 1'abaissement d'&nergie &,/2 par for-
mation d'un état polaron, qui conduit & la solution exacte & o = 0 (§ IL.3.1.a);
£1,/2 est 1'€nergie de liaison de 1'€lectron par effet polaron, et do=101a
symétrie de la configuration moléculaire est brisée (Fig.7.b). Cette symétrie
est rétablie par le transfert &lectronique (o # 0) qui connecte les &tats po-
larons entre eux. En perturbations en ¢, le transfert &€lectronique s'accom-
pagne de la relaxation du mode local de déformation vers la nouvelle confi-
guration d'équilibre. I1 en résulte si hw « g, une trés forte réduction de
1'intégrale de transfert effective (8quation (2-61)), d'ol 1a notion d'auto-

piégeage.

L'approche que nous proposons se démarque nettement de toutes celles
que Tous avons décrites au chapitre I11. Elle est fondée sur un schéma dy-
namique propre i mettre en lumiére la non-lindarité du probléme. Plutdt que
d'utiliser par exemple des fonctions de corrélation et un schéma de tronca-
ture, nous préférons utiliser les équations du mouvement de Heisenberg, faci-
lement interprétables en termes d'équations dynamiques pour des variables

classiques, & 1'aide du principe de correspondance.
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La signification du schéma semi-classique est discutée au § IV.1.2.
I1 permet d'envisager 1'évolution du systéme comme découlant d'un véritable
systéme dynamique d'équations non-lindaires couplées. Il est utile de pousser

jusqu'au bout 1'étude d'un tel systéme, et ceci d'un double point de vue :

i} en tant que décrivant 1'svolution approchée de la fonction d'onde
du petit polaron localisé 'au voisinage' d'un site : oscillations
non-linéaires qui doivent mettre en &vidence les fréquences carac-
téristiques des &tats quantiques, et importance de la localisation

en fonction du rapport /ey 3

ii) du point de vue purement dynamique, dans le contexte de 1'effet
des non-linfaritds dans les systémes hamiltoniens : invariants

adiabatiques, stochasticité (ou chaos}.

La comnection entre ces deux points de vue, 1'un plutdt physique,
1'autre plutdt mathématique, pose le probléme difficile de la quantification
des orbites d'un systéme classique : dans quelle mesure ume 're-quantification®
du systéme dynamique donnerait-elle accds, par exemple, au spectre des niveaux
quantiques du systéme & deux sites ? Nous ne répondrons pas ici 4 cette ques-
tion qui ouvre wn champ d'intérét considérable, tant du point de vue physique
(Etats du petit polaron) que du point de vue fondamental (probléme du chaos
quantique), mais nous donnerons quelques idées qualitatives pouvant guider

une telle &tude.

IV.1. LA FORMULATION SEMI-CLASSIQUE DU MODELE A DEUX SITES

IV.1.1. L'approche dynamique

a) Signification physique de la représentation de spin 1/2

Notre point de départ sera 1'Hamiltonien (2-25) du mod&le i deux

sites :
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V(X)
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Modele @ deux sites. Courbes de poienﬁéeﬁ du mode X a La Limite o =
plein) et & La Limite adiabatique {pointilleés).

0 {thait
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1 2
I_I_—ZE+7;1MX—-ZXSX+GS [ﬂ'_‘l)

Rappelons que X et P représentent la coordonnée et 1'impulsion associgs au
mode de déformation (X sera désormais appelé 'mode’ pour simplifier} et que
les composantes de g; données par (2-23), décrivent 1'électron en tant que
systéme 3 deux niveaux. Ce sont 3 un facteur 2 prés, les matrices de Pauli
crites dans la base des &tats délocalisés |+> = (1/V/2) (|1> |2>), corres-
pondant & S, = £ 1, Ces 8tats sont les &tats propres du dernier terme de
(4-1), ils forment les deux €tats, séparés par 20, d'wn 'dipble’ décrivant
1'€lectron, le moment dipolaire &tant Sy+ Cette derniére grandeur est pro-
portiomelle & la différence de densité de charge entre les deux sites 1 et

2. On sait par ailleurs que 1'opérateur moment dipolaire n'est autre que :

+

o+
I=ea S S = Cy €1~ Cyiy (4-2)

X

oll a est la distance entre les deux molécules. C'est ce moment dipelaire qui
se couple & un champ &lectrique par exemple. On voit donc que notre analogie

avec un dipdle a plus qu'un simple caractére formel.

-
Les deux autres composantes de S, Sy et SZ s'interprétent de la ma-
o . . + . o “
niére sulvante : Sy = 1(cT Cy = Cy c1) est proportionnel a 1'opérateur den-
51té de courant et S; est 1'opérateur parité pour la fonction d'onde de

1'&lectron.

Nous avons remarqué au chapitre II que 1'Hamiltonien (4-1) pouvait

aussi décrire un systéme d'un spin et d'un ch couplés entre eux ;
34 P aimp coup

7
- 2 = e =
H= v guo 2308 0= &5 o, - o (4-3)

En couplage faible, X oscille A la fréquence w et le probléme rappelle de
trés prés celui de la résonance magnétique, avec un champ constant (- o) sui-

vant 1'axe Oz. Mais nous somme ici en couplage fort, ce qui signifie que le
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Figure 37
Représentation en fermes d'un vecteur spin § de £'état
Electronique, avec Le champ magndtique effectif ’3{

(a)

Z‘ Y
Figure 33
Mouvement de précession du spin dans deux cas particuliers
a) couplage nul, dtat nésomnant (11> - [81/VT
3.7{ = {¢, 0, - o), fréquence de pricession o
bl ¢ = 0, électron Localist au s4fe | :'B—%: (AX/2, o0, ©).
La §ndquence de précession AX est modukie pat L gscilllation de X,
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-5
spin r€agit fortement sur le champ effectif 3} (d'od la polarisation du mo-
de !). L'image physique d'un spin dans un champ magnétique s'avérera cepen-
dant fructueuse, et nous verrons ce que 1'on peut tirer de la notion de ré-

sonance magnétique (Fig. 32).

b) Les_&quations de Heisenberg

Les équations de Heisenberg pour les op€rateurs A(t) (A = X, P, St

Sy, S,)} définis par (h = 1) :

A() = ot p o-ifit (4-4)
sont dommées par :

A = 1 [H, A] (4-5)

Elles s'écrivent ici :
x =& (4-6a)
" Zova
N N 1-6b
= - U W 7 x ( - )
S,= -2 Sy (4-6¢c)
Sy = 2o SX + AX SZ (4-6d)
Sz = - AXSy (4-6e)

On peut rassembler (4-6a) et {4-6b) en :

. 2 ]
X+wK~-ZESX (4-7

qui traduit 1'évolution du mode sous 1l'effet d'une force proportionnelle & la
densité de charge &lectronique. Les équations (4-6c,d,e), elles, &équivalent

formellement 2 1'@quation du mouvement classique :
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5 N
§ = 28xM (4-8)

De plus, multipliant (4-6¢c) par la charge &lectronique e, on reconnait la

version discrétisée de 1'8quation de conservation de la charge :

il
<

o+ (4-9)

o

ol p = e SX/Z, J=o0ea Sy sont les opérateurs 'différence de charge’ et

teourant du site 2 au site 1,

On voit apparaitre dans (4-6d) et (4-6e) les non-lin€arités, en les
termes AX S, et - AX Sy' Ces non-linéarités proviemnent des relations de com-
mutation des composantes du spin, Elles ont pour conséquence que la réponse
du  spin & un champ donné est non-lindaire. I1 en va autrement pour la ré-
ponse du mode X au spin : cette réponse est automatiquement linéaire, compte-

tenu de [X,P1 = 1 et de la forme - {A/2)X SX du couplage électron-mode.

Iv.1.2. L'aporoximation sewmi-classique

a) Deux cas particuliers

a

L'approximation semi-classique consiste 3 considérer les cing varia-
bles X,P (ou la vitesse k),_SX, Sy’ Sz comne classiques. Examinons sa signi-
fication dans deux cas particuliers : le cas d'un oscillateur isolé ou pola-
risé d'une maniére constante, et le cas d'un spin placé dans un champ ex-

terne classique.
Dans le premier cas, décrit par ume &quation du type :
” 2 ,
X+wX=A (4-10)

oll A est une constante, on se raméne i un oscillateur libre par la transla-
tion X + X - A/mz. C'est par exemple le cas de (4-7) lorsque, o &tant nul,

Sy =4 1 exerce une force polarisante constante sur le mode X, ce qui donne
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lieu aux vibrations d'oscillateurs déplacés associés aux deux &tats polarons.

Les valeurs moyennes X, et P_ des opérateurs X et P dans un tat

quantique donné satisfont aux &quations classiques :

o

v = .C 5 o . 2 -
X. = e P.=-uuw X. {(4-11)

8i 1'on requiert de plus que la valeur moyenne de :

2
_ P 1 2,2

H = iﬁ'+ 7 H W X
soit €gale 4 1'énergie classique :

p 2

1 2. 2

7%? g reX,
alors on aboutit 3 la description d'états cohérents (Glauber(jTg) ; voir aussi
Cohen~Thnnoudji(119)). De tels €tats cohérents |o> sont dtats propres de 1'opé-

rateur a :

a |o> = a | (4-12)
od o est un nombre complexe.
On peut encore &crire :

la> = exp [oa’ - o'a] {0> (4-13)

et les valeurs moyemmes de X et P sont donndes par :
X <> =4/ —%-Re(a}
c w

<P> =v2uwIm {a)

I

(4-14)

"
i}

On remarque immédiatement que la partie vibrationnelle de 1la solution

v
Q
il

0 (€tats polarons) est un &tat cohérent caractérisé par <X> = X,

2

<pP> 0, ot X5 = A/ 2uw”,

[}
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Une telle description en termes d'états cohfrents est correcte dans
deux cas : fluctuations faibles, soit AX = (Zuwj1/2 < <X> et AP = (pm/2)1/2
« <P>, ou bien &volution d'un &tat qui &tait cohfrent a t = 0, et dont on
vérifie qu'il le reste 3 tout t. Dans ce dernier cas, il est simplement dé-
fini par a(t), ol o est donné par (4-14) et ol Xt, PC sont les valeurs &

1'instant t des variables classiques. L'évolution d'un &tat cohérent est donc

entigrement définie par 1'évolution classique.

Examinons la seconde situation, celle d'un spin 1/2 placég dans wmn

3
champ classique H(t). L'Hamiltonien s'écrit :

H = -M(t). S (4-15)

3
On vérifie que 1'8guation du mouvement 3
q q

-
i[H,8] s'écrit formellement :
- - -
§ = Sx¥(v) (4-18)

Si ¥(o) est 1'8tat du spin 4 1l'instant t = 0, on tire de (4-16) 1'équation du
mouvement de la valeur moyenme g& = <y{o) 1§(t) lw(e)> = <P(t) |§ lu(t)>

4 > >

S. = 8. xH (D) _ (4-17)
D'autre part, la donnée de <SX(t)>, <SY(t)>, <Sz(t}> spécifie enti&rement
1'état |¢{t)>, ce que l'on peut vérifier en remarquant que la matrice den-

sité associde & 1'dtat de spin |Y> est domnée par :
p = |v> <y (4-18)

et donc que, dans la base |i> ol |i> = (|+>, |->) sont les &tats propres de

SZ :

pij = <il o 13> = w|(ij> <di> [v> (4-19)

soit successivement :
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1

7 (P - P ) =<5>5 0, +0 =1

I

7 (P, * 0, ) = <S> (4-20)
L -

2_1 (D_+ - p.,__) - <S}’>

Les coefficients de p sont donc entidrement déterminés par la donnée de <S>,
<Sy>’ <SZ>. Ce résultat est particulier 4 un spin 1/2 et a pour conséquence
que toute 1'information relative i 1'évolution d'un spin quantique dans um

champ classique donnd est contemue dans 1'€quation classique {4-16).

b) 'L'état cohérent' du petit polaron

Ixaminons 3 la lumilre de ce qui précide 1'approximation semi-
classique du systéme (4-6). Si nous voulons définir entidrement i'état du
systéme par la donnée de X(t), P(t), g(t), il nous faut considérer que le
mode est dans un état cohérent dépendant du temps, ce qui restreint 1'espace
des états vibratiommels. Par contre, d cause de la remarque précédente sur

-5
le spin 1/2, n'importe quel &tat du spin est entidrement spécifié par S{t).

Le schéma semi-classique revient 3 découpler les termes X S, et X Sy
de (4-6}. Si [(t)> est wm &tat du systéme tel que les valeurs moyenmes
N ,
<P(t) {A{9(t)> (ol A = X, P, S) satisfont 3 (4-6), i1 faut que [Y(t)> soit

€galement découplé. On vérifie alors que 1'on peut prendre :

B> = | 4 ae (©> u o (8)> (4-21)
avec :

[#10de (1) = exp fa(t) a* - o*(t) a] lo> (4-22)

X(1) - /Z ke o(t), P(t) = VAT Tmolt) | (4-23)

-ig(t)
et : |wel(t)> = COs 9-ézl-lb -+ sin.E%El ' ]2> (EJEEB
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e
les angles 9(t), ¢(t) définissent le vecteur classique S{t) (encore appelé

vecteur de Bloch) (Fig. 32) :

SXCt) = cos O(t)
Sy(t) = sin 9(t) cos ¢(t) (4-25)
Sz(t) = sin 6(t) sin ¢(t)

Dans ce modé&le, la fonction d'onde se déforme continfiment ; ume telle &volu-

tion est représente sur la figure 34.

On peut considérer qu'd tout instant le systéme &lectron-mode est
dans 1'état |y(t)> dont 1'évolution est définie par les équations non-liné-
aires classiques (4-6). Dans un certain sens, on peut gualifier (4-21) "d'état
cohgrent" semi-classique du petit polaron. Le couplage non-linfaire entre X, P
d'une part, g d'autre part traduit une partie de l'interaction entre les deux
sous-systémes, mode et électron. Le schéma précédent tient compte de ce qu'on
pourrait appeler les 'corrélations classiques' entre les deux mouvements. Par

contre, les corrélations quantiques (fluctuations corrélées du mode et du

spin) ne sont pas prises en compte.

Du point de vue des transitions &lectroniques entre les deux sites
qul correspondent aux fluctuations de la charge (fluctuations trés importantes
dans le cas présent), elles sont contenues dans 1'état (4-24). Le caractére
quantique de 1'électron est pris en compte dans ce modele dé&s que 1'€lectron
est décrit par un systéme d deux niveaux. Par contre, le saut de 1'€lectron
accompagné d'une inversion de la configuration moléculaire (saut du polaron}
n'est pas décrit ici. Plus génfralement, dans 1l'espace des phases défini par
X P, g, 1'évolution est limitée aux régions permises classiquement par la

valeur de 1'énergie :

1 : 2

2.2 A
E = > w{X ™ o+ XYY - 7—X5X + g§ (4-286)
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Chaque état polaron est associé 4 un domaine de cet espace de phases. Les
deux domaines symétriques sont séparés par wne barridre de 1'ordre de &/ 2,

a travers laquelle s'effectuent les transitions tunnel du polaron (Fig. 35).

On peut espérer par ce schéma décrire correctement 1'&volution d'um
petit polaron auquel on interdirait 1'effet tunnel, et qui resterait donc
localisgé 'au voisinage' d'un site dormé. D'autre part, lorsque ce systéme a
deux sites sera couplé au reste du réseau {chapitre V), il permettra de trai-
ter le régime haute température dans lequel 1'effet timnel est négligeable

compar€ aux transitions 'par dessus la barridre'.

Iv.1.3. Etude du systéme dynamique (sous la forme (4~6))

a} Energies caractéristicues et différents régimes

Definissons une variable réduite pour le mode par :

. X, = (4-27)

oll X, est la polarisation statique associde 3 un &tat polaron. Le systéme

(4-6) se rédcrit alors sous la forme :

i + wZ (x - SX) = { {(4-28a)
S¢=- 208, (4-28b)
SY = 2o SX + 2 £, X SZ (4-28c)
S, = -2 e X Sy (4-28d)

ot 1'cn reconnait les trois paramdtres €nergétiques du probléme : 1'intégra-
le de transfert ¢ mesurant la délocalisation de 1'électron, la fréquence des
vibrations w et 1'énergie de polaron £ (énergie de liaison de 1'&lectron,

ou de relaxation du réseau). Nous nous intéresserons dans tout ce qui suit &

la situation d'un &lectron intrinsdquement déja trés localisé, soit c/sb «1,
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WA~ -
;;::Z;, X ’//:b ‘///1 Y

Figure 34
Exemple d'évolution dans Le femps du systéme pofarcnique : Tran-
sition eontinue d'un etat polaron & L'autre par L'intermédiaire
d'une colneddence : La densit? de charge se Trnansfére proghessi-
vement, accompagnée d'une défommation Egafement proghessdive.
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Figure 35

Cournbes d'Egale Enengie en variables S s x = X/Xy, caleulBes pour k = 0 et Sy = o.
On distingue Les deux domaines symdtrniques associls a chaque gtat polaron. Sur La
méme figure est reprBsenté (pointillés) un exemple d'évolution des variables x, Sx
toufouns & Enerngle constante, mais powr des valeuns de x(t} et Sy(t) détewmints
par Les Equations dynamiques [4.28) (£'8nengie cindtique initiale du mode Stant
non aulle, x{c) = o). '
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Le paragraphe IV.1.3.c montre d'ailleurs comment ce dernier paramétre sépare
deux régimes de fonctionmement, bistable (avec auto-piégeage) si o/gp < 1,

monostable au contraire si O/Eb > 1.

On supposera de plus que w < gy, qui est la condition de couplage
fort. On vérifie en effet que le rapport de la polarisation statique X, aux

fluctuations de point zéro AX = 1/vVZuw est tel que :
X = .
0 b
==’ (4-29)

Enfin, nous nous intéresserons principalement au régime dit 'non-

adiabatique' (voir les § II.2.1. et II.3.1.a} défini par 0 <« Y&, w.

b) Points fixes du systéme. Structure de l'espace des vhases

Les solutions statiomnaires s'obtiennent en faisant x = 0, x =0,

éx = Sy = SZ = 0, et se séparent en deux types de points fixes :
Dx=s =t A 55058, 5T ik=0 (4-30
b b
i) x=0;x=0;8 =8 =038 == (4-31)

Ces solutions s'interprétent nécessairement comme des cas particuliers de la
solution adiabatique du probléme. On doit en effet retrouver certains points
des potentiels adiabatiques V_(x) (voir § 11.2.2.), en particulier ceux ob-
tenus en diagonalisant 1'Hamiltonien électronique avec x = 0. On vé-
rifie effectivement que les valeurs de x dans le cas i) correspondent aux
minima du potentiel V_(x} (Fig. 9), et que les valeurs de Sy, Sy’ §, sont
celles associfes & 1'état électronique |¢_(x)> pour cette valeur particu-
ligre de x. DN'autre part, x =0, 5, = - 1 {resp. + 1) dans le cas 1} carac-
térisent le maximm de V_(x) (resp. le minimum de V;(x)), SZ =+] n'étant

autre que la parité de 1'état &lectronique. Nous appellerons les deux pre-
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miers points fixes, les points fixes de 'petit polaron’ correspondant aux
€tats localisés et notés PFL -nous savons qu'ils n'existent que si o < €y”

et noterons les deux autres PFD (D pour 'délocalisé').

En-dehors de ces points fixes, la dynamique décrite par les équa-
tions non-lingaires (4-28) s'écarte de la dynamique classique d'une particu-
le dans un des profils de potentiel Vé(x), que nous'pouvons appeler la so-
lution adiabatique semi-classique. Elle doit cependant r&apparalitre pour de

grandes valeurs de c/wsb w, le paramétre d'adiabaticité.
L'énergie des points fixes PFL est :

Epy = - — = =l (4-32)

L'énergie des points fixes PFD est t ¢, les deux points fixes PFL de petit

polaron sont donc séparés par une barridre :

2

£
_ b g ) B
AE = -t 3 & o (4-33)

Remarquons que la forme méme des équations du mouvement du spin interdit au

systéme d'équations (4-28) d'8tre mis sous une forme potentielle, telle que :
(X) = - Uy V(X) (4-34)

ol X = (x, x, Ses Sy’ Sz). On peut cependant se représenter la dynamique de
ce systéme comme s'effectuant I énergie comstante dans 1'une ou 1'autre des
deux 'bassins' dans 1'espace des phases, séparés par une barrigre de 1'ordre
de ey/2, ceci si 1'énergie est inférieure & - . Dans le cas contraire, le
systéme peut osciller entre les deux bassins, ce que vérifient les simula-

tions numériques (voir § d) (Fig. 35).

On peut décomposer 1'énergie E (&crite avec les variables réduites
X, X} d'une mani&re qui sépare nettement les oscillations du mode du petit

polaron proprement dit :
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2 £

€
% 2. % b . 2
E=g lx-So7 r g+ b7 5

N +08,] (4-35) -

{rappelons ici que sz s'interpréte comme le carré de la valeur moyenne de

S, dans 1'stat |g(t)>). Le premier terme représente 1l'énergie d'un oscilla-
teur harmonique déplacé de S, décrivant donc le mode dans wn &tat polaron oll
la charge &lectronique serait répartie entre les deux sites. Le second terme,
gnergie obtenue pour x = Sy et X = 0, représente 1'¢nergie fondamentale de
cet &tat polaron (énergie semi-classique de petit polaron). Nous la noterons

E .
b

Examinons la stabilité des points fixes précédents par la méthode
de linéarisation, (Xi) désignant la matrice des coordonnées du systéme ;
(Xio) celle de 1'un des points fixes, et (X‘i) = (Xi) - (Xio) 1'écart au

point fixe, le systéme dynamique (4-28) s'écrit :
&) = A (X)) + (BE')) (4-36)

ol [A] est la matrice du systéme linéarisé. La diagonalisation de A fournit
pour chaque point fixe les modes propres d'évolution prés des points fixes
(les termes non-lin&aires B(X'i} étant petits), sous la forme de combinai-

sons linéaires Qj des X; :

Q. = T a,. Xe ' (4-37)

Q. = A Q.

4-38
J 37 (2-38)

~

Donnons les valeurs et modes propres asscci&s & chacun des points fixes.

i) PEL 0 Ay =0, Qq = - g,8°.8' + 08", (4-39)

t
X
la variable Qyq dans laquelle on reconnait 1'expression linfarisée de notre

Energie de polaron Ep est stationnaire et n'évolue que du fait des non-
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linéarités. C'est donc une variable lente du systéme dynamique prés de 1'un

des PFL ; on recomnait ici un invariant adiabatique du problame,
Les autres valeurs propres sont :

Ay g =t i (4-40)

le mode propre associd étant essentiellement domné par les composantes x-S,

X du 'mode déplacd' oscillant 2 la fréquence w, et :
A4,S = 21 & {(4-41)

le mode propre associé traduisant la précession du spin autour de 1'axe Ox.
Les valeurs propres sont imaginaires pures, et refldtent les fréquences
propres du mouvement non perturbé (o = 0). Un développement plus poussé pre-
nant en compte les non-linarités a4 1'ordre le plus bas fait apparaitre des
oscillations de basse fréquence de Qq, résultant du couplage non-linéaire
(proportionnel 3 ¢) entre les oscillations du mode et du spin, Tout ceci
sera réexaminé dans la partie Z d'iume manidre plus systématique, en varia-
bles action-angle, notamment en dégageant les résonances entre les deux

oscillaticns,

ii) PFD, Sz = - 1

On trouve toujours la valeur propre Ay =0, dont 1'invariant associé
est §,,et 1'oscillation & la fréquence w, soit AZ 3 * * iw. En revanche, la
?
précession d la fréquence 2 €, laisse place i deux modes, 1'un stable, 1'autre

instable, les valeurs propres étant

Ags

3

o, ﬂ%;?? (4-42)

Le point fixe est un point selle. L'instabilité est &vidente dans la limite

adiabatique si 1'on considére le maximum du potentiel V_(X) (Fig. 9).
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Figure 36
Représentation schiématique des points fixes du systéme PFL (Etats polanon, Loca-
LisEs) et PFD (Etats délocalisis). Pour chague point §ixe, on wtilise un espace
rédudit a trhodls dimensions, La dinection vernticale étant celle de L£'énergdle et Les
deux autres, celles des coondonnées propres assoclées & chacune des deux valeurs
propres non nulfes.
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iii) PFD, Sgz = + 1

Les valeurs propres A4 ¢ sont de nouveau imaginaires :
H

M5t iver o ' (4-473)

ce qui traduit la stabilité du point fixe (voir la courbe de potentiel adia-

batique V (x)). la figure 36 montre la structure des quatre points fixes,

¢) Décamposition de la dynamique : potentiel bistable lentement

On peut tenter de résoudre d'une manidre approchée le systéme dyna-
mique {4-28) en observant que SK est une variable lente si o est petit. la

solution de (4-28a} peut s'écrire d'une manidre générale :
x(t) = 8 (1) + x'(t) sin (wt + ¢(t)) (4-44)

ol X' et ¢ sont respectivement une amplitude et une phase lentement varia-
bles : X' et ¢ tendent vers zéro avec o. Négligeons cette variation et re-

portons cette solution dans les équations (4-28 b,c,d) :

S, = -2 sy (4-45a}
éy = 205 +2 eSS, * 2 ey X'S_ sin (wt + ¢) {4-45b)
éz = -2 gbsxsy - 2y x'sY sin (wt + @) (4-45c)

Ce nouveau syst@me dynamique décrit la réponse d'un spin 4 un champ
—
oscillant anisotrope H' = (epx" sin (wt + ¢}, 0, - o). Par contre-réaction,

le spin subit aussi un champ (epSx, 0, 0), source de non-lindarités.

S1 nous ne conservons que la partie homogene du systéme (4-45),

c'est-da-dire pour une amplitude nulle x' = 0, le systéme devient :
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S, = -2 8, (4-46a)
S, = 20 8y * 2 8,8, | (4-46h)
5, - 25,8, (4-46¢)
Ce systeéme posséde, en plus de la norme du spin SX2 + Sy2 + Sz2 =1, wme
intégrale supplémentaire, qui n'est autre que 1'énergie de polaron :
Ep = - {E:b/Z)SX2 +08,. (4-46) se réduit alors simplement a :
S = - d_?ifés_x) (4-47)
X -7
x
oll V(Sx) est une fonction potentiel paramitrée par EP :
c 2
V(s,) = 2(° + eLE,) s+ st (4-48)

Ce type de potentiel est bien connu dans 1'étude des transitions de phases.
11 apparait aussi fréquemment dans les modéles décrivant des systémes coopé-
ratifs d plusieurs degrés de libert&, tels que le laser et certains systames

(

chimiques 120). Le potentiel V(Sy) présente deux puits symétriques si

2z . 2
Ep< -q /Eb, et un seul si Ep> -0 /eb.

Si 1l'amplitude x' de 1'oscillation dans (4-44) est non nulle, Ep va

évoluer sulvant ;

E? = - 20 2N x' Sy sin{wt + ¢) (4-49)

Si 1'amplitude est faible (mouvements de faible énergie par rapport 4 1l'ume
des PFL), 1'évolution de Ep est trés lente, et Ep est un invariant adiaba-
tique vis & vis de 1'oscillation du mode. On peut donc décomposer la dyna-
mique du systéme en une &volution rapide -oscillation de Sy dans um puits
de V(S,), & une fréquence v 2 £, reflétant la précession du spin- et me
lente modulation du potentiel V(S,) par 1'intermédiaire de la variable Ep'
I1 apparait gque ces deux mouvements interagissent non-linfairement via

la wvariable Sy,présente dans {4-49) (Figs. 37 et 38).
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La valeur minimale de Ep Etant Eﬁin = - {eb/Z) - (02/2 eb), on voit
que la condition de bistabilité Ep < - (Uz/sb) ne peut &tre remplie que si
G < g, Dans le cas contraire, le potentiel V(SX) ne peut &tre que monosta-
ble. On peut ainsi réinterpréter le critdre de formation d'im petit polaron,

a~

qui traduit simplement la préférence de 1'électron a se localiser,

La valeur de Sy aux minima du potentiel bistable V(Sx) est :

2 E' 1/2
o _ _ 9 _Db -
Sx = [1 —y - 2 = 1 (4-50)
& b
ol E'p = Ep - Egln désigne 1'dcart de Ep 4 sa valeur minimale. S; est en

quelque sorte wne 'moyenne' de Syes dans le sens d'une meyenne sur les échel-

les de temps rapides.

Signalons que le mod&le décrit par les équations (4-45) est tout a
fait similaire & celui étudis par Inoue et Koga(?ZT) dans wn probléme de
réponse chaotique d'im pseudo-spin 3 un champ oscillant, avec tme contre-
réaction systématique introduite a priori. Nous montrerons dans la deuxidme
partie que ce modé&le, en tant que cas particulier du modale semi-classique de
petit polaron, est en fait hamiltonien (du point de vue classique) et qu'iune
formulation en variables action-angle permet de préciser la nature du chaos
dans ce systéme. Remarquons pour finir que les &q. (4-28) avec X=3, sont exac-
tement &quivalentes 3 1'dquation de Schroedinger non-linéaire (2-90), mais pour

le modé&le discret,

d) Simulations mméricques du systéme dynamique

Des simulations numdriques de 1'dvolution des #ariables X, X, Sx’
Sy, Sz, déterminée par les équations (4-28) ont été faites sur wm micro-
ordinateur A?ple I1. Les équations du mouvement ont &ét& transformées en
8quations aux différences finies par une méthode de Runge-Kutta et intégrées
pas @ pas. les erreurs d'arrondi ont &té contrflées en calculant la variation

des constantes du mouvement : le pas {intervalle de temps entre deux itéra-



Figure 37
Décomposition du mouvement en
L} oscillation napide dans un potentiel V{Sx} {sclution
exacte 54 X = S,
AL} défommation Lente du potentief avec fa variable
E, = - lep/2) S + 08, |
Les casia] (potentiel monostable) e,tng] { po,ten,tée,ﬁzba:tabﬂe] agh-

nespondent respectivement a Ep > S5 et Ep <

.9
Zey 7ep

b4 1Z
Figure 38

Traduction des deux mouvements précidents dans L£'image d'un spin

pricessant (rapidement) autowr d'un axe Bvofuant (Lentement] avec
La variable Ep
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tions} a &té choisi de telle sorte que 1l'erreur en &nergie ne dépasse pas
- -
107° au bout d'un calcul. En ce qui concerne la norme du spin ISIZ =1, elle

-

a €té renormée 2 chaque pas, de fagon a éviter les divergences qui apparais-
—>

sent inévitablement lorsque ]SIZ devient supérieur & wn., I1 va de soi qu'un

tel artifice ne modifie pratiquement pas les résultats, et d'autant moins que

le pas d'int8gration est plus petit.

Nous reportons ici quelques résultats, obtenus avec les condi-

tions initiales suivantes : x = §_= 1, §

. =0, 8, =0, et x=wKk avec

Y
0 <XK<1.8l 0« €y, ON démarre donc tr@s prés de 1'un des points fixes
de petit polaron (PFL), donnés par (4-30), mais avec une vitesse initiale
finie pour le mode d'oscillation. Cn &tudie par conséquent la réponse du
spin au mouvement d'oscillation de x autour de 1a valeur 1 (qui aurait lieu
si ¢ = 0). D'autre part, 1'oscillation de x sera modifiée du fait du cou-
plage non-lindaire entre cette oscillation et la dynamique du spin. L'éner-

gie du systéme est donnée par (4-35). Avec les conditions initiales précé-

dentes, elle vaut :
“b
E= - - (-8 (4-51)
On peut jouer sur trois paramdtres : ¢ = O/Eb qui mesure 1'itiné-
rance, p = w/eb qui mesure la force du couplage, et K qui mesure 1'énergie,

et observer directement 1'dvolution des variables X, ﬁ, S Sy’ Sz'

Tout d'abord, pour ¢ trés petit, on observe des oscillations pres-
que réguliéres ; la figure 39a correspond d € = 0.05, u = 1et K= 0.5. Le
mode oscille 4 la fréquence w autour d'une position d'@quilibre qui varie
lentement. be plus, l'amplitude est modulde en fonction du temps. L'é&volu-
tion de Sx qui décrit la délocalisation de 1'électron montre une oscilla-

tion d'amplitude variable superposde i une lente oscillation.
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Les trois mouvements (modulation d'amplitude de x, variation du centre d'os-
cillation de x et SX) sont synchronisés et reflétent une trajectoire du pe-
tit polaron dans laquelle le systéme oscille autour du point fixe PFL, Cet-
te lente oscillation est un mouvement coopératif qui nait du couplége non-
linéaire, apparent dans les &quations (4-28). L'oscillation rapide de Sy

pour sa part, trouve son origine dans 1'oscillation de S S, d une fréquen-

Y’
ce de 1'ordre de 2 £y, {termes en 2 £, dans (4-28c,d)), laquelle se transmet

a S, par 1'intermédiaire de (4-28a). Les oscillations de S et S_, appro-

y z’
Ximativement en quadrature de phase et d'amplitude ~ /T - S 2, ne sont pas
q P amp x P

représentées ici.

Dans le cas d'une itinérance plus grande (e = 0.25, u = 0.5), mais
une énergie plus faible (K = 0.4), on observe le méme type de phénomene (Fig. 39b),
mais 1'oscillation de 8, est loin d'étre cohérente. Elle se brouille au con-
traire trés vite, ce qui est le signe d'une stochasticité (chaos) du systeme,
que nous examinerons plus systématiquement dans la deuxigme partie. Si l'on
moyenne ce mouvement rapide, on obtient une &volution qui suit exactement
la variation du centre d'oscillation de x. Cet effet est &galement présent
dans 1'exemple précédent, oll 1'on a changé 1'échelle de S,. L'oscillation de
x - E;'est alors centrée et présente une modulation quasi-p&riodique, syn-

chronisée -avec 1l'oscillation lente de E;,

Les valeurs précédentes de 1'énergie, inférieures a la hauteur de
la barrigre séparant les PTL, sont insuffisantes pour permettre a la par-
ticule d'explorer les deux 'bassins' associds aux deux états polarons.

Clest ce type de transition que nous examinons dans 1'exemple suivant, avec
€=0.,33, u = 0.6 et K= 0.6. On observe alors des phases longues d'oscilla-
tion au voisinage d'un des points fixes, séparfs par des phases courtes de

basculement, le syst&me ayant trouvé une 'fenftre' de passage par dessus la
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Figure 39.a
Evolution en fonction du temps de x et Sx, pour € = 0.05, y = 1
K= 0.5, L'échelle est differente pour x et Sx.

*

ﬂmﬂp et

Figure 39.b
Exemple d'évolution b)
e = 0,25 u=10,5 K=20.4. L'evolution moyenne de Sx est nephi-
sentie en pointillis, L'échelle est La méme pour x et Sx.
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Figure 39.d
Exemple d'évolution d) : € = 0.33, u.= 0.9, K = 0.9, Cas proche
de £'adi{abaticits parfalite.
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barrigre. Dans cette situation de haute énergie, ni 1'oscillation du mode ni
celle de la charge S, ne sont régulidres, cependant, leurs valeurs moyennes

(lissages) apparaissent comme asservies 3 une trajectoire commme (Fig. 39¢).

e) Discussion

Malgré 1'apparente cohérence de 1'oscillation de X, la phase de cet-
te oscillation dérive nédanmoins dans le temps, ce que 1'on peut montrer sur
des temps longs par la méthode du.plan de Poincaré (voir la deuxiZme partie).
Le mouvement est en fait plus ou moins stochastique (le degré de stochasti-

cité, ainsi que nous le verrons, dépend de U/Eb et de 1'énergie).

L'asservissement de S, et x 4 une évolution lente commune refldte le
caractére non-lindaire du systdme et le fait que nous nous trouwvons dans un
régime intermédiaire entre le régime 'non-adiabatique' (o = 0, S, constant)
et adiabatique (spin asservi au mode). Ce dernier cas peut effectivement &tre
atteint par les simulations numériques : la figure 39d montre un cas proche
de 1'adiabaticité, olt 1'on a représenté la composante 'adiabatique' du spin

définie par :

> > L X
st =S¥ - S s, (4-52)
Bl e TR 62 VERixs + ol

§'  reste effectivement proche de 1 (S'X = 1 correspondrait 3 um mouvement

parfaitement adiabatique, défini par 1'escillation de x sur le potentiel

adiabatique V_(x) (Fig. 9). L'Appendice A-3 donne plus de détails.

Dans le régime intermédiaire, une variable lente se dégage de 1'évo-
lution non-lin&aire. Elle provient du couplage de deux oscillations, 1'ume
d la fréquence w, 1'autre a la fréquence 2 &, ~on verra dans la deuxidme
partie quelle'variable oscille effectivement & la fréquence 2 €,~ par 1'inter-

médiaire de 0. Chacune de ces oscillations répond 4 1l'autre 3 la fréquence de
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Mode Spin
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Eigure 41
Problame onde-particule en physique des plasmas.
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cette dernigre, et ces perturbations agissent lentement, d'ume manidre coo-

érative, pour donmner naissance & 1'8volution lente (Fig. 40}.
P P

Ce mécanisme est tres général dans les systimes non-lindaires ol
1'on s'efforce de dégager des variables lentes décrivant 1'8tat du systéme
a4 un instant donné, indépendamment d'oscillations rapides qui s'y superpo-
sent. De telles variables sont appelées paramdtres d'ordre par analogie avec
les transitions de phases (Haken(120)). Bien sfir, dans notre systéme, le nom-
bre de degrés de liberté est petit (deux en réalitd), mais il n'y a aucune
différence de principe entre le paramétre d'ordre que 1'on peut dégager de
notre systcme et ceux qui décrivent 1'évolution macroscopique d'um grand

systéne hors d'équilibre.

Deux questions se posent : peut-on dommer ine expression de ce para-
meétre d'ordre, et est-il possible de déterminer des &quations du mouvement

réduites régissant son évolution ?

Nous pouvons répondre i la premidre question : considérons la varia-

ble Ep décrivant 1'énergie du systdme pour x = Ses x = 0, et définie par :

[
-2 steos (4-53)

E =
X zZ

P

Linéarisant Ep au voisinage d'un des points fixes PFL ou PFD, on vérifie que
1'on retrouve les invariants du systdme lindarisé. Comme ce dernier ne con-
tient que les mouvements dfoscillation de fréquence w, 2 gy, et néglige leur
couplage ndﬂ—linéaire, Ep n'évolue que par les non-lindaritds, et est par
conséquent variable lente du systéme. L'équation d'évolution {4-49) mani-
feste cette lenteur i basse Energie et o petit : supposant que les deux
termes de (4-35) sont du méme ordre de grandeur, on obtient (aux termes d'or-

dre deux en e prés) :

T82 x /K (4-54)
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Par conséquent, la vitesse relative d'évolution de Ep est de 1'ordre de :

E
Eﬁ = 2 g (eK) (4-55)

Elle est donc proportionnelle au produit des deux petits paramétres e et K.
On vérifie en simulation mumérique que 1l'évolution de EP suit d'extrémement
prés 1'évolution lente mentionnée plus haut, ce qui identifie Ep d un para-
métre d'ordre du systéme. Ce paramétre d'ordre pilote 1'é&volution du poten-
tiel bistable (V(S,) (§ 1.3.c). I1 détermine notamment la bifurcation de ce

potentiel vers une situation monostable.

Physiquement, Ep représente 1'énergie du polaron & 1'état zéro des
vibrations du mode. Son compl&mentaire est 1'énergie des vibrations du mode
autour de S, (c'est-i-dire, & peu de choses prés, autour de Ji“ﬁi;ﬁiﬁp. On
comprend maintenant la signification des &volutions synchrones de SX et de
1'amplitude de 1'oscillation 'recentrée’ du mode (Fig. 39a,b) : elles traduisent
un &change d'énergie quasi-périodique entre les deux sous-systémes : 1'élec-

tron, entrainant une polarisation quasi-statique x = S_, et les oscillations

x?
résiduelles (mode déplacé). La description canonique qui suit (partie 2) va
permettre de dégager clairement les variables éssociées 4 ces deux degrés de
liberté et d'expliciter leur couplage non-linéaire (proportionnel & €}. On
pourra distinguer entre un régime oli 1'8change d'énergie est régulier et wmn
régime de brouillage de phase dans lequel 1'énergie du systéme s'équi-répartit
sur les deux degrés de liberté, par un véritable processus de diffusion dG uni-
quement aux non-linéarités. En ce qui concerne la seconde question (équa-

tion d'évolution de Sy), la solution présente de grosses difficulté&s. De plus,
dans 1'état actuel de notre connaissance du mod&le, nous ne pouvons y répon-
dre, I1 faut en fait distinguer entre un régime de non-linfarité faible dans
lequel 1'évolution est régie par des invariants adiabatiques, et un régime

diffusif qui peut, &ventuellement, se préter & des méthodes de projection (&




- 170 -~

la Mori). la suite de ce chapitre est destinée 3 approfondir notre compréhen-

sion des non-lindarités.

iv.1.4. Le sch&ma hamiltonien classigue

a) Recherche d'une formulation canonique

Considérons le systéme d'équations (4-6) du point de vue d'un systé-
me dynamique non-linéaire., Ce systdme conserve 1'€nergie totale E obtenue en

transcrivant simplement 1'Hamiltonien (4-1) en termes de variables classiques :

1 . 220 A . B}
E=2~u(XZ+wX)-?)&SX+Gb (4-56)

Z

De plus, la normalisation du vecteur spin classique fournit une autre inté&-

grale :
1=8°“+8°4+5 , (4-57)

En conséquence, le systéme des cing variable (X, X, Sx’ Sy’ SZ) se réduit i
trois variables indépendantes. (4-6) est cependant difficile 3 &tudier de
manicre systématique du fait de sa forme non canonique. le but de ce qui suit

est de reformuler les équations dynamiques (4-6) en termes de variables cano-

niques dites 'action-angle'.

Considérons & nouveau le syst®me dynamique en variables réduites
(4-28). Dans le cas o = 0, SX devient invariant et le systéme (4-28) peut
8tre intégré immédiatement : (4-28a) conduit A ume oscillation harmonique au-

tour de la position d'8quilibre x_ = Sy, ce qui signifie physiquement que la

0
distorsion statique X, =% 1 des €tats polaroniques exacts est réduite d'un
facteur égal éISXI.Des variables action-angle pour le mode découlent immédia-

tement de la définition usuelle pour un oscillateur harmonique.
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. X -im
(x - 8) +16=J1‘e - (4-58)

I est proportionnel & 1'énergie de 1'oscillateur harmonique décrit par la

variable x - Sx'

Trouver des variables action-angle pour le spin est un peu plus
compliqué, & cause du caractére non-lindaire des équations du mouvement du
spin (la variable x, oscillant i la fréquence w, multiplie SY et SZ dans éz

et éy respectivement}.

I1 est naturel de prendre S, comme action (c'est un moment angulai-
re), la variable conjuguée &tant l'angle décrivant la précession autour de
1'axe Ox. Les équations (4-28¢c) et (4-28d) montrent que pour ¢ = 0 cette
précession se fait 3 la fréquence instantanée Z gX, modulée par les oscilla-
tions du mode, avec une fréquence moyenne de 1'ordre de 2 £,,5,. Dans la 1i-
mite intégrable o = 0, on peut &liminer cette modulation au moyen d'une rota-

tion de 1'angle de précession ; définissons donc ¢ et ¢ par :

sY +is, = /T - 5 2 5, el (4-59)
2

Vo= — (- ;b X) (4-60)
b W

Les équations du mouvement pour le double systme de variables (I,u)

et (Sx,w) s'écrivent d g = 0 :

x (4-61)

o= W (,)='21'.USX

On vérifie facilement que ces équations sont les &quations canoniques
de Hamilton assocides i 1'Hamiltonien obtenu {3 un facteur Ze/mb prés} en ré-
dcrivant 1'énergie E en fonction des nouvelles variables. Pour ¢ = 0, ceci

conduit & la fonction de Hamilton non perturbée :
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. 2
H = (I-S%9u | (4-62)

Afin de vérifier le caractére canonique de nos nouvelles variables
dans le cas non intégrable, &crivons leurs équations du mouvement, dérivées

de (4-28), et utilisant (4-58), (4-59), {4-60) :

) £

I = 40 cosa vI(7 - SXZ) cos 7%-(& - 2/T sina} (4-63a)

: 1 - Sx° b

6 = - 20 sina ““ifgi' cos — (¥ - 2/T sina) . (4-63b)

. £

8¢ = - 20 /T=5 2cos 2 (¢ - 2/T sina) (4-63c)

) @ Sx “b ‘

o= - 2w SX - 20 — ———— _ 3in 75—(w - 2/T sina) (4-63d)
b VT -5 5,2 —

L'expression de la fonction de Hamilton est obtenue en réécrivant 1'"invariant
(Zm/eb)E avec les nouvelles variables :
£
HT, S o, ) = (IS 9 @ + 2 2 0 V1-5_2 sin -2 (4-2/T sina) (4-64)
X X £, X W —_—
Et on vérifie aisément que les équations (4-63) me sont autres que les équa-

tions de Hamilton :

oH : aH
I=- = Sx= "5
(4-65)
5o b= A o
ol 95,

Par conséquent (I,a) et (Sx,w] fournissent la représentation en variables ac-

tion-angle cherchée pour notre systéme dynamique (4-28).

b} Lien avec_la mécanique quantique

La discussion précédente montre comment extraire une formulation hamil-
tonienne classique d'@quations du mouvement quantiques, de. type Heisenberg, grice
au principe de correspondance entre op&rateurs et variables classiques.

Ce type de proc&dure est extrémement utile pour construire des moddles semi-

Classiques & partir de la mécanique quantique, et a &té utilisé depuis long-
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temps, pour des problémes d'interaction matire-rayonnement par exemple.

La question de trouver les 'bonnes variables' classiques, c'est-3-
dire canoniques, d'une manigre si possible systématique, recoit ume ré&ponse

trés lumineuse dans le cas qui nous occupe.

Rappelons en effet que la solution exacte & ¢ = 0 dans le cas

quantique s'obtient en faisant agir la transformation unitaire
U= exp(is, PX) {4-66)

ol P et S, sont ici des opérateurs. Découplant en champ moyen le produit SKP,
U se factorise en le produit de deux transformations agissant 1'wme sur

les variables de spin, 1'autre sur les variables du mcde
U= expli §,<P> X ] exp[i<S > P X1 (4-67)
(aucun probléme de commutation ne se pose ici car [SX,P] = 0).

La premiére transformation effectue une rotation de (uX)XO = (ZEb/mz)i

autour de 1'axe 0x, on retrouve la définition de ¢ {4-60}.

La seconde transformation translate 1'oscillateur X de Xdﬁ%QQdGnc X
de <5, >.0Cn retrouve donc trés simplement notre définition des variables action-

angle,

Terminons ce paragraphe en mettant 1'accent sur la correspondance

- [

entre Hamiltonien quantique diagonalisable 'a vue' grice a4 une transforma-
tion unitaire, et Hamiltonien classique int&grable. Il semble que cette
correspondance ne soit rigoureuse que pour des Hamiltoniens quadraticues,
ce qui est notre cas. En tout cas, une transformation unitaire peut fournir

d'utiles indications sur la manidre de construire des variables canoniques

classiques (et inversement...).
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Cette formulation canonique de notre problime d'im petit polarcn,
traité comme semi-classique, posséde 1'énorme avantage de décrire ce pro-
bléme en les termes d'un syst&me dynamique avec deux degrés de liberté et
une perturbation proporticnnelle i o, qui prend la forme d'wm couplage non-
linBaire entre deux oscillations : 1'ume concerne le mode de vibration et

1'autre décrit la précession du spin,

Une analogie remarquable existe entre (4-64) et 1'Hamiltonien d'un
systéme bien connu en physique des plasmas. C'est souvent que de telles ana-
logies surviemnent en physique non-lindaire, et spédcialement dans le forma-

lisme hamiltonien.

Le probléme en question concerne 1'interaction d'iume onde électro-

statique avec ume particule chargée tournant dans wun champ magnétique unifor-

) . 122,12
me (Fig, 471). Ce probléme a &té gtudié par de nombreux auteurs( 22,123,124)

125
et passé en revue par Lichtenberg et Lie‘r}ermem(T ). Dans le cas d'ume onde
stationnaire, son Hamiltonien s'écrit :
2
Fz_ Q in k Lo s 4-68
H= = P¢ + €, ¢, sin . (z - T P sing) (4-68}

z
avec ¢ = (2 P¢/MQ)1/2. Ici (P¢,¢) sont les variables conjugufes pour le mou-
vement de gyration de rayon p et (Pz,z) sont les variables pour le mouvement
de translation le long de la direction du champ magnétique (H est &crit dans

ce que l'on appelle les coordonnées de 'guiding center').

L'analegie associe (P¢,¢) ad (I,a) et (Pz,z) a {Sx,w). Cependant,
deux différences essentielles existent. En premier lieu, le signe du terme
d’'€nergie cinétique dans (4-68), soit 2;53 est évidemment positif, Son &qui-
valent dans (4-64), soit - w SXZ, a un signe négatif ! Pourtant, Sy, en tant

que moment cinétique est bien une vitesse. Ceci nous montre que des systé-

mes mécaniques trds spéciaux peuvent découler de systémes quantiques : pour
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celui-ci, la 'vitesse'’ S, est bornée entre - T et + 1,

En second lieu, l'amplitude de la perturbation dans (4-64) dépend
de la valeur de 1'action Sy» Ce qui, ainsi que nous le verrons, modifie com-
sidérablement la maniére dont le chaos apparait dans ce systéme non-lin€aire

lorsqu'on augmente c.

Iv.2. EFFETS DES NON-LINEARITES

IvV.2.1. Nen-lindarité faible : le cas quasi-int&grable

a) Génfralités sur les systémes presque intégrables

Nous examinons dans ce paragraphe les propriétés dynamiques non-
linaires de notre mod&le semi-classique, partant de la situation intégrable
oll i'intégrale de transfert de 1'&lectron est nulle, et considérant la délo-
calisation de 1'€lectron comme ume perturbation plus ou moins petite. L'&tat
de la compréhension des systémes hamiltoniens non int&grables comportant
deux degrés de liberté est suffisamment avancé 3 1'heure actuelle pour nous
fournir des outils puissants, particuliérement lorsque 1'Hamiltonien le plus
général est DbAti en perturbant um Hamiltonien intégrable ; on trouvera une
revue extensive des propriétés des systémes hamiltoniens 3 deux degrés de

(1235

1iberté dans 1'excellent ouvrage de Lichtenberg et Lieberman , ainsi que

beaucoup de références bibliographiques.

-~

Le scénario standard, 4 mesure que 1l'on augmente la perturbation,
est le suivant : pour une petite perturbation, le systéme est dit quasi-
intégrable. Des méthodes de perturbations varifes permettent de trouver des
constantes du mouvement approchées, appelées invariants adiabatiques. De
telles variables, dans notre cas, mélangent nécessairement les coordommées

du mode et du spin et conduisent d une description analytique du mouvement
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quasi intégrable, fondée sur la prise en compte de résonances entre les deux
oscillations. Cépendant, le mouvement prés de la séparatrice de deux réso-
nances (voisinage du point hyperbolique) ne peut &tre décrite analytiquement
et forme des régions de nucléation du chaos (sfochasticité). La stochasticité
augmente avec la perturbation et on est conduit 3 1'image de couches stochas-
tiques, séparfes par des surfaces invariantes (tores de Kolmogorov-Arnold-
Moser, ou tores de K.A.M.) : la stochasticité est dite locale, ou non connexe.
Un seuil de la perturbation est atteint pour lequel les derniéres trajectoires
invariantes sont détruites, partout sauf au voisinage &es résonances oll des
ilots de r8gularité subsistent. La stochasticité est dite alors globale et
les variables d’action sont libres de diffuser 3 travers toute la portion
d'espace des phases permise par la conservation de 1'énergie (exceptéd dans

les 1lots sus-mentionnés).

b) Non-linfarités et résonances primaires

Le systéme d'€quations dynamiques (4-63) montre comment le paramd-
tre de transfert €lectronique o couple non-linéairement les oscillations des
angles o et ¥ et fait Bvoluer les actions I et Sy proportionnellement i v (Fig. 40).
La perturbation agit & travers des fonctions trigonomStriques de (Eb/m)(w—Z/fvsinuL
qui n'est autre que l'angle 'ordinaire' ¢ de précession du
spin (&quation (4-59}). On s'attend & ce que le mouvement soit perturbé de
facon maximale lorsque ces fonctions varient lentement, puisque dans le cas
opposé, 1'effet serait de faire fluctuer rapidement I et S, autour de valeurs
constantes, sans aucun mouvement cohéreﬁt. Ceci signifie que la perturbation
effective du mouvement se manifeste 3 travers les résonances qui apparaissent
lorsque la phase ¢ devient stationnaire. Un tel ralentissement de la préccs-

sion du spin rend visiblement son mouvement trés sensible 3 1'action du
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champ magnétique effectif et conduit & wme déviation systématique du mouve-

ment non-perturbé.

Les plus importantes de ces résonances sont les résonances primai-
res qui sortent directement d'un développement de Fourier de la perturbation
(c'est-d-dire du second terme de (4-64), e &tant le paramétre de perturba-
tion c/eb) :

N b . b
ey = Egtm 1-S, % I, (2 YE'JT) 51n(7F ¥ - mo) (4-69)
Nous avons utilisé le développement d'une fonction trigonométrique

d'un sinus en fonctions de Bessel de premigre espéce :
sin (u - ksin v) = I Jm (k) sin (u - mv) (4-70)
m 4 —

Les m sont des entiers positifs ou négatifs. Les fréquences non
perturbées de ¥ et o sont respectivement - 2u Sy et w, et les résonances pri-

maires sont définies par la condition de phase stationnaire :
2 g S, tmw =0 (4-71)

Elles conduisent en théorie de perturbations & des singularité@s ('petits dé-

nominateurs').

Ces résonances sont un cas particulier des résonances définies plus
généralement par un rapport rationnel des deux fréquences non perturbées :
elles correspondent a im nombre de rotation entier pour les tores du systéme
non perturbé, ce qui signifie que le spin fait m tours pendant une oscilla-

(125)

tion du mode (voir pour une discussion plus détaillée). De nouvelles ré-
sonances vont entrer en lice au fur et i mesure que la perturbation augmente.
En particulier, des résonances secondaires apparaissent entre le lent mouve-

ment de la phase quasi-stationnaire prés d'ume ré€sonance primaire, et 1'un

des autres degrés de liberté.
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c) Perturbations séculaires ~ Recherche des invariants adiabaticues

Une €limination de toutes les résonances primaires peut &tre accom-
plie d 1'aide d'un type spécial de théorie de perturbation due 2 Dunnett(126},
qui a ¢té généralisfe au second ordre en € par Mac Namara(127) pour le probléme
onde-particule. Ici, nous nous restreignons au premier ordre, pour lequel il
est reconnu que seule la structure de 1'espace des phases correspendant aux
résonapces primaires peut &tre correctement décrite par cette méthode. Le
procédé consiste (au premier ordre em £) i modifier 1l'expression de 1'un des
invariants a 1'ordre z&ro {S; par exemple) en prenant une fonction (ici de SX}
telle que les 'petits dénominateurs' apparaissant dans 1a théorie de perturba-
tions 'classique' se trouvent &liminés. Soit J = J, * € J; w tel invariant.

(126)

On peut montrer que J, doit &tre extrémal en chacune des rdsonances pri-
maires définies par (4-71). On choisira par exemple :

2¢e
P sy (4-72)

De plus, la conditions de stationnarité au premier ordre en £ {J,H}= 0 (cro-
chet de Poisson de J avec H, relativement aux variables o, I, ¢, Sx) impose 3

J1 de satisfaire 3 :
{J1, Hb} + {JO, H1} =0 (4-73)

Les conditions précédentes conduisent 2 la forme du nouvel invariant :

2 e £ —_— AR
= 1 b 2 b
= — S —_ -
J m cos(m ux) + 7 £J€J1 SX % Jm { Z an
€ sin(m 5 S.) (4-74)
. b [ X
sin(— ¢ - ma)
m S +p Zw
X €y
ol le dernier facteur &limine visiblement la divergence en Sx = S;m = - mm/Zsb

(singularité due au petit dénominateur).
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d) Sections de Poincarg du systéme dynamique

Les surfaces de section de Poincarg pour le systéme dynamique ont &té
calculées mmériquement pour diverses valeurs de € et de 1'énergie totale. Les
Equations (4-28) ont &té intégrées par une méthode de Runge-Kutta (raffinement
de la méthode des accroissements finis). Les intersections des trajectoires
avec le plan o = 2w sont détermindes et représentées dans le plan (S, 9)

(Fig. 42). On utilise ici la variable ¢ car H est périodique (de période 2m)

en ¢, et non en ¥. Nous n'avons représenté que la portion de 1'espace des pha-
ses correspondant aux valeurs positives de Sy, & cause de la symétrie S » - Sy
Sy - - Sy’ S, > S, X+ - X, P> - P, que présentent les &quations (4-6) et
qui permet de faire correspondre deux a deux les orbites classiques dans cha-

cune des deux régions de 1l'espace des phases associfes aux &tats polarons. Cet-

te symétrie n'est autre que la symétrie du modé€le & deux sites (§ II.T.Z2.c).

Pour de petites valeurs de & (Fig.42a), la section de Poincar? montre
une faible modulation de SX avec ¢, sauf pr@s des résonances primaires centrées
ici en Sy = 0.9 (m=9), ¢ = - met Sy = 0.8 (m= 8), ¢ = m, qui sont les seu-
les permises par la valeur de 1'énergie E' = 0.5, ol E' est un paramétre d'éner-

gie réduite comptée & partir du point fixe de petit polaron.

E'= 2 (B-E. ) E. = -

Eb_ Cr2
€y min 7

Te (4-75)

E' est relié 4 K (Equation (4-51)) par E' = (c/eb)z + X,

Le mouvement prés de ces ré€sonances est ferm@ par rapport & la varia-
ble angulaire, ce qui veut dire que 1l'angle ¢ oscille autour d'une valeur

donnée, ce que nous interpréterons plus loin.

La forme des trajectoires prés des résonances est plus ou moins défor-

mée par rapport aux trajectoires du type de celles d'un pendule (voir(125)) qui

-

ont la forme d'ellipses. Elles peuvent &tre obtenues i partir des présentes
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Figure 47

Les sunfaces de sectionde Poincaré, dans Le plan (9, Sx) pour
La pontion de L'espace des phases conrnespondant & £'un des Btats
polaron (E' est degini par (4.75)1).

L) €
L) B

= 0.5, v =egpfw=751: Fig. 42 a-e
= 0.3, u=5 : Fig. 47 §.
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trajectoires 3 1'aide d'une transformation canonique. les trajectoires associées
i la résonance m = 8, en particulier, ont une forme de croissant, sauf trés prds

du centre.

En fait, 1'ensemble du diagramme montre une brisure de symétrie entre
les valeurs positives et négatives de ¢. Cette dissymétrie est maximale pour
1'orbite limitant 1l'espace des phases (assocife a la valeur minimale de Sx’

donc de I = SX2 + E/w).

L'invariant J décrit correctement une section de Poincaré telle que
sur la fig. 42.a qui est essentiellement réguliére et oll aucune résonance

(127) 4

secondaire n'apparalt. Mac Namara a montré pour le probléme particule-

onde (Hamiltonien (4-68)), qui est assez proche de notre systéme.

Pour justifier 1'utilité de cette &tude un peu technique, disons que
_la description en variables action-angle permet d'interpréter simplement les
caractéristiques des sections de Poincaré (voir § IV.Z.3.) Sur la base de
notre image de spin couplé & un champ magnétique, et de représenter ainsi
1'&volution de la dynamique du petit polaron quand on augmente le parametre

£ = c/sb.

IV.2.2, Non-linfarité forte : Stochasticité intrinséaque

a) Apparition de la stochasticité

Nous avons vu au paragraphe précédent que pour de faibles valeurs de
e, le mouvement est presque régulier, et descriptible 3 1'aide de deux inva-

riants, 1'énergie et un invariant approché J dit 'adiabatique'.

En augmentant ¢, le mouvement devient de moins en moins régulier,
ainsi qu'on le voit sur les sections de Poincaré (Fig. 4Zb,c). Cés derniéres

montrent des traits tout 3 fait génériques de systémes hamiltoniens 4 deux
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degrés de liberté, mais présentent aussi des caractéristiques originales tras

significatives quant i la dynamique du petit polaron.

On note 1'apparition de chaines d'ilots secondaires prés de la réso-
nance m = 9 (Fig.42b) et entre les résonances primaires. L'apparition de tels
ilots est connue pour précéder immédiatement {en augmentant ¢) 1'&tablissement
de la stochasticité connectée (ou globale), qui signifie que 1'action Sy (et
donc aussi I) est libre de diffuser entre les deux résonances. Une troisidme
résonance primaire apparait & partir de ¢ = 0.08. Elle vient de ce que l'es-

pace des phases accessible au syst®me s'accroit avec € et que de nouvelles

r€sonances peuvent ainsi 8tre atteintes pour une méme valeur de 1'énergie.

b) Asymétries dans les sections de Poincaré

Décrivons maintenant les caractdres particuliers des sections de
Poincaré, qui démarquent nettement notre systéme du probléme onde-particule

(125). En premier lieu, une asymétrie apparait dans 1'espace des

par exemple
angles, qui augmente avec € et concentre progressivement la plupart des tra-
jectoires dans la portion d'espace des phases ¢e[- w, 0]. En second lieu,

une autre inhomogénéité apparait dans 1'espace des actions : 1'effet de la per-
turbation est d'autant plus fort que Sy est plus proche de 1 : les résonances
secondaires autour de m = 9 apparaissent en méme temps que celles existant
entre m = 9 et m = 10, mais bien avant (en augmentant e) celles existant en-
tre m= 8 et m = 9. De méme, la stochasticité globale s'&tablit de manidre
inhomogéne, remplissant d'abord la région Sy % 1, puis s'étendant progressi-
vement au reste de 1'espace des phases, en laissant queigues trajectoires

réguli€res prd&s de la frontiére {Sy petit}.

En conséquence, la définition d'un critére de stochasticité pour un

tel systéme est ambigiie, suivant que 1'on s'intéresse 3 un seuil local (en
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action) ou global, au-dessus duquel la stochasticité est établie partout,
sauf &videmment au voisinage de quelques Ilots qui persistent méme en présen-
ce de fortes non-linéarités. On peut déterminer le seuil absolu numériquement,

ce qui donne une valeur de 1l'ordre de € = 0.15 (pour E' = 0.5).

Cette inhomogénéité trouve une explication mathématique dans le
facteur VTT§;2 qui apparait dans le dénominateur de la perturbation (voir
1'équation pour ¢, (4-63d}), et qui provient de la différentiation par rap-
port & SX du terme H, de (4-64). L'effet des non-linéarités est donc trés im-
portant quand S, est proche de 1. On doit donc prendre des précautions en
évaluant la force effective de la perturbation : alors que la perturbation de
1'Hamiltonien tend vers zéro quand S = 1, la force (gradient par rapport &

SX) devient extrémement grande et brouille compleétement la phase du mouvement ‘!

On peut remarquer qu'un effet analogue devrait intervenir 4 1'autre
frontigre de 1'espace des phases oli I = 0 et donc o le terme perturbatif de
(4-63b} peut apparemment &tre trés important. Un examen plus approfondi montre
en fait qu'il n'en est rien ; on vérifie que la singularité en 1/¥1 est large-
ment compensée par les fonctions de Bessel de 1'argument Z ebVTYm qui provien-
draient d'un d&veloppement de cos é?-(w - 2/T sina),

Cette discussion montre 1'importance de perturbations qui ont la for-
me d'ondes dont les amplitudes dépendent des variables d'action, et particu-
ligrement lorsque les gradients (forces) présentent des pSles pour certaines
valeurs des actions. Cette particularité est une source de stochasticité for-
te et exige une étude locale de celle-ci. Signalons que ce phénoméne est &ga-
lement présent dans un autre probléme bien connu, dit de "] 'accélération de
Fermi' ot un terme inversement proporticmmel 4 la vitesse apparait dans

(125} et plus particuliérement

1'application (mapping) correspondante (voir
la Fig. 4.2 p. 220). Cet aspect essentiel est perdu dans 1'application stan-

dard qui approxime localement le systéme.
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c) Calcul d'un seuil local de stochasticité

Etant donné cette particularité (stochasticitd inhomogéne) de notre
probléme, il est utile de tester dans ce cas particulier les critéres de
stochasticité forte, par exemple celui donné par Chirikov(128) (dit 'de re-
couvrement de résonances'). Nous allons dériver un seuil local pour la con-
nection de deux résonances primaires m = 8 et m = 9. L'analyse standard
s'effectue 4 1'aide d'une transformation séculaire destinde i &liminer une
résonance domnée, puis en développant 1'Hamiltonien obtenu au second ordre
en 1'excursion de la variable d'action ; 3 partir du centre de la résonance

(125)

(voirkT pour plus de détails), de manidre I se ramener 3 un Hamiltonien
de type pendule. On en extrait ume évaluation de la demi-largeur de la réso-
nance, définie par 1'amplitude de 1'excursion, calculde sur la séparatrice
qui marque le passage d'orbites fermées aux orbites ouvertes. Le critdre de
Chirikov fixe alors ume valeur minimale pour le rapport de la somme des

demi-largeurs de deux résonances voisines & leur distance dans 1'espace

des actions.

Dans le cas présent, une résonance définie par (4-71) pour m fixé
peut &tre €liminée via wne transformation cancnique, définie par la fonc-
tion génératrice

A - £ “

" b ~
Bla s 4y Iy, Jp) = Jyo + (29 - me) T, : (4-76)

de telle sorte que les relations entre anciemmes (a , v, I, Sx) et nouvelles

(81, 65, J], JZ) variables s'écrivent :

-~ E o~
- . = L
b1 = Vv om J1 eL Sy
(4-77)
-~ _ . -~ - i -
62 = o JZ I'i"*é'gsx

-

9, est en fait simplement choisi de maniére i &tve statiomnaire & la réso-
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nance (si e = 0).

En fonction des nouvelles variables, 1'llamiltonien s'écrit :

H(J{,J5,81,8,) = H (J;,05) + € H{(J{,7,5,81,9,) (4-78)
-~ A o~ - - N 2 a 2
avec : Hb(Ji’JZ) = [J2 -m J] - (E;J J1 1w (4-79)

2e

>
= N2;1/2 b 1 2 1/2
12 2 g Opnrp

Hi(31,75:80,8,) = 20 [1 - (7T
- - (4-80)
sin[Sg + {m-n) 82]
Trés prés de la résonance, la phase 84 est quasi-stationnaire et 1'on
peut moyenner sur la phase 'rapide’ 8,5, Ce qui tue tous les termes sauf pour
n=m 9, disparait et il reste un Hamiltonien int&grable qui peut &tre mis
sous la forme d'un Hamiltonien standard de type pendule 4 1'aide d'un dévelop-
pement de Taylor en 1'excursion AJ1 = J1 - ?, J% = (m/eb) S;m étant la valeur

4 la résonance. On cbtient :

_ _ G -~ 2 . -~
fi=-54J,"+E sins, (4-81)

avec G = 2 ebz/m. L'amplitude Em du terme non-linéaire s'écrit :
1/2 28, 1/2

_ me., 2 b T 2 -

-~

od J, est une constante du mouvement, calculée & 1'ordre z&€ro en € 4 partir
de 1a valeur de 1'énérgie totale et de 1l'expression de 1'Hamiltonien non
perturbé. L'analyse de 1'Hamiltonien de type pendule (4-81) montre que

1'amplitude & la séparatrice est donnée par :

E
mo_ m _
A =2 T (4-83)
tandis que la distance entre les résonances m et (m-1) est simplement :
- mZ
5J1 = > {4-84)
2e

b
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Le critére de Chirikov, modifié par Lichtenberg(]zs"p° 258) fixe
le rapport (Aj}m + Aj}quj/ﬁj} d 2/3. Ceci signifie que la stochasticité
globale est atteinte avant que les deux résonances ne se recouvrent, du
fait des résonances secondaires. Un calcul numérique avec m = 9, u = éb/m =5
et la valeur de 1'énergie (définie par (4-75)) E' = 0.5 conduit pour le seutl
local & la valeur €. = 0.08, en bon accord avec 1'expérience numérique (sec-

tions de Poincarg) qui donnent une valeur comprise entre 0.08 et 0.1.

Ce résultat appelle deux remarques. En premier, le critére standard
fonctionne bien au niveau local. Ceci est d4 au fait que mous avons choisi
e régicn de 1l'espace des phases ol la perturbation varie lentement avec
les actions, de facon i permettre le développement de Taylor. La région
Sy = 1 ne pourrait étre traitde de cette manidre. La seconde Temarque est
plus générale : les valeurs de tels seuils locaux, et du seuil global (ici
de 1'ordre de 0.15) restent petites devant 1, ce qui signifie que la stochas-
ticité forte s'établit méme pour de faibles valeurs de la perturbation, Le
systéme &tudié est donc fortement non-linéaire, parce que les forces (et
non les €nergies) engendrées par la non-linéarité sont importantes. Ceci

démontre, du meins dans 1'approche semi-classique, 1'importance des non-

lin8arités dans 1'effet polaron.

Avant de discuter les conséquences physiques de nos résultats,
examinons comment varient les non-lindarités avec 1'énergie totale, Le
meuvement prés des points fixes de petit polaron, définis par (4-30)(4-31)
peut &tre linfarisé pour domner des orbites réguliéres, sans résonance. Les
non-linéarités commencent a jouer un rdle quand la premiére résonance pri-
maire est atteinte, 3 une certaine valeur de 1'énergie. L'évolution de la
section de Poincaré avec 1'énergie est visible en comparant les figures 42f
et 42 c. On observe une extension de 1'espace des phases, permettant des va-

leurs de plus en plus petites de Sy» et découvrant de nouvelles résonances.
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De plus, en une région donmée de 1'espace des actions, la non-linéarité s'ac-

croit avec l'énergie, ce qui se traduit notamment sur la stochasticité.

IV.2.3. Interprétation physique des résultats

L'étude précédente peut sembler a priori assez mathématique. Elle
apporte cependant une moisson de résultats intéressants sur le r6le et 1'im-
portance des non-lindarités et &établit un lien inattendu entre la dynamique
du petit polaron et les systémes hamiltoniens classiques d deux degrés de
liberté. Nous avons pu d'ailleurs exhiber certaines particularités qui rendent
notre systéme dynamique tout a fait intéressant, ne serait-ce que du point

de vue de 1'étude mathématique de la non-linarité dans de tels systémes.

Nous voudrions aller plus loin et démontrer que cette €tude systé-
matique accroit réellement notre compréhension de 1'effet polaron, en inter-
prétant les résultats précédents grice a4 1'image de spin couplée 3 un champ,
Puis, nous tenterons dans la conclusion de faire le lien avec la dynamique
'réelle' du petit polaron, en essayant de dégager 1'information contenue

dans notre schéma semi-classique.

a) La physique sous-jacente au modéle spin-champ

L'électron est décrit par wn spin classique tournant autour d'um
champ 3%,= (AX/2, 0, - o) dont la composante // Ox oscille 3 la fréquence @ (Fig. 32).
En 1'absence de couplage &lectron-mode (A = (), la précession a2 la fréquence
de Larmor 20 traduit simplement 1'oscillation d'um €tat non statiomnaire de
1'&lectron entre les deux &tats |+>, |-> définis par (2-22), 3 la fréquence
de Bohr Zo. Dans la limite oppos&e, ¢ = 0, le champ est parall&le 3 Ox
(Fig. 33) et la précession traduit l'oscillation de 1a fonction d'onde en-

tre les &tats |1> et |2> d'énergies * AX/2.




- 190 -

La composante s, (dans le premier cas) et S, (dans le second cas)
du spin n'est autre que le moment cinétique associé 3 ce mouvement de pré-
cession. Dans le cas o = 0, le spin précesse autour d'um Champ oscillant ;
nous avons vu au § IV.1.4. que 1'on pouvait 3 1'aide d'une rotation appro-
prige &liminer cette oscillation de la fréquence de Larmor, Le nouvel an-

gle ainsi défini est la variable de phase associde au moment cinétique Sy

b) Effet auto-cohérent dans la dynamique du_spin et du champ

Dans le cas général ol ni le couplage ni le terme de transfert ne
sont nuls, les deux composantes du champ magnétique entrent en compétition.
On est alors confronté 4 un champ magnétique dont la direction osciile dans
le temps. la rgponse du spin  ce champ n'est pas simple 4 déterminer. De
plus, le spin réagit sur le champ 3 travers le pilotage de sa composante

/ Cx par 5«-

Lorsque 1'oscillation (3 la fréquence w) est suffisamment lente,
le spin est capable de suivre le champ magnétique dont le mouvement dépend
du mouvement du spin de manidre auto-cohérente. On retrouve 3 la limite le
schéma adiabatique lorsque le spin, tout en précessant autour de j%, suit
adiabatiquement 1'oscillation de ce dernier. Les &tats quantiques adiaba-
tiques sont alors simplement associds aux orbites pour lesquelles g 4’5{

-

(parall&le ou antiparalléle) ; la direction de If est alors en fait le

nouvel axe de quantification du spin.

La solution adiébatique requiert que ¢ soit suffisamment grand. On
peut d'ailleurs retrouver le critdre d'adiabaticité (2-56) sur notre schéma
dynamique (Appendice A-3). 8i celui-ci n'est pas satisfait, la dynamique
auto-cohérente que nous dégageons ici peut s'interpréter comme &tant 1'ef-
fet d'wne adiabaticité partielle. On est alors dans une situation intermé-

diaire entre le cas ¢ = 0 oll 1'électron &tant fixe (S = cst), il asservit
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le mode, et la situation adiabatique oil le mode asservit 1'électron.

Essayons de décomposer 'd la main’' le mécanisme non-linéaire gqui
conduit 3 une délocalisation partielle du petit polaron quand on 'branche'
le paramétre o, Partons d'un spin aligné le long de 1'axe Ox et exposons-
le au champkaé dont la composante // Ox oscille symétriquement autour de
la valeur £h (Fig. 43). A cause de la composante // 0Oz de ?ﬁi, le spin va
essayer de précesser autour d'un axe qui n'est plus confondu avec 0x, mais
qui est certainement proche de la direction moyenne du champ. Ce mécanisme
diminue la valeur de Sy qui, en retour, reléve le champ QE, en diminuant

sa composante // Ox (la composante // Oz reste constante), domnée par

2 EbSX' Le spin, tout en précessant, va se relever encore et ainsi de suite.

Ce mécanisme n'est en fait gque le démarrage d'wne oscillation qui
refléte les orbites du systéme (o # 0). On peut le voir de la facon suivante :
1'énergie totale peut &tre décomposée en deux termes, comme en (4-35) :

£ €
_ b . __ b
E = -?-I +E ; E = >

2
b o SX + g 8

, (4-85)

Ep représente 1'énergie 'polaronique', c'est-&-dire 1'énergie du systéme
électron + polarisation X = XO SX (veir le § IV.1.3.c) et I représente‘l‘éner—
gie des oscillations résiduelles du mode. Ep est minimal au point fixe de
petit polaron et ne peut qu'augmenter par le mécanisme précédent. Fn consé-
quence I diminue et aussi 1'amplitude des oscillations du mode. Le mécanisme

-

va s'inverser et donner lieu finalement & un &change d'énergie entre les deux
termes de E. Les oscillations corrélées de I etVSX {voir Fig. 39b) peuvent
donc s'interpréter en tant qu'&change d'énergie entre deux degrés de liberté,
1'm associé au polaron (SX plus X = XOSX), 1'autre au mode déplacé. On recon-
naft que le second de ces deux sous-systémes est décrit par les variables

action-angle (I,a).
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¢) Résonances mécaniques et résonance magnéticue

Nous avions suggéré précédemment que le mouvement du petit polaron,
partant d'un &tat localisé, pouvait s'envisager d'une certaine manire comme
résultant d'une résonance entre la précession du spin et 1l'oscillation du
mode, Cependant, on est en fait trés loin de la condition de résonance

g v ha.

Le phénoméne de réscnance existe bien, mais repose sur un mécanisme
plus subtil. I1 faut en fait passer dans le repére associé au champ 'moyen'
é%fr {sb Sx, 0, - o) qui évolue lentement, la fréquence de Larmor correspon-
dante est de 1'ordre de 2 €+ Le champ résiduel (voir Fig. 44 ) se décompose
€n une composante oscillante le long de gic et une composante oscillante per-
pendiculaire (3 la fréquence ). Cette complication a pour résultat d'induire
une multiplicité de résonances, détermindes par (4-71), au lieu d'une
seule  comme dans le probléme classique de la RMN -on vérifie classiquement
que ce dernier probléme est intégrable, contrairement au ndtre. Néanmoins,

une connection intéressante apparait entre les résonances 'mécaniques’ entre

les deux oscillations, et le phénom@ne de résonance magnétique proprement dit.

d) Représentation des trajectoires gsemi-classiques sur la sphire de

Nous avons représenté sur les figures 45b,e,f 1les orbites régulisd-
res (fermées) et stochastiques (représentées par des points) de 1'extrsd-
mité du vecteur $ sur la sphére de Bloch. les résonances sont assocides 3
une brisure de symétrie par rapport au plan xoy qui fait apparaftre des orbites
fermes dont la projection sur le plan yoz est assocife 3 un intervalle Ad
donné- ce qui est apparent sur les sections de Poincard (Fig. 42b, e, £). Au

contraire, les orbites 'ouvertes' qui explorent toutes les valeurs de ¢ tour-
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Figure 43
Effet systtmatique sun fa direction du spin de £'oscillation
(symétrique) du mode X : celle-cd se traduit par une oscillation
asymétnique du champ '§)€ qui tend & fever L'axe du spin.

v
Z

Figure 44
Décomposition dans Le repre mobile azséouo_ a La dinection
ﬁ (ep Sx, 0, - o) du champ &Mtan»tam’}"(i en une composante

Longitudinale 3, ef une composante transverse (.

/4
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nent autour de 1'axe Ox ; elles sont néammoins décentrées, ce que refldte la

modulation de S, le long de la trajectoire.

Tout ceci est r&sumé sur les figures 4Sb,e,f qui montrent comment
ces trajectoires (ouvertes, non résonnantes, ou fermées, résonnantes, ou
stochastiques) s'ins&rent dans un 'cdne', approximativement de révolution, et
limité par la derniére orbite stable (non résonnante). L'8volution d'un tel
cOne avec € ou avec 1'énergie refldte la délocalisation de 1'électron -par une
levée progressive de 1'axe du cdne- et 1'accroissement des non-lindarités

-par 1'augmentation de la région ol le mouvement est diffusif.

IV.3. CONCLUSIONS

IV.3.1. Bilan de 1'8tude du systéme dynamicue

Le systéme non-linfaire obtemu par le schéma semi-classique présente

un int€rét tout a4 fait remarquable, 3 de nombreux points de vue :

i) Recherche de la forme canonique d'un systéme dynamique du type
spin-champ (de tels syst@mes sont fréquents en mécanique statis-
tique).

i1) Correspondance entre Hamiltoniens quantiques et classiques, sur
la base d'une formulation dynamique (équations de Heisenberg plus
principe de correspondance).

iii) Comprghension intuitive 4 1'aide d'images mécaniques simples de
phénoménes dynamiques non lindaires plutét complexes, avec notam-
ment une interprétation de résonances mécaniques i 1'aide d'idées

empruntes 4 la résonance magnétique.
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(b) | (@)

:::;xifij “

Z

Figure 45
Représentation sur fa sphire de Bloch des trajectfoines fermées
el stochastiques (reprisentées par des points) de £'extndmité du
vecteun S. Les flgures 45b, e, {§ sont assccdlies hespectivement aux
figunes 42b, e, §.
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iv) Inhomogénéité de 1'espace des phases du point de vue 1'appa-
rition du chaos (stochasticité intrinsique).

v} Aspect coopératif de la dynamique : séparation de plusieurs

&chelles de temps dont le couplage non-linéaire fait apparaitre
une Echelle superlente associée 4 un paramétre d'ordre. Cette

derniére variable 3 son tour pilote les variables rapides.

Ne serait-ce que par ces divers aspects, notre &tude dynamique se
trouve justifide dans le cadre plus général des systémes non-linéaires,
Nous pensons qu'il serait utile d'en développer ultérieurement certains

points.

IV. 3.2. Développements possibles dans la description dynamicque

en régime diffusif

Dans de tels systémes, en stochasticité faible, le tissu extréme-
ment serré d'orbites chaotiques et d'orbites stables imbriquées les unes
dans les autres rend trés difficile wme description analytique détaillée. T1
semble hasardeux de tenter d'aller plus loin que les invariants adiabatiques

domnés par (4-74) {valables au premier ordre en ).

En revanche, des méthodes existent dans le domaine diffusif qui
permettent de déterminer analytiquement un comportement moyen, celui des va-
riables d'action. La méthode consiste a supposer que les phases (variables
angulaires) sont alatoires, arguant que le temps de corrélation de ces
phases est court devant les échelles de temps des variables d'action {pito-
tées par ¢ ainsi gue le montrent les Equations (4-63)). Ces méthodes rels-
vent de la théorie dite ‘quasi-linéaire’(125) (chapitre 5) et conduisent 3
des €quations de diffusion du type Fokker-Planck pour les variables d'ac-

tion.



2
PEY -2 e + %8—3—2 (D(IP) (4-86)

ot J désigne 1'ensemble des variables d'action et P(J,t} leur distribution

probabiliste.

I1 est apparent dans notre problme qu'on ne peut appliquer brutale-
ment une telle méthode du fait de la corrélatiom entre Sx et ¥ (ou ¢), appa-
rente sur les sections de Poincaré, qui se manifeste par une distribution
inhomog&ne pour l'angle ¢ et qui traduit physiquement la d&localisation de
1'électron., Une transformation des variables est nécessaire avant d'appli-
quer la méthode de phase aldatoire, par exemple, & 1'aide d'une rotation dans
le plan xoz. Une méthode similaire sera utilisée dans le chapitre V & pro-
pos de la diffusion de S, sous 1'effet cette fois de fluctuations extérieures

au systéme.

IV.3.3. Application § la dynamicque d'un bipolaron

Nous avons montré dans le paragraphe III.1.3.a 1'isomorphisme entre
les trois &tats singulets de deux &lectrons (sur deux sites) et un spin 7.
L'Hamiltonien {(3-24), lorsque V' = 0, revét la méme forme que (4-1}, & ceci
prés que les états propres de Sz’ avec les notations de (3-24), sont les
états localisés et non les &tats délocalisés comme en (4-1), Cette modifica-
tion n'est qu'une affaire de notation ; elle correspond en fait & une rota-
tion autour de l'axe Oy dé&s lors que 1'on traite le spin classiquement, au-
quel cas la distinction entre spin 1/2 et spin 1 disparait, 1a fonction d'on-
de du bipolaron se déformant continfiment, en passant {lorsque Sz = 0) par
1'état singulet symétrique. la seule différence réside dans le doublement

de la constante de couplage A.

Toutes les propridtés dynamiques décrites dans ce chapitre sont donc

transposables immédiatement, avec ce changement d'échelle qui divise notam-
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ment par 4 le paramétre de non-lindarité 0/ey. Le bipelaron est donc plus
localisé, ce qu'explique ais@ment la discussion de IT1I1.1.2.b : déformation
du mode double de celle associde & un seul €lectron, mais €nergie cinétique
du méme ordre. La d&localisation partielle du bipolaron s'effectue d'une
maniére partiellement adiabatique, c'est-a-dire par délocalisation de 1'um

ou 1'autre &lectron, accompagnde d'une diminution de la déformation.

En ce qui concerne la validité du traitement semi-classique, ce
dernier est sfirement meilleur pour deux raisons. La premiére est que, plus
grande est la localisation, plus faibles sont les fluctuations 3 basse énergie.
La seconde est qu'un spin S = 1 est moins &éloigné d'un spin classique (S infi-
ni) qu'un spin 1/2. Notre description en termes d'ume fonction d'onde conti-
niment déformable dans le temps revient en fait 3 considérer la dynamique
du polaron {ou du bipolaron) comme ré&sultant d'un transfert continu de 1a char-
ge d'un site vers l'autre, schéma qui deviendrait exact pour un spin infinj
décrivant 1a dynamique d'une 'goutte' d'électrons (si tant est que ceci ait

un sens !) ou d'un condensat, telle une onde de densité de charge,

On peut plus simplement, en liaison avec I11.1.3., dire que pour ¢
petit, les deux &€lectrons sont fortement corrélds et de ce fait, les fluc-

tuations quantiques sont réduites dans 1'état bipolaronique.

Iv.3.4. Orbites classiques et états quantiques

Examinons d'abord la connection entre orbites classiques et dtats
quantiques dans le cas o = 0, Les derniers sont déterminés par la valeur de
Sy, €gale 8 + 1 suivant que 1'&lectron est situd sur le site 1 ou 2, et par
le nombre d'occupation n de 1'dtat d'oscillateur harmonique déplacé, la fonc-

tion d'onde vibrationnelle correspondante &tant ¢ (X-8.X ) (Bq. (2-42).
P n X0 -5
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D'autre part, les actions semi-classiques sont données par la va-
leur de S, et I, quotient par w de 1'énergie de 1'oscillateur déplacé. La
quantification de ces actions suivant les r&gles de Bohr-Sommerfeld -en

se rappelant que % S, est um moment cinétique- conduit & :
S, = 1,1 = nh {4-87)
ce qui redonne exactement les &tats quantiques.

Le résultat précédent est plutdt trivial, mais il confirme 1'int&rét
de la représentation canonique en variables action-angle. I1 va de sol que le
schéma semi-classique fournit une infinité d'orbites interdites par la méca-

nique quantique.

b) Te cas ¢ petit

Dans le schéma perturbatif (II.3.1.), 1'effet tummel comnecte les
états polaron ; les niveaux ﬁrécédents, notés |1> 1> et |2> |o>, sont donc
scindés en doublets (|1> |ﬁ> £ |25 1) sépérés par deux fois 1'élément de
matrice d'effet tunnel (Fig. 46 ). Cette séparation AEn définit la fréquence
d'oscillation d'un &tat non statiomnaire. Nous ne pouvons 1'obtenir dans
notre approche semi-classique qui néglige l'effet tunnel. Signalons que, sauf
pour’des états hautement excités, AE, est extr@mement petit ; donc 1l'oscil-

lation correspondante est trés lente.

A quoi correspondent donc les oscillations observées sur les tra-
jectoires semi-classiques, et modulant lentement les actions I et S 7
L'examen de 1'autre solution quantique, la solution adiabatique fournit um
élément de réponse. x &tant la variable réduite du mode, supposée telle que
£ = o/eb «x (peu différent de T 2 basse énergie)}, on tire de (2-45), (2-47),

(2-48) 1a valeur de S, = <n;-n,> dans 1'état [y~ (x)> :
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2

~ 1 - E_
Sx = 1 7~ X

’ (4-88)

qui décrit 1'asservissement adiabatique de 1'électron. En ce qui concerne le

mode x, on vérifie en développant en série de Taylor le potentiel V_(x) (don-

né par {2-50) et {4-27)) prés d'un minimum X que :

€p o 2 o
(1 -—) (x-x fa— (X - X
> ( . 7 ( 7 2%, ( o

b
ol xy = 1 - ig—iu L'écart x-x; correspondant aux fluctuations de point z&ro
b

€ o2 3

V_[X) = - -'-2-’ - -ZHEE (4-89)

est d'ordre (m/Zsb)]/z. L'évaluation de l'ordre de grandeur du terme anharmo-

32 des niveaux harmoniques,

2
. A “ . g w
nique concuit 2 une séparation d'ordre — (=
ZEb Zsb
soit a4 we modulation 4 wne fréquence du méme ordre de grandeur de 1'action I

de 1'oscillateur harmonique déplacé.

On voit ici sur 1'exemple entiérement soluble domné par la limite
adiabatique comment la non-lindarité et 1'auto-cohérence engendrent une modu-
lation des orbites semi-classiques 3 une fréquenge basse devant w, qui reflé-
te la structure (ici, en doublets) des &tats quantiques de fond de puits. I1
va de soi qu'une oscillation encore plus lente, due 3 1'effet tunnel, se super-

pose & la précédente.

Cet exemple montre que les modulations que nous observons dans notre
étude dynamique -2 suffisamment basse Znergie et petit ¢ pour oublier les
résonances et la stochasticité- sont lides & la structure des &tats quanti-
ques dans les deux 'bassins' de petit polaron dans 1'espace des phases, én né-
gligeant 1'effet tunnel qui les couple, On sait d'ailleurs que les fréquences
tunnel varient en exp(- £,/Tw) et sont donc -en couplage fort- beaucoup plus
petitesque les fréquences caractéristiques des &tats polaron. On assiste alors
d une séparation des échelles de fréquences (ou de temps} dans la dynamique i

basse énergie (Fig. 46).

i) Fréquences de 1'ordre de 2 gy ¢ oscillations purement &lectroni-

ques ; par exemple, transitions Franck-Condon entre &tats adiaba-
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Fig. 46 :

— \ — ]
w exp(—-c%“)

Sepanation des gréquences caractlristiques du systeme dans Le cas
adiabatique (A= 1) :

Friquence v Zey (transition de Zype Franch-Condon)

Fréquence v © {oscilfations haumoniques du mode )

372

Friquence ™ (o/ey)? (w/ep) {effet anharmonique)

Fréquence v o expl- eb/m} (ef4et tunnel).

o8 g g
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tiques lwt[x)>.
ii) Fréquences de 1'ordre de w, décrivant les oscillations du mode
(déplacé).

iii) Basses fréquences, variant avec (U/sb)2 modulant les actions (in-
variants adiabatiques) et traduisant les non-linéarités. Elles
sont associfes @ la structure fine des niveaux polaroniques.

iv) Trés basses fréquences dues 3 1'effet tumnel : structure "hyper-

fine' des niveaux.

Seules les toutes dernidres sont inaccessibles par le schéma semi-
classique. Toutes les autres sont associfes d la structure des niveaux quan-
tiques, en particulier le spectre de Fourier de 1'évoluticn semi-classique
contient les fréquences de Bohr W = En - En’ associées aux niveaux d'éner-
gie E,. On peut aller plus'loin en affirmant que si les échelles de temps lides
a 1'effet tunnel sont bien séparées des autres, notre schéma dynamique, par-
tant d'un état cohérent donné (et bien localisd) sera valide pendant un temps
long devant les périodes d'orbites classiques, mais court devant le "temps
d'attente’ avant effet tummel, qui n'est autre que la durde de vie du petit

1
polaron (voir 3 ce sujet 1'article de Heller(129').

On peut par conséquent imaginer qu'une 're-quantification' des orbi-
tes semi-classiques -dans le régime ol elles sont régulidres- permettre d'ac-
céder @ la structure des &tats quantiques de petits polarons {excepté la
structure hyperfine due i 1'effet tumnel). Il serait int8ressant de ce point
de vue de faire le lien entre les transformations canoniques classiques et
quantiques. D'autre part, ce 'détour' par la dynamique semi-classique doit
nous fournir la clé du 'pont' entre les régimes non-adiabatique et adiaba-
tique -pour ce dernier, une formulation action-angle découle imméddiatement

de la nature du mouvement, dérivant d'un potentiel 3 une dimension-.
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Beaucoup d'autres questions naissent de cette comparaison entre dyna-
miques semi-classique et quantique : r6le des résonances, existence d'une
stochasticité quantique, ou bien plutét régularisation du chaos par les ef-
fets quantiques ? Toutes ces interrogations nous mettent aux prises avec les
préblémes, mal compris & 1'heure actuelle, des non-linéarités et du chaos

quantiques.

En bref, ainsi que nous1'avons déjad mentiomné, notre schéma dynamique
semi-classique se trouve justifié par la force du couplage &lectron-phonon
qui localise le petit polaron, Par sa hauteur, la barrire entre ces é&tats

introduit probablement des corrections mineures dans le spectre du systéme.







CHAPITRE V

MOUVEMENT BROWNIEN D'UN PETIT POLARON
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MOUVEMENT BROWNIEN D'UN PETIT POLARON

V.1l. GENERALITES SUR L'ETUDE THERMODYNAMIQUE

Nous avons &tudié au chapitre précédent les propriétés dynamiques d'un
petit polaron, sur le mod&€le 3 deux sites dit "fermé', c'est-a-dire consistant
en un &lectron résomant entre deux sites, couplé & un mode local de vibratiom.
Le systéme ainsi défini est isolé du reste du réseau, et son Energie totale est

conservée,

Ce mod&le, décrit dans 1'approximation semi-classique par un systéme
dynamique d'équations non-linéaires, ne prétend pas résoudre le probléme quan-
tique 4 T = 0. Il manque en effet 1'ingrédient essentiel de i'effet tumel co-
hérent du petit polaron, dfi & des fluctuations corrélées de la densité de char-
ge €lectronique et du mode. I1 décrit cependant des trajectoires classiques
dans chacune des deux régions de 1'espace des phases aésociées aux €tats pola-
ron , dans la mesure oll ces régions sont permises classiquement. Nous avons
discuté au § 1V.3.4. la pertinence de ces orbites classiques comme décrivant

1'évolution d'um '&tat cohérent’ du petit polaron.

le probléme se pose maintenant de comprendre le comportement de
notre systéme lorsqu'on 1'immerge dans le réseau i la température T : nature
de 1'état thermalisé, mécanismes et &chelles de temps de la relaxation,
propriétés hors &quilibre., Nous ne nous intéresserons présentement qu'aux
deux premiéres questions, laissant de c&té& la troisi®me qui concerne par
exemple la réponse d un champ &lectrique (conductivité, réponse en fréquence)
et en général, toutes les investigations expérimentales d'un tel systéme qui

par définition le placent hors &quilibre.




- 208 -

Cn peut d'ores et déja prédire que les étatsrpolaron, au sens d'états
€lectroniques essentiellement localisés sur un site et accompagnés d'une défor-
mation locale, conserveront un sens 2 température finie, tant que kT < eb/z
qui est 1l'ordre de grandeur de la barridre d'énergie qui les sépare. D'oll un
caract@re bistable du petit polaron. Une conséquence trés importante en découle
immédiatement : la thermalisation du petit polaron doit faire apparaitre deux
processus de relaxation : le premier correspond 3 la thermalisation d'un cHté
ou de 1'autre de la barridre, et le second 3 1'8quirépartition’ de la proba-
bilité de présence sur les deux sites, de part et d'autre de la barridre.

Bu fait de la hauteur de celle-ci, ces deux processus feront apparaitre deux

Echelles de temps bien différentes.

Quelles idées, tir€es du chapitre IV, vont nous guider dans 1'€tude thermody-
namique ? Nous avons observé dans le systéme fermé.un 8change quasi-pério-
dique (& basse énergie, et pour une faible non-linéarité, ¢ = c/eb « 1) d'é-
nergie entre l'oscillateur déplacé (mode de vibration) et 1'électron. Le méca-
nisme de couplage non-lindaire tend donc 3 délocaliser partiellement 1'élec-
tron, augmentant 1'énergie de 1'&tat polaron, tout en diminuant 1'€énergie du
mode d'oscillation. Couplant ce dernier au bain thermique {phonons), son éner-
gie se trouve maintenue 2 kT, pourvu que le temps de réponse du réseau soit
suffisamment court. Le polaron (&lectron plus déformation adiabatique) pompe
alors de 1'énergie thermique et se thermalise dans un €tat partiellement dé-
localisé. C'est cet &tat que nous allons &tudier dans le moddle stochastique
de mouvement brownien, en décrivant la relaxation (auto-pidgeage de 1'électron)
et les fluctuations domnant lieu au saut du petit polaron d'un site & 1'autre,
On sait d'ailleurs que 1'effet polaron 'alourdit' 1'électron, ce qui justi-

fie de le considérer comme particule brownienne.

L'image physique d'un spin placé dans un champ magnétique oscillant

a~

va laisser place 4 celle d'un spin placé dans un champ fluctuant. Ce type de
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probléme offre un intérét de premier plan en Physique Statistique. De tels
modéles de mouvement brownien d'un spin ont &t& utilisés par de nombreux
auteurs pour décrire la relaxation en résonance magﬁétique ou le mouvement
brownien de molécules ou de dipdles immergés dans un milieu visqueux. Le

fait que 1'action du bain se manifeste par un couple fluctuant et non par

e simple force fluctuante pose des problémes tout 4 fait délicats dans le
traitement stochastique de ce modéle. Nous rappellerons dans le complément C-2
quelques résultats relatifs & ce type de mod2les de 'rotateur brownien'. Nous
verrons comment la friction du spin classique décrivant 1'électron permet de

comprendre la relaxation du petit polaron sur 1'un ou 1'autre site. La section

V.3. montrera comment on peut modifier par une théorie stochastique de la
thermalisation de la charge le résultat classique de Holstein (temps de

saut du petit polaron).

V.1.l. L'approximation semi-classique dans le cadre de 1'étude

thermodynamique

Revenons 3 la description semi-classique du petit polaron. Pour cela,
examinons 3 nouveau la fonction d'onde dépendant du temps |¥(t)> qui décrit

1'évolution du systéme (équation (4-21)). On vérifie qu'on peut l'écrire :

lp(t)> = U, (1) l9(0)> ; [w(0)> = [1> 10>ph (5-1)
avec : US.C(t) = 5? (1) [Qéz)]. expla(t) a ¥ (t)al (5-2)

Le premier facteur de 1'opérateur d'évolution 'semi-classique' est 1'op€rateur
. .
de rotation d'angle 8(t}/2 autour de la direction u = (0, - sing(t), cosd(t)).

le second crée 1'état cohérent du mode (Bquation (4-23)). Les angles 6(t) et ¢(t)
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définissent a chaque instant la fonction d'onde Electronique (Equation (4-24))

-3
comme les composantes du vecteur S (éguation (4-257).

L'éyolution du systéme résulte dans ce schdma d'wn opérateur d'évolu-
tion approché U, C‘(B[t), $(t), X(t), P(t)) défini par les variables dynamiques

dont 1'€volution est régie par les &quations non-lindaires.

=
Nous avons dé€ja interprété les composantes de S en terme de matrice
densité associge A 1'électron. Une autre interprétation peut &tre donnde en
termes de fonctions de corrélations, si 1'on fixe 1'&tat initial de 1'&lectron,

| 1> par exemple. On vérifie alors que :

1
> * Sx(t)

"

[<1] 93>] % = (< (1) ¢y ()2 (5-3)

de méme

7= 8,(1) = (<, (1) ¢, (0)5)° (5-4)

La variable Sx(t) est donc relide trés simplement & la probabilitd de saut de
1'électron du site 1 au site 2. On peut ainsi relier notre formalisme & celui

de Hbistein qui calcule cette demnigre quantité en considérant le mode X(t)

comme wune variable classique, thermalisée dans 1'dtat polaron (&lectron au site 1),
Cette approximation est similaire ﬁ.la nétre, & part qu'elle néglige compl&tement
les effets d'auto-cohérence (modification de la distribution de X(t) par 1'évo-
lution de la charge Sx). Mais elle revient également & négliger les corrélations
entre fluctuations quantiques de la charge et du mode, donc l'effet tunnel. le
saut du petit polaron ne peut alors s'opérer qu'é@ la faveur d'une coincidence

X = 0. La partie qui suit montre comment les non-lindarités modifient le proces-

sus de saut, par couplage des fluctuations thermiques du mode et de la charge

glectronique.
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Dans un calcul exact des fonctions de corrélation, on utiliserait la
matrice densit€ du systéme total &lectron plus phonons. L'opération de moyenne
comprend alors 3 la fois la moyenne quantique et la moyenne thermodynamique :

- Tr(e—BH A)

<A> (5-5)
Tr(e_BH) _

Notre approche semi-classique consiste & procéder en deux temps :

a) Découplage des fluctuations conduisant 3 wne représentation en

=
termes de variables classiques X, P, S

b) Effet des fluctuations thermiques pris en compte par des &quations

stochastiques pour ces mémes variables.

Répétons que 1'on attend de ce type d'approximation de bons résultats & suffi-
samment haute température. Plutdt que kT » B s Hblstein(TS) donne la condi-

tion :

' , /3
KT > [y (hwp)“] (5-6)

V.2. L'ELIMINATION DES DEGRES DE LIBERTE DU BAIN THERMIQUE

V.2.1. Principe général

a) Méthcodes de la Physique Statistique hors équilibre

Durant les dernigres ann€es a vu le jour ume branche nouvelle de la
Physique Statistique, dénommée Synerg€tique (du grec 'sun', avec, et 'ergein',
travailler). Son développement tout & fait spectaculaire est 1'oeuvre de
H. Haken et des nombreux groupes qui ont suivi et suivent actuellement ses
idées. C'est a H. Haken que revient le mérite d'avoir souligné 1'importan-
ce des effets coopératifs dans les systémes hors équilibre et d'avoir montré
la grande universalité de certains concepts de base, tant en physique qu'en

biclogie ou en socioclogie,
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L'origine de cette théorie est cependant & chercher dans les nombreux
travaux entrepris pour décrire par des méthodes statistiques les systémes loin
de 1'&quilibre thermique. En particulier, la question se pose de définir des
variables macroscopiques pour de tels systimes et de dériver des &quations
dynamiques pour ces variables & partir d’'équations microscopiques. L'enjeu est
de taille car il consiste 2 bitir une véritable thdorie de 1'irréversibilité
sur des variables macroscopiques, y compris dans les conditions o, loin de
1'équilibre, de nouvelles structures peuvent apparaitre (Cf. les travaux

de I. Prigogine).

1303 31)

Van Hbve( et PrigoginecT ont utilisé prés de 1'équilibre des
méthodes de perturbation en le couplage avec le bain thermique. ZWHHZig(132)

a reformulé le probléme en introduisant 1le concept de projection de la matrice
densité sur un ensemble de variables pertinentes (variables macroscopigues).
La méthode fait apparaitre des forces de friction qui traduisent 1'irréversi-
bilit&, tandis que 1'action du reste des variables est absorbé dans les fluc-

(133,134) a reformulé la question sur des bases plus systématiques,

tuations. Mori
d 1'aide d'une méthode de projection tout & fait générale qui se préte 3 des
applications pratiques telles que les phénoménes de transport, les phénoménes
collectifs, le mouvement brownien. le formalisme ainsi développé permet de
dériver systématiquement des équations de type langevin utilisées plus sou-
vent comme point de départ phénoménologique. Le théoréme de fluctuation-

dissipation apparait alors directement dans la dérivation des équations ma-

. . ca s P . NP 135
croscoplques, 11 est reii€ 4 la théorie de 1a réponse lindaire de Kubo' ).

Dans ses premiers articles, Mori se consacre 3 la dérivation d'équa-
tions de type Langevin lindairesen un jeu donné de variables macroscopiques,
et de plus, telles que les forces de fluctuations apparaissent comme additi-

ves. La forme la plus générale d'une telle équation s'écrit (A désigne un
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jeu de variables et 1'&quation est en fait matricielle) :

. - t .

Alt) = 1 w A(t) - {) p(t) A (t-7) dt + £(t) , (5.7
ob ¢ décrit la friction retardée et f(t) les fluctuations {bruit).

Dans de nombreux problémes, cette description s'avére souvent insuf-
fisante, pour deux raisons. La premiére est que 1'on ne peut pas toujours ré-
duire les variables pertinentes 3 un systéme tel que les forces systématiques
couplant ces variables soient 1indaires. De méme, des termes de friction non-
linéaires peuvent apparaitre qui traduisent ume dépendance de 1'amortissement
avec 1'état du syst2me. la lindarisation que traduit (5.1) ne s'applique en
fait que prés de 1'8quilibre ou en régime stationnaire ; de telles Equations
linéaires ne peuvent en général pas décrire des effets ccopératifs tels gue

les transitions de phase, bifurcations, etc...

En second lieu, si la friction dépend de 1'état du systZme (termes
de friction non-linéaires), le bruit doit en dépendre aussi d'apreés le
théoréme de fluctuation-dissipation qui relie la fonction d'auto-corrélation
de f£{t) & 1a fonction de réponse &(t). On entre alors dans une nouvelle clas-
se d'équations de Langevin, dites 3 bruit multiplicatif ou équations diffé-
rentielles stochastiques, dans lesquelles le terme de bruit s'écrit £(t,A(t)).

Le complément C-1 est consacré 3 quelques propriétés de ces équations.

Des forces de bruit multiplicatif apparaissent directement dans de
nombreux problémes de mouvement brownien, par exemple lorsqu'une fréquence
d'oscillation est modulde par les fluctuations, ou dans les problémes de mou-
vement brownien d'um rotateuf. Dans certains cas, on peut 3 1'aide d'un chan-
gement de variables ramener le probléme & um bruit additif, mais ce n'est pas

toujours possible,
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D'une manigére plus géndérale, ainsi que 1'ont montré Haken(Tsﬁj et
Nbri(137), 1'¢limination adiabatique de variables relaxant rapidement 3 par-
tir d'€quations de Langevin additives produit généralement un bruit multipli-
catif. C'est ce qui va apparaitre dans notre approche stochastique de la dy-

namique non-linéaire du petit polaron.

b) Plan de la dérivation du modale stochagticue

Notre démarche suit en fait de prés le schéma général d'dlimination
des degrés de liberté d'un bain thermique et conduit & des équations de type
mouvement brownien pour les variables de spin qui décrivent 1'électron. le
procédé est justifié par la séparation de deux &chelles de temps, 1'une ra-
pide concernant 1z relaxation du bain, 1'autre lente décrivant le mouvement
de la particule (diffusion). Dans notre cas, la premiére correspond au temps
de relaxation Te du r&seau, et 1'autre i 1'évolution de la densité de charge

Sx‘ Le paramétre de lenteur est donc ici 0T+

Cependant, les choses se compliquent notablement par rapport au pro-
bléme classique du mouvement brownien, méme dans le cas ol 0T. < 1. En effet,
notre particule brownienne est décrite par un spin § et non par une particule
classique (X,P). Ceci traduit tout simplement le caractdre quantique de 1'€lec-
tron qui nous oblige d considérer la particule brewnienne comme un systéme 3
deux niveaux ; d'ot des Equations stochastiques non-lin€aires, avec bruit
multiplicatif. D'autre part, un aspect crucial du probléme réside dans le
couplage fort. Plus précisément, le couplage est plus fort que les forces
intrinséques (d'erdre ¢) agissant sur le spin. En conséquence, les forces de
réaction, d'ordinaire faibles dans des traitements perturbatifs en le couplage

au bain, apparaitront ici comme trés importantes et modifieront complatement

le comportement du systéme en faisant apparaitre les deux 8&tats polarons comme
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attracteurs du systéme. Cette brisure de symétrie qui conduit 3 1'auto-piégeage
est due 3 une contre-réaction du réseau, entrainé par 1'€lectron, sur 1'8lec-

tron lui-méme,

I1 va ressortir tout naturellement de ce modéle 1'image du petit po-
laron en tant que particule browniemne associant &lectron et déformation pro-
portiomnelle a S .. Nous observerons d'ailleurs une réduction trés importante
des échelles de temps décrivant la dynamique d'une telle particule. Cette pro-

Priété n'est autre que la traduction dynamique de la notion d'auto-piggeage.

Notre point de dé&part sera le mod&le 'mixte' décrit au § T1I.1.2.d.
le fait que le couplage soit linfaire en le mode X nous permettra de classer
notre systéme dans le groupe des modles dits de Haken - Zwanzig pour lesquels
on peut €liminer les degrés de libert& du bain en &crivant la réponse (1liné-
aire) de ceux-ci 3 1'évolution (lente) des variables browniennes (ici Se) -
Reportant dans les équations dynamiques du spin, nous obtiendrons un syst&me
d'équations de Langevin non-linfaires, retardées avec bruit multiplicatif. De
telles dquations peuvent 8galement &tre obtenues de manidre phénoménologique
en ajoutant aux équations décrivant le systéme fermé (Zquations (4-6) ) un
terme de fluctuation agissant sur le mode X (c'est 1'approche dite 'mésosco-
pique', intermédiaire entre 1'approche microscopique et 1'approche macrosco-

pigque ol les valeurs moyennes sur le bruit sont les variables du probléme}.

On peut au lieu de travailler avec les variables dynamiques utiliser
la matrice densité du systéme. la méthode de projection mise en oewvre par
Zwanzig(jsz) conduit alors & une &quation de Fokker-Planck retardée, équiva-

lente aux &quations de Langevin.

Une discussion précise des &chelles de temps nous permettra de faire
un certain type d'approximation markoffienne, de maniére & faire disparaitre

le retard dans les &quations stochastiques, Nous verrons qu'une hypothése
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de phase aléatoire (qui revient & une &limination adiabatique d'une des va-
riables angulairesdu spin) conduit i une €quation de diffusion pour la densi-
té de charge de 1'électron. On pourra alors calculer la distribution d‘'&qui-
libre, la relaxation 'interne' décrivant 1'auto-piégeage et décrire 1'activa-
tion thermique qui conduit au basculement du systéme entre les deux états

(saut du petit polaron).

Nous verrons que le temps de basculement ainsi obtenu est extrémement
long, ce qui justifie d'utiliser les méthodes de 1a thermodynamique des sys-
témes hors d'équilibre : notre systéme peut en effet &tre considérd comme tel

a des &chelles de temps inférieures au temps de basculement.

On peut trouver dans le livre de Gardiner(138) un exposé exhaustif
de la théorie des phénoménes stochastiques. Un exposé &lémentaire de 1a Syner -
gétique est 1'objet d'un livre de Haken(}39), qu'il est utile de compléter par
un article de revue(jao). Un expos€ plus spécialisé se trouve dans un ouvrage

(

plus récent 141). L'ouvrage trés récent de Risken(142) est consacré 3 1'équa-

tion de Fokker-Planck.

V.2.2. Description de type Langevin

a) Procédé d'dlimination de Haken-Zwanzig

le point de départ est 1'Hamiltonien du modsle mixte (2-34) qui décrit
un €lectron résonnant entre deux sites voisins et couplé localement i la défor-

mation X. Posant Aq' = Aq (1 - elqa}, 1"Hamiltonien s'écrit :

H=Zhae a‘a - S %A

L ++ + -
q a°%qq xqq(aq Ay *os, (5-8)

. < . + . . .
Ecrivens les &quations du mouvement des aq, aq en représentation de Heisenberg,
définis par :

aq(t) = elHt aq e—lHt, a;(t) = elHt a'c"l e_th(h = -]) (5_'£)
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8q = 1 MH, sl = -1 wgag* 3 5 (5-10)
é:l=i [H, a:l}=imq a;-ma S, —
La solution de ces &quations linfaires s'écrit :
-iwqt t -imqr
a (t) =e a (0y +s 1A e S (t-t) d
o) NORFEE S (t-1) dr |
(5-1T)
iw t t +in T
+ = q + ; q
a (t) = e a(0) -/ 1A e S (t-1} dt
- (0) MO, ) (1)
On peut alors exprimer la variable du mode local X(t) défini par :
AX +
=5 =% Al (a_+a 5-12
7ot (g el (5-12)
- - - - - . - e + *
Limitons-nous 4 la discussion semi-classique : SX est alors réel et aq, aq==aq

doivent 8tre considérés comme des nombres complexes conjugués.(5-11) et (5-12)

conduisent 4 ; . .
-1t iw £

v = 2 q q | *
X = T é A'q e aq(O) + e a_q(D)]
t 2 (513
L
+ii_ s g Wl sina T S (er) dr

Cette équation traduit la réponse linZaire et retardée du mode X a
1'évolution de la densité de charge S+ K{t) = (&4/%} a |A'q[2 sin mqt est la
fonction de réponse. On peut donner a cette rEponse lin€aire ume forme plus
par}ante, en utilisant la variable rdduite x(t) = X(t)/XO, ol Xb est la
polarisation statique associe & 1'état polaron (4 ¢ = 0}, et en intégrant

par parties le dernier terme. DEfinissons ume fonction de relaxation K1(t) par :

PSR
K1 (t) = €b P Tﬁf!q_ cCOSs CJJq t (5"14)
avec o 2
AX 2|A'q|
£, = —— = L —p—i— (5-15)
b 2 q g =

Cette fonction est &tudiée dans 1'appendice A-1. Elle relaxe sur un temps Te

de 1'ordre de mg1 ot ay, est la largeur du spectre des phonons optiques. Re-
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marquons que 1'irréversibilité est ici assurde par 1'hypothése d'un spectre
continu de fréquences wq (Bquation (2-8)). Intégrant (5-13) par parties, le
second terme du second membre devient :

2
fg |A ql Sln(mq‘”r)- S, (t-7) dr

>4

(5-16)
t .
= XO[Sx(t) - KlCt)Sx(o)] - XO g K1(T) Sx(t-T) dr

On voit d'autre part que les coordomnées du réservoir entrent ici 3 travers
et * “ - .

leurs valeurs initiales aq(O), a q(O)° C'est 13 que va apparaitre la statis-

tique du bain. Nous supposerons que les aq(O), d*q(o) sont des variables aléa-

toires classiques possédant wne distribution gaussienne centrée autour de va-

leurs moyennes aq(O), a42(0). Le premier terme de (5-13)peut alors se décompo-

ser en deux termes, notds X(O)(t) et X' (t).

-iw t i t

' G4 q *
g A q [e aq{U) + e a_q(O)]

xO ey = 2

-iw t iw t (E:JEJ

LA 9 Aa (0 9 p*
P fe aq() + e Aa_q(O)]

5
e
ot
p—_
I
Bt IS

* e gF g sont les fluctuations thermiques des variables
q 9 9 q 9 9
. *
classiques a_, a’.
X(O}(t) décrit 1l'amortissement (sur un temps de 1'ordre de TC) des valeurs moyen-
nes initiales des variables du bain, tandis que X'(t) décrit les fluctuations.
Rassemblant (5-16) et (5-17), on obtient 1'expression générale de X(t) :

t »
X(t) = [X(O)(t) - X0K1(t)sx(0)] + szx(t)_xo {) KT(T)SX(t-T)dT + X7 (1)

(5-18)

Le premier terme décrit le transitoire, il tend vers zéro aux temps longs de-
vant 1. Le second terme est la réponse instantande du mode X & la densitd de
charge électronique. Le troisi®me terme décrit 1'effet de retard dfi i la vi-
tesse finie de S,, et le dernier terme reprééente les fluctuations résiduel-

les du mode. On peut remarquer que si 1'on suppose de plus que le mode est

A
en 8quilibre avec SX 8 1'instant zéro, c'est-a-dire que : aq(O) = az(O) = 5ﬂ'sx(0)’
q
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alors le premier terme s'annule quelque soit t.

Négligeant donc ce premier terme et posant X'(t) = Xbx'(t), on obtient

finalement la réponse du mode en variables ré&duites :
t .
x(t) = S (t) - [ Kq(1) 8 (t-t)dr + x'(t) (5-19)

Les caractéristiques du bruit x'(t), outre le caractére gaussien que nous sup-
posons (x' est la somme d'un grand nombre de modes et le thEorZme de la limite

centrale s'applique dans ce cas) s'obtiemnent en posant que

W

* . XT -
ba, (0) b2* (0) = : (5-20)

et en supposant les modes q, q' (q # q') non corrélés, ce qui exprime le prin-

cipe du bilan détaillé (Equi-répartition de 1'énergie).

Cn calcule alors la fonction de corrélation de X'(t) :

— 5, -l (t+t!)
XX () = =T [A' “e ! Az {0) Aa (0)
Aca o d 4 4 ) (5-21)
. A
+im_ {t+t") * * I q _
. A,q2 I &a_q(O] Aa_q(O) + 2 mq kT cos mq (t-t") ]

Les deux premiers termes tendent vers zéro lorsque t et t' sont grands devant

T et le dernier terme donne la fonction de corrélation de x'(t) :

X0 e = 2L (eet) (5-22)
b .

On obtient donc le résultat trés simple que la fonction d'auto-corrélation du
bruit apparaissant dans la réponse (qui est ici linfaire par construction du
modele) du mode a S, est proportionnelle & la fonction de relaxation K,, noyau

du terme de retard.

(143,148 e

La dérivation qui précéde a été effectue par Zwanzig
particule brownienne de grande masse &voluant dans un potentiel et couplée & wm

réservoir. Elle a l'avantage de fournir d'une manidre tré&s parlante la décom-




- 220 -

position de la réponse du bain en wn terme d'entratnement (réponse instantande,
ou adiabatique, du bain), un terme de retard proportiomnel 3 1a vitesse de la
particule brownienne i des instants antérieurs, et un terme de fluctuations. On
sait depuis Zwanzig et Mori que c'est 1e retard dans la réponse du bain qui pro-
duit la friction de la particule brownienne, donc 1'irréversibilité. la particu-
larité de notre modéle de spin classique conférera 3 cette friction (et égale-

ment au bruit) um caractére non-linéaire, crucial pour la relaxation du petit

polarcn.

b) ILe systé@me d'&guations de Tangevin

Reprenons le systéme d'équations dynamiques pour les composantes du

spin. les &quations de Heisenberg tirées de 1'Hamiltonien (2-34) s'écrivent :

SX = - 2z Sy
Sy = 20 S, * 2 & X Sz (5-23)
Sz=—25bey

Reportant (5-19) dans ce systéme, on obtient le systéme d'8quations

de type Langevin (oll 1'on remplace éx dans les termes de retard par - 2o Sy)

(5-242) S (t) =20 5,(t)
(5-24b) SY('C)

t
20 Sx(t) + 2 ebSX(t)SZ(t) Z dg £, % K1(T)Sy(t-T)SZ(t)dT + 2 abx'(t)Sz(t)

(5-240)  5,(2) = - 2 =S (1), (8 - 4o £y £ K;(1)3, (-0 (£)dr - 2 ey’ (615 ()

Ce systéme d'équations a en fait peu i voir avec 1'équation simple
écrite pour modéliser le mouvement brownien 3 ne dimension ! Le second terme
de (5-24b) et le premier de (5-24c) décrivent la contre-rdaction instantande
du réseau sur 1'électron. Cette force agit comme un champ magnétique effectif
(ebSX, 0, 0) que ressent le spin g. Dans notre hypoth&se de couplage fort o € ey,

elle est beaucoup plus importante que la force "intrinséque' due au champ magné-
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tique {0, 0, - o) (premiers termes de (5-24a) et (5-24b ),

En second lieu, le terme de friction est non-linéaire, et retardé€ puis-
u'il prend en compte le temps de réponse fini du réseau au mouvement de 1'élec-
q p mp mp P

tron.

Enfin, les fluctuations du mode agissent comme un champ fluctuant
(be'(t), 0, 0) qui produit wm bruit dit 'multiplicatif', en X‘SZ et X'Sy. Et
ce bruit n'est pas un bruit blanc, il a um temps de corrélation fini de 1'or-

_ =1
dre de T. = Gy

11 est nécessaire de faire ume remarque sur la signification d'un sys-
téme d'équations de Langevin tel que (5-24), On sait que la prise en compte
d'interactions résiduelles (type particule-ré€servoir) en tant que fluctuations
exige que les échelles de temps de ces fluctuations (caractérisées par leur
temps de corrélation) soient beaucoup plus courtes que les &chelles lentes du
systéme brownien. Ici cette condition correspond & or. <« 1, que nous supposons

réalisé.

Cependant, 1'&chelle 5! n'est pas la seule dans le systéme de spin :
le champrde contre-réaction (sbe, 0, 0) impose une précession de Larmor &

une fréquence de 1l'ordre de €,» €t 1'on a en général :

g, oy donc EpTe » 1T (5-25)

L'échelle de temps définie par cette précession de larmor est donc
courte devant Te- Nous montrerons au § V.3.2. comment ceci nous permet juste-
ment de traiter le probléme. Plus précisément, on peut faire ume hypothése

de type Markov dans deux cas :

i) EpTe € 1, auquel cas S, Sy et S, sont des variables lentes (appro-

ximation markoffienne 'forte'). Malheureusement, ce régime n'est pas physique

3 cause de (5-25).
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ii) EyTe » 1, auquel cas Sx est la seule variable lente, on obtient
une €quation de diffusion apr@s &limination adiabatique de Sy’ S,. C'est une

approximation markoffieme 'faible',

Dans le régime intermédiaire €pTe ~ 1, la précession de Larmor se
corréle fortement au bruit puisque ces deux phénoménes ont des &chelles de
temps comparables. Ce cas est trés difficile 3 traiter. On le rencontre d'ail-
leurs dans le cas général (calcul auto-cohérent) lorsque la fréquence de Lar-

mor 'effective' eb[SXI devient de 1'ordre de Te !

V.3. THERMALISATION DU PETIT .POLARON

Nous avons décomposé dans la partie précédente 1a réponse du réseau
(8 travers le mode xX) en une réaction instantande x = Sy» Un retard proportion-
nel i o et des fluctuations (voir (5-19 ). La réaction instantanée se manifeste
d travers un champ effectif 3%_i = (ebe, 0, - ¢} agissant sur le spin. la
dynamique du spin en présence de ce seul champ a &té examinge dans le chapitre
IV (§ IV.1.3.¢). Les deux autres composantes du ;hamp instantané, la composante
fluctuante et la composante retardée, vont &tre i 1'origine d'une thermalisa-
tion de la charge &lectronique, que nous étudions en V.3.3. Les &chelles de
temps de cé processus €tant extrémement lentes, la charge électronique asservit

le mode de vibration, constituant ainsi le petit polaron.

La nouvelle distribution du mode dams 1'état polaron sera alors utili-
s€e pour calculer le taux de transition du petit polaron, par la méthode de

Holstein.
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V.3.1. L'approximation de Holstein (r&gime classique)

Dans son calcul de la probabilité de saut du petit polaron, & haute

(13b}

température, Holstein calcule en perturbations au premier ordre en O/Eb
la réponse de 1'électron au mouvement du mode X(t). Ce dernier est considérg
comme ayant ume trajectoire classique. L’&lectron &tant 3 1'instant zéro au
site 1, sa probabilité de présence au site 2 4 1'instant t se caicule, soit

en résolvant au second ordre en d/gy 1'€quation de Schroedinger, soit & partir

des &quations dynamiques (4-28b,c,d). On obtient :

Pl (B = [« ¢;(0)>]*
t

t .t . 2
[° 1"t explliey ft1 x(t')dt'] (5-26)

Une contribution notable & 1'intégrale n'apparait que pré&s d'une coin-
cidence, x(tc) = 0, car la phase de 1l'exponentielle est alors statiommaire.
Supposant les coincidences successives bien séparées dans le temps et posant
x(t') = v(t'-tc) ol v est la vitesse de passage, Holstein obtient, pour ume
vitesse donnée :

ZHUZ
Alv]

P(T+2){V,t) = (5-27)

Le taux de transition s'obtient alors en multipliant P(1+2)(V,t) par
la probabilité de coincidence 3 la vitesse v, et en intégrant sur v. Cette pro-
babilit& est calculée par Holstein dans 1'&tat polaron 'pur', c'est & dire

+

1'électron localisé (SX = 1) et le mode x, thermalisd autour de x = 1.

Nous ne tenterons par ici de faire une thforie complétement auto-
cohérente du transit du petit polaron : nous ne remettrons pas en cause le

découplage précédent en :
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i) thermalisation du mode
ii) saut de 1'électron lors de 1a colncidence, avec une certaine proba-

bilité calculée en perturbations en o.

Nous allons simplement effectuer wme théorie détailide de la therma-
lisation du mode et de la charge &lectronique, 3 1'aide du moddle stochasti-
que développé en V.2. Si la phase stationnaire (Bquation (5-26)) entratne le
transfert de la charge €lectronique d'un site & 1'autre, nous allons voir que
lorsque x # 0, cette phase est al8atoire et entraine une lente diffusion de la
charge &lectronique dans le sens de la délocalisation. Nous modifierons ainsi

le point de départ de la double excitation 'coincidence lus saut &lectronique’.
p P B q

V.3.2. Comparaison des &chelles de tenps du probléme

Nous décrirons ces &chelles de temps en allant des plus longues (as-
sociges aux variables lentes) aux plus courtes {variables rapides). Tout d'a-
bord, 1/c est associé 3 1'évolution de la densité de charge Sy Le temps de

réponse du réseau &tant t., 1'hypothése :
ot < ] (5-28)

nous permet de traiter S, comme une variable browniemme. ¢ joue ici le rdle

de 1'inverse de la masse d'une particule brownienne {on peut d'ailleurs re-

2, * 2

/ma™y,

lier o 3 la masse effective de 1'électron, ¢ v h

En fait, la vraie particule brownienne n'est pas 1'€lectron seul, mais
1'électron accompagnd de la contre-réaction instantande x = Sy» qui "1'alour-
dit" et ralentit son mouvement. Nous verrons dans la suite de ce chapitre émer-
ger des &chelles de temps superlentes décrivant la diffusion de ce 'petit pe-

laron brownien'. Nous les noterons Tﬁol'
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RE&crivons le systéme d'équations de Langevin obtenu en V.2, :

(5-29a) éx = - 05,1
(5-29b) éy = 20 S, (t) * 2y S ()5, (1) + 4o g J';: Ky (D)8, (£-0)8 (1)dr + 2epx’ (£)S, (¥)
{5-29c) éz = - Zsbsx(t)sy(t) - dg &, {f KT(r)Sy(t~T)Sy(t)dT - Zbe'(t)§y(t)

A 1'ordre zéro en o, on distingue dans les Equations pour SY et S,

une fréquence de Larmor $, = ZEbSX’ fluctuant peu et wne fréquence fluctuante :
Qrie) = 2 sbx'[t) (5-30)

Discutons leur rdle sur la base de la discussion du complément C-Z.

Une des &chelles de temps est la période de Larmor :

° = oo T (5-31)

Nous nous placons dans le cas ol ¢ «gp, done Ti 4:6'1. D'autre part, le temps

. . . . Z -1 )
de corrélation du bain est de 1'ordre de To = @y ot Wy < mo<x £k est la lar

geur du spectre de phonons. En conséquence :
0 -1 z
TL < T, ¥ 0 (5-32)

D'aprids le complément C-2, la fréquence fluctuante 2'(t) introduit wm
temps de relaxation transverse D'1 (attention, ici avec nos notations la va-
riable SX est dite longitudinale, SY et SZ sont les variables transverses). Le

coefficient de diffusion D est donné par (complément G-2)

D = ZfE:—];k_T. (5-33

Et comme dans le régime semi-classigue qul nous occupe :

1

r—:b>kT>mo>wb’hT;_ (5-34)
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-1 .
On voit que D To > donc le temps de relaxation transverse T est plus court que

T - En définitive, on classera les temps caractéristiques sur 1'échelle ; ~

0 -1
T < Ty € 1% 0« Tbol (5-35)

I1 reste enfin la péricde propre m;1 du mode, présente dans la structu-
re de la fonction de relaxation KT(T) (Equation (5-14)).Une étude détaillée de
la diffusion de la phase ¢' ferait apparaltre w,» cependant 1'essentiel, qui est
que Sy et S, relaxent extrémement vite (notamment beaucoup plus vite que 1'oscil-
lation 4 la fréquence mo) reste vral et garantit la validité de 1'21imination

adiabatique effectuée au paragraphe suivant.

La suite d'inégalités (5-35) appelle deux remarques. Fn premier lieu,

la précession de Larmor autour de 1l'axe Ox est plus rapide que la relaxation

du champ fluctuant (TE < TC). Nous avons vu au complément C-2 que ceci ne po-
sait pas de réel probléme. L'équation de Langevin garde un sens et on peut
quand m&me faire une hypoth&se de Markov si toutes les autres €chelles de
temps sont grandes devant Tee Malheureusement, et c'est notre seconde remar-
que, on est ici dans la limite exactement opposée de 1'hypothi@se 'de rétré-

(145), & savoir que le temps de relaxation transverse D"

cissement’ de Kubo
est ici beaucoup plus court que TC.On est en fait dans une situation de

fluctuations fortes, qui provient tout naturellement de ce que le couplage

¢lectron-réseau est fort, et que la limite semi-classique impose kT » Wy

On peut cependant, et c'est 1i le point fondamental, mettre & pro-
fit le fait que D-] €1, pour faire un autre type d'hypothdse markoffienne
que nous appellerons 'faible' par opposition 3 1'hypothése 'forte' qui résul-
terait de T. D_1 et qui conduirait 2 des &quations non retardées pour

les trois composantes Sx’ Sy’ Sz'
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LYidée est la suivante : puisque les composantes Sy’ S, relaxent si
vite (sur T, = D'1) vers zéro, ou qu'autrement dit la phase ¢ = Arctg (Sz/sy)
devient si vite aldatoire, on peut 1'éliminer adiabatiquement en tant que va-
riable rapide, pour un S domé. le but est d'obtenir en fin de compte une

gquation de diffusion pour S, seul, qui elle sera markoffienne puisque

or. « 1.
C

Un probléme subsiste : si §; == S, = 0 (phase aléatoire) alors
(5-292) montre que S ne peut diffuser. Il faut donc extraire de (5-29b,c})
une corrélation entre la phase ¢ et Sx’ qui sera nécessairement d'ordre c/eb.
Cette extraction est délicate car les fluctuations et la friction n'agissent
sur S, qu'indirectement, @ travers la variable 4. Une rotation dans 1'espace

du spin (i.e. sur la sphdre de Bloch) va nous fournir les bonnes variables,

qui tiendront compte naturellement de la corrélation entre ¢ et S..

V.3.3. Btude de la diffusion de la charge par la méthode de phase

statiomaire

a) Changement de repére -

.
La direction de 1'angle 8, = (Ox,?f_i), définie par :

%)

tgeo = - W (5‘36)
b x

est telle que :

. 202 €y

8 = - S (5-37)

o) 2, 2 2%y et

®b Sx re
—

La direction du champ de réaction non retardé }fi définit donc, dans la mesure

o 2 2 . ‘s .
ol 07 <« gy SXZ, une variable superlente. De plus, on vérifie qu'au point fixe
de petit polaron (défini par (4-30}), & = Arccos 5, =8, et que le spin est

-
confondu avec:ﬁ{ ;+ Cette direction convient donc trés bien pour €tudier la
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dynamique du petit polaron. Nous allons projeter (au sens propre !} le vecteur
=
spin sur la variable 80, c'est-d-dire sur la direction :}ei (Fig. 47).

Les nouvelles composantes S'X, S*Y, §', sont données par :

(5-38a) S’X = cos§ S, + sind S,

(5-380) §' =5,

(5-33c) S'z = - sineosx + cosé S,

avec :
siné_ = - %;; cos = ngsx (5-39)
§ = 276,23 7 +7g? (5-40)

Les &quations de Langevin pour S'X, S'y, S', s'€crivent (sans expli-

citer pour l'instant les termes de friction) :

S = - 2! sing S' + 6, S', + friction
é'y = ZSRS'Z + Zabx'sinGOS'X + Zabx‘cosGoS'Z + friction (5-41)
é'z = - ZQS'Y - Zbe'COSGOS‘y_- éos'x + friction
On distingue :
> -
i) un champ fixe :}E:i = (@, 0,0, a=2/"¥ i[ 8tant la nouvelle

fréquence de Larmor

+
. _ o
ii) uwn champ fluctuant 9€'f = (sbx'coseo, 0, - gx sing )
.
iii) un champ retardé (associd au champ fluctuant) 3{‘r

iv) un champ d'entratnement (o, 80, 0y,

Le champ fluctuant longitudinal GQ'A, = ebx'coseo est fort, il est
responsable du brouillage de la précession de Larmor sur wm temps D_1. Par

4
contre, le champ transverse Q;L = £,X'sing | est faible, il tend 2 faire re-

. £
. b,-1_-1 . . .
laxer SX VeTs z€ro sur un temps (?;J D . Mais nous verrons qu'il est associé
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le om oo o oo s e o

Figure 47

=

Changement de nepehre par rotation de 6, = (Ox, g 4',} autoun de 0y.
Le champ d'entratinement est ‘}{'y = éo' Comparer avec La Fig. 54
{Appendice A~3). Le spin prlcesse autouwr de ¥ ; avec La phase

akléatoine ¢', L'ouverture du cine est mesunie parn L'angle 6'.
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d un terme de friction. La compétition entre ces fluctuations faibles et 1a
friction, &galement faible, aboutit a3 la thermalisation du petit polaron au
voisinage de S',=1(sio« &) -

Remarquons qu'une telle décomposition de la composante rapide du

- -

champ le long de }f ; et perpendiculairement a 3¢ ; @ déja été utilisée au
chapitre IV (voir figure 44).

Une interprétation simple peut &tre donnde de la rotation précédente

Y

dans 1'approximation ol 1'on remplace €Sy PaT g imu;@{i et 8, ce qui re-
vient 3 négliger les fluctuations de I'angle 8,- Dans ce cas, la relation

{5-38) est linéaire et 1'on vérifie qu'elle revient Z travailler dans la base

des &tats

(17> = cos8_[1> + sing_|2>
° © (5-42)

2>

- sing | 1> + cosd_|2>

et de définir S' s S'y, S', comme 1i8s aux composantes de la matrice densité
dans cette nouvelle base. {1'> et |2"> manifestent wne délocalisation par-

tielle (d'ordre G/Eb).
DEfinissant des angles §' et ¢' repérant le spin par :

S, =cos0' ; §' = sinf'cos¢' ; §'_ = sinf'sind’ {5-43)
X v Z 2

et utilisant (5-41), on dérive le systéme d'équations de Langevin :

t
67 = 2g. x'sind cos¢' + 4dos, sind J X (t) cos¢' sinB'(t-1) cosd' (t-T)dT
b 0 b 0o g 1

- éosin¢' (5-44)
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. tgeo
$' = - Q - ZEbX'COSGO (] + "_E'é-é-i- sind)‘)

tgb t
+ 4cebcoseo {1+ E§§2-51n¢') ﬂ) K1(r) 5inf' (t-1) cosé'{t-1t)dr
- eo'cotge' cosd’ (5-45)
La singularité en 1/tgd' dans ¢' vient de ce que ¢' n'est pas défini pour

8' = 0. Elle ne pose pas de probléme fondamental.

b) Elimination adiabatique du mouvement de précession (phase algatoire)

Examinons 1'équation (5-45)} (rappelons que x'{t}, fluctuation rési-
duelle du mode, est ici um bruit gaussien dont la fonction de corrélation, pro-
portionnelle & K1(T), décroit sur uwn temps T de 1'ordre de méTJ. On distingue

successivement

i} La précession de Larmor 3 la fréquence Q.

ii} Le terme de bruit, multiplicatif 4 1'ordre wm en o/eb (& cause du

terme (tgeo/tge‘)sin¢'). 11 brouille 1la phase ¢' sur un temps
-1

T, =D, ol D= ZwebET est calculé dans le complément C2. La

- - - i ' - -~
fonction de corrélation de e ® décroit donc sur wn temps T en

-L 3
oscillant 3 la fréquence £. La partie multiplicative du bruit le
- corréle d 1'ordre é%-é 1'angle 8'.

iii) Le terme de friction est petit et ne joue aucun r&le du point de

. ig' . R
vue de la fonction e ¢ qui relaxe trés vite.

iv) Le terme d'entrainement joue un rdle mineur, pour la méme raisomn.

Travaillant & 1'ordre le plus bas en é%, on remplacera 1'&quation

(5-45) par :

-

¢t = - 0 - e x! (5-46)
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L'étude du complément C2 montre que la fonction de corrélation de cosd’ est

dornée par :

cosd’ (t) cosd {t+1] = %-e"(DT)z (5-47)

Dans le cadre de cette hypothise de phase aldatoire (brouillage de
phase sur T, = D—1), examinons 1'équation de Langevin retardge (5-44y. La
fonction cosé¢' sera considérée comme un bruit, corrdlé sur T, = D—1 € Te,

temps de corrélation de x' et 'portée' du noyau K1(r).

On vérifie aisément que x'cos¢’ tend vers zéro sur T,, donc le pre-
mier terme du second membre de (5-44) est wn bruit proportiommel a sinf,. Le

. s . . .2 . SIS
coetficient de diffusion associé est par conséquent d'ordre deux en = d cet

ordre on remplacera donc sin@o par — g ). L'8quation (5-38a) montre qu'a 1'or-
b x

dre zéro SX = SX', donc le premier terme de (5-44) s'écrira :

RS, 1) = HE (5-48)
X
avec
£(t) = - 2ox'cosé! (5-49)

On a donc affaire 4 wn bruit multiplicatif, d'autant plus grand que
S', est plus petit. Ceci signifie que les fluctuations de S’X induites par
les fluctuations du mode rdagissent sur le terme de bruit. L'effet va dans
le sens d'un accroissement des fluctuations par les fluctuations elles-mémes,

et traduit donc un effet coopératif.

Le bruit £(t} est tel que £(t) = C, et sa fonction de corrélation

est donnée par :

TTTIE(t+T) = 402 X (E)xT(t+T) cospT(EJCosp  (T+T) {5-50)

(le découplage provient des échelles de temps bien différentes des bruits
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x'(t) et cosd'(t)). Compte-tenu de la variation lente de K1(T) vis & vis de

-(Dr)* : . -1 .
e on obtient, utilisant (5-47) et K1(0) =1 :

¥

2
TR = 407 ]-% o~ (D7) (5-51)

Le second terme du deuxidme membre de (5-44) se décompose en ime par-

tie systématique et ume partie fluctuante, suivant :

cosd' (t)cosd (t-T) = %_e‘(DT)

% §(cosg' (t)cosd' (t-1)) {5-52)

Le second terme de (5-52) est un bruit de 1'ordre de 1'unité. Les fluctuations
introduites par ce terme dans (5-44) sont donc de 1l'ordre de 402 Tes donc né-

gligeables devant le bruit Z(t). Quant au premier terme, il décroit trés vite

devant K1[T}, d remplacer par KT{O) = 1. Négligeant le retard (d'ordre gﬁ»)
D

dans sin8'{t-1), et remplacant sind  par E_éﬁgﬁT” on obtient finalement 1'8qua-
b

tion de Langevin :

Z

_ o £(t) -
8t = - /1 T te 8+ o (5-53)

Dans tout ce qui suit, on remplacera £(t) par le bruit blanc Eo(t)

2 _ '
EoftiEG(t+Tj = ’Eif %?I-ﬁ(rj {5-54)
b

L'équation de Langevin 'multiplicative’ {5-53) revét ume forme plus simple si

1'en travaille avec la variable s' = sin8'
s'=-T s+ £ (1) (5-55)
Cr2
r =vrm 5} (5-56)

A cet ordre minimum d'approximation : phase al€atoire, approximation
markoffienne dans 9', développement du bruit # l'ordre un et de la force sys-
tématique a 1'ordre deux en 513 la diffusion de la composante transverse du

b

spin, soit s', apparalt comme un processus alatoire trés simple, régi par un
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coefficient de friction T et un bruit So(t).

La diffusion de la charge Sy, c'est-3-dire dans le langage de spin 1la
-1_ D
= ‘= — .
yro?
Cette €chelle superlente résulte de 1'effet coopératif entre les fluctuations

relaxation longitudinale est alors r8gie par la constante de temps Ty

du mode et le mouvement de la charge, via le brouillage de la phase de la com-
posante transverse. L'amplitude s' de cette composante mesure le rayon du céne

=5
de précession que forme le spin autour de 1'axe H ; (Fig. 47).

Soulignons encore 1'importance du brouillage tr@s rapide de 1a phase

qui permet de faire 1'hypothdse markoffienne dans la diffusion de 8'.

Pour déterminer la diffusion de la densité de charge Sx’ revenant au
repére initial, il faudra tenir compte du mouvement fluctuant de 1'axe ?@i,

>
dont la vitesse est donnée par (5-37), qui se superpose aux fluctuations de S'.

=
c) Equation de diffusion. Distribution d'équilibre de S

L*&quation de Fokker-Planck associe & (5-55) est trds classique,

elle s'écrit, compte-tenu de {5-54) :

9 9 kT 3
5€-P(s',t) =T EET—(S' + 2 55'5579 P{s',t) : (5-57)

La distribution d'équilibre de la variable s' est donnde par :
>

b 2
£ - s
- b 1/2 AT
Pe(S',t) - (Zﬂ' }ET-) e (5_58)
Le coefficient de normalisation est calculé en supposant que %ﬁ— =y «1

b
et en assimilant les bornes d'intégration (-1, +1) d (-0, +0), La distribution

de s’ est gaussienne, centrée en s' = 0. Calculons avec la mime approximation

(v << 1) les valeurs moyennes de sing', sinze', cosd!
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STET = 0, sin%et = KT (5-59)
€ 2797
b
N ——T - kT . 512
Quant 4 cos8', on le calcule a 1'ordre un en — a 1'aide de cosB' = 1 - =5
b
On obtient :
[ 2
T =1 - Lok (5-60)
£y £ —

On peut alors, revenant aux composantes S, Sy’ S, a 1'aide de :

(5-61a) Sx = cos@o S'X - sineo S'Z
5-61b) §_= 8§

{5-61b) - y

(5-61c) SZ = sineo S'K + coseO S'z

calculer quelques valeurs moyennes. Pour cela, développons cosf, et
si_neo(e = Ei) ; par commodité, nous brisons la symétrie Sx > - Sx et Supposons
b

-

Sy proche de un. Nous cherchons donc & caractériser 1'un des €tats polaron.

EZ 52 3
(:osEt0 = 1 - 5 = 1 - 5 * 0(e™) (5-62)
25 28
X X
1
. o a g z
sint = - = - — (1 - =— (5-63)
s} =N SX Eb S x Sb S « —
52 g S'z s} S’z
D'oG @ S, 28" - oo+t ~—pg— (1 ~ — z7) (5-64)
X x 285 < %p S X £ S x

Négligeant des termes d'ordre plus €levé provenant des fluctuations de S'X,

on obtient i l'ordre deux en —- et um en -lefz, le résultat sulvant (compte

b

tenu de §' % = + sin?p’ = 1(-I) :

Z 2 Eb

kT g2 kT

Soo= 1 - 22 - e {1+ 325 {5-65)

X Eb Zabz Eb —
On calcule de méme :

[ SR -

Sy—D,SZ- ) (5-66)
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Le traitement précddent -relativement simple une fois posde 1'hypothdse
=
de phase aléatoire dans le repdre associé 3 G{jf conduit donc 3 la distribution
-3
d'équilibre de S. les autres moments pourraient €tre calculés de la méme manidre,

en perturbations en é1~et gz. A ce propos, en toute rigueur, les termes d'ordre
b

Q%?z %E:nécessitent Ee pousser plus lein 1'€quation de diffusion de &' (3 1'or-
dre 4 en é%ﬂ, ce que nous faisons dans 1'appendice A4. On obtient diverses cor-
rections dont les principales proviemnent d'une part du terme d'entrainement,

d'autre part de la correction non markoffienne dans 1'équation (5-44). Pour ce

faire, au lieu de sortir le facteur sin®' (t-1} v sin@'(t) de 1'int&grale, on

le développe au premier ordre :
sinb’ (t-1) ~ sin6” (t) - T 9'(t)cosd’ (5-67)

2 -
(e développement est justifié parce que 1'échelle de temps de 87, (%ja f est
beaucoup plus longue que la portée ~ D-1 du noyau du terme de mémoire, ce que
traduit [Té’| « 1. La correction entraine la modification du terme de friction

2
par un facteur {1 + %79.

Cependant ce facteur s'élimine en ce qui concerne la distribution
d'8quilibre : il ne fait qu’accéldrer 1égérement la relaxation vers 1'état po-

laron (modification dynamique).

La seule correction que nous devons prendre en compte dans la distri-
=
bution d'€quilibre de S' provient en fait du terme d'entraInement, di aux
fluctuations de 1'axe instantané (dernier terme de (5~44)). Le résultat

(Appendice A4) qui remplace (5-60) est le suivant :

2
cosb' = 1 - gg-(1 + EE%EFJ + C?(Egb (5-68)
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Dans le calcul de S_ apparait alors une autre correction, provenant

de 1'écart & la phase aléatoire, calculé dans 1'appendice A4, et qui résulte

en :
S1
KT
(D) = 5 (5-69)
S’y Zeb e
Le résultat final, compte tenu de ces corrections, est la valeur de §;, pous-
2
s€e jusqu'a 1'ordre (élJ %E :
“b b
— . o2 xT 9 ¢
SX_T—ET-%(1+EE¥) {5‘70)

On obtient de méme :

2 2kT 2
§f=1-%z-€m+£_b,) (5-71)

Rappelons encore que nous avons par commodité brisé la symétrie S, > - 8,
au moment du passage de Sx’ g Sx’ et que (5-70) et (5-71) reflétent donc 1'état

polaron ol 1'€lectron est quasiment localisé au site 1.

Commentons le résultat (5-70). les deux premiers termes caractérisent

2 2
(&8 1'ordre éiga le point fixe de petit polaron. La correction en é%; traduit,

on le sait, 1'étalement adiabatique de 1a fonction d'onde 3 1'ordre él. Cette
b

adiabaticit& est &videmment partielle, puisque 1'électron ne suit pas compld-
tement les fluctuations thermiques du mode. La correction peut également s'obte-

nir par un calcul variatiomnel 3 T = 0 (Cf. Gosar(ST)).

le terme %?I-s'interpréte comme résultant d'une délocalisation de
b
1'8lectron sous l'effet des fluctuations thermiques. I1 provient de 1'ouverture
> ->
du cfne parcouru par le vecteur S autour de 1'axe Ef.i, sous 1'effet des fluc-

tuations thermiques, par 1'intermédiaire de la phase alatoire (qui n'est autre

.
que 1'angle de précession autour de M ;).
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Enfin, le dernier terme traduit wm effet coopératif entre la délocali-
sation de 1'électron (fluctuations quantigues de SX) et les fluctuations ther-
miques. C'est 13 qu'apparait le caract®re auto-cohérent du procédé de projec-
tion employ€ : les fluctuations de g autour de 1'axe }E i+ lui-méme dépendant de
Sy, contribuent & faire fluctuer celui-ci et # lever ainsi 1'axe moyen du systé-

me. Cet effet se traduit mathématiquement par le terme d'entrafnement, en 8o7

qui est un bruit multiplicatif.

On trouve donc dans le résultat (5-70), sous la forme d'wn dévelop-
pement perturbatif, les effets séparés et combings de 1a délocalisation et
des fluctuations thermiques. I1 n'est malheureusement pas possibie d'aller plus
loin dans le d&veloppement, pour des raisons de complexitd. Cependant les &qua-
tions (5-44) et (5-45) contiennent beaucoup plus que ce simple développement,
enl’occurrence 1'action coopérative des fluctuations quantiques (de la charge)
et thermiques (du réseau), dont le résultat (5-70) traduit 1'amorce aux fai-
bles o et pour kT « €y- Elles permettent en outre de décrire la relaxation
du petit polaron en tant que véritable phénoméne dynamique non-linaire et d'en

dégager les échelles de temps.

V.3.4. Thermalisation du mode (&chelles lentes) et taux de transition

du petit polaron

a) le pilotage des fluctuations du mode par celles de la charge

Nous avons vu que les échelles de temps caractéristiques des fluctua-

tions de 1a charge électroniques &taient limitées par UZ. L'crdre de grandeur

_ 2 2
estr‘1,1"=1/1?0_:

- Elles sont donc beaucoup plus lentes que la répcnse
Ve, kKT
du mode d'oscillation, ce que traduit 1'inégalité :

1

I = Te (5-72)
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Le résultat est le suivant : les fluctuations de la charge, elles-
mémes induites par les fluctuations du mode au travers de la phase al&atoire,
pilotent adiabatiquement le mode d'oscillation. L'image dynamique du petit po-
laron se dégage alors : densité de charge électronique S, partiellement dglo-
calis€e et fluctuant trés lentement, associée a4 wne déformation moyenne qu'elle
entraine adiabatiquement. A cette dernifre se superposent les fluctuations
thermiques du mode autour de cette valeur X = XSye L'échelle de temps de ces
fluctuations est 7_, elle est courte devant celle de S,. On sépare ainsi dans
les variables du probléme les variables superlentes définissant la dynamique
du petit polaron, des variables rapides qui représentent 1l'excitation thermi-
que du mode de vibration. La figure 48 résume cette hifrarchie d'échelles de

temps (ou de fréquences} et les couplages non-linéaires qui 1'engendrent.

b) Calcul de la probabilité de coincidence

Dans le schéma de Holstein, il faut calculer la probabilité de colnci-
dence (x = 0) avec la vitesse v, La distribution (classique) des variables

Xq, Xq des modes de phonons est donnée par :

S
P(Xq, Xq) =7 ' expl- Hb{SX)/kT] (5-73)
avec : .
IRV 1 2 A 1-¢ 19
= MXX - - = _— -
(S = L Ly MXX o+ g Mag” XX (T - 38§ —Jp— X, (579
avec 2=17 ... [ expl- HOCSX}/kT] qu qu' (5-75)

Dans la réponse adiabatique des modes Xq, on remplace simplement la constante
de couplage A par la constante effective AS.. Quant a la distribution des vi-

tesses Xq, elle n'est pas affectée et revét toujours la forme maxwellienne.
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linéarité
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Relaxation du petit polaron //////
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D&formation <: — Thermalisation o2
Polaronique Asservissement adiabatique de la charge D
Activation Phase
Thermique Staticnnaire
&
Transition du petit polaron — hw
Figune 48

Schima des micanismes conduisant au mouvement brownien du petit
polaron, montrant notamment La hirarchie d'échelles de Zemps du
oo blEme..
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Suivant Holstein, on obtient alors la probabilité de cofncidence pour
la valeur S, :
*
XS, t 1/2 -Eq /KT
T oakr Bt

1/2

b4
My2/4
Pc(v)dv = (EQ%TJ dv e Mv"/4KT |v

(5-76)
1'énergie d'activation étant Ea* = (sb/Z)SXZ.

Moyenner sur Sx revient 3 moyemner expl- EaSXZ/kT], ce qui domne

(négligeant les fluctuations de SXZ] :

£
expl- E,S */KT1 = expl- 5 S 71 (5-77)

Utilisant (5-71), on obtient 1'énergie d'activation effective

2
E =_-—~kT—(———-2-82 ) kT (5-78)
b —

Les diverses corrections traduisent 1l'effet attendu : 1'énergie d'ac-
tivation est abaissée parce que l'on part d'un état ol la polarisation
X = X §;'n'est pas compl&te. Les trois corrections reflétent donc successi-
vement : 1'adiabaticité partielle, la thermalisation de la charge et 1'effet

coopératif (non-linéarité).

c) Taux de transition

La probabilité de transition & la coIncidence doit tenir compte de la
délocalisation partielle : 1'on est censé calculer une probabilité de transi-
tion de 1'8tat |1'> i 1'état |2'> (donnds par (5-42)). On vérifie que les cor-
rections apportées sont d'ordre Cg%f-, ce qui est logique puisque 8 est d'or-
dre é%u En toute rigueur, pour &tre cohérent avec le développement (5-78), nous
devrions les calculer. Outre que leur dérivation est malaise, elles n'appor-

tent rien de plus, car nous avons surtout cherché 3 décrire convenablement
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1'état polaron, quasi-localisé. Toute description plus fine de la transition
du petit polaron nécessiterait en fait ume approche entiérement auto-cohérente
qui &vite le découplage partiel (celui op€ré par Holstein). Notre résultat
concernant le taux de transition sera donc le suivant {intégrant (5-76) sur
la vitesse) :

5 eff

— - /KT
Uzﬁe a | (5-79)

cl -
Wis2(D =
ol EaEff est donné par (5-78), et représente la seule différence avec (2~77);

Deux remarques s'imposent : la premidre est que le préfacteur n'est
autre que notre coefficient de friction I', ce qui est a priori logique, ce pa-
ramétre caractérisant 1'échelle de temps de la particule brownienne 'petit
polaron’. Un ré€sultat aussi simple est malgré tout assez surprenant et semble
indiquer la possibilité de mettre sur pied un modéle trés €lémentaire ol 1'on
décrirait le petit polaron comme une particule lourde &voluant dans un poten-
tiel bistable, de profondeur Eaeff. Un tel modéle reste cependant i justifier

de mani¢re plus rigoureuse !

Une seconde remarque nous permettra de clore cette section : um dé-

veloppement du terme exponentiel de (5-79) s'@crit :

eff
Ea . 1 “b 1 ol ot
(- ) = el - oyl ( ek R (5-80)

Si le dernier terme entre parenthdses est par hypothése trés petit, le second,
7E%§T = %%;-n'est petit qu'en régime non-adiabatique (voir le chapitre II).
On retrouve, et c'est logique, la condition premidre de notre traitement sto-
chastique, adapté aux corrections adiabatiques seules. On sait en effet qu'en
régime adiabatique c'est la variable du mode x(t} qui est la variable lente
du probléme. Il n'a auam sens dans ce cas de procéder comme nous 1'avons fait

en €liminant la variable x(t} au profit de Sy-
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2
. a . ‘s P .
La petitesse du terme 37 est d'ailleurs la condition nécessaire au
traitement markoffien de 1'é&quation pour 8' (2q. (5-44)) ! Dans le cas con-

traire, c'est la validité méme de notre méthode de projection et d'€limina-

tion adiabatique qui est remise en cause.

V.4. DISCUSSION

V.4.1. Résumé de 1'ensemble du modéle

Résumons briévement 1'essentiel de ce modéle. L'&lectron est fortement
couplé aux phonons du cristal, ce que nous décrivons par un spin g -dont la com-
posante S décrit la distribution de la charge €lectronique sur les deux sites-
placé dans un champ magnétique ﬂ?.= (g%, 0, - g) dont 1‘essentiel (composante

// 0x) provient des vibrations du cristal (mode local x).

L'élimination des modes de phonons, relaxant sur un temps T_ & permis
de séparer le champ effectif (4 présent auto-cohérent) en trois contributions :
champ instantané dont la composante / Ox traduit la forte r&action du réseau
sous 1'effet de sa déformation locale par 1'@lectron, 4 savoir <x> = Sx(t), pro-

portionnelle i la densité de charge, champ fluctuant (fort) et champ retardé.

-
La direction de 3(.i fluctuant tré&s peu (sauf pour [SX| = G/sb), on

proiette le vecteur E sur cette direction, passant dans le repére associé &
ﬁz,i. La discussion des &chelles de temps (§ V.3.2.) montre que des deux varia-
bles 68' et ¢' décrivant 1'une la projection g.ékj) 1'autre la précession autour
de ?z'i’ la premidre (8') varie tr2s lentement (& 1'ordre deux en ¢', du fait
d'un petit champ fluctuant Ox'), la seconde tré€s vite (du fait d'un fort

champ fluctuant / Ox'). Supposant ¢' aléatoire, nous nous sommes ramenés &

une dquation de Langevin pour 8', d'ol nous avens tiré les propriétés statis-

tiques du petit polarom.
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-

la réduction 4 un seul degré de libertd -et méme 3 ume seule variable-
est @ payer de l'apparition d'un bruit multiplicatif qui refléte la diffusion
non-linfaire de 1'&lectron (&quation (5.53))}. Le couplage avec les fluctua-
tions thermiques se fait via le brouillage des composantes 'transverses' (ici
S, SZ) qui réagissent sur la composante 'longitudinale' en faisant diffuser

¥
de maniére anormale 1'angle 8',

V.4.2. Discussion des résultats

L'un des r@sultats originaux concerne 1'&tat de quasi-8quilibre du
petit polaron, thermalisé sur un site, avant que de sauter sur un autre
site. Le processus de thermalisation résulte en une délocalisation de la

2
charge (8q. (5-70)) dont le terme en (élﬂ L) manifeste le caractére non-

o
b b
lingaire de la dynamique. La figure 48 montre le mécanisme qui nous conduit
de la thermalisation rapide du réseau & la quasi-thermalisation lente du

petit polaron.

Le procédé de projection employé ne permet pas de décrire la zone
de transition du petit polaron, notamment 2 la coincidence (x = 0) of la
phase de la fonction d'onde est statiomnaire au lieu d'&tre aldatoire

(voir § V.3.1.)}. Un moddle stochastique complétement auto-cohérent reste
£
& construire ; il pourrait 1'8tre en utilisant la variable Ep =5 sz + 0§

7 z?

qui représente 1'érergie 'de point zéro' du petit polaron.

Si 1'on admet que la relaxation 4 partir du sommet de la barridre

lors du saut du petit polaron s'effectue trés rapidement, sa relaxation est
2 -1

domin€e par 1'échelle de temps Ty = C%TJ » @ priori beaucoup plus courte

que le temps d'évasion T, = W_1, tant que 1'effet dynamique de r&duction de
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la barrigre par les fluctuations thermiques reste faible. De plus, le réseau
perdant la mémoire du saut précddent, la diffusion du petit polaron i travers
le cristal peut &tre considérée comme um processus de Markov caractérisé

par une probabilité W,

Peut-on prévoir 1'effet de fluctuations thermiques relativement im-
portantes, ou 4'um rapport é%-pas trop petit, le rapport E%;T-étant maintenu
petit ? On s'attend 3 ce que les effets non-lin€aires provoquent wme vérita-
ble instabilité du petit polaron, due 4 la prépondérance du bruit multipli-
catif dans 1'équation de Langevin. Dans un tel régime, les fluctuations
seraient amplifies et la séparation entre thermalisation et activation ther-
mique problématique. Nous ne pouvons aller plus loin dans la solution des

équations (S5-44), (5-45).

Pour terminer ce chapitre consacré & la dynamique du petit polaron
dans un réseau, montrons quelques simulations numériques effectuges sur la
base des Bquations (4-28), en ajoutant 4 (4-28a) un terme de friction et un

terme de fluctuations (Fig. 49) :
k+yx o+t (xS0 = £(t) (5-81)

v et f£(t) satisfaisant d une relation de fluctuation dissipation. Ne pouvant
appliquer qﬁ‘un bruit discret (& des instants séparés par le pas d'intégration),
nous avons simplement contrdlé la constance et mesuré 1'amplitude des fluctua-
tions de x, pour ¢ = 0 (S, = cst) puis laissé le systéme évoluer. On distin-

gue clairement, 3 basse température et 3 petit o, les phases de thermalisa-
tion séparées par le transfert rapide du petit polaron. Les choses ne sont
cependant pas toujours si simples ; la dynamique prds du point fixe instable
présente paffois des oscillations qui prolongent la durée de vie du petit
polaron excité et contredisent 1'hypoth&se de Holstein affirmant que toute

la charge passe 'en une fois' accompagnée de la polarisation. De telles fluc-
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tuations anormales proviennent probablement du caractére multidimensionnel
(& deux variables) du systéme et de la structure de point selle du point fixe

PFD (SZ = - 1) (voir chapitre IV, Fig. 36) par lequel passe le systéme lors du

saut du petit polaron,

Sy
1 .
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Figure 49

Simubations numriques du systime cuvert avec c/eb = (.12
-hb)/Eb = 0.5; hT/ZEb = 0-33-

.
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES %,

1. COUPLAGE FORT ET BRISURE DE SYMETRIE

Nous pemsons avoir prouvé dans ce mémoire que 1'effet polaron reléve
de la physique non-linéaire. Comme la plupart des phénoménes non-lingaires, il
résulte de la compétition entre deux mécanismes antagonistes : la délocalisa-
tion de 1'8lectron 3 travers le cristal, mesurée par o, intégrale de transfert
et 1la localisation sur wn site, due 3 la relaxation du réseau, mesure par
1'énergie de liaison €. La vazleur critique % = 1 délimite deux régimes, et
le passage de 1'un a 1'autre présente une forte analogie avec les transitions

de phases.

O Pour 0 > g, la symétrie de translation du cristal est préservée.
D'un point de vue dynamique, 1'électron n'a pas le temps de déformer le cris-
tal., On s'attend cependant # des fluctuations anormalement importantes des
positions des atomes —correspoﬁdant au cas 2 dans le processus représenté

sur la figure 53 (Appendice A-T).

O Pour o < g, la localisation 1'emporte : on assiste 4 wme brisure
de symétrie par 1'apparition d'une déformation locale 'statique', c'est-a-
dire de dﬁrée de vie extrémement longue compare au temps de relaxation T_
des fluctuations ordinaires (thermiques). Cette brisure de symiétrie est &vi-
dente sur le schéma de la figure 7 {systéme & deux sites isol&). Elle est
en fait géndrique d'um grand nombre de systémes non-linéaires dits 'coopéra-
tifs‘ dans lesquels 1'action coordonnée de différents sous-systémes (ici,
1'8lectron et le mode local de vibration) conduit en fonction d'im parametre
de contrdle {ici, O/Eb) 3 différentes structures (auto-organisation ——xbrisu-

re de symétrie)(139). Le mod&le de potentiel bifurquant du type monostable au

type bistable se rencontre trés fréquemment dans ces systémes, mettant ainsi
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en évidence leur wnité.

Pour le petit polaron, c'est le couplage trés fort qui assure la tran-
sition vers 1'état localisé. Les mécanismes de relaxation, résultant de la
compEtition entre les fluctuations thermiques dues au réseau et 1'amortisse-
ment qui raméne le systdme vers 1'un des &tats localisés, ont &té décrits de
facon détaille dans le modéle de mouvement brownien d'un spin couplé 3 wn
champ magnétique fluctuant (voir la discussion du chapitre V, § V,3.).

Le paramétre de non-lindarité ¢ = é% s'identifie ici au paramétre
contrSlant la bifurcation 3 1a transition. Remarquons que la brisure de
symétrie n'est exacte que dans la limite o = 0 oll la solution du probléme
est ais€e : la nmon-linéarité disparait, et 1'on peut faire le lien entre la
solution quantique et la dynamique semi-classique {chapitre IV). A la limite
€ >, la non-linéarité du problme disparait aussi; mais la prépondérance
de 1'itinérance sur la localisation nous dissuade d'utiliser le modéle 3

deux sites pour £ > 1,

Cependant, la brisure de symétrie n'est effective que sur des
€chelles de temps trds longues, mais finies lorsque o # 0. AT =0, 1'effet
tunel 2 travers la barridre séparant les deux &tats polaron (dont la struc-
ture manifeste la non-linéarité, voir le chapitre IV) connecte ceux-ci sur
des temps contrf1és par le facteur exp(%%). A haute température (kT 2 hw),
la symétrie est restaurée par 1'évasion du petit polaron aux temps longs,
par activation thermique non-lingaire résultant des fluctuations du réseaun.
Le temps T, (durée de vie du petit polaron) a &té calculd au chapitre V, il

£
est contrdlé par le facteur exp{iﬁ%a.

La discussion concernant la formation ou non de petits polarons est
d notre avis indépendante du caractdre adiabatique ou non-adiabatique de la

fonction d'onde &lectronique. Un simple bilan d'énergie entre o (delocalisation)
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et =N (localisation) nous indique 1'existence ou non d'une brisure de symétrie.
Le degré de localisation de la charge ne dépend a priori que du paramétre c/eb,
ainsi qu'on le voit en comparant les solutions non-adiabatique et adiabatique
du modéle 3 deux sites (chapitre II). Les différences résident dans les fonc-
tions de corrélation mettant en jeu les transitions &lectroniques et, plus
généralement, toutes les propriétés dynamiques de 1'objet 'petit polaron'

(chapitres IV et V).

I1 serait, par conséquent, tout i fait pertinent de suivre 1'€volution
du systéme, a G/Eb fixé (et petit devant 1), en variant w, de maniére & passer
continfment d'une limite & l'autre. L'essentiel des chapitres IV et V est con-
sacré au régime proche du cas non-adiabatique oli la charge &lectronique est
la variable lente pilotant le systéme. Nous avons assez peu développé l'autre
limite. L'appendice A-3 jette les bases d'une telle &tude que nous pouvons
reprendre suivant le méme schéma : examen du systéme conservatif, modélisé
par un potentiel bistable (pour le mode x)} piloté par la variable lente
S'. =-§.3§)[é%|, avec couplagé non-linéaire. Puis, 1'étude du mouvement brownien
du petit polarcn adiabatique peut &tre reprise dans des termes analogues
S’X mesurant le degré d'adiabaticité va diffuser trés lentement, sous l'effet

des fluctuations thermiques du réseau (que 1'€lectron ne suit pas tout a fait).

Cette étude peut nous permettre de jeter, dans un schéma dynamique
unn pont ('crossover') entre les deux limites, ce qui n'a pas &té fait correc-

tement jusqu'd présent.

2, COMPARAISON DU SYSTEME DYNAMIQUE (ISOLE) ET DU SYSTEME OUVERT,

DANS LE CADRE DES EFFETS NON—LINEAIRES

Nous avons domné au chapitre IV une description semi-classique du
modéle 3 deux sites 'isold' c'est-id-dire de 1'électron coupld & la déforma-

tion d'un systéme de deux molécules. Au chapitre V, la déformation locale
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-

a €té développée sur les modes normaux de 1'ensemble du cristal, permettant
ainsi d'€tudier la thermodynamique du systéme. L'électron est, dans ce modéle,
toujours localisé sur 1'un des deux sites, et l'effet du réseau revient d'une

certaine manigre 2 appliquer des fluctuations et ime friction au systéme isolé.

Le modele isolé a &té formalisé sur la base d'équations dynamiques qui
permettent d'aborder a priori 1'aspect non-lindaire du probléme. Le systéme
dynamique ainsi obtenu laisse place dans le cas ‘ouvert' 3 wn systéme d'équa-
ticns de type langevin, mais oll le caractdre particulier des &quations du mou-

vement d'un spin confére des propriétés non-linéaires (bruit multiplicatif).

Bien qu'on ne puisse modéliser exactement 1'effet du bain thermique
par une &quation phénoménologique du type (5-81), il est cependant extrémement
instructif d'examiner les propriétés du systéme 'ouvert' en tant que therma-
lisation du systéme isolé. Cette approche conduit 3 décrire le petit polaron
comme une particule brownienne classique de dynamique interne non-lindaire et

couplée & 1'enviromnmement par des forces également non-linéaires.

A0 =0, la non-linéarité disparait en passant aux états polaron. La
non-linéarité est donc d’ordre é%u Elle couple de maniére coopérative dans
le systéme dynamique les mouvements d'oscillation du mode (fréquence w) et
de la charge (fréquence ZEb) donnant paissance i un mouvement superlent. lLa
variable superlente -1'énergie de polarcn Ep’ ou 1'un des invariants adiaba-
tiques calculés en perturbations, ou encore 1'angle BO = (Ox,é%i) avec
é%j_= (Eb Sx, 0, - o)- définit en quelque sorte un paramétre d'ordre qui

pilote adiabatiquement les variables rapides.

-

L'extraction de cette variable superlente revient i s€parer 1'énergie

du systéme en celle du petit polaron, charge plus mode x = S_, et énergie des

x?

vibrations résiduelles (x - SX} (SX ¢tant variable lente). En régime faible-

ment non-linaire, il y a &change quasi-périodique d'énergie entre ces deux
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Interaction avec le bain
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composantes (visible sur les figures 39 a-b) ; €n régime fortement non-lindaire,

11 y a diffusion et quirépartition de 1'&nergie.

Ce dernier cas est 4 rapprocher de 1'&volution en présence du bain
thermique : les oscillations résiduelles du mode se thermalisent sur um temps
T.s acquérant 1'énergie kT. Cette énergie est transmise lentement au petit
polaron & travers les couplages non-linéaires, et le petit polaron finit par
se thermaliser lui aussi en 'pompant' ainsi de 1'énergie thermique au réseau.
L'&tat thermalisé ainsi obtenu résulte d'wn compromis entre les fluctuations

(faibles car réduites par o) et la friction (également faible, mesurée par

g2

I n

T). Le petit polaron, charge plus polarisation x ~v Sy est ainsi wne
véritable particule brownienne dont les &chelles de temps sont contrdlées

par o2,

La comparaison des deux systimes est schématisée sur la figure 50.

3. DIFFUSION DU PETIT POLARCN A BASSE TEMPERATURE

Nous avons signalé dans le § I1.3.1.d l1a particularité du petit
polaron, en tant que quasi-particule. Du fait du couplage fort, e, » kT et
g, » hw, la cchérence de phase du petit polaron d'um site & 1'autre est
perdue (en augmentant T) bien avant que celui-ci ait wn comporterent quasi-

classique, c'est-d-dire qu'il transite uniquement par activation thermique.

En fait, notre modéle montre que d&s que le mode peut &tre traité
classiquement (i.e. kT > tw), la thermalisation du petit polaron, bien que
lente, est rapide devant le temps de saut. A des températures telles que les
effets quantiques sont sensibles seulement prés du sommet de la barrigre,
1'€tat thermalisé que nous avons décrit comserve un sens tant que 1l'effet
tunnel n'est pas préponddrant. Le mouvement du petit polaron, dans ce régime

intermédiaire de température, peut &tre décrit comme um mouvement de diffusion,
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avec des périodes de thermalisation (qui détruisent la cohérence de phase) et
des transitions mettant en jeu une activation thermique partielle suivie

d'effet tunnel -ainsi que les décrit Holstein dans son article de 1978(603.

La portée de notre &tude de la thermalisation du petit polaron dépas-
se donc certainement le cadre purement classique et jette de la lumi&re sur
la nature de cet objet complexe, qui posséde un mouvement diffusif jusqu'a
basse température., I1 faudrait pour préciser ceci mieux évaluer 1'effet des

corrélations quantiques qui représentent la tendance 3 1'effet tumel.

4. EFFETS ELECTRONIQUES COLLECTIFS ET NON-LINEARITE

Nous avons déja mentionné au paragraphe IV.3.3 que notre modéle
-dans lequel le transfert de charge s'effectue de maniére progressive- s'ap-
plique &galement 2 la dynamique d'un bipolaron, au moyen d'un changement

d’échelle des paramétres X -+ 2X, soit &, * 4Eb. On s'attend de plus & ce que

les fluctuations quantiques jouent un r&le moins important dans ce dernier cas.

Qu'en est-il dans des systémes a4 grand nombre d'électrons, tels les
composés 4 onde de charge ? Nous avons montré sur 1'exemple de 1'onde de char-
ge dite 'transverse' (section III.2) que le mod&le statique, c'est-a-dire
de champ moyen, utilisé habituellement, consiste en un traitement adiabatique
du probléme, L'itinérance &lectronique entraine une forte corrélaticn entre
£lectrons, ceux-ci se couplant & la méme déformation périodique du réseau, ce
qui stabilise 1'onde de charge. En-dehors du régime &diabatique, la densité

.de charge &lectronique répond avec retard, ce qui doit donner lieu i des
effets non-linaires similaires & ceux que nous avons examinés pour um seul
€lectron, Une analogie apparait d'ailleurs dans le cas d'um &lectron par site
entre notre variable de densité de charge Sy (mod&le 3 deux sites) et le para-

meétre d'ordre <Ny - 0> qui mesure 1'onde de charge. Le probléme ré€side dans

la définition de Sy et S, ce qui exige des approximations. L'avantage de cette
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description est que 1'onde de charge, au lieu de 1'€lectron, peut & plus juste
titre &tre considérée comme wn systime semi-classique, si tant est qu'on puis-
se la manipuler comme un objet rigide. La question d'utiliser ce type de mo-
deéle non-linéaire pour étudier la transition de phase (transition de Peierls)

d'un point de vue dynamique reste ouverte.

D'autres syst@mes présentent localement une analogie avec le moddle 3
deux sites, tels des composés i effet Jahn-Teller et dégénérescence locale(159).
La déformation serait stabilisée par une localisation de tous les glectrons sur

un seul des niveaux dégénérés de chaque site.

Signalons encore comme application possible, 1'&tude du transport par
ondes de densité de charge, plus particuliérement la friction et le bruit ra-

sultant du retard dans la réponse du réseau.

5. LIEN AVEC D'AUTRES SYSTEMES NON-LINEAIRES

Ainsi que nous 1'avons mentionné, un tel moddle non-lindaire trouve
de nombreux &chos dans d'autres domaines, et pas seulement auprds de problé-
mes relevant de 1'effet polaron. Le moddle 3 deux sites reldve en effet de
la classe des syst@mes dits 'spin-boson', utilisés notamment pour décrire

(160,161,162) at 'qui ne semblent pas dvoir jUS‘

1'effet tunnel macroscopique
qu'ici €t& examinés sous 1'aspect non-linéaire. Citons d'autre part le pro-
bldme de dynamique hamiltonienne 'onde-particule' (§ TV.1.4.a), les moddles
de spin soumis & des champs fluctuants, la résonance magnétique, et 1'effet

laser ou la super-radiance en physique atomique. Examinons plus en détail 1la

relation avec 1'effet laser (voir Haken(ng), chapitre 8).

Dans wn laser, un grand nombre de dipbles atomiques de séparation v
est couplé aux modes du champ électromagnétique d'une cavitd résommante.

Les niveaux supérieurs sont d'autre part pompés par une transition atomique
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appropriée. Dans 1'approximation résommante et dans wm mod&le semi-classique,

on est conduit aux Equations couplant les amplitudes b, du mode s€lectionné,

oy des moments dipolaires, et 1'inversion de population o

b

-Kb-1 +

i E 8, % F(t)
o =-vao, +1ig *po +T (1)
U U U TRT!

- : +
o, = Yﬁ’(do - Gu) + 21 (g]i &, b - c.c) o+ Fg’p(t]

L'analogie de ce syst@me (avec beaucoup de dipdles et wun mode) et du modele

spin-mode du petit polaron est visible grice & la correspondance (& des

facteurs prés) :

X+ i

g

—> b ; Sx + i SY —_— uu : Sz — Gﬁ
(d'oll notre notation quant d la définition de SZ).

les différences résident dans 1'approximation résomnante (dans le
petit polaron, ¢ < hw, donc on est loin de la résonance), dans la présence
d'amortissement et de fluctuations agissant directement sur le dip&le (chez
nous, ceux-ci n'agissent qu'a travers le couplage non-linéaire dipdle-mode)

et dans la présence d'un terme de pompage Ty d -

Cependant, le fonctionnement du laser résulte €galement en un mode
cohérent, <b> # 0, avec brisure de symétrie, dft 3 un effet coopératif des
dipbles et du mode de la cavité. En général, les dipdles relaxent vite

et sont éliminés pour ne laisser qu'une &quation pour b :
. 3 v
b = ab-8Db" + F(t)

ce qui rapproche plus ce systéme du petit polaron adiabatique. De plus, ici
le grand nombre de dipdles assure le caractére essentiellement classique du

systéme.
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D'autres problémes (mod&le de Dicke des super-radiants) se rappro-
chent du nétre, mais 1'analogie n'est jamais totale. Elle nécessiterait wn
trés petit nombre d'atomes, trés fortement couplds 3 un continuum de modes

non-résonnants,

6. TESTS EXPERIMENTAUX DES NON-LINEARITES

En-dehors de 1'intér&t purement conceptuel de motre &tude et de
1'éclairage nouveau que nous avoms pu jeter sur le moddle 3 deux sites {ou
mod&le spin-boson), il est naturel de tenter de revenir i des systémes réels
et de se poser la question suivante : peut-on observer expérimentalement des

manifestations de la non-linéarité d'un tel svstime ?
Y

Ainsi que nous 1'avons montré, les non-lindaritéds jouent un r6le en-
tre les deux limites non-adiabatique et adiabatique, régime intermédiaire qui

semble souvent &tre le cas expérimentalement[zo’163), la premigre limite néces-

sitant (par exemple pour des &lectrons) des bandes extrémement Etroites, ¢ < hw.

Le probléme &tant de distinguer entre les effets non-linéaires et les effets

adiabatiques, des mesures dynamiques sont préférables aux mesures ‘statiques’.

Plus précisément, si 1'on cherche i caractériser 1'état polaron quasi-
thermalisé (au sens du chap. V) sur un site -par exemple dans la relaxation
sur un défaut dégénéré (Fig. 4), il est possible de recourir & 1'excitation
optique : les spectres d'absorption refl&tent la distribution thermique du

mode x(16:20)

. En particulier, toute délocalisation partielle de 1'électron,
associge a4 ume diminution de la déformation se traduira par un léger dépla-

cement du spectre d'absorption vers les basses fréquences (Fig. 51). De plus,
un effet d'anharmonicité intreduira une asymétrie du spectre. De tels effets

sont détectables mais, répétons-le, permettent difficilement de distinguer la

limite adiabatique du régime intermédiaire.
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Fig. 3. Absorption in specimen No. 10 as a
function of temperature. T, °Ki 1) 500, 2)
300, 3) 78, 4) 53, 5) 10,

Figure 51

Exemple de spectre d'absorption dans T,(,Oz mettant en dvidence La
fommation de petits pelarons. ln Légen déplacement vers Les basses
fréquences est visible en augmentant La tempdrature {(ting de {20)).
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les deux régimes différent pYofondément, en revanche, dans les cons-
tantes de temps qui régissent la dynamique du syst2me, controlée par 1'électron
dans le cas non-adiabatique, par le réseau dans le cas adiabatique. Par exem-
ple, les taux de transit du polaron sont trds différents dans les deux cas.
Mais la quantité la plus intéressante d mesurer semble &tre le temps de rela-
xation du petit polaron, accessible par exemple dans des expériences de cap-
ture par des défauts. Ce temps, nous 1'avons calculé, est de 1'ordre de
h /e kT/0? ; il doit &tre beaucoup plus long que dans la limite adiabatigue
oi c'est le temps de relaxation du réseau {TC) qui contréle la relaxation !

63)

Des mesures récr:::ntes(1 semblent d'ailleurs s'accorder avec des temps de
piégeage extr@mement longs, signe que c'est bien 1a charge qui pilote la re-

laxation.

Une autre possibilit& consiste 3 s'intéresser non pas aux effets
irréversibles (relaxation, diffusion) naissant du couplage non-linéaire avec
le bain thermique, mais plutdt aux manifestations intrinséques de la non-
linBarité, présents dans le systdme conservatif et qui pourraient subsister,
en tant qu'oscillations de basses fréquences, mais sous-amortis, dans le
systéme ouvert. Une conséquence expérimentale en serait une absorption bas-

se fréquence dont la largeur mesurerait le coefficient de relaxation T,

Comme ultime conclusion, nous dirons que ce modéle non-lindaire a
permis, pensons-nous,de démdntrer gque la physique du solide rec&le sans
doute beaucoup de probl2mes non résolus, ofi des non-linéarités interviemnent
fondamentalement, et que seule une &tude dynamique permet d'aborder avec
réalisme. De par les constantes de temps trés longues dues & 1'auto-piégeage,
1'effet polaron, nous 1'avons vu, reléve plutdt des problimes de la physique
statistique hors d'équilibre, tel celui de 1almétastabilité due au désordre.
Nous espérons que ce modsle puisse ainsi servir de banc d'essai, dans le sens

ol il a permis de développer des idées intuitives sur la non-linéarité et les
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effets coopératifs. Peut-&tre est-il possible de transférer une partie de
cette phénoménologie 3 des problémes plus complexes tels que le transport
par ondes de densité de charge, ou encore aux verres dans lesquels la dyna-

mique et la cinétique jouent un rdle prépondérant.
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APPENDICE A-1

CALCUL DE LA RELAXATION D'UNE MOLECULE SOUS L'EFFET

D'UN ELECTRON EXCEDENTAIRE
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Considérons le cristal moléculaire d 3 dimensions décrit par 1'Hamil-

tonien :
.1 -ig . 5 W2
B = § ho(aa, + %) - LI, Ae n (a, +a.), A =A( )
q 49 449 mq q mq -9 q ZMwaN
(A-1.1)

=
ot n_ est le nombre d'occupation du site m. Supposens que 1'on place un &lec-
m

tron 4 1'instant t = 0 sur la molé&cule m = 0 :

i}

1§

t<O,n,=0; t>0 n, =4, (A-1.2)
m m m,0

Raisommons & T = 0. A 1'instant t = 0, le systéme est dans 1'é€tat vide de pho-

nens :
l$(0)> = 0 [0>, | {A-1.3)
q q
L'évolution de la valeur moyemne de a, est décrite par :
q
9 (t) la,| ¢(t)> = <¢(0) [a,(t)] $(0)> (A-1.4)
q q
ol
iHt/h -iHt/h i
a (t) =e a, e , a (t) = £ H, a,l {A-1.5)
q q q q

On vérifie aisément en calculant le commutateur [H, a,] que :

q
-im t A =+ -im t
a(t)=a,e 4 -—9 (¢ 4 -1 (A-1.6)
q q ha
q
de méme :
i, t A it
afy=ale 4 -2 e 4 -9 (A-1.7)
q q ha,

q
Compte-tenu de ce que <¢(0)|a,|¢(0)> = <¢(D)}a:[¢(0)> = (0, on obtient la va-

q
leur moyenne de la déformation locale sur la molé&cule n :

> =+
A 1g R
= n + a5
X, =5t e (a_+a ) (A-1.8)
n q q -q
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soit :
_“] k -+ >
<X>(t) =N ¢ 5 (1 - cos w t) cosq.R, (A-1.9)
n g M @, g
9
A la limite N infini (A-1.9) devient :
.
<X,> = v z de'&: A > (1 - cos @, t) cos q.Rn (A-1.10)
n (2rN) M mq ' q
Pour t tendant vers 1'infini, <X >(t) tend vers :
n
KT -
Ko() = —Lr a7 Lo cos 4R (A-1.11)
ps! (2mN) M

Pour 1 = 6, on retrouve la polarisation de la molécule portant 1'électron. Ce-
pendant, du fait du couplage entre moldcules, la déformation induite par 1'&lec-
tron est €talée. A une dimension par exemple, et avec la loi de dispersion des

phonons optiques :

@ =m2+a)2cosqa (A-1.12)

q o) 1

et posant u = Wy Z/moz (quantité inférieure & un) :

n
A=) = L e AR TR (A-1.13)
Mo © Tz u ‘

. -~ N . - il
Pour u petit [m1 & cuo) et 2 une dimension, <Xn> (*) varie en u .

Le régime transitoire est donnd par (A-1.10). Du fait de 1a dispersion,
<X,> tend vers <X > (=} sur un temps de 1'ordre de T. = mlj oll 4y est la largeur
du spectre [cuq) ¢ si Wy ~§< Wy

2
A

o = = (A-1.14)
0

La figure 52 montre comment relaxe la polarisation de la molécule n = 0, por-
tant 1'€lectron. La fonction de relaxation est tout i fait similaire & la fonc-

tion K,(t) (8quation {5-14)) qui décrit la relation de Xy-X, pour deux sites
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Figure 52

Relaxation de La polanisation d'une mofécule cccuple & L'.instant
£ = 0 par un lectron. La courbe en pointilles Epals désigne Le
cas tridimensionnel, La courbe continue Le cas unidimensionnel.
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voisins du méme réseau., A une dimension et si @y, €@, la relation de dis-

persion o = Wy ¥ 5 €O0S g a permet de calculer, i 1'ordre le plus bas en Wy

t
<Xn>(ou) - <Xn>(t) =2 > cos(cuot)JO (vmg—-) (A-1.15)
) M @,

ol J, est la fonction de Bessel de premidre espéce, d'ordre zéro. la relaxa-
tion se compose donc d'oscillations rapides 3 la fréquences ®,, avec une en-
veloppe oscillant comme la fonction de Bessel JO. Aux grands temps,

JO (wbt/Z) = (4/1ra)bt)1/2 cos (mbt/?. - m/4) et la relaxation s'effectue donc
en (t/rclq/z plutdt qu'en exp(- t/‘rC). A trois dimensions, la relaxation est

par contre beaucoup plus rapide et se rapproche d'ume exponentielle,



APPENDICE A-2

POLARISATION DYNAMIQUE DUE A L'ITINERANCE
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Le temps moyen T, que passe un électron sur un site donné dépend,
on le sait d'une manifre auto-cohérente du rapport Eb/U qui mesure la force
du couplage (phénoméne d'auto-pifgeage}. On peut cependant discuter deux si-
tuations radicalement oppos€es, suivant que T, est plus grand ou plus petit

que le temps de relaxation t_ du réseau.

81 Te >1., la polarisation a le temps de relaxer aprés chaque saut
et 1'électron 1'emméne avec 1lui dans son mouvement, devenant ainsi un petit

polaron, de durée de vie T, sur chaque site.

Au contraire, en couplage faible (o §>eb), il n'y a pas d'auto-piégea-
ge et T, = h/o. 81 T, < m;1, on voit (Fig. 53) que 1l'effet de 1'€lectron est
trés loin d'une polarisation statique, mais s'exprime plutdt en une impulsion
donnée 3 la molécule hdte en direction du rétrécissement de celle-ci, avant que
1'8lectron ne la quitte pour sauter sur une autre. I1 faut donc, lorsque T, < 7.,
ajouter au transfert de polarisation statique un transfert d'impulsion qui est
un effet dynamique, et que le modéle de distorsion effective néglige totale-

ment. Cet effet est d'autant plus important que o/eb est plus grand.

Afin de mieux cerner la différence entre les deux limites, comparons
les transformations canoniques effectues d'une part dans le probléme du pe-
tit polaroﬁ et d'autre part dans le traitement B.C.S. de la supraconductivité.
Ces transformations 'habillent' 1'€lectron de la polarisation qu'il Imprime

au réseau,

Considérons 1'Hamiltonien :

H=Ztw aa - T A c
q “q°q

+ +
: s q Ska,s Ck,S (aq+a_q) + Loy e Cks (A-2.1)

k,s
(voir aussi les autres formes des différents termes, (2.4) 2 (2.14), ou bien

(2.64)). La transformation d'oscillateur déplacé utilisée pour le petit pola-

ron s'écrit U= elL avec (transformant 1égérement (2-66)) :
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Figure 53

Relaxation d'une molicule occupie par un Electron & L = o, quitiie
at=Tg e =1,2,3).

1) TQI > 1 ¢ La polarisation a ew Le femps de &'Etablin

2) Tol < 1o ¢ L'effet de £'lectron sur fa molEcule risulite
en une Ampulsion initicfe, qui nelaxe sur Tp : pas de polarnisation
statigue @ <X> oscille autourn de zéro

3) Tod < 1, ¢ fa polanisation peut étre considérie comme réduite
d'un facteur § : modile de distonsion effective.
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¢

- 1

L= igs n;. Py X4 (A-2.2)
N 's . P -t ‘s
ot Py est 1"impulsion de la molécule 1 et Nig = €55 Cis la densité de charge

au site i (spin s} ; X;q mesure la polarisation que celle-ci induit au site 1 :
} -ig(R.-R.)
- N1 5 A s e 171
Mo
q
Examinons maintenant la transformation unitaire utilisZe pour la

X

i1 (A-2.3)

supraconductivité {voir par exemple Kittel 046)) . Elle est adaptée au couplage

faible et découple exactement {(au second ordre en A) les &lectrons des phonons.

= ]
Elle s'écrit U' = e1L avec :

A

iL' = q + + R
v kz::[s O g Ty k*a,8 ks ®-q h.c (A-2.4)

Afin de comparer les deux transformations, &crivons L' dans 1'espace réel :

+

t =
L L C3q G55 (X451

ijls

P (A-2.5)

1 ¥ Pij1 &)

£

X, est la coordomnnée de 1'oscillateur 1, x.., est la polarisation statique

1 ij1 P

imprimée i celui-ci par le transfert électronique j ~ i. Xl et Pl Etant conju-
gués, le second terme s'interprdte de manidre duale : Pii1 est 1'impulsion don-

née 3 1 par le méme transfert. x.. 1 etp ij1 sont donnés par :

i
- T * _ X )
X351 7 X151 * X511 0 Pij1 T Pij1 T Pyl (A-2.6)
- M -hm .krR-"R- s R.-R N
. xl..=-NZ% g 2 q ! 3 elCL( 175%) (a2.7)
1t kq ZquZ Oy Oyq My AZ.7
H iX(R.-R.) 1iq(R.-R
pl..=NZ2yg B2 “q KR Ry) La(Ri-Ry) a2
ijl kq i ZMcoq Uk_0k+q—h“’q

et oll le signe % indique le complexe conjugué.

Si g = 0, on vérifie que Pij1 ~ 0 et que X1~ 6ij X51s ot X;q est

donné par (A-2.3). Les deux transformations s'identifient donc dans cette 1i-

mite. On observe par ailleurs que X, i1 est pair et Pij1 impair dans la trans-
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formation o +~ - g, (ce qui veut dire que le signe du transfert d'impulsioﬁ dé-
pend du sens du transfert &lectronique). En conséquence, dans un développement
en puissance de o/hmq, les termes pairs seront purement distortifs (du type XP)
et les termes impairs purement impulsifs (du type pX). Par exemple, 3 1'ordre

1 en U/hmq, on obtient :

1 + (n
L'=L+ye I ¢l p (A-2.9)
h ijls is JS 1j1 Xi —
avec :
(1 _ -1 L _ ) _
pijl = N (63;f1 J,1+1) o —— STl [cos q(R1 Ri) cos q(R.1 Rj)]

q q
(A-2,10)

Seuls les transferts entre sites voisins sont efficaces. lLes opérateurs

. + - - - —-
apparaissant dans L' sont n. et c, En conséquence, 1'état 'habilléd',

_ is %it1,s
50it elL C;SIU> est étalé sur les sites voisins 3 1'ordre c/hmD, Ce résultat a
€té obtenu dans le traitement variatiommel par Gosar, mais sur la base d'un
schéma statique, qui revient i réduire la distorsion X351 U premier ordre
en 0. Le résultat (A-2.70) montre au contraire qu'elle n'est modifide qu'au

second ordre et que 1'effet au premier ordre est un transfert d'impulsion, qui

se matérialise par les oscillations représentdes sur la figure 53,

On peut pousser plus loin la discussion et dériver un Hamiltonien
effectif & partir de la transformation (A-2.9). On obtient alors, en plus de
1'interaction attractive en (-ni+ni¢) entre deux petits polarons, une corrd-
lation dynamique qui lie entre eux les sauts de deux &lectrons, par l'infer-
médiaire d'um transfert d'impulsion qui 'aide'! le second &lectron a sauter.
On distingue ici prés de la limite g = 0 les effets d'une adiabaticité par-
tielle, effets réminiscents du mécanisme de la supraconductivité ofi 1'inter-
action entre €lectrons d'une paire de Cooper s'effectue essentiellement par

transferts d'impulsion (voir Wéisskopf(73 )).



APPENDICE A-3

LIMITE ADIABATIQUE DU MODELE A DEUX SITES
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Dans la limite -adiabatique, c'est le mode X qui est la variable lente.
Le spin g est donc soumis 3 un champ magnétique effectif (voir 1'équ. (4-3))
lentement variable. A la limite, le spin pr&cesse autour de QE_ en suivant ce-
lui-ci dans son mouvement. Afin d'examiner ce cas particulier, il est utile d'ef-
fectuer une rotation autour de 1'axe Oy de manidre 3 se placer dans le repére
tournant avec :ﬁi (exactemeﬁt comme en résonance magnétique), le nouvel axe
Ox' étant confondu avec 33_ (Fig. 54). L'angle de la rotation est défini par :

cos 8= —2M2 . gines 9 (A-3.1)

V(X7 2) 2452 /X7 2) 2452 T

et les nouvelles composantes du spin par :

S'X = ¢cos B SX + sin 6 SZ
S'. = § (A-3.2)

= H
S . sin 6 Sx + cos © SZ

On vérifie alors que les &quations du mouvement de S‘x, s'., S'Z sont données

y
par :

S = poat

§ =-8s"

5 = 2 JOx/2)% + g% g (A-3.73)

y A-3.3
: . S 2. 2
4 -
§r =68 -2/ vt s

Dans le nouveau repére, le spin voit un champ de composante Sur ox'
égale a | jz | et de composante sur Oy &gale 2 6. Cette dernire composante
est le champ d'entrainement. Elle est nulle si w = 0 {adiabaticité totale) et
contribue sinon 4 lever le vecteur spin en direction de 1l'axe Oz', comme en
résonance magnétique, donc i diminuer la composante adiabatique S' = g.i}/[é;[.

o
On peut redériver le critdre d'adiabaticité (2-56) en requérant {8} « |3]. (n

calcule :
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Pe Y —g | (he3:8)
(AX/2)* + ¢
§ est donc maximal lorsque X = 0 (c'est 3 la coincidence oli les deux molécules
ont la méme &longation que les effets adiabatiques sont les plus sensibles,
voir I1.2.7 et I1.3.2). Si 1'on prend pour X la valeur /hu/7n correspondant

aux oscillations de point zéro, on trouve le critdre :

e, hao
%> bz (A-3.5)

qui s’identifie (4 un facteur v2 prés) 3 (2-56).

Lorsque 6 est petit, la variable S'X est une variable lente. L'Hamil-

tonien du systéme, dommé par (4-1) s'écrit alors :

i
D A R4S
H - E + "2- 1.1 Y] X = (T) + O S'x (A'S-ﬁ)

On peut donc considérer le mouvement du mode X comme s'effectuant

dans un potentiel V(X, 8') ¢

5
VX, S') = %u wix? - 25" 4 o2 ST, | (A-3.7)

semblable aux potentiels adiabétiques V,(X) donnés par (2-50) et lentement
modulé par 1a variable S‘X. Ce mouvement est représentd sur la figure 55.

Le potentiel bifurque quand S'. = 0.

On retrouve donc dans cette limite ol c'est le mode qui asservit 1'é-
lectron 1'image d'un potentiel bistable lentement modulé par wme variable lente.
Toute 1'étude dynamique pourrait étre reprise en partant de cette limite adia-

batique (€galement en variables action-angle).
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k 4 -
v Z
F,{'_th.e 54

Changement de xepdre associé aw champ LHAIRHIRHQ'}{Ji] (AX(2£)/2,0,-0).
12 apparait un champ d'entrainement ?fb

VL LX)
S

Figuse 55

Feart au cas adiabatique : modife de potentiel 'quasi-adiabatique’ .

US, (X} -7um2x2 s’ /(ﬁ]'z““'"‘ i S = s.‘z{?;i) ot fa

compoaante adiabatique et varie Lentement avec fe Lemps {comparen
avee La Fig. 37}. Le pofentiel se dEforme avec S'x

X







APPENDICE A-4

g
CORRECTICONS APPORTEES A L'ORDRE & ENL(E—)
b

A L'EQUATION DE DIFFUSION
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Ces corrections sont de trois types : développement de sin® dans
(5-44), corrections non markoffiennes au traitement du terme retardé et
corrections apportdes au schéma de phase aléatoire. Nous donmerons simple-

ment les résultats, notant £1-= e et %%I—= v, sachant qu'il faut pour dévelop-

b b
per 1'équation de Fokker-Planck & 1'ordre 4 garder 1'ordre 4 dans les forces

systématiques et 1'ordre 2 dans les termes de bruits.

a) Développements de sineo

Ce développement, effectué de manidre cohérente, est basé sur (5-39),

{5-40) et (5-38a) qui permet de passer de 6 4 6' ; on obtient :

tod! .
s, =8 (t+e Ei%ﬂ?? sind’) (A-4.1)
€2 3
cosf, = i - S'xz + (DY (A-4.2)
sing = - z— + O™ (A-4.3)
X

d'oli 1e développement de sin9 i 1l'ordre 3 :

. - € tgh! sy 2tg29' cn 2 -
Smeom mﬁ-ea)%é—rsmﬂb + 2 e m:—smq)) (A-4.4)

b} Correction non markoffiemne

Elle consiste 3 développer sind'(t-t1) dans (5-44) :
sing’ (t-t) = sind'(t) - T 8'(t) cosd'(t) | (A-4.5)

et d'utiliser pour 8' 1e premier terme de (5-53) -le second contribuant en
fin de compte & wn bruit en e°, donc négligeable, L'effet résulte en un fac-

2
teur (1 + %ﬁ% miltipliant le terme de friction de (5-44).
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¢) Corrections 3 la phase aldatoire

Des termes de friction et d'entrafnement dans (5-45) on vérifie qu'ils
contribuent, soit 3 wn ordre trop €levé, soit pas du tout si 1'on observe que,
oa
puisque é Ki(t)dr = 0, wn bruit simplement proportionnel 3 x'(t) ne domne

[

pas de diffusion aux temps longs. On a alors 3 résoudre 1'gquation de Langevin :

¢ = - Qe'y - 2ey x' cosf b(¢") (A-4.6)
b = 1+ S50 i (A-4.7)
avec : $') = Tz Sin .

La solution d"wne telle &quation passe par 1'équation de Fokker-Planck (voir

le complément C-1) :

2
FE P18 = - 2 (- aen) + 2 beenb o) 1p + 7 59mr 261 P

(A-4.8)

Sa solution ne présente quum probléme, celui des conditions aux limites : 1la
solution statiomaire Ps(¢'|8') doit &tre périodique. On doit alors calculer
Ps €N prenant comme constante d'intégration le courant et calculer la valeur

de celui-ci afin que P soit effectivement périodique (voir Risken(142) p. 288).

A l'ordre un en e, on obtient (D = ZﬁebET]

PL(o) =1+ D€ (sing' - %o cosé’) (A-4.9)
s 2, 7+D7 tgo" D AaAl

d'ol les valeurs moyennes de S'y = sinf'cos¢’ et S’z = 3in6'sing' :

QO 5
St = - g AH O I cosg’
b4 2D QO +D

(A-4.10)
T - E g '
2 77 pozemE Cost

.
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d) Equation de Langevin et distribution de probabilité

Rassemblant toutes les corrections, 1'équation de Langevin s'&crit :

. 2T 2 to2g! kT 1
gt - _ 9 the'[1+%+52i-ﬂz—-gz-—n B
D D cos 9 gy, 2cos8
£ (1) , ,
- 0 2 tgh 2 tge )
€ oot * & moagmgT 89(8) + &7 v E,(1) (A-4.11)

oll les bruits EO, ET’ EZ sont définis et caractérisés par :

£y = Zepx'cosd’ Eo(t)io(t+r) =y D &(1) (A-4.12)

£y = 25 x'sin2¢’ 5 E(0)E,(t+D) = /"19 §(1) (A-4.13)
—— %

£, = gy sin2e' ; ETOE(t+) = _81 - 80 (A-4.14)

Le bruit Ez(t) provient du champ d’entrainement, c'est lui qui va donner la

correction dominante 3 la solution.

Utilisant la variable s' = sinf' et développant en puissances de s',

on obtient finalement la distribution d'équilibre {remplacant (5-583}) :

P ( r) _N(1 ‘_02_' 12 +i5‘q) expl- Eb [T +i} 512] (A-4 ]5)
st~ T6D7 S 3202 vy SRV IET e Al

La nécessité de développer i 1'ordre 4 en s' provient de ce que s'? =y et du
£
facteur 1%%-= 7%— dans 1'argument de 1'exponentielle que 1'on développe.

le résultat concernant s'? est le suivant :

ST o= y(1 + % + (O XY (A-4.16)







COMPLEMENT C-1

EQUATIONS DE LANGEVIN ET BRUIT MULTIPLICATIF
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Nous dommons ici quelques 8léments relatifs & ce que 1'on appelle
bruit multiplicatif, et qui donne lieu 3 la classe d'équations dites "&quations

différentielles stochastiques'.

1 . Origine d'im bruit multiplicatif
On appelle équation différentielle stochastique une &quation du type :

x = a(x)} + b{x) R(t) R(tY R(tT) =G §(t-t") (c-1.1)

ol R(t) est wn terme de bruit, qui multiplie donc ume fonction de x.

Ce type de bruit intervient le plus souvent quand on réduit par €limi-
nation le nombre de degrés de liberté d'un systfme donné soumis & un bruit

"ordinaire’ (additif). Par exemple, R(t) = y(t} peut &tre déterminé par :

y = -yy + Y2yQ E(t) (C-1.2)

Ia solution de cette &quation &tant wm bruit corrglé sur T, ™ Y‘1,

on voit que le bruit R(t) dans (C-1.1) n'est blanc qu'd la limite y + ..

(139)) est

Dans le cas général, 1'élimination adiabatique (voir Haken
plus compliquée mais aboutit invariablement & un bruit multiplicatif. Par exem-
ple, dans notre mod&le de spin couplé au mode X, 1'€limination de X donne lieu

I une fluctuation de la fréquence de précession du spin.

Le bruit multiplicatif résultant en général de la réduction d'un sys-
t2me physique, possdde en général un temps de corrélation fini, qui n'est autre
que le temps de relaxation des variables rapides. La mod&lisation par un bruit
blanc est une approximation et nécessite d'ailleurs beaucoup de précautions en

ce qui concerne 1'interprétation du second terme de (C-T.1).
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2 . Interprétation de Itd et Stratonovich

On montre (voir Gardiner(TSS)) que 1'équation (C-1.1) résulte en
fait d'une Ecriture abusive, et que c'est 1'équation suivante qui a un sens :

dx = a(x(t)) + b(x(t)) dR(D) (C-1.3)
avec dR(t) = R{t+dt) - R(t).

Le probléme se pose de définir le temps auquel on calcule x dans
1'équation (C-1.1). Par exemple, dans {C-1.3), x est calculd au temps t
auquel est calculée la différentielle de R{t). Comme x{t) ne peut &tre

corrglé a R(t+dt) - R(t) (i cause de 1a réponse non instantande de x), il

en résulte que dans cette interprétation:

bx) R(t) = 0 (C-1.4)

Donc, la valeur moyenne x(t) satisfait 3 :

X = a(x) (C-1.5)

et 1'on montre que la distribution p(x,t) satisfait 1'8quation de Folker-

Planck :
2ot = -2 1G9 o0 + 1625 300 pix,0)] (C-1.6)
5t P 3 pLxs 7 U PLX y

L'interprétation précédente est celle de Ité.

Une autre interprétation de (C-1.1) consiste 3 prendre x au temps
t + dt/2 dans b{x(t)). La corrélation de b(x) et R(t) n'est plus nulle et

1'on vérifie que :
G R(D) =(3 6 b(Ob' (x)) (C-1.7)

ce qui revient & dire que cette corrélation crée une force supplémentaire :
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% = éf_x)«».{%e‘ JCME3) (C-1.8)
2 ple,t) = - a0 + 56 B BT plx,t) + 3 6z (0,0
(C-1.9)
ou encore
2 ox,t) = -2 alx) p(x,t) + 4 Gaz b(x) 2 b(x)plx,t) (C-1.10)
3t P X PLX, 7V X pLX, :

Cette dernidre interprétation est celle de Stratonovich. On montre que
lorsque le bruit multiplicatif trouve son origine dans 1'id€alisation d'un pro-

cessus physique, elle doit &tre préférée i celle de ItGS.

3 . Influence d'wn temps de corrélation fini de R(t)

Sancho et a1.047) oﬁt montrd comment le terme de force dfi au second

terme de (C-1.1) est modifié lorsque R(t) a un temps de corrélation fini Ter

L'équation de diffusion, au premier ordre en Teo s'écrit :

2 000,1) = - 2 al)o(x,t) + 7 6 5 DX g by(p(,T)
(c-1.11)
avec :
b (x) = b(x)E + T b) [a(x)/b(x}]'] (c-1.12)

1 doit rester petit devant les temps caractéristiques d'évolution de

x(t) (approximation de Langévin).

4 . Modele de Haken - Zwanzig(140)' p. 108}
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Notre modéle de spin couplé au réseau appartient 3 la classe générale
des mod&les de Haken-Zwanzig qui permettent wme &limination directe des degrés
de libert€ du ré€servoir. Un systdme S (variables S(t)) est coupléd & un réser-
voir R (variables r(t)). A partir d'une description hamiltonierme par exemple

on obtient les équations dynamiques :

S(t)

#

K(S(t)at) * A(S(t)at) I'(t) (C"1w13)

I

r(t) = Lr(t) - B(S(t)) (C-1.14)

ol L est une matrice constante. {C-1.13) se résoud directement (réponse 1ing-

aire & la force B)
r(t) = exp(Lt) T(0) - Sy exp[L(t-1)] B(S(T)) dr (C-1.15)
d'olt, par intégration partielle, :

r(t) = 177 B(S(1)) + exp(Lt) [r(0) - L' B(S(0))]°

- fg exp[L(t-1)1] L] C(s(t)) é(T) dt (C-1.16}
avec :

C(S(T)) = (Cpp) = (3B, /3s)) (C-1.17)

Reportant (C-1.16) dans (C-1.13), on obtient 1'équation de Langevin
généralisée :

S(t) = K(S(t),1) + A(S(t),t) L™ B(S(D))

- A, 1) explL{t-n1 LT c(s(m) $(1) dr

+ AGS(E),1) expD[r(0) - L7' B(S(0))] (C-1.18)

I1 apparafit :
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i) une force supplémentaire non retardée, due 3 la réponse instantanée

du réservoir (2e terme),
ii) une force de friction généralisée, proportiomnelle a S(t), T < t,

iii) supposant que T(0) - I..-1 B{S(0)) est distribué statistiquement,

un bruit R(t) = exp (Lt) {r(0) - L“1 B(S{0))] multiplicatif.







COMPLEMENT C-2

MOUVEMENT BROWNIEN D'UN SPIN ET RELAXATION
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Les phénoménes de relaxation de systémes de spin sont des problémes
intéressants, tant A cause de leur Importance en physique du solide que par
leur traitement par la mécanique statistique. L'obtention des &quations de
Bloch, et en particulier de la relaxation, & partir de mod€les microscopi-
ques a opposé wme résistance particuliére et n'a été réalisée qu'assez rBcem-

ment.

On rencontre des problémes analogues dans la dé&termination de la forme
spectrale d'wn atome modélisé€ par un systeéme 3 deux niveaux pour simplifier,

et couplé 3 wn continuum de modes &lectromagnétiques.

L'obstacle au traitement statistique vient pour 1'essentiel de 1'appa-
rition de bruit multiplicatif dans les &quatioms stochasfiques. On retrouve
le méme probléme dans les mod8les de rotateur rigide (molécule, dipSle) immergé
dans un liquide visqueux(149). En effet, les équations de la mécanique classi-

que pour un tel rotateur s'€crivent :

xR (C-2.1)

4

o
R =

Bt) x B | (C-2.2)

J

ot K est la position, % le vecteur rotation, J le moment cinétique et F(t) la

force (stochastique).

Pour un moment magnétique placé dans un champ magnétique fluctuant, les

gquations sont plus simples (S est le moment cinétique)
S=vy3it) x § (C-2.3)

Remarquons que les équations de Heisenberg d'un spin quantique condui-

sent 3 la méme Equation dymamique.
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1 . Champ fluctusnt wnidirectionnel

Intéressons-nous d'abord au cas d'un champ fluctuant ' (t) de direction

fixe (parall&le a 0z). L'équation (C-2.3) montre alors que SZ est constant et

que SX et Sy vérifient :

Sx

H

- v X(t) S,

S
¥y

1]

v H(t) S,

Posant Sx + :'LSy = SO el¢, la phase ¢ est telle que :
o=y H(t) = 2t)
Si la fréquence fluctuante Q'(t) vérifie

Qty =0 QUEY @ (t') = 2D &{t-t")

alors 1'€quation (C-2.5) est 1'équation classique de la marche aldatoire.

distribution P(¢) satisfait 3 1'éguation de diffusion

82
3¢

et la probabilité conditicmmelle P(¢,t!¢o,to) se calcule aisément :

o

[

d 3
3¢ Pl9,t) = - 3 (R, P) + D

1/2

Plo,t]00,t) = (2r D) V2 expl- (6 -9 )2/4Dt]

(C-2.4)

(C-2.5)

(C-2.6)

La

(C-2.7

(C-2.8)

Au bout d'un temps de 1'ordre de w2/4D ot les fluctuations de ¢ sont

de 1'ordre de w, toutes les fonctions périodiques (de période 27) de ¢ sont

brouillées, c'est-d-dire que leur distribution statistigque ne dépend plus du

temps, On a alors :

cos ¢ = sin'¢'= 0

(C-2.9)

On peut le vérifier en calculant la corrélation de el¢. On trouve :
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S+ -igtey _ -Dirl (C-2.10)

On obtient donc le résultat suivant : les composantes transverses du

spin relaxent sur wn temps 1/D ol D est le coefficient de diffusion, 1i& au

carré de 1'amplitude du champ fluctuant.
On obtient le méme résultat en présence d'un champ fixe s'ajoutant
au champ fluctuant. Remplagant (C-2.5) par :

p=0, +0'(t) (C-2.11)

On voit que by = ¢ - 0t vérifie (C-2.5), donc que (C-29) est valide,

et que :

Rl e 11 (O B U (C-2.12)

Les com.posan.tesSx et Sy du spin relaxent donc vers zé€ro. On peut retrou-
ver ce résultat en remarquant que Z = e1? satisfait a 1'équation de Langevin mul-

tiplicative {(voir le Complément C1)

Z=i(g, + 2 (t))I (C-2.13)
_(150) P - - ,
Hasegawa et Esawa ont montré rigoureusement que dans 1'interpré-
tation de Stratonovich (C-2.13) conduit & :
TOEY = Z,(t) exp(ia t - Dt) (C-2.14)

On voit que le caracté&re multiplicatif du bruit est 4 1'origine de

1'amortissement, par 1'intermédiaire d'une corrélation de Z avec Q'(t).

Examinons le cas ot la fréquence fluctuante Q' (t) posséde un temps

de corrélation fini Tee Soit D{t) sa fonction de corrélation :

QTEIRT () = 2D(t-t")} (C-2.15)
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Q' (t) €tant supposé gaussien, on vérifie que (C-2.10) est remplacéd par :

; = 1
1O(E+T) -19 (8] _ expl- 5 {:~f§ EFTE;TQTTEET'dt]dtZJ (C-2.16)
soit : ‘

SIOCE+T) -T6TE) _ expl - {: dt, &f:11 D(1)dt] (C-2.17)

1
Dans le cas d'un bruit du type Ornstein-Uhlenbeck, soit D(t) = (ZD/TC)G-ITI/TC’
on vérifie que {C-2.10) n'est pas changé. I1 en est différemment, en revanche,
pour le bruit Q'(t) = 2€bx'(t] auquel est soumise la phase ¢' (Chap. V.3), et
vérifiant (5-22). On détermine habituellement le coefficient de diffusion d'un

bruit £(t) corrglé en calculant :

D = {? E(E)E(EFT)dr (C-2.18)

On vérifie ici que cette quantité est mille, 4? K1(T)dT = 0. Ceci provient

de ce que le spectre du bain thermique est & bande &troite centrée autour

de w, (la relation dé dispersion s'écrit qu = m02 + mTz cosqa, wq < mO),

et que la densité spectrale est donc nulle en o = 0,

Un calcul direct de la fonction de corrédlation de el¢(T) ast néan-
moins possible. Utilisant (5-14) et {C-2.17) avec D{7) = 4Eka Kq(1}, on
obtient :

w T

o — 2
LT I0() | r 16 kT 1 2‘2'2' sin? 3] (C-2.19)
g

Aux grands t(1t >» TC), la fonction de corrélation tend vers wne constante (Fig.56) :

RGO RS I e Ay A, (C-2.20)
2|ar |? 8e kT
ot A. = 8 kT £ m ? = =T * 1. On négligera cette corrélation extré-
q q 0

mement faible. La décroissance aux temps courts est contrdlée par le dévelop-

pement de A(r)

- 2
TP, kT (C-2.21)




K,(t)
1

e—(ot)

\
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Figure 56

Fonetion de corndlation du mode K] (t), et de e’c’q’, A0t e

-0 ?
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—_ 2 —
On observe ici un comportement particulier, en e (D) au lieu de e DT, avec
D = 2/e, kT. On vérifie que Zg > D 3-TC-T, donc le temps de corrélation de la

phase est beaucoup plus court que celui du bruit source.

Le résultat de ce paragraphe est le suivant : les composantes trans-
verses du spin relaxent vers z&ro sur um temps qui est 1'inverse du coeffi-
cient de diffusion de la phase, lui-méme détermind par 1'amplitude -et non le
temps de corrélation- du bruit source (fréquence de Larmor fluctuante Qr{t)).
En 1'occurence, la relaxation transverse apparait trés rapide 3 1'échelle

du bruit source.

Remarquons que les notations de cette section sont différentes de
celles du chapitre V ou c'est S, qui désigne la composante dite 'longitudi-

nale' du spin et Sy, SZ les composantes 'transverses'.,

2 . Obtention des &quations de Bloch - Probléme de la friction

le modele stochastique qui précdde souffre d'un grave défaut : la com-
posante SZ reste constante, la direction du spin ne relaxe pas vers celle du
champ fixe, ce que 1'on attend dans un probléme de relaxation. Bien pire, si
1'on ajoute un champ fluctuant transverse isotrope‘ﬂﬁi(t),ﬁf;(t), Kubo et
{151)

Hashitsume' ont montré que les trois composantes du spin relaxent vers zéro.

Ce résultat est une généralisation du résultat précédent, il s'écrit :

H

(‘_nl
1

|
&

- o -
X Q0 Sy

e - % (C-2.15)

[a]

ml .
it
22

~4
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_1 -1 "1 -
avec Qé = Q)+ 690, T1 = T4, T2 = (1/2) (TO * Ty }, SQO, Ty, T, Etant

donnés par :
80, = f: Yu(t) sin @t dt
71;; R TAGKE: (C-2.16)
?%;'= {? p,(t) cos ot dt

avec by (8) = Y RETORIEN, () = +* FIOGLE = v F o575
: - : (C-2.17)

Bien que le caractdre multiplicatif des forces fluctuantes agissant
sur les composantes du spin implique une relaxation transverse, la relaxation
longitudinale qui serait nécessaire pour gue glrelaxe suré@?o est absente de
ce modgéle, Kuibo et Hashitsumel'intrpduisent ad hoc sous la forme d'un frot-

tement dit de Landau-Lifschitz :
g = Y gz_x g —rqﬁﬁix @U x g (C-2.18)

On vérifie aisément qu' un tel terme provoque ume relaxation de
$ sur 1a directimlji(en fait sur celle du champ fixeiﬁ(y si 1'on extrait du

terme de friction sa partie systématigue).

L'addition d'un tel terme de friction conduit en particulier & une
susceptibilité x = §_/}¢  domnée par

X = (5,0 /kT (C-2.19)
4 condition de prendre n = 1/2r1kT, ce qui correspond au théordme de fluctuation-

dissipation dans ce cas particulier.

Le probléme d'une &quation du type (C-2.18) est que l'origine du terme

de friction phénoménologique n'est pas claire.De méme que 1'élimination des
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[

degrés de liberté du réservoir & partir d'équations microscopiques réversibles
conduit i des &quations de Langevin pour une particule Brownienne, moyennant
une hypoth@se statistique 3 1'instant z8ro (Mori, Langevin - Mori, Zwanzig),

la proc&dure peut &tre utilisée pour un spin, avec les précautions requises

par le caract®re multiplicatif du bruit obtenu. Kawabata (152) 4 pu ainsi obte-
nir le résultat de Kubo et Hashitsume 3 1'aide d'une méthode de projection. La
relaxation "longitudinale” (c'est-a-dire de Sz) provient donc d'une perturbation
par le spin lui-méme de son enviromnement magndtique, elle correspond a la fric-
tion "ordinaire™ du mouvement Brownien. Par contre, la relaxation transversale

(c'est-3-dire de Sy Sy) nait d'un brouillage de la phase, dfi aux fluctuations

de 1a fréquence de larmor. Elle provient d'un terme de bruit {multiplicatif) qui

crée sa propre friction en se corrélant & la variable phase.

Nous avons vu dans le complément C-1 les problémes délicats que pose
un temps de corrélation fini pour des fluctuations multiplicatives. I1 en est

de méme pour um spin placé dans un champ fluctuant.

La relaxation transverse impose ime nouvelle &chelle de temps T, = D-1

défini par 1'équation (C-2.6). On doit donc lui comparer le temps de corrélation
Te qui décrit la "portée' de la mémoire du systdme dans les termes de fluctua-
tion. On ne peut remplacer ces termes de mémoire par des termes non retardés et
obtenir ainsi des &quations markoffiennes (voir les &q. 5-24 a,b,c)

que si 1'on peut négliger 1'effet de 1'environnement du spin sur celui-ci pendant
ce temps de mémoire. On approxime alors la fonction mémoire par une fonction §.
Dans le cas d'un spiﬁ, cela impose notamment que la relaxation transverse est plus

lente que celle du réservoir, source des fluctuations, donc que :

pt s T, (C-2.20)
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Si Q' est 1'amplitixle moyenne (c‘est-ﬁ-direfﬂ!zﬂ de la fréquence
fluctuante, le coefficient de diffusion D est de 1'ordre de QZTC, donc (C-2.20)

équivaut a
ar. « 1 (C-2.21)

Cette hypothése est 1'hypothSse de rétrécissement ('narrowing') connue
en résonance magnétique(145). Elle permet d'obtenir des &quations markoffiennes
pour les composantes duspin & condition que 1'amplitude du champ fluctuant soit
suffisamment faible.Hashitsiume et al. (153) ont montré comment, en
perturbations en fit., on pouvait obtenir encore des équations markoffiennes i

1'aide d'une renommalisation du terme de friction.

. .- -1 .
En revanche, la comparaison de 1. avec la période de Larmor fi; n'im-

(

c

pose aucune contrainte, ainsi que 1'a montré Kawabata 152). Une précession
cohérente se superpose 4 la relaxation transverse qui est donc suramortie ou
sous-amortie suivant que D > Q, ou D < Q. les temps de relaxation s'en trouvent
modifiés mais 1'approximation markoffienne ne dé€pend pas de la valeur de £y

Ceci corrobore la remarque de la fin du §1.

Tt
Remarque (concernant la fonction de corrélation de el¢ )

3 T 1 !
On peut définir deux fonctions de corrélation, et? (tﬂjelqJ (t) et

e Ty
e:qu (t+T)e 1¢ (t), avec ¢'(t) = 4} Qr{t")dt'. Q' étant gaussien, Q' apparalt
un nombre pair de fois dans le développement d'exponentielles et ces deux

fonctions sont donc réelles

1) 10T () | e e s (E) - SIeT(ERT) Sine T (T)

18" (Tr)-1d7 () | cosd' {t+T)cosd’ (t) + sind'(t+1)sind’ (t)

Or, les corrélations des sinus et cosinus ne peuvent gu'étre &gales, ainsi

qu'on le verifie en faisant ¢' +-%—+ ¢' dans (C-2.5). la premilre fonction de
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corrélation est donc nulle et 1'on z :

COS$ T (T+T)Cose T (L) = % ej_q;' (t+'r)e_i¢r @)

En corollaire, on obtient de plus s’ (t+T)cosd T (t) = 0.
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