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INTRODUCTION

Cette thése a pour théme le calcul numérique, par la méthode des
éléments finis, des écoulements de fluides parfaits dans des tuyéres au
moyen d'un potentiel vecteur. Ce probléme d'énoncé physique assez simple
est en fait mathématiquement quasi-inaccessible ; les équations sont for-
tement non-linéaires et autorisent des solutions discontinues, les ondes
de choc par exemple. De plus, 1a théorie mathématique des systémes hyper-
boliques non-1inéaires, qui correspond & ces probliémes, ne permet de trai-
ter rigoureusement que quelques cas particuliers pour une géométrie mono-
dimensionnelle. Le développement de nouvelles méthodes numériques s'appuie
donc sur les méthodes existantes pour lesquelles nous dispésons de résul-
tats d'approximation précis dans le cas linéaire, sur 1'analyse mathémati-
que de problémes modéles gqui traitent une physique de plus en plus comple-
xe, et sur Tes expériences numériques qui permettent une validation empi-

rique sur des cas tests classigues.

Nous commencons donc, au Chapitre 1, par rappelier guelques points
de modélisation qui nous semblent importants. Nous présentons les modéles
de fluides parfaits utilisés dans la suite du travail ainsi que leur do-
maine physigue de validité. Nous détaillons également le modéle monodimen-
sionnel des tuyéres, non-linéaire, qui permet au prix de calculs trés sim-
ples de dégager la nature des phénoménes physiques dominants dans 1'écou-

Tement.

Les chapitres suivants sont rangés par ordre croissant de comple-

xité non-1inéaire, due essentiellement & une prise en compte croissante



des conditions aux limites. Nos cas de calcul traitent des géométries
de dimensions un, deux ou trois. Nous prenons pour point de départ le
modéle linéaire du fluide irrotationnel et incompressible. Nous le rap-
pelons briévement. La tuyére est représentée par un ouvert borné Q
assez régulier plongé dans R? et le fluide est décrit par le seul"
champ de vitesse U. Nous nous donnons aussi le flux normal sur la
frontiére 32 du domaine. Le probléme & résoudre s'écrit sous forme

du systéme d'équations :

(1) divi=0 Q
(2) rot ¢ = 0 Q
(3) u.n =g a0

La Toi de conservation (1) nous permet d'introduire 1a fonction courant

¢ pour représenter le champ de vitesse :
(4) U= rot v

et cette fonction courant est alors simplement sclution de 1'@guation de

Laplace
(5) -Ap = 0 Q .
Par ailleurs, en intégrant 1a relation (3) le long de la frontiére 239,

on construit facilement & partir du flux g une condition Timite de

Dirichlet ¢ pour la fonction courant :

(6) Y=Y i9)

La fonction courant est solution du probléme (5)(6), trés classique, pour
lequel les méthodes d'éléments finis conformes et mixtes ont montré Teur

pertinence.



Au Chapitre 2, nous étudions un probléme de type (1)-(3) dans
un domaine Q tridimensionnel. Dans ce cas, la fonction courant in-
troduite @ la relation (4) est un potentiel vecteur. Nous le discréti-
sons & 1'aide de 1'élément fini tétraédriqﬁe vectoriel de degré 1 in-
troduit par NEDELEC [5]. Bien que Tinéaire, le probléme & résoudre com-
porte plusieurs difficultés. La condition de jauge & ajouter & la rela-
tion (4), afin d‘assuref T'unicité du potentiel vecteur, donne naissance
& une jauge discréte reliée au choix d'un arbre parmi les arétes du mail-
Tage ; Ta condition limite (3) conduit 3 des difficultéds de méme nature.
Afin de coupler correctement les représentations (3) et (4) sur la fron-
tiére, nous avons développé un &lément fini courbe qui généralise le té-
traédre de NEDELEC. Nous proposons une formulation mixte vitesse-potentiel
vecteur du probléme et nous donnons une estimation d'erreur optimale pour

le champ de vitesse.

Au Chapitre 3, nous présentons ia mise en oeuvre numérique de la
méthode précédente pour un probléme non-lingaire elTiptique‘(programmé de
calcul tridimensionnel PSI3D, que nous avons développé sur le Cray 1S du
CCVR). Nous enrichissons le modéle fluide par 1'introduction de la densité
p. Le probiéme & réscudre est un modéle transsonique potentiel qui satis-

fait aux éguations :

pﬁ = rot ] 9}
(7} rot U = 0 Q
o = f([U]) Q
(8) ol.7 = g | 30



Nous reformulons le systéme non-linéaire (7) sous forme variationnelle

mixte et nous mettons en oeuvre un algorithme de point fixe. Le mailla-
ge utilisé est semi-déductif et des prismes ont servi de support géomé-
trique & 1'élément fini vectoriel permettant de discrétiser le potentiel

vecteur.

Au Chapitre 4, nous abordons 1'étude d'Zcoufements transsoniques
dans des tuyéres, en nous restreignant au cas de deux dimensions d'espa-
ce. Nous utilisons la méthode proposée par AMARA [1]: un décentrage de
la densité p couplé & un algorithme de point fixe. Nous avons ainsi
résolu numériquement le systéme (7)(8) de facon satisfaisante (& cette
occasion, nous avons développé le logiciel PFX03 sur les ordinateurs
Cray 1S et Cray 2 du CCVR). Mais cette étude montre aussi que les condi-
tions aux limites physiques du probléme sont en général mal représentées

par la condition limite (8).

Au Chapitre 5 nous étudions, en collaboration avec Ph. Le Floch,
le probléme abstrait des conditions aux Limites pour Les sysiemes hyper-
boliques de lois de conservation. Deux formulations sont proposées. La
premiére, fondée sur la méthode de viscosité, conduit & une inégalité
d'entropie & la limite qui généralise un travail antérieur de BARDOS-
LEROUX NEDELEC [2]. La seconde résulte d'une analyse en terme de probléme
de Riemann et conduit & des problémes & la limite mathématiquement bien
posés. Nous montrons aussi que pour les systémes hyperboliques Tindaires
stricts et les lois de conservation scalaires non-convexes, ces deux for-

mulations sont équivalentes.



Au Chapitre 6, nous étudions le traitement numérique des
conditions aux Limites physiquement intéressantes pour les équations
d'Euler de la mécanique des fluides parfaits. Cette &tude repose sur
une interprétation simple du schéma numérigue d'OSHER [6] en terme
d'ondes de détente multivaluées. Notre démarche généralise la seconde
formulation du chapitre‘précédent et permet d'introduire (sans la for-
maliser outre mesure) la notion de probléme de Riemann partiel, déja
présente chez GODUNOV [4] dans plusieurs cas particuliers. Des expé-
riences numériques monodimensionnelles effectuées au CIRCE aprés dé-

veloppement du programme EULO8 illustrent et motivent notre travail.

Au dernier chapitre, nous reprenons 1'étude des tuyéres trans-
soniques bidimensionnelles commencée au Chapitre 4. Nous avons résolu
numériquement Te modéle transsonique potentiel (7) grace & deux nouveau-
Zes par rapport au Chapitre 4 : un décentrage de 1'impulsion & 1'aide
du schéma d'ENGQUIST-OSHER {31, qui conduit & substituer & 1'algorithme
de point fixe un algorithme de quasi-Newton, et d'autre part une prise
en compte des conditions aux limites inspirée de ?'anaiysé proposée au
Chapitre 6. Le schéma obtenu est relativement complexe et assez colteux
a& mettre en oeuvre, mais grdce & cette méthode nous avons mené a bien,
a8 1'aide de nos codes EON28 et DDO5 sur 1'ordinateur Cray 2 du CCVR,
toute une série de calculs d'Ecoulements transsoniques classigues et

moins classiques pour des probiémes d'aérodynamique externe et interne.

- novembre 1987 -
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Chapitre 1

Quelques aspects de la modélisation




I - FLUIDES PARFAITS COMPRESSIBLES

Les propriétés de transport sans diffusion des fluides parfaits
permettent souvent des simplifications notables dans 1'étude des équa-
tions d'Euler. Aussi les modéles approchés abondent, et nous avons uti-
Tisé& plusieurs d'entre eux dans les chapitres suivants. Dans un premijer
paragraphe nous rappelons les principaux théorémes de la mécanique des
fluides parfaits. Nous présentons ensuite les modéles Tes plus courants.
Dans un troisiéme temps, nous faisons le lien entre les modéles précé-
dents et ja notion d'entropie mathématique de la théorie des systémes
hyperboliques non-linéaires. Enfin, des modéles spécifiquement monodi-

mensionnels sont présentés au quatriéme paragraphe.

1 - RAPPEL DES PRINCIPAUX THEOREMES DE LA MECANIQUE DES FLUIDES PARFAITS

Dans ce paragraphe, nous rappelons les hypothéses physiques et
mathématiques qui sous-tendent Te modéle le plus complet de fluide par-
fait compressible {équations d'Euler). Nous présentons ensuite les ré-
sultats classiques concernant ce modéle, qui motivent la construction

de modéles simplifiés (paragraphe suivant).

Les équations d'Euler de Ta mécanique des fluides parfaits ex-
priment Tes lois fondamentales de conservation de 1a physique, 1'hypo-
thése d'équilibre thermodynamique et des hypothéses phénoménologiques

sur le comportement du fluide.




L'équilibre thermodynamique permet de définir une équation d'état
qui relie les grandeurs thermodynamiques locales, densité, pression, tem-
pérature (p,p,T), par une équation d'état. Mais 1'hypothése d'équilibre
exprime d'abord qu'il existe une fonction concave f (1'énergie libre

spécifique) du couple température-volume spécifique (T,%J :

1

(1.1) df =-sdT - pd(g)

Par transformation de Legendre, 1'énergie interne spécifique e est une

jonction convexe du couple (s,%) entropie spécifique-volume spécifique :

(1.2) e = e(s,%) . de = Tds - pd(%—)
Nous renvoyons & LANDAU-LIFCHITZ [19] pour une présentation trés générale
de toutes ces notions. Dans le cas d'un gaz parfait polytropique (1'hypo-
thése toujours réalisée dans les chapitres qui suivent}, nous avons en
particulier

_ R $Y) v-1
(1.3) e = T (exp Cv) 0

oli 1a constante des gaz parfaits R, la chaleur spécifique & volume cons-
tant c, et le rapport des chaleurs spécifiques vy sont des constantes
strictement positives (et y > 1). Par identification des dérivées par-
tielles de e(s,%), nous retrouvons la loi de Joule-Gay Lussac ainsi que
1'équation d'é&tat :

(1.4} p=pRT

des gaz parfaits.




Le comportement d'un fluide parfait satisfait & des hypothéses
trés simples : viscosité nulle, pas de transport de chaleur et absence
d'apport volumique de chaleur. Nous supposons aussi (pour simplifier)
qu'aucun champ de force extérieur n'est impesé. Dans ces conditions,
aucun terme de dissipation n'est présent dans les bilans de masse, d'im-
pulsion, d'énergie, et ces lois de conservation s'expriment par des &-

quations aux dérivées partielles du premier ordre, dues initialement

& Euler :

(1.5) g_tp_ + div(pl) = 0

(1.6) = (ou)) + 5% (pu; ) + %% =0 , 9=1,2,3
(1.7) aa—t (PE) + div(cUE+pd) = 0

o0 U représente le champ de vitesse, et E 1'énergie totale, donnée par
(1.8) E=¢e+ 5 lu

Pour 1'établissement des équations (1.5)-(1.7), nous renvoyons & GERMAIN
[9] ou SERRIN [30]. Le systéme (1.5)-{1.7) comporte cing &quations (si

X appartient & R®) et six inconnues scalaires {(e,c,p,u). Si on lui
adjoint (1.2), nous disposons d'autant d'équations que d'inconnues. Toute-
fois, des changements brutaux de 1'éguilibre thermodynamique ne sont pas
incompatibies avec Te modéle, et on doit rajouter aux équations (1.5)-(1.7)

1'inéquation d'entropie ;

(1.9) B-Bf (ps) + div(olls) > 0




qui exprime le second principe de la thermodynamigue.

Un cas particulier trés important dans la pratique est celui
d'une évolution barotrope. Cette hypoth&se exprime qu'une relation
suppiémentaire entre les grandeurs thermodynamiques est imposée a priori ;
1'&volution du fluide peut ainsi &tre par exemple toujours thermalisée
par le milieu extérieur, et 1'on parle alors d'@volution isotherme
(T=cste), ou bien 1'évolution du fluide est assimilable a une &volution
adiabatique réversible, et 1'on parle d'&coulement isentropique (s =cste).
Dans ce dernier cas, 1'inéguation {1.9) est une égalité. Du point de vue
algébrique, une évolution barotrope entraine une simplification importan-
te de 1a thermodynamique, et la pression est une fonction de la seule den-

sité

(1.10) p=Plp)

- e S e vk b e B

Dans ce cas particulier, on peut transformer 1'equation (1.6) et
1a simplifier grace @ la conservation de la masse. Aprés un peu d'algébre,

et 1'introduction du tourbillen © et de 1'enthalpie spécifique h :

i

(1.11) ¢ = rot
(1.12)  dh(e) = & dP(o)

i1 vient :

(1.13) 3—”+a§><a’+v(% |U]2+h)=0




Nous en déduisons deux résultats relatifs & 1'énergie et au tourbillon.
Supposons d'abord 1'évolution stationnaire (g%-e 0) et introduisons

1'enthalpie totale H :

(1.14) H=o (Ul +h

r -

Lorsqu'on dérive H e long d'une ligne de courant, on a :
g%:a.vH=o

en vertu de (1.13). Nous avons montré le

THECREME 1.1 ({Bernoulli)

Dang un écoulement stationnaire de fluide parfait en évolution
barotrope, l'enthalpie totale H est conetante eur toute ligne de sou-

rant.

Nous supposons & nouveau 1'évolution a priori instationnaire,

Le rotationnel de 1'équation (1.13) est appelé équation de 1a rotation

(1.15) % +rot(@xg) = 0

et on a le

THEOREME 1.2 {(Kelvin)

Pour un fluide parfait en évolution barotrope, le flux du tour—
bilion d travers une surface qu'ow suit dans son mouvement est constant

au cours du terps.




Mais le résultat le plus spectaculaire concerne le transport du vecteur

—p

%. Développons 1'égquaticn (1.15). On obtient facilement

aw‘i A -
= * (div u)wi + (u.v)w1 - wjaj u; = 0

Compte tenu de (1.5) et de 1'identité

(1.16) =L+ T

il vient

(:im,i w; dp

I A A CA L

soit aprés division par p :

& (©)- @)

Cette derniére relation s'&nonce sous 1a forme sujvante :

THEOREME 1.3

Daneg un écoulement de fluide parfait en évolution barotrope, le
—-

vecteur est transporté par le mouvement.

o

Nous retiendrons le cas particulier important du mouvement irrotationnel

THEOREME 1.4 {Lagrange)

St d un instant particulier l'écoulement d'un fluide parfait est
irrotationnel dans un volume 7, alors 71 reste irrotationnel aux ins-
tants ultérieurs lorsqu'on suit 7 dans son mouvement, tant que 1'dvo-

lution reste barotirope.




Les pertes de barotropied'un écoulement de fluide parfait sont
avant tout dues aux discontinuités possibles de 7'écoulement. Les rela-
tions de saut de Rankine-Hugoniot expriment Ta conservation de la masse,
de 1'impulsion et de 1'énergie & travers une surface . Comme les &qua-
tions d'Euler {1.5)-(1.7) sont invariantes par transformation de Galilée
(veir par exemple LANDAU-LIFCHITZ [20]), nous pouvons supposer immobiles
le point d'étude P et le plan tangent & I en ce point. Notons 1 la
normale associée. Si le flux de masse
(1.18) q=opu.n
est nul au point P, ailors I est une discontinuité de contact, et on
établit facilement que Te tourbillon est alors une mesure puisque la vi-
tesse tangentielle est discontinue sur I. Si Te flux (1.18) est nen-nul,
on le suppose positif en orientant convenablement 71, et les relations

de Rankine-Hugoniot prennent dans ce cas Ta forme simple sujvante :

(15871 =0

[o(U.R)2+p] =0
(1.19) o

fuxn] =20

[H]1 =0

(1.20) [s]>0

ol [«] désigne Ta discontinuité W, -, du champ ¢ & travers I

(Figure 1.1). On en déduit Tes relations suivantes

fp]1>0
(1.21) [u.n}<o0
- [p1>0




Figure 1.1° Onde de choc statjonnaire

toutes équivalentes & (1.20), qui expriment qu'un choc physiquement

admissible est toujours une compression.

A travers une onde de choc, le saut d'entropie (1.20) entraine
une perte de barotropie de 1'écoulement ; en particulier les hypothéses
du Théoréme 1.4 ne sont plus satisfaites. Nous pouvons toutefois décri-

re le saut du tourbilion & travers une onde de choc I.

THEOREME 1.5 (HADAMARD [171)

Soit T la surface d'une onde de choe stationmaire. Le tourbillon

4 » » - ' ] s r
w eet une fonction au voisinage de I, discontinue & la traversée de L

et I'om a :

(1.22) [$] = rot,[U.TT]

- '-, L ‘a I
ou r‘otr est le rotationnel surfacique sur L.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.5

La distribution @ est une fonction puisque la composante tangen-

tielle de la vitesse est continue & 1a traversée de I. Le vecteur normal




n peut étre proiongé & un voisinage de £ dans R® (NEDELEC [267],

voir aussi le Chapitre 2), et Te prolongement obtenu N vérifie
(1.23) rot N =0

- . -+ - .-
On décompose alors le champ de vitesse U en une composante régulidre v

- -

- 59 -
(1.24) v = u-gN . @ = Uu.N

-
et une composante N, discontinue sur I. Le tourbillon du vecteur
V est continu & travers I donc nous avons

[w] = [rot{eN)1.

-

Mais rﬁtUDN) = voxn compte tenu de (1.23). En se plagant er un point
de Ta surface I, ona :

-
n

r(_:;’t(wﬁ)! = rgtF("J. )

z
N _ = . . - . .
puisque ¢ = u.n sur . Nous en déduisons le résultat annoncé par sim-

ple différence entre les deux faces de la discontinuité. .

En aval du choc, 1'écoulement n'est donc plus barotrope ni jrro-
tationnel, et Tes relations (1.12)-(1.13) sont en défaut. L'enthalpie

spécifique h est maintenant définie par
p 1
(1.25%) h=e+% | dh=Tds + = dp
e e
et 1'équation (1.13) doit &tre remplacée par

+@xU +VH - Tvs = 0

@ ar
cH

(1.26)

compte tenu de 1'expression de % Vp issue de (1.25), avec 1'enthalpie




totale H toujours calculée & 1'aide de la relation (1.14). L'éguation
(1.26) est connue sous le nom de Théoréme de CROCCO [51. En particulier,
pour un &coulement bidimensionnel stationnaire d'enthalpie totale cons-

tante, (1.26) permet un calcul explicite du tourbilion en fonction du

gradient d'entropie :

(1.27} w = uxvs

Me

et AMARA [1] avait utilisé cette remarque pour résoudre numériquement

Tes équations d'Euler stationnaires.

2 - PRESENTATION DES PRINCIPAUX MODELES

Les équations d'Euler complétes (1.5)-(1.7) présentées au premier
paragraphe constituent le modé&le fondamental pour toutes les &tudes qui
suivent., Nous les avons d'ailleurs utilisées sous cette forme aux Chapi-
tres 6 et 7 de ce travail. Mais le nombre important d'équations et d'in~
connues a motivé le développement de modéies simplifiés, valables dans

de vastes régions de 1'écoulement réel.

- A R W A e e e e A e e

Ce sont les équations d'Euler d'un fluide en évolution barotrope,
qui décrivent en particulier 1'évolution isentropique d'un gaz parfait,
ou bien des &coulements en eau peu profonde (shallow water) &tudiés par

Saint Venant. Les inconnues (p,U) vérifient Te systéme de lois de con-

servation




20 4 div(ed) =0
(1.28)

1
o

3
(ouy) + 5 (oujug) + 5,%— P{p)
1

avec une fonction P(p} définie dans la pratique par

(1.29) P(p) = cste.p’

pour des valeurs de vy é&gales a 1, 1.4, 2 qui correspondent respective-
ment & une loi isotherme, isentropique et aux équations "shallow water".

Ce modéle a été utilisé aux Chapitres 5 et 7.

Les écoulements étudiés en aérodynamique externe et interne sont
le plus souvent uniformes "& 1'infini amont", et 1'on en cherche une so-
lution stationnaire. Dans ces conditions, 1'enthalpie totale, constante
sur chagque ligne de courant si 1'évolution est barotrope {Théoréme 1.1)
est une constante dans toute la zone d'évolution isentropique du fluide
puisque 1'entropie et 1'enthaipie totale sont supposées fixées en amont,
indépendemment de ia ligne de courant. De plus, Tes relations de Rankine-
Hugoniot & travers un choc stationnaire (1.19) montrent que 1'enthalpie
totale H est continue & travers Tes chocs. $'i1 est possible de décrire
Te champ de vitesses en termes de lignes de courant, 1'enthalpie totale

est donc constante dans tout le domaine. Pour un gaz parfait polytropi-

que, on a :

712+ X P
0] y-1op

1
(1.30) H= 5




et cette derniére relation permet de calculer la pression comme fonction

du seul couple densité-impulsion :

(1.31)  p(p,ol) = l:;"l‘ (D” - J'%ag_z)

11 suffit donc de prendre en compte les lois de conservation de la masse

et de 1' impulsion pour fermer le modéle fluide :

% + div ol = 0
(1.32) 3 3 3
-
I (Qui) + s')g (Du.i Uj) + a—x—{ p(p,pu) = 0

Ce systdme, proposé entre autres par VIVIAND-VEUILLOT [32] a Tes mémes
solutions stationnaires que les équations d'Euler si les conditions aux
limites amont sont isentropiques et isenthalpiques, comme nous venons de

te voir. Et RIZZI-ERICKSSON [28] vont méme jusqu'd identifier le H-systéme
et les équations d'Euler complétes. Nous préférons suivre la démarche ori-
ginale de VIVIAND-VEUILLOT {32] et considérer le systéme (1.32) comme un
systéme pseudoinstationnaire particulier pour 1'approximation des sotutions

stationnaires des équations d'Euler.

¢) Equation_du_potentiel transsonigue

- b e e

Nous envisageons maintenant 1'étude d'écoulements stationnaires,
jsentropiques, isenthalpiques et irrotationnels & 1'infini amont. Gréce
au Théordme 1.4, cet écoulement reste irrotationnel tant que 1'é&volution
est barotrope. Mais grdce au Théoréme de Crocco, on peut relier le tour-

billon créé par le choc au gradient d'entropie. Si le choc reste de force




modérée (ie un nombre de Mach amont inférieur & 1.4 dans les applica-
tions) alors le saut d'entropie, qui varie comme le cube du saut de
pression, reste faible et on le néglige ainsi que son gradient. Le
tourbillon est donc lui aussi négligé (ce qui est Ticite dans le cas
bidimensionnel, c¢f (1.27)}. Nous pouvens donc imposer une représenta-

tion du champ de vitesse du type :

-

(1.33) U= v

et Torsque le domaine n'est pas simplement connexe, on ajoute & (1.33)
une fonction spéciale prenant en compte les circulations non-tourbillon-
nantes du champ de vitesse (voir Chapitre 2). Le comportement reste par
ailleurs isenthalpique et isentropique, donc la conservation (1,30) de

1'enthalpie totale H s'écrit :

1yl ? Y v=1 _ uj
*7‘—‘*‘_\(—.? SU p =T+

—<("J
! lo

o0 3,5, Ugs Co sont respectivement 1'entropie (adimensionnalisée), 1la
vitesse et la célérité du son d'un &tat de référence. Le choix le plus

courant
(1.3  u, =1 , S,=4+
Y
conduit & une expression explicite de la densité comme fonction du module
de Ja vitesse :

1
(1.35) o = [1+l:~1- Mj(l—iﬁlz)JW

o0 My = ug/ce. On ferme le probléme grdce & 1'équation de conservation

de Ta masse :




(1.36) div [p(]V¢[2)V¢] =0

Le systéme {1.35)(1.36) caractérise 1'équation du potentiel transsonique
(Transonic Full Potential Equation, en anglais). I1 a &té proposé trés
tdt (voir par exemple COURANT-FRIEDRICHS [41). Sur un plan théorique, le
changement de type des &quations (elliptique en zone subsonique, hyper-
bolique dans les régions supersoniques dans Te cas bidimensionnel) qui
caractérise un comportement transsonique, est couplé & la non-£inZarnité
du probléme, trés générale en mécanique des fluides. L'étude théorique
et numérique de ce modéle a conduit & de nombreux travaux durant les dé-
cennies passées (cf. COLE-COOK [3] et les références incluses), 1iés le
plus souvent a une reformulation dans le plan de 1'hodographe (voir par
exemple COURANT-FRIEDRICHS [4]1 ou LANDAU-LIFCHITZ [20]). Nous reviendrons

aux Chapitres 3, 4 et 7 de ce travail & 1'équation du potentiel.

piaipiiyiduaia I P ke R TR

Afin de simplifier encore davantage le modéle précédent, des lois
de similarité pour les écoulements transsoniques ont Eété proposées par
VON KARMAN [33]. Pour 1'étude d'un profil d'épaisseur relative & placé

le Tong de 1'axe Ox, on peut développer le champ de vitesse q= (qx,qy)

sous ta forme :

]

Y
q, = Uo(l+8 TR

(1.37)
UgSV+ ...

%y

En changeant d'échelle selon 0Oy suivant la loi :

~ y
(1.38) y=6"3y




on obtient en identifiant Tes termes dominants dans les &quations du

modéle précédent Tes équations

2 (Ku-—lgl uz) +2 =0

v _ 3% =0
ax ay

2
avec K= (l-lﬂfl‘i)/é/3 s
qui caractérisent Te modéle dit des petites perturbations transsoniques.
Notons ¢ le potentiel associé & la seconde équation de (1.39), et y

au Tieu de vV ; on obtient
2 _ma@_\_a_ab]. i/_?-‘__?a)_
(1.40) 3% L(K Z /) %) Ty \3y) T

qui est 1'équation des petites perturbations (Transonic Small Disturbance,

en anglais). Elle est aussi de type variable suivant la valeur de ‘%%
par rapport a ?§T’ Ta non-linéarité est monodimensionnelle (le long
de Ox) et cette simplcité en a fait un excellent test des premiers sché-

mas qui capturent le choc (MURMAN-COLE {241, ENGQUIST-OSHER [81).

3 - LIEN AVEC LES SYSTEMES HYPERBOLIQUES NON-LINEAIRES

L'étude mathématique des lois de conservation, entreprise dans
Tes années 50 par GERMAIN-BADER [117], LAX [27] et GODUNOV [14] connait
ces dernjéres années des développements importants. Pour un exposé de

1'état de 1'art, que nous supposons pour 1'essentiel connu du lecteur,




nous renvoyons & SMOLLER [311 ou GODLEWSKI-RAVIART [131 (des rappels
rapides sont aussi donnés au Chapitre 5), La notion clef, a notre avis,
de cette théorie, est celle d’entropie mathématique introduite par LAX

[22]. Le systéme hyperbolique non-linéaire des lois de conservation

al 3 _ n n d
(1.41) 5 * 5§3-fj(U) =0 , Ue R, fj(U) € R , xeR

admet une entropie n(U)} si 1'on peut trouver des flux d'entropie asso-

ciés wj(U) (j=1,...,d) de sorte que

Rd 3 U -»n{U) € R est convexe

(1.42)
dos(U) = dn(U) . dF;(U) 5 3= 1,....d

Pour un systéme du type {1.41) le plus général, une telle entropie n'exis-
te pas. Mais la plupart des systémes considérés précédemment admettent une

(et parfois plusieurs) entropies.

o v e i e i e i e = e e v e M e ek e ek ek M e A e M i e o e e A

A
Lo
Lt}
w
5+

L)
C
o

mathématique qui correspond & 1'entropie physique comme nous 1'a commu-

niqué J.C. NEDELEC. Plus précisément, on a (voir GODUNOV [16] par exemple) :

(1.43) n=-=ps wj = -puj s

Pour vérifier que les propriétés (1.42) sont satisfaites, i1 suffit d'é-

tablir que n est une fonction convexe des variables conservatives U,

ty - = =
U—(p,qj puj»E pE)




puisque la seconde condition de (1.42) résulte facilement de (1.9).
La d2finition de n(U) nécessite un peu d'attention ; supposant connues

Tes seules variables conservatives (p,qj,e), oh pose

q 1 s
'EJE“J'

U-=J

— N e =
J e

©im

La thermostatique nous fournit une fonction s(e ,%) telle que

)

et on pose

{1
I
o)
L]

(1.44) n{y)

CRERMCHI

PROPOSITION 1.1

La convexité de ['entropte mathématique n définie en (1.44} est
équivalente 4 la convexité de 1'énergie interne e(s ,é) de la relation
(1.2).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.1 (simplifiée depuis par RAVIART f131).

e Notons 1= %- Te volume spécifique. L'énergie interne e(s,t) est

une fonction convexe du couple (s,t} (voir LANDAU-LIFCHITZ 1191 ou
GERMAIN [9]) et T'on a :

5% _ ol

— = >0
as®  as
(1.45)
2 2 2. \? 2
3 g 3 g } (a e ) _ _ 9T 3p _ (gg) >0
98" 8T 37138 35 9T 38




On note également

1 3p 1 sp 1
B = — <= > Y = -—7 ’ RU"-—
p 3% pz 5t T

¢ On se place dans le cas d'une seule dimension d'espace (d=1) pour

étudier 1'entropie n{(U). On dérive (1.44) :

2
dr;={-s+l(5—9—+3)1dp+-9—dq—~l—ds
T\, & oT T

deux fois :

ap? + 28+ v+ u? _u(&.‘%‘tﬁ+ 1) % {op+R)

2o L [y Lo u
dﬂ-pT U‘-—T—+1 1""0,? "0,;'
1 ‘ e Y o

Montrons que d°n est une matrice symétrigue définie positive. Pour
cela, nous montrons que les sous-matrices carrées "en bas 3 droite"

de d?n ont un déterminant strictement positif, i.e. :

(1.46) det (d*n, ;) >0 ; i=1,2,3
i<k<3
i<1<3
Or d?n = 5%~, et Te déterminant 2x2 correspondant & la valeur
33 T
i=2 dans (1.46) vaut aussi %, qui est strictement positif vu (1.45).

T2
Par ajlleurs, on a :

NPt
det (d?n) = LL-E

345

p T




qui est strictement positif compte tenu de Ta seconde inégalité de

convexité de e(s,r). L'équivalence proposée est donc &tablie. .

REMARQUE 1.1

La proposition précédente devait étre connue de LAX {22] et

déja de GODUNOV qui utilise dans son article [15] la fonction convexe
duale de n(U). Par contre, dans un travail plus récent, HARTEN [18]
n'‘envisage que le cas du gaz polytropique, ce qui rend le résultat
moins facile & voir. Les approches physique (paragraphe 1) et mathé-
matique {paragraphe 3) du probléme de la dissipation dans les fluides
parfaits peuvent donc complétement s'identifier, ce qui nous semble
tout & fait remarquable. Mais Ta démonstration de la Proposition 1.1
gqui précéde reste lourde, et aucune explication "évidente a posteriori”

ne nous est connue.

e FEguations de Saint Venant. S'imposer 1'entropie physique contraint

de relaxer la Toi de conservation de 1'énergie. Les variables conserva-
tives U= t(psqj) définissent p gréce & (1.10), puis 1'enthalpie h

par (1.12) et enfin 1'énergie interne e selon

(1.47)  elo) =h-1R() de=-pd(-§)

L'entropie mathématique est maintenant 1'énergie (!), soit plus précisé-

ment :

1

(1.48) J
0, (U) = (h %la’t")




La convexité de n{U) correspond maintenant & la simple condition

(1.89)  ¢2(p) = dppp > 0

o H-systeme, Ce systéme résulte du Théoréme de Bernoulli, des rela-
tions de Rankine-Hugoniot et d'hypothéses d'uniformité & 1'infini amont
(cf. paragraphe 2.b). La loi de pression (1.31) mélange Ta variable ther-
modynamique p et la vitesse U, ce qui n'est jamais le cas pour les
équations d'Euler ou de Saint Venant. De plus, Te systéme (1.32) ne res-
pecte pas 1'invariance de Galilée des équations de la mécanique classi-
que. En collaboration avec Ph. Le Floch, nous n'avons pas trouvé d'en-
tropie mathématique simple pour ce H-systéme. Par ailleurs, 1'expression
des ondes de détente et de choc est compliquée (VIVIAND-VEUILLOT [32]),
alors qu'elle est simple pour les équations d'Euler (cf. Chapitre 6} ou

de Saint Venant (Chapitres 5 et 7).

¢ Fgquation du potentiel thanssonique. A priori ce systéme (1.35)-(1.36)

n'entre pas dans le cadre classique (1.41) des systémes hyperboliques
non-Tinéaires. Pourtant, dans le cas de deux dimensions d'espace, VIVIAND-
VEUILLOT [32] ont réussi & 1'écrire comme équation stationnaire d'un pro-

bléme d'évolution. L'idée consiste & écrire le champ de vitesse inconnu

U sous la forme
(1.50) U = V(p){cos8 ,sine)

ot le module V(p) est calculé en inversant (1.35). L'Bquation de 1'im-
pulsion {1.13) relative & une &volution barotrope est ensuite projetée

sur la direction normale au champ de vitesse. On obtient :




(1.51) E'f + rot U = 0

puisque 1'enthalpie totale reste constante. Les variables conservatives U

t

(1.52) U= (p,0)

permettent de définir un systéme hyperbolique non-linéaire :

(pV cose) 5 / sine\

— 0

oy \. p)cose}
et le champ de vitesse (1.50) solution stationnaire de (1.53) vérifie les
équations du modéle transsonique potentiel. De plus, une entropie mathéma-

tique existe pour le systéme (1.53) (MORICE-VIVIAND {23]}. Nous y revien-

n

drons au Chapitre 7.

4 - MODELES MONODIMENSIONNELS

Tous les modéles présentés au paragraphe 2 peuvent &tre définis
e. Mais 1a particularité de cette
géométrie conduit & des modéles encore plus simples (du point de vue de

la mécanique des fluides).

La version non visqueuse de 1'équation proposée par Burgers :
u u\
(1.58) W, 2 (2} . u{x.t) € R

est le prototype d'équation hyperbolique non-linéaire pour la démonstra-

tion de théorémes abstraits et 1'étude numérique et mathématique des schémas.




A un changement de fonction inconnue prés, c'est une version instation-
naire de 1'équation des petites perturbations transsoniques ou méme de

1'équation du potentiel. Nous utiliserons cette remarque aux Chapitres

4 et 7.

C'est une version lagrangienne des équations de Saint Venant
(1.28) monodimensionnelles. Les variables de Lagrange (£,6) & utiliser
ne sont pas les plus habituelles, et nous nous sommes fortement inspiré

de BARDOS [2] dans la présentation qui suit. On considére 1'équation dif-

ferentielle

|52

d

(1.55) :

(‘ise) = u(X(E,B),B)

far

et la condition initiale

(1.56) %% (£,0) ='ETYT§%§775Y s X(Ep.0) = &

i1 | IR

obtenues & partir d'un champ {p(x,t),u{x,t)} solution
de Saint Venant. Notons que cette construction impose & p d'étre non-

nul, ce qui exclut tout vide dans la condition initiale. L'application

(£,8) b (x,t) = {X(£.8),8)

définit les coordonnées eulériennes {x,t) en fonction des coordonnées

Jagrangiennes (£,8) ; elle est biunivoque sous 1'hypothése

(1.57) 0<p, < p{x,0) € p* < s v X€R

et le jacobien J(£,8) est donné par




aX 1

puisque la dérivée g% (o(X({£,8),68).0(£,08)) est identiquement nulle

et que p.Jd vaut identiquement 1 pour ©6=0. Nous introduisons les

inconnues du p-systéme

1
T{£,8) =
(1.59) o{x,1
v(g,0) = u(x,t)
On a facilement
g .8 V3 2 .13
at a8 T 3& } ax T 3E

et le couple volume spécifique-vitesse (t,v) vérifie le p-systéme

9t _ 9V _
36 3¢ = 0
av, op
55 t 58 = 0

équivalent & (1.28), qu'on &crit habituellement en remplacant les lettres

grecques {€,%£,7,v) par (t,x,v,u) respectivement. On obtient :

3V BU _
5t " ax 0
(1.60)
au . 8pv) _
st ¥ Tax T 0
o p(v) = cste dans les applications.

%
Le p-systéme (1.60) est un systéme strictement hyperbolique qui

admet une entropie mathématique

2
(1.61)  n(v,u) = % - P(v) ol F=p(v)
associée au flux d'entropie

g({v,u) = up(v)

Nous retrouverons le p-systéme au Chapitre 5.




Il - TUYERES MONODIMENSIONNELLES

Dans cette partie, nous étudions le modéle le plus courant des
tuyéres quasi-monodimensionnelles. Nous explicitons au premier paragra-
phe le terme source & ajouter aux équations d'Euler. Nous rappelons en-
suite le théoréme de Hugoniot et ses conséquences. L'étude générale du
blocage est abordée dans la troisiéme partie ; nous y adoptons une pré-

sentation non classique. Quelgues remargues conciuent ce chapitre.

1 - RAPPEL DU MODELE QUASI-MONODIMENSIONNEL

L'étude des écoulements de fluide parfait dans des domaines de
forme quelcongue reste un probléme ouvert sur le plan mathématique, et
tes ingénieurs (comme de Laval) ont proposé depuis Tongtemps des modéles
réalistes simplifiés de tuyéres. Le modéle quasi-monodimensicnnel, trés
simple, donne un grand nombre d'informations qualitatives sur la réalité
multidimensionnelle.

L'écoulement est confiné dans un tuyau de section A(x) lente-
ment variable, de sorte que tous les champs sont supposés constants en
espace le long de chaque pian x=cste et on approche le vecteur vitesse
par sa composante wu{x) sur 1'axe Ox (voir Figure 2.1). Le bilan de

masse s'obtient facilement :
(2.1) 2 (oR) + 2 (puA) = 0
’ ot ax

mais le bilan de quantité de mouvement exige plus de soin. Partant de la

relation vectorielle




Figure 2.1 Tuyére monodimensionnelle

g% (pU) + div(pl ® U) = -vp
la moyenne du premier membre dans le volume compris entre x et x+dx

vaut :

[g% (cuA) + é%-(puzA)] dx

et pour Te terme de pression, les termes de 1'intégrale de surface
[[p}dg qui correspondent au double trait sur la Figure 2.2 s'&liminent
(8 1'ordre d'approximation considéré) ; la moyenne de -Vp vaut finale-

ment

- A(X) -g—g dx

L'équation quasi-monodimensionnelle de transfert d'impulsion prend donc

la forme :

Figure 2.2 Bilan d'impulsion




La conservation de 1'énergie (grandeur scalaire) s'obtient comme la

conservation de la masse, et 1'on a :

(2.3) % (pEA) + 537 [(puE'i-pu)A] =0

Le systéme instationnaire (2.1)-(2.3) est discrétisé au Chapitre 6.

2 - THEOREME DE HUGONIOT ET CONSEQUENCES

- —— e AL -

Nous nous intéressons & un é&coulement stationnaire (allant de
gauche & droite) dans une tuyére. Les équations (2.1)-(2.3) et les théo-
rémes généraux du I.l1 nous montrent qu'hors des chocs (ie toutes les

fonctions inconnues sont réguliéres), on a :

(2.4) puhA = cste

2
(2.5) H = _“7 + h = cste
(2.6) s = cste

Pour un écoulement régulier, 1'équation (2.6) exprime 1'isentropie, donc
1a barotropie. Compte tenu de (2.5) (théoréme de Bernoulli) et de la dé&-

finition de la vitesse du son ¢ :

3

e

|

(2.7) ¢ = == (p,s)

Q2

[
on en déduit :

dpu) . du , dh _ (g ey du

+—-£'= —_—
ou u c u

(2.8)




avec M=u/c (nombre de Mach). Par ailleurs, la relation (2.4) impose
a la quantité de mouvement pou de varier en sens contraire de la sec-
tion A. Lorsque A décroit (tuyére convergente), pu croit et ceci
est possible pour un fluide en régime subsonique (M <1} si u croit
ou en régime supersonique si u décroit. Lorsque A(x) croit (tuyére
divergente), pu décroit, donc la vitesse diminue si le fluide est
subsonique et augmente s'il est supersonique. Tous ces résultats cons-
tituent le théoréme de Hugoniot. On en déduit que le passage d'un &cou-
Tement subsonique & un écoulement supersonique n'est possible qu'en un

minimum A* de la section (col de la tuyére).

- e M —

Dans la suite, nous n'envisagerons que le cas d'une tuyére con-
vergente-divergente, dite de De Laval. Nous nous donnons &galement 1'état

thermodynamique en entrée, par exemple le couple pression-température :

(2.9) (po > To) . (entrée)

I1 s'agit par convention d'un état générateur de vitesse nulle. Ceci ex-
prime en fait que 1'état effectivement considéré & 1'entrée de 1a tuyére
est obtenu & partir de celui-ci par une détente isentropique qui conserve
1'enthalpie totale. Précisons tout ceci dans Te cas du gaz polytropique :

1'enthalpie h, et 1'entropie Sp; sont d'abord évalués

(2.10) he = C, To Sy = exp ¢L = (RTo)Y pa™
v

L'état d'entrée posséde ainsi une vitesse u, une densité p, une entro-

pie s=s, et une enthalpie totale hy telles que :




Y

(2.11)  HeXps S Sl R

c

Notons gue dans la pratique, 1'état d'entrée a le plus souvent une vitesse
trés faible puisque la section d'entrée est trés grande devant celle du
col. Les conditions (2.9) représentent alors 1'état thermodynamique du

fluide juste aprés la combustion. Nous avons la

PROPOSTITION 2.1

Dans une tuyére comvergente—divergente de section AY aqu col,
87 L'on se domne les conditions génératricee (2.9) en entrée, le débit

. “ 4 v, . *
est alors majoré par une valeur eritique Q

21y
x

* _ 4 Po_ p*
(2.12) Q \/?(m) = A

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.1

e Supposons d'abord 1'évolution réguliére. Compte tenu de (2.5)-(2.6),
tous Tes états possibles pour le fluide vérifient la relation (2.11). On
peut alors étudier 1a variation de 1'impulsion pu en fonction de la
densité (Figure 2.3). Le débit maximal est donc obtenu pour 1'écoulement

sonique au col, et la valeur (2.12) résulte alors d'un calcul élémentai-

re.
ou branche
A supersonique
e —— — —_ branche
! subsonique
. >
0 p
psom’que

Figure 2.3 Relation quantité de mouvement-densité
pour un gaz polytropique d'enthalpie




® 5i un ou plusieurs chocs sont présents, 1'entropie devient nécessai-

rement supérieure & s;, et le débit est alors inférieur ou &gal & Q.

D'ol le résultat. -

REMARQUE 2.1

Les écoulements subsoniques dans le convergent et soniques au
col permettent & la fois d'optimiser le débit qui traverse la tuyére
et aussi d'accélérer au mieux Te fluide, puisqu'ils peuvent donner nais-
sance 3 des écoulements supersoniques dans le divergent. On dit que la

tuyére est alors amorcée, ou bloquée.

3 - BLOCAGE DES TUYERES MONODIMENSIONNELLES

Nous étudions toujours 1°écoulement stationnaire d'un fluide
parfait polytropique dans une tuyére de Laval. Les conditions d'entrée

(2.9) sont supposées fixées {entrée subsonique). Nous supposons de plus

Ta pression imposée & la sortie :
(2.13) p=~FP (sortie)

Les &coulements qui résultent de ces conditions aux limites sont trés
différents selon les valeurs de la contre-pression ; nous en détaillons
les principales caractéristiques. La présentation choisie reprend celle
de 1'article [7] de EMBID-GOODMAN-MAJDA. Nous notons Ae et As ies

sections & 1'entrée et a la sortie.

La relation (2.13}, jointe & (2.5) et




2

(2.18) h =%

permet de calculer 1'impulsion de sortie en fonction de la densité a

la sortie du canal :

S {
y-1 ~ {y-Do

(2.15) ou =

\/zhg 02

et cette courbe 9° est représentée sur la Figure 2.4. Nous avons

H Sy

porté la courbe

-2

de la Figure 2.3, 1 'équation :

JZho Dz

qui caractérise les é&tats

(2.16) ou =

Cherchons d'abord

IT est nécessaire que les
(2.17} P < pg

sinon aucun écoulement de

_ % S, O'y+1

aussi

d'entropie et d'enthalpie totale imposés.

1'état de sortie (point I

courbes &% et FH,

sur la Figure 2.4).

se coupent, i.e. :

vitesse positive n'est possible.

ou & H=h,
* ¢’ o {5=50
Q*/A I —
|
q / 4 -
col | IH hg
| 1 p=P
|
qs j/// |
|
qe '
0 Pson

Figure 2.4 Ecoulement partout subsonique
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Lorsque la condition (2.17) est satisfaite, le point I est
facile & calculer, ce qui 4ixe le flux de masse qg €en sortie, donc
le débit Qz:qSAs. Dans ces conditions, les points E et C de
fonctionnement en entrée et au col sont fixés, puisqu'on reste sur la
courbe # ¥, (Figure 2.4) ; le fluide accélére jusqu'au col C pour
ensuite ralentir dans le divergent (rappelons que pour chaque point A
de la Figure 2.4, la pente de la corde OA issue de 1'origine est égale

& Ta vitesse de 1'état A).

Le comportement décrit au paragraphe précédent se poursuit tant
gque 1'état physique C du col peut étre construit ie tant que qus < Q*
soit
(2.18) P, <P <p,

ne pression P; facile & évaluer numériquement, Pour la valeur

P=P,, 1'écoulement est subsonique partout sauf au col (sonique) et

Te débit maximum (2.12) est alors atteint.

® La construction de 1'état de sortie (point £ sur la Figure 2.4)
exposée plus haut n'est plus valable si un choc est présent dans le
canal. Nous rappelons que les relations de Rankine-Hugoniot associées

& (2.1)(2.3) prennent la forme (pour un écoulement stationnaire) :




[ou] =0

[pu*+p] =0
(2.19)

[H] =0

[S1=0
puisque la section A(x) du canal varie de fagon réguliere. Nous en
déduisons que le débit et 1'enthalpie totale restent constants dans
tout le canal, qu'il y ait un choc stationnaire ou non. Si nous fixons
un point (p,pu) de Ta courbe ;%{91 correspondant & un état super-
sonique, on construit facilement, compte tenu de (2.19), 1'&tat aval
{p,,q,) issu de 1'état précédent par un choc stationnaire :

vl pu® _ v+l

oy T 2v-1) Ry T -1 (p' (v-T)h, © )

ou =‘/2h0 pz-% Se pw’,+1

Lorsque p varie entre 0 et la valeur sonique

(2.20)

q;

1
F9fn 1 \ I

, W \Y"
- o ]'"'J. 11{}‘
(2.21) DS = (—-H Y+ -s_O}

(p;,q,) parcourt ta “courbe de choc® & (cf. Figure 2.5).

e Supposcns maintenant la pression P de sortie inférieure a P,

(cf. (2.18)). I1 n'est plus possible de construire de solution baro-
trope des équations (2.1)-(2.3). Si un choc est présent dans Ta tuyére,
il transforme un état supersonique en un &tat subsonique. Compte tenu
du théoré&me de Hugoniot, le col est donc nécessairement sonique. Par
suite, le débit maximal Q* est atteint, le convergent reste Tui sub-
sonique (et en évolution barotrope) et le choc est situé dans le diver-

gent. La conservation de la masse (2.1} nous impose la valeur de 1'im-




Q*/A*

Figure 2.5 Pressions critiques

.pulsion en entrée et en sortie ; en particulier 1'état d'entrée (E sur
la Figure 2.5) est imposé. Pour 1'état de sortie, deux points particu-

Tiers I, et I, sont mis en &vidence. Ils correspondent d deux va-

leurs particuliéres P, et P, :
(2.22) P, <P, <P

de Ta pression de sortie. L'@volution E - C* > %, (pour p=P,) le
long de la courbe #°, correspond a un écoulement barotrope avec sor-
tie supersonique, alors que 1'évolution E-»C* >, -5, (pour p= P,)

est un cas limite ol le choc est situé juste @ la sortie de la tuyére.

e (Considérons maintenant des valeurs de pression en sortie telles que
(2.23) P, <P <P,

Le point & (Figure 2.6) représentatif de la sortie est donné par la
condition (2.13) et le débit total Q*. Puisqu'en aval du choc 1'écou-

lement (subsonique) reste isentropique, 1'&tat aval du choc est situé




pu

¥, a%

thOC‘-""”:;;//r

Q*/A, - Ly
L

Q*/a, //%7 z i E

0

Figure 2.6 Ecoulement bloqué avec choc
dans le divergent

sur 1'unique courbe #7~ d'équations
(2.28) H=h, , S=8,

passant par Te point ZI. Notons gque cette condition fixe 1'entropie
en sortie S,;, i.e. fa valeur de £a contre-pression P 4ixe £a force
du choc. La position du choc s'obtient ensuite facilement : 1'état aval

est nécessairement situé a 1'intersection % n#%/ (Figure 2.6). L'e-

tat amont M a méme quantité de mouvement g . et est situé sur H S,

Dans le plan de phase (p.pu), 1'écoulement est donc fonction uniquement
de p,, T,, P et des sections A, A%, A Dans Te convergent, le point
représentatif de 1'état du fluide parcourt 1a courbe [ - c* et dans le
divergent, le régime supersonique C* - M est suivi du choc M-V puis
d'une évolution isentropique V - Z. La position physique du choc s'ob-
tient en résolvant par rapport a 1'abscisse x {(dans le divergent) 1'é-

quation

(2.25)  A(x) = q:ﬁ;c

Ce type d'écoulement caractérise une tuyére bloquée, puisque 1'amorgage
ayant eu lieu (vitesse sonique au col), la contre-pression (2.23) trop

forte empéche la tuyére de détendre complétement le gaz dans le divergent.




o - -

Pour une tuyére de Laval avec entrée subsonique donnée par
un état générateur (2.9), nous avons mis en évidence quatre valeurs
caractéristiques de la contre-pression de sortie :
(2.26) P, <P, <P, <p,
Pour P=pg, 1le fluide est au repos, un &coulement subsonique régulier
est obtenu pour P, <P <p,, qui devient sonique au col pour P=P,.
L'écoulement bloqué avec choc dans le divergent est obtenu pour P, <P
<Py, etpour P<P,, P#*P, Te modéle précédent n'a pas de solution.
En fait une étude plus compléte du jet en sortie de tuy@re montre que
pour P; <P <P, 1la tuyére est surdétendue et des ondes de choc sont
présentes dans Je jet, alors que pour P < P,, 1la tuyére est sousdéten-
due et le fiuide continue & se détendre dans le jet. Le régime P=P,
est le plus intéressant pour 1'ingénieur : la tuyére accélére le gaz
jusqu'a un écoulement supersonique adapté & la pression de sortie, et
la poussée fournie est alors maximale (voir par exemple SEDOV [291).
La loi débit-pression de sortie est résumée Figure 2.7 et la synthése

précédente est illustrée Figure 2.8, empruntée & GERMAIN [10].

i fonctionnement optimal

L/
v
I
l
!
1

—-» P

0 Pg P1 Po

Figure 2.7 Loi débit-pression de sortie pour
une tuyére de Laval




Valeur de P Schéma d'écoulement Commentaires

“%é- - - - Ecoulement

Py <P < - SIS r - -

- o .
N'.: o = =  Bubsonigue

- F e Supersonigue x, <X < x;

P, <P <P _— e - - - — Subsorigue 1, < x

- el
T SIk- - -=-~~  onde de choc x

-\—/..""—.—_------ onde de choc

P=P, T E= .7 T T T T dans ls section terminale

- o . -
~ - - a -
Systtme d’ondes
P, <P <P, de choc & la sortie

du divergent

P < P,

Fiqure 2.8 Configurations d'écoulements dans
une tuyére de Laval {d'aprés GERMAIN [101])




4 - REMARQUES FINALES

L'étude du blocage des tuyéres exposé au paragraphe 3 pour les
équations d'Euler s'étend sans difficulté au modéle de Saint Venant
{voir EMBID-GOODMAN-MAJDA [7]). Par contre le modéle potentiel (I-2-c)
est mal adapté a 1'@tude gquasi-monodimensionnelle des tuyéres. En effet,
les conditions d'entrée (2.9) imposent & 1'écoulement (isenthalpique et
isentropique) de suivre la loi (2.11) donc, dans le plan de phase, im-
posent au point représentatif du fluide de tester sur la courbe F#¥,
(Figure 2.3}, méme lors d'un choc. Lorsque la tuyére est amorcée, la
pression de sortie revient donc foujours 3 la valeur p= P,. et pour
spécifier davantage 1'&coulement dans le divergent, i1 faut ajouter une

condition sur la différence de potentiel

(2.27) 5 = Ad

sortie ~ Yentrée

comme le proposent DECONNINCK-HIRSCH [61 ou NEEAS f25]1. Nous pensons que

Ta condition limite (2.27) est peu physique, et Tes conséquences de cette
remarque sont abordées au Chapitres 4 et 7 pour des é&coulements bidimen-

sionnels.

Enfin nous n'avons pas du tout abordé Te probléme des fluides
entrant dans le convergent & vitesse supersonique ni les &volutions pu-
rement instationnaires dans les tuyéres quasi-monodimensionnelles. Nous
renvoyons & [7] déjad cité et surtout & 1'étude monumentale de GLAZ-LIU
(voir [12] et les références citées). Sachons seulement que si le débit
est supérieur au débit critique, une onde de choc instationnaire remonte
le fluide & contre-courant et Tui impose un passage sonigue du col. Sui-
vant 1'analogie avec le trafic autoroutier (voir par exemple WHITHAM [341),
cette onde de choc nous est bjen familiére, lors des "bouchons" de la cir-

culation.
- gctobre 1987 -
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For the representation of a divergence free vector field defined
on a bounded simply coﬁnected domain of R3 by its curl and its normal
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I - INTRODUCTION

When we study numerical fluid dynamics an important task is the

discretization of vector fields U which are divergence free (or solenoidal)
(1.1) divd = 0

with U defined on a domain @ of R3. The major field of application

is incompressible hydrodynamics (TEMAM [43]) ; replacing U by the mass flux,
the equation (1.1) is also important in statfonary compressible aerodynamics
(COURANT-FRIEDRICHS [14]). A conforming discretization which respects the
condition (1.1) is difficult with the finite element method (HECHT [28],
GUSTAFSON-HARTMAN [27]). On the other hand a natural idea to satisfy exactly
(1.1) is to represent U in terms of a vector potential v

s

(1.2) U=carl ¥

but the uniqueness of ¥ is never assumed and a gauge condition has to be
added. A classical way is to prescribe the Coulomb gauge (e.g. JACKSON [29]) :
(1.3) divy =0 .

Moreover; different choices of the boundary conditions for 3 are possible.
The studies of BERNARDI {8] and BENDALI-DOMINGUEZ-GALLIC [5] have given
existence and uniqueness results. Practically the stream function is just

a tool for the representation of the field U and must be computed easily
if we give some constraints on this field. In this paper, we choose to fix

the vorticity = and the mass-inflow g over all the boundary
(1.4) curl U = o in @

(1.5) u.n=g on a9



With these asumptions we restrict ourselves to a simple problem.
More sophisticated models, by example, are the Stokes and Naviér-Stokes
equations in (¥,s) formulation (GIRAULT-RAVIART [25]), and the potential
isentropic equations of transonic flow (COURANT-FRIEDRICHS [14]). However,
even in the linear case of the Stokes problem the numerical analysis of
the threedimensional case is difficult (NEDELEC [37]).

In part II, after reta]]ing classical results on vector fields,
we split the linear problem in an homogeneous problem in° @ (g=0) and
a problem on the boundary of @ (g+#0). Then a concrete construction
method of ¥ from the only data (w,g) is presented. In the discretized
problem, thé compatibility between these two subproblems requires that
the discrete field ﬁh must have a tangential component on each point
of the boundary. Thus in part I1II we develop curved finite elements con-
forming in the spaces H(div) and H(curl) which coincide in the straight
case with the vectorial finite elements of degree 1 1ntrodu¢ed by NEDELEC
[36]. Then we derive optimal interpolation errors. Part IV treats the ap-
proximation of the homogeneous problem. The major difficulty is the defini-
tion of a "good" linear space which assumes that the discrete potential is
unique. Therefore, we adapt the discrete gauge communicated by ROUX [41] to
the case of arbitrary simple connected domains in R3. Then we formulate
Lhe discrete problem and obtain the error estimation between the velocity
field and its approximation. By linearity part V'treats only the approxima-
tion of an harmonic vector field (@=0). The boundary finite elements of
NEDELEC [33] and BENDALI [2,4], are adapted to H{curl), and a discrete
gauge is added to assume the uniqueness of the tangential component of the.

discrete stream function. Then the error estimation is established.



HYPOTHESIS AND NOTATIONS

We define 2 as a connected bounded domain of R3 with boundary
=T, and I'j(j =0’1""’Nr) as the connected components of TI. We
assume that T, 1is the boundary of the unbounded component of R3\q.
Classically (e.g. NEDELEC [34]) the structure of regular (%°) manifold
with boundary ensures the ‘existence of p open sets 2 of R3 covering

r, and of p compatible local charts @;

(1.6) @ : 9 —— (J-1,11)°

=(pj’ v'i,j = 1,---,p
Q.ian Qiﬂﬂj

(1.7) @”

with o, and wgl of €~ class verifying :

(1-1,11)% x (0)

(1.8) ¢H(T'7Qi)

1]

(1.9) o;(2na;) = (1-1,10)% x 10,11

(@ s locally on one side of its boundary). We finish this geometrical

description by introducing the normal projector on the boundary (NEDELEC

[331)

PROPOSITION 1.1 : There exists & > 0 and a neighborhood U s of

T : Ug = {x€R3, dist(x,T) <8} such that each point x of Ug admits
a unique projection PI‘ X on T :
’VXEUG , Ay = Prxe r, )23/ normal to T.

N

We make now one hypothesis on the algebraical topology of @, then

we introduce some notations relative to boundary operators. The domain & is



supposed to have N, holes (if NH=0, 2 1is simply connected) and it
N

is possible to find Ny regular surfaces Zy such that (@\ ﬁ zk)
k=1

is a simply connected domain of R3 (FOIAS-TEMAM [21]). The following

operators on the manifold I are defined in CHOQUET-BRUHAT [12] by example :

e Surfacic gradient VoW and surfacic curl, cﬁ?lrw, of a scalar func-

tionon T : cﬁ?lrw = vrwxﬁ' with 1n the external normal to T,

e Surfacic curl, curlrg, and surfacic divergence d'ivr,?;' of a tangent
- - - - -’ _’ _} - B
vectorial function defined on r. We have : d1vr g = cur]r nxg., Finally -

the Laplace-Beltrami operator AL satisfies :

'_Arw = cur'lr(cuﬂrw) = -divr(vr W)

By duality these operators are also defined for scalar (T) or vectorial
(U) distributions on T :
- . ind
<VPT,g>r = - <r,d1vrg>r

-> -3 -
< c:ur'1r T,¢ >1" <T,cur1r g>r

<curl.U.w>. = <U,cirl.w>
curr oW 1"'» U,currw T

<div_U,w> <U
1vI,U,w r = U,er>r

In these notations, the duality product <"'>r of two vectors is the
scalar product thanks to the metric gij on the manifold (e.g. CHOQUET-

BRUHAT [12])

- -
<Ue> = 1-2;; <Ui»9558577

e More generally the scalar product between two vectors (—5,@’ defined in
Q, or two tangent vectors on T, is denoted by 5; [or ($.$) when .

is used for the image AU of a vector U by a mapping A], the tangential



- -5 - - - - - -
component on T of a vector ® is : Ty =nx(exn) = (nx@)xn and we

have a Green formula for regular vector fields :

(1.10) j @.curl ¥ dx = J curl . ¥ dx +j (exn) . ¥ dy
Q Q o0

Moreover Span <uj,...,u > s the linear space of all the linear combi-

naisons of the vectors Upse..sUy and tA is the transpose of a matrix A.



I1 - THE CONTINUOUS PROBLEM

We first recall the definitions of some classical Sobolev spaces.
Then the major results concerning the decomposition of vector fields re-
viewed in BENDALI-DOMINGUEZ-GALLIC {5] and also established by FRIEDRICHS
[22]1, FOIAS-TEMAM [21]' and GEORGESCU [23] are given. We also propose a
mixed formulation in the variables (3,3) to compute both the velocity
field U and the potential $ in the particular case of homogeneous

constraints on U :

(2.1) divi=0 Q
(2.2) un=0 on Q
In the non-homogeneous case, i.e. if
(2.3) i.n=g on 39

we first consider a boundary problem for which we give a mixed formulation.
Then the Tifting Theorem of J.L. Lions (LIONS-MAGENES [31]) allows a theo-
rical approach to compute the vector potential ¥ with

-

(2.4) u=curl v

if U satisfies both (2.1) and (2.3).

1) SOME HILBERT SPACES

The Sobolev spaces L2(q), HI(Q), H2(2) are Hilbert spaces with

their natural norms | | and |l H2 Q respectively (e.g. ADAMS

0,0° I "1,9’
[1]). We set also :

Hi(a) = {w € H(2) 4 Wy = o}

12(2) = {w € L2(a) , J W dx = o}

f



Following DUVAUT-LIONS [19], we define
H(div,a) = {V € (L2(2))° , div Ve LZ(SZ)}
H(curl,) = {Zé € (L2(2))° , ciFl B € (LZ(Q))3}

and the associated norms | "H(div) and - |l "H(cur])' We also considgr

vector fields which are normal on the boundary :
HO(curl,p) = {3 € H(curl,q) , $>£K‘r = O}

The classical spaces Hs(r) (s real) of scalar functions (and distributions)
defined on the g-boundary are equipped with their natural norms | IlS r The

duality product between H'%(r) and H%(r) is denoted by <.,.> and

I"
THS(F) are tangent vector fields on T (e.g. [3]) :
THS(r) = {a’ € (HS(r))® , mR= o}

Consider now some particular spaces useful in this paper :

DEFINITION 2.1

W2(a) = {25 € (H(2))® , citl B¢ (Hl(ﬂ))3}

M(r) = {g distribution on T , <g,1>1, =0,V 1'=O,...,NI,}
i

The notations introduced above for the norms of scalar fields will
also be used for the norms of the corresponding vector fields when there is

no ambiguity.

PROPOSITION 2.1 : The norm

- _ (=, 2 -)-)2\%
Hwﬂwz(g) = (WM!I,Q + i curl wﬁl,ﬂ/

defines on W2{(Q) a structure of Hilbert space.



2) DECOMPOSITION OF VECTOR FIELDS

In this paragraph, we recall general results on vector fields defined
on a regular bounded domain 2 of R3. We refer to BENDALI-DOMINGUEZ-

GALLIC [5] and included references for the results.

DEFINITION 2.2 The two sets

Dl

(m}

Xy(2) = {Ve (L2(2))%, divVeL2(a) , curl Ve (L2(a))> , Vxne TH%(r)}

Xp(2) = {Ve (L2(2))° , divVeL2(x) , cir1 Ve (L2(2))° , V.ReH

are Hilbert spaces equipped with their natural norms | "T and |l “N res—

pectively.

THEQREM 2.1 The spaces XT(Q) and XN(Q) are equal to (HI(Q))3 alge-

braically and topologically.

We introduce tangential and normal harmonic vector fields, related to topolo-

gical invariants of Q.

DEFINITION 2.3

Ho(a) = {Ve (L2(2))?, divv=0, cir1 V=0 ,V.ﬁ’{fo}

Hy(2) = {Ve (L2(2))? , divVv=0,carlVv=0 ,Vxﬁ’,r=o}

THEQOREM 2.2 We have dim HT(Q) = Ny dim HN(Q) = N.. There exists a unique

basis (EI) of HT(Q) (resp. (EN) of HN(Q)) such that :
1<i<N, Vi<j<ng
=T - _ . _
Jz ek .ndy = Gik vV ik = 1,...,NH
i
(respectively Jr e.l .n dy = Gjl vV j,1 = 1""’NP)'

J



PROPOSITION 2.2 The orthogonal projectors PT and Py PT : XT(Q) - HT(Q)

and Py t Xy(Q) ~» Hy(2) with respect to the associated scalar products admit

the following expressions :

Ny
2.5 PV =2 V.50 dx) 84
T i i
i=1 ‘Q
N
(2.6) Py V = ( v.5N dx) g\
j=1 Ma J J

for some basis ggf of HT(Q) (resp. 2&? of HN(Q)). Thus the expressions
(2.5).(2.6) define PT and PN as orthogonal projectors from (LZ(Q))3 onto

HT(Q) and HN(Q) respectively.

PROOF OF PROPOSITION 2.2

The auxiliary basis Egr and 'gri are constructed explicitly by

J
FOIAS-TEMAM [21] , DOMINGUEZ [16], and BE%?ALI-GALLIC [6] as gradients of

some harmonic functions defined on (Q\ LT Zi) and on Q respectively.
i=1

The end of the proof is clear. .

-
PROPOSITION 2.3 Let V be a solenotdal vector field (div V= 0) in

(H1(2))3. We have :

T
(2.7) PV o= X (J Vﬁ’dy) N
j=1 Mr, J
J
Ny
- - - =dl . - - _
(2.8) PT.v = EE; (JZ v.n dy) 85 f v.nj, = 0

PROOF OF PROPOSITION 2.3

We only prove (2.7) since the proof of (2.8) is similar. Following

BENDALI-GALLIC [61, let wj be the solution of
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ij =0 Q
wjzsij I"_i 1=1,oo.,Nr
We set ng = prj and we integrate by parts. We have :
jv.a.” a = [ Vg dv
g 9 39 J
if divVv=0. Thus (2.7) holds. .

THEOREM 2.3 The mappings

- - >, 2 2 . o 2 - 2 - - 2
Xp(2)3v e lvlT = (Ilcur] vllo’Q-l- fidiv vIlO’Q+ "PTV"o,s2+ llv.nn%,r

- - >, 2 . > 2 - 2 > - 2
XN(Q)BV P Ile = (Ilcuﬂ vIlO,Q+ fidiv VHO,Q+ "PNV“o,Q+ Ilvxnll%’

are norms on XT(Q) and XN(Q) which are ‘equivalent to the HY(Q) norm.

DEFINITION and PROPOSITION 2.4 We set

Wi(g) = {ZEE (H1(2))®, div 8=0 ,Vxﬁ'}I,:o,J e.ndy=0,vj=1

r
J

Then the mapping W!(Q) 3 @+ lcirl 5"0 g € R s a norm on WH(Q) which

8 equivalent to the H! norm.

PROOF  Direct consequence of Proposition 2.3 and Theorem 2.3. .

3
THEOREM 2.4 (Decomposition of vector fields). For U given in (L2(2)) ,
we have the following decompositions :

(z) N

H
(2.9) U=+ clrl @+ _Zl (J u.5) dx) re
1= Q

y

\
]

(S8

T

o)



[

with wnique (W,®) verifying

W € H1(2) n L3(2)
(2.10) R
@ € W{Q)

(27) N

(2.11) U=9p+curl ¥+ G 7.3\ dx) gN
| j=1 Vo 3 /I

with unique (psV) verifying

p € Hy(2)
(2.12)

7€ (H(a)’, dive=0, 3R =0, PrT=0

r

3
Moreover if U belongs to (Hm(Q)) (m=>0) then w,p,$,$ belong to

H™1 0. | .

This result was used by EL DABAGHI-PIRONNEAU in their numerical

work [201].

3) MIXED FORMULATION OF THE HOMOGENEOUS PROBLEM

If a vector field U admits a representation of the type U=curl @,

we have clearly :
(2.13) divi =0

but we also have constraints on the normal component.

1
IEMMA 2.1 Let be in the space W!(R). We have in the space HZ(T) :

-
©
- - - N - - -

curl ¢w.n = d1vr oxn = cur]r T .

PROOF OF LEMMA 2.1

Consider a regular function w on T and a lifting of w on @

also denoted by w. We have



L Y

div(w ciFl @) dx = j ow.cirl @ dx

<l 3.7, w> = |
Q

9]

= -<Vw,3xﬁ’>r= <d'ivI. -cﬁx'ﬁ', w>1,

by definition of the operator divr. Moreover for an arbitrary tangent
vector field £ on T, we have curlr(:xg) = divrg (e.g. CHOQUET-BRUHAT

[121). .

3 -
PROPOSITION 2.5 (FOIAS-TEMAM [21]) Let U € (L2(R)) and ¥ € H(curl,q)

satisfying U curl V. Then we have :

(2.14) PyU=0

3 -
If U € (HY(Q)). and T € W2(Q), this condition can be written :

J U.ndy =0 for i=0,1,.. N
T

i

PROOF OF PROPOSITION 2.5

From Proposition 2.2 (equation (2.6)) we have :

JU.@N dx = j car1 T8N dx
Q Q

j j
= Iﬂ)’.cﬁﬁ 7N ax - J T.(nx%N) dy
Q J 0 J

because 'é'jN € HN(Q). Then PN U=0. The end of the proof is a consequence
of Proposition 2.3. Directly we have from (2.12) and Lemma 2.1 U.T=div,(vxT)

on 32 and we integrate this function on the component Ts. -

We suppose now that the hypothesis (2.13).(2.14) are true and we
give in the following of part II a way to construct a vector potential -

We begin with the simple case U.n=0 on I.



THEQREME 2.5  The mixed problem

3 -
U € (L2(2)) , ¥ € W)
I U.V dx - J cirl 3.V dx = 0 v Ve (L2(n))°
(2.15) Q Q
jﬁ.cﬁ*] Z.?dx:j‘m'ﬁ dx v 3 € W(a)
Q Q

admits, for © givem in (Hl(ﬂ)')3, a unique solution which satisfies
div ¥ = 0. Moreover if © € (L2(R))® such that (2.13).(2.18) 4s satisfied,

U belongs to (HI(Q))3 and we have

(2.16) in=0 r

2.17 carl U= @
( )

(2.18) 1dn, < cudng

s

for some constant C.

PROOF OF THEOREM. 2.5

e The existence and uniqueness are consequences of the Brezzi conditions

(BREZZI [10]) which are satisfied because on one hand

(L2(2))® 3 (U,V) - J U.Vdx € R is coercive
Q

-and on the other hand

Sup - > lcdrl B = C Ul
Ve (L2(q))3 VI 058 1%

(we choose V = - curl @ to obtain the first inequality and we refer to

Proposition 2.4 for the second). The first equation implies U = curl v

and therefore div U = 0.
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e If U belongs to (L2(2))? and verifies both diva =0 and Pyu =0,

The Theorem 2.4 (%) shows that we can write :
(2.19) o =vp+cirlJd

The scalar p belonging to H(l)(sz), we have p=0. Besides we have also
-> -> -
3 e (H1())3, divd =0, J.n|. = 0. Demonstrate now that u-J belongs to
It
HT(Q), i.e. that the pair (w,(—ﬁ) of the decomposition of 3—3, by means

of Theorem 2.4 (Z), 1is equal to zero. We have

o

(3-3).Vw dx = J (:—3).;w dy = J u.nwdy = 0
f2 as as

(U-3).curl @ dx
’Q

- -) -> -3 = —) -
J u.curl ¢ dx - J curl Jd.o dx because oxn=0
9] Q

0 thanks to (2.15) and (2.19).

-

Thus U € (H!(2))3 and (2.16).(2.17) are clear. We choose ©=9 1in the
second equation of (2.15). From Proposition 2.4, we deduce liull§ Q <

-> - -> - - .
llwllo "‘p"o,sz <C "“’"g,g I curl cpllo’Q which corres?onds to (2.18).-

]

4) MIXED FORMULATION OF THE BOUNDARY PROBLEM

We suppose in this paragraph that the boundary I is connected
{if it is not, we just have to replace the functional spaces by their
(Nr+ 1) copies for the different connected components of T). We recall

first general results on scalar and tangent vector fields on T.

THEOREM 2.6 Let S be a real number, @ an element of HS(I“) n M(r).

The problem -AL0 =g admits a unique solution 6 € HS+2(F) N M(r) verifying

"6"s+2,1’ < C(s) llgﬂs’r for some constant C(s) <independant of g.



& o

PROOF  See, e.g. DE RHAM [15] or TREVES [44].

DEFINITION 2.5 We denote by Y(T) the space of tangent vector fields

§ on T with curl B =div,8=0. We define WH(r) by

Wi (r) = {ﬁ € TH%(r),divr?{ =0, f 78dy=0,vie Y(r)}
: T

THEOREM 2.7  (GEORGESCU {221, TREVES [44]1) The space Y(T) <s finite-
dimensional and there exists some integer Y such that dim Y(T) = 2r.

(T is diffeomorphic to the torus with r handles). Moreover for S a

given real number, the mapping

(H*L(r) nm(r))”® Do 2 2 TS
YAM(T)) xY(T)3 (psWs8) b = vrp+cur]rw+6€TH ()

defines an algebraical and topological isomorphism.

Those important results allow to derive a Poincaré-type inequality

in the space N%(r).

1
PROPOSITION 2.6 The mapping W:3n ® | Cut"'ll,?{ll_l &R is a norm on
2

Wi(T) which is equivalent with the norm induced by THI(T) :

< Clleurt A1,

isr :

3C>0, VT e W) AT,

PROOF OF PROPOSITION 2.6

The field 7 € TH%(I‘) admits a decomposition given in Theorem 2.7
3 -> -
with p,w in HZ(r) n M(r) and 6 € Y(T). We have clearly : ALP = divrn =0
then p=0 thanks to Theorem 2.6. Moreover, when we integrate n against

- - -
3, we have J n.s dy = J 6.8 dy =0 so ®=0. Then
T T
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In

- e
3.0 = llcurlrwll%’r < llwll%,r <C llcuﬂrnll_%,r

thanks to (2.20), Theorem 2.6, and curl ReH ¥(r), with

-p
(2.20) “ALW = cur]rn .

Suppose now that the mass flux g across the boundary is given
in M(r). We have seen (Proposition 2.5) that the component T of the

vector potential satisfies :

(2.21) cuﬂrz-’ =g

If we choose Z in W2(r), we add the continuous gauge condition

(2.22) div,Z = 0

and Z:’ can therefore be rewritten as

(2.23) € = cirl 9
We propose now a mixed formulation of the problem (2.21).(2.23).

-1
PROPOSITION 2.7 Let g be in H *(T) n M(T).. The mized problem

Z € W(r) , 0 € L2(T) n M(T)

[—b-'d Je - - 1
. . - curl_ndy =0 vn € W¥T
(2.24) IR pndy n € W(r)

[ curl Zwdy = <g,w> v w € LZ(T) n M(T)
;T T

admits a unique solution ('g',e) € W2 x (L2 n'M) satisfying (2.21), (2.23),
3
8 € H2(T), and

(2.25)  WEN, . <Clgl_, .

2T

5 3
Moreover ©Tf @ € H%(r), we have 6 € HZ(T) and g € THZ(r).
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PROOF OF PROPOSITION 2.7

* Following RAVIART-THOMAS [40], we clearly see that the pair (o,curl 6)
with o € M(r) solution of -8,6 =g, is solution of (2.24) because

- Ced - % -~ .% .
<w,cur1rn> = <cur1rw,n>r for we€ H? and n € TH?. The uniqueness

T
is established by linearity : if g=0, the second equation shows that
cur1r§= 0, then £=0 (Proposition 2.6). Furthermore, let p, in
H2(r) n M(r), be the solution of -a.p =o. Ifwe set 7= cﬁr]rp,
then 7 € Wi(r). If we use this function in the first equation of (2.24),
we find Irgz dy = 0. The estimation (2.25) is then a simple consequence

of Proposition 2.6.

e The relation (2.21) holds in the sense of distributions because both
cur’lr-g’ and g are equal if they are applied to functions of L2(2) nM(r)
or to constant functions. Moreover L2(2) 1is dense in H%(I‘) (e.g. LIONS-

MAGENES [311]) so cur]rg and g are egual in H-%(I‘).

e If g belongs to H%(r), the regularity of 6 1is clear.

5) A GLOBAL RESULT

We consider a velocity field in (H1(Q))3 satisfying
(2.26) divi=0 Q

J=0,1,...,N

T

(2.27) J' U.ndy = 0 on T.,
r J

J
and we suppose that both » and g verify
-
w

(2.28) curl U = Q

(2.29) U.n=g r
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We propose in Proposition 2.8 a way to "compute" without ambiguity a
vector potential ¥ of U

s

(2.30) u=curl 9 Q

We recall first a 1ifting Theorem of J.L. Lions :

THEOREM 2.8  (e.g. LIONS-MAGENES [31]1) The trace mapping vy, defined
by Yo = (wlr gﬁl ) if @ <g regular can be extended from HZ(Q) onto
Hz(r)><H§(r) and adhzts a continuous inverse 9, lifting from H%(F)><H2(F)
to HZ2(Q) : H2(r)xH (1Y 3q b Pqc€ HZ(Q)

vo(29) = q v q € HExd

ac>o0, H.@qllz’Q < Clql

o

1
2

, VGqE€HxH

Nj

3
HZ xH

PROPOSITION 2.8 Let U be given in (HY(Q))3 by (2.26).(2.29). There

exists a continuous vector potential v which satisfies (2.30) and defines
a continuous mapping (H1(Q))3 - W2(Q) computable without any use of the

harmonic functions belonging to the spaces HT(Q) and HN(Q).

PROOF OF PROPOSITION 2.8

e Consider first the boundary equation (2.29). From Proposition 2.7 there
3 -
exists some E € TH2(r) verifying (2.21). Each component £; of ¢ belongs
3 :
to H2(r) and, by Theorem 2.8 the vector field z defined on £ by its

components Tis L = 5?(&1,0) satisfies cur]r ﬁZ = g and

- < -
ll?;llz,Q <C H&HS <C llgll2

E’r ,T

e Secondly, the mixed problem



L

7€ (12(2))® , X €W(a)

%

J Z.V dx - I curl X.V dx vV VE (L2(q))3
9]

I Z.curl ¢ dx = J (@-curl curl 2).0 dx Vv & € Wi (Q)

9} Q

admits (thanks to Theorem 2.5) a solution (Z,X) satisfying Z = curl X,

cirt Z = o-curl(curl Z) in @, Z.n=0 on T, and Iyl , < c(iw, ot
w b ]

|I_¢r:ll2 Q) thanks to (2.18) and Proposition 2.4. By uniqueness of Z, we

have Z = u-curl Z in @, so ¥ = x+z solves the problem. .
We end this part with a general result on harmonic vector fields.

PROPOSITION 2.9 Let g be in H 2(T) n M(T). The problem

diviu =0 Q

curl U =0 Q
(2.31) N

u.n =g r

PNu =0

has a unique solution U € H{div,Q) which satisfies

(2.32) n?uo <Clgl_,

»§ 257
" for some constant C <independant of Q.

PROOF OF PROPOSITION 2.9

e Following TEMAM [43], the auxiliary problem

0 Q

J
(>4
©-

n

a—¢l=g T
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defines ¢ € H(2) n LZ(2) and the continuity of gt ¢ Vel o <Cligh_y o

is classical. If we take

Np
T=vo+ 2 0. N

the existence of U verifying (2.31).(2.32) is established.

e Uniqueness is a direct consequence of Theorem 2.2. .



IIl - VECTORIAL CURVED FINITE ELEMENTS IN R3

We have seen in the study of the continuous problem that the
representation of a divergence free vector field U by means of a vector
potential § Teads to the internal and boundary equations curl ¢ = ¢ in
o and curl. T = U.R on TI. To discretize the field ¥, we choose
finite elements conforming in the space H(curl,e) such that the boundary
Ir is exactly covered by the triangulation faces. We introduce here two
different curved finite elements of degree 1 which are conforming in the
spaces H(div,2) and H(curl,q) and are a natural generalization of
NEDELEC's tetrahedrons [361. Then we show that for Vv in H(div,2) (resp.
@ in W2(a)) the interpolation error in the associated discrete space
Vh(ﬂ) (resp. Nh(Q)) is of optimal order. We construct in the following
a triangulation %?h covering exactly the domain Q. We denote by %?h -

the subset of %?; formed by elements K such that the intersection

Kn g dis not void.

1) DEFINITION OF CURVILINEAR TETRAHEDRONS

A
DEFINITION 3.1 Let K be the "wnity tetrahedron” -

A .

A curvilinear tetrahedron is defined by the range of Q by a regular
(class &2) on to one function F :

A
X

A A
(3.1) K3 xb x = F(x) €K

Practically, either K 1is an internal element of the triangulation
and F s assumed to be a linear mapping {this hypothesis will be implicit

in the following of the paper), or K has at least one point on the boundary.
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In the latter, four cases can occur :

(i) KN is an edge of the tetrahedron
(ii) Knae is a face of the tetrahedron
(iii) K n 32 1is reduced to one point

(iv) K n 32 contains at least two faces of K.

In the case (iii), F 1is also choosen linear, and the case (iv) can be
eliminated by a refinement of the mesh. We focus now on (i) and (ii)

(figure 3.1).

HYPOTHESIS 3.1 We assume that the triangulation @) <s sufficiently

refined (i.e. h sufficiently small) to be sure that the orthogonal pro-

Jeetion PI’ is well defined on %’“h (Proposition 1.1).
194

DEFINITION 3.2

(¢)  Assume that exactly two vertices A, ,Az of K belong to the set
—
T nQ; defined in (1.6)-(1.8). The curved edge AA, <is defined as

PI,([ Ay A1) where [A;A,]1 <s the straight line between these two points.

(72) If 3Q contains three vertices RAy,A,,A3 of K, the curved face
P
AA A3 is exactly PI‘([ Ay A, A3l) where [A;A,A3] Zs the corresponding

plane face.

We can now describe the choice that we are making for the curved

elements K of %?h! .
3R
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Case (i) 4 (Case 1)
Figure 3.1

Intersection of a curvilinear tetrahedron with the boundary

As

A,
Figure 3.2

Transformation of a straight tetrahedron into a curvilinear one

Curvilinear face (f) common to two curvilinear tetrahedrons (K,L)
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A
DEFINITION 3.3 If X isa point of the unity tetrahedron K, we denote

by J\j(j =1,-,4) <its barycentrie coordinates.

S
(27) If K contains a curved edge AR,, we set

A A AL+ A, :
(3.2) FR) = (1-25-1) Pr(——ﬂﬁ;—) £ Az st A, A

N
(22) If a curved face AjAA; is included in 39, wet set

AjA; +2, A + a3 A
A /7101 2 92 373
(3:3)  F(R) = (1) P ) * M A

(see figure 3.2).

This type of definition was first proposed by ZLAMAL [45,46], studied
by SCOTT [42], and generalized by LENOIR [30]. Geometrically we first write
a current point X of the straight tetrahedron [A;AA3A,] as a barycentre
of one point y on the edge [A;A,] ({case (i), p=2) or on the face

[A;AA31  (case (ii), p=3) and of the other vertices of K :

P
w=1l- 2 2

j=1
P .
(3.4) y=2 A,
j"—'l [TRN
4
X=uy+ Z A: A,
jeprr 3

Then we project y on 32 without changing the barycentric coordinates

relative to the set {y,Apﬂ,-,A@ :
4 .

(3.5) x=uP () + 2 1A
j=p+1 3 9

This formula represents both (3.2) and (3.3).
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PROPOSITION 3.1 The edges and faces of the triangulation %, p are defined

intrinsically without any explicit reference to the element which contain

them.

PROOF OF PROPOSITION 3.1

To fix the ideas, suppose that the curvilinear elements K arid L
have corresponding straight tetrahedrons ¥ and T which have one common
face f = [AjAA3]1 (figure 3.3). Then A;,A,,A; cannot be simultaneously
on the boundary 32 and, by exahp]e, A, and A, are on the boundary and
Az is an internal point. If ¥ belongs to [A;A,], its image y on

A r~
A;A, 1is exactly Pr(y) (thanks to (3.4).{3.5)) and does not depend on K

~

or L. And for ; on f we have

X=uy+ashAy + 0.A, +0.A5 .

and it is clear that the corresponding x by (3.5) does not depend on the

choice of the refering finite element.

2) INTERPOLATION SPACES

We adapt in this paragraph the spaces proposed by NEDELEC [36] to

discretize Sobolev spaces H(div,2) and H({curl,q).

DEFINITION 3.4 We set

D1.={7: R:>R,33¢€ R3,BER,7(S<’)=&’+B§'}

-

R, = {(p : R®» R3, 3 4,8 € R3, 8(2)=3+§x3<’}

and, if K Zs a curvilinear tetrahedron (Definition 3.3), the corresponding

degrees of freedom are :
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T(K) = {og(V) = | V.0 dy , f face of K
f f ¢

¢.d¢ , a edge of K} .
a

3,0 = {o,@ = |

DEFINITION 3.5 Let K be a curvilinear tetrahedron (cf. Definition 3.3).

A A
We denote by dF(X) the tangent linear mapping of F at the point X,

A
and J(X) <ts jacobian. The generalizations of Dy and Ry are :

Dl(K)={'\7: K- R}, 3veED ,viek,
2> - Ay _ 1 A AN
(3.6) TR = s o) W}

RI(K)={$:K-?R3,3$€R1,VQGQ,

(3.7) SFG) = T Gk}

and we will also use

Pl(K)={w:K->R,3'\)€P1 ,vﬁeﬁ,w(r(i‘))=ﬁ(§)}

PROPOSITION 3.2 If F 4s choosen thanks to Definition 3.3, the elements
(K,Zf(K),Dl(K)) and (K,Xa(K),Rl(K)) are unisolvent and conforming in the

spaces H{curl,K) and H(div,K) respectively.

PROOF OF PROPOSITION 3.2

The proof is due to NEDELEC (Theorems 1 and 3 of [36]) when F s
linear (i.e. Dy(K)=D; and R;(K) = R;). In the general case the unisol-

vent property is a direct consequence of the formulas

(3.8) LV(x).ﬁ’ dy = J?’&(Q).G (i)
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(3.9) L o(x).ds(x) = [3 &%) .ds(%)

obtained by the change of variable x=F(X) and by (3.6).(3.7), and of
the previous unisolvent property. The finite element (K,zf(K),Dl(K)) is
conforming in H(div,K) if, and only if, for each face f of K and
each V € Dy(K), og(V)=0 imph’es} V.n=0 on f. Thanks to (3.8) and
the straight case, C.G::o on * and vV is a tangent field on ? which
is transformed by dF 1in a tangent vector field on f, then (dF(Q).c,n)==0
on f.

The finite element (K,za(K),Rl(K)) is conforming in H(curl,K)
if, and only if, for each face f and each o € R (K), oa($}==0 (for
each edge a of the boundary of f) implies ﬁ><$==0 on f. As in the
previous case, ﬁ:<$ =0 -on ?. Let T be tangent vector field on ?,
then (3.7) gives (9(x),dF.7(%)) = (8(X),%) which is null because ©xf=0.

Hence $><3 = 0 and the property is proved.

3) INTERPOLATION AND ERROR ESTIMATES

We define now interpolation spaces on the domain @ thanks to the

triangulation %Zh. We assume that %?; is regular, i.e.

HYPOTHESIS 8.2  There exists a fixed constant C such that, for each

h>0 and each element K of &, h e have the following inequalities
between the diameter h(K) of K, the radius po(K) of the largest ins-

eribed sphere in K, and h :

h(Ky <h<Ch(K) , h(K)<C p(K)
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DEFINITION 3.6

Vp(2) = {V € H(div,a) , VKE B}, V) € Dl(K)}
Vp(a) = {V €V (a) , V.R=0 on asz}
wh(n) = {w € H(curl,2) , VKE @?h s le € Rl(K)}

W(a) = {m €W (2) , ox7=0 on asz}

The corresponding degrees of freedom are
ze(0) = {gf(V) L V.ndy , f face of %"h}
[
J

za(n) = { (@) = | ¢.ds , a }edge of %Th} .

a

We recall also the definition of scalar valued functions on curved

finite elements :

DEFINITION 3.7

1 .
H(2) = {w € Hi(a) , VK €T, » Wy € Pl(K)}
1 1
Hop(2) = Hp () n Hy(a) .
THEOREM 3.1 We assume that %"h satisfies hypothesis 3.1-3.2. For V

in  (Hi(Q))3 there is one and only one interpolation vector IIhDV in

Vh () defined by

(3.10) cf(HhDV) = of(V) v  face of _@'h
and we have

- D- -
(3.11) 1V -1, Vi, o < ChIvH,

for some constant C.



THEOREM 3.2  Under the same hypothesis on 7h’ Sfor @ in W2(R) there

18 a unique interpolation vector Hth-ﬁ in Nh(Q) sattsfying

R - ‘
(3.12) ca(nh Q) = oa((p) vV a edge of %,
We have also
(3.13) 1% - 1} <ChiIdi
H(curl,q) W2(Q)

The proof of these theorems needs a precise analysis of the way
we approach the boundary. We follow NEDELEC [34]. We recall (cf. Part I)
that the local charts ®; : Qi-»]-1,1[3 (i=1,...,p) have a restriction

to 3o n Qi which satisfies

}wi(an na;) = ]-1,1[2><(0)

2
Moreover it is possible to find polygonal subsets Di of 1-1,1[ x(0)

which are compatible with the triangulation %Zh : the parts f; = ¢€1(Di)

of the boundary are gecovered exactly by curvilinear triangles of %?h
lying on 32 and | f; =T. The inverse function of wil is denoted by
- i=1 D.
i
by ¢

D'i 35!""1’1(5) €I'].

“which is an exact parameterization of Ts-

[
1
»
B \Lxﬂ |
D.
i ,

-1 . ~

Figure 3.4 Parameterization of T
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The points of C?'h lying on f"; and the corresponding boundary mesh
triangles define naturally a plane triangulation %7‘1 of the domain D;
(Figure 3.4). Then, using classical P; triangular elements (e.g. CIARLET

[131), we call ¢;;, the interpolate of ¢, relative to the mesh ‘?{m
Dj 3 &b ¢5,(8) €Ty

The piece of approximated boundary Fih is exactly the union of the straight

triangles that ?’h defines on Fi' We have the following property :

~

LEMMA 3.1 Let Aj,A,,A3 be three vertices of %‘h. lying on a piece Tj
3. o

of the boundary, and Y = Z A5 A'i a point of the stratght triangle [A1AzA3].
i=1

We can define a unique point E(Y) in D, such that

(3.18) 5N =F

PROOF

et

3
g(y) = 121 )\i ‘p.i(A-i)

We specify now the relations between the exact surface '1:'1-, the

approximate ?ih’ and the normal projection Pr on the boundary 3Q.

_PROPOSITION 3.3 (NEDELEC [331) Under hypothesis 3.1 and 3.2, we have

(3.15) sup D% ¢5(g) - Do (E)] <Ch°™ sup [D®¢.(g)]  w=0,1
g€, E€D;

sup sup |D*(P.° ¢ )(E)-D%¢., (8)] <
ke %h E€k T 7ih _ 7ih
(3.16)

< ¢ h?™® sup sup |D2 ¢1.(g)| , a=0,1,2
i=l,...,p £€D;



LEMMA 3.2 Let K be a curvilinear tetrahedron of ?’h, and K be the
assoctated straight tetrahedron. The map F (Definition 3.3) is the composite

(3.17)  F = Fy(X + BX+Db)

A A ~ A ~ ~ ~ ~ r~
with K3 Xb x=Bx+b €K and K3 xw x = F(x) € K. Under the hypothesis

3.1 and 3.2, we have :

(3.18) sup ‘dFij(x)-s..'<Ch s i,j=1,2,3.

1J
x €K
(3.19)  sup |- d’F”i.('i)l < s i.5,k=1,2,3.
Xek 8%, J
for some constant C independant of K and h ; 6.. is the Kroneker matriz.

1J

PROOF OF LEMMA 3.2

Thanks to (3.4).(3.5) and (3.14) we have :
(3.20)  F(x) = X+ u(X)(Ppe o5y - 05 (X))

with u(X) defined in (3.4).

® We first prove (3.18). By derivation of (3.20), we have to control both

(3.21) 3—“&(,31 (Ppe b5y~ 05p) (E(X))

ij
and
~ 3 98y
(3.22)  w(X) == (Pr° 63 - 04p) —=~
g axj
3 1
On one hand, it is classical that [-—N— < = with p radius of the
3X3 2p

inscribed sphere' in K. Then thanks to Hypothesis 3.2, we have

(3.23) | 2]<f
oX; M
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Moreover (3.16) with o« =0 and the hypothesis 3.2 prove that the expression
(3.21) is bounded by Ch. On the other hand, let Ay be the gravity center
of the simplex [Al...A 1 ;5 then from (3.14) we have

)\
¢5p(e(X)) = Zl Agh; —L

u(X)
A
i is a particular barycentric coordinate in {Al...Ap] . Then (3.23)
u(x) A '
J

is valid with u replaced by - Moreover the gradient of $in is bounded
from below by some constant vy, because 5 is a ?I-diffeomorphism and the

error (¢ih -¢1.) tends to zero in @’l-norm thanks to (3.15). We deduce

C

This inequality joined with (3.16) (case o=1) shows that (3.22) is also
bounded by some Ch. So (3.18) holds.

e The proof of (3.19) is similar. .

PROOF OF THEOREM 3.1

Since (3.11) is additive, it is sufficient to prove it locally in
one element K. Let V € (H!(K))® and 1V its interpolate in Vi (@) :
of(V) = of(HV) for f face of K. Thanks to (3.6) we define Ve (Hl(Q))3
-and HAv € D;. If we denote by ﬁ the interpolation operator conforming in
H(div,f(\), we have Iﬁ/ = I/I\C because those two functions of D; have the
same degrees of freedom (cf. Proposition 3.2). We compute then easily by

A A
changing variables : K3 xp x €K :

- 2
I IV-1v| dx < sup
K

A2 A AN 2 A
S IIdF(x)llzl .Jﬁlv-nvl dx
X€K (x)



(The norm lldF(Q)n2 of the operator dF(Q) is related to the 12 norm
in R3). The factorization (3.17) of F and the estimates (3.18) on
&;(Y) show that there exists some constant C indépendant of K and h
such that |

- 2 A AA 2
(3.24) j |V-1v] dx < —C B2 JA[v—nv[ dx
K . |det B K

A
Thus from the Bramble-Hilbert lemma [9] and from the inclusion (PO(K))3c:01(K)

it follows :
2
(3.25) IAIO-ﬁC] aX < clv|’
K 15K
2
with 107 = [a s bR)D o8
’ Klel<l,jnf<1

We have, after resolution and derivation of (3.6) :

(7,dV().£) = X)) (PaF (x). 0, dv(x).dF(X).E) +
(3.26)

A -1,A A A
b 2 (90X (X)) v (%) £ 0y
1:Jsk 9X.
J
The square of the first term, thanks to (3.18) has after integration, the

following upper bound :

-1,2 2 =2
(3.27) Cldet B WB™ 0 BN, [V]] ,

“and the second term of (3.26) can be rewritten as :

(3.28)  (detB) 3. By B .—2 (det dF(x)dFy.) v, (x)Esn;
X 31

1,3,k 1M gy

- ~ o~ ~_1
The expression (det dF(x)dF]k) is exactly the cofactor of the element
(1,k) of the matrix dF(X) thus is polynomial of degree 2 in the variables

dF;S(i) (¢s8=1,2,3). When we derive it relatively to iﬁ, the derivatives
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-gr dF;B(§3 are bounded thanks to (3.19) and the factors df;s(;) are
X A
a]?o uniformely bounded (cf. (3.18)). So the integral on K of the square

of (3.28) is bounded by -

- 2 2
(3.29)  Cldet B] JAl"B 1017 18812 19(x) | det B dX
K

2

-1 2 ->
< Cldet BJ WB™ W, WBIZ WVI7, |

Now from (3.25)-(3.27) and (3.29) we get

1.2

2 . -
J,\l'\)-ﬁ‘(?[ dX < C|det B| IBIZ IB 0 v
R

1,K
This last inequality combined with (3.24) and with the classical relations
between the norms of B, B! and the real parameters h(z), p(E) (e.g.

2 2
CIARLET [131) gives J V-1 ax <ch2 v’ . |
K ’ .

To establish Theorem 3.2 we need two lemmas, one algebraical and

one analytical.

LEM#A 3.5 (NEDELEC (361, Lemma 7). If & € (P)? satisfies o,(®)=0

for each edge a of Q, then curl o=0.

LEMMA 3.4 If Q <is connected, the norm

1] = {U @ dx)2 + (JfQVZE dx)2 + Jr > laj(cﬁ’r'l 3)!2 dx}_

Q 23]

18 equivalent to the usual norm on W2(Q) :

1
2
1,9)

ol = (nc'éuz + fcarl o’

W2 (%) 1%
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PROOF Elementary consequence of the compactness of the inclusion H! <, L2.
]

PROOF OF THEOREM 3.2

® The existence of the intérpo]ate function ng2$ is not straightforward
if @ belongs to W2(2). We verify that the integra]: oa($) = J ®.7 ds

can be defined : the edge a 1is included in a face f of the tr?angu1a-
tion ‘%1 (whose normal is denoted by TR). Then the tangential component

mp on f belongs to TH%(f) (because © € (Hl(n))a),‘ SO
(3.30) 1o € (L2(f))’

The same argument shows that curl @.n € L2(f) but we have (Lemma 2.1)
cur]r I = curl @.n and divr Ip = cﬁ%l(ﬁ><$).ﬁ. ~Then, thanks to Theorem

2.7, we have :

(3.31) v.(19) € (L3(f))"

The inclusions (3.30) and (3.31) are equivalent to 1o € (Hl(f))2 which
leads to .7 € HZ(a). This argument does not depend on the choice of the

face f, because it is true in the case of regular vector fields.

e We estimate now H$-HJ2$H . The inequality

H(curl,q)
nEE—nhR&l <Ch ol
9] 1

b4 3

can be derived from the proof of Tﬁeorem‘3.1. The inequality

(3.32) I cUrl (3 - To)! (< Chud
> W2(K)
A
(with = ng) is just necessary to end the proof. We denote by ¢ the
element of H(cur],Q) associated to @ thanks to (3.14), and §$ = ﬁé

its interpolate in R;. We also have from (3.14) the equality :
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A A
3&91 3P,
- =Y dFd _ _k -1

from which we deduce (with help of (3.17).(3.18)) :
AA .2 A

- > a2 -1 b - A
(3.34) J curl(o-Tp)| dx < CIB I, |det Bj JAicurl(Qp-mp)l dx
K K i

Given Q in (LZ(Q))3, the linear form
A A -
(3.35) - W2(R) 3 om JAcuﬂ(&-%) i deRr
K

A
is continuous and equal to zero when ¢ € (P1)3 thanks to Lemma 3.3.
So (3.35) is continuous on the quotient space NZ(K)/(Pl)s. Moreover,
Lemma 3.4 implies that the semi-norm |curl $Il x s norm equivalent to

the quotient-norm on W2/(P;)>. Thus we have :

J,\ca’ﬂ (6-T0) . % dx| < C 1%l

Aleorl D1 A
¢ o R leurt ol ¢

which gives by duality

(3.36) jA|cﬁr1($-ﬁ$>lde < clciirl 6|2 p
K 9

The end of the proof is then similar to the end of the one in Theorem 3.1.

We have clearly :

A A 6
- 3 430, 302 IB . 2
(3.37) fA A ( Ak - A])} X < ¢ —>=t J [v(cirl @)]  dx
K 3X5 Xy BXy |det B| ‘K

and (3.32) is a direct consequence of (3.34), (3.36) and (3.37).

We end this part with a useful property :

PROPOSITION 3.4 Let V € H(div,2) and ng)

We have J div V dx = J div HhDV dx for each element K of ?h'
K K

V its interpolate in Vp(a).
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IV - APPROXIMATION”OF THE HOMOGENEOUS PROBLEM

We study in this part the approximation of a divergence-free vector

field U defined on a simply connected domain @ which satisfies an hbmo-

geneous condition for its normal component on the boundary. More precisely,

U is solution of

(4.1) divi =0 Q
(4.2) curl U = o Q
4.3 U.n =0 r
(4.3)

and we search an approximation Uﬁ of U of the form :

(4.4) U, = curl g,

with a’h (resp. ¥,) lying in vh('n) (resp. W (2)) [Definition 3.6]. In
fact the uniqueness of the potential Jh will be assumed only if we add
some discrete constraints on the space wh(a). First the equation (4.3)

is automatically satisfied if We choose $h € wﬁ(Q). Secondly, a gauge
condition is necessary ; remind that in the continuous problem, we imposed
the Coulomb gauge (cf. Theorem 2.5) : div $=0. In [37}, J.C. Nedelec

proposed to take the weak form
- - 0 [ > 2 B 1
(4.5) v € {w € Nh(Q) ’Jg ©.V6p dx = 0 , v &, € Hoh(n)} .

The Definition (4.5) gives good theoretical results but an explicit basis
of the corresponding linear space is not natural. In the following a linear
space for the choice of $h is proposed : we treat the gauge condition in

an entirely algebraical way and obtain the axial gauge (GLIMM [261).
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Then the representation (4.4) leads to a mixed discrete formulation of the |

problem (4.1)-(4.3) ; moreover we obtain a velocity field Uh satisfying

- - -
- <
fu uh"o,a Ch llwﬂa,Q

This estimation is optimal because ﬁh is polynomial of degree 1 (out of
the part ‘%i!  near the boundary) so, following (4.4), ﬁh is constant
98

in each finite element.

1) DEFINITION OF THE DISCRETE GAUGE

We suppose that @ 1is simply connected, i.e. H==0 (figure 4.1).

We assume both that the mesh ﬁ%; satisfies the hypothesis 3.1 and 3.2 and :

HYPOTHESIS 4.1  The mesh %h is sufficiently refined in order that ?Z‘M

as2
admits the partition

N . .
. = Lf % , %, N%, =¢ with &
hlae 421 Dlp, hip = hlp “hlp

i i j i

formed by the elements K of %;‘! such that K N rs 18 not void.
of2

DEFINITION 4.1 If ?;] satisfies Hypothesis 4.1, we denote by Ne (resp.

£ Na’ Ns) the number of elements (resp. faces, edges, vertices) of ’??‘h.

The part ?‘hl of @y admits, for. i=0,1,...,N, ng; (resp. Naie Mgy
T.

N

faces (resp. ;dges,N vertices) lying on the component T oNf . Finally,
N T

T
* - - * = - * = -
we note Nf = Nf 1'2;0 Ness Na Na 1Z=EO Nai NS NS 1%:‘) ng; -

We have the Euler-Poincaré relations on the manifo]ds $ and Ty-



THEOREM 4.1  (Euler-Poincaré)

n
=

(4.6) x(Q)ENS-Na+Nf-Ne rtl

§
rn
wde

H
o

»
b

-

w
=

(4.7) X(T3) = ngg=ngg+ng, =

PROOF OF THEOREM 4.1

The domain @ 1is simply connected then for each component of its
boundary (4.7) holds (e.g. MASSEY [32]). Moreover each T is the boundary
of some domain whose Euler characteristic is equal to 1. So we have by addi-

tivity of the Euler-Poincaré characteristics :
N N

r r
x(e) + (;g% 1) - 553 x(T3) = 1. .

To construct the discrete space of the vector potential, we need
some details on the graph defined in the set of vertices of JZ’h by the

edges of the mesh. For general purpose on graph theory, we refer to BERGE

[71.

DEFINITION 4.2 ILet Ph(SZ) (resp. Ph(I’_i), Ph(I’), Ph(zl)) be the set of

all the vertices of the triangulation %"h (resp. lying on Ty, lying on T,
internal to the domain) and Ah(9)4 (resp. Ah(ri)’ Ah(I‘), Ah(?z)) the graph
defined on Py (0) (resp. Py(I.), Po(T)s PL(R)) by the binary relation

Y pP,q vertices of %h in @ {resp. Tss T ?2)

(.0) € Ay(2) (resp. A((rs), A (T), A(R)) if £

[Psq] <Zs an edge of .%"h

We identify in the following the sets Ah and the corresponding

edges of the triangulation th



Figure 4.1 Nr =2, NH =0

Figure 4.2 Symbolic representation of the graph
A (2), the tree T, (2) (thick lines)
and the isolated edges of T(Tr) (double lines)
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DEFINITION 4.3 The natural basis of the space wh(sz) 18 denoted by T;a’

a € Ah(sz), it sat?sfies Ua(gb) = sa,b for a,b € Ah(Q) and o, intro-

duced in Definition 3.6.

PROPOSITION 4.1 We have

wg(sz) = span <$a sa € (Ah(ﬂ)\Ah(l‘))>A

. 0 e
dim W (@) = N} Card(P,(2)) = N}

DEFINITION 4.4  Let us fix a maximal tree Th(Ez) in the graph Ah(?z)

(Th(§2) is comnected without cyele, admits (N: -1) edges, if we cut out
an edge of Th(?z) it 18 no more connected, if we add an edge of

Ah(§2)\ Th(?z) to Th(‘S’?) we obtain a wnique cycle). Let us also fix (NI"+ 1)
edges T(T) of Ah(l‘) connecting Ph(?z) to each Ph(ri) for 1 =O"“’N1‘
(cf. figure 4.2). We set T,(a) = T,(2) u T(r).

PROPOSITION 4.2 Let o« be an edge of %, h which does not belong to

Ah(I‘) U Th(ﬂ). The union Ah(I‘) U Th(SZ) U {a} contains a unique cycle,

which is the boundary of a surface of (2%

PROOF OF PROPOSITION 4.2

Two cases are possible. First o € Ah(§), then the cycle exists
because Th(a) is a maximal tree in Ah(a). Secondly o € Ah(Q)\Ah(B)
i.e. o connects a point of Ph(ri) to a point p of Ph(ﬁ) P we
denote by q the point of Ph(a) connected to Ph(ri) thanks to
a; € T(r) and consider the path y included in Th(a) joining p to
g. Then {a} U vy U {a;} connects two vertices of I and is easily ex-

tended by edges of Ah(ri) to define a cycle as proposed.
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We define now the discretization Kh(ﬂ) of Ho(curl,n) satisfying

the discrete axial gauge :

DEFINITION 4.5 We set

K, (2) {6 € w%(a) ,op(®) =0 if be Th(sz)}

span <3_,a € A_(a)\ (A(T) U Tp(2)> .

DEFINITION 4.6 Uy (%) = {V € Vp(a) ,div V= 0}

u(a) = {V €U (2),V.R=0 on r}

We prove now that Kh(a) allows an exact representation of discrete

vector fields in Uﬁ(ﬂ) c H(div,Q).

THEOREM 4.2  The mapping curl <is one to one from Kh(Q) onto Uﬁ(n) :

hd 0 - - - -
(4.8) Vv, € Uh(Q) »3 1@ € Kh(Q) , curl @ = Vp,
LEMMA 4.1 curl W, (e) =V (a)

PROOF OF LEMMA 4.1

Let @ be in wh(Q), then clearly curl ¢ € H(div,2) and it is
‘enough to prove that in each element K of %&,, curl ¢ belongs to D;(K).
A A -
There exists some ¢ € R,(K) (cf. (3.14)) satisfying o(x) = ‘dF > (%) . &(X).

We denote by e. the totally antisymmetric tensor (e.g. GERMAIN-MULLER

ijk
[24]1). Then, thanks to (3.33),
-1

- - _ 1 -1 - -
(4.9) (curl ©); =3 jg;ﬂn €55k 9F15 Eqpnlcurl ©), dFp



The sum

-1 -1
2 €53k S1mn 9F15 Fnk

(4.10) .
jkim 1]

is equal to HET%HFT dFin(Q) because the following identity holds (GERMAIN-
MULLER [241) :

-1 -1 -1 _ -1

Then, replacing (4.10) in (4.9) we get

- . > . 1 AL, o A
(4.11) (cirl §); = }n: m dF; (X) (curl o)

A A
The vector curl $ is constant in- K, then it belongs to D;(K). Moreover

the identity (4.11) shows that curl @ is in Di(K), thanks to (3.6).

LEMMA 4.2  We have the following characterization of Uﬁ(Q) :
(4.12) uﬁ(sz) = {V € H(div,Q) ,V.ﬁ’lr =0,3V €(Py)® , (3.13) how's}

. 4] *
(4.13) dim Uh(n) = N - Ne +1.

PROOF OF LEMMA 4.2

e Let V be a vector valued function of Uﬁ(g). In the element K of %ZB

13.6) allows us to define Ve D;. From (3.8) we deduce easily J div V dx =
K

f . A A .- . . A AN

JAd1v v dx. Because divv=0 and divv is constant in K, v 1is constant
K

on K, and the characterization (4.12) holds.

e Inversely, if Vv and ¥ satisfy (3.6) we have the identity

- . A A A
div V(F(X)) = % div v(X) v X €K, J=det dF(x)
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which can be directly derived : by taking the divergence of (3.6), we get

. - A -1 3 1 1 .. A
(4.14) divv= 2 v 2 dFs =+ 5 dFy4) + 3 div v
J i,k axk
The sum over i,k 1in (4.14) is null because we have the classical identity
on determinants :
3 Avy _ -1 3
oy (3(x)) = 2 J dF s~ (dF.)

) j i,k axj

[]

Then div V=0 1in K. Moreover V.R is continuous along the faces of

the mesh, and div V=0.

e The space Ua(sz) is defined by N; degrees of freedom and Ne relations

thanks to (4.12). But the family of linear forms

Vﬁ({z) 3V kb <y, V> = J divvdx € R , K element of 7,
K

generates a linear space of dimension (No - 1) because we have the relation
2 J div V dx = 0, for each Ve Vg(sz), and if we fix an element K,,
K

K€ %h
let us suppose that the following linear sum is null :

(4.15) 2. ayx =0
K7k, K K

Fix K;#K, & regular function verifying

supp 6 < Ky U K;

8 >0 in T(O ; 6<0 in 7(1
J 6 dx = 0

Q

We denote by ¢ a solution of the problem



Mp = 8 Q

L) r

nhD (vo). The vector V belongs to Vg(n) arjd thanks

and we set : V
to Proposition 3.4 the integral J div ¥V dx is null for K different

K
of K, and K;, and is positive for K=K;. Then testing (4.15) on V,

we get %, = 0. So (4.13) holds.

PROOF OF THEOREM 4.2

-

e From Lemma 4.1, curl is well defined wh(sz) - Uh(n). Moreover if o
-5

belongs to wa(ﬂ), we have on the boundary of @ : curl @.n= divr oxn=0

then curl ¢ belongs to Uf}(fz).

e The mapping curl : Kh(n) - Ug'(n) is injective. Let @ be a vector
lying in K (@) satisfying cirl § =0, and o be an edge of A (@)
(Ah(r) U Th(Q)). Following Proposition 4.2, there exists some discrete
surface Zy from the triangulation %1 with a boundary Yy composed
only by edges of {a} U Ah(r) U Th(ﬂ). When we integrate curl @ on Z,s

we find J 2.d5 = o (®), which is null because cirl @ = 0.

Ya

e The linear spaces Kh(sz) and Uﬁ(ﬂ) Nhave the same dimension. On one

' r
- . _ - - * _ -
hand, we have clearly dim K (a) = N 1';1 ny; - (Ng-1) (Nr+1)f and
on the other hand, thanks to Lemma 4.2 : dim Ug(sz) = N’; - Ne + 1. Moreover
Theorem 4.1 shows that N’; - N+ NF - Ng = =(N,+1). So (4.8) holds.

a »

PROPOSITION 4.3 Suppose that ?h satisfies Hypothesis 3.1, 3.2, 4.1. Then

for @ € (W2{2) n Wi(Q), there exists ¢, € Kh(Q) such that
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- . = -3 - -
feurl © - curl ‘ph"o,g <Ch Ilcpllwz(ﬂ)
for some C <independent of h.

PROOF OF PROPOSITION 4.3

From Theorem 3.2, the H(curl) interpolate n;z$ in Nh(ﬂ)'

satisfies

-» R- - :
Moreover nhR3 € wﬁ(g) " since ¢xn=0 on 3a. So cﬁ’r](nhR?p?) belongs
to Ug(n) and verifies

> . = — R -
Iteurl @ - curl Iy wllo’g <Ch IIcprz(Q)

Theorem 4.2 gives Zﬁh in K (2) satisfying

- R
curl Bh(x) = curl.n, o(x) V X EQ
and the Proposition is established. ' .

2) MIXED APPROXIMATION AND ERROR ESTIMATE

We are now allowed to formulate a mixed discrete approximation of
-the continuous prob]em (4.1)-(4.3) in terms of a pair (Uh,?p'h) in Ug(Q) x

Ky (2).-

PROPOSITION 4.4 ILet ¥ and d be two funections in (LZ(Q))s. The problem

Find (U, ,9;) € Up(@) x Ky (2)

- - - - - - g 0
U, .V dx-jcurlxp.v dx=jf.v dx v v, €U (Q)
(4.16) JQ h*"h a h*"h a h h h
- e d - > = -> -
J uh.curl @, dx = ng.cur] @, dx Vo, € Kh(sz)

Q
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admits a unique solution. Moreover we have

(4.17) "Uhuo,n + 1cirl P 1 < Mflg o +2 n?;'uo,Q

0,0

PROOF OF PROPOSITION 4.4

e To prove that (4.16) admits a unique solution we just have to consider
the inf-sup property (BREZZI [101]) :
. chur'l @p- Vi, dx .
(4.18) 3 Ch >0,V ¢, € Kh(Q) s sup - = > Ch llwhlIK (2)
voeul  Mhluoa h

: . - _ - -
From Theorem 4.2, we can define a norm on Kh(ﬁ) by leoll Kh(g) = flcurl ‘p"o,n

and we choose in Ug(sz) the norm L2. Then, given C5h in Kh, let us set

vy = ~curl Zﬁh. We get
f - - - - - -
churl @, -V, dx curl @p-Vp, dx L
sup - = - — = |l curl I
0 IV v, I 0,0
thUh(Q) h 0,0 h" 0,0

that demonstrates (4.18).

e We establish now the stability (4.17). Recall that we denote by (Uh,x'p'h)
the solution of (4.16). In the second equation of (4.16) take Céh verifying

curl Fﬁh = D’h. We clearly deduce

(4.19) "“h"o,sz < IIgHO,Q

Make now the choice Vh = curl Tp’h in the first eguation, we get

I curl 3, 112 = J U .curl ¥, dx - J?.cﬁ’r] 0. dx
h"0,0 g h h- o h
- - - -
(4.20) I curl “’h"o,n < "uh"o,sz + llfllo,Q

Thus (4.17) is obtained by adding (4.19) and (4.20).
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REMARK 4.1 The mixed problem (4.16) has always one and only one solution
for each choice of the (small) parameter h. The stability property (4.17)
gives a good control of both Uﬁ and curl 3h which have a real physical
meaning, but we have no control independent of h on the L2 norm of the
vector potential $h and this is natural : for each value of h, the Defi-
nition 4.5 of K (@) holds in itself the choice of an arbitrary tree Th(ﬁ)
and arbitrary‘edges of Th(r). Therefore it is hopeless to improve the L2
estimation with that kind of discrete gauge. Nevertheless, we recall that
algebraically the linear system defined by (4.16) has a unique solution ;
the numerical tests we have achieved (DUBOIS [18]) show that for a given
mesh the change of Th(ﬂ) have had 1ittle impact on the difficulty to solve

the linear system.

We establish now the main result of this part. Let & be a given

vorticity function on @ :

> € (L2())®, diva=0 , Py s =0

Consider the velocity field U € (Hl(Q))3 satisfying (4.1)-(4.3) (cf. Theorem

2.5). Consider also the L2 projection Bh of © over Ug(n) :

-> 0 - -> ’
(4.21) w, € Up(e) "wh"o,sz < Ilwllo’Q
- - - - - 0
(4.22) Jrﬂ(w-wh) ¥, dx = 0 v, e ul(e)

and the following discrete problem :

- 0 -
o€ U » Ty €K (2)

-5 - -f»—»—) - - 0
(4.23) Jguh.vh dx chur1 Yhe Vi, dx = 0 Vv € Uh(n)

e e < - = -

Jguh.curl ?p, dx = IQwh.wh dx v.@, € Kh(Q)



We have :

=

THEOREM 4.3 Let w, Gy U, Uh be given as above. If ¥, satisfies
the Hypothesis 3.1, 3.2, 4.1, there exists some constant C (independent

of h) such that

- - -
(4.24) "u-uh"o,g < CIIHwHO,Q

REMARK 4.2

The practical computation of Zh is not easy (it requires the
inversion of the mass-matrix defined by the degrees of freedom in Uﬁ)
and we note that 35 is not the H(div) interpolate of w. However,

the estimation (4.24) is of optima] order as we noticed in the introduction.

PROOF OF THEOREM 4.3

We divide the proof in two parts.

e First, we consider the continuous solution ah of

div a’h =0 Q
(4.25) cirl g, = a,’h Q
ah.ﬁ =0 T

Let @€ W'(R). Its interpolate ng)3 belongs to Ug(n) thanks to Propo-

sition 3.4, thus we have

| @-3).cir @ ax = [ @-3).8 o
Q Q

- J (3-3).@-10@) dx  (thanks to (4.22))
Q

< ua’-;’hno g-ChIgl o (cf. Th. 3.1)

<2ChIgn g uasu1 o (cf. (4.21))

- > - - - -3 -
Lz(u -qh).cuﬂ gdx<Ch iimllo,g tcurl gollo,Q



thanks to Proposition 2.4. We choose now @ as the vector-potential of

(¥-¢,) thanks to Theorem 2.5 ; we get :

(4.26)  Wd-Gu o <ChUDN, o

e Secondly, the field ah introduced above in (4.25) admits a continuous

potential X, (thanks to Theorem 2.5) satisfying :

[ 8 ax - | i1 %V ax = 0 v Ve (L)’
Q %

J gp,-curl @ dx = J Io’h.a! dx vV ® € WH(Q)

Q §i

Let us fix for a time (U ,¥,) € Ug><Kh. Because Ua(g) c (L2(2))>, we have :

J (U, -T)) vy, dx - J curl (?p'h-@'h) dx =
(4.27) 5 | f
- ~ -> - - ~ - - 0
N Jﬂ(qh- T )., dx - chur](xh-wh).vh & . vV €U

Since K () 1is not included in Wi(Q), we must proceed otherwise with
the second equation. We multiply the second line of (4.25) by ﬁh € Kh(Q),
we integrate by parts (cf. (1.21)) and the boundary term vanishes because

Gh><ﬁ = 0. Thus we have
(4.28) Jgah.cﬁrl 3, dx = J'Qa’h.ah dx
We subtract (4.28) from the second equation of (4.23), and we obtain :

(4.29) jg(ﬁh-ﬂh).cﬁr] @, dx = jg(a’h-i}h) curl g, dx , ¥ @, € K, (2)

“Then the pair (ﬁh-ﬁh ,Eﬁ-—%h) is solution (thanks to (4.27) and (4.29))

of a mixed discrete problem (4.16) ; the Proposition 4.4 gives stability :
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-p ~ - ~ -p -y ~
lluh--uhllﬂ,Q <C (th--uhllo,Q + llcur](xh-wh)ﬂo,g>

Then using the triangle inequality we get

- -5 . - ~ -> - I
lluh 'qhuo,ﬂ < C B o"f {Il qh -uhno’g+ il cur](xh q’h)"o,ﬂ}
uhEUh,wheKh

Take now for Uh (resp. E’h) the interpolate in Uf‘(sz) (resp. K, (q)) defined
thanks to Theorem 3.1 (resp. Proposition 4.3) of 'cfh (resp. X;). We deduce
- oS - -

<Ch ol cf. Theorem 2.5)
h"p,0 :

(cf. (4.21)) .

: - o -
(4.30) "uh-qh"o,Q <C hl!uollo’Q

The conclusion of the Theorem is consequence of both (4.26) and (4.30).
]
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V - THE DIRICHLET BOUNDARY CONDITION

We focus in this last paragraph on the approximation of an harmonic

vector field U with given mass inflow and outflow on the boundary :

(5.1) divi=0 Q
(5.2) cirl U =0 Q
(5.3) Uu.n =g r

We suppose that

(5.4) J gdy =0 V=01, N
T.

j
to be sure that U admits a representation in terms of a vector potential
v (cf. Proposition 2.5) : U=curl §. Moreover a boundary equation is

satisfied by the tangential component Iy on 3¢ :

(5.5) curl, i = g on T

We first study an approximation of (5.5) : we recall the results of BENDALI
[2,41 and NEDELEC [35] for constructing vectorial finite elements on the
boundary, and we propose a discrete gauge condition to insure the uniqueness
of the tangential component in a discrete version of (5.5). Secondly, we
use a discrete 1ifting to replace ourselves in the homogeneous case studied

in part IV.

The boundary T admits (Nr+-1) simple connected components Tss

and the equation (5.5) is thus decoupled in (Nr+-1) different boundary
equations. Therefore in paragraphs 1 and 2 we look at a connected manifold

r., and in the paragraph 3, we study the boundary T of q.

1’



1) FINITE ELEMENTS ON THE BOUNDARY

We have developed in the part III curved finite elements in order
to insure that the approached domain 9, is exactly Q. Moreover, the
boundary 3a 1is exactly covered by curved faces of the triangulation %;1
We will denote by ?‘h(r) the mesh defined on T by ?Zh (i.e. the ppoints
Ph(r), the edges Ah(r) and the curvilinear triangles which are the faces
of T). We can suppose that each triangle k of ‘”‘{h(r) is the range of
K = {(91,92,0) € R, Ql >0, Qz =0, Ql +§(\2 < 1} by the mapping F defined
in (3.1). Moreover as Q is a face of ﬁ (Definition 3.1), the triangle
k 1is a face of some curved tetrahedron K of %;‘, and we denote by Fk
the restriction of F to ;c\ The straight tetrahedron E' defined by the
vertices of K, and parameterized by ':Z 3 Qi—» (BQ+b) €K defines a plane
triangle k whose union recover an approximated surface L of 1. On
Figure 5.1, we show that k 1is parameterized by K thanks to the normal
projection Pr on the surface K3xw X = PP(;) € k as it was first pro-

posed by NEDELEC [33].

A
Moreover let (e;) be the canonical basis of R3. The
i=1,2,3
total gaussian curvature G{x) and the normal n(x) of T at the point

A
x=F(x) of k admit the expressions :

6(x) = [dF(X).8; x dF(%).8,|"

1
«/ G(x)
1
VE(x)

n(x) (dF(Q).Ql x dF(Q).SZ)

n{x) =

(drk(Q).Sl y dFk(Q).SZ)

DEFINITION 5.1 (NEDELEC [351)

: A A A A A A
Rl = {T}:k" Rz, 3 a,B,y € R, :’]\1(9) = Q+YX2,T}2(X) = B“YXI}



-y

n(x)

Figure 5.1

Curvilinear triang1é on the Boundary

Figure 5.2

Adjacent triangles on the boundary

Figure 5.3
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DEFINITION 6.2 Local spaces for the approximation of tangent vectors

R(k)={n:k»R3,aQeR{/erﬁ

1
A 1 AL A
F(X)) = dF(X). .
n(F(x)) ) (x) n}

The global finite element spaces for the interpolation of densities

(which belong to M(r)) and currents (lying in TH%(P)) are given now :

DEFINITION 5.3

Mh(r)={weL2(r),vke%Z;](r),aQeR,v"QeQ,
A
F(X)) = e dy = 0
Oy~ jrw v = 0}

For k,1 twoc triangles of %Z‘h(l‘) intersecting themselves in an edge a,
we denote by Tl"k and ?] the two tangent vectors which are compatible with
the orientation defined on Kk and 1 by the extermal normal to T (figure

5.2). We set
va=knl e@eof?h(r),

(5.6) J (B’.‘%’kﬁ’.?]) ds = o}
da

The degrees of freedom in Mh(r) and Xh(r) are respectively :
o (W) = J w(x) dy(x), k element of & (r) and z_= {o () = [ 3.&;,
k K h a a Ja
-a edge of ‘%%(r)} . We define now interpolation operators in Mh(r) and

Xh(r).
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THEOREM 5.1 (NEDELEC [33])  There exiets an operator PhS : L2(T) n M(T) -
Mh(r) defined by J PhS w dy = J wdy , vke ?h(r) and ©f (Z"h 18
k k i

regular (Hypothesis 3.1, 3.2) we have

(5.7) IW-Powl_y o < Chlwiy W € H3(T)

T ’

for some comstant C.

THEOREM 5.2 (BENDALI [4]) Let S be real, s > % There exists an

-y

interpolation operator _PhC : THS(I‘) - Xh(I‘) defined by I Phc-r'l’.frs = J, n.ds,
a a

a edge on “Z"h, we have :

Il?{-PhC?TnO’I, <ch RN o, %< s<1,neTH

PROPOSITION 5.1 We have the following relations between Xh(I‘), Mh(I’)

and the curl operator on T : -
(5.8) curl Xh(r) < M (T)
S | C-
(5.9) PP (curl ?) = curl (P°R) . v eTHY(r) , s >.21.

PROOF OF PROPOSITION 5.1

e The inclusion cur]r Xh c L2(r) 1is a direct consequence of the continuity
of the tangential component i’.?a of the functions n € X, (r) on the edges
a of 9}?;‘(1‘) thanks to (5.6). Moreover the integral of cuﬂr?{ on T is
always null and cur]r X, < Mh(r). In each triangle k of ?h(r) we have

the general identity :

1 A 1 A
curl % dF.n} = —— (curlpyon)
I /e JG R
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Thus if 7 belongs to R (k), n lies in R, and curlp,n is a

constant function, which implies (5.8).
® The proof of (5.9) is standard : integrate lﬂf(curlr?ﬂ on k :
S > { . - -
P> (curl.?) dy = J curl_ndy = | div_(3x7) dy
Jk h r K T W T
= J nxN.Y ds (cf. figure 5.3)
3K

- | Ra e[ pERE = [ arl (p) oy
3K oK k

Thus the two functions of the equality (5.9) have the same degrees of freedom

in Mh(r). Then they are equal. -

2) APPROXIMATION OF THE BOUNDARY PROBLEM

We first define a discrete subspace of Xh(r) in which the cur]r

operator is one to one onto M. (T).

DEFINITION 5.4 We define ;])a as the natural basis of Xh(r), parameterized

by the graph Ah(l") of the edges of C"(Z'h(I‘) : oa(ﬁ’b) =6, for a,b edges
of %’h(r). '

DEFINITION 5.5 Let us consider a given tree Th(I‘) in the graph Ah(I‘).

We set

Y, (T) = span <ﬁ’a »3 € AL(T)\ T (T)>

THEOREM 6.3  The operator curl, <s one to one from Yh(I’) onto Mh(l‘) :

Vw, €M(r),3 Iny, € Y (1), cuﬂr'{{h = W,



PROOF OF THEOREM 5.3

® First the spaces Y (r) and M,(T) have dimensions n_-(n -1) and

a
Ne - 1 respectively ; those numbers are equal thanks to Theorem 4.1 on

Euler characteristic.

e Secondly curl, 1is injective on Yp(T). The proof given for the Theorem
4.2 is the same. Let o be an edge of Ah(r)\ Th(r) ; the cycle v, géne-
rated by o and Th(r) is the boundary of some discrete surface I = over
which we integrate the null scalar curlr?T(ﬁ € Yh(r)). We find

Jz cur]r?idy = oa(ﬁ) = 0. This statement is true for each edge o of Ah(r),

thén T=0. .

Let now g be a given scalar function of H%(r) n M(r) and %
the (unique) solution lying in w%(r) of the continuous problem (cf. Pro-

position 2.7)

(5.10) curl €= g , div, € = 0

whose mixed variational formulation is (see (2.24))

Z € W) , & € L2(T) n M(T)
j’g’.a’dy-jecurlra’d~,=o v 7 e wi(r)
(5.11) r r
{ cur’(r Tw dy = J gw dy v weEL2(T) n M)
r r

We denote also by g, the interpolate of g in M _(r'). We have, thanks
h h

to Theorem 5.1 :

1
29 Ear

(5.12) hg-gpll_, < Chiigl
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DEFINITION 5.5 We wtll denote in the following by Eﬁ the unique vector

valued function of Yh(r) such that
. . -

(5.13) cur]r &y = 9y

Thanks to (5.10) and (5.12) we have

(5.14) llcur]r £ - cur]r gl <C hligH%’

r

1
=z,

REMARK 5.1
The discrete gauge on the boundary gives a solution Eﬁ of (5.13)

which is very easy to compute ; there indeed exiéts a numerotation of the

edges (related to.the tree Th(r)) such that (5.13) is reduced to a trian-
gular system. The idea of decoupling the discrete gauge in the domain (part

IV) and on the boundary was first proposed by ROUX [41] in a particular case.

3) LIFTING OF THE BOUNDARY PROBLEM

We turn now to three dimensional problems. The letter T represents
the boundary 32 of the domain. The spaces X, (T;) and Y, (T;) introduced

previously can be viewed as subspaces of W (@) (cf. Definition 3.4) :

DEFINITION 5.6 Iet $,, a € A(Q), be the basis of W (2)  introduced

in Definition 4.3, and let Th(ri) be given trees on the subgraphs Ah(ri).

We set
Xh(sz) = span <¢a » a8 € Ah(ri) ,1’=0,...,Nr>
Yh(Q) = span <¢_,a¢€ Ah(ri)\ Th(ri),i =0,...,Nr>- .
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PROPOSITION 5.2 If & belongs to Xy () (resp. Y,(R)), its tangential

component o belongs to Xh(ri) (resp. Yh(ri)) for some 1.

PROOF OF PROPOSITION 5.2

This is a consequence of the H(curl,2) unisolvence of (K,za,Rl(K))
proved in Proposition 3.2 : the tangential components of @ on the face k
is only function of ihe degrees of freedom ca($)> for the edges a of 3k.
Moreover we see easily that the spaces R;(k) are exactly the sets of the
tangential components on k of the functions of R;(K). The statement is

thus established. .

PROPOSITION 5.3 Suppose that %?; satisfies the Hypothesis 3.1, 3.2, 4.1.

Let us give now § 1in H%(r) n M(r) verifying J gdy =0 for
v I

i=0,1,...,Nr. We consider the solution 2 of (5.113, the interpolate
Ny

i

9, of 9 in Mh(r) Mh(ri)‘ There exists zh € Yh(Q) satisfying

i=0

(5.15) curl, nZh = gy

(5.16) llcurlr £ - curl; Mg l_y o < C higl

1
Zs 'isr

for some constant C.

.PROOF  Direct consequence of (5.14) and of Proposition 5.2.

PROPOSITION 5.4 Let 4, 9 Eh be defined as above, and U be the

solution of (5.1)-(5.3). The vector Hg)ﬁ - curl Zh belongs to Ug(ﬂ),

and we set

~

_ D-»_-; -
(5.17) U, = M u curl Th
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PROOF OF PROPOSITION 5.4

The scalar function div HJ)U

is equal to zero thanks to Proposition
3.4. Moreover, thanks to Lemma 4.1, curl i; belongs to‘ Uh(n). We deduce
that Uh belongs also to Uh(n). Then we just have to prove that the normal
component (ng)ﬁ - curl Eh).ﬁ is null on T, 4.e. that its integral on

each face is null, thanks to Lemma 4.2. But we have

J 1D TR dy = | O.7 dy (cf. (3.10))
k 7k
= | g dy (cf. (5.3))
‘k
= kgh dy (cf. (5.7))
= | curl nzy, dy (cf. (5.15))
J k r
= €3r1*gh.ﬁ dy (cf. Lemma 2.1) .
‘k

THEOREM 5.4 Let (@, U, 9y, Zh’ Uh be defined in Proposition 5.4. Consider

Ups represented as -Jh = curl Eh + Vh with Vh solution of the discrete

mixed problem -

0 e
v, € Up(2) 5 ¥y € K (9)

f—» - f -> - - e d 0

v, .W, dx - | curl MWodx =0 vw €U

(5.18) Jg'h % I Yh-¥h Y MR € T
- - - - - -> - -

Jﬂvh.curl @, dx = - chur] ;h.curl @, dx v @, € Kh

Then, <if CZh satisfies the Hypothesis 3.1, 3.2, 4.1, we have :

nﬁ-a’hno < Chlgl,

1394 §,I' )
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PROOF OF THEOREM 5.4

® We consider first the solution V of the continuous problem

divv=0

curl V = - curl T;'h Q

Vv.i=0
or

Ve (L2(2)° , ¥ e wl(a)

JVde —qur] Pwdx =0 v we (L2(a))3
(5.19) Q Q

[3 c’Jr] @ dx = - I curl ';’h.cﬁ'ﬂ @ dx VoE Kh(sz)

I 2

The field ©- (v+cur1 'Zh) is harmonic (its divergence and curl are null)
and its normal component on T is exactly (g-gh). Thanks to Proposition

2.9 and (5.12) we have

(5.20) U - (V+curl Zh)no o <Chign, .

® We just have to establish a similar inequality for the vector Uh -
cirl 3, =V, -V. Let @ bein K (). Then cirl 3 € (L2(2))° and

Theorem 2.4 (i) gives

(5.21) curl Gh =vp + curl @

with p € Hl n Lg, ® € W'. Because Hah =0 if _cﬁh € K (2) we have
divr thﬁ’ =0 and finally p=0. We insert the function @ defined

in (5.21) as a test function in the second equation of (5.19). We get

J V.curl -‘Bh dx = - J{ curl Zh.cﬁrl 6h dx , Vv (_ﬁh € Kh(Q) and by difference
wsizth (5.18) we deducg thanks to Theorem 4.2



(5.22) JQ(V-Vh).Wh dx =0 Vo € ug(n)

But we have

-

(5.23) VoW, = (V4rot g -U) + (U- (rot T, + W)
We chose Wh = U of (5.17). Thanks to (5.22) and (5.23)

v-v < IV-T
h"o,Q ! h“o,Q

< = = - - + - Do
flu - {(v+curl ;h)llo’Q o -1, “"0,9

< CP)HQH%,T

=3
+ C hllunl’gz
then

(5.24) uV-tho’Q <Chigh, .

thanks to Theorem 2.4 (i). The inequalities (5.20) and (5.24) prove the

Theorem. -
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CONCLUSION

In this paper, we have studied the discretization of a solenoidal
vector field through the curl of a vector potential. We have recalled that
two gauge conditions are classically prescribed for this potential, which
are both written with divergence operators. We have seen in parts IV and V
that these conditions have a discrete analogy in terms of trees in the graph
defined by the edges of the mesh. The error estimates obtained only concern
the solenoidal field because the arbitrary choice induced by the discrete

gauges does not insure a priori simple L2 stability for the potential.

A direct application of this work is the numerical study of compres-
sible flow and incompressible Navier-Stokes equations developed in Ecole
Polytechnique (DUBOIS-DUPUY [17,18], ROUX [41]). This study of the numerical
error order could be followed in two different fields : first to tfeat appro-
ximations of arbitrary order with help of the H(curl) conforming elements
proposed by NEDELEC [36]1 and more recently by BREZZI—QOUGLAS-MARINI [11] and
NEDELEC [38]1. On the other hand, to study more realistic physical problems
of fluid dynamics 1ike the Stokes problem in R3 1in (3;3) formulation
(GIRAULT-RAVIART [25], NEDELEC [371). Finally the discrete gauge could be

generalized to non simply connected domains of RS3.
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Chapitre 3

Représentation de champs de vecteurs solénoidaux
de IR® par un potentiel vecteur discret

Résolution numérique d' un probléme non-linéaire .
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I - GENERALITES

Nous nous proposons dans ce chapitre de décrire avec précision la
mise en oeuvre numérique de 1'8lément fini prismique conforme dans H(rot)
introduit par NEDELEC [19,201, pour 1'&tude d'un &coulement compressible
dans une tuyére. Ce travail a &té présenté dans [5] en commun avec J.M. Dupuy,
qui s'intéressait au probléme extérieur (aile NACA 12} & 1'aide de 1'élément
fini tetraédrique de degré 1 (voir aussi DUPUY 81).

Un fluide parfait compressible stationnaire en évolution isentropique
et isenthalpique est complétement décrit par son champ de vitesses U et

la densité o qui vérifient (cf. Chapitre 1) :

(1.1) dive d=0 0

(1.2) rot U = 0 )
. y-1 -1 -

(1.3) o' = 1+ 12 M1~ 1) 2

pour un nombre de Mach de référence Mg» et un rapport de chaleurs spéci-
figues vy (y=1,4 dans les calculs). Nous avons choisi des conditions aux
Timites du type flux de masse imposé sur la frontiére T de gq.

u.n

(1.4) 0 = g sur T

On décompose la frontiére T en trois sous ensembles disjoints Ty» Te’ Fs
ot le flux g est respectivement nul, négatif, positif (figure 1) :
Nous avons pris comme valeur numérique :

r=T,Uu Pentrée v I1sor‘t‘ie'

(1.5) g= -1 sur To , g=1 sur Tg




Si 1'scoulement & 1'entrée et a la sortie est normal a la frontiére, le
nombre de Mach peut alors valoir exactement M, mais pas obligatoirement ;
lorsque M, < 1 pour fixer les idées, (1.4) et (1.5) autorisent 1'existence
d'écoulements supersoniques (cf. NEEAS [18]1 par exemple).

Le flux de masse est représenté par un potentiel vecteur v :pU=roty
qui est discrétisé dans un espace vectoriel de la forme Yh(ﬂ) & Kh(n), dé~

finis au Chapitre 2 (Définitions 5.6 et 4.5 respectivement).

Figure 1

{a densité o est choisie constante dans chaque élément fini. Nous avons
mis en oeuvre un algorithme de point fixe, qui converge toujours si la

solution est partout subsonique (GELDER[101], CIAVALDINI {31).

ALGORITHME
(i)  Inittalisation

e Caleul de 1'unique vecteur V¥ € Yh(ﬂ) tel que

(1.6) rot, My = g sur T.

Le probléme (1.6) est aussi appelé "probléme de Laplace—Beltrami”

dans 1a suite.




L J D(O)E l

{t1)  Itération ; p(n) est supposé comnu.

® Résolution du probléme discret

pirl) ¢ Ky (2)
(1.7) J 1 o, »(n+l) [ 1 =
rot v Yot @ dx = - rot 7.rot ¢ dx , Vo €K
q pinf ‘]Q olni h

® Caleul d'une moyenne du champ de vitesse dans chaque élément Ffini K :
[ [rﬁt@(ml)ﬂ‘ﬁ)!zdx

w2 Jx |
Jo(n))zdx
K

¢ Calcul de la densité p(n+1) dans 1'élément K gréce au Théoréme

de Bernoulli :

1
n+1 -1 .2 a(n+1),2, 1v-1
D(K ) - {1 + L= Mg (1 - |U(K )| )}Y
(n+¢l} _ (n)
{111} Test de 1'erreur el = |12 ) P
P L™(a)
. €nel 2 c r vetour en (11)
LA < e : fin de caleul.

h+1




I] - DESCRIPTION DU MAILLAGE

1) GENERATION DES SOMMETS

Nous nous sommes bornés & un test simpie qui consiste & recalculer
5 1'aide d'un code tridimensionnel un cas de calcul purement bidimensionnel.
Nous avons choisi le "canal du GAMM" proposé par RIZZI et VIVIAND [22] : un
profil circulaire d'épaisseur relative 0,42 est placé dans une veine de hau-
teur 0A &gale a 2,073 fois la longueur du profil. Le maillage est formé
de quadrangles, comporte 72 points le long de 0z et 21 le long de OA.
De plus, tous ses sommets sont alignés le long de paralléles & la droite
0C (figure 2). Nous donnons & ce canal une &paisseur Y dans la direction
Oy et nous maillons la section d'entrée Te = OADE du plan xQy & 1'aide
de triangles. Puis nous engendrons une famille de peints dans chaque plan
paraliéle 3 la face d'entrée, associé & une ligne z=cste du maillage bi-
dimensionnel initial, par une affinité selon 0x de la face Tg- De cette
facon, nous avons construit un maillage tridimensionnel de 1'intérieur de
OABCDEFG par des prismes (figure 3). Comme nous avons choisi un maillage
de la face Iy régulier (bien que triangulaire), on retrouve dans chaque
plan y=cste une trace du maillage quadrangulaire proposé au GAMM Workshop
[22]1. Le choix des triangles pour le maillage de O0ADE, donc des prismes
pour le maillage tridimensionnel, a &té motivé par la possibilité de mailler
facilement des figures de révolution autour de 0z, en remplagant le rec-

tangle OADE par un cercle de centre 0, qu'on peut alors mailler par une

triangulation non structurée.
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Figure 2 Maillage du canal du GAMM

Figure 3




Sur un plan purement informatique, 1'aspect déductif de la structure
selon 0z permet de ne stocker en mémoire que les informations de topologie
du maillage triangulaire ; ses arétes permettent de repérer 1'ensemble des
arétes des plans z=cste, et ses sommets sont associés aux arétes (presque)
paralléles a 1'axe 0z. Pour la génération des degrés de liberté, nous avons
mis en oeuvre le logiciel MEFISTO [21] (développé a T'Université Paris 6) et

plus précisément 1'interpolation TRIA MT 10. De cette facon, seuls des fichiers

de petite taille sont consacrés au stockage de la topologie semi-déductive

du maillage tridimensionnel.

2) MISE EN OEUVRE DE LA CONDITION DE JAUGE

Comme nous 1'avons mis en évidence au Chapitre 2, les espaces d'appro-
ximation Yh(ﬂ) et Kh(ﬂ), du potentiel vecteur sont 1iés au choix d'un
arbre surfacique Th(F) et d'un "arbre" intérieur Th(ﬂ) parmi Tes arétes
du maillage. Nous rappelons que pour une aréte a appartenant a Th(r) ou

8 T (2), le degré de liberté associé o,

(2.1) o) = | 7.4
a

est nul a priori.

La construction de 1'arbre Th(r) sur la frontiére est intimement
reliée & la condition limite (1.4), comme 1'a remarqué F.X. ROUX [23]: la
fonction g est identiquement nulle sur toute la partie T, de la frontiére,
donc on choisit de faire passer Th(r) par un contour fermé y (& 1'excep-
tion d'une aréte) qui s'appuie sur le bord de T, et enveloppe toute cette

surface a 1'exception d'une bande permettant d'aller de T, a T, {cf. figure ¢




Dans ces conditions, tous les degrés de liberté relatifs a des arétes
intérieures & y sont a priori nuls puisque y est le bord d'une sur-
face EY o0 g est nulle. Nous posons T=r\ EY et i1 suffit de cons-
truire Th(r) parmi 1'ensemble des arétes du maillage situées sur la
portion T de la frontiére. De fagon pratique, on retire toutes les

arétes de T, sauf une famille reliant e @ T, (arétes en double

s
trait sur la figure 4). Nous remarquons que pour chacune de ces arétes,
les degrés de liberté sont égaux (au signe prés) au débit total traver-
sant la tuyére (i1 suffit d'intégrer ¥ le Tong du chemin OADE qui
limite la face d'entrée par exemple). Ensuite on retire un arbre maximal
dans 1'ensemble des arétes internes au maillage de la face OADE, et on
enléve enfin une derniére aréte 19ant cet arbre & Ty. On procéde de
méme pour la face de sortie T (arétes en trait fort sur la figure 4).

Les arétes engendrant Yh(Q) une fois repérées, le probléme de
Laplace-Beltrami est facile & résoudre. Il y a autant d'équations que
d'&léments de surface k sur T :

2.2) 2. oy@) = | g vkeT
ac 3k kK

et (2.2) se résout par substitution de proche en proche (cf. figure 4).
Pour construire 1'espace Kh(ﬂ), on retire 3 1'ensemble des arétes

qui ne sont pas sur la frontidre un arbre interne Th(h) qu'on relie &

Ty Ppar une aréte Th(r) (cf. Chapitre 2, Définitions 4.4 et 4.5). On

enléve donc, pour chaque face située dans un plan du maillage z=cste,

un arbre parmi les arétes qui ne touchent pas Ty, puis on joint ces

plans entre eux par des arétes paralléles & 0z, et 1'ensemble Th(ﬁ)

ainsi obtenu est relié a T, ({cf. figure 5).
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Figure 4 : Arbre surfacique sur T
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igure 5 : Arbre interne
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II] - CALCUL DES MATRICES ELEMENTAIRES

1) PRISME DROIT

Nous étudions le systéme linéaire (1.7) posé dans 1'espace Kh(ﬂ).
Une base de cet espace est formée par les arétes du maillage qui n'appar-
tiennent ni & la frontiére, ni & Th(ﬂ). Nous rappelons d'abord le calcul
des fonctions de base dans 1'élément de référence Q puis nous proposons

un calcul numérique de 1'élément de matrice

_[—»-b =
(3.1) 55 = JK rot ¢, . rot ©; dx

ol K désigne un prisme quelconque de R3 et $i la fonction de base
associée & la 12 aréte de K.
AAA
L'élement fini (K,z,P) que nous avons utilisé est décrit dans

NEDELEC {2017 :

K = {(Q,S},’z‘),o <f5.2<1, 8+ < 1}
- - = A
(3.2) Q = {ca(m) = J @.dl , a aréte de K, orientée selon 1a figure 6}
a
A - A 3 - 2
P - %p: Ko R, 32 € (P (2))°, 3neP(2) . 3c€P,(xy) /
(3.3) $(%) = T+ 0 RxX 4 ¢ K

-
ol k désigne un vecteur unitaire selon 0z. On peut réécrire (3.3)

sous la forme :

a+cz -{e+ fz)y 0
$U4h2)= b+dz + (e+ fz)x + 0
0 o+ 8X + vy

0

————— el e i e
=
£

n kXX r Pt




Fe

A A
Nous déterminons d'abord la base L de P adaptée a 1'é&iément fini

(Q,E,S) gtudié, i.e. telle que

A I3 3
(3.4) Uai(wﬁ) = 5ij 3 1.d=1,...,9

. . =< A
puis nous calculons a5 Pour exprimer les vecteurs rot ¢,, nous

utilisons la base (B.) de 1'espace £ 1ige naturellement & 1'écriture

J
(3.3) :
1 0 z 0
A A A A
pp=1| 0 pp = | 1 ps= [0 Py =
0 0 0 0
=Y -yZ
A A
{ Ps = Pe = Xz
0
A A A
Py = pg = |0 pg = | O
X ¥
et Mij ta matrice de changement de base :
A 2 A S 1 A
A -
p;i’g‘”kj Pk : “’1=]§(M Ni P

donc (3.4) se réécrit : M.. = J B. .dl et i1 vient clairement :
a

1 0 0 0 0 0 0 0 O

1 1 0 0 1 0 0 0 O

0o -1 0 0 0 ¢ 0 0 O

1 0 1.0 0 0 0 0 O

M=l -1 1-1 1 1 1 0 0 0
0-1 0-1 0 0 0 0 O

0o 0 0 0 06 0 1 0 O

0 0 0 0 0 1 1 o0

6 0 0 0o 0 1 o0 1
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A
Par ailleurs, le calcul de rot pj est &lémentaire. On pose (rot Bj)a = Rja

(3J=1,-,9;2=1,2,3). La matrice Rja dépend du point (x,y,z) € R et
vaut :

0 0 -1 0 -x 0 0
%"={o o 1 0 o0 -y 0 -1
0 0 2 22 0 o0

Enfin, le rotationnel des fonctions de base $

P. avec P= tM'I.R :
ia

X X %=1 -x =-x 1-x -1 0

P=[ y-1 Y y l-y -y -y I -1 0
2~22 2-22 2-2z 2z 2z 2z 0 0

t

L'évaluation numérique de aij grace a la relation (3.1) se réduit alors

A
& une simple intégration de polyndmes sur K.

2) PRISME QUELCONQUE

Dans le cas ol 1'élément K est un prisme de sommets Ars-.Ag,
on le suppose image de Q par une application F biaffine (ZIENKIEWICZ
[26] et figure 7) ;

(3.5) K> (5.5 b Fr®) - [(1-9-,9)A1+Q Ar+y Aa] (1-2) +

A A A A A
+ [(l-x-.y)ﬂnﬁx Ag+y Ae] Zz

Les degrés de liberté I sur K sont définis par des intégrales sur
chaque aréte (relations (3.2)), et les fonctions d'interpolation sont

de la forme
(3.6)  B(x) = W) . 0(X) L oeb, x=F(R) .

(cf. Chapitre 2, Definition 3.5).
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A

Figure 6 : prisme de référence K

Figure 7 : Prisme curviligne




-1‘5—

ol . . A R
On note cp1 = 31. 1'image par (3.6) des fonctions de base @ définies

par {3.4). Pour une fonction vectorielle ¢ quelconque, on pose :
- -, -
(3.7) Vxnpjk = Zk Eijk(rOt w)k

avec e;qy complétement antisymétrique (voir GERMAIN-MULLER [11] par

exemple). On a alors aisément :

3

21 {K{(VXGi)kl(vxaj)kl - (""3?i)k1(‘“‘$j)1k} dx

1
(3.8) 2. = +
4=

13

Les deux termes de (3.8) sont égaux par antisymétrie de (3.7). Comme nous

avens {Chapitre 2, Relation (3.33)) :

- ' -1 A
(VxB),q = ;} aF - (7% 0) Fl s

nous en déduisons
-1

E : =7 2 : Aj -1 -1 AJ
- vV x wa dF L¥xq@  .dF ;.dF 7., 9x@ .dF
w k1°® Tk © K1mnpq mn nl pl pg "~ gk

soit, aprés un changement de variable (3.5) dans 1'int&gration sur K :

=-1
(3.9) 857 3

' A
Jp A tr {D G. (Vxnp,') D26. (7 x . )} J(x)

avec 026 = dF LEdFTY et J(R) = det(dF(R)). 11 suffit de poser :

0 0 0 0 0 -1 0 1 0
d=lo o 1}, ¢*=[0o o o], @¢=1{-1 0o o0
0 -1 © 1 0 0 0 0 0

pour réécrire (3.9) sous la forme :

1 A A
557 uZ P. tr {DZG.Q“.D?-G.QB} Pig J(X) dX
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Cette derniére intégrale a &té évalude a 1'aide d'une formule de quadrature
comprenant 30 points dans 1'é&lément de référence ﬁ : 5 points sur [0,1]
(formules de Gauss, de degré 9, voir STROUD [25] par exemple), par 6 points
dans le triangle unité ; nous rappelons les formules de Hammer de degré 4

utilisées dans ce dernier cas (cf. DHATT-TOUZO [4] par exempie et la figure

8) :
6
” . R L DI (¢ I
Vo< x<1,0<y<1,40< ) j=1 37
Q y donnés par :
avec WJ-, j, yj Sp ;
A A A
%3 Yi ¥
a |
a = 0,445948490915965 1-2a a } 0,111690794839005
a 1-2a
b b
b=0,091576213509771 1-2b b } 0,054975871827661
b 1-2b
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Figure 8

;
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Figure 9




IV -~ RESOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE

1) STOCKAGE DE LA MATRICE

La matrice A du systéme linéaire (1.7) est symétrique et définie
positive puisque par construction 1'application rotationnel est injective
dans 1'espace Kh(ﬁ). Pour le stockage de la matrice, d'ordre NxN, on
repére, pour chaque fonction de base (globale) de Kh(ﬂ) associée a 1'a-
réte numéro 1, 1'ensemble des arétes de numéro j > i voisines de 1'a-
réte i, c'est-3d-dire telles que a3 # 0 a priori. On construit de cette
facon un pointeur NVOIS(.,.) & double entrée, qui associe au couple (i,k)
le numéro d'aréte de la KEme voisine de 1'aréte 1. Ce tableau est de di-
mension Nx 17 puisqu'avec la numérotation utilisée, une aréte donnée a
au plus 17 voisins (cf. figure 9).

L'assemblage de la matrice A doit &tre effectué avec attention,
puisque c'est T'orientation globale des arétes qui importe, alors que le
calcul élémentaire du paragraphe 3 fait intervenir les orientations parti-
culiéres de 1'élément de référence.
kiéme

On stocke ensuite 1'élément a,. pour J voisin de 1'aréte

1)
i dans un tableau réel Nx 18 (compte tenu des éléments diagonaux). De

cette facon, un produit du type y=A.x peut s'écrire :

Initialisation ; boucle sur i : 1 - N

y(i) = A(3,18) * x(i)

bouclie sur les voisins ; k : 1 = 17
boucle sur les arétes i : 1-N

(4.1) y{i} < y(i) + A(i,k) * x(NVOIS(i,k))

boucle sur les arétes § : 1 - N

(4.2) y(NVOIS(i,k)) « y(NVOIS(i,k)) + A(i,k) * x(i)




La boucle {4.1) se calcule de fagon vectorielle grace au sous programme
GATHER (cf. CCVR [2]1) et la boucle (4.2) peut se vectoriser grace au
SCATTER lorsque 1'application 1§ e NVOIS(i,k) est injective (DUPUY [71).
Nous avons vectorisé la premiére boucle (4.1), et gagné ainsi un facteur

3 en temps calcul sur 1'ensemble du programme.

2) ALGORITHME DU GRADIENT CONJUGUE

La résolution du systéme 1inéaire Ax=b est effectuée grice a
la méthode du gradient conjugué préconditionné (HESTENES-STIEFEL {137},
EVANS [9], AXELSSON [11) dé&crit aussi dans GOLUB-MEURANT [12] et LASCAUX-
THEQODOR [16] . Nous la rappelons briévement : on se donne une matrice S
de préconditionnement telle que la résolution du systéme linéaire S.x=b

sojt faible.

ALGORITHME

(1) Initialisation

XOERN,QO'—'AXO—b’wozs-l go’VG=w0’ZO=AXO
(i1) Ttératiom : X, gn, wh, vV, W' somt comnus
(4.3) zn+1 = A"

n.n

p =-{gw )

n+l (zn+1 wn)

n+l _oon n

X =X toep ¥

n+l _ n+l _ N n+1

g =AXTTmb =g Yoy, 2




(4.4) v =5
:Vn+1 n+11
Ynel = —
(wg9)
n+l -1 n+l n_ n+l n
W =5 g Y WO v * Ynel W

s . nt+l . . .
(1i1) Teet de fin : om compare g I|2/ Elgll2 ¢ e>0 donné d'avance.
Nous observons qu'avec cette écriture de 1'algorithme, un seul pro-
duit du type matrice par vecteur est nécessaire (équation (4.3)) ainsi
qu'une seule résolution du systéme de préconditionnement (4.4). Nous avons
successivement envisagé trois préconditionneurs classiques, classés par

difficulté croissante de mise en oeuvre :

(4.5) S = diag(A)
(4.6) S = préconditionneur SSOR
(4.7) S = décomposée incompléte de Cholesky

qui ont &té testés dans un cas linéaire, pour une simple boite cubique

au lieu du GAMM channel, avec un test d'arrét @ ¢-= 107", Tout d‘abord,
i1 est indispensable de faire les calculs avec un processeur 64 bits.

Le préconditionneur diagonal engendre en général de nombreuses itérations
du gradient conjugué, mais la résolution de {4.4) pour ce choix (4.5) est

trés économique car naturellement vectorielle. Son emploi s'est avéré

assez satisfaisant. Le choix (4.6}, plus précisément

t

avec A=L+A+ "L, L triangulaire inférieure & diagonale nulle et o= 1.5,

est une variante de la méthode de STONE [24] et DUPONT-KENDALL-RACHFORD [6]
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qui conduit & un nombre d'itérations plus faible (trois fois moins typi-
quement) mais moins &conomique qu'avec le choix diagonal, & cause des
descentes-remontées pour résoudre (4.4). Les tests effectués nous ont
montré qu'en temps machine, elle est plus &conomique d'environ 5 % par
rapport au choix (4.5).

La décomposition incompléte de Cholesky (4.7) (MEIJERINK~VAN DER
VORST [171, KERSHAW [15]1) a été décevante, puisqu'au cours de 1a décompo-
sition, nous avons parfois obtenu des pivots négatifs. Ceci n'est en fait
pas étonnant, car rien n'assure que A soit une M-matrice, condition suf-
fisante de construction de 1'algorithme ([171). Par ailleurs, méme Torsqu’
aucun pivot négatif n'apparait, le temps CPU reste comparable i celui ob-
tenu pour le préconditionneur SSOR, qui a finalement &té retenu pour Tes

calculs non-linéaires.

3) INFLUENCE DE L'ARBRE INTERNE

La dépendance a priori du systéme linéaire a résoudre avec le choix
de 1'arbre interne Th(ﬂ) nous a conduit & étudier son influence pour le
méme cas test que précédemment (probléme lingaire, boite cubique), avec un
préconditionnement SSOR. Le faible nombre de degrés de 1iberté pour ce
test (N=249) nous a permis de calculer facilement toutes les valeurs
propres de la matrice A. Nous avons porté figure 10 la forme de 1'arbre

utilisé (cf. aussi figure 5}, Te conditionnement x__ /a de A, ainsi

max’ “min

que le nombre d'itérations du gradient conjugué nécessaires pour atteindre
. -4 . . . .

un résidu e=10 . Aucune conclusion simple ne se dégage : un choix d'ar-

bre par arétes verticales (tests n°5 2 & 7) donne les meilleurs comme les
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pires conditionnements, et le simple changement d'une seule aréte (tests
3.4,5) peut changer de fagon sensible le conditionnement comme le nombre
d'itérations ; un choix d'arbre qui privilégie les arétes horizontales
(tests 1,8,9) a donné les meilleures performances, malgré la forte varia-
tion du conditionnement. Comme nous n'avons pas étudié de facon plus pré-
cise la variation du spectre de A avec 1'arbre Th(ﬂ) (JENNINGS [141]),
nous avons conservé notre choix initial (test 1 en figure 5), en renforgant

la précision lors des calculs non linéaires (e= 1078 3 1078,
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max nombre d'itération:
Mmin (e = 107"
Ui LU Lu l\U LU 1 14150 40
]
2 6811 74
v 3 16096 70
! .
c — 4 4062 59
5 22169 71
—
6 34045 84
7 28763 86

LULPUL: -
BUYuLYs o

Figure 10 : Test des arbres internes




V - TESTS NUMERIQUES., CONCLUSION

Nous avons testé la méthodologie décrite dans les paragraphes
précédents pour le GAMM channel, & un nombre de Mach amont Mg = 0,50.
Le maillage de la face transversale OADE (figure 3) comporte trois cou-
ches de points, soit 80 triangles au total. L'ensemble des arétes in-
ternes utiles pour le systéme lindaire s'€l&ve & N=6879. La conver-
gence de 1'algorithme de point fixe pour la résolution de la non linéa-
rité est toujours rapide (moins de 10 itérations typiquement) et demande
5 mn CPU environ sur le Cray 1S du CCVR. Nous avons comparé ce cas test
faussement tridimensionnel & un code bidimensionnel existant (cf. Chapi-
tre 4). Dans un premier cas de calcul, nous avons choisi 1'8épaisseur
Y=0F é&gale a 1. Les résultats relatifs a la face OABC sont portés figure
11, od 1'on a tracé les valeurs du nombre de Mach sur les lignes 0C et AB
respectivement. Puis nous avons resserré le canal en choisissant Y=0,05
afin de diminuer les effets tridimensionnels parasites du cas précédent.
Une amélioration importante dans la qualitd des résultats est & noter (fi-
gure 12). Enfin, toutes choses &gales par ailleurs, nous avons changé la
direction des arétes diagonales dans le maillage de la face d'entrée (fi-
gure 3) ; les résultats (figure 13) sont comparables avec ceux du cas pré-
cédent, mais le biais introduit par le choix du maillage triangulaire est
encore visible.

Nous avons présenté un test numérique de 1'é1ément conforme dans,
H(rot) & base prismique de J.C. Nédélec [20] pour un probléme faiblement

non-linéaire de fluide parfait compressible dans un canal. La mise en oeuvre
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Nombre de Mach sur les parois du canal. Comparaison

des calculs bidimensionnel

(2D) et tridimensionnels (3D)

pour trois maillages différents de la face d'entrée.




- o -

de la jauge axiale discréte n'a pas engendré de conditionnement trop
grand pour le systéme lingaire & résoudre, et la méthode du gradient
préconditionné par SSOR s'est avérée performante. La faible mémoire

du Cray 1S nous a conduit & utiliser un maillage tridimensionnel semi-
déductif, donc & écrire un code trés spécialisé. Par contre, le logi-
ciel trés général développé parallélement & notre travail par J.M. Dupuy
devrait permettre de nouveaux testsde validation (sur Cray 2) de la mé-

thode dans des géométries complétement tridimensionnelles.

. Juin 1987 .
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Chapitre 4

Résolution numérique de I' équation du potentiel
transsonique a I' aide d'une méthode d' éléments finis

mixtes et d' un algorithme de point fixe .




L'étude qui suit est la continuation directe d'une partie du
travail entrepris par AMARA [1] (voir aussi AMARA-JOLY-THOMAS [2]).
Elle est fond&e sur une formulation mixte en vitesse-fonction courant
du modéle transsonique des grandes perturbations (Full Potential
Equation). L'utilisation d'une fonction courant pour 1'&tude numérique
des écoulements transsoniques est fort ancienne, puisque dés 1944,
EMMONS T'utilisait ([18],119]), associée & une méthode de relaxation
(voir 1'article de SOUTH dans le livre &dité par HABASHI [25]). Pour-
tant, 1'impossibilité de formuler le probléme complet par rapport &
la seule fonction courant, (implicite dans la méthode de 1*hodogra-
phe, voir COURANT-FRIEDRICHS [10]) limitait classiquement cette métho-
de aux écoulements partout subsoniques (voir par exemple SELLS [44],
MORICE [37], ou CIAVALDINI [9]). Les algorithmes proposés par HAFEZ- .
LOVELL [26] et 1a méthode mixte d’'AMARA {11 ont permis de réviser ce
point de vue (voir aussi MORICE-CAMBIER-VEUILLOT [381).

Nous rappelons dans une premiére partie la discrétisation par
élements finis mixtes du probléme ; nous détaillons notamment différents
calculs de la densité décentrée. Dans la seconde partie, nous avons tes-
té ces différentes propositions dans le cas d'un probléme d'aérodynami-
que externe (aile NACA 0012 non-portante) déji étudié par AMARA [1].

Nous sélectionnons ainsi un algorithme de calcul qui s'avére stable par
raffinement du maillage. Au cours de la troisiéme partie, nous appliquons
la méthode & un probléme d'aérodynamique interne (canal du GAMM, proposé
par RIZZI-VIVIAND [43]) pour lequel des résultats partiels ont été pré-

sentés ([13]). La difficulté essentielle est 1'inadéguation partielle




des conditions aux limites numériques imposées par notre algorithme
aux conditions aux limites physiques du probidme. Toutefois, une
série de tests nous a permis de calculer différents régimes carac-

téristiques d'une tuyére amorcée.




I - DESCRIPTION DE LA METHODE NUMERIQUE

Nous rappelons dans ce paragraphe la méthode de résolution
de 1'équation du potentiel transsonique (FPE) proposée initialement
par AMARA [1]. A partir d'une formulation mixte par rapport a la
vitesse et & Ta fonction courant, la non-linéarité du probléme est
traitée par 1'introduction d'une densits décentrée. Nous détaillons
quatre fagons de faire ce calcul, toujours explicite, donc facile
a implémenter et rapide lors de 1'exécution du code numérique. Enfin,
nous présentons 1'algorithme global de résolution, de type point
fixe, oll chaque &tape nécessite la résolution d'un systdme linéaire
symétrique défini positif ayant pour inconnue la seule fonction cou-

rant.

1 - FORMULATION MIXTE

Dans toute la suite du chapitre, le domaine d'étude 2, ouvert
borné de R?, est supposé maillé par des quadrangles, et on désigne
par i?h le maillage obtenu. L’'adaptation au cas des triangles est fa-
cile. La densité p et la vitesse U sont interpolées par des fonctions
constantes dans chaque quadrangle K (élément fini Q,), alors que la
fonction courant ¢ est supposée biaffine dans chaque &lément et conti-
nue aux interfaces (interpolation Q,). Les degrés de liberté des va-
riables densité et vitesse sont donc 1i8s aux éléments alors que ceux

de la fonction courant sont attachés aux sommets du maillage %?E.




Par ailleurs, la frontiére T du domaine { est décomposée sous

la forme :

(1.1) T=Tpuly .

La portion Ty correspond & une donnée 3 la limite de type Dirichlet
pour la fonction courant, alors que Iy suppose 1a vitesse tangen-
tielle donnée sur le bord, comme on le verra plus loin. On remarque

que dans 1'étude faite au chapitre 3, on avait choisi I'p=T.

L'espace des fonctions continues sur Q, nulles sur PB’
biaffines dans chaque élément K, est noté Q?, et celui des fonc-
tions (discontinues) constantes par élément est noté Q?. L'espace
des conditions aux limites de Dirichlet associées a TD est appelé
ﬁ? ; un élément de G? est une fonction continue biaffine dans
chaque élément, nulle sur les sommets de @Th qui n'appartiennent pas
a TD, et est donc défini par ses valeurs aux sommets de rD' L'es-
pace analogue pour Iy est appelé Q§ ; ses &léments sont définis
par des scalaires le long des différentes arétes de Ty- On renvoie
i ZIENKIEWICZ [50] et CIARLET [8] pour les détails concernant la

méthode des éléments finis.

Les équations aux dérivées partielles concernent la conserva-
tion de l1a masse et 1'irrotationnalité de 1'écoulement. La loi de
conservation de la masse
(1.2) div(pl) = 0
peut se réécrire grice a une fonction courant ¢ (cf. GIRAULT-RAVIART

[24] par exemple) :




(1.3) pU-roty =0

avec rot v &gal & la projection sur R? du vecteur rgtks(zpf),
%%). L'éguation (1.3) est intégrée
sur Q, aprés multiplication par un vecteur arbitraire v de

Qg% Qy -

] - 1 = =t,_a__w__
c'est-&-dire rot y = (ay’

(1.4) J' oU.V dx -J rot y.vdx = 0 . vVeE Q?xQE
1Y) §

Par ailleurs, la nullité du tourbillon :

(1.5) rot U =0

-

(oﬁ rot U est ici la composante sur k du rotationnel du champ

au su
U dans R}, i.e. rotus= Tﬁg - 75;) est multipliée par @ € Q?

et intégrée sur Q. Aprés intégration par parties, on obtient :

- (1.6) Jﬁ.rb’t(pdnjcpa'.?dy:o . veed .
Q an

Dans cette dernigre relation, 7 est un vecteur unitaire tangent
&8 T, 1issu de la normale extérieure n par un angle de +-121

(cf. figure 1.1). On remarque que si ¢ est une fonction de base
de QT correspondant & un somet intérieur, 1'équation (1.6) re-
vient & annuler la circulation de U le Tong du chemin vy dessiné

sur la figure 1.2.

~
=

r®) .

Figure 1.1 : Vecteurs unitaires




Figure 1.2 : Chemin d'intégration pour le calcul

du tourbillon.

PROPOSITION 1.1

Pour i donné dans ﬁ?, g donné dans ﬁ?, et p dans

Lm(é) telle que

(1.7} 3p*>0 s o= p*
le probléme
dedlxql , y-jed
(1.8) JpHde-Jra’twvd“o
Q Q
- =
Ju.rotwdx=-[wgdy
f T

a une solution unique.

p.p. (x)
YV E Q?)(QE
Vo€ QT




La preuve, détaillée au chapitre 3 de la Thése d'Amara [1],

consiste & vérifier la condition inf-sup. Le systéme linéaire dé&fini

par (1.8) est en fait beaucoup plus simple & résoudre que ceux issus
des formulations mixtes les plus générales, puisque la matrice A(p)
définie par (Qf,‘xot,‘)za (U,V) b (A(p)U,Y) = J pU.Vdx est diagonale.
5i nous notons par B 1a matrice de 1'opposéﬂdu rotationnel entre

les espaces Q? et Q?xqg :

QT 30, QEXQL‘ 3 Ve (Bp,V) = - J rot ©.V dx
§

et par G la matrice de la forme linéaire définie sur Q? par g :

QTBthw=Igde
T

nous pouvons alors réécrire (1.8) sous la forme :

Tealxql , y-ypeq
(1.9) A(p)U+ By = 0
-%BT--6

Le systéme (1.9) se résout alors trés simplement : on pose
U=y-v et on exprime U grice & la premidre équation :
U =-A(p) ' (B +BY)

On reporte cette expression dans la seconde &quation afin d'obtenir

une équation qui ne porte que sur 1'inconnue ﬁ; :

(1.10) Y8 A(p) BT =-B A(p) "B Y-6

La matrice du systéme Tinéaire (1.10) est symitrique définie positive

comme la matrice A(p) (propri&té toujours physiquement vérifige s'il

n'y a pas cavitation, comme 1'exprime 1'hypothése {(1.7)).




Les données de ce systdme lindaire sont un champ de densité p, une

N

condition de Dirichlet sur T pour Ta fonction courant, et une

v
=

vitesse tangentielle U g sur T, partie de la frontigre com-

plémentaire de Ip-

2 - DENSITE DECENTREE

Aux équations aux dérivées partielles (1.2) et (1.5) i1 convient
d'ajouter, pour fermer le modéle transsonique utilisé, les hypothéses
d'isentropie de 1'écoulement et de conservation de 1'enthalpie totale.
Pour un gaz parfait de chaleurs spécifiques constantes de rapport vy
et de vitesse et densité adimensionnalisées de fagon & valoir 1 pour

un nombre de Mach de référence M,, on en déduit :

11y e s Blwia- @)

En reportant cette expression de 1a densité en fonction de la
vitesse dans (1.2), on vérifie facilement que le type du probléme chan-
ge avec la nature de 1'écoulement : elliptique en région subsonique
(M < 1), hyperbolique en région supersonique (M > 1), ol le nombre

de Mach local M est calculé grace & la relation
=2
2 _ 2|U|
(1.12) M M, Y1
Les difficultés liges & ce changement de type, sur une inter-

face a priori inconnue le long de laquelle se développe une ligne

sonique et une onde de choc, sont classiques et ont fait 1'objet de




nombreuses recherches tant théoriques (MORAWETZ [351,[36), FEISTAUER-
NEEAS [22] par exemple) qu'appliquées (voir entre autres BAUER-GARABEDIAN-
KORN {3]). Les méthodes numériques dont la mise en oeuvre informatique
est la plus simple reposent sur la notion de capture de choc (MURMAN-
COLE [39]), ol la solution discréte fournie par le schéma numérique
simule le mieux possible la discontinuité due 3 1'onde de choc, en 1'é-
talant sur quelques mailles. Nous citons aussi MURMAN [40F, JAMESON [30],
ENGQUIST-OSHER [201,[21) qui ont proposé des schémas aux différences
finies permettant de traiter la difficulté due au changement de type et

a8 la condition d'entropie. Avec une approximation par éléments finis,
1'adaptation du "rotated scheme" de JAMESON [301 1la plus féconde est ile
concept de “densité décentrée", proposée indépendamment par EBERLE [17]
et HAFEZ-SOUTH-MURMAN [271, et utilisée ensuite par HOLST [29], DECONINCK-
HIRSCH [12] , AMARA-JOLY-THOMAS [2), BREDIF [5], DUPUY [14] : 3 partir
d'un champ de vitesse ¥, on calcule d’abord une densité p gréce a
(1.11) et on la décentre grace a 1'adjonction d'une viscosité artificiel-
le :

- _ Ap
(1.13) P =p-ods ¢

ol As est un élément de Jongueur 1i& au maillage, o un coefficient
toujours compris entre 0 et 1 et nul en zone subsonique, et gg une
évaluation du gradient le long de 1a ligne de courant.

Nous décrivons maintenant une premidre discrétisation de la
relation (1.13) qui définit 1a densité décentrée retenue pour nos cal-

culs numériques, et qui est due pour 1'essentie]l 3 AMARA [1].




On suppose donc connu un champ de vitesses Uk € Q2><Q2 et une
fonction courant v € QT & ﬁ?. Pour chaque &lément fini K, nous
d&terminons un &lément amont KA parmi les quatre voisins de K
(i.e. les guatre quadrangles ayant une aréte commune avec K) :
c'est celui pour lequel le flux de masse entrant dans K est le
plus important ; nous notons que le calcul de ce flux de masse est
simple si on utilise la fonction courant (i1 se réduit alors & la
différence entre les valeurs aux deux sommets de 1’aréte commune).
Une fois ce choix effectué, le terme ajouté & p dans {1.13) est

calculé grdce a un schéma décentré, et nous avons :

Décentrage n° 1

(1.14) BK Pk = aKA,K(pK-pKA)

T

Figure 1.3 : Elément amont

Dans 1a formule (1.14)}, est la densité calculée dans 1'élément K
-
Y
trage oy, g est fonction des nombres de Mach MKA et MK calculés

Py

gréce au champ et & Ta relation (1.11). Le coefficient de décen~




dans les &léments KA et K (relation (1.12)) grice au procédsé
suivant : on calcule d'abord une moyenne Mea x entre ces deux
nombres de Mach

1 si M,<1 et My <1 (zone subsonique)

KA
(1.15) miA,K = %-(M§+ 1) si M,a<1 et M¢ > 1 (Tigne sonique)
1
2

(M§A4-M§) si M > 1 (zone supersonique ou choc)

qui permet de définir facilement ogpk Par

1-1/m2

“'—1'“"'#"5‘ si miz(A K < W
- - l/w ?

1 si Mea « >

Pour cette derniére relation, on a choisi w = 2.5 {on décentre
donc complétement le schéma (1.14) pour des nombres de Mach supérieurs
a 1.58).

Dans les paragraphes qui suivent, nous proposons d'autres fagons
de calculer une densité décentrée, qui ont toutes &té mises en oeuvre,

et testées dans la partie II.

3 - DECENTRAGE DE LA DENSITE A L'AIDE DU FLUX DE MASSE

-

L'analyse qui suit est 1'adaptation 3 notre contexte &léments
finis de 1'article d'OSHER-HAFEZ-WHITLOW {41} proposé pour une méthode
aux différences finies. Fixons un élément fini K et son &lément amont
KA comme précédemment, et supposons le champ de vitesses normal & 1'inter-

face a entre KA et K (figure 1.4),




Figure 1.4

Essayons alors de calculer approximativement quel écoulement traverse
cette interface : on peut se restreindre d@ une &tude selon la normale

Ox & 1'interface, et la conservation de 1a masse s'é&crit alors :

(117) £+ alp) =0

a

avec une non-lingarité concave gq(p) donnée par

(1.18) q(p) = plu]

et || défini comme fonction de p grace & la relation (1.11). Dans
cette approximation, 1a densité au voisinage de 1'interface a est

solution au cours du temps d'un probldme de Riemann pour une €quation

hyperbolique non-linéaire, puisque les "conditions initiales” sont
PKA si x<0

(1.19)  p(x) = |
pK si x>0




Un tel probléme est classique (voir LAX [33] ou SMOLLER [46] par
exempie) : la solution est constante ay cours du temps le long de
T'interface a, et il en est de méme pour le flux numérique cal-
culé par les schémas numériques conservatifs. En particulier, le
schéma d'ENGQUIST-OSHER (120,21]) donne une valeur approchée du
flux q, solution du probleme (1.17)(1.18) le long de a.

(1.20)  q(a) = 4(pyy.0)

supersonique , subsonique

—P 2

max

max

Figure 1.5 : D&composition d'Engquist-Osher de la

non-linéarité q(p) [ pointillfés] en

composantes subsonique e(p) [ trait simple)

et supersonique g(p) [double trait] .




De plus la fonction ¢ est dérivable par rapport au couple (pKA.pK).
On la construit en isolant la partie subsonique e(p) de la partie

supersonique g¢(p) de la fonction (1.18) : soient Pson ta densité

du point sonique (g% (pson)=0) et Qmax'-'Q(pson)' On pose :

a(p) P> Peon

<
max P pson

(1.21) e(p) =

>
0 P~ Pson

(1.22) a(p) = q{p) - e(p) =
a(e) - Qpax P = Pson

(1.23)  olpgaopy) = 8logn) + eloy)

Le schéma (1.20)-{1.23) permet donc un calcul approché du flux de masse
qui passe de KA & K et on peut en déduire une densit& décentrée en

divisant le flux de masse ainsi calculé par le module de la vitesse :

Décentrage n® 2

_ ¢(9KASPK)

(1.24) Py —
{uKl

Notons pour terminer que ce décentrage a été obtenu en supposant 1'écou-
lement normal entre les &léments KA et K, ce qui n'est numériquement
vrai que de fagon approximative, ou bien exige un maillage qui "suive”

a priori 1'écoulement.




4 - DECENTRAGES PAR FRONTS

Nous revenons dans ce paragraphe & la relation empirique (1.14)

qui relie la densité & la densité décentrée :

DK = Pk - GKA,K(DK-QKA)

Amara a proposé [1] d'utiliser aussi la relation

1]

w

Décentrage n°

(1.25) EK " GKA,K(DK- BKA)

qui mélange, dans le calcul de la viscosité artificielle As gg de la

relation (1.13), les densités exactes et décentrées ! La relation (1.25)
définit o de facon totalement implicite a priori & partir du champ o
(Te calcul des coefficients a reste inchangé par rapport au décentrage
n® 1), mais si on suit une ligne de courant (ne se refermant pas !}, le
calcul de la densité décentrée ;5 s'effectue facilement de proche en

proche, et {1.25) définit un gchéma bidiagonal.

Nous avons adapté cette idée au calcul de la densité décentrée
qui utilise Te schéma d'Engquist-Osher (décentrage n° 2) : le flux de
masse est évalué en utilisant la densité exacte de 1'élément courant

et la densité décentrée de 1'&1&ment amont. Nous obtenons ainsi le

Décentrage n° 4

. 0(Pyyspy)
(1_26) pK = ___’.E.?.__..K_
3,




5 - ALGORITHME DE POINT FIXE

Nous présentons enfin 1'algorithme global de résolution de

1'équation du potentiel transsonique que nous avons utilisé.

ALGORITHME
e (Conditions aux limites

= P sur T
(1.27) D

o

-
T

=g sur FN

e Initialisation p° donné.

o Itération ; p" est supposé connu.
* Résolution d'un probléme linéaire de type (1.9)

T+l ¢ Q , wn+1__$ € Q?

A(Bn)--n+1 + B¢"+1 -0
B‘*"+1

H
oy

* Calcul de la densité gréce & la relation (1.11) :
1

p2+1 {1 + _E_ M2 ( !4n+ll )}

* Décentrage de la densité au moyen de 1'une des quatre méthodes
proposées (relations (1.14), (1.24), (1.25) et (1.26) respecti-

vement).

* Calcul du résidu, i.e. de 1'erreur relative

-n+1 -n
(1.28) ¢, || o ” o)

et test de fin par comparaison de En+1 & >0 donné.




REMARQUE 1.1

L'algorithme qui précéde est fondé sur une formulation mixte

(G,w) du probléme linéaire (1.9), et ceci est essentiel. En effet,
on ne peut formuler un probléme lingaire par rapport & la seule fonc-
tion courant y, car alors le calcul de la densité est ambigu, puis-

que 1'8quation d'inconnue »p

a(p) = |rdt v}

a toujours deux solutions (ou pas du tout !}, 1'une subsonique et

1'autre supersonique (cf. figure 1.6).

lr'at wn+ll

Figure 1.6 : Calcul de la nouvelle densité p"+1 grice

& la densité p" de 1'itération précédente

et a la fonction courant wn+1.

A T'aide de la formulation mixte (1.9) au contraire, le calcul de 1la

1

. -N4 P . - . -
vitesse u précéde celui de la densité comme on 1'a illustré

figure 1.6.




IT - TESTS NUMERIQUES SUR UN PROFIL NACA 0012

1 - GENERALITES

Nous avons testé et validé notre code de calcul sur une aile
d'avion initialement dessinée par les ingénieurs du National Advisory
Committee for Aeronautics (aile NACA 0012) sur laquelle de nombreuses
expériences de toutes natures ont &té effectuées. Nous nous sommes
restreints au cas simple d'une incidence nulle, pour lequel des é&cou-
lements non portants sont possibles puisque le profil est symétrique
(mais ce ne sont pas les seuls, des ruptures de symétrie peuvent se
produire, comme le montrent STEINHOFF-JAMESON [47] et BRISTEAU et al
[6]). On se contente donc d'&tudier 1'écoulement autour du demi-profil

(figure 2.1).

>

I P —— :
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7~
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// I
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i
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L I’L"‘ﬁs 1 >
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.7 Ty o[ 1
épaisseur : 0.12

Figure 2.1 : Demi-profil NACA 0012




Par symétrie du probléme, la droite x'Ox passant par le bord d'atta-
que et le bord de fuite contient deux demi-droites qui sont des lignes
de courant sur lesquelles on impose & la fonction courant d'étre nulle
(ce qui fixe la jauge). Cette ligne (incluant le demi-profil) constitue

la position TD de la frontiére,

(2.1) y=0 sur T,

La portion FN qui ferme le domaine de calcul Q est une frontiére
artificielle, sur Taquelle on se donne la composante tangentielle de

la vitesse :

e
(2.2) g =uU,.T sur Ty

avec ﬁ; paralléle a8 Ox par hypothése, et de module déterminé par
le nombre de Mach & 1'infini M_. (|0 |=1 si on choisit Mg =M_).
Cette condition & la Timite (2.2) est trés simple et doit &tre affinée
dans le cas d'une aile portante, en tenant compte du comportement
asymptotique de 1'&coulement aux grandes distances, comme 1'ont montré
théoriquement LUDFORD [34], SHIFFMAN {451, FINN-GILBARG [23] et
CIAVALDINI [9].

2 - MAILLAGES

Concevoir un maillage régulier autour d'un profil peut faire
appel @ des techniques analytiques et géométriques fort &laborées
{transformation conforme, polygones de Delaunay-VoronoT, etc...) afin

que Ta variation des mailles soit Ta plus réguliére possible.




Figure 2.2 : Maillage grossier N11 autour du profil NACA 0012 (11 points sur te profil)
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Figure 2.3 : Maillage N21 autour du profil NACA 0012
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Figure 2.4 : Maillage N41 autour du profil NACA 0017

Figure 2.5 : Détail des 41 points sur le profil du maillage N41
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Nous avons simplement utilisé le mailleur MEFISTO développé par
A. PERRONNET {42) & 1'Université Paris VI, trés souple d'emploi
et qui permet en peu de temps de générer un maillage cohérent.
Comme contrainte essentielle, nous avons vouly garder des mailles
réguliéres le long du profil. Quatre maillages de plus en plus
raffinés ont &té utilisés (figures 2.2 a 2.7) et comparés dans

le tableau ci-dessous :

Maillage Nombre de points Nombre Nombre de
du NACA 0012 sur le profil d'éléments sommets
N11 11 18 x 5= 90 19 x 6= 114
N21 21 35 x 10 = 350 36 x 11 = 39
N4l 41 70 x 20 = 1400 71 x 21 = 1491
N6l 61 105 x 30 = 3150 106 x 31 = 3286

3 - COMPARAISON DES PERFORMANCES DES‘DIFFERENTS DECENTRAGES

Les cas tests qui suivent sont classiques depuis le workshop
du GAMM organisé par RIZZI-VIVIAND [43] . Nous présentons d'une part
des cartes d'isovaleurs du nombre de Mach, et d'autre part des cour-

bes de coefficient de pression -Cp Te long du profil. Celui-ci est

défini par :
c P~ P
(2.3) 'p--l-_'p'_uz—
2 o™




avec une expression de la pression donnée par :
(2.4) p= L o

™
Pour calculer le champ de densité le long du profil, nous utilisons
un champ interpolé aux sommets du maillage & partir du champ calculé
dans les &léments, par une simple moyenne (cf. figure 2.8) :
?pj..voT(KJ.)

2 vol K.
j J

(2.5) 'SI =

ot 1a somme sur j est étendue aux &léments KJ. possédant le noeud

I comme sommet.

-

/ K. K

— I
K1 K2
T |

Figure 2.8 : Interpolation éléments —» sommets

a) Calcul @ M_=0.72

Pour ce cas test, 1'écoulement obtenu est entiérement subso-
nique {bien que le nombre de Mach maximal sur le profil soit trés

proche de 1). Aucun des décentrages n'est efficace (i.e. p=p), et




un tel cas de calcul permet de tester la plupart des sous-programmes
nécessaires @ 1'algorithme de point fixe (dont une variante a d&ji

&té utilisée au chapitre 3). Quelques ré&sultats significatifs sont
rasemblés sur les figures 2.9 & 2.11. Une carte du nombre de Mach
(figure 2.9) montre la classique d&c&lération au bord d'attaque (le
bout de 1'aile étant en toute rigueur un point de vitesse nulle)
suivie d'une détente dans la zone ol 1'épaisseur du profil augmente

(0 < x < 0,3) puis d'une décélération jusqu'au bord de fuite. Les
courbes de convergence (figure 2.10) montrent qu'a partir du mailla-
ge N21, la vitesse de convergence de 1'algorithme dépend peu du choix
du maillage ; les différences en temps de calcul sont alors essentiel-
Tement dues & la taille intrinséque des systémes 1indaires & résoudre
(olt Te nombre des inconnues est de 1'ordre du nombre de sommets, soit
114, 396, 1491, 3286 pour nos quatre maillages). Les courbes de coeffi-
cient de pression sur le profil (figure 2.11) illustrent enfin claire-
ment la convergence des résultats au fur et & mesure qu'on raffine le

maillage.

—

6 )

o
&

Figure 2.9 : NACA 0012, M_=0.72. Isovaleurs du nombre de Mach (maillage R61)
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Figure 2.10 : NACA 0012, M_=0.72
Courbes de convergence

b) Calcul a M _=0.80
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" L Il L 4 . L | . L . Il b pande KR

'] 1 K 3 -4 5 & 7 8 .9
RESCISSE

figure 2.11 : NACA 0012, M_=0.72

Courbes de Cp sur le profil

L'écoulement obtenu lors de ce test présente une poche super-

sonique et un choc au milieu du profil. Si tous Tes décentrages permettent

le calcul d'une solution dans le cas des maillages les plus grossiers

(N11 et N21}, nous avons constaté que les décentrages 1, 2 et 4 font di-

verger 1'algorithme de point fixe pour le maillage N4l. Nous résumons les

comportements obtenus dans le tableau ci-dessous :




Maillage M,=0.80. Choix du décentrage
du NACA 0012 1 2 3 4
N1l converge converge converge converge
N21 converge converge converge converge
N4l diverge diverge converge diverge
N61 / / converge /

Ce tqst qualifie pour la suite le seul décentrage n°® 3 (d'Amara,
par fronts) parmi les quatre proposés. En effet, la divergence de 1'al-
gorithme (par la donnée de vitesses trop &levées lors du calcul de la
densité par Ta relation (1.11)) empéche toute autre utilisation des dé-
centrages n° 1, 2, 4. Notons toutefois que 1'on teste ici £'ensemble de
1'algorithme de point fixe I.5 et qu'en particulier la stabilité des
divers décentrages est 1iée de fagon intime au choix de 1'algorithme
pour résoudre le probléme non-linéaire. Le choix d'un point fixe est
effectivement trés frustre et plusieurs auteurs (NONG—HA?EZ [49] par
exemple) 1'ont 1imité au cadre subsonique, ol son emploi est classique
(voir le chapitre 3). On peut penser que le caractére implicite du schéma
(1.25) donne la raison essentielle de la stabilité lors du raffinement

du maillage, mais une analyse compl&te du phénoméne parait actuellement

hors de portée.




c) Calcul & M_=0.85

C'est un cas de calcul avec un choc assez fort, 1'Ecoulement
est supersonique sur plus des deux tiers du profil. Nous avons effectué
ce test avec le décentrage par fronts d’Amara (n° 3) uniquement. Les
résultats sur les maillages N11 & N41 sont satisfaisants, alors qu'avec
Te maillage N61, 1a méthode n'a pas convergé aprés 200 itérations non
1ingaires (soit 260s CPU sur Cray 2) sans toutefois diverger. Pour
assurer la convergence d'un tel calcul présentant un choc fort, sur
des maillages fins, on peut envisager de coupler 1'algorithme du I-5°
avec la méthode multigrille, comme d'autres auteurs 1'ont d&ja effectué

(BRANDT {41, DECONINCK-HIRSCH [12], BREDIF [5] entre autres).

4 - ANALYSE DES RESULTATS

a) Calcul & M_=0.80

Dans ce paragraphe, nous &tudions les résultats présentés sur
Tes figures 2.12 & 2.14. Les courbes d'iso-mach (figure 2.12) montrent
bien le caractére “shock capturing" du schéma, puisque le choc est étalé
sur deux éléments finis environ. De plus, la convergence est de plus
en plus lente au fur et & mesure que le nombre de points du maillage
augmente (figure 2.13). Nous concentrons maintenant notre analyse sur
les courbes de la figure 2.14 qui représentent le coefficient de pression
sur le profil pour les trois maillages les plus fins. Les figures suivan-~

tes 2.15 et 2.16 reprennent ce méme coefficient C et sont tirdes de

p’
RIZZI-VIVIAND {43] et AMARA {1]. L'ensemble de ces courbes a le méme




aspect qualitatif, et en particulier le choc est situé au demi-profil
pour tous les auteurs. Comme le schéma capture le choc, la vérification
des relations de Rankine-Hugoniot n'est pas simple ; de plus, i1 est
matériellement difficile de superposer rigoureusement des courbes jssues
de références différentes. Nous avons reporté figure 2.17 le coefficient
de pression pris en quatre points qui caractérisent la structure du choc
(valeur extréme de Cp, valeur du Cp directement en amont du choc,
directement en aval du choc, minimum relatif qui suit le choc) et com-
paré nos valeurs avec celles d'Amara et de Jameson et al (figure 2.15).
Pour le maillage N61 le Cp minimum est correct, et le Cp au maximum
de 1'overshoot est un peu fort. Par contre, la relation de saﬁt est cor-
rectement vérifiée (comparer les C_ en pied de choc aux Cp théoriques

p
obtenus pour un choc droit de C_  amont &gal & -0.78 ou -0.84). Rappelons

p
T'extréme sensibilité de tous ces résultats au choix de 1'opérateur d'in-
terpolation pour passer des valeurs des champs au centre des mailles &
une valeur le long du profil, comme J.M. DUPUY 1'avait illustré dans [151;
le choix que nous avons fait (relation (2.5)) a tendance & adoucir les
résultats, alors qu'Amara calculait les champs sur le profil par une extra-

polation. Aussi les comparaisons quantitatives tirées de la figure 2.17

doivent-elles rester prudentes.

La figure 2.18 donne 1'allure de la répartition du nombre de
Mach sur 1'ensemble du domaine de calcul, et un détail (faisant appa-
raitre le maillage N41) est repris figure 2.19. Les courbes de conver-

gence (figure 2.20) montrent bien les deux comportements présents lors
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Courbes de converaence Courbes de Cp sur le profil




des calculs transsoniques : une période chaotique (100 itérations de
point fixe pour Je maillage N41) ol la zone supersonique se développe
et ol te choc se stabilise, suivie d'oscillations de grande amplitude

au cours desquelles le résidu décroft. La position du choc que nous
observons sur la courbe des Cp (figure 2.21) est conforme 3 celle

des autres auteurs (figures 2.22 et 2.23) et se situe & 0.75 + 0.05.

Le profil du choc est plus régulier que dans le cas précédent (Mm==0080),
et nos résultats, trés voisins de ceux obtenus par Amara, s'insérent
sans probiéme dans la fourchette des auteurs du GAMM workshop de 1979
f[431. Les relations de saut sont correctes elles aussi, puisque le Cp
aval observé (0.22) est intermédiaire entre les coefficients de pression
avals théoriques (0.20;0.25) calculés a partir des valeurs du Cp en

amont du choc (cf. figure 2.24).
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Figure 2.15 : Courbes de Cp sur Figure 2.16 : NACA 0012, M_=0,80

te profil, référence [43] Courbes de Cp obtenues par AMARA [1]




5 - CONCLUSION

Nous avons testé la méthode de calcul présentée dans la premiére
partie dans le cas d'un écoulement autour d'un profil NACA 0012 (aérody-
namique externe). Seul le décentrage par fronts n°® 3 (relation {1.25))
proposé par Amara a permis de mener 3 bien des calculs transsoniques
sur une famille de maillages de plus en plus fins. Les résultats obtenus
alors & M_=0.80 et 0.85 sont conformes qualitativement et quantitati-
vement aux résultats publiés antérieurement (1431,111). Ce décentrage

par fronts a &té ensuite seul utilisé pour 1'étude du probléme intérieur.
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Structure du choc numérique




Figure 2.18 : NACA 0012, M_=0.85, méi11age N4l
Isovaleurs du nombre de Mach. Vue globale.
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figure 2.21 : NACA 0012, M_=0.85

Courbes de C. sur le profil
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IIl - APPLICATION A UN PROBLEME D'AERODYNAMIQUE INTERNE

1 - POSITION DU PROBLEME

Nous nous proposons d'appliquer la méthode décrite dans Ta
partie 1 & un probléme intérieur, et plus précisément & un écoulement
transsonique dans une tuyére convergente-divergente. Tous les calculs
ont été effectués sur le canal du GAMM de RIZZI-VIVIAND [43] décrit

au chapitre 3, et proposé initialement par LAVAL [32].

a) Rappels monodimensionnels (cf. chapitre 1)

Dans une approximation quasi monodimensionnelle, la conserva-

tion du débit total Te long de 1'abscisse x s'éerit simplement :
(3.1) p(x)u(x) A(x) = D

o0 A(x) désigne 1'aire de la tuyére i 1'abscisse x. On en déduit

de facon &vidente la variation du flux de masse

(3.2) q(x) = p(x) u(x)

le Tong du canal. Si de plus 1'&volution est d'enthalpie totale cons-
tante et d'entropie imposée, la densité et le flux de masse sont reliés

par

k = z+_1 2 _ ..3... Y+1'
(3.3) g u/(;-l 0 v o

obtenue en fixant dans (1.11) le nombre de Mach de référence Me @1

de sorte que tous les champs sont des grandeurs adimensionnelles qui

satisfont




(3.4) p=u=1 si gq=1 (&tat sonique)

comme 1'illustre la figure 3.1.

Figure 3.1 : Loi densité-flux de masse pour un
écoulement isentropique isenthalpique

On a alors trés simplement 1'alternative suivante {cf. théoréme
de Hugoniot) :
e ou le flux de masse au col est strictement inférieur & 1 et 1'&coule-

ment est partout subsonique (p > 1) ou partout supersonique (p < 1).

e ou le flux de masse au col vaut exactement 1 et fe dEbit est fixt

(figure 3.2)

(3.5) D= A,

ainsi que le flux de masse & 1'entrée de la tuyére

A

(3.6) Q =
e




col

X

Figure 3.2 : Tuydre convergente-divergente

donc 1'é&tat physique d'entrée Pes Par résolution de 1'equation (3.3)
par rapport & p, avec comme donnée q==Qe. Parmi les quatre régimes
qui sont alors a priori possibles, deux sont physiquement intéressants,
et sont obtenus en supposant 1'écoulement subsonique & 1'entrée. Le

nombre de Mach est alors complétement défini, et vaut par exemple
(3.7) Me = 0.8499

pour le canal du GAMM {puisque A, = 2.073 et Ac = 2.031). Si 1'écou-
Tement est supersonique dans le divergent, on explore dans le plan de

phase {p,q) 1la courbe de 1a figure 3.1 selon la fléche en trait simple,

et le nombre de Mach en sortie est encore fixé par la géométrie (MS = 1.1637
pour le canal du GAMM), alors que si Te fluide demeure subsonigue dans le
divergent (&volution représentée par la fléche en double trait sur la

figure 3.1) la pression croit & nouveau aprés le col.




Pour le canal du GAMM, le rapport T de la pression (statique) a

la pression de vitesse nulle (pression génératrice) vaut dans ce

dernier cas
(3.8) I = 0.623512

selon cette analyse.

Nous retiendrons de ces rappels €lémentaires que lorsque le
débit est maximal (on dit que la tuyére est bloguée, ou amorcée},
1'écoulement sonique au col peut déboucher sur un &coulement subso-
nique ou un écoulement supersonique dans le divergent suivant la

valeur de la pression en sortie.

b) Coefficient de débit

Le probléme bidimensionnel est bien entendu beaucoup plus
complexe. La conservation de la masse (1.2) n'entraine plus la simple
relation algébrique (3.1), et dans la formule (3.3); q désigne seu-
lement le modufe du flux de masse. Toutefois on peut majorer de fagon

simple le débit total.

PROPOSITION 3.1

Les grandeurs physiques étant adimensiomnalisées de sorte que
la relation (3.4) scit satisfaite, le débit total maximal Dmax paseant

dans la tuyére est inférieur & la section du col :

(3.9) Doy < Ac




DEMONSTRATION

D'aprés (1.2), le dé&bit n'est pas fonction de la surface Te

Tong de laquelle on intégre le champ poU ; si on choisit 1a surface
plane I dé&finie par le col, ona D = J pu.Rdy et grice & Cauchy-
z

Schwarz et & (3.3), i1 vient :

|oU.7| < q(p) < 1

DEFINITION 3.1 (voir qussi CARRIERE [7]1)

Le coefficient de débit Cp est le rapport du débit maximal
passant dans la tuyére & la section du col (avee 1'adimensiommalisation

chotsie).

(3.10) Cy = X .

Rappelons que ce coefficient est a priori inconnu et qu'en

particulier Le débit maximum est Ainconnu. Des méthodes de calcul appro-

ché de CD ont été développées, pour lesquelles nous renvoyons & HALL

[28] , KLIEGEL-LEVINE [31], CUFFEL-BACK-MASSIER {117, DUTTON-ADDY [16].

¢) Conditions aux limites

A -

Les conditions aux 1imites gque 1'on peut se donner pour 1'é&tude
d'une tuyére sont connues de facon semi-empirique. Suivant VIVIAND-

VEUILLOT [48] par exempie, on peut prendre (figure 3.3) ;




Figure 3.3 : Conditions aux limites

sur Ty . direction de 1'écoulement imposée
sur T,ul, : condition de glissement
(3.11)
sur T . pression imposée (sortie subsonique), ou

pas de condition (sortie supersonique).

Ces conditions physiquement réalistes doivent étre rapprochées

des conditions {1.27) de notre algorithme de calecul :

= U sur Tp
(3.12)

el €«

T g sur FN
Si 1'on choisit Tp = T,UT, alors la condition (3.12) entraine
(3.11) sur cette portion de 1a frontigre, mais la réciproque est fausse :

une donnée de Dirichlet pour la fonction courant exige la connaissance

du débit total D qui passe dans la tuyére :

=0 sur T,

(3.13) _
v =D sur T,

Si on suppose 1'écoulement normal & la face d'entrée (ce qui est
raisonnable pour le canal du GAMM puisque la section est uniforme dans
un voisinage de 1'entrée comme de la sortie), alors les conditions (3.11)

et (3.12) dégénérent sur T < Ty :




(3.14) g=20 sur T,

Par contre, la condition sur la surface de sortie est de nature
beaucoup plus complexe (non-lingaire) et s'avére difficile & réaliser
exactement comme le signalent VIVIAND et VEUILLOT dans leur mémoire
[48] . Mais elle est physiquement essentielle, et on attend que 1a don-
née de la pression de sortie perturbe un écoulement bloqué sur toute
une partie du divergent, comme le propose la théorie monodimensionnelle.

Pour nos calculs, nous avons simplement choisi

(3.15) g=20 sur T

ce qui est physiquement correct dans ce cas comme nous 1'avons rappelé
pius haut. Les conditions (3.13) a (3.15) définissent toute une famille
de problémes, paramétrée par le débit total D (alors que le paramétre

naturel était le nombre de Mach M. pour le probléme extérieur).

d) Maillages

Nous avons utilisé deux maillages pour nos calculs numériques,
d'une part celui proposé pour le GAMM workshop (72 x 21 points) qu'on
notera G41 car i1 comporte 41 points sur le profil (cf. figure 2 du
chapitre 3), et d'autre part un maillage plus grossier (noté G21) de

35 x 11 points, présenté figure 3.4.

F i
0 B I B M 4

H T

Figure 3.4 : Maillage G21 du canal du GAMM




o - EXPERIENCES NUMERIQUES A L'AIDE DY MAILLAGE GROSSIER

Nous avons effectué une série d'expériences & 1'aide du maiilage
G21, en faisant varier uniquement le débit total D (cf. &quation (3.13))
entre deux tests. Tous les calculs présentés dans ce paragraphe ont con-
vergé de fagon tout a fait satisfaisante ; en effet, 1'erreur relative
pour les densités (relation (1.28)) a décru jusqu'd des valeurs arbitrai-
rement petites (e=:10_“ ou moins, typiquement). Au fur et @ mesure que
Jje débit D augmente, 1a région du canal ol 1'écoulement est supersoni-
que se développe ; de taille modérée au début (D=2.) puis de plus en
plus importante (D=2.01 3 D= 2.0293). A partir d'une valeur critique
(nous avons observé D=2.0294), 1e bulbe supersonique traverse tout
je canal et, en particulier, le choc est présent sur toute une section
de 1'écoulement. Au deld (D supérieur & 2.0295), le choc disparait de
1a solution convergée et laisse Ja place & un gcoulement supersonique
dans toute 1a section du canal qui suit le divergent.

Nous présentons sur les figures 3.5 & 3.7 les résultats détaillés
(champ d'isovaleurs du nombre de Mach, courbes de Mach sur les parois
inférieure et supérieure, courbes de convergence du résidu (1.28)) pour
des valeurs du débit total ol différents régimes caractéristiques ont été
observés (D=2.025; D=2.02945; D==é.0295). Le tableau 3.8 regroupe
1'ensemble des calculs effectués, et appelle plusieurs commentaires. Tout
d'abord, aucun débit maximal Dmax n'est mis en évidence, puisque pour
chacune des valeurs de D, le code a convergé. De plus, des valeurs de
D supérieures & la valeur critique Ac (cf. Proposition 3.1) ont méme

5té observées ! La raison est simple : le décentrage (1.25) introduit
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Minimum _1_ Maximum

pression statique

Débit de I = Remarques
pression génératrice
d la sortie du canal

2,00000 0,6531 : 0,6533 choc trés faible
2,01000 0,6445 0,6446
2,02000 0,6350 0,6351

1a Tigne sonique (M=1
2,02500 0,6299 0,6300

ne traverse pas le
2,02700 0,6278 0,6279

canal
2,02900 0,6256 0,6258
2,02930 0,6253 0,6254
2,02940 0,6252 0,6254 Ta ligne sonique et le
2,02945 0,6251 0,6252 choc traversent le canal
2,02950 0,3718 0,3829
2,02960 0,3294 0,3469
2,02970 0,3235 0,3421

sortie supersonique
2,03000 0,3166 0,3347
2,03100 0,3083 0,3255
2,03200 0,3044 0,3255

Figure 3.8 : Tuyére du GAMM. Maillage comportant 21

points sur le profil. Résultats numériques.




Minimum ﬂl_ Maximum

pression statique

Débit de II = Remarques
pression génératrice
& la sortie du canal
2,0100 Q,6444 0,6446 Ta Tigne sonique ne
2,0200 0,6350 0,6351 traverse pas le canal
2,0250
} oscillations réguliéres du résidu
2,0260 Calcul non
2,0270 convergé } oscillations chactiques ou de grande
2,0273 ampijtude du résidu
2,0274 0,2972 0,3252
sortie supersonique
2,0277 0,2888 0,3253
2,0278
Calcul non convergé. Le résidu se stabilise autour de
2,0280 o3 3 -
3.10 7, 6.10 7, 2.10 respectivement
2,0300

Figure 3.9 : Tuyére du GAMM. Maillage comportant 41

points sur le profil. Résultats numériques.




une erreur dans la loi (1.11) qui traduit le thé&ordme de Bernoulli
et 1'isentropie de 1'&coulement, donc la relation (3.3) n'est véri-
fige que de fagon approchée. Ainsi, le nombre de Mach de sortie

M = 1.16 prévu par 1'&tude monodimensionnelle pour les é&coulements
a sortie supersonique est largement dépassé (pour D=2.031 par
exemple, on a observé une pression II de 1'ordre de 0.3, qui cor-
respond & un nombre de Mach de 1.43). Les résultats du tableau 3.8
sont donc quantitativement inexacts, puisque 1iés & 1'utilisation
du maillage grossier G21. Mais ces mémes résultats sont qualitati-
vement trés corrects puisqu'une transition précisée apparait entre
les écoulements & sortie subsonique et ceux 3 sortie supersonique ;
dans ce dernier cas, toute la zone supersonique est capturée par le

code (malgré une initialisation toujours choisie &8 M = 0.85),

init
ceci sans créer d'instabilité numérique particuliére.

3 - EXPERIENCES NUMERIQUES A L'AIDE DU MAILLAGE FIN

a) Présentation des résultats

e e Gk B U R N R

Comme au paragraphe 2, nous avons effectué plusieurs expériences
én faisant seulement varier le débit total D de la condition de
Dirichlet (3.13). Les résultats (tableav 3.9 pour un apergu global)
font apparaitre quatre régions ol le comportement du code numérique
différe notablement. Dans une premigre phase (jusqu'd D=2.02) le
canal devient transsonique et le bulbe supersonique est de taille mo-

dérée 3 sur la figure 3.10, nous avons comparé les &coulements calculés
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Figure 3.10 : Caral du GAMM, Débit = 2.02.
Comparaison des courbes de Mach sur 1a paroi inférieure

de la tuyére pour les maillages G21 et G41.

grace aux maillages G21 et G41 pour un débit D = 2.02. Dans un
deuxiéme temps (D =2.025 & D = 2.073), le code ne convérge pas
(sans toutefois diverger} : le résidu défini par (1.28) oscille,
d'abord avec une période bien définie (de 40 3 50 jtérations pour

les débits D = 2.025 et D = 2.026), puis de fagon assez chaotique

(D = 2.027) et enfin avec une période extrémement longue (D = 2.0273).
La figure 3.11 illustre ce comportement. Rappelons que les 1000 ité-
rations effectuées représentent un colt-calcul non négligeable puisqu'

d chaque itération, nous avons & résoudre un systéme linBaire (symétri-




que, défini-positif) d'ordre 1512. Une &tude plus détaillée de cet
exemple montre que 1'Ecoulement calculé par le code "osciile" entre
deux régimes, 1'un avec une sortie supersonique (aprés 200 et 700
jtérations typiquement) et 1'autre avec un choc fort barrant tout

je canal et une sortie supersonique (aprés 500 et 1000 jtérations) ;
ces deux Ecoulements sont présentds figures 3.12 et 3.13. Un troi-
cidme ensemble de valeurs du débit apparait ensuite (D = 2.0274

a D =2.0277) avec convergence vers une solution supersonique en

sortie (voir les figures 3.14 et 3.15).
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Figure 3.11 : Canal du GAMM (G41), Débit = 2.0273.
Variation du résidu.
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Figure 3.12 : Canal du GAMM (G41), Débit = 2.0273.
Allure des isovaleurs du nombre de Mach
aprés 200 itérations non-linéaires.
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Figure 3.13 : Canal du GAMM (G41), Débit = 2.0273.
Allure des isovaleurs du nombre de Mach
aprés 1000 itérations non-linéaires.




Figure 3.14 : Canal du GAMM (G41), Débit = 2.0274.
Isovaleurs du nombre de Mach.

RESIOU DE LA DENSITE EN NORME L INFIN]

I 1 & | i L
o 100 200 300 400 506 600 00 800 900 oo(
ITERRT IBNG

Figure 3.15 : Canal du GAMM (G41), Débit = 2.0274,
Courbe de convergence.




Enfin, pour des débits supérieurs a 2.0278, le code ne converge plus,
bien que 1'&coulement observé soit comparable & celui de la figure
3.14, et le résidu oscille autour d'une valeur de plus en plus

grande au fur et & mesure que D croit (figure 3.16).
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Figure 3.16 : Canal du GAMM, Débit = 2.0278.
Variation du résidu (1.28).




b} Discussion et comparaison des calculs effectués sur les maillages
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Les résultats dus au maillage le plus fin, présentés au para-
graphe précédent, paraissent moins encourageants que ceux obtenus avec
le maillage plus grossier. En effet, le code n'a pas convergé (aprés
au plus 1000 itérations de 1'algorithme de point fixe) dans deux pla-
ges de valeurs du débit D.

Pour D assez grand (D> 2.0278), nous pensons que le blo-
cage du canal est atteint, c'est-d-dire qu'une valeur maximale numérique
du debit est atteinte {(valeur au deld de laguelle le systéme discret
d'equations & résoudre n'a plus de solution). Cette valeur (2.0278) est
compatible avec la valeur maximale théorique (cf. Proposition 3.1), puis-
que 1'inéquation (3.9) est satisfaite. Avec le maillage G21, cette valeur
Timite a aussi été observée, mais pour une valeur D = 2.07 qui contre-
dit le critére (3.9). Le raffinement du maillage a donc permis une appro-
ximation physiguement plus réaliste du coefficient de débit.

L'intervalle de débit [2.025,2.02731 ol le code ne converge
pas pour le maillage G4l est plus délicat & interpréter. I1 est clair
que 1'algorithme de point fixe est de moins en moins efficace au fur et
3 mesure que le maillage est raffingé, comme on 1'a vu pour 1'aile NACA
0012 aux figures 2.13 et 2.20, et lors du calcul @ M _=0.85 sur Te
maillage le plus fin (ol 1'algorithme du I.5 n'a pas convergé). Pour les
régimes transsoniques complexes de la tuy&re du GAMM comme pour les chocs
forts autour d'un profil NACA, raffiner le maillage ne pebmet plus &

1talgorithme de point fixe d'é&tre contractant, bien qu'il ne diverge pas.




Figure 3.6 : Maillage G21, D&bit = 2.02945.
Isovaleurs du nombre de Mach.
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Figure 3.17 — Iso-Mach lines for channe! Flow. Potentivl solution ( ref 43)

F'igure 3.18 - Iso-Mach lines for channe! flow. Euler solution. (rwef 43)




Mais le calcul sur le maillage G41 pour un débit D = 2.0273 laisse
aussi supposer que le systéme discret d'&quations a plusieurs solu-

tions (figures 3.12 et 3.13) comme la théorie monodimensionnelle le

prévoit, et que ce sont les conditions aux limites numériques qu'il

conviendrait de modifier afin de mieux prendre en compte les condi-

tions aux limites physiques (3.11).

Enfin, 1a comparaison des résultats des deux maillages montre
que les valeurs du débit ol apparait un écoulement avec une ligne so-
nique qui traverse tout le canal sont différentes [2.0294 pour GZ1 ;
entre 2.025 et 2.073 pour G41] comme 1'imprécision sur le débit maxi-
mal le laissait prévoir. Mais Jes résultats obtenus sur le maillage
G21 pour un débit D = 2.02945 (figure 3.6) sont trés intéressants,
et peuvent &tre comparés & ceux de VEUILLOT-VIVIAND présentés dans [43]
sur ce méme cas test avec une modélisation potentielle du fluide (figure
3.17) : dans les deux cas, 1'équation du potentiel transsonique fournit
un écoulement avec un choc qui barre tout le canal, alors qu'un code
Euler ne fait apparaitre qu'une zone supersonique modérée (figure 3.18,

due aux mémes auteurs).




IV - concLuSION

La méthode de résolution du modéle transsonique potentiel
présent&e dans ce chapitre est fondée sur une formulation mixte
vitesse-fonction courant des équations aux dérivées partielles du
probléme et sur un traitement de la non-lin&arité & 1'aide d'un
décentrage de la densité associé& @ un algorithme de point fixe.

Les tests effectués sur le probléme extérieur (partie 1I)
nous ont permis de s&lectionner avec précision un décentrage qui
stabilise 1'algorithme, et de valider notre code, puisque les ré-
sultats sont comparables & ceux d'AMARA [1] avec une méthode ana-
Togue.

Pour 1'étude du probléme inté?ieur, la difficulté provient
du choix des conditions aux limites, pour la fonction courant en
particulier. Nous avons fixé le débit dans chacune de nos expérien-
ces numériques, afin d'&tudier les performances de 1'algorithme
lorsqu'on fige les conditions aux limites numériques. Les résultats
(sur le canal du GAMM) font apparaitre une forte dépendance vis a
vis du maillage. Toutefois, les deux régimes qui caractérisent une
tuyére amorcée (choc fort avec sortie subsonique ou écoulement ré-
gulier avec sortie supersonique) ont €té observés.

Dans le cas de 1'aérodynamique externe comme celui de 1'aé-
rodynamique interne, la convergence du code a &té défaillante pour
certains cas tests sur les maillages les plus fins. L'algorithme de

point fixe semble avoir atteint ses limites et une méthode de type




multigrille devrait s'avérer plus robuste. Pour 1'étude des tuyéres,
le décentrage de la densité induit une erreur sur la conservation de
1'enthalpie totale, et fournit des solutions supersoniques dans tout
le divergent ol 1e nombre de Mach parait trop élevé par rapport a
1'approximation monodimensionnelle.

Rappelons que la méthode proposée conduit & la ré&solution

d'un systéme lindaire symétriique défind positif & chaque itération,

pour lequel les méthodes de gradient conjugué préconditionné sont
trés efficaces (Chapitre 3), mais le couplage induit entre les coef-
ficients de la matrice {(équation (1.10)) et le traitement de la non-
1inéarité (équations (1.11) et (1.25)) est trés complexe et n'est
pas encore, & notre connaissance, analysé de fagon satisfaisante.
Aussi, nous proposons au Chapitre 7, d’'utiiiser un algorithme de
Newton pour résoudre le probléme transsonique en formulation mixte

vitesse-fonction courant.

- aolt 1987 -




REFERENCES DU CHAPITRE 4

1}

[2)
[3]

[4]
{5]

[6]

71

[8]

[9}

[10]

[11]

f12]

AMARA M., Analyse de Méthodes d'Eléments Finis pour des Ecoulements
Transsoniques, Thése d'Etat, Université Paris 6, 1983.

AMARA M., JOLY P., THOMAS J.M., A4 Mixed Finite Element Method For
Solving Transonie Flow Equatioms, Comp. Meth. in Appl. Mech. and
Eng., vol 39, pp 1-18, 1983,

BAUER F., GARABEDIAN P., KORN D., JAMESON A., Supercritical Wi
Sections I, II, ITI. Lect. Notes Econ. Math® gyst. ne 66,-155, 150,
Springer Verlag, Berlin, 1972, 1975, 1977.

BRANDT A., Multi-Level Adaptive Solutioms to Boundary-Value Problems,
Math. of Coemp., vol 31, n® 138, pp 333-390, 1977.

BREDIF M., A Fast Pinite Element Method for Transonic Potential Flow
Calculations, AIAA Paper 83-0507, 1983.

BRISTEAU M.0., PIRONNEAU 0., GLOWINSKI R., PERIAUX J., PERRIER P.,

POIRIER G., On the mumerical Solutionm of Nonmlinear Problems in Fluid
Dynamies by Least Squares and Finite Element Methods (II).
Applieation to Transonic Flow Simulations, Comp. Meth. in Appl.
Mech. and Eng., vol 51, pp 363-394, 1985,

CARRIERE P., Aérodynamique interme des réacteurs, Cours de 1'Ecole
Nationale Supérieure de 1'Aéronautique et de 1'Espace, Toulouse,
1975-1980.

CIARLET P.G., The Finite Element Method for Elliptic Problems,
North Holland, Amsterdam, 1978.

CIAVALDINI J.F., 4nalyse Mumérique des Ecoulements Compressibles
autour d'un Profil placé en Atmosphére Infinie, Thése d'Etat,
Université de Rennes 1, 1980.

COURANT R., FRIEDRICHS K.0., Supersonic Flow and Shock Waves,
Interscience, New-York, 1978,

CUFFEL R., BACK L., MASSIER P., Transonic Flowfield in a Supersontec
Nozzle with Small Throat Radius of Curvature, AIAA J, vol 7,
pp 1364-1366, 1969,

DECONINCK H., HIRSCH C., A Multigrid Method for the Transomic Full
Potential Equation Discretized with Finite Elements on an
Arbitrary Mesh, J of Comp. Phys., vol 48, pp 344-365, 1982.




[13]

[14]

[15]

[16]

{17]

{181

{19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25}

[26]

{271

DUBOIS F., Caleul d'écoulements transsoniques dane des tuyéres
par une méthode d'éléments finie mixtes, Actes du 18° Congrés
National d'Analyse Numérique, Puy St Vincent, 1985.

DUPUY J.M., Ecoulemente Transeoniques Potentiels Tridimemsiommels,
Rapport du contrat DRET 81/228, Annexe 2, 1985,

DUPUY J.M., Résolutiom Numérique des Equations d’Ecoulements
Compressibles Transsoniques Tridimensiomnele Statiomnaires,
Rapport du contrat DRET 83/434, 1986. '

DUTTON Jd., ADDY A., Pransonic Flow in the Throat Region of Axisym-
metric Nozzles, AIAA J., vol 19, pp 801-804, 1981.

EBERLE A., Fine Method Fiwniter Elements Berechnung der Transsonicken
Potential-Strimung um Profile, Messerschmitt-Bolkow-Blohm 1352(0),

1977.

EMMONS H.W., The Mumerical Solution of Compressible Flow Problems,
NACA TN 932, 1944,

EMMONS H.W., The Zheoretical Flow of a Frictionless Adiabatic Perfect
Gas Inside a Two-Dimensicnal Hyperbolic Nozzle, NACA TN 1003, 1946.

ENGQUIST B., OSHER S., Stable and Entropy Satisfying Approximations
for Transonic Flow Calculations, Math. of Comp., vol 34, n°® 149,
pp 45-75, 1980.

ENGQUIST B., OSHER S., One-Sided Difference Approzimations for Non-
linear Conservation Laws, Math. of Comp., vol 36, n° 154, pp 321-
351, 1981.

FEISTAUER M., NEEAS J., On the solvability of Transonic Potential
Flow Calculations, I. fiir Analysis und ihre Anwendungen, vol 4,
n® 4, pp 305-329, 1985,

FINN R., GILBARG D., Asymptotic Behaviour and Uniqueness of Plane
Subsonic Flows, Comm. Pure Appl. Math. vol 10, pp 23-63, 1957.

GIRAULT V., RAVIART P.A., Pinite Element Methods for Navier—Stokes
Equations. Theory and Applications, Springer-verlag, Berlin, 1986.

HABASHI W.G. (editor), Advances in Computational Transonice,
Pineridge Press, Swansea, UK, 1985,

HAFEZ M., LOVELL D., Numerical Solution of Transonic Stream Function
Equation, AIAA J., vol 21, pp 327-335, 1983.

HAFEZ M., SOUTH J., MURMAN E., Artifieial Compressibility Methods
for Numerical Solutioms of Transonic Full Potential Equation,
AIAA J., vol 17, pp 838-844, 1979.




(28]

[29]

[301]

[31]

321

[331]

[34]

[35}

[36]

(371

[381]

[39]

{40]

HALL I.M., Transonic Flow in Two-Dimensional and Azially Symmetric
Nozzles, Quart J. of Mech. and Appl. Math., vol 15, pp 487-508,
1962.

HOLST T.L., Implieit Algorithm for the Comservative Transonic Full
Potential Equation Using an Arbitrary Mesh, AIAA J., vol 17,
pp 1038-1045, 1879,

JAMESON A., Iterative Solution of Transomic Flows over Airfoils
and Wings Ineluding Flows at Mach 1, Comm. Pure Appl. Math.,
vol 27, pp 283-309, 1974.

KLIEGEL J., LEVINE J., Transonic Flow tn Small Throat Radius of
Curvature Nozzles, AIAA J., vol 7, pp 1375-1378, 1969.

LAVAL P., Méthodes instationnaires de caleul des effets d'interaction
de paroi en écoulement bidimensionnel supereritique, la Recherche
Rérospatiale, n°® 1973-5, pp 275-288, 1973.

LAX P.D., Hyperbolic Systems of Comservation Laws and the Mathema-
tical Theory of Shock Wavee, SIAM Regional Conference series
in Appl. Math. n® 11, PhiTadelphia, 1973.

LUDFORD G.S.5., The behaviour at infinity of the potential funection
of two-dimensional subsonic compressible flow, Journal of Math.
and Physics, vol 30, pp 117-130, 1951.

MORAWETZ C.S., On the Non-Existence of Continuous Transonic Flows
Past Profiles I, II, III, Comm. Pure Appl. Math., vol 9, pp 45-68,
1956 ; vol 10, pp 107-131, 1957 ; vol 11, pp 129-144, 1958,

MORAWETZ C.S., On a Weak Solution for Transowie Flow Problem,
Comm. Pure Appl. Math., vol 38, pp 797-818, 1985.

MORICE P., Finite Element Approximation of a Variational Principle
for Perfect Fluid Flows with Free Boundaries, Proceedings of
the 3° GAMM Conf. on Num. Meth. in Fluid Mechanics, Notes on
Num. Fluid Mech., vol 2, Vieweg, Braunschweig/Wiesbaden, 1979.

MORICE P., CAMBIER L., VEUILLOT J.P., Mumerieal Computation of
Trangonic Flow past an Axisymmetric Nacelle, TP ONERA 1984-91,
1984.

MURMAN E.M., COLE J.D., Caleulation of Plane Steady Transonie Flows,
ATAA J., vol 9, pp 114-121, 1971.

MURMAN E.M., Analysis of Embedded Shock Waves Caleulated by Relaxa-
tion Methods, AIAA J., vol 12, pp 626-633, 1974.




[41]

(421

[43]

[44]
[45]
[46]
(471
[48]

[491]

[50]

OSHER S., HAFEZ M., WHITLOW W., Entropy Conditiom Satisfying
Approximatione for the Full Potential Equation of Transomic
Flow, Math. of Comp., vol 44, n° 169, pp 1-29, 1985.

PERRONNET A., Méfisto Maillage Manuel d'Utilisation, Lab. d'Analyse
Numérigue, Univ. Paris 6, 1983.

RIZZI A., VIVIAND H. (eds), Mumerical Methods for the Computation
of Inviseid Transonic Flows with Shock Waves, Notes on Num. Fluid
Mech, vol 3, Vieweg, Braunschweig/Wiesbaden, 1981. ‘

SELLS C.C.L., Plane Suberitical Flow Past a Lifting Aerofoil, Proc.
Roy Soc. A, vol 308, pp 377-401, 1968.

SHIFFMAN M., On the Existence of Subsonic Flows of a Compreegsible
Fluid, J. Rat Mech Anal, vol 1, pp 605-652, 1952.

SMOLLER J., Shock Waves and Reaction-Diffusion Equations, Springer
Verlag, BerTin, I983.

STEINHOFF J., JAMESON A., Multiple Solutions of the Transonic
Potential Flow Equation, AIAA J., vol 20, pp 1521-1525, 1982.

VIVIAND H., VEUILLOT J.P., Méthodes Pseudo—instatiomnaires pour
le Caleul d'Ecoulements Transsoniques, Rapport ONERA 1978-4, 1978,

WONG Y., HAFEZ M., Conjugate Gradient Methods Applied to Transonic
Finite Difference and Finite Element Caleulatioms, AIAA J, vol 20,
pp 1526-1533, 1982,

ZIENKIEWICZ 0.C., The Finite Element Method in Engineering Sctence,
Mc Graw Hi11, Londres, 1971,




Chapitre 5

Boundary Conditions for Nonlinear Hyperbolic

Systems of Conservation Laws .

(' en collaboration avec Philippe Le Floch ,
a paraitre dans le Journal of Differential Equations )



BOUNDARY CONDITIONS FOR NONLINEAR
HYPERBOLIC SYSTEMS OF CONSERVATION LAWS

Francois DUBOIS et Philippe LE FLOCH

R,I. N° 155 Octobre 1986



214

BOUNDARY CONDITIONS FOR NONLINEAR HYPERBOLIC

SYSTEMS OF CONSERVATION LAWS

Francois DUBOIS™ and Philippe LE FLOCH

October 1886

ABSTRACT

For nonlinear hyperbolic systems of conservation laws, the initial
boundary value problem is studied. Two formulations of boundary conditions
are proposed : an entropy boundary inequality is derived thanks to the vis-
cosity method, a second formulation fs based on the Riemann problem. These
two formulations are equivalent for linear systems and scalar noniinear equa-
tions. For nonlinear systems, the second formulation leads to well-posed
problems. Nonlinear local structure is studied. The p-system and the isentro-

pic Euler equations are detailed.
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0 - INTRODUCTION

We consider nonlinear hyperbolic systems of conservation laws 1in

~ one space dimension
3 3 n
(0.1) g Ut fu)=0 , wu=u(xt)e Z <R . t>0

with Cauchy data u, for t=0

(0.2) u(x,0) = uy(x)

The flux function ‘f is regular on the set of the states % < R" with
values in R".

The purely Cauchy problem with x € R is well-known : the system (0.1)-
(0.2) does not admit (in the large) any classical solution, even if the data

U, 1is regular. Hence, it is necessary to consider weak solutions (in the sense

0
of distributions). However in this class uniqueness is lost, and to select the
physical meaningfull solutions, an entropy condition has to be added. Two clas-
sical ways (at least) can be used to derive such a condition : the vanishing
viscosity method or the Lax compatibility relations for wave velocities. (Lax
[13]-[141-115] and Smoller [23]).

In this paper, we are interested with the initial-boundary value probliem
associated to (0.1)-(0.2). The unknown u 1is defined for x>0, t>0 and,

at the boundary x=0, a data ﬁo(t) is prescribed. With a strong Dirichlet

boundary condition :
u(0,t) = uy(t) , t>0

the associated problem is not well-posed : generally, there is neither existence
nor uniqueness (refer to Leroux [18]). In fact, when the domain boundary is not
characterisfic, the initial-boundary value problem has been studied by different
authors (Liu [19]1, Nishida-Smoller [20]) for particular systems of gas dynamics.

Refer also to Goodmann [7] for general nonlinear systems.
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We propose and study in this paper two general approaches to formulate
the boundary condition (at x=0). In section 1, the vanishing viscosity
method is applied and leads to a boundary entropy Ainequality, which generalizes
the previous result of Bardos-Leroux-Nedelec [3] (see also Le FToch and Nedelec
[161-[17]1). From this inequality, a first set é?(ﬁo(t)) of admissib]e values
at the boundary is defined for each time t > 0. The first boundary condition

is written
(B.1) u(0,t) € &(uy(t)) , t>0

In section 2, the Riemann probfem is used and leads to the definition
of a second set of admissible values at the boundary, denoted by ?“(Go(t))

(paragraph 2.1). The second boundary condition is
(B.2) u(0,t) € iV(ao(t)) , t>0

This condition (B.2) is a natural way to take in account a boundary data when

the Godunov scheme is numerically implemented (Godunov [6]).

Concerning strictly hyperbolic linear systems and (non necessarily convex;
scalar conservation laws, we prove that the two sets & and 7" of admissible
values are equal and lead to well-posed problems (paragraphs 1.2-1.3 and 2.2-2.3]

We make the conjecture that for general systems of conservation laws,
these two sets are equal and therefore that the two formulations of boundary
conditions are equivalent. The major difficulty is the description of the sets
& because it needs the knowledge of "entropy functions" for the system (0.1).
(naragraph 1.4).

The second formulation allows an explicit description of the boundary
condition. Therefore, the noﬁ]inear Tocal structure of the sets 77
for a general system is described in paragraph 2.4. Then, the complete study

of the p-system (paragraph 2.5) and the isentropic Euler equations of gas
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dynamics (paragraph 2.6) are presented. In section 3, our conjecture is illus-

tfated by a 2x2 nonlinear system whose characteristic fields are both Tinearly

degenerated.

Notations

Excepted for the scalar case where we consider non convex equations, our
hypotheses and notations are the following ones : the eigenvalues of the Jacobia

matrix A(u) = Df(u) are real and distinct :
A(u) < x(u) < ... < An(u) R
and ry(u), rz(u),...,rn(u) is a basis of corresponding eigenvectors. The i-

characteristic fields are supposed either genuinely non linear (vxi(u).ri(u) = 1)

or linearly degenerated (vxi(u).ri(u) =0).
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1 - APPROACH”BY'THE'METHOD OF VISCOSITY

1.1 - FIRST FORMULATION OF THE BOUNDARY CONDITION

A classical method, which leads to an entropy condition for selecting

the physica] solution of the system (0.1) is the viscosity method. The pertur-

bation of (0.1) by a viscosity term e(D(u)ux)X (with ¢ >0, and 'D(u) posi-

tive matrix) leads to a well-posed parabolic problem (refer to Ladyzenskaya

Uralceva [121) :
€

3 ) ] P
(1.1) U FUS) = e D) 5, x>0 , t>0
(1.2) uE(x,0) = uS(x) , x>0
(1.3) u®(0,t) = ag(t) , t>0

where us and U; are regular approximations of the data u, and uj.

Classically, a D-pair of entropy-flux is defined as a pair (n.q)

of functions # - R such that
g'(u) = n'(u) Aw) , UvEZ

n"(u) D(u) =0 s, UEZ (D-convexity).

1

1,4 + n .
C(IR x R", R"), and converges in LToc

and if (u®) remains bounded in N%S
norm (as ¢ tends to zero) to a limit function u then this 1imit satisfies
in the sense of distributions the entropy inequality in the domain {(x,t) ,

x>0, t>0}
3 d <
(1.4) =g nlu) +5x q(u) <0
for any D-pair of entropy-flux (refer to Kruikov [111, Lax [151, Smoller [231).

Such an entropy weak solution u satisfies a Rankine-Hugoniot inequality along

any smooth curve of discontinuity x = @(t) :



(1.5) q(u,) = a(u_) - o' (t)(n(u,) -n(u_)) <0

with u, = u(e(t) *0,t).

The previous entropy inequality (1.4) is concerned only with the values
of the limit function wu(.,.) 4nto the domain {(x,t)/x>0,t>0}.. Now, we
establish a supplementary condition : a boundary entropy Lnequaﬁiiy valid along
the boundary. Making the same assumptions as previously on the sequence (u®),

we get :

THEOREM 1.1
For each time t > 0, the boundary value u(0+,t) of a limit—-function

U of the sequence U® is linked to the boundary limit-value U (t) of the
0

functions u° by the boundary entropy inequality :
(16)  a(u(0+,)) - a(G, () = n'(§,(8)) - {F(u(0r,8)) = F(G,(e1)} < 0
for any D-pair of entropy—filux (n,.q).

The ineguality (1.6) was already derived in the scalar case with Kruzkov
entropies by Bardos-Leroux-Nedelec [3]. Here, we just show that this inequality
| remains valid (at Teast formally) for a system of conservation laws with(an
arbitrary viscosity term. In the derivation of inequality (i.6) we establish a
preliminary result (Lemma 1.1) which clearly underlines a phenomena of boundary-

su”

€ remains bounded for ¢ -+ 0, but its derivative =

is not necessarily bounded. This fact explains-that discontinuities can appear

Layern : the function u

for the 1imit function u. Refer also, for scalar equations, to Howes [9].
As Kruzkov [11] and Bardos-Leroux-Nedelec [3], let us introduce a family

of functions {pa} (¢ > 0) such that
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(1.7)
p5(0) =1 and lol()] <%

with a constant ¢ > 0 1independant of &.

LEMMA 1.1
Tim (E.D(ao(.)),.%‘i; (o,.)) = f(U,(.)) - F(u(0+,t)

e >0

in the sense of distributions.

PROOF OF LEMMA 1.1

Consider G € %?Z(R% ; R") with compact support in 10,=[ and the
following Green formula

o § o
joG(t).Jo é% (D(ui)A,g% us).pa(X).dX = —JOG(t).D(GO) .7;;».dx +

wfs € 3 e !
-J | G{t).D(u") vl .ps(x).dx
070

We take the limit in this formula first for e = 0, then for & -+ 0. We deduce

with the eguation (1.1) :

Eliné Jf:e(t).o(ao(t)) L u(0,t).dt =

A(s)

because we have for each ¢ >0 :

R ey 2uS c
{eJ ] 6.D(u%) 55 g dx dt| < e.cst. u-ll 1™ 0
070 loc
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Integrating by parts :

A(s)

o © 8
Tim {+J j Gl(t).ue.ps dx dt + j J G(t)f(ue).pé dx dt +
e>0 * 7y’ 0”0

[ - 1
+JOG(t)f(u0(t)).dtj

0 8 oo ’
6'(t)up, dx dt+Jr { 6(t)F(u).p, dxdt+Jf 6(t)F(T,(t))dt
0 0 00 0

1]
(S

Then, when & tends to zero, using for t >0

§
Tim Jf(u(x,t)).pé(x).dx = -f(u(0,t)) ,
5'+0 0

it results

: N _
1 A(s) =} G(t).4f t)) - f(u(0,t))e.dt .,
lim Ale) = | 60 {f(Ty(0) - F(u.t))]

which proves the lemma. =

PROOF OF THEOREM 1.1

Now, multiplying the equation (1.1) by nE(U(X,t))W(t)pé(X), with an

arbitrary function ¢ € Q?Z(O,w;BR) with compact support, we get

0 ~§ 5
JOJO{“(UE)t ¥ q(UE)X}.w(’t)%(x)cix dt +
(1.8)

© 8
~€J J n'(u®) .§§-<D(u€) .é%-ue).w(t).pa(x)dxAdt =0
070

The first term in (1.8) is

-[mfsn(ue)w'(t) (x)dx dt-{wJGq(ue) w(t) I(x)dx dt +
JOJO 06 JO . . .ps .

[ als(0).5(1) 0t
0
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which tends to

x

1%, (e °f ) dx y
o J s (t>oé<x)dxdt-jo[oqw)w(t)pé(x)dxdt-joqwo)wdt :

when ¢ -~ 0. Then for 6 - 0, it becomes

oy [ fa@ e awoen e .

¢

The second term in (1.8) equals

(1.10)
=9 1 € Bus € BUE
+€j l' N (U ) “Tax .D(U ) X W(t)pa(X)dX dt

The first ihtegral in (1.10) can be written as

| =8 € € su® s ® - -

+€j J n' (u”)D{u") T w(t).ps(x)dx dt + el[ n‘(uo).D(uo) CSY (O0,t)u ¢

070 0
which tends (e »~ 0) to
(1.11) 4} n'(ﬁo(t)).{f(ﬁo(t)) - f(u(O,t))}.w(t).dt s
0

applying Lemma 1.1 and the inequality (valid for each & > 0)

53X 1,1

©c8 €
I-ef [ 0t (uS)D(uf) 2L w(t).pé(x)dx dt] < e.cst.lu®ll
070 ' w]oc

The terms (1.9) and (1.10) correspond exactly to the inequality (1.6}.
To conclude, note that the second integral in (1.10) is positive because of

the D-convexity property of the entropy n. =

REMARK 1.1

1) The inequality (1.6) is an algebraic one. For entropy-flux pair such that

n'(y(t)) =0 (t>0 fixed), it becomes

(1.12) q(u(0+,t)) < a(u (t))
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which expresses the non-increasing of entropy-flux across the boundary. For
the p-system and with the entropy associated with the energy, this inequality

(1.12) was already derived by A. Benabdallah {4].

2) The inequality (1.12) is equivalent (formally) with the inequality (1.5)

when the discontinuity curve in (1.5) is a vertical line (¢'(t) = 0)-

3) Note that the derivation of boundary inequality (1.6) does not need any

hypothesis concerning the characteristic fields.

In the following, we are interested in specifying the admissible states

at the boundary.

DEFINITION 1.1

For each state 50 n %, the set éf(ﬁo\ of the admissible values

at the boundary is defined as all the states U in %/ such that

(113)  a(w) = a(d,) - n'(G,) {fw) - f(@)} <0

for each D-pair (n,q) of entropy—flux.

Moreover we propose to formulate the boundary condition for the problem

(0.1)-(0.2) as foliows
(B.1) u(0+,t) € &(U,(t)) ., t>0

for an arbitrary boundary data u, : R, ~ 7 < R",
Note that EO(t) itself belongs to  &(uy(t)). But generally the set
é?(ﬁo(t)) is not reduced to this point, and the condition (B.1) is an extensior
of the usual Dirichlet boundary condition.
We hope that in general, this formulation (B.1) leads to a well-posed
problem. Fof}a Tinear system we recover the well-known formulation (§ 1.2).

Concerning scalar conservation laws, Bardos-Leroux-Nedelec [3] proved that (0.1)-

(0.2)-(B.1) admits one and only one entropy-solution. In paragraph 1.3, we give
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a complete description of the sets éﬁﬁo) for non convex scalar equations ;
a lot of entropies are needed for this study. For a general system, the diffi-

culty is to find suitable different entropies.

1.2 - STRICTLY HYPERBOLIC LINEAR SYSTEMS

The flux function is now given by f(u) = A.u, with a constant matrix
A whose the eigenvalues are real and distinct. If we 1imit ourselves to a
diffusion matrix D = I, the entropy-flux pairs (Lemma 1.2) are well~-known
for such systems, and we are able to specify the sets éf(ﬁo). Let p in

{1,...,n} be the index of the greatest nonpositive eigenvalue of A :

< A

<
My < <A <0<,y < <y

PROPOSITION 1.1

For U, 1in Eﬂﬂ the set é?(ﬁo) is the affine space containing U,

and generated by the p first eigenvectors of the matrixz A :
"
(7Y = 45 P
(i) - {uo . 142 agory [ (agaee ) € m}

This statement is well-known : for a linear hyperbolic system, the values
given at the boundary are the components on the basis of the eigenvectors corres:
ponding to the incoming charactenistics ; and this formulation of the boundary
condition leads to a well-posed problem (Kreiss [10], Gustafsson-Kreiss-
Sundstrom [8] ).

Let us begin with the description of the entropy-flux pairs for a linear

strictly hyperbolic system.
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LEMMA 1.2

ALl the pairs of l-entropy-flux are given by

n
?__:1 0 (oj (1))

n(u)

i

q(u) =g + A %(%(U))

g

i=
n

where U is decomposed as U = 2 :<>a1-(u)1f'_i for n arbitrary convex functions
i=1

P1s ©y5-..5 O, and a constant q, e R".

n

PROOF OF LEMMA 1.2

It can be shown (Bardos [2]) that a convex function n is an entropy
if and only if VvV u EjRn, n"(u).A dis a symmetric matrix. But taking

P =(rs, rz,...,rn) and A = diag(x;, xz,...,xn), we have

A=P LALP.

1 t

Thus using n"(u).P.A.P7% = Y(n"(uw).P.a.p7!

)

and the symmetry of the matrix n"(u)
Rt (u).PoaPTh = B Ty
we get the relation (P.n"(u).P).n = a(*P.n"(u).P).
The matrix tP.n”(u).P commutes with the diagonal matrix A whose

elements are all distinct. Therefore, it is also a diagonal matrix. The expres-

sions of n and q are direct consequences of this fact. =

PROOF OF PROPOSITION 1.1

First, we prove that if u = GO + :E: a. r. with at least one index
i=1
i, > p such that @ F 0, then u does not belong to é?(ﬁo). Let us take
0
the pair of entropy-flux :
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n
- 2
n(UO + ;é; Bi'rj) = (510)
n
- 2
q(uO + ;g% Bi'ri) = xio.(BTO)
we obtain
- - - 2
a(u) - all) - ' (@) {fw) - (B} =2 ()" >0

which is not consistent with (1.13). o
Secondly, let us consider a state u = u_ o+ :E: TR For any entropy-

flux pair (n.q), we get by the Lemma 1.2 :

P P p
A+ D2 agery) = n(Bg) + (). 2y epry + 2 0i(ay)
=1 i=1 i=1
p p
Ay + 2 wgery) = all) + @' (8. Lu egery ;} FECHCT I

with convex functions @; such that

©:(0) = ©;(0) =0 (thus o; >0)

It results :
p
i=

TORECRERUCARUBIEE G EDIENICHELEE

which is exactly (1.13). ®

1.3 - STUDY OF NON CONVEX SCALAR CONSERVATION LAWS

For a scalar conservation law (n=1), every convex function is an

entropy. Hence we can entirely characterize the set é?(ﬁo) for each state

G in R. Note that the flux function f s not necessarily convex, that

0
is the (unique) characteristic field is not globally genuinely non1inear or

linearly degenerated.
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Using the Kruzkov entropies (refer to Kruzkov [11], and [18]-{25]1) -
n(u) = Ju-k| , q(u) = sgn(u-k)(f(u)-f(k)) , kE€R
with sgnv=1 if v>0, -1 if v <0, we notice that the boundary entropy

inequalities (1.13) are equivalent to

sgn(u - k) (f(u) - f(k)) - san(u, - k)(f(u,) - f(k))
- sgn(ﬁo-k)(f(u)-f(ﬁo)) <0 , k€R
Thus we get
<sgn(ufk) - sgn(u, —k}(f(u) -f(k) <0 | , keR
This Tatter inequality holds trivially if k 1is not between u and QO.

Therefore we have proved the following property

PROPOSITION 1.2

The set é?(ao) of admissible states U ig characterized by the ine-

qualities

f{u) - f(k
(1.14) T <0

for every k between U and QO.

Geometrically, this last condition means that the slope of any chord

joining the point (u,f(u)) to (k,f(k)) is negative for every real k bet-

ween u and Go. To explicit (1.14) we introduce a piecewise regular function
g which depends on the state GO » g < inf f(u) , sup f(u)> -~ R defined by :
usu u=u
0 0
inf h{v) R if v< f(DO)

sup h(v) , if v>fu,)
h
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where h are functions satisfying the following constraints
(1.16-a) h: f(R)y R , f(h(v))=v » VvveTf(R)
(1.16-b) (v-ﬂﬁ&)(hh)—%)<() s VvEf(R)
In the plane {u,f}, 1if we look at the graph of the function f from
the point (Go,f(ﬂo)) to the left (resp. the right) and above f(u,) (resp.

below f(ﬁo)) and if we eliminate hidden lines, we obtain the graph of g'1

(see figure 1.1). Moreover we can verify that g 1is a non-increasing function.

PROPOSITION 1.8

Let 9 be the set of discontinuity points of the function §. We get
=y -1
&(uy) = Img u f (D)

In the particular case where the flux function is strictly convex tending
towards infinity at infinity, denote by u, the state minimizing f and for
GO # U, let u, be the solution u# GO of the equation f(u) = f(u,). The

previous result is more simple.

PROPOSITION 1.4 (convex case)

1-=, 0,1 U {u} , if Uy > U
&(uy) = o

-, u,] s if U, < Uy

This result was already obtained by Le Floch-Nedelec in [16]-[17]. For

the (interesting) case of an incoming value GO > u,, see figure 1.2.

PROOF OF PROPOSITIONS 1.3 AND 1.4

To fix the ideas, suppose that u< GO.

a) If f(u) < f(ﬁo) then on one hand (1.14) is not valid with k.=ﬁo, thus
u g é?(io) ; on the other hand the condition (1.16-b) is also wrong with

v = f(u), thus u £ Img and clearly ug f (@) (see (1.15)).
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Figure 1.1

> u

Figure 1.2
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b) If f(u) > f(u,), weset I = {u‘ € ]u,GO] , Fu') > f(u)}
e either cardl = 0 and on one hand (1.14) is clearly satisfied. Define
J = {u' € ]u,ﬁO] » f(u') = f(u)}. When cardJ = 0, we get necessarily
g(f(u)) = u and thus u € Img. When cardd >1, f(u) is a point of
discontinuity of g and u € f'l(gZO.
e or card 1 > 1 and we have g(f(u)) =supI>u. So u ¢ Img U fl(9).
But (1.14) is not satisfied with k 1into the interval limited by two value
~of the set I which contains at least two points because of the continuity

of f.

Henceforth the assertion for a general flux function is proved. Concernin
the convex case, it is sufficient to note that g : [f(io),+w[-+}-w,il} is

continuous excepted eventually at f(ﬁo). Moreover fnl(f(ﬁo)) = {GI,BO}. =

REMARK 1.2

When the function f s strictly convex it is sufficient to take in

account only one entropy n(u) = |u -uol in the inequality (1.13) to recover

the entire set g?(ﬁe). Moreover,every other Kruzkov-entropy is not sufficient.

1.4 - LOCAL NONLINEAR STRUCTURE FOR GENERAL SYSTEMS

£
m
\\i\

We now consider the local nonlinear structure of é?(ﬁo) with 0

assuming that the state EO has no null eigenvalues

(1.17) a(Ug) <ol < xp(ﬁo) <0< xp+1'(60) < s < (ug)

The proof of Lemma 1.2 in this case shows that for a pair of entropy-flux (n,q)
the Hessian matrix of n at point GO admits the diagonal form :

diag(wl(n),wz(n),...,wn(n)) in the basis of eigenvectors

rl(ﬁo),rz(ﬁo),...,rn(ﬁo), with n nonnegative reals wl(n),wz(n),.;.gwn(n).
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For u 4n the neighbourhood of u
n

u- i, ;:1 wgrs () s

0

the inequality (1.13) can be developped with the help of the variables

(xl,az,...,an .

(1.18) 0i(n)2; (U)o + Ry(asn) <O,

n
i=1
with a rest R, (a,n) depending on the choice of the entropy n and being at
least of order 3 by respect to o. Unfortunately, geometrical description of
é?(uo) is not easily deductible from inequality (1.18). We hope that this set

2?(uo) is locally a manifold in the neighbourhood of u Making the hypothesi:

0
that this manifold admits a tangent space and moreover that there exists a sui-

table entropy n such that

Vp =¥y T .. T Y =0 s wp+1>09---swn>0 >

the inequality (1.18) shows that the p first a0 e arenzero if u

p
belongs now in this tangent space. Reversely, a state u = GO + :E: “1‘r1(a0)
p+l

gt

satisfies, for (ai) sufficiently small, the inequality (1.18) for any entropy

n.
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2 - APPROACH BY THE RIEMANN PROBLEM

2.1 - SECOND FORMULATION OF THE BOUNDARY CONDITION

A classical and well-understood problem associated with the system (0.1)
is the Riemann problem corresponding to an initial data composed by two constant
states (refer to Lax [13]1, [14] and [15]). Hence, in thfs section, wé l1imit our-
selves to a model problem, assuming the initial data u,(.) and the boundary
data &O(.) to be constant ; and in the followings, we will formulate the
boundary condition thanks to the notion of Riemann problem.

We first recall well known results concerning a Riemann problem

3 3 g
sEW T3 fw) =0 , wix,t)e Z, xeR, t>0

R{u, ,ug) : u , Xx<0
L*™R W(x,0) = { L
UR s x>0 >

with b and Up in Z/.Classically, we define particular solutions of system

= g, they are called elementary

ot >

(0.1y, which depend only on the variable
waves : shock waves, rarefaction waves and contact discontinuities. In the space
of states % < Ef], the waves issued from a given state u, are denoted by
ﬁyﬁ(u*), j%%(u*) and %?}(u*) respectively ; and the i-curves are denoted by
Qy;(u*), 1< 1<n. In neighborhood of the state u,, the tangent direction
of each curve i%;(u*), 1<i<n, 1is given by the eigenvector ri(u*}. More-
‘over, the curves are globally in %?2 class. For details concerning the compie-
te definition and the different properties of the i-curves, we refer to Smoiler
[237.

| Assuming the vicinity of the states up and Ups the Riemann problem
R(uL,uR) admits one and only one entropy weak soclution composed with (n+1)

constant states separated by n elementary waves (Lax [14]1) written as



X
W=wW(E=g3u sU)

In the followings, the set % 1is chosen such that the Riemann problem is

always well-posed in this sense.

From the notion of Riemann problem, we now introduce a second set of

admissible states at the boundary :

DEFINITION 2.1

For eaqch state ﬁo in %, the set ?V(GO) of admissible values is

defined as

?“(EO) = {w(0+ TH s Up) / ug € 27}

Hence, we pronose a second formulation of the boundary condition for

the problem (0.1)-(0.2) :
(B.2) u(0+,t) € 7{u,y(t)) , t>0 ,

for a boundary data U, : R » % < R". Note that, in particular, u,(t)
belongs to ?V(GO(t)). But generally, ?7(u,(t)) is not reduced to this point
as we noticed for the set &(uy(t)) in section 1.

First, we prove that the problem (0.1)-(0.2)-(B.2), with constant data

u, and U, is well-posed.

THEOREM 2.1

Let GG and Uy be data in % . The problem (0.1)-(0.2)-(B.2) admits
| one and only one solution in the class of functions which consist of constant
states separated by at most n elementary waves. (The set 7 is chosen such

that any Riemann problem R{.,.) with data in % <s well-posed).

Let us begin by a preliminary result which shows that two solutions of

Riemann problems can be mixed together.
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LEMMA 2.1
Let €, € R, u, € % . Let wi(g) and wp(g), €€ R, be two solu-

tions of Riemann problems such that
wo(Ex+0) =w, (g, +0) = u,

Let w(t), & € R, be given by :

ng(a) , £ < &y

w(g) =
(WR(E) ; £> g,

Then, W(.) <8 an entropy weak solution of one Riemann problem.

PROOF OF LEMMA 2.1

We give the proof for £, = 0. Let i (resp. j) be the index of the
greatest nonpositive (resp. smallest nonnegative) wave of W (resp. wR).
Let 81 (resp. gj) the greatest (resp. smallest) vé]ocity of the i-wave

(resp. the j-wave) for W (resp. for wR). Using Lax inequalities, we get :
(2.1)  x(u,) <3,<0<g < 25 (uy)

Hence, either ki(u*) < xj(u*) implying i< j, or xi(u*) = As(u,) =0

implying 1i=J and that u, 1is a state in a i-rarefaction wave. =

PROOF OF THEOREM 2.1

First, we prove the existence. The solution is immediately constructed
via a classical Riemann problem. Consider the restriction of the Riemann problem

with the two data DO on the Teft and u_ on the right :

(2.2) u() = w(e s, »uy) . £ e R

It satisfies clearly (0.1)~(0.2) and (B.2).
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Secondly, concerning the uniqueness, note that a solution u(.) of

(0.1)-(0.2)-(B.2) necessarily satisfies on one hand
u(0+) € 7“(60)

and on the other hand
u(0+) € 2V”(UO) ,

where the set 2?Yqo) is defined by :

i%’(uo) = {w(0+ s up s Ug) / u € Z/} .

Recall that we consider only solutions consisting of at most (n+1) constant
states separated by elementary waves.

We prove now that ?V(GO) n %W?uo) is reduced to one point. It is clear
that there is at least one point ; and if u¥ and u} are in 77(u,) n #{uy)
then there exist z, and z, solutions of the Riemann problem R(ﬁO ,uo)
constructed as follows : u? belongs to 77(u,) (resp. # (u,)) thus there exists
(resp. uL,i)’ - such that z; = w(%-;ﬁo ’uR,i) if %-< 0, and

Yr,i
- wik, i X i =
z; = W(t SUL ,uo) if T >0, i=1,2.
According to the Lemma 2.1, we verify that those two functions z, and z,
are effectively weak entropy solutions of the Riemann problem R(ﬁo *uo)' Hence,

there are equal : z, =z, and in particular u? = uz. Thus, we deduce that

u(0+) = w(0+ ;GO JU ) = U

We prove now that the solution (2.2) of (0.1)-(0.2)-(B.2) is the only

way to join u.(at £ = 0+) to uo(at £ =+o). Let z(g), £ >0, be an other
entropy construction. We extend it for g <0 by the help of the Riemann pro-
blem R(u, ,u,) :

z(g) = w(g U, ,uo) . vVELD

Then, thanks to Lemma 2.1, it results that z=w as previously. =
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Now, we are going to obtain a complete description of the sets 7  in
two cases : linear strictly hyperbolic systems and non convex scalar conserva-
tion laws (paragraphs 2.2 and 2.3). Then, we analyze the local structure of ?V
for a general system of conservation laws (paragraph 2.4). Finally, the p-
system and the isentropic Euler equations of gas dynamics are entirely studied

(paragraphs 2.5 and 2.6).

2.2 - STUDY OF STRICTLY HYPERBOLIC LINEAR SYSTEMS

When the flux f 1is linear, f(u) = A.u, consider the index p such

that

< ... < < ...
M <A <0<y, <2

And we have the following result.

PROPOSITION 2.1

For each state 60 in IRn, the set 97(50) 18 the affine manifold

containing U, and generated by the p eigenvectors rl,...,rp. That is

7(G,) = &(0,).

Is is an immediate consequence of the resolution of a Riemann problem

R(uL,uQ) for a linear system. Taking

(23) UR‘UL = ‘IZ:;; a'i.r'i s

the solution w(g;uL,u ) is given by (0<1i<n)

i
(2.4) w(g) = u + gg; as.Ty for Ay < E<Aig
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The set 77(uy) is exactly equal to the set &(uy) introduced in

section 1. Hence, we recover the well-known formulation (Kreiss [10]).

2.3 - STUDY OF NON CONVEX SCALAR CONSERVATION LAWS

In this paragraph, we take n=1 and an arbitrary (non convex) g?l-
class flux function f : R - R. Hence, the hypotheses are more general than
the usual ones for a system : the {unique) field is not globally genuinely non-
Tinear or linearly degenerated. But, following Leroux [18] and Ballou [1], the
resolution of the Riemann problem is explicit. The solution w(g;uL,uR) of a
Riemann problem R(uL,uR) s composed by the two constant states uj and Up
separed by a succession of rarefaction waves and shock waves. These waves are
obtained thanks to the convex (respectively concéve) hull of the flux f on
the interval [uL,uR} if u < up (resp. {uR,uL] if up < uL). For detail
see [18].

In paragraph 1.3, we introduced a set g?(ao) for each EO € R. Now,

we prove that the two sets 77(u,) and &(u,) are equal.

PROPOSITION 2.2

LEMMA 2.2

Let h:[0,11~» R. Consider R :[0,11+ R <tes convex hull. Let

v
u, Dbe the greatest point realizing the minimum of h :

aY) ~
u, = sup {u / Y v, hu) < h(v)}
Then we have

R(ug) = h(uy)

Refer to classical textbook on convex functions,for example Rockafellar [21].
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PROOF OF PROPOSITION 2.2

Recall that the set é?(ﬁo) is described in paragraph 1.3 with the help

of a function g defined from the state U, € R (see (1.15)-(1.16)) :
&(uy) = Img U ()

First, let u, be in é?(ﬁo). Then geometrically the Riemann problem

R(Go;u*) contains only waves with non positive velocities : (figure 1.1)
W(EsUy,U,) = U, s . veE>D0

Thus, u, = w(0+3u,,u,). So, u, belongs to '?V(GO).
Secondly, let wu, be in 7“(50) DUy = w(0+3u,,up) with up > EO to
fix the ideas. Using the explicit resolution of R(GO,UR), the state u, is
Y
exactly the greatest point realizing the minimum value of the convex hull f

of f on [GO,UR} . For k 1in [Go,u*l, we have clearly :
AV LaV] . '
flu,) < f(k) < f(k)

Y
Moreover, by Lemma 2.2, we have f(u,) = f(u,). Thus, we get f(u ) < f(k).

So (1.14) holds, which is equivalent to : wu, € éf(ﬁo) (Proposition 1.2). =

2.4 - LOCAL NONLINEAR STRUCTURE FOR A GENERAL SYSTEM

We turn back to the general situation of the paragraph 2.1. Recall that
by hypothesis, the set of states & « R" is choosen such that the Riemann
probiem with data in LZV is well-posed. The following Theorem describes the
local nonlinear structure of ?7(50), when all the eigenvalues of the state
U € % are not equal to zero or when the null eigenvalue corresponds to a

0
genuinely nonlinear field.
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Figure 2.1

Figure 2.2 Figure 2.3
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TEEOREM 2.2

For any state GO in %, let p be the index of the greatest nom

positive eigenvalue at the point GO :

(2.5) A(Gg) < .0 < xp(ﬁo) <0< Ap+1(ﬁo) << ()

1) If Apigo) < 0, then the set ?7(50) s, Llocally in neighbourhood

of U a manifold 575(30) with dimension p whose tangent vector space

O}

is generated by the p first eigenvectors Ti(Uy)sr,(Ug)se..sr (Ug).

2) If A ga:) =0  and 1if the p-field is genuinely nonlinear, then the

get ?V(ﬁo) 28 locally around U

o the union of ?V;(ﬁo) and ‘77;(30) with

dimension p and a manifold ?Vb_l(ﬁo) defined inductively as follows :

7 (i) = #(3,)

1

X
—~
!

(]
R

n

o7 3w e 7 (G 5 v e )

K
for k=2,...,n ; and

(u',u) < O}

(2.7-a) ?V;(GO) = {u / 3 u' € ?V§f1(503 , U € éy;(u‘) and o

(2.7-b) 97 (Gy) = {u /3ut €7 1(0) » u P (u) and A () < o} .

(o (u',u) <s the speed of the p-shock between u' and Uu). (see Figure 2.1).

p

PROOF OF THEOREM 2.2

1) When Apﬁgo)'< 0, we restrict ourselves to a neighbourhood _#~ of

the state GO such that
(2.8) AMu) <L < Ap(u) <0< Ap+1(u) <...< An(u)
The set .+~ can be parameterized by a neighbourhood ¢%g of zero in R"

J%; De = (ei,...,sn) — oy = ¢(el,...,en) €N
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with
¢(€1,...,sn) = Wn(en;wn_l(sn_l;...);Nl(sl;ﬁo))...)

where €5 »——»-wi(gi;v) is a parameterization of the i-curve i%?(v) issued
from the state v. If the i-characteristic field is genuinely nonlinear, the
part e; > 0 (resp. e; < 0) corresponds to the curve é?i(v) (reép. _E/i(v))

We have the following properties (Lax [15])

$(0) = u;

(2.9)

De(0) = (rl(uo),...,rn(uo))
According to (2.8), all the velocities of the i-waves are negative for i <p

and positive for i > p. Thus we get (see figure 2.2)

(2.10) W(0+;ﬁ0,¢(sl,...,en)) = ¢(€1,...,€p,0,...,0)

which implies that :

7 (W) N A= T(G) 0 A

The local structure of Z7(u,) results of (2.9).

2) When Apigc) = 0 and the p-field is genuinely nonlinear, the set
97150) n _#~ contains 7;_1(G0) n.#" as previously. Moreover, take
Upeq = ¢(el,...,€p_1,0,—,0). The state w(0+;ao,¢(el,...,en)) depends only on

the relative location between the p-wave issued of u and the axis

p-1
£ = %-= 0. We distinguish between two cases :

a) eithern the p-wave is a rarefaction, that is € > 0.

Necessarily, the points of QVKGO) which are not in ng_l(ﬁo) are

obtained for states up_1 such that xp(¢(al,...,ep_1,0,...,O)) < 0.
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e Either uy = $(eys-v0se50,...,0) satisfies xp(up) <0 (figure 2.3) ; then

P
(2.10) holds and up describes a part of iV&(ﬁo).

e Or up satisfies Ap(up) >0 and w(0+;u0,¢(sl,...,en)) is a state where

Ap is equal to O (figure 2.4).

The tangent spaces limiting ?V(GO) in(this case a) consist of the
space generated by rl(ao),...,rp_l(ﬁo)' and the intersection between the space
generated by rl(ﬁo),...,rp(ﬁo) and the hyperplan tangent to the manifold
{v / Ap(v) = O}. Locally, the position of ?VXGO) is given by the two cons-

taints :

(2.11) 0 s A (8(e seenaegu00el,0)) SO

b} on the p-wave i3 a shock wave, that is €p < 0.
The "new" states of 9VKEO) are obtained for a non positive velocity

op(up_l,up) of the p-shock. (see figure 2.5). The tangent spaces limiting

9V(ﬁo) in this case b) are the same as previcusly excepted that the set
= j = i = }
{v,/xp(v) O} becomes lup ¢(€1,...,sp,0,...,0) /op(up_l,up) Or.

Thus, QV(GO) satisfies the two constaints :

(2.12) e <0 ,

<0
p

op{Up-12tp)
We can determine the eguations of limiting spaces.

On one hand, we get :

. _ - ~ 2
A (8(2 s nseps0sen050)) = IR (i) 3 (Ty) ey +ep +0(c)
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On the other hand, we get :

1
op(Uy_1sty) =5 (hp(up 1) + A,(u5)) + 0(<")
p-1
_ % c, + 32=1 T () ()5 + 0(<*)

And the corresponding equation is
p-1

€
p ; 5 _
(2.14) D, ?:‘i () ry(dg)eey = 0 L

REMARK 2.1 |
1) Note that (2.13) and (2.14) give the equations of tangent spaces of

the limiting manifolds of 7f; and ?V; :  they generally differ.

2) The case : Ap(GO) = 0 and the p-field linearly degenerated, is more

complicated.

2.5 - STUBY OF THE p-SYSTEM

Let us now consider the example of the p-system of gas dynamics (v :

specific volume, u : velocity) :

(2.15) %(Z)*‘a‘%(pr:O , v>0 , u€eR

with a pression p satisfying p>0, p'<0 and p">0. The eigenvalues

are Ay =-x = “p'(v). Because those eigenvalues keep always their own sign :
(2.16) A(veu) <0< Az(v,u) R Y (v,u)

a l-wave (respectively a 2-wave) has always a negative (resp. positive) speed(s)

We get immediately :
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PROPOSITION 2.3

v (V,,0,) : V(0,0 = PLV,0)

In this example, the set ?V(§O,GO) is globally a manifold of dimension

one.

2.6 - ISENTROPIC EULER SYSTEM OF GAS DYNAMICS

The mocdelling of the isentropic evolution of a polytropic perfect gas
Teads to the Euler 2x2-system. The unknowns are the density p(x,t) >0 and

the momentum g(x,t) :

(2.17-a)
3 3 ,g¢

(2.17-b) sz a+ 57 (—+0p(p)) =0

The pressure p(p) 1is given by the equation of state :

(2.18) plp) = k.o¥ , k>0 , 1<y<3
Taking
p g
U = and F(U) = ., )
q "5‘4'P(p)
we get
0 1
A(U) = DF(U) = | ,
-u2 +¢2 2u,

where u = g- is the velocity and ¢ =+p'(p) is the sound velocity. The

eigenvalues of the matrix A(U) are

aMU) =u-c < A (U) = utce
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Two corresponding eigenvectors are

r(v) = (u}c> ’ ry(U) = (uic)

The two characteristic fields are both genuinely nonlinear.
The rarefaction curves containing Uo = t(‘;o’ao) (whose corresponding

speed and sound velocity are denoted by GO and EO) admit the following

equations :
(2.19.a) Z(U,) : q-= (a s 2z -2 c()) <
19 11507 2 37 \Mo T Re B0 TR B SR
- - 2¢c ?
R _ oo -,
(2.19.b) .@z(uo) 1 qg=op (uo 1 + v C(p)) > p > s

(2.20.2)  H0) s 0= (i - V0e) - B -D) . 0> F
@.20.0) A0 s a=e (3 - V) - B)E-D)) . 0 <P

Those curves are represented on figure 2.6. We have also drawn the curves
{Al(p,q) = 0},{A2(p,q) = 0} which 1imit three open disjoined sets :
(2.21.a) & 0< A (psq) < Az(p,q)

(2.21.b) & : 2 (psq) <0 <2 (p,q)

(2.21.c) € : 2 (p50) <2, (psq) <O

We compute now the sets 7(&0). Since several cases can occur (figures

2.7.a/2.7.d) the details of the construction of figure 2.7.b are given now.
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e Computation of the set Z7(U.).

If we consider U, in &, Tlet U be in Z7(u;). Then the Riemann
problem R(UO,U) has all his waves in the part &< 0 of the (x,t) plane.
We distinguish between two cases, by respect of the number of waves in this

Riemann problem.

1) Ve 9//1(60) y WZ(DO) = &’”I(UO) U %1(00) U %(UO) U @2(00)

- A1l the values in £¥1(UO) are admissible because the speed Ol(Uo’U) of
the 1-shock is always negative.

- The admissible part of (é?l(ﬁo) is exactly .E?I(GO) n adh () because if
Ue ﬁ?l(ﬁo) n &, 2

1(U) >0, and U 1dis not the stationnary value

w(0+;ﬁo,u) of the corresponding Riemann problem.

- When U belongs to “92(80)’ the shock speed oz(UO,U) must be negative ;
we obtain a branch of &,(U;) which is not in the vicinity of U.

- No value in (5?2(50) is admissible because if U € 5?2(00), AZ(U):>A2(UD)>~

(cf. figure 2.8)

F3

2) The Riemann problem R(UO,U) contains an intermediate state U*.

Necessarily, U™ belongs to a l-wave in the set described in the case 1. (The
1-wave must have only negative velocities). We distinguish essentially between
two cases :

(i) U* e %Vl(ﬁo) n &.

A 2-shock-wave issued from U* has always a speed oz(U*,U) negative ;
hence each U 1in ;?;(U*) is admissible. Furthermore a 2-rarefaction issued _
from U* has only negative velocities if and only if U vremains in adh &.

Those two cases are displayed on figure 2.9.
(ii) U* € %(UO) n adh & .
The speed o, (U*,U) of a 2-shock issued from U* 1is negative if and

only if the momentum q* of U* 1is negative and q (momentum of U) greater
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Figure 2.5 A =0 Figure 2.8

! Y A

Figure 2.9 Figure 2.10
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than g*. This leads to the shaded set on the figure 2.10, limited on one
hand by the curve &9jivo) (V, = #(0,) n {»,=0}) and on the other hand by

a curve C,FTﬁo) which consists of all the states U** dssued from the states
gx  (on 27;(00) n {-c* < uy* < 0}) by a 2-shock wave with zero velocity.

The curve "?Kao) is parameterized by p* with the following implicit equa-

tions :
¥k _ k%
(2.22) 9 =e 4
1 1
\/(P(p**) -p(p*)) / (";""*—*) = -p* U
pT o
with
u '“\/kp(o*) -p(p,)) /(-1 if p*>p
0 0 —  x 0
. o, ©
(2.23) us o=
_ 2c0 2c(p™) . -
- f <
Yoty T R

and -c(p*) < u* < 0.

The 2-rarefaction fZZ(U*) is not admissible as in the case 1. =

The figures 2.7.a.c.d are obtained by similar computations. Make now
a qualitative description of those figures

o figure 2.7.a. U, € & (EO > EO : supersonic inlet).

We remark that (U ) n & = {0}, which is compatible with theorem 2.2.
Note that 9V(ﬁ0) n.% 1is a curve and that ?V(GO) n € is locally of dimen-

sion Z.

0

e figure 2.7.b. UO € % (—EO <, < Eo : subsonic inlet or outlet).
3VZBO) n & is void, and we have seen previously that 77U ;) n & s a

branch of the curve #7(U).

e figure 2.7.c.d. UO € ¢ (uO < C, ¢ supersonic outlet).

?VKUO) n & is void and two subcases can occur :



Figure 2.7.C
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Figure 2.7.d
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. 2 - - -
- fwgure 2.7.¢. - 1 ¢, < U, < -C,
'QVXUO) n .% 1is a curve and '?V(UO) n € dis as shown previously.
- figure 2.7.d. U < - == ¢,
, o Y1

77(U,) 1is exactly the adherence of & .

The interest of all this study 1ies in the very strong nonlinear behaviou
of the boundary condition. Compare with previous works of Veuillot-Viviand [24]

for example.
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3 - CONJECTURE. STUDY OF AN EXAMPLE

In this paper, we have proposed two approaches for the formulation of
the boundary condition for nonlinear systems of conservation laws. These two
formulations are equivalent and lead to well-posed initial-boundary value pro-
biems for linear strictly hyperbolic systems and (non convex)‘sca1ar conserva-
tion laws. Concerning general nonlinear systems, the boundary entropy inequality
(first formulation) is difficult to use by lack of entropy-fiux pairs. But,
with Riemann problems (second formulation) 1ot of physical interesting examples

can be treated explicitly.

We conjecture that the two approaches lead to the same boundary condition,

that is 7= & .

To finish, verify this conjecture for a nonlinear 2xZ system whose

characteristic fields are both linearly degenerated (considered by Serre [22]) :

[
SU , BV _
: 5?'+ > - 0
(3.1)
3V 3 ,v(v+l)
(st w70
This system is strictly hyperbolic in the domain {{u,v)/u >0}. The eigen-
v _ v+l
values are i, (u,v) = E'<'_E— = Az(u,v).

We know [22]1 all the entropy-flux pairs

u.(a(%) + b(xgl)>

n(U,V)

(3.2)
v,
u

1]

q(u,v) (v+1).a(%) + v.b(

where a and b are convex functions. For a state (GO,VO) fixed, the bounda-

ry entropy inequality (1.13) can be written :
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(3.3) (vl).a(h) + v.b(Ed) <0

v, vl
with a'(—) = b'(—=—) = 0 (without restriction).
U u

0 0 - -
From (3.3), we deduce easily the set &(u .v,).

PROPOSITION 8.1

Let X ={(u,v)/v<-1 , u>0}.

e if Vv, >0

#(iy7,) = U (5,70}

Now, following [22], we must reduce the domain of study for the unknowns,

say 2?&,6 with o <28

/4 8= {(u,v)/u >0, xl(u,v) Sa<B< KZ(U,V)} s

a

to be able to solve the Riemann problem with data in Z/ A straightforward

a,sB’
computation leads to the equivalence of the two boundary conditions :

PROPOSITION 8.2

For the system (3.1) with wnknown in Z(x gr we get
b}

Pys0,) = E@T)0 7,
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ABSTRACT

We propose a generalized definition of the multivalued solution
of the Riemann problem for hyperbolic conservation laws. It allows a
simple presentation of the Osher numerical scheme and a natural treat-
ment of physically relevant boundary conditions for the Euler equations
of inviscid compressible fluids. A linearized implicit scheme is derived.
Numerical results on shock tube and quasimonodimensional nozzles are
presented, showing the attractive convergence properties of the schemes
in strong non-linear situations and the adequate coupling of initial

and boundary conditions realized by our formulation.



INTRODUCTION

For the numerical resolution of first order systems of conser-
vation laws, the importance of solving the Riemann problem was first
recognized by GODUNOV [18]. In recent years, Goduno?-type numerical
schemes and upstream schemes have been expanded (e.g. HARTEN-LAX-VAN
LEER [26]). In particular OSHER [34] proposed a regular ( : class)
numerical flux which extends to systems the ENGQUIST-OSHER [15,16]
scheme. On the other hand the boundary conditions for conservation
Taws have been analized thanks to the resolution of Riemann problems

by DUBOIS-LE FLOCH [10,11].

In this paper we solve the Riemann problem with the use of
multivalued rarefaction waves (Section I) and we apply this resolu-
tion to construct Godunov-type numerical fluxes that take into ac-
count internal interfaces as We11 as boundary faces. We derive in
Section II a compact presentation of the Osher scheme and, %n Section
ITI, the treatment of physically relevant boundary conditions for the
Euler equations of gas dynamics. Monodimensional test cases involving
a first order explicit version of the scheme are presented in Section
IV. Section V describes some results for a Tinearized implicit version

of the scheme.



I - MULTIVALUED SOLUTION OF THE RIEMANN PROBLEM

1 - BACKGROUND

We consider an hyperbolic system of conservation laws in one

space dimension :
(1.1) VL2 fu)=0

with u(x,t) belonging to a phase space Z'c R" and a regular flux
function f (f:%> Rn) whose jacobian A(u) = df(u) admits n real
eigenvalues Ak(u) :

(1.2) A(u) < fu) < ... < kn(u) R ueEzZ .

The corresponding eigenvectors are denoted by rl(u),rz(u),...,rn(u).

We define a k-curve in the phase space Z as a solution of the ordi-

-nary differential equation .

(1.3)  Meor(us) . seR -

and we assume that 27/ is an open set small enough to ensuﬁé,‘fcr each

choice of the initial data
(1.4) u(so) =v ., VEZ , sp€R

that there is a unique solution wk(s;so,v) to the Cauchy problem (1.3)
(1.4). We denote by iVi(uo) the k-curve containing ug. We assume that
each k-field is either genuinely non-linear or linearly degenérated. In

the former case, the eigenvectors follow



(1.5) dn (u) . (u) = 1

whereas in the latter case, they satisfy

(1.6) dxk(u) .rk(u) =0

For more details, see LAX [29] or SMOLLER [41].

2 - SIMPLE WAVES

Given a state u, 1in % the k-curves allow us to build
simple waves that classically correspond to rarefactions. Shock waves
and contact discontinuities are other selfsimilar. (weak) solutions of
the conservation law (1.1). In what follows, we will consider a dif-
ferent family of waves : rarefactions, compression waves, and contact

discontinuities.

(i) Rarefaction waves

- —— —————— ——— -

The rarefaction waves are obtained when we look for self-

similar solutions of (1.1), that is

(1.7) u(x,t) =v(g) , E=%

Then v(g) is either a constant state or an eigenvector of A(v(E))
thus in the following let k be an integer corresponding to a génui—

nely ‘nonlinear field and we have clearly :

(1) S - (v(E)

Given the value of v 1in a particular £-direction :



(1.9) V(Eo) = Ug
we have from (1.8) :

(1.10) v(E) = wk(5350suo)
Moreover we also have a.constraint on the eigenvalue xk :

(1.1) A =&

REMARK 1.1
The condition (1.5) implies that kk is increasing along the
curve i%g orientated by the vector Y- Therefore, the mapping

g H»Xk(v(i)) is always non-decreasing along a k-rarefaction wave.

As is well-known, a k-rarefaction is a weak solution of (1.1)

satisfying (1.7) and we have (Figure 1.1) :

v(€) = uo £< &
(1.12) V(E) = W (E3E0,U0) Bo<ESE
v(E) = u; ’ E>£
s (vE)
‘ ):\k(ul)
Ak(Uo)
[F3]
Ug
P X
phase space (x,t) space

Figure 1.1 k-rarefaction wave



(i1) Compression_wave or multivalued rarefaction

We claim that Remark 1.1 naturally introduces the nécessity
of waves other than rarefactions : the classical shock waves. Given
up in Z/,. each k-shock wave allows the exploration of a curve in
the phase space starting at u, with the same two first derivatives -
as °}Vk(uo) (e.g. LAX [29]). In this section we give a way to explo-

re the k-cutve along the direction opposite to Y-

DEFINITION 1.1

We assume that the k° field s geruinely non-linear. Given

states Uy and Uy on the k-curve %Vi(uo) satisfying

(1.13) A(ur) = &y < &0 = & (uo)

a k-compression wave is a continuous function

(1.14) R> 0 (£(8),w(6)) € Rx %

verifying
%$2=1 6<6; ,8>6
(1.15)
J_Xdidee = -1 6, <6< 8,
w(0) = ug 8<g9,
(1.16) W(8) = W, (8561,uo) 6, < 6 < 8,
w(6) = u; , 6> 0,

\

for some ad hoc real parameters ©,, 0, (Figure 1.2).

We set

(L17) wn(z) = {u(0) / £(o) = £}



€=}\k(w(9)) :
.r (Uo) t
k - A
EO"Xk(uD)‘ g-é:*l
gli}\k(ul) de -
L, Piluo)
w(0)
751 — 6
Phase space (x,t) space (€,0) spacé
Figure 1.2 k-compression wave (multivalued rarefaction)
REMARK 1.2

We will also speak of a multivalued rarefaction : on the one
hand, Definition 1.1 only needs the curve i?g(uo), which is classi-
cally called the k-rarefaction curve and, on the other hand, the set
wm(g) 1is a subset of % which contains one or three elements. WHITHAM
first proposed in [49] such multivalued solutions of conservation laws,
as well as their averaging in a shock fitting procedure following the
old idea of Maxwell in the context of phase transitions in a Van der
Waals gas (e.g. HUANG [281). The transport-collapse method proposed in
(4] by BRENIER is a shock capturing way to average multivalued solutions

of scalar conservation laws, which can be extended to systems [5].

(iii) Contact discontinuity

We now assume that the k° field is Tinearly degenerated. We

define the k-contact as a multivalued wave in the following sense :



DEFINITION 1.2

We suppose that the k° field is linearly degenerated. Given

Uo 2n Z and U, on the k-curve issued from Up, a k-contact dis-

eontinuity is a continuous function

(1.18) R3 6w (£(8),w(8)) € Rx%

such that
dz(9) _
de
(1.19)
dg(e) _ 0
de
w(6) = uy
(1.20) w(e) = wk(egel,uo)
w(B) = u

for ad hoe parameters 8, 9;.

The set wm(g)

6<6,,6>0,

6, <08 < 8,

s also defined by (1.17).

A{w(8))=E, £
4y 4
Ui /
w(8) / Eo
/ A
Uo Uo / Uj | ]
/ > ‘: l —
61 61
Phase space (x,t) space (6,€) space

Figure 1.3 k-contact discontinuity
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REMARK 1.3
The contact discontinuity is then seen as a multivalued wave
of constant eigenvalue in the (x,t) space between the states ug
.and u; (Figure 1.3) and the multivalued function wm(£) contains
a compact interval for £==xk(uo). Moreover, the above Definitions
1.1 and 1.2 can obviously be extended to the case (i) of rarefaction

waves by taking &(8)=6.

In the following, we will speak of k-multivalued waves or
k-waves when considering one of the three waves defined in the above

section.

3 - THE RIEMANN PROBLEM

We now focus on the Riemann problem, the basic Cauchy problem

in the theory of hyperbolic conservation laws :

.g.g.J,éngﬂ:o , w(x,t) €, x€R, t>0

R(UL’UR) jruL x <0
W(X,O) =1

uR x>0

depending on U »Up in Z. With the asumptions on the 27; curves
reviewed in Section 1, the Riemann probliem can be solved by (at most)

n waves separated by (n-1) constant states in the following sense :

PROPOSITION AND DEFINITION 1.1

1) Let U Up be given in % such that fuL-uR! is suffi-
etently small. There exists a unique family of states U SUgsUnrs. s

U, 1 ,unE Up satisfying
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(1.21) Uk+1 %(+1( k) H k_=0,1,...,n-1

2) The multivalued solution of R(uL,uR) 18 then a continuous
function R3S 6+ (£(8) ,w(8)) € RxZ obtained by joining together
the constant states uj (J=0,...,n) by k-waves between the states Uy

and Uit precisely by :

J J j+1 n n
( 2) g(e:}) = )‘j(uj-l) J'-‘ls---an
1.2 'y o_ . _
g(ej) = Aj(uj) j=1l,...,n

dg( 9(0) ¢ 10,1,-13

w(8) = u 6 <6,

W(e) = Wi(8305,u; 1)  B.<e<B. , j=1,....n
(1.23) 3-1 J J

wW(o) = u, 85 <0< 8,9 > d=1,...,n1

w(o) = Up e = en

When 6 varies between ej and e&, the branch of solution
is a k wave running from ”j-l to uj and g(6) is the correspon-
ding eigenvalue which varies from Aj(uj_l) to Aj(uj). The constant

state wu. is described by the parameters © between 6. and &

J : 73 j+1
and the function £(6) varies from A, (u ) to Aj+1(uj) (then g-‘E—--l).
REMARK 1.4

The idea of solving the Riemann prdb]em in terms of (eventually)
multivalued functions was proposed by‘VAN LEER [45] for the Burgeké'
equation. The above definitions rigourously precise what a multivalued

wave is in the case of systems.
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PROOF OF PROPOSITION 1.1

It is similar to the classical proof of existence (LAX [29])
for the usual Riemann problem ; we mention it briefly. We consider
the mapping ¢ defined inductively on a neighbourhood of O in R"

as follows :

(sl,...,sn)=:e&» ¢(e)==wn(en;D,wn_l(en_i;O,...),Wl(el;O,uL)...>
We obtain easily :
(b(O) = uL s dcb(O) = (rl(uL)’--'srn(uL))

Then the implicit function theorem ensures that a (sub) neighbourhood

of 0 is diffeomorphic onto a neighbourhood of up - If we set

Uk = ¢(€1,...,€k,0,...,0)

then the family uk(k==0,...,n). solves (1.21).

Moreover, for k-genuinely non-Tinear waves, we have

(1.24) € = Xk(uk)— Ak(uk_l) -

REMARK 1.5
An other path which Tinks u to Up begins with the n® wave
and goes backwards, as proposed by OSHER-SOLOMON [35]. The relations

(1.21) are replaced by

(1.25) Upep € %7;-k(uk) > k=0,1,...,n-1

The construction proposed in (1.22).(1.23) can be extended in a straight-

forward way.
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IT - THE OSHER SCHEME AS A SPLITTING SCHEME

1 - GODUNOV-TYPE NUMERICAL SCHEMES

We briefly recall the classical notions on Godunov—typé schemes.
A1l details can be found in the review of HARTEN-LAX-VAN LEER [26]1. In
a finite volume presentation of 3-point schemes, time step At and
mesh size A% are given, and the éonservative variables u(x,t) are
approached by constant states ug in each control volume

VS.' = ](J -%—)Ax . (j +%—).Ax{ x [nAt , (n+1)At{

of the (x,t) space (j 1integer, n non negative integer).

Figure 2.1 Control volume V? in the (x.,t) space

The evolution of {uj} is described by :

u!:H.l = un - A—t /fr? f.

n o\
(2.1) J oA \'j+r Y-y

and the f§+% are computed with help of the numerical flux function ¢ :

(2.2) f§+% = ¢<ug ,u?+1) > J integer .
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The main idea of the Godunov-type schemes is to consider the
jnitial-value problem formed of the partial differential equation (1.1)

and the initial-condition

(2.3) u(x,0) = ug > (J --)Ax <x<(3+2)Ax

Then the integration of (1.1) on the cell Vg implies that
the value of the function ¢(u,v) is exactly the flux of the solution
of the Riemann problem R(u,v) along the axis t=0. In the fundamen-
tal example due to GODUNOV [181, R{u,v) is solved exactly, but ap-
proached solvers have been developed and studied by ROE [39], HARTEN-
LAX [25], VILA [47]1, DUKOWICZ [12] , BRENIER-OSHER [6] among others.
Another way to compute the numerical flux is to split algebraically
the physical flux between waves of positive speeds coming from the
left state u and negative speeds issued from v (STEGER-WARMING

[43], VAN LEER [44]). First we find f and f satisfying
(2.4) flu) = f(u) + £ (u) , dff >0, df <0
then the numerical flux satisfies :

(2.5) é(u,v) = f+(u) + f (v)

2 - NUMERICAL FLUX OF A MULTIVALUED RIEMANN PROBLEM

According to the ideas recalled previously, the multivalued
solution of a Riemann problem (Section I) leads to a numerical scheme

if its flux can be defined.
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PROPOSITION. AND DEFINITION 2.1

We take the notatioms of Proposition 1.1. The following

erpression

. = dg
(2.6) 9(Esu, suUp) = ee%:m(g) {f(w(0)) - gw(e)} ® ()

ig defined without ambiguity as a comtirmuous function of the real

variable £. We set

(2'7) ¢(UL’UR) = g(O;UL9UR)

We can develop the formula (2.7). Let Ugs...sl be the inter-

mediate constant states linking u, Uy to u_= Up by the k-waves

n
(1.21) and u, be the "sonic states" associated to each k-wave :

(2.8) U € Zelug ) o A (w) =0, k=1,...,n

Consider the € (k=0,...,n) and Eé (k=1,...,n) defined by :

1 1 au) <0<, (y)

1

(2.9) €
0 elsewhere

1 if Xk(uk_l) <0< Ak(uk)

\ ' - i
(2.10) €y 1 if kk(uk) <0< Ak(uk_l)
0 elsewhere
with the convention Xy = -o, A = +x. We clearly have
n n

(2.11)  ¢(up,up) = k};o g Flug) + k§;‘1 e, fluy)
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A classic rarefaction is considered to have a positive sign and a
backward compression a negative sign, as suggested by Figure 2.2.
The contact discontinuity does not give any problem for the evalua-
tion (2.6).(2.7) when located at &£=0, because the physical flux

is constant along this wave.

PROOF OF PROPOSITION 2.1

Figure 2.2 recalls the construction of the multivalued solution
of R(uo,un). The arrows follow the continuous function £(8) whose

derivatives are 0 or 1. We distinguish between two cases :

(i) wm(g) is finite
Thus the only problem comes from the points of discontinuity

of £(6). In that case we set

d d + d -
(2.12) % . (d—g (6%) + 5 (o ))
(ii) wm(g) 1is infinite
Then wm{g) contains a branch of rarefaction wave along which

f(w)-&w 1is constant and thus ensures the continuity of g towards &.
|

' g
s A
Xl(Uo)

A
3(Uuz) Az(u1)=Az(uz) 2-contact

Uz
// \ 3-wave
1

/
/

A}(UI)

As(uz)

Uga U © je=Us

o X 0

/ ,v V
l-wave

(x,t) space (6,8) space

Figure 2.2 Typical wave pattern of a multivalued
Riemann problem (Euler equations)
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THEOREM 2.1

The rumerical flux defined by (2.6)(2.7) is exactly the

RAI-CHAKRAVARTHY [37] version of the Osher wpwind scheme [34].

REMARK 2.1 -
A particular version of (2.6)(2.7) was given by VAN LEER [45]
in his interpretation of the Engquist-Osher scheme (see also Remark 1.4).
Afterwards, the interpretation of the Osher scheme for systems of con-
servation laws in.terms of muTtivalued solutions of the Riemann problem
was pointed out by OSHER himself in [36]: " [ the scheme] can be inter-
preted as solving the incoming Riemann problem in phase space, using
only rarefactions, compression, or contact waves, then averaging the
resulting multivalued solution as in Goduﬁov‘s method”. The notions

established above state precisely this assertion.

REMARK 2.2

In the original version of the Osher scheme, OSHER-SOLOMON [35]
proved that the 1imit solutions satisfy an entropy condition. This sche-
me corresponds to an unnatural ordering of the waves (see Remark 1.5).
However, the natural ordering was used in the numerical expériménts of
RAI-CHAKRAVARTHY [37]. In the following we only consider this last ver-

sion of the scheme.

PROOF OF THEOREM 2.1

The numerical flux of the Osher scheme is defined by the

union
n
(2.13) r=Ur
- k=1
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of k-curves, each Ty Tinking U _q to u, as a branch of %V;(uk_l),

and‘by the formula
1
(2.14) o(u,v) = §-{f(u)+-f(v)— {P[df(w)[.dw}

+
The definition of the matrices A-(u) and |A(u)| is classical : the
hypothesis of strict hyperbolicity allows the diagonalization of

A(u) = df(u) :
(2.15) A(u) = T(u).Au). T (u)

with a diagonal matrix A(u) of eigenvalues. Given an integer k, the

decomposition

(2.16) A (u) = Af(u) - A (u) . A (w) >0

+ * t
allows us to define A"(u) as Diag(Ai(u),....A (u)) and [A(u)] as
- T
Diag(AT(u)4—A1(u),...,A;(u)4—A;(u)). Then A (u) and [A(u)| corres-

pond to the A's as in formula (2.15). We now write (2.14) as

(2.17)  o(u.v) = F(v) - jrA“(w).dw

and we prove the theorem in two steps.

e First, we suppose that all the fields are genuinely nonlinear and

that each sonic state ué defined by (2.8) is in the portion Ty of

the k-curve. Consider the portion T

k
(k=1,...,n-1) and T, (resp Fé) linking ug = u (resp u;) to

of Fk Tinking Up to ué+1

u; (resp u, = v). We clearly have

- N[t
(2.18) o(u,v) = F(v)- > ] AT (w).dw
: k=0 Té
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The computation of each term of this sum is straightforward. Setting
x(s) for the Heaviside function (x(s)=1 if s>0,0 if s< 0),

we have :

(2.19)  (u,v) = F(v) - x(Ar(ue) ) (F(ul) - F(up)) +
-
" 2 XON LU (F() = F(0)) + X Oy (9 (FLu 1) - ()
- X0 (4)) (F(u ) = £(u?))

Reordering the terms in (2.19) we get :
n
(2.20) o(u,v) = Y

T [0 ) - 30y w0 1)

n
" 2 [ lu) - xOy L) | )

which is exactly (2.11).

® let us consider now the general case. The sonic states U may
either not exist or be in 1nffnite number (if a k-contact has a null
velocity). In the latter case, we simply choose a particular state
as we have just proposed. If ué does not exist on the k-curve
i%?(uk-l)’ we consider an open portion ?& of ﬁﬁg(uk_l) containing
each compact branch Ty defined in (2.13). Then, we introduce an
extension Ak of Aklr d&ﬁée&ant from Aklrk and such that
k(u ) = 0 for some p01nt uk of l"k\l"k (see Figure 2.3 for the

special case of a k-contact discontinuity). We then introduce the

portions of curve Fé exactly as above, and we have

(2.21) fj B w).dw JA+(w).dw
: k I’
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because the contribution of X4(w) on the portion outside T vanishes
when we sum the first term of (2.21) (see Figure 2.4). Therefore the
computation (2.18)(2.20) in the first step of the proof remains unchan-

ged.

X (s)

Figure 2.3 Extension ?k of the curve Tk

Figure 2.4 Modification of the Osher path of
: integration
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3 - APPLICATION TO THE EULER EQUATIONS OF GAS-DYNAMICS

The Osher scheme can therefore be viewed as a splitting of
the numerical flux in terms of some physical fluxes for states in-
volved in the resolution of the multivalued Riemann problem R(UL’UR)'
We detail in this section formulae (2.9)-(2.11) in the particular
case of non-isentropic perfect fluids. |

From the conservative variables of density, momentum and

total energy
t -

(2-22) U= (O,Q,E) = (p,pu,pE)
we compute the pressure p and sound velocity ¢ using

u? 2 _ YP
(2.23) E = 5 te , p=(yl)pe , ¢2-= 3
where u, e, vy are respectively the speed, the internal energy and
the constant ratio between heat capacities. The physical flux F :
(2.24) te (ouspu®+p , puE + pu)

is then clearly seen as a function of U if we suppose p >0, ¢ > 0.
Moreover the physical entropy will be considered as a variable o

defined by

(2.25) p = o?¥ oY

The eigenvalues of dF(U) and the associated Riemann invariants

(defined e.g. 1in SMOLLER [411) are given by :
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1 2 3
eigenvalue A u-c u u+c
Riemann invariants o,U + 2 u,p O,U - 2¢

s .Y_l s L) ?‘_‘T

We now consider the nonstandard nonconservative variables W :
(2.26) W = (c,us0)

naturally related to the k-curves %VL. In terms of these variables,

the physical flux can be evaluated thanks to
1 2 2y

(2.27)  p=y Y1 P g

R
y Yo

(2.28) P

The intermediate statés U;, U, '(separated by the 2-contact) defined by

the relations :

2c1 z2c

1 L
B B RS
Ol:GL
Uy = Uz
(2.29)
P1 = P2
) 2c, ) ) ZCR
Y2ty T T MRT YT
02=0R

are given explicitly as :
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-1 y-1 oyl
1 = T¥op/o, (CL T W TR T Wy
1 (2 1 (2 \
(2.30) R A CL'*“L) * Trog/s, ( 71 SR*UR)

__ 1 -1 L )'
€2 = T7?6I78E'(CL S R Upj -

Only two sonic points U/ and U: are usefull, and satisfy :

2c, ZCL
(2.31) o =0
u; -¢c, =0
2c, 2¢c,
Y 3T = YR T 5T
(2.32) o, = 0p
u. +c =0

Thus, the states U,;, U,, U;, U; needed for the computation of ¢(uL,uR)
‘are easily evaluated in terms of the W-variabJes (formulae (2.29)-(2.32)).
This can be done quickly on a vector-processor. Then the c-coefficients

of formulae (2.9)-(2.10) satisfy :

_ 1 if 0< u - ¢
E! = E[) =
- -0 elsewhere

1 if U-cp<0<u-c

£, = (-1 if u-c <0<y -¢
0 elsewhere

‘ 1 if uy-¢c; <0<y,
0 elsewhere
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(233) 1 if Uz <0< uz+cyp
€2 =3
0 elsewhere
1 if Uz+<:2<0<uR+cR
53' = (-1 if uR+cR<0<u2+c2
0 elsewhere
_ 1 if uR+cR <0
€R = 83 =
0 elsewhere
and the evaluation (2.11) of the numerical flux becomes :

(2.34) o(up sup) = eLf(uL)+e§ flu) +e; fup) +
+e, flup) +e} f(u§)+aRf(uR) .

The relations (2.29)-(2.34) are the only ones necessary to cover all
the cases involved in the Osher scheme. We think that this presenta-

“tion unifies the one usually proposed (e.g. RAI-CHAKRAVARTHY [371).
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IIl - NUMERICAL BOUNDARY CONDITIONS FOR THE EULER EQUATIONS

1 - GENERALITIES

The numerical treatment of boundary conditions for the Eulér'
equations of inviscid gas dynamics is a question of major importance
in external as well as in internal aerodynamics but few rigorous mathe-
maticé] results have been established. More precisely, the treatment
commonly proposed in a majority of computing codes is based on a 1i-
nearized analysis (characteristics theory, e.g. VIVIAND-VEUILLOT [481,
CHAKRAVARTHY [8]). Rigorous results concerning the stability proper-
ties of this approach can be found in GUSTAFSSON-KREISS-SUNDSTROM [23],
OLIGER-SUNDSTROM [331, GOLDBERG-TADMOR [20]. Locally nonlinear approaches
of initial boundary value problems were also theoretically proposed by
LIU [30], NISHIDA-SMOLLER [32], GOODMAN [211. In [2], BARDOS-LEROUX-
NEDELEC presented a non Tocal approach of the problem.-in the case of
scalar conservation laws. This work was extended to systems by DUBOIS-
LE FLOCH [11] by the so-called boundary entropy inequality, also pro-
posed by AUDOUNET [1] and MAZET et al [31] with variational arguments.
Moreover, in [10], DUBOIS-LE FLOCH proposed a new approach based on the
Riemann problem and proved that in 1inear and (not necessarily convex)
scalar cases, this approach is equivalent to the boundary entropy ine-
guality.

On the other hand, the finite volume method leads numerically
to a formulation of boundary conditions in terms of a numerical flux
at the boundary, as was early recognized by GODUNOV (e.g. Godunov et
al [19]) and RIZZI [38]. In this section we derive a strnong nonlinean




26

- treatment of the boundary condition, i.e. the computation of boundary

fluxes with the help of multivalued Riemann problems. We focus on
some significant physical examples as proposed in [48,8]. In an exter-
nal problem, an artificial boundary defines a "numerical infinity”
and two numerical conditions are to be examined : the boundary condi-
tion at infinity and the sliding on the rigid boundary. In the case
of internal problems such as nozzles, four cases must be considered
according to inflow or outflow at the boundary.and to the magnitude
of velocity (subsonic, supersonic). In the fo]Towing'we analyse these
cases from a physical point of view :

1) for supersonic inflow we assume that a state is entirely given ;
2) for-subsonic inflow the fluid is given by its static thermodynami-
cal properties, e.g. total enthalpy and entropy ;

3) for subsonic outflow static pressure is supposed to be given, and
4) for supersonic outflow no numerical datum is required.

For each of these physical boundary conditions we give a computation
of the numerical flux ¢ at the boundary for monodimensicnal problems.
This analysis is valid along the normal of the boundary for multidi-
mensional problems thanks to Galilée invariance of the Euler équations.
A state computed at time nAt in the cell number Jj Tlocated along

the boundary is denoted by Ug =V = t(p,pu,pE) (Figure 3.1)

boundary
<]
outside computational
domain
v
o

Figure 3.1 Notations
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2 - SUPERSONIC INFLOW, BOUNDARY CONDITION AT INFINITY

In this case, a physical state is supposed to be given. There-
fore, the analysis of DUBOIS-LE FLOCH [10]1 can be applied without modi-
fication. Suppose, for example, that the computational domain is on the
right, and that the given state ug is on the left. The boundary f]uk

is then computed by
(3.1) ¢ = o(ug,V)

where ¢(.,.) s the Osher flux derived in Section II.

3 - RIGID WALL BOUNDARY CONDITION

The physical boundary condition is
(3.2) u=0 on the wall

(i.e. normal velocity null in the multidimensional case). Then the boun-

dary flux takes the form :

(3.3) ¢ = %0.p,0)

which can be obtained, in-terms of the Riemann problem, by {he "mirror
state® V of 'V, défined by

pP=p , pu=-pu ,  pE=pE

Thus we have :

(3.4) ¢ = o(V,V)
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4 - SUBSONIC OUTFLOW

We only consider the case of a given static pressure P. In
the usual way, a state is computed on the boundary thanks to the con-
dition p=P and following the two outgoing characteristics from thg
computational domain, eventually in a nonlinear way (e.g. CHAKRAVARTHY-
OSHER [9]). However, we could set this problem in those terms : how
to replace ug in (3.1) ? We prefer fo consider the condition on p
as a two-dimensional manifold 27 in the state space %2 < R®. Then
a "partial Riemann problem" R(V,2%) (the boundary is now on the right
of V= VL) can be solved with only a l1-wave issued from V intersec-

ting 2° at U; (Figure 3.2).

Figure 3.2 Given static pressure on
the outflow (phase space)

The computation of this state is easy ; the equations of Uy are

1}

2
\WHryT S T Yy
(3.5) o1 = 0
p, =P
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Then we have :

y-1
C} =\/\7 UL P_2Y—
:fzi
- 2 .2 Y
(3.6) Uy = UL+'Y—'TCL ;?_—-1—\/7 GL P
and the boundary flux is given by
(3.7) o = F(V)) +e1 f(Uy) + e F(Uy)
with the epsilons given by formulae
) 1 if O<uL—cL
g =
0 elsewhere
1 if uL-cL<O<,u1-c1
(3.8) {er = {-1 if u-ci <0<y -¢
0 elsewhere
1 if Uui1-¢c1 <0
€y =
0 elsewhere

REMARK 3.1
This approach for initial-boundary Riemann problems is_aTréady
to be found in GODUNOV [19], and VILA [461 proposed it in the particular

case of Saint-Venant shallow water equations.

5 - SUBSONIC INFLOW

In this case, total enthalpy and physical entropy are givén :
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These conditions define a curve % in the phase space % which
is the left datum for a RiemannrprobTem whose right datum is V (Fi-
gure 3.3). The resolution of this problem is given by a state U; on
7 followed by U, on #,(U;) din such a way that V Tlies in
#5(U,). Algebraically, we havev:

:, <

u c

7ty
o, =2
Uy = Uz

(3.10)
P1 = P2
2 _ _ 2 —

Uz =37 C2 = U “ T R = Ry

02=0R

Figure 3.3 Given total enthalpy and
physical entropy .on the inflow (phase space)
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Eliminating u;, p1, Up, P, 0p from (3.10), we get a polynomial

equation of degree 2 for «c¢; :

(3.11)

The equation (3.11) has real solutions under the condition

(3.12) (u -—2~c)2<2 1+ 2 (R
: R y-1 "R y-1\Z)
which can be seen as a cavitation condition. We recall that we need

such a condition to be able to solve the Riemann problem in terms of

physically acceptable states (i.e. p>0,p >0) :

) ) )
(3.13) UR__FTCR<UL+ﬁCL
If RS < 2H, (3.11) admits only one positive and physically acceptable
solution. If

2 2 (°rRY?
(3.14)  2H<R]< ZH(1+?—T(T/>

then the equation (3.11) has two positive solutions, and the state U,
is outgoing (!). In this case, a subsonic solution is the continuation
of the unique physically acceptable solution obtained when Ré < ZH.

We also have a new outgoing supersonic solution but this is thrown out.

Then under the hypothesis (3.12) the solution of (3.10) is given by



2
C1 =X2—1(3%> (Ul'Rd)
-1 (z) ( Y_'l(i)z\ el TR Y.
515) 7 oR> Ra * \/2 o) T ) R
. Uy =
1+_Y_i/i\2
2 \op/
(oF] =z
o}
Co =-§d—C1
(3.16) Uz = Uy
02 =GR

Those relations replace the'computation of U, and U, by (2.29)(2.30)
in the usual case. The formulae (2.32) defining U; are unchanged, and
no l-wave exists for the resolution of the problem R(F%”,V). We fi-

nally have :

(3.17) ¢ = €1 f(Ur) +e2 F(Uy) +e3 F(UL) +ep F(Vy)

with
1 if 0<u,
€1={
0 elsewhere
1 if U2<0<U2+C2
1993 ={
0 elsewhere
(3.18) 1 if u2+c2<0<uR+c
R
g5 =¢-1 if uptc, <0< uztco
0 elsewhere
. _{1 if up+cp <0
€p =

0 elsewhere
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6 - SUPERSONIC OUTFLOW

No numerical data are related to this last case. Considering
that the initial state V 1is on the left of the boundary, we must
imagine that a state to the right of this boundary forces all the
waves to go outside. If V s a supersonic outgoing state (i.e.

u -c > 0) this condition is automatically rea]ized. In the other
case, a right state with high positive speed will produce a l-wave

which will contribute to the flux of the boundary Riemann problem

(Figure 3.4).

P+

UL-CL

—& .. l-wave

Figure 3.4 Supersonic outflow

Because we have very 1ittle information about the right state, we

only consider for the Riemann problem this l1-rarefaction wave. Thén,

the flux is given by

(3.19) ¢ = ¢ f(V) + e F(U])

with U; computed thanks to (2.31) and with the epsilons verifying
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_{1 if 0<uL-c:L
SL—

0 elsewhere
(3.20) 1 if u -c <0
g, = { L L
1
0 elsewhere

7 - CONCLUSION

A1l the numerical boundary conditions developed in Sections 2

to 6 are treated with a strnong nonfinear procedure taking into account

the physical data outside the domain and the physical state of the compu-
tational domain lying near the boundary. In particular, an "inflow" bounda-
ry is not incompatible with an "outgoing flux" (i.e. ¢; = pu negative)
for very pakticu]ar states of the evolution as we will see in the next

\

section.
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IV - NUMERICAL EXPERIMENTS WITH THE EXPLICIT”FIRST”ORDER

OSHER SCHEME

In this section we demonstrate the capability of our boundary
conditions for several classical monodimensional test cases : shock
tube and nozzles. We have implemented a first order method (in space
and time) but we choose non-standard initial conditions. We first des-
cribe the treatment of the source term for quasi-monodimensional noz-
zles, then we review the SOD shock tube [42] and test problems on the
Laval nozzle presented by GRIFFIN-ANDERSON [22] and the diverging noz-
zle of SHUBIN-STEPHENS-GLAZ [407.

1 - NUMERICAL SCHEME INCLUDING SOURCE TERMS

The quasi-monodimensional evolution of a perfect fluid in a

nozzle of section y=A(x) s given by : -

(4.1) (AU), + (AF(U)), - AH(U) = 0

with conservative variables U and physical flux F(U) given in (2.22)-

(2.24) and a source term H such that
(4.2) Y% = (0,p,0)

We discretize the interval [0,11 by N cells (i.e. Ax==%).
We denote the mean value of U (resp. A,H) on the j° cell

» Xs. L, with

.
Itz

(4.3) x; .= (j-Dax J=1,...,N

i-3
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by Uj (resp. Aj’Hj)’ and the value of F (resp. A) at the point

Xj+1

ting the equation (4.1) in space over each cell, we get the semi-dis-

between cells j and (j+1) by Fj+l (resp. Aj+1)' Integra-

crete version of the scheme :

du

3.1 o
Ay ot T Bx [Aj+%Fj+% As-1Fia

(4.4)
1

" Ax (Aj+% - Aj-%) Hj =0 s j=1,...,N

The flux Fj+% js computed thanks to the Osher numerical flux
¢(Uj’Uj+1) (formula (2.34)) on each internal interface (3=1,...,N-1)
and thanks to the study done in Section III (formulae (3.1), (3.4),
(3.7), (3.17), (3.19)) at the boundary (j=0 or N). The source

term Hj is finally given by :

(4.5) Hy = H(U;)

The explicit numerical scheme is obtained When approaching the
system (4.4) of ordinary differential equations by a forward Euler sche-
me in time. The Tocal time step At" was chosen to satisfy a Courant-
Friedrichs-Lewy condition :

A"

o 0.9

(4.6)

with a" equal to the absolute value of the greatest vélocity wave
involved in the resolution of the (N+1) Riemann problems at the in-

terfaces.
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2 - STUDY OF THE SOD SHOCK TUBE

In ~his classical review [42], SOD compared several numerical

schemes for the particular initial conditions :

SpL=1 UL=O pL=1

(4.7)
(QR=OJ25 u, =0 pr=0.1

and plotted results obtained with N=100 cells at time T;=Of142
(the 3-shock wave is located at x=0.75). We consider there the
steady-state associated to this evolution problem, obtained on the
complete [0,1] 1interval for time = 7.112 and equal to the first
intermediate state in the resolution of the Riemann problem (Figuré
4.1). During this evolution the l-rarefaction (resp. 2-contact and
3-shock) is going outside the computational domain to the left
(x=0) (resp. the right, 2= 1). At the boundaries, we take the

condition of "state at infinity" (section ITI-2) naturally associated

with that problem. t
A
t = 7.112)
/
J t=0.53
/
t = 0.423) //
/
// 't = 0.286
/
: t =0.142
\"/
. X
U U 0.5 Ug Ug

Figure 4.1 The Sod shock tube for time tending to infinity.
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The Figure 4.2 (resp. 4.3) shows the computed evolution of
velocity (resp. density) in the first (resp. last) cell of the tube
after a run of 2500 (resp. 200) time steps. The dotted Tine is the

exact solution. We insist on the fact that the time evolution of

velocity and density are plotted on Figures 4.2-4.3 which is rather
unusual [42]. The interest of these figures lies on the non-reflec-
ting evolution of waves across the boundary rather than on the (poor)

accuracy of the results (due to the use of a first-order scheme).

velocity

1.0 . 44
- .42
Re T .40
8 . T -38 ]
l-rarefaction ) 36 ]
7 ] .34 ;
6 >5.32 ]
+ 30
5 1 L2 28 ]
] S .26 ]
4 24
] o 2-contact
3 T 1 22
l .20
.2 [ | .18
1 F L A8 | 3 )
1 a4 f ; ]
0 e e 12 e e
0123456789 1011 o .1 .2 .3 4 .5 .6 .7 .8.9
time time
Figure 4.2 Evolution of velocity Figure 4.3 Evolution of density
at x=0 (dotted line : exact at x=1 (dotted Tine : exact

solution). Sod shock tube, N=100 solution). Sod shock tube, N=100
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3 - STUDY OF A LAVAL NOZZLE

A family of converging—diverging nozzles was introduced by
GRIFFIN-ANDERSON [22] and used for testing numerical methods by other
authors (e.g. YEE-BEAM-WARMING [50], CASIER-DECONINCK-HIRSCH [71).

We have chosen the section A(x) defined by (Figure 4.4) :

1+1.5(1-2x)2 0< x<0.5
(4.8) A(X) ={
1+0.5(1-2x)2 0.5<x<1

and two test cases associated withithe following boundary conditions :
Test 1 : subsonic inflow and outflow (with a shock wave)
Test 2 : subsonic inflow and supersonic outflow.

In both cases the input data are given as in section II1I-5, i.e.
(4.9) H=3 R r=1 (x=0)
and for test case 1, the out (static).pressure is
(4.10) P=0.4

We now focus on the initial condition for such‘computations.
For tests similar to test 1, a majority of authors (e.g. YEE-BEAM-
WARMING [501 , CASIER-DECONINCK-HIRSCH [7]) take a linear interpola-
tion between the exact boundary values. The situation is identical
for test 2 [7]. We have performed computations with success in these
two cases using that type of initial conditions although théy are
not natural (in test 1 for example the exact knowledge of the right
boundary value is nearly equivalent to the entire exact solution).
Following CHAKRAVARTHY [8] we think that a natural initial condition
for both tesfs s the stagnation state (with null velocity) associated

with (4.9), along the whole channel, i.e.

(4.11) p; = 0.680 s u. =0 s p; = 0.583
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Figure 4.4 Area variation of the Laval nozzle [221
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Figure 4.5 Mach number at convergence, test 1 (subsonic inflow
and outflow), stars : computed, line : exact. lLaval nozzle, N=80.
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Figure 4.6 Mach number at convergence, test 2 (subsonic inflow
and supersonic outflow), stars : computed, line : exact. Laval nozzle, N=80
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We have taken (4.11) as the initial condition for both test-
cases, refining the mesh (N=20,40,80). The machine accuracy (32
bits computer) was obtained after 1600 time steps for test 1 and
1000 for test 2 (with N=80). Figures 4.5 and 4.6 show the conver-
ged distributions of Mach number. The residual of momentum for test

1 is displayed on Figure 4.7.

S L S B A S AN SR S B e

1073

10”

107

107

0 400 800 1200 1600
iterations

Figure 4.7 Residual of momentum, test 1. Laval nozzle, N=80.
Typical evolution of velocity for both test cases are presented’

on Figures 4.8 and 4.9 and similar curves have been obtained for

density and pressure.
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Figure 4.8 Figure 4.9

Evolution of velocity at x=0 (straight 1ine) and at x=1 (dotted
Tine), for test 1 (subsonic inflow and outflow, Figure 4.8) and test 2
(subsonic inﬁ]ow and supersonic outfiow, Figure 4.9). Laval nozzle, N=80.

4 - TEST CASES INVOLVING A DIVERGING NOZZLE

The diverging channel proposed by SHUBIN-STEPHENS-GLAZ [40]

has a section A{x) displayed on Figure 4.10 and satisfying
(4.12) A(x) = 1.398+0.347 tanh(8x-4) , 0<x<1
The left boundary condition is a supersonic inflow :

(4.13) o =0.502 , u=1.299 , p =0.381

As in the above section, test 1 is concerned with a subsonic outflow

of pressure P :

(4.14) P=0.707



43 - ..

0 0 1 2 3 4 5 6 .7 8 9 1

abscissa

Figure 4.10 Area variation of the diverging nozzle [40].
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Figure 4.11 Mach number at convergence (stars : computed, line : exact).
Test 1 (supersonic inflow, subsonic outflow). Diverging nozzle, N=80.
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Figure 4.12 Mach number at convergence (stars : computed, line : exact).
Test 2 (supersonic inflow and outflow). Diverging nozzle, N=80.
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inducing a shock wave located at x=0.5. Test 2 is related to a
supersonic outflow. We have chosen, as above, stagnation initial

conditions associated with (4.13), i.e.

il
s

(4.15) Pj 1 R u. =0 R P;

and three meshes of N=20,40,80 cells. On the most refined mesh,
machine accuracy was obtained after 1600 iterations. The convérged
isomach curves are plotted on Figures 4.11 and 4.12. The evolution
of velocity for both test cases is given on Figures 4.13 and 4.14.
No particular problem of convergence was given by these initial-

boundary value problems with our treatment of the boundary conditions.

i.8 ———T—T T

1.8

velocity
o
[ =] w 'S

[
o0

0 100 200 300 400 500 600 700 800 2 o 100 200 300 400 500 600 700 800
iterations iterations

Figure 4.13 Figure 4.14

Evolution of velocity at x=0 (straight line) and at x=1 (dotted
line). Test 1i(supersonic inflow and subsonic outflow, Figure 4.13)
and Test 2 (supersonic inflow and outflow, Figure 4.14). Diverging
nozzle, N=80.
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To demonstrate the robustness of our method we have .computed
test case 2 (supefsonic flow) ona N=20 mesh points with the same

static initial condition (4.15) but changing the treatment of boundary

conditions. In a first experiment (test 2.a) we have taken the numeri-
cal flux at supersonic inflow following the classical treatment : the
numerical flux is given by the (left) boundary data rather than by the

Riemann problem (3.1), i.e. :

(4.16) 6(x=0) = £(U)

On the right, we kept the treatment given by formula (3.19). In a se-
cond investigation (test 2.b), we have kept the treatment (3.1) on the
inflow and changed the outflow, replacing (3.19) by the usual Tineari-

zed condition for supersonic outflow :

(4.17)  ¢(x=1) = f(Uy)

Results are very interesting and surprising. In test 2.a, the right
supersonic solution is obtained, after é very long transient evolution
of 2400 time steps, that we can compare with the treatment using both
(3.1) and (3.19), where numerical convergence arises after 400 time
steps (Figure 4.15). With the second choice of boundary conditions
(test 2.b), the convergence is very quick (200 iterations) but we
obtain a subsonic (!) solution without any simple relation with data
(4.13) and stable under mesh refinement. The exact and computéd Mach
numbers are compared on Figure 4.16. Moreover, with the same pair of
boundary conditions (3.1)-(4.17).the initial conditions (4.11) give
another subsonic solution. These unrealistic results are a conséquéncé
of the "bad" choice (4.15) of initial conditions. Results become ﬁorréct

once more when we start the computation with a supersonic state é.g. (4.13).
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Figure 4.15 Evolution of velocity at x=0 with classical boundary

condition (4.16) [curve 1], and new boundary condition (3.1) on inflow

(test 2.a). Diverging nozzle, N=20.
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Figure 4.16 Converged Mach number (stars) and exact solution (straight
line) for test 2.b (inflow boundary condition (3.1), classical outflow

4.17). Diverging nozzle, N=80.
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Nevertheless, we have tried to compute the same test 2 with
the treatment (3.1)(3.19) of supersonic in/out flow, but with an in-

appropriate initial condition, reversing the speed up s

1]

(4.18) p; =0.502 , u;=-1.299 ., p.=0.381

To our surprise, the correct converged state (Figure 4.12) is obtained
after a relatively quick evolution (1600 iterations). Velocity and pres-

sure are plotted on Figures 4.17 and 4.18.

........
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2 TN _output
0 i00200300400500600700800 0 0 100 200 300 400 500 600 700 800
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Figure 4.17 Figure 4.18

Evolution of velocity and static pressure at x=0 (staight Tine) and
at x=1 (dotted Tine). Test 2 (supersonic flow), initialization by
(4.18). Diverging nozzle, N=80.
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5 - CONCLUSION

We have proved that the numerical boundary conditions proposéd
in Section III are robust. The transient evolution converges quickly
to the desired steady-state even when initial conditions are a priori
far from it. The exact nonlinear interaction between transient waves
and stationary waves in a 1D nozzle is analysed by GLAZ-LIU [17] and
the behaviour in the vicinity of the steady-state is studied in ENGQUIST-

GUSTAFSSON [13] and including references.
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V- LINEARIZED”IMPLICIT”VERSION”OF”THE“SCHEME

We first study the derivability of the flux functions associated
with the internal scheme (the Osher scheme in Section II) and the bounda-
ries (Section III). Then explicit formu?ae allowing an eXact computafion :
of the above gradients are given. Empirically CFL numbers related to the
test cases of Section IV show the advantage of using a simple Tinearized

implicit scheme.

1 - DERIVABILITY OF THE OSHER SCHEME

The general expression of the Osher flux function givén in
(2.11) is not a priori clearly derivable due to.the step functions ¢
defined in (2.9)-(2.10). This is also the case for the boundary condi-
tions (3.1), (3.4), (3.7), (3.17), (3.19) related to the Euler equa-
tions. We now prove that it is easy to derive (2.11). The results are

similar for each particular boundary condition.

PROPOSITION 5.1

Under the hypotheses reviewed im Section T (fields either
genuinely nonlinear or linearly degenerated, existence of K-curves
2?;), the Oher flux function.(Zﬁll) assoctated with the resolution
of the multivalued Riemanm problem R(u,v) <s continuously derivable

relatively to the pair (u,v) and we have :
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n ' auk Buk
do(u,v) = Z: g f' (uk) \‘a du + Y dv) +
+ Z E f (u (au dU + —é—\-,— dV} .

PROOF OF PROPOSITION 5.1

The derivability of uk(u,v) and u&(u,v) is classical
because they are solutions of a differential equation and u,v are
the associated initial conditions. We simply focus on the disconti-
nuous functions e,e' involved in the computation of ¢. In the

proof of Theorem 2.1, ¢(u,v) 1is given by the formula (2.17), i.e.

M

B(usv) = F(V) = 3 X (W) (F(u) - F(up)) +

o S
tn

(5.2)
- k>;0 X()\k+1(uk))(f(u"(+1) - f(Uk))

where ¥ is the Heaviside function. Deriving (5.2) in the sense of
distributions, the first part obtained by deriving only the f-terms
clearly gives (5.1). The second part is a sum of f, times the deri-
vatives of Heaviside functions. But if xk(uk) (resp. Xk+1(uk)) is
null, then u"<==uk (resp. uk+1= uk) and the coefficient of the Dirac
function vanishes. Thus (5.1) is established -in the case of all genui-
nely nonlinear fields. We then conclude the proof with the same argu-

ments as in Theorem 2.1.

2 - COMPUTATION OF THE FLUX GRADIENTS

We now specify the formulae associated with the 1ntérior scheme

and the boundary scheme for the particular case of the Euler équations.
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The variables W (2.26) are naturally associated with the computation
of intermediate states U!,U,,U,,U! that we denote by U. Then the
derivative of F('LT) with respect to (UL’UR) is given by the chain
rule : |

N oF oM ol
(5.3) dr(1) = :ZR a0 (0 (0o (1)

b

with W =W(U;) and W=W(U). From (2.24)-(2.28), we deduce

2 2y
ou —acflgrly
(5.4) F(W) =f ou2+p o oY w? + gl
2 2 2y 2y
puE+pu=%cY—1cY- u3+Y—ZIBcY—'IoY__Iu
-1
with a=y Y1 and g=aY,
2_pu _2y pu
-Y__I' I s p s Y- G
3F _ 2 pu® 2y p ; 2y pu®>_ 2y p
(5.5) oW ~ v-1 "¢ +y-lc 2pu v-1 o vy-10o
pu® +—2Y——Y-—p”-%puh'wl .Y pu® 2y vy pu

and similarly :

_le y-1cu® _yzleuw  y-lc
2p 4 p 2 p 2 p
oW _ u 1
(5'6) m“ “‘p‘ '5 0
.o ,y-1ou? _y-1 ou y-1

|

|

|
wjQ
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We only have to specify the computation of factors

w ~
g%g (W)
(5.3), for U==U;,U2,U3,U; and J=L,R to be able to computé
1). This is a consequence of elementary algebraic derjvations of

29)-(2.32) and we get :

Y'l 0
1 v+l
M, 2 -1 W '
7) 1(U)= HT vl : BBTR(UI) 0
0 0
1 -1 Ch
Tﬂ%ﬁi ~‘2ﬂ+oﬂq) o (IT+a /op)
8) BWI (U ) = 2 1 -ZCI
§W[" : (y- 1)(1-+GL/GR) 1+-GL/GR (y-l)oL(1+-cL/cR)
0 0 1
1 -(y-1 G
I-!—oR7cL 2 14—0R o 0L+0R
9) %_ (U ) = -2 1 2C1
BWR 1 ('y-l)(1+GR/GL) 1+(5R/o’L (Y—l)(gL+o'R)
0 0 0
1 y-1 ~C2
TTFEE7EE 2(1+0,/op) o +0op
10) M2y, - 2 1 -2,
SNL Y‘l)(1+'0L/G§) 14—0L/0R (Y-l)(GLi-GR)
0 0 0
1 '(’Y"l) C2
77FEI77; 2(1-POL/UR) UR(1-+0R/GL5
2 (v- 1)(14—0R/0L) 1+op/o; (y-Tyop(T+0gp/0;)
0 1
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w0

sty oo My | 20 =(v-1)
(5.12) WI(Ua)—O,aWR W) =\ 371 e O
0 0 1

® We now consider the derivation of the boundary flux functions des;
cribed in Section III. In the particular cases of a given state at
infinity, wall reflection and supersonic inflow, a formula similar

to (5.1) is easily obtained by the previous considerations. In the
particular case (3.7) of subsonic outflow (resp. (3.17), subsonic
inflow) the intermediate state UI‘.(and U, for the outflow) are
computed thanks to formulae (3.6) (resp. (3?15)-(3.16)). We now give

the new formulae forAthe aw/aw's.

* Subsonic ocutflow (P is given)

The state U, dis computed thanks to (3.6). Then we have :

0 0 &
oL
S5 2 2 ¢
= _c - >
(5.13) £y (U;) = T 1 FTo
0 0 1

* Subsonic ingfow (H and I are given)

The intermediate states U; and U, are given in (3.15) and

(3.16). Setting

(5.14) &= \/2 (1 L1 (z,%)z) - 1 (&%)Z@R‘T?f CR)Z




we have
Z up _ylzuy  _cau
O 8 2 Op 8 op 8
HS 2
oW 2 T ¢ T C 2 ¢
5.15 1 U =] --&_ & =t L o1 £ Cy
( ) oM, (V) y-lop 8 op § -1 dop
0 0 0
LH _Yy-lug C2 (1_.2_\
S 2 8 g §)
(5.16) M2y, - -_2_<_Z_\ C2 (_Z_\ C2 _2_(_2_\ C2
W, v-1 oR/ S GR} S y-1 GR/ R
0 0 1

The formulae given above allow an exact derivation of both the numerical
Osher flux (internal interfaces) and the boundary fluxes. As noticed by
RAI-CHAKRAVARTHY [37], these computations are expensive but we do not
consider them as a "tedious procedure" with our presentation. All the
3x3 matrices computations have been implemented in a vectorizable compu-

ter program.

3 - NUMERICAL TESTS OF THE LINEARIZED IMPLICIT SCHEME

From the previous study, an implicit version of the numerical
scheme used in Section IV can be derived, as proposed by RAI-CHAKRAVARTHY

[37]1. Starting from the system of ODE (4.4), i.e.

du

(5.17) ‘at—j" GJ.({U}) =0 , j=1,....N
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with
. Aj+l
65((3) = 7 [cp(uj,um) -H(Uj)] s
(5.18) | . J

J-3 N )
TBx A j[(b(uj-l!Uj)‘H(Uj):‘ s J=2,...,N-1

The backward Euler scheme

1 n+tl .n n+l., _
(5.19) AT (Uj - Uj) + Gj({U =0

is linearized around {U"}. Then we obtain the linearized implicit

scheme :
5.20) A Moyt 4« Sd L oy L (1
(5. A I DT R A
3G,
The matrix 7ﬂ%- is entirely known from the computation of d¢j+1 and

de. The term d¢j+1 has been treated in previous section. Thanks to
2

(4.2), the gradient of pressure
u? \
(5.21)  dp = (y-1) (-2-, -u, 1) du

completely defines de.

We have tested the scheme (5.20) on two problems considered in
Section IV : The Sod shock tube and the diverging nozzle for both tests
1 and 2. We used mesh refinements, a variation of the initial conditions
and for each test case, the computations have been carried out down to
machine accuracy. Accurate results are summarized in Table 5.1. In each
case, we have determined expérimenta??y a maximal CFL number (sée condi-
tion (4.6)). The Sod shock tube is a transient problem, containing mo-

ving nonlinear waves. The CFL =7 observed in this case is worse than in
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other computations converging to a steady. state. Nevertheless our CFL

numbers can be compared to the results previously givén by RAI-CHAKRAVARTHY

[37] with the same basic scheme but with an other treatment of the bounda-

ry conditions [8].

Test case

Maximal CFL

number (experimental)

e Sod shock tube [42], N=20,40,100
e Diverging nozzle [40], N=20,40,80
with supersonic inflow (boundary condition
(3.1))
1) subsonic outflow (4.14)
x Initial condition : stagnation (4.15)

x Initial condition : state (4.13)

2) supersonfé outfiow
« Initial condition : stagnation (4.15)
x Initial condition : linear interpola-
tion of variables (p,u,p) between

the Timiting states of the exact

soclution.

Table 5.1 Numerical tests of the

7

10
20

10
50

linearized implicit scheme
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CONCLUSION

In this paper we have extended a proposal of VAN LEER [45]
and OSHER [36]. We have also given a new presentation of the Osher
scheme. This scheme can be viewed as a Godunov-type scheme involving -
a multivalued solution of a Riemann problem as well as a splitting
scheme. The previous theoretical vision of the boundary conditions
for the Euler equations proposed in [10] by DUBOIS-LE FLOCH has lead
to a numerical treatment of the flux at the boundary. The latter is
computed thanks to partial Riemann problems (depending on the givén
physical quantity) evaluated by multivalued solutions. The derivation
of a Tinearized implicit scheme following this approach is straight-
forward. Numerical experiments have proved the robustness of both
explicit and implicit schemes with respect to the dependance on ini-

tial condition and/or time step.

This work can be extended by both numerical and theoretical
studies. On the one hand, second order two-dimensional and nonlinear
implicit versions of the scheme are under development. On the other
hand, our boundary conditions appear as non-reflecting. The Tink with
the previous work of HEDSTR@M[27] and other classical studies on ab-
sorbing conditions (e.g. [14,3,24] and including references) is still

to be done.
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Chapitre 7

Eléments finis mixtes, schéma d' Engquist-Osher
et algorithme de Newton pour la résolution numérique

de I' équation du potentiel transssonique .




La formulation mixte vitesse-fonction courant pour le probléme
transsonique présentée au Chapitre 4 ne nous a pas permis de trajter
de facon entiérement satisfaisante la non-lin&arité du probléme et les
conditions aux limites adaptées aux tuyéres. Dans ce chapitre, nous
adaptons la formulation mixte d'Amara d 1'aide de deux modifications.
Tout d'abord, nous proposons (partie I) d'utiliser un décentrage de
1'impulsion basé sur le schéma d'ENGQUIST-OSHER [5,6] au lieu d'un
décentrage de Ta densité. Par ailleurs, notre &tude du Chapitre 6 per-
met de prendre en compte de facon naturelle les conditions aux limites
physigues du probléme, grdce & un couplage entre la fonction courant
et T'impulsion Te long de Ta frontiére. Des tests numériques sur un
profil NACA 0012 non-portant (partie II) montrent le haut niveau de
fiabilité fourni par la méthode. Le probléme intérieur est traité
dans la troisiéme partie. Des &coulements trés variés ont &té calculés
numériquement. Toutefois, des difficultés de convergence dans certains
cas transsoniques nous ont conduit & proposer dans la partie IV une
prise en compte encore plus précise de la non-Tinéarité du probléme.
Nous présentons ensuite une formulation primale entiérement nouvelle

de 1'équation du potentiel transsonique.




I - DESCRIPTION DE LA METHODE NUMERIQUE

1 - RAPPEL DE LA FORMULATION MIXTE

Nous commencons par rappeler briévement la formulation mixte
d'AMARA [1] décrite dans la premiére partie du Chapitre 4. Seules les
notations importantes sont rappelées dans 1‘exposé qui suit. L'écoule-
ment, supposé potentiel, est décrit par le champ de vitesse U et la
fonction courant ¢, discrétisés par des fonctions respectivement cons-
tante discontinue (3 € Q?) et biaffine continue (V € 6? & QT).
Les conditions aux limites imposent de faire une partition de la fron-

tiére T = 30 :

(1.1) I'=TpUTy

Sur Tpe 1a valeur de la fonction courant est imposée, alors que sur

TN’ on se donne la composante tangentielle de la vitesse :
‘ - B,
py=9¢ sur Ty , VE Q,
(1.2) N .
u.t=9 sur Ty, GEQ

Le traitement de la non-linéarité fait appel a un décentrage
de 1a densité : on &crit 1'impulsion par unité de volume a sous 1a
forme :

(1.3) 4= p(0y)d
o p est la densité décentrée, constante dans chaque &lément, déter-

minée par le choix d'un &lément amont KA pour chaque &lément fini K




du maillage, et par 1'un des décentrages décrits aux relations (1.14)
et (1.24) & (1.26) du Chapitre 4. Le probléme non-linéajre discret
fait appel & une formulation mixte (U,y) des équations aux dérivées
partielles du modéle (conservation de la masse et irrotationnalité).
On peut 1'écrire :

deadxed , y-peqf
(1.4) I 5(¢,0)0.V dx - J rot Y.V dx = 0 vveQlxql

Y Q

—[ U.rot ¢ dx = I g @ dy V@E Q?
"8 + g

L'algorithme de résolution est un algorithme de point 4ixe : partant
d'un champ de vitesse U° et d'une densité décentrée p°, 1la fonc-
tion courant Y! est calculée gréce & la résolution d'un systéme 1i-
néaire symétrique défini positif, puis U' et p' sont issus d'un

calcul explicite, et ainsi de suite.

Au Chapitre 4, nous avons montré la performance de cette méthode

ul d'écoulements transsoniques, mais nous avons mis en @vi-

o
—l
4]

dence plusieurs limitations :
® J'algorithme de point fixe Timite dans la pratique le choix de 1a
fonction de décentrage p puisque seul 1'un des quatre proposés s'est

avéré stable (cf. partie II du Chapitre 4) ;

¢ les conditions aux limites imposent une partition (1.1) de Ta frontiére
qui peut ne pas étre adaptée & la physique du probléme, comme nous 1'avons

remarqué Tors de 1'&tude du probléme intérieur (partie III du Chapitre 4).




2 - EQUATIONS DU PROBLEME DISCRETISE

Afin de pallier aux inconvénients que nous venons de rappeler,
nous avons transformé la discrétisation du probléme transsonique po-
tentiel, tout en conservant ta formulation mixte par rapport au couple
(U,y) et le traitement de la non-linéarité d 1'aide d'un décentrage
par &lément amont. Tout d'abord, les conditions aux limites sont main-
tenant dacrites par une partition de la frontiére qui généralise la

relation (1.1) :

(1.5) I'=TyUTyUTy

Les conditions aux limites sur FD et Ty sont données comme précé-
demment, alors que pour chaque aréte a de Fps on impose la compa-
tibilité entre le flux de masse calculé par différence entre Tes va-

leurs ¥y et wi de la fonction courant et ce méme flux calculé

as a
par un argument plus physique. On a :

(1.6) 4y -y T, 0, 0

ol la est 1a longueur de 1'aréte a. Nous remarquons que la relation
(1.6) n'est autre que 1'intégration de

(1.7) g-roty =0

le Jong de 1'aréte a (Figure 1.1). Précisons le cadre fonctionnel
adapté & la relation (1.5) : la composante TI'p contient NAFR arétes
et on Ampose @ Tp de contenir exactement le méme nombre NAFR de

sommets du maillage ’?}r Ces sommets de Tp N %?h engendrent un es-

pace vectoriel discret aﬁ (obtenu en bloquant & zéro les noeuds du




dz

=4

i

Figure 1.1 Aréte a de la portion

FR de Ta frontiére.

maillage qui n'appartiennent pas a PR)" De méme (et comme au Cha-
pitre 4), Ip contient NBL sommets ol la fonction courant est blo-
quée & la valeur imposée @, ol @ appartient & 5?. Enfin, les
sommets restants du maillage engendrent un espace vectoriel QT de

dimension NSI. La fonction courant est donc représentée sous la
forme (cf. Figure 1.2) :
" R , =0
(1.8) v =y+a+v € Q) @0; & Q;
Par ailleurs, le champ de vitesse est un vecteur constant dans chague

élément, e

(1.9) Teqlxql
Supposons pour le moment donnée la prise en compte de la non-linéarité,

d'une part grice a& un choix de 1'impulsion spécifique 3 :

ey

(1.10)  Qfx 3¥nd =3 e ol
en ce qui concerne le schéma intérieur, et d'autre part gréce & un flux

de masse ¢ :




Figure 1.2 Illustration de la décomposition (1.8)
des degrés de liberté 1iés aux sommets du maillage.
Les sommets engendrant QQ sont représentés par

un point, les arétes de TR sont en double trait
et les sommets qui définissent QF sont symbolisés
par un cercle ; les noeuds blogués de 5? sont

_ iy
notés avec une étoile.

(1.11) ¢, = o(U,CL)

pour le traitement des conditions aux limites CL sur Tp. Les
gquations du probléme s'écrivent alors simplement. On intégre (1.7)
contre un vecteur V arbitraire dans Q?><QE :

(1.12) Jfﬂa’(ﬁ) ¥ dx -Jgra’t p¥dx = 0 vieghxqh




et pour Ja nullité du tourbillon, la fonction test ¢ appartient &

Q? seulement. I1 vient aprés intégration par parties :

(1.13) Jﬁ.r‘é’tmdx+ngdy=o vweq'j
194 3

Jointes & (1.6), les équations (1.12)(1.13) fournissent
2NE + NSI + NAFR relations

(ol NE est Te nombre d'é&léments de‘?%), soit exactement Te nombre
de degrés de liberté nécessaire & la description du couple (U,¥).
Pour réécrire (1.12)-(1.13) de fagon non variationnelle, nous intro-
duisons 1'opérateur non-linéaire 6(3) défini par

%0l 3 Twm () € o) x
(1.14)

-

vke 7L Q@) - [ad e

la matrice B & 2NE 1lignes et NSI colonnes :

(1.15) (Bp,V) = —[ rot @.vdx , o € Q? . VE QIQXQE
J'z

et enfin le vecteur colonne G d'ordre NSI :
h
(1.16) 0l 30mGe= | gody
T

Le probléme transsonique est finalement écrit sous forme mixte

au moyen du systéme d'éguations non-linéaires :

dedxal L v-vedl 0T
Q(u) + By = 0
(1.17) b
Bu-G=20
A R 6(U,CL) = 0 Va€Tly




La premidre équation de {1.17) comporte 2ZNE &quations sca-
laires, la seconde NSI, et la troisiéme NAFR. Comparé au systéme
(1.9) du Chapitre 4, 1'irrotationnalité est moins bien décrite (1'es-
pace QT des fonctions tests est toujours inclus dans 1'espace cor-
respondant proposé au Chapitre 4) mais la conservation de la masse
est renforcée le long des arétes de Ips alors qu'elle n'est écrite

gu'en moyenne dans chaque é&lément dans la méthode précédente.

3 - SCHEMA NUMERIQUE INTERIEUR

Dans ce paragraphe, nous détaillons le calcul de 1'impulsion
q(u) (relation (1.10)). Comme au Chapitre 4, un élément amont KA
est associé & chaque élément K du maillage par un critére de flux

de masse entrant maximal, et en toute rigueur, il faudrait écrire :

(1.18) = g(u,v)

au lieu de (1.10), afin de rappeler que le choix de 1’élément amont

dépend directement de la fonction courant. Une fois KA déterminé,

1'impulsion ak dans 1'&1ément fini K n'est fonction gque des vi-
-

tesses Ek et Ug,s et non du champ total {U} ; on note donc

simplement :

-

(1.19) ay = a’(ﬁKA,ﬁ’K) ., K @lement de Z,

Nous avons cherché une fonction a dénivabte et prenant en compte
la non-linéarité de fagon réaliste. Au Chapitre 4, paragraphe I.3,

nous avons adaptd 1'analyse d'OSHER-HAFEZ-WHITLOW [25] pour construire




le décentrage N°® 2 (relation (1.24)). Nous retenons intégralement
cette démarche dans 1a version définitive de notre schéma ; nous

la rappelons rapidement.

A 1'interface entre KA et K, un probléme de Riemann

relatif & 1'équation scalaire

ap 3 | 2 v-1,\1
1.20 e . 1y—2C (1- =0
( ) xlp(+(-1)§( 2 ))}

>
Q>

modélise correctement 1'&volution locale du fiuide si 1'&coulement
est perpendiculaire a cette interface. Le schéma d'ENGQUIST-OSHER
[5,6] est alors bien adapté au calcul numérique du 4fux de masse
normal & 1'interface : c'est la somme de la partie subsonique du
flux e({ﬁK!) dans 1'&1ément courant K et de la composante super-
sonique g([ﬁkAl) dans 1'élément amont KA. Les expressions de e
et g font intervenir la vitesse du son ¢ évaluée grédce & 1'hypo-
thése d'enthalpie totale constante selon : ‘

(1.21)  c2({d]) =-Ml—2 (1+Y—51 M2(1- |G|2))

=]

et la densité p, calculée & partir de ¢ grdce & ia relation
1
(L2e) oAl = s En T

puisque le fluide reste partout isentropique dans le modéle utilisé.

On a alors
. o(|T]} |4 si |4]° < (W)
E(IU|)={ . = 2 -
Qnax s [ul” > c(Ju])

1.23

( ) . 0 si |ul? < c2(|u])
s(ih ={ T,
o{{u[}ful-Q si |ul® = c?(jul)




Puisque 1'écoulement est normal & 1'interface, i1 est dirigé selon

le vecteur qk, et on choisit finalement 1'expression de 1'impul-

sion :

5

(1.28)  3(Ty,.T) = [g(lﬁ’KAl) + E(ITJ’K!)]

=l

-~

Dans le Chapitre 5 de sa Thése [1], AMARA a proposé d'adapter & 1'é-
quation du potentiel transsonique le schéma d'Engquist-Osher qu'il
utilisait déja pour 1'Bquation des petites perturbations transsoniques.
Une relation du type (1.24) lui permet aussi de calculer 1'impulsion,
mais la différence avec notre algorithme porte sur |GkA} : AMARA pro-
pose d'utiliser une interpolation amont |3ﬁ| du module de la vitesse
en suivant la ligne de courant passant par le centre de 1'éTément K
(cf. Figure 3.3.7 de [1]), alors que nous nous contentons du module
IUKAI dans 1'élément amont.

Notons aussi que lors d'une premiére tentative (juillet 1986)
pour construire la méthode numérique, nous avions choisi un splitting

vectondel du fiux de masse, en remplagant {1.24) par Ta décomposition :

-

(1.25)  q(Uypst) = S(i,) +E(T,)

a

- . . - -> - .
ol Tes fonctions vectorielles g et e sont calculées & partir des

fonctions scalaires g et e décrites plus haut :

-
u
-, - KA
Q(UKA) = Q(IUKA}) =
IUKA|
(1.26) .




4 - CONDITIONS AUX LIMITES

a}) Généralités

La décomposition (1.5) de la frontiégre et la formulation
(1.17) du probléme global font apparaitre les conditions aux limi-
tes sous forme linéaire et sous forme non-1inaire. Les conditions
aux limites de type lingaire sont liées d'une part & la condition
de Dirichlet @ pour la fonction courant et d'autre part & 1Ta
composante tangentielle g de la vitesse (cf. relations (1.2)).
Les conditions non-lingajres sont nouvelles ; elles portent sur le
flux de masse ¢, Te long des arétes de TIp (retations {1.6)).
Dans la suite de ce paragraphe, nous nous proposons de détailler
le calcul de la fonction ¢(U,CL) dintroduite & la relation (1.11).

Nous nous fixons une aréte a appartenant & Ip 3 nous
notons U le vecteur vitesse UK dans 1'élément fini K qui con-

tient cette aréte (Figure 1.3).

-1
. a
u
(c) extérieur
g€
K
¢(U,CL)

Figure 1.3 Notations




La fonction ¢(3,CL) représente le flux de masse passant & travers

a, 1issu de 1'interaction du champ U et de la condition & la limite
“CL". De fagon plus précise, les différentes conditions aux limites
physiquement réalistes n'interviennent dans le probiéme couplé (1.6)
que par 1'intermédiaire du flux de masse ¢{.,.). Au Chapitre 6,

nous avons étudié un schéma "volumes finis" pour les équations d'Euler
monodimensionnelles. La condition limite est décrite par un flux (vec-
toriel) résultat de 1'interaction (grdce & un probléme de Riemann par-
tiel) du champ U dans 1'&lément du bord du domaine et des variables
imposées & la limite. Ces derniéres peuvent étre de différents types :
état donné a 1'infini, entrée subsonique (enthalpie totale et entropie
imposées), paroi rigide, entrée subsonique (pression statique imposée)
et sortie supersonique. Ces quatre cas demeurent identiques pour le
mod&le transsonique potentiel, mais 1'étude du Chapitre 6 (équations
d'Euler complétes) doit étre adaptée.

La donnée d'un état & 1"infini (ou d'une entrée supersonique)
est exactement équivalente & 1a donnée d'un vecteur vitesse ﬁ; 3 on
notera ¢w(ﬁ) le flux de masse correspondant. Une sortie subsonique
revient ici encore & se donner la valeur P de la pression statique,
d'olt Ta notation ¢p(3). Une frontiére de type sortie supersonique
n'‘est 1iée & aucune donnée numérique et nous notons ¢S(ﬁ) le flux
correspondant. Pour 1'entrée subsonique, notre traitement reviendra
a imposer 1'angie entre la vitesse et 1a normale au domaine, d'ol le
choix ¢G(U). Quant & Ta paroi rigide, le calcul de ¢M(U) est im-

médiat.




Pour terminer ce paragraphe, nous introduisons des variables

non-conservatives adaptées & une analyse le Tong de l1a normale. La

cl o

donnée du vecteur vitesse permet le calcul de la vitesse du son
c(U) et de la densité o(U) gréce aux relations (1.21)-(1.22). Par
ailleurs, nous notons & 1la vitesse normale & 1'interface :

-
n

(1.27) £(0) = u.
Nous décrivons 1'interaction le long de 1'aréte a par 1'intermédiaire

du couple

(1.28) W(T) = “(c(U), g(u))

b) Etat imposé & 1'infini

N P - : = s pe s
Considérons d'abord le cas ol une vitesse & T'infini u_ est

imposée. Nous formons

W, = Se(d) L (@)

o0

et il suffit de pouvoir exprimer ¢_ en fonction de W et W_ pour
fermer le probiéme. Nous proposons de décrire cette interaction par
un probléme de Riemann relatif aux Zquations d'Euler isentrepiques

(ou de Saint-Venant, voir VILA [31] par exemple) puisque Te modéle
potentiel suppose 1'isentropie de tout 1'écoulement. Plus précisément,

nous considérons le probiéme de Riemann (1.29)-{1.30) suivant :

(1.29) & + 2 =0 , x€ER,t>0




(o(U),E(W)) x <0

(1.30) (p.£)(x,0) =
(p(U_),E(W)) x>0

Les &quations de Saint-Venant (1.29) admettent deux champs vraiment
non-1inéaires de valeurs propres E£ic et d'invariants de Riemann

associés &7 é?%, avec une vitesse du son c donnée par

(1.31) c2=¥ oLl

P M
La solution multivaluée du probléme (1.29)-(1.30) (Chapitre 6) permet
de calculer rapidement le flux numérique vectoriel d'OSHER {24]; le
flux de masse ¢ cherché en est simplement la premiére composante.
Rappelons rapidement la construction de cette solution multivaluge
(les variables conservatives U,tU = (p,pE), et non conservatives
w,tw = (c,£), ne sont pas redéfinies lorsqu'il n'y a pas ambiguite).
La 1-courbe (de détente) issue de U, = t(pg,pgig) = Yo(@) . o(e@))
coupe la 2-courbe issue de Uy = t(pd,pdgd) = t(p(ﬁ;),p(ﬁ;)g(ﬁ;)) en
U, = t(pz,ngg). L'état sonique sur Ta 1-courbe (resp. la 3-courbe)
issue de U_ {resp. Ud) est noté U; (resp. U;) ;i1 vérifie

9
£y -c;=0 (resp. £,+¢,=0). Il vient facilement :

- v-1
(1.32) ¢, =)= 337 Cgt T gg
1 -1 -1
77t T gt T
(1.33)
1 1 1 1
TS A AR R AT

(1.34) C3=“Ea= ch mgd




Le flux de masse ¢_ est T1a somme algébrique des flux de masse
des états présents simultanément en x=0, comptés avec le signe
moins s'ils appartiennent & une détente rétrograde. Rappelons gue
toutes ces notions ont &té détaillées au Chapitre 6 (voir aussi

la Figure 1.4). On a donc :

| _das

Figure 1.4 Solution muTtivaluée du probléme
o] 1 +

6,(0) = 8(U,0y) = €g Pg Bg ¥ €1 01 &y *

+ €20, 6+ €5 p3 Byt ey pyEy




1 P
. ={ *g 7 %
9 <
0 6= %
1 £, =>¢c, et Eg < Cq
g, = (-1 E,<¢C, et £ >cy
* 0 sinon
1 ‘C2<£ <c
(1.36) s—:z={ 2o
0 sinon
1 Ed = ~Cy4 et &, < -¢;
g, = (-1 Eg<-cq et £, > -c,
0 sinon
1 £, < -¢
ey - { d d
0 sinon

Dans les paragraphes suivants, nous adaptons la prise en
compte des conditions aux Timites relatives aux éguations d'Euler

proposée dans la troisiéme partie du Chapitre & au cas des &quations

de Saint Venant.

¢} Sortie subsonique

Le calcul de ¢P(ﬁ) fait appel & un probléme de Riemann par-

tiel. Plus précisément, on relie 1'8tat de gauche U_ (qui représente

g
la vitesse u dans 1'@lément frontiére : tUg = (p(U),p(W)E(W)) ) 3

la variété d'équation p=P, grédce & une l-onde de détente. L'état




intermédiaire U, est donc obtenu comme intersection de la l-courbe

contenant U_ et de la variété {p=P}. On a donc :

g
1 y-1
o -7 (L) 05
M,
(1.37)
E, =L +.__2___(C "C)
2 g vy-1'‘"g "2

Les états U; et Ud n'existent plus dans ce probléme, et U; reste

calculé grdce a (1.32). On en déduit 1'expression de ¢p :
(1.38)  op(d) =g 0 B+ €105 E) + €, 0, &,

- -
avec u_= u et

g
1 =
. - { 97 %
S 0 sinon
1 £, Zz¢c, et gg < Cq
(1.39) g, = { -1 £, <¢, et £ >cg
0 sinon
\
jl £, <¢,
€2=1 .
0 sinon

d) Sortie supersonique

Ce type de condition est traité exactement comme au Chapitre 6.

Sig = E(U) > Cq = c(U) alors ¢ est calculé a 1'aide du flux de




pg gg. Mais dans le cas contraire (gg < cg), pour forcer la sortie
i devenir supersonique, on imagine qu'un &tat de grande vitesse est
présent & 1'extérieur du domaine de calcul. I1 crée donc une 1-détente
dans Ta solution du probléme de Riemann correspondant, et 1'état soni-

que U; est le seul & contribuer au calcul de ¢S dans ce cas. On

a donc finalement :

(1.40) ¢S("u’) = e g Eq ¥ ey P E;

1 -2
] ={ g7 %
g 0 sinon
(1.41)
1 <c
€*={ 9= %
' 0 sinon

e) Entrée subsonigue

Pour les équations d'Euler générales, on se donne 1'enthalpie
totale et 1'entropie physique. Or ces deux paramétres sont supposeés
fixés dans le modéle potentiel scalaire. La conservation de 1'entropie
physique &tant imposée par le choix des équations de Saint Venant pour
résoudre le probléme de Riemann & 1'interface, nous avons retenu a
priori une condition du type enthalpie totale imposée. Or cette dernié-
re condition laisse indéterminée la direction de la vitesse, et n'en
calcule que le module. Nous avons choisi trés simplement de faire por-

ter toute Ta vitesse sur sa composante normale & dans la recherche




de 1'état intermédiaire U,, ce qui revient & se donner un angle

égal & T entre cette vitesse et la normale & 1'interface. lLa gé-

néralisation 4 un angle quelconque de }-I,I] est facile. Comme
dans le cas de la sortie subsonique, une l-courbe de détente permet
de relier 1'état Ug & une variété, donnée ici par 1'équation
1 s 1 2

. = + — =
(1.42) 5 £ 7-1 c H
et 1a condition
(1.43) £E<Q

- "’ - - + - 3 - - L3
puisque 1a normale n est supposée extérieure. L'état intermédiaire

U, est solution du systéme d'équations
£, + 2 c, = §_ + 2 c_=R
27 ¥1 g yI17g 79
(1.44)
1.2 1 2 1 1
= &, + -1 €2 = H= & +
e 2 (y-1)mg
Lorsque
'\I-1 o
v=1 o2
(1.45) 5 Rg < 2H

alors Te systéme (1.44) a une seule solution telle que &, <0 :

_y-1 2 _p2
e, = LR, - 5y JirDE-R
(1.46)
v-1
C, = __Y2 (Rg- £s)

et le flux de masse ¢e(ﬁ) est donné par les équations (1.38)-(1.39).




f) Paroi rigide

Ce dernier cas est de Join Te plus simple. La condition limite
exprime que la matiére ne traverse pas la paroi correspondante, donc

nous avons :
(1.47)  oy(U) = 0

Comme cette derniére condition ne dépend pas du champ de vitesse [i

présent dans la derniére maille, on a également

(1.48) d¢M(U) =0

5 ~ ALGORITHME DE NEWTON

a) Généralités

Nous étudions maintenant la résolution du systéme non-linéaire
discret (1.17). La non-Tinéarité est représentée par les fonctions
up 6(3) et Uwm ¢(U,CL). Or ces fonctions sont calculées grice aux
schémas d'Engquist-Osher et d'Osher respectivement. Elles sont donc
dénivablfes. REEcrivons symboliquement Te systéme (1.17) sous la forme :

(1.49)

{ N = 2.NE + NSI + NAFR
N

RY 5(0,0) = X» F(x) € R
(1.50)  F(X) =0

L'application F est dérivable, et un algorithme de type Newton est

naturellement bien adapté & la résolution de (1.50). Si X-= X" est




donné, on calcule un incrément &X dans RN par la résolution du

systéme linéaire

(1.51) dFOX™MLex + FOXM = 0
Nous précisons d'abord comment s'effectue Te calcul des nouveaux

coefficients rendre en compte pour la matrice dF{X) (ils sont diis

ap
aux termes da(ﬁ) et d¢(U,CL)) puis nous nous intéressons & la struc-

ture de cette matrice.

b) Calcul de dQ(u)

Dans chaque élément fini K, on a, grdce aux relations (1.14) :
b d

(1.52)  Q(U) = vol(K) (Uyy-ty)

o0 vol(K) est la mesure de K. Il suffit donc de dériver la relation
(1.24) pour évaluer la matrice da(ﬁ). Aprés guelques lignes de calcul,

on trouve .

L d - 2
(1.53) sa_ Paxtligal - ) (1__IUKAI ) (UK‘UKA Uk-Viay
- - i~ i= >
2
o o4 i) ( '3K')(u; vy |
U 012 2 Uy V2 )
(1.54) K [’KI ) e
ALY SN
]UK’ UV Uy
. L d - -
o U= (Wesveds Uea = (UgasVin) s o = plug)s

cg=clB)s ogp=p(ley)s cpp=cliy) et x(s)




est Ta fonction de Heaviside (x=1 si s> 0, 0 sinon). La matrice
dﬁ(a) est donc composée de blocs 2x2 ; elle couple 1'élément K &
son &lément amont KA par 1'intermédiaire des lignes qui correspon-

dent a4 1'élément K.

¢) Calcu} de d¢(U,CL)

On vérifie facilement {cf. Chapitre 6) que chaque fonction ¢
intervenant dans les conditions aux limites non-linéaires (ie ¢_, ¢P’
¢S’ ¢gs ¢M) est obtenue en dérivant les seuls facteurs p et £ dans
chaque terme du type epE, puisque Tes contributions dues aux fonctions
(discontinues) € s'annulent deux & deux. Explicitons la méthode de
calcul d'un terme type. La condition Timite fait intervenir les varia-
bles non-conservatives W_ relatives & Ta vitesse Ué =U etala

g
normale 1 (relation (1.28)) ainsi qu'un é&tat intermédiaire U,

tﬁz

(
(t

spE&), calculé en utilisant les variables non-conservatives

=X

}

=(E;g)). Cet &tat intermédiaire contribue au calcul du flux

=?
=

via le term

D
IS

(1.55) $=€pt

On a donc :

(1.56) dp = € L— . 2 di

Dans cette derniére relation, seul le facteur ggt change avec e
g

choix de 1'état intermédiaire U. On a toujours

8'55_(2 5E ~\
Pt - N’D}
W '

(1.57)
Y-1 ¢




~1u -lv
W 'I?*E“g' ':{‘:2“?:'g
(1.58) —g- 9 g
au
g n. n,
avec n= t(nx,ny) et ﬁ:lt(ug,vg). I1 suffit ensuite de dériver

les relations (1.32) & (1.34), (1.37) et (1.46) par rapport a
(cg,gg) pour achever le calcul de dg. Pour chaque cas envisagé
au paragraphe 4, nous détaillons maintenant le caicul de la dérivée
oW
W

9

* Efat donné a L'indini. La relation (1.35) peut se réécrire, avec

des notations évidentes :
-
u

(1.59) 4, (U

) = bg by 4 b, + 03+,
D'aprés ce qui précéde, nous obtenons :

g &€
D ooy
Eg pg(n u du +€g pg n -v dvg

dé_ =

g X g Cg g Yy g Cg

! 1 u ] ] v
dé, = g, o.(n —-g\ du_ + ¢ p.(n -3 dy

X Cg/ g PUANY Cg/ g
(1.60)
£, u (9 v
=1 22 -_9 1 ( 22y (0 _C9)

0, = 5 €2 92(1%2) (”x Cg)d”9+ 7 €2 P\l Ty ¢/ Wy
d¢; = d¢d =)

« Sontie subsonique. Nous réécrivons (1.38) sous la forme

(1.61)  gp(@) = oy + 6; + 4,




Les termes ¢g et ¢; sont identiques & ceux de la relation (1.59).

Par contre, ¢§ est calculé grace & la relation (1.37), et sa dérivée

vaut

u v
(1.62) d¢,z =€, p2<nx—E§)dug+ £, Dz(ny-—c—g) dVg

* Entrée subsonique. La relation qui donne ¢e(ﬁ) est analogue & (1.61) :

(1.63)  oq(dg) = o + ¢ + 6

Le dernier terme ¢S, calculé au moyen de 1'état intermédiaire u,

obtenu & la relation (1.46), a une dérivée donnée par :

& u E v
6 _ 2 | (1.72\ ( \
(1.64) d¢2 = e, p2(1'FEZ' (nx..E§>dug t €, P, I'FE;] \n -9y

d} Structure de la matrice

Nous pouvons réécrire 1'équation (1.51) qui définit 1'algo-
rithme de Newton par rapport & 1'inconnue auxiliaire (GU, ' =g+ Y)

sgus la forme :

—> b d
vol{K) (igL-Gﬁk4-fgﬂb 5“KA) + By = -v01(K)aK- BJ
ou ou
K KA
(1.65) .50 - 6- .7
! ! ad - - -
Y. =y, =1 == .80 = -{w -¢. =1 o(u ,CL)}
Ta, ta, 27 g ta, Ta, 200




Dans la derniére &quation, Ug désigne la vitesse dans 1'élément qui
contient 1'aréte a et U; (resp. &i } n'est présent dans le
second membre que si le som;ét ial (regé. 1a2) est bloqué (ie appar-
tient & TD).

La matrice dF est creuse. Sa structure est représentée
Figure 1.5. Nous 1'avons rangée en mémoire en ne stockant que les &lé-
ments non-nuls (on se donne Tes tableaux LIGNE(m), COLONNE(m), VALEUR(m)
décrivant le numéro de ligne, de colonne et la valeur numérique du mi%@e
élément non nul). Nous avons utilisé une factorisation exacte de Gauss

(avec pivot) proposée par la bibliothéque NAG {22] (sous-programmes FO1BRF
et FO4AXF).

Nous notons que la matrice dF(x) est de grande dimension, puis-
que son ordre est d'environ deux fois le nombre d'é€léments plus le nombre
de sommets, alors que la matrice du Chapitre 4 n'était que d'ordre égal

au nombre de sommets.
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11 - TESTS NUMERIQUES SUR L'Aa1LE NACA 0012

1 - POSITION DU PROBLEME

Comme au Chapitre 4, nous commengons par valider notre code
de calcul sur 1'aile NACA 0012. Nous précisons d'abord les conditions
aux limites envisagées, ainsi que le maillage utilisé. La partition
(1.5) de la frontigre T nous a permis de décomposer Te domaine de
calcul (identique & celui utilisé au Chapitre 4) en une composante
Tp de Dirichlet ol la fonction courant est nulle, et une frontiére
artificielle (en pointillés sur la Figure 2.1) sur laquelie on s'est

donné les conditions aux limites soit grdce & un probléme de Riemann

T, (1.29)-(1.30), soit gréce & une donnée de vitesse tangentielle

R
(frontiére de Neumann FN)W

[ profil NACA 0012
[ D D
Ly P \

Figure 2.1 Conditions aux Timites
pour 1'aile NACA 0012




Par ailleurs, nous avons conservé les maillages construits pour

Te Chapitre 4 autour du demi-profil NACA. Mais 1'ordre des matri-
ces & factoriser est maintenant d'environ 290, 1100, 4300, 9600
pour les maillages comportant respectivement 11, 21, 41, 61 points
sur le demi-profil. Afin de concentrer notre effort sur le traite-
ment des non-linéarités du probléme, nous n'avons pas utilisé de
méthode itérative de type gradient conjugué pour les systémes non-
symétriques (pour Tesquelles nous renvoyons & JOLY [16] et aux ré-
férences citées). Nous avons au contraire retenu une jactorisation
exacte de Gauss avec pivot décrite au paragraphe précédent. Par
contre, le colt d'une telle procédure est trés &levé. Ainsi les
maillages N41 et N61 conduisent & des temps de calcul trop impor-
tants. Nous n'avons donc utilisé que les maillages N1l pour les

tests et N21 pour 1'exploitation du programme (Figure 2.2).

—T 1

Figure 2.2 Maillage N21 autour du NACA 0012




Dans ce dernier cas, la factorisation L.U s'effectue typiquement

en 10 & 20 secondes CPU sur le Cray 2 du CCVR.

L'algorithme de Newton présenté dans la premiére partie (rela-
tion (1.51)) n'a pas &té mis en oceuvre aussi simplement. En fait, nous
avons utilisé un algorithme de quasi-Newton ; 1'inconnue globale

X = (ﬁ,w) est calculée par 1'algorithme sous relaxé suivant :

(2.1) XL o x4 W ax

avec &X solution de

(2.2) dF(X™).6X = - F(x")

Dans ces relations, " et dF(Xm) sont choisis comme suit : le
coefficient o" (wn €[0,1]}) est adapté de sorte que 1'incrément
final de vitesse w".S§U ne dépasse pas 0.01 en norme L™ :

(2.3) WHeuy . <0.01 , 0<u"<1
L (a)

et pour étre complet, rappelons que le nombre de Mach de référence

M, a toujours &té choisi égal & 1 :

0
(2.4) c=1e= |G =1
Par ailleurs, la matrice dF(Xm) est factorisée toutes les 10 itéra-

tions. L'entier m est donc choisi selon la relation :
(2.5) m=10. Partie entiére (%%)4-1

De cette fagon, une courbe de convergence typique a 1'allure indiquée

Figure 2.3 : le résidu de la densité "pn+1_ p"n oo/I!pnll . Stationne
L

L
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Figure 2.3 Résidu de la densité. Aile NACA 12,
M_=0.90, itérations 250 & 350.

autour de 10" 3 cause de notre contrainte (2.3), puis décroit

trés rapidement dés qu'on s'approche de la solution.

Pour les calculs & nombre de Mach & 1'infini inférieur 3 1,
nous avons initialisé le calcul par 1'&coulement uniforme correspon-
dant. L'algorithme prend alors 200 & 400 itérations avant de conver-
ger jusqu'ad la précision de 1a machine. Lorsque le nombre de Mach &
1'infini est plus grand que 1, nous avons initialisé le calcul par le

résultat de 1'expérience précédente (de Mach directement inférieur}.




Dans ce dernier cas, nous avons choisi une condition de type T,
pour la frontiére artificielle, alors que le probléme de Riemann
nous a permis d'effectuer les premiers cas tests & M _=0.8, 0.85,

0.90, 0.95.

2 - CALCULS A MACH INFINI EGAL A 0.80 ET 0.85

Ces deux valeurs du Mach @ 1'infini ont &té déja considérées
au Chapitre 4. Les champs d'isomachs correspondants, représentés sur
les Figures 2.4 et 2.5 sont trés comparables aux résultats obtenus
Chapitre 4 (Figures 2.12 et 2.18). Pourtant, 1'étude des courbes de
coefficient de pression sur le profil (Figures 2.6 et 2.7) montre qu'
avec notre nouvelle méthode, Ta zone supersonique est plus étendue et
Te nombre de Mach maximal est plus €levé. Pour le cas M_=0.80, la
comparaison avec les auteurs du GAMM workshop [28] (voir aussi la Fi-
gure 2.17 du Chapitre 4) est trés satisfaisante, puisque 1'overshoot

présent dans nos résultats du Chapitre 4 a disparu, et que notre nou-

TTa valaimm
LI = AN

1 minim
A= 2) mi

=3
Hinmaic

ve le du coe
mieux dans la fourchette (-0.84,-0.93) proposée par RIZZI-VIVIAND
{28]1. Pour 1'écoulement & M_=0.85, la position du choc reste correc-
te (xce=0.7,0.8) et celui-ci est plus fort (Mach maximal = 1.35).
Ces deux cas tests classiques nous ont permis de valider le code de

catcul et le schéma intérieur en particulier,

Le splitting vectoriel proposé aux relations (1.25)(1.26) avait
donné des résuitats corrects pour M_=0.80, mais un choc beaucoup trop
fort (!) placé en bord de fuite du profil pour M _=0.85 (Figures 2.8
et 2.9). Nous ne 1'avons donc pas utilisé pour d'autres tests. Toutefois
la convergence de ce dernier cas nous a confirmé le bien-fondé d'un al-

gorithme de type Newton pour la résolution du probléme,




Figure 2.4 Isovaleurs du nombre de Mach.
Aile NACA 0012, M_=0.80, o=0°,

Figure 2.5 Isovaleurs du nombre de Mach.
Aile NACA 0012, M_=0.85, a=0°,
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Figure 2.6 Courbes de Cp sur le profil NACA 0012,
M_=0.80, a=0°. Comparaison des résultats
obtenus avec les méthodes des Chapitres 4 et 7.

L Mach = 1 \

Figure 2.7 Courbes de Cp sur le profil NACA 0012,
M, =0.85, a=0". Comparaison des mé&thodes
développées aux Chapitres 4 et 7.




Figure 2.8 Courbes d'isomach. Aile NACA 0012, M_=0.85,

NPYTRE DL MICM S  EC PORPIT

14

a=0",

Splitting vectoriel (1.25)(1.26).

1 )

—/ .
//////’ Mach = 1 ]
] i |

Figure 2.9 Courbe de Cp sur le profil NACA 0012,

M_=0.85, a=0", splitting vectoriel.




Figure 2.10 Isovaleurs du nombre de Mach. Demi-profil
NACA 0012, M_=0.90,

- MACH

b
—
e e A T
o ——

NACA 0012 airfoil. M.=09 a=(F

Figure 2.11 Résultats de BRISTEAU et al [3] pour ce méme cas test.




3~ JESTA M =0.90.

Ce cas test est beaucoup plus raide que les deux précédents.
IT a nécessité 350 itérations non-iinéaires au total {soit 35 facto-
risations de Gauss). Les cent derniéres valeurs du résidu ont &té
portées Figure 2.3. Le choc, placé cette fois sur le bord de fuite
du profil, est trés développé (la zone supersonique a une extension
au dessus de 1'aile qui dépasse deux cordes). De plus, ce choc est
clairement obfique (Figure 2.10), puisque les relations de Rankine-
Hugoniot relatives & un choc droit, satisfaites dans les deux cas
tests précédents, sont maintenant en défaut : le nombre de Mach en

amont du choc (1.41) est suivi d'un état aval de nombre de Mach égal

a8 0.77 alors que 1a relation de Hugoniot relative & un choc droit

nous prédit 0.67. Les comparaisons avec d'autres auteurs sont plus
difficiles, et & notre connaissance, seuls BRISTEAU-PIRONNEAU-GLOWINSKI-
PERIAUX-PERRIER-POIRIER [3] ont publié des résultats pour ce cas test
(M, =0.90, a=0°, cf. Figure 2.11). Ces auteurs obtiennent comme nous

un choc oblique en bord de fuite. Le nombre de Mach maximal qu'ils ob-
tiennent (1.5) est un peu plus fort que le ndtre, mais leur maillage

est plus raffiné. Pour conclure, nous pouvons considérer que nos résul-
tats sont trés comparables a ceux de BRISTEAU et al. Ce cas test montre

d la fois Ta robustesse de notre formulation et la précision qu'offre

1a méthode numérigque.




4 - TESTA M _=0.95

Ce cas test, déja proposé au GAMM workshop de 1979 {281,
présente un choc oblique attaché au bord de fuite, suivi d'un choc
droit {(on parle alors d'un “fishtail shock”, voir par exemple
JAMESON [15]). Cette structure avait &té observée lors du workshop
par JAMESON et HOLST [28] et présentée ensuite par HABASHI-HAFLZ
[9] . Nous reproduisons leurs résultats sur les Figures 2.12 3 2.15.
Notre calcul (Figure 2.16) montre lui aussi la structure de choc en
queue de poisson ; signalons que 1'obtention de cette structure n'é-
tait pas attendue a priori puisque notre schéma par élément amont
est fondé sur un alignement du maillage et des Tignes de courant. La
différence entre les résultats des figures 2.12 & 2.16 porte essentiel-
lement sur 1'emplacement du choc droit. D'aprés nos calculs (Figure
2.17), i1 se place & 1.5 fois le profil (par rapport au bord d'attaque,
situé en x=0), ce qui est comparable & HABASHI-HAFEZ [9] (1.7 fois
le profil) alors que JAMESON et HOLST (Figures 2.12 et 2.13) trouvent
ce second choc & 2 cordes du bord d'attaque, ou méme plus. Comme le
signale HOLST [28] (cf. Figure 2.13) la taille du domaine de calcul
influe sur la position du choc droit, et la frontiére aval que nous
avons retenue est probablement mal adaptée & ce test. Toutefois, le
changement de condition Timite obtenu en remplagant la frontiére &
1'infini o Ppar une frontiére de type 'y n'a pas modifié de facon

essentielle la valeur du nombre de Mach aprés le profil (Figure 2.18).
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Figure 2.12 Résultats de JAMESON et al [28], pour T'aile
NACA 0012 a M_=0.95.
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Figure 2.13 Résultats de HOLST [281, pour 1'aide NACA 0012,
M_=0.95.
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Figure 2.14 Résultats de HABASHI-HAFEZ [9] pour Te NACA 0012 non portant.

Figure 2.16 Isovaleurs du nombre de Mach. NACA 0012, M_=0.95.
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Figure 2.17 Nombre de Mach sur Te bord Ip du domaine de calcul
(NACA 0012 non portant).

Figure 2.18 Nombre de Mach sur FD’ NACA 0012 & Mm==0.95.
Conditions aux Timites “FN“ et “PR" sur la
frontiére artificielle.




5 - NOMBRE DE MACH A L'INFINI SUPERIEUR QU EGAL A 1.

Le cas de calcul M_=1 pose un probléme d'initialisation :
si 1'on choisit comme condition initiale 1'é@coulement uniforme asso-
cié, la matrice obtenue est non-inversible (ce qui est assez naturel
puisque les contributions locales dﬁ(ﬁ) sont singuliéres dans ce
cas). Nous avons donc opté pour une méthode de continuation par rap-
port au nombre de Mach & 1'infini : nous calculons successivement les
cas M_=1.,1.05,1.1 en choisissant comme condition initiale le ré-
sultat du calcul &3 M _=0.95,1.,1.05 respectivement. De plus, nous
avons mis en oceuvre la condition 1imite & 1'infini & 1'aide d'une
frontiére de type T (condition (1.2)). Pour chaque cas, la conver-
gence du calcul a &té assez rapide (moins de 200 itérations typique-
ment). Pour e cas M_=1.20, nous avons initialisé le calcul par
1'écoulement uniforme correspondant, et la convergence a &té obtenue
assez rapidement (200 itérations). Les champs d'isovaleurs du nombre
de Mach sont représentés aux Figures 2.19 & 2.22. Au fur et 3 mesure
ue d

queu 50n S

[ 73]

que e poi
est situé de plus en plus loin du bord de fuite et disparait du do-
maine de calcul pour M_=1.2 (Figure 2.23). Par ailleurs, un choc
détaché en amont du bord d'attaque apparait ; i1 est bien visible

sur nos simulations malgré un maillage assez grossier dans cette zone.

Les cas tests du profil NACA 0012 non portant avec un nombre
de Mach & 1'infini égal & 1.,1.05,1.1 n'ont pas encore, & notre con-
naissance, donné lieu & publication. Par contre, HABASHI-HAFEZ [9] et
OSHER-HAFEZ-WHITLOW [25] ont proposé des résultats pour le cas M_=1.2
(Figures 2.14 et 2.24 respectivement). Nos résultats (Figure 2.23) sont
trés comparables & ceux proposés par ces auteurs, et valident compléte-

ment notre démarche.




Figure 2.19 Courbes d'isomach. NACA 0012, M.=1, a=0°.
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Figure 2.20 Courbes d'isomach. NACA 0012, M _=1.05, a=0°.

Figure 2.21 Courbes d'isomach. NACA 0012, M =1.1, a=0°,
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Figure 2.22 Courbes d'isomach, NACA 0012, M_=1.2, a=0°.
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Figure 2.23 Courbes d'isomach sur le profil et au dela, aile NACA

0012 non portante.

Pressure distribution on an NACA D012 ar M = § 2

Figure 2.24 Résultats de OHER-HAFEZ-

WHITLOW [257.




II1 - ETUDE DU cANAL DU GAMM

Nous présentons trois cas tests représentatifs de régimes
d'écoulements transsoniques et supersoniques dans un canal. Ils nous
Bnt permis de valider chacune des conditions aux limites présentées
au paragraphe I.4. Nous comparons nos résultats avec ceux obtenus au
Chapitre 4. Tous nos calculs ont &té menés sur le maillage G21 du
canal du GAMM (35x11 points, 21 points sur le profil, voir Figure 3.1

et Chapitre 4, § 111.2) avec 1'algorithme de quasi-Newton précisé aux

relations (2.1)-(2.3).

L

Figure 3.1 Maillage G21 du canal du GAMM,

1 - ECOULEMENT SUPERSONIQUE, M =1.5

Ce cas test est relativement simple, puisqu'on est loin du
blocage du canal (cf. Chapitres 1 et 4). Toutefois ce type d'écoule-
ment totalement supersonique est mal adapté & la plupart des algorithmes

de résolution de 1'éguation du potentiel transsonique.
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Figure 3.2 Conditions aux limites pour le GAMM channel Tlorsque M_=1.50.
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Figure 3.3 Isovaleurs du nombre de Mach. Canal du GAMM, M_=1.5.
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Figure 3.4 Nombre de Mach sur la paroi inférieure (trait fort) et supérieure
(pointillés). Canal du GAMM, M_=1.5.




Les conditions aux limites sont rappelées sur la Figure 3.2 : condition
de Dirichlet homogéne sur FD et conditions couplées sur le reste de

Ta frontigre (Ip) : entrée supersonique (I.4.b), mur rigide (I.4.f)

et sortie supersonique (I.4.d). L'&coulement initial choisi est 1'Ecou-
lement uniforme associé & M_=1.5. La convergence est trés rapide (25
jtérations non-linéaires}. Les résultats obtenus sont proposés aux Fi-
gures 3.3 et 3.4. La variation du nombre de Mach sur la paroi inférieure
est légérement plus faible que celle proposée par STOUFFLET dans [2],
mais avec un maillage plus fin, et un code de résolution des équations

d'Euler complétes.

2 - TRANSITION REGULIERE SUB-SUPERSONIQUE

C'est Te régime intéressant pour les motoristes (la tuyére
fournit alors 1e maximum de poussée, voir par exemple SEDOV [29]).
Les conditions aux Timites sont presque les mémes que pour le cas
précédent (Figure 3.2)); 1'entrée est simplement subsonique au lieu
d'étre supersonique. Les conditions initiales ont &té adaptées au
résultat 3 obtenir : nous avons choisi un &coulement uniforme dont
Te nombre de Mach croit linéairement de 0.85 (& T'entrée) & 1.16
(en sortie ; voir par exemple le paragraphe III.1.a du Chapitre 4),
ceci afin de réduire le nombre d'itérations dans la méthode de Newton
et surtout de s'assurer les meilleures chances de convergence ! Celle-
ci a &té obtenue en 45 itérations. Les figures 3.5 et 3.6 présentent
le champ de nombre de Mach et sa variation sur les parois du canal.
Le débit traversant le canal est maintenant un rdsultat du calcul

(contrairement & la méthode utilisée au Chapitre 4) et nous avons

obtenu :

(3.1) Dsub-super = 2.02714
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Figure 3.5 Transition sub-supersonique, canal du GAMM.
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Figure 3.7 Comparaison avec les résultats du Chapitre 4

(D=2.0295).




Au Chapitre 4, des écoulements & sortie supersonique ont aussi &té
observés {cf. Figure 3.7 de ce chapitre). I1s correspondent pour le
maillage G21 a des débits supérieurs ou égaux & 2.0295. Sur la Figu-
re 3.7, nous comparons les courbes de variation du nombre de Mach de
Ja Figure 3.6 & celles obtenues au Chapitre 4 pour un débit D impo-
sé & 2.0295, La différence la plus importante est la valeur du nombre
de Mach en sortie du canal : avec la méthode de décentrage de la den-
sité, nous obtenions environ 1.37, alors que notre nouveau calcul don-
ne 1.17, valeur trés proche de la prédiction quasi-monodimensionnelle.
Nous pensons que Ta présente méthode, fondée sur un décentrement de
T'impulsion (1.24) (et non de la densité) permet une plus grande pré-
cision sur le calcul du champ de vitesse, donc de toutes les autres

grandeurs physiques.

3 - CANAL TRANSSONIQUE

Nous envisageons a priori toute une famille d'écoulements,
paramétrée par la valeur de la contre-pression I (exprimée comme
rapport de la pression statique & la pression génératrice d'entrée).
Les conditions aux limites physiques considérées au Chapitre 4 (re-
lation (3.11)) sont maintenant directement transcrites dans le pro-
gramme de calcul (Figure 3.8) : angle nul & 1'entrée subsonique (cf.
I.4.e) et pression imposée en sortie subsonique (I.4.c). Nous avens
toujours choisi une condition initiale d'écoulement uniforme, associée

d un nombre de Mach de 0.85.
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Figure 3.8 Conditions aux Timites pour 1'étude du GAMM channel
en régime transsonique.
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Figure 3.9 Nombre de Mach sur les parois, II=0.843 (M =0.50).

Lorsque Ti=1., la pression de sortie est génératrice, donc
aucune énergie cinétique n'est disponible et le fluide est au repos.
Lorsque T diminue, un écoulement apparait dans le canal, d'abord
subsonique (pour 11 =0.843 par exemple, un &coulement de nombre de

Mach d'entrée et de sortie &gal & 0.5 a été observé, cf. Figure 3.9),
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Figure 3.10 Isovaleurs du nombre de Mach. Sortie subsonique, I =0.628.
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Figure 3.11 Nombre de Mach sur les parois. Canal du GAMM, II=0.628.
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Figure 3.12 Comparaison avec les résultats du Chapitre 4 (D=2.027).




:
puis transsonique ; nous n'avons pas cherché & identifier la valeur
de T pour laquelle le bulbe supersonique apparait. Pour II=0.628
(ce qui correspond & M_=0.843) Tla zone supersonique est trés déve-
loppée, mais la ligne sonique et le choc ne traversent pas le canal

(Figures 3.10 et 3.11). Le débit calculé lors de ce nouveau test vaut

également

(3.2) D _ g gpg = 2-02714

Nous pouvons comparer ce dernier écoulement au résultat calculé au
Chapitre 4 avec un débit imposé & D=2.027. Dans ce dernier cas, la
pression de sortie, calculée, vaut 1I=0.6278 * 0.001, valeur trés
proche de celle imposée a priori avec notre nouvelle méthode. La com-
paraison des courbes de variation du nombre de Mach (Figure 3.12) con-
firme ces données numériques, ainsi que la différence de comportement
entre les deux méthodes dans la zone supersonique, comme nous 1'avions
déja vu pour 1'aile NACA 0012 : 1a zone supersonique prédite par Te

Chapitre 4 est plus réduite.

ficative la pression I de sortie au dela de NI=0.628. Lors d'un essai
d T=0.626, 450 itérations non-linéaires ont été effectuées, sans pour
autant obtenir de convergence, alors que le cas II=0.628 avait conver-
gé en 190 itérations. Aucun écoulement oll Te choc barre complétement le

canal (cf. Figure 3.6 du Chapitre 4) n'a donc &té mené a bien ; en parti-
culier, le test proposé au GAMM workshop [28], 11=0.623512, n'a pas été

traité.




4 - DISCUSSION

Le probléme posé lors du GAMM workshop de 1979 était, rappe-
Tons-le, le suivant [28]: "Calculer 1'écoulement interne dans un canal
& faces parallé&les présentant une bosse circulaire de 4.2 % d'épaisseur
sur le mur inférieur. Le rapport de la pression statique de sortie & la
pression d'entrée totale est de 0.623512 (ce qui correspond a un écou-
lement isentropique & M=0.85), et la distance entre les murs est
égale & 2.073 fois la corde de la bosse circulaire". Lors du workshop,
les auteurs ayant traité ce probléme gréce & 1'équation "Transonic Full
Potential" ont &té peu nombreux, et Teurs résultats trés peu concordants.
Rappeions ici les contributions de JAMESON et al, DECONINCK-HIRSCH et
VEUILLOT-VIVIAND. JAMESON ([28]1, page 19) considére que Te probléme est
mal posé et présente une courbe de Cp sur les faces du canal (Figure
3.10) qui correspond & un nombre de Mach amont de 0.8435 (soit une contre-
pression 11=0.627723). Les résultats numériques de JAMESON et al corres-
pondent donc & une valeur de I trés voisine de na ndtre (.628), et
sont effectivement trés semblables aux ndtres comme on le constate en
comparant les Figures 3.13 et 3.14 (ol les courbes de la Figure 3.11
ont été retranscrites en termes de coefficient de pression). Ce méme
calcul ne semble pas avoir posé de probléme & DECONINCK-HIRSCH. Mais
leur résultat (Figure 3.15) comporte une poche supersonique moins &ten-
due que la ndtre {Figure 3.10), et les valeurs ponctuelles du nombre de
Mach en entrée du canal sont plutdt de 1'ordre de 0.83-0.84 que 0.85.
Notons que JAMESON et DECONINCK-HIRSCH utilisent un décentrage de 1'im-
pulsion pour 1'un et de la densité pour 1'autre, qu'on peut comparer &

notre traitement du présent Chapitre et du Chapitre 4 respectivement.
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Résultats de DECONINCK-HIRSCH [28].

Pour le méme cas test, VEUILLOT-VIVIAND utilisent une formulation
pseudc-instationnaire du modéle potentiel (nous y reviendrons) et
obtiennent un écoulement ol le choc traverse tout le canal (c¢f. Fi-

gure 3.17 du Chapitre 4).

-

Au Chapitre 4, nous avons réussi & calculer ce type d'écoule-

C
L
C
T
-
-
W
w
[=
=

qu'avec la méthode développée dans ce Chapitre, et bien qu'utilisant
Te méme maillage, rien d'analogue n'a &€té observé. Comme notre traite-
ment actuel de la non-linéarité est performant (méthode de Newton),

nous pensons que le systéme discret associé aux conditions aux 1imites

prévues par le workshop (Ii=0.623512) n'a effectivement pas de solu-
tion. Par contre nous ne pouvons rien conclure concernant le pfob1éme
continu, puisque la discrétisation de VEUILLOT-VIVIAND et la méthode

de décentrage en densité penchent pour 1'existence d'un tel écoulement.
Si le probléme continu est effectivement bien posé, nous devons remettre
en cause le schéma développé dans ce chapitre, afin de discrétiser de

fagon encore plus précise le probléme transsonique potentiel.




IV - VERS UNE NOQUVELLE METHODE

La méthode numérique exposée dans la partie I de ce chapitre
est fondée sur une formulation mixte du probléme transsonique (ce qui
permet d'affajblir 1'équation sur le tourbillon} et surtout une analy-
se de la non-linéarité en termes d'une é&quation hyperbolique non-liné-
aire scalaire. Cette derniére approche est naturelle, et tous les sché-
mas de résolution de 1'équation des petites perturbations (TSD) comme
des grandes perturbations (TFP) transsoniques proposent un décentrage
simultané de tous les champs, éventuellement Te Tong d'une ligne de
courant pour la TFP {cf. MURMAN [21], JAMESON [15] , HAFEZ-SOUTH-MURMAN
{13}, AMARA [1], OSHER-HAFEZ-WHITLOW [25] par exemple}. Pourtant, une
compréhension en profondeur de 1'équation du potentiel transsonique,
conduit de facon naturelle & de nouveaux schémas numériques. Dans le
premier paragraphe, nous rappelons la contribution de VIVIAND-VEUILLOT
[32] , MORICE-VIVIAND [20] et OSHER-HAFEZ-WHITLOW [25] pour 1'équation
du potentiel dans le cas bidimensionnel. Cette analyse nous permet de
proposer au second paragraphe une nouvelle formulation primale de 1'é-

quation du potentiel transsonique. Enfin, une modification du code de

calcul existant est envisagée.

1 - SYSTEME INSTATIONNAIRE ASSOCIE A L'EQUATION DU POTENTIEL TRANSSONIQUE

Dans Teur mémoire [32] , VIVIAND-VEUILLOT proposent d'utiliser
les variables (p,8) de densité-angle pour décrire le champ de vitesse

U solution de 1'équation transsonique. Le module V(p) du champ de




vitesse est imposé& par le théoréme de Bernoulli :

(4.1) V(p) ‘/1 y—2 . (1-"h
(v-1)M3

et sa direction s(6) est associée d 1'angle 0 :

(4.2) U=V(p)S(6) , 3(8) = (cose,sind)

La conservation de la masse et la nullité du tourbillon sont obtenus

comme états stationnaires du systéme hyperbolique

"
o

3 s -+
5% + div({pu)

(4.3)

qu'on peut réécrire sous forme classique

o e
avec

( Y = (p.0)
(4.5) LE(U) = (o V(p) cos 8 , V(p) sin 6)

tg(U) = (pV(p) sine, - V(p) cos 8)

Le systéme (4.4)(4.5) est un systéme hyperbolique non-1inéaire, Tes

valeurs propres associées & la direction ¢ du plan (x,y) valent

(4.6) Ay = V(p)COS(e-w)-;ﬁﬁ%ﬁ-cos(e-w) : c(p)‘//sinz(e-w)-+59§E£§191

aM?(p)

et 11 possede une entropie (MORICE-VIVIAND [20}), a4 savoir




de flux associé

2

(4.8) I (% . l,b'(p)) ot - 6V(p) (‘S‘ine)

cos 6
Une idée naturelle consiste & utiliser une formulation volumes-finis

et, selon la démarche de GODUNOV [81, la difficulté est reportée dans

la résolution du probléme de Riemann monodimensionnel associé & (4.4) :

V(p) 8
K02l
(*:9) (pgr8g) X <0

(pd,ed) x>0

Or Te probléme (4.9) est difficile & résoudre : les champs ne sont ni
linéairement dégénérés, ni vraiment non-linéaires, et les ondes de dé-
tente n'ont pas non plus d'expression simple. Nous n'avons donc pas

poursuivi plus avant cette démarche.

L'utilisation d'un schéma centré aux différences finies est
possible aussi et VIVIAND-VEUILLOT [32] ont utilisé le schéma de
MAC CORMACK [17] pour calculer 1'évolution numérique du systéme (4.4)
dans le canal du GAMM. Une autre idée (OSHER [26]1) est d'utiliser les
variables entropiques associées &8 n(p,8) et d'adapter les méthodes
de streamliine diffusion et de shock capturing operator (HUGHES-MALLET

[14} ) au systé&me hyperbolique (4.4)}.




2 - UNE FORMULATION PRIMALE DE L'EQUATION DU POTENTIEL TRANSSONIQUE

Nous nous proposons de décrire une nouvelle formulation
primale du probléme transsonique potentiel, c'est-d-dire fondée

sur une représentation du champ de vitesse du type

(4.10) T=Vo

(plus une fonction spéciale si Te domaine n'est pas simplement con-
nexe, cf. Chapitre 2). Nous nous contentons de décrire Ta méthode
dans un cas trés simple, avec un choix de fonctions d'interpolation

de plus bas degré.

Le domaine de calcul  est supposé par exemple maillé par
des triangles et on suppose le potentiel donné sur une partie T
de ta frontiére T. Nous notons Vh le sous-espace des fonctions
affines dans chaque élément, continues sur ﬁ, nulles sur Iy, et

¢ désigne un relévement de la condition de Dirichlet sur T . On

a donc :

(4.11) t=b+0 , wEV

et le champ de vitesse qui Tui est associé selon (4.10) est constant
dans chague élément.

A 1'interface a entre deux &léments, la résolution du pro-
bléme de Riemann (4.9) permet, entre autres, Te calcul du flux de
masse Qa sur cette interface. Comme nous avons vu que ce probléme
est hors de portée (sur le plan économique de toute fagon), nous le
remplacons par un autre probléme de Riemann, obtenu en changeant 1'é-

quation. Comme lors de 1'analyse des conditions aux limites & 1'infini,




nous utilisons les équations de Saint Venant (1.29)(1.30), et 1'ana-
lyse menée en 1.4.b est inchangée. Nous pouvons, grdce & notre inter-
prétation (1.35) du schéma d'Osher, calculer sur chaque interface a
intérieure au domaine un flux de masse Qa({a}) qui est une fonction
dérivable du champ de vitesse (4.10). L'étude des conditions aux limi-
tes s'étend trivialement, et Qa({U}) peut donc étre défini pour cha-

gque aréte du maillage, tant intérieure que frontaliére.

Gréce d 1'élément fini conforme dans H(div) de RAVIART-THOMAS
[271, Q({U}) définit un champ de vectowrs G(U) dans le discrétisé
de 1'espace H(div) de RAVIART-THOMAS. I1 ne reste plus qu'a exprimer

de fagon faible 1'équation de conservation de la masse
(4.12) divg=0
pour fermer le probléme :

db=¢+o cpth

(4 13) —- - -» - - - -5
J g(vd + Vo). VY dx =.[ vq(vé + V).ndy VeV,
f 3

Une méthode de Newton ou de quasi-Newton est bien adaptée & Ta résolu-
tion de (4.13) puisque H(.) est dérivable. Une factorisée approchée
de la matrice du probléme Tinéaire dérivé de (4.13) a donc toute chance
d'étre un excellent préconditionneur du probléme transsonique potentiel.
Notons que cette matrice couple un sommet P du maillage avec 1'ensem-
ble des sommets qui appartiennent aux &léments ayant une interface com-

mune avec un &lément contenant P.

De plus, la formulation (4.13) s'étend au cas tridimensionnel
sans aucun changement de la fonction Qa({ﬁ}) ; 11 convient seulement
de remplacer 1'interpolé bidimensionnel par 1'élément conforme H(div)

de NEDELEC [23].




Figure 4.1 Ensemble des sommets couplés au noeud P,
par le probléme (4.13).

3 - UNE VARIANTE DE LA METHODE DE CE CHAPITRE

La méthode proposée au paragraphe précédent exige la réécriture
compléte d'un programme de calcul. Nous proposons ici une modification
simple de la méthode présentée dans la premiére partie. La principale
différence entre les deux méthodes est due & une analyse de 1'interaction
non-linéaire entre deux &léments voisins par 1'intermédiaire d'un problé-
me de Riemann, scalaire dans un cas et 1ié & un systéme de lois de con-

servation dans 1'autre. En conservant une représentation du flux de masse

dans chaque &lément fini K par une formule de type (1.24), ie
- .o - -JK
(4.14) qK(uKA,uK) = Qa [ﬁ

K.

nous choisissons Qa comme au paragraphe 2 (flux de masse du schéma

d'Osher pour les &quations de Saint Venant) au lieu de considérer une




gquation scalaire (1.20). De cette fagon, aucune hypoth&se n'est
plus nécessaire pour &tudier 1'interaction entre un élément K et
son élément amont KA, et 1'on suppose seulement 1'alignement des
vecteurs GK et EK‘ Cette amélioration du code existant nous per-
mettra d'avoir rapidement une idée concréte des possibilités de la

formulation primale exposée au second paragraphe.




V - CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons proposé une nouvelle formulation
mixte vitesse-fonction courant de 1'équation du potentiel transsonique.
Le décentrage par rapport & la densité utilisé par AMARA [1] et étudié
également au Chapitre 4 est remplacé par un décentrage de 1'impulsion
3 1'ajde du schéma d'Engquist-Osher. Les conditions aux limites physi-
guement intéressantes ont &té prises en compte en adaptant aux équations
de Saint Venant notre étude détaillée du schéma d'Osher pour les équa-
tions d'Euler complétes. Le probléme non-lin8aire obtenu qui comporte
un grand nombre d'inconnues, a &té résolu par des itérations de type
quasi-Newton. Les tests numériques sur le profil NACA 0012 non portant
nous ont permis de calculer numériquement toute une famille d'écoule-
ments, de nombre de Mach amont inférieur ou supérieur ou &gal & 1. Les
tests que nous avons effectués sur le canal du GAMM [28] ne nous ont pas
permis d'obtenir une solution approchée du modéle transsonique potentiel
qui présente une ligne sonique et un choc barrant tout te canal. Nous
avons donc proposé dans une gquatriéme partie deux extensions possibles
de notre schéma qui prennent mieux en compte le systéme hyperbolique

non-linéaire sous-jacent.

Nous voulons ici attirer 1'attention sur le fait que de telles
solutions bloquées ne sont pas naturellement associées au modéle trans-

sonigue potentiel. En effet, 1a forme de 1'entropie mathématique

1
p?M*{p)

(5.1)  n=ylp) +5 6 ol (o) =




impose 4 1'écoulement entropique de "dissiper de 1'angle” puisqu'd
travers un choc, aucune grandeur thermodynamique ne peut étre dissipée ;
1'entropie physique, dissipée par les équatiens d'Euler complétes est
ici supposée constante, et les équations d'Euler barotrepes isentropi-

ques dissipent 1'énergie totale et créent du tourbillon.

Avec les équations d'Euler complétes, un probléme intérieur
avec choc qui barre tout le divergent est en fait beaucoup plus facile
a calculer numériquement. Nous avons développé une version bidimension-
nelle du code explicite utilisé au Chapitre 6. Les variables conserva-
tives U des équations d'Euler bidimensionnelles

t

(5.2) U = (p,pu,pv,pE)

sont approchées par des fonctions constantes UE dans chagque élément
fini K. Le flux numérique normal Fg a 1'interface Jj entre deux
&léments ou & la frontiére du domaine 9 est calculé & 1'aide du sché-

ma d'Osher (cf. Chapitre 6). Le schéma numérique s'écrit donc :
(5.3) Yoiih)

et le pas de temps At est choisi grdce & une condition uniforme de
Courant-Friedrichs-Lewy. Nous avons étudié le canal du GAMM et initia-
1isé tous les calculs par 1'écoulement uniforme de nombre de Mach 0.85.
Nous avons d'abord effectué un test avec entrée subsonique et sortie
supersonique, ol la solution continue des équations d'Euler coTncide
théoriquement avec le modéle potentiel (cf. Chapitre 1). La carte du
nombre de Mach (Figure 5.1) et une comparaison avec les résultats ob-

tenus dans la troisiéme partie (Figure 5.2) révélent les différences




WNE“BRE DE MACH SUR LES PRRQLS

3

Figure 5.1 Isovaleurs du nombre de Mach. Canal du GAMM (G21)
avec entrée subsonigue et sortie supersonigue.
Equations d'Euler.
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Figure 5.2 Nombre de Mach sur les parois pour le probléme
précédent. Comparaison du code potentiel de ce
chapitre et du code Euler volumes finis.




Figure 5.3 Isovaleurs du nombre de Mach. Canal du GAMM (G41)
d'entrée subsonique et pression de sortie 1=0.623512.
Equations d'Euler.

Figure 5.4 Isovaleurs du nombre de Mach. Canal du GAMM, pression
de sortie 1N=0.61. Equations d'Euler.




purement numériques entre les méthodes ; signalons que ces deux calculs
ont été effectués sur le méme maillage grossier G21 (35x1l points). Le

débit total calculé par le code Euler :

(5.4) Deub. super = 2-0266

reste toutefois trés proche de la valeur (2.0271) obtenue en (3.1). Pour
les deux tests qui suivent, nous avons imposé des conditions aux limites
de type entrée et sortie subsoniques (avec pression imposée en sortie).

Le premier test correspond 3 la valeur de la pression imposée au GAMM

workshop
{5.5) n=0.623512

Notre résultat (Figure 5.3) est trés voisin de ceux publiés antérieure-
ment (voir par exemple LERAT-SIDES et VEUILLOT-VIVIAND [28], STOUFFLET
[2] , ou MONTAGNE [18]). Le second test, non publié antérieurement & notre

connaissance, consiste & choisir
(5.6) I=0.61.

Dans ce cas, la ligne sonique est présente sur toute la Targeur du canal
et le choc qui suit bloque effectivement tout 1'écoulement. Signalons
aussi qu'un raffinement de maillage (les figures 5.3 et 5.4 sont résultats
de calculs avec le maillage G41 proposé au workshop) n'affecte pas la

convergence,

Ces deux derniers tests, joints a nos résultats antérieurs, mon-
trent que T1'équation du potentiel transsonique devient trés mal adaptée

d la prédiction d'écoulements internes. Aussi HABASHI-HAFEZ-KOTIUGA [10,11]




ont proposé d'enrichir le modéle transsonique usuel (irrotationnel
isentropique isenthalpique) en incluant Te saut d'entropie & la
maniére de HAFEZ-LOVELL [12}, AMARA [1] et EL DABAGHI-PIRONNEAU [4],
tout en conservant 1'hypothése d'irrotationnalité. Mais nous pensons
que le fantastique développement ces derniéres années des méthodes
instationnaires pour les syst@mes hyperboliques non-linéaires (voir
par exemple VAN LEER [30], WOODWARD-COLELLA [33], YEE [34] et les
diverses contributions du workshop INRIA 1983 [2]) doit permettre

un calcul précis des écoulements intérieurs bloqués ou non, sans
aucune procédure de "shock fitting" indispensable dans les méthodes

proposées précédemment [12,1].

De plus, 1'équation du potentiel transsonique conserve un in-
térét théorique trés grand : en bidimensionnel, un systéme hyperboli-
que non-1inéaire non-banal lui est associé et des développements tant
théoriques que numériques devraient prochainement voir le jour, En
tridimensionnel, la théorie des systémes hyperboliques non-linéaires
ne s'applique probablement pas directement et la notion de solution

entropique (satisfaisante théoriquement) pour le systéme couple

divie( Vo] *)70) = 0
(5.7) ];%

o(u?) = [10’5—1 M2 (1-u?)

reste d préciser, malgré Tes avancées récentes de FEISTAUER-NEEAS [71

et MORAWETZ [19].
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