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INTRODUCTION

Le mot équation est I'un des termes mathématiques les plus connus de tous les mathéma-
ticiens ou non mathématiciens. Il construit un pont entre 1’abstraction mathématique et la
réalité physique. Nous savons que la plupart des phénomeénes sont modélisés par des équa-
tions, non seulement différentielles mais aussi Diophantiennes. Considérons le probléme
suivant : dans I'enclos d"un zoo, cohabitent des tortues et des cigognes; 14 pattes foulent le
sol pour quatre animaux au total. Combien y a-t-il d’animaux de chaque espéce? Le physi-
cien Hideki Yukawa raconte dans son oeuvre autobiographique intitulée, Le voyageur, com-
bien les instituteurs japonais prisaient ce type de petits problemes dans le but de familiariser
les jeunes écoliers avec I'arithmétique. Ceux-ci déterminaient la solution par une astuce qui
se présente comme suit : si les quatre animaux, raisonnaient-ils, sont des tortues, cela fait 16
pattes au total; 16 pattes qui sont réduites a 14 si I'une des tortues se met sur deux pattes. La
solution est donc trois tortues et une cigogne. Yukawa trouvait ces solutions mystérieuses et
préférait utiliser les bases d’algebre que son gofit précoce pour les mathématiques lui avait
permis d’apprendre : si x est le nombre de tortues et y le nombre de cigognes, le probleme

revient a résoudre les deux équations suivantes :
dx+2y=14 et x+y=4 (1)

Sans savoir qu’elles se nomment ainsi, tous avons manipulé les équations Diophantiennes
depuis notre enfance. Au fil du temps, celles-ci ont gagné en complexité et en abstraction.
Certains d’entre nous ont eu a résoudre un probleme de ce type : trouvez le rayon d'un
cercle tel que la différence du périmetre d"un cercle et de sa surface soit égale au nombre 7.

Apres simplification, ce probléme revient a résoudre 1"équation suivante :

x> —2x+1=0. 2)



Formes linéaires de logarithmes et équations Diophantiennes 2

Les équations Diophantiennes sont des équations polynomiales a coefficients entiers ou les

inconnues sont des nombres entiers, comme :
X?+5=y ou 4xyz+z°=x*p. 3)

Avec les méthodes générales dont nous disposons depuis une trentaine d’années, nous ex-

plorons année apres année les arcanes des équations Diophantiennes.

Les équations Diophantiennes forment un vaste archipel dont 'exploration a commencé il
y’a prés de 2 000 ans. Tlot apres ilot, les mathématiciens avancent sur ce territoire inhospita-

lier, mais fascinant.

Les équations Diophantiennes ont été nommeées en ’honneur du mathématicien grec Dio-
phantus d’Alexandrie encore appelé Diophante qui a consacré a ce type d’équations une

série d’ouvrages.

Diophantus d’Alexandrie ( né probablement entre 200 et 214 apres JC; mort vers I'dge de 84
ans, probablement entre 284 et 298) était un mathématicien alexandrin, auteur d’une série
de livres intitulée Arithmetica, dont beaucoup sont maintenant perdus. Ses textes traitent de

la résolution d’équations algébriques.

Les mathématiciens avaient principalement étudié 'arithmétique (addition, multiplication,

puissance, etc.) et la géométrie. Diophante ouvre I'ere de 1’algebre et de ses équations.

Historiquement, le premier exemple d’équations Diophantiennes est probablement 1’équa-
tion de Pythagore :
x2 + yz — 22 ( 4)

qui consiste a trouver le triangle dont les cotés sont des entiers. Aprés Diophantus, d’émi-
nents mathématiciens ont répondu a l'appel, soit pour formuler des conjectures comme
celles de Pierre Fermat, de Catalan, etc., soit pour résoudre des problemes (conjectures)
comme celles d’Euler, de Gauss, de Lagrange, de Dedekind, etc. , afin de construire ce que

nous avons aujourd’hui comme théorie des nombres.

La théorie des nombres est une branche des mathématiques qui se concentre principale-
ment sur I'étude des nombres entiers positifs, ou nombres naturels, et de leurs propriétés
telles que la divisibilité, la factorisation en nombres premiers ou la résolution des équations

en nombres entiers. La théorie des nombres a une histoire trés longue et diversifiée, et cer-
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tains des plus grands mathématiciens de tous les temps, tels qu'Euclide, Euler et Gauss,
y ont apporté une contribution significative. Tout au long de sa longue histoire, la théorie
des nombres est souvent considérée comme la branche la plus pure des mathématiques car
elle était loin de toute application spécifique. Cependant, des changements importants se
sont produits au milieu des années 1970, et la théorie des nombres est maintenant devenue
I"'une des branches les plus importantes des mathématiques utilisées dans la cryptographie

et I’échange sécurisé d’informations.

La résolution des équations Diophantiennes est un domaine de recherche a la fois ancien et
d’actualité de la théorie des nombres. Les approches contemporaines de ces problemes com-
binent généralement des méthodes issues de diverses branches des mathématiques fonda-
mentales. Parmi celles-ci, les plus fructueuses reposent sur I’emploi de la théorie des formes
linéaires de logarithmes associées a des résultats de modularité pour certaines représenta-
tions galoisiennes ou variétés abéliennes. Dans de nombreuses situations, 1’obtention ou la
qualité d"un tel résultat diophantien dépend crucialement de notre capacité a rendre effectifs

les énoncés utilisés.

Beaucoup de chercheurs s’y sont intéressés d’une maniére ou d’une autre, souvent, en uti-
lisant ce puissant outil mis en place par Baker pour résoudre des problemes jusqu’alors

impossibles avec les techniques classiques.

Prenons le cas simple de la «conjecture de Catalan »résolue completement en 2002 par Mi-
hailescu. Les entiers 8 et 9 sont les seuls entiers naturels consécutifs qui sont des puissances
entieres d’entiers naturels. Méme si Mihailescu a essayé de se passer de 1'utilisation des
formes linéaires de logarithmes, cela reste fondamental de voir comment ces dernieres sont

utilisées pour montrer que la question de Catalan

" -yt =1 (5)

posséde un nombre fini de solutions : résultat établi par TijJdeman en 1976. Immédiatement
apres la preuve de Tijdeman, Langevin donna un calcul effectif des bornes des solutions de

I’équation de Catalan. Il a montré que

exp®P (730)

(6)

yn’ XM < eXI:)exp

Une avancée considérable a été obtenue par Mignotte qui a prouvé que si p et g sont des
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nombres premiers impairs et que I'équation

xP —y1 =1 possede une solution x,y € N, alors max{p,q} < 7.15%101.  (7)

Mignotte a aussi prouvé que :

min{p,q} > 10’. (8)

Cette borne inférieure a été améliorée jusqu’a 3.2 108 grace a des calculs poussés effectués

par Grantham et Wheeler.

La conjecture de Pillai est une généralisation naturelle du probléme de Catalan.

Probléme de Pillai

Subbayya Sivasankaranarayana Pillai (1901-1950) est un mathématicien indien spécialiste de
la théorie des nombres. Il a écrit plusieurs articles sur les puissances parfaites. Une puissance
parfaite est un nombre entier positif de la forme a* otta > 1 et x > 1 sont des nombres
entiers naturels. En 1931, S.S. Pillai a prouvé en [19] que pour tous entiers positifs a et b
fixés, tous deux, le nombre de solutions (x, y) des inégalités Diophantiennes 0 < a* —b¥ < ¢

est asymptotiquement égal a
(logc)?
2(loga)(logb)’

quand c tend vers I'infini. Il est tres intéressant de lire la page 62 de cet article pour voir com-

©)

ment ce résultat a été obtenu. Ce résultat découle de la tentative de prouver que I'équation
m* —nY = a.

a seulement un nombre fini de solutions intégrales. Dans cette équation, m, n et a sont fixés.
Les inconnus sont x et y. Apres plusieurs années, il a repris cette méme équation, mais, cette

fois-ci, avec m, n, x et y comme inconnus en fixant seulement 4.

Les recherches sur cette équation ont débuté avec S.S. Pillai en 1931. En 1936, A. Herschfeld
([17] et [18]) a poursuivi les recherches et a montré que si |c| est un entier suffisamment

grand, alors I"équation

2* -3 =¢ (10)
a au plus une solution (x,y) avec x et y des entiers positifs.

Ce résultat n’est plus vrai pour |¢| suffisamment petit. Par des méthodes classiques, Hersch-

Page 4/199 Université Cheikh Anta Diop



Table des matiéres 5

feld a démontré que seuls les triplets d’entiers (x, y, ¢) avec x et y positifs tels que 2 —3Y = ¢

est donné pour |c| < 10 par:

(2,1,1),(1,1,-1),(3,2,-1),(3,1,5),(5,3,5), (2,2,5), (4,2,7), (1,2, —7).

Donc si x > 5ouy > 3, alors |2* — 3¥| > 10. En procédant de la méme maniere, il a prouvé

que six > 8 ouy > 5, alors [2¥ — 3Y| > 100.

S.S. Pillai ([17] et [18]) a étendu les résultats de Herschfeld au cas plus général des équations
Diophantiennes exponentielles

a* -1 =g, (11)

ot a , b et ¢ sont des entiers non nuls fixés avec pged(a,b) = 1eta > b > 2.1l a montré
qu’il existe un entier positif cy(a, b) tel que, pour |c| > ¢o(a, b), cette équation a au plus une

solution. Cette preuve ne donne pas la valeur explicite de cy(a, b).

Dans le cas spécial de I"équation de Herschfeld avec (a,b) = (2,3), S.S. Pillai a conjecturé
que co(a,b) = 13 et dit que l'entier ¢ qui a deux représentations de la forme 3" — 2" sont les
éléments de I'ensemble {—13, —5,1}. Cette conjecture a été résolue par R. J. Stroeker et R.
Tijdeman en 1982 par la mesure de l'indépendance linéaire des formes de logarithmes des

nombres algébriques.

Conjecture 0.0.1 (Conjecture de Pillai).

Pour tout entier k > 1, I'équation Diophantienne

P —y" =k (12)

admet un nombre fini de solutions entieres positives (n,m,x,y), avecn > 2 et m > 2.

Depuis lors, plusieurs variantes de I’équation (11) ont été intensivement étudiées. Des ré-
sultats récents liés a I'équation H, — G, = ¢ ou (Hy),>0 et (Gu)n>0 représentent des suites
récurrentes linéaires sont obtenus par M. Ddamulira et al dans lesquels ils ont résolu ce type
d’équations de Pillai avec des nombres de Fibonacci et des puissances de 2 (voir [39]), M.
Ddamulira et al ont résolu le cas avec des nombres de Fibonacci généralisés et des puissances
de 2 (voir [40]), et Bravo et al ont résolu le cas des nombres de Tribonacci et puissances de
2 (voir [38]). Nous avons également résolu le cas des nombres de Padovan et des nombres

de Pell-Lucas, en déterminant les nombres ¢ qui ont au moins deux représentations comme
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différence de nombres de Padovan et de Pell-Lucas. Plus simplement, nous avons résolu

I'équation Py, — L, = cavec m > 3.

Numération de Zeckendorf

Edouard Zeckendorf (mathématicien Belge) a découvert dans [7] une propriété des nombres
de Fibonacci qui débouche sur un systéme de numération. Il a énoncé et démontré le résultat

suivant :

Théoreme 0.0.1 (E. Zeckendorf).
Pour tout entier naturel N, il existe une unique suite d’entiers cy, . .., cy aveccg > 2etcj11 > ¢;+1,

tels que
k
N - Z FC,‘I
i=0
ot F,, est le n-eme nombre de Fibonacci.

En d’autres termes, tout entier positif s’écrit de maniere unique comme une somme de
nombres de Fibonacci d’indices plus grands que 1 et sont au moins distants de 1. C’est a
cause de la condition initiale de la suite de Fibonacci qu'on demande que les indices de la

décomposition soient plus grand que 1. Sans cela, la décomposition n’est pas assurée.

La décomposition d'un entier N est facile a obtenir : la suite de Fibonacci étant strictement

croissante a partir du rang 2, il existe un entier k > 2 tel que
F. <N < F;.

On retient l'indice k. Si N = F, la décomposition est achevée. Sinon on recommence avec

N — Fi. Par exemple, ce procédé fournit la décomposition suivante de 72.
72 =Fo+ F + F,+ B.

Le systeme de numération associé est la numération de Zeckendorf.

Plusieurs cas particuliers de ce type d’équations ont été résolus. Par exemple, il y’a eu des
recherches sur la détermination des puissances parfaites des suites de Fibonacci et Lucas.
Le mérite revient a Bugeaud et al [37] qui, par des approches classiques et modulaires des

équations Diophantiennes ont déterminé en 2006 toutes les puissances parfaites des suites
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de Lucas et Fibonacci en résolvant les équations

F.=y" et L,=y".

Premiérement, les puissances de 2 et plus tard les puissances parfaites des suites de Fibo-
nacci et Lucas ont attiré l'attention des chercheurs. C’est dans ce sens que Bravo et Luca
[25] ont déterminé en 2018 les puissances de 2 qui ont une représentation comme somme
de deux nombres de Fibonacci. Deux ans plus tard F. Luca et V. Patel [28] ont généralisé en
déterminant les puissances parfaites de la somme de deux nombres de Fibonacci. En 2015,
J. Bravo et E. Bravo ont déterminé dans [26] les puissances de 2 qui ont une représentation
comme somme de trois nombres de Fibonacci. Récemment, en 2021, [24], S. Kebli et al ont
résolu I'équation

F,+F, = yP.

D’autres problemes sur les suites de Fibonacci et Lucas similaires a ceux discutés ont été
étudié. Par exemple, des repdigits qui sont somme d’au plus trois nombres de Fibonacci ont
été résolus [29]; des repdigits qui sont somme de quatre nombres de Fibonacci ou Lucas ont
été résolus dans [33]; les nombres de Fibonacci qui sont somme de deux repdigits ont été
obtenus dans [31] et des factorielles qui sont somme d’au plus trois nombres de Fibonacci

ont été trouvées dans [30].
Notons que toutes ces équations ont été résolues grace aux formes linéaires de logarithmes.

Cependant, il reste encore beaucoup d’équations Diophantiennes irrésolues a ce jour et nous
nous proposons d’en résoudre quelques unes par les formes linéaires de logarithmes. Nous
nous intéressons dans cette these a la détermination des puissances de 2 et 3 qui s’écrivent
comme somme ou différence de certaines suites récurrentes linéaires (suites de Fibonacci et
Lucas). Nous avons déterminé les puissances de 2 qui sont somme de quatre nombres de
Fibonacci, les puissances de 3 qui sont somme de deux nombres de Lucas et les puissances
de 3 qui sont différence de deux nombres de Fibonacci. Au-dela de ces résultats obtenus,
nous avons aussi montré I'application de la méthode mathématique des équations Diophan-

tiennes en Physique et en Chimie.
Cette thése est structurée en trois chapitres.

Le premier chapitre développe les préliminaires sur les notions de bases en théorie des

nombres et le deuxieme chapitre traite des suites récurrentes linéaires et des équations Dio-
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phantiennes. Quand au troisiéme chapitre, il traite des formes linéaires de logarithmes et
leurs applications dans la résolution de plusieurs équations Diophantiennes exponentielles

en suites récurrentes linéaires.

Page 8/199 Université Cheikh Anta Diop



— Chapitre 1

PRELIMINAIRES

Ce chapitre a pour but de discuter de quelques résultats importants en théorie des nombres.
Ce sont des rappels sur les structures algébriques et arithmétiques. Nous faisons également
des rappels sur les corps de nombres et leurs anneaux d’entiers. Ces notions sont impor-
tantes pour la compréhension chapitres suivants. La familiarité avec la définition et les pro-

priétés de base des espaces vectoriels est supposée.

1.1 Définitions

1.1.1 Fractions continues

Définition 1.1.1.
Une fraction continue encore appelée fraction continue simple ou plus rarement fraction continuée,

est une expression de la forme :

as +
3 as + ...

comportant un nombre fini ou infini d’étages. On la note [ag, ay, ..., ap, ...].

Quand tous les a; sont des entiers, la fraction continue est appelée fraction continue simple.
Quand les 4; sont finis, elle se met sous la forme [a3, a5, ..., a] et est appelée fraction continue
simple finie. En utilisant la division euclidienne, nous pouvons développer tout nombre
rationnel en fraction continue simple. Qu’en est-il des nombres irrationnels? La réponse se

trouve dans le théoréme suivant.
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Remarque 1.1.1. Les cing théoremes suivants ont été énoncés et démontrés par I. Niven, H. S. Zu-
ckerman, et H. L. Montgomery, dans leur livre intitulé An introduction to the theory of number

en 1991 au Chapitre 7 pp 325 — 359.

Théoréme 1.1.1.

Toute fraction continue simple infinie [ag, a1, ay, - - - | est un irrationnel.

On note [ag, a1, 4z, - - - | la limite

lim [ag,aq,a2,- -, a].
k—+o0

Pk

Pour tout k, [ag, a1,a2, - - -, ag] est un nombre rationnel =, appelée k éme réduite d"une frac-
dk

tion continue infinie et est obtenue par les expressions suivantes :

(

p—o = 0,
p-1 = 1,
\ pl — al'pl'fl —+ pl'*z pour i 2 0.
et
(
g—2 = 1,
91 = 0,

La réciproque du théoréme 1.1.1 reste vraie comme le montre le résultat suivant.

Théoréme 1.1.2.
Tout nombre irrationnel ¢ se développe uniquement en fraction continue simple infinie

[(10, ai,az,- - - ]/ oil

a, = |Cil,
1

avec §g = ¢
Pour la preuve, se référer au Théoréme 7.10 de [5].

Le développement en fraction continue infinie [ag, a1, 4z, - -] de ¢ implique que la k éme

réduite P¥ est I'approximation rationnelle de ¢. Le théoreme suivant le montre.
Tk
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Théoréme 1.1.3.

Sia/b est un nombre rationnel avec b > 1 tel que |& — g] < | x ?L pour certains k, alors b > gqy.
k
En effet, si |¢b — a| < |{qx — px| pour certains k > 0, alors b > g 1.

Plus généralement, nous avons le théoréme suivant qui est tres utile dans la détermination

de la meilleure approximation rationnelle d"'un nombre irrationnel.

Théoréeme 1.1.4 (Legendre).

Soit ¢ un nombre irrationnel. Si il existe un nombre rationnel a/b avec b > 1 tel que

il <

alors a /b est égale a I'une des réduites dans le développement de ¢ en fraction continue simple.

Discutons a présent du cas particulier ott { = /m, olt m est sans facteur carré.

Théoréme 1.1.5.
Si I'entier positif m est sans facteur carré, le développement en fraction continue simple de \/m a la

forme

\/E = [a()/ A1y s Ay—1, 2510]

oit [ap, ay, ..., a,—1,2ay] = [ag, a1, ..., ay,_1,2a9, a1, ..., 4r_1,24y, - - - | et r est appelée la longueur de la

période de la fraction continue.

1.1.2 Triplet pythagoricien

Définition 1.1.2.
Un triplet pythagoricien ou triplet de Pythagore est un triplet (a,b,c) d’entiers naturels non nuls

vérifiant la relation de Pythagore : a*> + b* = c2.

Le triplet pythagoricien le plus " simple" est (3,4, 5). Il est également le plus connu, ainsi que

ses multiples : (6,8,10),(9,12,15)...

Voici un théoréeme donnant une formule générant I’ensemble de ces triplets.
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Théoréme 1.1.6.

Le triplet (a, b, ¢) est pythagoricien si et seulement s'il existe deux entiers p et q, 0 < q < p tels que

2 2 b

a_p-q , b_ _2pq
c

P ¢ ptg

La démonstration classique utilise une paramétrisation rationnelle du cercle unité :

Démonstration.
Il est possible de paramétrer le cercle unité d’équation x> + y? = 1, privé du point A(—1,0),

a l'aide de la pente t de la droite passant par A et rencontrant le cercle en M(x,y). Les
1—# 2t

1+ 2 1+t
(AM) étant t, on a y = t(x + 1) et 'équation du cercle s’écrit alors x> — 1+ t?(x +1)> = 0

coordonnées de M sont alors : x =

et y = En effet, la pente de la droite

puis, apres simplification par x 4 1, non nul, et regroupement des termes, on obtient alors :
1-# , 2t

—— puis y=-—3.

1+ P VT e

X =
De plus, x et y sont des rationnels strictement positifs si et seulement si t est un rationnel
strictement compris entre 0 et 1. Au triplet d’entiers strictement positifs (a,b, c), on associe
le point M de coordonnées (a/c, b/ c) rationnelles strictement positives. Le triplet (a,b, ¢) est

pythagoricien si et seulement si le point M est un point du cercle unité. Cela se traduit par

les conditions :

a_x_l—ﬂ o D, 2
c T 1+ c YT 14
ol t est un rationnel g/ p strictement compris entre 0 et 1. [

1.1.3 Groupes et Sous-groupes

Définition 1.1.3 (Groupe).
Soit G un ensemble non vide et x : G x G — G, (a,b) — a x b une application. (G, *) est un

groupe si :
a) x est associative ie. Va,b,c € G,a* (bxc) = (axb) xc;
b) G possede un élément neutre e pour x c’est-a-dire 3e € G,Va € G, axe=exa=a;
c) tout a € G admet un symétriqueie.Va € G,3b € G,axb=bxa =e.

Si, de plus, la loi * est commutative i.e. ¥V a,b € G, a*xb = b* a, alors on dit que G est un groupe

commutatif ou abélien.
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Exemple 1.1.1.

1. Z,Q, R, C avec I'addition sont des groupes, de méme que Q*,IR*, C* pour la multiplication.

2. Si E est un ensemble, I'ensemble S(E) des bijections de E dans E, muni de la composition
des applications est un groupe, appelé groupe symétrique de E. Si E n’a qu'un nombre fini n

d’éléments, on note S, le groupe symétrique de E et ses éléments sont appelés permutations.

Définition 1.1.4 (Sous-groupe).

Soit H C G un sous-ensemble non vide. On dit que H est un sous-groupe de G si
i) Va,be G, a,be H — abe H;
i) VaeG, acH — aleH,

on notera H < G.

Les conditions i) et ii) sont évidemment équivalentes a I'unique condition

Va,be G, abe H = ab~ ' € H.

Définition 1.1.5 (Sous-groupe distingué).
Un sous-groupe H de G est dit distingué (on note H < G) si pour tout ¢ € G,Hg = gH (On dit

aussi invariant ou normal).

1.2 Anneaux

Définition 1.2.1 (Anneau).

Un anneau (A, +, -) est la donnée d'un ensemble A et de deux lois internes +, - vérifiant :
e (A,+) est un groupe abélien.
* La multiplication - est associative et possede un élément neutre (noté 1).

e - est distributive par rapport a + : pour tous x,y,z dans A,onax-(y+z) =x-y+x-zet

(y+z) x=y-x+z-x

Si la multiplication est commutative, on dit que I'anneau A est commutatif.
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Exemple 1.2.1.

~

. L'anneau nul {0}.
2. (Z,+,-),(Z/nZ,+, ) sont des anneaux commutatifs.

3. Un corps K est par définition un anneau commutatif, distinct de {0}, tel que tout élément non

nul ait un inverse pour la multiplication.

4. Le produit direct H A; d'une famille d’anneaux (A;);c; est un anneau.
i€l

5. Si A est un anneau commutatif, on dispose de l'anneau des polyndmes en n variables

A[Xy, -+, Xn| qui est commutatif.

Définition 1.2.2.
On appelle ensemble des éléments inversibles d'un anneau A 'ensemble des x € A tels qu’il existe

y € Aavec xy = yx = 1. C’est un groupe pour la multiplication, noté en général A*.

Exemple 1.2.2.

1. (Z/nZ)* est I'ensemble des classes i, avec m premier a n.
2. Dans un corps K, on a par définition K* = K\{0}.

Définition 1.2.3 (Homomorphisme).
Un homomorphisme (ou morphisme) d’anneaux f : A — B est une application entre deux anneaux

vérifiant :
L flx+y) = f(x)+f(y).
2. flxy) = f(0)f ().
3. f(1) =1.

On notera que I'application nulle n’est pas un morphisme d’anneaux car elle ne vérifie pas

la condition 3.

Définition 1.2.4 (Sous-anneau).
Une partie A de B est un sous-anneau si (B, +,-) est un anneau possédant le méme élément unité

que A.

Il est équivalent de dire que 1 € B, et que (B, +) est un sous-groupe de (A, +) qui est stable

par multiplication interne.
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1.3 Idéaux, anneaux quotient

On supposera dans la suite que tous les anneaux sont commutatifs, sauf mention contraire.

Définition 1.3.1 (Idéal).

Une partie I d'un anneau commutatif A est un idéal de A si elle vérifie :
e [ est un sous-groupe de A pour +.
e Pourtout xdelettoutade A, onaax € I.

On prendra garde de ne pas confondre cette notion avec celle de sous-anneau. En particulier
un idéal de A contient 1 (ou encore un élément inversible de A) si et seulement s’il est égal
a A.

Exemple 1.3.1.

1. {0} et A sont des idéaux de A. Ce sont les seuls si A est un corps.
2. Les idéaux de Z sont les nZ. avec n € IN.

3. Si E est une partie d'un anneau commutatif A, alors I'ensemble des éléments de A de la forme
a1x1 + - -+ +apx, avec x; € E et a; € A est un idéal, appelé idéal engendré par E ; c’est le plus

petit idéal de A contenant E. On notera (a) ou aA l'idéal engendré par un élément a de A.

Proposition 1.3.1.
Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A. Alors le groupe quotient A /1 muni de la mul-
tiplication @b := ab est un anneau, appelé anneau quotient de A par I. La surjection canonique

p: A — A/l est un morphisme d’anneaux, et I'élément unité de A/ 1 est 1.

Démonstration.
Le seul point non trivial est que ’élément ab de A/I ne dépend pas du choix des représen-
tants a,b. Orsia = @ etb = EI, alors il existe i,j dans I aveca’ = a+1i,b' = b+ jdou

a'b' = ab+ (aj +ib + ij) avec (aj + ib +ij) € . D'ottab = a'b’. O

On a donc immédiatement le théoréme de factorisation habituel.

Définition 1.3.2.
Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Alors il existe un unique morphisme d’anneaux f :
A/kerf —s Btelque f = fop,oitp: A — A/kerf est la surjection canonique. De plus f est

injectif d'image Im f, i.e. on a un morphisme d’anneaux A/kerf = Im f.
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Définition 1.3.3 (Anneau integre).
Un anneau commutatif A est dit intégre s’il est non nul, et si pour tous a, b de A, la condition ab = 0

impliquea = 0ou b = 0.
Exemple 1.3.2.

1. Pour n € IN*,Z/nZ est intégre si et seulement si n est premier.
2. Tout corps est un anneau integre.

3. Tout sous-anneau d'un anneau intégre est integre.

4. Si A est integre, les anneaux A[X], A[Xq, -+, Xy| sont integres.

On rappelle le résultat classique suivant :

Proposition 1.3.2.

Soit A un anneau integre, alors il existe un corps K et un homomorphisme injectifi : A — K tel
que pour tout morphisme injectif d’anneaux de A vers un corps K', il existe un unique morphisme
de corps j : K — K’ tel que f = joi. K est unique a isomorphisme pres, et s’appelle le corps des

fractions de A. On le note Frac A.

Cela signifie que K est le plus petit corps contenant A; ainsi un anneau est integre si et seule-
ment s'il est sous-anneau d’un corps. Par exemple Frac Z = Q, et Frac (K[X]) = K(X) (le
corps des fractions rationnelles en une indéterminée). Noter que I’anneau nul n’a pas de

corps des fractions (ce qui justifie qu’il ne soit pas integre par convention).

Définition 1.3.4 (Anneau principal).
Un anneau commutatif est dit principal s'il est integre et si tous ses idéaux sont de la forme (a) = aA

aveca € A.

Par exemple Z et K[X] (quand K est un corps) sont principaux.

Définition 1.3.5 (Idéal premier).

Un idéal propre I de A est premier si et seulement si

Va,be A [abel = (a€l ou bel)l.
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Exemple 1.3.3.

1. Les idéaux premiers de Z sont {0} et les nZ pour n premier.
2. Un anneau est integre si et seulement si {0} est premier.

3. L’image réciproque d’un idéal premier par un morphisme d’anneaux est un idéal premier.

Définition 1.3.6 (Idéal maximal).

Un idéal I de A est dit maximal si I # A et si tout idéal | contenant I est égal a A ou a 1.

Définition 1.3.7 (Idéal fractionnaire).
Soit A un anneau intégre. Soit K le corps quotient de A. Un sous-ensemble non vide D de K vérifiant

les trois propriétés suivantes :
* Va,peD,a+p €D,
e Vo e D,VNre A,ra € D,
o [lexiste Q0 # v € Atel que yD C A,

est appelé idéal fractionnaire de A.

Définition 1.3.8 (idéal intégral).

Un idéal fractionnaire A est dit intégral lorsque y = 1.

Définition 1.3.9 (Anneau intégralement clos).
Un anneau intégralement clos est un anneau intégre A qui est sa propre cloture intégrale dans son
corps des fractions. En d’autres termes, pour tout p et q non nuls appartenant a A, si p/q est racine

d’un polyndme unitaire a coefficients dans A, alors p/q appartient a A.
Le théoréme suivant est utile pour les questions théoriques générales.

Théoreme 1.3.1 (Krull).

Dans un anneau commutatif A, tout idéal I # A est inclus dans un idéal maximal.

Démonstration.
L’ensemble des idéaux de A contenant I et distinct de A est inductif car si (I;);c; est une
famille totalement ordonnée d’idéaux de A distincts de A, la réunion est encore un idéal

(parce que la famille est totalement ordonnée) distinct de A (parce qu’elle ne contient pas 1).
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On applique alors le lemme de Zorn qui dit que tout ensemble inductif admet au moins un

élément maximal. O

1.4 Divisibilité sur les anneaux intégres

1.4.1 Elément irréductibles, anneaux factoriels
Dans tout ce paragraphe, A désigne un anneau commutatif integre.

Définition 1.4.1.
Soient a,b dans A. On dit que a divise b et on écrit a|b s'il existe c € A tel que b = ac. En termes

d’idéaux, c’est équivalent a (a) O (b).
En particulier 0 ne divise que lui-méme, et un élément de A* divise tous les éléments de A.

Proposition 1.4.1.
Soient a,b dans A. Alors (alb et bla) si et seulement s’il existe u € A* tel que a = ub. On dit

que a et b sont associés.

Démonstration.
Sia = ubaveca € A*, alors bla et b = u~'a donc a|b. En sens inverse si a = bc et b = ad

avec ¢, d dans A, alors a = adc etdoncdc = 1, soitc € A*. O
Définition 1.4.2.
On dit qu'un élément p de A est irréductible s’il vérifie les deux propriétés suivantes :

1. p n’est pas inversible dans A.

2. La condition p = ab avec a, b dans A implique que a ou b est inversible.

La deuxieme condition signifie que les seuls diviseurs de p sont ses associés et les inversibles
de A. On fera bien attention au fait que par convention, les éléments de A* ne sont pas

irréductibles.

Par exemple, les irréductibles de Z sont les +p avec p un nombre premier. Ceux de R[X]

sont les polyndomes de degré 1 et les polynomes de degré 2 sans racine réelle.

Définition 1.4.3 (Anneau factoriel).

Un anneau commutatif A est dit factoriel s'il vérifie les trois propriétés suivantes :

1. A est integre.
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2. Tout élément non nul a de A s’écrit comme produit

a:upl...pr

avec u € A* et les p; irréductibles.

3. Il y’a unicité de cette décomposition au sens suivant : si a = vqy - - - qs en est une autre, alors
r = s et il existe une permutation o de {1,--- ,r} telle que pour tout i de {1,--- ,r}, les

éléments p; et q,(;) soient associés.

Pour ce qui est de la décomposition, on a besoin d"une propriété de finitude qui est a I’ori-

gine de la notion d’anneaux noethériens.

1.4.2 Anneaux noethériens

Dans tout ce paragraphe, A est un anneau commutatif, mais ici on ne suppose pas forcément

que A est integre.
Les propositions suivantes sont équivalentes.

Proposition 1.4.2.

Soit A un anneau commutatif.
1. Tout idéal de A est engendré par un nombre fini d’éléments.
2. Toute suite croissante ( pour l'inclusion) (I,),en+ d'idéaux est stationnaire.
3. Toute famille non vide d’idéaux de A a un élément maximal pour l'inclusion.

Définition 1.4.4 (Anneau noethérien).

Un anneau commutatif A est dit noethérien s’il vérifie I'une des propositions précédentes.

Par exemple, tout anneau principal est noethérien, et si A est noethérien, tout quotient de
A l'est encore. Par contre, I'anneau K[(X},),eN+| n'est pas noethérien car (X;) C (X3, Xa) C

co- C(Xq,Xp, -+, Xy) C -+ - forme une suite infinie strictement croissante d’idéaux.

Théoreme 1.4.1 (Hilbert).

Si A désigne un anneau noethérien, alors A[X] est noethérien.

Démonstration.
Soient I un idéal de A[X] et n € IN; on note d,,(I) le sous-ensemble de A constitué de 0 et

des coefficients dominants des éléments de degré n de I. Il est immédiat que I est un idéal
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de A, et que l'inclusion I C | implique d,,(I) C d,(J). On a d’autre part les deux propriétés

suivantes :

i) Sin € N, alors d,,(I) C d,11(I) : en effet il suffit de remarquer que si P € I, alors
XP e L

ii) Si I C ], alors le fait que d,(I) = d,(J) pour tout n € N implique que I = | : en effet
si | contient strictement I, on choisit un polyndme Q de degré r qui a méme coefficient

dominant que P, mais alors P — Q est dans J\I et est de degré < r, contradiction.

1.4.3 Critére de principalité et de factorialité
Dans ce paragraphe, A est de nouveau un anneau commutatif integre.

Définition 1.4.5 (Anneau euclidien).
L'anneau A est dit euclidien s'il existe une application v : A\{0} — IN («stathme euclidien») tel
que si a, b sont non nuls dans A, alors il existe q,r dans A avec a = qb + r et vérifiant : r = 0 ou

v(r) < v(b).

On ne demande pas d’unicité dans cette "division euclidienne". Par exemple, Z est euclidien

avec v(x) = |x|, K[X] (K corps) est euclidien avec v(P) = degP.

Théoréme 1.4.2.

Si A est noethérien, alors A est principal.

Démonstration.
Soit I un idéal non nul de A, on choisit b non nul dans I avec v(b) minimal. Alors tout a de
I s’écrita = bg+ravecr = 0ouv(r) < v(b). Mais le deuxiéme cas est impossible car r € I

d’otta € (b). Finalement I = (b). O

La réciproque est fausse mais les contre-exemples classiques ne sont pas évidents

(Z[H;—\/l—g], R[X,Y]/X?+ Y% +1).

Si A est principal, cela n’implique pas que A[X] est principal (ceci n’est vrai que si A est un
corps). Nous verrons que la propriété analogue est vraie pour factoriel. On commence par

la définition du contenu d"un polyndme.

Page 20/199 Université Cheikh Anta Diop



Chapitre 1. PRELIMINAIRES 21

Définition 1.4.6.

Soit A un anneau factoriel. Le contenu (noté ¢(P)) d’un polyndme P est le pgcd de ses coefficients. P
est dit primitif si ¢(P) = 1.

On notera que le contenu est défini a multiplication par un inversible de A prés, par contre
lI'idéal qu’il engendre est bien défini.

Lemme 1.4.1 (Gauss).
Pour tous P, Q de A[X], ona c(PQ) = c(P)c(Q) (toujours modulo A*).

Démonstration.
Pour la preuve, on suppose premiérement que P et Q sont primitifs et on montre que PQ
est primitif. P et Q étant positif, chacun a au moins un coefficient non divisible par p. On se

rameéne a P, Q primitifs en appliquant le résultat précédent a P/c(P), Q/c(Q). O

On en déduit I'important résultat suivant :

Théoréme 1.4.3.

Soit A un anneau factoriel de corps des fractions K. Alors les irréductibles de A[X] sont de deux
types

i) Les polynomes constants irréductibles dans A.

ii) Les polynomes primitifs de degré > 1 qui sont irréductibles dans K[X].

En particulier, pour un polynéme primitif de A[X], il revient au méme d’étre irréductible
dans A[X] et dans l'anneau principal K[X] (ce qui n’est pas du tout évident étant donné

qu’il y’a a priori plus de décompositions possibles dans K[X]).

Démonstration.
La démonstration de ce théoréme est basée sur la "division euclidienne" et I'irréductibilité

du polynéme P. O

On en déduit enfin le résultat suivant.

Théoréeme 1.4.4.
Si A est factoriel, A[X] est factoriel.

Démonstration.

La preuve se fait en deux étapes. On montre d’abord qu’on a I'existence de la décomposition.
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Ensuite on montre que si P € A[X] est irréductible, alors (P) est premier. O

Corollaire 1.4.1.
Si A est factoriel, A[X1, - - -, Xy est factoriel.

Il est commode d’avoir un critere pratique d’irréductibilité dans les anneaux factoriels. Le

résultat suivant est souvent utile.

Théoreme 1.4.5 (Critere d’Eisenstein).

Soient A un anneau factoriel, P un polyndme non constant de A[X|, p irréductible dans A. On pose
n
P=Y aXFeton suppose :

k=0
1. p ne divise pas ay.

2. pdivise ap pour 0 < k <n — 1
3. p? ne divise pas ag.
Alors P est irréductible dans K[X](donc aussi dans A[X] s'il est primitif).

Démonstration.

Pour des détails sur la preuve, se référer a la preuve du théoreme 2.21 de [2]. O

1.5 Modules sur un anneau commutatif

La notion de module est la généralisation naturelle de celle d’espace vectoriel. Elle est ab-
solument fondamentale, par exemple en géométrie algébrique et en théorie des nombres.

Dans la suite, A est un anneau commutatif, que 1’on sera amené a supposer non nul.

Définition 1.5.1 (Module).

Un A— module (M,+,-) est un ensemble muni d'une loi interne + et d'une loi externe
AXM — M vérifiant :

(o, m) — am

e (M, +) est un groupe abélien.

* On aen plus quatre propriétés :
1. a(m+m') =am+ am’
2. (a+ B)m = am+ pm

3. (aB)m = a(Bm)
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4 1-m=m
pour tous o, p € A et tous m,m’ € M.

Remarque 1.5.1.
Comme A est supposé commutatif, il n'y a pas lieu de distinguer entre modules a gauche et a droite

(pour A non commutatif, le troisieme axiome serait différent pour un module a droite).

Définition 1.5.2 (Sous-module).
Soit M un A—module. Un sous-module N de M est un sous-groupe de (M, +) qui est en plus stable

pour la multiplication externe de A.

Autrement dit une partie N de M est un sous-module si et seulement s’il contient 0, et si

pour tous x,y de N ettouta de Aona:x+y € Netax € N.

Définition 1.5.3.

Un homomorphisme (ou morphisme) de A— modules est une application f : M — M’ entre deux
A— modules quivérifie: f(x+y) = f(x)+ f(y) et f(ax) = af(x) pour tous x,y de M et tout « de
A. Onnoteker f := f~1({0}) le noyau de f et Im f := f(M) son image. Ce sont des sous-modules

de M et M’ respectivement.

Au lieu de morphisme de A— modules, on dit parfois application A—linéaire. On a bien stir

les notions d’isomorphisme et d’automorphisme de A—modules.
La définition suivante est analogue a celle qu’on a dans les espaces vectoriels :

Définition 1.5.4.

e Soit (M;)ic; une famille de A— modules. La somme directe ("externe”) des M; est le sous
module @ ;e M; du produit [T;c; M; constitué des familles (m;);c1 presque nulles. Si I est fini,

la somme directe coincide avec le produit direct.

* Soit (M;);c; une famille de sous-modules du A-module M. Alors le sous-module Y ;c; M; est
le module engendré par la réunion des M,. Si la condition ) ;< m; implique m; = O pour tout
i (oit (m;);cy est une famille presque nulle avec m; € M; pour chaque i), on dit que la somme
des M; est directe; dans ce cas Y ;<1 M; est isomorphe a la somme directe ;-1 M;, et on notera

@icrM;, pour Y ;1 M; ("somme directe interne”).

On notera que deux sous-modules M; et M, d'un A-module sont en somme directe si et
seulement si M; N M, = {0}, mais ceci ne se généralise pas pour plus de deux sous-modules.

D’autre part, si M = M; & M, = {0}, alors M/ M; est isomorphe a M, mais contrairement
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au cas des espaces vectoriels, il n’y a pas de réciproque.
y

1.5.1 Module libres, modules de types fini

Définition 1.5.5 (Module de type fini).
Un A-module M est dit de type fini s'il existe une partie finie S de M tel que M soit engendré par S.

Définition 1.5.6 (Module libre).
Un module de type fini est dit libre s’il admet une base, i.e. une famille (x;);c; telle que tout élément

x de M s’écrive de manieére unique x = szl-xi avec (u;);cy famille presque nulle d’éléments de A.
iel

1.6 Corps de nombres-Anneaux des entiers

Cette section est consacrée aux corps de nombres algébriques, aux entiers algébriques et
aux propriétés importantes sur ces notions. Elle se termine par les propriétés et conditions
de factorisation d’un idéal en produit d’idéaux premier. On montre également que cette

décomposition est unique.

Définition 1.6.1 (Nombre algébrique).
Un nombre algébrique est un nombre complexe solution d’une équation polynomiale a coefficients

dans le corps Q des rationnels (autrement dit racine d’un polyndome non nul).

Exemple 1.6.1.

V2,73 et /2 + \/3 sont des entiers de Q(\/E, \/5)

Définition 1.6.2 (Corps de nombres).
Un corps de nombres algébriques (ou simplement corps de nombres) est une extension finie K du

corps Q des nombres rationnels.

Cette définition signifie qu'un corps de nombres algébriques est un corps K qui est obtenu
a partir du corps de nombres rationnels Q en adjoignant un nombre fini de nombres algé-

briques.
On notera d le degré d"un corps de nombres.

Exemple 1.6.2.
Q(v2,/3,v/17) et Q(i,0), avec 6 une racine du polynome x> + x + 1 sont des corps de nombres.

Le théoreme suivant appelé théoreme de 1'élément primitif montre qu'un corps de nombres
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peut étre obtenu en associant un seul nombre algébrique 0 de Q. Il s’agit du Théoreme 6.1.1

démontré par S. Alaca et K. S.Williams dans [1].

Théoréme 1.6.1.

Si K est un corps de nombres algébriques, alors il existe un seul nombre algébrique 0 € K tel que

K =0Q(®).

Pour un corps de nombres K de degré d, I'élément primitif a un polyndme minimal de degré

d. Ce polyndme a alors d’autres racines d — 1 (conjugués de I'élément primitif).

Définissons la notion de conjugué et de monomorphisme d'un corps de nombres algé-

briques.

Définition 1.6.3.
Soit K = Q(6) un corps de nombres algébriques de degré d. On appelle conjugué de 6 sur Q :

91 - 9192/"' led

les racines du polynome minimal de 6 sur Q.

Les corps Q(6;) sont trés similaires aux corps Q(8), ot chacun est généré par un élément
avec le méme polyndéme minimum f. En fait, ils sont tous isomorphes, d’apres 'application
oi : Q(0) — Q(8;) avec 0;(g(0)) = g(0;), quand g € Q[X]. Nous avons le théoréme 6.2.1
de [1] qui I’exprime.

Théoréme 1.6.2.
Soit K = Q(8) le corps de nombres algébriques de degré d, alors on a exactement d monomorphismes

distincts

0p: K— C avec 03(0) =6 (k=1,---,d).

Exemple 1.6.3.
Soit K = Q(+/5). Alors oy (x +yv/5) = x +y/5, (x,y € Q) et o2 (x + y/5) = x — yV/5, (x,y €

Q) sont deux monomorphismes de K a C.

Plus généralement, quand on a le corps K = Q(6) de nombres algébriques de degré d, pour

tout y élément de K, les conjugués de 7y sur K sont 71, - - - ,y; définis par

M =01(7), v = 0al)

Page 25/199 Université Cheikh Anta Diop



Formes linéaires de logarithmes et équations Diophantiennes 26

oucr;i=1,2,---,dsontles monomorphismes définis précédemment.

Définition 1.6.4 (Polynome formel sur un corps K).
Soit K un corps de nombres algébriques de degré d. Soit v € K. Soit y1 = y,v2, -+ ,vq les K—

conjugués de y. Alors le polynome formel de vy sur K est le polynome
d

fldk(y) = [ T(x = 70)-

i=1
fldg est un polyndme a coefficients dans C (ie. fldg(y) € Clx]). Le théoreme 6.3.2 de [1] le
prouve.

Théoréme 1.6.3.
Soit K un corps de nombres algébrique de degré d. Soit v € K, alors

fldx(v) € Qlx].

On en déduit le corollaire suivant ( Théorémes 6.3.4 et 6.3.5 de [1]).

Corollaire 1.6.1.

Soit K un corps de nombres algébrique de degré d. Soit oy € K. Nous avons les équivalences suivantes :
1. Tous les K-conjugués de <y sont égaux si et seulement si y € Q,
2. Tous les K-conjugués de vy sont distincts si et seulement si K = Q(y).

On a la caractérisation suivante des entiers algébriques en termes de modules qui est la

Proposition 2.4 de [32].

Proposition 1.6.1.
Soit K un corps de nombres. Un élément vy de K est un entier algébrique si et seulement s'il existe un

Z-sous-module M de K non nul fini tel que yM C M.

L'exemple 1.6.1 montre que la somme de deux entiers algébriques est aussi un entier
algébrique. En réalité, 'ensemble des entiers algébriques a une structure d’anneau. Cela
résulte de la Proposition 1.6.1. Nous avons le Théoreme 2.1 de [32] qui a été démontré par J.

S.Milne.
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Théoréme 1.6.4.
L’ensemble de tous les entiers (entiers algébriques) d'un corps de nombres K forme un anneau appelé

anneau des entiers de K.
Nous donnons I’exemple intuitif suivant.

Exemple 1.6.4.

Pour K = Q, nous avons Og = Z.

Pour un corps quadratique de nombres (corps de nombres de degré 2). Ce n’est pas évident
de déterminer son anneau des entiers. Nous avons le théoreme suivant qui montre comment

déterminer I’anneau des entiers. Il s’agit du Théoréme 5.4.2 de [1].

Théoreme 1.6.5.
Soit K un corps quadratique de nombres. Soit m le seul entier sans facteur carré tel que K = Q(+/m).

Alors, I'ensemble Ok des entiers algébriques de K est donné par

Z+7Z\/m, m#%1 (mod 4)
Or —
: Z+7Z (%ﬁ) m=1 (mod 4).

Lorsque K n’est pas un corps quadratique, il est plus difficile de déterminer Ok . Déterminer
Ok explicitement pour certaines classes de corps de nombres algébriques K est un domaine
de recherche qui passionne certains chercheurs. Dans la section suivante, nous présenterons

I'anneau de Dedekind et quelques propriétés.

1.6.1 Anneau de Dedekind

Pour résoudre des équations comme celle du dernier théoréme de Fermat, I'anneau des
entiers relatifs s’avere moins commode. Il est parfois plus simple de considérer d’autres an-
neaux, comme celui des entiers de Gauss, d’Eisenstein ou de Dirichlet. Le théoréeme des deux
carrés de Fermat ou encore 1'équation de Pell-Fermat illustre 1"utilité d"une telle structure.
Leurs études se fondent sur le cas particulier des entiers quadratiques, plus simple que le

cas général.

Définition 1.6.5 (Anneau de Dedekind).

Un anneau A est dit de Dedekind s’il vérifie les propriétés suivantes :

* A est commutatif, unitaire, intégral,
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e A est un anneau noethérien,
* A est intégralement clos,
* Chaque idéal premier non nul de A est maximal.

Exemple 1.6.5.
Chaque anneau principal est un anneau de Dedekind. En particulier, il en va de méme de I'anneau

des entiers rationnels.

Théoreme 1.6.6 (S. Alaca et K. S. Williams).
Soit K un corps de nombres algébriques. Soit Ok I'anneau des entiers de K. Alors, Ok est un anneau

de Dedekind.

Notez que chaque idéal fractionnaire A d’un anneau de Dedekind D est généré entierement
par un D sous-module de K. Nous pouvons définir la somme et le produit d’idéaux frac-

tionnaires tout comme nous définissons la somme et le produit des sous-modules.

Théoreme 1.6.7 (S. Alaca et K. S. Williams ).

Soit D un anneau intégral de corps quotient K et soit P un idéal premier de D. Alors, I'ensemble
P={a€K:aP C D}

est un idéal fractionnaire de D et il vérifie PP = D.

Exemple 1.6.6.
Considérons 'anneau de Dedekind D = Ok, ot K = Q(\/E) L’ensemble

P =(2,6)

est un idéal premier de D et P = 27 + 7Z+/6. Alors, on a

<1
P=-P.
2

Le théoreme précédent permet d’obtenir le théoreme fondamental de I’anneau de Dedekind.

Théoreme 1.6.8 (Théoreme fondamental de 'anneau de Dedekind).

Si D est un anneau de Dedekind, alors chaque idéal intégral est un produit d’idéaux premiers et cette
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factorisation est unique en ce sens que si

PP Pe=0Q102---Qy,

oit les P; et Q; sont des idéaux premiers, alors k = I et apres la réétiquetation (si nécessaire) P; = Q;,

i=1,2,---,k.
C’est I'équivalent du théoreme fondamental de I’arithmétique.
Comme Ok est un anneau de Dedekind, nous avons directement le résultat suivant :

Théoreme 1.6.9 (S. Alaca et K. S. Williams).
Soit K un corps de nombres algébriques. Alors, chaque idéal intégral premier de O peut étre exprimé

uniquement comme un produit d’idéaux premiers.

Exemple 1.6.7.
Soit K = Q(+/—5), l'anneau des entiers Ox = {a+by/—5 :a,b € Z} de K est un anneau de

Dedekind qu’on note D. D n’est pas un anneau de factorisation unique. En effet

6=2-3=(1++v-5)(1—-+/-5),

01 2,3,(1++/—5), (1 — v/—5) sont irréductibles non associés de D. Nous montrons comment uti-

liser I'idéal pour restaurer la factorisation unique. Soit

P=(2,1++-5),
P = (3,1++-5),
P, = (2,1—+/-5).

Alors
(2) = P2, (3)=P P, (14++-5)=PP, (1-+/-5)=PP,

et

(6) = (2)(3) = (1 ++/=5)(1 — /=5) = P*PP,.

La section suivante est dédiée aux logarithmes complexes et p-adiques.
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1.7 Logarithmes Complexes et p-adiques

Dans cette section, nous abordons les notions de logarithmes complexes et p-adiques. Le
logarithme est une fonction définie a priori sur R% , et nous 1’étendons ici sur C. On rappelle,

pour la suite, que

+o00 N
expz = Z 7 pour tout zeC,
n=0
et pour
+co 2n+1
arctanx = ) _ (—1)" a pour tout x €] —1,1].
=0 2n+1

1.7.1 Logarithmes complexes

Ecrivons tout d’abord la fonction In sous forme de série. Nous savons que

-FZOO tn—H
In(1+¢) =) (-1)" pour |t|<1;
= n+1

On écrit donc

oo 2n+1
In ﬂ :22 t .
1-t = o+l

Sionposex = (1—t)/(1+t)alorst = (x—1)/(x+1) etl’on a la proposition :

Proposition 1.7.1.

Pourx >1,0ona:

Inx =2 .
nr g2n+1<x+1)

Démonstration.
X — ) .
Posons X = Y alors on constate que si x > 0 alors X €] —1,1[. Ainsi,

=2
fx) Z2n+1<x+1>

n=0

est bien définie et méme dérivable sur R’ en vertu des théoremes relatifs aux séries entieres.
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En dérivant, nous obtenons,

Donc ayant f(1) = 0 = In1, on obtient bien f(x) = In(x). O

Etendons ce résultat sur C. Nous avons la proposition suivante :

Proposition 1.7.2.
On a pour tout z € C4,avec C4 = {z € C/R(z) > 0},

lo z—2Jroo ! z—1
B2 L ny1) \z+1

défini et dérivable pour x € R*.. Onalog; x = Inx.

Démonstration.

Nous nous appuyons sur un résultat de la convergence normale sur tout compact de C..

< r < 1 (on s’appuie sur les

-1
Soit K un tel compact. On a la convergence dés que §+ 1

résultats du logarithme dans R).

En posantz = x + iy, on a

z—1‘ \/—<x—1>2+y2_\/1_<x+1)2+y2—y2—<x—1>2
NCEET (r+ 12+ 12

z+1 -

Donc

z—1] 1_ 4x

z+1| (x +1)2 4142

: . o 4x

or il est aisé de se rendre compte de la continuité de ¢ : z € K — 55
(x+1)2+y

continuité des applications (linéaires en dimension finie) et par composition d’applications

grace a la

continues. Ainsi, K étant compact, cette fonction atteint ses bornes et comme (z) > 0, il

existe m > 0 tel que ¢(z) > m pour tout z € K; donc

z+1

Z_l‘gx/l—m<1,

d’ot1 les résultats souhaités. O]
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Nous avons alors la proposition suivante :

Théoréeme 1.7.1.
Pour tout z € C4,exp(log, z) =z

Démonstration.
Tout d’abord on démontre un lemme important : Pour tout couple de fonctions a variables
/ /
g—:]%:>EICECtelquef:cg.
f

Cela vient de la formule de la dérivée de la fonction rationnelle ~. On fixe maintenant x > 0

réelles dérivables (f,g) ona:

et on pose

h(y)—zio . (x+iy_1>zn+l
—2n+1 \x+iy+1
Alors la série dérivée par rapport a y converge normalement sur tout compact de R (valable

également sur C car avec z = x + iy, on retrouve la proposition précédente sachant qu'un

produit de compacts est compact) & est dérivable sur R et h'(y) = ' La fonction g =

X +1y
§'ly) _ i
gly)  x+iy

g ont méme dérivée logarithmique (c’est-a-dire qu’elles vérifient les conditions du lemme) :

exp oh est dérivable, eton a ; en considérant que y —— x + iy cette fonction et
il existe donc ¢ € C tel que g(y) = c(x +iy). Or d’apres la Proposition 1.7.1 ona #(0) = In(x)

et c = 1 puisque sur R* on a bien exp(In(x)) = x. O

Proposition 1.7.3.
Pour tout z € C\IR_ il existe un unique a € C. tel que a> = z; onnotea = \/zetsiz = x + iy

ona:

2142
ﬁ:\/x—kx/;c +y ny y

V20 + V)
I1 suffit de le vérifier en calculant \/52 et I'unicité provient du fait que a?> = b2. Ceci implique
quea =boua = —b. Vuque R(a) > 0, alors seul le cas a = b est conservé.

On peut poser Vz € C\R_, Inz = 2log; (1/z). La proposition suivante étend les propriétés

déja vues pour In.

Proposition 1.7.4.

e Vze C\R_, exp(lnz)=z

Page 32/199 Université Cheikh Anta Diop



Chapitre 1. PRELIMINAIRES 33

e VzeCy, Inz=log,z

e Vze C\R_, Inz=2In(y/z)

Démonstration.

e Onalnz = 2log,(y/z). Or /z = exp(log, (1/z)) d’apres le théoreme 2.3.1, exp(Inz) =
exp(210g, (v2)), et exp(Inz) = (exp(log; (v2))) = (v2)* = 2

¢ Obtenu d’apres le théoréme 2.3.1,

* Obtenu avec la proposition ci-dessus.

En faisant le point, on se rend compte que le prolongement du logarithme sur C\IR_ en fait
toujours une application continue ( grace a la convergence normale de la Proposition 1.7.1
et 1.7.2 successivement). En étudiant les limites aux bornes, on peut se rendre compte que
pour tout & < 0 dans R, on a lim,_,, 5(;)~0 — lim,_,4 53(z)<0 7 0; ce qui rend impossible un
prolongement par continuité : notre prolongement de la fonction logarithme sur C est ici

maximal. O
Ci-dessous deux autres propositions permettant d’éclaircir la fonction logarithme.
Proposition 1.7.5.

VaeRyetVze Cronaln(az) =Ina+1Inz

Démonstration.
Posons z = x + iy, a fixé. D’aprés le Théoreme 1.7.1, on a :
i ai

d 0
@(lna—l—lnz) = Y4y axtay @(ln(az)).

Ayant les deux fonctions qui prennent la méme valeur en 0 (on se rameéne a In(ax)) et on se

sert du cas réel pour obtenir le résultat souhaité. O

Passons a présent aux logarithmes p—adiques.

1.7.2 Logarithmes p—adiques

Définition 1.7.1 (Nombres p—adiques).
Pour un nombre premier p fixé, les nombres p—adiques forment une extension particuliere du corps

Q des nombres rationnels, découverte par Kurt Hensel en 1897.
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Le corps commutatif Q, des nombres p—adiques peut étre construit par complétion de Q,
d’une facon analogue a la construction des nombres réels par les suites de Cauchy, mais

pour une valeur absolue moins familiére, nommée valeur absolue p—adique.

Un nombre p—adique peut aussi se concevoir comme une suite de chiffres en base p, éven-
tuellement infinie a gauche de la virgule (mais toujours finie a droite de la virgule), avec une

addition et une multiplication qui se calculent comme pour les nombres décimaux usuels.

La principale motivation ayant donné naissance aux corps des nombres p—adiques était de
pouvoir utiliser les techniques des séries entieres en théorie des nombres, mais leur utilité
dépasse a présent largement ce cadre. De plus, la valeur absolue p—adique sur le corps Q,
est une valeur absolue non archimédienne : on obtient sur ce corps une analyse différente

de I'analyse usuelle sur les réels, que 1’on appelle analyse p—adique.
Pour un nombre premier p donné, on définit comme suit la valeur absolue p—adique sur Q.

* La valuation p—adique d'un entier relatif a non nul (notée v,(a)) est I'exposant de p
dans la décomposition de a en produit de facteurs premiers (il s’agit d"un cas particu-

lier de valuation discréte). On pose v, (0) = -+oco.
* On étend cette valuation a Q en posant :

a

Up (E) = vp(a) —vp(b).

cette relation ne dépend pas du représentant choisi pour le rationnel.

e La valeur absolue p—adique |-|, est définie par : [r[, = p~ %) (en particulier,
0], = p~* =0 : en quelque sorte, plus r est divisible par p, plus sa valeur absolue

p—adique est petite).

* Le corps Qp, muni d'une valeur absolue (encore notée |- [,, peut alors étre défini

comme le complété du corps valué (Q, | - |,).

1.7.2.1 Approche algébrique

Dans cette approche, on commence par définir I’anneau integre Z, des entiers p—adiques,
puis on définit le corps Q, des nombres p—adiques comme le corps des fractions de cet

anneau.

On définit I'anneau Z, comme la limite projective (qui est une généralisation du produit;

Page 34/199 Université Cheikh Anta Diop



Chapitre 1. PRELIMINAIRES 35

c’est le dual de la limite inductive) des anneaux Z/p"Z, ot le morphisme Z/p"*1Z —
Z./p"Z estla réduction modulo p". Un entier p—adique est une suite (a,),>1 telle que pour
toutn > 1:

a, € Z/p"Z et a,=a,,1 (mod p").

Cet anneau est isomorphe a celui défini plus haut et I’est méme en tant que anneau to-
pologique, vu comme sous-anneau (compact) du produit des anneaux discrets Z/p"Z. Le
morphisme canonique de Z dans Z, est injectif car 0 est le seul entier divisible par toutes

les puissances de p.

Exemple, 7 étant un nombre 2—adique, il correspond a la suite (1,3,7,7,7,7,...). Toutes les
suites (a,) dont le premier élément n’est pas nul ont un inverse de Z, car p est 'unique
élément de I'anneau (c’est un anneau de valuation discrete); 1’absence de cette propriété
rendrait la méme construction sans intérét (algébrique ) si I’on prenait pour p un nombre

composé.

Exemple 1.7.1.

L’inverse de 7 dans Z; est une suite qui commence par 1,3,7,7,23,55 (car 7 x 55 =1 (mod 26) ).

On peut remarquer que Z, contient donc 1’anneau obtenu en adjoignant a Z tous les in-
verses des nombres premiers sauf p (ce sous-anneau est un anneau local, le localisé de Z en
p). En effet, la localisation est une opération de base de I'algébre commutative. Elle permet
de construire a partir d"'un anneau commutatif un nouvel anneau. La construction du corps

de fractions est un cas particulier de la localisation.

De plus, p n’étant pas un diviseur de zéro dans Z,, le corps Q, s’obtient en adjoignant sim-

plement a 'anneau Z,, un inverse pour p, ce que l'on note Q, = Z, [E} (anneau engendré
1 : . .
par Z, et —, donnant les expressions polynomiales en —, analogue de la construction des

nombres décimaux D = Z {%} ).

1.7.2.2 Décomposition canonique de Hensel

D’apres ce qui précede, tout élément non nul » de Q, s’écrit de maniere unique comme une

série (automatiquement convergente pour la métrique p—adique) de la forme :

r= i bip'
i=k
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ol k est un entier relatif et ot les b; sont des entiers compris entre 0 et p — 1, by étant non nul.
Cette écriture est la décomposition canonique de r comme nombre p—adique. Elle se déduit
immédiatement du cas r € Z,; c’est-a-dire k € N :sir = (a,) € @Z/ p"Z,la donnée des

b; équivaut a celle des a, puisque

a,= Y bip' (mod p").
k<i<n
On peut de cet fait représenter un entier p—adique par une suite infinie vers la gauche de
chiffres en base p, tandis que les autres éléments de Qy, auront, quant a eux, en plus, un
nombre fini de chiffres a droite de la virgule. Cette écriture fonctionne en somme a l'inverse
de ce qu’on a I'habitude de rencontrer dans I’écriture des nombres réels. Par exemple, avec

p=2:

e 1=1x2%=...000001, = 1, (pour tout entier naturel, le développement 2—adique

est simplement le développement en base 2);

o . 111111 = Z 2! = —1 (dans Z,, toute série géométrique de premier terme a et de
i=0
raison 2 converge vers 7 1 5 = —acar 2, =271 <1);
-2 = 2n+1 2 1
* (vuque |4, =272) alors...01010101011, =1+ ) _ 2" =1+ T 1° 3

n=0

Le chapitre suivant aborde les notions de suites récurrentes linéaires et les équations Dio-
phantiennes. Quelques propriétés et applications de ses suites sont présentées. La derniere

partie analyse quelques méthodes classiques de résolution des équations Diophantiennes.
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— Chapitre 2
SUITES RECURRENTES LINEAIRES

ET EQUATIONS DIOPHANTIENNES

Ce chapitre aborde comme annoncé dans l'intitulé du chapitre, les suites récurrentes li-
néaires, les propriétés et relations entres elles. Ensuite, les différentes méthodes classiques

de résolution des différentes équations Diophantiennes y sont analysées.

2.1 Suites récurrentes linéaires

2.1.1 Suites récurrentes linéaires d’ordre k

Définition 2.1.1.

Soit k > 1. La suite (Hy) >0 C C est appelée une suite récurrente linéaire d’ordre k si la suite
Hyx=mHy k1 +aHy 2+ +apHy (2.1)

pour tout n > 0 avec ay, ..., a; € C, fixés.

On suppose que a; # 0 (sinon, (Hy,),>0 est une suite récurrente d’ordre inférieur a k ). Si on
aay,...,ar € ZetHy,... Hc1 € Z, alors on peut aisément prouver par induction sur n

que H, est un entier pour tout n > 0. Le polynéome
F(X) = XKk -y X1 —gpXk2 — .. g € C[X],

est appelé le polyndome caractéristique de (H,),>0. Supposons que

fX) =TI(X—a)7, (22)

i=1

37
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ol a1, ..., &, sont des zéros distincts de f(X) avec respectivement o7, ..., 0y, leur ordre de

multiplicité.

2.1.2 Suites récurrentes binaires

Définition 2.1.2.

Les suites (An)n>0 et (Bn)n>0 sont définies pour tout entier positif par

Aptz = aAyn1+ Ay Ap=0, A1 =1
Byi+2 = aByy1+ By, Bo=2, By=a.

Poura =1, (An)n>0 = (Fu)u>0 et (Bn)n>0 = (Ln)n>0, qui sont des suites de Fibonacci et Lucas

respectivement, définies plus haut.

Remarque 2.1.1.
Sik = 2, la suite (Hy),>0 est appelée suite récurrente binaire. Dans ce cas, le polyndme caractéris-
tique est de la forme

fX)=X—mX —ay = (X —a)(X — a2). (2.3)

Supposons que a1 # &y, alors Hy, = c1all + coaly pour tout n > 0.

Définition 2.1.3.
La suite récurrente binaire (Hy, ), >0 dont le terme général est donné par la formule (2.3) est dite non

dégénérée si cicoiay # 0 et wq /wp n'est pas un zéro de l'unité.

2.1.2.1 Cas particuliers des suites de Lucas

Les cas particuliers des suites de Lucas sont les suites de Fibonacci, de Lucas, de Pell et

d’autres suites et nombres associés aux bindmes.

(a) SoitP =1,Q = —1, alors D = 5. Les nombres U,, = U, (1, —1) sont appelés les nombres
de Fibonacci, tandis que les nombres V,, = V,,(1, —1) sont appelés les nombres de Lucas.

Voici les premiers nombres de Lucas : 2,1, 3,4,7,11,18,29,47,76,123,99,322, . ..

(b) Soit P =2,Q = —1, alors D = 8. Les nombres U, = U,(2,—1) et V;, = V,,(2,—1) sont
les nombres de Pell et le compagnon des nombres de Pell. Voici quelques premiers termes

de ces suites :

u,(2,-1):0,1,2,5,12,29,70,169, - - -
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Vu(2,-1):2,2,6,14,34,82,198,478, - - -

(c) Soienta et b des entiers telsquea > b > 1.Soient P = a+b,Q = ab,alors D = (a — b)2.
al — pt
a—>b
Uy =0,U; =1,Vy =2,V =a+b = P,et (Uy)p>0, (Vu)n>o0 sont la premiere et la

Pour tout n > 0, soit U, =

et V, = a" +b". 1l est tres facile de vérifier que

seconde suite de Lucas de parametres P, Q.

. ) ) ) a® —1
En particulier, si b = 1, on obtient les suites de nombres U, = 1 V, = a" +1; dans
a J—
ce cas, les parametres sont P = a4+ 1,Q = a. Finalement, si on a aussi 4 = 2, on obtient

U, =2"-1,V, =2" +1, de parametres P = 3,Q = 2.

2.1.3 Relations de récurrence

Une telle généralisation est possible lorsqu’on change les valeurs initiales, on mixe deux
suites de Lucas tout en n’exigeant pas que les nombres dans la suite soient entiers, ou aient

plus de deux parametres.

Méme si de nombreux résultats sur les suites de Lucas ont été étendus avec succes a des
suites plus générales, et ont trouvé des applications intéressantes, nous choisissons dans

cette section, de limiter notre attention uniquement aux suites de Lucas.

Soient P et Q des entiers. Soient Ty, T; des entiers tels que Ty ou T; soient non nuls (pour

exclure le cas trivial). Soit
Wo=PTy+2Ty et W; =2QTy+ PTh.
Soit
Tw=P T, 1—Q -Ty—o et Wy=P-W,_1—QW,_» (pour n>2).

Les suites (T,(P, Q))n>0 et (Wn(P, Q))n>0 sont les (premiere et seconde) suites linéaires de
récurrence de parametres (P, Q) etassociée a la paire (Ty, T1). Les suites de Lucas sont spéciales,

normalisées, suites linéaires de récurrence avec des parametres donnés; associées a (0,1).
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2.2 Quelques suites récurrentes linéaires

2.2.1 Suites de Fibonacci

La suite de Fibonacci est une suite d’entiers dans laquelle chaque terme est la somme des
deux termes qui le précedent. Elle commence par les termes 0 et 1 (il y’a aussi des défini-

tions qui la font commencer avec 1 et 1). Les termes de cette suite sont appelés nombres de

Fibonacci :
Folh | h|FB | |F|F|F |F|F|Fy| 1| Fo2 |- |F
0111 |2|3 |5 |8 |13]|21|34|55 |89 |144|--- |F, 1+F, »

Elle est définie par Fp =0, F; = letF, = F,_1 + F,_» pour n > 1.

2.2.2 Expression fractionnelle

Le calcul du n—eme terme de la suite de Fibonacci via la formule de récurrence requiert le
calcul des termes précédents. Au contraire, une expression fractionnelle de la suite de Fibo-
nacci est une expression ot le calcul du n—éme terme ne présuppose pas la connaissance
des termes précédents. Binet a redécouvert une formule en 1843, qui avait déja été obtenue
par Moivre en 1718 et par Euler en 1765. Cette expression fractionnelle s’appelle la formule

de Binet.

La formule de Binet pour le terme général des suites de Fibonacci et Lucas est obtenue en

utilisant les techniques standards pour résoudre les suites récurrentes, qui sont données par :

at — B
F, = (X_g et L,=a"+p" (2.4)

1++5 1-+/5

ouw = 5 et = 5 sont les zéros de 1'équation caractéristique X> — X — 1. Cette

suite est liée au nombre d’or x. Ce nombre intervient dans 1’expression du terme général de
la suite. Inversement, la suite de Fibonacci intervient dans 1’écriture des réduites (conver-
gents) de l’expression de « en fraction continue. Les quotients de deux termes consécutifs
de la suite de Fibonacci sont les meilleures approximations du nombre d’or. Qu’en est-il des

suites de Tribonacci?
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2.2.3 Suites de Tribonacci

La suite de Tribonacci est inspirée de la suite de Fibonacci. La suite de Tribonacci est définie

par récurrence sur trois éléments. Chaque terme est la somme des trois précédents.
e To=0;T1=1;, T, =1
* pour tout entier positif n, T,,13 = Ty42 + Tyy11 + T

Les premiers termes sont 0,1,1,2,4,7,13,24, 44, 81, etc.

Elle est la combinaison linéaire des trois suites (r7) , (75) , (§) ol les r; sont les trois ra-

cines du polynéme : x> — x? — x — 1. La racine réelle, dont une valeur approchée est 1.8393,

est appelée constante de Tribonacci (ou encore nombre d’argent, par référence au nombre
d’or ). Les racines complexes conjuguées ont un module inférieur a 1. Ils sont appelés aussi
nombres de Tribonacci. Les termes de la suite de Tribonacci, sont parfois appelés entiers

tribonacciques.

Il existe de méme des suites de k-bonacci, ott chaque terme est la somme des k termes précé-

dents.

2.2.4 Suites de Lucas

Soient P et Q des entiers non nuls. Soit D = P? — 4Q, le discriminant, et supposons que D # 0

( pour exclure le cas dégénéré).

Considérons le polyndme X2 — PX + Q, appelé polynome caractéristique, qui a pour solutions

N

P
x=——7— ¢e B= >

Donca # B, a«a+B=P, a-B=Q, et (a—pB)>=D.

Pour tout n > 0, soient U, = U, (P, Q) et V, = V;,(P, Q) tels que
U() = 0, U1 = 1, Un =P un,1 — Qun_z (pour n> 2),

V() = 2, V1 = P, Vn =P Vn,1 — QVn_z (pour n> 2).

Les suites U = (Uy(P, Q))u>0 et V = (V,,(P, Q)),>0 sont appelées les (premiere et seconde)

suites de Lucas de parametres (P,Q). V = (V,(P, Q))n>0 est encore appelée la compagne de la
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suite de Lucas de parametres (P, Q).

2.2.5 Développement en séries de puissances de (U,),>o et (V,)>o

Le développement en série de puissances formelles de (U, ),>0 et (V,;)>o pour tout (P, Q)

se présente comme suit :

X

2 - PX
X" =
n;)u” 1 - PX +QX?

t vV, X" = )
€ n;o " 1—PX + OX2

(2.5)

En effet, les formules de Binet de (Uy,),,>0 et (V};) >0 sont données par les relations suivantes :

n __ pn
U, =P o v, —arsp

v—p
Alorsona:
e P
n=0 IB n=0 n=0
B 1 1 B 1
S a—B\1-aX 1-BX
_ 1 (@=p)X
a—pB  1-PX+QX?
B X
1—PX-|—QX2'
De méme,
ZVan — Z (an+‘3n)
n=0 n=0
e 1 1 2—(0¢+[3)X
X —
,;“X +¥ﬁ T—aX 1-pX 1-PX+QX2
2—-PX
_— :P.
1 —PX 1 OX2 car a+p

Les suites de Lucas sont des exemples de suites de nombres engendrés par un algorithme.

A la néme étape ou au temps 7, les nombres correspondants sont Uy, (P, Q), respectivement,
Va(P, Q). Dans ce cas, l'algorithme est une récurrence linéaire avec deux parametres. Une
fois les parametres et les valeurs initiales donnés, toute la suite, c’est-a-dire ses valeurs fu-

tures sont completement déterminées. Mais, aussi, si les parametres et deux valeurs consé-
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cutives sont données, toutes les valeurs passées (et futures) sont déterminées.

2.2.6 Suites de Pell et Pell-Lucas

2.2.6.1 Suites de Pell

Définition 2.2.1.

Les suites de Pell sont des suites définies par la relation de récurrence suivante :

0 pour n =0;
Pp=41 pour n=1;
2P, 1+ P, pour n > 2.

Les premiers nombres de Pell sont :

0,1,2,5,12,29,70,169,408, 985,2378,5741, 13860, - - -

2.2.6.2 Propriétés des suites de Pell

Proposition 2.2.1.

Soit (Py) la suite de Pell. On a les propriétés suivantes :

n_ pn
1. Pn:“(x—[ﬁ% pourtoutn20aveco¢=1+\/§etﬁ:1—\/E,

2. Py 1Py — P2 = (=1)" pour tout n > 1,

3. a"2<p, <atl pour tout n > 1.

Démonstration.

1. Soient a et b deux nombres réels tels que P, —aP,_1 = b(P,_1 —aP,_p) alors P, =
(a+b)P,_1 — abP,_, par identification a la relation de récurrence P, = 2P,_1 — P,_».
Onaa+b=2etab= —1,donca=a =1++2eth = B=1—- V2. Ainsi P, —aP,_1 =

n__ pn
B1(Py — aPy) = " 1. Alors Py = "' + a2+ - + p~1, donc P, = D‘lx - [[[53_
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2. En utilisant la formule établie, on obtient

n+1 _ pn+l n—1_ pn—1 n_ pn\2
Py 1Py 1 — Pl% = (“ IB(‘X 1(;)2 P ) - (0(6“ — §>2)
B _an—l—lﬁn—l o “n—llgn—l—l + thnﬁn
B (a — B)?

o ”0{2— o 2
gy

3. On sait que P, = a" ! +a" 28+ ...+ g Lalors P, — a1 = a" 28+ ... 4 "L,

donc P, — a1 = BP,—1 < 0 pour toutn > 1, d’ot P, < a1

Sinon P, = a" ! + & 28 + P, % Donc
P, — an—Z — an—l _ an—Zﬁ + Pn—Zﬁz-

Le signe du discriminant du polynome en 8 dépend de —1 +2(B/«&)" 2 qui est négatif

n—2 n—2

pour n > 2. Donc P —n — a"~“ a le signe de P,,_, qui est positif, alors P, > a"~*, mais

toujours vrai pour n > 1.

Remarque 2.2.1.

Ces relations peuvent étre obtenues par induction sur n.

2.2.6.3 Suites de Pell-Lucas

Définition 2.2.2.

Les suites de Pell-Lucas sont des suites définies par la relation de récurrence suivante :

2 pour n=_0;
Qn=1 2 pour n=1;
2Qy-1+Qu_2 pour n > 2.

Les premiers nombres de Pell-Lucas sont :

2,2,6,14,34,82,198,478,1154, 2786, 6726,16238,39202, - - - .

On peut aussi écrire : P, = F,(2) et Q, = L,(2) ou F, et L, sont respectivement les suites de
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Fibonacci et de Lucas.

2.2.6.4 Propriétées des suites de Pell-Lucas

Proposition 2.2.2.
Soit (Qn)n>0 la suite de Pell-Lucas

Les propriétés sont les suivantes :
1. Qu = " 4 B, pour tout n > 0 avec x = 1+\/§etﬁ: 1—+/2,
2. Qui1Qn_1— Q% =8(—1)" pour tout n > 1,
3. P,Qy = Py

Démonstration.

Idem que la derniere preuve. O

Présentons a présent les équations Diophantiennes.

2.3 Equations Diophantiennes

Dans cette section, nous allons dans un premier temps définir une équation Diophantienne
et ensuite énumérer les différentes équations Diophantiennes existantes, puis nous discute-

rons de quelques cas particuliers d’équations Diophantiennes.

Définition 2.3.1.

Une équation Diophantienne est une équation polynomiale

f(xll X2, Ixn) - 0/ (26)

a une ou plusieurs inconnues dont les solutions sont cherchées parmi les entiers, éventuellement

rationnels, les coefficients étant eux-mémes des entiers.

Exemple 2.3.1.

Trouver les couples (x,y) d'entiers tels que x* = y® — 6.

Trouver les solutions de cette équation n’est pas évident. Par contre, les outils de I'arithmé-
tique élémentaire permettent de résoudre facilement les équations Diophantiennes linéaires

encore appelées équations Diophantiennes de premier degré.
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2.3.1 Equations Diophantiennes du premier degré

Définition 2.3.2.

On appelle équations Diophantiennes du premier degré, les équations Diophantiennes de la forme
a1x1+axxy +---+apx, =g, (2.7)

oll a1,as,- -+ ,a, sont des entiers.

Nous avons le théoreme suivant sur I'existence de solutions pour les équations Diophan-

tiennes de premier degré.

Théoréme 2.3.1.
La condition nécessaire et suffisante pour que I'équation (2.7) admette une solution est que le plus

grand commun diviseur de a1, ay, - - - , a divise c c’est-a-dire pged(ay, az, - - - ,an)|c
Dans le cas de deux inconnus, nous avons le théoreme suivant :

Théoréme 2.3.2.
Si I'équation linéaire

ax +by=c (2.8)

admet ¢ et 1 comme solutions, alors toutes les solutions entieres x et y de I'équation (2.8) se mettent
sous la forme :
b a
= L — =y——t, tcZ. 29
X=o pged(a, b) = pged(a,b) (29)
Démonstration.
Il est facile de voir que x et y données par les expressions (2.9) vérifient I'équation (2.8)
quand nous considérons que aé + by = c. Supposons que x,y sont des racines arbitraires

intégrales de (2.8). Nous avons dans ce cas,

ax+by =c=ag+ by

Donc

a(x =¢) = by —1n). (2.10)
Sid = (a,b) le pged de a et b, il s’ensuit que g est un diviseur de x — ¢. Par définition, il
existe un entier ¢ tel que x — ¢ = gt.
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Pour obtenir 1’'expression de y, il suffit de remplacer I'expression de x — ¢ obtenue précé-
a
d

infini de solutions intégrales quand elle en admet. Une solution peut étre obtenue par taton-

demment dans 1’équation (2.10). On obtient y — 7 = ——t. Donc, I'équation (2.8) a un nombre

nement. O]

L’algorithme d’Euclide permet également de trouver une solution fondamentale de (2.8).

Sans perte de généralité, on peut poser ¢ = pgcd(a,b). On écrit 1’algorithme sous la forme

suivante : )
a—qib = ap
b —qoay = as.
.......... (2.11)
Ar—-3 — f4r—20a, = dr-1
Ar—2 —{r—18q, = 4y =C

\

Eliminant a,_; des deux derniéres équations de (2.11), on obtient la relation

ar—Z(l + ‘]rler—Z) —qdr-34r—1 = C.

En éliminant de la méme maniere a,_, de cette équation et de la troisieme équation du bas

vers le haut du systeme (2.11), on obtient la relation suivante
a,—3P+a, 4Q=c¢c,

ou P et Q sont des entiers. En procédant de cette maniére et en éliminant successivement
a,_3,a,_4, etc., on obtient la relation aA + bB = ¢, ou A et B sont des entiers déterminés
par 41,492,493, - - - ,qr—1- Ceci peut étre facilement vérifié par induction. Nous venons ainsi de

trouver les solutions intégrales x = A,y = B de I'équation (2.8).

Exemple 2.3.2.
Sia =15,b = 11,c = 1, I'algorithme d’Euclide est

15-1-11 =4,
11-2-4=3,
4—-1-3=1.
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Par élimination, on obtient

4.-3-11-1=1,
15-3-11-4=1.

et nous avons x = 3 et y = —4 comme solution de I'équation 15x + 11y = 1.
Exemple 2.3.3.
Soient a = 7, b = 12 et ¢ = 5. L'algorithme d’Euclide permet de trouver { = —letn = 1

comme solution particuliere. Comme pgcd(a, b)= pgcd (7,12)=1, alors toutes les autres solutions

sontx = —-1+12t, y=1+7t, te”Z.

Abordons a présent les équations Diophantiennes non linéaires, celles dans lesquelles cer-

taines inconnues figurent avec un degré supérieur ou égal a deux.

2.3.2 Equations Diophantiennes de second ordre

Dans cette section, nous allons définir et discuter des équations Diophantiennes de second
ordre a deux inconnues. A travers les cas particuliers, nous allons étudier 1'équation de

Pythagore et sa généralisation a quatre inconnues.

Soit une équation Diophantienne de degré 2 a deux inconnues sous sa forme générale
ax® +bxy +cy* +dx+ey + f = 0.

Pour résoudre une équation Diophantienne de ce type, nous la mettons sous la forme sui-
vante

Y? - DX?>=N quand D #0. (2.12)

Pour ce faire, nous posons

X =4dax +2by +2d, Y =2(4ac —b*)y — (4ac —2bd) D = b*— 4ac
et N = (4ae — 2bd)? — 4(4ac — b?) (4af — d?).

Si D < 0, alors nous avons Y? — N = DX? < 0. Ce qui implique que Y?> < N, d’ot1 on a au

plus un nombre fini de solutions. Par contre si D est un carré parfait, alors I'équation (2.12)
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devient

Y2 — X?> = N. (2.13)

En factorisant I'équation (2.13), nous obtenons
(Y+ X)(Y — X) = N. (2.14)

De cette équation, il s’en suit que Y + X et Y — X divisent N. Ceci implique que nous avons
au plus un nombre fini de solutions. Pour résoudre I'équation (2.13), nous allons supposer
que N est un carré parfait. Le probleme consiste donc a déterminer le couple (X, Y) tel que

(X, M, Y) soit un triplet pythagoricien avec N = M?.

Dans la suite de cette section, nous donnerons quelques résultats sur I’équation de Pythagore

et sa généralisation a quatre inconnues.

Théoréme 2.3.3.

Les solutions intégrales de I'équation

sont données par

x =k(m?>—n?), y=2kmn, z=k(m*>+n*) avec kmncZ. (2.15)

Plus généralement, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.3.4.

Toutes les solutions entiéres x, y, z, t avec y et z pairs de I'équation
R+ =1
sont données par
P4 m?—n? P+ m?+n?

= =21, =2m, t
x - ;Y z =2m -

avec | et m des entiers positifs arbitraires et n un diviseur quelconque de 1> + m?.

Toutes les solutions sont obtenues exactement de cette facon.

Ce théoreme résout un cas particulier d’une classe plus générale d’équations, qui est sous la

forme
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n
avec f(x) = Y arsXyXs tel que a,s = asr. Cette équation admet une solution ( Théoréme
r,s=1
1, Chapitre 7, [6] ) si et seulement si f(x) = 0 (mod p) admet des solutions pour tous les

nombres premiers p et entiers r > 1 avec pged(xy, x2, - - - , X, p)=1.

Revenons a I'équation (2.13). D’apres le Théoréme 2.3.3, si N est impair, il n'y a pas de
solution dans le cas contracté. On décompose N /2 en produit de 3 entiers et chacune des
possibilités donne un triplet qui est solution de I'équation (2.13). Lorsque N est sans facteur

carré, I’équation n’a pas de solutions ou posséde un nombre fini de solutions.

Exemple 2.3.4.
Pour x> —y?> =3,0na (2,1),(2,—1),(=2,1) et (=2, —1) comme solutions. Mais I'équation x> —

yz = 6 n’a pas de solution.

Considérons maintenant 1’'équation (2.12) lorsque D est sans facteur carré. Cette équation

est appelée équation de Pell ou encore équation de Pell-Fermat.

2.3.21 Equation de Pell-Fermat

Définition 2.3.3.
L’équation de Pell-Fermat est une équation Diophantienne polynomiale quadratique. Si m est un

entier positif qui est sans facteur carré et N un entier non nul, I'équation prend la forme suivante :

x?> —my* = N. (2.16)

Les solutions recherchées sont les solutions telles que y et x soient des entiers. Pour résoudre
cette équation, on utilise les fractions continues. Il apparait que certaines solutions des équa-
tions Diophantiennes quadratiques proviennent d"un k-éme convergent du développement

en fraction continue.
Le théoréme suivant donne la solution générale de 1’équation 2.16.

Théoréme 2.3.5.
Soit m un entier positif sans facteur carré et soit (hy/ky) la k éme réduite dans le développement de
V/m en fraction continue simple. Soit N un entier vérifiant |N| < \/m. Alors, toute solution positive

x =s,y = tde(2.16) avec pgcd(s, t) = 1 vérifie s = py, t = qy, pour certains entiers positifs k.

2

Ce théoréme implique que les solutions positives entiéres de 1’équation x*> — my? = N sont

Page 50/199 Université Cheikh Anta Diop



Chapitre 2. SUITES RECURRENTES LINEAIRES ET EQUATIONS
DIOPHANTIENNES 51

les numérateurs et dénominateurs d’une certaine k éme réduite de ¢ = /m. Dans le cas ou

N = =£1, les solutions sont données par le théoreme suivant.

Théoréme 2.3.6.
Les solutions positives de x> — my* = 41 sont trouvées parmi x = py,y = qx, oit px/qx sont les
réduites du développement de \/m en fraction continue simple. Soit r la période du développement de

\/m en fraction continue.

2

o Sir est pair, alors x> — my*> = —1 n’a pas de solution. Toutes les solutions positives de x> —

my* = 1 sont données par x = py_,,y = qx, , pourk =1,2,3,---.

o Sirest impair, alors x = py_,,y = qx,_, donne toutes les solutions positives de x* — my* =

—laveck =1,3,5--- et toutes les solutions positives de X2 — myz = laveck =2,4,6,---.

Remarque 2.3.1.
En d’autres termes, ce théoreme montre que pour N = 1, I'équation de Pell a un nombre infini de

solutions.

Considérons les ensembles S = {(a,b) € N x N :a> —mb> =1} etT = {a+b: a®> — mb?> =
1,(a,b) € N x N}.

Le théoréme précédent implique que S est non vide. Vu qu'il existe une bijection entre T et
S, le fait que S soit non vide implique que T qui est sous ensemble de IN est aussi non vide.
Par conséquent, T contient un plus petit élément. Soit (x1, 1) ce petit élément. Soit (x, i) une

2

solution de 1'équation x> — my? = N de la forme x + y+/m, nous avons le résultat suivant.

Théoreme 2.3.7.
Si m est sans facteur carré, I'équation de Pell a un nombre infini de solutions x + y/m. Toutes les

solutions positives entiéres sont obtenues grice a la formule

X+ yuvm = (x1 +y1v/m)"

oit X1 + y1+/m est la solution fondamentale de I'équation (2.16), avec n € N,

2k 2k —1
Xp=x1+ Y (n )x’f‘Zky%kmk, Yn=) < ] )xT_Zk“y%k_lmk_l.
k=1 k=1

Ainsi, en utilisant le théoréme 2.3.6, nous allons obtenir la solution fondamentale selon la

parité de la longueur de la période du développement de /m en fraction continue simple.
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Le Théoreme 11.6.1 de [1] donne la solution fondamentale.

Théoréme 2.3.8.
Soit m un nombre entier positif sans facteur carré. Soit p,/q, (r = 0,1,2,3,---) les réduites du

développement de \/m en fraction continue infinie. Notons /m = [ag, ..., ar, ar41, . . ..

e Sir est le premier indice tel que a,.1 = 2ay, alors le développement de \/m est périodique a

partir de ce dernier coefficient (i.e. la suite ay, . .., a, se répete).

* Sir est impair (ce qui est le cas pour m=7), alors (py,qr) fournit la plus petite solution de

I'équation de Pell-Fermat x> — my® = +1; il n’y a pas de solution i I'équation x*> — dy?> = —1.

e Sirest pair (ce qui est le cas pour m = 2 ou 61), alors (pr, q,) fournit la plus petite solution

de I'équation x*> — my?> = —1; la plus petite solution de I'équation de Pell-Fermat

2

x% — my? = +1 est donnée par (par41,G2r+1)-

Exemple 2.3.5.

Les développements en fraction continue de x = /2 et y = /7 s’écrivent respectivement
V2=101,22,..] e V7=102111,41,1,1,4,...].

On constate que les développements sont périodiques. Dans le cas de /2, la réduite initiale py/qo
donne p% —2q3 = —1et p1/q1 = 3/2 donne p? — 2q% = +1; dans le cas /7, la réduite p3/q3 =
8/3 donne p3 — 7q5 = +1. Le fait que le développement en fraction continue soit périodique est un
cas particulier d'un théoréme de Lagrange qui affirme que le développement en fraction continue du
réel x est périodique si et seulement si x est quadratique, i.e. racine d une équation a coefficient entiers

de degré 2 (voir par exemple le livre de Hardy et Wright [4]).

Donnons un exemple illustrant la qualité de I’algorithme des fractions continues : la recherche de

solutions de I'équation x* — 61y? = 1. Le développement en fraction continue de x = /61 s'écrit

V6l =7,1,4,3,1,2,2,1,3,4,1,14,1,.. |,

et le développement devient périodique a partir de a1y = a1 = 1. Les premiéres réduites sont
7 8 39 125 164 453 1070, 1523 5639 24079 29718 440131 469849
171" 57 167 217 587 137~ 195" 722’ 3083 " 3805 " 56353 " 60158 '

La dixieme réduite p19/q10 = 29718/3805 fournit la premiere solution de I'équation

x? — 61y? = —1. La solution fondamentale de x> — 61y> = —1 est dés lors fournit par
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X+ y\/6_ = (p1o + q1o\/6_1)2, soit

(x1,y1) = (1766319049, 226153980).

Exemple 2.3.6.

Considérons I'équation x> — 7y> = 1. Le développement en fraction continue de /7 = [2;1,1,1,4],
la longueur de la période est 4. La longueur étant paire, alors la solution fondamentale est le numéra-
teur et le dénominateur de la 3 éme réduite du développement de /7 en fraction continue, i.e (p3, q3).

Ona

@:2+;1:§ ot 8 —7x32=64—63=1.
13 1+ — .
1 _
1

Alors la solution générale de I'équation x> — 7y*> = 1 est

=8+ Y (2k> R e o (Zk - 1>8n—2k+132k—17k—1‘
k=1 \ " =1\ 7

Nous avons donc montré que 'équation Diophantienne de la forme f(x,y) = aox" +
a1x" 'y + - +a,y" = N avec f irréductible a un nombre infini de solutions si n = 1,2.
Sin > 3, alors I'équation précédente admet un nombre fini de solution. Ce résultat suivant
prouvé par le mathématicien norvégien Axel Thue est une percée majeure dans la résolution

de nombreuses équations Diophantiennes.

2.3.2.2 FEquation de Thue

Dans cette section, nous discuterons du résultat de A. Thue qui donne la clé pour résoudre

un nombre considérable d’équations Diophantiennes.

Théoréeme 2.3.9.
L’équation

flxy) =apx" +mx" ly+ - +ay" =m#0 (2.17)
oitn > 3, et f (x,vy) est irréductible sur Q, a un nombre fini de solutions entieres.

Exemple 2.3.7.
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Viu que le polynome t> — 2 est irréductible sur Q, alors I'équation Diophantienne
v —2x2=m (2.18)
a un nombre fini de solutions. La preuve de I’existence de solutions entiéres finies de
flx,y)=m>0 (2.19)

avec f(x,y) un polynéme homogene de degré n irréductible sur Q donne une estimation du nombre
de solutions. Cela n’aide cependant pas a trouver les solutions, car la méthode n’est pas constructive.
Baker a prouvé le résultat suivant :

Théoréeme 2.3.10.

Soit t > n + 1, alors les solutions de I'équation (2.19) vérifient I'inégalité

max(|x], |y]) < cexp((logm)"),

ol ¢ est une constante effectivement calculable dépendant uniquement de n, et des coefficients de

f(x,y).

Exemple 2.3.8.
Soit f(x,y) = x> —2y>. Alors |x| < M, |y| < M avec M = (3 x 10°)%.

Passons a présent aux équations Diophantiennes de degré supérieur ou égal a 3.

2.3.3 Equations Diophantiennes de degré supérieur ou égal a 3

Dans cette section, nous considérerons des équations de degré supérieur ou égal a 3. Nous
commencons par quelques équations de degré 4 résolues par la méthode de descente infinie

de Fermat.

Théoréme 2.3.11.
L’équation Diophantienne

-yt =22 (2.20)

n’admet pas de solutions entieres x, y et z.
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Le dernier théoreme implique que 1’'équation

oyt =222

4_ 4\ 2
. . N L. X" —
n’a pas de solutions entiéres car elle peut étre écrite sous la forme z* — (xy)* = ( J ) .

Une variante de I’équation (2.18) a I’équation,

2xt — Yt = 22 (2.21)

est une équation ayant une infinité de solutions d’aprés Nagell (Page 232, [3]). La preuve est

basée sur la méthode de descente infinie généralisée.

S. Alaca et K. S.Williams ont démontré dans le Théoreme 14.2.1, de [1] le résultat suivant
qui est utilisé dans la résolution de 1'équation de Mordell appelée ici équation de Bachet-
Mordell (les équations de la forme y?> = x> + k) puisque Bachet est celui qui a résolu le cas

k = 2. Axel Thue a prouvé que ces équations ont de nombreuses solutions entieres x et y.

Théoréme 2.3.12.
Soit D un anneau de Dedekind. Soit A, B, C des idéaux intégraux de D tels que A et B soient

premiers entre eux et

AB = C", (2.22)

ot n est un entier positif. Alors, il existe des idéaux A1 et By de D tels que :

A=A" B=B! C=A;B. (2.23)

Le Théoreme 14.2.3 dans [1] donne les conditions de résolutions de 1’équation de Bachet

Mordel y? = x + k.

Théoréme 2.3.13.
Soit k un entier tel que k < —1, k est sans facteur carré, k = 2,3 (mod 4), h(Q(vk)) ¢ 3Z

o S'il existe un entier a tel que k = 1 — 3a2, alors les seules solutions entiéres de y2 = x> +k

sont x = 4a*> — ety = +(3a — 8a%).

o Sik = +1— 3a?, pour tout entier a, alors y* = x> + k n’a pas de solutions entieres x et y.
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Exemple 2.3.9.
L'entier k = —2 = 1 — 3 satisfait aux conditions du théoreme précédent car h(Q(v/—2)) = 1. Alors
les seules solutions entiéres de I'équation y> = x> — 2 sont (3, 45). Ce résultat a été énoncé pour la

premiere fois par Fermat.

Nous passons a 1’analyse des équations Diophantiennes exponentielles.
2.3.4 Equations Diophantiennes exponentielles
Les équations Diophantiennes exponentielles sont les équations du type :
f, - x) =0 (2.24)

ol f est un polyndme en n variables a coefficients entiers, dont les solutions sont les entiers

positifs (xq,..., X, M1, ..., My).

Comme exemple d’équations classiques admettant des solutions par des factorisations en

nombres entiers, nous pouvons citer :
241=y"

en (x,y,n), quin’a pas de solution pour n > 1 ety > 1 (V. A. Lebesgues, 1850), et :
f—lzy

qui n’a pas de solution pour n > 1 ety > 3 (Chao Ko, 1964).

Pour établir une conjecture de Ramanujan, I’équation :
X 47=2"

n’a pour solutions que n = 3,4,5,7,15. Nagell (1960) a eu recours a la théorie algébrique des
nombres (calculs dans le corps Q(+/—7). Les résultats de Alan Baker sur les formes linéaires
de logarithmes ont permis de réaliser d’importants progres (cf. nombres transcendants). Il

s’agit en fait de méthodes d’approximation.

Page 56/199 Université Cheikh Anta Diop



Chapitre 2. SUITES RECURRENTES LINEAIRES ET EQUATIONS
DIOPHANTIENNES 57

Ainsi, pour f(x) un polyndme a coefficients entiers avec au moins deux zéros, on sait (A.
Schinzel, R. Tijdeman, 1976) qu’il n'y a qu'un nombre fini d’entiers m pour lesquels 1'équa-

tion :

admet des solutions uniquement pour y > 1.

En général, la méthode de congruences est utilisée pour résoudre les équations Diophan-
tiennes exponentielles mais elle devient difficile dans certaines situations. Il y a quelques
outils liés a I'approche transcendantale pour résoudre les équations Diophantiennes expo-

nentielles qui seront discutées dans le chapitre 3.

Il est important de présenter les différentes méthodes classiques de résolution des équa-
tions Diophantiennes. Ces méthodes permettent de résoudre beaucoup d’équations Dio-
phantiennes. Cependant, elles sont limitées quand il s’agit de résoudre certaines équations
Diophantiennes exponentielles. Face a ces derniéres, on arrive a avoir quelques informations
sur la nature des solutions. On peut soit montrer que I’équation admet des solutions ou pas,

soit montrer que les solutions sont finies ou infinies sans pour autant les déterminer.

2.4 Méthodes classiques

Dans cette section, nous allons présenter quelques méthodes classiques de résolution des

équations Diophantiennes. Nous donnerons des exemples dans chaque cas.

2.4.1 Meéthode de factorisation

Soit a résoudre une équation de la forme f(x1,x2,---,x,) = 0. On réécrit cette équation

dans sa forme équivalente suivante

fl(xlleI e /xn)fZ(xlleI te /xn)---fk(xlr X2, /xi’l) =a (225)

avec fi1, fa,..., fx € Z[X1,X3,- -+, Xn] et a € Z. En décomposant a en produit de facteurs

premiers on obtient la décomposition de a en k facteurs premiers d’entiers ay, ap, - - -, a.
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Chacune de ses factorisations donne un systeme d’équations

(

f1<x1/x2/'"1xﬂ) = 4aq,
fZ(xlleI---lxn) = 4y,
fe(x1,x2, 00, X0) = a

La résolution de tous ces systemes donne I'ensemble des solutions de 1"équation (2.25). Nous

allons illustrer cette méthode en présentant quelques exemples.

Exemple 2.4.1.

Déterminer toutes les solutions intégrales de I'équation
24+ 2 +1) —2(x —y)(1 — xy) = 4(1 + xy). (2.26)

ou

(xy =12+ (x—y)* —2(x—y)(xy—1) =4

Démonstration.

Cette équation est équivalente a

[ty —1—(x—y)* =4

ou

(x+1)(y—1) ==£2.

Si(x+1)(y —1) = 2, on obtient les systemes d’équations suivant

y—1 = 2 y—1 = =2 y—1 =1 y—1 = -1
x+1 =1 x+1 = -1 x+1 = 2 x+1 = =2
ayant pour solutions (1,2), (—3,0), (0,3), (=2, —1).
Si(x+1)(y —1) = —2, on obtient les systémes d’équations suivant
y—1 = =2 y—1 = 2 y—1 = -1 y—1 =1
x+1 =1 x+1 = -1 x+1 = 2 x+1 = -2
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ayant pour solutions (1,0), (—3,2), (0, —1), (—2,3). O
Toutes les huit paires trouvées satisfont a I'équation (2.26).
Exemple 2.4.2.
Soient p et q des nombres premiers. Trouver les solutions entieres de I’équation
1,1_1
Xy oopq
Démonstration.
Cette équation peut se réécrire de la facon suivante :
(x = pa)(y — pa) = p*4*
1 1
Comme — < — alors x > pg.
xopq
Considérant tous les diviseurs de p?4?, on a les systémes suivants
x—pg =1 X—pq = p X—pq = 4
Cpg = 22 g = pi g = 25
Yy—rq = pPH4 y—prq = P9 Yy—prq = pPH4
x—pq = p’ x—pq = pq x—pq = pq’
y—pq = ¢ y—pq = pq y—pq = p
x—pq = pq x—pq = ¢ x—pq = pq°
y=pq = 4q y—pq = p’ y=pq =1
Les solutions de ces systemes sont
(1 +pg,pg(L+pq)),  (p(L+4q),pa(L+q)),  (9(1+p), pg(1+p)),
(p(p+a).alp+4q)),  (2pq.2pq),  (pa(1+4q),p(1+q)),
(pg(L+p),q(t+p)),  (qlp+aq),p(p+a),  (pg(1+pg), 1+ pq).
O

Remarque 2.4.1.

L’équation

S |-

1 1
_+_
Xy
)

oitn =pit---pifa (a4 1) - - (205 4 1) comme solutions positives entieres.
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En effet, 'équation est équivalente a :

(x—n)(y —n) =n?
etn? = p%o‘l e pi“k a(2a7+1) .- (2ax + 1) comme diviseurs positifs .
Exemple 2.4.3.

Déterminer toutes les solutions positives (x,y) pour lesquelles

(xy —7)% = x*> + 2,

Démonstration.

L’équation équivalente est
(xy —6)2 +13 = (x +y)?
ou
(xy — 6)? — (x +y)?> = —13,
Apres factorisation, on obtient I'équation suivante
[y —6— (x+y)]lxy 6+ (x+y)] = 13,
donnant les systémes suivants :

xy—6—(x+y) = —1 xy—6—(x+y) = —13

xy—6+(x+y) = 13 xy—6+(x+y) = 1

Apres réduction, on a les systémes équivalents suivants :

x+y =7 x+y =7
xy = 12 xy = 0.
qui ont pour solution (3,4), (4,3),(0,7),(7,0). O

Exemple 2.4.4.

Trouver les solutions entieres x et y de I"équation

Py-1)+y*(x-1) =1
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Démonstration.
Pour ce faire, faisons un changement de variables. Posons x = u +1, y = v + 1, 'équation

devient

(u+1%0+ (v+1)u=1,

qui est équivalente a

uo(u+v) +4uv+ (u+v) =1

Cette équation peut se réécrire sous la forme de :

uo(u+v+4)+(u+v+4)=5

ou

(u+v+4)(uv+1) =5.

L'un des facteurs doit étre égal a 5 ou —5 et 'autre égal a 1 ou —1. Ce qui signifie que la

somme u + v et le produit uv doivent satisfaire I'un des quatre systemes d’équations :

ut+ov =1 ut+ov = -9

uv =0 ’ uv = -2 ’
u+v = -3 ut+v = -5
uv = 4 ' uv = —6.

Seuls le premier et le dernier de ces systémes ont des solutions intégrales.
Ce sont (0,1),(1,0),(—6,1),(1,—6). D’ou1 le résultat final (x,y) = (u+ 1,v + 1) doit étre
'une des paires (1,2), (-5,2),(2,1), (2, —5). O

2.4.2 Résolution utilisant les inégalités

Cette méthode consiste a restreindre les intervalles dans lesquels les variables appartiennent
en utilisant les inégalités appropriées. Généralement, ce processus conduit a un nombre in-

fini de possibilités pour toutes les variables ou pour certaines d’entre elles.
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Exemple 2.4.5.

Déterminer toutes les paires d’entiers (x,y) telles que :
B4y’ = (x+y)2 (2.27)

Démonstration.
Nous remarquons que toutes les paires de la forme (k, —k),k € Z, sont solutions de (2.27).

Six +y # 0,I'équation précédente devient
¥ —xy+yt=x+y,

qui est équivalente a

(x—y)?+ (-1 +(y-1)7=2

Il s’ensuit que (x —1)2 < Tet (y — 1)? < 1, restreignant 'intervalle dans lequel les variables

x, y appartiennent a [0, 2]. Les solutions de ’équation sont donc :

(0,1),(1,0),(1,2),(2,1),(2,2).

Nous passons a la méthode paramétrique

2.4.3 Méthode paramétrique

Dans de nombreuses situations, les solutions intégrales d"une équation Diophantienne

flx1,x0,...,%2) =0

peuvent étre représentées sous une forme paramétrique comme suit :

x1 = g1(k1, ., k1), x0 = go(k, o0, k1), ooy X0 = Gu(ke, ..., ki),

ol g1, 82, ---» §n sont des fonctions de [-variables a valeur entiere et ky, ..., k; € Z. L'ensemble
de solutions de certaines équations Diophantiennes pourrait avoir plusieurs représentations
paramétriques. Pour la plupart des équations Diophantiennes, il n’est pas possible de trou-

ver toutes les solutions explicitement. Dans de nombreux cas, la méthode paramétrique
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fournit une preuve de I'existence d"une infinité de solutions.

Exemple 2.4.6.

Démontrer qu'il existe une infinité de triplets (x,y,z) d’entiers tels que :
PP+ =2+ 422
Démonstration.

Si z = —y, I'équation devient x> = x? + 2y?. En prenant y = mx,m € Z, on obtient x =

1+ 2m? ainsi que l'infinie famille de solutions :

x=2m*+1, y=mm*+1), z=-mQm*>+1), mcZ.

Exemple 2.4.7.

a) Soit m et n des entiers positifs distincts. Prouver qu’il existe une infinité de triplets (x,v,z)

d’entiers positifs tels que x> + y* = (m? + n?)?, avec
i) z impair;
ii) z pair.
b) Démontrer que I'équation x> + y?> = 137 a une infinité de solutions entiéres positives x, v, z.

Démonstration.
(a) Pour (i), considérons la famille
xp = m(m? +n2)k,  y=nm?>+n2k, z=2k+1, kecN.
Pour (ii), considérons la famille
xp = |m? — n?|(m? +n2)Y, oy =2mn(m? + )1,z =2k keZ.
(b) puisque 2% + 32 = 13, on peut prendre m = 2,1 = 3 et obtenir la famille de solutions

xp=2-13% y, =3-13" z =2k+1, keZ;
x,’k — 5 . 13k—1’ ylrk — 12 . 13]{—1’ Z”k — 2k, k e Z+
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Remarque 2.4.2.

1. Tenant compte de l'identité de Lagrange
(a® + b?)(? +d?) = (ac — bd)? + (ad + bc)?,

nous pouvons générer une famille infinie de solutions en définissant récursivement les suites

(xk)kZL (yk)kzl comme suit :

Xkt1 = MXp — Ny,

Y41 = NXp+ myg,

oit x1 = m,y, = n. Il est facile de vérifier que (|xi|,yx, k), k € Z., sont des solutions a

I'équation donnée.

2. Une autre facon de générer une famille infinie de solutions est de le faire avec les nombres
complexes. Soit k un entier positif. Nous avons (m + in)k = Ay +iBy, oit Ay, B € Z.

En prenant des modules, on obtient
(m? 4+ n*)* = A2 + B,

et donc (| Ak, | Bkl, k) est une solution a I'équation donnée.

Exemple 2.4.8.

Trouvez tous les triplets (x,vy,z) d’entiers positifs tels que :

1 1 1
4=,
Xy oz
Démonstration.
Cette équation est équivalente a :
x
2= Y
x+y

Soit d = pged(x,y). Alors x = dm,y = dn, avec pged(m,n) = 1. Il s’ensuit que le

pged(mn, m + n) = 1. Par conséquent,

L (2.28)
m-+n

ce qui implique (m + n)|d, c’est-a-dire d = k(m +n), avec k € Z,. Les solutions de
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I’équation sont données par

x=km(m+n), y=kn(m+n), z=kmn, ou kmmnecZ;.

Remarque 2.4.3.

(1) Sia, b, c sont des entiers positifs sans facteur commun tels que

alors a + b est un carré. Eneffet, k = 1,a = m(m +n),b = n(m +n), et donca + b = (m + n)>.

(2) Sia, b, c sont des entiers positifs qui satisfont

alors a% + b2 + ¢2 est un carré. En effet,

a* + b + ¢ =k [m*(m + n)? + n*(m + n)* + m*n?|
=I*[(m 4 n)* — 2mn(m + n)* + m*n?]

=k*[(m + n)* — mn]>.

Exemple 2.4.9.

Démontrer que pour chaque entier n > 3 I'équation

a une infinité de solutions entieres positives.

Démonstration.

Une famille infinie de solutions est donnée par
e =k(K"+1)"2, y=(K"+1)"2, z=K+1)"L kez,.

]
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Exemple 2.4.10.

Soit a, b des entiers positifs. Prouver que I'équation
x? — 2axy + (a* — 4b)y* + 4by = 2°

a une infinité de solutions entieres positives (x;,y;,z;j), oit (x;), (y;j), (z;) sont des suites croissantes.

Démonstration.

Nous utiliserons le résultat auxiliaire suivant :

Lemme 2.4.1.

Si A, B sont des entiers positifs relativement premiers, alors il existe des entiers positifs u, v tels que
Au— Bov =1. (2.29)

Démonstration.

Considérons les entiers
1-A,2-A,--,(B—1)-A (mod B). (2.30)
Tous ces restes sont distincts. En effet, si
kiA=giB+r et kyA=qpB+r
pour certains k1, ky € 1,2,..., B — 1, puis
(k1 —k2)A = (g1 —g2)B=0 (mod B);

puisque pgcd(A, B) = 1, il s’ensuit que |k; — k2| = 0 (mod B). Tenant compte du fait que
ki,k, € {1,2,...,B—1},nous avons |k; — kp| < B. Ainsi k; — kp = 0.

Il n’est pas difficile de voir que k- A = 0 (mod B) pour tout k € {1,2, ..., B— 1}. Par consé-
quent, au moins 1'un des nombres entiers (2.30) donne 1 comme reste de la division par B,

c'est-a-dire qu'ilexiste u € {1,2,..,B—1}etv € Z  telsque A-u =B-v+ 1. O
O

Nous allons présenter la méthode arithmétique modulaire.
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2.4.4 Méthode arithmétique modulaire

Dans de nombreuses situations, de simples considérations arithmétiques modulaires sont

utilisées pour prouver que certaines équations Diophantiennes n’admettent pas de solution.

Exemple 2.4.11.

Démontrez que I'équation
(x+1)24 (x +2)% + ... + (x +2001)% = 3/ (2.31)

n’admet pas de solution.

Démonstration.

Soit x = z — 1001. L'équation précédente devient
(z—1000)2 + ...+ (z—1)2+ 22+ (z+ 1)?> + ... + (z + 1000)? = v?,
ou
2001z% + 2(12 + 22 + ... + 1000%) = y>.

Il s’ensuit que

1 1001 x 2001
200122 4+ 2 000 x 060 x 2001 _ 2
ou équivalent,
2001z% + 1000 x 1001 x 667 = >. (2.32)
Le terme du c6té gauche est congru a 2 (mod 3), donc il n’est pas un carré parfait. O

2.4.5 Méthode d’induction mathématique

L'induction mathématique est une méthode puissante et élégante pour prouver un énoncé
dépendant d’entiers positifs. Soit (P(1n)),>0 une suite de propositions. La méthode de l'in-
duction mathématique nous aide a prouver que P(n) est vrai pour tous n > ng, ol 1p est un

entier positif donné.
Enoncé : Induction mathématique (forme faible) : Supposons que :
e P(np) est vraie;

e Pour tout k > ng, P(k) est vraie implique P(k + 1) est vraie.
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Alors P(n) est vraie pour tout n > ny.

Enoncé : Induction mathématique (avec étape s) : Soit s un entier positif fixe. Supposons

que :
® P(ng),P(ng+1),.., P(ng+s—1) sont vraies;
e Pour tout k > ng, P(k) est vraie implique que P(k + s) est vraie.
Alors P(n) est vraie pour tout n > ny.
Enoncé : Induction mathématique (forme forte) : Supposons que
* P(ng) est vraie;

e Pour tout k > ng, P(m) est vraie pour tout m avec ng < m < k implique P(k+ 1) est

vraie.

Alors P(n) est vraie pour tout n > ny. Cette méthode est largement utilisée dans divers
domaines des mathématiques, y compris la théorie des nombres. Les exemples suivants
sont destinés a montrer comment 1'induction mathématique fonctionne dans 1'étude des

équations Diophantiennes.

Exemple 2.4.12.
Démontrer que pour tous les entiers n > 3, il existe des entiers positifs x et y qui sont impairs tels
que

7x% +y? = 2", (2.33)

Démonstration.
Nous prouverons qu’il existe des entiers positifs x,, y, qui sont impairs tels que 7x2 + y2 =

5= y3 = 1. Supposons maintenant que pour un entier

2" ' n > 3. Pour n = 3, nous avons x
n > 3 donné, nous avons des entiers impairs x;, y, satisfaisant 7er1 + y% = 2", Nous allons

montrer qu'il existe des entiers positifs impairs (x,41,Yu+1) tels que 7x2_, +y2_ ; = 2"+L

En effet,
+ 7x, +
7 (Bt | (Tt _ e 2y g
2 2
Précisé tl/ d b Xn+Yn t\xn—y”| ti ir Si 1 xn+yn iy )
récisément I'un des nombres ~5 e >~ est impair. Si, par exemple, 5 est impair,
alors
7x — Xy —
”Ty” = 3x, + n . Yn
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est impair (comme somme d’un nombre pair et impair) ; dans ce cas, nous pourrions choisir

Xn + 7Xy —
Xpi1 = n : Yn et Yui1 = ”Ty”
Si @ est impair, alors
7xy + Xn +

n2 Yn — 3x, + nz]/n,
donc

Xy — 7xy +

Xpi1 :% et Yuq = HT%

Nous allons présenter dans la section suivante la méthode de descente infinie de Fermat.

2.4.6 Meéthode de descente infinie de Fermat

Pierre de Fermat (1601 — 1665) est célebre pour ses contributions en mathématiques méme
s’il n’était considéré que comme un mathématicien amateur. Il a obtenu son diplome en droit

civil a I'Université d’Orléans avant 1631 et servi comme avocat puis conseiller a Toulouse.

Fermat a eu un impact énorme sur le monde des mathématiques a travers ses découvertes
et ses méthodes. Il fut l'un des premiers mathématiciens a utiliser une méthode appelée
«descente infinie». Soit P une propriété concernant les entiers positifs et soit (P(1)),>1 une

suite de propositions,
P(n) : «n satisfait la propriété P.»

La méthode suivante est utile pour prouver que la proposition P(1n) est fausse pour tout n

assez grand . Soit k un entier positif. Supposons que :
e P(k) n’est pas vraie;
e chaque fois que P(m) est vraie pour un entier positif m > k, alors il existe un petit j,
m > j >k, pour lequel P(j) est vraie.

Alors P(n) est fausse pour tout n > k.

La méthode décrite ci-dessus est souvent appelée la méthode de descente finie. La méthode
de descente infinie de Fermat peut étre reformulée comme suit : Soit k un entier positif.

Supposons que :
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e chaque fois que P(m) est vraie pour un entier m > k, il existe un petit j,m > j > k,

pour lequel P(j) est vraie.

Alors P(n) est fausse pour tout n > k. Autrement dit, s’il y avait un n pour lequel P(n) était
vraie, on pourrait construire une suite n > ny > np > ... qui serait tous supérieurs a k, mais

pour les entiers positifs, aucune suite décroissante infinie n’existe.

Deux cas particuliers de la descente infinie de Fermat sont particulierement utiles dans

I'étude des équations Diophantiennes.
® Variante 1:1ln’y a pas de suite d’entiers positifs n; > ny > ---.

Dans certaines situations, il est commode de remplacer Variante 1 par la forme équi-
valente suivante : Si n est le plus petit entier positif n pour lequel P(n) est vraie alors

P(n) est fausse pour tout n < ny.

* Variante 2 : Si la suite d’entiers positifs (1;);>1 vérifie les inégalités ny > np > ---,

alors il existe iy tel que n;; = n;, ;1 =---.

Exemple 2.4.13.

Trouver les solutions entieres de I'équation
34 2y° = 425 (2.34)

Démonstration.

Notez que (0,0, 0) est solution de 1’équation (2.34). Nous prouverons qu’iln’y a pas d’autres
solutions. Supposons que (x1,11,2;) est une solution non triviale. v/2 et v/4 étant tous irra-
tionnels, il n’est pas difficile de voir que x; > 0,1 > 0,z; > 0. De x§ + 23 = 423, il s’ensuit
que 2|x1, donc x1 = 2x,x2 € N. Alors 4x3 + 13 = 223, et donc y1 = 2y2, 2 € N. De méme,
z1 = 225,23 € IN. On obtient la «<nouvelle» solution (x2, y2,22) avec x1 > xp,y1 > Y2,21 > Zo.
Poursuivant cette analyse, nous construisons une suite de solutions intégrales positives

(Xn, Yn, Zn)n>1 telles que x1 > xp > x3 > .... Mais cela contredit la variante 1. O

Cette méthode a permis a Legendre de résoudre le grand théoreme de Fermat dans les cas

n=4etn =5.

A présent, les notions de bases en théorie des nombres, les suites récurrentes linéaires et les
équation Diophantiennes ayant été abordées, dans la suite, il sera question de discuter d'une

notion tres importante : les formes linéaires de logarithmes. Cette méthode est une double
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application de la méthode de Baker et de quelques calculs avec des fractions continues pour
réduire la plage de recherche de force brute sur les variables. Face a certaines équations,
les méthodes classiques deviennent inefficaces et c’est grace a I'approche transcendantale

introduite par le mathématicien Britannique A. Baker qu’on arrive a bout de ces équations.
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— Chapitre 3
FORMES LINEAIRES DE
LOGARITHMES

3.1 Formes linéaires de Logarithmes

Nous allons rappeler les résultats de la théorie de la transcendance, puis travailler sur les
bornes inférieures des formes linéaires de logarithmes des nombres algébriques, qui sont
d’une grande importance pour résoudre efficacement les équations Diophantiennes expo-
nentielles. Pour plus de détails et preuves, nous renvoyons le lecteur aux livres de Baker

[22], et de Shorey et Tijdeman [23].

Nous savons quun nombre algébrique est un élément de C qui est racine de polynome a
coefficients dans Q (ou a coefficients entiers). Une question naturelle nous vient a l'esprit :
tout nombre complexe est-il algébrique ? Tout nombre complexe qui n’est pas algébrique est

un nombre transcendant.
Liouville en 1844, a prouvé le théoréme suivant :

Théoreme 3.1.1 (Liouville).
Soit & un nombre algébrique de degré d > 1. Il existe un nombre positif C effectivement calculable en

terme de a tel que

pour p,q € Z,q > 0.

Ce théoréme a permis a Liouville de construire les premiers nombres transcendants, par

exemple

& bn!
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avec0 < b < 1.

Nous obtenons ainsi la réponse a notre question. Il existe en effet, des nombres transcen-

dants.

En 1874, Cantor a prouvé que les nombres transcendants sont denses dans R en partant du
fait que les nombres algébriques sont dénombrables. Cependant, il n’est pas facile de les

trouver, ni de prouver qu'un nombre complexe est transcendant.
De méme, Hermite a prouvé la transcendance de e en 1874 et Lindemann celle de 7 en 1882.

Aussi, En 1900, Hilbert propose comme 7eéme probléme lors du congres international de
mathématiques ce qui suit : si & est un nombre algébrique et « # 0,1 et f un nombre algé-
brique irrationnel, alors aP est transcendant; qui a été aussi prouvé par Gelfond et Schneider

indépendamment en 1934.
Leur résultat se présente sous forme de théoréme comme suit :

Théoreme 3.1.2 (Gelfond—Schneider).
Soit &, B des nombres algébriques dans C, avec a # 0; 1 et B & Q. Alors aP est transcendant.

o0 x}’[ )
Dans le Théoreme 3.1.2, af := ef108% otre® = Y = etloga = log |a| + iargn car
= n!
a = |a|e’¥8%, 1’argument de a est déterminé seulement comme multiple de 27t. Donc, log «

ainsi que af sont des multi-valeurs. Le théoréme 3.1.2 est valable pour toute valeur de arga.
Ci-dessous présentés, quelques corollaires immédiats.

Corollaire 3.1.1.

Soit & un nombre algébrique complexe avec in € Q. Alors e™ est transcendant.

Corollaire 3.1.2.
Soient a, B des nombres algébriques de C, avec a; B # 0;1 tels que log w et log B soient linéairement

indépendants sur Q. Alors, pour tous nombres algébriques non nul -y et yde Cona :
yloga +nlogn # 0.

Enoncons a présent un résultat de Baker publié 1966, qui est une généralisation du Corollaire

3.1.2 aux formes linéaires des nombres algébriques arbitraires de logarithmes.

Théoreme 3.1.3 (A. Baker).

Soient w1, ..., o, des nombres algébriques dans C qui sont différents de 0, 1 et tels que log a1, ..., log ay,
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sont linéairement indépendants sur Q. Alors, pour tout n-uplet (Bo, B1, ..., Bn) de nombres algé-

briques dans C différents de (0,0, ...,0),on a :

Bo+ Bilogag + - -+ Byloga, # 0.

Pour les applications aux équations Diophantiennes, il est important que la forme linéaire ci-
dessus soit différente de zéro, mais aussi que nous ayons une borne inférieure suffisamment
forte pour la valeur absolue de cette forme linéaire. Ci-dessous, nous indiquons un résultat
de Baker(1975), qui est un cas particulier ou By = 0 et B1, B2, ..., Bn sont des entiers rationnels.
C’est le seul cas qui a une application dans la résolution des équations Diophantiennes.
Rappelons que la méthode de Baker ne s’applique que sur les équations Diophantiennes
exponentielles. On utilise souvent les méthodes arithmétiques élémentaires pour résoudre
les autres types d’équations Diophantiennes comme nous I’avons vu dans la section 2.4 du

Chapitre 2.

Théoreme 3.1.4 (A. Baker).
Soient w1, ..., ay, des nombres algébriques de C différents de 0, 1. De plus, soient by, ..., b, des nombres
rationnels tels que

bylogay + - -+ byloga, # 0.

Alors,
|bylogay + - - - + by loga,| > (eB)™©

oit B := max{|b1], ..., |bu|} et C est une constante effectivement calculable dépendante seulement de

netuq,.. 0.

Que signifie constante effectivement calculable? C est une constante effectivement calcu-
lable signifie qu’en passant par la preuve du Théoréme 3.1.4, on peut calculer une valeur

explicite de C. Il est également possible de se débarrasser du logarithme.
Le théoréme 3.1.4 conduit aux corollaires suivants :

Corollaire 3.1.3.
Soient ay, . ..,y des nombres algébriques de C différents de 0, 1 et soit by, . .., by, des entiers ration-

nels tels que :

b b
ayt et # L
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Alors,

‘0611)1 .. '“2" _ 1‘ > (eB)*C/,

oit B:= max{|b1],...,|bu|} et C' est une constante effectivement calculable dépendant uniquement

denetdenq,...,un,.

Pour étre complet, nous donnons le résultat de Matveev, qui est une version complétement
explicite de la version du corollaire 3.1.3 lorsque «q, ..., &, sont des nombres rationnels.
Avant de donner le théoreme de Matveev, définissons d’abord une notion importante : la
hauteur d’un nombre algébrique. Pour ce faire, nous définissons d’abord la notion mesure de

Malher.

3.2 Mesure de Malher

3.2.1 Mesure de Malher d’un polynéme

Etudier la complexité d’'un nombre algébrique a peut se faire en donnant une mesure de
complexité de son polyndme minimal sur Z (c’est-a-dire le seul polynome irréductible, a
coefficients entiers rationnels, de coefficient dominant positif, s’annulant en «). Pour mesurer

la complexité d'un polynéme
f(X) = [ZdXd + ad_le’l +---+ag

a coefficients dans Z, une approche standard consiste a utiliser les différentes normes défi-

nies sur C[X] :

11l = laol +-- - + lagl,
1£l2 = 4/laof2 + -+ lagl2,

I flle = max(laol, ..., |aal),

|[flr = max|f(z)| pour |z| =1,

que l'on nomme respectivement longueur, norme quadratique (ou euclidienne), hauteur
(ou hauteur naive), et norme de la convergence uniforme sur la boule unité. Les relations

parmi ces normes sont résumées dans la proposition suivante :
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Proposition 3.2.1.

Pour tout polynome f € C[X] de degré au plus d, nous avons

Iflleo < Wfll2 < 11 < fll < (@+1) 1 flloo -

Toutes ces inégalités sont évidentes, a 1'exception peut-étre de I'inégalité || f||, < |f];. Cette
derniére découle cependant du lemme suivant, que I’on démontre facilement a 1’aide de la

formule de Parseval .

L’égalité de Parseval dite parfois théorie de Parseval ou relation de Parseval est une formule
fondamentale de la théorie des séries de Fourier. Cette formule peut étre interprétée comme
une généralisation du théoreme de Pythagore pour les espaces de Hilbert. Sa formule pour
les séries de Fourier s’énonce comme suit : Soit f une fonction T—périodique et de carré

intégrable sur une période. On définit ses coefficients de Fourier.
27
/T/ 2 fzn—td
T T/2
L’égalité de Parseval affirme la convergence de la série suivante et énonce l'identité :

2
L lal =1 [ IfePd=IfI2.

Si la fonction est a valeur réelle, on peut adopter les conventions suivantes :

T/2
/ dt = Cp,

n=—oo

T/2
® a0, = /T/2 27Tntdt'
n T/2 T 7
T/2 27tnt
* b, = in dt.
" / T/2 T
2 1
L’égalité de Parseval devient ||f||* = a3 + 5 ) (a% + b%) :
n=1
Remarque 3.2.1.

Certains auteurs préferent une convention pour laquelle I'expression de ag est aussi une expression

en2/T:
T/2
T/T/2
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La formule devient

I£17 = §§@+@.

»-I>I>—‘

Lemme 3.2.1.
Pour tout polynome f € C[X], ona:

1FB= o [ Ife) e
2721 Jo !

Il est clair que chacune des normes introduites mesure dans un sens, la complexité d'un
polyndme a coefficients entiers f (par exemple, la longueur donne une idée du nombre de
chiffres nécessaires a 1’écriture de f). Cependant il serait préférable de disposer d'une me-
sure canonique de la complexité d'un polyndme. Nous allons définir, pour cela, la mesure
de Mahler qui répondra a cette exigence en ayant plus des propriétés arithmétiques suffi-

samment agréables.

Définition 3.2.1.

Soit f € C[X] un polyndme non nul et notons M(f) le nombre réel défini par :
d
= |a| [ [max{1, &;}.
j=1

On note aussi M(0) = 1.

La mesure de Mahler d"un polyndme f est le produit du module de son coefficient dominant

et des modules de ses racines en dehors du disque unité (avec leur multiplicité).

Définition 3.2.2.
Soit & un nombre complexe algébrique. On appelle mesure de Mahler de w, et I'on note M(«) la

mesure de Mahler du polyndme minimal sur Z de w.

On déduit de la définition de la mesure de Mahler les propriétés suivantes valables pour

tout f,¢ € C[X]:

1. M(fg) = M(f)M(g).

2. M(f) est minorée par la valeur absolue du coefficient dominant de f.
3. M(f(X")) = M(f), pour tout entier n > 1.

4. M(f*) = M(f), ou f* désigne le polyndome réciproque de f (défini par
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f(X) = x48V f(X7).

La mesure de Mahler avait déja été introduite par de nombreux auteurs (notamment par D.
H. Lehmer, [56]), mais elle est connue sous ce nom depuis une série d’articles de K. Mahler
relatifs a cette quantité parus dans les années 1960. Le théoreme suivant qui donne une
expression analytique de la mesure de Mahler d"un polynome, est 1'un des résultats élégants

montrés par K. Mahler :

Théoréme 3.2.1.
Soit f € C[X], nous avons :

M) =exp (57

27

log(| (")) ).

Démonstration.
La preuve peut étre déduite facilement de la formule de Jensen d’analyse complexe. Pour

plus de détails, se référer a [21]. H

3.2.2 Majoration de la mesure de Malher

Nous pouvons comparer la mesure de Mahler avec les normes introduites au début du
paragraphe précédent. Commencons par majorer cette mesure en fonction des normes
W1 Wl |flleo s Lfl1- Au vu de la proposition 3.2.1, il suffit de majorer M(f) en fonction

de la norme euclidienne; le résultat plus précis que I'on connait est le suivant :
Théoreme 3.2.2 (Landeau).

Pour tout polynome f € C[X], nous avons

M(f) < [I£1l-

Démonstration.

Se référer au théoreme 1.2.1 de [21] pour des détails sur la preuve. ]

3.2.3 Minoration de la mesure de Malher

Nous allons maintenant minorer la mesure de Mahler en fonction des normes introduites.

Pour ce faire, nous avons besoin du lemme suivant :
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Lemme 3.2.2.
Soit f(X) = azX%+ag_1 X9V + .-+ a9 € C[X] un polynome de degré d. Pour j = 1,...,d,

nous aoons
d
o < (M)

Démonstration. Se référer au Lemme 1.3.1 de [21] pour plus de détails. O

En utilisant ce lemme, on en déduit le résultat suivant.

Théoreme 3.2.3 (F. Amoroso et D. Vergnaud).
Pour tout polynome f € C[X] de degré < d, nous avons

1/2
I <(%) M0, 61
£l <2M(F), 62)
Iflly <2'M(f), (3.3)
d
£l < ( g7 MO, 64

oit | x| désigne la partie entiere inférieure de x.

Démonstration.
Pour montrer (3.1), (3.3) et (3.4), il suffit d’appliquer le Lemme 3.2.2. Pour plus de détails,
confere [21]. H

Abordons a présent les notions de hauteur naive et de hauteur logarithmique absolue.

3.2.4 Hauteur algébrique

Dans cette section, nous allons introduire la notion de hauteur algébrique qui est trés utile
comme nous le verrons dans la suite. Nous commencons par définir la hauteur naive et par

suite déduire d’elle, la hauteur logarithmique absolue.

Définition 3.2.3 (Hauteur naive).

Pour tout nombre algébrique vy, on définit la hauteur de <y par :

H(y) = max([ag], ..., |aol),
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oit f(x) = agx? + -+ ayx + ag est un polyndome minimal de -y sur Z. H(y) est appelée hauteur

naive de 7.

Exemple 3.2.1.

Soit o un nombre algébrique :
* SiyeZ H(y) = vl
. SiyeQ <i.e. = Zavec nged(a,b) = 1), H(y) = max{|al, |b]},

Pour tout nombre algébrique 7, on a I'identité suivante :

d
H(7y) = |ag| ] [Jmax{1, |y}, (3.5)
i=1

d )
ol 7; représentent les racines du polynéme minimal et f(x) = a; [T (x — 7)) est le poly-
i=1
nome minimal de 7. On définit dans la sous-section suivante, une autre hauteur déduite de

la précédente appelée hauteur logarithmique absolue. Elle est la plus utilisée.

Définition 3.2.4 (Hauteur logarithmique absolue).

Pour un nombre algébrique non nul de degré d sur Q oit le polyndme minimal sur Z est

d .
f(x) = ag T1(x — D), on dénote par :
i=1

1 d . 1
hy) =7 (10g |aa| + ) logmax{1, W!}) = 7logM(7), (3.6)
i=1

la hauteur logarithmique absolue usuel de -y.
Les propriétés de la hauteur logarithmique absolue sont les suivantes :

Proposition 3.2.2 (Y. F. Bilu, Y. Bugeaud et M. Mignotte).

1. Soient vy, 6 deux nombres algébriques non nuls. On a
* h(y6) < h(y) +h(9),
® h(y+9) <h(y)+h(s)+log2.

2. Pour tout nombre algébrique -y et n € Z (avecy # 0etsin < 0)ona:
h(v") = |nlh(7y).

Plus généralement, pour 1, y2, - - - , yn, 1 nombres algébriques, on a :
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* h(m1v2- - yn) < h(y1) +h(v2) + -+ h(vn)
* h(yi+ 72+ +70) < h(y1) +h(v2) + -+ h(yn) +1logn.

Exemple 3.2.2.

Soit oy un nombre algébrique

1. Si vy est la racine de x> — 2x — 1, alors h(7y) = 1(logmax{1, |a|} + logmax{1, |B[}),
n = 1+\/§etﬁ = 1—\/§,alorsh('y) = llogoc.

n

2. Soit a déterminer h(7y) avec v = “ oit & = 1+ /2. D’apreés les propositions (9.1) et

2V/2

(9.2), on sait que 2v/2P, = a" — B"et Qp = a" + B

Alors,
4v2y +2 = 2V2P,+Qu
42y —2V/2P, = Qun-—2
8(47* — 4Py +Pp) = QF —4Qu+4
8(4y* — 4Pyy) = Qp —8P; —4Q, +4
8(49% — 4P,) = 4(-1)" - 4Q, + 4.

On obtient le polyndme minimal de -y divise 8x> — 8P,x — ((—1)" +1 — Q). Ce qui implique
a(x —y)(x—14)aveca € {1,2,4,8}.

1
h(y) = B (loga + logmax{1, |y|} + logmax{1, |1 —v|}).

Enongons a présent les théoremes de Stewart, Baker et Wiistholz, avant celui de Matveev.

Théoreme 3.2.4 (1993, Baker et Wustholz).
Si A # 0, alors
|A] > exp (—(16nd)2”+4. log A;...1og A,.log B> (3.7)

avec A; = max{H(w;),e}, pour i = 1,---,n; B = max{|by|,---,|bu|,e} et d =
[Q(“ll' c r“n) Q]

Théoreme 3.2.5 (A. Baker et G. Wiistholz).
Soit K le corps de nombres algébriques généré par aq, - - - , o, de degré d sur Q. Soient aq, - - , &y

€ K*etby,---,b, € Z*.

Supposons que B* = max{|bi|,---,|bu|} et w = A1A.A, avec |A| >
1 .
5 (max{h(a;), |log(aj)|,1}) (1 < j < n).
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Supposons aussi que I' # 0, alors;
log(|T]) > —18(n + 1)n"T1(32d)" 2w log(2nd) log(B*).

Enoncons a présent le résultat de E. Matveev [35] qui est le plus utilisé pour résoudre cer-

taines équations Diophantiennes.

Théoreme 3.2.6 (E. M. Matveev).
Soit K un corps algébrique des nombres de degré d sur Q. Si K C R, on pose ¢ = 1 sinon { = 2.

Soient aq, ...,y € K* et by,..., b, € Z*. Supposons
B* = max{[b1],...,|bn|}, w = A1Az... Ay, A;j > max{dh(«;),|log(«;),0.16]}
avec (1 <j<mn)et
I' =bilog(ay) + - - + by log(ay).

SiT £ 0, alors
log(|T|) > —C1(n)d*wlog(ed)log(eB*)

avec
1
Cy(n) > min{g(0.5en)§30"+3n3'5,26”+20}_
Plus simplement, Y. Bugeaud, M. Mignotte et S. Siksek ont établi le résultat suivant.

Théoréme 3.2.7 (Y. Bugeaud, M. Mignotte et S. Siksek).
Soit n > 1 un entier. Soit K le corps des nombres algébriques de degré d. Soient a1, ..., ay, des éléments

non nuls de K et soient by, bs, ..., by, des entiers,
B = max{|b1|,..., |bu|},
et
A= ocll’l...lx,b{’ -1
Soient Ay, ..., Ay des nombres réels tels que
A; > max{dh(a;), |log(x;),0.16]},1 <j < n.
Assumons que A # 0, on a ainsi :

log |A| > —3 x 30" x (n+1)%>® x d? x A1...A,(1+1logd)(1+lognB).
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Si K est réel, alors

log |A| > —1.4 x 30" x (n)*® x d? x A1...A,(1+1ogd)(1+logB).

On remarque que pour certaines valeurs de 7, la borne inférieure du logarithme proposé par

E.M. Matveev est meilleure (1égérement) que celle de Baker et Wiistholz.

Lorsque n = 2 et a1, a multiplicativement indépendants, nous avons ces quelques résultats

obtenus par Laurent, Mignotte, Nesterenko ( [16], Corollaire 2, pp. 288).
Soit dans ce cas By, B, des nombres réels plus grands que 1 tels que :

log B; > max {h(oci), |lo§¢xi|, %} pour i=1,2,

et posons

b/.: |b1| |b2|
"~ dlogB, dlogB;

Posons

I' := by logay 4 by log ay.
Remarquons que I' # 0 car & et ap sont multiplicativement indépendants.

Théoréme 3.2.8 (Laurent, Mignotte, Nesterenko).
Awvec les notations précédentes, soient a1, xy des nombres positifs multiplicativement indépendants,
alors :

2
log |T'| > —24.34d* (max {log b +0.14, %, %}) log B log B;.

Notons qu’avec I' := by log a1 + by log ap, on a el —1=A,00A:= uclil e tx,b{’ dans le cas ol

n=>2.

3.2.5 Méthode de réduction

Lors des calculs, nous obtenons des bornes supérieures sur nos variables qui sont trop
grandes, nous devons donc les réduire. Pour ce faire, nous utilisons certains résultats de

la théorie des fractions continues.

Concernant le traitement des formes linéaires homogenes en deux variables entiéres, nous

utilisons la méthode bien connue du résultat classique dans la théorie de I'approximation
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Diophantienne.

Lemme 3.2.3 (Legendre).

[P0 pLp2
7 qo 7 ql 7 qz
un entier positif. Soit N un entier positif tel que qn > M. Alors en posant a(M) = {a; : i =

0,1,2,...,N}, l'inégalité

Soit T un nombre irrationne , ... tous les convergents de la fraction continue de T, et M

1

> G

>
est valable pour toutes les paires (r,s) d’entiers positifs avec 0 < s < M.

Pour une forme linéaire non homogene a deux variables entieres, on utilise une légere
variation d’un résultat d a Dujella et Peth6 ([36], Lemme 5a). La preuve est presque
identique a celle du résultat correspondant dans [36]. Pour un nombre réel X, on écrit

|1 X|| := min{| X —n |: n € Z} pour la distance de X au plus proche entier.

Lemme 3.2.4 (Dujella, Petho).
Soit M un entier positif, Pun convergent de la fraction continue du nombre irrationnel T tel que q >
6M, et A, B, u des nombres algébriques tels que A > 0 et B > 1. En outre, € := ||uq|| — M ||tq||. Si

e > 0, alors 'inégalité suivante :
O<|ut—v+pu|l < AB™Y,

n’admet pas de solution entiére u, v et w avec

MSM et wzw
log B

A diverses occasions, nous devons trouver une borne inférieure pour les formes linéaires
de logarithmes avec des coefficients entiers bornés en trois et quatre variables. Dans ce cas,
nous utilisons 'algorithme de Lenstra-Lenstra-Lovasz de réduction de base de lattice (LLL-

algorithme) que nous décrivons ci-dessous. Soit 71, T, ..., Tt € R et la forme linéaire

T+ xn+ - +x1 avee x| < X (3.8)

On pose X := max{X;}, C > (tX)" et considérons le lattice entier Q) engendré par :

bj:=ej+ |ctj] pour 1<j<t—1 et b:=|Ctule,
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ou C est une constante positive suffisamment grande.

Lemme 3.2.5 (LLL-algorithme).
Soient Xy, Xy, -+ , Xy des entiers positifs tels que X := max{X;} et C > (tX)' est une constante
positive fixée suffisamment grande. Avec les notations ci-dessus sur le lattice (), nous considérons

une base réduite b; a Q) et sa base d’orthogonalisation de Gram-Schmidt associée {b} }. Nous fixons

ol o _Yx o r=lf1 §t X;
s D c s Q T i7s e o E + 1]
1 ' i=1

Si les entiers x; sont tels que |x;| < X;, pour 1 < i < tet 6% > Q + R?, alors nous avons

2_0_
S VOT—Q-R
- C

t
Z X;iT
i=1

Pour la preuve et plus de détails, nous référons le lecteur au livre de Cohen. (Proposition

2.3.20 dans [43], pp. 58 — 63).

Dans les sections suivantes, nous allons utiliser les formes linéaires de logarithmes énoncées
plus haut pour résoudre des équations Diophantiennes exponentielles en suites récurrentes

linéaires.

3.3 Puissances de trois comme différence de deux nombres

de Fibonacci

Cette section est une version légerement modifiée d'un article intitulé Powers of Three as Dif-
ference of Two Fibonacci Numbers, publié en Février 2021 dans JP Journal of Algebra, Number

Theory and Applications, Volume 49, Number 2, (2021), Pages 185 — 196.

Résumé : Le but de cet article est de trouver, de maniere simple et rigoureuse, toutes les
puissances de trois qui peuvent étre représentées comme différence de deux nombres de
Fibonacci, c’est-a-dire que nous étudions I'équation Diophantienne exponentielle F,, — F;, =
3P. Nous déterminons toutes les solutions entiéres positives n, m, et p ott (F,),>¢ est la suite
de Fibonacci. Les outils utilisés pour résoudre notre résultat principal sont les propriétés
des fractions continues, les formes linéaires de logarithmes, et une version de la méthode de

réduction de Baker-Davenport en approximation Diophantienne.
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3.3.1 Introduction

Les nombres de Fibonacci et Lucas 1,1,2,3,5,8,... et 2,1,3,4,7,11, ... ont depuis des cen-
taines d’années fasciné certains mathématiciens. Les suites de Fibonacci et de Lucas sont
définies récursivement par F, = F,_1 + F,_» pour n > 2. Elles sont générées par Fy =
1, FL =1etF =2, F = 1respectivement. La détermination des puissances parfaites
des suites de Lucas et de Fibonacci ne date pas d’aujourd’hui. Elles ont de nombreuses pro-
priétés intéressantes et ont été étudiés par de nombreux chercheurs. Pour un bref historique
des suites de Fibonacci et de Lucas, on peut faire référence a [34]. Les propriétés des suites
de Fibonacci et de Lucas, et la relation entre elles, ont fait I’objet d’un nombre considérable
de recherches. L'apport réel de la détermination des puissances parfaites des suites de Lucas
et de Fibonacci a commencé en 2006. Par des approches classiques et modulaires des équa-
tions Diophantiennes, Bugeaud, Mignotte et Siksek [37] déterminaient toutes les puissances

parfaites des suites de Lucas et de Fibonacci en résolvant les équations L, = y¥ and F, = y?.

Tout d’abord, les carrés parfaits et plus tard les puissances parfaites des suites de Fibonacci
et de Lucas ont attiré I'attention des chercheurs. A partir de 14, de nombreux chercheurs ont

abordé des problemes similaires.

Dans le corollaire 1 de [24], S. Kebli, O. Kihel, J. Larone, et E. Luca donnent la condition sur
toutes les solutions entieres de 1’équation F, £+ F,, = y“. IIs ont aussi montré dans les Théo-
rémes 1 et 2 de [24] les conditions que 1'équation F, & F,, = y? doit satisfaire pour avoir un
nombre fini de solutions entieres positives (1, m, y,a). La preuve de leur théoréme 2 est basée
sur la conjecture abc (probleme ouvert). Mais ils utilisent également une borne supérieure
sur n — m qui apparait dans la preuve de théoreme 1 de [24] et repose sur une application
de bornes inférieures pour les formes linéaires de logarithmes des nombres algébriques. On
peut consulter [24] pour plus d’informations. Nos résultats respectent toutes les conditions

données en [24].

Motivés par les récentes études de Bravo et Luca [24, 25], notre objectif principal est de
déterminer les puissances de 3 qui peuvent étre représentées comme différence de deux

nombres de Fibonacci.

Nous considérons 1’'équation Diophantienne :

F,—FE, =37 (3.9)
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avec pour inconnues les entiers positifs m, 1, et p. Nous suivons 'approche et la méthode
présentées par Luca et Bravo dans [25]. La preuve de notre résultat principal utilise les
bornes inférieures sur les formes linéaires de logarithmes, les propriétés des fractions conti-
nues et une version de la méthode de réduction de Baker-Davenport en approximation Dio-

phantienne.

Cet article suit les étapes suivantes : dans la section 3.3.2, nous introduisons les théoremes
nécessaires et lemme qui sera utilisé dans les sections suivantes pour prouver le résultat

principal de cette section. Nous énongons et prouvons le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.1.
Les seules solutions entiéres positives (n,m, p) de I'équation Diophantienne F, — Fy, = 3P m < net

p > 0 sont

(1,0,0), (2,0,0), (3,1,0), (3,2,0), (40,1), (43,0, (531), (651), (11,64).

3.3.2 Résultats auxiliaires

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats importants qui nous seront utiles pour
atteindre notre objectif. Les formules de Binet bien connues, qui fournissent des regles pour
calculer les nombres de Fibonacci et de Lucas. Les deux incorporent le soi-disant nombre

d’or (1 + +/5)/2, faisant allusion a une profonde connexion entre les suites :

otta = (1++/5)/2etp = (1—+/5)/2 sont les racines de ’équation caractéristique x> — x —

1 = 0. La relation entre les nombres de Fibonacci et « est :
Foy1+F_-1=L,, pour n>1. (3.10)

2" 2 <F,<a™l, pour n>1. (3.11)
p

L’équation (3.11) peut étre prouvée facilement par induction. En associant les équations
(3.11) et (3.10) nous allons dans la section suivante prouver 'inégalité importante suivante :

1 < p < n.Il peut étre remarqué que 1 < a <2et -1 < B < 0.

Le théoreme suivant di a Luca et Patel est donné dans [28].

Page 88/199 Université Cheikh Anta Diop



Chapitre 3. FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES 89

Théoreme 3.3.2 (F. Luca et V. Patel).
Toutes les solutions entieres (n,m,y, p) de I'"équation Diophantienne F,, £ F,, = y¥, p > 2 avec

n=m (mod 2) ont soit max{|n|,|m|} <360ouy =0et|n| = |m|.

Le théoreme 3.3.2 est une généralisation du théoreme suivant dii a Bugeaud, Luca, Mignotte

et Siksek [37].
Théoréme 3.3.3.

Les seules solutions entieres positives (n,y, p) de I'équation F, — 1 = yP avec p > 2 sont

FF-1=FK—-1=0, BF—-1=1 FEFE-1=22

3.3.3 Résultat principal

Dans cette section, nous donnons la preuve du théoreme 3.3.1.

Démonstration.
Admettons que 1'équation

E,—FE, =3* (3.12)
est vérifiée.

Sim =0, (3.9) devient F, = 37, les seules solutions (1n,m, p) sont (1,0,0), (2,0,0) et (4,0,1),
et n < 12 d’apres le Théoreme 2 dans [28].

Sim = 1 ou 2, alors nous avons 'équation F, —1 = 3”. D’apres le théoreme 3.3.3, nous

avons
(n,m,p) € {(3,1,0),(3,2,0)}.

Maintenant, supposons que n —m € {1,2}. Alors (3.9) devient 3 = F,_, pour

m = n—1ou3” = F,_1 pour m = n — 2. D'apres [28], nous avons (n,m,p) =

(2,0,0),(3,1,0),(3,2,0),(4,3,0),(5,3,1),(6,5,1). Grace a Mathematica, nous obtenons les so-

lutions énoncées dans le théoréme principal pour 1 < m < n < 200.

Maintenant, supposons que n > 200, m >3 et m —n > 3. Nous allons prouver une

importante inégalité. De a"2 < F, < a" 1 on obtient

3 =F,—F, < F, <a" <3" cest-a-dire 3F < 3". (3.13)
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Vuquem > 3etn —m > 3,il s’ensuit que :

3” = F, — Fyy > Fyi3 — Fy = 2F,11 > 6. (3.14)

De (3.13) et (3.14), on obtient 1 < p < n.

Maintenant, supposons que n = m (mod 2). Ce cas a été completement résolu par Lucas et
Patel [28], et ils ont obtenu 1 < 36. Ceci contredit notre supposition n > 200. Ainsi (3.9) n’a

aucune solution quand n et m ont les mémes parités.

Nous supposons maintenant que n et m sont de différentes parités.

n
Fm+_

V5

" 1
<a"+=<a"+ 3

/5 2

“1’1

. o .
Divisant les deux membres par —, on obtient

V5

‘1 _3P/Ba | < 4/am (3.15)

Maintenant, appliquons le théoreme de Matveev avec les données suivantes :
Y1:=3, Y=, y3:i= V5, by:=p, by:=-n, et b3:=1

Puisque 1,72, 73 € Q(+/5). Donc, nous pouvons prendre K = Q(+/5). Ainsi,

D =deg(x2—5) =2.A; =37 V52~ — 1 est non nul. Autrement, nous obtenons
g

p n
3p = 4 _ F, + [ > F,—1>F, — F, =3P quiestimpossible.

V5 V5

. ) [he
Nous pouvons prouver que A; différent de zéro en utilisant le conjugué de 37 = NG

1
En outre hi(y1) = log3, h(72) = > loga, h(73) = log+/5. Alors nous pouvons prendre,
A1 =22, A;=05et Az =17 Puisquep < n,il s’ensuit que B := max{|p|,| —n|, 1} =
n. Puisque toutes les conditions sont réunies pour appliquer le Théoreme 3.2.6, nous avons

4

DCTI*I’I’Z

> |A1] > exp (—1.4 % 300 x 3+5 x 22(1 + log 2) (1 + log 1) x 2.2 x 0.5 x 1.7)
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ainsi
(n —m)loga —log4 < 1.4 x 30° x 3%> x 22(1 4+ log2)(1 +logn) x 2.2 x 0.5 x 1.7
et un calcul rapide dans Mathematica donne pour
(n—m)loga < 2.16 x 10'%(1 +logn) < 3.6 x 10" log n. (3.16)

ot nous avons utilisé I'inégalité 1 4+ logn < 2logn qui est vérifiée pour tout n > 3. Dans
le but de trouver la borne de n, réécrivons 1'équation (3.9) et appliquons le théoreme de
Matveev une seconde fois.

n(1 _ m—n n_ pm
Fn_pm:3r’:>w_3p:5 p

V5 Vs

En prenant entre valeurs absolues 1’équation précédente et en utilisant le fait que |B|" +

2
1B|™ < 31 > 200; nous obtenons

n _om—n n m
W e B IR 1
V5 V5 3

ainsi

1-3"VB (1—a") | < 3/a" (3.17)
parce que

) 1 1 2 L1 1
Démn:(xn_m<a<§:>1—06mn>§:>(1—06mn) <3

De (3.17), en prenant y1 := 3, 72 :=a, 3 := \/5(1 —am*”)_l; by :=p, by:=—n,
by := 1. Puisque 7v1,72,73 € Q(\/E) Nous pouvons prendre K = Q(\/g) Ainsi, D =
deg(x? —5) =2. Ay :=3F/5(1 — acm_”)_l a~" — 1. Prouvons que A, # 0 par contradiction.
Si A, = 0, alors, nous avons

alt — g™ n m ' ) .
3 = PP qui est impossible vu que n > m.

NIV A -

1 1
De méme, h(y1) =log3, h(y2) = > loge, h(7y3) <log2v/5+ E(n — m) log & ainsi, nous
pouvons prendre A; = 2.2, A; =05, Az =10g20+ (n—m)loga. Aussi, vue que p < n,
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alors B := {p,| — n|,1} = n. Ce qui implique que

“3—” > |Ag| > exp ((—=C)(1+1og2)(1+1logn)-2.2-0.5- (log20 + (n — m)logw))
ou

nloga —log3 < C(1+1og2)(1+1logn)-2.2-0.5- (log20 + (n —m)logw) (3.18)
ouC =14-30°.3%>.22 En remplagant (3.16) dans (3.18), on obtient

nloga —log3 < C(1+1log2)(1+logn) x 2.2 x 0.5 x (log20 + 3.6 x 10 log 1)

et n < 4.6 x 10%2. Notre objectif est de réduire a présent cette borne supérieure sur n. Pour

cela, appliquons le Lemme de Dujella et Pethd. De (3.15), soit
z1 := plog3 — nloga + log v/5.
Alors |1 —e*1| < 4/a" "™ grace a (3.16). L'inégalité
a—n:Fn—l—ﬁ—n >F,—1>F,—F, =3F

V5 V5

implique que z; < 0. Dans ce cas, vu que 4/a"~" < 0.95 pour n —m > 3, il s’ensuit que

elz1l < 20, on obtient
0<|z1] < el =1 el — 1| < 80/

ou

0 < |plog3 — nloga +log V5| < 80/a" ™

alors, en divisant cette précédente équation par log «, obtient

0< |p <log3> . log /5
log a

log «

< 167 - o~ (n=m)

Appliquons a présent le lemme de Dujella et Pethd avec les données suivantes : Il est clair
log 3

est irrationnel.
log «

que vy :=
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1
Soit p = ng\ég, A:=167, B:=a, k:=n—m.Prenons M := 4.6 x 10°2, nous obte-

nons apres calcul dans SageMath, g5 = 14312730362266447314022834209225543 > 6 M et

< log(Aqes/€)

< log B < 84.7638

n_

. On obtient n — m < 85.
En remplagant cette borne supérieure par n — m dans (3.18), on obtient n < 3.58 x 10%°.

Maintenant, de (3.17), soit z; = plog3 — nloga + log <\/5 (1-— am_”)_1>. Dans ce cas,
|1 —e*2| < 3/a".

Il apparait que 3/a" < 1/2. Deux cas se présentent : lorsque z, > 0 et zp < 0.
e Cas1:2, >0
Alors0 < zp <e®2—1<3/a"
e Cas2:2, <0

Alors |1 —e?2| =1—¢2 < 3/a" <1/2 = ¢*2 < 2etdonc
0<|zm| <e?—1=¢?l1-e2| <6/0" = 0< |z2] <6/a"
qui est équivalent a
0 < |plog3 —nloga +log (\/5 (1 —txm_”)_1>‘ <6/a"
donc

log3 log <\/§ (1- “m_n)_1>

n <13-a™.
log « log «

0<|p

log 3
log «

log (\/5 (1-— zxm_”)_1>
log «

En mettant v = ; et en prenant M = 3.58 x 10'°; nous obtenons avec u =

,pourn —m € [3,84], A =13, B =wa, k = n grace au

log (A
lemme 3.2.4, que qqo = 4488642667247434242 et donc n < —o " 1407€) gogq‘]*;/ €)

< 80.

Ceci contredit notre hypothese n > 200. Ce qui termine la preuve de notre théoreme princi-

pal. O
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3.4 Sur les solutions de 1’équation Diophantienne
L,+ L, =3"

Cette section est une version légerement modifiée d'un article intitulé On solutions of the

Diophantine equation L, + L, = 3, publié dans Malaya J. Mat. 9 (04) (2021), 228 — 238.

Résumé : Soit (Ly),>0 la suite de Lucas donnée par Lg = 2,L; = 1et Ly42 = Ly41 + Ly
pour n > 0. Dans cet article, nous nous intéressons a trouver toutes les puissances de trois
qui sont somme de deux nombres de Lucas. En d’autres termes, nous étudions I'équation
Diophantienne exponentielle L, + L,, = 3% d’inconnus, les entiers positifs n,m, et a. La
preuve de notre théoréme principal utilise des bornes inférieures pour les formes linéaires de
logarithmes, les propriétés des fractions continues et une version de la méthode de réduction

de Baker-Davenport en approximation Diophantienne.

3.4.1 Introduction

La détermination des puissances parfaites des suites de Lucas et de Fibonacci ne date pas
d’aujourd’hui. La véritable contribution de la détermination des puissances parfaites des
suites de Lucas et Fibonacci a commencée en 2006. Par des approches classiques et modu-
laires des équations Diophantiennes, Bugeaud, Mignotte et Siksek [27] ont déterminé toutes
les puissances parfaites des suites de Lucas et Fibonacci en résolvant respectivement les
équations F, = y” et L, = y”. A partir de 1a, de nombreux chercheurs se sont attaqués a des
problémes similaires. C’est dans la méme pensée que, d’autres ont déterminé les puissances
de 2 de la somme/différence de deux nombres de Lucas, puissances de 2 ou puissances par-
faites de la somme/différence de nombres de Fibonacci [24, 28] [25], puissances de 2 et de 3

du produit des nombres de Pell et des nombres de Fibonacci.

Au regard de ce qui a été fait, nous avons décidé de nous intéresser aux puissances de 3
qui peuvent étre représentées comme somme de deux nombres de Lucas. Cet article suit les
étapes suivantes : Nous donnons d’abord les généralités sur les suites récurrentes linéaires
binaires, puis nous démontrons une inégalité importante sur les nombres de Lucas et enfin
déterminons et réduisons une borne grossiere. La derniere section de ce chapitre est consa-
crée a la réduction de la borne grossiére obtenue et a la discussion des différents cas pos-

sibles. On sait par Bravo et Luca [41] que les seules solutions de 1"équation Diophantienne
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F, + F, = 2% d'inconnus, les entiers positifs 1, m et a avec n > m sont données par

2F =2, 2F, =2, 2K =4, 2F =16,

et

hF+F =2 FkK+F=F+FK=4 F+F=8  F +F =16.
et dans [25] que toutes les solutions positives entieres de 1’équation Diophantienne L, +

L, = 2% avecn > m et a, sont

2lg=4, 2L, =2, 2[3=8, L,+L; =4, Ly+L; =8 et L;+L,=232

Dans cet article, nous déterminons toutes les solutions positives entieres de 1'équation Dio-

phantienne exponentielle suivante :
L,+L;,=3" (3.19)

avecn > meta.

3.4.2 Inégalités impliquant les nombres de Lucas

Dans cette section, nous énoncons et prouvons des inégalités importantes associées aux

nombres de Lucas qui seront utilisés pour résoudre I'équation (3.19).
Proposition 3.4.1.
Pour n > 2, nous avons

0940 < (1—a%a" <L, < (14+aH)a" <1.154" (3.20)

Démonstration.

Cela découle directement de la formule L, = a™ + (—1)"a"". O

3.4.3 Résultat principal
Notre résultat principal peut étre énoncé sous forme de théoréme comme suit :

Théoréme 3.4.1.

Les seules solutions (n,m, a) positives entieres de I'équation Diophantienne exponentielle
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Ly+ Ly =3%avecn > meta,sont:(1,0,1) et (4,0,2)
ie Li+Lp=3 et Ly+Lo=0.

Démonstration.

D’abord, nous étudions le cas n = m, ensuite nous supposons n > m et examinons le cas
n < 200 avec SageMath dans la gamme 0 < m < n < 200 et enfin nous considérons le cas
n > 200. Supposons que cette équation (3.19) soit vérifiée. Tout d’abord, remarquons que si

n = m, alors I’équation originale (3.19) devient

Ln:?.

Cette équation n’a pas de solution car , Vi > 0, L, € Z. Donc a partir de maintenant, nous
supposons 1 > m.

Sin <200, la recherche avec SageMath dans l'intervalle 0 < m < n < 200 donne les solutions
(n,m,a) € {(1,0,1),(4,0,2)}. Des lors, pour le reste de l'article, nous supposons n > 200 .
Déterminons d’abord une relation entre a et n qui est importante pour la suite. En combinant

(3.19) et I'inégalité de droite de (3.20), on obtient :
3% = Ly + Ly < 2a™ 4 2a™ < 2"F1 g omtl — ondl(q g pn=my < pntl(1 4 1/2) < 2"+2,

En prenant log des deux c6tés, on obtient

log 2

alog3 < (n+2)log2=a< (n+2)c; ou C1:10g3'

Réécrivant (3.19) comme :
Ly+Ly=a"+p"+Ly=3"=a"-3"= —p"— L.
En appliquant les valeurs absolues des deux cdtés, on obtient
n a n n 1 m n 1 m
la" =37 = |B" + Lm| < |B| +Lm<§+2¢x |8l <5 et Ly < 2a™.

En divisant les deux membres de 1'équation précédente par a” et en considérant le fait que
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n > m, on obtient :

_ a " _ 1 2 1 1
1—a™"-3% < St <ot o < g P>
d’ou
_ 3
[1—a™-3" < o= (3.21)
Prenons

Y1i=a, Y2:=3, bi:=n, by:=a, I':=alog3—nloga

afin d’appliquer le théoreme 3.2.8. Par conséquent, I'équation (3.21) peut étre réécrite

comme :

r S
1-ef| < 2n ou e =aa (3.22)
Puisque Q(+/5) est le corps de nombres algébriques contenant -y, 2 ; donc on peut prendre
D := 2. En utilisant I'équation (3.19) et la formule de Binet pour la suite de Lucas, nous

avons :

ce qui implique 1 < 3%a™" et donc I' > 0. En combinant cela avec (3.22), nous obtenons

0<T < (3.23)

lxn—m

ou nous avons utilisé le fait que x < e* —1, Vx € R. En appliquant log a droite et a gauche
de (3.23),0on a
logI' < log3 — (n —m)loga. (3.24)

La hauteur logarithmique de 1 et 7, sont :

1
h(m) = 5 loga = 0.2406 - - - , h(y2) = log3 = 1.09862 - - - , ainsi on peut choisir

logA;:=05 and logA,:=1.1.

Enfin, en rappelant que a < (n +2)c;; ¢ = 0.63093, on obtient :

bl bz n
= + = — +a=0.45n+ 45n 4+ (n+2 2n.
b D1 > T DI ; 3 a=0.45n4a < 0.45n (n )C1< n
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Il est facile de voir que « et 3 sont multiplicativement indépendants. Alors d’apres le théo-

reme 3.2.8, on a

2
logT' > —30.9- 24 (max {log(Zn), %,%}) -05-1.1

21 1))?
logT’ > —272 ( max log(Zn),?,E . (3.25)

En combinant les équations (3.24) et (3.25), on obtient cet important résultat suivant
21 1))?
(n —m)loga < 276 ( max < log(2n), 5 . (3.26)

Trouvons une seconde forme linéaire de logarithme. Pour cela, nous réécrivons (3.19) comme

suit :
En prenant en valeurs absolues la relation ci-dessus, on obtient

"(1+a™ ™) —3% <2, B=(1-+5)/2, |B|"<1 et |B|" <1;¥n>200, m>D0.
En divisant les deux membres de I'inégalité ci-dessus par a”(1 + "), on obtient

2 2
1-3%"(14a™ ") < = de [Al< (3.27)

Toutes les conditions sont maintenant réunies pour appliquer le théoreme de Matveev

(Théoreme 3.2.6).

e Données :

Comme précédemment, K = Q(+/5) contient 1,72, 73 eta D := [K : Q] = 2. Avant

de continuer les calculs, vérifions si A # 0.
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A # 0 vient du fait que s'il était nul, on aurait

3" =a" +a™ (3.28)

En prenant le conjugué de la relation ci-dessus dans le corps Q(+/5), on obtient :

3% = p" + " (3.29)

En combinant (3.28) et (3.29), on obtient :

W< = B+ B < B+ B < 2
Rappelons que n > 200. Cette relation est impossible pour n > 200. D’'ou A # 0.
e Calculs de h(73)

Estimons maintenant /i(y3) ot y3 = 1+ a™ "

_ _ 1
Y3=1+a"""<2 et v 1:—1+am—”<1

ainsi | log 3| < 1. Notons que

h(ys) < |m—n| (g) +log2 =log2+ (n—m) (logtx) :

e Le calcul de A; et Ay donne :

et

Ay :=0.5

et nous pouvons prendre

Az:=2+(n—m)loga vuque h(ys):=log2+ (n—m) (IO§“>

e Calcul de B

Page 99/199 Université Cheikh Anta Diop



Formes linéaires de logarithmes et équations Diophantiennes 100

Puisque a < (n + 2)cy, il s’ensuit que, B = max{1,n,a}. On peut donc prendre B =

n—+1.

En remplagant les données, le théoreme de Matveev donne la borne inférieure du coté

gauche de (3.27).

exp (—C(1+log(n+1))-22-05-(2+ (n—m)logu))

ou

C:=1.4-30%-3*.22(1 +1og2) < 9.7 x 10'%.
En remplacant dans 1'équation (3.27), on obtient :

exp (—C(1+log(n+1)) -22-05- 2+ (n — m) loga)) < |A| < {Xi

qui conduit a
nloga —log2 < C((1+log(n+1))-1.1-(2+ (n—m)loga) < 2Clogn-1.1- (24 (n—m)logu)

alors
nloga —log2 < 1.26 x 102 1logn - (2 + (n — m) loga) (3.30)
ot1 nous avons utilisé I'inégalité 1 + log(n + 1) < 2logn, qui est valable pour n > 200.

En utilisant (3.26) dans le terme de droite de 1'inégalité ci-dessus (3.30) et en effectuant les

calculs associés, nous obtenons

2
n <73 x10"logn (max {log(2n), 22—1}) . (3.31)

Si max{log(2n),21/2} = 21/2, il découle de (3.31) que n < 8.04825-10'logn =—>
n < 3.5-10'8. D’autre part, si max{log(2n),21/2} = log(2n), alors de (3.31), on a n <
7.3 -10"1og nlog?(2n) et donc n < 7.2 - 10'. On voit facilement que pour les deux valeurs

possibles de max{log(2n),21/2},onan < 7.2 - 10%.

Tous les calculs effectués jusqu’a présent peuvent étre résumés dans le lemme suivant.
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Lemme 3.4.1.

Si (n,m,a) est une solution de (3.19) avec les conditions n > m et n > 200, alors les inégalités

a<n+2<12x10% sont vérifiées.

3.4.4 Réduction de la borne sur n

3
En divisant I'inégalité (3.23) : 0 < alog3 — nloga < m par log «, on obtient

7 log 3
— ; = . 32
O<ay—n< P 0% loga (3.32)
La fraction continue du nombre irrationnel -y est :
[ag,a1,az,......] = [1,2,3,1,1,2,3,2,4,2,1,11,2,1,11, ......]

etnotons py/ gx son convergent. Une inspection utilisant SageMath donne I'inégalité suivante

4977896525362041575 = g4 < 1.2 x 10%2° < g4p = 805929983250536127817.

De plus, ay; := max {a;|i = 0,1, ...,42} = 161 En appliquant maintenant le lemme 3.2.3 et les

propriétés des fractions continues, on obtient

1

v (3.33)

lay —n| >

Combinant les équations (3.32) et (3.33), on obtient

1 7

n=m 7. (16142 1.3692 - 10%3.
(x”—m:>(aM—|—2)a<oc”—m:>lX <7-(161+2)a <

ant2)a < lar=nl <

En appliquant log ci-dessus et en divisant par log «, on obtient :

< log (7-163 - a)

— 111.
(n=m) < log « <
Pour améliorer la borne supérieure de 7, considérons
z:=alog3 —nloga —logp(u) ou p=1+a" (3.34)
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De (3.27), on a
2

Puisque A # 0, alors z # 0. Deux cas se présentent : z < 0 et z > 0. Pour chaque cas, nous

appliquerons le lemme 3.2.4.
e Cas1:z>0

2
De (3.35), on obtient 0 < z < & —1 < L En remplacant (3.34) dans 'inégalité ci-

dessus, on obtient :
0 <alog3 —nloga —logp(n—m) < 3% "p(n—m)"t —1<2a™"

d’ou

n

0 <alog3—nloga —logp(n —m) <2a~

et en divisant 1'inégalité ci-dessus par log a

0<a(lo83)_, _logpn—m . . (3.36)
log « log ' '
En prenant, ¢y := 1083, Y= _logp(n = m) —m), A =5, B := a,l'inégalité (3.36)
log « log «

devient

O<ay—n+wu<AB™".

7 étant irrationnel, nous allons a présent appliquer le lemme 3.2.4 de Dujella et Peth6

sur (3.36) pour n —m € {1,..,111}.
Puisque 2 < 1.2 x 10%° du lemme 3.4.1, on peut prendre M = 1.2 x 10%, et on obtient

- log(Ag/¢)

log B ou gq>6M

est le dénominateur du convergent du nombre irrationnel -y tel que ¢ := ||uq|| —

Mllvq
sible zéro de (3.19), on obtient n < 112. Ceci qui contredit notre hypothese n > 200.

| > 0. A laide de SageMath, avec les conditions z > 0, et (n,m,a) un pos-

e Cas2:2z<0

Puisque n > 200, alors 2 < 1. Par conséquent (3.35) implique que |1 — ¢/*l| < 2. De
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plus, puisque z < 0, nous avons

4
0<|z| <elfl —1=ell|eldl —1] < =
“Vl

En remplacant (3.34) dans I'inégalité ci-dessus et en divisant par log 3, on obtient :

log o p(n—m) 4 n _
— . 4.47" 37
0<n(10g3) a-+ log3 <log3 ot <4-w (3.37)
Pour appliquer le lemme 3.2.4 sur (3.37) pour nm € {1,2,...,,111}, reprenons M = 1,2 x 10%.
Alaide de SageMath, avec les conditions z < 0, et (n,m,a) un possible zéro de (3.19), on

obtient n < 111 ce qui contredit notre hypothése n > 200.

Ceci termine la preuve de notre résultat principal (théoreme 3.4.1).

3.5 Sur les solutions de I’équation Diophantienne
F.,, +F,, +F,, +F,, =2°

Cette section est une version développée d"un article intitulé On solutions of Diophantine equa-
tion Fy, + Fy, + Fy, + F,, = 2%, publié dans Journal of Algebra and Related Topics, Volume
9, Issue 2, 131-148 (2021).

Dans cet article, nous avons déterminé toutes les puissances de 2 qui s’écrivent comme

somme de quatre nombres de Fibonacci.

Résumé : Soit (F,),>0 la suite de Fibonacci donnée par Fy = 0,F) = 1 et Fy,4p = F, 41 + Fy
pour n > 0. Dans cet article, nous déterminons toutes les puissances de deux qui sont

somme de quatre nombres de Fibonacci a quelques exceptions prés que nous caractérisons.

3.5.1 Introduction

L’équation F, + F,, = y*, contrairement a F, — F,, = y* a été moins étudiée. Par exemple
Z. Siar et R. Keskin [44] ont trouvé toutes les solutions pour y = 2, B. Demirtiirk et al [45]
et P. Tiebekabe et al [46] ont déterminé indépendamment toutes les solutions pour y = 3

et enfin F. Erduvan et R. Keskin [47] pour le cas y = 5 et ils ont supposé qu'il n'y avait

Page 103/199 Université Cheikh Anta Diop



Formes linéaires de logarithmes et équations Diophantiennes 104

pas de solutions pour y > 7, premier. Concernant les travaux sur la somme des nombres
de Fibonacci, le mérite revient a Bravo et Luca [25] qui ont été les premiers a aborder cette
équation en résolvant I'équation F, + F,, = 2%. Le résultat a été généralisé par Pink et Ziegler
dans [48]. En 2015, J. Bravo et E. Bravo ont déterminé dans [26] les puissances de 2 qui ont
des représentations comme sommes de trois nombres de Fibonacci et dans les commentaires,

ils ont espéré qu'’il soit possible de venir a bout de I'équation

Fo, +E, +E, +EF,, =2° (3.38)

avec pour inconnues les entiers positifs 11,1y, 13,14 et aavec ny = np > nz > nyg, par
la méme méthode. Mais le nombre de cas a considérer étant grand, ils laissent cette étude a

d’autres chercheurs.

D’autres problémes similaires a celui discuté dans cet article ont été étudiés pour les suites de
Fibonacci et de Lucas. Par exemple, des repdigits qui sont somme d’au plus trois nombres
de Fibonacci ont été trouvés dans [29]; repdigits comme sommes de quatre nombres de
Fibonacci ou Lucas ont été trouvés dans [33]; Les nombres de Fibonacci qui sont somme de
deux chiffres repdigits ont été obtenus dans [31], tandis que les factorielles qui sont somme

d’au plus trois nombres de Fibonacci ont été trouvées dans [30].

Rappelons que la représentation de Zeckendorf [7] d"un entier positif N est la représentation

N=F, +Fu,+...+Fy;, avec mj—mj;1 22 pour i=1,...,t—1

L’équation (3.38) est un cas particulier de la représentation de Zeckendorf avec N = 27 et

t =4.

Cet article est subdivisé comme suit : dans la section suivante, nous introduisons les résultats

auxiliaires utilisés pour prouver le théoreme principal de cet article énoncé ci-dessous.

Théoreme 3.5.1 (P. Tiebekabe et I. Diouf).
Toutes les solutions positives entieres non nulles ny, ny, n3, ny et a de l'équation Diophantienne (3.38)

avec n1 = Ny = ns = ny sont :
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F5+3F =23

F; +3F, =24

2F, +2F, = 23

Fi3+F+2F =28

Fi+2F+F =28

Fe+F+F+F =2

FE+F+FB+FEL=2

Fig+Fo+ F+F =29

F10+F5+F4—|—F2:26

3+ F = 24

F8+2F5+F2:25

2F7—|—F5+F2:25

Fo+F+F+F =2°

3+ F = 26

Fio+ F5+2F = 26

F6—|-2F4—|—F3224

Fiu+F+F+F=2

Fi3+F+F+F =28

Fip+ F1+ F+F =28

Fip 4+ 2Fo+ F; =28

Fio+3F = 26

2F; +2F, = 2*

Fs+ F5 +2F, =25

2F; +2F, = 2°

F7—|—2F6—|—F4:25

Fig+ Fs+ F + F, =21°

Fi5s+ Fa+ Fo+ F =210

Fizs+ F +2F = 28

Fu+FK+F+F=2

2F0+ F+F =27

Fio+2F + F =27

Fig + Fg + 2F; =210

Fi1+3F, = 27

4F; = 2°

3.5.2 Résultat principal

Démonstration.

Supposons que 'équation

est vérifiée.

Fuo, +E, + E, +E,, =21

Trouvons d’abord la relation entre n; et a.

En combinant I’équation (3.38) avec l'inégalité bien connue F, < a"~! pour tout n > 1, on

obtient

Fnl + -Fi’lz + Fl’l3 + -Fi’l4 - 2[1 ganl_l + lxnz_l + 08’13-1 + ‘Xn4_1

<21’11—1 +2n2—1+2n3—1+2n4—1

<2n171 (1 _|_2n27n1 _1_27137111 _|_2n47n1)
<om—1 (1 T1427 14 2*2) — om-—1 (2 Lol 2*2)

<27’11+1'

2" <2t — g 4+1=a<m.

Cette inégalité va nous aider a calculer certains parametres.

En réécrivant I’équation (3.38), on obtient

VRV

a B _

(Fnz +Fn3 +Pﬂ4)'

< 2
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En prenant en valeurs absolues 1'équation ci-dessus, on obtient

!

V5

8™
V5

n
< ﬁ_\/g +(PH2+F”3+F714) <

a

+ (a2 +a'B +a™),

et

< =+ (a™ +a™ +a™) oitnous avons utilisé F, < a" L.

En divisant les deux cotés de 1’équation ci-dessus par a1 / /5, on obtient

V5

1— 2{1 . DC_nl . \/g‘ <20€n1 + (lxi’lz—i’ll _|_an3—n1 + lxi’l4—n1> \/g

V5 VB VB W

2o gm—n2 o pmi—n3 o pni—hg’

Compte tenu de I'hypothese ny < 13 < n3 < np < 11, on obtient

9

w1 —n2

IAy| = ‘1—2“~0¢‘”1-\/§‘ < (3.39)

Appliquons le théoréme de Matveev, avec les parameétres suivants ¢ := 3 et

Y= 2/ Y2 =&, Y3:i= \/g, bl =a, bz = —n, et b3 = 1.

Puisque 71, 72,73 € K := Q(V/5), on peut prendre D := 2. Avant d’appliquer le théoréme
de Matveev, nous devons vérifier la derniére condition : le membre de gauche de I'équation
(3.39) doit étre différent de zéro. En effet, s’il était nul, on obtiendrait alors 29,/5 = a". En
mettant au carré la relation précédente, on obtient a** = 5227 = 5. 4% Cela implique que
a?" € Z. Ce qui est impossible. D’ot1 A; # 0. Les hauteurs logarithmiques de 71,72 et 73

sont :
h(y1) =log2 = 0.6931..., donc on peut choisir A; := 1.4.
1 .
h(y:) = 5 log @« = 0.2406. . ., donc on peut choisir A := 0.5.

h(v3) = log /5 = 0.8047. .., il s’ensuit que ’on peut choisir A3 := 1.7.
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Puisque a < ny + 1, B := max{|b1|, |b2|, |b3|} = n1. Le résultat de Matveev montre que

‘1 — 294 . /5| > exp (—c; - (1+logn) -14-05-1.7), (3.40)
oticp := 1.4-30°-3%>.22. (1 +1log2) < 9.7 x 10'%.
En prenant log dans 1'inégalité (3.39), on obtient

log |A1] <log9 — (n; — ny) loga.

En prenant log dans 1'inégalité (3.39), on obtient
log |A1| > 2.31 x 102 log 1.
En comparant les deux inégalités précédentes, on obtient
(11 — np) loga —log9 < 2.31 x 102 log ny,

ol nous avons utilisé 1 + logn; < 2lognj. Ce qui est valide pour tout 77 > 3. Ensuite nous
avons

ny —ny)loga < 2.32 x 10'% log n;. (3.41)
g g

Considérons maintenant une seconde forme linéaire de logarithmes. Réécrivons 1'équation

(3.38) comme suit

En prenant en valeurs absolues 1’équation ci-dessus et le fait que § = (1 — /5)/2, nous

obtenons

nq ny )
“ (1 + a”z—ﬂl) — 4 <M + Fu; + Fu,

V5 V5

1
<§ +a™ 4+ a™ pourtout n; =5 et ny>5.

el '™ _ :
En divisant les deux membres de I'inégalité ci-dessus par —= (1 + a’27"), on obtient

V5

6

af2a—n1’

Ag| =[1—27-am . v/5(1 +anz—n1)—1\ < (3.42)
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Appliquons le théoréme de Matveev une seconde fois avec les données suivantes

=3, v1:=2, T:=ua, 73:2\/5(1+“”27"1)_1f

Puisque 71,72, 73 € K := Q(v/5), on peut prendre D := 2. Le terme gauche de 1’équation

(3.42) n’est pas nul, sinon, nous obtiendrions la relation
294/5 = a™ 4 "2, (3.43)
En prenant le conjugué de 1’équation (3.43) dans le corps Q(+/5), on obtient

—20/5 = M 4+ g™, (3.44)

En combinant les équations (3.43) et (3.44), on obtient
W< = | B < B+ B < 1

ce qui est impossible pour n; > 350. D’ott Ay # 0. On sait que h(y1) = log2 et h(vy,) =

1
5 log a. Estimons maintenant %(-y3) en observant d’abord que

V5

1+a™m™™M 2
T 1tamm -

Y3 < V5 and ’)’3_1— \/5 <ﬁ’

de sorte que |logys| < 1. En utilisant les propriétés de hauteur logarithmique énoncées

dans la Proposition 3.2.2, nous avons

I 1
h(ra) < log VB + [z —m| (5% ) +log2 = log(2v5) + (m —m) ().

Par conséquent, nous pouvons prendre Ajz = 3 4+ (ng — ny)loga >

max{2h(7y3),|logys|,0.16}.

Le théoreme de Matveev implique que
exp (—c2(1+1logny)-1.4-0.5- (34 (n; —nyp)loga))

oli ¢z := 1.4-30°-3%2.22. (1 +1log2) < 9.7 x 10'.
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Vue que (1 +1logny) < 2logn; est vérifiée pour ny > 3, de I'équation (3.42), nous avons

(n; — n3)loga —log6 < 1.4 x 10 log ny (3 + (11 — n2) loga). (3.45)

En mettant la relation (3.41) dans le terme de droite de 1’équation (3.45), on obtient

(n; —n3) loga < 3.29 x 10% log2 ny. (3.46)

Considérons une troisiéme forme linéaire de logarithmes. Pour ce faire, réécrivons a nou-

veau l'équation (3.38) comme suit

a™ 4 a2 4 g3 _oa 5”1 _|_‘3712 _|_ﬁ”3 B
V5 V5

Fn4-

En prenant en valeurs absolues I"équation ci-dessus, on obtient

0(_”1 (1 + “nz—m + 067’13_7’11) _ 2(1 < |‘B|nl + |18|n2 + |‘B|n3 + Fn
\/g 4

V5
3
<Z +a™  pourtout n; >350, et mnp nzng > 1.

Ainsi nous avons

3

ati—ng’

[Ag] = [1—2% a7 VB (14 4t m) 7 < (3.47)

Dans une troisiéme application du théoreme de Matveev, on peut prendre des parametres

b:=3, 11:=2, mi=a, q3:= V5 (1+a Mgy

by :=a, by:=-n, et, by:=1.

Puisque 71, 72,73 € K := Q(1/5), nous pouvons prendre D := 2. Le c6té gauche de 1’équa-

tion (3.47) n’est pas nul. La preuve se fait par contradiction. Supposons le contraire. Alors

294/5 = g™ 4 g2 4 43,
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En prenant le conjugué dans le corps Q(+/5), on obtient
205 = B 4 B 4 B,
qui conduit a
R < @ a7 = |7 B ] < B B 4 B < 1

et conduit a une contradiction puisque n; > 350. D’ott A3 # 0. Comme précédemment,

nous pouvons prendre A; := 1.4, Ay := 0.5 et B := n7. Nous pouvons également voir que

V5

_1  l+Ha™Mm 4 7h 3
1 + 2= g3 —m -

<\/§ et < —,
73 NG NG

&

ainsi | log 3| < 1. En appliquant les propriétés sur la hauteur logarithmique, nous estimons

h(ys). D'ott

2 2
—=1og(3V/5) + (1, — ny) (logoc) + (11 — n3) <logzx) ;

1 1
h(vs) <log V5 + |ny —ny| ( Oglx) + [n3 — | ( Og“) +log3

2 2

donc on peut prendre
Az =4+ (n; —ny)loga + (n; — n3) loga > max{2h(vy3), |logvys|,0.16}.
Une borne inférieure du terme de gauche de I'équation (3.47) est

exp(—c3-(1+1logny)-1.4-05- (4+ (ny —ny)loga + (n; — n3)loga))

olicz = 1.4-30°-3%°.22. (1 +1log2) < 9.7 x 10M.
A partir de I'inégalité (3.47), on a
(ny —ny)loga < 1.4 x 102 logny - (4 + (n; — np) loga + (ny — n3) loga). (3.48)

En combinant les inégalités (3.41) et (3.46) dans les termes de droite de I'équation (3.48) et

en effectuant les calculs respectifs, nous obtenons
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(n; —ng)loga < 9.3 x log3 ny. (3.49)

Considérons maintenant une quatrieme et derniere forme linéaire de logarithmes. En réécri-
vant 1’équation (3.38) encore une fois et en séparant les grands termes et les petits termes,
on obtient

! + a2 + a3 + a4 B 2” B 5”1 + ﬁ”z + ’3"3 + IBM

V5 V5

En prenant en valeurs absolues 1’équation suivante, on obtient

n
“_1 (1 + q2—m + aB—m + “”4—711) _0n <

V5

BI" + |BI"™ + |B|™ + [B[™
V5

4
<§ pour tout n; >350, et np,nz,ng=>1.

En divisant les deux membres de la relation ci-dessus par le premier terme du membre de

droite de I'équation précédente, nous obtenons

<= (3.50)

- 2
Ayl = ‘1 — 2.7 . \/5 (14 a™ M 4 g7 4 g mh) 1‘ o

Dans la derniére application du théoréme de Matveev, on a les parametres suivants
Mi=2 mi=a, 3= V5 (1HamTM o )T

et on peut aussi prendre by :=4a, by := —netbs:=1.Vuque 1,72, 73 € K:= Q(\/g), on
peut prendre D := 2. Le terme gauche de 1'équation (3.50) est différent de zéro. La preuve

se fait par contradiction. Supposons le contraire. Alors
205 = 4™ 4 a™ 4 a3 + 4™,
Conjuguer la relation ci-dessus sur le corps Q(+/5), on obtient
_20\/5 = B 4 B2 4 B 4 B,
En combinant les deux équations ci-dessus, on obtient

R <0 = |7 B+ B B8] < B B B+ B <1,
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et conduit a la contradiction puisque 11 > 350.

Comme précédemment, ici, nous pouvons prendre A; := 1.4, Ay := 0.5 et B := n;. Estimons

h(73). On peut voir que,

V5
3= 14+ am2—m L gh3—Nn1 L gha—m < \/5
4 el 14 aM—m 4 g—m g gha—m 4
and 7, NG < 75

D’oti| log 3| < 1. Alors

log « log « log «
h(73)<log(4\/§)+|n2—n1|(()§ )+|n3—n1|(°§ )+|n4—n1|(°§ )

—=1log(4V/5) + (n1 — ny) <IO§(X) + (11 — n3) (loga) + (n1 — na) (loga);

donc on peut prendre
Az :=5+ (n; —np)loga + (n; — n3)loga + (1, — ny) loga.
Alors une borne inférieure du terme gauche de 'inégalité (3.50) est
exp(—cyg- (1+1logny)-1.4-05-(5+ (ny —ny)loga + (ny — n3) loga + (n; — ny) loga)),
ol cy = 1.4-30°-3%°.22. (141og2) < 9.7 x 10M.
Ainsi, I'inégalité (3.50) donne
nyloga < 1.4 x 102 logny - (54 (11 — ny) loga + (n; — n3)loga + (ny — ny) loga). (3.51)

En utilisant maintenant les inégalités (3.41), (3.46) et (3.49) dans les termes de droite de 'in-

égalité (3.51) et en effectuant les calculs respectifs, nous trouvons que

048

ny loga < 40.32 x 10%¥ 1og* 1.

A l'aide de Mathematica, on obtient de 1'inégalité précédente

ny < 2.8 x 10°8.
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Nous résumons ce que nous avons prouvé.

Lemme 3.5.1.

Si (ny,ny,ns, ny, a) est une solution positive de I'équation (3.38) avec ny > ny > nz > ny, alors

a<n<2.8x10%.

3.5.3 Réduction

Le but de cette section est de réduire la borne supérieure de n; a une taille qui peut étre

gérée. Pour ce faire, nous utiliserons quatre fois le Lemme 3.2.4. Considérons

z1 := alog?2 — ny log & +log /5. (3.52)

De I’équation (3.52), (3.39) peut étre écrit comme suit

11— < (3.53)

ati—ny’

En associant I'équation (3.38) et la formule de Binet pour la suite de Fibonacci, on a

ni
:Fn1+‘B_ <Fn1 +Fn2+Fn3+Fn4 :Za,

V5 V5

a™
— < 27

V5

ce qui conduit a z; > 0. Ce résultat avec I'inégalité (3.53), donne

9

ah1i—n2’

0<z1 <1 —-1<

En remplagant I’équation (3.52) dans l'inégalité et en divisant les deux cotés de I'inégalité

résultante par log «, on obtient

log 2
0<a ( og ) R 108\/3 < 9 LM £ 19 . g2 (3.54)
log a log a loga
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Nous mettons
_ log2 __log V5

= , = , A:=19, B := «.
log « K log « % et :

T est un nombre irrationnel. On pose aussi M := 2.8 x 10°8, qui est une majoration de a par

le Lemme 3.2.4 appliqué a I'inégalité, que

log(Aq/¢)

np—ny < logB

7

ol g > 6M est un dénominateur d'un convergent de la fraction continue de 7 tel que ¢ :=
lug|| — M ||Tg]| > 0.Un calcul avec SageMath a révélé que si (11, np, n3, ny, a) est une solution

possible de 1’équation (3.38), alors

ny —ny € [0,314].
Considérons maintenant une seconde fonction, dérivée de (3.42) afin de trouver une borne
supérieure améliorée sur n; — ny.

Posons

zp :=alog2 —nyloga +1logY1(ny —ny)

ot Y est la fonction donnée par la formule Y(t) := /5 (1 +a~¥) ~'De (3.42), nous avons

1—e2| < (3.55)

ath1—ns’
En utilisant (3.38) et la formule de Binet pour la suite de Fibonacci, nous avons

ny ny n n2
I o ,B [3

ﬁ—i_ﬁ Fn1+Fn2 \/_ \/_<Fn1—|—Fn2_|_1 Fﬂ1+F”2+F”3+F”4:2a'

Donc 1 < 2%y/5a~"™ (1 + a”z_”l)fl et donc z, > 0. Ceci avec (3.55) donne

6

z
0<zx<e 1<an1_n3.

En mettant I'expression de z, dans l'inégalité ci-dessus et en argumentant comme dans

(3.54), nous obtenons

log 2 -
0<a (i) oy 0810 =) e ) (3.56)
log « log «
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Comme précédemment, on reprend M := 2.8 x 10°® qui est la borne supérieure de 4, et,
comme expliqué précédemment, on applique le Lemme 3.2.4 a I'inégalité (3.56) pour tous
les choix n; — ny € [0,314] sauf lorsque n; — n, = 2,6. A l'aide de SageMath, on trouve
que si (ny,np,n3,n4,a) est une solution possible de I'équation (3.38) avec n; —ny # 2 et

ny — np # 6, alors n; — n3 € [0,314].

Etude des cas n; —np € {2,6}. Pour ces cas, lorsqu’on applique le Lemme 3.2.4 4 'expression

(3.56), le parametre correspondant y apparaissant dans le lemme 3.2.4 est

long(t) B 1 si t=2;

loga | 3—.982 t=6.
log «

Dans les deux cas, les parametres T et u sont linéairement dépendants, ce qui fait que la
valeur correspondante de ¢ du Lemme 3.2.4 est toujours négative et donc la méthode de
réduction n’est pas utile pour réduire la borne sur n dans ces cas. Pour cela, nous devons

traiter ces cas différemment.

Cependant, nous pouvons voir que si t = 2 et 6, alors 1'inégalité résultante de (3.56) a la
forme 0 < |xT — y| < 13- a~ (M) avec T étant un nombre irrationnel et x,y € Z. Ensuite,
en utilisant les propriétés connues des convergentes des fractions continues pour obtenir

une borne inférieure non triviale pour |xT — y|. Voyons comment faire.

Pour n; — ny = 2, de (3.56), on obtient que

log2
0<at—(n—1)<13-a~m=m) oy 7=02 (3.57)
log «
Soit [ay1,a0,a3,a4,...] = [1,2,3,1,...] soit la fraction continue de T, et notons py/g; le k™¢

convergent. Par le Lemme 3.2.3, on sait que 4 < 2.8 x 10°. Une inspection dans SageMath

révele que
1207471144047491451512110092657730332808809199105354185685 = g113 < 2.8 x 10°® <

g114 = 28351096929195187169517686575841899309129196859170938821667 .

De plus, ap; := max{a; : i =0,1,...,114} = 134. Donc, d’apres les propriétés des fractions

continues, on obtient que
1

lat — (1 — 1) > a2

(3.58)
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En comparant les inégalités (3.57) et (3.58), nous obtenons
w13 (134 4+ 2)a.

En prenant log des deux cotés de I'équation ci-dessus et en divisant le résultat obtenu par
log «, on obtient

ny —nz < 296.

Afin d’éviter les répétitions, nous omettons librement les détails pour le cas n; — ny = 6. Ici,

nous obtenons 1 — nz < 314.

Ceci termine l’analyse des deux cas particuliers ny — ny = 2 et n; — np = 6. Par conséquent

ni; — nz < 314 est toujours valable.

Utilisons maintenant I'inégalité (3.47) pour trouver une borne supérieure améliorée sur n; —
ny. Posons

z3 :=alog2 —nylogwa +1log Yo (ny — ny, ny — nz),

ol Y7 est la fonction donnée par la formule Y (t,s) := v/5 (1 +a~f +a7%) ! De I'inégalité

(3.47), nous avons
3

11—e*| < IR

(3.59)

Notons que , z3 # 0; ainsi, deux cas se présentent : z3 > 0 et z3 < 0.

Sizz > 0, alors
3

Z3 __
0<zz<e 1<1x”1—”4'

Supposons maintenant z3 < 0. Il est facile de vérifier que 3/a’1""™ < 1/2 pour tout n; > 350

et ny > 2. De l'inégalité (3.59), nous savons que
1—¢%| <1/2 alors el <2.

Puisque z3 < 0, nous avons :

6

0 < |z < e|z3| —1 = 6‘23‘
23] < KM=

el?sl — 1‘ <

qui donnent

0< |Z3| <

a1—ny
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est valable pour z3 < 0, zz3 > 0 et pour tout pour tout n; > 350, et ny > 2. En remplacant
I'expression de z3 dans l'inégalité ci-dessus et en argumentant a nouveau comme avant,

nous concluons que

0< 'a <1°g2> oy 108Y2lm e Z )| g g (3.60)
log « log «

Ici, on prend aussi M := 2.8 x 10 et on applique le lemme 3.2.4 a 'inégalité (3.60) pour
tous les choix n; — ny € {0,314} et n; — n3 € {0,314} sauf quand

(711 —np, N1 — Tl3) € {(0/ 3)/ (1/ 1)/ (1/5)/ (3/ 0)/ (3/4)/ (4/3)/ (51 1)/ (7/8)1 (81 7)}

En effet, & 1’aide de SageMath nous trouvons que si (11, 1, 13, 114, a) est une solution possible

de I'équation (3.38) en excluant les cas présentés précédemment. Puis n; — ny4 < 314.

CAS SPECIAUX : Nous traitons les cas ot

(ny —ny,ny —nz) € {(1,1),(3,0),(4,3),(5,1),(8,7)}.

Il est facile de vérifier que

0, si (t,s)=(1,1);
0, si (£s) = (3,0);
log Ya(t,s) _ ) 1, si (t,8) = (4,3);
loga
& 21082 i (16) = (5,1);
log a
log 2

- i = (8,7).
\ oga’ si (t,s)=(8,7)

Comme nous l'avons expliqué précédemment, lorsque nous appliquons le lemme 3.2.4 a
I'expression (3.60), les parametres T et u sont linéairement dépendants, donc la valeur cor-
respondante de ¢ du lemme 3.2.4 est toujours négative dans tous les cas. Pour cette raison,

nous traiterons ces cas différemment.

Ici, il faut résoudre les équations
Fuyi1+2F, + Fyy =2% 2F, 3+ Fy, +Fyy =2 Fopa+ Fyy + Fpyp1 +Fy =27,

Fﬂ2+5 + an + Fn2+4 + Fn4 = 211, et Fn2+8 + an + Fn2+1 + Fn4 = 2‘1 (361)
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d’inconnus, les entiers positifs 1,14 et a. Pour ce faire, rappelons la relation bien connue

suivante entre les nombres de Fibonacci et de Lucas :

Ly = Fx_1+ Fy1 pourtout k> 1. (3.62)

Des équations (3.62) et (3.61), nous avons les identités suivantes

Fu,41+2F, + Fyy = Fyyi0 + Fuy + Fyy = Fep + F + Fy,
2F,43 + Fuy + Fuy = Foyy2 + Fuyya + Fuy = Fyo + Feps + F,
Fuysa +Fuy +Fyyi1 + Fuy = Fuyp0 + Foyra + Fuy = Feyp + Fepa + Fa, (3.63)
Fuyy5+ Fuy + Foyya + Foy = 2F, 10 + 2F,, 44 + Fyy = 2F 9 + 2F 14 + Fy,
et Fy s+ Fy + Fu1+ Fry = 2Fu 6+ 2F, 14+ Fa, = 2Fcg + 2Fca + Fa,
est valide pour tout k, m > 0.

Les équations de (3.61) sont transformés en équations

Liy1 +Fn =2, Liys+Fu=2" 2Li3+Fy =2 2Lis5+Fy =21, (3.64)

a résoudre, d’inconnus, les entiers positifs k, m et a.

Une recherche rapide dans SageMath et une résolution analytique conduit a :

(k,m,a) € {(4,5,4),(4,8,5)} pour Ly, +F,=2%

(k,m,a) € {(2,5,4),(2,8,5),(4,4,5)} pour Li,3+ F, =27

(k,m,a) = (5,9,7) pour 2Ly.3+ F, =2,

(k,m,a) = (3,9,7) pour 2Lp,5+ F, =2".

Une résolution et une analyse completes donnent des solutions déja listées dans le Théoreme
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3.5.1. Ceci termine 1’analyse des cas particuliers.

Enfin, utilisons (3.50) pour trouver une borne supérieure améliorée sur n;. Posons
z4 :=alog2 —njloga +1ogYs(ny — ny, ny —ns, ny — ny),
ol Y3 est la fonction donnée par la formule
Ys(t,u,0) = V5(1+a ' +a " +a7?) -
avect = ny — np, u = ny — n3 et v = nq — ny. De (3.50), nous avons

2

Puisque z3 # 0, comme précédemment, deux cas se présentent : z4 < 0 et z4 > 0.

Siz4 > 0, alors
2

O<zg<eH—1< —.
a™
Supposons maintenant que z4 < 0. Nous avons 2/a™ < 1/2 pour tous les n; > 350. Ensuite,

a partir de (3.65), nous avons

1
1_24 —
-] < 5

et donc el < 2.

Puisque z3 < 0,on a:

4

0 < |z3| < elsl — 1 = el
a'm

el?sl — 1’ <

qui donne

4
0< |Z3| < E
pour les deux cas (z3 < 0 et zz > 0) et est valable pour tous les n; > 350.

En remplacant 'expression de z3 dans 1'inégalité ci-dessus et en argumentant a nouveau

comme avant, nous concluons que

<9.aMm, (3.66)

< la (IOgZ) o+ IOgY(.;(TZl — Ny, N1 — N3, N1 — TZ4)
log « log «
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Ici, on prend aussi M := 2.8 x 10°® et on applique le lemme 3.2.4 une derniére fois dans I'in-
égalité (3.66) pour tous les choix ny — np € {0,314}, ny — ng € {0,314} et n; — ny € {0,314}
avec (n1,ny,ns, ny,a) une possible solution de ’équation (3.38), et en omettant 1’étude des

cas particuliers (car cela donne une solution présentée dans le théoreme 3.5.1), on obtient :
ny < 320.
Ceci est faux car notre hypothese dit que 1, > 350.

Ceci termine la preuve de notre théoreme principal.

Remarque 3.5.1.
Notez que les calculs pour ce dernier cas ont pris 2 heures sur un ordinateur ASUS Intel(R) Core(TM)

15-8250U CPU @ 1.60GHz 1.80 GHz.

3.6 Commentaires

Dans cet article, nous avons trouvé tous les cas dans lesquels une puissance de deux peut
étre exprimée comme une somme de quatre nombres de Fibonacci. Compte tenu des résul-

tats obtenus, nous pouvons faire la conjecture suivante.

Conjecture 3.6.1.

Considérons I'équation Diophantienne
Fn1+Fn2+Fn3+Fn4:pazp>2/a>2 (3'67)
ol n1, Ny, N3, Ny, a sont entiers positifs avec ny = ny > nz = ny et p premier, alors p = 2,3,5,7.

Dans la section suivante, nous allons voir comment la méthode mathématique des équations

Diophantiennes s’applique en physique et en chimie.
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3.7 Meéthode mathématique des équations Diophantiennes :
applications en chimie et physique

Cette section est une version modifiée d'un article intitulé Linear forms in Logarithms and the
mathematical method of Diophantine equations : Applications in chemistry and physics, publié dans

Journal of Mathematical Chemistry, Volume 59, (2021), Pages 2009 — 2020.

3.7.1 La méthode mathématique des équations Diophantiennes

Dans cette section, nous discuterons des applications de la méthode mathématique des
équations Diophantiennes en chimie et en physique. En chimie, cette méthode est appliquée
dans I'équilibrage des équations chimiques et dans la détermination de la formule molécu-
laire d’un composé. En physique, elle est appliquée dans la résolution de la troisiéme loi de

Kepler.

3.7.2 La méthode mathématique des équations Diophantiennes en chi-
mie

Tout d’abord, il y a certaines conditions auxquelles un probleme doit satisfaire pour étre
abordable par cette méthode. Ces applications suggerent que I’équation Diophantienne peut
s’avérer utile pour attaquer d’autres problemes de chimie. Supposons que 1’on ait une équa-
tion en deux ou plusieurs inconnues ayant chacune des coefficients entiers et élevées a
une puissance intégrale positive. On souhaite alors trouver juste des solutions intégrales
a I’équation. De plus, les inconnues intégrales devraient rendre chaque terme entier; en fait,
il ne devrait alors y avoir aucun nombre décimal dans 1'équation. L'équation de la forme
ajx1 + axxy + ... + azx, = ¢, ot ay, a, ..., ay, ¢ sont des entiers est appelé équation Diophan-
tienne linéaire ou équation Diophantienne du premier ordre. Dans cette section, toutes les

équations sont linéaires. Le résultat de cette sous-section est di a Roger Crocker, 1968.

3.7.2.1 Equilibrage d’équations chimiques

Etant donné 1’équation chimique

anlelccl ce _|_yAasz2CC2 e — X/Aalebchg R +y/AaéBb’2Cc’2 P (3_68)
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ouay, by, cy,- - ,ay, b}, cl, -+ sont nombres entiers positifs ou nuls, et ot x,y,- -, x",y/, - - -

sont les coefficients inconnus des réactifs et des produits. Puis

xa1+ya2+...:x/a/1+y/g/2_|_...
xby +yby + - =x'b] +y'bh+ - - (3.69)
xc1+ycp+ - =xc+y'ch+- -

C’est-a-dire qu’il y a une équation de chaque élément séparé (A, B,C, - - - ) dans la réaction,
exprimant la conservation du nombre d’atomes de cet élément. Chacune de ces équations
est une équation Diophantienne car x,y, - - - ,x!, y’,- - ,a1,az, -+ ,by,by,---,- -+ sont tous
entiers. Soit 1’ et n respectivement le nombre de termes et le nombre d’éléments. Si n’ > n,
on a un systéeme de n équations Diophantiennes en n’ inconnues. Ainsi apres élimination
des inconnues, on obtient une seule équation Diophantienne linéaire en n’ — n + 1 incon-
nues, qui peut étre résolue facilement par des regles simples. La situation n’ > n se produit
extrémement souvent, en particulier lorsque n’ —n = 1, un cas dans lequel 1’équation Dio-
phantienne résultante peut étre résolue immédiatement. n’ — n = 2 est un cas dans lequel
I’équation Diophantienne résultante peut étre résolue facilement. Si n' =mn,le systéme est
dit complétement déterminé et aucune équation Diophantienne résultante ne se produit
apres élimination des inconnues. Or, si n’ < 1, le systeme est dit surdéterminé. Un systéme
d’équations surdéterminés est un systéme avec plus d’équations que d’inconnues. Dans ce
cas, les solutions supplémentaires sont non physiques (elles ne correspondent pas au pro-
bléme étudié). Un systéme physique correctement analysé doit avoir un critére approprié

pour éliminer les solutions non physiques.

En général, si deux ensembles de valeurs indépendantes ou plus satisfont (3.69), alors ils
équilibrent tous I’équation (3.68) et, cette équation peut étre équilibrée de plusieurs manieres

indépendantes.

Exemple 3.7.1.

xKMnQy4 + yH2504 +zH,Op —> X,KQSO4 + ylMTlSO4 + Z,Hzo + w’Oz (3.70)
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—

4x + 4y + 2z =4x + 4y + 7' + 20’ pour O

x =y pour Mn
x =2x pour K
y=x'+y pour S
2y + 2z =27 pour H

Ce systeme se réduit a 5x + 2z = 4w’ qui est une équation Diophantienne a trois variables.
Par inspection : x = 2,z = 1,w’ = 3 est une solution correspondant pour laquelle ' =

2,x' =1,y = 3,2’ = 4. Cela implique

2KMn04 + 3H3504 + HyOy — K3504 4 2nS04 + 4H,0 + 30,

Dans cet exemple n’ — n = 7 — 5 = 2. L’équation Diophantienne résultante est de la forme

ax;+byy =czietaxy =cg, y1 =ck, z1=ag-+bk g kcINcommesolution générale .

3.7.2.2 Formule moléculaire

Supposons qu’'une substance de poids moléculaire M contienne deux éléments A et B de
poids atomiques a et b. Alors pour une molécule de la substance contenant x atomes de A et

y atomes de B,

ax+by =M (3.71)

ou x et y sont des inconnues positives. Pour avoir une équation Diophantienne, 4,b et M
doivent étre entiers. En effet, si I, et [;, désignent l'entier le plus proche deaetb, etsia — I,

et b — Ij sont si petits pour ces éléments tels que

—1/2<(a—L)x+(b—1)y<1/2 (3.72)

pour x assez petit pour étre trouvé dans la molécule, alors

Lx+ Ly = In (3.73)

ol Ips est l'entier le plus proche de M. L'équation est une équation Diophantienne qui peut
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étre facilement résolue pour x et y. Si plusieurs ensembles de valeurs positives de x et y
satisfont (3.7.2.2), on peut les substituer dans (3.7.2.2) et trouver lequel satisfera (3.7.2.2) au
moins avec une erreur minimale (écart par rapport a M). Cet ensemble sera I’ensemble cor-
rect de valeurs pour x et y; c’est-a-dire la solution de 1’équation (3.71). De plus, un ensemble
de valeurs satisfaisant (3.73) peut contenir un x ou y trop grand pour étre raisonnablement
attendu pour la taille de la molécule, et peut donc étre éliminé pour cette raison. Si plusieurs
solutions satisfont 1'inégalité (3.7.2.2), alors on procede par élimination. Par exemple, consi-
dérons une substance contenant uniquement de 1’hydrogene et du soufre avec un poids
moléculaire de 66,15 et nous voulons trouver la formule moléculaire. Si x représente un

nombre d’atomes d’hydrogene et y un nombre d’atomes de soufre, alors
1.008x + 31,98y = 66.15.

Apres calcul et vérification, nous avons deux valeurs positives satisfaisant toutes les condi-
tions. Ces solutions sont (x,y) = {(34,1), (2,2)}. On procede maintenant par élimination.
Il est trées peu probable qu'une molécule de cette taille contienne 34 atomes d’hydrogene
(surtout lorsqu’elle contient 1 atome de soufre), cette solution peut étre éliminée. Donc

x = 2,y = 2 et la formule moléculaire est HS,.

Remarque 3.7.1.

Ce raisonnement peut étre étendu a une substance contenant plus de deux éléments.

3.7.3 Méthode des équations Diophantiennes et troisiéme loi de Kepler

En physique par exemple, la méthode d’équation Diophantienne ne traite qu’avec des
nombres naturels n. La résolution la plus simple de la troisieme loi de Kepler, considérée

comme une équation Diophantienne, relative aux trajectoires circulaires de rayons ' et de

GRGRE

ol r est le rayon et t la période d"une trajectoire singuliere. Donc nous avons

période t/, est

¥ =n?r et t =nt
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La relation entre les vitesses est v/ = e sorte que l'invariant 0%, qui est dans la gravita-

Il

,d
tion de deux masses m et my, égales a G(mq + my) et en plus :

r'v’ = nro

qui est la condition quantique qui permet de déterminer les trajectoires privilégiées dans le
modele de Bohr de I'atome d’hydrogene. Et le quantum associé est une nouvelle constante
universelle : la constante de Planck. Quelle est donc 1’équation Diophantienne qui admet rv

comme invariant? C’est la méme équation de Kepler, mais ot les exposants principaux sont

CRGES

Cette équation est fondamentale, car les exposants s’identifient au nombre de dimensions :

réduits de un :

2 pour le plan de la trajectoire, 1 pour le temps. C’est la base du modéle cosmologique a
électron unique, basé sur la trajectoire basique et hypothétique de rayon A, = i/m,c, et de
vitesse ¢ :

v, =c/n et r, =nA,

Dans cette section, nous avons montré I’application de la méthode mathématique des équa-
tions Diophantiennes en Physique et Chimie. Nous pensons que cette méthode peut ré-
soudre de nombreux problémes non résolus ou partiellement résolus en physique et en chi-
mie. Il serait intéressant de caractériser les différents problemes non résolus ou partiellement
résolus en physique et chimie qui peuvent étre abordés par cette méthode. Nous espérons

que d’autres chercheurs s’attaquerons a ce probléme.
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Conclusion

Dans ce travail nous avons considéré le corps des nombres en général, suivi des équations
Diophantiennes, ot1 nous avons exploré certaines équations Diophantiennes exponentielles
comme les puissances de 2 et 3 qui ont une représentation en somme ou différence des
nombres de Fibonacci et Lucas. Toutes ces équations sont des équations Diophantiennes ex-
ponentielles. La méthode utilisée pour résoudre ces équations est une double application
de la méthode de Baker et de certains calculs avec des fractions continues pour réduire la
plage de recherche par force brute pour les variables. Cette méthode combine des arguments
élémentaires avec des bornes pour les formes linéaires de logarithmes et des techniques de
réduction a partir de I'approximation Diophantienne. Nous avons également montré 1'ap-
plication de la méthode mathématique des équations Diophantiennes en physique et en

chimie. Plusieurs articles ont été publiés dans le cadre de cette these.
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ANNEXE

3.8 Codes Python : New Divisibility Tests

Les codes de cette section viennent d"un article titré New Divisibility Tests publié dans Far
East Journal of Mathematical Education. Nous avons démontré le nouveau test de divisibi-
lité par 7 découvert par le jeune Nigérian Chika Offili. Nous avons implémenté et comparé
dans Python plusieurs test de divisibilité par 7 afin de déterminer le plus effectif. Nous avons
également énoncé et démontré un nouveau test de divisibilité par 3. L'idée de rédaction de
cet article est née lors d'un échange entre le professeur Ismaila Diouf et moi pendant ma

premiére visite a I'Université Cheikh Anta Diop de Dakar.

Méthode de Chika pour N1=923456778909811325377849865278365475778276485765351
2536123456789098760774

from math import floor
def chika (n):
r=n
L=len(str (p))
while L>2:
p=floor (p//10)-2x (p%10)
L=len(str(p))
if ps$7==0:
return True
else:

return False
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import timeit

timeTaken=timeit.
stimeit (£'{chika (923456778909811325377849865278365475778276485765
3512536123456789098760774) 1} ")

print (timeTaken)

0.00959580000017013

Méthode de Chika pour N2=345267802093647873846901243562721345678902721345637674712
3456789723427234
[53]: from math import floor
def chika(n):
p=n
L=len(str(p))
while 1L>2:
p=floor (p//10) -2 (p%10)
L=len(str(p))
if p%7==0:
return True
else:

return False

import timeit

timeTaken=timeit.
stimeit (£'{chika (345267802093647873846901243562721345678902721345
6376747123456789723427234) }")

print (timeTaken)

0.00949140000011539

Critere pour un grand nombre pour N1=923456778909811325377849865278365475778276485765351253
456789098760774

[54]: def critere_pour_un_grand_nombre (n) :
x=str(n)

sizel=len (x)
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arr=1[]
if (sizel%3==0):
for i in range (0,sizel, 3):
st=int (x[1:1+3])
arr.append(st)
elif (sizel%3==2):
arr.append (int (x[0:2]1))
x=x[21:]
for i in range(0,sizel-2,3):
st=int (x[1:1+3])

arr.append(st)

else:
arr.append (int (x[0]))
x=x[1:]
for i in range(0,sizel-1,3):
st=int (x[1:1+3])
arr.append (st)
sum=0

for i in range (len((arr))):
if i%2==0:
sum+=arr[i]
else:
sum—=arr[i]
r_num=str (abs (sum) )

sz=len (r_num)

ans=0
if sz==3:

s=r_num([0:2]

ans=int (s) +5* (int (r_num[2]))
else:

ans=abs (sum)

print (ans)
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import timeit
timeTaken=timeit.

stimeit (£'{critere_pour_un_grand_nombre (9234567789098113253778

498652783654757782764857653512536123456789098760774) }")

print (timeTaken)

114
0.006870799999887822

Critere pour un grand nombre pour N2=34526780209364787384690124356272134567890272134
56376747123456789723427234

def critere_pour_un_grand_nombre (n) :
x=str (n)
sizel=len (x)
arr=1[]
if (sizel%3==0):
for i in range (0,sizel, 3):
st=int (x[1:1+3])
arr.append(st)
elif (sizel%$3==2):
arr.append (int (x[0:2]))
x=x[21:]
for i in range(0,sizel-2,3):
st=int (x[1:1+3])

arr.append(st)

else:
arr.append (int (x[0]))
x=x[1:]
for i in range(0,sizel-1,3):
st=int (x[1:1+3])
arr.append (st)
sum=0

for i in range (len((arr))):

if i%2==0:
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sumt+=arr[i]
else:
sum—=arr[i]
r_num=str (abs (sum) )

sz=1len (r_num)

ans=0
if sz==3:

s=r_num[0:2]

ans=int (s) +5* (int (r_num[2]))
else:

ans=abs (sum)

print (ans)

import timeit

timeTaken=timeit.

~timeit (f'{critere_pour_un_grand_nombre (3452678020936478

7384690124356272134567890272134563767471 23456789723427234)}1")

print (timeTaken)

1309
0.008285800000521704

Méthode du graph pour N1=923456778909811325377849865278365475778276485765351

25361 23456789098760774
def method_du_graph (n) :
arr=[int (d) for d in str(n)]
xi=0
for i in range(len(arr)):
if arr[i]<7:
xi+=arr[i]
xi=xi if xi<7 else xi-7
else:
xit+=arr[i]-7

xi=xi if xi<7 else xi-7
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if xi==1:
xi=3
elif xi==
X1=6
elif xi==
xi=2
elif xi==
xi=5
elif xi==
xi= 1
elif xi==
xi=4
else:
x1i=0

print (xi)

import timeit
timeTaken=timeit.
stimeit (£'{method_du_graph (9234567789098113253778498652783654757782764857,

653512536123456789098760774) }")

print ("Time:", timeTaken)

3
Time: 0.00700680000045395

Méthode du graph pour N2=34526780209364787384690124356272134567890272134563767471
23456789723427234
[57]: def method du_graph (n) :
arr=[int (d) for d in str(n) ]
xi=0
for i in range(len(arr)):

if arr[il1<7:
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xi+=arr[i]
xi=xi if xi<7 else xi-7
else:
Xit+=arr[i]-7
xi=xi if xi<7 else xi-7
if xi==1:
xi=3
elif xi==2:
xi=6
elif xi==
xXi=2
elif xi==4:
xi=5
elif xi==
xi= 1
elif xi==
xi=4
else:
xi=0

print (xi)

import timeit
timeTaken=timeit.

stimeit (£f'{method_du_graph(34526780209364787384690124356272134567890
27213456376747123456789723427234) }")

print ("Time:", timeTaken)

0
Time: 0.006731500001478707

Méthode de Pascal pour N1=92345677890981132537784986527836547577827648576535125361
23456789098760774
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def Pascal (n):

st=str (n)

l=len (st)

x=]

ll=1len (x)

nl=1

while (11<1):
x.append (nls7)
nl=10x (nl%7)

1ll=1en (x)
sum=0
st=st[::-1]

st=[st[i:1i+1] for i in range(0,len(st),1)]
for i in range (1):
sum+=int (st [i]) *x[1]
print ("Sum: ", sum)
if (sum%7==0) :
print (n, "is divisible by 7")
else:

print (n, "is not divisible by 7")

Pascal (923456778909811325377849865278365475778276485765351253
©6123456789098760774)

import timeit

timeTaken=timeit.

stimeit (£'{Toja(92345677890981132537784986527836547577827648576535125

36123456789098760774) }")
#output the small multiple of 7 if the number is a multiple of 7
#and the time taken to execute the program

print (timeTaken)
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Sum: 1289
9234567789098113253778498652783654757782764857653512536123456789098760774

~1s not
divisible by 7
0.019315899999128305

Méthode de Pascal pour N2=9234567789098113253778498652783654757782764857653512536
123456789098760774

Pascal (34526780209364787384690124356272134567890272134563767
47123456789723427234)

import timeit

timeTaken=timeit.
wtimeit (£'{Toja(34526780209364787384690124356272134567890272134563767471
23456789723427234) 1} ")
#output the small multiple of 7 if the number is a multiple of 7
#and the time taken to execute the program

print (timeTaken)

Sum: 1113
3452678020936478738469012435627213456789027213456376747123456789723427234_,

~is
divisible by 7
0.01432589999967604

Méthode de Toja pour N1=9234567789098113253778498652783654757782764857653512536
123456789098760774
def Toja(n):

s=str (n)

1=1en(s)

X=3

while 1>2:
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sizel=len (x)
arr=[]
if (sizel%2==0) :
for i in range(0,sizel, 2):
st=int (x[1:1+2])
arr.append (st)
else:
arr.append (int (x[0]))
x=x[1:]
for i in range (0,sizel-1,2):
st=int (x[1:1+2])
arr.append(st)
g=nn
for num in arr:
x=n//7
dl=abs (x*7-n)
d2=abs ((x+1) *7—n)
p=dl if dl< d2 else d2
st=str (p)
l=len(str(s))

X=8

import timeit

timeTaken=timeit.
stimeit (£'{Toja(92345677890981132537784986527836547577827648576535125361
23456789098760774) ")
#output the small multiple of 7 if the number is a multiple of 7
#and the time taken to execute the program

print (timeTaken)
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0.009229600000253413

Méthode de Toja pour N2=34526780209364787384690124356272134567890272134563767471
23456789723427234
[62]: def Toja(n):
s=str (n)
l=len(s)
X=3
while 1>2:
sizel=len (x)
arr=[]
if (sizel%2==0):
for i in range (0,sizel,2):
st=int (x[i:1i+2])
arr.append(st)
else:
arr.append (int (x[0]))
x=x[1l:]
for i in range (0,sizel-1,2):
st=int (x[1:1i+2])
arr.append(st)
g=mm
for num in arr:
x=n//7
dl=abs (xx7-n)
d2=abs ( (x+1) x7—n)
p=dl if dl< d2 else d2
st=str (p)
l=len(str(s))
X=3

#print (s)

#Toja (5527579818992714771428)
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import timeit

timeTaken=timeit.
stimeit (£'{Toja(3452678020936478738469012435627213456789027213456376747
123456789723427234) }")
#output the small multiple of 7 if the number is a multiple of 7
#and the time taken to execute the program

print (timeTaken)

0.009436399999685818

3.9 Codes sources SageMath

Les codes de cette sections viennent de notre article ititulé On Pillai’s problem with Pado-
van and Pell-Lucas numbers. Dans cet article, nous avons déterminé les nombres ¢ admettant
au moins deux représentations comme différence de nombres de Padovan et Pell-Lucas.
En d’autres termes, nous avons résolu l'équation Py, — £, = ¢ ou Py, et L, représentent
les nombres de Padovan et Pell-Lucas respectivement. Le résultat principal de cet article

s’énonce sous forme de théoréme comme suit :

Théoreme 3.9.1. The only integers c having at least two representations of the form Py, — L, with
m > 3are

ce{-2,1,2,3,7,10,14,15,31,35,80}.

Le tableau suivant donne les couples pour lesquels on obtient les différentes représentations

de c sous la forme P,,, — L,, = c.
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c (m,n)
1 (5,1),(8,2)
2 (6,1),(11,3)
3 1(7,1),(9,2).(14,4)
7 1 (9,1),(12,3)
10 (10,1),(11,2)
14 (11,1), (13,3)
15 (12,2),(15,4)
31 (14,2), (16,4)
35 (14,1), (15,3)
80 (17,2),(18,4)
Padovan - PellLucas
Determination of the left and right approximations of the real numbers
[1]: def my_floor(real, n=2):
f= floor(real*10"n)/10"n
return f.n(digits=n+1)
def my_ceil (real, n=2):
c= (floor(real+x10”n)+1)/10"n
return c.n(digits=n+1)
Detemination of the polynomial roots
The following cell is the cell of entries
[2]: | # Here are the entries you just need to polynomial pl correspond,

~the order 2 linear reccurence and pZ2

# correspond the 3 order linear reccurence and companion mean 1if

»1s no 1f it not the Lucas sequence
pl = x"2-2xx-1
p2 = x"3-x-1

companion = 'Yes'

[3]: if companion == 'No':
ecart = 4

else:

Page 141/199

Université Cheikh Anta Diop



Formes linéaires de logarithmes et équations Diophantiennes 142

ecart = 3

[4]: def myroots (polyx) :

X var ('x")

if polyx == x"3-x"2-x-1:
soll = solve(xX"3-x"2-x-1,Xx)
solvl = [sol_i.rhs() for sol_i in soll]
solvlap = [sol_i for sol_i in solvl]
return solvlap

elif polyx == x"3-x-1:
soll = solve (x"3-x-1,X)
solvl = [sol_i.rhs() for sol_i in soll]
solvlap = [sol_i for sol_i in solvl]
return solvlap

else:
soll = solve(polyx, x)
solvl = [sol_i.rhs() for sol_i in soll]
solvlap = [sol_i for sol_i in solvl]

return solvlap

eta, delta = myroots(pl)

gamma, beta, alp = myroots (p2)

def abc (polyx, companion) :

if polyx == x"3-x-1:
gamma, beta, alp = myroots (x"3-x—-1)
f(x) = (1+x)/(14+3%x—x"2)

if polyx == x"3-x"2-x-1:
gamma, beta, alp = myroots (x"3-x"2-x-1)
f(x) = 1/ (-1+4xx-x"2)

if polyx != x73-x-1 and polyx != x"3-x"2-x-1
if companion == 'No':

eta, delta = myroots (polyx)
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f(x,y) = 1/(x—-y)
cdelta, ceta = f(delta,eta), f(eta, delta)
return cdelta, ceta
else:
return 1,1

return f (alp), f(beta), f(gamma)

P, g = abc(pl, companion)
a, b, ¢ = abc(p2, companion)

#somm_coef_ndom _root = 2x%((1/(2+sqrt (2)))+nb+nc)
[5]: my_floor (abs(alp)), my_ceil (abs (alp))
[5]: (1.32, 1.33)
[6]: my_floor (abs (beta)), my_ceil (abs (beta))
[6]: (0.860, 0.870)
[7]: my_floor (abs(gamma)), my_ceil (abs (gamma))
[7]1: (0.860, 0.870)
[8]: my_floor (abs(a)), my_ceil (abs(a))
[8]: (0.720, 0.730)
[9]: my_floor (abs (b)), my_ceil (abs (b))
[9]: (0.240, 0.250)
[10]: my_floor (abs(c)), my_ceil (abs(c))
[10]: (0.240, 0.250)

Relation between n and m
[11]: def cceof (delta, alp):

nflot = log(delta)/log(alp)

return ceil (nflot.n())
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cft = cceof (delta, alp)
ct
4
t = log(alp)/log(delta)
t.n()
0.319046972208309
Modeling the equation using a dictionary
coef_dom_root = {
"delta":p,
"deltal":—p,
"eta":qg,
"etal":—qg,
"alp":—a,
"alpl":a,
"beta":-b,
"betal":b,
"gamma" :-c,
"gammal":c,
}
somm_coef_ndom_root =,
—-my_ceil (abs (coef_dom_root["eta"]))+my_ceil (abs (coef_dom_root["etal”"]))+m

somm_coef ndom_root

3.02

Determination of the constants of the left hand of inequalities

def intp(a,x):

return ceil ((log(a)/log(x

def matveev (int_diff,

#first step

step) :

)) .n())

Page 144/199

Université Cheikh Anta Diop



Chapitre 3. FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES 145

if step == 'debut':
coefnm =
—my_ceil (abs (coef_dom_root["deltal"]))+tmy_ceil (abs (coef_dom_root["alpl"]),

coefnmv = [coefnm/ (my_floor (abs(a))my_floor (alp)), .

~coefnm/my_floor (abs (a)) ]

exp = [int_diff+my_ceil (log(coefnmv[0])/log(delta),0),

~my_ceil (log(coefnmv[1]) /log(alp),0)]

return coefnm, coefnmv, exp

elif step == 'casel':
coefm =,
~my_ceil (abs(coef_dom_root["alpl"]))+somm_coef_ndom_ root
coefmv = coefm/my_floor (abs (a))

return coefm, coefmv
elif step == 'case2':

coefn =_
omy_ceil (abs (coef_dom_root["deltal"])) +somm_coef_ndom_root

coefnv = my_ceil (delta) "int_diff+coefn/

< (my_floor (abs(a))my_floor (alp))
return coefn, coefnv
elif step == 'final':
coefd = my_ceil (delta)"int_diffxsomm_coef_ndom_root/
~ (my_floor (abs(a))my_floor (alp))
return coefd
else:
return 'stop'
[17]: T = ['debut', 'casel', 'case2', 'final']
for i in range (len(T)) :
am = matveev (ecart,T[i])
print (am)
if i == 0:
deal = am[Z2]

if 1 ==
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deall

am[1]
if 1 ==

deal?2

am[1]
if 1 ==

deal3 = am

(4.76, [5.01, 6.61], [5.0, 7.01])
(3.75, 5.21)

(4.03, 60.1)

45.0

Determination of the minimal polynomial and of the logarithmic heigh

[18]: def logarithm_heigh (real) :
alg = QQbar (real)
t = alg.minpoly ()
T=t.coefficients ()

deg = t.degree()

ce = lcm([t.denominator() for t in TJ])

f(x) = cext

Root = f(x) .roots (x)

solv= [log(max(l,abs(sol_i[0]))) for sol_i in Root]
R = (1/deg)* (log(ce)+tsum(solv))

return £, R.n ()

[19]: if companion == "No":
real = (delta-eta)*a
else:
real = a
out = logarithm_ heigh (real)

out

[19]: (x |——> 23%xx"3 — 23xx"2 + 6%x — 1, 1.04516473864305)

[20] : | #matveev lowerbound

import numpy
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def c (s,

return

D) :

1.4%30" (s+3) *s”

(4.5)*«D"2% (1+1log (D))

def lower_bound (new, delt, alpha, D,case = 0):

if case ==
cl = lower_bound (new, delt, alpha, D,case = 1) [2]
c2 = lower_bound (new, delt, alpha, D,case = 2)[2]
Ai = (5/6)*max(cl,c2)
new = Dxmax(cl,c2)
A = [ new , 3xlog(delt), 2xlog(alpha)]
s = len(A)
T = —c(s,D) *numpy.prod (A)
return my_ceil (Ai), new, my_ceil (-T)

if case ==
Al = (1/2)+ (lower_bound(new, delt, alpha, D) [2])
new = DxA1l
A = [ new , 3xlog(delt), 2xlog(alpha)]
s = len(A)
T = —c(s,D) *numpy.prod (A)
return my_ceil (Ai), new, my_ceil (-T)

if case ==
Al = (1/3)+ (lower_bound(new, delt, alpha, D) [2])
new = DxA1l
A = [ new , 3xlog(delt), 2xlog(alpha)]
s = len(A)
T = —c(s,D) *numpy.prod (A)
return my_ceil (Ai), new, my_ceil (-T)

if case == 0:
#evl = logarithm heigh (new)
r = abs (log(new))
Al = max(Dxout[l], r.n(), 0.16)
A = [ Al , 3%xlog(delt), 2*log(alpha)]
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S len (A7)

T

—c(s,D) *xnumpy .prod (A)

return out[1l], Al, my_ceil (-T)

[21]: D = 6
for i in range (4):
res = lower_bound(real, delta, alp, D, i)
print (res)
if i == 3:
Kata = res[2]
(1.04516473864305, 6.27098843185830, 1.34el4)
(6.71e13, 4.03el4, 8.62e27)
(4.47e13, 2.68el4, 5.74e27)
(7.18e27, 5.17e28, 1.11e42)
[ ]
Determination of the constants of the right hand of inequalities
[22]: £(x) = x — ecart - Katax ((l+log(l+cfxx))"3)
[23]: def resolution (f) :
i=0
while f(1071i) < O:
i =i+l
deb = 10" (i-1)
fin = 1071
t = find_root (£, deb, fin)
return my_ceil (t)
[24]: M = resolution (f)
M
[24]: 1.61e48

Reduction algorithm
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[25]: def fct(x,y):
return int (my_ceil (x,0)+y)
#First = [fct()int (my_ceil(log(2)/
~log(delta),0)+deal[0]),int (my_ceil(log(2)/log(alp),0)+deal[1])]

[26]: new_ex = [fct(log(2)/log(delta), deall0]), fct(log(2)/log(alp),.
~deal[1l])]
Av = [my_ceil (delta"new_ex[0],0),my_ceil (alp”“new_ex[1],0)]
[27]: first = continued_fraction(log(delta)/log(alp))
second = continued_fraction(log(alp)/log(delta))
i=0

while first.denominator (i)< 6+«M and second.denominator (i)< 6xM:
i=1i+1

n_min = 1

[28] : def dist (real):
distance = abs (real-round(real))

return distance.n (prec=1000)

[29] : def gd_convergent (mu) :
for i in range (n_min, 200) :
de_tau = tau_ex.denominator (i)
if de_tau > 6xM:
re = dist(mu » de_tau) - M % dist(tau » de_tau)
if re > O:
break
#print ('g = q_'+str(i)+' = '+str(de tau)+' et epsilon =

s '+str(re))

return i, de_tau, re

def borne_superieure_k (A, B, mu):
i, g9, eps = gd_convergent (mu)
k_sup = ceil (log(Axg/eps)/log(B))

#print ('n < '+str (k_sup))
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return i, g, eps, k_sup

def printed(input) :
print ('g = g_"+str(input[0])+' = "+str(input[l])+' et epsilon,

~= '+str(input[2])+ ' sup = '+str(input[3]))

[30]: tau, mu, A, B = log(delta)/log(alp), -log(real)/log(alp), Av[0],

—

~delta
tau_ex = continued_ fraction (tau)
nnll = borne_superieure_k (A, B, mu)

printed(nnll)

tau, mu, A, B = log(alp)/log(delta), log(real)/log(delta), AvI[O0],_

~delta
tau_ex = continued_fraction (tau)
nnl2 = borne_superieure_k (A, B, mu)

printed(nnl?2)

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.0561 sup = 139

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0867 sup = 139

[31]: tau, mu, A, B = log(delta)/log(alp), -log(real)/log(alp), Av[1l],_
—alp
tau_ex = continued_fraction (tau)
mmll = borne_superieure_k (A, B, mu)

printed (mml1)

tau, mu, A, B = log(alp)/log(delta), log(real)/log(delta), AvI[1l],

—

—alp
tau_ex = continued_fraction (tau)
mml2 = borne_superieure_k (A, B, mu)

printed (mml2)
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g = q_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.0561 sup = 424

g = q_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0867 sup = 427

nnl = max(nnll[3], nnl2[3])

mml max (mmll[3], mml2[3])

u = var('u'")

tau = log(delta) /log(alp)
tau_ex = continued_fraction (tau)
A, B = ceil(2+deall/log(alp)), alp

mu_alp_m(u) = log((delta”“u-1)/real)/log(alp)

outpmll = borne_superieure_k (A, B, mu_alp_m(1l))

for i in range (2,nnl+1):
out = borne_superieure_k (A, B, mu_alp_m(i))
if outpmll[3]<out[3]:
outpmll = out
if 1i%10 ==
printed (out)

printed (outpmll)

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—~epsilon = 0.108

sup = 425

g = q_89 = 104016471548390633532275978348450077320054489242118 et
—epsilon =

0.0168 sup = 438

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et

—~epsilon = 0.418
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sup = 420

g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
~epsilon = 0.100

sup = 425

g = gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
~epsilon = 0.135

sup = 424

g = gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
~epsilon = 0.180

sup = 423

g = gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—~epsilon = 0.368

sup = 421

g = gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon = 0.126

sup = 425

g = gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.0843 sup = 426

g = gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.0626 sup = 427

g = gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
wepsilon =

0.00714 sup = 435

g = gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon = 0.254

sup = 422

g = gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
~epsilon = 0.320

sup = 421

g = gq_89 = 104016471548390633532275978348450077320054489242118 et

wepsilon =
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0.0168 sup = 438

tau = log(alp)/log(delta)
tau_ex = continued_fraction (tau)
A, B = my_ceil(2+deall/log(delta)), alp

mu_del_m(u) = -log((delta”u-1)/real)/log(delta)

outpml2 = borne_superieure_k (A, B, mu_del_m (1))

for i in range (2,nnl+1):
out = borne_superieure_k (A, B, mu_del_m(i))
if outpml2[3]<out[3]:
outpml2 = out
if i%10 ==
printed (out)

printed (outpml?2)

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—~epsilon = 0.139

sup = 424

g = gq_89 = 130085898934977912365060770551057825485760024185293 et
~epsilon =

0.00806 sup = 437

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—~epsilon = 0.448

sup = 420

g = q_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—~epsilon = 0.131

sup = 424

g = q_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—~epsilon = 0.166

sup = 424

g = q_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—~epsilon = 0.211
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sup = 423

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
~epsilon = 0.398

sup = 420

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
~epsilon = 0.157

sup = 424

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.115

sup = 425

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0932 sup = 426

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0377 sup = 429

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.285

sup = 422

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.351

sup = 421

g = g_89 = 130085898934977912365060770551057825485760024185293 et |
wepsilon =

0.00806 sup = 437

mm = max (outpmll[3], outpml2[3])

tau = log(delta) /log(alp)
tau_ex = continued_fraction (tau)
A, B = ceil(2+deal2/log(alp)), delta

mu_alp_n(u) = log(l/(realx (alp”u-1)))/log(alp)

outpnll = borne_superieure_k (A, B, mu_alp_m(1l))
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for i in range (2, mml+1):
out = borne_superieure_k (A, B, mu_alp_m(i))
if outpnll[3]<out[3]:
outpnll = out
if 1i%10 ==
printed (out)

printed (outpnll)

g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—~epsilon = 0.108

sup = 139

g = g 89 = 104016471548390633532275978348450077320054489242118 et
~epsilon =

0.0168 sup = 143

g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
~epsilon = 0.418

sup = 137

g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
~epsilon = 0.100

sup = 139

g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—~epsilon = 0.135

sup = 138

g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—~epsilon = 0.180

sup = 138

g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon = 0.368

sup = 137

g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon = 0.126

sup = 139
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g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.0843 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.0626 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.00714 sup = 142

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon = 0.254

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon = 0.320

sup = 137

g = g _86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.0563 sup = 139

g = g _86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.0561 sup = 139

g = g _86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.0561 sup = 139

g = q_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.0561 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.0561 sup = 139

g = g _86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—epsilon =

0.0561 sup = 139
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d

= gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

.0561 sup = 139

= gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
~epsilon =

.0561 sup = 139

= gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

.0561 sup = 139

= gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

.0561 sup = 139

= g_86 = 204940649982117798976589721208389234216298134520777
—epsilon =
.0561 sup = 139

= gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

.0561 sup = 139

= gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

.0561 sup = 139

= gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

.0561 sup = 139

= gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

.0561 sup = 139

= gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

.0561 sup = 139

= gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—epsilon =

.0561 sup = 139

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et
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d

= gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

.0561 sup = 139

= gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
~epsilon =

.0561 sup = 139

= gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

.0561 sup = 139

= gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

.0561 sup = 139

= g_86 = 204940649982117798976589721208389234216298134520777
—epsilon =
.0561 sup = 139

= gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

.0561 sup = 139

= gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

.0561 sup = 139

= gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

.0561 sup = 139

= gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

.0561 sup = 139

= gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

.0561 sup = 139

= gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—epsilon =

.0561 sup = 139

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et
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g = q_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.0561 sup = 139

g = q_89 = 104016471548390633532275978348450077320054489242118 et
—wepsilon =

0.0168 sup = 143

tau = log(alp)/log(delta)
tau_ex = continued_fraction (tau)
A, B = ceil(2+deal2/log(delta)), delta

mu_del_n(u) = -log(l/(realx(alp®u-1)))/log(delta)

outpnl?2 = borne_superieure_k (A, B, mu_del_m(1l))

for i in range (2, mml+1) :
out = borne_superieure_k (A, B, mu_del_m(i))
if outpnl2[3]<out[3]:
outpnl2 = out
if 1i%10 ==
printed (out)

printed (outpnl?)

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—~epsilon = 0.139

sup = 138

g = g_89 = 130085898934977912365060770551057825485760024185293 et |
—~epsilon =

0.00806 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.448

sup = 137

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.131

sup = 139
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g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
—~epsilon = 0.166

sup = 138

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
—wepsilon = 0.211

sup = 138

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
~epsilon = 0.398

sup = 137

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
—wepsilon = 0.157

sup = 138

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
—wepsilon = 0.115

sup = 139

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
—wepsilon =

0.0932 sup = 139

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
—wepsilon =

0.0377 sup = 140

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

~epsilon 0.285
sup = 138

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—~epsilon = 0.351

sup = 137

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
—wepsilon =

0.0869 sup = 139

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
—epsilon =

0.0867 sup = 139

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et
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d

= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—wepsilon =

.0867 sup = 139
= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—wepsilon =

.0867 sup = 139
= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—wepsilon =

.0867 sup = 139
= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—wepsilon =

.0867 sup = 139
= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—epsilon =

.0867 sup = 139
= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—wepsilon =

.0867 sup = 139
= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—wepsilon =

.0867 sup = 139
= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—wepsilon =

.0867 sup = 139
= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—wepsilon =

.0867 sup = 139
= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—wepsilon =

.0867 sup = 139
= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—epsilon =

.0867 sup = 139

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et
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d

= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—wepsilon =

.0867 sup = 139
— g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—wepsilon =

.0867 sup = 139
= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—wepsilon =

.0867 sup = 139
= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—wepsilon =

.0867 sup = 139
= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—epsilon =

.0867 sup = 139
= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—wepsilon =

.0867 sup = 139
= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—wepsilon =

.0867 sup = 139
= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—wepsilon =

.0867 sup = 139
= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—wepsilon =

.0867 sup = 139
= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—wepsilon =

.0867 sup = 139
= g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—epsilon =

.0867 sup = 139

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et
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g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0867 sup = 139

g = q_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0867 sup = 139

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0867 sup = 139

g = q_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0867 sup = 139

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—epsilon =

0.0867 sup = 139

g = q_89 = 130085898934977912365060770551057825485760024185293 et
—wepsilon =

0.00806 sup = 142

nn = max (outpnll[3], outpnl2[3])

#var('u,v')

tau = log(alp)/log(delta)

tau_ex = continued_fraction (tau)

A, B = ceil(2+deal3+delta”ecart/log(delta)),delta

mu_del (u,v) =-log((delta”“u-1)/(real*(alp”v-1)))/log(delta)

outpnml = borne_superieure_k (A, B, mu_del (1,1))

for i in range (1, mm+1) :
for j in range(l,nn+1):
out = borne_superieure_k (A, B, mu_del (i, J))
if outpnml[3]<out[3]:

outpnml = out
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if i%20 == 0 and j%20 ==
printed (out)

printed (outpnml)

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
—~epsilon = 0.358

sup = 140

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
—~epsilon = 0.364

sup = 140

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
—~epsilon = 0.321

sup = 140

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
—~epsilon = 0.438

sup = 140

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
~epsilon =

0.0715 sup = 142

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
~epsilon =

0.0161 sup = 144

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
~epsilon =

0.00116 sup = 147

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
—~epsilon = 0.202

sup = 141

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
—~epsilon = 0.452

sup = 140

g = g 87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—~epsilon = 0.476

et

et

et

et

et

et

et

et

et
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sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—~epsilon = 0.378

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
~epsilon =

0.0552 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
wepsilon = 0.111

sup = 141

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.126

sup = 141

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.399

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.150

sup = 141

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—~epsilon = 0.106

sup = 141

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.223

sup = 141

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.286

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—~epsilon = 0.231

sup = 141

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—wepsilon = 0.216
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sup = 141

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—~epsilon = 0.176

sup = 141

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—~epsilon = 0.425

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
~epsilon = 0.469

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.352

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0814 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.137

sup = 141

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.152

sup = 141

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.240

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
wepsilon = 0.482

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.439

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—wepsilon = 0.416
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sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
~epsilon =

0.0179 sup = 143

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
~epsilon =

0.0732 sup = 142

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
—~epsilon =

0.0882 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
—wepsilon =

0.0482 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
—wepsilon = 0.298

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
—wepsilon = 0.341

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
—wepsilon = 0.224

sup = 141

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
—wepsilon = 0.209

sup = 141

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
wepsilon = 0.265

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024
~epsilon = 0.280

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024

—wepsilon = 0.246

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et
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sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—~epsilon = 0.476

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—epsilon = 0.432

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.422

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0116 sup = 144

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0669 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0819 sup = 142

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.246

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.476

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
wepsilon = 0.432

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
wepsilon = 0.422

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

wepsilon =
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0.0114 sup = 144

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0667 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
~epsilon =

0.0817 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—~epsilon = 0.246

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.476

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—epsilon 0.432
sup = 140
g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—wepsilon = 0.422

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0114 sup = 144

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
wepsilon =

0.0667 sup = 142

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
wepsilon =

0.0817 sup = 142

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.246

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—wepsilon = 0.476
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sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—epsilon = 0.432

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—epsilon = 0.422

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—~epsilon =

0.0114 sup = 144

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0667 sup = 142

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0817 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—wepsilon = 0.246

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—~epsilon = 0.476

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—~epsilon 0.432
sup = 140
g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

wepsilon = 0.422

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
wepsilon =

0.0114 sup = 144

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

wepsilon =
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0.0667 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0817 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

~epsilon 0.246
sup = 140
g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

~epsilon = 0.476

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.432

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—epsilon 0.422
sup = 140
g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—wepsilon =

0.0114 sup = 144

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0667 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
wepsilon =

0.0817 sup = 142

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.246

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.476

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

wepsilon = 0.432
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sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—epsilon = 0.422

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
~epsilon =

0.0114 sup = 144

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—~epsilon =

0.0667 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0817 sup = 142

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—epsilon 0.246
sup = 140
g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—wepsilon = 0.476

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.432

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—~epsilon 0.422
sup = 140
g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

wepsilon =

0.0114 sup = 144

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
wepsilon =

0.0667 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

wepsilon =
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0.0817 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
~epsilon = 0.246

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

~epsilon 0.476
sup = 140
g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—~epsilon = 0.432

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.422

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—epsilon
0.0114 sup = 144

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0667 sup = 142

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0817 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
wepsilon = 0.246

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.476

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
wepsilon = 0.432

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

wepsilon = 0.422
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sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0114 sup = 144

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
~epsilon =

0.0667 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—~epsilon =

0.0817 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.246

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

0.476

—epsilon
sup = 140
g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—wepsilon = 0.432

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.422

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

~epsilon
0.0114 sup = 144

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
wepsilon =

0.0667 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
wepsilon =

0.0817 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—wepsilon = 0.246
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sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—~epsilon = 0.476

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—epsilon = 0.432

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.422

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0114 sup = 144

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0667 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0817 sup = 142

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.246

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.476

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
wepsilon = 0.432

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
wepsilon = 0.422

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

wepsilon =

Page 175/199 Université Cheikh Anta Diop



Formes linéaires de logarithmes et équations Diophantiennes 176

0.0114 sup = 144

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0667 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
~epsilon =

0.0817 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—~epsilon = 0.246

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.476

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—epsilon 0.432
sup = 140
g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—wepsilon = 0.422

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0114 sup = 144

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
wepsilon =

0.0667 sup = 142

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
wepsilon =

0.0817 sup = 142

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon = 0.246

sup = 140

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et

—wepsilon = 0.476
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sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—epsilon = 0.432

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—epsilon = 0.422

sup = 140

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
wepsilon =

0.0114 sup = 144

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0667 sup = 142

g = gq_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0817 sup = 142

g = g_87 = 64235259329873818013239538988253182903653271110024 et
—wepsilon =

0.0000143 sup = 152

tau = log(delta) /log(alp)
tau_ex = continued_fraction (tau)
A, B = my_ceil(2+xdeal3/log(alp),0), delta

mu_alp(u,v) = log((delta”“u-1)/(real*(alp”v-1)))/log(alp)

outpnm2 = borne_superieure_k (A, B, mu_alp(l,1))

for i in range (1, mm+1) :
for j in range(l,nn+1l):
out = borne_superieure_k (A, B, mu_alp(i, Jj))
if outpnm2[3]<out[3]:
outpnm2 = out

if i%20 == 0 and j%20 ==
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printed (out)

printed (outpnm?2)

g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
~epsilon = 0.327

sup = 137

g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
~epsilon = 0.334

sup = 137

g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
~epsilon = 0.290

sup = 138

g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
~epsilon = 0.407

sup = 137

g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
~epsilon =

0.0410 sup = 140

g = g_87 = 21009447183989024578986011368924076825598287445988
~epsilon = 0.273

sup = 138

g = g_87 = 21009447183989024578986011368924076825598287445988
—~epsilon = 0.458

sup = 137

g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
~epsilon = 0.172

sup = 138

g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.421

sup = 137

g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.446

sup = 137

et

et

et

et

et

et

et

et

et

Page 178/199 Université Cheikh Anta Diop



Chapitre 3. FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES

179

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.348

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

0.0247 sup = 140

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

0.0800 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

0.0950 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077

~epsilon 0.369
sup = 137
g = gq_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077

—wepsilon = 0.119

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

0.0757 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—~epsilon = 0.193

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—~epsilon = 0.256

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—~epsilon = 0.200

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—~epsilon = 0.185

sup = 138

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et
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g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.146

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—~epsilon = 0.395

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.439

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.322

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—epsilon =

0.0509 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.106

sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.121

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—~epsilon = 0.209

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.452

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—~epsilon = 0.408

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—~epsilon = 0.385

sup = 137

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et
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g = g 87 = 21009447183989024578986011368924076825598287445988
—wepsilon = 0.203

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

0.0427 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

0.0577 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

0.0177 sup = 140

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.267

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.311

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.194

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.179

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.234

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.249

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
~epsilon = 0.215

sup = 138

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et
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g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.446

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.402

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
~epsilon = 0.392

sup = 137

g = g 87 = 21009447183989024578986011368924076825598287445988
—wepsilon = 0.223

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—epsilon =

0.0364 sup = 140

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

0.0514 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.216

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.445

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.402

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—~epsilon = 0.392

sup = 137

g = g 87 = 21009447183989024578986011368924076825598287445988
~epsilon = 0.223

sup = 138

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et
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g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.0362 sup = 140

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.0512 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et

—wepsilon = 0.216

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon = 0.445

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et

0.402

—epsilon
sup = 137
g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et

~epsilon = 0.392

sup = 137

g = g 87 = 21009447183989024578986011368924076825598287445988 et
—wepsilon = 0.223

sup = 138

g = g _86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et

—epsilon
0.0362 sup = 140

g = q_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.0512 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon = 0.216

sup = 138

g = g _86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
~epsilon = 0.445

sup = 137
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g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.402

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.392

sup = 137

g = g 87 = 21009447183989024578986011368924076825598287445988
—wepsilon = 0.223

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

0.0362 sup = 140

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—epsilon =

0.0512 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077

—wepsilon = 0.216

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.445

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077

~epsilon 0.402
sup = 137

g = g _86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077

—~epsilon = 0.392

sup = 137

g = g 87 = 21009447183989024578986011368924076825598287445988
—~epsilon = 0.223

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077

~epsilon

0.0362 sup = 140

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et
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g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
~epsilon =

0.0512 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077

~epsilon 0.216
sup = 138
g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077

—wepsilon = 0.445

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.402

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077

~epsilon 0.392
sup = 137
g = gq_87 = 21009447183989024578986011368924076825598287445988

—wepsilon = 0.223

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

0.0362 sup = 140

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

0.0512 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.216

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.445

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
~epsilon = 0.402

sup = 137

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et
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g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.392

sup = 137

g = g 87 = 21009447183989024578986011368924076825598287445988
—wepsilon = 0.223

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

0.0362 sup = 140

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

0.0512 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077

—epsilon 0.216
sup = 138
g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077

—wepsilon = 0.445

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.402

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077

~epsilon 0.392
sup = 137

g = g _87 = 21009447183989024578986011368924076825598287445988

—wepsilon = 0.223

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

0.0362 sup = 140

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—epsilon =

0.0512 sup = 139

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et
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g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.216

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.445

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.402

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.392

sup = 137

g = g 87 = 21009447183989024578986011368924076825598287445988
—wepsilon = 0.223

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

0.0362 sup = 140

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

0.0512 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.216

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.445

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.402

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
~epsilon = 0.392

sup = 137

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et
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g = g 87 = 21009447183989024578986011368924076825598287445988
—wepsilon = 0.223

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

0.0362 sup = 140

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

0.0512 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.216

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077

—epsilon 0.445
sup = 137
g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077

—wepsilon = 0.402

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.392

sup = 137

g = g 87 = 21009447183989024578986011368924076825598287445988

—epsilon 0.223
sup = 138

g = g _86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077

—wepsilon =
0.0362 sup = 140

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

0.0512 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—~epsilon = 0.216

sup = 138

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et
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g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.445

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.402

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
~epsilon = 0.392

sup = 137

g = g 87 = 21009447183989024578986011368924076825598287445988
—wepsilon = 0.223

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—epsilon =

0.0362 sup = 140

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon =

0.0512 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.216

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.445

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—wepsilon = 0.402

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077
—~epsilon = 0.392

sup = 137

g = g 87 = 21009447183989024578986011368924076825598287445988
~epsilon = 0.223

sup = 138

et

et

et

et

et

et

et

et

et

et
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g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.0362 sup = 140

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.0512 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et

—wepsilon = 0.216

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon = 0.445

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et

0.402

—epsilon
sup = 137
g = g_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et

~epsilon = 0.392

sup = 137

g = g 87 = 21009447183989024578986011368924076825598287445988 et
—wepsilon = 0.223

sup = 138

g = g _86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et

—epsilon
0.0362 sup = 140

g = q_86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.0512 sup = 139

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon = 0.216

sup = 138

g = g _86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
~epsilon = 0.445

sup = 137

Page 190/199 Université Cheikh Anta Diop



Chapitre 3. FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES 191

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon = 0.402

sup = 137

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—~epsilon = 0.392

sup = 137

g = g 87 = 21009447183989024578986011368924076825598287445988 et
—wepsilon = 0.223

sup = 138

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.0362 sup = 140

g = g 86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—epsilon =

0.0512 sup = 139

g = g _86 = 20494064998211779897658972120838923421629813452077 et
—wepsilon =

0.0000610 sup = 148

Page 191/199 Université Cheikh Anta Diop



Formes linéaires de logarithmes et équations Diophantiennes 192

Page 192/199 Université Cheikh Anta Diop



Bibliographie

[1] S. Alaca and K. S.Williams, Introductory algebraic number theory, Cambridge University
Press, 2004.

[2] David Harari, Algebre 1-Anneaux et Modules, notes de cours de Master 1, Université Paris

Saclay, 2018.
[3] T. Nagell, Introduction number theory, ALMQVIST & WIKSELL, 1957.

[4] G. H. Hardy and E. M. Wright. An introduction to the Theory of Numbers, Oxford Univer-
sity Press, 4th ed., 1960.

[5] I. Niven, H. S. Zuckerman, and H. L.Montgomery, An introduction to the theory of number,
5th ed., JohnWiley and Sons, Inc., 1991.

[6] T. Andreescu, D. Andrica, and I. Cucurezeanu, An introduction to diophantine equations,

Birkhiusser, 2010.

[7] E. Zeckendorf, Représentation des nombres naturels par une somme de nombres ou de nombres

de Lucas, Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 41(1972),179 — 182.
[8] L.J.Mordell,Diophantine equations, Academic Press Inc, 1969.
[9] H. Cohen, Number theory, Vol. I : Analytic and Modern Tools, Springer, 2007.

[10] Y. E. Bilu, Y. Bugeaud, and M.Mignotte, The problem of Catalan, Springer International
Publishing, 2014.

[11] C.L. Stewart,Linear forms in logarithms and diophantine equations, Course notes of Uni-

versity of Waterloo taken by D. Wolczuk.

[12] A. Baker, Linear forms in the logarithms of algebraic numbers, iii, Mathematika 14(1967),
pp 220 — 228.

193



Formes linéaires de logarithmes et équations Diophantiennes 194

[13] P. Ribenboim, My number, my friend, popular lecture on number theory, Springer-

Verlag, 2000.

[14] A. Baker and G. Wiistholz, Logarithm forms and groups varieties, J. Reine Angew.Math.
442(1993), pp- 19 — 62.

[15] A.Baker and G. Wiistholz, Logarithmic and Diophantine Geometry, Vol 9 New Mathema-
tical Monographs (Cambridge University Press), 2007.

[16] M. Laurent, M.Mignotte, and Y. Nesterenko, Formes linéaires de deux logarithmes et déter-

minant d’interpolation, Journal of Number Theory 55(1995), pp 285 — 321.
[17] E W. Levi, On a* + 1Y = ¢, J. Indian Math. Soc. (N.S.) 2(1936), pp. 119 — 122.

[18] F. W. Levi, A correction to the paper on a* + bY = ¢, J. Indian Math. Soc. (N.S.) 2(1937),
pp 215.

[19] E. W. Levi, On the inequality 0 < a* — b¥ < ¢, Journal Indian M. S. 19(1931), pp. 1 — 11.

[20] A.Baker and H. Davenport, The equations 3x> — 2 = y? and 8x> — 7 = z?, Quart. J. Math.
Oxford Ser. 20(1969),129 — 137.

[21] F. Amoroso et D. Vergnaud, Minorations de la hauteur d"un nombre algébrique, Laboratoire

de mathématiques Nicolas Oresme, CNRS UMR 613, Université de Caen (2002).
[22] A. Baker, Transcendental Number Theory Cambridge University Press, 1975.

[23] Shorey, T. N. and Tijdeman, R. J. Exponential Diophantine Equations Cambridge Univer-
sity Press, 1986 ; reprinted 2008).

[24] S. Kebli, O. Kihel, J. Larone, and F. Luca, On the nonnegative integer solutions to the equa-
tion F, £ Fy, = y*, J. Number Theory 220(2021)107 — 127.

[25] J. J. Bravo and F. Luca, On the Diophantine equation F, + F,, = 2%, Quaest. Math.
39(2016), 391 — 400.

[26] E. E Bravo and J. J. Bravo, Powers of two as sums of three Fibonacci numbers, Lithuanian

Mathematical Journal, (2015).

[27] Y. Bugeaud, M. Mignotte, and S. Siksek, Classical and modular approaches to exponential
Diophantine equations Fibonacci and Lucas perfect powers, Ann. of Math. 163(2006),969 —
1018.

Page 194/199 Université Cheikh Anta Diop



Bibliographie 195

[28] F. Luca and V. Patel, On perfect powers that are sums of two Fibonacci numbers, J. Number

Theory 189(2018), 90 — 96.
[29] E. Luca, Repdigits as sums of three Fibonacci numbers, Math. Commun. 17(2012),1 — 11.

[30] F. Luca and S. Siksek, Factorials expressible as sums of two and three Fibonacci numbers,

Proc. Edinb. Math. Soc. (2)53(2010),747 — 763.

[31] S. Diaz Alvarado and F. Luca, Fibonacci numbers which are sums of two repdigits, Procee-
dings of the XIVth International Conference on Fibonacci numbers and their applica-

tions (Editors : F. Luca and P. Stanica), 2011,97 — 111.
[32] Milne, James S., Algebraic number theory (v3.06),2014. pages : 164.

[33] Benedict V. N. and Luca E, Repdigits as Sums of Four Fibonacci or Lucas Numbers, Journal
of Integer Sequence, Vol. 21(2018), Article 18.7.7.

[34] L. Debnath, A short history of the Fibonacci and golden numbers with their applications, Int.
J. Math. Education Sci. Technology 42(2011),337 — 367.

[35] E. M. Matveev, An explicit lower bound for a homogeneous rational linear form in the loga-
rithms of algebraic numbers, 11, Izv. Ross. Akad. Nauk Ser. Mat. 64(2000), 125 — 180. Trans-
lation in Izv. Math. 64(2000), 1217 — 1269.

[36] A. Dujella and A. Peths, A generalization of a theorem of Baker and Davenport, Quart. J.
Math. Oxford Ser. 49(1998),10.195, 291 — 306.

[37] Y. Bugeaud, F. Luca, M. Mignotte, and S. Siksek, Fibonacci numbers at most one away from
a perfect power, Elem. Math. 63(2008), 65 — 75.

[38] J.]. Bravo, E Luca, and K. Yazan, On a problem of Pillai with Tribonacci numbers and powers

of 2, Bull. Korean Math. Soc. 54.3 (2017),1069 — 1080.

[39] M. Ddamulira, F. Luca and M. Rakotomalala, On a problem of Pillai with Fibonacci numbers
and powers of 2, Proc. Math. Sci. 127.3 (2017),411 — 421.

[40] Ddamulira, Mahadi et al. On a problem of Pillai with k—generalized Fibonacci numbers and
powers of 2. Monatshefte fiir Mathematik 187 (2018) : 635 — 664

[41] ].]. Bravo and E. Lucas, Powers of Two as Sums of Two Lucas Numbers, Journal of Integers

sequences, Vol.17(2014) Article 14.8.3

Page 195/199 Université Cheikh Anta Diop



Formes linéaires de logarithmes et équations Diophantiennes 196

[42] Boris A. Kordemsky, The Moscow Puzzles : 359 Mathematical Recreations, Dover Publica-
tions, p. 140,2014(1red.1971).

[43] Cohen, H. Number Theory. Volume I : Tools and Diophantine Equations 1st ed. (eds Axler,
S. & Ribet, K. A.) (Springer, 2007).

[44] Z. Siar, R. Keskin, On the Diophantine equation F, — F, = 2% Colloq. Math.
159(2020)119 — 126.

[45] B. Demirtiirk Bitim, R. Keskin, On solutions of the Diophantine equation F, — F,, = 37,
Proc. Indian Acad. Sci. Math. Sci. 129(2019)81.

[46] Pagdame Tiebekabe and Ismaila Diouf, Powers of Three as Difference of Two Fibonacci
Numbers, JP Journal of Algebra, Number Theory & Applications, Volume 49, Number
2,(2021), Pages 185 — 196.

[47] E Erduvan, R. Keskin, Nonnegative integer solutions of the equation F, — F,, = 5%, Turk. J.
Math. 43(2019)115 — 1123.

[48] L. Pink, V. Ziegler, Effective resolution of Diophantine equations of the form u, + uy, =
wpi' - - - p5°, Monatshefte Math. 185(2018) 103 — 131.

[49] Edward Brooks, The Philosophy of Arithmetic. Normal Publishing Company, 1880.

[50] Leonard Eugene Dickson. History of the Theory of Numbers. Chelsea Publishing Com-
pany, (Originally published in 1919 by the Carnegie Institution, Washington, D.C., all
three volumes of this text are now available in paperback from Dover Publications, Mi-

neola, NY,2005.),1952.

[51] Abodah  Zarah, Babylonian  Talmud. Abod. Zar. 9b http://come-and-

hear.com/zarah/zarah_9.html.

[52] Cherniavsky, Y. and Mouftakhov, A. Zbikowskis Divisibility Criterion. The College Ma-
thematics Journal, Vol. 45, No. 1, pp. 17 — 21 ,January (2014).

[53] Dickson, L. E. History of the theory of numbers. Vol. I : Divisibility and primality. Chelsea
Publishing Co., New York 1966.

[54] Lagrange, J. L. Lecons élémentaire. sur les math. données a I'école normale (1795), Jour. de

I’école polytechnique, vols. 7,8,194 — 9; Oeuvres, 7, pp. 203 — 8,1812.

Page 196/199 Université Cheikh Anta Diop


http://come-and-hear.com/zarah/zarah_9.html
http://come-and-hear.com/zarah/zarah_9.html

Bibliographie 197

[55] Charles L. Dodgson. Brief method of dividing a given number by 9or11. Nature, 56(1459) :
565 — 566, 1897.

[56] D. H. Lehmer -Factorization of certain cyclotomic functions, Ann. of Math.

34(1933), pp.461 — 479.

[57] A. Zbikowski, Note sur la divisibilité des nombres, Bull. Acad. Imp. Sci. Saint-
Pétersbourg 3151 — 153,1861.

[58] Marc Renault. Stupid divisibility tricks : 101 ways to stupefy your friends. Math Horizons,
14(2) : 18 — 21,42, November 2006.

[59] Pagdame Tiebekabe and Ismaila Diouf, Powers of Three as Difference of Two Fibonacci
Numbers, JP Journal of Algebra, Number Theory & Applications, Volume 49, Number
2,(2021), Pages 185 — 196. http :/ /dx.org/10.17654 /NT049020185.

[60] Pagdame Tiebekabe and Ismaila Diouf, New Divisibility Tests, Far East Jour-
nal of Mathematical Education, Volume 21, Number 1,(2021), Pages 31 — 41.
http ://dx.doi.org/10.17654/ME021010031.

[61] P. Tiebekabe and I. Diouf, On solutions of the Diophantine equation L, + L,, = 3%, Malaya
J. Mat. 9(04)(2021),228 — 238. http :/ /doi.org/10.26637 /mjm904/007.

[62] Pagdame Tiebekabe and Ismaila Diouf, Linear forms in Logarithms and the mathematical
method of Diophantine equations : Applications in Chemistry and Physics, Journal of Mathe-
matical Chemistry, https ://doi.org/10.1007/s10910-021-01274-y, Volume 59, (2021),
Pages 2009 — 2020.

[63] P. Tiebekabe and I. Diouf, On solutions of Diophantine equation F,, + F,, + Fu, +
F,, = 2, Journal of Algebra and Related Topics, Volume 9, Issue 2,131 — 148(2021)
https :/ /doi.org/10.22124 /JART.2021.19294.1266.

Page 197/199 Université Cheikh Anta Diop



Formes linéaires de logarithmes et équations Diophantiennes 198

RESUME

Nom et prénom du candidat : Pagdame TIEBEKABE

Formes linéaires de logarithmes et équations Diophantienne

Le domaine de la transcendance a une variété de sous-domaines compre-
nant : la transcendance des nombres individuels, 'indépendance algébrique,
la transcendance des fonctions (par exemple, les formes modulaires, les fonc-
tions zéta et j, etc. ) a des valeurs particulieres, et les applications aux équa-
tions Diophantiennes qui impliquent les suites récurrentes linéaires (par
exemple, les nombres de Fibonacci, les nombres de Lucas, les nombres de
Tribonacci, les nombres de Padovan et les nombres de Pell-Lucas). Dans ce
travail, nous avons considéré le corps des nombres en général, suivi des
équations Diophantiennes, olt nous avons exploré quelques équations Dio-
phantiennes exponentielles en suites récurrentes linéaires. La méthode uti-
lisée pour résoudre ces équations est une double application de la méthode
de Baker et de quelques calculs avec des fractions continues. Elles combinent
des arguments élémentaires avec des bornes pour les formes linéaires de lo-
garithmes et techniques de réduction a partir de I'approximation Diophan-
tienne. Nous avons également montré 1’application de la méthode mathéma-

tique des équations Diophantiennes en physique et chimie.
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ABSTRACT

Full Name of the candidate : Pagdame TIEBEKABE

Linear forms in Logarithms and Diophantine equation

The field of transcendance has a variety of subfields including : the trans-
cendence of individual numbers, algebraic independence, transcendence of
functions ( for example, modular forms, the zeta and j functions, etc. ) at par-
ticular values, and applications to Diophantine equations which involve the
linearly recurrent sequences (for example, Fibonacci numbers, Lucas num-
bers, Tribonacci numbers, Padovan numbers, and the Pell-Lucas numbers).
In this work we have considered the number field in general, followed by the
Diophantine equations, where we have explored some exponential Diophan-
tine equations in linearly recurrent sequences. The method used to solve
these equations is a double application of Baker’s method and some com-
putations with continued fractions to reduce the brute force search range for
the variables. They combine elementary arguments with bounds for linear
forms in logarithms and reduction techniques from the Diophantine approxi-
mation. We have also shown the application of the mathematical method of

Diophantine equations in physics and chemistry.
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