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Introduction

Considérons deux champs de vecteurs f,g de classe O sur R3, tels que
f, g et leurs crochets de Lie [f, g] sont linéairement indépendants en tout point
de R3. Pour chaque g € R3, définissons, sur l’espace vectoriel engendré par les
vecteurs f(q) et g(g), une norme hgq, ol la fonction g — hq est assumée C™.
Cette norme munit 'espace R? d’une distance, de la maniere suivante : étant
donnés deux points g, q; € R3, leur distance est définie comme

1 v € AC([0,1],R?)
inf{/ hoyy (F(1))dt { ¥(t) € span{f(v(t)), g(v(¥))} p.p- t } (1)
0 7(0) = g9, 7(1) = q;.

Si la norme hg est la restriction & span{f(q),g(q)} d'une certaine norme
Riemannienne définie sur R?, le probleme variationnel (1) est le trés célebre
probléme sous-Riemannien (les livres [7, 27] sont des références classiques sur
ce probleme). Si au contraire hg n’est pas donnée par un produit scalaire sur
Pespace vectoriel engendré par f et g, alors le probleme (1) est appelé probleme
sous-Finslérien [10, 11, 12, 14, 16, 19, 20, 26].

La premiere question a laquelle répondre, en géométrie sous-Riemannienne
comme en géométrie sous-Finslérienne, est celui de calculer la distance entre
tout couple de points de R3. Une approche & ce probleme est de s’appuyer
sur les techniques du controle géométrique : en effet, pour toute courbe v €
AC(]0,1],R3) telle que §(t) € span{f(y(t)), g(y(t))} pour presque tout ¢t € [0, 1],
nous pouvons introduire une commande mesurable et intégrable w : [0,1] — R?2
telle que 4(¢) = w1 (¢) f(y(t)) +uz(t)g(v(¢)), p-p. ¢t € [0,1]. En définissant un cott
o(g,u1,u2) = hg(ui f + uag), le probleme (1) devient le probleme de contrdle
optimal :

minimiser/O o(y(t), u1 (), ua(t)) dt (2)

sur toutes les courbes v : [0, 1] — R? solutions du systeme de controle

A(t) = ur(t) f((t)) + ua(t)g(v (1)), p.p. t €[0,1]
7(0) = g9, ¥(1) = q4 (3)
w € L1([0,1],R?).

Celle-ci est I’approche au probleme sous-Finslérien adoptée dans les articles
[10, 11, 12, 14, 26]; en particulier, grace & un reparamétrage adapté du temps,
le probleme (2)-(3) peut étre reformulé comme un probléeme du temps minimal,
dans lequel les contrdles varient dans un sous-ensemble compact de R?, dont la
forme est déterminée par hg.



Le Principe du Maximum de Pontryagin ([6]), souvent abrégé en PMP, four-
nit une série de conditions nécessaires pour qu'une trajectoire admissible (c’est-
a-~dire, une solution du systéme (3)) soit optimale, c’est-a-dire, elle soit de lon-
gueur minimale). Plus précisément, le PMP associe au probleme de controle
optimal étudié un systeme Hamiltonien, défini sur RS, et établit que les tra-
jectoires optimales doivent étre cherchées parmi les solutions du systeme Ha-
miltonien (plus précisément, elles doivent étre les projections sur R? de cer-
taines trajectoires du systéme Hamiltonien) . Dans le cas spécifique du probleme
sous-Finslérien et sous-Riemannien, les trajectoires admissibles qui satisfont les
conditions données par le PMP s’appellent géodésiques.

Malheureusement, le PMP n’est qu’une (liste de) conditions nécessaires, et il
n’est pas garanti que toutes les trajectoires pointées par le PMP soient effective-
ment optimales. Pour cela, plusieurs condition d’optimalité, qui vont s’ajouter
au PMP, ont été étudiées : c’est notamment les cas des conditions du deuxieme
ordre basées sur la variation seconde (voir par exemple [5, 32]) ou I’étude des
points conjugués.

Dans cette these, nous étudions les métriques sous-Finslériennes L' sur R3.
Ceci correspond au cas ou la fonction h, est juste la norme L' du controle.
Plus précisément, nous sommes intéressés a “dessiner” les spheres, c¢’est-a-dire, a
trouver tous les points qui se trouvent & une certaine distance fixé (par exemple,
p) d’un point d’origine ; ceci revient & isoler les trajectoires optimales de longueur
plus grande ou égale a p : la sphere de rayon p est constituée des points de ces
trajectoires qui se trouvent a la distance p de 'origine.

Le cas le plus simple de ce probleme correspond au systeme de Heisenberg,

dans lequel les champs de vecteurs ont ’expression

1
f=10 et g=
_y
2

NEg = O

Ces cas a été étudié dans l'article [14]; nous allons rappeler les résultats dans
la Section 1.2.

Les cas dit générique est celui dans lequel les deux vecteurs f et g sont
génériques (c’est-a-dire, ils appartiennent a un ensemble résiduel dans la topo-
logie C*° de Whitney, comme expliqué dans la Section 2.4). Ce cas peut vite
devenir tres compliqué : avant toute chose, si les champs de vecteurs sont non-
linéaires, 'existence d’une solution du systeme (3) sur tout I'intervalle [0, 1] n’est
pas garantie ; ensuite, le probleme d’intégrer des systémes non-linéraires est tres
difficile ; enfin, il est irréalisable de traiter le cas en toute généralité : chaque
choix différent des champs f et g donne lieu & un probléeme différent (ne serait-ce
que par le fait que les trajectoires admissibles sont complétement différentes).

Toutefois, si nous considérons les spheéres de petit rayon (petites sphéres),
nous pouvons toujours assumer que les solutions du systéme (3) sont bien
définies sur Uintervalle [0, 1], et nous pouvons écrire les trajectoires du systéme
comme des perturbations des trajectoires du systeme de Heisenberg. En effet,
pour des petits rayons, les parties non-linéaires des champs de vecteurs f et g
seront plus petites que le composantes linéaires, et elles pourrons étre traitées
comme des perturbations du systéme nilpotent associé (qui revient & étre le
systéme de Heisenberg).



Cette approche a déja été utilisée dans les articles [4, 15, 17] pour étudier les
petites sphéres du probléme sous-Riemannien dimension 3, dans les articles [8,
18] pour le probléme sous-Riemannien dans le cas de contact et de quasi-contact,
dans 'article [30] pour le probléme sous-Riemannien en dimension 5, et, enfin,
dans les articles [10, 11] pour le probléme sous-Finslérien, en dimension 2 et 3. En
particulier, dans [11] les auteurs consideérent une distribution générique de rang
au plus 2 dans R?, munie d’une norme de type L™ (c’est-d-dire, la fonction
@ correspond a la norme L* de la fonction u, qui est d’ailleurs choisie dans
L ([0, 1],R?)) et étudient le probléme du temps minimal équivalent au probléme
L sous-Finslérien ; en particulier, ils s’intéressent a la syntheése optimale locale,
c’est-a-dire a la compréhension de la synthese optimale pour de petits temps (ou
des petites distances), dans un voisinage des points génériques (c’est-a-dire, ou
la distribution est de rang 2 et de step 2).

Dans l’article cité, les auteurs identifient deux invariants de la distribution
(appelés respectivement C et Cy) qui apparaissent dans le développement de la
matrice Jacobienne de ’application exponentielle; s’ils sont tous les deux non
nuls, leurs signes déterminent completement le lieu conjugué des géodésiques
courtes. De plus, les auteurs fournissent une caractérisation compléte du lieu de
coupure des géodésiques courtes, sous les hypotheses génériques que C1C5 # 0.

Le but de cette these est de poursuivre le travail accompli dans ’article en
question : étudier la synthese locale optimale dans des cas moins génériques,
notamment, lorsque au moins un des invariant C; et Cy est nul.

Néanmoins, par rapport & la classe des systémes étudiés dans Particle [11],
il a deux différences. Tout d’abord, nous rétrécissons légérement 1’ensemble de
systemes sous-Finslériens que nous étudions : nous considérons seulement les
structures sous-Finsler L' compatibles avec une métrique sous-Riemannienne
(selon la Définition 9) ; grosso modo, nous exigeons que la variété sur laquelle le
systeme est défini soit munie d’une structure Riemannienne, et que les champs de
vecteurs f et g soient obtenus a partir d’un repere orthonormé, en appliquant une
transformation linéaire non singuliere constante. Ensuite, nous considérons le
probleme sous-Finslérien L', c¢’est-a-dire, notre but est de minimiser la norme L!
du controle. Néanmoins, comme déja remarqué dans [11, 14], les problémes sous-
Finslérien L' et sous-Finslérien L sont tout a fait équivalents, & un changement
de variable pres.

Gréce au choix d’étudier des structures sous-Finslériennnes compatibles avec
une métrique sous-Riemannienne, nous pouvons profiter du travail de Agrachev,
El-Aloui, Gauthier et Kupka, et utiliser la forme normale d’Agrachev-Gauthier
des champs de vecteurs f et g (voir [9, 17]), ce qui nous permet de simplifier
considérablement les calculs. Le choix de se focaliser sur de telles structures
a aussi d’autres avantages : tout d’abord, grace aux symétries des champs de
vecteurs, il suffit de calculer I’expression analytique d’un nombre assez réduit de
trajectoires, et de récupérer les autres en appliquant les coordonnées appropriées
changements et permutations dans les invariants; la méme chose peut étre faite
pour plusieurs autres calculs (tels que le calcul des temps de commutation, des
points de Maxwell et des fronts d’onde). En plus, comme nous allons montrer
dans le Chapitre 3, méme en se restreignant a la classe des structures sous-Finsler
L' compatibles avec une métrique sous-Riemannienne, dans le cas générique
C1C5 # 0 nous retrouvons les résultats de larticle [11] (du moins, pour ce qui
concerne la partie de la sphere vérifiant z > |zy|/2).

Dans le Chapitre 4, nous faisons ’hypothese que 'invariant C; est nul. Ceci



nous oblige a développer les calculs des géodésiques a des ordres supérieur par
rapport a ceux qui suffisait pour décrire les cas étudiés dans le Chapitre 3;
en particulier, nous voyons paraitre deux invariants, appelés F; et D, dont
les valeurs déterminent le lieu conjugué des géodésiques courtes de type bang-
bang dont la vitesse initiale est donné par le champ de vecteurs f (ou —f).
Nous avons ainsi détecté six invariants principaux de la distribution (appelés
A, C1,Cs, D1, E7); nous fournissons une caractérisation complete de la partie
supérieure du lieu de coupure, en fonctions des valeurs de ces invariants. En
particulier, nous avons repéré 22 (réduits & 12, par symétrie) sous-cas dans le
cas générique et 60 sous-cas (réduits & 30, par symétrie) dans le cas ot Cy = 0
et les invariants Csy, 4 et Dy sont non nuls.

En adaptant les mémes techniques de [17], il est possible de prouver que la
condition C7 # 0 est génériquement vraie (au sens spécifié a la Section 2.4) ; en
particulier, pour une structure sous-Finsler générique L' compatible avec une
structure sous-Riemannienne, 1’ensemble des points ¢ € M tel que C; = 0 a
codimension 1 dans M. On peut aussi montrer que le sous-ensemble caractérisé
par D; = E; = 0 a codimension 2 dans ’ensemble des points pour lesquels
C1 = 0. L’hypothese D1 Fy # 0 est donc génériquement vraie dans le sous-
ensemble des cas dégénérés.

Le manuscrit est structuré de la fagon suivante : dans le Chapitre 1, nous
donnons toutes les informations préliminaires : nous définissons la notion de
métrique sous-Finslérienne L', nous énoncons le probleme et nous rappelons les
outils fondamentaux que nous allons utiliser, comme le PMP et la notion de
point conjugué; nous faisons une premiere discussions sur les notions d’opti-
malité considérées dans ce manuscrit ; nous rappelons brievement les résultats
qui concernent le systeme de Heisenberg ; enfin, nous allons aussi construire une
forme normale pour les champs de vecteurs f et g.

Dans le Chapitre 2, nous allons calculer les jets (par rapport & un pe-
tit parametre pg, dont le sens sera discuté dans le chapitre en question) des
géodésiques de type bang-bang; dans le chapitre, nous allons aussi donner 1’ex-
pression des fronts d’onde des géodésiques.

Le Chapitre 3 est dédié au cas dans lequel les deux invariants C; et Cy sont
non-nuls. Nous allons ainsi retrouver les résultats de I’article [11].

Le coeur de notre travail se trouve dans le Chapitre 4, dans lequel nous
décrivons la “partie haute” des petites spheres, dans le cas non-générique dans
lequel C; =0 et Cy # 0.

Enfin, dans le Chapitre 5 nous discutons les questions encore ouvertes et
donnons des perspectives de recherche futures.



Chapitre 1

Le probleme sous-Finslérien
L' en dimension 3

Considérons le triplet (M, D, h), ou M est une variété différentielle de di-
mension 3, D C T'M une distribution réguliere de dimension 2, et hg une norme
lisse définie sur D, soit :

— pour tout g € M, hq est une fonction de Dg = D NTygM a valeurs en
[0, +00), et hq dépend de fagon réguliere (C°°) par rapport a gq

— hg(V) > 0 pour tout V € Dy, et hy(V) =0 si et seulement si V =0
— hg(AV) = |Alhg(V) pour tout V € Dg, A € R
— hq(Vi + Vo) < hy(Vi) + he(V2) pour tout Vi, Vs € Dy.

La norme définie par hg sur D munit la variété M d’une distance, définie
comme il suit : pour tout couple de points gy, q; € M, leur distance est donnée
par

! v € AC([0,1],R?)
d(QOle):inf{/ oy (F(8))dt { Y(t) € Dyqry P-P- t } (1.1)
0 7(0) = qq, ¥(1) = q;.

Si l'infimum dans ’équation (1.1) n’existe pas, nous posons d(q,, q;) = +00.

Si la fonction hgq est la restriction a la distribution D d’une norme Rie-
mannienne définie sur M, le probleme (1.1) est le tres célebre probléme sous-
Riemannien (bien traité, par exemple, dans les monographies [7, 27] et leurs
références).

Au contraire, si hq n’est pas issue d’un produit scalaire sur D, le probleme
(1.1) rentre dans le cas plus-général des problémes sous-Finslériens.

Une définition rigoureuse du probléme sous-Finslérien se trouve dans [14].
Nous allons la rappeler ci-dessous, adaptée a notre contexte.

Définition 1 Une variété sous-Finslérienne (trivialisée et de rang constant 2)
est un triplet (M, @, | - )

— M est une variété différentielle

— ¢ : M xR? = TM est un morphisme de classe C™ entre fibrés vectoriels,
tel que p({q} x R?) C TyM pour tout q € M



— || - || est une norme sur R?

Dans ce contexte, la distribution D est simplement 'image du morphisme ¢ et
la fonction hg est définie par

hq(X) = inf{|[v]| : ¥(q,v) = X}

Nous remarquons que, étant donnée une base orthonormale {ej,es} de R?,
le morphisme ¢ permet d’identifier 2 champs de vecteurs f, g définis par f(q) =
v(g,e1), g(q) = v(q, e2). Grace & ce fait, la norme induite sur D peut étre écrite
comme il suit

he(X) = l[(a, B)II pour X = af(q)+ By(q).

En utilisant la Définition 1, nous pouvons définir la notion de métrique sous-
Finslérienne L'.

Définition 2 Soit M une variété différentielle de dimension 3. Une métrique
sous-Finslérienne L' de rang 2 est une structure sous-Finslérienne (M, o, || - ||)
telle que ||(vi,ve)|| = ||(v1,v2)||1 = |v1| + |va| ¥(v1,v2) € R2.

Remarque 1 Soit (M, @, ||-||1) une structure sous-Finslérienne de rang 2, mu-
nie d’une métrique SF L. Soient f(-) = ¢(-,e1) g(*) = ¢(-,€1), ou {e1, ea} sont
les vecteurs de la base canonique de R%. Nous avons que

hq(f(q)) = he(g9(q)) =1 VYge M
hq(X) = |a| + || pour X = af(q) + Bg(q).

1.1 Le probleme sous-Finslérien comme un probleme
de controle optimal

Dans la suite, M sera munie d’une structure sous-Finslérienne L' de rang 2,
et f,g sont les champs de vecteurs définis comme dans la Remarque 1. Au vu
des notions définies ci-dessus, nous pouvons reformuler le probleme de trouver
la distance entre deux points g, g; comme le probleme de minimisation de la
fonctionnelle

1
J(u) = /O lua (8)] + ua (8)] dt (1.2)

sur tout les fonctions w = (uq,uz) : [0,1] — R? mesurables et L! telles que les
trajectoires du systéeme de controle

£(t) = (ua(t)f + uz(t)g) o &(t) (1.3)

satisfont les conditions aux limites £(0) = g, et £(1) = gq;.

Tout d’abord, il faut vérifier si, pour chaque couple de points (q,,q;), le
minimum du probleme (1.2)-(1.3) est atteint. Pour cela faire, deux conditions
doivent étre vérifiées :

(a) il existe au moins une trajectoire solution de (1.3) qui satisfait aux condi-
tions au bord.



(b) le minimum existe et il est atteint.

La condition (a) peut étre reformulée dans le langage de la théorie du controle
en disant que q, appartient a l’ensemble atteignable de (1.3) a partir de q,. En
particulier, si le systéme est controlable, c’est-a-dire, si, pour tout g, € M,
l’ensemble atteignable a partir de g, est égal & M, alors la condition (a) est au-
tomatiquement vérifiée pour tout couple (qy, q;) (pour une exposition détaillée
des notions d’ensemble atteignable et de contrélabilité, nous nous référons a la
monographie [6]).

Nous allons introduire la condition suivante :

Hypothese 1 Pour tout g € M, span{(q), 9(a), [fg](a)} = TyM.

L’Hypotheése 1 peut étre aussi formulée comme il suit : I'algebre de Lie en-
gendrée par les champs de vecteurs f et g est de rang maximal (c’est-a-dire,
en tout point elle coincide avec T4 M ; cette condition est aussi connue comme
Lie Algebraic Rank Condition (LARC); condition de Hormander; condition
de non-holonomie) et de step 2 (voir par exemple la monographie [24]). Le
résultat suivant est une simple réécriture du célebre Théoreme de Rashevski-
Chow ([6, 7, 24]).

Proposition 1 Sous I’Hypothése 1, pour tout point q,,q, € M il existe une
trajectoire admissible &€ : [0,1] — M du systéeme (1.3) telle que £(0) = q, et
£(1) =q,.

De plus, le probléme est localement controlable en temps petit (STLC).

Pour ce qui concerne la condition (b), un fagon classique d’établir 'existence
du minimum est appliquer le Théoréme de Filippov (tel qu’il est formulé dans
[6]). Toutefois, dans ce cas ceci n’est pas possible, & cause du fait que le controles
ne sont pas bornés et qu’on n’a pas des bornes uniformes sur les trajectoires. Ce
deuxieéme probleme n’en est plus en si nous nous concentrons seulement sur des
points finaux g, qui appartiennent a un voisinage de q,. Pour remédier au pre-
mier, nous allons appliquer un reparamétrage par longueur d’arc et transformer
le probléme en probléme de temps minimal. En effet, soit £ : [0,1] — M une tra-
jectoire du systeéme de controle (1.3), et soit (u1,uz) sa commande. Définissons

t
(0= [ o)+ fuale) ds. e 0.1
0
Nous avons que

& (i)
dr ~ T (000)] + [us(t(7)]

uz (7))
|ur (E(7))] + [uz(¢(7))]

f&(t(T))) +

9(&(t(7)))

et L
(1) = [ ua(o)] +us(o)] s
0
Remarque 2 Ci-dessus, nous avons supposé, sans perte de généralité, que |uq(s)|+

lua(s)] # 0 pour tout s € [0,1]. Ceci est possible, grice au fait que le systéme
est linéaire par rapport au controle.



Le probleme de contréle optimal (1.2)-(1.3) devient ainsi

minimiser 7" sujet &

(
&(t) = ua(t) F(E(1)) + ua(t)g(£(1)), (
£0)=qp, &(1)=aq, (L4e
u(-): [0,7] = @ mesurable, (

ot Q@ = {(u1,u2) € R? : |ug| + |uz| < 1} et le temps final T est libre. Nous
remarquons que ’ensemble @) est compact et convexe.

1.1.1 Le Principe de Maximum du Pontryagin

Dans cette section, nous allons supposer que le minimum (1.4a) du probléme
(1.4) est atteint, au moins pour un couple de points g, g -

Le célébre Principe du Maximum de Pontryagin (PMP) (voir par exemple
[6, 7]) constitue une condition nécessaire pour loptimalité d’une trajectoire
admissible du systéme (1.4b)-(1.4c)-(1.4d). Nous n’allons pas 1’énoncer dans sa
formulation plus générale, mais dans celle plus adaptée a notre probleme.

Soit £ € T* M ; nous définissons le pre-Hamiltonien (ou Hamiltonien dépendant
du contréle) h: T*M x Q — R comme il suit :

h(,u) = u F'(€) + uaG(£),

ou F'(€) = (£, f(q)) et G(£) = (£,9(q)) et 7(€) = q.
Soit o la structure symplectique canonique sur T*M (voir par exemple [1,
25]). Pour tout u € @ fixé, le champ Hamiltonien associé au pré—Hamiltonien

h(-,u), noté par i_i(u, -), est le champ de vecteurs sur T'(T* M) défini par l'identité
o(X,h(l,u)) = (dh(L,u),X) VX € To(T*M), £e&T*M.

Remarque 3 Soient (p,x) des coordonnées canoniques sur T*M. Alors o =
Z§:1 dp; N\ dx; et

 oh(t,u) 9
dx; Op;

3
- oh(€,u) 0
e =3 T
i=1 ¢ ¢

Nous sommes préts a énoncer le Principe du Maximum de Pontryagin :

Théoreme 1 (PMP) Soit € : [0,T] — M la solution du probléme (1.4), et

~

soit u la commande associée a §. Alors ils existent une courbe Lipschitzienne
A(t) 2 [0,T] = T*M et une constante v € {0,1} telles que

Xt) € T, M Vie0,T]

(A(t),v) # (0,0)  Vte0,T) (1.5a)

A(t) = B@(t), A1) pp. t€0,T] (1.5b)
h(A(t), a(t) = max hX(t),v)  p.p. t€[0,T) (1.5¢)
MA@, at)=v Ve[0T (1.5d)



Définition 3 Une courbe Lipschitzienne A : [0,T] — T*M qui satisfait les
équations (1.5) est dite une extrémale du probléme (1.4).

Siv =1, X est dite extrémale normale ; sinon, X est dite extrémale anor-
male.

Définition 4 Les trajectoires qui satisfont le PMP (c’est-a-dire, les projections
des extrémales) sont appelées géodésiques du probléme.

En géométrie sous-Riemannienne et, plus en général, en contrdle optimal,
I'existence et 'optimalité des trajectoires issues d’extrémales anormales est un
probleme délicat. Néanmoins, grace a ’'Hypothese 1, nous pouvons démontrer
que tous les extrémales sont normales.

Lemme 1 Soit q, # q,. Sous I’Hypothése 1, le probléme (1.4) n’admet pas
d’extrémales anormales.

Preuve. Par ’'absurde, nous supposons que A : [0, 7] — T*M est une extrémale
anormale pour le probleme (1.4), et qu’elle soit associée & la commande w.
Grace & léquation (1.5d), nous avons que ui(t)F(A(t)) + u2(H)G(A(t)) =
0 pour tout ¢t € [0,7]. L’équation (1.5¢) nous implique alors que F(A(t)) =
G(A(t)) = 0 pour tout t € [0,T.
Soit (p,x) un systéme de coordonnées canoniques sur T* M. Alors, en utili-
sant (1.5b), nous trouvons

Z OF dpZ OF dx;

Zaj( oF 8G) 8F< oF BG)

T2\ ow o) o "oy T o,
3
a(f); a(g);
= U2 ij é?ﬁ (9)i —pj a(i)j (i, (1.6)
i,j=1 7 7

ot (f); et (g); dénotent, respectivement, la i-eéme composante des vecteurs f et g.
L’équation (1.6) est ’expression en coordonnées de la quantité uq (t)(A(¢), [f, g](w(A(2)))).
Comme F'(A(t)) = 0, sa dérivée temporelle doit étre nulle aussi, ce qui
implique que (A(?), [f, gl (m(A(£)))) = 0.
Comme f,g et [f, g] constituent une base de I’espace tangent & M (en tout
point), et a cause de 1'équation (1.5a), ceci impose us = 0.
En répétant le méme raisonnement pour la condition G(A(t)) = 0, nous
trouvons que u; = 0. Alors la trajectoire associée a X est identiquement égale a

gy, donc elle ne satisfait pas aux conditions au bord du probleme de controle.
O

Corollaire 1 Soit q, # q,. Soit I’ Hypothése 1. Soit A : [0,T] — T*M une
extrémale du probléme (1.4), et soit w un contréle associé. Alors pour presque
tout t € [0, T, [ur(t)| + |uz(t)] = 1.

Autrement dit, pour presque tout t € [0, T], u(t) appartient a la frontiére de
Q.
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FIGURE 1.1 — Controles bang (a gauche) et singuliers (a droite). En rouge nous
affichons le vecteur de composantes (F,G), en bleu, la valeur de u € Q qui
maximise le produit uy F' + usG.

Preuve. Grace au Lemme 1, nous avons que, pour tout t € [0, T], (F(A(t)), G(A(t))) #

(0,0) . Supposons que |uj(t)] + |uz(t)| = ¢ < 1 pour un certain ¢. Alors il existe
a > 1 tel que a(jui(t)] + |uz(t)]) < 1, et aur(t)F(A(t)) + aux(t)G(A(E)) >
ur () F(A(t)) + uz(£)G(A(t)), ce qui contredit la condition (1.5¢). O

Le PMP nous dit que la valeur du controle associé a une extrémale est
déterminée par les valeurs relatives des fonction F' et G, le long de I'extrémale
méme (une illustration du mécanisme est donnée a la Figure 1.1). En effet, soit
I C [0,T] un intervalle (non trivial), et A : I — T M une extrémale du probléeme
(1.4); le PMP impose que

— si |[F(A(2))] # |G(A(t))| ¥t € I, alors, sur lintervalle I, le controle prend
des valeurs sur les “sommets” de @ (c’est-a-dire, les points (£1,0) et
(0,+£1). Par exemple, si F(A(t)) > |G(A(t))], alors w = (1,0)). Dans ce
cas, Al est dit un arc de type bang (régulier).

— si |[F(A(t)] = |G(A(t))] Vt € I, alors, sur Uintervalle I, le controle prend
des valeurs sur les “cotés” de @) ; en particulier, il n’est pas déterminé de
facon unique. En effet, imaginons que F(A(t)) = G(A(t)) > 0Vt € I :
alors tout controle de la forme (o, 1 — @), o € [0, 1], réalise un maximum
de I’équation (1.5¢). Dans ce cas, Al est dit arc singulier.

Une extrémale est souvent donnée par la concaténation des plusieurs arcs.
En effet, nous considérons les deux sous-ensembles du fibré cotangent

Y. ={£eT"M:F)—G¥) =0}

Y ={eT*M:F()+ G(£) =0}.

En appliquant, par exemple, [25, Theorem 5.22], il est possible de montrer
que X4 et ¥_ sont deux sous-variétés différentielles de codimension 1 et X_NX,
est une sous-variété différentielle de codimension 2 de T* M.

En particulier, pour tout £ € X_ (respectivement, £ € ¥, ), nous avons que

TeXr ={X € To(T"M) : (d(F — G)(£), X) =0}
TeX_ ={X € To(T*M) : (d(F + G)(£),X) =0}.
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Soit A : [0,7] — T*M une extrémale du probleme (1.4) telle que A(¢) €
T*M \ (X4 UX_) pour tout ¢. Il en suit que le controle associé & X est constant
et prend valeurs sur un “sommet” de @Q (c’est-a-dire, A est un arc bang). D’autre
part, une extrémale totalement singuliere est contenue dans ¥, ou X_ (aucune
extrémale peut passer par X, N X_ : ceci entrainerait F' = G = 0, soit une
violation du PMP).

Les deux situations ci décrites n’épuisent pas tous les cas possibles, car les
fonctions F' — G et F' + G peuvent changer de signe le long d’une extrémale.
Imaginons par exemple qu'une extrémale traverse la variété 3, c’est-a-dire, ils
existent tg € (0,7) et € > 0 tels que F(A(tg)) = G(A(to)) et

(F=G)A®)((F=G)(A[{) <0 Vte (to—€to), t' € (to,to+e).

Clairement, le controle associé a 'extrémale est bien défini sur les deux sous-
intervalles (tg — €, ) et (to, to + €), et prend valeurs sur deux “sommets” de Q.
En particulier, on ne peut pas avoir u(t) = —u(t’), car ceci impliquerait que
F(A(to)) = G(A(to)) = 0, ce qui est interdit par le PMP. Dans le langage de
la théorie du controle, on dit que le contrdle commute (switch). Le temps tg
est alors dit temps de commutation (switching time). Pour cela, ¥4 et ¥_ sont
dites les surfaces de commutation et F,G (ou F'— G et F'+ Q) les fonctions de
commutation.

Les dérivées par rapport au temps des fonctions de commutation (le long
d’une extrémale) sont données par les équations suivantes :

LFOW) = ~w()OAW),  FCGAN) =m@OA®), (11

O(8) = {F,G}(£) = (£ [/, 9](x(£))).

Nous terminons la section avec le résultat suivant.

Lemme 2 Soit A : [0,T] = T*M une extrémale associé au probléme (1.4), et
soit I = [t1,ta] C [0,T) tel que A|; est un arc singulier. Alors ©(X(t)) = 0 pour
toutt € I.

Preuve. Sans perte de généralité, nous allons supposer que F(A(t)) = G(A(¢)) >
0 pour tout t € I. Les autres cas peuvent étre prouvés de fagon équivalente.
En utilisant les équations (1.7), nous obtenons que

d
0= (F=G)A) = —(ur(t) +u2(t))O(AR)).

Assumons par Pabsurde qu’il existe t' € (tg,t1) tel que O(A(t")) # 0, ce
qui implique, par la continuité de 'extrémale, qu’il existe un € > 0 tel que
O(A(t)) # 0 pour tout ¢ € (t' —e€,t' +¢€). Alors il faut que uq(t) + ua(¢) = 0 pour
tout t € (t' — €, + ¢€), ce qui contredit le PMP, qui impose u1(t) 4+ ug(t) = 1
pour t € I. U

1.1.2 Optimalité globale et optimalité locale

Soit &€ : [0,T] — M une trajectoire temps-minimisante entre les points g, =
£(0) et g4 = &(T). Il est évident que, pour tout couple q,, q, € {€(t) : t € [0,T]},
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& est temps-minimisante entre q, et q,. Le contraire n’est pas toujours vrai : il se
peut qu’une trajectoire € définie sur un intervalle [0, T] soit temps-minimisante
entre £(0) et &£(t) pour t < t* < T. Les deux exemples ci-dessus (issus de la
géométrie Riemannienne) illustrent le phénomene.

Exemple 1 Nous considérons la sphére unitaire S2 C R? et la courbe ~ :
[0,27r] — S? définie par y(t) = (0,sint,cost). Il est évident que v minimise la
longueur entre v(0) (le pdle nord) et (t) pour tout ¢ € [0, 7]. Il est aussi possible
aussi de vérifier que, si t < m, v est la seule courbe qui minimise la longueur
entre v(0) et v(t), alors que toutes les courbes €, = (cos asint, sin asint, cost),
a € [0,27), minimisent la longueur entre les points (0,0,1) et (0,0, —1).
D’autre part, si ¢ > m, 7 n’est pas minimisante entre v(0) et y(¢) : en effet,
la longueur de « entre ces deux points est ¢, alors que leur distance est 2w — t.

Exemple 2 Considérons maintenant le cylindre (infini) C' = {(z,y,2) € R3 :
22 4+ y? = 1} et la courbe v : [0,27] — C définie par y(t) = (cost,sint,0). Il est
évident que v minimise la longueur entre v(0) et () pour tout ¢ € [0, 7] et que,
si t < m, 7y est 'unique courbe qui minimise la longueur entre les deux points.
Les courbes qui minimisent la distance entre (1,0,0) et (—1,0,0) sont deux,
c’est-a-dire, v et 7, définie par n(t) = (cost, —sint,0). Comme dans ’exemple
précedent, v n’est plus minimisante entre (1,0, 0) et tout point du type y(t), t >
T

Les deux exemples ci-dessus nous montrent deux types différents de perte
d’optimalité. Dans I’Exemple 2, la courbe 7y cesse d’étre optimale au temps ¢t = 7
lorsqu’elle elle croise une autre courbe (), de la méme longueur, qui relie (1,0, 0)
et (—=1,0,0). Considérons, par exemple, le point g, = (cos(m + €), sin(m + €), 0),
pour un certain 0 < € < 7; clairement, v n’est pas optimale entre g, et q, (
1 Pest), mais, si 'on se restreint aux courbes qui sont “proches” de =, alors
est optimale. Plus précisément : il existe un voisinage & du graphe de v dans
la topologie uniforme tel que +y est la courbe qui minimise la distance entre g,
et g, parmi toutes les courbes dont le graphe est contenu en Y. En théorie du
controle optimal, on dit que v est globalement optimale entre g, et (—1,0,0) et
localement optimale entre g et q..

Le point o une géodésique cesse d’étre (globalement) optimal s’appelle point
de coupure (cut point). Plus précisément, en suivant la terminologie adoptée dans
[7, 11], nous définissons le point et le temps de coupure comme il suit :

Définition 5 Soit & une courbe admissible du systéme (1.4b). Nous définissons
teus (&) = sup {t > 0:&ljo,y est temps-minimisant@} .

Si teus (&) < +00, nous disons que E(teyt) est le point de coupure (cut point)
associé a £(0) le long de €.

Nous appelons lieu de coupure (cut locus) (du point q,) l’ensemble de tous
les points de coupure des géodésiques qui démarrent de g, € M.

Définition 6 D’aprés la terminologie de Arnold ([13]), nous appelons points
de Maxwell les points qui sont atteint au méme temps par plusieurs géodésiques
(qui partagent la méme condition initiale).

L’ensemble de tous les points de Maxwell associés a la méme condition ini-
tiale gy € M est appelé lieu de Maxwell associé au point q.
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Dans I'Exemple 2, (—1,0,0) est un point de Maxwell associé au point (1,0, 0)
et un point de coupure de la géodésique ~y. Pareil, dans ’Exemple 1, (0,0, —1)
est un point de Maxwell associé au point (0,0,1) et un point de coupure de la
géodésique .

Comme en optimisation, en controle optimal aussi la notion d’optimalité
locale est aussi tres intéressante et digne d’étre investiguée. Tout d’abord, il
faut préciser dans quelle topologie on souhaite regarder I'optimalité : en effet,
en littérature, plusieurs notion d’optimalité locale sont considérées (voir par
exemple [7, 28]). Dans cette these, nous nous intéressons & l'optimalité locale
forte, définie comme il suit.

Définition 7 Soit € : [0,T] — M une trajectoire admissible du systéme (1.3).
Nous disons que & est localement optimal dans la topologie forte s’il existe un
voisinage U de son graphe en [0,T] x M dans la topologie C°([0,T], M) tel que
& est temps-minimisante par rapport a toutes les trajectoires admissibles dont le
graphe est contenu en U.

En géométrie sous-Riemannienne et pour certains probléemes de controle op-
timal, la méthode usuelle pour détecter la perte d’optimalité locale (forte) est
d’étudier Uinversibilité de I’application exponentielle (voir par exemple [3, 4, 6,
7,9, 17]). En particulier, les points conjugués sont définis comme les points ou
la différentielle de I’application exponentielle est singuliére.

Ci-dessous, nous rappelons brievement la notion d’application exponentielle
pour un probleme de controle assez régulier (pour une définition plus rigoureuse,
nous nous referons a [9, Equation 2.6]). Considérons un probleme de controle
optimal pour lequel le Hamiltonien maximisé Hyyay (voir [6]) est de classe C2,
et notons par ﬁmax son champ Hamiltonien associé. Comme le Hamiltonien est
constant le long des extrémales, nous pouvons nous restreindre a une surface de
niveau du Hamiltonien, c’est-a-dire H_,1 (c), pour un certain c.

L’application exponentielle a partir du point g, et au temps ¢ > 0 est la
fonction

Exp : Tg M0 {Hyo ()} — M
£y — W(EXP(tﬁmax)(EO))v

ol exp(tﬁmam)(ﬁo) est la solution au temps ¢ du probleme de Cauchy

£ = Hpox(£)
£(0) = 4.

Malheureusement, dans les cas que nous sommes en train de considérer,
I’application exponentielle n’est pas bien définie sur tout 7* M, et, en généralité,
elle est lisse par morceaux.

En effet, considérons une extrémale A : [0,7] — T*M du probleme (1.4)
composée par m + 1 arcs de type bang (m > 1) réguliers. Plus précisément,
nous supposons qu’ils existent m temps 0 < t; < --- < t,,, < 7T tels que

[EA@)#IGA®)] Vi e0d], tF#t, Yk <m,
[FAE)| = 1GAE) VR <m.
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Nous supposons aussi que les intersections soient transverses, c’est-a-dire, % (F—
G)(A(tr)) # 0lorsque F(A(ty)) = G(A(ty)) (respectivement, < (F+G)(A(ty,)) #
0 lorsque F(A(t)) = —G(A(tr))).

Soient ul, ..., u™"! les controles associés & A dans les sous-intervalles (0, t1),
oo oy(tm, T), est-a-dire,

%(f) = h(uF A(t)) Yt E (tg,tr) VE.

Nous rappelons que, comme il s’agit d’une extrémale de type bang-bang, nous
avons que u',...,u™! € {(1,0),(0,1),(-1,0),(0,—1)}.

Choisissons maintenant € € (0,t1) et un ouvert ¥V C T*M qui contient les
points de la forme {A(¢) : t € [0,¢; — €]}. Si V est assez petit, nous avons que le
Hamiltonien maximisé est bien défini sur V), en effet :

h(€,u") = maxh(€,v) Vee.
veEQ
Au contraire, n’importe quel voisinage de ensemble {A(t) : t € [0,¢; + €]} in-
tersecte une des surfaces de commutation, sur laquelle le Hamiltonien maximisé
est bien défini, mais son flot ne 'est pas; en effet, imaginons, sans perte de
généralité, que F(A(t1)) = G(A(t1)) > 0, c’est-a-dire, A traverse la surface X.
Pour tout point £ € ¥, nous avons que

max h(£,v) = aF(€) + (1 — a)G(£) = F(£) = G(£) Va € [0,1].

veEQR

Par contre, le champ de vecteurs aF (£) + (1 — a)G(£) n'est pas constant par
rapport a «; le champ associé & maxyeq h(€,v) n’est pas bien défini.

Afin de pouvoir définir un flot Hamiltonien autour de 'extrémale A, nous
allons prouver le résultat suivant.

Lemme 3 Soient £y = X(0) et q, = 7(£y). lls existent un voisinage U de
£y dans Ty M et m fonctions ty, k =1,....,m, t; € C>(U,[0,T]), tels que
tx(Ly) = ti et, pour tout £ € U, il existe une extrémale de type bang-bang
A [0,T] = T*M avec Ap(0) = £ et telle que

de(t)
dt

= h(uf, Xe(t))  VEE (t1(£), t(0)).

Preuve. Sans perte de généralité, nous supposons que F(£y) > |G(£y)|. Soit
p1:Tg M xR—=R définie par

©1(£,t) = (F — G) o exp(tF) ().

Par hypothese, ¢1(€,t1) = 0 et %(pl(ﬂo,tl) # 0. Nous pouvons appliquer le
Théoreme de la fonction implicite et conclure qu’ils existent un voisinage U et
une fonction t; : Y — R comme dans I’énonce du Lemme.

Sans perte de généralité, supposons que %@(Zo,tl) soit négative ; ceci im-
plique que A(t) = G(A(t)) pour t € (t1, ). Définissons la fonction @o : U X R —
R comme il suit

pa(L,1) = (F +G) oexp ((t — t:(£))G) o exp (t1(£)F) (£).
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Par hypotheése sur A, nous avons que @2 (£o,t2) = 0 et %@2(@07t2) # 0; nous
pouvons appliquer a nouveau le Théoreme de la fonction implicite et déduire
qu'il existent un voisinage U’ de £y contenu en U/ et une fonction t : U’ — R
comme dans la these du Lemme.

Nous procédons de la méme fagon pour tous les autres t;. Le Lemme est
prouvé. O

Eventuellement rétrécissant U et prenant un 7' plus petit, nous pouvons
définir 'application exponentielle sur 'ensemble U x [0, T], comme il suit

exp((u1f + u39)t)(qo) site[0,t(0)]
Exp(£,t) = ¢ exp((uf f + ubg)(t — tr—1(£))) o Exp(£, tx—1(€))(qo) sit € [tx—1(£), t,(£)],
2<k<m.
(1.8)

L’application (1.8) est C*° sur U x [0,T], sauf au points de la forme (€, t;(£)),
k = 1,...,m. En effet, pour tout (£,t) de cette forme, l’espace {(dp,dt) €
To(T 4yM) x R} est divisé, par Ihyperplan {5t = (dt(€),dp)}, en deux demi-
espaces, sur lesquels 'application différentielle de la fonction (1.8) assume des ex-
pression analytiques différentes (sur I’hyperplan, les deux applications coincident).
Donc, afin de détecter les temps pour lesquels 'application exponentielle perd
son inversibilité, il faut traiter les cas séparément.

Remarque 4 Avant de poursuivre, nous remarquons que la condition (1.5d)
nous impose de nous restreindre & l’ensemble h(€,u) = 1, c’est-a-dire, a l’en-
semble H1 ={£ € T*M : |F(€)| =1} U{€ e T*M : |G(£)| = 1}. Par construc-
tion, l'ensemble U sur lequel lapplication exponentielle est définie n’intersecte
pas {€ € T*M : F(£) = G(€) = 1}. Dans l'ensemble U N H1, l'espace tangent a
Hy est soit lespace tangent ¢ {€ € T*M : F(£) = 1} (si F = 1), soit ’espace
tangent a {£L € T*M : G(£) =1} (si G=1).

Lemme 4 Soit A : [0,T] — T*M une extrémale de type bang-bang régulicre.
Soit U un voisinage de X(0) en Tx0)H1 telle que lapplication exponentielle (1.8)
est bien définie sur U x [0,T].

Pour tout (£,t) : t < t3(€), DExp(L,t) est singuliére.

Preuve. Soient £y = A(0) et g, = m(£y). Sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que F(£y) > |G(€y)|. En particulier,

Te, My = {0p € T, (T, M) : (dF (o), 6p) = 0}.

Pour ¢t < t;(p), Exp(p,t) ne dépend pas explicitement de £, et la theése du
Lemme est prouvée.

D’autre part, si ¢ € (t1(£), (t2(€)], nous avons que
DExp g 1[0, 6p] = g(Exp(£, 1))dt

+ (dt1(£),6p) ( — g(Exp(£, 1)) + exp((t — t1(€)g). f (exp(t:(£)))(qy))-

Soit dp € Tg, H1, op # 0, tel que (dt;(€),0p) =0, op # 0; tous les vecteurs de
Ty, H1 x [0,T7] de la forme (dp, 0) , appartiennent au noyau de DExp 4 4), comme
il est possible de montrer par calcul.
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Le Lemme 4 semblerait dire qu’aucune géodésique est optimale, ce qui n’est
clairement pas vrai : la singularité de DExp, ;) pour ¢ < t2(£) ne reflete pas
une réelle perte d’optimalité ; en effet, en dérivant la fonction ¢, définie dans la
preuve du Lemme 4, nous trouvons

(dG(A(t1)), op)
(dt1(€o), 0p) = o0L)) Vép € Iy, .

L’Hypothese 1 implique que dF # dG, de sorte que dt;(€y) n’est pas identi-
quement nul sur Ty, #H1. On peut alors choisir des coordonnées locales (p1, p2)
sur U NH; et, en appliquant le théoreme de la fonction implicite, prouver qu’il
existe une fonction 7 : R — R de classe C°°, définie localement, telle que t, (£) est
constant pour tout £ dans un voisinage de £y tel que £ = (p1,7(p1)). Autrement
dit, ensemble U N H; (éventuellement rétréci) est feuilleté par des courbes de
niveau de t;. Alors, toutes les géodésiques associées aux extrémales issus des co-
vecteurs appartenant a I'une de ces courbes coincident jusqu’au deuxieme point
de commutation. Autrement dit, plusieurs extrémales sont associés a une méme
géodésique : la singularité de ’application exponentielle ne révele pas une perte
d’optimalité locale des géodésiques.

Ce raisonnement (qui trouvera sa confirmation dans la Section 2.2.1) nous
suggere que, pour détecter la perte d’optimalité locale, il vaut mieux se concen-
trer sur la différentielle de I'application exponentielle aprés le deuxiéme temps
de commutation. Il est bien connu que 'optimalité locale ne peut pas étre per-
due le long d’un arc bang (voir [28]). Alors, nous nous concentrons sur les temps
de commutation, pour lesquels, comme nous avons vu ci-dessus, la différentielle
DExp est bien définie seulement sur des demi-plans. Pour étudier I'inversibilité
de ’application exponentielle en ces points, nous utilisons le résultat suivant.

Lemme 5 Soit v € R", v # 0, et soient AL, A_ deur matrices carrées de
dimension n telles que Ayw = A_w pour tout w tel que w - v = 0.
Soit A : R™ — R™ lapplication donnée par

A — Ajw siw-v>0
A w  siw-v<0.

Alors A est inversible si et seulement si (det A, )(det A_) > 0.
Preuve. Définissons d’abord les deux demi-espaces

I, ={weR":w-v >0}
- ={weR":w-v <0}

Supposons que det A, = 0; alors A n’est pas injective : en effet, il existe
au moins un vecteur w € II; non nul tel que Ayu = 0, donc, pour tout autre
u’ € I nous avons que A(u' + u) = Au'. Le méme raisonnement s’applique
dans le cas ou det A_ = 0.

Supposons maintenant que (det Ay )(det A_) < 0; tout d’abord, nous obser-
vons que les deux matrices A, et A_ sont inversibles. Comme det A™'A, =
det(A,)/det(A_) < 0, la matrice A_* A a au moins une valeur propre négative
1 soit w,, son vecteur propre correspondant. Nous notons que

(A, — ,u_1A+)wu =A_ (id — u_lA:1A+)wu =0,
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soit, A_w = p 1A w.
Le vecteur w,, ne peut pas étre orthogonale a v, car dans ce cas p devrait étre
égal a 1. Donc, seulement deux cas sont possibles : soit w,-v < 0, soit w,-v > 0.

Dans le premier cas, pw,, -v > 0. Nous avons trouvé un vecteur u_ = w, € II_
et un vecteur uy = pw, € I} tels que u_ # uy et A_u_ = A u,, ce qui
implique que A n’est pas injective. Dans le deuxiéme cas, nous posons u_ = —w
et 4 = —pu4, et nous concluons de la méme fagon.

Supposons maintenant que (det A;)(det A_) > 0 et, par 'absurde, que A
ne soit pas inversible, c’est a dire, il existent deux vecteurs non nuls w; # wq
tels que Aw; = Aws. Comme les déterminants de A, et A_ sont non nuls,
nécessairement (w; - v)(ws - v) < 0. Sans perte de généralité, nous supposons
que wy € Il et wy € I1_.

Nous remarquons que, pour tout w orthogonale & v, A”' A, w = w. Nous
choisissons sur R™ la base {u1,...,u,_1,v} telle que uy - v = 0 pour tout
k=1,...,n—1, et nous écrivons

n—1
wy = frv + Z Ailt;

i—1
n—1

wa = fov + E iUy,
=1

et nous avons que 1 > 0 et 5o < 0.
Dans la base choisie, la matrice A~* A s’écrit

—1 _ 1n71 a
A=Ay = ( 0 |a, )

ol 1,_1 est la matrice identité de taille n — 1, @ € R* ! et o > 0. Or,
Bo=v - wy=v- (A:1A+w1) = af,
ce qui est impossible. O

Motivés par ce Lemme, nous adoptons la notion suivante de temps conjugué
(en effet, il S’agit de la méme notion proposée dans [11]).

Définition 8 Soit A une extrémale pour le probléme (1.4), de type bang-bang
et réguliére. Soit £y = X(0). Le premier temps conjugué le long de lextrémale
A est défini par

teonj(A) =1nf {t > 0:3 t1 <t <ty tel que JExp(£o,t1)JExp(£o,t2) < 0},

ot JExp(€y,t) dénote la Jacobienne de Exp(£o,t).

Le point m(A(tconj())) est appelé premier point conjugué le long de X . L’en-
semble de tous les points conjugués associés auz extrémales telles que m(A(0)) =
gy s’appelle premier lieux conjugué du point q.

1.2 Le systeme de Heisenberg

Dans cette Section, nous allons illustrer la solution du probleme (1.4) dans
le cas du systeme de Heisenberg, c’est-a-dire, le cas ou les champs de vecteurs

19



sont

1
f=10 9=

_Y

2

(1.9)

g = O

Nous rappelons que la synthese optimal de ce probleme a été montrée dans
Particle [14].
Les Hamiltoniens F' et G sont définies par

y x
F=p,— z2 50 G = 25
Pz = Pz5 Py +p 5
ce qui donne le systeme Hamiltonien suivant :
. OH . 0H Pz
T P =Ty T ™
0OH . 0H p,
.o oH -9 _ P 1.10
. _OH 1 . 0H _ 0
ST A U S

De plus, ©® = p,, ce qui nous dit que © est constant le long de chaque extrémale.

Nous pouvons aussi montrer que le systeme de Heisenberg (1.10) possede
une symétrie discrete, comme le Lemme suivant prouve.

cosf) —sinf

Lemme 6 Soit 0 = kn/2, k € Z, et soient Ry =|".
sinf  cosf

> la matrice

de rotation d’angle 0 dans lespace Buclidien R? et Ry = (%9 ?) la matrice
de rotation d’angle 0 autour de laxe vertical en R>.

Considérons le systeme de contréle (1.4b), ot f et g sont donnés par les
formules (1.9). Soit £(t) = (x(t), y(t), 2(t)) la solution du systéme (1.4b) associée
au contrile u(-) et telle que £(0) = (0,0,0).

Alors la courbe E = Ry est la trajectoire admissible du systéme (1.4b), avec
f et g définis par (1.9), associée au contrile

u = R@’U,.

Preuve. La preuve du Lemme se base sur des calculs directs. Tout d’abord,
nous posons

8

z(t) x(t) cos§ — y(t) sin O
W)=\ 9y@) | = | =) sinb + y(t) cosd
Z(t)) z(t))

Rl

En particulier

. Zcosf —ysinb u1 cos @ — ug sin 6
E=|2sinf+gcosf | = | uysinf + ug cosd

3 uzx—uly.
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En posant (uy,us) = Rou et en remarquant que

U — U1y = (uy sin 6 + ug cos 0)(x cos @ — ysin @) — (ug cos O + ug sin B)(z sin 6 + y cos b)

= U2 — U1Y,

le Lemme est prouvé. (Il
Cette symétrie se répercute au niveaux des extrémales, comme montre le
Lemme suivant.

Lemme 7 Soit (p(t),&(t)) une extrémale du probléme de contréle optimal (1.4),
associée au controle u(t).

Le couple (p(t),€(t)) = (Rop(t), Ro&(t)) satisfait le PMP pour le probleme
du temps minimum associé au systéme de contréle (1.4b), avec f et g définis
par (1.9).

Nous rappelons que le systeme n’admet pas d’extrémales anormales. En plus,
le Lemme 2 et le fait que O soit constant le long de chaque extrémale restreignent
énormément la classe des extrémales possibles; nous avons, en effet, seulement
deux cas :

— O # 0 : dans ce cas, 'extrémale est de type bang-bang, 'intervalle entre
deux temps de commutation est constant, et le controle commute d’un
sommet de I’ensemble () & son proche , toujours en tournant dans le méme
sens;

— © =0 : dans ce cas, 'extrémale est singuliere.

Nous allons d’abord nous concentrer sur les géodésiques de type bang-bang.
Gréace aux Lemmes 6-7, nous pouvons nous restreindre aux géodésiques pour
lesquelles pO = 1, les autres cas pouvant étre retrouvés juste en appliquant une
rotation opportune.

Soit donc A une extrémale telle que A(0) = (1, p9,p?,0,0,0), avec p? > 0 et
[p9] < 1; dans ce cas, il est clair que F(X(0)) > |G(A(0))], donc il existe T1 > 0
(a priori, Ty pourrait étre infini) tel quel le controle associé a A sur l'intervalle
[0,T) est (1,0); le temps T est caractérisé par |[F(A(T1))| = |G(A(Ty))|. Pour
le déterminer, nous remarquons que, sur [0,Ty), F(A(t)) reste constante, et

0

G(A@)) = pg + p%; le temps T est donc donné par 1;?”. Sur lintervalle

[0,T,], la trajectoire & est donnée par :

z(t) =t
y(t) =0 (1.11)
z(t) =0

Dans le cas ot p? = —1, a priori tous les controles de la forme u(t) = (a(t), a(t)—

1), a(t) € [0,1], sont admissibles; par contre, comme © > 0, nous avons que,
quelque soit le choix de a, nous pouvons trouver € > 0 tel que F(A(t)) >
|G(X(¢))| pour t € (0,¢); la condition (1.5¢) nous impose que u = (1,0) sur
(0,€). Ce cas est donc assimilable au cas ou p) = 1, [pf] < 1.

Pour t dans un petit intervalle droit de Ty, le controle ne peux étre que
(0,1) : en effet, comme F et G sont tous les deux positifs, la condition (1.5¢)
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impose ui,ug > 0. Si u restait (1,0), F resterait constant et G continuerait a
croitre, ce qui contredirait (1.5¢); d’autre part, 'extrémale n’est pas singuliére
par hypothese, ce qui exclut tous les valeurs de u du type (a, 1 —«), a € (0,1);
il ne reste que w = (0,1). Dans ce cas, les équations (1.10) nous disent que
G(A(t)) reste constant est égal a 1, alors que F(A(t)) est décroissant ; au temps
Ty =Ty + %, nous avons que F(A(Tz)) = —1. Sur lintervalle [Ty, Ts], la
trajectoire & est donnée par :

y(t) = tl— T, (1.12)
Z(t) = iTl(t — Tl)

En raisonnant comme ci-dessus, nous pouvons prouver que, pour ¢ dans un
intervalle droit de Ts, le controle associé a A est (—1,0). Le raisonnement peut
étre réitéré; en posant Ty = Ty + (kK — 1)AT, AT = %, nous pouvons montrer
que le contrdle associé & A est constant sur tous les intervalles (T, Tr41) et que
ses valeurs suivent les sommets de Q en sens anti-horaire. Nous trouvons ainsi
que

.’E(t) :Tl +T2 —t

y(t) =Ty — Ty = AT t € [Ty, T3] (1.13)
«()= 5L - ar),

.’E(t) = Tl — At

y(t) = %T—t AT te(Ts,To]  (1.14)
2(t) = -T2 + ( 5 1)(15—’11‘3).

z(t) =t —4AT

y(t) =0 t € [Ty, T (1.15)
2(t) = AT?

Un exemple d'une géodésique de ce type est montré dans la Figure 1.2.

Ty =Ty + AT
N Y

p)
A)

:\T2:T1+AT
\r x

STy = (1—p9)/p?

v

FIGURE 1.2 — Projection sur le plan xy d’une géodésique du systeme de Heisen-
berg, associée au vecteur adjoint p, tel que p(0) = (l,pg,pg), avec p(y) €[-1,0)
et p? > 0.

Considérons maintenant 1’extrémale (ﬁ,E), telle que p(0) = (1,7, p2), avec
P € [-1,0) et p? > 0; en utilisant 'équation (1.14), il est facile de montrer

22



Lo
P-
adjoint associé p satisfait p(0) = (1,p2,ﬁz), avec ﬁg < pg < 1; d’autre part,
P’équation (1.15) montre que le graphes de ces géodésiques coincident, du temps

de croisement jusqu’au temps 8/p,.

En plus, pour tout € > 0, nous pouvons toujours trouver pg > ;52 tel que
le graphe de la géodésique associée est contenu dans un voisinage de taille €
du graphe de &. Ceci prouve que, au temps t = Ty, la géodésique & perd son
optimalité locale.

Pour vérifier si une géodésique perd son optimalité globale avant Ty, il faut
chercher des intersections de la trajectoire étudiée avec des géodésiques “lointai-
nes”, c’est-a-dire, dont le graphe n’appartient pas a un voisinage du graphe de
la géodésique étudiée ; autrement dit, on regarde les géodésiques dont le controle
initial n’est pas (1,0). En intégrant les trajectoires, nous pouvons prouver que
de telles intersections se produisent soit au quatrieme temps de commutation,
soit au temps 8/p., oil toutes les géodésiques avec le méme pY atteignent le point
(0,0,8/(p%)?) (voir la Figure 1.3). Par conséquent, pour chaque trajectoire, le
temps de coupure coincide avec le quatrieme temps de commutation.

, & croise toutes les géodésiques dont le vecteur

que, au temps t = T4 =

J

FIGURE 1.3 — Projection sur le plan zy des géodésiques du systeme de Heisen-
berg.

x
Remarque 5 Nous notons que, pour t € (To, Ts], nous avons que z > %

Lorsque © < 0, nous allons avoir un comportement tres similaire; dans ce
cas, les valeurs du controle suivent les sommets de @@ en sens horaire, et les
valeurs atteints de z sont négatifs (ou nuls).

Concentrons nous sur les extrémales singulieres. Nous allons toujours main-
0_,0_ 0 _
tenant assumer que p, = p, =1 et p; = 0.

Dans ce cas, le systeme peut étre écrit comme
T = (5]
y =1- (251
o1
Z= i(x —ui(x +y)).
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ce qui nous donne les solutions

z(t) :/0 up(t) dt

y(t):/o (1 —wuy(t)) dt =t —x(t),

d’olt nous déduisons que ¢ = z(t) + y(t). Pour estimer z(¢), nous remarquons
que

2dt1‘y— 5 ULy + ug) = 5 ury + usw),
t)y(t
car uy(t)y(t) > 0; il en suit que z(t) < % Pareil, comme
sV = ~glumytuar) < o(—wy+us
t)y(t
(car ug(t)x(t) > 0), nous avons que z(t) > _%.

Le méme raisonnement peut étre adapté dans le cas des autres géodésiques
associées a des extrémales singulieres ; nous déduisons que l'estimation suivante

est vérifiée le long de toute extrémale singuliere. Nous obtenons ainsi les Lemmes
suivants.

lzTyT|

Lemme 8 Soit (xr,yr,27) € R? tel que |zr| > . Alors la trajectoire du

systeme de Heisenberg que relie (0,0,0) a (xr,yr,27) en temps minimal n'est
pas singuliere.

|$TyT|

Lemme 9 Soit (x7,yr, 21) € R? tel que |2r| < . Alors le temps minimal

pour atteindre (x,yr, zr) est T = |xr| + |yr|.

Nois pouvons donc conclure avec ce résultat, qui donne la synthese optimale
sur le demi-espace {z > 0}.

Le lieu conjugué (pour les géodésiques avec z > 0) est illustré dans la Fi-
gure 1.4. La sphere est illustrée dans les Figures 1.5 et 1.6.

A cause des propriétés de symétrie du systeme, la synthese sur le demi-espace
{z < 0} est completement équivalente. En effet, les géodésiques bang-bang qui
atteignent les points de ce demi-espace peuvent étre obtenues a partir de la
géodésique-type étudiée ci-dessous, juste en appliquant aux équations (1.11)-
(1.12)-(1.13)-(1.14)-(1.15) une parmi les transformations suivantes :

1 0 0 -1 0 0 01 0 0 -1 0
0 -1 0 0 1 0 1 0 O -1 0 0
0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0o 0 -1
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FIGURE 1.4 — Le lieu conjugué pour le systeme de Heisenberg.

FIGURE 1.5 — La partie supérieure de la sphere du systeme de Heisenberg. Dans
la figure de droite, une “parois” de la spheére a été coupée, pour mieux voir
Iintérieur.
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FIGURE 1.6 — La sphere du systeme de Heisenberg.

1.3 La forme normale

Considérons le probleme (1.4) sur M = R3, pour les champs de vecteurs

1 0
f=10 g=1{1]. (1.16)
0 T

Opérons le suivant changement de coordonnées sur R? :

=K
I

T
Y
”—

w2
I

zy
7.
En faisant les calculs, il est possible de voir que, dans le nouveau systéme de

1 0
coordonnées, les champs de vecteurs (1.16) deviennent f = ( 0 ) et g = ( 1 ),

c’est-a-dire, exactement les champs dans ’équation (1.9).

11 semble donc inutile d’étudier a sphére unitaire pour la métrique SF-L!
associée aux champs de vecteurs (1.16), car on obtiendrait, & un changement
de variable pres, la méme sphere trouvée dans la Section 1.2 (nous remarquons
d’ailleurs que le systeme de Heisenberg est connu en littérature sous les deux
formes (1.9) et (1.16)).

Cette observation nous pousse a chercher une forme normale, c’est-a-dire,
une classe d’équivalence des champs de vecteurs f, g sur M, satisfaisant a I'Hy-
pothese 1, qui sont égales entre eux, a un changement de variables pres.

Dans le cas sous-Riemannien, ce probleme est crucial, et a été étudié, par
exemple, dans les travaux [3, 4, 9, 17].
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Pour le cas sous-Finslérien en dimension 3, dans l’article [11] une forme nor-
male basée sur la rectification du champ f (qui correspond, dans le systéme de
Heisenberg, au choix de la forme (1.16)) a été proposée. Nous allons brievement
rappeler sa construction.

Soit gy € M. Nous construisons un systéme de coordonnées locales centré
autour de g, comme il suit : soit ® : R® — M D'application définie par

®(2,y,2) = exp(xf) o exp(yg) o exp(z[f, g])(qo)-

En particulier, nous remarquons que ®(0,0,0) = g,. Grace & 'Hypothese 1,
® est un difféomorphisme locale autour de l'origine, c’est-a-dire, il existent un
voisinage U de 'origine en R? et un voisinage U de g, en M tels que ® : U — U
est une fonction inversible de classe O, et ®~! est de classe C!, aussi.

Pour tout g € U, les coordonnées de g sont définies comme le seule triplet
(g, Yq, 2q) € U tel que ®(zq,Yq, 2q) = q-

Il est possible de montrer que, dans ce systéme de coordonnées, les champs
f et g peuvent étre écrits comme

0 9 +aV(z,y,2),

f:% gz@y

pour un certain vecteur V tel que V' (0,0,0) = 6%.
Une autre choix possible, qui ne rectifie pas f, mais privilégie une symétrie

entre f et g, se base sur le changement de coordonnées locales
®(z,y,2) = exp(zf +yg) o exp(z[f, 9])(qo)-

Dans cette these, nous allons nous intéresser a une classe particuliere des
problémes SF-L' en dimension 3 : la classe des métriques SF-L' compatibles
avec une structure sous-Riemannienne (voir Définition 9 ci-dessous). La rai-
son principale de ce choix est que, ainsi faisant, il est possible d’exploiter les
résultats de Chakir et al. ([17]) sur la construction d'un forme normale pour les
métriques sous-Riemannienne en dimension 3. Ceci comporte deux avantages :
tout d’abord, la forme normale pour les champs f et g a des symétries évidentes
(qui permettent de réduire la mole de calculs) et une structure beaucoup plus
simple de celle trouvée en [11]; ensuite, les invariants de la forme normale sont
directement liés a des propriétés géométriques de la variété M.

Il est claire que la classe de problemes que nous allons investiguer est moins
générale que celle étudiée dans Iarticle [11]. Néanmoins, comme nous allons voir
dans le Chapitre 3, le lieux de coupures trouvés dans le deux cas ont la méme
structure (au moins, pour ce qui concerne la partie de la sphere avec z > %7).

Nous allons brievement rappeler la construction d’une forme normale pour
les structures sous-Riemannienne en dimension 3 proposée dans article [17].

Soit (g, D, M) une variété sous-Riemannienne de dimension 3 : D C T'M est
une distribution réguliere de dimension 2 et de rang non-holonomique 2 (voir
[7,24]); g : D x D — R est une forme quadratique définie positive, lisse par
rapport a ¢ € M, qui définit un produit scalaire sur I'espace Dq pour tout
ge M.

Comme prouvé dans [17, Theorem 3.1], ils existent, pour tout g € M, des
coordonnées locales (@, y, x) centrées en q (c’est-a-dire, en coordonnées locales
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le point g correspond & l'origine) et une base £, g de Dg, orthonormale par
rapport au produit scalaire gq, de la forme

1+y25($a£{»%) —leﬁ(%%%)
/: —,zyﬁ(x,y,%) g = 1+$25(937;/v’5) ) (117)
—5(L+(z g %)) s +v(2z, g %))

ol 3,7 : R* = R sont deux fonctions de classe C* telles que

B(0,0,%) =v(0,0,%) =0 ¥z eR (1.18)
o Oy B
52(0,0.%) = ” (0,0,x) =0 Vxz eR. (1.19)

Remarque 6 Les jets des fonctions 5 et v sont étroitement liées a4 certains
invariants géométriques (comme la courbure) de la variété sous-Riemannienne

(9, D, M) ([9, 17]).

Nous sommes préts a donner la définition de métrique SF compatible avec
une structure sous-Riemannienne.

Définition 9 Considérons le probléme (1.2)-(1.3). Nous disons que la métrique
L' définie par (1.2)-(1.3) est compatible avec gq s’il existe une matrice carrée
M de dimension 2, inversible, telle que

()-w ()

Nous pouvons toujours faire I'hypothese que det M = 1 (par exemple, en réabsorbant
det M dans hg).
Dans la suite, nous allons faire I’hypothese suivante :

Hypotheése 2 La métrique L' définie par (1.2)-(1.3) est compatible avec une
métrique sous-Riemannienne (g, D, M) sur M.

Il est possible de simplifier ultérieurement la structure des champs f,g,
comme démontré dans la Proposition suivante.

Proposition 2 Sous I’Hypothése 2, soient (z,y, %) les coordonnées normales
dans lesquelles les champs de vecteurs £ and g ont la structure (1.17). Il existe
un changement de coordonnées @ : (z,y, %) — (x,y,2) tel que %2 = z et

B B
_ _9 _ 1.21
f 5 T YW 9= 3, W, (1.21)

ou W est un champ de vecteurs de classe C*° de la forme

Liiz + Ligy
Loyx + Lasy |,
—% + L3

Lij : R® — R sont des fonctions C* telles que L;;(0,0,2z) = 0 pour tout z
et L3 : R3 — R est une fonction C™ telle que L£3(0,0,2) = 68—23(0,0,2) =
%—Lyi”(O,O7 z) =0 pour tout z.
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Preuve. Soit M la matrice qui relie f,g et £, g dans l’équation (1.20). Sans
perte de généralité, nous supposons que det M = 1 et nous écrivons

= <‘“ “3) . (1.22)
H2 4
Nous définissons le suivant changement de coordonnées sur R?® (et donc sur
Pouvert sur lequel les coordonnées (2, y, %) sont définies)

()= () ===

Il est facile de voir que

0

0]
f = % +yW((I)71(I’7y,Z)) 9= 87y - LEW( (I7yaz))7

pour W2,y %) = Bz, 4, %) (4 — 24 ) = S0+ (@, 1, %) %
Nous remarquons que

o =t = (s ey (e — s ) = oo+ ) (o - — 2 )

= i ﬁ 2 2 ﬁ 2 2 2
= (a2 + papia) (2 5 + yay) — (i + us)xay + (1 + 12)y -

Posons

(2,9, 2) = (p1p2 + pspa) B(2~ (2, y,2))

(z,y,2) = (5 + p3)B(2 (2,9, 2))
o1(z,y,2) = —(ui + 13)8(7 (2,9, 2))

(z,y,2) =

(z,y,2) =

Lii(z,y,2
Lis(x,y,2

~

(Hap2 + papa) B(27  (z, y, 2))
(@ (z,y,2)),

Gréce aux équations (1.18) et (1.19), nous pouvons prouver que

L22 xr,Y,z
E3 z,Y,z

B(®71(0,0,2)) =v(®71(0,0,2)) =0 VzeR
I(ye®™") I(yo®")

G (0.0.2) = =10

(0,0,2) =0 VzeR,

d’otu la these. g
Les fonctions L;j, i, = 1,2, peuvent étre développées en série de Taylor

autour de 'origine :

1 Wexij Wayij Warzij x
Lij(z,y,2) = ax;jz + ay,;y + 3 (17 Y Z) Wyxij Wyyij Wyzij y | + dij(z,y, 2),
Werij Wayij Wzzij z

ou ¢;; ont des fonctions de classe C*>° qui s’annulent en tous point (0,0, z),
comme toute leurs dérivées partielles du premier et du deuxieéme ordre.
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Par analogie, nous allons développer aussi L3 en série de Taylor :

L3(z,y,2) = axzia® + axgery + ays Ty + axzoy’

T Wrx3l Wry3l W3l €T
+ 5 (33 Y Z) Wyz3l Wyy3l Wyz31 Y
Wzx31l Wzy3l Wzz31 z
y Wrx32 Wgy32 Wrz32 €T

+ 5 (J} Yy Z) Wyr32 Wyy32 Wyz32 Y + d)g(fE, Y, Z)v
Wzx32 Wzy32 Wzz32 z

ol ¢3 est une fonction de classe C° qui s’annule en tous point (0,0, z), comme
toute ses dérivées partielles du premier et du deuxieme ordre.
Pour j = 1,2, nous posons aussi

1 Wxax3j Wry3j Wrz3j x
L3j(,y,2) = axz;jz + ays;y + 5 (SC Y Z) Wyx3j Wyydj Wyz3j y | + ¢35(z,y, 2),
Wzx3j Wey3j Wzz3j z

ol ¢31 et ¢32 sont choisies de telle sorte que @31 + ¢32 = ¢3, ¢31(0,0,2) =
$32(0,0,2) = 0, ainsi que toutes leur dérivées du premier et deuxieme ordre.

Définition 10 Les constantes ax;;,ay;;,w..;; sont appelées les invariants de la
métrique.

Remarque 7 Sans perte de généralité, dans U’équation (1.22) nous pouvons
choisir uo = 0, de telle fagcon que pu; = % # 0. Ceci correspond a appliquer
une rotation autour de l'aze z, ce qui rend f paralléle o £. C’est opération ne
change pas la structure des sphere de rayon assez petit.

Notation. Dorénavant, nous travaillerons toujours dans les coordonnées (z, y, z)
définies dans la Proposition 2.

Dans ce systeme de coordonnées, les points seront notés avec la lettre x.
Les coordonnées canoniquement associées a x sur T;M seront notées p =

(Pws Dy, Dz)-

1.3.1 Propriétés de symétrie de la forme normale

Comme nous 'avons déja remarqué, le systeme de Heisenberg est invariant
par rapport aux rotations d’angle km/2, k € Z, autour de laxe z; comme
déja observé, ceci implique qu’il n’est pas nécessaire de calculer toutes les
géodésiques, mais qu’on peut se limiter a celle dont le controle initiale est
u = (1,0) (ou u = (a,1 — @), a € (0, 1] pour le singulieres).

Bien entendu, ceci n’est plus vrai dans le cas générique. Néanmoins, le choix
particulier de la forme normale permet de mettre en valeur certaines propriétés
de symétrie résiduelles : comme les résultats suivantes le montrent, il est encore
possible de se limiter au calcul des géodésiques des trajectoires dont le premier
arc est un arc bang associé au controle u = (1,0), et retrouver les autres en
appliquant une rotation et une permutation des invariants.
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Lemme 10 Soient 6 = %’T, kel 2,3 et R (respectivement, Ry ) la matrice de
rotation (en sens anti-horaire) de l’angle 6 dans 'espace Euclidien de dimension
2 (respectivement, autour de l’axe z dans l'espace Euclidien de dimension 3).
Soient les champs de vecteurs

B 1+ y(@Li(x) + yLis(x)y) —w(wLy1(x) + yL1a(x))
f= y($L21£X) + yLzzﬁx)y) g=11- x(xlgl(x) + yI~/22(X))
—4 +y(wLsi(x) + yLs2(x)y) 5 — x(wL31(x) + yLs2(x))
(1.23)
Li1(x)  Liz(x) Lii(Rex) Lii(Rex)\
Lo1(x) Loo(x) | = Ry' [ La1(Rox)  Lao(Rex) | Ry. (1.24)
Zgl (X) zgg (X) L31 (RGX) L32 (RGX)

Soit une fonction mesurable u : [0,T] — Q ; nous notons avec E() la solution
du probléme de Cauchy :

{§<t> — (@ f +1029)) 0 E(1),
£(0) = (0,0,0).

Alors Ro€(t) est la solution du probléme de Cauchy (1.4b) associée au controle
u(t) = Rpu(t) avec condition initiale (0,0,0).

Preuve. Soient (z(t),y(t),z(t)) les coordonnées de Ro&(t) et (Z(t),y(t), z(¢))

les coordonnées de &(t). Tout d’abord, nous remarquons que

UsT — ULY = (ﬁl sin 6 + sy cos 0) (Ecos@ — gsin9) — (ﬂl cosf — uo sin@) (5sin9 + 7y cos 0)

= WoF — 1.
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Nous avons que
& = cos 0x — sin Oy

_ (171 + (W07 — 1) (L117 + Zug)) cos 0 — (ag + (W07 — a®) (Lo + ng)) sin

=u + (uQx — uly) (x(zn cos6? — (Zu + Zgl) cosfsinf + E22 sin 92)
+ y(Em cos 02 + (EH — Ezg) cosfsinf — Loy sin 92))
Yy = sin 07 + cos 9;yv
= (@ + (@7~ ©8) (Ln + Lizp) ) sin0 + (w2 + (@7 — ©7) (L7 + Lz2}) ) cos

= uy + (ugx — uly) (x(fm cos6? + (le — Egg) cos@sinf — Lo sin 92)
+ y(zm cos 0% + (Elz + Egl) cosfsinf + ZH sin 92)>
i=%
JUUES 1~ =~
= (W — U2) ( -5 L3ix + Lszy)
= (uQa: - uly) (J?(Zgl cosf — z32 sin 9) + y(igl sin @ + Egg cos 9))

ol nous avons omis d’expliciter que les fonctions Eij sont calculées en E(t) Un
simple calcule démontre Iéquation (1.24). O

L’action sur les invariants principaux de la métrique des permutations (1.24)
est explicitée dans I’Annexe A.2.

Lemme 11 Soit (p(t), &(t)) une extrémale du probléme de contréle optimal (1.4),
associée au controle u(t).

Le couple (p(t), £(t)) = (R, 'p(t), R, *&(t)) satisfait au PMP pour le probléme
du temps minimum associé au systéme controlé
E(t) = (Urf + U29) 0 £(t),
o f et § sont les champs de vecteurs définis dans 'équation (1.23) et u(t) =
Ry u(t).

Preuve. La preuve du Lemme est tres similaire de la précédente, et se base sur
des simples calculs. Nous allons 'omettre. (I

Nous terminons le chapitre en fournissant I’expression du champ de vecteurs
[f,g], dans les coordonnées définies & la Proposition 2.

s (342 0) 222 () (o nl3) (3 2) )

ou nous avons utilisé ’abréviation

| —

Lii Lo
L=|Ly Ly
L3; L3
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Chapitre 2

Les jets des extrémales de
type bang-bang avec © > (

2.1 Les jets des extrémales de type bang-bang

2.1.1 Développement local de la dynamique

Résoudre le probleme (1.4) en toute généralité est une tache tres difficile.
D’ailleurs, nous rappelons que nous ne sommes méme pas surs que le temps
minimale soit atteint, a cause du fait que les champs f, g sont non-linéaires
donc, en générale, il n’est pas possible de trouver des bornes uniformes sur
les trajectoires et ainsi appliquer le Théoréme de Filippov ([6]). Enfin, nous
rappelons aussi que la forme normale est bien définie seulement sur des petits
ouverts de M.

D’autre part, dans le cas sous-Riemannien (dans lequel le méme probléme se
pose) des études des petites sphéres ont été menées (voir par exemple [4, 9, 15, 17,
30]). En effet, si Pon considere des petits rayons (apres reparamétrage, des temps
petits), la partie non-linéaire des champs f, g peut étre gardée “sous-contrdle”, et
le probleme peut étre traité comme une perturbation du cas nilpotent. Il est un
probléme tres intéressant de voir comment des petites perturbation vont changer
la forme du lieu conjugué et du lieu de coupure. Dans les papiers [4, 17, 30] une
analyse de stabilité des singularités, qui amene a une classification des formes
du lieu conjugué, a été conduite.

Des questions de ce type ont été étudiées aussi dans le cas sous-Finslérien :
par exemple, dans le papier [11] les auteurs étudient le lieu de coupure des
géodésiques courtes, pour une métrique SF-L>° en dimension 3 générique. !

Comme dans l'article [11], nous allons étudier la synthése optimale & partir
d’un certain point g, (qui sera choisi comme le centre des coordonnées locales)
pour temps petits.

Nous commencons par des résultats qui nous permettent de prouver que le
probléme local est bien posé.

1. comme déja remarqué dans I’article [14] , les métriques SF-L>° et SF-L! en dimension
3 sont équivalentes, & une rotation preés autour de l'axe z.
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Lemme 12 I existe T > 0 (éventuellement dépendant de q,) tel que toute
trajectoire admissible & du systeme (1.3) avec contréles en Q) satisfait les deux
conditions suivantes :

i) pour tout t € [0,T], &£(t) appartient au voisinage sur lequel les coordonnées
(x,y,2) de la Proposition 2 sont bien définies;

i) lx@)l [y(0], |2(@)] < 1, t € [0,T].
Preuve. La preuve est une application directe du Lemme de Gronwall ([6]). O

Théoreme 2 Il existe un voisinage U de q, en M tel que le minimum du
probléme (1.4) est atteint pour tout g, € U.

Preuve. Soit T' comme dans le Lemme précédent, et soit A<r(g,) I'ensemble
atteignable en temps plus petit ou égale que 1" a partir du point g, c’est-a-dire,

A<r(qy) ={g € M :3¢:[0,T] — M solution de (1.3), t <T telle que &(t) = q}.

Gréce au Lemme 12, nous savons qu'il existe C' > 0 tel que |(z,y, 2)| < C, pour
tout coordonnées de ¢ = (z,v, z) € A<r(qy). En particulier, il existe M > 0 tel
que

lurf(q) +u2g(@)llcr <M Vg e A<r(qo), Yu € Q.

(Avec un petit abus de notation, ici nous considérons l’expression de f et g
en coordonnées, et les normes ci-dessus sont a considérer comme les normes
Euclidiennes sur R3).

Nous pouvons restreindre le probleme (1.4) aux points g; € A<7(qy)-

Le probleme restreint satisfait les hypotheses du Théoreme de Filippov, donc
le minimum est atteint pour tout point final ¢, € A<r(qy).

Comme le systeéme est controlable localement en temps petit (grace a 'Hy-
pothese 1 et au Théoréme de Rashevski-Chow), A<r(g,) contient un voisinage
de g, et le Théoreme est prouvé. [l

Nous pouvons donc appliquer le PMP pour calculer les trajectoires extrémales.
Différemment du cas étudié dans la Section 1.2, dont la structure des extrémales
était tres rigide, dans le cas générique les extrémales peuvent montrer beaucoup
de comportement possibles : en général, nous pouvons avoir des extrémales
dont le controle commute plusieurs fois entre les mémes deux sommets de @
(par exemple, ils ont été trouvés dans [11]) ou de concaténations de plusieurs
arcs singuliers et bang.

Néanmoins, pour un certain 7' < 1 qui satisfait les conditions du Lemme 12,
la partie “nilpotente” dans les champs f et g domine, et nous pouvons nous
attendre que les géodésiques du problemes soient proches de celles vues dans la
Section 1.2.

En effet, en utilisant la formule (A.1), nous voyons que

O(A()) = p=(t)(1 + O(x(t)*, y(t)*, 2(1))) + | (p= (1), Py (N O(x (1), y(1)?, 2(1)),

ce qui implique que le signe de © est constant sur Uintervalle [0, 7], & moins
que p? = O(T?). Dans le premier cas, cest-a-dire, si le signe de O(A(t)) est
constante sur [0,77], le contrdle associé & A commute d’'un sommet de @ & son
successif, toujours dans le méme sens (déterminé par le signe de 0), exactement
comme dans le cas du systéme de Heisenberg. Au contraire, si p! = O(T?),
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nous avons que © = O(T?) et son signe peut changer le long de A, ; si c’est
le cas, F' et G varient tres lentement et le controle associé a I'extrémale peut
étre constant, ou peut commuter plusieurs fois entre deux sommets de ) qui
partagent 1 méme coté (par exemple, si F' et G sont tous les deux positifs le long
de A, mais F' — GG change de signe plusieurs fois, nous avons que u commute
entre les valeurs (1,0) et (0,1) a tout changement de signe de (F' — G).

En répétant le méme raisonnement de la page 24, nous pouvons vérifier que
gbodésiques associées & un extrémale X tel que O(A(0)) ~ O(T?) atteignent
seulement les points de la région |z(t)| < M + O(z(t)*, y(t)%).

Dans cette these, nous allons nous intéresser seulement aux points de la

sphere tels que |z(t)] > %

Soit A(t) = (p(t),£(t)) une extrémale du probléme (1.4) telle que |p,(0)] >
1; soit u(t) le contrdle associé a £(t). Comme déja fait dans les articles [4, 11, 17],
nous effectuons un reparamétrage de l'intervalle [0, T, en définissant le nouveau
temps

n(t):/o p.(s)|ds,  te[0,T). (2.1)

Comme par hypothese [p,(0)] > 1 et T < 1, grace au Lemme 12 nous avons
que p,(t) # 0 pour tout ¢ € [0,7], donc (2.1) définit un bon reparamétrage du
temps. Nous remarquons aussi que 7(0) = 0.

Remarque 8 Nous soulignons que le reparamétrage du temps définie dans léquation (2.1)
a du sens seulement le long de l’extrémale .
Pour alléger la notation, dans la suite nous allons supprimer Uindice X et
nous allons toujours sous-entendre que le reparamétrage du temps est associé a
une extrémale.

Notation. Dans cette theése, nous travaillons avec deux échelles de temps : le
“vrai temps” t et le temps reparametré 7, qui sont liés entre eux par I’équation (2.1).
En particulier, les hypotheses T' < 1 et |p.(0)] > 1 impliquent que 7 est tres
“rapide” par rapport a t, c’est-a-dire, 7 = 1 est équivalent a T > 1.

Pour éviter toute ambiguité et confusion, dans la suite nous allons utiliser
la police habituelle (¢,T,T,...) pour noter le “vrai temps”, et le cursive ou
Palphabet grec (7,7, 7,7 ,7T) pour le temps reparametré. En particulier, le
symbole T et . dénotent, respectivement, le k-éme temps de commutation
son reparamétrage.

Remarque 9 Comme la relation (2.1) est inversible, nous allons aussi écrire
t comme une fonction de 7. Clairement, nous avons que t(7) = fOT m ds.

Nous définissons les nouvelles variables

D P 1 ~ ©
Po=" Dy=—+ o=— O=—
Pz Pz Pz Pz

Pour calculer les jets des extrémales, nous allons écrire (p(7),&(7)) comme
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une série de puissances? du parametre py = 0(0).

(1) = pox1 (1) + pgw2(T) + pirs(7) + poaa(r) + pows(T) + O(pf)
y(1) = por (1) + p3u2(7) + Pdys(T) + poya(T) + Poys(1) + O(pf)
2(1) = poz1 (1) + p22(T) + pizs(T) + poza(T) + pzs (1) + O(pf)

(

Pa(7) = poPr1 () + p5Pa2(7) + PiPes(T) + PoPaa(T) + piDas(T) + O ()
y(7) = poPy1 (7) + pEPy2(T) + p5Bys(T) + P4Pya(T) + pDys (T) + O ()
o(m) = po + poer(7) + piea(7) + pies(r) + poea(r) + pges() + O(pf)-
(2.2)
Injectant les expressions ci-dessus dans (1.5b), nous obtenons que % = 0(p}d),
ce qui implique que o(7) = pg + O(p}). Le systéme dynamique (1.3) devient
donc

dzx

7, = uipo + (ugmy — uryo) (ax11@7 + (axaa + ay,)T1ys + ay1997) g (2.3)
1 3 2
+ (wps + 5 (uazs — 1Y) (Waz1125 + (W12 + Way11 + Wyz11) 2101
+ (Way12 + Wyai2 + Wyy11)T1Y5 + Wyyl?Q?))pg +O(pf)
d
% = uppo + (Uam1 — ury2) (axo1 2} + (axao + aye; )T191 + Ayasli) P (2.4)

1 B 3 2
+ | u2p5 + 5 (ugwy u1y2)(wmzl$1 + (Waa22 + Way21 + Wyg21)TTY1

+ (wa:y22 + wyz22 + wnyl)mly% + Wyy22y?)>p8 + O(pg)

dz 1
2, = 5luat1— w1y2)pg (2.5)
+ (upwy — uryr) (axgia? + (axse + ayg))T1y1 + aysays ) po

1
+ 3 ((U2334 —u1ys) + (ugr1 — u1y2) (Wma:iilw? + (Wzw32 + Ways1 + wy;p31)9€§y1

+ (Waya2 + Wyase + Wyy31)T1Y5 + Wyy32y::f))08 + O(pf).

Pareil, en injectant (2.2) dans les équations pour p, et p,, nous obtenons

dp. U

% = —?zpo + (3u2aX31x§ + 2ug(axsy + ays, )T1y1 + usaysys  (2.6)
— 2ujax31T1y1 — vy (ax3g + BY31)?J%),08 + O(Pé)

dp. u

% = ?1;)0 + ( - 3u1aX32yf — 2uy (axs2 + aygq ) T1y1 — ulaX31mf (2.7)

+ 2ugaysor1yr + ua(axss + ay31):lff)pg + O(Pg)-

2. le choix de s’arréter a l'ordre 4 pour les composantes = et y et & 'ordre 5 pour la
composante z est motivé par le fait que ceux-ci sont les ordres maximales qui interviennent
dans la détermination du lieu conjugué et dans la construction du lieu de coupure, comme on
verra dans les chapitres qui suivent.
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2.1.2 Intégration des jets de la dynamique

Pour intégrer les équations (2.2), nous allons procéder de fagon itérative :
d’abord, nous écrivons les équations qui régissent la dynamique des coefficients
d’ordre k par rapport & pg (c’est-a-dire, les termes du type zk(7), yx(7),...),
pour tout k ; nous faisons cela en isolant les termes d’ordre £ dans les équations
(2.3)-(2.4)-(2.5)-(2.6)-(2.7). Nous trouvons notamment

diCl - dﬁzl _ U2

P a2

dy dp, u

s ot Y

dz do,

— =0 — =0

dr dr

% =0 —dgw =0
T T

% —0 dgﬂ =0 (2.9)
T T

dzo . 1 do2 _

ar 5(”2331 Ulyl) ar 0

Ensuite, nous allons intégrer les groupes d’équations ci-dessus, en utilisant les
résultats de l'ordre k& pour calculer les ordres k + 1. Avant de procéder, nous
devons considérer encore des questions : tout d’abord, quel type de fonctions de
controle choisir ; ensuite, comment prendre en compte les commutations.

Pour répondre a ces questions, nous allons rappeler que, dans le cas générique,
on peut s’attendre a trois comportements différents : extrémales de type bang-
bang avec le signe de © constant pour tout t € [0,7]; extrémales de type
bang-bang pour lesquels © change de signe une ou plusieurs fois dans l'inter-
valle t € [0, T]; extrémales qui peuvent contenir un ou plusieurs arcs singuliers.
D’autre part, nous avons aussi vu que seulement les trajectoires correspondantes
a des extrémales de la premiere catégorie peuvent atteindre des points (z,y, 2)
tels que |z| > % +O(2*,y*). Comme nous sommes intéressés par cette région,
nous allons nous concentrer sur le premier cas.

Pour ce qui concerne les commutations, nous nous attendons au fait que
le temps de commutation, eux aussi, soient des petites perturbations des ceux
trouvés dans la Section 1.2 ; pour prendre en compte ce fait, nous allons développer
les temps de commutation en série de puissance de pg.

Nous soulignons que, grace aux Lemmes 10-11, nous pouvons nous res-
treindre a I’étude des extrémales telles que

FOA0)) > [GAO0))] et OA®) >0Vt e [0,T]. (2.10)

Nous allons enfin esquisser le pseudo-algorithme de calculs des trajectoires
qui satisfont la condition (2.10).3

3. Dans le pseudo-algorithme ci-dessus, si ¥ est une série de puissances dans la variable
00, [2]k dénote son coefficient d’ordre plg, pour tout k.
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1. poser les conditions initiales

2. en posant u; =1, u2 =0
(i) intégrer 1’équation (2.8) pour 7 >0

(ii) injecter les résultats de 1’étape précédente, et intégrer 1’équation (2.9)
pour 7 >0

(iii) procéder ainsi jusqu’a 1’ordre souhaité.
3. poser x(7) =3 .-, Xi(7)pl (pareil pour les autres variables)

4. Définir 1 =3, FEpk?*, poser les conditions initiales

X2(0) = X(A)e vi0) = y(A)e 72(0) = [2(T)]k  Vk>1
pag = [Pe(T)k Pox(0) = [Py ()] VE>1
pi=po Pr(0)=[o(A)x  Vk>2.

5. en posant u; =0, uzx =1
(i) intégrer 1’équation (2.8) pour 7 >0
(ii) injecter les résultats de 1’étape précédente, et intégrer 1’équation (2.9)
pour 7 >0

(iii) procéder ainsi jusqu’a 1’ordre souhaité.
6. poser z(7) = -, Xn(7)pl (pareil pour les autres variables).

7. Définir ATa =3 .+, 572pk; poser les conditions initiales

xp(0) = x(AT2)]k  y2(0) = [y(AT2)]x  22(0) = [2(AT2)]e  VE>1
Pk = [Pa(AT2)lk Por(0) = [py(AT2)x V> 1
pi=po pi(0) =[o(AT2)]k  Vk>2.

8. poser u; = —1, up =0, et répéter les étapes (i)-(ii)-(iii).
9. continuer ainsi jusqu’au nombre d’arcs souhaités.

Le calcul des trajectoires a été mené a terme grace au logiciel de calcul
symbolique Mathematica. Les algorithmes utilisés se trouvent dans I’Annexe C.
En particulier, pour intégrer les jets des équations de Hamilton nous avons utilisé
le code integration-sys.nb.

Les jets d’un géodésique bang-bang avec © > 0 et dont le premier controle
est u = (1,0) sont disponibles dans I’Annexe A.3.

Nous allons procéder de fagon analogue pour calculer les coefficients du
développement des temps de commutation. Nous allons toujours illustrer la
procédure pour les extrémales de type bang-bang qui satisfont la condition (2.10).

Le temps (reparametré) de commutation 71 est déterminé par la condition

F(t(71) = Gt(71)) =1

4. les termes ,71’“ sont juste des coefficients qui resteront implicites dans cette partie de
lalgorithme, tout comme les coefficients d7, ci-dessous
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(plus précisément : il est le plus petit 71 > 0 pour lequel ’équation ci-dessus
est vérifiée).

Nous rappelons que, le long du premier arc, F' est constant et %(G(A(t)) =
O(A(t)). Nous injectons les développement pour (p(7),&(7)) dans 'expression
(A.2), nous obtenons

@:1+@1p0+@203+@3p8+'“
=1- 4(&X31.’L‘% + ayBny + (ax32 + ay31)a:1y1)p[2) + ...

(nous remarquons, en particulier, que ©; = 0). Pour déterminer les coefficients
dans la série qui définit 71, nous imposons que 1’équation suivante soit vérifiée
a tout ordre en pg :

t(T1)
1 =GA(t(T1))) = G(A0)) +/O O(p(7),x(7))dt

T

~

=py(0) + ; O(p(7),x(1))dr

%0 +po 311

T0 R
=Py(0)+/ (1+p3®z+-~-)d7+/ (1+p20s + - )dr + -,
0 910

ol, nous rappelons, (p(7),&(7)) correspondent aux fonctions calculées & I’étape
3 de l’algorithme & la page précédente. Nous allons obtenir I'expression (A.9).

Le deuxiéme temps (reparametré) de commutation 75 = Y, -, 75" pf est ca-
ractérisé par 'équation F(A(t(F2))) = —G(A(t(T2))) = —11. Comme F(A({(71))) =
1, ceci impose

T2

2=FA((T1))) = F(AH(T2)) = 5 O(p(r),x(1))dr

ATo =R
= /0 OP=(7), py(7), p(T)x(7), ¥(7), z(7))dT,

ol (px(7), py(7), p(7),x(7),y(7),2(7)) sont les fonctions calculées a 'étape 6 de
lalgorithme a la page précédente. Un fois trouvé les coeflicients de A1y, nous
posons

T = Tk + o1y, k>0.

Nous allons procéder de la méme facon pour trouver les temps de commu-
tation.

Tous ces calculs ont été réalisés en utilisant le code switching-times.nb
(en Annexe).

Remarque 10 Grace aur Lemmes 10-11, il n’y a pas besoin de calculer les
temps de commutations pour toutes les trajectoires bang-bang le long desquelles
© > 0 : en effet, il suffit d’appliquer la bonne permutations des invariants
(équation (1.24)) aux résultats que nous venons d’obtenir pour les extrémales
qui satisfont la conditions (2.10).

Nous terminons la section en introduisant une notation pour les trajec-
toires que nous allons étudier dans la suite de cette thése. Ceci nous permettra
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d’éviter de répéter des longues caractérisations comme “géodésique associé a
une extrémale de type bang-bang réguliére, satisfaisant la condition (2.10) (ou
autre) avec p,(0) > 17. Pour tout pg > 0 assez petit, nous définissons la classe

A = (p, &) extrémale du probleme (1.4)
£(0) = (0,0,0)
p(0) = (1,p9,p?) avec p) € [-1,1) et p2 > L —1
J0< T <+ < T5<10py t.q.
u| 0,71) — ul (T4,T5) — (170)
ul(7,,7,) = (0,1)
ul(7,,7,) = (—1,0)
ul(7,,7,) = (0, —1)
Les géodésiques contenues dans I‘?O sont du type bang-bang, sont associées a
un p,(0) assez grand, et se comportent qualitativement comme les géodésiques
bang-bang du systeme de Heisenberg qui démarrent avec vitesse f, et dont le
controle commute au moins 5 fois dans 'intervalle [0, 10p].

Nous définissons (de fagon analogue) I'* "f, I'fo and I %+ Nous définissons
aussi

I =S €:00,10po) — R*:

I’ = Fff’ U F’jof ureeu F’j‘]g.

Dans la suite, comme pg sera toujours fixé a I’avance, nous allons abandonner
Iindice py dans la définition des classes I'.

Notation. Dans les sections suivantes, nous aurons a comparer plusieurs géodésiques
appartenant a des ensembles différents (parfois, appartenant également au méme
ensemble comme dans la Section 2.3.1). Nous rappelons que la premiére compo-
sante pY du vecteur adjoint & I'instant 0 associé & une géodésique de I’ensemble

Iy (T—f) vaut 1 (respectivement, -1) ; de maniére analogue, la seconde compo-
sante pg du vecteur adjoint & 'instant 0 associé a une géodésique de I’ensemble

I'y (I'_4) vaut 1 (respectivement, -1). Afin d’éviter toute confusion lors de la
comparaison des vecteurs adjoints associés a différentes géodésiques, dans la
suite, nous chercherons de nous tenir & la notation suivante :

. (pg,pg) = (1,7v) pour les géodésiques de I’ensemble I';;

(pm,py) = (—1,v) pour les géodésiques de I'ensemble I'_¢ ;
(px,py) = (B, 1) pour les géodésiques de I'ensemble I ;
(pm,py) = (x, —1) pour les géodésiques de I’ensemble I'_,.

2.2 Premieres considérations sur ’optimalité des
géodésiques

2.2.1 Réduction aux géodésiques avec au plus 5 arcs de
type bang

La littérature sur les conditions (nécessaires et suffisantes) pour l'optimalité
locale des extrémales de type bang-bang est tres vaste. Nous allons juste citer les
papiers [2, 5, 28, 31], qui partagent la méme approche, basée sur les techniques

40



du contrdle géométrique et sur les méthodes Hamiltoniens (voir [32] pour une
revue sur ces méthodes).

En particulier, dans Particle [31], Pauteur a utilisé ces méthodes pour trouver
des bornes sur le nombre maximal d’arcs contenus dans une géodésique optimale
(en temps petit). Plus précisément, nous pouvons appliquer [31, Lemma 1] et
conclure que, si T > 0 est assez petit et v : [0,7] - M, T < T’, est une
géodésique optimale du probleme (1.4) de type bang-bang, alors -y est composé
par au plus cing arcs bang.

Nous allons ici rappeler en grandes lignes les étapes de la méthode. En effet,
les criteres dans [5, 28, 31] se basent tous les trois sur ’étude du signe d’une
forme quadratique.

Nous allons effectuer notre analyse sur une trajectoire de type I'y, mais nous
pouvons appliquer les résultats aux autres géodésiques de la classe T, grace aux
Lemmes 10-11.

Soit T <« 1, et soit v : [0,T] — M une trajectoire admissible pour le
systéme (1.3), associée & une extrémale A tel que p.(0) > 1. Nous supposons
aussi A satisfait la condition (2.10), et que v est composé par 6 arcs de type
bang. Tout ¢a implique qu’ils existent 5 temps 7; € (0,T), 7,1 < 7, tels que

[0, 7'1)
(T1,72)
(72,73)
(7—377—4)
(7—477—5)
(75, 1.

t e
te
te
) te
t e
te

Lemme 13 L’extrémale A satisfait les Assumptions (2.1)—(2.5) dans lar-
ticle [28].

Preuve. Dans larticle en question, Assumption (2.1) est juste le PMP, et
Assumption (2.4) est juste le fait que O soit positif le long de 'extrémale.

Assumption (2.2) requiert que le contrdle associé & la trajectoire est le
seul qui maximise le Hamiltonien (équation (1.5¢)), sauf au points de commu-
tation 7;; elle est vérifiée parce que ©(A(7)) est positif sur tout [0,7(T)], ce
qui implique que les fonctions de commutation peuvent étre nulles seulement
au temps de commutation. Assumption (2.3) est vérifiée par le fait que les
deux fonctions de commutation ne peuvent pas étre toute les deux nulles le long
d’une extrémale.

Enfin, Assumption (2.5), qui demande que la géodésique n’ait pas d’auto-
intersections, est banalement vérifiée. O

En suivant [28], nous définissons g1 = h; et, pour k > 2,
gk = (02 exp(—(7i = 7im1)hi)w) b, 0 exp((Th—1 — Th2)hk—1) © ... 0 exp(T1h1)
ou 19 = 0.

Pour calculer les champs g, nous allons utiliser la formule suivante, valable
pour tout champ de vecteurs X,Y de classe C*° :

%exp(ftX)*Y oexp(tX) = exp(—tX).[X,Y] o exp(tX).
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En effet, cette formule nous permet d’écrire les champs gi sous forme de série
de puissances :

e
g2 =) —radjg
>0
g+mnlf,g) +O(r})
oy —T)*
=Y E gt )
§.k>0
=—f+(n—7)fg+ 0>

J k l
H(e—7)"(3—7) . % u
g4 = g; S T adjadgad” ;(—g)
5,120

= —g+(m3—1—1)f, 9]+ O(T°)

J _ k _ l _ mo
gs = Z T—l(TQ n)" (13 = 7) (14— 7) ad?ad’g“adl_fadlng

A 0 ml
=f—(m—m+7—n)f g+ 0
J k l m n
(e —71)" (3—72) (a=73)" (5 —=7T)" i kb 0 _ym
g= Y o 0 - — adjadgad” jad” ad}g
7,k,l,m,n>0

=g+ (5 —mu—73+ 72+ 11)[f, 9] +O(72),

ot dans les formules ci-dessus nous avons exploité le fait que 7, = O (;%(0)) pour

tout k pour écrire, avec un petit abus de notation, le reste sous forme O(72).
Pour étudier I'optimalité d’une trajectoire composée par r + 1 arcs bangs

(dans notre cas, r < 5), nous devons étudier le signe de la forme quadratique®

TNEl== > e (A0),[9:,95)(€(0)) (2.11)
1<i<j<r+1
sur ’espace »
W={eeR*: Zejgj(g(())) =0}.

Pour étudier W, nous allons utiliser le fait que f,g et [f,g] constituent (en
tout point) une base de R3. Comme il s’agit d'un espace vectoriel, nous allons
considérer les variation de norme 1.

r <2 Sir <2, il est immédiat de voir que 'espace W est vide. Par définition,
J" est coercive, donc la trajectoire est localement optimale.

5. les formes quadratique définies dans les articles [5, 28] sont égales, & moins d’un signe :
en effet, [5] requiert que la forme quadratique soit non-positive (et fournit une condition
nécessaire pour l'optimalité), alors que [28] requiert que la forme quadratique soit positive (et
fournit une condition suffisante pour l'optimalité. Nous allons adopter la définition de [28])
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r=3

. . 4 -
I'équation ), _; €;9; = 0 peut s’écrire sous la forme

0= ((e1 — 3+ O(7%)) f(0)
+ (62 — €4+ 0(72))9(0)
+ (627'1 +es3(mp —71) +ea(ms —m—11) + 0(72))[f, g1(0),

dotte3 = €1+ O(12), €3 = €4+ O(72) et e4(13 — T2) +e1(r2 — 1) = O(72).
D’autre part, il est facile de vérifier que

J"[€%] = —p2(e1€2 + e3e4 + €365 — €1€4) + O(7)
= 20 + O().
Nous observons qu’'une variation € de norme 1 avec ¢ = 0 n’est pas
admissible. En effet, ¢; = 0 implique |e|] = O(7%). Donc nous pouvons

toujours choisir ¢; = 1, qui montre J” |,y = 2pY+O(7) > 0. Les trajectoires
avec 4 arcs de type bang sont toujours localement optimales.

nous allons répéter la méme procédure. De I'analyse de ’espace des varia-
tions W, nous pouvons déduire les contraintes

€ = €4+ O(1?)

€3 = €1 + €5 + O(7%)

e1(r2 — 71) + €a(13 — T2) + e5(14 — 13) = O(7?).
Restreinte & 1'espace W, la forme quadratique (2.11) a la forme J"[€%] =
2p%e7 + O(7). Toutefois, dans W existent des variations non triviales €
telles que €4 = 0 (il suffit de choisir, par exemple, €4, €2,e3 = O(72),
€1 = 1et e = —1+ O(r?). Le signe de J” évaluée sur cette variation

dépend des termes qu’on a négligés : il n’est donc pas possible de conclure
sur Poptimalité des trajectoires (une analyse plus fine est nécessaire).

dans ce cas, les variations € € VV satisfont aux contraintes suivantes

€4 =€+ €6+ (9(7'2)
€3 =€, + €5+ (’)(72)
€T +€3(To —T1) +€a(m3 — T2 — T1) + €5(Ta — T3 — T2+ T1)

+66(T5 — T4 — T3+ T2 +Tl) = 0(72).
La forme quadratique (2.11), restreinte & W, a la forme
J"[€%] = 2p) (€3 + €266 — €566) + O(7), (€2, €5,€6) € R®. (2.12)

Il est possible de vérifier numériquement que (2.12) posséde une valeur
propre positive et deux négatives (respectivement, arrondies au deuxieme
décimal, -2.48, 1.17, -0.69). Donc la condition nécessaire n’est pas vérifiée,
et une trajectoire avec 6 arcs bang n’est siirement pas optimale.

2.2.2 Calcul des temps conjugués

L’analyse menée dans la Section 2.2.1 nous permet de nous concentrer seule-
ment sur les géodésiques composées par 4 ou 5 arcs de type bang. En effet, celles
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qui sont composées par au plus 3 arcs de type bang sont stirement localement
optimales ; celles qui contiennent plus que 5 arcs bang peuvent étre écartées, car
stirement pas optimales.

Pour investiguer 'optimalité des géodésiques composées pas 4 ou 5 arcs de
type bang, plutot que répéter la procédure de la section précédente en tenant
en compte des ordres supérieurs, nous préférons calculer le déterminant de ’ap-
plication exponentiel, et chercher ses changements de signe, afin d’appliquer le
Lemme 5. Grace au soutien du logiciel de calcul symbolique Mathematica, il est
possible de calculer ’expansion en puissances de pg de la Jacobienne de ’appli-
cation exponentielle. Il s’avere que la Jacobienne est constante (par rapport au
temps) sur chaque arc, au moins, jusqu’a l'ordre que nous avons calculé.

La Jacobienne de I'application exponentielle associée a des géodésiques dans
les classes I'4 ¢, est donnée par

0 T €0, 92(172,1)2))

4p3 + O(pl) T € (T 21,09), T3,
JEXP|(1)27P27T) = 805 + O(pp) T E (93(1’2,?2)7 T 4(p

256ax31 97 + 32(D1p + E1)p§ + O(pf) 7€ (T4(0.02), T5(p!

—8p5 + O(p5) 7€ (T5(py,2), T6(

ou nous avons introduit les notation suivantes

D1 = 9ax21 — 15wze31 By = 3ax11 —3ax22 — 3aya1 +5Wer32 +5Wey31 +OWy.31.

(2.13)
Pareil, la Jacobienne de ’application exponentielle associée a des géodésiques
dans les classes '+, est donnée par

0 7€ [0, 72(p}, p?))
4p3 + O(p5) 7€ (F2(p),p2), Ts(
JEXP| 0 p0.r) = < 808 + O(p}) 7€ (T 3(p2,p2), T al
256ay3000 — 32(Dap) F E2)pg + O(p5) 7€ (Ta(pl,p2), T 5(
—8p5 + O(p5) 7€ (502,02, T sl
ou
Dy = —9ay9—15wyy32 Esy = —3axi2—3ay | —3ay 99 —dwWry32 —DdWyz32 —DWyy31 -

Les valeurs de la Jacobienne (interprétées au vu du Lemme 5) confirment les
résultats de I’analyse menée dans la Section 2.2.1 : en effet, si nous négligeons
les premiers deux arcs, le long desquels le déterminant est identiquement nul
(nous avons déja discuté le sens de cela dans le Lemme 4), nous constatons
que le premier ordre non nul dans le développement du déterminant est ’ordre
3, sauf le long du cinquiéme arc, ot 'ordre dominant est au moins 'ordre 5.
En plus, nous remarquons que, pour n'importe quelle géodésique (de celles en
étude), le JExp est positif le long du troisieme et quatrieme arc, négative le long
du sixieme. Ceci nous dit que

— toute géodésique (de ce type) avec au plus 4 arcs de type bang est (loca-
lement) optimale

— toute géodésique (de ce type) avec plus que 5 arcs de type bang n’est pas
optimale
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— pour statuer ou se situe la perte d’optimalité locale, 'ordre 3 ne suffit pas.

En particulier, 'information recherchée est contenue dans les invariants de la

métrique, plus précisément l'invariant axs; (ays, pour les trajectoires des classes

I'14) ou, si ceci est nul, dans la quantité D1p2iE1 (respectivement, Dopl F E»).
Ces observations sont résumées dans les Propositions suivantes :

Proposition 3 Siaxs; < 0, 74 est le temps conjugué pour toutes les extrémales
qui correspondent au géodésiques des classes I'y ¢ ; en particulier, ces géodésiques
cessent d’étre localement optimales au passage du quatriéme au cinquiéme arc.
Si axzy > 0, le temps conjugué pour ces extrémales coincide avec Ts, et les
géodésiques perdent 'optimalité locale au cinquieme point de commutation.

De méme, le temps conjugué pour toutes les extrémales qui correspondent
au géodésiques des classes I'yq coincide avec T 4 lorsque aysy < 0 et avec Ts
lorsque ays5 > 0.

Proposition 4 Supposons que axs; = 0 et que |Ey| # |D1|. Si By < —|Dq|
(respectivement, Ey1 > |D1|), alors le quatriéme (respectivement, cinquiéme)
temps de commutation est le temps conjugué pour toute géodésique de la classe
T't. D’autre part, si |Eq| < |D1]|, alors le temps conjugué pour toute géodésique
de la classe I'y telle que Dlpg + Ey < 0 (respectivement, Dlpg + E; >0) est
donné par son quatriéme (respectivement, cinquiéme) temps de commutation.

Pour les géodésiques des classes I'_¢ et 'y dans les cas dégénéres ot ax3; =
0 et ays, = 0 sont valables.

Remarque 11 Siaxz; = 0 et 0 < |Ey| < |D1|, pour trouver les temps conjugués
de la géodésique pour laquelle pg = —%, une analyse a l’ordre supérieure (c¢’est-
a-dire, le calcul - au moins - du terme de JExp d’ordre 7 en pg, le long du cin-
quieme arc) est nécessaire; ce calcul implique les fonctions ¢;; dans la forme
normale des champs de vecteurs f et g. Comme il s’agit d’une seule géodésique,
et nous sommes intéressés a4 trouver la forme des lieux de coupure et conjugué,
nous neégligeons ce cas.

Nous introduisons les notations suivantes

Cl = 8&X31 CQ = 8&}732,
A = daxzy + 4ays,.

Avec FE1,FE5,Dq1 et Do, ce sont les invariants qui nous fournissent une clas-
sification complete du lieu de coupure. Pour faciliter les calculs futurs, nous
définissons aussi les constantes

¢1 = 4axys + Taxs; + 4ay11 — 12ay59 + 15wge31 + 20w1y32 + 2OWya;32 + 20wyy31

1 = 4axog + ayqg + 4&}721 + 15wy932
€2 = 12&)(11 — 4ax22 — 7&}712 — 4ay21 —+ 20wm32 + 20w1y31 —+ 20wy131 + 15wyy32

dz = 4aX12 + axoy + 4ay11 — 15wm31.

Différemment de Cy, Co, Dy, Do, E1, Fs, elles ne participent pas a la classifica-
tion du lieu de coupure.
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2.3 Calculs des fronts des géodésiques avec 4 ou
5 arcs

Nous avons déja noté qu’une trajectoire peut perdre son optimalité globale
sans perdre son optimalité locale. Dans le cas étudié dans la Section 1.2, qui
nous inspire le long de toute cette these, nous avons en effet constaté que, au
quatrieme temps de commutation Ty, toute géodésique de type bang-bang croise
des géodésiques (bang-bang) “lointaines”, c’est-a-dire, dont le controle initiale
est différent.

Pour déterminer les points de coupure, il faut donc chercher les points de
Maxwell ; pour cela faire, nous allons examiner les auto-intersection du front
d’onde a un certain temps fixé T'. Nous rappelons la définition ci-dessus.

Définition 11 Le front d’onde au temps T est l’ensemble

1[0, 7] — R3 est une géodésique du probléme (1.4
WT—{g(T):g"iT’} g q p ( )}

Nous définissons aussi le sous-ensemble de W formé seulement par les valeurs
au temps T des géodésiques contenues dans la classe T' :

£€:[0,T"] — R3? est une géodésique du probléeme (1.4)
WE =&T): T<T
Eel

Dans le cas générique, nous n’avons pas une expression analytique trop lisible
des trajectoires (en particulier, il n’est pas vrai que, le long de chaque arc, au
moins une coordonnée entre x et y est constante). Pour pouvoir trouver plus
aisément les auto-intersections de #,F, nous nous restreignons a la suspension du
front, c’est-a-dire aux intersections de #7 avec le plan de coordonnée verticale 2
constante, ce qui nous permet de bloquer la valeur d’au moins une coordonnée ;
dans la suite, nous allons toujours fixer la valeur de cette constante & 4¢2, ot1 ¢
et une constante positive du méme ordre de grandeur que pg.

Ci dessous, nous allons détailler le calcul de la suspension des fronts des
géodésiques de la classe I'y, les autres pouvant étre retrouvées en appliquant les
rotations et les permutations convenables, comme expliqué dans les Lemmes 10-
11.

Tout d’abord, nous fixons une constante (, petite et positive, et un temps
T = TiC + ToC? + T3¢ + Tyt + O(C0).

Nous rappelons que les géodésiques que nous considérons sont définies par
morceaux, leur expression analytique comme fonctions du temps changeant a
chaque temps de commutation; d’ailleurs, dans I’Annexe A.3, nous donnons
P’expression pour tous les arcs bang, jusqu’au cinquieme. Donc, pour calculer le
front, nous devons distinguer entre les trajectoires qui au temps T' n’ont jamais
commuté, ont commuté une fois, deux fois, etc.

D’un autre coté, 'analyse du systeme de Heisenberg nous suggere que les
auto-intersections du front qui peuvent causer une perte d’optimalité arrivent
soit autour du quatrieme point de commutation, soit entre le quatrieme et le
cinquieme point de commutation : nous allons donc restreindre notre attention
a ces géodésiques. Pour cela faire, nous imposons 77 € (6,10) et nous prenons
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en considération seulement les géodésiques projections d’extrémales telles que
pY ~ (1 plus précisément, telles que p? = 1/pg, pour pg = ¢+ O(¢?) : en effet,
un tel T se trouve entre le troisieme et le cinquieme temps de commutation de
ces géodésiques.

“Cinquiéme front bang”. Premierement, nous allons considérer la suspen-
sion du front des géodésiques qui au temps T ont déja dépassé leur quatriéme
temps de commutation. Ceci revient a fixer p = (1, py,pz) et a restreindre p
aux valeurs contenues en [—1,1) telles que Ty (p}, p?) < T (ici, ']I‘4(py, p?) dénote
le quatrieme temps de commutation de la géodésique associée a l’extrémale
A(0) = (1,p9,p2,0,0,0)). Nous posons aussi pg = 1/p2.

L’ensemble Exp(p,T') est appelé cinquiéme front bang; son sous-ensemble
Exp(p, T) N {z = 4¢?} est appelé suspension (au plan {z = 4¢?}) du cinquieme
front bang.

Le temps reparametré T'(7) le long de I'extrémale A est donné par ’équation

T = por+ [ palni + ps(s)of ds + O, (2.14)
0

(voir I'équation (2.1)). Nous écrivons 7 = T4 + 3 ;< Skpk, ot Ty est le qua-
trieme temps (reparametré) de commutation de X, et les coefficients d; sont des
fonctions de classe C*° de pg ; pour les déterminer, nous écrivons py comme une
série de puissances de ¢, comme il suit

po=CHrol®+rs3 -, (2.15)

nous injectons (2.15) dans (2.14), et nous imposons que ’égalité soit vérifiée a
toute ordre en (. Nous avons obtenu les d; comme des fonctions des temps de
commutation ., (et donc, de pg) et des termes T, T3, 72,73, . ... Nous soulignons
que, a cette étape, les coefficients T}, sont fixés, les coefficients 7 sont libres.

Dans 1’équation (A.8) (qui donne l'expression de z(7) pour une géodésique
qui se trouve dans son cinquieéme arc bang), nous substituons pg avec (2.15);
ensuite, nous imposons que 1’égalité z(7) = 4¢%+ O(¢®) soit vérifiée. Nous avons
ainsi obtenu les expressions des coefficients i, k > 2.

Finalement, la suspension du front est obtenue en substituant pg dans les for-
mules pour z(7) and y(7) (respectivement, (A.6) et (A.7)) avec le développement (2.15),
ou les i ont la forme qui vient d’étre déterminée.

Nous trouvons I'expression suivante :

o(T) = (Th— S)C + TzC2
+ (T 2 42Ty —8)pl — 2)Cy — BCy — 2(Ty — S)A)g3
+ (Tu+ 4D1 py) +2E, (py) + 2T201py — 24T,
+ (Th - 8)(D1(py) + 2E1py 301) 2(Er +2d1))¢t + O(¢P)
y(T) = 4(A-Cip)¢° + (31 — 2D (p))? P 1)) ¢+ O(CP).

(2.16)

Nous nous intéressons au graphe de la courbe (2.16), paramétrée par pg €
[-1,1].

Lorsque C; # 0, le terme dominant (dans le sens qu’il est le terme de degré

plus petit parmi ceux qui ne sont pas constants par rapport a pg) est le coefficient
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Py
0 _

FIGURE 2.1 — Cinquieme front des géodésiques du type I'y au temps T' = 8¢ +
0(¢?), pour C; > 0 (& gauche) et C; < 0 (& droite). En verte : les tangents pour
les valeurs p, =1, —1.

d’ordre 3. Comme déja observé dans le papier [11], le front est un arc de parabole,
tournée vers la droite si C; > 0, vers la gauche si C; < 0.

Considérons maintenant le cas on C7; = 0; nous supposons aussi que Dy # 0
et E7 # 0. Dans cette condition, le terme d’ordre plus bas dans (2.16) qui n’est
pas constant par rapport a pg est le coefficient d’ordre 4. Pour y(T'), ce terme
décrit un arc de parabole avec foyer au point pg = —Li En particulier, si

D1
|%| > 1, alors la dérivée 851(5) ne s’annule jamais dans l'intervalle [—1, 1], donc

il est possible d’effectuer un éhangement de variable et écrire z(T') comme une
fonction lisse de y(T') ; il en suit que la suspension du front est une courbe lisse.

D’autre part, si ’g—H < 1, alors y(T') (dans lequel nous négligeons les termes
d’ordre O(¢%)) n'est pas une fonction monotone de p sur 'intervalle [-1,1]. 11
est possible de démontrer que la suspension du font présent un point de rebrous-

sement (cusp) pour pg = —% ; en effet, nous avons que
onr) o,
8p2 |P2:_% B 8p2 |p2:—% o
0%x(T) 0?y(T)
B g = ABLHATI=8) GOl gy = 4D,

Comme D; # 0, ce point satisfait a la définition de point de rebroussement
qu’on trouve, par exemple, dans le livre [29].

Pour tout pg e[-1,1], pg #* 75—1, nous avons que

dx o 1 d*x 1
—_— = — — T — 8 _——
@y~ =8 s A(D1pl + Ey)

Nous notons aussi que

fim
im — = .
pY—=+1 dy T

Sous I'hypothese que D; E; # 0, nous pouvons classifier six cas différents.

Ay Ce sont les cas ou |Ey| > |D1| et Ey > 0 (respectivement, F; < 0).
Comme remarqué ci-dessous, dans l'intervalle [—1, 1] la fonction pg — y(T) est
inversible, donc le cinquieéme front est une courbe lisse. En particulier, la dérivée

seconde % a signe constant (égal au signe de E7) pour pg e[-1,1].
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By Nous appelons B4 les cas ou D; > |Eq| et E; > 0 (respectivement,
E; < 0). La fonction p) ~— y(T) est croissante pour pj) € [-1,—FE;/D;) et
décroissante pour pg € (—E1/D1,1]. Nous avons aussi que ‘327“2” est négatif pour
pY) € [=1,—E1/Dy) et positif pour pour pf) € [-1,—E;/D;) (cest-a-dire, dans
le premier intervalle la concavité de la courbe est tournée vers la gauche, dans
le deuxiéme intervalle est tournée vers la droite).

Un exemple de ce type de front (au temps 77 = 8) est affiché dans la Fi-

gure 2.3.

Cy Ce sont les cas pour lesquels D1 < —|E;| et By > 0 (respectivement,

. P oy(T d? ; N
E; < 0). Les signes des dérivées 6;(73 ) et d—yf sont opposés par rapport a ceux des

cas By : en effet, ng) est négatif en [—1, —E}/Dy) et positif en (—Fy /Dy, 1],
Y

alors que ‘;272? est positif dans le premier intervalle et négative dans le deuxieme.

Un exemple de ce type de front (au temps 77 = 8) est affiché dans la Figure 2.4.

0 —

pgzl 8:_1

FIGURE 2.2 — Cinquiéme bang front du type Ay (& gauche) et A_ (& droite).
En vert, les tangentes a la courbe pour pg =1,-1.

FIGURE 2.3 — Cinquiéme bang front du type By (& gauche) et B_ (& droite).
En vert, les tangentes a la courbe pour pg = 1, —1. En violet, la tangente au
point p, = fg—i (le point de rebroussement).

Comme déja maintes fois rappelé, il est inutile de répéter les mémes calculs
pour calculer le front des trajectoires de la classe I'_y : il suffit d’appliquer une
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FIGURE 2.4 — Cinquitme bang front du type Cy (& gauche) et C_ (& droite).
En vert, les tangentes a la courbe pour pg =1, —1. En violet, la tangente pour

Py = —% (le point de rebroussement).

rotation d’angle 7 autour de l'axe z et la permutation ¢ (voir ’Annexe A.2).
Cette permutation laisse A, Cy et C5 inchangés, transforme Dy en —D; et Ej
en —F;. La suspension du cinquieme front est ainsi

o(T) = —(Th —8)¢—Tx?
(T3 +(209)2 — 2Ty — 8)p0 — 2)Cy — 8Cy — 2T, — 8)A)C3
(= Ty — 3D1(p))% + 2E1(p))? + 2TC1p)

I+ +

—4(A+ C1pY) 3 + (301 — 2D1(p))? + 4E1pS) ¢ + O(CP).
(2.17)

En comparant les expressions (2.16) et (2.17), nous remarquons les propriétés
suivantes. Si Cy # 0, il y a une symétrie entre le comportement des trajectoires
de la classe I'y et celle de la classe I'_y, comme d’ailleurs déja remarqué dans
la Proposition 3 : le temps conjugué des géodésiques de la classe I'y est égal
au quatrieme temps de commutation si et seulement le temps conjugué des
géodésiques de la classe I'_¢ est le quatrieme temps de commutation, aussi. De
plus, le cinquieme front associés aux trajectoires de I'_; est, tout simplement,
le cinquieéme front associés aux trajectoires de I'y, tourné de '’angle m autour de
Porigine (car on s’est arrétés au troisiéme ordre).

Par contre, lorsque C; = 0, cette symétrie est brisée : supposons par exemple
que E7 > |D4|. Dans ce cas, pour les géodésiques de la classe I'y, JExp ne change
pas de signe au temps 74, chose qui arrive, au contraire, pour la Jacobienne
de I'application exponentielle calculée le long des trajectoires de la classe I'_ :
pour elles, le quatrieme temps de commutation est le temps conjugué.

Cette brisure de symétrie se reflet aussi dans la forme des cinquiémes fronts :
si par exemple nous sommes dans le cas A4, cet a dire, les invariants satisfont
a la relation Ey > |D4|, le cinquieme front des géodésiques de la classe I'_; est
donné par la rotation d’angle © d’un front de la forme A_.

Nous terminons en donnant les expressions pour les suspensions des cin-
quiemes fronts bang des géodésiques appartenant aux classes I'y,.

Pour les géodésiques de la classe I'y, nous appliquons aux expressions (2.16)
une rotation de 7/2 autour de I'axe verticale et la permutation & (voir ’'An-
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nexe A.2); nous obtenons :

2
3
I

4(A = BC2)C3 4 (2D2B2 — 4Ep — 2¢2)C* + O((P)
(Ty — 8)¢ + To¢?
T3 — 2Co + 2052 4 2(Ty — 8)(A — CoB) — 5C1)¢?

(
(T4 — 5D2p% + 2EoB? + 2T5(A — Cap)
— LTy —8) (6E2B — 3DaP2 + ¢2) — 2(By + 2¢2)><4,

(2.18)

+ + 1

Ici, B dénote la premiere composante du vecteur p au temps t = 0 (i.e, = p?).
Pour obtenir le cinquieme front bang des géodésiques de la classe I'_,, nous
appliquons aux expressions 2.16 une rotation de 37/2 autour de laxe verticale
et la permutation #. Nous obtenons :

B
3
I

—4(A+XC2)C? + (2Dax? + 4Esx — 2¢2)¢t + O(¢%)
—(Ty — 8)¢ + T2

(T5 — 3Cy +2Cox* + 2(Thy — 8)(A + Cax) — 5C1)¢?
(= Tu+ 4D + 2B — 2T3(A + C3)

1

3

(Ty — 8) (—6F2x — 3Dax? + ¢2) — 2(F2 + Mz)) ¢4,

(2.19)

+ H

Pareil, ¥ dénote la premiere composante du vecteur p au temps t = 0.

“Quatrieme front bang”. Nous allons maintenant nous dédier aux géodésiques
pour lesquelles T' est plus petit de leur quatrieme temps de commutation, ce
qui revient & nous restreindre aux valeurs de pg contenues en [—1,7 — T1]. De
facon analogue au cas précédent, 'ensemble Exp(p, T) N {z = ¢} est appelé le
quatrieme front bang.

Tout d’abord, nous calculons le temps reparametré 7(T); la formule (2.1)
donne 7(T) = Tipo + O(p?).

Un simple calcul permet de voir que la suspension du quatriéme front bang
est une courbe de longueur O(¢) ; pour cela, nous en calculons seulement I’ordre
dominant, et nous trouvons la courbe

{(s¢, (—3s+2v/25% + 25Ty + 16 — T1)(¢) : s € [T1 — 8,0]}. (2.20)

Y
Ty =7
Ty =175
71 =179
xr

FIGURE 2.5 — Suspension du quatrieme front bang des géodésiques du type I'f
au temps T = Ti¢ + O(¢?).

Néanmoins, pour détecter les points de Maxwell, la partie intéressante du
quatrieme front bang est celle avec coordonnée y proche de 0, c’est-a-dire,
d’apres la formule (2.20), celle qui correspond & s ~ T — 8 (ou py ~ 7 —T1).
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D’un autre coté, dans la suite nous utiliserons surtout la suspension du qua-
trieme front bang qui est proche de I'origine (dans le plan affine z = 4¢?); ceci
revient & choisir Ty ~ 8 et p ~ —1.

Pour étudier cette courbe plus en détails, nous posons T; = 8 et pg =
-1+ Zk>1ykp’5, pour certaines constantes vy, k > 1; ensuite, nous répétons
la procédure effectuée pour le cinquieme front bang : d’abord, nous posons
T = T3+ > 500Ky et, grace a équation (2.14), nous trouvons les coeffi-
cients 0 en fonction des vy (nous remarquons que dp = 2) ; ensuite, en utilisant
I’équation 2.15, nous écrivons les §;, comme des fonctions de y1,v2,vs, 12,153, 73,73 . . . ;
ensuite, en imposant z(7) = 4¢2+O(¢®), nous trouvons le parametres 7, k > 2.
En substituant ces développements dans les équations (A.3)-(A.4), nous trou-
vons

(T) =—-v1¢% — (402 +4A +v2) 3+ O(¢h)
y(T) = —(To+v1)C? — (T5 + £(8Cy — 160, + 3(Toy: +v3  (2:21)
+2v2)))¢% + O(¢Y).

Nous remarquons que, & 'ordre dominant, cette courbe est un segment de pente
+1.

Pour obtenir 'expression du quatrieme front bang des géodésiques de la
classe I'_ ¢, nous appliquons & I’équation (2.21) une rotation d’angle = autour
de laxe z (et autour de l'axe p.) et la permutation 4. En particulier, nous
considérons les géodésiques associée au vecteur adjoint au temps initial p(0) =
(—1,p2,p0), ol pg =C+ O(C) et pg =1+>,-, Vkpk. Nous obtenons

z(T) =-vi®+ (402 +4A —v3) 3+ O(¢h)
y(T) = (T — 1)+ (T + 3(8Cy — 160 — 3(Tovy — V2 (2.22)
+2v2)))¢* + O(¢Y).

Pour plus de complétude, nous fournissons, ci-dessus, ’expression des suspension
au plan {z = 4¢?} des fronts des trajectoires qui appartiennent aux classes
I'y,. Elles aussi ont été trouvées a partir des équations (2.21), en suivant les
dispositions données par les Lemmes 10-11.

La suspension du quatrieme front bang associé aux géodésiques de la classe
I',, avec vecteur adjoint au temps zéro égal a (p2,1,1/py), out pg = ¢ + O(¢?)
et pd = —14>,-, Prplk est donnée par

a(T) = (To = B1)C* + (Ts + §(8C1 — 16Cs + 3(~TaB1 + BT
—2B2)))¢* + O(¢Y) (2.23)
y(T) = Bi® + (44 + B2 — 401 + O(¢Y).
Pareil, la suspension du quatrieéme front bang associé aux géodésiques de la

classe T'_,, avec vecteur adjoint au temps zéro égal a (p2, —1,1/pp), ot pg =
C+O(C?) et p2 =1+ 3,5, xkph est donnée par

2(T) =—(Ta+x1)¢* = (T3 + §(8C1 — 16C3 + 3(Tox1 + X7
+2x2)))¢* + O(¢*) (2.24)
y(T) =x1¢%— (44 —x2 —4C1) 3 + O(¢Y).

Notation. Nous introduisons les notations suivantes :
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— Fu4(T) (vespectivement, Fy4(T),G4(T),G4(T))) dénote le quatrieme front
bang, au temps T, des trajectoires de la classe I' (respectivement, I'_y, T, T'_ ;).
Plus précisément

€0 er
Fa(T) = {5(T) Ty <T < T }

ou T3(&) et T4 (&) sont, respectivement, les troisieme et le quatriéme temps
de commutation de la géodésique &.

— F5(T) (respectivement, F5(T),G5(T),G5(T))) dénote le cinquieme front
bang, au temps T', des trajectoires de la classe I' (respectivement, I'_y, T'g, T'_,).

Pour éviter des notations trop lourdes, dans la suite nous allons omettre d’ex-
pliciter la dépendance de T' dans les symboles des fronts.

2.3.1 Auto-intersections du front des géodésiques d’une
méme classe

Pour un temps T = T1¢+O(¢?) fixé, avec Ty € (6,8), le front des géodésiques
appartenant a la classe I'y est composé par I'union F4(T) U F5(T) (pour les
autres classes, c’est pareil).

Dans le cas o Cy # 0 ou Cy = 0 et |Eq| > |Dy| (ce dernier, appelé cas A4),
les deux fronts F4(T)UF5(T') ont un seul point en commun, donné par la valeur
au temps T de la géodésique dont le quatrieme temps de commutation coincide
avec T'. Au contraire, dans les cas B4 et C4, qui correspondent aux formes
normales dans lesquelles 'invariant axs; est nul et |E;| < |D1|, un phénomeéne
assez particulier se produit : il y a aussi une intersection entre les front Fy et le
front F5 qui ne correspond pas a la jonction entre les deux fronts.

Nous allons expliquer en détail le cas nommé B, correspondant la situation
0 < E; < D;. Ce cas est affiché aux Figures 2.6-2.76.

FIGURE 2.6 — Suspension du front des géodésiques de la classe I'y, pour les
valeurs C; = 0, D; > E; > 0. En orange, le quatrieme front bang (F4); en
rouge, le cinquiéme front bang (Fs). De gauche a droite : T = 7.5¢, T = 7.7¢,
T="79Cet T ="7.99C.

Soient & et Ef deux géodésiques contenues dans la classe I' ; nous appelons
respectivement (1,7,1/pg) et (1,1,1/pp) les vecteurs adjoints correspondants,

6. Nous souhaitons souligner que ces Figures, ainsi que les suivantes, sont assez approxi-
matives et ont pour but d’illustrer de fagon seulement qualitative les phénomenes; en effet,
pour des soucis de lisibilité, les proportions entre les longueurs des arcs ne sont pas respectées.
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évalués au temps t = 0. Nous supposons que v = o + > .5 %PIS» n =10+
D ks1 PG €t Po = po + Do gy kPG

Nous évaluons les deux géodésiques a un certain temps T proche du qua-
trieme temps de commutation de la géodésique £ ; en particulier, nous suppo-
sons que T soit plus petit du quatrieme temps de commutation de la trajectoire
& et plus grand du quatrieme temps de commutation de la trajectoire £&. Pour
que cette assomption soit vraie, nous imposons vy < 9. En effet, si v < 19 et
T = (7T—")po+ O(p3), nous pouvons toujours choisir le ordres supérieurs dans
le développement de T et pg assez petit de telle sorte que notre hypothese soit
vérifiée. B

Nous allons maintenant résoudre I'équation &,(T) = &;(T') de telle sorte
qu’elle soit vérifiée a tous les ordres en py. La procédure sera bien détaillée a
la page 60, dans laquelle nous étudions 'intersection entre les fronts Fy et Gy.
Nous trouvons que 7 et 7 sont liés par une de ces deux conditions :

Yo = Mo

Yo + 210 = —3E (2.25)
D,

Si vo = 10, la résolution de I'équation &;(T') = Ef (T) a tous les ordres impose
ar = 0VEk < 3 et T égal au temps de commutation (& des ordres de degrés
supérieurs a 3 en pg prés; néanmoins, les ordres supérieurs ne sont pas inves-
tigués) : en effet, & et & sont la méme trajectoire : nous sommes en trains de
I’évaluer au temps de commutation entre le quatrieme et le cinquieme arc. Si
par contre yg + 2n9 = —3%, en imposant aussi le contraintes ng, vy € [—1,1] et
Yo < mg, nous trouvons que l'intersection entre les deux trajectoires peut avoir
lieu seulement si v € [—1, —%] et ny € [—%,% - ggi] En particulier, nous
trouvons aussi

20
T = (7= 0)p0 = 110 + (FC2 —84%) i + O(p}) (2.26)
o 9 E1\ 4 .
Po = Po — 1A<'Yo + E)po + O(py).

La suspension (sur le plan z = 4¢?) de cette intersection est décrite par
I’équation

z=—(14+7%)¢ =1+ (0 —3)Ca+ (1 + 127 — 573)4 — 12) 3 + O(¢H)
y =4AC + O(¢Y),

avec vy € [f 1, 75—1] ; & moins de négliger des termes du quatrieme ordre en (,
il s’agit d’un segment horizontal de longueur (1 — %)C +0O(¢?).

Nous considérons maintenant les géodésiques appartenant a la classe I'_¢.
Dans ce cas, il n’y a pas d’auto-intersections entre F4(T') et F5(T), comme on
peut voir a la Figure 2.7.

Les mémes calculs sont valables aussi pour le cas B_ (la seule chose qui
change est le dessin; en effet, dans ce cas l'intervalle [— ,—%] est plus long
que l'intervalle [ — %, 1]).

Les cas Cy sont analogues (en particulier, le cas C'; correspond au cas B_,
a une rotation d’angle 7 autour de ’axe z et a une permutation des invariants

pres. Pareil pour le cas C_ par rapport au cas B.).
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FIGURE 2.7 — A gauche (droite) : la suspension de I'auto-instersection du front
des géodésiques de la classe I'y (I'_f). Nous avons coloré en violet le front Fy
et en lavande le front Fs.

2.4 Une breve discussion sur la généricité des
cas étudiés

Nous terminons le chapitre par une discussion, dont le but est d’éclaircir
pourquoi nous nous référons au cas étudiés dans le Chapitre 3 (ou l'article [11])
comme “génériques”, ceux du Chapitre 4 comme “moins génériques” et le cas
du systeme de Heisenberg comme “non générique”.

Cette section est entierement basés sur les notions développées dans ’ar-
ticle [17].

Suivant larticle cité, nous appelons SubR(M) I'ensemble de toutes les struc-
tures sous-Riemanniennes sur la variété M, muni de la topologie de Whitney
([21]). L’ensemble de toutes les structures sous-Finslériennes L' compatibles
avec une structure sous-Riemannienne sur M, noté SF; (M), peut étre identifié
avec I’ensemble R? x SubR(M), que nous munissons de la topologie produit. En
effet, une structure sous-Finslérienne L' compatible avec une structure sous-
Riemannienne correspond & la donnée d’une matrice M € GL(R?) et dune
structure sous-Riemannienne; d’autre part, comme déja observé dans la Re-
marque 7, nous pouvons toujours choisir us = 0 et imposer det M = 1, ce qui
nous réduit le nombre de parametres libres (dans M) a 2.

D’aprés [17, Theorem 1.3, Corollary 1.4, Corollary 2.8], nous écrivons la
fonction vy dans la formule (1.17) comme (2, y, %) = c12? + cay® + 2c32y +
V(z,y) + ¢(x,y,x), ol V est une fonction cubique et ¢ est nulle dans tous
les points (0,0, %), ainsi que toutes ses dérivées partielles par rapport & z,y
d’ordre plus petit que 4. Des calculs simples montrent que

G - 2 C2
aXgl = —3, Aaygy = C1i3 T —5 — 2C3H1H3
M1 My

aXgy = &y3y = —Cip1 i3 + C3.

Ainsi, nous pouvons adapter la preuve du Théoréme 1.5 de larticle [17]
pour conclure que I’ensemble des points g € M, pour lesquels l'invariant axs;
(ou, respectivement, ays,) de la forme normale (1.21) d’une métrique sous-
Finslérienne L' compatible avec une structure sous-Riemannienne est nul, forme
une sous-variété de dimension 2 de M. En conséquence, la propriété C;Cy # 0
(équivalente & axgiays, # 0) est génériquement vérifiée.
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Pareil, demander que |Cy| # |Cs| correspond a demander
1 2 C1
C1 (7 =+ Mg) =+ — F 2czpipz # 0.
Hi M1

En suivant le méme raisonnement que toute a I’heure, nous montrons que ces
propriétés sont génériquement vérifiées.

Les mémes arguments prouvent la généricité des conditions |A| # |Cy| et
|A] # |Cal.

Dans le Chapitre 4, nous considérons les structures sous-Finslériennes pour

lesquelles
01 =0 et D1E1 7& 0.

Des simples calculs montrent que F; et D; sont des combinaisons linéaires des
invariants qui apparaissent dans la métrique sous-Riemannienne d’origine (plus
précisément, des termes appelés V et | dans Iarticle [17]). A nouveau, nous
pouvons adapter la preuve du Théoréme 1.5 en [17]; nous allons conclure que
Pensemble des points ¢ € M pour lesquels les invariants Cq,D; et Ep (ou,
respectivement, Cy, Do et Es) de la forme normale (1.21) d’une métrique sous-
Finslérienne L' compatible avec une structure sous-Riemannienne est nul forme
une sous-variété de codimension 3 de M. En particulier, 'hypothese que C; = 0
et D1 F7 # 0 est génériquement vérifiée si nous nous restreignons a I’ensemble
(non-générique) des points q pour lesquels l'invariant axs; de la forme normale
est nul.

A nouveau, en répétant la méme procédure nous pouvons vérifier que la
conditions |F1| # |D1] est, elle aussi, générique.

Il va de soi que le systéeme de Heisenberg, dans lequel tous les invariants sont
nuls, est non-générique.
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Chapitre 3

Le lieu de coupure dans le
cas générique (C1Cy # 0)

3.1 Les principes de la méthode

Dans ce chapitre, nous allons étudier la partie supérieure (c’est-a-dire, celle
relative aux points (z,y, 2) tels que z > %) du lieu de coupure des géodésiques
(en temps petit), pour des métriques sous-Finslériennes génériques, c’est-a-dire,
dont la forme normale satisfait I’Hypothese suivante :

Hypothese 3 Les invariants A, C1 et Cs sont non nuls.
En plus, nous supposons que |A| # |Ca|, |C1| # |Ca| et |A] # |Cy].

Nous soulignons que les résultats contenus dans ce chapitre sont équivalents
a ces qui ont été obtenus par E. A. L. Ali et G. Charlot dans l'article [11].

Nous commencons notre étude en rappelant que, sous I’Hypothese 3, le lieu
conjugué est completement déterminé par la valeur de Cy et Cs.

Pour détecter les points de Maxwell, nécessaires pour décrire le lieu de cou-
pure, nous regardons les intersections entres des géodésiques dont le controle as-
socié au premier arc bang est différent (dans notre notation, entre géodésiques
qui appartient a des différentes sous-classes de T'). Pour réduire la quantité
d’intersections inspectées, nous nous laissons guider par les résultats de la Sec-
tion 1.2 : ils nous suggerent que, dans le cas générique, les géodésiques de la
classe I'y pourraient perdre l'optimalité, autour de leur quatrieme temps de
commutation, & cause d’une intersection avec une géodésique de la classe I'g, ou
encore, autour du temps 8/p.(0), & cause de 'intersection avec une géodésique
des autres classes.

Afin de réduire ultérieurement le nombre d’intersections a étudier, nous
nous appuierons sur les faits suivants. Tout d’abord, nous allons négliger les
(éventuelles) intersections impliquant des arcs qui stirement ne sont pas opti-
males (par exemple, parce qu'ils arrivent apres un point conjugué). Ensuite, nous
exploitons I'information qui nous est fournie par les invariants A, Cy et Cy pour
localiser les cinquiémes fronts bang : en effet, en observant les équations (2.16)-
(2.17)-(2.18), nous remarquons que le front Fs (respectivement, F5) est contenu
dans une bande horizontale d’épaisseur 4C; (3, centrée autour du point y = 4A¢3
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(respectivement, —4A¢?); pareil, le front G5 (respectivement, Gs) est contenu
dans une bande verticale de largeur 4C2¢3 + O(¢*) centrée autour du point
x = 4A¢? (respectivement, —4A(3).

Si par exemple A > |Cs], alors I'intersection entre Gy et Gs ne se produise
pas.

Lorsque nous avons trouvé tous les points de Maxwell, il faut identifier,
pour chaque géodésique, celui qui arrive avant (au sens temporel) les autres;
ce point constitue le point de coupure de la géodésique. Pour déterminer quelle
intersection arrive avant les autres, soit nous allons calculer explicitement les
temps d’intersection, soit nous allons nous appuyer sur des considérations de
type géométrique.

Notation. Afin d’éviter des lourdeurs excessives, dans la suite nous éviterons,
parfois, de spécifier que nous sommes en train d’écrire seulement les termes plus
important d'un développement (en puissances de (), en négligeant les autres;
ceci arrivera, surtout, en deux situations : quand nous donnerons les coordonnés
des points d’intersection (par exemple, dans I’équation (3.11) nous omettons
d’écrire “+0O(¢®)”); quand nous décrierons le comportement d’une géodésique
en fonction de la valeur du covecteur associé au temps 0 (par exemple, quand
nous dirons que les géodésiques telles que pg € [~1,—1 + ¢¢?] se comportent
d’une certaine fagon, nous entendrons p) € [—~1, -1+ ¢¢* + O(¢?)]).

3.1.1 Exemple de calcul des points de Maxwell

Dans cette section, nous décrivons la méthode utilisée pour détecter une in-
tersection entre deux géodésiques “lointaines”, c’est-a-dire, appartenant a deux
classes différentes. Comme modele, nous considérons les intersections entre les
géodésiques de la classe I'y et celle de la classe I'y, pour un temps T" proche du
temps de coupure de la premiere.

D’abord, nous fixons pg > 0 assez petit, y € [—1,1) et un temps T' > 0. Soit
€ la géodésique associée a l'extrémale (p;,&;) telle que py(0) = (1,v,1/po),
et £, une géodésique (de la classe I'y) associée une extrémale (p,,&,) telle que
P,(0) = (B,1,1/po). Nous supposons que py soit tres proche de po, en imposant
Do = po+ D pso kph, et nous développons B en série de puissances de po :
p=PRo+ ZkZI 61@/)5

Maintenant, nous devons définir les temps reparametré le long des deux
extrémales. Ces deux temps, que nous appelons I et I, doivent satisfaire les
équations

T g
T= / p(s)ds = / p(s)ds. (3.1)
0 0
Pour les déterminer, nous posons d’abord
T =T+ 00+ 061po+02p2+ - et T =Ts+00+01po+0ap2+- (3.2)

T3 et 9; étant, respectivement, le troisiéme temps de commutation (repara-
metré) de & s et de &;. La contrainte que T' soit proche du quatrieme temps
de commutation de & fixe la valeur de dp a 2. Comme nous avons déja fait,
nous injectons lexpansion de py en puissances de pg et les formules (3.2) dans
Péquation (3.1) ; en imposant que I’égalité soit satisfaite & tout ordre en pg, nous
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obtenons les expressions des coefficients d; en fonction des coeflicients dy et ay,
pour k£ > 1. Par exemple, nous obtenons

do=2-v—Po

3\1:(1/*7)0!2*f51+51

~

3

4 4
6o = —=(v* — 15y + 15y + 23)axs; — Saxz2(3y — 3Bo — 2) — 3832 K

92
— 20Bgay s, + 24ays; Bo — 20ays,Bo — 24yays, + 16ays + —ays, + a2y

3

— 209071 + 140&% —Taz — B + g — 20&%’\/ + asy.

A Tl'aide des équations (A.3)-(A.4)-(A.5), nous calculons les jets des trajec-
toires £ et £/, respectivement aux temps (reparametré) I et g ; & nouveau,
nous imposons ’égalité des coordonnées a tout ordre en py (nous nous arrétons
a lordre 4 pour z et y et a 'ordre 5 pour z). A titre d’exemple, nous détaillons
ci dessous la procédure jusqu’a I'ordre 3.

1. (ordre pg pour z et y, ordre pZ pour z) nous trouvons Tp—2g=Po—1, qui
implique Bo = 1. Les équation y; — y, et zy — 2, sont automatiquement

satisfaites.

2. (ordre p2 pour z et y, p§ pour 2) le systéme

nous donne as = 31

l‘f*l‘g:80[27[31761
Y —Yg = PB1—01
2f — 2y = —8ag + X (B1 + 1)

d1 = 0 (nous cherchons une intersection pour

plusieurs géodésiques, ce qui correspond a plusieurs valeurs de y).

3. (ordre p3 pour x et y, pg pour z) le systéme

Ly — g
Yr — Yg
2f — Zg

nous donne

m=++ 1+ 1

+

3(—18y% 4+ 12y + 30)axs; — 8(7 — 5y)axss

40yays; — 56ay3; + Faysy +8az + B2 — o
—4(2y(2ax31 + axza + ays;) + 4axge + 4ays; + ayss)
4(10ax3; + 2ax3s + 2ay3; + 3ays,) + 8y2axa;

%a}"w — B2 — 02

5(3(=2y% 4+ 2(5y? + 4y — 17) — 88y + 138)axs,
2(12y3 — 6(10y?% + 3y — 3) + 54y + 90)axs;
24y2ay,, — 240vays, — 32vays, + 312ay5, — 32ays,
48aiz — 3[52 + 309 — 3[32')/ + 352’Y

a5 = 5y~ D(A+ (1 +7)C)
Ba=2(1-v)C1
52 =(B+v)C1 —2(1+v)A+ 302-

Remarque 12 L’étape 3 nous fournit déja une condition d’existence de l'inter-
section : en effet, la contrainte |B| < 1 est respectée seulement si Cq < 0. Ceci
signifie que, si l'invariant Cy est strictement positif, il n’y a pas d’intersections
entre les fronts Fy et Gy.
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Nous notons que les valeurs précises des coefficients oy, sont nécessaires pour
aboutir le calcul, mais ne donnent pas des conditions d’existence, car on n’a
pas de contraintes sur la valeur de py. Au contraire, les coefficients By et 0y
sont fondamentales, afin d’établir si les intersections cherchées se produisent et
donnent lieu & une perte d’optimalité. Justement, en poursuivant ’analyse, nous
obtenons

+2
B=1+2(1-v)Cipg+2(1—v)(Er + %Dl)pé +0O(pg) (3.3)
1+2
Db+ Oph). (34)

Ta—T =2(y—1)Cips +2(y — 1)(E1 +

Les deux équations ci-dessus mettent en lumiere 'importance de I'invariant Cf,
comme d’ailleurs déja observé a la Remarque 12. En effet, par définition, le
temps de coupure doit étre inférieur (ou égal) au temps conjugué. I peut donc
étre un temps de coupure seulement si C; < 0 et, si Cy = 0, lorsque

1+2
E+ Y

Dy <0. (3.5)

Pareil, I"équation (3.3), avec la contrainte sur les valeurs du vecteur adjoint,
impose C1 < 0 et, si C; =0, aussi

2
By + %Dl <. (3.6)

Finalement, nous allons calculer la suspension de l'intersection sur le plan
{z = 4¢?}, pour un certain ¢ ~ pg fixé. Tout d’abord, nous substituons les
valeurs trouvés par 0 dans l’équation (3.2), et nous calculons les valeurs corres-
pondants pour z(7),y(7) et 2(7). Ensuite, comme fait dans la Section 2.3,
nous allons développer py en série de puissances de (, et ajuster les coefficients
du développement de telle sorte que 2(7) = 4¢? + O(¢®). Nous trouvons

z =—(1+v)
+((5 =9y —9v* +5y") G + (1 + 12y = 5¥*) 4 + (v = 3)C2)¢* + O(¢Y)
y = (4A+2(147)C1)¢* — (D1y* + BEL + D1)(1 +v) — ¢1)¢* + O(¢P).
(3.7
A des erreurs d’ordre O(¢?) pres, il s’agit d’un segment horizontal de longueur
~ 2.

Les intersections G4 N F4 (autour du quatriéme point de commutation de la
géodésique de la classe T'y), F1N Gy (autour du quatriéme point de commuta-
tion de la géodésique de la classe I'_¢) et GiNFy (autour du quatrieme point
de commutation de la géodésique de la classe I'_,), ainsi que leur conditions
d’existence, peuvent étre aisément retrouvées a partir des résultats que nous
venons d’obtenir, en appliquant une permutation des invariants et une rotation
opportune. Nous donnerons plus de détails dans I’Annexe B. Par complétude,
nous donnons ici 'expression des suspensions des intersections G4 N Fy

= (4A+2(1 = B)C)¢3 + 2(Dap? + (3E2 + Do) (1 — B) — ¢1)¢* + O(¢P)
y =—-(1-B)¢
—((1—12B —5p%)4 + (B +3)C1 — 5 (5+9B — 9B — 5B%)C5) * + O(¢H),
(3.8)
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et g_4ﬁ}'4

r =—(4A+2(1 +x)C2)¢3 + 2(Dax® + (3B2 + D2)(1 +x) — 1)¢t + O(¢%)

y =(1+x)¢
+((1+12x = 5x%) 4 — (x = 3)C1 — 57(5 — 9x — 9x* + 5x%)C2) ¢* + O(¢H).
(3.9)

Ici B (respectivement, x) dénote la premieére composante du vecteur adjoint
associé au temps zéro & la géodésique de la classe I'y (respectivement, I'_,)
impliquée dans l'intersection.

Nous donnons maintenant un autre exemple, celui qui concerne l'intersection
de deux quatriemes fronts de stratégies “opposées” (par exemple, celui relatif
aux géodésiques de la classe I'y; avec celui relatif aux géodésiques de la classe
I'_;). Un coup d’oeil a la Section 1.2 nous suggere que ce type d’intersections
peuvent avoir lieu proche de lorigine (dans le plan zy).

Considérons une géodésique de la classe I'y, associée a une extrémale de va-
leur initiale (B, 1,1/po,0,0,0), et une géodésique de la classe I'_,, associée & une
extrémale de valeur initiale (x, —1,1/po,0,0,0), olt nous posons X = >, XkPh
et po = po + O(p?) ; le fait que nous nous plagons pres de 'origine nous impose
T = 8po+O(p2). En plus, il est probable que B soit trés proche de 1 (& différence
du y de 'exemple précédent, qui peut bouger - presque - sur tout l'intervalle
[—1,1]); pour tenir en compte de ce fait nous développons aussi 3 en série de
puissances de po : B =150 Boph-

Nous procédons exactement comme tout a ’heure : tout d’abord, il faut s’as-
surer que les deux temps reparametrés correspondent au méme temps “vrai” T'.
Ensuite, en imposant ’égalité entre les jets des deux géodésiques, nous trouvons

Xo=—-1 Bo=1
X1=p1=0
X2 — B2 =8(4A - C1)

ce qui implique que cette intersection peut avoir lieu seulement si A > C;. La
suspension (sur le plan {z = 4¢?}) de I'intersection est la courbe paramétrée

{x = (4A — 401 +x2)¢* + O(¢Y)

Yy = —(4A — 404 +X2)<3 =+ O(C4) (3.10)

avec x2 € [0,8(A — Cy)].

3.2 Le lieu de coupure dans le cas (; < 0 et
Cy <0

Dans cette section nous ferons I’hypothese que C; et Cs sont tous les deux
négatifs. Nous commencons par rappeler que, dans ce cas, aucune géodésique
n’est optimale apres son quatrieme temps de commutation ; pour chercher le lieu
de coupure nous devons nous restreindre aux intersections entre les quatriemes
arcs de type bang.

Guidés par lanalyse effectuée dans la Section 1.2, nous nous intéressons
d’abord aux intersections Fy N Gy, Ga N Fu, Fa N Ga et Ga N Fu.
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FIGURE 3.1 — Intersections entre les fronts (suspension). Les fleches indiquent
les directions d’évolution des fronts dans le temps.

Considérons les limites des équations (3.7)-(3.9)-(B.3) et (3.8) pour vy,x —
—1let 3,v — 1, respectivement ; pour les équations (3.7)-(B.3), nous trouvons

= F4(A+ )3 + O((Y)
y = +4AC + O(¢Y),

pour les équations (3.9)-(3.8),

= +4A0 + O(¢Y)
y = +4(A - C) + O(Ch).

Nous remarquons que la position réciproque des intersections dépend de la valeur
de I'invariant A : en effet, en comparant simplement ces expressions, on voit que
la courbe décrite par I’équation (3.7) croise celle décrite par (3.9) si A > 0, et la
courbe décrite par (3.8) si A < 0. Dans le premier cas, les intersections F4 N Gy
et G4 N Fy “bornent” le front F, (donc, nous pouvons supposer que le lieu de
coupure des géodésiques de I'ensemble I'¢ est contenu dans 'union de ces deux
surfaces) ; dans le deuxiéme cas, c’est le front G4 a étre borné (voir Figure 3.1).
Ces observations nous amenent a étudier les cas séparément.

A > 0. Lorsque A > 0, comme A > —(A —Cy) et —(A+ Cq) > —A, les
suspensions des intersections G4 N Fy et Fy N G4 se croisent, ainsi que celles de
GysN Fy et F4NGy. Plus précisément, les suspensions des trois fronts Fy, G4 et
G4 se croisent au point

QF = (— 4AC — %(2E1 + )¢t 4AC - §(2E2 + 42)C4>' (3.11)

Pour démontrer cela, nous comparons les expressions (2.21)-(2.24) et (2.23).
Nous trouvons que, au temps

T =8¢+ (2(01 +Cs) — 4A)C3 +0(¢%)

ces trois géodésiques se croisent : la géodésique de la classe I'y avec vecteur
adjoint initial égal & (1,v,1/po), la géodésique de la classe I'y avec vecteur
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adjoint initial égal & (,1,1/po) et la géodésique de la classe I'_, avec vecteur
adjoint initial égal & (x, —1,1/pp), ot

Y =—1-40¢ + O(¢?) (3.12)
B=1+4C1C2+ 0P
X = —1+ (84 — 4C1)C% + O(¢?)

3

po=¢— (C1+C2+ 5A)c3 +0(¢h

~ 3

po=¢—(C1+Cy— iA)CB +0(¢Y)

~ 3

po=C—(Ci+C— A +O(CY.

Pareil, les trois fronts .7:"4, G4 et G4 se croisent au point
- 3 4 4 3 4 4
Q7 = (4AC" = 5B + d)¢*, ~4AC - S(2Bs + o))

Ces observations nous suggerent que, proche de lorigine (du plan affine
z = 4¢?), le lieu de coupure est formé par les intersections entre des géodésiques
de la classe I'y et des géodésiques de la classe I'_, ; nous rappelons que cette
intersection a été calculée en détail dans la Section 3.1.1.

Pour résumer :

— toutes les géodésiques perdent leur optimalité avant leur quatrieme temps
de commutation.

— les géodésiques de la classe I's avec pg € [-1,—1 — 4Cyp3] perdent leur
optimalité en croisant les géodésiques de la classe I'_,; les autres, en
croisant les géodésiques de la classe I'y.

— pareil, les géodésiques de la classe T'_y avec p) € [1 + 4Copg, 1] perdent
leur optimalité en croisant les géodésiques de la classe I'y ; les autres, en
croisant les géodésiques de la classe I'_,.

— les géodésiques de la classe I'y avec pY € [1 + 4C1p3,1] perdent leur
optimalité en croisant les géodésiques de la classe I'y; celles avec P €
[1—8(A—C1)pd, 14 4C1p3], en croisant les géodésiques de la classe I'_, ;
les autres, en croisant les géodésiques de la classe I'_¢.

— enfin, les géodésiques de la classe I'_; avec p? € [—1, —1 — 4C} p3] perdent
leur optimalité en croisant les géodésiques de la classe I'_¢ ; celles avec
pY € [-1 —4C1p3, —1 + 8(A — C1)p?,], en croisant les géodésiques de la
classe I'y ; les autres, en croisant les géodésiques de la classe I'y.

La suspension du lieu de coupure est composée par cing branches lisses

(au moins, jusqu’a 'ordre que nous avons calculé); elle est illustrée dans la
Figure 3.2.

A < 0. Lorsque A < 0, nous avons que —(A +Cs) > Aet A< A—Cp. En
particulier, nous cherchons l'intersection entre les fronts Fy, G4 et Fy et celle

entre les fronts Fy, G4 et Fi. La premiere a lieu au point

Qi = (4A§3 - §(2E1 + )¢t 4AC — %(2Ez + dz)(“), (3.13)
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QF

C3

FIGURE 3.2 — Suspension du lieu de coupure et des fronts pour A > 0. Rouge :
FanGyget FunGy;vert : GoN Fy et G4 Fy; givré : G4 N Gy. En magenta, les
fronts JF, et F4, en azur, les fronts G4 et Gy.

F1GURE 3.3 — Lieu de coupure pour C; < 0,Cy < 0 et A > 0.

la deuxieme au point
N— 3 4 4 3 4 4
Q7 = (—4AC° — 5B + )", ~4AC — S 2By + ().

Nous pouvons répéter les méme calculs du cas précédent, et nous obtenons

que

— toutes les géodésiques perdent leur optimalité avant leur quatrieme temps
de commutation.

— les géodésiques de la classe Ty avec p? € [1 4+ 4C1p3, 1] (respectivement,
de la classe I'_, avec p? € [—1,—1 — 4C4p3]) perdent leur optimalité en
rencontrant les géodésiques de la classe I'y (resp. I'_); les autres, en
croisant les géodésiques de la classe I'_ ¢ (resp., I'f).
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— les géodésiques de la classe I'y avec pY € [-1,—1—4Cp3] (respectivement,
de la classe I'_; avec pY) € [1 4 4Csp3,1]) perdent leur optimalité en
croisant les géodésiques de la classe I'_, (resp. I'y) ; celles avec pg e-1-
ACop3, —1 — 8(A + C2)p3] (resp. p) € [L+ 8(A + C2)p¢, 1 + 4CspF]), en
croisant les géodésiques de la classe I'_f (resp. I'y) ; les autres, en croisant
les géodésiques de la classe I'y (resp. I'_).

La suspension du lieu de coupure est illustrée dans la Figure 3.4.

)

4 ..

~ 4AC?

FIGURE 3.4 — Suspension du lieu de coupure et des fronts pour A < 0. Rouge :
FaNGyet FyNGy;vert : GyN Fy et Gy N Fy; orange : Fy N Fy. En magenta,
les fronts F4 et Fu, en azur, les fronts G4 et Gy.

3.3 Ci;>0and Cy <0

Nous commencons cette section en remarquant deux faits : tout d’abord,
les géodésiques des classes I'+; sont localement optimales jusqu’au cinquieme
temps de commutation, ce qui implique que les cinquiemes fronts bang peuvent
participer au lieu de coupure ; par contre, le temps conjugué de toute géodésique
appartenant a la classe I'y (ouT'_) coincide avec le quatrieme temps de commu-
tation, donc les fronts Gs et Gs ne sont pas optimales. Ensuite, les intersections
FiNGy et F4N Gy nont pas lieu (3 cause des équations (3.3)-(3.4)).

Nous rappelons aussi que la suspension du front F5 (respectivement, .7:"5) est
contenue (& des ordres supérieurs pres) dans la bande horizontale d’épaisseur
4C1¢3, centrée autour de l'ordonnée y = 4A¢3 (respectivement, —4A(3); la
position relative des deux fronts (et par conséquence la possibilité d’intersection
entre eux) est donc déterminée, entre autre, par la valeur relative de A par
rapport & C7 et —C4. Nous allons discuter les 4 cas possibles (en excluant les
cas non-génériques A = +C1).

A > Cq. Nous allons commencer par étudier les géodésiques de la classe I's.
Tout d’abord, nous pouvons exploiter les résultats de la Section 3.2 et déduire
que les géodésiques avec pg ~ 1 perdent leur optimalité avant leur quatrieme
temps de commutation, quand elles intersectent le front G4 (car cette intersection
est encore possible). Ensuite, nous remarquons que, comme A > C; (et donc,
A—Cy > —A+ Cy), le front F5 n’intersecte pas le front Fs.

65



L’analyse dans I’Annexe B-\) nous dit que les intersections F5 N G4 ne sont
pas intéressantes. Il ne nous reste qu’a chercher les intersections du type F5NGy :
les détails sont donnés dans I’Annexe B-6). Les conditions (B.11)-(B.12) sont
satisfaites pour tout pg € [—1,1]. En effet, la premiere est une conséquence de
I’hypothese A > C1, la deuxiéme du fait que Cyp > Cs.

La suspension de cette intersection est un arc de parabole (tournée vers la
droite) qui relie les points (—4A¢3, 4(A+C1)¢3) et (—4(A—C1)¢3,4(A—C1)C3).
En particulier, en dérivant ’expression (B.13) par rapport & pg, nous remarquons
que, au point (—4(A — C1)(3,4(A — C1)¢3), la pente de la tangente & la courbe
est —1.

Nous pouvons répéter les mémes arguments pour étudier la perte d’optima-
lité des géodésiques de la classe I'_y.

En résumant, nous pouvons conclure que

— toutes les géodésiques de la classe I'; perdent leur optimalité en croisant les
géodésiques de la classe I'_,. Celles avec pg € [~1,—1 — 4Csp2] perdent
leur optimalité avant leur quatrieme temps de commutation, les autres,
apres leur quatrieme temps de commutation.

— pareil, toutes les géodésiques de la classe I'_ ¢ perdent leur optimalité en
croisant les géodésiques de la classe I'y. Celles avec pg € [1 + 4Cyp3,1]
perdent leur optimalité avant leur quatrieme temps de commutation, les
autres, apres leur quatrieme temps de commutation.

— les géodésiques de la classe I'_, (respectivement, I';) avec pd e [-1+
8(A — C1)p3, 1] (respectivement, p? € [-1,1 — 8(A — C1)p3]) perdent leur
optimalité en croisant les géodésiques de la classe T'y (I'_y) ; les autres, en
croisant les géodésiques de la classe I'y (I'_y).

La suspension du lieu de coupure est une courbe C! (au moins, jusqu’a I'ordre
que nous avons calculé), composée par une seule branche; elle est illustrée dans
la Figure 3.5. Quant au lieu de coupure, il est illustré a la Figure 3.6.

C1 > A > 0. Ce cas est tres proche du précédent ; néanmoins, il y a trois
différences majeures :
- comme A < Cy, lintersection G4 N G4 n’a pas lieu;
- par contre, on peut avoir I'intersection F5 N Fs, étudiée dans 1’ Annexe B-
1) ;
- Dintersection entre .72-'3 et Gy (respectivement, Fs et G4) peut avoir lieu
0 <

seulement si p, < o 1, ou pg est, comme d’habitude, la deuxieme

composante du vecteur adjoint au temps zéro associé a la géodésique de la
classe T'y (respectivement, p) > 1— %, ol pY est la deuxiéme composante

du vecteur adjoint associé a la géodésique de la classe I'_y).
Nous pouvons donc conclure que

— les géodésiques de la classe I'_, (respectivement, I'y) perdent leur opti-
malité en croisant les géodésiques de la classe I'y (I'_y); en particulier,
celles dont la premiere composante du vecteur adjoint au temps zéro est
comprise entre —1 + 8Ap3 et 1 intersectent le front F; (respectivement,
pour pY € [1,1—8Ap}] intersectent F), les autres intersectent le front Fs
(respectivement, Fs).
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FIGURE 3.5 — Suspension du lieu de coupure et des fronts dans le cas ot A >
C1 > 0. Vert : GyNFy et GoaNFy; vert foncé : GiNFs et GaNFs; givrd : G4NGy.

En magenta, les fronts Fy, Fs et Fu, Fs, en azur, les fronts G4 et G,. Les fleches
indiquent le directions dans lesquelles les fronts évoluent avec le temps.

FIGURE 3.6 — Lieu de coupure pour Co < 0 et A > C7 > 0.

— les géodésiques de la classe I'y avec pg € {—1, % — 1} perdent leur opti-

malité en croisant les géodésiques de la classe I'_ ; les autres, perdent leur
optimalité & cause de l'intersection F5 N F5. En particulier, nous remar-
quons que, pour pg = % —1, la pente de la tangente & lintersection F5NGy4
est I'intersection F5 N Fs est de classe O (jusqu’a l'ordre considéré).

67



FIGURE 3.7 — Suspension du lieu de coupure et des fronts pour C; > A > 0.
Vert : G4 N Fy et G4 N Fy; vert foncé : Gy N Fs et G4 N F5; vert clair : Fy N Fs.

— la perte d’optimalité des géodésiques de la classe I'_; est completement
analogue.

La suspension du lieu de coupure est une courbe C!, composée par une seule
branche, et elle est illustrée dans la Figure 3.7.

—C; < A<0. Comme A est négatif et Cp positif, les intersection entre le
cinquieme front bang des géodésiques des classes 'y avec celles appartenant
aux classes 'y, ne peuvent pas avoir lieu (la condition (B.11) est en effet violée).
Par contre, comme A — C; < —A — (', nous pouvons avoir des intersections
entre le cinquieme front bang F5 (Fs) et le quatrieme front bang Fy (F4) (voir
Annexe B-¢)).

Regardons maintenant Iintersection F5 N Fy. D’apres 'équation (B.6), la
suspension de cette intersection est une parabole tournée vers la droite, et sa
tangente au point p, = %4—1 est égale & —C /A ; en particulier, 'intersection est
toujours a droite de la ligne y = —%x. Ceci nous suggere que, pour pg < % +1,
le front Fs5 croise le front F5 avant croiser le front Fy.

En résumant

— les géodésiques de la classe T'y avec p) € [—1,—1—4(Cy — A%/Ch)pj]

perdent leur optimalité avant le quatrieme temps de commutation, en
croisant les géodésiques de la classe I'_, si pg € [71, —-1- 402;)%], et en
croisant le F5; sinon. Les autres, perdent 'optimalité apres le quatrieme
temps de commutation : celles avec p) € [—1 —4(Cy — A%2/Ch)p3, 1 + %}

en intersectant F5, les autres en croisant J4. En particulier, les jonctions
entre ces intersections sont de classe C! (jusqu’a l'ordre considéré).

— le méme raisonnement décrit la perte d’optimalité des géodésiques de la
classe I'_y.

— les géodésiques des classes I'y et I'_; perdent leur optimalité en croisant
les géodésiques de la classe I'_¢ et I'f, respectivement.
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FIGURE 3.8 — Suspension du lieu de coupure et des fronts pour —C; < A < 0.
Vert : G4 N Fy et Gy N Fy; jaune : Fy N Fy et F4 N Fy; vert clair : Fs N Fs.

La suspension du lieu de coupure est une courbe C!, composée par une seule
branche, et elle est illustrée dans la Figure 3.8.

A < —C7 <0. Le fait que |A| > Cy détermine deux différences par rapport
au cas qu’on vient d’étudier : tout d’abord, les conditions (B.4) et (B.7) sont
vérifiées pour tous les pg € [~1,1]; ensuite, I'intersection F5 N F5 n’a pas lieu
(voir I’Annexe 2.1.2-1)). D’autre part, I'intersection F4 N Fy a lieu.
Nous pouvons conclure que :
— les géodésiques de la classe I'y associées au vecteur adjoint p(0) = (1, pg, 1/p0),
avec pg € [—1, -1-8(4+ Cg)pg], perdent leur optimalité avant le qua-
trieme temps de commutation ; plus précisément, celles avec p? < —1 —

Yy
4Cyp3 coupent les géodésiques de la classe I'_4; celles pour lesquelles

Py € [-1 — 4Cyp3,1 — 4(2A + C3)p3] croisent le front Fs; enfin, celles
avec p) € [—1 —4(2A + Cy)pj, —1 — 8(A+ C2)p3], & cause de Dintersec-
tion F4 N Fy. Les autres, perdent I'optimalité apres le quatrieme temps de
commutation, en intersectant le front JF.

— le méme raisonnement décrit la perte d’optimalité des géodésiques de la
classe I'_j.

— les géodésiques des classes I'y et I'_; perdent leur optimalité en croisant
les géodésiques de la classe I'_¢ et I'f, respectivement.

La suspension du lieu de coupure est une courbe C?, illustrée dans la Fi-
gure 3.9.

3.3.1 (Ci<0et (Cy>0

Les roles de Cy et Cs sont completement échangeables. Pour cela, ’analyse
menée dans la Section 3.3 peut étre adaptée au cas C; < 0 < Cs, en exploitant,
comme d’habitude, les symétries trouvées dans les Lemmes 10-11.
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FIGURE 3.9 — Suspension du lieu de coupure et des fronts pour —C; < A < 0.
Vert : G4 N Fy et G4 N Fy; jaune : Fs N Fy et F4N Fs; orange : Fu N Fy.

Le dessin du lieu de coupure sera donc une ”version horizontale” des Fi-

gures 3.5-3.7-3.8-3.9.

34 Ci>0et Cy >0

Lorsque C1 et C5 sont tous les deux positifs, le temps conjugué des géodésiques
des classes T' coincide toujours avec le cinquieme temps de commutation.

Dans cette section, sans perte de généralité, nous allons supposer que Cy >
Cy; en effet, comme déja remarqué dans la Section 3.3.1, le cas Cy > C est
completement analogue et peut étre déduit aisément.

Avant de poursuivre I'analyse, nous observons les faits suivants :

- les seules intersections entre quatrieémes fronts bang possibles sont Fy NFy

et G4 N 64, car les conditions d’existence pour les autres intersections ne
sont pas vérifiées.

- les intersections entre cinquieéme fronts comme F5 NG5 peuvent participer
au lieu de coupure.

- comme on peut voir dans I’Annexe B, toutes les intersections qui peuvent
participer au lieu de coupure ont longueur O(¢?).

Nous remarquons (pour plus de détails, voir I’Annexe B) que I'intersection
entre F5 et Gy a lieu seulement si la deuxiéme composante du vecteur adjoint

associé a la géodésique I'y satisfait pg € [f 1,2 g—f — 1} ; d’autre part, 'inter-

section F5 N F5 impose Py € [% -1, % + 1] (et |A] < Cy). Lorsque A > 0, les
deux intervalles sont disjoint si A > /C1C5.
Pour cela, nous allons distinguer six cas, correspondants aux valeurs relatifs

des invariants A, Cq et /C1C5.
A > Cy. Comme d’habitude, nous commencons par étudier la classe I'y. Les

conditions d’existence dans I’Annexe B nous suggerent que les morceaux du lieu
de Maxwell dans lesquels les géodésiques peuvent perdre 'optimalité sont

FsNGy, FsNGs et FsNGs.
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Néanmoins, le front Gy est contenu (& moins d’ordres supérieurs) dans la bande
verticale de largeur 4C2¢3 + O(¢*) centrée autour du point z = 4A¢3, donc, a
droite de l’origine ; il est peu probable que le front F5 passe a droite de 'origine
tout en conservant son optimalité. Nous allons donc nous concentrer sur les
autres deux candidats. -

Tout d’abord, nous rappelons que Fs5 et G5 s’intersectent seulement pour
py <2 -1 (pg étant la deuxieme composante du vecteur adjoint associé
ala geodemque I's), et que la suspension de 'intersection est un segment de
pente —,/C1/C5. D’autre part, la condition (B.12) est vérifiée justement pour

pg > 2 @ — 1, donc 'intersection entre les fronts Fy et G4 peut participer
au lieu de coupure En égalisant les suspension de ces deux intersections, nous

trouvons que, en effet, elle se joignent pour p; = 2, /%2 —1 (voir la Figure 3.10).

FIGURE 3.10 — Les intersections F5 N G5 (magenta) et F5 N Gy (vert foncé).

Considérons maintenant les trajectoires de la classe I'_ 4, avec vecteur adjoint
initial p_,(0) = (B, —1,p0), po = po+O(po)- Si B € [~1+8(A—C1)pj, 1], elles
perdent 'optimalité en croisant le front Fs. Pour B € [—1,—1 + 8(A — C1)p3],
la perte d’optimalité est due & lintersection des fronts G4 et G4. En comparant
les tangentes aux courbes, nous pouvons vérifier que, & l'ordre (3, la jonction
entre ces deux suspensions est de classe C*.

Par symétrie, nous pouvons retrouver la suspension du lieu de coupure des
géodésiques des classes I'_¢ et I'y. Elle est illustrée a la Figure 3.11.

Ciy > A > /C1Cs3. Tous les éléments nécessaires pour comprendre ce cas
ont déja été dévoilés dans les sections précédentes, plus précisément quand nous
avons étudié le cas C; > A > 0> C5 et le cas A > Cp > C5 > 0. En effet, par

rapport au cas que nous venons d’étudier, nous avons que les géodésiques de
la classe I'y peuvent intersecter G4 seulement pour py <z % — 1; d’autre part,

pour po > 2A — 1, elle peuvent croiser le front Fs.
Pour cela la suspension du lieu de coupure ne présente pas trop de différences
par rapport au cas précédent : il s’agit d’une courbe C*, illustrée & la Figure 3.12.

VC1C2 > A > 0. Comme nous avons déja observé dans le début de la Sec-
tion 3.4, l'intersection F5NGs a lieu pour les géodésiques I'y avec pg [-1,2
1], et Vintersection Fs 0]35 pour pg [ -1, 2A -+ 1]. Comme 0 < A < \/0102,

nous avons que = 71 <2 —1:il faut donc comprendre si les géodésiques de
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FIGURE 3.11 — Suspgnsion du lieu de coupure et des frontsipour A>Cy>Cy >
0. Magenta : F5 N Gy ; vert foncé : F5 NGy ; givré : G4 N Gy.

CS

FIGURE 3.12 — Suspension du lieu de coupure et des fronts pour C; > A >
v/ C1C5. Magenta : F5 N G5 ; vert foncé : F5 N Gy ; vert clair : Fgs N Fs.
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FIGURE 3.13 — Les intersections F5 N G5 (magenta) et F5 N F5 (vert clair) et
FsNGs (lilas).

la classe I'y avec pg € {% -1,2 % - 1] perdent leur optimalité en intersec-

tant le front G5 ou le front F5. Comme nous avons déja fait précédemment, pour
comprendre cela nous allons étudier plus en détails le graphe des intersections
concernées (voir Figure 3.13). En effet, d’apres les équations (B.19)-(B.17), la
suspension de F5NGs est un segment de pente —+/C1/C5 et celle de F5 NFs est
un segment de pente —C4 /A, et les deux se croisent pour pg =-1+ CAI + %,
c’est-a-dire, au point

(—4a(1- \/gj)<3,401(1 - %43))

D’autre part, d’apreés I’Annexe £), F5NG5 est permise pour pg >1-2/CoC4
et sa suspension est un segment de pente /C1/Cs; FsNGs et Fj NFs et F5sNFs
est un segment de pente —C'/A. Les suspensions des trois fronts Fs, Fs et G
se rencontrent au point

C C
(4401~ & )¢ 40 (1 Efgi”)).

D’apres calcul, la géodésique de la classe I'y qui croise en ce point les fronts Gs
et C;5 est associée au vecteur adjoint pg =1+ C% — ,/g—f.
Ces calculs nous permettent de prouver que toutes les géodésiques de la

classe I" perdent leur optimalité apres leur quatriéme temps de commutation et,
plus précisément :

— les géodésiques de la classe I'y associées au vecteur adjoint pg < -1+

CAI + g—f perdent leur optimalité croisant les géodésiques de la classe

I'_4; celles avec pg € [—1 + Cil + ,/%’;’,14— CAI — g—f en croisant les
géodésiques de la classe I'_; ; les autres, en croisant les géodésiques de la
classe I'y .

73



¢ |

FIGURE 3.14 — Suspension du lieu de coupure pour C; > A > /C1Cs ; a gauche,
Cy < Aj; a droite, A < Cy . Magenta : F5 NG5 et F5 N Gs; lilas : F5 N Gs et
F5 N Gs; vert clair : F5 N Fs.

— pareil, les géodésiques de la classe I'_y associées au vecteur adjoint pg >

A C. . s . P

1-& /& perdent leur optimalité croisant les géodésiques de la classe
. 0 1A Cy 1 _ A _ [C ;

Iy; celles avec p, € [ 1 ot Cl,l oh ¢ | en croisant les

géodésiques de la classe I'y; les autres, en croisant les géodésiques de
la classe I'_,.

— en utilisant les relations pour B dans I’Annexe B-£), nous voyons que les

A Aql o 3 aQ 7"4 —7‘4
géodésiques des classes T'y (I'_,) avec p < Tee B> m) perdent

leur optimalité en croisant les géodésiques de la classe I'y (I'_y) ; les autres,
en en croisant les géodésiques de la classe I'_; (I'f).

La suspension du lieu de coupure est composée par cinqg branches; elle est
illustrée dans la Figure 3.14.

—v/C1C3 < A <0 Ce cas est completement analogue a celui qu’on vient
d’analyser, la seule différence étant donnée par le fait que l'intersection Fs N Fs
a pente positive.

La suspension du lieu de coupure est montrée dans la Figure 3.15.

—C1 < A< —/C1C2 Lorsque A < +/C1C5, la valeur —1 + CAI + 1/% n’est

plus admissible pour la composante pg du vecteur adjoint, ce qui suggere que

lintersection F5 N G5 ne participe plus au lieu de coupure. En effet, d’apres

I’Annexe B-¢), nous pouvons vérifier que les géodésiques de la classe I'y avec

vecteur adjoint pg e-1,-1+ 4(% — Cg)pg} coupent le front F5 avant leur
1
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FIGURE 3.15 — Suspension du lieu de coupure pour —/C1C2 < A < 0. Magenta :
.F5ﬁg5 et .7:5ﬂg5; lilas : .7-"5095 et .7-"5095; vert clair : .F5ﬁf5.

quatrieme temps de commutation ; nous rappelons que, d’apres I’équation (B.6),

cette intersection est un arc de parabole. D’autre part, celles avec vecteur adjoint

pyel-1+ 4(% —Co)p, 1+ 20%] perdent leur optimalité toujours en croisant
1

le front F5, mais seulement apres leur quatrieme temps de commutation.

Les géodésiques de la classe I'y avec pg > 1+ 2041 perdent elles aussi leur

optimalité apres le quatrieme temps de commutation ; pour pg e+ 2041, 1-—
2 g—f], en croisant le quatrieme front bang des trajectoires I'_¢, pour pg >
1-— 2\/gif en intersectant le front Gs.

La perte d’optimalité des géodésiques de la classe I'_  est completement ana-
logue ; pour trouver les intervalles des valeurs du vecteur adjoint qui donnent lieu
a des “morceaux” différents du lieu de coupure, il suffit d’appliquer le Lemme 11.

Toutes les trajectoires de la classe I'y (I'_,;) perdent leur optimalité apres
leur quatrieme temps de commutation, en croisant le front F5 (.7:_5)

En calculant la tangente a la courbe aux points ou les différents morceaux
se joigne, nous vérifions que le lieu de coupure est de classe C'. Sa suspension
est illustrée dans la Figure 3.16.

A < —C; Lorsque A < —C1, le comportement des géodésiques est tres simi-
laire de celui qu'on a pour A > C;. La suspension du lieu de coupure est une
courbe C'' composée par la concaténation de cing morceaux lisses (toujours, la
régularité est assurée jusqu’a l'ordre que nous considérons). Plus précisément :
— les géodésiques de la classe I's avec vecteur adjoint pg el-1,-1- 8(A +
02) pg] croisent le front F, avant leur quatriéme temps de commutation ;
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FIGURE 3.16 — Suspension du lieu de coupure pour —C7 < A < —/C1C5. Vert
clair : F5 N Fs; lilas : F5 NG5 et F5 NGy ; jaune : Fs N Fy et F5 N Fy.

celles avec vecteur adjoint pf) € [-1 — 8(A + Cz)p§,1 — 2 g—f] perdent
I'optimalité globale apres leur quatrieme temps de commutation, en croi-
sant le front F5. Enfin, pour pg >1-24/ g—f, la perte d’optimalité est due
a lintersection JF5 N Gs.

— La perte d’optimalité des géodésiques de la classe I'_; est completement
analogue (il suffit d’appliquer le Lemme 11).

— toutes les géodésiques de classe I'y (I'_,) perdent leur optimalité a cause
de lintersection F5 N Gs (F5 N Gs).

Le lieu de coupure est C!, et sa suspension est montrée dans la Figure 3.17.

76



CS

FIGURE 3.17 — Suspensign du lieu de coupure pour A < —C. Orange : F, NF, ;
lilas : F5 N Gs et F5 N Gs; jaune : F5 N Fa et Fs N Fy.
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Chapitre 4

Le lieu de coupure pour

Ch1=0

Ce chapitre contient la majorité des résultats originaux du manuscrit. Le
résultats ont été présentés dans la contribution [23] et font 'objet de la pré-
publication [22].

Comme déja anticipé dans I’'Introduction, nous allons considérer la situation
(non-générique) des structures sous-Finslériennes telles que l'invariant Cy est
nul. Comme nous verrons dans ce Chapitre, méme si on suppose que les inva-
riants A et Cy soit non-nuls, ceci va changer énormément la structure du lieu
de coupure, qui, dans ce cas, sera déterminée aussi par les valeurs des deux in-
variants Dy, Eq, définis dans I’équation (2.13). Autrement dit, nous allons faire
I’hypothese suivante :

Hypothese 4 Les invariants A, Cy, D1 et Ey sont non-nuls. En plus, nous as-
sumons que |A| # |Ca| et |D1| # |E1| .

L’invariant C7 est nul.

Nous pouvons déja anticiper les principales différences par rapport aux résultats
du Chapitre 3 :

e comme déja remarqué dans la Section 2.2.2, lorsque |D1| > |E}|, le temps
conjugué des géodésiques de la classe I'y (I'_y) correspond au quatrieme
temps de commutation pour certaines trajectoires, au cinquieme pour les
autres; lorsque |E1| > |D1/, si le temps conjugué des géodésiques de la
classe I'y coincide avec le quatriéme temps de commutation, alors, pour
les géodésiques de la classe I'_y. il coincide avec le cinquieme temps de
commutation (et vice-versa).

e d’aprés les équations (2.16)-(2.17), les suspensions des cinquiemes fronts
bang F5 et F5 sont des courbes de longueur O(¢*). En plus, a 'ordre ¢*
la symétrie entre les deux fronts n’est pas préservée.

e si nous considérons les jets des géodésiques jusqu’a I'ordre ¢*, nous nous
apercevons que la suspension du lieu de coupure n’est plus C! (mais elle
Pest par morceaux) ;

e la suspension du lieu de coupure pourrait étre non-connexe.
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Dans la suite, nous allons analyser en détails les cas : By < —|Dq| (cas A_),
Dy > E; >0 (cas By) et —D; < Eq < 0 (case B_). En effet, comme désormais
il est clair, les autres cas peuvent étre retrouvés a partir de ceux la, juste en
échangeant entre eux le comportement des fronts des géodésiques de la classe
I'y avec celui des fronts des géodésiques de la classe I'_;.

4.1 FE; < —|Dy| (cas A_)

D’apres la Proposition 4, les temps conjugué des géodésiques de la classe
I'y coincide avec leur quatrieme temps de commutation, alors que celui des
géodésiques de la classe I'_; coincide avec leur cinquiéme temps de commuta-
tion. Pour ce qui concerne les géodésiques des classes I'4, ceci dépend du signe
de (5. Nous allons analyser tous les cas séparément.

4.1.1 Cy <0

Tout d’abord, nous observons que les seuls cinquiemes front qui peuvent étre
optimaux sont ceux des trajectoires de la classe I'_;. Dans la Figure 4.1, nous
voyons le comportement des suspension du fronts dans le cas ou A > 0.

)

FIGURE 4.1 — Formation du lieu de coupure dans les cas A_ avec Co < 0 et
A > 0 a gauche. En rouge (respectivement, bleu, orange, violet) le front F
(respectivement, G, F, G)

Comme d’habitude, nous commencons par analyser le comportement des
trajectoires de la classe I'y; dans cette section, nous pouvons largement nous
appuyer sur l'analyse menée dans la Section 3.2. En effet, les conditions (3.5)-
(3.6) sont satisfaites pour tout y € [—1,1], et le fait que Cs soit négatif rend
possible 'intersection GanN Fy.

Si nous calculons les limites des équations (3.7)-(3.8)-(3.9) pour y — —1
(c’est-a-dire, proche de l'origine dans le plan de coordonnée verticale z = 4(¢?),
nous remarquons que, méme lorsque C; est nul, la position réciproque de ces
intersections dépend du signe de l'invariant A. En effet, nous avons toujours
que, si A < 0, les suspensions des trois fronts Fy, G4 et G4 se croisent au point
QJT (défini dans (3.11)). Ceci nous permet d’établir que les géodésiques de la
classe I'y avec pg € [-1,—1 — 4Cyp3] perdent leur optimalité en intersectant le
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(quatrieme front des) géodésiques de la classe I'_,, les autres en intersectant le
(quatrieme front des) géodésiques de la classe T',.

Nous allons maintenant nous intéresser a la classe I'_ ;. Nous ne considérons
pas les intersections des géodésiques de cette classe avec celles de la classe I'y
(car nous avons vu que ces derniéres ont déja perdu l'optimalité locale), et les
équations (B.1)-(B.2) interdisent les intersections avec les fronts des trajectoires
de I'_4, il ne nous reste qu’a considérer les trajectoires de la classe I'y : plus
précisément, nous regardons aux intersections du type G4NFy et G4NFs (détails
dans les Annexes B-3) et ¢)). L'intersection G, N F; concerne seulement les
trajectoires de la classe I'_y avec pg € [1 +4Cap%,1]; les autres géodésiques
perdent leur optimalité apres le quatrieme temps de commutation, toujours a
cause de l'intersection avec le front G4. En particulier, la tangente & la suspension
G4 N Fy (équation B.14) est donnée par

dy  y(py) P

dr x(pj) T - +0()

La limite de cette expression pour pg — +1 nous montre que la jonction de ce
morceaux du lieu de coupure avec le reste est de classe C1.

Nous pouvons résumer le comportement des géodésiques de la classe T’
comme il suit :

— les géodésiques de la classe I'y perdent leur optimalité en intersectant les
géodésiques T'y (si pd € [L+4(E1+ B1)p3,1]), Ty (si pd € [1 —8Ap3, 1+
4(Br+ 5H)pg, 1)) et Ty

— les géodésiques de la classe I'_; perdent leur optimalité & cause des inter-
sections avec I'y and I'.

— finalement, toutes les géodésiques de la classe I'_; perdent leur optimalité
en intersectant le front G4, comme expliqué ci-dessus.

La suspension du lieu de coupure est composée par trois branches de classe

C'. Elle est illustrée dans les Figures 4.1-4.2. Le lieu de coupure est affiché dans
la Figure 4.3.

Lorsque A < 0, 'intersection entre les quatriemes fronts des trajectoires des
classes I'y et I'_, est interdite (voir & la page 61); d’autre part, comme nous
avons déja fait dans la Section 3.2, nous pouvons prouver que les suspensions
des fronts Fy, G4 et Fs de croisent au point Q}' défini dans I’équation (3.13).
Nous pouvons déja conclure pour les géodésiques de la classe I'y, : elles perdent
Ioptimalité avant leur quatrieme temps de commutation, en intersectant le front
Fy si elles sont associées & un vecteur adjoint p,(0) = (p9,1,1/po) avec p) >
1+ 4(E1 + %)p%, en intersectant le front F, les autres.

Par contre, l'intersection des trois fronts au point @Ji n’a plus lieu; en effet,
les fronts F4 et G4 n’ont pas de points en commun. Nous allons donc regarder
§’il y a une intersection entre le front G, et le front .7:'5.

En imposant 1’égalité entre les jets des expressions (2.21), (2.24) et (2.17),
on peut prouver que les trois fronts Fy, 54 et .7_:5 se rencontrent au point

( _4AC — %(2E1 +ah)Ct, —4ACP — 2(2E, + Dy — écl)g‘*),

au temps T = 8(C + (4A + %CQ)CB.
Nous concluons que
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— les géodésiques de la classe I'f associées au vecteur adjoint (1, pg, £0), avec
Py € [=1,—1—4C,p5 + 4(E2 + D2/3)pg], perdent 'optimalité en coupant
le front Gy ; celles avec Py € [-1 —4(Cy + 24)p§ + 4(E2 + D2 /3)p, 1], en
coupant le front Gy ; les autres, lorsqu’elles rencontrent les géodésiques de
Iensemble I'_ ;.

— les géodésiques de I'ensemble I'_; associées au vecteur adjoint (—1, p27 £0)
perdent leur optimalité de la maniere suivante : pour pg el+4(FE +
%Dl)pg, 1], en coupant, avant le quatritme temps de commutation, les
géodésiques de 'ensemble I'y. Les autres, en coupant les géodésiques de
I’ensemble I'¢, apres leur quatriéme instant de commutation si pg > 1+
(84 + 4C3)p3, avant sinon.

Comme dans le cas précédent, nous pouvons conclure que le lieu de coupure
est composé par trois branches C*. La suspension du lieu de coupure est illustrée
dans la Figure 4.2.

—

FIGURE 4.2 — Suspension du lieu de coupure dans le cas A_, avec Cy < 0._A
gauche, A > 0, a droite, A < 0. Rouge : F4 N Gy; vert : Gy N Fy et Gy N Fy;
givré : G4 N Gy ; vert foncé : G4 N Fs. ; orange : Fyu N Fy; jaune : Fyq N Fs.

4.1.2 Cy>0

Nous rappelons que, lorsque Cy > 0, les intersections du type G4NFy et G4N
JF4 ne sont plus présentes; en plus, les cinquiemes fronts bang des trajectoires
des classes I't4 sont localement optimaux. Un apercu de la suspension du front,
lorsque nous considérons A > 0, se trouve dans la Figure 4.4.

Comme nous avons déja remarqué, la suspension du front Gs est contrainte
dans la bande comprise entre les lignes verticales {x = (4 — C3)¢3 + O(¢*)}
et {z = (A+ C2)C® + O(¢YH} (voir 'équation (2.18)) : ceci nous dit qu’on doit
distinguer 4 cas, suivant les valeurs relatives de A et Cs.
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FIGURE 4.3 — Lieu de coupure dans le cas A_, pour Cy < 0 et A > 0.

FIGURE 4.4 — Formation du lieu de coupure dans les cas A_ avec A_ avec
A > Cy > 0. En rouge (respectivement, bleu, orange, violet) le front F (respec-

tivement, G, F,G)

A > Cy La suspension du lieu de coupure est une courbe composée par la
concaténation de morceaux des intersections suivantes :

FinNGs, GiNGs, GiNGs, GiNGs F5NGs.

En effet, nous commengons par remarquer que les géodésiques de la classe I'y
peuvent perdre leur optimalité seulement par intersection avec les géodésiques
de la classe I'y, car le fait que Cy > 0 interdit les intersections avec le front G4
et A > 0 interdit celles avec les fronts Fy et Fs.

Regardons maintenant les géodésiques de la classe I'_; : les intersections du
front Fy avec les fronts Fu, G4 et G4 n'ont pas lieu; de méme, lintersection
F5 N Gy na pas lieu (& cause de la condition (B.12)). Il ne nous restent que
les intersections Fs N Gs et Fy N 55, mais nous allons étudier la premiere, car,
lorsque A > Cs, le front Gs se trouve plus “a droite” du front Gs.

Posons T = Ti¢ + ToC? + T3¢3 + Tu¢* + O(¢%), et considérons les fronts
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concernés, au temps T’ (équations (2.17) et (2.18)). Si nous procédons comme
nous l'avons toujours fait, c’est-a-dire, si nous imposons ’égalité des jets des
deux fronts (jusqu’a l'ordre 4 en (), nous allons trouver les contraintes suivantes

4
T, =8, T5 =0, T3:—4A—§C’2, p=-1

ainsi que les deux paires de solutions pour pg et Ty :

4
py=1  Ti=4(E— Ep) - 5(D1+Dy)
1 3E1 3 D1 2 D2
0
el T:—(E —) —4(E 22,
Py ="3%5p, 1= ap, 1t 2+3)

Le premier couple n’est pas surprenant : en effet, considérons la géodésique de la
classe I'y associée au vecteur adjoint p,(0) = (p),1,1/po), et évaluons-la & son
cinquieme temps de commutation (9 + p2)pg + O(po). Sa limite pour p? — —1
est effectivement la géodésique de la classe I'_; (associée au vecteur adjoint,
au temps zéro, (—1,1,1/pg)), évaluée & son quatrieme temps de commutation
7 +p2. Ceci nous dit que, en posant 3 = —1, pg =1 et Ty tel que T est égal
au cinquieme temps de commutation de la de la premiere trajectoire (ou le
quatrieme de la deuxiéme trajectoire), alors le systéme (2.17)=(2.18) est vérifié
a tout ordre en (.

Comme les solutions ne sont que deux, il semblerait qu’il n’y avait que deux
points d’intersection entre les fronts concernés (c’est-a-dire, seulement deux
paires de géodésiques s’intersectent); en particulier, ceci impliquerait que les
géodésiques de la classe I'_y n’ont pas de points de Maxwell avant le point
conjugué (car les autres intersections sont interdites).

Nous allons tenter une stratégie un peu plus fine que la simple égalisations
des jets : posons B = —1+n(p),¢) et T = 8¢ — (44 + 3C2)¢* + T0.(pY, ¢),
ou n et T, sont des fonctions, que nous allons supposer continues lorsque pg €
[—1, 1] et ¢ est assez petit ; nous substituons ces expressions dans Gs. Le systéme
(2.17)=(2.18) devient alors

AC5(1 4 B) — To(13,¢) + (— 3D1(PY)? + 2E1(1)? + 2By — 2D5B? + 4E>B + 2D2)¢ = o(C)
205(1 — B?) = T (99, ¢) + (3 D2B> — 2E2p? — 2B, — 2D1(pl)* + 4E1p 4+ 2D1)¢ = 0(¢),
(4.1)
ou les termes nommées o(¢) dépendent aussi de 7, pg and 7. En sommant les
deux équations et en factorisant le résultat, nous trouvons

(4.2)
ou le reste R(n, T, pg, () est une fonction telle que

4
R(O,T4 — 8¢+ (444 3C) % -1, g) — 0V,
(ici, T4 dénote le quatrieme temps de commutation de la géodésique appartenant

a la classe I'y) et qui va a zéro plus vite que ¢, lorsque ¢ approche 0.
En négligeant les termes d’ordre supérieur en ¢, I’équation (4.2) devient

n*(3C2+ (3D2 +3E2 +2D2n)¢) + (1 —py)* ( — 2D1p, + 3E1 — D1)¢ =0, (4.3)
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‘/\‘ 30y 3(Dg+By) /
2Dy

2D2¢ 3Cy _ 3(D3+E3)
2D5¢C 2Dy

FIGURE 4.5 — Le graphe de la fonction n?(3Cy + (3D3 + 3FE2 —2D2n)(), & gauche
pour Dy > 0, & droite pour Dy < 0.

qui est une équation cubique en 7. Pour pg =1, elle a la racine double {n = 0}

et la racine simple {n = —% - % — %%} ; cette derniere n’est pas admissible,

car elle sort de lintervalle [—1,1] si ¢ est assez petit. Lorsque la valeur de p_g
bouge (dans lintervalle [—1,1]), le seul terme affecté dans 1’équation (4.3) est
lordonnée a 'origine ; comme (72D1p2 — D1+ 3FE;) < 0 pour tout pg €[-1,1]
et (1 — pg)2 > 0 pour pg # 0, en bougeant pg nous allons juste déplacer le
graphe du polynoéme vers le bas; autrement dit, la racine constante de (4.3) se
sépare en deux racines distinctes, I'une positive, I'autre négative ; elle sont des
fonctions continues de pg et, pour ( assez petit, la plus grande est toujours plus
petite que 2, donc admissible (voir Figure 4.1.2).

Le méme raisonnement s’applique aussi a ’équation (4.2) : en effet, R vaut
zéro pour 3 = —1, pg =1 et T égal au temps de commutation; par continuité
et grace au fait que R va a zéro plus vite que ¢, il existe un certain ¢ > 0 tel
que, pour tout p)) € [~1,1) et tout ¢ < ¢,

(1 _p2>2(_2D1p2 + 3E11 - Dl) - R(anapgaC) > 07

si |n| < 1/2 et T est assez proche du temps de commutation. Par conséquence,
le graphe de la fonction définie dans le terme de gauche de I'équation (4.2) est
proche du graphe de la fonction définie dans le terme de gauche de ’équation
(4.3).

L’équation (4.3) suggere que la solution recherchée va & zéro comme +/C,
lorsque ¢ = 0; nous allons donc chercher une racine de la forme T}(pg,C ) =

VCm () + Cn2(pY) + /s (py) + O(¢?), ot les fonctions n; sont continues en
pg. En substituant ce développement dans (4.2), nous trouvons

—2D1pY + Dy — 3FE
n(p},¢) = (1 pw B L 00,

Nous remarquons que la dérivée

on o _ 3¢ 0 _

84



a signe constant pour pg € [-1,1], ce qui implique que 7 est strictement mono-
tone par rapport a pg € [-1,1] (plus précisément, elle est croissante).

En substituant p = —1—|—77(p2, () dans la premiére équation du systeme (4.1),
nous obtenons

0 J—
T (p, ¢) = 4(1 — pg)\/c2(2D1Py +3D1 3E,)C

Enfin, la suspension de l'intersection entre les fronts Gy et F5 est obtenue en
remplagant T avec (4.4) dans I’équation (2.17), et nous donne la courbe

+0() (4.4)

D1+2D1p%—3E1)C>

74(A+Cz)<3+4\/( a4 (1= p)C7? +0(¢)
= —4AC + O(¢Y),

——
s B
35

|

paramétrée par pg € [-1,1].

Nous concluons enfin que les géodésiques appartenant a la classe I'_ ¢ perdent
leur optimalité apres leur quatrieme temps de commutation, en intersectant le
cinquieme front bang des trajectoires de la classe I'y

Nous pouvons passer a 1’étude du lieu de coupure des géodésiques de la
classe I'y. Nous rappelons que, pour p? proche de 1 (plus précisément, p¥ >
1- 4(E1 + %)pg), les géodésiques de la classe I'y perdent leur optimalité par
intersection avec le front F4. En faisant la limite pour Yy — —1 (qui correspond
apd — 1 —4(E1 + Btp}) de I'équation (3.7) nous voyons que 'extrémité de
la suspension de l'intersection entre les deux fronts se trouve autour du point
(—4(A 4 C3)¢3,4AC3) ; cette région est d’ailleurs balayée par le front G5 : nous
allons donc étudier 'intersection gmg}) ; les détails se trouvent dans I’Annexe B-
7n), dans laquelle nous montrons que I'intersection la suspension de 'intersection
est un arc de parabole qui relie les points (—4(A + C3)¢3,4A¢3) et (—4(A —
C2)(%, 4(A — C2)CP). )

Comme d’habitude, la suspension de 'intersection G4 N Gs peut étre déduite
de I'expression de I'intersection G4 NG5, juste en appliquant une rotation d’angle
7 et la permutation 4. En particulier, il s’agit d’un arc de parabole avec conca-
vité Oy, reliant I'intersection G4 N G4 au point (4(A + Cy)¢3, —4A¢?). Nous
rappelons que G4 NG, est un segment de pente —1 (voir I'équation (3.10)) ; nous
avons ainsi prouvé que, & cet ordre, les jonctions des différents morceaux du lieu
de coupure au points (—4(A+C2)¢3,4AC3) et (—4(A—Co)(¢3,4(A—C2)¢3) sont
Cc.

Nous pouvons conclure que les géodésiques de la classe I'; perdent ainsi leur
optimalité

— sip? > 1+ 4(E; +1/3D1)p3 + O(ph), en intersectant Fy.

—si 1 — 40302 < p¥ < 1+ 4(Ey + 1/3D1)p}, en intersectant Gs (voir

I’équation (B.10)).
— si 1 —84p% < p% < 1 — 40302, elles perdent leur optimalité le long du
cinquieéme arc, en intersectant G4 (voir Iéquation (3.10)).

— les géodésiques dont —1 + 2.,/pg _DT_;’EI +O(po) <pY < 1—8Ap3 +

O(p3) perdent ainsi leur optimalité le long du cinquiéme arc, en intersec-
tant le quatrieme front bang des géodésiques de la classe I'_,.

— enfin, celles avec p? < —1+2,/po %ﬁf’& + O(pg) perdent leur opti-

malité le long du cinquieme arc, en intersectant le front Fs.
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Nous remarquons aussi que, différemment des cas jusqu’ici analysés, la jonc-
tion de ce morceaux avec le reste du lieu de coupure n’est pas C'.

Les trajectoires de la classe I'_, perdent leur optimalité de fagon assez si-
milaire que les trajectoires de la classe 'y (avec la seule différence qu’elles ne
rencontrent que les trajectoires de la classe I'y).

La suspension du lieu de coupure est montrée dans la Figure 4.6; le lieu de
coupure, dans la Figure 4.7.

0 < A< (Cy Comme déja vu dans la Section 3.3, ce cas est tres similaire au
précédente, sauf en deux aspects : tout d’abord, I'intersection entre les qua-
triemes fronts des géodésiques appartenant aux classes I't, n’appartient pas
au lieu de coupure (méme partiellement) ; ensuite, seulement un morceaux de
lintersection G4 N G5 est issu d’une intersection entre géodésiques optimales
(c’est-a-dire, il appartient au lieu de coupure) : autrement dit, une partie des
géodésiques impliquées ont déja perdu I'optimalité lors de 'intersection.

Prenons en effet une géodésique la classe I'y, associée au vecteur adjoint
(p2,1,1/po) ; elle coupe (avant son quatrieme temps de commutation) une géodésique
de la classe I'_, seulement si p! < % — 1 (condition (B.9)); pour pd > % -1,
lintersection a lieu apres le quatrieme temps de commutation (voir les An-
nexes B-n)-v) pour plus de détails). En résumant, le morceaux de 'arc de pa-
rabole qui appartient au lieu de coupure est celui qui relie les points (—4(A +
Co)(3,4A¢3) et (4(A — C2)C3, (—4A%/Cq + 4A)(3). De fagon similaire, 'arc de
parabole issu de I'intersection G4 N Gs et reliant les points (4(A+ Co)(¢3, —4AC3)
et (—4(A — Cq)(3, (4A?/Cy — 4A)(?) appartient lui aussi au lieu de coupure.

Les points (4(A — C2)(3, (—4A%/Cy + 4A)(3) et (—4(A — Co)(3, (4A2%/Cy —
4A)¢?), quant A eux, sont joints par l'intersection Gs N Gs, qui est un segment
de pente —A/C5 (voir I’Annexe B -v)).

En résumant, le lieu de coupure est composé par la concaténation des inter-
sections suivantes :

FinGy, GiNGs, GsNGs, GiNGs, FsNGs.

Il est assez facile de vérifier que toutes les jonctions entre différents morceaux
sont C1, & exception de celle qui implique F5 N Gs.

—(Cy < A < 0 Ci-dessous, nous allons prouver que, dans ce cas, le lieu de
coupure est composé par la suivante concaténation de morceaux des intersections
de fronts :

FanGy, FanGs, GsnGs, FinGs, FsNGs.

Tout d’abord, nous rappelons que le fait que A soit négatif implique que les
géodésiques appartenant aux classes I'; and I'_, peuvent (éventuellement) s’in-
tersecter seulement apres leurs cinquiemes temps de commutation. D’autre part,
nous remarquons que l'intersection F, N G4, toujours existant et candidate & la
formation du lieu de coupure, est contenue dans une bande de largeur O(¢*)
centrée autour de 'ordonnée y = 4A¢3, alors que le front F5 est contenu dans
une bande de largeur O(¢?) centrée autour de Pordonnée y = —4A¢3; comme
en plus G4 N F, n’a pas lieu, il semble plus prometteur d’étudier I'intersection
F1 N Gs. En exploitant les calculs menés dans I’Annexe B-x), nous pouvons
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FIGURE 4.6 — Suspension du lieu de coupure dans le cas A_, avec Cy > 0 et
A > 0. En haut, le cas ot A > Cy, en bas, celui oun 0 < A < Cy; rouge : F4NGy;

bleue : G4 NG5 et G4 NG5 ; givré : G4 N Gy ; magenta Gs N Fs; cyan : G5 N Gs.
Les petits cercles montrent les points oil la jonction n’est pas C?.

FI1GURE 4.7 — Lieu de coupure dans le cas A_, pour A > C5 > 0.

conclure que, étant donnée une géodésique de la classe I'y associée au vecteur
adjoint (au temps zéro) égal & (p?,1,1/p), alors
— sipl > 1—|—4(E1 + D1/3) pe+O(pg), la géodésique perd I'optimalité avant
son quatrieme temps de commutation, en intersectant une géodésique de
la classe I'y.
—sipl e 1+ %, 1+ 4(Ey + D1/3)p3], perd Doptimalité apres son qua-
trieme temps de commutation, en intersectant une géodésique de la classe
I'; dont le vecteur adjoint au temps zéro est égal a (l,ﬁg,l/ﬁo), avec
Py < —1—8A4p} et po = po + O(p3) ; I'équation (B.16) nous dit que la
suspension de cette intersection est un arc de parabole; en particulier,
la partie qui appartient au lieu de coupure est celle qui relie les points
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(4(A — C2)(3,4AC) et (—4(A + C2)(3,4(A + A%/C5)¢3) (nous rappelons
que ¢ ~ po).

— enfin les géodésiques telles que p € [—1,1 + %] perdent leur optimalité
en intersectant le front Gs.

En répétant le méme argument, nous pouvons montrer que ’arc de parabole
donné par la suspension de I'intersection F; N G5 et reliant les points (—4(A —
Co)(3, —4AC3) et (4(A+ Co)(3, —4(A+ A%/C5)(¢?) appartient, lui aussi, au lieu
de coupure.

Il ne nous reste qu’a comprendre comment les géodésiques de la classe I'_
avec vecteur adjoint au temps zéro égal & (—1,p), po), pour pf) < 1+ 8Apg,
perdent 'optimalité. Comme d’habitude, nous allons tout d’abord observer la
position des fronts : elle nous suggere que le seul lieu de Maxwell qui pourrait
étre optimal est donné par lintersection du front Fs5 avec le front Gs.

Pour trouver une telle intersection, nous procédons exactement comme nous
avons fait pour étudier le cas A > Cs. En imposant I’égalité des coordonnées
des deux fronts, nous trouvons

(L+x)%(38C2 = (3E2 + (2x — 1) D2)¢) + (py) + 1)*(=2D1py + 3E1 + D1) = o(()
T(p5,¢) +2(x* — 1)C2 — 2(D1(p9)* + (1 + x?) B2 + 2Dax® — 2E1p — $D1)¢ = 0(¢),
(4.5)
ou pg dénote la deuxieme composante du vecteur adjoint associé au temps zéro
a la géodésique I'_f et x la premiere composante du vecteur adjoint associé au
temps zéro a la géodésique I'_,. En négligeant les termes d’ordre supérieur en (,
nous remarquons que la premiere équation possede une solution évidente pour
X = pg = —1. Nous allons donc substituer x = —1 + 77(1727 ¢) dans I’équation,
ainsi obtenant une équation cubique pour 7, avec terme constant égal a (pg +
1)*(=2D1pY) + 3E) + Dy). Ce dernier étant négatif pour tout p) € (—1,1], la
racine double {n = 0} se sépare en deux, dont une est toujours positive et plus
petite que 2, pour pf) € [~1,1) et ¢ assez petit.
Pour ( assez petit, nous obtenons I’estimation suivante

2D,p° — Dy — 3E
n(p),¢) = ﬁ\/ Py 3021 La + 1) + O(Q).

Nous remarquons que la dérivée partielle 8377)(])2, () est positive pour tout pg €
Y

[—1,1]. En substituant x = —1+n(p), ¢) dans la deuxiéme équation du systeme

(4.5), nous obtenons

— D1 — 3E1)C2
3

D 0

ce qui nous permet d’écrire la suspension de 'intersection étudiée :

(1+1y) +0(0),

{.’L‘ _ —4(A _ 02)<3 _ 4(]72 + 1)\/(2D1p2—D31—3E1)Cz C7/2 + 0(44) (4_6)
y = —4A¢ + O(¢h).

Nous pouvons montrer que toutes le jonctions, a exception de celle qui im-
plique (4.6), sont C! (3 moins de terme d’ordre supérieurs). La suspension du
lieu de coupure est montrée dans la Figure 4.8.
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FIGURE 4.8 — Suspension du lieu de coupure dans le cas A_, pour —Cy < A < 0.
Rouge : F4 NGy ; violet : F4 NGy et F4NGs; cyan : G5 N Gs; bleu : F5 N Gs.
Les petits cercles montrent les points ol la jonction n’est pas C*.

A < —Cy < 0 Ce cas est tres proche du précédent, a deux différences pres :
tout d’abord, la contrainte p9 > 1 + % (voir ’Annexe B-x) est satisfaite pour
tout p? € [~1,1], ce qui nous dit que I'arc de parabole (B.16) (ainsi que son
symétrique) appartient & la suspension du lieu de coupure pour tout p¥ € (—1,1)
(& des ordres O(¢?) pres) ; ensuite, la partie du lieu de coupure plus proche de
l'origine dans le plan {z = 4n?} est donnée par l'intersection Fy N Fy, étudiée
dans I’Annexe B-¢).
Le lieu de coupure est la concaténation des intersections suivantes

FinGy, FanGs, FanNFs, FinGs, FsNGs.

Nous pouvons montrer que toutes le jonctions, a exception de celle qui implique
(4.6), sont C! (& moins de termes d’ordre supérieurs). Le lieu de coupure est
montré dans la Figure 4.9.

FIGURE 4.9 — Suspension du lieu de coupure dans le cas A, pour A < —Cy < 0.
Rouge : F4 NGy ; violet : F4 NGy et F4NGs; orange : F4 N Fy; bleu : F5NGs.
Les petits cercles montrent les points ol la jonction n’est pas C*.

4.2 0< E; <D (case By)

Lorsque I‘gill < 1, les formes possibles du lieu de coupure ne sont pas

déterminées seulement par les valeurs des invariants Cy et A, mais la valeur
du rapport % rentre aussi en jeu.

Regardons notamment les conditions d’existence pour lintersection entre
les fronts Fy et Gy; si D1 > E; > 0, la condition (B.1) est vérifiée pour tout
pg € [—1,1], alors que la condition (B.2) est vérifiée seulement si pg < ggi —&—% :
si 3% < 1, alors g’gi + % < 1, ce qui implique que seulement un sous-ensemble
des géodésiques de la classe I'_; intersectent une géodésique de I'ensemble I'_,
avant leur quatrieme temps de commutation. Le lieu de coupure dépend donc
aussi de la valeur de %. Ceci donne lieu a plusieurs sous-cas, qui seront étudiés
en détails ci-dessous.

4.2.1 Cy<0

Tout d’abord, nous considérons le cas Cy < 0, dans lequel les géodésiques qui
appartiennent a la classe 'y, qui ont déja commuté de controle quatre fois, ne

89



sont plus optimales; donc, dans cette section nous allons considérer seulement
les fronts G4 et Ga.

A >0 La Figure 4.10 montre les suspensions des fronts dans les cas ou A > 0.

N

F1GURE 4.10 — Mécanisme de formation du lieu de coupure dans le cas By, pour
Cy<0,A>0et % < 1. Les fleches montrent la direction de déplacement des
fronts, quand le temps augment.

Nous commencons par nous concentrer sur les géodésiques de la classe I'y.
Ceci est le premier cas, que nous rencontrons, dans lequel le temps conjugué des
géodésiques de la classe I'y coincide avec leur quatrieme temps de commutation,
mais l'intersection entre les fronts F4 et G4 n’apparait pas.

D’autre part, dans la Section 2.3.1 nous avons vu que le front F4 peut inter-
secter le front F5 : considérons en effet une géodésique de la classe I'y, associée
au vecteur adjoint p,(0) = (1,])27 1/po), pg € [-1, —%); au temps (repara-
metré) Ty = 7 — %pg + Sgi + O(po), cette géodésique croise la géodésique,
appartenant elle aussi a la classe I'y, associée au vecteur adjoint p,(0) =
(1, =35 — 3pY,1/p0), out po = po + AW + E1D1)pj + O(p}).

Les géodésiques de la classe I'y avec pg proche de -1, quant a elles, inter-

sectent le front Q4, comme nous avons vu dans la Section 3.1.1; 'intersection
entre les fronts F5 et G4 est aussi permise (voir I’Annexe B-8)). 11 faut donc
comprendre quelles parties de ces intersections appartiennent effectivement au
lieu de coupure. Pour cela faire, nous cherchons une intersection entre les trois
fronts ; nous fixons ¢ > 0 et un temps T = 8¢ + O(¢?), et nous considérons : les
deux géodésiques de la classe I'¢, associées respectivement, au temps zéro, aux
vecteurs adjoints (1,7v,1/p0) et (1,v,1/po) et la géodésique de la classe I'_, as-
sociée au vecteur adjoint (x, —1,1/po), ol po, po et po sont choisis de telle sorte
que les troisiemes coordonnées (2) de ces trajectoires vaillent 4¢% + O(¢%). Nous
imposons aussi I’égalité entre les autres deux coordonnées, a tout ordre des jets
(jusqu’au quatriéme). Nous trouvons que le temps auquel les trois trajectoires
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s’intersectent est

3(E1 + D1/3)2

_ 8 3_ 4 5

T—8§—|—(302 14)¢ D¢+ oE)
et les valeurs des vecteurs adjoints sont
v =—1—-4CoC* + 4(E> + D2/3)¢* + O(¢Y) po=¢—(Ca+ gA)gS +0(¢h
- 1 3FE ~ 3 -
V=5-5p TO© fo=C—(C2= SAV)C +0O(CY)

2

X = —1+8A¢* + (5E; + % + 3—[)1)43 + 0" po=¢—(Cy— ;A)C?’ +0(¢Y).

De ce calcul, nous pouvons déduire que

— les géodésiques de la classe I'y avec pg 6_[—1, —1 — 4Cyp3) perdent leur

optimalité & cause de l'intersection F4 N G4.

— celles dont pg est compris entre —1 — 4Cop3 et % — 3E1 perdent leur

optimalité a cause de 'intersection entre les fronts F4 et .7:5, comme décrit
dans la Section 2.3.1.
1 3B

— enfin, celles avec pf) € (5 — T

quatrieéme temps de commutation, en intersectant le front Gy ; les détails
du calcul de cette intersection de trouvent dans I’Annexe B-6).

1] perdent leur optimalité apres leur

Nous soulignons que nous avons considéré le cinquieme front bang seulement
pour les géodésiques avec py > —£L s pour les autres, le cinquieme arc bang n’est
pas optimal.

Considérons maintenant les géodésiques de la classe I'_ ¢, et soit (—1, pg, 1/po)

le vecteur adjoint leur associé au temps zéro; si 3511 > 1, 'équation (B.2) est
satisfaite pour tout pg € [—1,1]; ceci signifie que toutes les géodésiques de la
classe I'_ ¢ intersectent le front Gy, au temps (reparametré) 7 = 7+p3 4+ O(pj).
Nous pouvons conclure que toutes les géodésiques de la classe I'y perdent leur
optimalité le long du quatrieme arc bang : si pg € [~1,1+4C5pE], en intersectant
Q4, les autres en intersectant G,.

Pour étudier les géodésiques de la classe I'ty, nous pouvons nous appuyer
sur les arguments développés dans les Sections 3.2 et 4.1.1 : les géodésiques de la
classe I'_; perdent leur optimalité lorsqu’elles intersectent les fronts Fiou Gy.
Nous pouvons ainsi conclure que les géodésiques de la classe I'_; perdent leur op-
timalité lorsqu’elles intersectent les géodésiques de la classe I'y (équations (3.9)

t (B.13)), celles de la classe I, et celles de la classe I'_ ¢ (équation (3.7)).

Nous rappelons que la suspension de lintersection G4 N G4 est, & Pordre
dominant, un segment de pente -1. D’autre part, en dérivant ’équation (B.13)
par rapport a pg, nous trouvons que la tangente & la suspension F5 N Gy est
donnée par

y'(oy)  —4(Dipy + Ei1) +O(C)
200~ 2(Dul + BN+ 1) + O0)
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qui vaut —1 + O(¢) pour py = 1 : nous en déduisons que la jonction entre les
deux intersections est C*.
La suspension du lieu de coupure est illustrée dans la Figure 4.11, a droite.

Si 351 < 1, Péquation (B.2) est satisfaite seulement si pO < ggl + % qui
R 1 1 .z
est inférieur a 1 il reste donc a comprendre comment une geode51que associée

au vecteur adjoint p_s(0) = (—l,pg, 1/po), pg > ;’gi + %, perd son optimalité ;

si pg > 1+ 4C3p2, nous avons déja vu que ceci arrive a cause de l'intersection
entre les fronts G4 et Fy.

Le front F, ne peut pas intersecter le fronts F; ot/ou Fs, car A > 0, et les
(éventuelles) intersections avec les fronts Gs et G5 ne sont pas intéressantes, car
ces derniers ne sont pas optimaux ; il ne reste qu’a considérer le front Fs.

Grace a l’équation (2.17), nous voyons que la suspension du front Fs est
contenue dans une bande horizontale de largeur O(¢*), centré autour de I'or-
donnée {y = —4A¢3}. Ceci nous suggere de vérifier si ce front peut croiser le
front G4 : ce calcul est fait dans I’Annexe B-:). En particulier, la suspension de
cette intersection est une courbe de longueur O(¢*) qui relie les intersections
GaNGy et FsNGa.

Pour étudier la régularité du lieu de coupure, nous allons calculer les tan-
gentes des branches différentes, aux points de jonction; nous pouvons ainsi
vérifier que la suspension du lieu de coupure est C! (jusqu’a Pordre ¢3) au
croisement entre les fronts F5, G4 et Fy, mais elle ne l'est pas au croisement
entre les fronts Fs5, G4 et Ga.

En résumant, différemment du cas ou % > 1, la suspension du lieu de
coupure n’est pas connexe; une des ces composantes connexes est composée par
seulement une branche, ’autre par trois branches, dont une qui n’est pas C'.
La suspension est montré dans la Figure 4.11 (& droite).

——
| |
Eiq
1 =
( Dy )¢ —_—

[ —
1 1 |
1 1 3B
1 _ 5k
: (2 2 1)4
1

FIGURE 4.11 — Suspension du lieu de coupure dans le cas By, pour Cy < 0 et
A>0. A gauche, 3E1 > 1, a droite & < 1. Rose : F4NGy;rouge : F4NGy;

vert : G4 N Fy et g4 ﬂ Fy; givré : Gy ﬂ Q4, vert foncé : F5 NGy et F5 N Gy. Les
cercles indiquent les points ot la suspension n’est pas C1.
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FIGURE 4.12 — Lieu de coupure dans le cas B4, avec Cy < 0 and A > 0. A
gauche, % > 1, a droite % < 1.

A < 0 Tout d’abord, nous rappelons que, lorsque A < 0, I'intersection entre
les fronts F5 et G4 n’a pas lieu (voir I’Annexe B-6) pour plus de détails) ; ainsi,
nous nous demandons comment les géodésiques qui appartiennent a la classe I'y
et telles que pg > % — Sgll perdent leur optimalité. Nous nous rappelons que,
dans le cas A_ ou C5 et A sont, tous les deux, négatifs, une partie du lieu de
coupure est donnée par l'intersection entre les fronts F4 et Fy ; nous allons donc
chercher une intersection entre les trois fronts Fy, F5 et F4. En comparant les
équations (2.16)-(2.21) et (2.22), nous voyons que les trois géodésiques suivantes
se croisent : les deux géodésiques de la classe I'y, associées respectivement aux
vecteurs adjoints p;(0) = (1,v,1/po) et pp(0) = (1,p2, 1/po) et la géodésique
de la classe I'_, associée au vecteur adjoint initial p_,(0) = (—=1,v,1/po), ot

3 E? 1 4
y=—1-(4Co +8A)* — (- = + By —4E> + —Dy — =D5)¢* + O(¢Y)
2D, 6 3
1 3K
0o _ - 1 2
Py =35~ 3p, T O

3 E2 1 4
v =1+4Cy¢% + (51711 + By — 4B + <D — gm)g3 +0(¢h

po=C—(Cr+Co+ gA)C?’ +0(¢Y
Fo=o=C (Ca+ HA)C°+ O,
Le temps d’intersection est donné par
T =8¢+ (202 +44) ¢+ O(¢%).

Nous remarquons d’ailleurs que, au temps T, la deuxieme géodésique a déja
dépassé son quatrieme temps de commutation, égal a T = (7.5—|— ;’gi )pﬁ-(’)(p%),
contrairement aux autres deux.

Ce calcul nous suggere d’explorer les intersections du front F5 avec le front
F4 (pour plus de détails, voir I’Annexe B-¢)) ; en effet, Grace & 1’équation (B.8),

nous voyons que cette intersection a lieu au temps T' = 8py+O(p2) ; d’autre part,
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I'intersection entre les fronts F4 et F5 a lieu au temps T' = (7—)po+O(p3) (voir
Péquation (2.26)), pour y > —1; ceci nous dit que, lorsque g € [—%7 i- ggi 1,
lintersection F5NJFy arrive avant Uintersection FsNFy : done, c’est la premiére

qui constitue une partie du lieu de coupure (pour ces valeurs de pg).

En résumant, nous pouvons distinguer deux cas; si % > 1, la suspension

du lieu de coupure est connexe, et composée par cinq branches de classe C'. En
particulier :

— les géodésiques appartenant a la classe I'y et associées au vecteur adjoint
p;(0) = (1,p),1/po), avec pj) € [-1,—1 — 4(24 + C2)¢?), perdent leur
optimalité avant le quatrieme temps de commutation, par intersection

avec le front front F; ; celles pour qui pg €(—1— (40 +84)(%, 5 — ggi)
perdent leur optimalité a cause de l'intersection Fy NF5 ; enfin, celles avec
pg € (% — ;’gll ,1], perdent leur optimalité apres le quatritme temps de

coupure, en intersectant les géodésiques de la classe I'_¢.

— les géodésiques appartenant a la classe I'_y associées au vecteur adjoint
p_(0) = (=1,p),1/po), avec p) € (1+4Co(*+4(Ey+D2/3)¢?, 1], perdent
leur optimalité en intersectant Gy ; celles pour qui p) € (144Co¢*+4(Ea+
D5 /3)¢?,1], en intersectant Fs ; celles avec py € (1 +4(24 + C2)¢?,1 +
4C5(¢?), en intersectant Fy; enfin, celles pour qui pg € [-1,1+4(24 +
C3)¢?], en intersectant le front Gy.

— les géodésiques appartenant a la classe Iy, perdent leur optimalité le long
du quatrieme arc bang, a cause de I'intersection avec le front Fy, le front
F4 ou le front Fy.

La suspension du lieu de coupure est illustrée a la Figure 4.13, a gauche.

Si par contre % < 1, la suspension du lieu de coupure est formée par
deux composantes connexes. La différence plus évidente par rapport au cas
précédent (31:],511 > 1) est donnée par le fait que les géodésiques de la classe I'_¢
pour lesquelles pg_e (% + ;’gi ,14+4(2A+ C2)C2) n’intersectent pas le front Gy.
Comme le front JF4 peut croiser les fronts G4, F4 ou JF5 seulement lorsque pg
est proche de —1, la seule option qui reste, aux géodésiques de la classe I'¢,
pour avoir un point de Maxwell, est donnée par l'intersection Fs N Fy ; celle-ci
est étudiée dans I’Annexe B-¢). En dérivant 1’équation (B.5) par rapport a pg,
nous voyons que la pente de la tangente a la suspension de cette intersection est

donnée par

dy(p)) 2
D) 20
dz(py)  (py —1)
en particulier, pour pj = % + g’gi) la pente vaut *ﬁ + 0(¢), ce qui

montre que la jonction avec F; N Fy n’est pas CL.
La suspension du lieu de coupure est montrée a la Figure 4.13, a droite.

4.2.2 Cy>0

Comme nous avons déja vu (par exemple, dans les Sections 3.3 et 4.1.2),
lorsque Cy > 0, nous avons 4 sous-cas différents, suivant la valeur de A par
rapport a Cy et —Cs. En plus, dans ce cas, la forme du lieu de coupure dépend

3E,

aussi de la valeur de D Nous allons étudier tous les sous-cas.
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FIGURE 4.13 — Suspension du lieu de coupure dans le cas By avec Cy < 0 et

A<0. A gauche nous illustrons le cas ol % > 0, a droite, celui ou % < 0.
Rose : F4 N F5; jaune : Fs N Faet Fs N Fa;rouge : FaN Gy vert : GoN Fy et

G4NF,; orange : F4N Fy. As before, the circle indicates non-smooth junctions.

A > Cy Commencons, comme d’habitude, par analyser la classe I'f; nous
avons déja vu dans la Section 4.2.1 que les géodésiques associée au covecteur
3 Fy

ps(0) = (1,])27 1/po), avec pg € [— 1,% — §D—1]7 sont sujettes & l'intersection

entre les fronts F, et Fj5; il faut maintenant regarder ce qui se passe pour celles

pour lesquelles pg > % — %% Tout d’abord, nous rappelons que 'intersection

G4 N F4 ne se produit pas (car Co > 0) ; ensuite, nous observons que le front Gs
reste toujours “a gauche” du front Gs (car A > 0); enfin, nous remarquons que
Iintersection G5 N G4 a lieu et qu’elle est une bonne candidate pour faire partie
du lieu de coupure : nous allons donc examiner l'intersection entre les fronts
Gs et Fs. Pour cela faire, nous imposons I’égalité entre les équations (2.16) et
(2.19) ; nous obtenons le systeéme

8
(4A S AxCo + Ty — 502> 3 - (2D2x2 4By
4 2
= S D))~ 2E0(p)? — 281 — S Dy — T )¢t = 0(c")

3 A (4.7)
(T3 — 502 20 + 4A) 3 (§D2X3 + 2E,y?

2
+2D1(p))* +4B1 () + 2B — 2Dy — T )¢* = o(¢*).

Comme nous avons déja vu lorsque nous avons étudié I'intersection entre les
fronts Gs N F5 et Fs N G4, si nous imposons tout simplement que tous les co-
efficients des puissances (3 et ¢* soient nuls, nous obtenons : x = 1, T3 =
—4A — %CQ, et les deux paires de solutions

o 1 3E; 3 (

p=5-57 Ta=-3

D2 4
E —) AE, + =D
22D, 5 1+ + 2+3 2

3
0 4
pyz—l T4:4(E2—E1)—|—§(D1 +D2)
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3Co 3(Da+E3) 3Co 3(Da+E3)

2D5¢ 2D5 T 2D5¢ 2Dg

FIGURE 4.14 — Le graphe de la fonction 1n?(—3Cy + (3D2 + 3E2 + 2D2n)(), &
gauche pour Dy > 0, a droite pour Dy < 0.

Autrement dit, les deux (suspensions des) fronts se croisent seulement en deux
points et, en conséquence, les géodésiques de la classe I'y avec pg > % — g’gi
perdent I'optimalité globale seulement au lieu conjugué.

Nous allons faire comme déja fait : nous posons x = 1 + n(pg, ¢)and T =
8¢ — (4A+ 3Co + T,(p), €))¢* + O(¢*) dans le systéme (4.7) ; en soustrayant les

deux équations entre elles, nous obtenons

(02, Q)2 (=3Cs + (3D + 3B + 2Dan(p%, €)))

4.8
+ (14 py)*(3E1 + D1(2py — 1)) + R(p), x, T,¢) = 0, 9

ou R est une fonction continue des variables ¥, p(y), T, et C, telle que

R 0’ 7T7
lim 7(% SERLY = 0.
(-0t ¢
Pour pg = % - S’g‘l, et en négligeant le reste R, I’équation (4.8) devient

n?(=3Co+(3Da+3FE2+2Don)¢) = 0; ce polynéme (dont le graphe est schématisé
& la Figure 4.2.2) a une racine double pour 7 = 0 et une racine simple en
n = 23DC;2C — % — ggg ; pour ( assez petit, cette derniere est trop grande et le x
qui lui correspond n’est pas contenu dans lintervalle [—1,1].

La fonction ¢(1 4 p)*(3E1 + D1 (2p)) — 1)) est croissante par rapport & py,
si pg > —%; donc, pour pg > % — ggi, la double racine du polyndome (4.8)
(dans lequel nous négligeons le terme R) se sépare en deux; pour ( assez petit,
une de ces deux racines est négative et plus grande que —2, donc la valeur de x
correspondante est admissible.

Par continuité de R, nous pouvons conclure que le méme mécanisme se
produit aussi si nous prenons en compte aussi les termes d’ordre supérieur en ( ;
nous pouvons ainsi conclure qu’il existe ¢ > 0 tel que, si ¢ < ¢, pour tout pg €

[l _ 3E;
3 7 2Dy’

1], Péquation (4.8) a une solution 7(p,¢) € (—2,0). Nous trouvons
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aussi une expression pour 7, de laquelle les expansions pour x et 7' découlent :

3E, +2D1p? — D
xlﬁ\/ 1+363py “(1+ %) + O(Q) (4.9)
2
3E1 +2D D
:—402(1+py)\/ 1 3012py “VC+ 0. (4.10)

Nous remarquons que l'argument de la racine carrée est non-négatif pour les
0 . . , 0 1 3E1 . .
valeurs de p, qui nous intéressent (py € [5 — 5 ,1]), en substituant les ex-

pressions (4.9)-(4.10) dans I’équation (2.19), nous trouvons la suspension de

I'intersection :
{z —A(A+ Co)CP + A(1+ )/ DI 12 L ot
y =4AC +0O(¢h.

Nous concluons ainsi que les géodésiques de la classe I'y avec pg € (l -

2
;’gl , 1] perdent leur optimalité apres le quatrieme temps de commutation, par

intersection avec le front Gs.

Nous nous concentrons maintenant sur les géodésiques de la classe I'_j :
nous avons deux sous-cas, selon la valeur de 3}3&.

Soit 3E1 > 1; alors, toutes les géodésiques de la classe I'_; perdent leur
optlmahte avant le quatrieme temps de commutation, en croisant le quatrieme
front bang des géodésiques de la classe I'_,.

Au contraire, si 2£1 < 1, alors seulement les géodésiques avec p¥ € [ —
] D, ) Yy

+ 3E1 ] sont impliquées dans l'intersection avec le quatrieme front bang des

geodes1ques dela classe I'_g ; celles avec pg € (1 + ;‘gl , 1] perdent leur optimalité

apres le quatrieme temps de commutation, en intersectant les géodésiques de la
classe I'y, comme d’ailleurs déja vu dans la Section 4.2.1.

Nous n’allons pas répéter 'analyse du lieu de coupure des géodésiques des
classes I'14, car il est similaire a celui trouvé dans la Section 4.1.2.

Nous pouvons conclure que, si % > 1, la suspension du lieu de coupure

est connexe et composée par une seule branche; si % < 1, elle est constituée
de deux composantes connexes. Dans le deux cas, elle est C'! par morceaux. La
suspension du lieu de coupure est montrée dans la Figure 4.15.

0 < A< (Cy Ce cas est tres similaire au précédent, la seule différence étant
donnée par le fait que les fronts G4 et G4 ne s’intersectent pas; la partie “cen-
trale” de la suspension du lieu de coupure est en effet donnée par 'intersection
entre les fronts Gs et Gs (voir la Section 4.1.2).

D’ailleurs, comme dans tous les cas de cette Section, nous avons deux possi-
bilités, suivant le fait que 3[])511
cas, la suspension du lieu de coupure est montrée a la Figure 4.16.

En particulier, si D > 1, la suspension du lieu de coupure est composé par
la concaténation de morceaux des intersections

FinNFs FsnGs GinNGs GsNGs GaNGs FiNGy,

et il est C* par morceaux.
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FIGURE 4.15 — Suspension du lieu de coupure dans le cas By, pour Cy > 0 et

A > (5. Le graphe en haut montre le cas 351 > 1, celui en bas le cas 3E1 <1:

rose : F4 N Fs; magenta : F5 NG5 et Gs N Fs; rouge : F4 NGy ; bleu : Q4 N Gs
et G4 N Gs; givré : G4 N Gy Les cercles indiquent les points ot le raccordement
n’est pas C'.

Si par contre & < 1, la suspension du lieu de coupure n’est pas connexe;

une de ses composantes connexe est constituée par la concaténation de morceaux
des intersections

FinNFs FsnNGs GinNGs GsnNGs GuiNGs FsNGs,

et est lisse par morceaux ; I’autre composante connexe est constituée par 'in-
tersection Fy N Gy.

. By
(1 ﬁ]l/\
—— 0(¢7/2)
] T oL /
L \_\
Eq
A= pre

- | |
(¢7/2) p————
o(¢ ) & . |

1 3Eq
(g~ apy

FIGURE 4.16 — Suspension du lieu de coupure dans le cas By, pour Cy > 0 et

A > (5. Le graphe en haut montre le cas 351 > 1, celui en bas le cas % <1:
rose F4 N Fs; magenta : F5 N Gs et Gs N Fs; rouge : F4 N Gy; bleu : G4 N Gs
and G4 N Gs; cyan : G4 N Gy. Comme d’habitude, les cercles indiquent les points

ol la jonction n’est pas Cl.

—(C5 < A< 0 Comme d’habitude, nous commencons par étudier les géodésiques
de la classe I'y. De la Section 4.1.2, nous rappelons que les géodésiques de la
classe T' associées au vecteur adjoint p;(0) = (1,p),1/po), avec p§ < —1—4Apg,
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rencontrent le front G (les détails des calculs se trouvent dans I’Annexe B-k)) ;
d’autre part, les géodésiques (de la classe I'y) avec pj) € [-1, 5 — Sgi] sont im-
pliquées dans l'intersection F,; N F5. Nous devons maintenant comprendre ce
qui se passe pour les géodésiques de la classe I'; dont pg > % — ggi

Nous rappelons que, lorsque A < 0, le front G5 est toujours “plus & gauche”
du front G5 : il est donc probable que le front F5 intersecte le front Gs, plutot
que le front Gs. Nous allons donc calculer l'intersection Fy et Gs ; les calculs
en Annexe B-£) sont valables sous ’hypothése C; > 0 et ne peuvent pas étre
généralisés. En effet, comme nous avons déja vu dans les sections précédentes,
en imposant juste I’égalité entre les équations (2.16) et (2.18), nous trouvons
seulement deux points d’intersection : le premier, au temps T = 8¢ + 4(4 —
%CQ)CS +4(%(D2 —Dy1)—Fp — Eg)(‘l, pour B = pg = 1; le deuxieéme, au temps
T = 8 +4(A - 1C2)¢3 + (ggf + 1Dy + 4Dy — By — 4E5) ¢4, pour B =1 et
pg = —% — ggi ; cette deuxieme solution n’est d’ailleurs pas intéressante, car

nous cherchons des intersections pour pg > % — ggi .

Nous allons donc poser B = 1—n(p), ¢) et T = 8¢+4(A—3Co)*+T,(p), ¢),
pour certains fonctions continues 7 et T}, et nous allons substituer ces valeurs
dans les formules (2.16) et (2.18). Nous obtenons :

4
0= (40277 n TT)§3 n (—Dl (p)* + 2B1 (p°)? + 2B — 2Don? — 4Dyp)

3
4
4By + 4By — gDg)g“ +o(¢h)
. /4
0 = (4Cyn + 209> + T,)C + (§D2(1 — )% 4 2By + 4E,

2
+ 4By + 2D1(p))? + 4E: (4)) — D1 )¢* + 0(c*).

(4.11)

En sommant les deux équations et en le multipliant pas nous obtenons

3
2(2 b
n*(=3C3 + ((3Dy — 35 4+ 2Dan)) + ¢(1 — py)*(2D1py) + 3E1 + D1) + R = 0(¢),
(4.12)
ol, comme d’habitude, R est une fonction continue des variables pg, 1,1y et (,
qui va a zéro plus vite que ¢, uniformément par rapport aux autres variables
(dans un compact).
11 est facile de prouver que ’équation (4.12) a une solution admissible (c’est-

a-dire, comprise entre 0 et 2) pour tout pg € [— 1_ 35 1] et ( assez petit. En

27 2D
effet, si nous posons pg = 1 et nous négligeons les termes d’ordre supérieur a ¢,

résoudre I'équation (4.12) revient & trouver les racines du polynome n?(—3Cs +

€(3D3—3E3—2Dsn)), qui sont nn = 0 (racine double) et n = %—%—g—f. Comme

le terme ¢(1 —p2)2(2D1p2 +3E; + D;) est non-négatif pour pg € [— % — g’gi , ],
si ( est assez petit, le polynéme n?(—3Cy + ((3Dy — 3Ey — 2Dan)) + ¢(1 —
pY)?(2D1p) + 3E1 + Dy) possede trois racines réelles, dont une est positive est
inférieure a 2. Pour { assez petit, la méme chose peut étre dite pour le solutions
de V’équation (4.12). En particulier, la solution pour 1 qui nous intéresse est

donnée par

3B, + Dy + 2D p?
n(pZ,C)=\/ : 3102 1py(1—p2)ﬁ+(’)(€). (4.13)
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Nous remarquons que la dérivée

o _ —\/ 3¢ (D1p) + E1)

3p8 (3E1 + D1 + 2D1p2)02

1 3E,

est négative pour pg >3~ 5o (donc, dans Uintervalle ol ga nous intéresse).

En substituant (4.13) dans une des équations du systéme (4.11), nous trouvons

Tr(pgv C) = _40277 + O(C)u

ce qui nous permet de donner Iexpression (comme courbe paramétrée de pa-

rametre pg € [% — ;’gll , 1]) de la suspension de l'intersection étudiée :

= 4(14 _ CQ)C?) _ 4\/(3E1+D1—E2D1p2)02 (1 _p2)<7/2 + O(C4)
y=4A¢ + O(¢h).

Pour ce qui concerne les géodésiques appartenant a la classe I'_ ¢, nous de-
vons a nouveau distinguer le cas o 35 L > 1 du cas ou 3E ==L < 1. Dans le premier
cas, toutes les géodésiques perdent leur optimalité avant le quatrieme temps de
commutation, en intersectant les front G, (celles avec pf) € [~1,1484pF]) ou le
front G (celles avec pj) € [1 + 8A4p3, 1], voir I’Annexe B-f) ).

Dans le cas ou 3511 < 1, lintersection F4 N G4 implique seulement les

géodésiques (dela classe I'_ ;) associées au vecteur adjoint p_;(0) = (—1,p9,1/po)

avec po <1 5+ ggl ; celles-ci perdent 'optimalité le long du quatrieme arc bang,

a cause de cette intersection. Sinon, l'intersection du front F; avec le front Gs
est toujours présente, et constitue le lieu de coupure pour les géodésiques de la
classe Iy avec pj € [1+ 8A4pj, 1].

Pour comprendre ce qui se passe pour les géodésiques de la classe I'_y avec
pg € [ 351 , 14 8Ap0] nous considérons l'intersection entre les fronts Fs et
G5, déja étudiée A la page 88 et suivantes. En effet, les autres intersection n’ont
pas lieu pas, comme nous pouvons vérifier dans I’Annexe B.

Comme dans le cas A_, —Cy < A < 0, la partie centrale de la suspension
du lieu de coupure est donnée par 'intersection G5 N C;5.

. . > . . <
En résumant, si —3DEll > 1, la suspension du lieu de coupure est connexe

et formée par trois morceaux de classe C'; si % < 1, la suspension du lieu

de coupure est composée par deux composantes connexes. Les deux cas sont
montrés dans la Figure 4.17.

A < —C3 < 0 Le dernier sous-cas du cas By peut étre déduit de 'étude
menée jusqu’ici, en particulier en comparant le cas étudié a la page 89 (A_, A <
—C5 < 0) et le cas qu’on vient d’étudier (B1, —C3 < A < 0). En particulier,
la seule différence avec ce dernier concerne la “partie centrale” de la suspension
du lieu de coupure, qui n’est plus donnée par l'intersection Gs N G5, mais par
intersection F4 N Fy. La suspension du lieu de coupure est donc constituée par
la concaténation de (morceaux des) intersections Fy N Gs, F4 N Fy et Fy N Gs.
Plus précisément :

— les geode&ques de la classe I'y associées au vecteur adjoint p(0) = (1, pg, 1/po),
avec pY) € [-1,—1 = 8(A + Cy)pj], perdent leur optimalité en intersectant
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P

FIGURE 4.17 — La suspension du lieu de coupure dans le cas By, pour —Cp <
A < 0. Le graphe d’en haut montre le cas ou % > 1, celui d’en bas le cas ou

%<1:rose:f4ﬂ]:5;violet:.7:4ﬂg5 et F4NGs; bleu F5s NG5 et FsNGs;
rouge : F4NGy; cyan : G5 N Gs.

le front JF; ; celles avec pye[-1- 8(A+Cg) 2, —1—8Ap3], en intersectant

le front Gs ; celles avec pg € [ 1-— 8Ap0, 5 251] a cause de l'intersection

[l _ 3E;

entre Fy et F5; enfin, celles avec py 55D 1] perdent leur optimalité
apres le quatrieme temps de commutation, a cause de l'intersection avec
le front G5, analysée ci-dessus.

— de méme, les géodésiques de la classe I'_; associées au vecteur adjoint
p_;(0) = (—1,p2,1/p0), avec pg € [1 + 8(A + Cs)p3, 1], perdent leur
optimalité en intersectant le front JFy, et celles avec pj) € [1+8A4p5, 1+8(A+
Cg) p2] en intersectant le front Gs. Pour ce qui concerne les géodésiques avec

9 < 148A4p5, nous devons faire une distinction, selon la valeur de 3E =1 s

% > 1, alors toutes ces géodésiques perdent leur optimalité lorsqu elles

intersectent le front G4; si par contre 3DA < 1, ce type d’intersection
implique seulement les géodésiques avec po S + S’gi, les autres ( pg €

[l 3E:
2 2D,

commutation, en intersectant le front Gs (voir I’équation 4.6).

1+ 8Ap0]) perdant 'optimalité apres le quatrieme temps de

—

FIGURE 4.18 — La suspension du lieu de coupure dans le cas B, pour A <
—C4 < 0. Le graphe d’en haut montre le cas ou 3E1 > 1, celui d’en bas le cas ou

%<1.rose.f4ﬂ]:5,v1olet..7:40(_35 et .7:4ﬂg57bleuf5ﬂg5 et F5sNGs;
rouge : F4 NGy ; orange : Fy N Fy.
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4.3 —-Di<FE; <0 (cas B_)

Dans cette section, nous allons étudier un cas dans lequel | D | est plus grand
que |E1|, mais les deux invariants n’ont pas le méme signe. Pour fixer les idées,
nous supposons que D est positif et que E; est négatif, avec |Ej| < Dj; c’est
le cas que nous avons appelé B_.

Nous rappelons aussi que, comme dans les cas étudiés dans la Section 4.2, la
localisation du temps conjugué des géodésiques appartenant aux classes I'y et
I'_¢ ne dépend pas seulement des invariants, mais aussi de la valeur du vecteur
adjoint associé a la géodésique.

La différence principale entre le cas B_ et le cas By est donnée par le
fait que, dans le premier, le rapport entre Fy et D; est négatif. Ceci impacte
principalement les géodésiques qui appartiennent aux classes I'4 r. En effet, dans
le cas By, la condition (3.5) n’est jamais satisfaite, donc l'intersection entre
les fronts F, et G4 n’a jamais lieu; au contraire, si 0 < Dy < —3FE;, il y a
toujours des valeurs de y € [—1, 1] pour lesquelles les conditions (3.6) et (3.5)
sont satisfaites.

D’autre part, seulement les géodésiques dont pg € [—& —

Dy
pliquées dans lintersection entre les fronts Fy et Fs; si % < —1, alors
3B,
D,
prendre ce qui se passe pour les géodésiques avec pg € [-1, —% —2).

Pour ce qui concerne les géodésiques de la classe I'_;, nous rappelons que

se};ﬂement celles dont le vecteur adjoint p_((0) = (—1,p,1/po) satisfait p) <
3E4

2,1] sont im-

— 2 > —1, et, pour dresser un portrait du lieu de coupure, il faut com-

5D —|—% peuvent intersecter, avant le quatrieme temps de commutation, le front
5 3E,

G4; comme § o+ % est inférieur a 1, la suspension du lieu de coupure est
toujours disconnexe.

Comme d’habitude, les valeurs des invariants A et Cs, ainsi que du rapport

%, vont déterminer des situations différentes ; nous allons les analyser dans la
suite.
4.3.1 (Cy <0

Nous rappelons a nouveau que, lorsque Co < 0, le temps de coupure des
géodésiques des classes 'y, doit étre inférieur ou égal au quatrieme temps de
commutation ; pour cela, les fronts Gs et G5 ne sont stirement pas optimaux, et
dont nous n’allons pas les considérer.

D’autre part, nous avons déja vu (plus de détails dans I’Annexe B-f)) que
les géodésiques de la classe I'y (respectivement, I'_,) intersectent, avant leur
quatrieme temps de commutation, les géodésiques de la classe I'_; (respecti-
vement, I'f), et que la suspension sur le plan {z = 4¢?} de cette intersection
correspond, a moins de termes d’ordre supérieurs en ¢, & un segment vertical
d’abscisse © = 4A(3 (respectivement, z = —4A(3).

A >0 Cette fois, nous commencons par étudier les géodésiques de la classe
I'_¢. Considérons l'intersection entre les fronts Fy et Gy ; lorsque 1'équation
(B.2) est satisfaite, aussi ’équation (B.1) 'est; comme déja observé, (B.2) est

satisfaite pour tout pg € [-1, ggi + %]7 et nous rappelons que ;’gi +% < 1. Nous
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rappelons aussi que la suspension de cette intersection est (& moins de correc-
tions d’ordre supérieur a ¢) un segment horizontal dont le point plus “a gauche”

est ¢ = (l - 3E1) ¢+ O(¢?) (voir Iéquation (B.3)). Nous pouvons conclure

2 7 2D
que, étant donnée une géodésique de la classe I'_ ¢, associée au vecteur adjoint
p_s tel que p_4(0) = (=1,p9,1/po) et p € [-1, ;’gi + 1], elle perd l'optimalité
globale lorsqu’elle intersecte, avant son quatrieme temps de commutation, le
front Gy4.

Que pouvons-nous dlre lorsque py > 3E1 t+3 L 2 tout d’abord, nous remarquons

que, comme 251 + > 2 D> LOUS pouvons aussi considérer des temps supérieurs

au quatrieme temps de commutation. D’ailleurs, les intersections du front Fy
avec les fronts F; ou G, impliquent seulement des géodésiques avec pg tres
proche de 1, et lintersection Fy N Fs n’a pas lieu (& cause de la contrainte
(B.8)). Il ne nous reste qu’a considérer les intersections du front Fs, celle avec
le front G, en particulier : elle est étudiée en détail dans lAnnexe B-¢). Nous
pouvons ainsi conclure que les géodésiques avec pg >3 3E1 + perdent leur
optimalité en intersectant le front G, ; plus précisément :

— i pg € [1 4+ 4Cyp2, 1], V'intersection entre G4 N Fy au lieu au temps T =
(7T—B)po+O(pd), B € (—1,1], donc avant I'intersection G4 N Fs ; elle fait
donc partie du lieu de coupure;

— s pg € [3E1 + 2, 1 4 4Cyp2], lintersection entre G4 N Fy n’a pas lieu;
les géodes1queb de I'ensemble I'_¢ perdent donc leur optimalité apres le
cinquieme lieu de coupure.

— Déquation (B.15) montre que la jonction entre ces deux morceaux du lieu
de coupure est de classe C! (au moins, jusqu’a 'ordre du développement
que nous considérons).

Concentrons nous sur les géodésiques de la classe I'f ; comme déja observé
dans les premieres lignes de cette section, la valeur du rapport % a une in-
fluence sur les intersections des géodésiques de cette classe.

En effet, si ?’51 > —1, nous avons une situation tres similaire a celle de la

Sectlon 4.13 : les géodésiques associées au vecteur adjoint p,(0) = (1, py, 1/po)

avec py [—1,—1 — 4C5p?] perdent I'optimalité globale en intersectant le front
Ga; celles avec pl) € [—1 — 4Cyp3, —351 + 1] perdent I'optimalité & cause de

Iintersection F4 N F5, celles avec pg € [- S’gi + %, 1] intersectent le front Ga,
apres leur quatriéme temps de coupure (voir B-6)).
Supposons maintenant que “5 35 < 1 dans ce cas, seulement les géodésiques

[— 3511 — 2,1] sont 1mphquées dans lintersection F; N F5, dont la

avec py

suspension est donné par le segment reliant le point (( — %)C ,4AC 3) au point

(—(1 + %)Q,ZLAC?’) : en effet, la relation (2.25) plus la contrainte vy < 19

implique vy > —?’Dﬂ — 2 (nous rappelons que, dans la Section 2.3.1, 79 dénote

ce que ici nous appelons pg) D’autre part, pour p < % — 2, les deux

conditions (3.6) et (3.5) sont satisfaites ; aussi, nous avons observé que les trois
fronts Fy, G4 et G4 se croisent au point Q;{ (3.12). Nous pouvons donc conclure

que les géodésiques avec pg [-1-— 4C’gp0, f% — 2] perdent leur optimalité
en intersectant le front Gy, celles avec pf) € [—1,—1 — 4Cpf] en intersectant le
front G4.
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Enfin, toutes les géodésiques des classes I'1, perdent I'optimalité le long de
leur quatrieme arc bang. La suspension du lieu de coupure est montrée dans la
Figure 4.19, a gauche dans le cas ou —% <1, a droit dans le cas ou —% > 1.

_ Ey
(a+ 21
|
|
, , [
| | | |
| | | |
| | | |
-
E .- E [——
(- 51)¢ | (- ph¢ |
| |
| |
| |
| |
| |
1
1
1
1
1,1 3B 1 3B
1 (5 - 3ph)¢ :(f—ﬁx

FIGURE 4.19 — Suspensmn du lieu de coupure dans le cas B_, avec C3 < 0 et
A>0. A gauche, —3E1 < 1. & droite, —3E1 > 1 :rose : F4N Gy ; rouge : F4NGy

et F4n Gy ; vert : 94 0.7:4 et G4 N Fu; glvre : G4 N Gy ; vert foncé : Fs N Gy et
F5 N Ga. Le cercles indiquent les points ot les branches ne sont pas C1.

A<0 Si % > —1, le comportement des géodésiques est le méme que celui
étudié dans la Section 4.2.1, et la suspension du lieu de coupure est illustrée
dans la Figure 4.13.

Nous allons donc détailler seulement le cas 3E 221 < —1. Soit, comme ci-dessus,
une géodésique de la classe I'¢, associée au vecteur adjoint p(0) = (1,p9,1/p0) ;
nous avons que

— pour p0 < —1—-4(2A+C3)p2, le comportement est analogue & celui étudié
dans la Section 4.2.1 (pour A < 0) : en particulier, les géodésiques as-
sociées perdent leur optimalité avant le quatrieme temps de commutation,
lorsqu’elles rencontrent les fronts Gy, Fu, et Fs.

— sip) e [-1-4(24+Cs)p3, —& —2], la géodésique perd sont optimalité,

lorsqu’elle croise le front Gy ;
— sl pg € [ — % — 2,1}, la géodésique perd sont optimalité a cause de
I'intersection du front F4 avec le front Fr.
Les géodésiques de la classe I'_y perdent I'optimalité de la facon suivante,
selon la valeur du vecteur adjoint (—1, pg, 1/po) auquel elles sont associées :

— si pg € [ -1, 12351 ], le long du cinquieme arc bang, par intersection

avec le front Gy ;
[3E1

— pour pg € + é, 1+4(24+ C’g)po] le long du cinquiéme arc bang, par
intersection avec le front Fy;

— pour pg € [1+4(2A+ Ca)p2,1+4Cap3], toujours par intersection avec JFy,
mais avant leur quatrieme temps de commutation ;
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— enfin, pour pg > 1+ 4CspE, par intersection avec le front Gy, avant leur
quatrieme temps de commutation.

Les géodésiques des classes 'y, perdent leur optimalité le long du quatrieme
front bang, comme déja vu, par exemple, dans les Sections 3.2-4.1.1-4.2.1.
La suspension du lieu de coupure est illustrée dans la Figure 4.20.

1 ]

1 ]

! 1
FIGURE 4.20 — Suspension du lieu de coupure dans le cas B_, avec Cy < 0
et A < 0. A gauche, nous montrons le cas ou —% < 1; a droite, le cas ou

—% > 1;rouge : FANGy et FaNGy;rose : FoNFs; vert : GaNFy et GaNFy;
orange : F4 N Fy; jaune : Fy N Fs et F5 N Fs. Les cercles, comme d’habitude,
indiquent les points ol la branche du lieu de coupure n’est pas C*.

4.3.2 (Cy>0

La structure du lieu de coupure, dans les quatre sous-cas de cette Section,
peut aisément étre déduite de 1’étude menée jusqu’ici, en particulier en utilisant
le matériel des Sections 4.1.2, 4.2.2 et 4.3.1. Notamment, nous pouvons déja
remarquer les faits suivants :

e la suspension du lieu de coupure est toujours disconnexe ; une composante
connexe est donnée par l'intersection entre les fronts Fiet Gy ; Pautre com-
posante est constituée par une seule branche, obtenue par concaténation
d’intersections entre différents fronts;

e la valeur de % (en particulier, le fait qu’elle soit strictement inférieure

ou supérieure ou égale a 1) influence le lieu de coupure des géodésiques de
la classe I'y ;

e comme toujours lorsque Cy > 0, son rapport avec A influence la partie
“centrale” de la suspension du lieu de coupure.

Nous allons ci-dessous décrire les quatre sous-cas.
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A>Cy Si % > —1 la suspension du le lieu de coupure est pareil a celle
montrée dans la Figure 4.15 (en bas), et elle est donnée par la concaténation de
(morceaux des) intersections suivantes :

FinFs, FsNGs, GaNGs, GaNGs, GiNGs, F5NGs

plus la composante connexe F4 N Gy. -
Si par contre % < —1, alors l'intersection entre les fronts F5 et G5 n’a

pas lieu : en effet, elle concerne seulement les géodésiques de la classe I'y pour
lesquelles la deuxieme composante du vecteur adjoint associé au temps zéro
(pg) est inférieure ou égale a —% + ggi, qui, & son tour, est inférieur a -1 : ceux
ne sont pas des valeurs admissibles. Néanmoins, les conditions (3.6)-(3.5) sont

satisfaites pour pg < f% — 2; nous pouvons donc conclure que les géodésiques

de la classe I'; associées a pg €[- ?’g; — 2, 1] perdent leur optimalité & cause de
l’auto-intersection entre les fronts Fy et Fs, celles avec pg € [-1, —% —2] en

intersectant le front Gu.

Les géodésiques des autres classes perdent leur optimalité comme décrit pour
le cas By, lorsque A > Cy > 0 et % < —1. En résumant, la suspension sur le
plan {z = 4¢2} du lieu de coupure est donnée par la concaténation des morceaux
d’intersection

FiNFs, FanGy, GiNGs, GiNGs, GiNGs, FsNGs,

plus la composante connexe F4N Gy, Elle est illustrée dans la Figure 4.21, en
haut.

0 < A< (Cy Comme nous avons vu dans les Sections 4.1, 4.2, les cas A > Cy >
0 et Cy > A > 0 sont tres proches, la seule différence étant donnée par la partie
“centrale” de la suspension du lieu de coupure, celle qui connecte le morceaux
des (suspensions des) intersections G4 N Gs et Gs N Gy (et aussi du fait que
ces deux morceaux sont moins “longs”, & cause du fait que la condition (B.9)
n’est pas satisfaite par tous les p2 € [—1,1]). En effet, lorsque Cy > A > 0,
lintersection G4 N G4 ne participe pas au lieu de coupure, son role étant joué
par l'intersection Gs N Gs.

Donc, si % > —1, la suspension du lieu de coupure est comparable a celle
illustrée dans la Figure 4.16, en bas, donnée par la concaténation de (morceaux
des) intersections

FinFs, FsnGs, GinGs, GsnNGs, GiNGs, Gs N Fs,

plus la composante connexe F4 N Gy.

Si par contre % < —1, alors les géodésiques de la classe I'y associée au
vecteur adjoint pg € [—% — 2,1] perdent leur optimalité & cause de 'auto-

intersection JF4 N Fj5 et celles avec pg € [-1, —% — 2] perdent leur optimalité

lorsqu’elle croisent le front G4. La suspension du lieu de coupure est donné par
la concaténation de (morceaux des) intersections

FiNFs, FinGs, GiNGs, GsNGs, GiNGs, F5NGs,

plus la composante connexe F4 N Gy. La suspension du lieu de coupure, dans ce
cas, est illustrée & la Figure 4.21 (en bas).
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FIGURE 4.21 — Suspension du lieu de coupure dans le cas B_, pour Cy > 0,
A>0et % < —1. En haut, nous montrons le cas ou A > (5, en bas, celui ou
A < Cy :rose : F4N Fs; magenta : F5 N Gs; rouge : F4 NGy et F4N Gy bleu :
GiNGs et GaNGs; givré : GaNGa; cyan : Gs N Gs. Comme toujours, les cercles
montrent les points oll la suspension n’est pas C*.

—Cy<A<O0 Si & > —1, le comportement des géodésiques est le méme que

dans le cas B (tOIlJOU.I“S avec —Cy < A <0 et % > —1), et la suspension du
lieu de coupure est illustrée dans la Figure 4.17.

Si % < —1, la suspension du lieu de coupure est illustrée dans la Fi-
gure 4.22, en haut. Par rapport au cas o % > —1, la seule différence concerne
la partie du lieu de coupure qui concerne les géodésiques de la classe I'y; en
effet

— celles associées a un vecteur adjoint p;(0) = (1 ,py,l/po) tel que py €

N

[*% — 2,1] perdent leur optimalité a

fronts Fy et Fs;

— celles pour lesquelles pg € [- —% — 2], perdent loptimalité avant le
quatrieme temps de commutatlon en rencontrant le front Gy si p, > —1—
8ApE, le front Gy sinon.

cause de l'intersection entre les

A < =Cy < 0 Lorsque % > —1, la suspension du lieu de coupure est
completement analogue a celle du cas By, avec —A < —Cy < 0, qui est montrée
dans la Figure 4.18 (en bas).

Si & < —1, comme déja vu dans les Sections 4.1.2 et 4.2.2; les cas A <
—Cy < O et —02 < A < 0 sont tres proches; la seule dlﬁerence est que (un
morceaux de) I'intersection F4 N F; participe au lieu de coupure. Il en suit que
la suspension du lieu de coupure est composée par deux composantes connexes :
la suspension de lintersection F; N G4 et la concaténation des (morceaux des)
intersections

FinFs, FinGs, FanGs, FiNFa, FainGs F5NGs.

Cette suspension est montré dans la Figure 4.22, en bas.
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FIGURE 4.22 — La suspension du lieu de coupure dans le cas B_, pour Cy > 0,
A<Oet % < —1. Le cas —C5 < A est illustré en haut, le cas A < —Cs en
bas; rose : F4 N F5; rouge : F4 NGy et .7:"4_1 NG, violet : F4NGs et F4NGs; bleu
F5NGs; cyan : G5 N G5 ; orange : Fyu N Fy.

4.4 Lescas A.,C_et C,

Imaginons d’avoir déja étudié I'optimalité globale et locale des géodésiques
bang-bang (de la classe I'), sous 'hypothese que C; = 0, ACo Dy # 0, |A/Cs| # 1
et F1 > |Dy| > 0 (le cas que nous avons appelé A ). Appliquons, dans I’espace
des positions et dans I’espace des vecteur adjoints, une rotation d’angle 7 autour
de ’axe verticale.

Les Lemmes 10-11 nous disent que le lieu de coupure que nous avons obtenu
apres rotation correspond au lieu de coupure correspondant & la structure SF a
laquelle nous avons appliqué la suivante permutation des invariants : A, Cy et
C5 reste inchangés, alors que F;, D;, ¢;, ;, pour i = 1,2, on changé de signe.
En particulier, il s’agit d’un systéme qui satisfait I'hypothese A _.

Nous pouvons aussi déduire que, pour obtenir une analyse détaillée de 1’op-
timalité des géodésiques (courte) bang-bang dans le cas A, il suffit d’appliquer
une rotation de 7 (autour des axes z, p,) aux géodésiques du cas A_.

Le méme raisonnement peut étre fait pour obtenir une analyse du cas C,
a partir du cas B_, et du cas C_, partir du cas B.
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Chapitre 5

Conclusions

5.1 Questions ouvertes

5.1.1 Les petites spheres

Dans les chapitres précédents, nous avons calculé la “calotte sphérique” qui
correspond aux points (zr,yr,zr) pour lesquels zp > |mT27yT‘7 sous certaines
hypotheses sur la valeur des invariants. Pour avoir une description complete du
lieu de coupure, et donc, de la sphere, ils nous restent a calculer la “calotte”
symétrique (zr < —%) et la partie centrale de la sphere |zp| < ngyﬂ)

Pour ce qui concerne la “calotte” symétrique, nous sommes convaincus que
le probleme peut étre résolu simplement en trouvant la symétrie propre du
systeme, c’est-a-dire, ’ensemble des transformations et des permutations d’in-
variants qui permettent de calculer les géodésiques atteignant des points tels
que zp < — |wT2yT|, a partir des géodésiques que nous avons déja calculées dans
les chapitres précédents. Ensuite, il sera nécessaire de comprendre quelle com-
binaisons entre la “calotte supérieure” et la “calotte inférieure” sont permises,

en suivant, par exemple, l'article [15].

La deuxieme question est plus compliquée, comme montre, par exemple,
Particle [11], dans lequel le probléme a été étudié (dans le cas générique).

Nous commengons par rappeler que, pour le systeme d’Heisenberg, tout point
(x1,yT, 21) avec zr < |xryr|/2 peut étre atteint en temps optimal |zr| + |yr|
par une trajectoire singuliere : par conséquent, toute trajectoire qui permet
d’atteindre un point (z7,yr, 2r) avec zr < |xryr|/2 en temps |z7| + |yr| est
optimale. En général, telle trajectoire n’est pas unique.

Dans le cas générique, la situation peut étre tres différente. Tout d’abord,
nous remarquons que, en générale, il n’y a pas d’extrémales singulieres; en
effet, les extrémales singulieres sont caractérisées par la contrainte |F(A(t))|=
|G(A(¢))| le long de tout l'intervalle singulier. Cela implique notamment que
O(A(t)) = 0 et que toutes les dérivées temporelles de O le long de 'extrémale
sont nulles sur 'intervalle, c’est-a-dire

(@), ady, (1) prun(yglf- 91E®))) =0 VEET, Yk > 1. (5.1)

En particulier, (5.1) fournit une liste de contraintes d’orthogonalité que
I'extrémale singulier et son controle associé doivent satisfaire; pour un couple
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générique de vecteurs f, g, ces contraintes sont de rang maximal et imposent
donc que le covecteur soit nul, ce qui est interdit par le PMP.

D’autre part, contrairement au cas nilpotent, le signe de © peut changer
le long d’un extrémale, ce qui peut déterminer des commandes qui commutent
plusieurs fois entre les deux sommets qui partagent le méme c6té de @ (voir
[11]). Considérons par exemple le cas montré dans la Figure 5.1 : au temps ¢ = 0,
p) =1, pg < 1 et ©(A(0)) > 0, de sorte que le premier controle imposée par le
PMP est u = (1,0), et G est croissant ; imaginons qu’il existe un temps 77 > 0
tel que F(A(T1)) = G(A(T1)) = 1 et ©(X(T1)) > 0 (il suffit juste que © n’aille
pas a zéro trop vite) ; pour ¢t > T, le controle passe & u = (0, 1) et F' commence
a diminuer, tandis que G reste constamment égal a 1. Supposons qu’il y existe
un temps T > T auquel O traverse Iaxe horizontal, et tel que F(A(t)) > —1
pour tout t € [Ty, T5] : alors, pour ¢t > Th, F est croissant et, si © reste négatif,
F atteint la valeurs de G; dans ce cas, la commande repasse a (1,0) (et G
commence & décroitre). On a ainsi la concaténation (1,0) — (0,1) — (1,0), qui
dans le cas nilpotent peux étre associée seulement a des extrémales singulieres.

ooy
N

up 1
uz 0

F1GURE 5.1 — Exemple d’une géodésique dont le controle commute plusieurs fois
entre deux valeurs.

Afin d’avoir un tel comportement en temps petit, il est nécessaire que |©(X(0))] <
1. En effet, si |©(A(0))] ~ 1, alors © ne peut pas changer de signe en temps
petit, car © est borné (et proche de 0 au temps initial).

Cela montre en particulier que les extrémales bang-bang, avec beaucoup
de commutations dans un petit laps de temps, peuvent avoir seulement deux
comportements :

— soit la commande bascule de sommet en sommet de @, toujours en suivant
le méme sens (ce qui correspond & © de signe constant le long extrémale) ;
celle-ci est la situation que nous avons analysée tout au long de ce manus-
crit.

— soit la commande bascule plusieurs fois entre deux sommets de () par-
tageant le méme coté (ce qui correspond au fait que |F| et |G| restent
proches de 1).
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Dans ce qui suit, nous faisons une premiere analyse du comportement des
géodésiques qui ont le deuxieme comportement. Comme d’habitude, nous pou-
vons nous concentrer sur un sous-ensemble de trajectoires, puis récupérer toutes
les autres par symétrie; en particulier, on considere des extrémales bang-bang
associées a des commandes appartenant au méme co6té de @, avec le point final
(z7,yr, 27) satisfaisant xr > 0, yr > 0 et 0 < zp < |zpyr|/2. De tels points
peuvent étre atteints par des trajectoires bang-bang avec le controle commutant
entre (1,0) et (0,1).

5.1.1.1 Lieu de Maxwell pour les géodésiques avec 2 commutations
Fixons un temps T' > 0 et un point final (xr,yr, 27) tel que zp + yr =
T + O(T?); fixons aussi S = O(T).
Considérons les deux géodésiques € : [0,T] — R3 et £ : [0, 5] — R3 telles
que £(0) = £(0) = (0,0,0) et

(s siteln) . (gE@) sites)
E0)={gE) site(nt)  E0)=1fEW) site(sm),
JEWD) site (b,T) gE()  site (5,8

pour 0 < t1 <ty < T et 0 < s1 < 8o < .S. Assumons aussi que

f(T) = f(S) = ($T7yT7ZT)~
Soit
T1=t1 g1 = S§1 TQZtQ—tl T3=T—t2 ngtg—tl 0'3=T—t2.

En intégrant le systeme et en prenant en compte que T' et S sont petits, nous
obtenons que

1
l‘(T) =T + T3 -+ 67’2 (’7’2((73’7’12 + 67'37'1 —+ 3T32)aX12 — 27’2(7’1 — 37'3)ay12

+ (—37’12 + 67371 + 3T§)ay11) + (—GTf’ + 67’37’12 + 673?7'1 + 27’5)&}(11) + (’)(T5)

1
y(T) =1+ 67’2 (7’2((—37’12 + 67371 + 37§)aX22 — 279(11 — 373)ayo9s

+ (—3712 + 67371 + 3'r32)ay21) + (—67’f’ + 67’37’12 + 67'3271 + 275’)&)(21) + O(T5)

T 1
z(T) = 52(7'1 —73) + ik (7’2((—37’12 + 67371 + 373 )axzy — 272(T1 — 373)ay 3,

+ (=372 4 67371 + 37'32)ay31) + (=677 + 67372 + 67327'1 + 275’)&)(31) + O(TS)

111



~ 1
{E(S) = 09 —+ 60’2 (0'2(20'2(0'1 — 30’3)8,X11 + 3(0’% — 20’30’1 — Jg)axu

+3(07 — 20301 — 03)ayy,) + (607 — 60307 — 60501 — 20§’)ay12) + O(8°%)

~ 1

y(S)=o1+o3+ 572 (02 (202(01 — 303)ax(2,1) + 3(07 — 20301 — 03)ax(2,2)
+3(07 — 20301 — 03)ay(2,1)) + (605 — 60307 — 60301 — ZUg)ayQQ> +O(8%)

~ o 1
Z(S) = ?2(03 —o1)+ 02 (02 (202(01 — 303)axs; + 3(0? — 20301 — 03 )axsy

+ 3(0? — 2030, — a%)ayin) + (603 — 60307 — 60?2,01 — QUg)ayP,Q) + (9(55).

Nous obtenons les estimation suivantes :

2 2
= Tryr + 221 i O(T3) oy = Tryr + 221 n 0(T3)
2yT 2$T
TQZyT+O(T3) 0'2:£L'T+O(T3)
2 -2
= Tryr + 221 +O(T? o = Lryr — °Zr o(T?).
2yr 2xr

En particulier

§—T =z(S) +y(S) — =(T) — y(T)
1

_1’_7
627y7

(z7y7 — 427) (3$%yT(aX11 + ax21) + 27 (2zr(axq1 + axgy)

+ 3y7(axy2 + axas + ayyy + ay,y) + 3x7yi(ay s + ayg,) — 2yrar(ayy, + ay22)))

+O(T).
La fonction (plus précisément, 'ensemble de ses zéros)

o(xr,yr, 27) = 3riyr(axiy + axe) + 2% (2zr(ax11 + axo1) + 3y2 (ax1o + axon + ay,; + ayqy)

+ 3zryt(ay1 + ayas) — 2yFzr(ay s + ays))

sépare ensemble {(z,y,2) : |2| < ‘12—1"} en deux parties. A moins d'un erreur
d’ordre O(T®) = O(|z7|%, |yr|?), ces deux régions correspondent aux points
finaux pour_lesquels la géodésiques & est optimale de ceux pour lesquels la
géodésique & est optimale.

Nous remarquons que, a cette ordre d’approximation, seulement les inva-
riants du type ax;j;, ¢,j = 1,2, déterminent 'optimalité d’'une géodésique ou
d’une autre. Il semble en particulier que les invariants A, Cy,Cy, Dy, Do, E7, F
ne jouent pas de role dans la structure de la “partie centrale” du lieu de cou-
pure. En conséquence, nous imaginons qu’il n’y ait pas de corrélation entre la
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“calotte” et la “partie centrale” de la sphére, mais que toutes les combinaisons
soient, possibles.

L’étude de cette partie centrale de la sphere semble donc étre un probleme
déconnecté de celui étudié dans cette these, et de complexité comparable. 11
pourrait faire I’objet de recherches futures.

5.1.2 Stabilité du lieu de coupure

Les résultats contenus dans ce manuscrit sont vrais pour les jets des géodésiques
par rapport au petit parametre pg, jusqu'au quatrieme ordre pour les coor-
données x,y et au cinquieme ordre pour la coordonnée z. Une fois le lieu de
coupure pour les jets de la dynamique décrit, la question naturelle a laquelle il
faut répondre concerne la forme du lieu de coupure pour les vraies géodésiques
du systéeme. Comme déja observé dans [11] pour le cas générique (C; # 0),
tous les points de coupure des géodésiques de covecteur initial (p2, pg, pY) avec
[p9]# |py| correspondent & des auto-intersections transversales du front d’onde
(dans le cas du lieu coupé) ou a des lieux de commutation transversaux aux
fronts d’onde (pour le lieu conjugué), et sont donc stables. Dans le cas considéré
dans le présent article, ce fait est toujours vrai pour toutes les géodésiques avec
P21 Ipy| et pour celles avec [pd|=1 et p§ # —% : pour ces dernieres valeurs
du vecteur adjoint, en effet, le front du jet de la dynamique présent un point de
rebroussement, de sorte qu’il faut en prouver la stabilité.

Par conséquent, les lieux de coupure calculés ci-dessus représentent une
bonne approximation pour les lieux de coupure de la vraie dynamique, sauf
pour les extrémales avec ces valeurs particulieres du covecteur initial. Pour com-
prendre ce qui se passe dans ces cas, une analyse de stabilité doit étre effectuée.
La question est particulierement délicate, car la classe dans laquelle on doit
étudier la stabilité de ces singularités n’est pas tout a fait claire, comme c’est
par exemple le cas pour les caustiques en géométrie sous-Riemannienne, qui sont
stables dans la classe des applications lagrangiennes (voir [4, 17, 30]).

5.2 Relaxation de I’hypothese sur la forme nor-
male

Dans cette section, nous allons montrer comment définir une forme normale
lorsque la structure sous-Finslérienne étudiée n’est pas forcément compatible
avec une structure sous-Riemannienne. Cette forme normale est valable dans
des voisinages des points ¢ € M sur lesquels les champs de vecteurs {f, g, [, g}
sont linéairement indépendants.

Fixons un point g, € M, et considérons Papplication ® : R® — M définie
par

D(z,y,2) = exp(zf +yg) o exp(2[f, 9])(qq)-

Grace a la condition de rang, ® est un difféfomorphisme local dont I'image est
un voisinage de g, donc nous pouvons l'utiliser pour définir des coordonnées
locales, dans lesquelles le point g, est représenté par l'origine de R®.

Pour trouver ’expression des champs f et g dans les nouvelle coordonnées,
nous prenons une quelconque fonction ¢ : M — R de classe C'*°, et nous posons
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@ = ¢ o ®. Pour tout (x,0,z) € R3, nous avons que

op oo
aiikx,o,z) = <d§07 7>|<I’(:c,0,z) = <d90a f>|<1>(:c,0,z)-

Pour un point quelconque R3, en appliquant [6, equation 2.33], nous obtenons

0d

0
éﬂx:/}@“”””Vbuws

= [ (74 svlo 1+ S @lh 9.+ 700,19 1) + O(*) oods

-1

=(f+ %y[f, g+ %(—wy[f, £, 91 = v%19, [f, 9]]) + O(s)) o ds

Pareil, pour tous point de R? nous avons

0P

0
ay = / gl o ds

:/ (94 sz[f, g] + %(wQ[f, (£, 9] + zylg, [f, g]]) + O(5°)) lo(x)ds

-1

= (9= 5ol + 5210 1f,al) + 23l [F. gl + O™ gy

En particulier, si nous définissons le champ de vecteurs

W) = (9] + 5 LA o gl) + o, ) + ) 0 @),

nous pouvons écrire f et g comme il suit :

0

f=5-

0

D’autre part, comme pour tout (0,0,2) € R nous avons que

op 0P
92 = (dy, £> = (p, [f, 9D|<I>(o7o,z)7

nous pouvons écrire ’expression du champ [f, g] comme il suit

0
Lf, gl(®(z,y, 2)) = 5, TtV

ou V1, V5 sont deux champs de vecteurs. En particulier, nous pouvons écrire :

0 Lyix + Loy
W= 0|+ | Loz + Loy
1 L31£L’ + L32y

ou L;; sont deux fonctions lisses.
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Comme d’ailleurs fait dans la Section 1.3, nous pouvons développer les fonc-
tions L;; en série de Taylor, autour de I'origine :

1 Waxij Wryij Wrzij
Lij(z,y,z) = c;j + axi;x + ay;;y +az;jz + B (m Y z) Wyzij Wyyij Wyzij
Werij Wayij Wzzij

(5.2)
+ R(z,y, 2).

Par rapport au cas analysé dans ce manuscrit, nous pouvons remarquer une
différence fondamentale : a ’origine, les fonctions L;; ne sont pas nulles.

Certains des résultats prouvé dans cette these sont encore valables si 'on
utilise la forme normale (5.2). Par exemple, la Jacobienne de l'application ex-
ponentielle associée a des géodésiques dans les classes I'y, est donnée par

0 € [0, 7a2(p, p2))

4p3 + O(p5) TE( 2(py, 12), 731l
JExpl 59 p0.1) = { 806 + O ) € (7309, 02), 7 4(p)

32C1p; + 32(D1py) +E1)p8+0(pg) € (7409, 12), T 5(p,

—8p5 + O(p5) € (Ts509,p2), T6(p)

ou les invariants C7, D1 et Fq sont définis comme il suit :

C1 = 8axs1 — 2c21 + 9ca1

D1 = 9&X21 — 15wm31 — 168&X31631 + 39821831 — 1626%1

F{ = 12ax39c31 + 144ax31c32 + 3axy1 — 3axos + 12ays;c31 — 3ayy; + azs; + 162032031

+ 2c11631 + 22031 — 38c21€32 + Bwez32 + dwiys1 + Swyz31
En posant aussi

Ca = 8aysy + 2c12 + 9c32
A = 4daxszy + 4ays; + c11 — a2 + 9c31C32,

nous pouvons retrouver les résultats du Chapitre 3.
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Annexe A

Formules utiles

A.1 Hamiltoniens

F(p,x) = p. — ng + ypz(Li1x + Li2y) + ypy(Lo1x + Laoy) + yp-(Ls1z + Laay)
z

5~ xpy(Liix + Li2y) — xpy(La12 + Laoy) — xp.(Ls1x + L3ay)

G(p7 X) =Py + D2

h(p,X, ’LL) = ulF(p7 X) + UZG(p7 X)

1 x
= (ugx — u1y) (5 — (poL1. + pyLa. + p-Ls.) (y)) + u1ps + uzpy

O(p,x) = {F,G}(p.x) (A1)
=pz — 3 (pe(L117 + L12y) + py(L21® + Lazy) + p=(La1z + L3ay))
- (5 T+ )
- (52 G T+
e (0 a0 1 O 422

+ (xy(Lu — Lay) — 2°Loy + y2L12) (% — (pe(L112 4 L12y)

+ py(L212 + Laoy) + p.(La1x + L32y)))

116



B(p.x) = “;;—G}m x) (A2)

=1
— 3(Ls1z + L3y

- 3(%(1/11% + Lioy) + %(me + Laoy))

z

1 8.[/31 8L32 8L31 8L32
L — 2 2
+2 (z oz +ay ox * 8y)+y 8y)
_ pi 28[/11 8[/12 8L11 28L12
D, (:v ox +ay ox + 0y )ty oy )
_ pi, 2 8L21 BLQQ 8L21 2 aLQQ
D (x ox +ay ox + oy )ty oy )
— ]L(Lgll‘ -+ L32y)
- L(%(Lnx + Lioy) + @(Lma? + ngy))-

oll Nous avons posé

L(xvyv Z) = 9UZJ(L11 - L22) - I2L21 + y2L12.

A.2 Permutations des invariants

Le Lemme 10 prouve qu’il est possible de retrouver les expressions des
géodésiques des classes I'_¢, I'; et I'_, juste en appliquant une rotation conve-
nable autour de l'axe z, et une permutation des invariants. D’autre part, le
Lemme 11 garantit que ceci est possible aussi pour les extrémales et les quan-
tités qui en dépendent, comme les temps de commutation et le déterminant de
la Jacobienne de ’application exponentielle.

Par un souci de clarté, dans cette section nous allons écrire explicitement le
résultat de ces permutations (pour les invariants principaux).

& pour obtenir une géodésique de la classe I'y étant donnée une géodésique
de la classe I'f, nous devons effectuer une rotation d’angle 7/2 autour de
I’axe z, est appliquer les transformations suivantes :

A —A
C1— Cy Cy — C4
Dy +— Dy Dy — —Dy E; — Ey Ey— —F,
€1 — €2 a1 — do
€y = —C1 Aoy — —d
4 pour obtenir une géodésique de la classe I'_ y étant donnée une géodésique
de la classe I'y, nous devons effectuer une rotation d’angle 7 autour de
I’axe z, est appliquer les transformations suivantes :
Di— —D;y Do +— —Ds FEy— —F; Es +— —FE)
€1 = —¢1 a1 — —d;
€9 —Co Ao — —dy
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& pour obtenir une géodésique de la classe I'_, étant donnée une géodésique
de la classe I' ¢, nous devons effectuer une rotation d’angle 37 /2 autour de
I’axe z, est appliquer les transformations suivantes :

A— —A
C1— Oy Co— C4
Dy +— —Ds Dy — Dy FEy— —FEy Es — E;
c1— —Co a1 — —ds
¢9 — €1 do — a4

Remarque 13 Nous remarquons que 8 = & o ¢ = §o .

A.3 Jets des géodésiques de la classe I';

Soit & une géodésique de la classe I'y, associée au vecteur adjoint p tel
que p(0) = (pgﬂ,pg7 1/po) (pour ce type de trajectoires, p2 = 1, mais nous le

laissons explicite, afin de pouvoir appliquer les rotations et trouver les autres
géodésiques). Soient 7 et I3 respectivement le temps reparametré et le troisieme
temps de commutation reparametré, et posons 7 = 7 — 73. Alors les jets de &,
en fonction du temps 7, qui varie entre 0 et .73 — J3, ont 'expression suivante :

A 1
(75 +7) = =02 + p))po + (44p2p) - 50102 +py)° - 4C2(p9)?) 8 (A.3)

1 N R .
+ 5 ( — 5 (24(p))?Fax11 + 12p0 72 (a1 + ayyy) + 873y 15 + (5)*(1Taxar — 15warsn))

+4p) (= 6(py) 7 (3ax11 — 2(ax12 + ayy1)) — 6p 72 (axi2 + ayy; — 2ay;5) — 27ay s

+ (p2)3(4ax11 — 9ax21 + 15wwx31)) — (i(pg)2 (4p87”'(3ax11 —4(ax12 + ay;; — ayqa))

+ 272 (ax12 + ay;; — 4ays) + (p2)2(16ax11 + 8axi2 + axo1 — 24axoz + 8ay,; — 24ay,; — 15wze31
+ 40wea32 + 40wey31 + 40wye31)) + 4(p2)3 (- 67(ax11 — 2(ax12 + ay;; — 2ayy,))

+p2(12ax11 + 48ax12 + Taxa1 + 48ay,; + 16ayo — 72aysy + 15wea31 + 120wsy32

+ 120wyzs2 + 120wyy31)) — (92)? (32ax11 + 48ax12 — 15ax21 + 80axas + 48ay;, + 256ay ;4

+80ayy; — 15wae31 + 80wzz32 + 80wzys1 + 80wya31 + 960wyy32)) ps + O(pf)
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. . 4
y(Fs+7) = (2p) — #)po + (Clpg(pg —p2)? = 24()* (P — P2) + 302 (pg)g)pg (A4)
1 . . ~
+ 5 ( - p27(6(p2)2ale + 3p27(aX22 +ayy;) + 27%aygy)
+2p) ((pg)zf(*%le + 6(ax22 + aysq)) — 3172722(3’(22 + ayy; — 2aygg) — oAy,
+ 15(p)* (axa1 — waa31)) + 3(p)) (2p) 7 (—3axa1 + 4(ax2a + ays — ays,))
— ?Q(axgg +ayo — 4ay22) + 2(1)2)2(33,)(11 — 1laxoq + 5(—ax22 —ayo + 3Wrz31l
+ wex32 + waeysl + Wy:c?)l))) - 2(pg)3 (3+(ax21 - 2(3X22 +ayo, — 2aYQ2))
+ py(18ax11 + 4axi2 + 3axp; — 30axgy + day;; — 30ayy; — 20ay,g + 45wees1
+ 30wz232 4 30way31 + 20way32 + 30wyz31 + 20wya32 + 20wyy31))
+ 2(;;:;(93)4 (9&X11 + 4ax12 + Haxa1 + 9axog + 4ay; + 2ay,o + 9ay,; — 36ay,s

+ 15wze31 + 15wze32 + 15wmy31 + 200-’367;32 + 15wy131 + 20Wy:t32 + 2()f-’-)nyl + 30wyy32)>ﬂé + O(Pg)
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ATz +7) = S (6(2)* + Py (F — 200) + 702) P (A.5)

1
2

1 fal A
+ 5 (40191 + 153z + 15074y -+ ddays) 957 (2055 P -+ 3(55)F(csa + 353)

+ 27%ay5,) — 2p) (10(p)3axs1 + 3(p))*#(axs1 — 2(axsz + ays; )
+ 3p2i—2(ax32 + ays; — 2aysq) + %3ay32) + 3(pg)2(4(p2)2(11aX31 + ax32 + ays)

— 32 (ax32 + ay3; — 4ayzy) — 2p27°(a><31 + 4(ax32 + ayg; + ay32)))

—2(p3)° (py (T8axs1 + 60axsz + 60ays, + 8aysy) + 7(axs1 — 6(axs2 + ays; + 63}’32))))/)3

1
+ 5 (2(p2)5(100ax11 + 32ax12 + 13laxa1 + 180ax22 + 32ay;; — 184ay , + 180ayy;

— 16ay;y + 17lwaast + 204waas2 + 204way31 + 208ways2 + 204wyes1 + 208wyas2

+ 208wyy31 + 888wyys2) + pgf'((pg)g(l?axm + 9wez31)

+12(py)*F(ax11 + wras2 + ways1 +wyast) + 4Py 77 (ax12 + ay11 + 2(Ways2 + wyas2 +wyy31))
+ 273 (ay g + Bwyya2)) — 209 ((p))* (53ax21 — 5lwaas1) + 2(p))># (4ax11 + 3(—3ax21

— Bwars1 + dwras2 + dwayst + dwyzs1)) — 6(py) 77 (3ax11 — 2ax12 — 2ay1y + Bwams2

+ 3wzys1 — dway32 + 3wyw31 — dwyzza — dwyyst) — 4p2+3 (ax12 + ay1; + 2(—ays

+ Way32 + Wyas2 + wyya1 — Bwyys2)) — 7 (ay1a + Bwyys2)) + 2(00)2 (— 4(p9)3 (11ax

— 69axa1 + 9(—ax2z — aygy + 1lweast + Waas2 + Ways1 + wyes1)) + 3(p)) 27 (16ax11

+ 8axi12 + ax21 — 24axo2 + 8ayq ] — 244y + wee31 + 16wzz32 + 16wey31 + 16wzy32 + 16wyz31
+ 16wya32 + 16wyya1) + 273 (ax1a + ayqq + 2(—2ay15 + Ways2 + Wyz32 + Wyys1 — 6wyyaz))

+ Gpgij (3ax11 — 4ax12 — 4ay;; + 4ay s + 3wees2 + 3wrysl — 8ways2 + 3wywst

— Buwyazz — Bwyyat + 12wyy32)) + 4(p2)% (3(p))(26ax11 — 25ax2; — 46axas — 46ayy; — Says,

+ 111waes1 + 62wer32 + 62way31 + 8warys2 + 62wyz31 + 8wyz32 + 8wyys1)
+ 372 (ax11 — 2ax12 — 2ayq; + 4ay1s + Wrrs2 + Ways1 — 4Wrys2 + Wyzs1

— dwyzz2 — dwyyz1 + 12wyy32) — pS%(lZaxu + 48ax12 + Taxa1 + 48ay,; + 16ay 5
— T2ay95 — Ywzz31 + 36wze32 + 36wey31 + T2wey32 + 36wyz31 + T2wye32 + T2wWyy31 + 48Wyy32))
+ (pg)‘l( — 8(p2)(69ax11 — 16ax12 + 55ax21 — 15axgs — 16ay;; — 2ay,5 — 15ay,y; — 104ayyq

4+ 159wsz31 + 8Twza32 + 8Twey31 + 136wey32 + 87wyz31 + 136wyz32 + 136wyy31 + 18wyy32)

+ 7(32ax11 + 48ax12 — 15ax21 + 80axez + 48ayy; + 256ay12 + 80ays; + Iweest + 32wzas2

+ 32ways1 + Iways2 + 32wyas +19266Jy132 + 96wyy31 + 768wyy32))) I



Posons maintenant 7 = 7 — 7, ou .74 dénote le quatrieme temps de com-
mutation de la géodésique €. Nous avons que
@(J4+7) = 2(J4) +7po + Opp) (A.6)
y(J1+7) = y(7) + O(pg) (A7)
2 Tu+7) = 2(F1) + 2(pg)*7(C1ply — ApY)pg

1
(py)* D1+ 2Bapyply — 2 e1(p2)*) (92)° PG + O(pf),  (A8)

+

pour 7 € [0, 75 — T4].

A.4 Temps de commutation d’une géodésique
de la classe I';

4
0 —pY) + gaX;n(pg N (A.9)

1
+ 5770 (15021 (pg — py)" + 82pgax11 (0 — py)° + 32axar (B — 15)* + 15wawsn (0] — p}))")

2
To =T +205 + = 3 (12(p))%ax32(p) — pY) + 12pYaxs1 (pd — py)? + 16(p))>aysq + 12(p9)%ays; (P2 — 1Y) £5

1
+ 5(32(1)2) ax12(py — p) + 72(p)ax11(p) — pY)? + 120(pd)ax22 (p) — py)?

+192(p2)pyaxaa (p) — py) + 120p0axa1 (p) — py)® + 192p0pYaxa1 (p9 — pY)% + 16(p2) *ay 1,
+32(p))3ay 11 (P9 — PY) + 160(p2)ayas (P — PY) + 256(p3)>pyayas + 120(p0)ays; (P2 — pY)?

+ 192(173)27’23}’21(1’2 - pg) + 240(1’5)4“’2/1132 + 160(1’2)3“’%32(?2 - pg)

+160(p) wyws2 (py — PY) + 160(p2)>wyys1 (P — py) + 120(p2) *waas2 (g — PY)* + 120(p2)*ways1 () — py)?

+ 120(p2)*wyes1 (P — py)? + 120pdwaas1 (P — p2)3)p3

8
7= 75+ 2+ (502 = 160)axan -+ 892 65)axar + 3208 v — 1602 ) 3

1
+ gpg ( —2(pQ)*ax11 + 10(p2) *axaz + 12(p2)3 (p) )ax12 — 7(p2)pYaxar — 6(p3)? () ax11
—18(p3)? (p))axaz + 9(p)) (p)) axa1 — 24(p)) *ay o + 10(p)) *ay2; + 12(p2)° (py)ay11 + 36(p2)° (py)ay 2o

0)?
—18(p ) (pg)QaYQl + 10(}72)4‘-’-’:03332 + 10(p2)4wxy31 + 1O(pg)4wy:c31 + 120(p2)4wyy32 - 15(p2)3pgwxas31
— 60(py)° pPywayaz — 60(pY) phwyase — 60(p3)> Pywyyat + 30(p2)* (PY) wazsz + 30(p2)? (Py) *wayst
(®9)?

+ 30 (py) Wyx31l — 15171(17_1;) wzz31>
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Ty =T +2p0 + (8(P2)33X31 — 8(p9)%axaza + 16(p)°pYaxa1 — 8(py)*p)axaz + 8py (py) axz1 — 8(p)) ays,
32
+ E(Pg)gahz - 8(?2)219233’31>Pg

1
+3 (9(P2)4a><11 — 4(p))*ax12 — 15(p)) *axa1 + 15(p)) *axaz + 18(p3)* (p))ax11 — 4(p))*pYaxi2

—21(p2)*plaxa1 + 6(pY)3pyaxas + 9(p2)? (p9)%ax11 + 3(p2)2 () ?axa1 — 9(p2)? (pY)>axao
+9p0 (py)*axa1 — 4(p9) ay 1y + 2(p9) ay s + 15(p0)  aya; — 20(p)) *ayes — 4(09)*pYay 1,
+6(p2)* () ayar + 12(p3)*pYayas — 9(p9)* (p9)aye, — 15(p)  waas1 + 15(p0) weesz + 15(p2) *ways1

- 20(pg)4wxy32 + 15(Pg)4wyac31 - 20(pg)4wya¢32 - 20(?2)4"-’%31

+30(p)) *wyys2 — 45(p2)> (P )weas1 + 30(p9)? (p))wzasz + 30(p))>pyways1 — 20(p))°pYwaysa
+30(p2)? pywyasr — 20(p)*pYwyasz — 20(p9)° Pwyysr — 45(p2)% (Py)*wees1 + 15(p))% (p))*wrrs2
+ 15(2)2(B))2wayar + 15(09) (0)) *wyasr — 159 (6 *wawat )
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Annexe B

Calcul des intersections des
fronts

Dans cette Section, nous allons examiner les conditions d’existence, les temps
d’intersections et les expressions des suspensions sur le plan {z = 4¢?} des
intersections entre les fronts des géodésiques de la classe T'.

Ces résultats ont été obtenus en suivant la méme méthode expliquée dans
la Section 3.1.1, a l’aide du logiciel de calcul symbolique Mathematica, et en
exploitant les symétries décrites par les Lemmes 10-11.

F4 N Gy les propriétés de cette intersection peuvent étre facilement trouvées a
partir des calculs faits a la page page 60, auxquels on applique les Lemmes 10-
11; en particulier, nous effectuons une rotation de w autour de l'axe vertical
z et nous appliquons la permutation ¢. En particulier, nous déduisons que ces
intersections ont lieu seulement si C; < 0 et, au cas ou Cy = 0, si

92 _ 0

Ei+ =" D1 20 (B.1)
1—2p9

B+ —p, >0, (B.2)

ol p dénote la deuxiéme composant du vecteur adjoint (au temps zéro) associé
ala traJect01re avec vitesse initiale égale a —f. L’intersection arrive au temps
(reparametré) I tel que

1—2p9
T~ T ==2(1+py)Cipg —2(1 +p2)(E1 +— yD1>p80(p§),
et sa suspension sur le plan z = 4¢2 est donnée par

r=(1-p)C— (1~ 12py S50 E — (43I O g
y = —4AC + (2D1(p0)? — 2(By + B1)pl + 1) ¢t + O(E).
G4NF, Ce cas aussi peut étre obtenu & partir des calculs faits & la page page 60,
en appliquant une rotation d’angle 7/2 autour I’axe des z et la permutation .
Considérons une géodésique de la classe I'y avec covecteur initial (p?,1,1/pp),
et une géodésique de la classe I'_ ¢ avec covecteur initial (—1,v,1/pp), ot v et
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po sont exprimés comme des séries de puissances de pg. Nous fixons un temps
T = (74 p2)po + O(p?) et nous cherchons I'intersection des deux géodésiques
au temps T'. Nous trouvons que

v =1+2(p) + 1)Cap} + O(p}),

donc cette intersection peut apparaitre seulement si Cy < 0. Elle arrive au temps
(reparametré) T = F; + 2(1 — p2)Cap3 + O(p3). L'expression de la suspension
a été donnée a la page 60.

G4 N F, Comme nous avons fait ci-dessous, nous pouvons obtenir la conditions
d’existence de ce type d’intersection en appliquant la transformation é# aux
conditions (3.3)-(3.4), e la suspension & partir de (3.7), grace & une rotation de
37 /2 autour de laxe verticale et & la transformation #.

En particulier, la condition d’existence devient Co < 0 (comme Cy # 0, il n’y
a pas besoin de creuser davantage), et la suspension est donnée par ’équation
(3.9).

F4 N Fy Comme déja remarqué dans la Section 3.1.1, en général l'intersection
entre des géodésiques qui ont une vitesse initiale “opposée” peuvent arriver
seulement pres de 'axe vertical, c’est-a-dire pour T' ~ 8/p.(0); comme, dans
ce cas, nous sommes en train de considérer des quatriemes arcs, ceci implique
que la deuxieéme composante du vecteur adjoint au temps zéro doit étre pres de
+1. Ainsi, nous posons pg = -1+ Zkzﬂ’kpg pour la trajectoire de la classe
Iy, pg =1+ Zkzl vipk pour la trajectoire de la classe I'_¢. En imposant 1
égalité des jets, comme d’habitude, nous trouvons que l'intersection arrive pour
Y1 =v1 =0cet vog —y2 = 8(A + Cs); ces valeurs sont admissibles seulement si
A+Cy; <0.

Le temps (reparametré) de 'intersection est

T = Ti+ (405 +4C) + 8A + o) i

ou J; dénote, comme d’habitude, le quatrieme temps (reparametré) de commu-
tation de la premiere trajectoire. Comme nous supposons que aucune de deux
trajectoires ait commuté quatre fois, ceci impose ps < 4(C3+2A). La suspension
est donnée par

x = — (44 + 405 + p2) ¢ + O(CY)
y=—(4A+4Cs + m2)C® + O(CH).

Fs N F4 Fixons py et T, et considérons une géodésique de la classe I'_ ¢ de
vecteur adjoint au temps zéro égal a (—1, pg, 1/po) et une géodésique de la classe
I'; de vecteur adjoint au temps zéro égal & (1,v,1/po), ot Y = > 150 Yrpl €t

Po=po+D k>o apk. Nous assumons que T est plus grand du quatriéme temps
de commutation de la premiere trajectoire et plus petit du quatrieme temps de
commutation de la deuxieme.

En imposant 1’égalité des jets, nous trouvons

Yo=-1, y1=0, v2=(p)+1)°Cy —4Cs,
Ty — T = —4((py + 1)C1 + 24) pj + O ()
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ol nous rappelons que T4 est le quatrieme temps de commutation de la trajec-
toire de la classe I'y. En particulier, cette intersection a lieu seulement si

(py + 1)°C1 > 40y
2A 4 (1+p))C1 <0. (B.4)

La suspension de l'intersection au plan {z = 4¢?} est donnée par

r = —((pg +1)20, + 4A)<3 + (— %Dl(pg)g’
+  (B1 = D) (p))* +2E1p) + 5(D1 — 5E1 — 41))¢* + O(¢°)  (B.5)
y = —4(A+p5C1)¢% — (2D1(p)? — 4E1p — 2¢1)¢* + O(CP).
FsN ./%4

En faisant une rotation d’angle 7 autour 'axe z (et de 'axe p, dans ’espace
des covecteurs) et en appliquant la permutation 4, nous obtenons l'intersection

]:5ﬁﬁ42

P (( —1) Cl+4A)§3( 1(p))?
+ (E1—Di)(py)* — 2E1py + %(D1—5E1 4d1))¢t+0(¢°)  (B.6)
y = 4A C1)C3 (2D1(p)? +4E1p) — 3¢1)¢t + O(CP),

ol pg dénote la deuxieme composant du vecteur adjoint associé la géodésique
de I'y. Les conditions d’existence deviennent

(1 7]72)201 Z 402
2A+ (1 —py)Cy <0. (B.7)

et le temps d’intersection est donné par
_ 0 3 4
Ty — T = —(4(1 — p)C + 84) p} + O(p}), (B.8)

ou T4 dénote le quatrieme temps de commutation de la géodésique qui appar-
tient a la classe I'_j.

G4 N Gs Fixons py et T, et considérons une géodésique de la classe I'_, de
vecteur adjoint au temps zéro égal a p_ (0) = (P2, —1,1/pg) et une géodésique
de la classe I'y de vecteur adjoint au temps zéro égal a p,(0) = (B,1,1/po),

ou P =3 5o Brpk. Nous assumons que T est plus grand du quatrieme temps
de commutation de la premiere trajectoire et plus petit du quatrieme temps de
commutation de la deuxieme (appelé T4 dans la suite).

En imposant 1’égalité des jets, nous trouvons les contraintes
Xo=1, x1=0, x2=4C;—(1—p2)°Cs,

ce qui impose la contrainte 4C; — (1—p2)2Cy < 0. D’autre part, comme Ty —T =
(84 — 4(1 —p2)C2)p + O(pt), telle intersection peut avoir lieu seulement pour

24
p0>1— & (B.9)

ce qui, en particulier, impose A > 0.
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La suspension est donnée par

v = —4(A+piCa)C* + (2D2(p))? + AEpf + 3¢) ¢t + O(CP)
y = (44— (1= p)°C2)® + (3D2(p?)° + (B2 — D2)(p3)? — 2E2pf + ¢)¢* 4 O(¢P),
(B.10)
Nous remarquons que le terme principale (O(¢?)), interprété comme une courbe
paramétrée de parametre p?, dessine un arc de parabole avec foyer en p2 = 1.
La tangente a cette courbe est donnée par

y(pd)  pl—1

/(p}) 2

L’intersection G4 N G5 peut étre aisément déduite de celle qu’on vient de cal-
culer, en changeant les signes dans les coordonnées de la suspensions et en la
permutation ¢.

F5 NGy Pour py et T fixés, nous considérons une trajectoire appartenant a la
classe I'¢, de vecteur adjoint au temps zéro égal & (l,pg, 1/po), et une trajectoire
appartenant a la classe I'_, associée au vecteur adjoint au temps zéro égal a

(x,—1,1/po), avec x = Ekzo XkPE et po = po+ ZkZQ aypk. Nous assumons que
T est plus grand du quatrieme temps de commutation de la premiere trajectoire
et plus petit du quatrieme temps de commutation de la deuxieme (appelé Ty
dans la suite). L’imposition de I’égalité des jets nous donne

X0:_17 X1 :Oa X2:8A_4(1+p30/)017
Ty — T = ((1+p9)%C1 — 4C2)p§ + O(pi).

Donc, cette intersection peut se produire seulement si

24 > (1+p))Cy (B.11)
(1+p))°Cy —4C; > 0. (B.12)

Comme nous sommes en train de considérer le cinquiéme arc bang de la trajec-
toire de la classe I'y, cette intersection nous intéresse seulement lorsque C; > 0,
ce qui impose A > 0; lorsque C7 = 0, ceci impose aussi Cy < 0.

La suspension de cette intersection avec le plan {z = 4¢?} est donnée par

r = ((1 —|—p2)201 —4A)¢?
+  (3D1(P))® + (B1 + D1)(p))? + 2E1p), — 5(D1 + 5E1 + 4d1))¢* + O(C°)
y = 4(A—p)C1)¢% — (2D1(p))? +4E1pY — 1) + O((P).

(B.13)

F5 N Gy Les conditions d’existence, les temps d’intersection et la suspension de
I'intersection au plan z = 4¢? peuvent étre trouvés de facons analogue au cas
précédent. En particulier, les conditions d’existence restent (B.11)-(B.12) et la
suspension est donnée par

r = (4A-(1- p2)201)C3
+ (= 3D1(0))* + (Ex + D1)(p9)* = 2E1pY) — 5(D1 + 5E1 +44))¢* + O(C)
y o= —A(A+ P00 — (2D (10)) — 4B 26)) ¢+ O(CF)

(B.14)
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(pg dénote la seconde composante du vecteur adjoint associé a la géodésique
I'_¢, au temps zéro).
La pente a la courbe (B.14) est donnée par

dy 2
dr ~ 1-— py

+0(0). (B.15)

Fa N Gs Considérons une trajectoire appartenant & la classe I'y, de vecteur
adjoint au temps zéro égal & (p2,1,1/pg), et nous en cherchons les intersections
avec une trajectoire appartenant a la classe I'y, de vecteur adjoint au temps
zéro égal a (1,B,1/po), ot y = Zkzo']/lcpg and po = po + ZkZQ O‘kplg'

Les conditions d’existence, les temps d’intersection et la suspension de I'inter-
section sur le plan {z = 4¢?} peuvent étre trouvés en appliquant aux résultats
du point ) une rotation d’angle 7/2 autour les axes des z et des p, et la per-
mutation &. En particulier, ce type d’intersection peut se produire seulement si
pl>1+2

La suspension est donnée par I’équation suivante

4(A 02)43 + (2D2(p)? — 4Eopl — 22) ¢t + O(CP)
(4A + (1 - )202)C3
(-

(B.16)

F5 NGy Pour pg et T fixés, nous considérons une trajectoire appartenant a la
classe I' ¢, de vecteur adjoint au temps zéro égal a (1, p87 1/po), et une trajectoire
appartenant a la classe I'y de vecteur adjoint au temps zéro égal a (f3,1,1/po),
avec B =150 Prph et po = po + Y p>o akph. L'imposition de 1'égalité des jets
nous donne

BO = ]-a Bl = Oa [32 = 4(1 7]92)01

Comme (32 doit étre non-positif, 'intersection peut se produire seulement si
C7 < 0; par contre, il a du sens de considérer le front F5 seulement si C; > 0.
Si C7 > 0, ceci impose pour pg =1,B=1+0(p}).

Si C7 = 0, en poursuivant le calcul nous trouvons les contraintes

Bs =2(1—p))(2E1 + (1 +p))D1)
1 —|—2p2

(- (B + 2D, =0

—3B1 1 mais ceci est

La deuxieme contrainte impose soit pg = 1 soit pg = =55 —

une valeur admissible seulement si E1Dy < 0 et |Dy| > |Ey| Comme B35 doit
étre non-positif, il faut que pg =1ou?2E; + (1 +p2)D1 < 0; dans le cas ol
Dy = _351 — %, ceci impose que D; soit négatif. Cette intersection peut arriver

seulement dans le cas C1, qui n’a pas été étudié dans cette mémoire.

Par contre, nous pouvons répéter les mémes calculs pour étudier 'intersection
des fronts F5 N Gy. Nous trouvons que l'intersection est permise seulement dans
le cas B_

Fs N Fs Pour pg et T fixés, nous considérons une trajectoire appartenant a la
classe I'y, dont le vecteur adjoint associé, au temps zéro, est égal & (l,pg, 1/p0),
et une trajectoire appartenant a la classe I'_; de vecteur adjoint au temps zéro

égal & (=1,v,1/po), avec v = 37, - Vip{-
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En imposant 1’égalité entre les jets des trajectoires, nous obtenons vg = pg —

%. Comme v € [—1,1], si C; > 0 ceci impose pg € [% — 1,% + 1}. Cet
intervalle a intersection non vide avec I'intervalle [—1, 1] seulement si |A] < C}.

La suspension de I'intersection est donnée par

v =—44-(A—Cipl) ¢+ O(¢h) (B.17)
y = 4(A = Cipy)¢® + O(¢H).

Le terme dominant, interprété comme une courbe paramétrée par pg, est un
segment de pente —C/A.

G5 N Gs Pour pg et T fixés, nous considérons une trajectoire appartenant a la
classe I'y, de vecteur adjoint au temps zéro égal & (p2,1,1/po), et une trajectoire
appartenant & la classe I'_; de vecteur adjoint au temps zéro égal & (x, —1,1/po),
avec X = > x5 Brph.

Les deux trajectoires s’intersectent pour Cop? — By = 2A. En particulier, si
Co # 0, nous avons que p) — By = %, ce qui impose |A| < Cs. L’intersection a

lieu au temps T' = 8py + C% (C%(pg)z —2ACyp? — A? + %C’%)pg + O(pp), et sa
suspension est

v =4(A = Cap))¢* + O(¢*)

y =44 (A Capl)(® + O(¢H).

Le terme dominant, interprété comme une courbe paramétrée par pl, est un
segment de pente —A/Cs.

F5 N Gy Pour pg et T fixés, nous considérons une trajectoire appartenant a la
classe I'y, dont le vecteur adjoint associé, au temps zéro, est égal & (l,pg, 1/p0),
et une trajectoire appartenant a la classe I'y de vecteur adjoint au temps zéro
égal a (B,1,1/po), avec B =3, Brpk. Nous supposons aussi que T' soit plus
grand des quatriemes temps de commutations des deux trajectoires.

En imposant 1’égalité entre les jets des trajectoires, nous trouvons les relations

Bo=1x,/(1 —pg)Qg—; (bien entendu, une des deux solutions est admissible
seulement pour p) = 1) et T = 8py + O(p).

Si C1 et Cy sont tous les deux positifs (en effet, comme nous sommes en train
de considérer des cinquiemes fronts, ce calcul est intéressant seulement lorsque

Cy1 > 0et Cy > 0), B assume une valeur admissible seulement si pg >1-2 g—f

La suspension de l'intersection est donnée par

{:c:4(A_02+(1—p2)@)<3+@<44) (B.18)

y =4(A - C1p0)3 + O(¢h).

Si nous négligeons les termes d’ordre supérieur en ¢, la courbe paramétrée (par
le parametre p)) (B.18) dessine d’'un segment de pente 1/Cy/Cy de longueur
O(¢?).

Dans le Chapitre 4, nous avons besoin d’étudier cette intersection sous 1’hy-
pothese C; = 0. Dans ce cas, la procédure usuelle ne donne pas de résultats
concluants : nous devrons développer une méthode adaptée (voir a la page 99)
pour évaluer ce type d’intersections.
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En appliquant les Lemmes 10-11, nous pouvons facilement étudier les inter-
sections similaires. Par exemple, pour 'intersection F5 N Gy, nous trouvons la

relation B =1— /(1 + pg)Q% (les vecteurs adjoints initiales des géodésiques

de la classe I'y et T'_, sont, respectivement, (1,py, po) et (B, —1, o), avec po =
po+ O(p?) et B = Bo+ O(po)). Ceci nous implique que cette intersection peut

avoir lieu seulement pour
[ Co
0

La suspension de l'intersection est donnée par

{x: —4(A+ o = (L+ ) VE1G2) ¢ + O(CY) (B.19)

y=4(A—Cipd) 3+ O(¢H).
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Annexe C

Codes Mathematica

Code integration-sys.nb

Ce programme integre les équations de Hamilton et trouve les jets des va-
riables
Zr,Y, Zaﬁy;ﬁ}n o,

selon la procédure expliquée dans la Section 2.1.2.

ClearAll["Global‘*"]

For[i =1, i <= 3, i++,
For[j = 1, j <= 2, j++,
L[i, jllx_, y_, z_] = {ax[i, j] ,
ay[i, j1 2}.{x, y} +
1/2 {x, vy,

z}.{{\ [Omegalxx[i, jl, \[Omegalxy[i, j1, \[Omegalxz[i,
j1¥, {\[Omegalyx[i, j1, \[Omegalyy[i, jl, \[Omegalyz[i,
j1}, {\[Omegalzx[i, jl, \[Omegalzy[i, jl, \[Omegalzz[i,
j1yr Az, y, z} +

1/6 (x {x, vy,
z} A{Vxxx[i, j1, Vxxyli, j1, Vxxz[i, j1}, {vxyx[i, j],
Vxyyli, j1, Vxyz[i, j1}, {vxzx[i, jl, Vxzyli, j],
Vxzz[i, j1}}.{x, y, z} +

y {x, vy,

z} {{Vyxx[i, j1, Vyxyli, j1, Vyxz[i, j1}, {vyyx[i, jl,
Vyyyli, j1, Vyyzli, j1}, {Vyzx[i, j1, Vyzyli, jl,
Vyzz[i, j1}}.{x, y, 2z} +

z {x, vy,

z} . {{Vzxx[i, jl, Vzxyli, jl, Vzxz[i, j1}, {Vzyx[i, j],
Vzyyl[i, j1, Vzyzl[i, jl1}, {Vzzx[i, jl, Vzzyli, jl,
Vzzz[i, j1}}.{x, y, z})]

]

(*symmetrisationx)

(*¥For[i=1,i\[LessEqual]3,i++,
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For[j=1,j\[LessEquall2, j++,{

\ [Omegalyx[i,jI1=\[Omegalxy[i,jl,\[Omegalzx[i,jl=\[Omegalxz[i,jl,\
\ [Omegalzy[i,jl=\[Omegalyz[i,j]l,Vyxx[i,jl=
Vxxy[i,jl,Vxyx[i,jl=Vzxyl[i,j],Vzxx[i,jl=Vxxz[i,j],Vxzx[i,j]l=
Vxxz[i,jl,Vxyyli,jl=Vyyx[i,jl,Vyxyl[i,jl=
Vyyx[i,jl,Vzyyli,jl=Vyyzli,jl,Vyzyl[i,jl=
Vyyzl[i,jl,Vxzz[i,jl=Vzzx[i,j],Vzxz[i,jl=
Vzzx[i,jl,Vyzz[i,jl=Vzzyli,jl,Vzyz[i,jl=
Vzzyl[i,jl,Vyxz[i,jl=Vxyz[i,j],Vxzyl[i,jl=
Vxyz[i,jl,Vzyx[i,jl=Vxyzl[i,j]l,Vyzx[i,jl=
Vxyz[i,jl,Vzxyl[i,jl=Vxyz[i,j]

1%

roar = {rho ->
rho0 + Sum[
rho0~j rhor([jl, {j, 4,
NN}}; (*to change rhoO in the development of other variables)

xyztoR = {x -> Sum[xr[j] rho0~j, {j, 1, NN}],
y => Sum[yr[j] rho0~j, {j, 1, NN}],
z => Sum[zr[j] rho0~j, {j, 1, NN + 1}]1};
partoR = {p -> Sum[pcr[j] rho0~j, {j, 1, NN}],
q -> Sum[qcr[j] rho0~j, {j, 1, NN}], Rho -> rho};

(*the variables are developed IN SERIES OF rhoO, not of rho - which \
is a variable itself*)
(*Rho is going to be sent to rhoO+ordres by roar*)

(*Xdot is a function of x,y,z, and rho. All these four variables are \
developed in series of rho0O, which is the small constant parameter.*)

For[j = 1, j <= NN, j++,
{Xdot[s_1[j] =
Coefficient[
rho (ul + (ul y - u2 x) (L[1, 11[x, y, z] x +
L[1, 2][x, y, z] y)) /. xyztoR /. roar, rho0~j],
Ydot[s_1[j] =
Coefficient[
rho (u2 + (ul y - u2 x) (L[2, 11[x, y, 2] x +
L[2, 2][x, y, z] y)) /. xyztoR /. roar, rho0~j],
Zdot[s_1[j] =
Coefficient[
rho ((ul y - w2 x) (-1/2 + L[3, 1]1[x, y, z] x +
L[3, 2]1[x, y, z] y)) /. xyztoR /. roar, rho0~j]
}
]
Zdot[s_][NN + 1] =
Coefficient[
rho ((ul y - u2 x) (-1/2 + L[3, 1]1[x, y, 2] x +
L[3, 2][x, y, z] y)) /. xyztoR /. roar, rhoO" (NN + 1)];
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(*Recall: we consider pc=p/r and qc=q/r, that is why they are order 1%)
\

(*moreover, if we consider rho non constant (high orders), then \
dpc/dtau = 1/r dp/dtau -1/r"2 p dr/dtau=\[Rho] dp/dtau + p \

d\ [Rho]/dtau *)

For[j = 1, j <= NN, j++,
{
Pdot[s_1[j] =
Coefficient[-ul Rho y (p LI[1, 1]1[x, y, z] + q L[2, 1]1[x, y, z] +
L3, 1]1[x, y, z] +
p (OIL[L, 11[x, y, 2], x] x + D[L[1, 2][x, y, 2], x] y) +
q (DIL[2, 11[x, y, 2], x] x +
D[L[2, 2][x, y, 2], x] y) + (DIL[3, 1]1[x, y, 2], x] x +
DIL[3, 2][x, y, z], x] y)) -
u2 Rho (1/
2 - (p (L[, 11[x, y, z] x + L[1, 2][x, y, 2] y) +
q (L2, 1]1[x, y, 2] x +
L[2, 2][x, y, z] y) + (L[3, 11[x, y, z] x +
L3, 2][x, y, z] y))
x (p L1, 11[x, y, 2] + q L[2, 11[x, y, z] +
L[3, 1]1[x, y, z] +
p (OILLL, 11[x, y, 2], x] x +
DIL[1, 21[x, y, 2], x] y) +
q OIL[2, 1]1[x, y, 2], x] x +
D[L[2, 2][x, y, z], x] y) + (DILI[3, 1][x, y, =],
x] x + D[L[3, 2][x, y, z], x] y¥))) -
p Rho (u2 x - ul y) (x DILI3, 11[x, y, z], z] +
y DIL[3, 2][x, y, z], 2] +
p (OIL[1, 11[x, y, 2], 2] x + D[L[1, 2]1[x, y, 2], z] y) +
q O[L[2, 1]1[x, y, 2], 2] x +
D[L[2, 2][x, y, z], z] y)) /. xyztoR /. pgrtoR /. roar,
rho07j],
Qdot[s_1[j] =
Coefficient[-ul Rho (-1/
2+ (p (Ll1, 11[x, y, 2] x + L[1, 21[x, y, z] y) +
q (L2, 1]1[x, y, 2] x +
L[2, 2]1[x, y, z] y) + (L[3, 11[x, y, z] x +
L[3, 2]1[x, y, z] y)) +
y (p L1, 2]1[x, y, z] + q L[2, 2][x, y, =z] +
L[3, 21[x, y, z] +
p (DILI[1, 11[x, y, z], y] x +
DIL[1, 21[x, vy, zl, y] y) +
q (DIL[2, 11[x, y, 2], y] x +
D[L[2, 2][x, y, z], y] y) + (DILI[3, 11[x, y, =],
y]l x + D[L[3, 2][x, y, z], y] y¥)) -
u2 Rho (-
x (p L[1, 2]1[x, y, z] + q L[2, 2][x, y, z] +
L[3, 2][x, y, z] +
p (OILI1, 11[x, y, z], y] x + DIL[1, 2]1[x, y, 2], yl y) +
q (DIL[2, 11[x, y, 2], y] x +
D[L[2, 2][x, y, 2], y]l y» + (DILI3, 1]1[x, y, =],
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y]l x + D[L[3, 2]1[x, y, 2], y]l ¥))) -
q Rho (u2 x - ul y) (x DILI[3, 1]1[x, y, 2], z] +
y DIL[3, 2][x, y, z], z] +
p (x DIL[1, 11[x, y, 2], 2] + y D[LI[1, 2][x, y, 2], z]) +
q (x D[L[2, 1]1[x, y, z], z] +
y DIL[2, 2][x, y, z], 2z])) /. xyztoR /. pgrtoR /. roar,
rho0~j],
Rhodot [s_][j] =
Coefficient[-Rho"2 (u2 x - ul y) (x D[L[3, 1][x, y, z], z] +
y DIL[3, 2][x, y, 2], z] +
p (OIL[1, 1]1[x, y, 2], =z] x + DIL[1, 2]1[x, y, 2], 2] y) +
q (OIL[2, 1]1[x, y, z], z] x + D[L[2, 2][x, y, =z], z] y)) /.
xyztoR /. pgrtoR /. roar, rho0~j]

U = {{1, o}, {0, 1}, {-1, o}, {0, -1}, {1, 0}, {0, 1}};

For[k = 1, k <= 5, k++,
Ttaulk] = Sum[taulk] [j] rhoO~j, {j, O, NN + 1}]
]

(*For [k=1,k\ [LessEqual] 3,k++,
{x0[1] [k]=0,

yo[1][k]=0,

z0[1] [k+1]=0,

ppO[1] [k]=rho0 pO,

qq0[1] [k]1=rho0 qO}]*) (*?77x%)

(*need to integrate rho before the x,y, since the fourth order of x,y \
depends on rho4 - same for phat and ghat*)

For[Nt = 1, Nt <= 5, Nt++,

(*Nt=6; *)

x[t_][Nt] = If[Nt == 1, 0, x[Ttaul[Nt - 1J]J[Nt - 1]];
y[t_1[Nt] = If[Nt == 1, O, y[Ttau[Nt - 1]1[Nt - 11]1;
z[t_J[Nt] = If[Nt == 1, 0, z[Ttaul[Nt - 1]J[Nt - 1]];
pclt_]1[Nt] = If[Nt == 1, rhoO pO, pcl[Ttau[Nt - 1]]1[Nt - 11]1;

qc[t_1[Nt] = If[Nt == 1, rhoO g0, gc[Ttaul[Nt - 11]1[Nt - 11];
thoo[t_]1[Nt] = If[Nt == 1, rhoO, rhoo[TtaulNt - 1]1[Nt - 111;
{For[k = 1, k <= NN, k++,
{For[j = 1, j <= k, j++,
{xr[j] = Coefficient[x[s][Nt], rho0~j],
yrljl Coefficient [y[s][Nt], rho0~j],
zr[j] Coefficient[z[s] [Nt], rho0~(j)],
pcr[j]l = Coefficient[pc[s][Nt], rho0~(j)],
qcr[j]l = Coefficient[qc[s][Nt], rho0~(j)],
rhor[j] = Coefficient[rhoo[s][Nt], rho0~j]
3
rhoil[t_][Nt, k] =
Integratel[

133



Rhodot[s] [k] /. {ul -> U[[Nt, 111, w2 -> U[[Nt, 211}, {s, O,
t}];

rhoo[t_] [Nt] = rhoo[t] [Nt] + rho0"k rhoil[t] [Nt, k];

For[j = 1, j <=k, j++,

rhor[j] = Coefficient[rhoo[s][Nt], rho0~j]

]; (*must reinitialize rhor, as x depends on it, same ordersx*)

xi[t_1[Nt, k] =
Integrate[
Xdot[s][k] /. {ul -> U[INt, 111, w2 -> ULINt, 2112}, {s, O,
t}1,
yilt_1I[Nt, k] =
Integratel[
Ydot[s][k] /. {ut -> Ul[Nt, 111, w2 -> U[[Nt, 211}, {s, O,
t}l,
zi[t_1[Nt, k] =
Integrate[
Zdot[s][k] /. {ut -> ULINt, 111, w2 -> ULINt, 211}, {s, O,

t}l,
pcilt_1[Nt, k] =
Integratel[
Pdot[s][k] /. {ul -> U[[Nt, 111, w2 -> UL[Nt, 2112}, {s, O,
t}1,
qcilt_J[Nt, k] =
Integratel[
Qdot[s][k] /. {ul -> ULINt, 111, u2 -> U[[Nt, 211}, {s, O,
t}l,
x[t_J[Nt] = x[t][Nt] + rhoO"k xi[t][Nt, k],
y[t_1[Nt] = y[t] [Nt] + rhoO"k yilt]l[Nt, k],
z[t_1[Nt] = z[t][Nt] + rhoO~ (k) zilt][Nt, kI,

pclt_1[Nt] = pc[t] [Nt] + rhoO"k pcil[t] [Nt, k],
qc[t_1[Nt] = qcl[t][Nt] + rhoO0"k qcilt][Nt, k]
}
1;
{For[j = 1, j <= NN, j++,
{xr[j] = Coefficient[x[s][Nt], rho0~j],
yr[j] Coefficient[y[s] [Nt], rho0~j],
zr[j] Coefficient[z[s] [Nt], rho0~(j)],
perlj]l = Coefficient[pc[s][Nt], rhoO~(j)],
qcr[j] Coefficient[qc[s] [Nt], rho0~(j)],
rhor[j] = Coefficient[rhoo[s] [Nt], rho0~j]
11,
zi[t_][Nt, 6] =
Integrate[
Zdot[s]1[6] /. {ul -> ULINt, 111, u2 -> U[INt, 2113}, {s, O,
t}], (*warning, here we put NN+1\[Equal]6%)

z[t_1[Nt] = z[t][Nt] + rho0~(6) zil[t][Nt, 61};
};
ClearAll[xr, yr, zr, pcr, qcr, rhor];
1;

(e kkokok ko ook ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok k ko ok )

SetDirectory[$UserDocumentsDirectory]; \

134



SetDirectory["C:\Documents\These\Programmes"]

"C:\Documents\These\Programmes"

{x[t1[1], x[t1[2], x[t]1[3], x[t][4], x[t]l[5],
x[t]1[6]1} >> xxHOSR; {y[t]l[1], y[tl[2], y[t1[3], y[t1[4]1, y[tl[s5],
y[t]1[6]1} >> yyHOSR; {z[t]l[1], z[t]l[2], z[t]1[3], z[t1[4], =z[t][5],
z[t]1[61} >> zzHOSR;

(*FilePrint ["C:\Documents\These\Programmes\xxHOSR"] ; \
FilePrint ["C:\Documents\These\Programmes\yyHOSR"] \
;FilePrint ["C:\Documents\These\Programmes\zzHOSR"] ;*)

{pc[tl[1], pcltl[2], pcltl[3]1, pcltl[4], pcltl[5],
pclt]l [6]1} >> ppcHOSR; {qclt]l[1], qcltl[2], qclt]l[3], qclt][4],
qc[t][5], qclt]l[61} >> qqcHOSR; {rhoo[t][1], rhoo[t][2], rhool[t][3],
rhoo[t] [4], rhoo[t][5], rhool[t][6]} >> rhooHOSR;

SetDirectory[$UserDocumentsDirectoryl; \
SetDirectory["C:\Documents\These\Programmes"]

"C:\Documents\These\Programmes"

(*¥FilePrint ["C:\Documents\These\Programmes\ppcHOSR"] ; \
FilePrint ["C:\Documents\These\Programmes\qqcHOSR"] \
;FilePrint ["C:\Documents\These\Programmes\rhooHOSR"] ;*)

Code Switching-times.nb

Ce programme calcule les jets des temps de commutations pour une géodésique de
la classe I'y, suivant la procédure expliquée a la page 39.

(**computes switching times
requires the output of integration-sys.nb
*k)

Blp_, 9, x_, y_, z_] =
1 -3 (L3, 11z, y, z] x + L[3, 2]1[x, y, z] y) -
3 (p (LI1, 11[x, y, z] x + L[1, 21[%, y, z] y) +
q (L[2, 11[x, y, z] x + L[2, 2][x, y, z] y)) +
1/2 (x y i1, 11z, y, z1 - L2, 2]1[x%, y, z]) -
x"2 L[2, 1]1[x, y, z] + y"2 L1, 2][x, y, z]) (*1/2 LLx*)-
x (DIL[3, 11[x, y, 2], x] x + D[L[3, 2][x, y, z], x] y) -
y (ODIL[3, 11[x, y, 2], y] x + DIL[3, 21[x, y, 2], y]l y) -
p x"2 D[LI[1, 1]1[x, y, 2], x] + x y DIL[1, 2][x, y, z], x] +
x y DIL[1, 11[x, y, 2], yl + y"2 DIL[1, 2]1[x, y, 2], y]l ) -
q (x2 D[L[2, 1][x, y, 2], x] + x y DIL[2, 2][x, y, 2], x] +
x y DIL[2, 11[x, y, 2], y] +
y~2 D[L[2, 2][x, y, z],
yl ) - (xy (L1, 1][x, y, 2] - L[2, 2][x, y, z]) -
x"2 L[2, 1]1[x, y, z] +
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y 2 L[1, 2][x, y, z]) (L[3, 1]1[x, y, z] x +
L[3, 2][x, y, z] y) (¥LL (L31 x +
L32 yx)- (x y LML, 11[x, y, z] - L[2, 2][x, y, z]) -
x"2 L[2, 1]1[x, y, z] +
y~2 L[1, 21[x, ¥,
z]) (p (L[1, 1]1[x, y, z] x + L[1, 2]1[x, y, z] y) +
q (L2, 1]1[x, y, 2] x +
Ll2, 2]1[x, ¥,
z] y)); ((LL (p/r (L11 x + L12 y)+q/r(L21 x+L22y))*)

F1 = Integratel[
Normal [Series[®[pc[t][1], qclt][1], x[t][1]1, y[t][1],
z[t]1[1]], {rhoO, O, NN}]], {t, O, Ttaul1]}] - (pO - qO);

t[1, 0] = p0 - qO;

For[k = 1, k <= NN, k++,
T[1, k] =
Flatten[taul[1][k] /.
Solve[Coefficient [F1, rho0O~k] == 0, taul1][k]J1J[[1]]
]

T[1, 1] <[1, 1] /. taul1]1[0] -> <[1, 0];
T[1, 21 = <[1, 2] /. taul[1][0] -> <[1, O] /.
taul[1]1[1] -> <[1, 1];
t[1, 3] = <[1, 3] /. tau[1][0] -> <[1, O] /.
taul1]1[1] -> <[1, 11 /. taul1]1[2] -> <[1, 2];
t[1,4] = <[1, 4] /. taul[1][0] -> <[1, O] /.
taul[1] [1] -> <[1, 1] /. taul1]1[2] -> <[1, 2] /.
taul[1]1[3] -> <[1, 3];
t[1,5] = <[1, 5] /. tau[1][0] -> <[1, O] /.
taul1][1] -> <[1, 1] /. taul[1][2] -> <[1, 2] /.
taul[1]1[3] -> <[1, 3] /. taul1]1[4] -> <[1, 4]1;

tel = {taul[1][0] -> <[1, 0], taul[1][1] -> <[1, 1],
taul[1]1[2] -> <[1, 2], taul1]1[3] -> <[1, 3],
taul[1][4] -> <[1, 4], taul1][5] -> <[1, 5]}

{taul1]1[0] -> p0 - qO0, taul[1][1] -> O,
taul1]1[2] -> 4/3 (p0 - q0)"3 ax[3, 1],
taul1] [3] ->
1/24 (32 p0 (p0 - q0)"3 ax[1, 1] + 156 (p0 - q0)~4 ax[2, 1] +
32 (p0 - g0)"3 q0 ax[2, 1] + 15 (pO0 - q0)"4 \[Omegalxx[3, 11),
taul1] [4] ->
1/40 (640/3 (p0 - q0)~5 ax[3, 11°2 + 8 (p0 - q0)~5 Vxxx[3, 1] +
25 p0 (pO0 - q0)~4 \[Omegalxx[1, 1] +
12 (p0 - q0)°5 \[Omegalxx[2, 1] +
25 (p0 - g0)~4 q0 \[Omegalxx[2, 1]1),
taul[1] [6] ->
1/360 (1920 pO (p0 - q0)°5 ax[1, 1] ax[3, 1] +
1060 (p0 - q0)~6 ax[2, 1] ax[3, 1] +
1920 (p0 - q0)°5 q0 ax[2, 1] ax[3, 1] +
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72 p0 (p0 - q0)°5 Vxxx[1, 1] + 35 (p0 - q0)~6 Vxxx[2, 1] +
72 (p0 - q0)°5 q0 Vxxx[2, 1] +
1200 (p0 - q0)°6 ax[3, 1] \[Omegalxx[3, 1] +
60 (p0 - q0)~2 ax[3,
1] (32 p0 (p0 - 90)"3 ax[1, 1] + 15 (p0 - q0)"4 ax[2, 1] +
32 (p0 - q0)"3 q0 ax[2, 1] + 15 (p0 - q0)"4 \[Omegalxx[3, 1]1))}

(koK sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok oK Kok ok ok Kok kKK )

t[2, 0] = 2 pO;

F2 = Integratel[
Normal[Series[B[pc[t][2], qcltl[2], x[t1[2], y[tl[2],
z[t]1[2]], {rhoO, O, NN}]], {t, O, Ttaul[2]}] - 2 pO;

For[k = 1, k <= NN, k++,
T[2, k] =
Flatten[taul[2] [k] /.
Solve[Coefficient [F2, rho0O~k] == 0, taul2][k]]1]1[[1]]
]
t[2, 1] t[2, 1] /. tau[2][0] -> <[2, 0] /. tel;
t[2, 2] = <[2, 2] /. taul[2][0] -> <[2, O] /.
taul[2] [1] -> <[2, 1] /. tel;
T[2,
3] = <[2, 3] /. tau[2][0] -> <[2, 0] /.
taul[2] [1] -> <[2, 1] /. tau[2][2] -> <[2, 2] /. tel;
t[2,4] = t[2, 4] /. tau[2][0] -> <[2, O] /.
tau[2] [1] -> <[2, 1] /. taul[2][2] -> <[2, 2] /.
taul[2] [3] -> <[2, 3] /. tel;
t[2,5] = t[2, 5] /. tau[2][0] -> <[2, O] /.
taul[2] [1] -> <[2, 1] /. tau[2][2] -> <[2, 2] /.
taul2] [3] -> t[2, 3] /. taul2][4] -> <[2, 4] /. tel;

te2 = {taul[2][0] -> <[2, 0], taul[2][1] -> <[2, 1],
taul[2][2] -> <[2, 2], taul[2][3] -> <[2, 3],
taul2] [4] -> <[1, 4], tau[2][5] -> <[1, 5]};

(koK sk sk ok sk ok ok ok ok ook ok ok ok ok ok ok ok ok kK ok kK K )

t[3, 0] = 2 pO;
F3 = Integratel

Normal [Series[B[pc[t][3], qclt]l[3], x[t1[31, y[t][3],
z[t]1[3]], {rhoO, O, NN}]], {t, O, Ttau[3]}] - 2 pO;
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For[k = 1, k <= NN, k++,
T[3, k] =
Flatten[tau[3] [k] /.
Solve[Coefficient [F3, rho0~k] == 0, taul3][k]1]J[[1]]
]
<[3, 1] = <[3, 1] /. taul3]1[0] -> <[3, 0] /. tel /. te2;
<[3,
2] = <[3, 2] /. taul3][0] -> <[3, 0] /.
taul3][1] -> <[3, 1] /. tel /. te2;
<[3, 3] = <[3, 3] /. tau[3][0] -> <[3, 0] /.
taul3][1] -> <[3, 1] /. taul[3][2] -> <[3, 2] /.
tel /. te2;
T[3, 4] = <[3, 4] /. taul[3][0] -> <[3, 0] /.
taul[3] [1] -> <[3, 1] /. taul3][2] -> <[3, 2] /.
taul[3][3] -> <[3, 3] /. tel /. te2;
t[3, 5] = t[3, 5] /. tau[3][0] -> <[3, 0] /.
taul[3]1[1] -> <[3, 1] /. taul3][2] -> <[3, 2] /.
taul[3]1[3] -> <[3, 3] /. taul3]1[4] -> <I[3, 4] /.
tel /. te2;

te3 = {taul[3]1[0] -> <[3, 0], taul31[1] -> <I[3, 11,
taul[3][2] -> <[3, 2], taul3]1([3] -> <[3, 3],
taul[3] [4] -> <[3, 4], taul[3][5] -> <[3, 5]};

(s s sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok Kok Kok ko ok )

<[4, 0] = 2 pO;

F4 = Integratel[
Normal [Series[@[pc[t][4], qclt][4], x[t][4], y[t][4],
z[t]1[4]], {rhoO, O, NN}]1, {t, O, Ttaul[4]}] - 2 pO;

For[k = 1, k <= NN, k++,
T[4, k] =
Flatten[taul[4][k] /.
Solve[Coefficient [F4, rho0O~k] == 0, taul4][k]1]1[[1]]
]
T[4, 1] = <[4, 1] /. taul4][0] -> <[4, 0] /. tel /. te2 /. te3;
T[4, 2] = <[4, 2] /. taul[4][0] -> <[4, 0] /.
taul[4][1] -> <[4, 1] /. tel /. te2 /. te3;
t[4, 3] = t[4, 3] /. taul4][0] -> <[4, 0] /.
taul4] [1] -> <[4, 1] /. taul4]l[2] -> <[4, 2] /.
tel /. te2 /. te3;
T[4, 4] = <[4, 4] /. taul4][0] -> <[4, 0] /.
taul4][1] -> <[4, 1] /. taul4][2] -> <[4, 2] /.
taul4][3] -> T[4, 3] /. tel /. te2 /. te3;
<[4, 5] = t[4, 5] /. taul4][0] -> <[4, 0] /.
taul4] [1] -> <[4, 1] /. taul[4][2] -> <[4, 2] /.
taul4] [3] -> <[4, 3] /. taul4][4] -> <[4, 4] /.
tel /. te2 /. te3;
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te4 = {taul4][0] -> <[4, 0], taul4][1] -> <[4, 1],
taul4][2] -> <[4, 2], taul4][3] -> <[4, 3],
taul4] [4] -> <[4, 4], taul4][5] -> <[4, 5]};

(******************************)

<[5, 0] = 2 pO;

xtrunc[t_1[5] =
Normal [Series[
x[t][5], {rhoO, O,
5}11; (*computation is too long; need to truncate some useless \
parts in order to be able to integrate Thetax)

ytrunc[t_] [6] = Normal[Series[y[t][5], {rhoO, 0, 5}]1]1;
ztrunc[t_] [6] = Normal[Series[z[t][5], {rhoO, 0, 5}]11;
ptrunc[t_]1[5] = Normal[Series[pc[t][5], {rhoO, 0, 5}1];
qtrunc[t_] [6] = Normal[Series[qc[t][5], {rhoO, O, 5}11;

B5tru = B[ptrunc[t] [5], qtrunc[t][5], xtrunc[t][5],
ytrunc[t] [5], ztrunc[t][5]];

Coefficient [B5tru*rho0, rhoO]

Ff5[1] = Integratel[, {t, 0, Ttaul[5]}] - 2 pO

-2 p0 + tau[5][0] + rhoO tau[5][1] + rho0~2 taul[5][2] +
rho0~3 tau[5] [3] + rho0~4 taul[5][4] + rho0~5 tau[5][5] +
rho0~6 taul[5] [6]

Coefficient [B5tru, rhoO];

Ff5[2] = Integratel%, {t, 0, Ttaul[5]}];

Coefficient [B5tru, rho0~2];

Ff5[3] = Integratel%, {t, 0, Ttaul[5]}];

Coefficient [@5tru, rho0°3];

Ff5[4] = Integratel[’, {t, 0, Ttaul[5]}];

Coefficient [B5tru, rho0~4];
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Ff5[6] = Integratel%, {t, 0, Ttaul5]}];

Coefficient [@5tru, rho0°5];

Ff5[6] = Integratel, {t, 0, taul5][0]}];

(*F5=Integrate [Normal [Series [85tru,{rho0,0,NN}]1],{t,0,Ttaul5]}]\
-2p0;*)
F5 = Sum[F£5[j] rho0~(j - 1), {j, 1, 6}1;

For[k = 1, k <= NN, k++,
T[5, k] =
Flatten[taul[5] [k] /.
Solve[Coefficient [F5, rho0~k] == 0, taul[5][k]]1]1[[1]]

]

<[5, 1] = <[5, 1] /. taul[5]1[0] -> <[5, 0] /. tel /. te2 /.
te3 /. ted;

<[5, 2] = <[5, 2] /. taulb][0] -> <[5, 0] /.

tau[5][1] -> <[5, 1] /. tel /. te2 /. te3 /. ted4;
t[5, 3] = <[5, 3] /. tau[5][0] -> <[5, 0] /.
tau[5][1] -> <[5, 1] /. tau[5][2] -> <[5, 2] /.
tel /. te2 /. te3 /. ted;
t[56, 4] = <[5, 4] /. tau[5][0] -> <[5, 0] /.
tau[5][1] -> <[5, 1] /. taul[5][2] -> <[5, 2] /.
tau[5][3] -> t[5, 3] /. tel /. te2 /. te3 /. ted;
<[5, 5] = <[5, 5] /. tau[5][0] -> <[5, O] /.
tau[5]1[1] -> <[5, 1] /. taul[5][2] -> <[5, 2] /.
taul[5]1[3] -> <[5, 3] /. taul5]1[4] -> <[5, 4] /.
tel /. te2 /. te3 /. te4;

te5 = {taul[5]1[0] -> <[5, 0], taul[5]1[1] -> <[5, 11,
tau[5][2] -> <[5, 2], taul5][3] -> <[5, 3],
taul[5] [4] -> <[5, 4], taul[5][5] -> <[5, 5]};

(koK sk sk sk sk ok ok ok ok ook ok ok ok ook ok ok K ok ok ok kK ok )

SetDirectory[$UserDocumentsDirectoryl; \
SetDirectory["C:\Documents\These\Programmes"]

"C:\Documents\These\Programmes"

{Sum[rho0~k <[1, kI, {k, 0, NN}I,
Sum[rho0~k t[2, k], {k, O, NN}],
Sum[rho0~k T[3, k], {k, O, NN}],
Sum[rho0~k <[4, k], {k, O, NN}I,
Sum[rho0O~k <[5, k], {k, 0, NN}]} >> swtimHOSR
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Table[x[i, k], {i, 1, 5}, {k, 1, NN}] >> TabtimeHOSR

(*FilePrint ["C:\Documents\These\Programmes\TabtimeHOSR"] *)

Code susp5.nb

Ce programme calcule la suspension sur le plan {z = 4¢?} du front Fs.

(*COMPUTES THE FIFTH FRONTS*)
(*STOCKS THE RESULTS IN Frobfx*)

nb = NotebookOpen["C:\Documents\These\Programmes\INIT.nb"];
SelectionMove[nb, All, Notebook]
SelectionEvaluate [nb]

(*Time reparametrisationx)

Pro = {rho0 -> T + r25 "2 + r35 {"3 + r45 "4 +
r55 {°5}; (*knowing already that z[5]=4 rho0~2+0(rho073), fixing \
ri15=1%)
Treald =
TRe[Ttaul[1]1[1] + TRe[Ttaul2]][2] + TRe[Ttaul3]]1([3] + TRe[Ttaul4]][4] +
TRe [Sum[8[k] rho0"k, {k, 0, NN}]1[6] /. Tem;
(*the functions TRe contain already rhoO inside, they indeed give the REAL \
time *)
Swhb =
Treald /. p0O -> 1 /.
Pro; (*we put the time equal to T1Z+T2 L"2+T3 {"3+T4 \
{4+T5 T~5%)

Coefficient [Sw5, ]
7 - q0 + &[0]

Solvel[% == T1, 8[0]1]

Coefficient([Swb /. r15 -> 1 /. 8[0] -> -7 + q0 + T1, {"2]

6 r25 + (1 - q0) r25 + r25 (-7 + q0 + T1) + &[1]

DT1 = Flatten[Solve[% == T2, &[1]]1]

Coefficient([Sws /. DT1 /. r15 -> 1 /. 8[0] -> -7 + q0 + T1, T"3];
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DT2 = Flatten[Solvel[}% == T3, 8[2]]1];

Coefficient[

Sws /. DT1 /. DT2 /. r15 -> 1 /. 8[0] -> -7 + q0 + T1, C"4];

DT3 = Flatten[Solvel[% == T4, &5[3]11];

Coefficient[

Sws /. DT1 /. DT2 /. DT3 /.
ri5 -> 1 /. 8[0] -> -7 + 90 + T1, {°5];

DT4 = Flatten[Solvel[}% == T5, 8([4]]1];

Time5 = {8[0] -> -7 + qO0 + T1, DT1[[1]1], DT2[[11]1, DT3[[1]], DT4[[111};

(*fifth switchx)

(*Suspensionx)

Coefficient[z[t][56], rho0~2] rho0~2 + Coefficient[z[t][5], rho0~3] rho0~3 +
Coefficient[z[t] [5], rho0~4] rho0~4 + Coefficient[z[t][5], rho0~5] rho0~5 +
Coefficient [z[t][5],

rho0~6] rho0~6; (*avoiding higher orders that in any case are not \
reliablex*)

ZZ5 = % /.

t -> Sum[5[j] rho0~j, {j, O,
5}]; (*evaluating at some perturbation of the timex)

% /. Tem;

% /. Timeb;

Zfro5 = ¥ /. Pro /. p0 -> 1;

Coefficient [Zfro5, {"2]

4

Coefficient [Zfro5, {~3];

Solve[} == 0, r25];

Coefficient [Zfro5 /. r25 -> 0, T°4];

R35 = Flatten[Solvel[% == 0, r35]];

Coefficient[Zfro5, 5] /. r25 -> 0 /. R35;
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R45 = Flatten[Solvel[’% == 0, r45]];
Coefficient[Zfro5, 6] /. r25 -> 0 /. R35 /. R45;

R55 = Flatten[Solve[} == 0, r55]];

Progs = {r15 -> 1, r25 -> 0, R35[[11], R45[[11], R55[[11]1};

Zfro5 = Sum[Coefficient[z[t][5], rho0O"k] rhoO"k, {k, 1, NN + 1}] /.
t -> Sum[8[j] rho0~j, {j, O, 5}] /. Time5 /. Tem /. Pro /.
Progs /. p0 -> 1;

Xfro5 = Coefficient[x[t][5], rhoO] rhoO +
Coefficient[x[t][5], rho0~2] rho0~2 +
Coefficient [x[t] [5], rho0~3] rho0~3 +
Coefficient[x[t] [5], rho0~4] rho0~4 +
Coefficient[x[t][5], rho0~5] rho0O"5 /.
t -> Sum[8[j] rho0~j, {j, 0, 5}] /. Tem /. Time5 /. Pro /.
Proghs /. p0 -> 1;

Yfro5 = Coefficient[y[t][5], rhoO] rhoO +
Coefficient[y[t] [5], rho0~2] rho0~2 +
Coefficient[y[t] [5], rho0~3] rho0~3 +
Coefficient[y[t][56], rho0~4] rho0~4 +
Coefficient[y[t] [5], rho0"5] rhoO~5 /.
t -> Sum[8[j] rho0O~j, {j, 0, 5}] /. Tem /. Timeb5 /. Pro /.
Progs /. p0 -> 1;
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Notations

M variété différentielle
TM fibré tangent a la variété M
T M fibré cotangent a la variété M
T projection canonique de T*M & M
O application différentielle (push-forward) de 'application ¢
[(X,Y] crochets de Lie entre les champs de vecteurs X,Y sur M
{F,G} parantheses de Poissons des fonctions F,G : T*M — R
exp(tf) flot du champ de vecteurs f du temps 0 au temps ¢
o(t) “grands ordres” de ¢
o(t) “petits ordres” de t
2]k coefficient d’ordre k (si ¥ est une série de puissances)
Tk (p) k-éme temps de commutation de la géodésique
associée a lextremale A(0) = (p,0,0,0)
r classe de géodésiques, définie a la page 40

Fi(T), Fr(T)) “k-eme front bang” (au temps T') des géodésiques de la classe I'y, I'_ ¢
(voir page 52)

Gr(T),Gr(T))  “k-eme front bang” (au temps T') des géodésiques de la classe Ty
(voir page 52)
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Lés métriques sous-Finslériennes en dimension 3

Résumé en francais

Dans cette thése, nous étudions la géométrie locale des structures sous-Finslériennes de type L' en dimension
3. Localement, ce probleme peut étre formulé comme un probléme du temps minimum pour le systéme de
controle

Et=w &t vu gt

ou (f,g) sont des champs de vecteurs, tels que {f,g,[f,g]} est une base de R*® autour d’un point q,, et les
controles uj,u, sont des fonctions mesurables telles que |u;(t)|+|ux(t)|<1 pour tout t. Nous étudions les objets
géomeétriques suivants : petites sphéres, géodésiques courtes, lieu conjugué, lieu de coupure.

Sous I’hypothese que la métrique sous-Finslérienne soit compatible avec une métrique sous-Riemannienne,
nous pouvons écrire une forme normale pour les champs de vecteurs f,g et définir sept invariants de la
métrique, nommés A,C;,C,,D;,D-,E1,E,, et donner une description de la « calotte supérieure » des petites
spheres, dans le cas non-générique ou C;=0, les autres invariants non-nuls.

Mot clés : Lieu de coupure, temps conjugué, optimalité locale et globale

Sub-Finsler metrics in dimension 3

Résumé en anglais

In this thesis, we study the local geometry of L' sub-Finsler structures in dimension 3. Locally, this problem
can be formulated as a minimum time problem for the control system

Et=uw ot e wu gt
where (f,g) are vector fields, such that {f,g,[f,g]} is a basis of R® around a point qo, and the controls u;,u’ are
measurable functions such as |u;(t)|+|ux(t)|<1 for all t. We study the following geometric objects: small
spheres, short geodesics, conjugate locus, cut locus. Under the assumption that the sub-Finsler metric is
compatible with a sub-Riemannian metric, we can write a normal form for the vector fields f,g and define

seven invariants of the metric, called A,C;,C,,D;, D,,E;,E,, and give a description of the "upper cap” of the
small spheres, in the non-generic case where C;=0, the other invariants are non-zero.

Keywords : Cut locus, conjugate time, local and global optimality.




