N

N

Modeles structurés et applications en dynamique des
populations

Ramses Djidjou-Demasse

» To cite this version:

Ramses Djidjou-Demasse. Modeles structurés et applications en dynamique des populations. Equa-
tions aux dérivées partielles [math.AP]. Université Le Havre Normandie, 2022. tel-03700629

HAL Id: tel-03700629
https://hal.science/tel-03700629

Submitted on 21 Jun 2022

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/tel-03700629
https://hal.archives-ouvertes.fr

Manuscrit

présenté pour 'obtention de
L’HABILITATION A DIRIGER DES RECHERCHES
Université Le Havre Normandie
Spécialité : 26 / Mathématiques appliquées et applications des mathématiques
par

Ramsés Djidjou-Demasse

de I'Institut de Recherche pour le Développement

Modéles structurés et applications
en dynamique des populations

Soutenue le 20 juin 2022, devant le jury composé de :

Pierre Auger Directeur de Recherche, IRD

Moulay Ahmed Aziz-Alaoui Professeur des universités, Université Le Havre Normandie
Arnaud Ducrot Professeur des universités, Université Le Havre Normandie
Sylvain Gandon Directeur de Recherche, CNRS

Elisabeth Logak Professeur des universités, Université de Cergy-Pontoise

Suite aux rapports de :

Jérome Coville Directeur de Recherche, INRAe
Diaraf Seck Professeur des universités, Université Cheikh-Anta-Diop
Amandine Véber Directrice de Recherche, CNRS



Remerciements

C’est un grand plaisir pour moi de remercier les personnes qui m’ont accompagnée tout
au long de ce parcours scientifique (et qui j’espére continue d’ailleurs).
Mes premiers mots iront mes anciens directeurs de thése (Samuel Bowong, Arnaud Ducrot,
Yves Emvudu, Boulchard Mewoli, Jean-Jules Tewa) pour m’avoir fait découvrir le monde de
la recherche et pour leur soutien et leur disponibilité, mais aussi pour leur soutien et conseils
constructifs. Un merci particulier & Arnaud Ducrot pour avoir accepté de parrainer cette
habilitation. Merci également & Jean-Baptiste Burie et Frédéric Fabre pour m’avoir "poussé’
en tant que postdoctorant durant mon séjour a Bordeaux, particuliérement F? pour ses
conseils et sa bienveillance constante. Je remercie chaleureusement mon UMR d’affectation
(MIVEGEC), qui a su m’y accueillir depuis mon recrutement en 2018. Un merci particulier
a la team PEV pour nos échanges et discussions toujours trés constructives. Mes sincéres
remerciements vont aux membres de mon jury pour m’avoir fait I’honneur d’y participer.
Je suis trés reconnaissant de leur relecture approfondie et de I'intérét qu’ils ont porté a mes
travaux. De nombreuse collaborations et échanges avec des collégues en mathématiques et
biologie ont enrichi mon activité de recherche. Je remercie tous mes collaborateurs et n’oublie
personne.
Mes derniers remerciements (et pas les moindres) vont & mes amis et ma famille. Merci & mes
amis pour leur soutien et pour tous les moments agréables partagés ensemble. Merci & ma
famille (votre présence est trés précieuse) pour son soutien, sa patience et son encouragement
tout au long de ces années.



Table des matiéres

1 Introduction générale
1.1 Importance des modeéles structurés en dynamique des populations . . . . . .
1.2 Conséquences des modéles structurés sur la dynamique des populations . . .
1.3 Gestion optimale des épidémies . . . . . . . . ... ... L.

2 DModéles structurés et controle des épidémies
2.1 Abstraction des modéles structurés . . . ... ...
2.2 Le Rg et modeéles structurés . . . . . . . . . ...
2.3  Modeéles structurés et gestion optimale des épidémies . . . . . . .. ... ..

3 Modeéles structurés et dynamique épidémio-évolutive
3.1 Hétérogénéité et attracteurs évolutifs . . . . . . . ... ... ...
3.2 Equilibre évolutif monomorphe ou polymorphe . . . . . . .. .. ... . ...
3.3 Phénoméne de concentration et métastabilité . . . . . . ... ... L.

4 Perspectives

ICREN BN U

20
23
27

33
33
38
42

48



Chapitre 1

Introduction générale

La dynamique des populations est une discipline scientifique faisant intervenir de nom-
breux domaines : mathématiques, sciences sociales, biologie, etc. C’est une discipline qui
s’intéresse a la description des variations au cours du temps de systémes (complexes ou
non). Elle s’ouvre sur une importante diversité structurale et méthodologique de modéles
mathématiques, dont les principales catégories peuvent étre distinguées selon leur degré de
réalisme, illustré en Figure 1.1. En effet, les systémes mathématiques issue de la dynamique
des populations servent & décrire la dynamique d’une ou plusieurs populations en faisant
intervenir une ou plusieurs variables structurantes : le temps absolu, I’age des hotes, I’age de
leurs infections, leur statut immunologie, le temps de séjour dans un stade épidémiologique,
la diversité des agents pathogénes, leur position spatiale, etc. Dans ce contexte, je mentionne
ici un article de vulgarisation, co-écris avec mes collaborateurs Christian Selinger et Mircea
T. Sofonea, autour des enjeux et diversité de la modélisation en épidémiologie mathéma-
tique [27]. Le temps est essentiel puisqu’il sous-tend la description des variations continues
de ces systémes appelés dynamiques, majoritairement formalisés sous forme d’équations dif-
férentielles ordinaires (EDQ), voir par ez. [54]. Plus rarement, le temps peut étre considéré
discontinu (& l'instant des données quotidiennes), le systéme prenant alors la forme de suites
récurrentes. Par ez., pour la modélisation de la propagation du COVID-19, nous avons mon-
tré qu’une telle approche peut considérablement améliorer la précision de l'ajustement du
modéle mathématique aux données épidémiologiques [90]. En plus du temps absolu, il peut
étre intéressant/ utile de considérer une autre variable structurante dans le systéme consi-
déré, conduisant ainsi & un systéme (ou modeéle) structuré. Le formalisme autour de cette
seconde variable structurante peut alors se faire soit de facon discréte, par une succession
d’EDOs, ou de fagon continue. Avec ce formalisme continu, le systéme dynamique est alors,
par exemple, régi par des équations aux dérivées partielles (EDPs), voir par ez. [70] ou les
auteurs traitent des questions importantes dans I’étude des modeéles de population structurés
en biologie et en épidémiologie.

La suite de ce document repose essentiellement sur certains de mes articles que je présente
succinctement aux Chapitres 2 et 3. Mais, il me semble utile d’essayer de leur donner un fil
conducteur commun, plutot que de résumer ces articles un par un. Dans cette optique, je vais
discuter quelques points généraux sur les modeéles structurés en dynamique des populations
et la gestion optimale des épidémies dans ce chapitre introductif.
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F1GURE 1.1 - Principales catégories méthodologiques de modéles rencontrés en
dynamique des populations. EDO : équations différentielles ordinaires. EDP : équations
aux dérivées partielles. La notion de 'réalisme’ ici doit se comprendre comme une tendance
a représenter le systéme observé au détail preés.

1.1 Importance des modéles structurés en dynamique des
populations

La structure par age de la population est un déterminant clé connu des maladies respira-
toires aigués (que je prends a titre d’exemple exemple), en particulier en ce qui concerne la
gravité de 'infection. En effet, les enfants sont considérés comme responsables de la majeure
partie de la transmission du virus de la grippe [9], mais le fardeau des hospitalisations et de la
mortalité qui en découle est largement supporté par les personnes de plus de 65 ans [71, 94].
Par exemple, bien que beaucoup de choses restent inconnues sur les épidémies de COVID-19,
les preuves a ce jour suggerent que la mortalité parmi les personnes testées positives pour le
coronavirus est considérablement plus élevée aux ages plus avancés et proche de zéro pour
les jeunes enfants |79, 96]. De plus, il a été rapporté que linfectiosité d’un individu varie
en fonction du temps écoulé depuis I'infection [38], qui est connue pour affecter la propaga-
tion de I’épidémie [1, 37, 49, 55]. Divers modéles épidémiologiques permettent 1'un ou 'autre
type de structure [23, 52, 69, 72|, & commencer par un article fondateur des années 1920
[55]. Un modéle pour la dynamique de ces infections respiratoires devrait étre, & minima,
structuré a la fois par un age de 1'hote et un age de l'infection. Cette double structuration
peut étre soit de maniére discréte, formalisme que j’aborde ici avec mes collégues de mon
unité MIVEGEC [90], soit de maniére continue. Pour ce formalisme continu, j’ai supervisé
les recherches post-doctorales de Quentin Richard au sein de 'unité a travers lesquelles nous
avons développé un modeéle prenant en compte cette structure double comme des variables
continues [82]. Une telle structure double et continue est particuliérement adaptée pour une
infection telle que la COVID-19, car, en plus de prendre en compte la structure par age de
la population hote, ainsi que le gradient de gravité de la maladie, des symptomes bénins aux
symptomes critiques, cette structure continue capture facilement la variation de I'infectiosité
en fonction du temps écoulé depuis 'infection, et aide & considérablement réduire le nombre
de compartiments pour le modéle mis en oeuvre.

Gréce au travail de Bastien Reyné [81], doctorant dans 'unité et dont je contribue a
I’encadrement, nous avons montré que le taux de vaccination observé a lui seul ne suffit pas
a controler I'épidémie, et une analyse de sensibilité globale a mis en évidence une énorme
incertitude attribuable a la matrice de contact structurée par age. En effet, la Figure 1.2
révélé que la matrice de contact entre les classes d’age contribue de maniére frappante a plus



de variance dans les hospitalisations quotidiennes qu’une augmentation liée a la virulence
du variant préoccupant lui-méme. Ce role prédominant est quelque peu surprenant car, bien
qu’il existe des différences de susceptibilité aux infections en fonction de 1’age, les différences
les plus fortes apparaissent dans le taux de létalité par rapport a ’age.
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FIGURE 1.2 — Analyse de sensibilité temporelle. Illustration des principaux indices
de Sobol pour chaque pas de temps. Ces indices donnent la variance relative expliquée par
chaque paramétre. Il y a 9 parameétres associés a la matrice de contact correspondant au taux
d’infection pour chaque classe d’age du plus jeune au plus 4gé (de bas en haut). virulence’=
virulence (accrue) du variant préoccupant. (a, k) = réduction de I'infectiosité d'une personne
d’age a, vaccinée depuis une durée k. v(a, k) = réduction des formes graves d’une personne
d’age a, vaccinée depuis une durée k. £(a, k) = réduction de la contagiosité d’une personne
d’age a, vaccinée depuis une durée k. GT= temps de génération (temps entre I'infection et
la transmission ultérieure).

Un autre exemple de I'impact de cette structuration de la population et I’hétérogénéité
individuelle dans la dynamique d’une épidémie concerne la transmission de 1’hépatite virale
B —HVB. En effet, le risque d’infection chronique est inversement lié & ’age au moment de
I'infection : environ 90% des nourrissons infectés et 30% des enfants infectés agés de moins de 5
ans contractent une infection chronique, contre 5% d’adultes. Cette différence dans 1’évolution
de l'infection introduit naturellement une susceptibilité différentielle. La probabilité d’évoluer
vers une infection asymptomatique & HVB est inversement proportionnelle a ’age au moment
de linfection (Figure 1.3). Cette infectivité différentielle justifie le modéle structuré pour
I'HVB que j’ai proposé durant ma thése de doctorat a I'Université de Yaoundé 1 [24].

La structuration multiple des modeéles mathématiques est également importante pour des
maladies & transmission vectorielle comme le paludisme humain. En effet, outre la dépendance
a ’age du taux de mortalité naturelle de la population humaine, I'age joue également un role
important dans la dynamique de transmission du paludisme. En effet, en 2019, environ 67%
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F1GURE 1.3 — Probabilité de passer a une infection & HVB symptomatique ou
asymptomatique suivant 1’age a I’infection.

de déceés concernaient la population la plus jeune, c’est-a-dire moins de 5 ans (OMS). En
outre, il devient clair que le réservoir infectieux humain dépend également de ’age, les en-
fants de 5 & 15 ans représentant la source la plus importante d’infection pour les moustiques
[17, 36]. 11 est alors crucial de prendre en compte une structure par dge dans la population
hote [41, 63]. Un autre facteur clé est le temps écoulé depuis qu'un hote humain est infecté.
C’est particuliérement pertinent puisque la production de gamétocytes (formes sexuelles de
parasites du paludisme) au sein d’un hote humain est fortement liée au temps écoulé depuis
que I’hote est infecté. Nous avons récemment, avec mes collégues Nicole Mideo, Arnaud Du-
crot et Gaéthan Texier, proposé un travail dans lequel cet aspect est explicitement formalisé
via un modéle mathématique [29]. De plus, il existe une relation claire entre la densité de
gamétocytes et la probabilité de transmission par piqiire de ’homme au moustique [16]. Des
travaux récents |5, 91| ont souligné I'importance de la sénescence des moustiques dans le
cadre de la procédure de modélisation dans les populations de moustiques. Dans la littéra-
ture, la prise en compte de 1’age chronologique des moustiques est assez marginale [85]. Cette
considération est pourtant importante puisque les moustiques vivent en moyenne 14 jours
[14, 85], tandis que la période d’incubation extrinséque [78] est en moyenne de 11-12 jours
[14]. Par conséquent, un moustique qui s’infecte a la fin de sa vie n’infectera probablement
jamais aucun humain. La probabilité de transmission des moustiques & 'homme devrait donc
dépendre a la fois de 1’age chronologique et de I’age d’infection des moustiques. Nous avons
ainsi proposé, avec Quentin Richard durant son séjour post-doctoral au sein de 1'unité sous
mon mentorat, un modeéle de transmission du paludisme a vecteur humain avec une triple
structure continue : 4ge (humain et vecteur), durée depuis 'infection (humain et vecteur) et
déclin de I'immunité humaine aprés une infection [83].

Bien que les modéles structurés soient incontournables pour mieux décrire certains aspects
d’un systéme biologique ou physique, le choix du formalisme de la structure elle-méme n’est
pas toujours une évidence : modéle structuré discret ou continu? Par exemple, dans le cas
du paludisme intra-hote humain, bien que les deux formalismes (discret et continu) peuvent
assez bien estimer la dynamique parasitaire réelle, un grand trés nombre de compartiments
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sont tout de méme nécessaire pour le cas discret. Nous discutons trés précisément ce point
dans un travail récent [29].

1.2 Conséquences des modéles structurés sur la dyna-
mique des populations

Intéressons-nous a présent aux conséquences des modeéles structurés sur la dynamique
d’un systéme. En effet, ces variables structurelles permettent non seulement une meilleure
description et prise en compte de processus naturels, mais aussi de voir émerger certaines
propriétés totalement absentes dans le systéme sans la structuration. Cela a des conséquences
aussi bien sur la dynamique de court terme que celle de long terme du systéme considéré.
Déclinons cette idée générale, qui me semble importante, sous quelques exemples.

1.2.1 Conséquences de court terme sur la dynamique d’un systéme

Ici, prenons I'exemple de la dynamique de court terme (ou épidémiologique) du paludisme
humain. A I’échelle inter-hote, et sans trop rentrer dans les détails que nous donnons dans cet
article [83|, considérons une population humain-moustique structuré par age, temps écoulé
depuis l'infection et déclin de 'immunité (Figure 1.4).

On définir le nombre total d’humains et de moustiques au temps ¢t comme suit

/Shtada—i—/ / IhtaTdadT+/ / Ry (t,a,n)da dn,
o Jo
Nm(t):/ tada—i—/ / m(t,a,7)da dr.
0

Les nouveau-nés humains sont recrutés a un taux constant Aj,. Le taux de mortalité
naturelle des humains agés de a est de py(a), et s’ils sont infectés depuis le temps 7, la
mortalité induite par la maladie est de z/h(a 7') La force d’infection des moustiques aux
humains au temps t — A\, (¢, a) = Sp(t, a) Nh t) fo I 08 (s T)Im t”) ds d7 — est défini
comme le produit de la proportion des moustiques d’age s et mfectes depuis le temps 7
I,(t,s,7)/Npy(t), le nombre de piqiires de moustiques par humain et par temps 0N, (t) /Ny (t)
et la probabilité de transmission de la maladie des moustiques aux humains 3,,(s, 7). Les
humains d’age s et infectés depuis le temps 7 guérissent de la maladie au taux (s, 1),
obtiennent une immunité temporaire contre l'infection qu’ils perdent au taux kj(s,n) aprés
un durée n de récupération. Les moustiques nouveau-nés sont générés au taux A,,. Le taux de
mortalité des moustiques sains d’age de a est de p,,(a), et s’ils sont infectés depuis le temps
7, le taux de mortalité est de vy, (a, 7). La force d’infection des humains aux moustiques au
temps t — A (t,a) = Sy (t,a fo fo 05n(s,T) Mds dr — est défini comme le produit
de la probabilité de transmlsswn de la maladie d’ un humaln d’age de s et infecté depuis le
temps 7 au moustique (s, 7), le taux de piqtires par moustique 6 et la proportion d’humain
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FIGURE 1.4 — Diagramme illustrant les interactions entre les humains (indice h) et
les moustiques (indice m). Les nouveau-nés humains sont recrutés a un taux constant Ay.
Le taux de mortalité naturelle des humains d’age a est de py(a), et s'ils sont infectés depuis
le temps 7, la mortalité induite par la maladie vy (a, 7). La force d’infection des moustiques

aux humains au temps ¢t — J}fv’:((f)) I3 T 08 (s, T)%ds dr — est défini comme le produit
de la proportion des moustiques d’age s et infectieux depuis le temps 7 I,,,(t, s, 7) /Ny (1), le
nombre de piqires de moustiques par humain et par temps ON,,(t)/Ny(t), et la probabilité
de transmission de la maladie des moustiques aux humains f,,(s, 7). Les humains d’age s et
infectés depuis le temps 7 guérissent au taux (s, 7) et obtiennent une immunité temporaire
contre l'infection qu’ils perdent au taux kj(s,n) aprés un durée n de guérison. Les moustiques
nouveau-nés sont générés au taux A,,. Le taux de mortalité naturelle des moustiques d’age
a est de pp,(a), et s’ils sont infectés depuis le temps 7, le taux de mortalité induit par
la maladie est v,(a, 7‘) La force d’infection des humains aux moustiques au temps ¢ —
fo fo 0Bn(s,T) I’}\(,t ‘(StT ds d7 — est défini comme le produit de la probabilité de transmission
de la maladie fj(s,7) d’'un humain d’age s et infecté depuis le temps 7 au moustique, le
taux de piqires de moustiques 6, et la proportion d’humain infectieux I (¢, s, 7)/Np(t). Les
lignes avec un carré a la fin indiquent la mortalité, tandis que les fléches indiquent les taux
de transition entre deux compartiments. Les lignes pointillées pour le processus d’infection
visent & montrer que les deux populations (humains et moustiques) sont liées puisque les
moustiques contaminent les humains et inversement.

infectieux I (¢, s, 7)/Ny(t). Le modéle dynamique s’écrit

( (& + 2)Sulta) = [J° kn(n)Ri(t, a,n)dn — pn(a)S(t, a) — Amosn(t, a)
(2 + 2+ 2V h(ta,r) = —(un(a) +w(a,7) +mla, 7)) I(t, a,7),
(2+2+2)Rultian) = ~(u(a) + k() Ra(t 0,m),
(% _'_ %) Sm<t7 a) = _/.Lm(a/)Sm<t, a/) - )\hﬁm(ty a)7
\ (% + % + %) Im(t7 a, 7_) - _Vm(a77—)]m(t7 a, 7_)7

(1.1)



pour tout (t,a,7,n) € (0,00)* et est associé aux conditions aux limites suivantes :

Su(t,0) = Ap, S (t,0) = A,
Ih(t,a, 0) = )\m_m(t, a), [h(t,O,T) :O, 1.9
Rh(taa> O) = fooo P)/h(aa’r)]h(taa77—)d7—a Rh<tﬂ 0777) =0 ( . )
In,(t,a,0) = Aom(t,a), I,(t,0,7) =0
et la donnée initiale (a ¢t = 0) :
Sh(oa CL) = Sh,O(a)7 [h(07 a, T) = Ih,O(a7 T)7 Rh<07 a, 77) = Rh,O(av 77)7 (1 3)
Sm(0,a) = Smo(a), ILn(0,a,7) = Iyo(a,1), '

pour tout (a,n,7) € R3.

Cette structuration a des conséquences importantes sur les composantes épidémiologiques
et entomologiques du systéme hote-vecteur. En effet, le nombre de nouvelles infections chez
’homme qu’un humain provoque au cours de sa période infectieuse est donné par RZ, ot Ry
est le nombre de reproduction de base caractérisé comme le rayon spectral d’'un opérateur
linéaire défini ici de L'(R,) vers lui méme, et généralement appelé opérateur de seconde
génération [21, 53|. On a (voir [83])

Af7r
2 _ 0 m . dd
R? R ///chgrgfx

ratio mousthue/humam taux de transmission du moustique & ’homme

/ / Kool 7 (1.4)

taux de transmission de I’ homme au moustique (par piqire)

avec

mh(a) =e” Jo Hnls)ds, Tm(a) =€~ o pm(s)ds

= = J§ (wn(o+€,0)+vn(0+€,0))d o (€ +7)
lCh—)m(gv 7_) ﬂh(’r + 57 ) ™ fo ( )dS’

_ — Jo vm(o+&,0)do 7Tm<£ + 7—)
ICm_m(f, T) - ﬁm(T + 57 T) + fo ( )dS

Ici, ICp—m (&, 7) décrit 'infectiosité d’un humain avec ’age £ + 7 et le temps écoulé depuis
I'infection 7. Il quantifie la proportion de piqtires de moustiques sensibles sur des humains
infectieux d’age £+, et le temps écoulé depuis 'infection 7, qui infectent les moustiques. Plus
précisément, elle est donnée par le produit entre 5, (7 + £, 7) la probabilité de transmission
de la maladie, et

o= I Wn(o+E.0)+n(0+€0))do (€ +7)

fo mh(s)ds

c’est le taux de survie d’un humain infecté avec I’age £+ 7 et le temps écoulé depuis 'infection
7. De méme, KC,, (&, 7) est U'infectiosité d’'un moustique avec 1'age £ + 7 et le temps écoulé



depuis l'infection 7, ¢e , la proportion de piqiires de moustiques infectieux, avec I’age & + 7
et le temps écoulé depuis l'infection 7, qui infectent les humains sensibles.

En multipliant &C,, (&, 7) par le taux de piqiire des moustiques et en intégrant sur tous les
ages chronologiques et infectieux £ et 7, on obtient la capacité vectorielle (ou alternativement
le taux de reproduction quotidien du vecteur) et défini comme le nombre attendu de piqtires
de moustiques infectieux qui surviendraient finalement de tous les moustiques qui piqueraient
une seule personne pleinement infectieuse en une seule journée. Plus précisément, (1.4) prend
la forme

R2 = VC X / / K:h—wn(ga T)df dT?
0 0

ou V¢ est la capacité vectorielle donnée par

Am - m d o o
Ve = g do_Tnls)ds / / Knosn(€, 7)dE dr.
0 0

Ay, fo mh(s)ds

La formule ci-dessus de Vi met en évidence 'effet dépendant de ’Age sur la capacité vec-
torielle et généralise la formule classique de la capacité vectorielle. En effet, lorsque le taux
de mortalité naturelle des humains est constant (u,(a) = uy), ainsi que la mortalité due a
I'infection (vy(a, T) = pp, Vm(a, 7) = vy,) et lorsque le taux de transmission des moustiques a
I’homme prend la forme suivante (en premiére approximation) :

0 if 7 < EIP
ﬂm<aa7—) = {

8, if 7> EIP

ou EIP = inf {7’ >0: fooo Bm(a, T)da > 0} est la période d’incubation extrinséque du vecteur,
alors la capacité vectorielle se réécrit

V _92 m/,umﬁ e—l’mEIP
Ah/,uh " Vm ’

et on retrouve la formule classique de la capacité vectorielle |64, 89], ot /)\mf’l ™ est le rapport

vecteur/humain et e~ est la probabilité quotidienne de survie du vecteur.

Allons un peu plus loin en regardant l'effet de ces structures sur I'un des paramétres
importants en entomologie : le temps de survie médian, c.a.d. la demi-vie de la population
de moustiques sensibles qui ne sera jamais infectée. Il est défini comme ’age @ qui satisfait

e~ o Hm (s — 1 /9 s / fim(s)ds = In(2).
0
Ce qui conduit & @ = In(2)/p,, dans le cas du modéle classique (sans structuration). Avec

prise en compte de la structuration, et concernant les moustiques infectés a ’age &, le temps
de survie médian devient

In(2) si & > M
7= Hm Hom, 7
oy (L 1y b
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Cette distinction peut s’expliquer comme suit : si les moustiques sont infectés relativement
vieux (£ > In(2)/u,) alors seul le taux de mortalité des moustiques sensibles est pertinent
pour le calcul puisque la moitié des moustiques seront déja mort avant d’étre infecté. En
revanche, si les moustiques sont infectés relativement jeunes (£ < In(2)/u,,) alors le calcul
prend également en considération le taux de mortalité des moustiques infectés. Dans ce der-
nier cas, nous pouvons observer que si i, > v, (¢.a.d. les moustiques infectés survivent mieux
que les non-infectés) alors la durée de vie médiane @ est supérieure a In(2)/p,,. A contrario,
sl flyy < VU (c.a.d. les moustiques sensibles survivent mieux que les moustiques infectés)
alors @ < In(2)/py,. Cette propriété émergente, confirmée par des données expérimentales
(Djidjou-Demasse et alii, en prép.), est impossible a capturer via un modéle classique sans
les différentes structurations.

1.2.2 Conséquences de long terme sur la dynamique d’un systéme

Les modéles structurés peuvent servir a mettre en évidence des comportements évolutifs,
pas toujours triviaux, et avoir ainsi des conséquences importantes sur la dynamique de long
terme d’'un systéme. Prenons l'exemple simple d’'un modéle ressource (s) et compétiteurs

(Uj>s)

d
£ d(Sin — s) — (%vl + %w) s,

dt T T2
dUl
— = 1SV — [V (1.5)
a 18V1 — M1y,
d’UQ
— = QigSUs — lUgVs,
a 28V2 — 22
ou la capacité de croissance de chaque compétiteur est quantifiée par R0|vj = Sin X i—ﬂ
J

Si Ry = max (R0|vj> > 1, alors on sait montrer que le modeéle (1.5) présente un principe
j

d’exclusion par compétition. En gros, seule la souche la plus forte, selon un ordre approprié sur
les R0|Uj ,8, survit tandis que les autres souches vont a ’extinction. Avec Arnaud Ducrot, nous
avons rigoureusement développé un tel résultat dans le cadre d’un modéle intra-héte structuré
pour le paludisme humain et généralisant le modéle (1.5) [18]. Notons le paralléle avec [51],
mais dans lequel le modéle développé a une structuration discréte. Le modéle (1.5) met ainsi
en évidence un principe d’optimisation basé sur le Ry, c.a.d. que la souche évolutivement
dominante —qu’on peut aussi désigner par attracteur évolutif au sens de la dynamique de
I’adaptation— est celle qui maximise la fonction Ry dans ’ensemble des souches. Posons-nous
une question simple ici : quelle sont les limites de ce principe d’optimisation basé sur le Ry
(pourtant trés souvent utilisé) 7 Voir par exemple [34, 61] pour une plus large discussion.

Ici, regardons cette question dans un contexte généralisant le modéle (1.5). A cet ef-
fet, introduisons le modéle suivant (Djidjou-Demasse et alii, en prép.), issu d’un travail en
préparation avec Alain Rapaport et Ousmane Seydi :

ds(t) ( )
a ~ Uon =5t - S“)/ OV (16)
(% t ) _ /K z,y) a(y)v(t,y)dy — p(x)v(t, z),
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Dans le modéle (1.6), la diversité des compétiteurs est désormais considérée a travers une
variable phénotypique x € R. De plus, le noyau K(z,y), supposé symétrique, représente la
probabilité de mutation du phénotype y au phénotype z (c.a.d. des cellules filles avec la mére
du phénotype y). De ce fait, contrairement au modéle (1.5), les différentes souches n’évoluent
plus de maniére totalement isolée. En effet, si on pose v(t, z) = v1(t)dz, () + v2(t)d., (), oU
J, désigne la masse de Dirac en z, alors (1.6) prend la forme du systéme suivant

dz(tt) =d(sin — s(t)) — s(t) (%Ul (t) + %02(,5)) ’
dvé 2Siﬁ) = — i (t) + s(t)agvi(t) + s(t) [—rarvi (t) + Kagva(t)]
dv;t(t) = — uaua(t) + s(t)agua(t) + s(t) [rayvi (t) — Kagua(t)].

Le systéme ci-dessus est 1’équivalent de (1.5), mais avec une possibilité d’échange entre v, et
ve & travers les coefficients k = K (z9,21) = K(x1, 23).

Une fois que le pathogéne de phénotype x s’est propagé, supposons que la population
atteigne un équilibre résident monomorphe noté E, = (5,,7,0,(-)) pour un trait z, avant
qu'une nouvelle mutation avec une valeur de trait, disons, y ne se produise. Notons que
I’équilibre E,, avec v, > 0, est tel que

. oax)_
d in z) — Sz zr — Y,
($in =%2) = Ba 2300 =0 (1.7)
528 =1

Introduisons une petite perturbation dans (1.6) de trait phénotypique y, de sorte que 1’évo-
lution du systéme se lit comme suit : s(t) = 5, + u(t) et v(t, ) = T;0,(-) + by(£)0,(-). La
perturbation b, est régie par le systéme d’équations linéarisé¢ autour de £,. On a,

Dull)s, ) = 5,5 C.atw)by(®) — (),

c.a.d. apres intégration

dbét(t) = [s.a(y) — pu(y)] by(t) = N(y)fm(y)by(t)v

ou f.(y) est le taux de croissance de l'invasion initiale du mutant y dans une population
résidente x :

- ay)
fo(y) = So—= —
) p(y)
L’envahisseur initie un clan de y individus si et seulement si f,(y) > 0 [19]. Avec (1.7), f.(y)

se re-écrit

Sz
faly) = — (Ro(y) — Ro(z))
ou Ro(:) = sm% Ce qui permet de conclure que sign(f,(y)) = sign (Ro(y) — Ro(x)). 11
s’ensuit que le modéle (1.6) admet un principe d’optimisation basé sur Ry [46, 61, 74, 76, 86|,
ainsi, les attracteurs évolutifs du modéle (1.6) coincident avec les maxima locaux de Ry.
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A présent, introduisons une forme un peu plus générale de la fonction d’absorption du
substrat s dans le modeéle (1.6) de sorte que

ds(t) o(y)
- () = [ xto.s)ZBule.a.

t Sin A
8v(tt, z) _ /RK(%y)X(y’S(t))a(y)v(t,y)dy — u(@)o(t, ),

:ﬂ

0

ou x(x,s) est par exemple une fonction de Monod

B o(x)s
x(@,5) = v(z)+s

Un calcul similaire a celui du modeéle (1.6) permet d’obtenir le taux de croissance de 'invasion
initiale du mutant y dans une population résidente x

RN )
c.a.d () + () +
~v(y) + s _ V(@) Singy
) = SR () = D R ), (1.9
ot Ry(z) = x(x, sm)%

Si v est une fonction constante, alors (1.9) devient

V+ Sin

foy) = (Ro(y) — Ro(x)).

vV+3S,

Par conséquent, le principe d’optimisation basé sur Ry pour le modeéle (1.8) reste valable
dans ce cas, car sign(f,(y)) = sign (Ro(y) — Ro(z)). Par contre, si v n’est pas une fonction
constante, alors I’égalité précédente n’est plus nécessairement vérifiée, et le principe d’optimi-
sation ne s’applique pas. Par conséquent, le calcul de la fitness d’invasion avec I’équation (1.9)
est requis pour la caractérisation des attracteurs évolutifs. Le signe de cette fonction bidimen-
sionnelle est classiquement visualisé sur un graphique d’invasibilité par paires (PIP —pairwise
invasibility plot— en anglais) [19, 22, 42, 43, 73, 77|. Dans 'exemple illustratif en Figure 1.5,
le Ry prédit un unique attracteur évolutif globalement stable autour de x = —0.2, car un seul
maximum global pour le Ry (Figure 1.5A). L’analyse d’invasibilité par paires prédit aussi
un unique attracteur évolutif globalement stable, mais cette fois autour de z = —0.4 (Figure
1.5B). Par contre, la dynamique & 'équilibre du systéme illustre que la prédiction axée sur
le Ry est erroné (Figure 1.5C,D), et donc une analyse invasibilité par paires est strictement
nécessaire dans ce scénario pour déterminer les attracteurs évolutifs (globalement stables).

1.3 Gestion optimale des épidémies

Face a une épidémie, la gestion ou le controle de cette derniére est une priorité tant
pour des préoccupations de santé publique que pour des considérations environnementales.
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FIGURE 1.5 — Un exemple de configuration oi une détermination des attracteurs
évolutifs globalement stables axée sur le R, est erronée, et donc une invasibilité
par paires est strictement nécessaire. (A) Le R, prédit un unique attracteur évolutif
globalement stable autour de x = —0.2, car un seul maximum global pour le R,. (B) L’analyse
d’invasibilité par paires prédit aussi un unique attracteur évolutif globalement stable, mais
cette fois autour de z = —0.4. (C,D) La dynamique a ’équilibre du systéme. v(0,-) est la
population initiale, et v(o0, -) la population & 1’équilibre évolutif.

Pour faire face a ces problémes, la théorie mathématique du controle optimal, ez. [60], est
un formidable moyen pour 1’étude et la proposition d’outils d’aide a la décision. Dans un
contexte médical, il peut étre question de proposer des stratégies pour minimiser le nombre
de cas causés par une épidémie dans une région donnée. En contexte agronomique, il peut étre
question d’une gestion durable des résistances variétales. En effet, il est fréquent de disposer de
plusieurs génes de résistances et d’autant de variétés. Se pose alors la question de la meilleure
stratégie de déploiement. Est-il préférable de cultiver des mosaiques paysagéres de cultivars
portant des résistances monogéniques (stratégie mosaique) ou une monoculture d’une variété
pyramidant plusieurs génes de résistances (stratégie pyramidage) ? Durant mes années post-
doctorales, avec Frédéric Fabre et Benoit Moury, nous nous sommes particuliérement penché
sur une telle question [26]. L’effet principal de la stratégie pyramidage repose sur la réduction
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de la probabilité d’apparition d’agents pathogénes multi-virulents vis-a-vis de I’ensemble des
résistances considérées, et 'effet principal de la stratégie mosaique repose lui sur la sélection
disruptive : un variant viral adapté dans une parcelle sur une variété donnée sera mal adapté
dans une parcelle cultivée avec une autre variété. De fagon conceptuelle et pour simplifier
la présentation ici, considérons un formalisme ou la résistance est structurée de maniére
qualitative. Introduisons deux cultivars résistants 7 et 75, de sorte que le variant de type
sauvage doit accumuler 1 mutation pour contourner le géne de résistance R, et 2 pour R,.
Dans ce scénario, 23 = 8 variantes virales sont possible : certaines étant avirulente (av) et ne
peuvent infecter que le cultiver sensible S, les autres sont virulents et peuvent infecter, en
plus du cultivar S, soit Ry (v1), soit Ry (vs), soit tous les cultivars (vy2)

000 001 010 100 011 101 110 111
Séquences virales = 4 4 4 4 d J 4 4

av av av U1 (%) (% U1 V1.2

La matrice des probabilités de réplication s’obtient ici par ) = (g;;)i;; avec

qi; = p"ii(1 — )i proba. de mutation de i-seq. en j-seq. ;

(1 = taux de mutation ;

hi; = Distance de Hamming, c.a.d. le nombre de mutations ponctuelles entre les séquences i et j.

Nous pouvons doc ensuite définir la matrice d’équilibre mutation-sélection v := (i), ;-
Cette matrice indique les fréquences de coexistence des différents pathotypes pathogéne dans
chaque cultivar hote. Sa dérivation nécessite de définir la 'fitness’ de chaque variante virale.
Pour un cultivar V' donné, la séquence "référence" correspond au variant avec le nombre
minimal de mutations nécessaires pour infecter ce cultivar V. Dans notre exemple, le variant
(000) pour le cultivar S, variant (100) pour le cultivar R; et ainsi de suite. La fitness du
variant 4 par rapport a la séquence de référence sur le cultivar V', est donnée par f) =
(1 — s)hires)™ 5 1; 1, o1t s est le cotit de fitness induit par une seule mutation, x I'intensité de
I'épistasie, h; e est la distance de Hamming entre les séquence i et la séquence de référence,
et 1, (= 0 ou 1) indique si la variante i peut infecter le cultivar V. Pour x = 1, chaque
mutation diminue la fitness indépendamment, du méme facteur (1 — s) (pas d’épistasie).
Lorsque 0 < k < 1, le cotit moyen de fitness de plusieurs mutations est inférieur a celui de s
(mutations antagonistes), alors que £ > 1 indique des mutations synergiques [99].

Les fréquences de coexistence des variants infectant le cultivar V' (FY) sont évaludes
comme le vecteur propre associé & la valeur propre principale de la matrice WV : (wlvj
1Y ¢ij)1<ij<s redimensionné de telle sorte que S5 SFY = 1 [87, 98]. Les fréquences de
coexistence des pathotypes viraux sont obtenues en additionnant les fréquences des variants
appartenant au méme pathotype. Enfin, la matrice d’équilibre mutation-sélection ~ est ob-
tenue en déterminant £ pour chaque cultivar. Les cotits de fitness des mutations ont un
effet important sur les fréquences de coexistence des pathotypes. Considérons les quatre pa-
thotypes de virus (av, vy, vo, v19) de notre exemple. Dans un cultivar S, 62% des variants du
virus appartiennent aux pathotypes de rupture de résistance vy, vs, v1.9 pour s = 1074, moins
de 2% appartiennent a ces pathotypes pour s = 0.01 et seulement 1 pour mille appartiennent
a ces pathotypes pour s = 0.1 (Figure 1.6a). Le paramétre d’épistasie k affecte les fréquences
(de coexistence) des pathotypes portant au moins deux mutations dans leur génome. Son
effet est le plus fort pour les cotits de fitness de mutation les plus bas (< 1073) (Figure 1.6b).

15



7

7
-

7

Pathotypes frequencies in a S cultivar

107 107 0.01 0.1

Fitness cost of a single mutation

wm av @ vl @ v2 O

0.00

T T T I
107 107 0.01 0.1

Fitness cost of a single mutation

g=10° B=05 B=1 B=15

FIGURE 1.6 — Effet des paramétres intra-hote sur les fréquences de coexistence,
dans le cultivar S, des quatre pathotypes viraux considérés, pour deux génes de
résistance, R; et Ry. (a) Effet du cotit de fitness d’une seule mutation sur les fréquences
de coexistence des quatre pathotypes de virus dans un cultivar S. (b) Effet de l'intensité de
I’épistasie [ sur la fréquence de coexistence du pathotype v12 dans un cultivar S en fonction

du cotit de fitness d’une seule mutation.

Apreés cette description, qui peut étre un peu lourde (mais nécessaire), au cours de ’année
de culture y, désignons par Py, la proportion de champs avec le cultivar V' € {S, Ry, Ra, R12}
et ay, son taux d’infection & partir du réservoir pathogeéne. On a donc le modele suivant

(voir [26])
( réservoir au sein du champ
. ——N—
I.S,y ny — Isy asy Isy
IR,y : np — IR,y QR y Ig,y
| = ding , N T I
I.Rg,y np — [R%y ARy .y IR?.,Z/
IR1.27y Np — [RLva AR 2,y [R1.2,y
\
L (110)
Psyny —1 Pr, yny Py ynig PR, yny Isy
g | B synf(Yor +7m) Prigng =1 Prygngmas  Priogyny Inyy
Poyng(vs1+7a1)  Prigngrae Progng —1  Proyyng IR,y ’
Pgynsya Priyngyaz  Progyngyas  Prisgynyg —1 IRisy |
entre ‘c?lamps )

ou diag(x) est une matrice diagonale dans laquelle les entrées diagonales sont données par .
Iy, (t) est le nombre de plantes infectées dans un champ contenant le cultivar V' au temps
t et au cours de I'année y. Comme chaque champ a un total de n, plants, n, — Iy, est le
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nombre de plants sains. Chaque année, au début de I’épidémie, les agriculteurs sément des
plants sains, soit Iy,(0) = 0 pour tous les y, V. Trois voies d’infection sont envisagées (i)
les infections du cultivar V' sont initiées & partir du réservoir & un rythme oy, (ii) par le
principe d’action de masse, les infections surviennent a partir de sources dans le méme champ
—et donc du méme cultivar— au taux [, (iii) les infections surviennent a partir de plantes
infectées dans tout autre champ au taux S¢. Plus précisément, le terme fois S compte toutes
les sources d’infection dans tous les champs éloignés et pondére la force de ces sources par
les fréquences de coexistence des pathotypes capables d’infecter le cultivar V.

Les épidémies au cours des saisons de culture successives sont couplées les unes aux
autres par l'interaction de la culture avec un compartiment réservoir sélectivement neutre
pour la population pathogéne. En supposant que la migration des propagules de chaque
pathotype de la culture vers le réservoir est proportionnelle aux intensités de 1’épidémie
globale dans chaque cultivar au cours de 'année y, Ay, = ny Py, fond Iy, (t)dt (par rapport
a l'intensité épidémique globale d’'un paysage avec seulement le cultivar S, Ap), un seul
paramétre supplémentaire A €]0, 1[ est nécessaire pour contrdler le renouvellement de la
charge virale. Des valeurs élevées de A\ caractérisent un réservoir dans lequel la prévalence
des pathotypes du virus change rapidement en raison de la courte durée de vie de I'hote et
de la petite taille du réservoir. Les faibles valeurs de A\ caractérisent un réservoir a peu preés
stable dans lequel la dynamique virale présente une dépendance marginale a la dynamique
épidémique des cultures. Ainsi, pour tout y € {2,...,n,} la dynamique inter-saison de la
charge virale du réservoir est définie comme suit

sy asy—1 1 1 1 1 Ag7y_1
_ 1 1 Ap, ,_
QR .y —(1-)) QR y—1 +)\% Y1 + Va1 7113 | ARLy 1 - (1.11)
QRyy ARy y—1 Ag | 731+ 741 Va2 Roy—1
QR 5y QR 5,y—1 Va1 Yaz a3 1 ARy 5y—1

Initialement, avant le déploiement des cultivars résistants (c.a.d. a année y = 1), la pré-
valence des pathotypes dans le réservoir dépend de leurs fréquences de coexistence dans les
champs plantés avec le cultivar S. Ainsi, (g1, Or, 1, @Ry 1, Ry 1) = g (1, Y21 + Va1, V31 + Va1, Ya1)-
Le modele (1.10)-(1.11) décrit les épidémies au cours des saisons de culture successives
dans un paysage agricole avec une connectivité €2,7. Dans la situation de référence, tous
les champs sont semés avec le cultivar S et les épidémies se répétent a l'identique dans
chaque champ et chaque année avec une incidence moyenne €2;,,; (Fig. 1.7a ). Maintenant,
introduisons nos deux cultivars résistants Ry et Ry, s = 0.1, et déployons une stratégie de
mosalque en semant 16% des champs avec le Cultivar S, 31% avec le cultivar Ry et 53% avec
le cultivar R,. Initialement, le pathotype av est quasiment fixé dans la population pathogéne
mais d’autres pathotypes sont générés par mutation récurrente selon leurs fréquences de
coexistence dans le cultivar S (Figure 1.7¢). Dans un premier temps, la dynamique épidémique
globale est décroissante d’une saison a I’autre (Figure 1.7a) en raison (i) des faibles épidémies
survenant dans les champs semés avec R; et Ry (car initialement leurs taux d’infection du
réservoir sont trés faibles) et (ii) le ralentissement concomitant des épidémies dans les champs
semés avec le cultivar S (correspondant a la réduction du taux d’infection du cultivar S du
réservoir) (Figure 1.7b). Dans le méme temps, ce processus est contrecarré par la sélection
de pathotypes adaptés a Ry et Ry (Figure 1.7c). Il en résulte, dans un second temps, une
augmentation de la dynamique épidémique globale aprés 10 saisons de culture (Figure 1.7a).
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La zone sous dynamique épidémique, un proxy des pertes de rendement causées par le virus,
a été utilisée pour comparer les performances des stratégies.

Landscape: 100% of S cultivar vs Optimal mosaic strategy (MoS*)
Epidemic intensity: Q;,=0.35
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FIGURE 1.7 — Dynamique épidémique typique simulée par le modéle (1.10)-(1.11).
Ici, nous illustrons une stratégie de mosaique qui consiste a semer 16% des champs avec le
cultivar S, 31% avec le cultivar R1 et 53% avec le cultivar R2. (a) Proportion de plantes
infectées (quels que soient leurs cultivars) dans le paysage avec uniquement le cultivar
S et avec la stratégie mosaique déployée sur 20 saisons culturales. (b) Dynamique inter-
saisonniére des taux d’infection du réservoir avec 100% de S (ag) et avec la stratégie mo-
salque (ausy, OR1y, CR2,y, AR12,y)- (¢) Dynamique des fréquences des pathotypes au cours des
saisons culturales avec la stratégie mosaique.

Nous pouvons a présent mesurer la performance de rendement pour une stratégie de dé-
ploiement donnée. Les performances peuvent étre estimées en évaluant les dommages causés
par le pathogéne pendant n, années dans I'ensemble du paysage, selon la stratégie consi-
dérée, par rapport aux dommages obtenus lorsque seul le cultivar sensible S est cultivé.
Formellement, une stratégie de déploiement P = (Pm, e ,ijny)Ve (S.R1.Ro.R12) est la série
chronologique de la proportion de champs ensemencés avec les différents cultivars chaque
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année dans le paysage. Sa performance est

Ty

A(P,§) = 100 > > Avy(Pyy, 0); (1.12)

n, A
Y0yl Ve(S,Ri,Ra,Ri0)

ol ¢ est un ensemble donné des paramétres du modéle. Ainsi, nous pouvons comparer deux
stratégies spatio-temporelles, par exemple mosaiques et pyramidales, et in fine proposer des
stratégies optimales (combinant contexte épidémiologique et caractéristique de la résistance)
pour une gestion durable des résistances variétales [26].

Lorsqu’une intervention est résumée par un nombre fini de paramétres, 'identification
d’une stratégie optimale en fonction d’une variable objective comme critére a optimiser peut
étre facilement effectuée, par ex. en utilisant une approche de gradient. C’est ce qui est fait
dans 'exemple du travail que j’ai présenté ci-dessus (voir [26]). Les choses deviennent plus
difficiles lorsque la valeur du parameétre d’intervention est une fonction (continue) du temps.
La théorie du controle optimal aborde spécifiquement ce probléme en identifiant une fonction
du temps telle qu'un certain critére soit optimisé. La théorie du controle optimal est géné-
ralement appliquée aux équations différentielles ordinaires (ODEs) - quelque chose de trés
courant. Par ex., ne nécessitant que des connaissances de base sur le calcul calcul multivarié,
les ODEs simples et les modeéles mathématiques, ce livre [60] détaille trés bien comment ajus-
ter les controles dans les systémes biologiques afin d’obtenir des résultats appropriés. Dans
ce cadre, je pourrais mentionner quelques-uns de mes travaux proposés pendant mes années
de theése sur le contrdle optimal de la tuberculose au sein d’une population hote [32, 33]. 11
arrive aussi d’introduire un peu de complexité dans le cadre ODE en introduisant des délais
via des équations différentielles a retard. On peut cette fois s’appuyer sur un certain nombre
d’outils existants sur le principe du maximum de Pontryagin pour le probléme de controle a
retards, ex. [44]. Toujours durant ma thése de doctorat, nous avons utilisé une telle théorie
pour proposer une approche optimale de la gestion des ressources naturelles dans un systéme
proie-prédateur avec récolte des proies [92]. Cependant, poser un probléme de controle op-
timal dans le cadre de modéles structurés — faisant appel aux EDPs — est moins courant et
potentiellement plus ’difficile’. En général, dans le cadre des modéles structurés en age, le
probléme de controle optimal peut se formuler comme un systéme de type Gurtin-MacCamy
décrivant 'évolution d’une population structurée par age [45]. Les conditions d’optimalité né-
cessaires sont établies sous la forme d’un systéme d’Euler-Lagrange (ez. [4, 35]) et 'existence
d’un controle optimal est prouvée en utilisant le principe d’Ekeland [31].

Durant mon parcours, j’ai abordé le probléme de controle optimal dans le cadre de modéles
structurés. Un premier exemple concerne le controle optimal de la transmission de ’hépatite
virale B ~-HVB- pendant ma thése de doctorat [24]. Le modéle proposé étant structuré en
age de la population hote avec une infectiosité différentielle (infections symptomatiques et
asymptomatiques). En participant en 'encadrement de la thése de doctorat de Mboay Ba
(UCAD), nous avons proposé¢ un modéle structuré en fonction de la durée pendant laquelle
un individu est maintenu dans un stade de VIH (I'infection primaire, phase de latence sans
symptomes, et phase SIDA) [3]. Enfin, pendant son séjour post-doctoral sous mon mentorat,
avec Quentin Richard, nous avons proposé des stratégies de controle optimales de la COVID-
19 dans le cas d’un modéle doublement structuré (temps écoulé depuis l'infection et I’age de
I'hote) 82].
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Chapitre 2

Modéles structurés et controle des
épidémies

Dans cette section, nous allons nous intéresser plus précisément a la gestion des épi-
démies & relativement court terme. Avant méme de définir des stratégies pour un controle
éventuel d’une épidémie, il est primordial de déterminer comment un agent pathogéne réussi
a déclencher de nouveaux cas d’infection au sein d’une population hote susceptible.

2.1 Abstraction des modéles structurés

Sous sa forme explicite, il peut étre assez lourd de tirer les propriétés essentielles d’un
modéle structuré vu comme un systéme dynamique. Ces propriétés essentielles peuvent étre
I'existence de solutions, la dissipativité, la bornitude et la compacité asymtotique. Une
formulation abstraite du systéme structuré permet en général de mieux aborder ces as-
pects. Donnons ici une formulation abstraite du systéme (1.1)-(1.3) pour la dynamique
humain-moustique. Nous procédons par une approche de semi-groupe intégré, ez. [15, 50, 65—
68, 93, 97]. Introduisons I’hypothése (assez générale) suivante

Assumption 2.1 1. Ay, A, et 0 sont des constantes positives ;

2. pup € L(Ry), vy, € L(RY), pn € L (Ry), vy, € L(R2) et sont tel quil existe une
constante po > 0 de sorte que up(a) > po et py(a) > o pour tout a € Ry ;

3. Bh? ﬂma Th) kh € Lf(Ri) ;
4. La donnée initiale est telle que Spo € LT(Ry), Ino € LT(RY), Rpo € LT(RY),
Smo € LY(Ry), Imo € L®(RY), avec [;° Spo(a)da >0 et [~ Spo(a)da > 0.

Introduisons 'ensemble X; = R x L'(R,), et les opérateurs linéaires Ay : D(Ap1) C X1 —
X et Am,l : D(AmJ) c X1 —=> X5 tels que

w(8)= (%) e (3) = ()

ou les domaines D(Ap1), D(Am1) des opérateurs Apq, Apq sont D(Ap1) = D(Apy) =
{Op} x WHH(R,).
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Par hypothése 2.1 sur les taux de mortalité, si A € C est tel que R(\) > —puo, alors
A€ p(An1) N p(Amq) (avec p(A) la résolvante de tout opérateur A), alors nous avons la
formule explicite suivante pour la résolvante de Ag; (avec k € {h,m}) :

A — A 1<C>:(0) e atmonas 7o Irm© g (91
=) (5) = (§) = ota) = e + [ o s (2)

pour (¢,9)" € X. Introduisons & présent Uensemble Xo = L*(Ry) x LY(R%), et les sous-
ensembles Y., Y, C L'(R?) tels que

Oy Oy
Vi={pel'R:): 22 e L'(R,), 22 € L'(R
= {pei®): 3 e IR B e DR}
pour k € {7,n}. Si nous définissons les normes || - | sur Yj par

ol = ||<P||L1(R1) + ||aa90||L1(Ri) + ||ak90||L1(Ri); Vo €Yy,

alors (Y, || - |lx) devient un espace de Banach. Désignant par C}(R?%) Pensemble des C'-
fonctions dans R? & support compact, il vient que C}(R%) C Y pour tout k € {7,n}.
Comme C;(R%) est dense dans L'(IR?%), alors Y, et Y, sont aussi dense dans L' (R?2). De plus,
pour tout ¢ € CH(RY) NYj, on a

10(0, ey < 10aplli@z),  and  [lo( 0)[@y) < 10kpll 1 (r2),
pour k € {7,n}. Avec ces estimations, le lemme de trace suivant est vrai.

Lemma 2.2 ] existe un unique opérateur linéaire 11, ), € L(Yy, L*(R,)) pour chaque i = 1,2
et k € {7,n} tel que pour tout v € CH(RL) NYj :

I ko = x(0, -), s kor = @i(+,0).

On peut maintenant définir les opérateurs linéaires Ano : D(An2) C Xo — Xo, Aps :
D(A;Lg) C X2 — X2 et Amg : D(Am’g) C X2 — X2 par

A, (Oreo) —Mar¢ A, (Or@o ) —a¢
"\ ¢ 000 = 0,0 = (un +vn+m)e) TP @ —0a¢ — Ond — (un + kn)o )’

0 l( +) o _]._.[ 77—¢
Am2 ( s ) = (—aagb - w) :

ou D(Ahyg) = D(Am’g) = {OLl(R+)} X (YTﬂker(Hlﬁ)) et D(A}Lg) = {OLl(R+)} X (Ynﬂker(ﬂlm)).
On montre que pour A € C tel que R(A) > —pp, on a A € p(Ana) N p(Ans) N p(Amz), et
pour chaque (11,12)T € X5 nous avons la formule explicite suivante pour la résolvante :

_ (1) _ (Opey) B () _ Oy
(AL = An2) (¢2>_< P1 )7 (A= Ara) <¢2>_( 03} )’ (2.2)

_ (V) (Oney)
(AL = A2 (%) B ®3
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si et seulement si

61(a,7) = Lo (7) [zpl(a ) exp (_ /OT(M(@ bs—7)+vnlats—1.8) +nlats -, s))ds)

—i—/TibQ(a—i-s—T,s)exp <—/T(,uh(a+§—7',§)+1/h(a—|—£—7,§)—i—Vh(a—i-{—T,{))dg) ds] ,
0 s

n

P2(a,n) = 1pa(n) {Wl(“ — ) exp (_/

0

+/0n¢2(a+s—n,s)exp (-/

s

(up(a+s—mn) + kpla+s—n, s))ds)

(a4 € —1,€) + knla+ € — n,f»ds) ds] ,

n

et

T

P3(a,7) = Lq(T) {"‘Z’l(“ - T)ep (_/

0
+/0 o(a+ s —T1,8)exp <—

Considérons maintenant ’espace de Banach X = X; x X5 x X5 x X7 x X, et son cone po-
sitif X, doté de la norme de produit usuelle, et définissons 'opérateur linéaire A : D(A) C
X — X par:

D(A) = D(Ah,l) XD(A}LQ) XD(A}L73) XD(AmJ) XD(AmQ), A= diag(Ahﬁl, Ah72, Ah737 AmJ, Amg).

Um(a+s—T, S)dS)

/T V(a4 € — 7, §)d§> ds] .

S

Posons Xy = D(A), la fermeture de D(A), qui est donnée par

2
Xo = ({0r} x L'(Ry)) x ({021, )} x L'(R%))™ x ({0r} x L'(Ry)) x ({0z1®,)} x L'(RY)) .
De ce fait, D(A) n’est pas dense dans X, et on définit son cone positif X, = XoNX,. Il est
important de noter que la partie non linéaire de (1.1) n’est pas bien définie sur X, a cause
du terme Ny (t) et par conséquent n’est pas localement Lipschitz continue. Pour résoudre ce
probléme, on peut définir

u(t) = (Or, Su(t,-), 001, In(t,,-), 000, Ru(t, -, ), Or, Si(t, ), 0t L(t, )" (2.3)
et ensemble X, = {u(t) € Xy : T(u(t)) > e} C Xo, ou T : X — X est Uopérateur défini
par

T () = 1St Meree) + a5 M@z + 1B )l @),
pour tout u(t) € X défini par (2.3). Notons que X._o correspond a Pespace X, = D(A).
Nous pouvons maintenant définir 'opérateur non linéaire F; : X, — X par
Ay
—i’;}ftt)) I T 08 (s, ) I (t, s, 7)ds dr + [ ki (-, ) Ri(t, -, m)dn
i’;}fit)) I J 08m(s, T (t, s, 7)ds dr
0

fooo Yo (o, T)In(t, -, T)dT
0
Ap,
_S%:}Z((tt;j) fooo fooo Qﬂh(s» T)]h(t, S, T)ds dr
ew Jo Jo 0Bn(s,T)In(t, s, 7)ds dr
0
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qui est bien défini pour chaque € > 0. Ensuite, (1.1) se réécrit comme le probléme de Cauchy
abstrait non densément défini suivant :

du

(1) = Au(t) + F.(u(t)), ¢ >0, u(0) = it € Xo, (2.4)

avec
G = (0,54.0,0, 10,0, R0, 0, S0, 0, Lno) ", (2.5)

pour € > 0.

La formulation abstraite (2.4), combinée essenti¢lement au fait que A est un opérateur
linéaire fermé (formule explicite (2.1)-(2.2) de la résolvante), de Hille-Yosida, et génére un
semi-groupe intégré continu Lipschitz, noté {S4(t)}i>0 C L£(X), on démontre 'existence et
'unicité d’une solution bornée du systéme (1.1)-(1.3). En d’autre termes, sous I’hypothése
2.1, il existe un unique semiflow continu {®(t,-) : Xo — Xo},, tel que pour chaque ug € Xoy,

u € C((0,00), Xo,) définie par u = ®(-, ug) est une solution de (2.4), & savoir qu’elle satisfait
[T u(s)ds € D(A) et u(t) = ug+ A [, u(s)ds + [J F. (u(s))ds, pour tout ¢ > 0. De plus, le
semiflow {®(¢,-)}, est borné dissipatif et asymptotiquement ’lisse’, c’est & dire

Borné dissipatif : il existe un ensemble borné B C X tel que pour tout ensemble borné

U C X, il existe 7 = 7(U, B) > 0 tel que ®(¢,U) C B pour t > 7.

Asymptotiquement ’lisse’ : pour tout ensemble non vide, fermé et borné U C X, il

existe un ensemble compact non vide J = J(U) tel que J attire {u € U : ®(t,u) € U,¥Vt > 0}.
Rapellons qu’un ensemble non vide J C X attire un ensemble non vide B C X' sidx (®(¢, B),J)) —
0 quand t — +o00, out 0x (B, J) = supuepinf,ey||u — v||x est une semi-distance sur X. De
plus, remarquons que la notion de asymptotiquement ’lisse’ est utilisée ici dans la termino-
logie de Hale, Lasalle et Slemrod [47]. Cependant, ceci est strictement équivalent a la notion
de asymptotiquement compact dans la terminologie de Ladyzhenskaya [59].

2.2 Le Ry et modéles structurés

On définit le Ry "heuristiquement’ comme le nombre moyen de nouveaux cas d’infec-
tion, engendrés par un individu infecté moyen (au court de sa période d’infectiosité), dans
une population entiérement constituée de susceptibles. Le calcul de Ry pour des systémes
déterministes en dimension finie et dans un environnement constant est bien maitrisé et qua-
siment ’algorithmique’ [20, 95]. Cependant, son calcul dans le cadre des modéles structurés
est loin d’étre aussi bien formalisé. Pour aller plus loin dans nos idées, reprenons ici le modeéle
structuré pour la dynamique humain-moustique introduit par le systéme (1.1)-(1.3). Donnons
ensuite quelques grandes lignes pour le calcul du Ro dont I'expression est donné par (1.4)
dans cet exemple.

Il est évident qu’il existe toujours un équilibre sans maladie que nous notons

Ey=(S), I, =0,R) =0,8p, I, =0)
ot S9(a) = ApeJo mn()ds G0 () = A, e Jo #m()ds g € R, . Notons que m,(a) = e Jo #r(s)ds,
mm(a) = e~ Jo mm($)ds gont les probabilités de survie, de la naissance jusqu’a I’age a, pour les
humains et les moustiques respectivement, en 1’absence de maladie. Par conséquent, SY(a) et
SY (a) sont le nombre moyen d’humains et de moustiques 4gés de a dans un environnement
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sans maladie. On se place en début d’épidémie et en linéarisant le systéme (1.1)-(1.3) autour
de Ej on obtient pour la composante infectieuse (I, I,,) :

(2 + 2+ 2)Ih(t,a,7) = — (un(a) + va(a, 7) + w(a, 7)) In(t, a, 7),

(% + % + %) In(t,a,7) = —vp(a, 7)1(t a,7), (2.6)
Ih(t,a,O) :Bh(t,a), Ih(t,O,T) :O, Ih(O,CL,T) :Ihjo(a,T),
I,(t,a,0) = B,(t,a), I,(t,0,7) =0, I,(0,a,7) = I o(a, 1)

ou By et B,, désignent respectivement le nombre d’humains et de moustiques nouvellement
infectés, et sont définis par :

Bu(t,a) = ds I3 ST 0Bm (s, T) I (t, s, 7)dsdT,
Bn(t,a) AL’"(G)IO I 08r(s, 7)In(t, s, 7)dsdr,

Ap [o° mh(s)ds

En résolvant (2.6) le long des caractéristiques, il vient

Bh<t7a) :fﬂ'h—((ds/ / eﬁm S 7') = Jg vm(ots— TU)dOB (t —T,85 — T)dS dr + fo h(t CL)
0
—m /0 /0 0B (T + &, T)e Jovmlertdo g ¢ 1 )dg dr + fou(t, a)
0
and
B (t,a)
Amﬂ—m(a) — 5 (pn(o+s—T)+vp(0+s—T,0)+vp(0c+s—T,0))do
=7 T mn(5)d Gﬁh(s T)e ™ Jo tHh n T Bp(t — 1,8 — 1)ds dr
h Jo 7Th S
+ fo m(t &)

Ammm(a) / / 08, (7 + &, 7)e Jo ot tuloteo)tmlottoado g (p - €)de dr + fom(t,a)
Ah fo mr(s)ds

ot fon et fom se rencontrent pour les données initiales. On peut remarquer que les fonctions
(Bu(t), Bin(t)) = (Bi(t,"), Bu(t,-)) € L' (R+)?

vérifient :

t
Bu(t) = [ Gu(r)(Bult — )T + funt. ),
0
¢
B, (t) = / G (T)(Br(t — 7))dT + fom(t,-)
0
ol les opérateurs linéaires G (7) et G,,(7) appartiennent a £L(L*(R,)), et sont définis par :

i’

<Gh<T>B><a>=h | Bt &me Bomte e peyag

0
Amﬂ-m

Ahfo 7Th

(G (T)B)(a) = ds/ Bu(T + €, 7)e = Jo (wn(o+)+vn(o+&0)+m(o+&0 e B(e)de¢

24



pour chaque (a,7) € R% et B € L'(R,). Notons que les opérateurs Gi,(7) et G,,(7) sont
appelés les opérateurs de reproduction nette (ex. [53]), qui font correspondre la densité des
nouveau-nés a la densité de leurs enfants produit un instant 7 plus tard. Il s’en suit que
I'opérateur de seconde génération (voir [21, 53|) est définie par

B ([T (G 7' )( )dr
9 (1)@= (6 B >dr>
_ fo 7rh s)ds fO fO ﬂm T +§ T) ~Jg vm(o+é0) daB (f)df dr
- % fo fo Bh T +£ ’7') — Jo (pn(o+8)+vn(o+E&,0)+n(0+E€,0)) doBl(f)dé& dr :

On en déduit que le nombre de reproduction de base R est défini par le rayon spectral de G,
noté r,(G) de G. Afin de calculer ce rayon spectral, nous définissons 1'opérateur G?=Gog €
L((L'(R,))?). On sait que

Ro =r,(G) = Vr-(G?), (2.7)

et donc il reste a calculer r,(G?). Remarquons que G*(By, By)T = (Hy(By), Hy(Bs))T, pour
tout (By, By) € L'(R.)?, avec Hy, et H,, les opérateurs linéaires sur L'(R, ) définies respec-
tivement par :

Hy(B)(a) = — mmnl@ )62 / ~ / T Bu(r + €, 1) i (o tinlo e o o rea)do B¢ )ae dr
An( [ mr(s)ds)? \Jo  Jo 7
X (/ / BT + &, 7)e Jo rm(et&a)don (eyqe dT)
o Jo
et
Hm(B)(a,) Amﬂ'm( )92 /OO /OO /Bh<7_ n 5 7')6_ f(;’(Mh(a+§)+uh(J+E,U)+’Yh(0+f,a))daﬂ_h(g)dé- dr
An( [y mn(s)ds)? \Jo Jo 7

N — Jo vm(o+&,0)do
. ( [ utr+eme B(e)d df) |

L’égalité (2.7) donne

Ro = \/ra(g2) = \/max{ra(Hh),ra(Hm)}. (2.8)

Il ne nous reste plus qu’a déterminer r,(Hy) et r,(H,,) pour conclure. Cependant, pour
aller plus loin, une hypothése 'technique’ est nécessaire pour avoir un opérateur différent de
I'opérateur identiquement nul :

Assumption 2.3 Nous supposons que [, et B, ne sont pas identiques a zéro sur [’ensemble
{(s+71,7):(s,7) e R:}.

Remarquons que biologiquement, 1’age chronologique est toujours plus grand que le temps
écoulé depuis l'infection. Par conséquent, cette derniére hypothése implique seulement que
les humains et les moustiques infectés seront infectieux a un moment donné au cours de leur
infection.
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Sous I'hypothése 2.3, on a

Q,={£>0: /OO B (T + 5’T)e_(“NhHLOO+HVhHL°0+”'Yh”L°°)Td7— >0} #£0 (2.9)
0

Qn=1{6>0: /OOO B (T + €, )" Imlemdr > 0} £ (. (2.10)
Ensuite, nous définissons la restriction de Hy, a L'(;,) notée H, € L(LY())
Hy(B)(s) = 1q, (s)Ha(B)(s)
pour tout s € ,, B € L'(Qy,), avec

B(s) =

0 sinon.

{B(s) p-p. SEQ,

Sous I’hypothése générale 2.1, il est clair que ]:.{h est un opérateur compact et positif sur
LY(9,).De plus, puisque €2, # 0, il s’ensuit que Hy, est irréductible, c.a.d.

Hu(f)(s) >0 ae. seQ, VfeL(Q)\{0}.

On déduit, par exemple de [68, Theorem 3.2, p. 133], que ra(ﬁh) > (. Observons a présent
que
Hh(ﬂ'h) = )\07Th.

Et donc A est une valeur propre de Hj, associée au vecteur propre 7y, tel que
ro(Hp) > Ao (2.11)

ol

Am02 vp (o o o o O’
Ao = — )dS)Q (/ / 5}1 7— + &, 7—) = Jo (en(a+E)+vn(o+€,0)+yn(o+E,0))d (§)d§ d7->

Ah(f(] 7Th(8
(/ / Bun(7 + €, 7)e o rmlettadon ()qe d7>.

f{]h(lghﬂ'h) = )\O:lghﬂ'h

Il vient aussi

donc \g est une valeur propre de H p associée a 1q, my,. Il résulte du Ehéoréme de Krein-Rutman
(voir ex [75, Corollaire 4.2.15, p. 273]) que le rayon spectral de Hj, est le seul valeur propre
associée a une fonction propre positive. Comme 7, > 0 p.p. sur R, on a

TJ(]:Ih) = )\0.

Maintenant, puisque Ay > 0, on voit que r,(Hj) > 0 au moyen de (2.11). Il résulte de |75,
Lemme 4.2.10, p. 269] qu'’il existe une fonction propre positive ¢, € L1 (R;) \ {0} telle que

Hy(¢n) = ro(Hp)dn.
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D’ou ﬁh(lghth) = ry(Hp)1lg, ¢n, de sorte que r,(Hp) > 0 est une valeur propre de H,
associée a 1g, ¢, € L1 () \ {0}. Encore une fois, par le théoréme de Krein-Rutman, il
s’ensuit que )

TU(Hh) = TU(Hh) = /\0.

Un argument similaire conduit aussi & 7,(H,,) = Ao. Enfin, en utilisant (2.8), il s’ensuit que
Ro = VAo, et I'expression donnée par (1.4) en découle.

2.3 Modéles structurés et gestion optimale des épidémies

Nous avons briévement évoqué cette notion de controle (optimal) des épidémies dans notre
introduction générale. Dans un premier temps, je vais mentionner ici un certain nombre de
mes projets oul ces aspects ont été précisément abordés dans le cadre de modéles structurés.
Un premier exemple concerne le controle optimal de la transmission de I’hépatite virale B
~HVB [24]. L’une des caractéristiques de la transmission du HVB est la structure par age de
la population hote et la transmission verticale de la maladie, c¢’est-a-dire que 'infection est
transmise directement de la mére infectée & un embryon, un feetus ou un bébé pendant la
grossesse ou I’accouchement (l'infection périnatale). Nous avons formulé un modéle structuré
par age pour la dynamique de transmission du HVB avec une infectiosité différentielle :
infections symptomatiques et asymptomatiques. La stratégie optimale proposée par le modeéle
pour le controle de I’épidémie de ’'HVB consiste en la réduction du cott de traitement pour
une plus grande prise en charge, vaccination systématique des enfants agés de 0 & 5 ans,
test de dépistage systématique chez les femmes enceintes. Mentionnons ensuite ce projet
pour le contrdle des phases terminales du VIH dans une population hote [3]. En considérant
les mécanismes spécifiques a la progression en stade du VIH (i) 'infection primaire, (ii) la
longue phase de latence sans symptomes et (iii) la phase SIDA. Chaque stade est structuré en
fonction de la durée pendant laquelle les individus ont été dans le stade. En prenant en compte
les interventions aux antirétroviraux (ARV) et la probabilité d’abandon du traitement, nous
discutons des méthodes d’intervention optimales qui minimisent le nombre de cas de SIDA.
Notons que notre analyse met en évidence un résultat pas nécessairement intuitif. En effet,
introduire des ARV au sein d’une population mal sensibilisée sur les mécanismes induits par
I’abandon du traitement entraine un effet négatif pour le controle des cas de SIDA au sein
de cette population.

Profitons a présent de 'actualité sur la pandémie de COVID-19 pour présenter quelques
détails sur le contrdle optimal dans le cas d’'un modéle structuré [82]. Lors d’une épidémie
comme celle de la COVID-19, les individus peuvent différer considérablement dans la maniére
dont ils propagent I'infection en fonction de leur age ou du nombre de jours pendant lesquels
ils ont été infectés. En I'absence d’interventions pharmaceutiques telles qu’un vaccin ou un
traitement, des interventions non pharmaceutiques (ez. distanciation sociale) sont essentielles
pour atténuer la pandémie. Notons S(t,a) la densité d’individus d’age a € [0, aynq.] sensibles
a l'infection au temps ¢ € [0, 7. Ces individus peuvent étre infectés avec un taux (¢, a). Nous
supposons qu’une fraction p de ces individus sont paucisymptomatiques, ce qui signifie qu’ils
développeront des symptomes trés légers ou nuls, et entreront dans le groupe I,. D’autres
individus sont supposés développer des infections plus symptomatiques, soit I sévéres avec
une proportion ¢(a) selon I'age a, soit légeéres I, avec une proportion 1 — g(a). Chacune des
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trois populations d’hotes infectées est structurée par le temps depuis 'infection, de sorte que
I,(t,a,i), v € {p,s,m}, dénote la densité des individus d’age a qui sont infectés depuis une
durée i € R, . Lors de 'infection, tous les individus exposés sont supposés rester non infectieux
pendant une période moyenne 7;,;. Ensuite, ils entrent dans une période asymptomatique au
cours de laquelle ils sont contagieux. Seuls I,,, et I, développent des symptomes significatifs
aprés un délai moyen depuis I'infection 7y,,,:. Au cours de leur infection, les individus peuvent
guérir & un taux hy,(a,i) (v € {p,m,s}) qui dépend de la gravité de l'infection et du temps
écoulé depuis I'infection . Les individus gravement infectés d’age a peuvent également mourir
au taux 7y(a,?). La force d’'infection subie par les individus sensibles d’age a au temps t est
donnée par

At,a,c) = (1 —c(t,a)) x (2.12)

Oam K(a,d) /Ooo (Bo(d i) Lot 7) + B ) It ' 7) + Bo(d )Lt ') di dd.

ou fB,(a,i) (v € {p,m,s}) est la probabilité de transmission pour chaque contact entre un
infecté d’age a et qui est infecté depuis un temps i. Le noyau K (a, a’) qui représente le nombre
moyen de contacts par unité de temps entre un individu d’age o’ et un individu d’age a. De
plus, ¢ = ¢(t,a) est le pourcentage de réduction des contacts avec les personnes de ’age a,
dit aux mesures de santé publiques, a I'instant ¢. La dynamique des individus nouvellement
infectés (cad i = 0) dans chaque groupe est ainsi définie par

L,(t,a,0) = (1-p)a(a)Alt,a,c)S(t a),
In(t,a,0) = (1 =p)(1 —q(a))A(t, a,)S(t, a), (2.13)
Ip(taaao) = p)x(t,a,c) <t7CL)

Supposons que seules les infections sévéres I, conduisent a une hospitalisation et nous dési-
gnons par H(t) = Oa“”" fi:mpt I4(t,a,i)di da, la population totale hospitalisée au temps ¢, ou
isympt €5t le temps moyen jusqu’a I’apparition des symptomes. Chaque individu d’age a meurt
au taux p(a, H(t)) au temps t, défini par p(a, H(t)) = pinat(a) + paga (a, H(t)) . Dans cette
derniére équation, pi,.; désigne le taux de mortalité naturelle lorsque les hopitaux ne sont
pas saturés. De plus, nous supposons que ce taux augmente de maniére significative (fi44q)
dés que le nombre de cas graves dépasse la capacité de soins H,,. De méme, les individus
gravement infectés d’age a infectés depuis le temps ¢ meurent au temps t au taux y(a, i, H(t))
défini par y(a,i, H(t)) = (Vair (@) + Yindir (@, H(t))) Liisymprsisa] (). Icl, Yair €t Yinair sont des
taux de mortalité directement et indirectement dus au COVID-19 respectivement. La morta-
lité liée a la maladie survient aprés ’apparition des symptomes et avant le temps moyen final
d’infection pour les cas graves, cad pour i € [Isympt, 15,y )- Enfin, les individus infectés d’age

a et infectés depuis le temps ¢ se rétablissent aux taux hs(a, ), hy,(a,) et hy(a,i) pour les
cas séveres, légers et paucisymptomatiques respectivement. Les conditions aux limites (2.13)
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sont couplées avec les équations suivantes :

' 951 a) = —ula, HH)S(t,a) — Alt,a,0)S(t,a),
(G220 ) () = —[u(asHOO) +0 H @) + o) et ),
(52 + %2 ) o) = —lula HO) + I, ] Tn(t 0.0, o
(52+52) ) = ~lula H@)+ hyfa D] it.0.0),
%(i,a) = ve{;p} : ho(a,i)1,(t, a,i)di — p(a, H(t))R(t, a),

pour tout (t,a,i) € (0,T] X [0, amax] X Ry, avec des conditions initiales (& ¢t = 0) :
), R(0,a) =0,
0

S(O,CL) = S()(Cl )
= Is0(a,i), In(0,a,i) = IL,o(a,i), I1,(0,a,i) = Ilap(a,i),

1,0, a,i) = I,

pour (a,i) € [0, amax] X Ry.

Donnons, par exemple, nous pour objectif de déterminer la fonction d’effort de controle
optimal ¢* qui minimise la fonctionnelle objective J : L®(R; X [0, Gmax]) 3 ¢ — J(c) € R,
ou

J(e) = D™ (¢, T) + /0 ' /0 " Bla)e(t, a)da dt,

Dev™ étant le nombre cumulé de déces, et B(a) le cotit associé a la mise en place d'un tel
controle ¢ pour la classe d’age a. Notre objectif est de trouver la fonction ¢* telle que

J(c") = ICIéIZ/I{l J(c) (2.15)

ou 'ensemble U est défini par
U={ce L®(R; x[0,amax]) : 0 < e(+,) < Cmax}s

avec Cmax < 1 une constante positive. C’est-a-dire que la fonction ¢* minimisera le nombre
cumulé de déces pendant T' jours, tant que le cotit de la stratégie de contrdle n’est pas trop
important. La prise en compte de deux dimensions structurelle, la variation de l'infectiosité
et ’age de I’hote, rend la procédure d’optimisation plus difficile car le principe du maximum
de Pontryagin est appliqué aux équations différentielles ordinaires [60] —quelque chose d’assez
courant — alors qu’ici nous travaillons sur les équations structurées — ce qui est moins courant
et plus difficile |2, 4, 24, 35, 39].
Pour le probléme (2.15), on peut établir le résultat d’existence et d’unicité suivant

Theorem 2.4 S % Oama" B~Y(a)da est suffisamment petit, il existe un et un seul controleur
optimal c¢* dans U minimisant J.
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On peut donc remarquer que l'unicité de ¢* est loin d’étre garantie pour des horizons de
controle T trés grand. De plus, soulignons que, puisque la fonctionnelle J n’est pas semi-
continue faiblement inférieure sur L!, on ne peut donc pas s’attendre & une existence pour
le probléme (2.15) en général. C’est une caractéristique commune des problémes de controle
optimal non linéaire (ez, voir [4]) et on peut prouver I’existence pour un certain intervalle de
temps en utilisant le principe variationnel d’Ekeland [31].

Le systéme d’état (2.13)-(2.14), le systéme adjoint, et le systéme de caractérisation du
controéle ¢* —que nous n’avons pas explicité ici, ez. voir [24, 82| forment le systéme d’optima-
lité a résoudre numériquement. Ces systémes constituent un systéme de rétroaction dans le
sens ot : (i) un contrdleur donné est utilisé comme entrée du systéme d’états, (ii) le controleur
et la sortie du systéme d’états sont utilisés comme entrée du systéme adjoint, (iii) les sorties
des systémes d’état et adjoint sont utilisées pour mettre a jour le contréleur via le systéeme de
caractérisation de controle, et (iv) le controleur mis & jour devient I'entrée du systéme d’état,
créant un systéme en "boucle fermée". Enfin, puisque les équations d’état ont des conditions
initiales et les équations adjointes ont des conditions de temps finales, nous ne pouvons pas
résoudre directement le systéme d’optimalité en avancant uniquement dans le temps. Ainsi,
un algorithme itératif, "forward-backward sweep method", est utilisé (voir [60]).

Rapellons que 'objectif du controle optimal ici est de réduire la mortalité (& moindre
"cotit") et pas nécessairement le nombre d’infections (2.15). Le facteur cout B est difficile a
quantifier et inclut probablement un impact économique et psychologique. Ainsi, nous com-
parons la stratégie optimale a d’autres stratégies de controle qui utilisent la méme quantité de
"ressources". La Figure 2.1 illustre trois stratégies : controle optimal, controle uniforme sur
la population jeune, et controle uniforme sur ’ensemble de la population. Le controle optimal
consiste & intervenir rapidement auprés des populations agées (les plus a risque) pendant la
phase initiale de I’épidémie et d’atténuer progressivement ce controle. Le critére d’acceptation
sociale pese sur le choix de la stratégie a adopter : intuitivement, si les stratégies de controle
ont un coiit élevé pour la population, il est préférable de se concentrer sur les classes d’age
les plus a risque. A l'inverse, si les mesures de lutte sont plus acceptables pour la population,
la stratégie optimale est de viser large pour supprimer complétement la vague épidémique.
Au final, les controles uniformes donnent des résultats similaires peu satisfaisants, conduisant
a une mortalité cumulative sur la période d’intérét comparable a celle sans aucune mesure
de controle (Figure 2.3). Enfin, les configurations du controéle optimal sont assez contrastées
entre le Burkina Faso, la France et le Vietnam. Ceci s’explique surtout par la structure de la
population du Burkina Faso par rapport a celles de la France et du Vietnam (Figure 2.2).
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FIGURE 2.1 — Contrdle optimal, contréle uniforme sur la population jeune, et
controle uniforme sur ’ensemble de la population.
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FIGURE 2.2 — La structure par age de la population et les matrices de contacts du
Burkina Faso, de la France et du Vietnam. Leurs populations ont une structure par
age et des contacts sociaux ou physiques assez contrastés. (Au dessus) Au Burkina Faso, la
grande majorité (96,1%) de la population a moins de 60 ans, alors que c’est moins le cas au
Vietnam et en France (respectivement 87,7% et 73,4%). Elle illustre qu'une proportion plus
élevée de la population est agée de plus de 60 ans, donc a risque d’infection au COVID-19,
en France 26,6%, par rapport au Vietnam 12,3%, ou au Burkina Faso 3,9%. (En dessous) Les
contacts sont plus fréquents chez les personnes dgées en France qu’au Vietnam. En revanche,
trés peu de contacts sont observés parmi les populations adgées au Burkina Faso.

31



{— Without control

logio(Number of cases)
o R N W A U O
N

\ /
\ /
\_/

\ /

Control of <25s
— Uniform control
Optimal control

- Healthcare capacity

0 30 60

FIGURE 2.3 — Effets des stratégies de controle dans la cas de la France. (Gauche) En
ciblant uniformément la population, ’épidémie est sous contrdle pendant environ 60 jours.
Cependant, une fois les moyens de lutte relachés, I’épidémie réapparait. Avec le controle (plus
long) de la fraction la plus jeune de la population, le premier pic épidémique est légérement
retardé et 1’épidémie semble maitrisée plus longtemps (180 jours). Malheureusement, les
ressources s'épuisent également et un deuxiéme pic apparait quelques mois plus tard. (Droite)
En ciblant ’ensemble de la population ou sa fraction la plus jeune uniquement, les résultats
sont similaires. Un controle uniforme conduit & une mortalité cumulée sur la période d’intérét
comparable a celle sans aucune mesure de controle. La performance du controle optimal par
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rapport a un controle uniforme est d’environ 92%.
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Chapitre 3

Modéles structurés et dynamique
épidémio-évolutive

La modélisation de I'épidémiologie et de I’évolution des agents pathogénes a longtemps
été abordée par la théorie de la dynamique adaptative en utilisant des analyses d’invasibilité
(ex. [19, 42, 43]). Ces approches impliquent que la sélection opére sur une échelle de temps
plus courte que la mutation, ou, en d’autres termes, que les échelles de temps épidémiolo-
giques et évolutives sont séparées. En supposant des populations a 1’équilibre, les analyses
d’invasibilité ignorent les dynamiques épidémiques de court terme. Or, si la gestion de I’évolu-
tion des agents pathogeénes sur le long terme (ez. I’évolution de leurs virulences) demeure un
objectif, il n’en reste pas moins que les épidémiologistes en général ne sauraient négliger les
dynamiques épidémiques sur le court terme. Les approches que je développe ici vise & intégrer
dans un méme cadre de modélisation, d'une part, des modeles d’épidémiologie avec des mo-
deles de génétique des populations et, d’autre part, les échelles de temps épidémiologiques et
évolutives. Je ferais appel a des systémes d’équations aux dérivées partielles ou a des systémes
d’EDP intégro-différentielles avec des opérateurs non locaux, ez. [6, 8, 10, 11, 25, 34, 62, 84].

3.1 Heétérogénéité et attracteurs évolutifs

Considérons ici un systéme dans lequel ’agent pathogéne est producteur de spores et
infectant une population d’hétes hétérogéne avec N, > 1 classes d’hotes. A un instant £ donné,
les hotes de la classe k peuvent étre soit sains (Hy(t)) soit infectés. Les spores produites par
tous les tissus infectieux sont supposées se mélanger uniformément dans I’air pour former un
pool de spores qui peut atterrir sur n’importe quelle classe d’hotes. La population parasitaire
est structurée par un phénotype continu z, tel que Ix(a,t,x) représente la densité de tissu
infecté de I’hote k au temps t , qui ont été infectés pendant une durée a par la souche x.
La densité du pool de spores de phénotype = au temps ¢ est notée A(t,x). Le phénotype et
le temps écoulé depuis 'infection affectent deux traits de pathogénicité dans chaque classe
d’hotes résumant les étapes de base du cycle d’infection de la maladie : (i) Defficacité de
I'infection [ (x), et (ii) la courbe de sporulation 74 (a, ). Introduisons le systéme d’équations
intégro-différentielles suivantes pour décrire la dynamique épidémiologique et évolutive des
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populations hotes et pathogénes

( % Hi(t) = oxA — 0H(t) — Hi(1) » Br(y)A(t,y)dy,
(8815 + 88 ) Ix(t,a,z) = — (0 + di(a, x)) Ix(t, a, ),

(3.1)
I(t,0,2) = Bi(x) Hy () A, x),

%A(t,x) = —0A(t,x) + ;/ / — z)ri(a, y)I(t, a,y) da dy.

\

Des hotes sains sont produits au taux A et ¢y, est la proportion de I'héte k& dans I'environne-
ment. La force totale de l'infection sur un hote k est [.n Be(y)A(t, y)dy, o RY est I’espace
phénotypique de dimension N. Les spores deviennent non viables au taux . Les hotes sains
meurent au rythme 6 (indépendamment de leur classe) et les hotes infectés meurent au
rythme 60 + dy(a, x), ot di(a, z) est la mortalité induite par la maladie. Les hotes infectés par
la souche y produisent des spores avec le phénotype = au taux m(y — x)ri(a,y), ot m(y — x)
est la probabilité de mutation du phénotype y au phénotype z. Le noyau m doit satisfaire
les propriétés suivantes :

(P1) La fonction m est presque partout strictement positive sur RY et doit étre normalisée
de telle sorte que, [,y m(z)dz = 1.

(P2) Elle est symétrique, cad. m(z) = m(—x), pour tout z € RV,

Le nombre de reproduction de base, Ry, est généralement utilisé pour étudier la propaga-
tion d’une souche pathogéne x dans une population hote initialement non infectée. Un patho-
geéne avec le phénotype x se propagera lorsque Ro(z) > 1. Par contre, une fois qu’une souche
pathogéne x a initialement envahit la population hote, I'invasion par une nouvelle souche
mutante peut étre étudiée via la dynamique adaptative. Une souche mutante (initialement
rare) avec le phénotype y envahira une population pathogéne résidente avec le phénotype x si
sa fitness d’invasion f,(y) > 0. Pour donner quelques détails, supposons que le systéme (3.1)
atteigne un équilibre épidémiologique monomorphe E* = (Hf, If(+)d., A*S.),_, .., pour un
trait z. Prenons formelement m(z — y) = 6,(y) dans (3.1), avec 8, est la masse de Dirac en
x, alors

A a
Hi= st i = oA iz ew (~0a- [diae). 52)

ou A% > 0 est 'unique solution de I’équation suivante :
A@k
Z TT 3 ~Ui(2) = 1. (3.3)

Notons que A* > 0 est définie uniquement lorsque fo;l %\I/k(z) > 1. A présent, supposons
qu'une nouvelle mutation avec une valeur de trait, disons y, se produise. Ceci induit une
perturbation de phénotypique y, de sorte que Hy(t) = Hf + ug(t) et

Ii(t,a,x) = If(a)d.(x) + ji(t, a)d,(x) et A(t,z) = A%, (x) + B(t)d,(z),
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et les perturbations pour l'infection, j; et B, sont régies par le systéme d’équations linéarisé
autour de £~ :

(5 + 55 ) dblt.0) = = 0+ dufa ) il ).
Ji(t, 0) :Nﬁk(y)HJfB(t)a (3.4)
B(t)=) /0 ri(a, y)jr(t, a)da — 6 B(t).

Afin d’étudier ’évolution de cette perturbation nous allons dériver une équation de renou-
vellement sur b%(¢,y), la densité de spores nouvellement produites au temps ¢ de phénotype
y dans la population résidente de phénotype x. Ce terme est plus précisément défini par

Ne

b(ty) =) /O N ri(a, y)jr(t, a)da.

I1 résulte alors de I’équation j; du systéme linéaire (3.4), que

Jk(0,a — t)e—et—f,f,t dk(a,y)da7 a>t,
) = B —fa—['d do
k —a)e 0 ) a
Br(y)HE B(t — a)e~0o=Jd dlow)do -

tandis que

B(t) = /t b (s, y)e °=ds 4+ B(0)e .
0
Par conséquent, b*(t,y) satisfait I’équation de renouvellement suivante :
i) = [ B0 - oo+ Fit.2),
ou B?*(a,y) est le nombre attendu de nouvelles infections produites par unité de temps, dans

une population hote résidente de phénotype z, par un individu qui a été infecté a unités de
temps auparavant avec le phénotype y, donné par

Ne u
B*(a,y) = e % Z HiBr(y) / (s, y)e‘ss*gs*fo di(oy)do § 5.
k=1 0

Grace a la formulation ci-dessus, il découle de la dynamique adaptative classique [22, 43, 73]
que le nombre de spores, R(y, £*), d’'une stratégie mutante initialement rare, y, dans la
population résidente z est donné par

o0 NC
Rip B = [ Bla)ia =3 HwG),
0 k=1

ot Wi (z) la valeur reproductive d'un agent pathogéne de phénotype = sur I'hdte k (cad. la
fonction fitness) définie par

Uy (z) = %Bk(:v) /O " (0 2) exp <—ea - /O " (o, :L‘)da) da, (3.5)

TV
prob. de viabilité d’une lésion d’age a
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Ensuite, la fitness d’invasion f,(y) d’une stratégie mutante y dans la population résidente z
est donnée par

Ne
fy) = Ry, B*) = 1= HiWu(y) — 1. (3.6)

k=1

Si on combine, (3.6) et (3.2), il vient
N,

- ASOk\Dk
-1 3.7
Z 0+ Bi(z (3.7)

En utilisant ’équation (3.3) qui définie I’équilibre résident, on note que R(z, £*) = 1, et (3.7)

devient
Nc

FO=Y gt (0 - ) 3:5)
= — ——

rétroaction du résident =

La rétroaction environnementale de la souche résidente = conditionne la capacité d’une souche
mutante y a envahir la population résidente. Elle dépend des conditions établies par la souche
résidente, notamment en ce qui concerne les ressources de 'hote déja prises par x.

Notons que lorsque la rétroaction environnementale E? est réduite a ’environnement
sans maladie, alors S} se réécrit comme H}} = A‘pk . Et le nombre de reproduction de base

épidémiologique de I'agent pathogéne avec le phenotype y est calculé comme suit

Rofy) = Y RE@) = 5¥0),  avee i) = “2u(e), W= Zsok% 3.9)

Dans un environnement comportant N, classes d’hotes dans lequel toutes les propagules de
I’agent pathogéne passent par un bassin commun dans le compartiment A comme pour le
modele (3.1), le Ry est la somme des nombres de reproduction de I’agent pathogéne pour
chaque classe d’hotes.

Lorsque les efficacités d’infection ne différent pas entre les classes d’hotes (cad. Sy = S,
pour toutes les classes d’hotes k), ce terme de rétroaction est unique et sort de la somme, et
en utilisant ’équation (3.9), (3.8) peut étre réécrite comme suit

v
0+ [(x)A*

Il s’ensuit que le modeéle (3.1) admet un principe d’optimisation basé sur Ry |46, 61, 74, 76,
86]. En effet, le signe de la fitness d’invasion f,(y) est donné par le signe de la différence
entre Ro(y) et Ro(z) et, ainsi, les attracteurs évolutifs du modele (3.1) coincident avec les
maxima locaux de Ry a condition que les plantes hotes n’affectent que des ensembles de
traits de pathogénicité sous-jacents aux courbes de sporulation (Figure 3.1). Inversement, si
les efficacités d’infection différent pour au moins deux classes d’hotes, le principe d’optimi-
sation ne s’applique pas. Par conséquent, si certaines plantes hotes affectent 'efficacité de
I'infection, le calcul de la fitness d’invasion avec ’équation (3.8) est nécessaire pour la carac-
térisation des attracteurs évolutifs. En effet, comme illustré par la Figure 3.2, nous avons une

fo(y) = (Ro(y) — Ro(x)). (3.10)
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population pathogénes essentiélement polymorphes a 'équilibre évolutif (Figure 3.2,D,EF)
mais un unique maximum local pour le Ry comme confirmé par le gradient (Figure 3.2,B,C).
Cependant, le graphique d’invasibilité par paires prédit une population polymorphe (Figure
3.2,A).

Infectious density on S
Infectious density on R

-0.05 0 0.05
Phenotype (z)

FIGURE 3.1 — On considére ici deux types d’hotes S et R dans le systéme (3.1), avec B = k.
La fonction de fitness est bimodale, avec un maximum global et un maximum local (panneau
de gauche). A t = 0, la population de pathogénes est & son équilibre de mutation-sélection sur
I'héte S (distribution vert clair). La dynamique d’infection et la composition phénotypique
de la population de pathogénes sur les hotes S et R sont présentées dans les panneaux central
et de droite, respectivement. La ligne noire dans le panneau de droite correspond au temps
d’émergence.

(@)

Mutant (y)

Gradient of the Ry

Resident (z)

O
m

Infectious density on S
Infectious density on R

FIGURE 3.2 — Exemple de configuration ott une population de pathogénes polymorphes est
sélectionnée a l'équilibre (panneaux A, D, E, F) alors qu’il existe un seul maximum local
pour Ry (panneau B), comme le confirme son gradient (panneau C). On considére ici deux
types d’hotes S et R dans le systéme (3.1), avec Ss # Sg.
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3.2 Equilibre évolutif monomorphe ou polymorphe

A présent, regardons un peu plus présicément la nature de 1’équilibre évolutif pour un
systéme du type (3.1). Soit (H, I, A) € (0,00)Ne x (L% ((0,00) x ]RN))NC x LY (RY) un état
stationnaire de (3.1). Alors,

(H _ 179\
T 0+ [on Br(y)Aly)dy’ )
hfa.0) = i) (o) exp (~0a — [ o a)a ). 3.11)
Nec 1
kA(lq) B ; 14071 [on Br(y)A(y)dy Lild)(@).

ou Ly est 'opérateur linéaire défini par

LlAw) = [ mly - ) RE()AG) dy.
R
Désignons T 'opérateur tel que

B Ly [A]
TAI=2 155 [ GrAdy

k=1

Notons que (H,I,A) = (%,0,0) est toujours une soluton triviale de (3.11). Donc, nous
nous interessons ici & une solution non triviale, cad. avec A # 0. De ce fait, en plus des
hypotheses (P1) et (P2) précédentes, supposons que :

(P3) Pour tout R > 0, la fonction My :  +— sup m (z + y) appartient a L}(RY).
lylI<R

(P4) Les fonctions ¥, définie par (3.9) sont telles que ||V ()| — 0 and ||z| — oo.
Désignons par r,(L), la valeur propre principale de 'opérateur L tel que

LiAY) = 3 LufAle) = [ mly = 2/ Rolu)Aw) do.

Notons que I’hypothése (P3) fournit une condition sur m pour assurer la compacité de
I'opérateur linéaire L. Une telle hypothése est vraie pour une grande classe de fonctions m,
et en particulier pour les fonctions bornées satisfaisant 1’estimation de décroissance a l'infini
suivante (pour un certain n > N)

m(z) =0 (|z]|7"), quand |z| — occ.

On a le résultat suivant sur l'existence d’au moins un équilibre non trivial du systéme

(3.1)

Theorem 3.1 Sir,(L) > 1, alors il existe au moins une fonction continue A > 0, telle que

A e LYRY) N L=(RY), et A = T[A.
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Ainsi, une solution stationnaire non triviale du systéme (3.1) est donc reconstruite en injectant
A dans les deux premiéres équations de (3.11). La preuve du théoréme ci-dessus repose sur
la théorie des attracteurs globaux appliquée au systéme dynamique discret généré par T', ez.,
voir [12].

Dans le cas d’une homogénéité en hote dans le modele (3.1), cad. N. = 1, nous pouvons
étre encore plus précis en démontrant ’existence d’un unique point fixe positif de 7', et donc
I'unicité d’une solution non triviale du systéme (3.1). Cette démonstration repose essentiel-
lement sur le théoréme de Krein-Rutmann pour les opérateurs linéaires positifs, irréductibles
et compacts dans les treillis de Banach, ex., voir |75, Corollary 4.2.15|. Désignons par

Q={r e RY: Ry(z) > 0}.

Observons que si  # RY alors, pour tout p € [1,00), 'opérateur L n’est pas irréductible sur
LP(RY). Par conséquent, malgré sa compacité, nous ne pouvons pas appliquer directement
le résultat mentionné ci-dessus. Par suite, notons qu’en étendant les fonctions par zéro en
dehors de € on peut identifier pour chaque exposant p € [1,00) l'espace LP(€2) comme
un sous-espace fermé de LP(RY). Avec une telle identification, on peut ainsi considérer, pour
chaque p € [1, 00), 'opérateur de restriction L|z»(q) défini comme un opérateur linéaire borné
de LP(2) dans LP(RY) mais aussi I'opérateur M € £ (LP(€2)) défini, pour tout u € LP(£2),
par

Mu](z) = /Qm(a: — y)Ro(y)u(y)dy = (Lp|rr()) [u](z), ae. ;z€Q. (3.12)

Bien que l'opérateur L ne soit pas necessairement irréductible, 'opérateur M lui est irréduc-
tible. De plus, soit 1 € L?(Q) avec ¢ > 0 p.p. un vecteur propre principal de M. Alors,

/Q m(z — g REe()dy = ro(M)b(z), Yz € 9, avec p(z) = RE (2)d(x).

1
Par conséquent, en multipliant I’équation ci-dessus par R¢(z), on obtient

Ol

RE () / m(z — yYRE(W)e(y)dy = ro(M)p(a), Vo € Q.

Introduisons ensuite 'opérateur linéaire symétrique borné M dans 'espace de Hilbert L?(Q)
défini par

Mlp)(z) = Ré(a:)m * <R0%g0> (z), Yz € Q, Vo € L*(Q).

On observe alors que l'opérateur linéaire positif M est compact et irréductible. Puisque
1
() = RE()(.) € L*(Q2) avec ¢ > 0 p.p., on en déduit que

re (M) =71, (]\/4\)

Enfin, la formulation du quotient de Rayleigh pour la valeur propre principale de M garantit
que

() =ra (M) =10 () = swp [ RE@Rymlz — ela)oty)dody.
pEL2(2) QxQ
HSD”L?(Q):l
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De cette remarque en découle une correspondance entre les paires propres principales des
trois types d’opérateurs L, M et M.

A présent que nous avons l'existence d’au moins un équilibre non trivial du modele (3.1),
qui est unique lorsque N, = 1, nous pouvons formellement déterminer les propriétés de
polymorphisme évolutif de cet équilibre. Pour simplifier la présentation, considérons le sys-
téme (3.1) avec N, = 2 correspondant aux hotes S et R. Soit (Hg, Hg, Is(-), Ir(-), A(*))
un équilibre non trivial du systéme (3.1) lorsque des proportions ps = ¢ > 0 et pr =
1 —¢ > 0de R et S sont introduite dans I’environnement. Rappelons ensuite que 1’équilibre
(Hs, Hg, Is(:), Ir(-), A(+)) vérifie (3.11). Nous pouvons explorer de maniére heuristique les
conditions donnant lieu & un équilibre évolutif dimorphe ou monomorphe. Considérons deux

cas : s # Pr et fr = Bs.

Bs # PBr : Vefficacité d’infection de ’agent pathogéne est différente sur les hétes
S et R. Supposons formellement que la population de spores s’écrit A(x) = agé,,(z) +
ard,, (), et nous intégrons cet ansatz dans la troisiéme équation de (3.11). Ce qui donne,
pour tout x,

" { eV r(r) (1 =) ¥s(ur)
"0+ arBrlpr) + asPrlps) 0+ arBs(ur) + asfs(us

| m(un = 0

©UR(iLs) N (1 —9)¥s(us)
0+ arBr(pr) + asBrps) 0+ arBs(pr) + asBs(is

1
— " [aR(SuR(a?) + ag0, ()]

(s =)

+CL5|:

Supponsons m(z — y) ~ 0,(y), alors I’équation ci-dessus devient

eV r(pr) n (1 —)Vs(pnr) 1
0 + arfr(ur) + asBr(us) 0+ arfBs(pr) +asfs(ps) A
VR (us) (1 —¢)¥s(ps) _ 1
0 + arfBr(ur) + asBr(us) 0+ arBs(pr) +asPs(ps) A
avec ag > 0 et ag > 0. Si on pose
X = X(as,ar) = (0 + arBrpr) + asBr(us)) ", (3.13)
Y =Y (as,ar) = (0 + arBs(nr) + asBs(us)) " - .
alors )
r_ 1 T
KOGV = (1), (3.14)

ot K — ( ©Br(ur) (1 —)Bs(kr)

©Br(ps) (L —¢)Bs(ps)
Dans ce scénario, cad. Bs # [gr, on suppose qu’il y a un compromis sur l'efficacité de

I'infection. En d’autre termes, une souche pathogéne trés efficiente sur un hote ’ai un peu
moins sur l'autre. On suppose donc raisonnablement que Sr(ur) > Br(us) et Bs(us) >

> et ¢y une fonctionelle positive telle ¢o(ps) = co(pr).
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Bs(pr). Par conséquent, det(K) = p(1 — @) (Br(ur)Bs(ps) — Br(us)Bs(ur)) > 0. Ensuite,
la résolution du systéme (3.14) pour (X,Y) conduit a
RS(NS) - RS(UR)
6X = 0 g > 0,
ROR<NR)ROS(NS) - R(I)%(MS)ROS(MR)
R (1r) — Re (ps)
0y = 0 9 >0
R (ur)RE (1s) — R (

1s)RG (k)
En revenant a la définition de X = X(ag,ar) et Y = Y (ag, ag) fournie par (3.13), on trouve

alors
( )T 1 1
g aRr,as - X 6 ) Y 6 9

avec G = ( gﬁ:gig; g?gﬁg ) . Parce que det(G) = (Br(pr)Bs(ps) — Br(us)Bs(ur)) > 0,

il en résulte la condition nécessaire suivante pour un équilibre dimorphe

(X <1, 0Y <1,
Bs(ps) (% - 1> > Br(us) (% — 1) , (3.15)
| Ba(in) (% - 1) > B(jun) (% - 1) .

Cette condition heuristique (3.15) est nécessaire (mais pas nécessairement suffisante) pour
que le systéme (3.1) (ici avec N, = 2) admette un équilibre évolutif dimorphe. Une confi-
guration avec une hypothése technique sur les supports disjoints des i, est rigoureusement
étudiée dans [12]. Mais ici, afin d’aller un peu plus loin dans notre analyse, nous supposons
un compromis fort sur l'efficacité de l'infection, a savoir

Uy (ug) <let Bi(ug) << 1 pour I,k =R, S et | # k.
Nous en déduisons que le systéme d’inéquations (3.15) se simplifie en

eVr(pr) 1

0+ apBr(pr) A’
(1 —@)Vs(ps) 1

0+asBs(us) A

Par conséquent, les proportions de chaque phénotype évolutif, ug et pgr, peuvent étre calculées
par

_pAUR(ug) — 0

aR ~
Br(pr)
conditionné par les inégalités de seuil suivantes

(=) AVs(us) — 0
s et as ~ BS(/LS) s

(3.16)

A A
Ry (1r) = @5 Un(ur) > 1 et R (us) = (1 — )5 s (ns) > 1.
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Bs = Br : efficacité d’infection de ’agent pathogéne est la méme sur les hotes S
et R. Dans cette configuration, en utilisant le méme argument que précédement, on montre
qu’un dimorphisme évolutif n’est pas plausible. A 1’équilibre on a A(z) = a*d(x);ota* >0
est donné par

a* =

AV(p*)—-0 0

(1) B(ur) Rolk) =]

avec Ro(u*) > 1.

3.3 Phénoméne de concentration et métastabilité

Nous supposons maintenant que le noyau de mutation m du modéle (3.1) dépend d’'un
petit paramétre 0 < € << 1. Il est maintenant dénoté par m. et prend la forme

m(z) =m.(z) = Vm (g) , Vo € RY. (3.17)

Le parameétre € modélise la dispersion de la petite variance dans ’espace des valeurs phéno-
typiques. Notons également que les mutations ne sont pas rares puisqu’elles surviennent a
chaque cycle de vie de I'agent pathogeéne. Nous cherchons a décrire le comportement en € — 0
du point d’équilibre non trivial (HZ, I*, AX) du systéme (3.1) lorsque m est remplacé par m..
Nous nous intéresserons plus particulierement & la description des propriétés de concentra-
tion de 'unique fonction A*, dans le cas N, = 1, qui se caractérise comme le vecteur propre

principal de 'opérateur linéaire L* défini par

1

() [ me(z —y)RG (y)e(y)dy. (3.18)

RN

Oo|=

Llgl(z) =R

Les hypothéses supplémentaires suivantes sont necessaire
1

(P5) La fonction © = R est de classe C* sur RY.
(P6) Il existe un nombre fini de points {z1, ..,zp} C R tels que {z € RV : Ro(z) = |Rol| } =
{z9,..,29%,}, et pour tout k = 1,.., M, la matrice Hessienne —D?O (z?) est définie positive.

(P7) m. décroit assez vite a 'infini dans le sens ou m(x) = O (L) quand ||z|| — oo. En

[l]|=

d’autre termes, l‘im |z|"m(x) = 0, pour tout n € N. Cette hypothése ne signifie pas que le
T|—00

noyau de mutation a une décroissance trés rapide a l'infini. Soulignons que la décroissance
de la distribution du noyau de mutation considérée ici permet de considérer les queues d’'une
grande variété de distributions (ez. voir [56]).

(P8) La matrice de covariance ¥[m| = (¥; ) n de la mesure de probabilité m(z)dz est

ij=1,.,
définie positive. Rappelons que ¥;; = [on viy;m(y)dy, i,5 =1,..., N.

La suite de 'analyse sur la description des propriétés de concentration de ’équilibre non
trivial repose assez sur des outils d’analyse semi-classique, ex. voir [48, 57, 88]. En effet, fixons

29 € {29, ..,2%,}, et introduisons I'opérateur unitaire

Us [u](z) = ey (5_%(33 - x])> :
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On peut ainsi "relocaliser" 'opérateur global L® autour du point z; par
€ (3 -1 € €
L5fu] = ((U5) "o 170 U5 ) [u],
et on s’intéresse au probléme spectral
E,/,E _ \E,/E 1 N 00 N
Li®(z) = A*¢°(z), dans L°(R™) N L>(R™). (3.19)
Plus précisément, on cherche une solution formelle de (3.19) de la forme

Q/]?(ﬂf) - ngsokd ( 1 j) et )\;: - ||R0”OO <1 —I— Z€1+I§)\k,j> .
k=0

k=0 €2

Les suites {¢r ;i k>0 C L*(R) et {M\r k>0 C R typiquement par une relation recurrence
faisant usage de l'opérateur elliptique défini par

1 2
Pj:—A—i—HA;a: , pourj=1,...,M; (3.20)
avec A; = —D*Ro(x]). Notons que
3012
= (27) % \/det(A? 14, <l Noj = —tr (A 3.21
o (x) = (27) et(Af)exp | -S|, et w__n(j) (3.21)

De plus, dans le cas unidimensionnel, cad. N =1, on a

Ro(x;) mo

Plie) = o) - (2R A ) o7

oum; = [ m(y)y'dy.
Nous pouvons ainsi construire une relation d’ordre notée <, dans l’ensemble {1, .., M}
telle que
14y < {)\k,i}kzo = {)\k,j}kzo-
Désignons ensuite par
M =max ({1,..,M}, Q).
Grace aux notes précédentes, nous pouvons introduire les résultat de concentration du

vecteur propre principal W¢p associé & L, et donc la concentration de I’équilibre non trivial
du modele (3.1) quand N, = 1.

Theorem 3.2 1. Soit A\* la valeur propre principale de ['opérateur L. Alors X° admet un
développement en série asymptotique suivante, quand € — 0, pour tout j € M,

1
IRolloo

p
N=14) e+ 0 (71?) ase— 0,
k=0

pour tout p > 0
2. Considérons le vecteur propre principal ¥ de L?, tel que ||1°||p1myy = 1. Supposons

M = {i}. Alors,
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— Alors, pour tout v € (0,7), il existe n > 0 tel que
/ Y (z)dz = O (exp (—ne"" ™)) ase — 0.
RN\B(zi,e")
— En particulier, 1° — 0, quand € — 0 pour la topologie faible : Vf € C (]RN) on a

lim [ f(z))*(z)de = [ f(x)d, (dz) = [ (2:).
e—=0 Jpn RN
Remarquons que, si Ry est symétrique; M = {i,j} avec i # j et x; = —x;, alors le vec-
teur propre principal est également symétrique, 1’état stationnaire non trivial se concentre
(également) sur ces deux points, et conduit & un état stationnaire dimorphe. D’un point
de vue biologique, la condition M = {i} est une hypothése raisonnable. En effet, dans
le cas unidimensionnel, si ¢ # j sont dans M, alors A\;; = A, ; pour tout £ > 0, cad.
(Ro)™ (a2) = (Ro)™ (2) , ¥n € N.

La développement asymptotique précédent permet d’aller un peu plus loin dans la caracté-
risation des attracteurs évolutifs. Par simplicité, mettons nous dans un cadre unidimensionnel,
cad. N = 1. Alors, pour tout j € {1,.., M}, on a

)\O,j ~ Ro(l'?), )\Lj ~ 0, )\Q’j ~ —Rg(l’?), (322)

a des constantes positives prés (et indépendantes de :179) Supposons que la fonction fitness
U (oule Ry = %\If) est maximisée globalement par deux valeurs phénotypiques x; et o,
cad. Ro(z1) = Ro(x2) = ||Rolle (Figure 3.3). Une question se pose tout de suite : avec la
dynamique a long terme, ol sera la concentration dans I’espace des valeurs phénotypiques de
la population pathogéne 7 En d’autres termes, entre ces deux valeurs phénotypiques, quel est
I’Attracteur Evolutif Globalement Stable (AEGS) ? Dans la configuration décrite a la Figure
3.3(a), les valeurs phénotypiques z; et zy différent par leurs dérivées secondes respectives
de la fonction de fitness (cad. V" (x9) > W”(x1)). Dans ce cas, grace a la décomposition
(3.22) il vient que x5 est 'AEGS. La simulation montre qu’a long terme, la population
pathogéne se concentre autour de cette valeur phénotypique x5 (voir Figure 3.3(b)). Avant
d’atteindre ’AEGS, la population pathogéne vit pendant un certain temps autour de la valeur
phénotypique dominante initialement zq, puis se "déplace" par mutation et vit pendant une
période relativement longue autour du maximum local z; de la fonction de fitness (ou du
Ro).

Le temps nécessaire pour atteindre la valeur GSEA sera d’autant plus long que les at-
tracteurs évolutifs x; et x5 seront proches. La notion de proximité ici se définit au sens du
gap spectral de l'opérateur L°. Plus précisément, nous savons que l'opérateur linéaire L°
est auto-adjoint, compact, irréductible et positif sur L?(RY). Par conséquent, il admet une
décomposition spectrale dont les valeurs propres sont

AT >N > A > - > A, avec A\, — 0 quand n — oo,

associés & l'ensemble des vecteurs propres {}},-; qui forment une base Hilbertienne de
L*(R). Désignons ensuite par G(g) et H(e) les premier et deuxiéme gap spectraux :

Ge) =M — A3, et H(e)= M\ — A
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Infectious

(a) (b)

Second derivative

Phenotype

—Fitness function (¥(x))

[ | Density of pathogen pop. at t=0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ls 2 28
Phenotypic distance (x) 05 17 g ,(Time)

FIGURE 3.3 — Dynamique avec deux maximum globaux pour la fonction de fitness
U (ou le Ry). (a) La fonction de fitness U et la densité de la population pathogéne au temps
t = 0 par rapport a I’espace de valeur phénotypique. La fonction de fitness est maximisée par
deux AEs (Attracteur Evolutif) z; et 5. Ces AEs différent par leur seconde dérivée respective
de la fonction de fitness : W”(z5) > W”(x1). Selon un ordre bien défini sur 'ensemble des AEs,
Ty est PAEGS (Attracteur Evolutif Globalement Stable). (b) Dynamique épidémiologique et
évolutive des tissus infectieux par rapport a ’espace des valeurs phénotypiques. Initialement
(a t =0), la population pathogéne est essentiellement concentrée autour de la valeur phéno-
typique xy. La dynamique a long terme illustre la concentration de la population pathogéne
autour de 'AEGS z,. Avant d’atteindre la valeur phénotypique x5, la population pathogéne
vit pendant un certain temps autour de la valeur phénotypique dominante initiale g, puis
par mutation, vit pendant un temps relativement long autour de la valeur phénotypique x;.

Dans le cas de la Figure 3.3, on a Ro(z1) = Ro(z2) et Ri(x1) # Ri(z2), de sorte que
G(e) = O(e). Par contre, supposons que les deux attracteurs évolutifs, z; et xq, satisfont
Ry(z1) = Ri(xg) < 0, et qu'il existe une dérivée d’ordre supérieur, disons k > 3, telle que
Rék)(azl) # R(()k) (z2). Dans cette situation, le gap spectral de L¢ est tel que G(g) = O (£%).
En d’autres termes, c’est une configuration pour la quelle on a

3

H(e) = h(e)e avec h(e) = h > 0 et G(e) < ek

(3.23)
pour € K 1.

Dans une telle configuration ot 'estimation (3.23) est vérifiée, la dynamique du pathogeéne
peut avoir de longs régimes transitoires pendant lesquels le parasite évolue trés lentement
autour d’un quasi-équilibre (état métastable) du systéme. Durant ces longues périodes de
métastabilité, ’agent pathogéne est maintenu loin de son optimum de virulence. Bien que
les dynamiques métastables soient présentes dans certains problémes issus de la physique,
ce type de phénomeéne semble moins étudié en épidémiologie évolutive. L’étude d’une telle
dynamique requiert des outils d’analyse de la dynamique lente des systémes, ez. [13, 40, 58].
En effet, si on simplifie le modéle (3.1) en négligeant la structuration en age, en supposant
que la dynamique des spores A est a I’équilibre, et en prenant N, = 1, on obtient pour ¢ > 0
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et z € RV,

O _ s —omwy-m0) [ 80) L) w)dy,
afdt RN (3.24)
o (ta) = HOLI(t,)](@) — pl (¢, ),

ou L est toujours défini par (3.18).

On se place dans la configuration de 'hypothése (3.23), cad. qu'on a deux attracteurs
évolutifs z1 et x9 qui ne sont distinguable que pour un ordre de dérivée du R supérieur a
deux. Sans nuire a la généralité, on suppose que z5 est 'AEGS. Pour j = 1,2, posons

AXE Ri.—1
/&pgdx Wi = /[ggog-da:, R =—2 Uf=-"%__
J J 2] elu J /BJEA‘?

ou (H,I)= (H®,I) est la solution de (3.24). Pour tout a € (0,1) et ¢ < 1 avec ||Rolloo > 1,

définissons
|Ine|

teo = inf {t > Ge) = — Biuit) = a (1—IRoll> )} (3.25)
Ce temps t. o est bien définie car on montre que
fwi(t) > (1 [Rollz)) auand & -0,
fle| 1 |Inel

e "Gl e
pour toute € > 0 assez petite on a

uniformément pour t € [ }, pour une certaine constante ¢ > 0, tandis que

Twi(t) — 0 quand t — oo.

Le temps t., correspond approximativement a la premiere diminution de la concentration
de l'infection autour de l'attracteur évolutif z;. On a ensuite le résultat suivant [10]

Theorem 3.3 Supposons ||Rol|lo > 1 et soit (H,I%) la solution de (3.24). Soit o € (0,1),
pour tout € suffisament petit, alors il existe k > 0 tel que

115 (E, ) — wi()#i () — wy () ()l p2gny = O, (3.26)
et
0. b
H5(t) —» H = TRl (3.27)

uniformément pour t > k;M quand € — 0.

De plus, les coefficients w; satisfont, uniformément pour t > k“n6|

fwi(t) + Bzws(t) = (1—|Rolls) s quand e — 0, (3.28)
1— ) (1— [RollZ
sws(t) — (1=a)1-| 5 olloc) — 0, quand e — 0. (3.29)
—G(e)3E (t—te,a)
l—a+ae 2
“ 1 — || Rollt
Brws(t) — a (1 = [Roll.) — 0, quand ¢ — 0. (3.30)

O (4
a—+ (1 o Oé)eG(s) xE (t—te,a)
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Enfin, le temps t. o satisfait

! d 1
tea > e quand € — 0. (3.31)
Remarquons que le résultat ci-dessus fournit une description compléte de la solution
(H®,I7) de (3.24) lorsque ¢ < 1. Cette description inclut les différents régimes du systéme
(3.24) et correspond approximativement a :
1. Un régime long de longueur supérieure a G(g)~! ou I¢ est fortement concentré autour
de l'attracteur évolutif z ;
2. Un comportement de transition long d’une longueur d’ordre G(g)~! pendant lequel les
deux attracteurs évolutifs, xq et x9, coexistent & un niveau non négligeable ;
3. La solution atteint I’état stationnaire évolutif, qui est fortement concentré autour de

PAEGS 5.
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Chapitre 4

Perspectives

En plus de son impact sur la dynamique écologique, ’'Homme influence grandement les
dynamiques évolutives d’un grand nombre d’espéces dans le monde. Cette influence, qui a
été documentée pour de nombreuses espéces, provient principalement de I'intensification de
I'agriculture et de la médecine [80]. L’évolution de la résistance aux antimicrobiens (RAM)
chez les agents pathogénes est un exemple d’adaptation microbienne qui pose un probléme
majeur en santé publique globale OMS. Au vu d’un tel contexte, de nombreux modéles
mathématiques ont été développés pour étudier I’évolution de la RAM au sein d’un hote traité
[7]. Cependant, la plupart des approches de modélisation consacrées a la RAM et abordant
le cas de la résistance qualitative (ou "binaire") sont généralement basées sur Iinteraction
dynamique entre deux souches parasitaires —une souche sensible au médicament et une souche
résistante— conduisant & une formulation binaire de la concentration minimale inhibitrice
(CMI). Récemment, en tenant compte de différents modes de transmission de la résistance
(par des mutations et/ou un transfert horizontal de génes), nous avons étudié la dynamique de
croissance intra-hote de plus de deux souches de parasites [28]|. Cependant, une telle analyse ne
tient pas compte de la dynamique évolutive transitoire a court terme qui conduit a I’émergence
de la résistance. Peu de modéles mathématiques prennent en compte la nature quantitative
de la résistance aux antimicrobiens (QRAM), telle qu’elle est dans la réalité, et sa variabilité
au sein de I’hote. Définir des stratégies durables de gestion de 'efficacité a long terme des
antimicrobiens, en temps et en espace, doit : (i) intégrer le caractére continue du niveau de
RAM avec divers degrés de résistance intermédiaire (appelée tolérance), et (ii) clarifier les
relations évolutives entre la virulence et la résistance chez les parasites colonisateurs. L’une
de mes perspectives majeures & moyen terme est de proposer des recommandations issues de
modéles mathématiques structurés pour aider a atteindre un tel objectif. Cela implique (i)
analyser précisément de la dynamique intra-hote, (ii) intégrer la dynamique intra-héte dans
un modéle épidémiologique sans I'hypothése de séparation d’échelles de temps, et (iii) prendre
en compte les perspectives de multi-traitement et 'hétérogénéité des options thérapeutiques
de la population hote pour proposer des stratégies de controle optimales permettant de
maitriser simultanément le niveau de résistance de la population bactérienne et les échecs
cliniques dans un contexte de méta-population. D’ailleurs, cette perspective a été financé par
I’ANR dans la section "Mathématiques et sciences du numérique pour la biologie et la santé"
https://anr.fr/Projet-ANR-21-CE45-0004.
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Résistance quantitative aux antimicrobiens. Dans un tel formalisme de la qRAM,
la premiére barriére consiste ici a relier le descripteur quantitatif sans échelle de la RAM,
pour une souche bactérienne donnée, & la CMI de cette souche par rapport & un antimicrobien
donné. En effet, en raison de leur taille relative et de leur mécanisme d’action (du moins pour
les familles d’antimicrobiens actuellement utilisées pour traiter les infections), une seule mo-
lécule antimicrobienne ne cause aucun dommage & une bactérie, tandis qu’aucune population
bactérienne ne peut survivre dans un milieu entiérement saturé d’antimicrobiens. En d’autres
termes, 'effet négatif d’une substance antimicrobienne sur la survie d’une bactérie donnée,
appelé ici activité antimicrobienne et noté A, est une fonction croissante de sa concentration
dans le milieu (noté C), avec pour limites A (C) = 0 lorsque C = 0 et A (C) — Agat lorsque
C — Caat, o Agy; et Cgor sont des seuils de saturation. Ici, A est mesuré comme le taux de
mortalité lié aux antimicrobiens. De cette approche intuitive, il découle qu’il existe C* dans
(0, Csat) tel que A (C*) est égal au taux d’accroissement intrinséque et inverse la croissance
d’une population bactérienne. Cette concentration seuil & laquelle une population bactérienne
ne se développe pas in vitro est appelée concentration minimale inhibitrice (CMI). Par consé-
quent, chaque souche peut étre classée respectivement comme "sensible" ou "résistante" (R),
selon que sa CMI est inférieure ou supérieure & un seuil thérapeutique C; défini a partir
d’études cliniques et pharmacocinétiques. Selon la nomenclature EUCAST 2019, les souches
sensibles peuvent étre classées en "exposition normale" (S) ou "exposition accrue" (I) se-
lon que leur CMI est respectivement inférieure ou supérieure au seuil pharmacologique Cy
correspondant a la concentration antimicrobienne atteinte par une posologie standard. Ils
correspondent respectivement aux seuils de concentration des posologies normales et maxi-
males tolérables. Sur cette base, pour toute souche d’une espéce bactérienne et exposée a un
antimicrobien donné, nous pouvons définir un descripteur quantitatif sans échelle de la RAM

par
s )
D) g
s (&)

ou C, est la CMI de la souche par rapport & cet antimicrobien.

xr =

Emergence de la résistance quantitative a I’échelle intra-héte. Donnons ici quelque
lignes sur un modele intra-hdte que nous avons commencé a développer dans une telle perspec-
tive [30]. La population bactérienne est supposée étre phénotypiquement (et génétiquement)
diverse, avec une structuration par le niveau de RAM, défini ici comme un trait continu
x € R, et qui affecte différentes composantes du cycle de vie de la population bactérienne,
telles que la croissance et le taux de mortalité. La population bactérienne ayant un niveau
de résistance x a une densité b(t,z) au temps t. A tout moment ¢, la densité totale de la
population bactérienne est B(t) = [, b(t,y)dy. La population bactérienne ayant un niveau
de résistance y € R donne naissance a la population bactérienne ayant un niveau de résis-
%b(t, y), ot J(x —y) est la probabilité
pour une population bactérienne ayant un niveau de résistance y de muter vers un niveau
x pendant le processus de reproduction, p(y) —décroissant par rapport a y— est le taux de

, aﬁ&(}% est le taux de croissance effectif, et @ > 0 est

tance € R & un taux par habitant J(x — y)

croissance intrinséque de la bactérie
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une constante d’échelle. Ainsi, le nombre de bactéries produites au temps ¢ avec un niveau
de résistance z est W Jz J (@ — y)p(y)b(t,y)dy. L’élimination de la population bacté-
rienne avec un niveau de résistance x due au systéme immunitaire se produit a un taux p(z).
Nous supposons ici que la réponse immunitaire p est constante dans le temps. La présence
d’antimicrobiens génére un taux de mortalité supplémentaire k(x), qui dépend du niveau de
résistance bactérienne, et qui est décroissante par rapport a x. Par conséquent, la fraction
% rend compte de la dépendance du taux de reproduction a la densité. Un tel forma-
lisme est une alternative appropriée pour réguler la croissance d’'une population structurée
sans faire référence au concept de capacité de charge, qui n’est pas nécessairement un facteur
mesurable pour ce type de population. Ainsi, le paramétre a > 0 est introduit uniquement
pour imposer ’homéostasie. La dynamique évolutive bactérienne est décrite par I’équation
intégro-différentielle suivante

) = e L7~ PO — ) ) 0,
= bo(").

bt =0,-)

Une propriété intéressante du modéle intra-hote (4.1) est le phénoméne de concentration
autour d’un attracteur évolutif unique x*. De plus, I'attracteur x* caractérise le niveau de
résistance évolutive de la population bactérienne, qui est ainsi le niveau moyen de résistance
de la population bactérienne & I’équilibre.
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