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Chapitre 1

Introduction générale

La dynamique des populations est une discipline scientifique faisant intervenir de nom-
breux domaines : mathématiques, sciences sociales, biologie, etc. C’est une discipline qui
s’intéresse à la description des variations au cours du temps de systèmes (complexes ou
non). Elle s’ouvre sur une importante diversité structurale et méthodologique de modèles
mathématiques, dont les principales catégories peuvent être distinguées selon leur degré de
réalisme, illustré en Figure 1.1. En effet, les systèmes mathématiques issue de la dynamique
des populations servent à décrire la dynamique d’une ou plusieurs populations en faisant
intervenir une ou plusieurs variables structurantes : le temps absolu, l’âge des hôtes, l’âge de
leurs infections, leur statut immunologie, le temps de séjour dans un stade épidémiologique,
la diversité des agents pathogènes, leur position spatiale, etc. Dans ce contexte, je mentionne
ici un article de vulgarisation, co-écris avec mes collaborateurs Christian Selinger et Mircea
T. Sofonea, autour des enjeux et diversité de la modélisation en épidémiologie mathéma-
tique [27]. Le temps est essentiel puisqu’il sous-tend la description des variations continues
de ces systèmes appelés dynamiques, majoritairement formalisés sous forme d’équations dif-
férentielles ordinaires (EDO), voir par ex. [54]. Plus rarement, le temps peut être considéré
discontinu (à l’instant des données quotidiennes), le système prenant alors la forme de suites
récurrentes. Par ex., pour la modélisation de la propagation du COVID-19, nous avons mon-
tré qu’une telle approche peut considérablement améliorer la précision de l’ajustement du
modèle mathématique aux données épidémiologiques [90]. En plus du temps absolu, il peut
être intéressant/ utile de considérer une autre variable structurante dans le système consi-
déré, conduisant ainsi à un système (ou modèle) structuré. Le formalisme autour de cette
seconde variable structurante peut alors se faire soit de façon discrète, par une succession
d’EDOs, ou de façon continue. Avec ce formalisme continu, le système dynamique est alors,
par exemple, régi par des équations aux dérivées partielles (EDPs), voir par ex. [70] où les
auteurs traitent des questions importantes dans l’étude des modèles de population structurés
en biologie et en épidémiologie.

La suite de ce document repose essentiellement sur certains de mes articles que je présente
succinctement aux Chapitres 2 et 3. Mais, il me semble utile d’essayer de leur donner un fil
conducteur commun, plutôt que de résumer ces articles un par un. Dans cette optique, je vais
discuter quelques points généraux sur les modèles structurés en dynamique des populations
et la gestion optimale des épidémies dans ce chapitre introductif.
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Figure 1.1 – Principales catégories méthodologiques de modèles rencontrés en
dynamique des populations. EDO : équations différentielles ordinaires. EDP : équations
aux dérivées partielles. La notion de ’réalisme’ ici doit se comprendre comme une tendance
à représenter le système observé au détail près.

1.1 Importance des modèles structurés en dynamique des
populations

La structure par âge de la population est un déterminant clé connu des maladies respira-
toires aiguës (que je prends à titre d’exemple exemple), en particulier en ce qui concerne la
gravité de l’infection. En effet, les enfants sont considérés comme responsables de la majeure
partie de la transmission du virus de la grippe [9], mais le fardeau des hospitalisations et de la
mortalité qui en découle est largement supporté par les personnes de plus de 65 ans [71, 94].
Par exemple, bien que beaucoup de choses restent inconnues sur les épidémies de COVID-19,
les preuves à ce jour suggèrent que la mortalité parmi les personnes testées positives pour le
coronavirus est considérablement plus élevée aux âges plus avancés et proche de zéro pour
les jeunes enfants [79, 96]. De plus, il a été rapporté que l’infectiosité d’un individu varie
en fonction du temps écoulé depuis l’infection [38], qui est connue pour affecter la propaga-
tion de l’épidémie [1, 37, 49, 55]. Divers modèles épidémiologiques permettent l’un ou l’autre
type de structure [23, 52, 69, 72], à commencer par un article fondateur des années 1920
[55]. Un modèle pour la dynamique de ces infections respiratoires devrait être, à minima,
structuré à la fois par un âge de l’hôte et un âge de l’infection. Cette double structuration
peut être soit de manière discrète, formalisme que j’aborde ici avec mes collègues de mon
unité MIVEGEC [90], soit de manière continue. Pour ce formalisme continu, j’ai supervisé
les recherches post-doctorales de Quentin Richard au sein de l’unité à travers lesquelles nous
avons développé un modèle prenant en compte cette structure double comme des variables
continues [82]. Une telle structure double et continue est particulièrement adaptée pour une
infection telle que la COVID-19, car, en plus de prendre en compte la structure par âge de
la population hôte, ainsi que le gradient de gravité de la maladie, des symptômes bénins aux
symptômes critiques, cette structure continue capture facilement la variation de l’infectiosité
en fonction du temps écoulé depuis l’infection, et aide à considérablement réduire le nombre
de compartiments pour le modèle mis en oeuvre.

Grâce au travail de Bastien Reyné [81], doctorant dans l’unité et dont je contribue à
l’encadrement, nous avons montré que le taux de vaccination observé à lui seul ne suffit pas
à contrôler l’épidémie, et une analyse de sensibilité globale a mis en évidence une énorme
incertitude attribuable à la matrice de contact structurée par âge. En effet, la Figure 1.2
révélé que la matrice de contact entre les classes d’âge contribue de manière frappante à plus
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de variance dans les hospitalisations quotidiennes qu’une augmentation liée à la virulence
du variant préoccupant lui-même. Ce rôle prédominant est quelque peu surprenant car, bien
qu’il existe des différences de susceptibilité aux infections en fonction de l’âge, les différences
les plus fortes apparaissent dans le taux de létalité par rapport à l’âge.
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Figure 1.2 – Analyse de sensibilité temporelle. Illustration des principaux indices
de Sobol pour chaque pas de temps. Ces indices donnent la variance relative expliquée par
chaque paramètre. Il y a 9 paramètres associés à la matrice de contact correspondant au taux
d’infection pour chaque classe d’âge du plus jeune au plus âgé (de bas en haut). ’virulence’=
virulence (accrue) du variant préoccupant. ε(a, k) = réduction de l’infectiosité d’une personne
d’âge a, vaccinée depuis une durée k. ν(a, k) = réduction des formes graves d’une personne
d’âge a, vaccinée depuis une durée k. ξ(a, k) = réduction de la contagiosité d’une personne
d’âge a, vaccinée depuis une durée k. GT= temps de génération (temps entre l’infection et
la transmission ultérieure).

Un autre exemple de l’impact de cette structuration de la population et l’hétérogénéité
individuelle dans la dynamique d’une épidémie concerne la transmission de l’hépatite virale
B –HVB. En effet, le risque d’infection chronique est inversement lié à l’âge au moment de
l’infection : environ 90% des nourrissons infectés et 30% des enfants infectés âgés de moins de 5
ans contractent une infection chronique, contre 5% d’adultes. Cette différence dans l’évolution
de l’infection introduit naturellement une susceptibilité différentielle. La probabilité d’évoluer
vers une infection asymptomatique à HVB est inversement proportionnelle à l’âge au moment
de l’infection (Figure 1.3). Cette infectivité différentielle justifie le modèle structuré pour
l’HVB que j’ai proposé durant ma thèse de doctorat à l’Université de Yaoundé 1 [24].

La structuration multiple des modèles mathématiques est également importante pour des
maladies à transmission vectorielle comme le paludisme humain. En effet, outre la dépendance
à l’âge du taux de mortalité naturelle de la population humaine, l’âge joue également un rôle
important dans la dynamique de transmission du paludisme. En effet, en 2019, environ 67%
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Figure 1.3 – Probabilité de passer à une infection à HVB symptomatique ou
asymptomatique suivant l’âge à l’infection.

de décès concernaient la population la plus jeune, c’est-à-dire moins de 5 ans (OMS). En
outre, il devient clair que le réservoir infectieux humain dépend également de l’âge, les en-
fants de 5 à 15 ans représentant la source la plus importante d’infection pour les moustiques
[17, 36]. Il est alors crucial de prendre en compte une structure par âge dans la population
hôte [41, 63]. Un autre facteur clé est le temps écoulé depuis qu’un hôte humain est infecté.
C’est particulièrement pertinent puisque la production de gamétocytes (formes sexuelles de
parasites du paludisme) au sein d’un hôte humain est fortement liée au temps écoulé depuis
que l’hôte est infecté. Nous avons récemment, avec mes collègues Nicole Mideo, Arnaud Du-
crot et Gaëthan Texier, proposé un travail dans lequel cet aspect est explicitement formalisé
via un modèle mathématique [29]. De plus, il existe une relation claire entre la densité de
gamétocytes et la probabilité de transmission par piqûre de l’homme au moustique [16]. Des
travaux récents [5, 91] ont souligné l’importance de la sénescence des moustiques dans le
cadre de la procédure de modélisation dans les populations de moustiques. Dans la littéra-
ture, la prise en compte de l’âge chronologique des moustiques est assez marginale [85]. Cette
considération est pourtant importante puisque les moustiques vivent en moyenne 14 jours
[14, 85], tandis que la période d’incubation extrinsèque [78] est en moyenne de 11-12 jours
[14]. Par conséquent, un moustique qui s’infecte à la fin de sa vie n’infectera probablement
jamais aucun humain. La probabilité de transmission des moustiques à l’homme devrait donc
dépendre à la fois de l’âge chronologique et de l’âge d’infection des moustiques. Nous avons
ainsi proposé, avec Quentin Richard durant son séjour post-doctoral au sein de l’unité sous
mon mentorat, un modèle de transmission du paludisme à vecteur humain avec une triple
structure continue : âge (humain et vecteur), durée depuis l’infection (humain et vecteur) et
déclin de l’immunité humaine après une infection [83].

Bien que les modèles structurés soient incontournables pour mieux décrire certains aspects
d’un système biologique ou physique, le choix du formalisme de la structure elle-même n’est
pas toujours une évidence : modèle structuré discret ou continu ? Par exemple, dans le cas
du paludisme intra-hôte humain, bien que les deux formalismes (discret et continu) peuvent
assez bien estimer la dynamique parasitaire réelle, un grand très nombre de compartiments
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sont tout de même nécessaire pour le cas discret. Nous discutons très précisément ce point
dans un travail récent [29].

1.2 Conséquences des modèles structurés sur la dyna-
mique des populations

Intéressons-nous à présent aux conséquences des modèles structurés sur la dynamique
d’un système. En effet, ces variables structurelles permettent non seulement une meilleure
description et prise en compte de processus naturels, mais aussi de voir émerger certaines
propriétés totalement absentes dans le système sans la structuration. Cela a des conséquences
aussi bien sur la dynamique de court terme que celle de long terme du système considéré.
Déclinons cette idée générale, qui me semble importante, sous quelques exemples.

1.2.1 Conséquences de court terme sur la dynamique d’un système

Ici, prenons l’exemple de la dynamique de court terme (ou épidémiologique) du paludisme
humain. A l’échelle inter-hôte, et sans trop rentrer dans les détails que nous donnons dans cet
article [83], considérons une population humain-moustique structuré par âge, temps écoulé
depuis l’infection et déclin de l’immunité (Figure 1.4).

On définir le nombre total d’humains et de moustiques au temps t comme suit

Nh(t) =

∫ ∞

0

Sh(t, a)da+

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Ih(t, a, τ)da dτ +

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Rh(t, a, η)da dη,

Nm(t) =

∫ ∞

0

Sm(t, a)da+

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Im(t, a, τ)da dτ.

Les nouveau-nés humains sont recrutés à un taux constant Λh. Le taux de mortalité
naturelle des humains âgés de a est de µh(a), et s’ils sont infectés depuis le temps τ , la
mortalité induite par la maladie est de νh(a, τ). La force d’infection des moustiques aux
humains au temps t — λm→h(t, a) = Sh(t, a)

Nm(t)
Nh(t)

∫∞
0

∫∞
0
θβm(s, τ)

Im(t,s,τ)
Nm(t)

ds dτ — est défini
comme le produit de la proportion des moustiques d’âge s et infectés depuis le temps τ
Im(t, s, τ)/Nm(t), le nombre de piqûres de moustiques par humain et par temps θNm(t)/Nh(t)
et la probabilité de transmission de la maladie des moustiques aux humains βm(s, τ). Les
humains d’âge s et infectés depuis le temps τ guérissent de la maladie au taux γh(s, τ),
obtiennent une immunité temporaire contre l’infection qu’ils perdent au taux kh(s, η) après
un durée η de récupération. Les moustiques nouveau-nés sont générés au taux Λm. Le taux de
mortalité des moustiques sains d’âge de a est de µm(a), et s’ils sont infectés depuis le temps
τ , le taux de mortalité est de νm(a, τ). La force d’infection des humains aux moustiques au
temps t — λh→m(t, a) = Sm(t, a)

∫∞
0

∫∞
0
θβh(s, τ)

Ih(t,s,τ)
Nh(t)

ds dτ — est défini comme le produit
de la probabilité de transmission de la maladie d’un humain d’âge de s et infecté depuis le
temps τ au moustique βh(s, τ), le taux de piqûres par moustique θ et la proportion d’humain
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Figure 1.4 – Diagramme illustrant les interactions entre les humains (indice h) et
les moustiques (indice m). Les nouveau-nés humains sont recrutés à un taux constant Λh.
Le taux de mortalité naturelle des humains d’âge a est de µh(a), et s’ils sont infectés depuis
le temps τ , la mortalité induite par la maladie νh(a, τ). La force d’infection des moustiques
aux humains au temps t — Nm(t)

Nh(t)

∫∞
0

∫∞
0
θβm(s, τ)

Im(t,s,τ)
Nm(t)

ds dτ — est défini comme le produit
de la proportion des moustiques d’âge s et infectieux depuis le temps τ Im(t, s, τ)/Nm(t), le
nombre de piqûres de moustiques par humain et par temps θNm(t)/Nh(t), et la probabilité
de transmission de la maladie des moustiques aux humains βm(s, τ). Les humains d’âge s et
infectés depuis le temps τ guérissent au taux γh(s, τ) et obtiennent une immunité temporaire
contre l’infection qu’ils perdent au taux kh(s, η) après un durée η de guérison. Les moustiques
nouveau-nés sont générés au taux Λm. Le taux de mortalité naturelle des moustiques d’âge
a est de µm(a), et s’ils sont infectés depuis le temps τ , le taux de mortalité induit par
la maladie est νm(a, τ). La force d’infection des humains aux moustiques au temps t —∫∞
0

∫∞
0
θβh(s, τ)

Ih(t,s,τ)
Nh(t)

ds dτ — est défini comme le produit de la probabilité de transmission
de la maladie βh(s, τ) d’un humain d’âge s et infecté depuis le temps τ au moustique, le
taux de piqûres de moustiques θ, et la proportion d’humain infectieux Ih(t, s, τ)/Nh(t). Les
lignes avec un carré à la fin indiquent la mortalité, tandis que les flèches indiquent les taux
de transition entre deux compartiments. Les lignes pointillées pour le processus d’infection
visent à montrer que les deux populations (humains et moustiques) sont liées puisque les
moustiques contaminent les humains et inversement.

infectieux Ih(t, s, τ)/Nh(t). Le modèle dynamique s’écrit

(
∂
∂t
+ ∂

∂a

)
Sh(t, a) =

∫∞
0
kh(η)Rh(t, a, η)dη − µh(a)Sh(t, a)− λm→h(t, a)(

∂
∂t
+ ∂

∂a
+ ∂

∂τ

)
Ih(t, a, τ) = − (µh(a) + νh(a, τ) + γh(a, τ)) Ih(t, a, τ),(

∂
∂t
+ ∂

∂a
+ ∂

∂η

)
Rh(t, a, η) = −(µh(a) + kh(η))Rh(t, a, η),(

∂
∂t
+ ∂

∂a

)
Sm(t, a) = −µm(a)Sm(t, a)− λh→m(t, a),(

∂
∂t
+ ∂

∂a
+ ∂

∂τ

)
Im(t, a, τ) = −νm(a, τ)Im(t, a, τ),

(1.1)
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pour tout (t, a, τ, η) ∈ (0,∞)4 et est associé aux conditions aux limites suivantes :
Sh(t, 0) = Λh, Sm(t, 0) = Λm,

Ih(t, a, 0) = λm→h(t, a), Ih(t, 0, τ) = 0,

Rh(t, a, 0) =
∫∞
0
γh(a, τ)Ih(t, a, τ)dτ, Rh(t, 0, η) = 0,

Im(t, a, 0) = λh→m(t, a), Im(t, 0, τ) = 0

(1.2)

et la donnée initiale (à t = 0) :{
Sh(0, a) = Sh,0(a), Ih(0, a, τ) = Ih,0(a, τ), Rh(0, a, η) = Rh,0(a, η),
Sm(0, a) = Sm,0(a), Im(0, a, τ) = Im,0(a, τ),

(1.3)

pour tout (a, η, τ) ∈ R3
+.

Cette structuration a des conséquences importantes sur les composantes épidémiologiques
et entomologiques du système hôte-vecteur. En effet, le nombre de nouvelles infections chez
l’homme qu’un humain provoque au cours de sa période infectieuse est donné par R2

0, où R0

est le nombre de reproduction de base caractérisé comme le rayon spectral d’un opérateur
linéaire défini ici de L1(R+) vers lui même, et généralement appelé opérateur de seconde
génération [21, 53]. On a (voir [83])

R2
0 =

Λm

∫∞
0
πm(s)ds

Λh

∫∞
0
πh(s)ds︸ ︷︷ ︸

ratio moustique/humain

× θ2
∫ ∞

0

∫ ∞

0

Km→h(ξ, τ)dξ dτ︸ ︷︷ ︸
taux de transmission du moustique à l’homme

×

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Kh→m(ξ, τ)dξ dτ︸ ︷︷ ︸
taux de transmission de l’homme au moustique (par piqûre)

(1.4)

avec

πh(a) = e−
∫ a
0 µh(s)ds, πm(a) = e−

∫ a
0 µm(s)ds,

Kh→m(ξ, τ) = βh(τ + ξ, τ)e−
∫ τ
0 (νh(σ+ξ,σ)+γh(σ+ξ,σ))dσ πh(ξ + τ)∫∞

0
πh(s)ds

,

Km→h(ξ, τ) = βm(τ + ξ, τ)e−
∫ τ
0 νm(σ+ξ,σ)dσ πm(ξ + τ)∫∞

0
πm(s)ds

.

Ici, Kh→m(ξ, τ) décrit l’infectiosité d’un humain avec l’âge ξ+ τ et le temps écoulé depuis
l’infection τ . Il quantifie la proportion de piqûres de moustiques sensibles sur des humains
infectieux d’âge ξ+τ , et le temps écoulé depuis l’infection τ , qui infectent les moustiques. Plus
précisément, elle est donnée par le produit entre βh(τ + ξ, τ) la probabilité de transmission
de la maladie, et

e−
∫ τ
0 (νh(σ+ξ,σ)+γh(σ+ξ,σ))dσ πh(ξ + τ)∫∞

0
πh(s)ds

c’est le taux de survie d’un humain infecté avec l’âge ξ+τ et le temps écoulé depuis l’infection
τ . De même, Km→h(ξ, τ) est l’infectiosité d’un moustique avec l’âge ξ + τ et le temps écoulé
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depuis l’infection τ , ie , la proportion de piqûres de moustiques infectieux, avec l’âge ξ + τ
et le temps écoulé depuis l’infection τ , qui infectent les humains sensibles.

En multipliant Km→h(ξ, τ) par le taux de piqûre des moustiques et en intégrant sur tous les
âges chronologiques et infectieux ξ et τ , on obtient la capacité vectorielle (ou alternativement
le taux de reproduction quotidien du vecteur) et défini comme le nombre attendu de piqûres
de moustiques infectieux qui surviendraient finalement de tous les moustiques qui piqueraient
une seule personne pleinement infectieuse en une seule journée. Plus précisément, (1.4) prend
la forme

R2
0 = VC ×

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Kh→m(ξ, τ)dξ dτ,

où VC est la capacité vectorielle donnée par

VC = θ2
Λm

∫∞
0
πm(s)ds

Λh

∫∞
0
πh(s)ds

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Km→h(ξ, τ)dξ dτ.

La formule ci-dessus de VC met en évidence l’effet dépendant de l’âge sur la capacité vec-
torielle et généralise la formule classique de la capacité vectorielle. En effet, lorsque le taux
de mortalité naturelle des humains est constant (µh(a) ≡ µh), ainsi que la mortalité due à
l’infection (νh(a, τ) ≡ µh, νm(a, τ) ≡ νm) et lorsque le taux de transmission des moustiques à
l’homme prend la forme suivante (en première approximation) :

βm(a, τ) =

{
0 if τ < EIP
βm if τ ≥ EIP

où EIP = inf
{
τ ≥ 0 :

∫∞
0
βm(a, τ)da > 0

}
est la période d’incubation extrinsèque du vecteur,

alors la capacité vectorielle se réécrit

VC = θ2
Λm/µm

Λh/µh

βm
e−νmEIP

νm
,

et on retrouve la formule classique de la capacité vectorielle [64, 89], où Λm/µm

Λh/µh
est le rapport

vecteur/humain et e−νm est la probabilité quotidienne de survie du vecteur.
Allons un peu plus loin en regardant l’effet de ces structures sur l’un des paramètres

importants en entomologie : le temps de survie médian, c.a.d. la demi-vie de la population
de moustiques sensibles qui ne sera jamais infectée. Il est défini comme l’âge a qui satisfait

e−
∫ a
0 µm(s)ds = 1/2 ⇐⇒

∫ a

0

µm(s)ds = ln(2).

Ce qui conduit à a = ln(2)/µm dans le cas du modèle classique (sans structuration). Avec
prise en compte de la structuration, et concernant les moustiques infectés à l’âge ξ, le temps
de survie médian devient

a =


ln(2)

µm

si ξ >
ln(2)

µm

,

ln(2)

µm

+ µm

(
1

νm
− 1

µm

)(
ln(2)

µm

− ξ

)
si ξ ≤ ln(2)

µm

.
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Cette distinction peut s’expliquer comme suit : si les moustiques sont infectés relativement
vieux (ξ > ln(2)/µm) alors seul le taux de mortalité des moustiques sensibles est pertinent
pour le calcul puisque la moitié des moustiques seront déjà mort avant d’être infecté. En
revanche, si les moustiques sont infectés relativement jeunes (ξ ≤ ln(2)/µm) alors le calcul
prend également en considération le taux de mortalité des moustiques infectés. Dans ce der-
nier cas, nous pouvons observer que si µm ≥ νm (c.a.d. les moustiques infectés survivent mieux
que les non-infectés) alors la durée de vie médiane a est supérieure à ln(2)/µm. A contrario,
si µm ≤ νm (c.a.d. les moustiques sensibles survivent mieux que les moustiques infectés)
alors a ≤ ln(2)/µm. Cette propriété émergente, confirmée par des données expérimentales
(Djidjou-Demasse et alii, en prép.), est impossible à capturer via un modèle classique sans
les différentes structurations.

1.2.2 Conséquences de long terme sur la dynamique d’un système

Les modèles structurés peuvent servir à mettre en évidence des comportements évolutifs,
pas toujours triviaux, et avoir ainsi des conséquences importantes sur la dynamique de long
terme d’un système. Prenons l’exemple simple d’un modèle ressource (s) et compétiteurs
(vj,s)

ds

dt
= d(sin − s)−

(
α1

τ1
v1 +

α2

τ2
v2

)
s,

dv1
dt

= α1sv1 − µ1v1,

dv2
dt

= α2sv2 − µ2v2,

(1.5)

où la capacité de croissance de chaque compétiteur est quantifiée par R0|vj = sin × αj

µj
.

Si R0 = max
j

(
R0|vj

)
> 1, alors on sait montrer que le modèle (1.5) présente un principe

d’exclusion par compétition. En gros, seule la souche la plus forte, selon un ordre approprié sur
les R0|vj ,s, survit tandis que les autres souches vont à l’extinction. Avec Arnaud Ducrot, nous
avons rigoureusement développé un tel résultat dans le cadre d’un modèle intra-hôte structuré
pour le paludisme humain et généralisant le modèle (1.5) [18]. Notons le parallèle avec [51],
mais dans lequel le modèle développé a une structuration discrète. Le modèle (1.5) met ainsi
en évidence un principe d’optimisation basé sur le R0, c.a.d. que la souche évolutivement
dominante –qu’on peut aussi désigner par attracteur évolutif au sens de la dynamique de
l’adaptation– est celle qui maximise la fonction R0 dans l’ensemble des souches. Posons-nous
une question simple ici : quelle sont les limites de ce principe d’optimisation basé sur le R0

(pourtant très souvent utilisé) ? Voir par exemple [34, 61] pour une plus large discussion.
Ici, regardons cette question dans un contexte généralisant le modèle (1.5). À cet ef-

fet, introduisons le modèle suivant (Djidjou-Demasse et alii, en prép.), issu d’un travail en
préparation avec Alain Rapaport et Ousmane Seydi :

ds(t)

dt
= d(sin − s(t))− s(t)

∫
R

α(y)

τ(y)
v(t, y)dy,

∂v(t, x)

∂t
= s(t)

∫
R
K (x, y)α(y)v(t, y)dy − µ(x)v(t, x),

(1.6)
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Dans le modèle (1.6), la diversité des compétiteurs est désormais considérée à travers une
variable phénotypique x ∈ R. De plus, le noyau K(x, y), supposé symétrique, représente la
probabilité de mutation du phénotype y au phénotype x (c.a.d. des cellules filles avec la mère
du phénotype y). De ce fait, contrairement au modèle (1.5), les différentes souches n’évoluent
plus de manière totalement isolée. En effet, si on pose v(t, x) = v1(t)δx1(x) + v2(t)δx2(x), où
δz désigne la masse de Dirac en z, alors (1.6) prend la forme du système suivant

ds(t)

dt
=d(sin − s(t))− s(t)

(
α1

τ1
v1(t) +

α2

τ2
v2(t)

)
,

dv1(t)

dt
=− µ1v1(t) + s(t)α1v1(t) + s(t) [−κα1v1(t) + κα2v2(t)] ,

dv2(t)

dt
=− µ2v2(t) + s(t)α2v2(t) + s(t) [κα1v1(t)− κα2v2(t)] .

Le système ci-dessus est l’équivalent de (1.5), mais avec une possibilité d’échange entre v1 et
v2 à travers les coefficients κ = K(x2, x1) = K(x1, x2).

Une fois que le pathogène de phénotype x s’est propagé, supposons que la population
atteigne un équilibre résident monomorphe noté Ex = (sx, vxδx(·)) pour un trait x, avant
qu’une nouvelle mutation avec une valeur de trait, disons, y ne se produise. Notons que
l’équilibre Ex, avec vx > 0, est tel que d (sin − sx)− sx

α(x)

τ(x)
vx = 0,

sx
α(x)
µ(x)

= 1.
(1.7)

Introduisons une petite perturbation dans (1.6) de trait phénotypique y, de sorte que l’évo-
lution du système se lit comme suit : s(t) = sx + u(t) et v(t, ·) = vxδx(·) + by(t)δy(·). La
perturbation by est régie par le système d’équations linéarisé autour de Ex. On a,

dby(t)

dt
δy(·) = sxK(·, y)α(y)by(t)− µ(·),

c.a.d. après intégration

dby(t)

dt
= [sxα(y)− µ(y)] by(t) = µ(y)fx(y)by(t),

où fx(y) est le taux de croissance de l’invasion initiale du mutant y dans une population
résidente x :

fx(y) = sx
α(y)

µ(y)
− 1.

L’envahisseur initie un clan de y individus si et seulement si fx(y) > 0 [19]. Avec (1.7), fx(y)
se re-écrit

fx(y) =
sx
sin

(R0(y)−R0(x)) ,

où R0(·) = sin
α(·)
µ(·) . Ce qui permet de conclure que sign(fx(y)) = sign (R0(y)−R0(x)) . Il

s’ensuit que le modèle (1.6) admet un principe d’optimisation basé sur R0 [46, 61, 74, 76, 86],
ainsi, les attracteurs évolutifs du modèle (1.6) coïncident avec les maxima locaux de R0.
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À présent, introduisons une forme un peu plus générale de la fonction d’absorption du
substrat s dans le modèle (1.6) de sorte que

ds(t)

dt
= d(sin − s(t))−

∫
R
χ(y, s(t))

α(y)

τ(y)
v(t, y)dy,

∂v(t, x)

∂t
=

∫
R
K (x, y)χ(y, s(t))α(y)v(t, y)dy − µ(x)v(t, x),

(1.8)

où χ(x, s) est par exemple une fonction de Monod

χ(x, s) =
σ(x)s

ν(x) + s
.

Un calcul similaire à celui du modèle (1.6) permet d’obtenir le taux de croissance de l’invasion
initiale du mutant y dans une population résidente x

fx(y) = χ(y, sx)
α(y)

µ(y)
− 1,

c.a.d.
fx(y) =

ν(y) + sin
ν(y) + sx

R0(y)−
ν(x) + sin
ν(x) + sx

R0(x), (1.9)

où R0(x) = χ(x, sin)
α(x)
µ(x)

.

Si ν est une fonction constante, alors (1.9) devient

fx(y) =
ν + sin
ν + sx

(R0(y)−R0(x)) .

Par conséquent, le principe d’optimisation basé sur R0 pour le modèle (1.8) reste valable
dans ce cas, car sign(fx(y)) = sign (R0(y)−R0(x)) . Par contre, si ν n’est pas une fonction
constante, alors l’égalité précédente n’est plus nécessairement vérifiée, et le principe d’optimi-
sation ne s’applique pas. Par conséquent, le calcul de la fitness d’invasion avec l’équation (1.9)
est requis pour la caractérisation des attracteurs évolutifs. Le signe de cette fonction bidimen-
sionnelle est classiquement visualisé sur un graphique d’invasibilité par paires (PIP –pairwise
invasibility plot– en anglais) [19, 22, 42, 43, 73, 77]. Dans l’exemple illustratif en Figure 1.5,
le R0 prédit un unique attracteur évolutif globalement stable autour de x = −0.2, car un seul
maximum global pour le R0 (Figure 1.5A). L’analyse d’invasibilité par paires prédit aussi
un unique attracteur évolutif globalement stable, mais cette fois autour de x = −0.4 (Figure
1.5B). Par contre, la dynamique à l’équilibre du système illustre que la prédiction axée sur
le R0 est erroné (Figure 1.5C,D), et donc une analyse invasibilité par paires est strictement
nécessaire dans ce scénario pour déterminer les attracteurs évolutifs (globalement stables).

1.3 Gestion optimale des épidémies
Face à une épidémie, la gestion ou le contrôle de cette dernière est une priorité tant

pour des préoccupations de santé publique que pour des considérations environnementales.
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A B

C D

Figure 1.5 – Un exemple de configuration où une détermination des attracteurs
évolutifs globalement stables axée sur le R0 est erronée, et donc une invasibilité
par paires est strictement nécessaire. (A) Le R0 prédit un unique attracteur évolutif
globalement stable autour de x = −0.2, car un seul maximum global pour le R0. (B) L’analyse
d’invasibilité par paires prédit aussi un unique attracteur évolutif globalement stable, mais
cette fois autour de x = −0.4. (C,D) La dynamique à l’équilibre du système. v(0, ·) est la
population initiale, et v(∞, ·) la population à l’équilibre évolutif.

Pour faire face à ces problèmes, la théorie mathématique du contrôle optimal, ex. [60], est
un formidable moyen pour l’étude et la proposition d’outils d’aide à la décision. Dans un
contexte médical, il peut être question de proposer des stratégies pour minimiser le nombre
de cas causés par une épidémie dans une région donnée. En contexte agronomique, il peut être
question d’une gestion durable des résistances variétales. En effet, il est fréquent de disposer de
plusieurs gènes de résistances et d’autant de variétés. Se pose alors la question de la meilleure
stratégie de déploiement. Est-il préférable de cultiver des mosaïques paysagères de cultivars
portant des résistances monogéniques (stratégie mosaïque) ou une monoculture d’une variété
pyramidant plusieurs gènes de résistances (stratégie pyramidage) ? Durant mes années post-
doctorales, avec Frédéric Fabre et Benoît Moury, nous nous sommes particulièrement penché
sur une telle question [26]. L’effet principal de la stratégie pyramidage repose sur la réduction
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de la probabilité d’apparition d’agents pathogènes multi-virulents vis-à-vis de l’ensemble des
résistances considérées, et l’effet principal de la stratégie mosaïque repose lui sur la sélection
disruptive : un variant viral adapté dans une parcelle sur une variété donnée sera mal adapté
dans une parcelle cultivée avec une autre variété. De façon conceptuelle et pour simplifier
la présentation ici, considérons un formalisme où la résistance est structurée de manière
qualitative. Introduisons deux cultivars résistants R1 et R2, de sorte que le variant de type
sauvage doit accumuler 1 mutation pour contourner le gène de résistance R1 et 2 pour R2.
Dans ce scénario, 23 = 8 variantes virales sont possible : certaines étant avirulente (av) et ne
peuvent infecter que le cultiver sensible S, les autres sont virulents et peuvent infecter, en
plus du cultivar S, soit R1 (v1), soit R2 (v2), soit tous les cultivars (v1.2)

Séquences virales =

 000 001 010 100 011 101 110 111
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
av av av v1 v2 v1 v1 v1.2

 .
La matrice des probabilités de réplication s’obtient ici par Q = (qij)i,j ; avec
qij = µhij(1− µ)hij , proba. de mutation de i-seq. en j-seq. ;
µ = taux de mutation ;
hij = Distance de Hamming, c.a.d. le nombre de mutations ponctuelles entre les séquences i et j.

Nous pouvons doc ensuite définir la matrice d’équilibre mutation-sélection γ := (γi,j)i,j.
Cette matrice indique les fréquences de coexistence des différents pathotypes pathogène dans
chaque cultivar hôte. Sa dérivation nécessite de définir la ’fitness’ de chaque variante virale.
Pour un cultivar V donné, la séquence "référence" correspond au variant avec le nombre
minimal de mutations nécessaires pour infecter ce cultivar V . Dans notre exemple, le variant
(000) pour le cultivar S, variant (100) pour le cultivar R1 et ainsi de suite. La fitness du
variant i par rapport à la séquence de référence sur le cultivar V , est donnée par fV

i =
(1− s)(hi,ref )

κ ∗ 1i,V où s est le coût de fitness induit par une seule mutation, κ l’intensité de
l’épistasie, hi,ref est la distance de Hamming entre les séquence i et la séquence de référence,
et 1i,V (= 0 ou 1) indique si la variante i peut infecter le cultivar V . Pour κ = 1, chaque
mutation diminue la fitness indépendamment, du même facteur (1 − s) (pas d’épistasie).
Lorsque 0 < κ < 1, le coût moyen de fitness de plusieurs mutations est inférieur à celui de s
(mutations antagonistes), alors que κ > 1 indique des mutations synergiques [99].

Les fréquences de coexistence des variants infectant le cultivar V (F V ) sont évaluées
comme le vecteur propre associé à la valeur propre principale de la matrice W V : (wV

i,j =

fV
i qi,j)1≤i,j≤8 redimensionné de telle sorte que

∑8
i=1 SF

V
i = 1 [87, 98]. Les fréquences de

coexistence des pathotypes viraux sont obtenues en additionnant les fréquences des variants
appartenant au même pathotype. Enfin, la matrice d’équilibre mutation-sélection γ est ob-
tenue en déterminant F V pour chaque cultivar. Les coûts de fitness des mutations ont un
effet important sur les fréquences de coexistence des pathotypes. Considérons les quatre pa-
thotypes de virus (av, v1, v2, v1.2) de notre exemple. Dans un cultivar S, 62% des variants du
virus appartiennent aux pathotypes de rupture de résistance v1, v2, v1.2 pour s = 10−4, moins
de 2% appartiennent à ces pathotypes pour s = 0.01 et seulement 1 pour mille appartiennent
à ces pathotypes pour s = 0.1 (Figure 1.6a). Le paramètre d’épistasie κ affecte les fréquences
(de coexistence) des pathotypes portant au moins deux mutations dans leur génome. Son
effet est le plus fort pour les coûts de fitness de mutation les plus bas (< 10−3) (Figure 1.6b).
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Figure 1.6 – Effet des paramètres intra-hôte sur les fréquences de coexistence,
dans le cultivar S, des quatre pathotypes viraux considérés, pour deux gènes de
résistance, R1 et R2. (a) Effet du coût de fitness d’une seule mutation sur les fréquences
de coexistence des quatre pathotypes de virus dans un cultivar S. (b) Effet de l’intensité de
l’épistasie β sur la fréquence de coexistence du pathotype v12 dans un cultivar S en fonction
du coût de fitness d’une seule mutation.

Après cette description, qui peut être un peu lourde (mais nécessaire), au cours de l’année
de culture y, désignons par PV,y la proportion de champs avec le cultivar V ∈ {S,R1, R2, R12}
et αV,y son taux d’infection à partir du réservoir pathogène. On a donc le modèle suivant
(voir [26])


İS,y
İR1,y

İR2,y

İR1.2,y

 = diag


np − IS,y
np − IR1,y

np − IR2,y

np − IR1.2,y




réservoir︷ ︸︸ ︷
αS,y

αR1,y

αR2,y

αR1.2,y

+βF

au sein du champ︷ ︸︸ ︷
IS,y
IR1,y

IR2,y

IR1.2,y

 +

βC


PS,ynf − 1 PR1,ynf PR2,ynf PR1.2,ynf

PS,ynf (γ21 + γ41) PR1,ynf − 1 PR2,ynfγ43 PR1.2,ynf

PS,ynf (γ31 + γ41) PR1,ynfγ42 PR2,ynf − 1 PR1.2,ynf

PS,ynfγ41 PR1,ynfγ42 PR2,ynfγ43 PR1.2,ynf − 1



IS,y
IR1,y

IR2,y

IR1.2,y


︸ ︷︷ ︸

entre champs


,

(1.10)

où diag(x) est une matrice diagonale dans laquelle les entrées diagonales sont données par x.
IV,y(t) est le nombre de plantes infectées dans un champ contenant le cultivar V au temps
t et au cours de l’année y. Comme chaque champ a un total de np plants, np − IV,y est le
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nombre de plants sains. Chaque année, au début de l’épidémie, les agriculteurs sèment des
plants sains, soit IV,y(0) = 0 pour tous les y, V . Trois voies d’infection sont envisagées (i)
les infections du cultivar V sont initiées à partir du réservoir à un rythme αV,y, (ii) par le
principe d’action de masse, les infections surviennent à partir de sources dans le même champ
–et donc du même cultivar– au taux βF , (iii) les infections surviennent à partir de plantes
infectées dans tout autre champ au taux βC . Plus précisément, le terme fois βC compte toutes
les sources d’infection dans tous les champs éloignés et pondère la force de ces sources par
les fréquences de coexistence des pathotypes capables d’infecter le cultivar V .

Les épidémies au cours des saisons de culture successives sont couplées les unes aux
autres par l’interaction de la culture avec un compartiment réservoir sélectivement neutre
pour la population pathogène. En supposant que la migration des propagules de chaque
pathotype de la culture vers le réservoir est proportionnelle aux intensités de l’épidémie
globale dans chaque cultivar au cours de l’année y, AV,y = nfPV,y

∫ nd

0
IV,y(t)dt (par rapport

à l’intensité épidémique globale d’un paysage avec seulement le cultivar S, A0), un seul
paramètre supplémentaire λ ∈]0, 1[ est nécessaire pour contrôler le renouvellement de la
charge virale. Des valeurs élevées de λ caractérisent un réservoir dans lequel la prévalence
des pathotypes du virus change rapidement en raison de la courte durée de vie de l’hôte et
de la petite taille du réservoir. Les faibles valeurs de λ caractérisent un réservoir à peu près
stable dans lequel la dynamique virale présente une dépendance marginale à la dynamique
épidémique des cultures. Ainsi, pour tout y ∈ {2, . . . , ny} la dynamique inter-saison de la
charge virale du réservoir est définie comme suit

αS,y

αR1,y

αR2,y

αR1.2,y

 = (1−λ)


αS,y−1

αR1,y−1

αR2,y−1

αR1.2,y−1

+λαE

A0


1 1 1 1

γ21 + γ41 1 γ43 1
γ31 + γ41 γ42 1 1
γ41 γ42 γ43 1




AS,y−1

AR1,y−1

AR2,y−1

AR1.2,y−1

 . (1.11)

Initialement, avant le déploiement des cultivars résistants (c.a.d. à l’année y = 1), la pré-
valence des pathotypes dans le réservoir dépend de leurs fréquences de coexistence dans les
champs plantés avec le cultivar S. Ainsi, (αS,1, αR1,1, αR2,1, αR1.2,1) = αE (1, γ21 + γ41, γ31 + γ41, γ41).

Le modèle (1.10)-(1.11) décrit les épidémies au cours des saisons de culture successives
dans un paysage agricole avec une connectivité Ωpfl. Dans la situation de référence, tous
les champs sont semés avec le cultivar S et les épidémies se répètent à l’identique dans
chaque champ et chaque année avec une incidence moyenne Ωint (Fig. 1.7a ). Maintenant,
introduisons nos deux cultivars résistants R1 et R2, s = 0.1, et déployons une stratégie de
mosaïque en semant 16% des champs avec le Cultivar S, 31% avec le cultivar R1 et 53% avec
le cultivar R2. Initialement, le pathotype av est quasiment fixé dans la population pathogène
mais d’autres pathotypes sont générés par mutation récurrente selon leurs fréquences de
coexistence dans le cultivar S (Figure 1.7c). Dans un premier temps, la dynamique épidémique
globale est décroissante d’une saison à l’autre (Figure 1.7a) en raison (i) des faibles épidémies
survenant dans les champs semés avec R1 et R2 (car initialement leurs taux d’infection du
réservoir sont très faibles) et (ii) le ralentissement concomitant des épidémies dans les champs
semés avec le cultivar S (correspondant à la réduction du taux d’infection du cultivar S du
réservoir) (Figure 1.7b). Dans le même temps, ce processus est contrecarré par la sélection
de pathotypes adaptés à R1 et R2 (Figure 1.7c). Il en résulte, dans un second temps, une
augmentation de la dynamique épidémique globale après 10 saisons de culture (Figure 1.7a).
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La zone sous dynamique épidémique, un proxy des pertes de rendement causées par le virus,
a été utilisée pour comparer les performances des stratégies.
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Figure 1.7 – Dynamique épidémique typique simulée par le modèle (1.10)-(1.11).
Ici, nous illustrons une stratégie de mosaïque qui consiste à semer 16% des champs avec le
cultivar S, 31% avec le cultivar R1 et 53% avec le cultivar R2. (a) Proportion de plantes
infectées (quels que soient leurs cultivars) dans le paysage avec uniquement le cultivar
S et avec la stratégie mosaïque déployée sur 20 saisons culturales. (b) Dynamique inter-
saisonnière des taux d’infection du réservoir avec 100% de S (αE) et avec la stratégie mo-
saïque (αS,y, αR1,y, αR2,y, αR12,y). (c) Dynamique des fréquences des pathotypes au cours des
saisons culturales avec la stratégie mosaïque.

Nous pouvons à présent mesurer la performance de rendement pour une stratégie de dé-
ploiement donnée. Les performances peuvent être estimées en évaluant les dommages causés
par le pathogène pendant ny années dans l’ensemble du paysage, selon la stratégie consi-
dérée, par rapport aux dommages obtenus lorsque seul le cultivar sensible S est cultivé.
Formellement, une stratégie de déploiement P =

(
PV,1, . . . , PV,ny

)
V ∈{S,R1,R2,R12}

est la série
chronologique de la proportion de champs ensemencés avec les différents cultivars chaque
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année dans le paysage. Sa performance est

∆(P, δ) =
100

nyA0

×
ny∑
y=1

∑
V ∈{S,R1,R2,R1.2}

AV,y(PV,y, δ); (1.12)

où δ est un ensemble donné des paramètres du modèle. Ainsi, nous pouvons comparer deux
stratégies spatio-temporelles, par exemple mosaïques et pyramidales, et in fine proposer des
stratégies optimales (combinant contexte épidémiologique et caractéristique de la résistance)
pour une gestion durable des résistances variétales [26].

Lorsqu’une intervention est résumée par un nombre fini de paramètres, l’identification
d’une stratégie optimale en fonction d’une variable objective comme critère à optimiser peut
être facilement effectuée, par ex. en utilisant une approche de gradient. C’est ce qui est fait
dans l’exemple du travail que j’ai présenté ci-dessus (voir [26]). Les choses deviennent plus
difficiles lorsque la valeur du paramètre d’intervention est une fonction (continue) du temps.
La théorie du contrôle optimal aborde spécifiquement ce problème en identifiant une fonction
du temps telle qu’un certain critère soit optimisé. La théorie du contrôle optimal est géné-
ralement appliquée aux équations différentielles ordinaires (ODEs) - quelque chose de très
courant. Par ex., ne nécessitant que des connaissances de base sur le calcul calcul multivarié,
les ODEs simples et les modèles mathématiques, ce livre [60] détaille très bien comment ajus-
ter les contrôles dans les systèmes biologiques afin d’obtenir des résultats appropriés. Dans
ce cadre, je pourrais mentionner quelques-uns de mes travaux proposés pendant mes années
de thèse sur le contrôle optimal de la tuberculose au sein d’une population hôte [32, 33]. Il
arrive aussi d’introduire un peu de complexité dans le cadre ODE en introduisant des délais
via des équations différentielles à retard. On peut cette fois s’appuyer sur un certain nombre
d’outils existants sur le principe du maximum de Pontryagin pour le problème de contrôle à
retards, ex. [44]. Toujours durant ma thèse de doctorat, nous avons utilisé une telle théorie
pour proposer une approche optimale de la gestion des ressources naturelles dans un système
proie-prédateur avec récolte des proies [92]. Cependant, poser un problème de contrôle op-
timal dans le cadre de modèles structurés – faisant appel aux EDPs – est moins courant et
potentiellement plus ’difficile’. En général, dans le cadre des modèles structurés en âge, le
problème de contrôle optimal peut se formuler comme un système de type Gurtin-MacCamy
décrivant l’évolution d’une population structurée par âge [45]. Les conditions d’optimalité né-
cessaires sont établies sous la forme d’un système d’Euler-Lagrange (ex. [4, 35]) et l’existence
d’un contrôle optimal est prouvée en utilisant le principe d’Ekeland [31].

Durant mon parcours, j’ai abordé le problème de contrôle optimal dans le cadre de modèles
structurés. Un premier exemple concerne le contrôle optimal de la transmission de l’hépatite
virale B –HVB– pendant ma thèse de doctorat [24]. Le modèle proposé étant structuré en
âge de la population hôte avec une infectiosité différentielle (infections symptomatiques et
asymptomatiques). En participant en l’encadrement de la thèse de doctorat de Mboay Ba
(UCAD), nous avons proposé un modèle structuré en fonction de la durée pendant laquelle
un individu est maintenu dans un stade de VIH (l’infection primaire, phase de latence sans
symptômes, et phase SIDA) [3]. Enfin, pendant son séjour post-doctoral sous mon mentorat,
avec Quentin Richard, nous avons proposé des stratégies de contrôle optimales de la COVID-
19 dans le cas d’un modèle doublement structuré (temps écoulé depuis l’infection et l’âge de
l’hôte) [82].
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Chapitre 2

Modèles structurés et contrôle des
épidémies

Dans cette section, nous allons nous intéresser plus précisément à la gestion des épi-
démies à relativement court terme. Avant même de définir des stratégies pour un contrôle
éventuel d’une épidémie, il est primordial de déterminer comment un agent pathogène réussi
à déclencher de nouveaux cas d’infection au sein d’une population hôte susceptible.

2.1 Abstraction des modèles structurés
Sous sa forme explicite, il peut être assez lourd de tirer les propriétés essentielles d’un

modèle structuré vu comme un système dynamique. Ces propriétés essentielles peuvent être
l’existence de solutions, la dissipativité, la bornitude et la compacité asymtotique. Une
formulation abstraite du système structuré permet en général de mieux aborder ces as-
pects. Donnons ici une formulation abstraite du système (1.1)-(1.3) pour la dynamique
humain-moustique. Nous procédons par une approche de semi-groupe intégré, ex. [15, 50, 65–
68, 93, 97]. Introduisons l’hypothèse (assez générale) suivante

Assumption 2.1 1. Λh, Λm et θ sont des constantes positives ;
2. µh ∈ L∞

+ (R+), νh ∈ L∞
+ (R2

+), µm ∈ L∞
+ (R+), νm ∈ L∞

+ (R2
+) et sont tel qu’il existe une

constante µ0 > 0 de sorte que µh(a) ≥ µ0 et µm(a) ≥ µ0 pour tout a ∈ R+ ;
3. βh, βm, γh, kh ∈ L∞

+ (R2
+) ;

4. La donnée initiale est telle que Sh,0 ∈ L∞
+ (R+), Ih,0 ∈ L∞

+ (R2
+), Rh,0 ∈ L∞

+ (R2
+),

Sm,0 ∈ L∞
+ (R+), Im,0 ∈ L∞(R2

+), avec
∫∞
0
Sh,0(a)da > 0 et

∫∞
0
Sm,0(a)da > 0.

Introduisons l’ensemble X1 = R×L1(R+), et les opérateurs linéaires Ah,1 : D(Ah,1) ⊂ X1 →
X1 et Am,1 : D(Am,1) ⊂ X1 → X1 tels que

Ah,1

(
0R
ϕ

)
=

(
−ϕ(0)

−ϕ′ − µhϕ

)
, Am,1

(
0R
ϕ

)
=

(
−ϕ(0)

−ϕ′ − µmϕ

)
,

où les domaines D(Ah,1), D(Am,1) des opérateurs Ah,1, Am,1 sont D(Ah,1) = D(Am,1) =
{0R} ×W 1,1(R+).
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Par hypothèse 2.1 sur les taux de mortalité, si λ ∈ C est tel que ℜ(λ) ≥ −µ0, alors
λ ∈ ρ(Ah,1) ∩ ρ(Am,1) (avec ρ(A) la résolvante de tout opérateur A), alors nous avons la
formule explicite suivante pour la résolvante de Ak,1 (avec k ∈ {h,m}) :

(λI − Ak,1)
−1

(
c
ψ

)
=

(
0
ϕ

)
⇐⇒ ϕ(a) = ce−

∫ a
0 (µk(s)+λ)ds +

∫ a

0

ψ(s)e−
∫ a
s (µk(ξ)+λ)dξds, (2.1)

pour (c, ψ)T ∈ X. Introduisons à présent l’ensemble X2 = L1(R+) × L1(R2
+), et les sous-

ensembles Yτ , Yη ⊂ L1(R2
+) tels que

Yk =

{
φ ∈ L1(R2

+) :
∂φ

∂a
∈ L1(R+),

∂φ

∂k
∈ L1(R+)

}
,

pour k ∈ {τ, η}. Si nous définissons les normes ∥ · ∥k sur Yk par

∥φ∥k = ∥φ∥L1(R2
+) + ∥∂aφ∥L1(R2

+) + ∥∂kφ∥L1(R2
+); ∀φ ∈ Yk,

alors (Yk, ∥ · ∥k) devient un espace de Banach. Désignant par C1
c (R2

+) l’ensemble des C1-
fonctions dans R2

+ à support compact, il vient que C1
c (R2

+) ⊂ Yk pour tout k ∈ {τ, η}.
Comme C1

c (R2
+) est dense dans L1(R2

+), alors Yτ et Yη sont aussi dense dans L1(R2
+). De plus,

pour tout φ ∈ C1
c (R2

+) ∩ Yk, on a

∥φ(0, ·)∥L1(R+) ≤ ∥∂aφ∥L1(R2
+), and ∥φ(·, 0)∥L1(R+) ≤ ∥∂kφ∥L1(R2

+),

pour k ∈ {τ, η}. Avec ces estimations, le lemme de trace suivant est vrai.

Lemma 2.2 Il existe un unique opérateur linéaire Πi,k ∈ L(Yk, L1(R+)) pour chaque i = 1, 2
et k ∈ {τ, η} tel que pour tout φk ∈ C1

c (R2
+) ∩ Yk :

Π1,kφk = φk(0, ·), Π2,kφk = φk(·, 0).

On peut maintenant définir les opérateurs linéaires Ah,2 : D(Ah,2) ⊂ X2 → X2, Ah,3 :
D(Ah,3) ⊂ X2 → X2 et Am,2 : D(Am,2) ⊂ X2 → X2 par

Ah,2

(
0L1(R+)

ϕ

)
=

(
−Π2,τϕ

−∂aϕ− ∂τϕ− (µh + νh + γh)ϕ

)
, Ah,3

(
0L1(R+)

ϕ

)
=

(
−Π2,ηϕ

−∂aϕ− ∂ηϕ− (µh + kh)ϕ

)
,

et
Am,2

(
0L1(R+)

ϕ

)
=

(
−Π2,τϕ

−∂aϕ− ∂τϕ− νmϕ

)
,

où D(Ah,2) = D(Am,2) = {0L1(R+)}×(Yτ∩ker(Π1,τ )) et D(Ah,3) = {0L1(R+)}×(Yη∩ker(Π1,η)).
On montre que pour λ ∈ C tel que ℜ(λ) ≥ −µ0, on a λ ∈ ρ(Ah,2) ∩ ρ(Ah,3) ∩ ρ(Am,2), et

pour chaque (ψ1, ψ2)
T ∈ X2 nous avons la formule explicite suivante pour la résolvante :

(λI − Ah,2)
−1

(
ψ1

ψ2

)
=

(
0L1(R+)

ϕ1

)
, (λI − Ah,3)

−1

(
ψ1

ψ2

)
=

(
0L1(R+)

ϕ2

)
,

(λI − Am,2)
−1

(
ψ1

ψ2

)
=

(
0L1(R+)

ϕ3

) (2.2)
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si et seulement si

ϕ1(a, τ) = 1[0,a](τ)

[
ψ1(a− τ) exp

(
−
∫ τ

0

(µh(a+ s− τ) + νh(a+ s− τ, s) + γh(a+ s− τ, s))ds

)
+

∫ τ

0

ψ2(a+ s− τ, s) exp

(
−
∫ τ

s

(µh(a+ ξ − τ, ξ) + νh(a+ ξ − τ, ξ) + γh(a+ ξ − τ, ξ))dξ

)
ds

]
,

ϕ2(a, η) = 1[0,a](η)

[
]ψ1(a− η) exp

(
−
∫ η

0

(µh(a+ s− η) + kh(a+ s− η, s))ds

)
+

∫ η

0

ψ2(a+ s− η, s) exp

(
−
∫ η

s

(µh(a+ ξ − η, ξ) + kh(a+ ξ − η, ξ))dξ

)
ds

]
,

et
ϕ3(a, τ) = 1[0,a](τ)

[
ψ1(a− τ) exp

(
−
∫ τ

0

νm(a+ s− τ, s)ds

)
+

∫ τ

0

ψ2(a+ s− τ, s) exp

(
−
∫ τ

s

νm(a+ ξ − τ, ξ)dξ

)
ds

]
.

Considérons maintenant l’espace de Banach X = X1 ×X2 ×X2 ×X1 ×X2 et son cône po-
sitif X+ doté de la norme de produit usuelle, et définissons l’opérateur linéaire A : D(A) ⊂
X → X par :

D(A) = D(Ah,1)×D(Ah,2)×D(Ah,3)×D(Am,1)×D(Am,2), A = diag(Ah,1, Ah,2, Ah,3, Am,1, Am,2).

Posons X0 = D(A), la fermeture de D(A), qui est donnée par

X0 =
(
{0R} × L1(R+)

)
×
(
{0L1(R+)} × L1(R2

+)
)2×({0R} × L1(R+)

)
×
(
{0L1(R+)} × L1(R2

+)
)
.

De ce fait, D(A) n’est pas dense dans X, et on définit son cône positif X0,+ = X0∩X+. Il est
important de noter que la partie non linéaire de (1.1) n’est pas bien définie sur X0 à cause
du terme Nh(t) et par conséquent n’est pas localement Lipschitz continue. Pour résoudre ce
problème, on peut définir

u(t) = (0R, Sh(t, ·), 0L1 , Ih(t, ·, ·), 0L1 , Rh(t, ·, ·), 0R, Sm(t, ·), 0L1 , Im(t, ·, ·))T , (2.3)

et l’ensemble Xε = {u(t) ∈ X0 : T (u(t)) ≥ ε} ⊂ X0, où T : X → X est l’opérateur défini
par

T (u(t)) = ∥Sh(t, ·)∥L1(R+) + ∥Ih(t, ·, ·)∥L1(R2
+) + ∥Rh(t, ·, ·)∥L1(R2

+),

pour tout u(t) ∈ X défini par (2.3). Notons que Xε=0 correspond à l’espace X0 = D(A).
Nous pouvons maintenant définir l’opérateur non linéaire Fε : Xε → X par

Fε(u(t)) =



Λh

−Sh(t,·)
Nh(t)

∫∞
0

∫∞
0
θβm(s, τ)Im(t, s, τ)ds dτ +

∫∞
0
kh(·, η)Rh(t, ·, η)dη

Sh(t,·)
Nh(t)

∫∞
0

∫∞
0
θβm(s, τ)Im(t, s, τ)ds dτ

0∫∞
0
γh(·, τ)Ih(t, ·, τ)dτ

0
Λm

−Sm(t,·)
Nh(t)

∫∞
0

∫∞
0
θβh(s, τ)Ih(t, s, τ)ds dτ

Sm(t,·)
Nh(t)

∫∞
0

∫∞
0
θβh(s, τ)Ih(t, s, τ)ds dτ

0


,
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qui est bien défini pour chaque ε > 0. Ensuite, (1.1) se réécrit comme le problème de Cauchy
abstrait non densément défini suivant :

du

dt
(t) = Au(t) + Fε(u(t)), t > 0, u(0) = û0 ∈ X0,+, (2.4)

avec
û0 = (0, Sh,0, 0, Ih,0, 0, Rh,0, 0, Sm,0, 0, Im,0)

T , (2.5)

pour ε > 0.
La formulation abstraite (2.4), combinée essentièlement au fait que A est un opérateur

linéaire fermé (formule explicite (2.1)-(2.2) de la résolvante), de Hille-Yosida, et génère un
semi-groupe intégré continu Lipschitz, noté {SA(t)}t≥0 ⊂ L(X), on démontre l’existence et
l’unicité d’une solution bornée du système (1.1)-(1.3). En d’autre termes, sous l’hypothèse
2.1, il existe un unique semiflow continu {Φ(t, ·) : X0 → X0}t≥0 tel que pour chaque u0 ∈ X0+,
u ∈ C ((0,∞), X0+) définie par u = Φ(·, u0) est une solution de (2.4), à savoir qu’elle satisfait∫ t

0
u(s)ds ∈ D(A) et u(t) = u0 + A

∫ t

0
u(s)ds +

∫ t

0
Fε (u(s)) ds, pour tout t ≥ 0. De plus, le

semiflow {Φ(t, ·)}t est borné dissipatif et asymptotiquement ’lisse’, c’est à dire
Borné dissipatif : il existe un ensemble borné B ⊂ X0 tel que pour tout ensemble borné
U ⊂ X0, il existe τ = τ(U,B) ≥ 0 tel que Φ(t, U) ⊂ B pour t ≥ τ .
Asymptotiquement ’lisse’ : pour tout ensemble non vide, fermé et borné U ⊂ X0, il
existe un ensemble compact non vide J = J(U) tel que J attire {u ∈ U : Φ(t, u) ∈ U,∀t ≥ 0}.

Rapellons qu’un ensemble non vide J ⊂ X attire un ensemble non videB ⊂ X si δX (Φ(t, B), J)) →
0 quand t → +∞, où δX (B, J) = supu∈B infv∈J ∥u − v∥X est une semi-distance sur X. De
plus, remarquons que la notion de asymptotiquement ’lisse’ est utilisée ici dans la termino-
logie de Hale, Lasalle et Slemrod [47]. Cependant, ceci est strictement équivalent à la notion
de asymptotiquement compact dans la terminologie de Ladyzhenskaya [59].

2.2 Le R0 et modèles structurés
On définit le R0 ’heuristiquement’ comme le nombre moyen de nouveaux cas d’infec-

tion, engendrés par un individu infecté moyen (au court de sa période d’infectiosité), dans
une population entièrement constituée de susceptibles. Le calcul de R0 pour des systèmes
déterministes en dimension finie et dans un environnement constant est bien maîtrisé et qua-
siment ’algorithmique’ [20, 95]. Cependant, son calcul dans le cadre des modèles structurés
est loin d’être aussi bien formalisé. Pour aller plus loin dans nos idées, reprenons ici le modèle
structuré pour la dynamique humain-moustique introduit par le système (1.1)-(1.3). Donnons
ensuite quelques grandes lignes pour le calcul du R0 dont l’expression est donné par (1.4)
dans cet exemple.

Il est évident qu’il existe toujours un équilibre sans maladie que nous notons

E0 =
(
S0
h, I

0
h = 0, R0

h = 0, S0
m, I

0
m = 0

)
où S0

h(a) = Λhe
−

∫ a
0 µh(s)ds, S0

m(a) = Λme
−

∫ a
0 µm(s)ds,∀a ∈ R+. Notons que πh(a) = e−

∫ a
0 µh(s)ds,

πm(a) = e−
∫ a
0 µm(s)ds sont les probabilités de survie, de la naissance jusqu’à l’âge a, pour les

humains et les moustiques respectivement, en l’absence de maladie. Par conséquent, S0
h(a) et

S0
m(a) sont le nombre moyen d’humains et de moustiques âgés de a dans un environnement
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sans maladie. On se place en début d’épidémie et en linéarisant le système (1.1)-(1.3) autour
de E0 on obtient pour la composante infectieuse (Ih, Im) :

(
∂
∂t
+ ∂

∂a
+ ∂

∂τ

)
Ih(t, a, τ) = − (µh(a) + νh(a, τ) + γh(a, τ)) Ih(t, a, τ),(

∂
∂t
+ ∂

∂a
+ ∂

∂τ

)
Im(t, a, τ) = −νm(a, τ)Im(t, a, τ),

Ih(t, a, 0) = Bh(t, a), Ih(t, 0, τ) = 0, Ih(0, a, τ) = Ih,0(a, τ),
Im(t, a, 0) = Bm(t, a), Im(t, 0, τ) = 0, Im(0, a, τ) = Im,0(a, τ)

(2.6)

où Bh et Bm désignent respectivement le nombre d’humains et de moustiques nouvellement
infectés, et sont définis par : Bh(t, a) = πh(a)∫∞

0 πh(s)ds

∫∞
0

∫∞
0
θβm(s, τ)Im(t, s, τ)dsdτ,

Bm(t, a) = Λmπm(a)
Λh

∫∞
0 πh(s)ds

∫∞
0

∫∞
0
θβh(s, τ)Ih(t, s, τ)dsdτ,

En résolvant (2.6) le long des caractéristiques, il vient

Bh(t, a) =
πh(a)∫∞

0
πh(s)ds

∫ t

0

∫ ∞

τ

θβm(s, τ)e
−

∫ τ
0 νm(σ+s−τ,σ)dσBm(t− τ, s− τ)ds dτ + f0,h(t, a)

=
πh(a)∫∞

0
πh(s)ds

∫ t

0

∫ ∞

0

θβm(τ + ξ, τ)e−
∫ τ
0 νm(σ+ξ,σ)dσBm(t− τ, ξ)dξ dτ + f0,h(t, a)

and

Bm(t, a)

=
Λmπm(a)

Λh

∫∞
0
πh(s)ds

∫ t

0

∫ ∞

τ

θβh(s, τ)e
−

∫ τ
0 (µh(σ+s−τ)+νh(σ+s−τ,σ)+γh(σ+s−τ,σ))dσBh(t− τ, s− τ)ds dτ

+ f0,m(t, a)

=
Λmπm(a)

Λh

∫∞
0
πh(s)ds

∫ t

0

∫ ∞

0

θβh(τ + ξ, τ)e−
∫ τ
0 (µh(σ+ξ)+νh(σ+ξ,σ)+γh(σ+ξ,σ))dσBh(t− τ, ξ)dξ dτ + f0,m(t, a)

où f0,h et f0,m se rencontrent pour les données initiales. On peut remarquer que les fonctions

(B̃h(t), B̃m(t)) = (Bh(t, ·), Bm(t, ·)) ∈ L1(R+)
2

vérifient : 
B̃h(t) =

∫ t

0

Gh(τ)(B̃m(t− τ))dτ + f0,h(t, ·),

B̃m(t) =

∫ t

0

Gm(τ)(B̃h(t− τ))dτ + f0,m(t, ·)

où les opérateurs linéaires Gh(τ) et Gm(τ) appartiennent à L(L1(R+)), et sont définis par :

(Gh(τ)B)(a) =
πh(a)θ∫∞

0
πh(s)ds

∫ ∞

0

βm(τ + ξ, τ)e−
∫ τ
0 νm(σ+ξ,σ)dσB(ξ)dξ

(Gm(τ)B)(a) =
Λmπm(a)θ

Λh

∫∞
0
πh(s)ds

∫ ∞

0

βh(τ + ξ, τ)e−
∫ τ
0 (µh(σ+ξ)+νh(σ+ξ,σ)+γh(σ+ξ,σ))dσB(ξ)dξ
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pour chaque (a, τ) ∈ R2
+ et B ∈ L1(R+). Notons que les opérateurs Gh(τ) et Gm(τ) sont

appelés les opérateurs de reproduction nette (ex. [53]), qui font correspondre la densité des
nouveau-nés à la densité de leurs enfants produit un instant τ plus tard. Il s’en suit que
l’opérateur de seconde génération (voir [21, 53]) est définie par

G
(
B1

B2

)
(a) =

(∫∞
0
(Gh(τ)B2)(a)dτ∫∞

0
(Gm(τ)B1)(a)dτ

)
=

(
πh(a)θ∫∞

0 πh(s)ds

∫∞
0

∫∞
0
βm(τ + ξ, τ)e−

∫ τ
0 νm(σ+ξ,σ)dσB2(ξ)dξ dτ

Λmπm(a)θ
Λh

∫∞
0 πh(s)ds

∫∞
0

∫∞
0
βh(τ + ξ, τ)e−

∫ τ
0 (µh(σ+ξ)+νh(σ+ξ,σ)+γh(σ+ξ,σ))dσB1(ξ)dξ dτ

)
.

On en déduit que le nombre de reproduction de base R0 est défini par le rayon spectral de G,
noté rσ(G) de G. Afin de calculer ce rayon spectral, nous définissons l’opérateur G2 = G ◦G ∈
L((L1(R+))

2). On sait que
R0 = rσ(G) =

√
rσ(G2), (2.7)

et donc il reste à calculer rσ(G2). Remarquons que G2(B1, B2)
T = (Hh(B1), Hm(B2))

T , pour
tout (B1, B2) ∈ L1(R+)

2, avec Hh et Hm les opérateurs linéaires sur L1(R+) définies respec-
tivement par :

Hh(B)(a) =
Λmπh(a)θ

2

Λh(
∫∞
0
πh(s)ds)2

(∫ ∞

0

∫ ∞

0

βh(τ + ξ, τ)e−
∫ τ
0 (µh(σ+ξ)+νh(σ+ξ,σ)+γh(σ+ξ,σ))dσB(ξ)dξ dτ

)
×
(∫ ∞

0

∫ ∞

0

βm(τ + ξ, τ)e−
∫ τ
0 νm(σ+ξ,σ)dσπm(ξ)dξ dτ

)
et

Hm(B)(a) =
Λmπm(a)θ

2

Λh(
∫∞
0
πh(s)ds)2

(∫ ∞

0

∫ ∞

0

βh(τ + ξ, τ)e−
∫ τ
0 (µh(σ+ξ)+νh(σ+ξ,σ)+γh(σ+ξ,σ))dσπh(ξ)dξ dτ

)
×
(∫ ∞

0

∫ ∞

0

βm(τ + ξ, τ)e−
∫ τ
0 νm(σ+ξ,σ)dσB(ξ)dξ dτ

)
.

L’égalité (2.7) donne

R0 =
√
rσ(G2) =

√
max{rσ(Hh), rσ(Hm)}. (2.8)

Il ne nous reste plus qu’à déterminer rσ(Hh) et rσ(Hm) pour conclure. Cependant, pour
aller plus loin, une hypothèse ’technique’ est nécessaire pour avoir un opérateur différent de
l’opérateur identiquement nul :

Assumption 2.3 Nous supposons que βh et βm ne sont pas identiques à zéro sur l’ensemble
{(s+ τ, τ) : (s, τ) ∈ R2

+}.

Remarquons que biologiquement, l’âge chronologique est toujours plus grand que le temps
écoulé depuis l’infection. Par conséquent, cette dernière hypothèse implique seulement que
les humains et les moustiques infectés seront infectieux à un moment donné au cours de leur
infection.
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Sous l’hypothèse 2.3, on a

Ωh = {ξ ≥ 0 :

∫ ∞

0

βh(τ + ξ, τ)e−(∥µh∥L∞+∥νh∥L∞+∥γh∥L∞ )τdτ > 0} ≠ ∅ (2.9)

et
Ωm = {ξ ≥ 0 :

∫ ∞

0

βm(τ + ξ, τ)e−∥νm∥L∞τdτ > 0} ≠ ∅. (2.10)

Ensuite, nous définissons la restriction de Hh à L1(Ωh) notée H̃h ∈ L(L1(Ωh)) :

H̃h(B̃)(s) = 1Ωh
(s)Hh(B)(s)

pour tout s ∈ Ωh, B̃ ∈ L1(Ωh), avec

B(s) =

{
B̃(s) p.p. s ∈ Ωh,

0 sinon.

Sous l’hypothèse générale 2.1, il est clair que H̃h est un opérateur compact et positif sur
L1(Ωh).De plus, puisque Ωh ̸= ∅, il s’ensuit que H̃h est irréductible, c.a.d.

H̃h(f)(s) > 0 a.e. s ∈ Ωh, ∀f ∈ L1
+(Ωh) \ {0}.

On déduit, par exemple de [68, Theorem 3.2, p. 133], que rσ(H̃h) > 0. Observons à présent
que

Hh(πh) = λ0πh.

Et donc λ0 est une valeur propre de Hh associée au vecteur propre πh, tel que

rσ(Hh) ≥ λ0 (2.11)

où

λ0 =
Λmθ

2

Λh(
∫∞
0
πh(s)ds)2

(∫ ∞

0

∫ ∞

0

βh(τ + ξ, τ)e−
∫ τ
0 (µh(σ+ξ)+νh(σ+ξ,σ)+γh(σ+ξ,σ))dσπh(ξ)dξ dτ

)
×
(∫ ∞

0

∫ ∞

0

βm(τ + ξ, τ)e−
∫ τ
0 νm(σ+ξ,σ)dσπm(ξ)dξ dτ

)
.

Il vient aussi
H̃h(1Ωh

πh) = λ01Ωh
πh

donc λ0 est une valeur propre de H̃h associée à 1Ωh
πh. Il résulte du théorème de Krein-Rutman

(voir ex [75, Corollaire 4.2.15, p. 273]) que le rayon spectral de H̃h est le seul valeur propre
associée à une fonction propre positive. Comme πh > 0 p.p. sur R+, on a

rσ(H̃h) = λ0.

Maintenant, puisque λ0 > 0, on voit que rσ(Hh) > 0 au moyen de (2.11). Il résulte de [75,
Lemme 4.2.10, p. 269] qu’il existe une fonction propre positive ϕh ∈ L1

+(R+) \ {0} telle que

Hh(ϕh) = rσ(Hh)ϕh.
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D’où H̃h(1Ωh
ϕh) = rσ(Hh)1Ωh

ϕh, de sorte que rσ(Hh) > 0 est une valeur propre de H̃h

associée à 1Ωh
ϕh ∈ L1

+(Ωh) \ {0}. Encore une fois, par le théorème de Krein-Rutman, il
s’ensuit que

rσ(Hh) = rσ(H̃h) = λ0.

Un argument similaire conduit aussi à rσ(Hm) = λ0. Enfin, en utilisant (2.8), il s’ensuit que
R0 =

√
λ0, et l’expression donnée par (1.4) en découle.

2.3 Modèles structurés et gestion optimale des épidémies
Nous avons brièvement évoqué cette notion de contrôle (optimal) des épidémies dans notre

introduction générale. Dans un premier temps, je vais mentionner ici un certain nombre de
mes projets où ces aspects ont été précisément abordés dans le cadre de modèles structurés.
Un premier exemple concerne le contrôle optimal de la transmission de l’hépatite virale B
–HVB [24]. L’une des caractéristiques de la transmission du HVB est la structure par âge de
la population hôte et la transmission verticale de la maladie, c’est-à-dire que l’infection est
transmise directement de la mère infectée à un embryon, un fœtus ou un bébé pendant la
grossesse ou l’accouchement (l’infection périnatale). Nous avons formulé un modèle structuré
par âge pour la dynamique de transmission du HVB avec une infectiosité différentielle :
infections symptomatiques et asymptomatiques. La stratégie optimale proposée par le modèle
pour le contrôle de l’épidémie de l’HVB consiste en la réduction du coût de traitement pour
une plus grande prise en charge, vaccination systématique des enfants âgés de 0 à 5 ans,
test de dépistage systématique chez les femmes enceintes. Mentionnons ensuite ce projet
pour le contrôle des phases terminales du VIH dans une population hôte [3]. En considérant
les mécanismes spécifiques à la progression en stade du VIH (i) l’infection primaire, (ii) la
longue phase de latence sans symptômes et (iii) la phase SIDA. Chaque stade est structuré en
fonction de la durée pendant laquelle les individus ont été dans le stade. En prenant en compte
les interventions aux antirétroviraux (ARV) et la probabilité d’abandon du traitement, nous
discutons des méthodes d’intervention optimales qui minimisent le nombre de cas de SIDA.
Notons que notre analyse met en évidence un résultat pas nécessairement intuitif. En effet,
introduire des ARV au sein d’une population mal sensibilisée sur les mécanismes induits par
l’abandon du traitement entraîne un effet négatif pour le contrôle des cas de SIDA au sein
de cette population.

Profitons à présent de l’actualité sur la pandémie de COVID-19 pour présenter quelques
détails sur le contrôle optimal dans le cas d’un modèle structuré [82]. Lors d’une épidémie
comme celle de la COVID-19, les individus peuvent différer considérablement dans la manière
dont ils propagent l’infection en fonction de leur âge ou du nombre de jours pendant lesquels
ils ont été infectés. En l’absence d’interventions pharmaceutiques telles qu’un vaccin ou un
traitement, des interventions non pharmaceutiques (ex. distanciation sociale) sont essentielles
pour atténuer la pandémie. Notons S(t, a) la densité d’individus d’âge a ∈ [0, amax] sensibles
à l’infection au temps t ∈ [0, T ]. Ces individus peuvent être infectés avec un taux λ(t, a). Nous
supposons qu’une fraction p de ces individus sont paucisymptomatiques, ce qui signifie qu’ils
développeront des symptômes très légers ou nuls, et entreront dans le groupe Ip. D’autres
individus sont supposés développer des infections plus symptomatiques, soit Is sévères avec
une proportion q(a) selon l’âge a, soit légères Im avec une proportion 1− q(a). Chacune des
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trois populations d’hôtes infectées est structurée par le temps depuis l’infection, de sorte que
Iv(t, a, i), v ∈ {p, s,m}, dénote la densité des individus d’âge a qui sont infectés depuis une
durée i ∈ R+. Lors de l’infection, tous les individus exposés sont supposés rester non infectieux
pendant une période moyenne ilat. Ensuite, ils entrent dans une période asymptomatique au
cours de laquelle ils sont contagieux. Seuls Im et Is développent des symptômes significatifs
après un délai moyen depuis l’infection isympt. Au cours de leur infection, les individus peuvent
guérir à un taux hv(a, i) (v ∈ {p,m, s}) qui dépend de la gravité de l’infection et du temps
écoulé depuis l’infection i. Les individus gravement infectés d’âge a peuvent également mourir
au taux γ(a, i). La force d’infection subie par les individus sensibles d’âge a au temps t est
donnée par

λ(t, a, c) = (1− c(t, a))× (2.12)∫ amax

0

K(a, a′)

∫ ∞

0

(βs(a
′, i)Is(t, a

′, i) + βm(a
′, i)Im(t, a

′, i) + βp(a
′, i)Ip(t, a

′, i)) di da′.

où βv(a, i) (v ∈ {p,m, s}) est la probabilité de transmission pour chaque contact entre un
infecté d’âge a et qui est infecté depuis un temps i. Le noyau K(a, a′) qui représente le nombre
moyen de contacts par unité de temps entre un individu d’âge a′ et un individu d’âge a. De
plus, c = c(t, a) est le pourcentage de réduction des contacts avec les personnes de l’âge a,
dû aux mesures de santé publiques, à l’instant t. La dynamique des individus nouvellement
infectés (cad i = 0) dans chaque groupe est ainsi définie par

Is(t, a, 0) = (1− p)q(a)λ(t, a, c)S(t, a),
Im(t, a, 0) = (1− p)(1− q(a))λ(t, a, c)S(t, a),
Ip(t, a, 0) = pλ(t, a, c)S(t, a).

(2.13)

Supposons que seules les infections sévères Is conduisent à une hospitalisation et nous dési-
gnons par H(t) =

∫ amax

0

∫∞
isympt

Is(t, a, i)di da, la population totale hospitalisée au temps t, où
isympt est le temps moyen jusqu’à l’apparition des symptômes. Chaque individu d’âge a meurt
au taux µ(a,H(t)) au temps t, défini par µ (a,H(t)) = µnat(a) + µadd (a,H(t)) . Dans cette
dernière équation, µnat désigne le taux de mortalité naturelle lorsque les hôpitaux ne sont
pas saturés. De plus, nous supposons que ce taux augmente de manière significative (µadd)
dès que le nombre de cas graves dépasse la capacité de soins Hsat. De même, les individus
gravement infectés d’âge a infectés depuis le temps i meurent au temps t au taux γ(a, i,H(t))
défini par γ(a, i,H(t)) = (γdir(a) + γindir(a,H(t)))1[isympt,ismax](i). Ici, γdir et γindir sont des
taux de mortalité directement et indirectement dus au COVID-19 respectivement. La morta-
lité liée à la maladie survient après l’apparition des symptômes et avant le temps moyen final
d’infection pour les cas graves, cad pour i ∈ [isympt, i

s
max]. Enfin, les individus infectés d’âge

a et infectés depuis le temps i se rétablissent aux taux hs(a, i), hm(a, i) et hp(a, i) pour les
cas sévères, légers et paucisymptomatiques respectivement. Les conditions aux limites (2.13)
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sont couplées avec les équations suivantes :

∂S

∂t
(t, a) = −µ(a,H(t))S(t, a)− λ(t, a, c)S(t, a),(

∂Is
∂t

+
∂Is
∂i

)
(t, a, i) = − [µ(a,H(t)) + γ(a, i,H(t)) + hs(a, i)] Is(t, a, i),(

∂Im
∂t

+
∂Im
∂i

)
(t, a, i) = − [µ(a,H(t)) + hm(a, i)] Im(t, a, i),(

∂Ip
∂t

+
∂Ip
∂i

)
(t, a, i) = − [µ(a,H(t)) + hp(a, i)] Ip(t, a, i),

∂R

∂t
(t, a) =

∑
v∈{s,m,p}

∫ ∞

0

hv(a, i)Iv(t, a, i)di− µ(a,H(t))R(t, a),

(2.14)

pour tout (t, a, i) ∈ (0, T ]× [0, amax]× R+, avec des conditions initiales (à t = 0) :

S(0, a) = S0(a), R(0, a) = 0,

Is(0, a, i) = Is,0(a, i), Im(0, a, i) = Im,0(a, i), Ip(0, a, i) = IA,0(a, i),

pour (a, i) ∈ [0, amax]× R+.
Donnons, par exemple, nous pour objectif de déterminer la fonction d’effort de contrôle

optimal c∗ qui minimise la fonctionnelle objective J : L∞(R+ × [0, amax]) ∋ c 7−→ J(c) ∈ R,
où

J(c) = Dcum(c, T ) +

∫ T

0

∫ amax

0

B(a)c2(t, a)da dt,

Dcum étant le nombre cumulé de décès, et B(a) le coût associé à la mise en place d’un tel
contrôle c pour la classe d’âge a. Notre objectif est de trouver la fonction c∗ telle que

J(c∗) = min
c∈U

J(c) (2.15)

où l’ensemble U est défini par

U = {c ∈ L∞(R+ × [0, amax]) : 0 ≤ c(·, ·) ≤ cmax},

avec cmax ≤ 1 une constante positive. C’est-à-dire que la fonction c∗ minimisera le nombre
cumulé de décès pendant T jours, tant que le coût de la stratégie de contrôle n’est pas trop
important. La prise en compte de deux dimensions structurelle, la variation de l’infectiosité
et l’âge de l’hôte, rend la procédure d’optimisation plus difficile car le principe du maximum
de Pontryagin est appliqué aux équations différentielles ordinaires [60] –quelque chose d’assez
courant – alors qu’ici nous travaillons sur les équations structurées – ce qui est moins courant
et plus difficile [2, 4, 24, 35, 39].

Pour le problème (2.15), on peut établir le résultat d’existence et d’unicité suivant

Theorem 2.4 Si T
2

∫ amax

0
B−1(a)da est suffisamment petit, il existe un et un seul contrôleur

optimal c∗ dans U minimisant J .
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On peut donc remarquer que l’unicité de c∗ est loin d’être garantie pour des horizons de
contrôle T très grand. De plus, soulignons que, puisque la fonctionnelle J n’est pas semi-
continue faiblement inférieure sur L1, on ne peut donc pas s’attendre à une existence pour
le problème (2.15) en général. C’est une caractéristique commune des problèmes de contrôle
optimal non linéaire (ex, voir [4]) et on peut prouver l’existence pour un certain intervalle de
temps en utilisant le principe variationnel d’Ekeland [31].

Le système d’état (2.13)-(2.14), le système adjoint, et le système de caractérisation du
contrôle c∗ –que nous n’avons pas explicité ici, ex. voir [24, 82]– forment le système d’optima-
lité à résoudre numériquement. Ces systèmes constituent un système de rétroaction dans le
sens où : (i) un contrôleur donné est utilisé comme entrée du système d’états, (ii) le contrôleur
et la sortie du système d’états sont utilisés comme entrée du système adjoint, (iii) les sorties
des systèmes d’état et adjoint sont utilisées pour mettre à jour le contrôleur via le système de
caractérisation de contrôle, et (iv) le contrôleur mis à jour devient l’entrée du système d’état,
créant un système en "boucle fermée". Enfin, puisque les équations d’état ont des conditions
initiales et les équations adjointes ont des conditions de temps finales, nous ne pouvons pas
résoudre directement le système d’optimalité en avançant uniquement dans le temps. Ainsi,
un algorithme itératif, "forward-backward sweep method", est utilisé (voir [60]).

Rapellons que l’objectif du contrôle optimal ici est de réduire la mortalité (à moindre
"coût") et pas nécessairement le nombre d’infections (2.15). Le facteur cout B est difficile à
quantifier et inclut probablement un impact économique et psychologique. Ainsi, nous com-
parons la stratégie optimale à d’autres stratégies de contrôle qui utilisent la même quantité de
"ressources". La Figure 2.1 illustre trois stratégies : contrôle optimal, contrôle uniforme sur
la population jeune, et contrôle uniforme sur l’ensemble de la population. Le contrôle optimal
consiste à intervenir rapidement auprès des populations âgées (les plus à risque) pendant la
phase initiale de l’épidémie et d’atténuer progressivement ce contrôle. Le critère d’acceptation
sociale pèse sur le choix de la stratégie à adopter : intuitivement, si les stratégies de contrôle
ont un coût élevé pour la population, il est préférable de se concentrer sur les classes d’âge
les plus à risque. A l’inverse, si les mesures de lutte sont plus acceptables pour la population,
la stratégie optimale est de viser large pour supprimer complètement la vague épidémique.
Au final, les contrôles uniformes donnent des résultats similaires peu satisfaisants, conduisant
à une mortalité cumulative sur la période d’intérêt comparable à celle sans aucune mesure
de contrôle (Figure 2.3). Enfin, les configurations du contrôle optimal sont assez contrastées
entre le Burkina Faso, la France et le Vietnam. Ceci s’explique surtout par la structure de la
population du Burkina Faso par rapport à celles de la France et du Vietnam (Figure 2.2).

.
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Figure 2.1 – Contrôle optimal, contrôle uniforme sur la population jeune, et
contrôle uniforme sur l’ensemble de la population.

Figure 2.2 – La structure par âge de la population et les matrices de contacts du
Burkina Faso, de la France et du Vietnam. Leurs populations ont une structure par
âge et des contacts sociaux ou physiques assez contrastés. (Au dessus) Au Burkina Faso, la
grande majorité (96,1%) de la population a moins de 60 ans, alors que c’est moins le cas au
Vietnam et en France (respectivement 87,7% et 73,4%). Elle illustre qu’une proportion plus
élevée de la population est âgée de plus de 60 ans, donc à risque d’infection au COVID-19,
en France 26,6%, par rapport au Vietnam 12,3%, ou au Burkina Faso 3,9%. (En dessous) Les
contacts sont plus fréquents chez les personnes âgées en France qu’au Vietnam. En revanche,
très peu de contacts sont observés parmi les populations âgées au Burkina Faso.
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Figure 2.3 – Effets des stratégies de contrôle dans la cas de la France. (Gauche) En
ciblant uniformément la population, l’épidémie est sous contrôle pendant environ 60 jours.
Cependant, une fois les moyens de lutte relâchés, l’épidémie réapparaît. Avec le contrôle (plus
long) de la fraction la plus jeune de la population, le premier pic épidémique est légèrement
retardé et l’épidémie semble maîtrisée plus longtemps (180 jours). Malheureusement, les
ressources s’épuisent également et un deuxième pic apparaît quelques mois plus tard. (Droite)
En ciblant l’ensemble de la population ou sa fraction la plus jeune uniquement, les résultats
sont similaires. Un contrôle uniforme conduit à une mortalité cumulée sur la période d’intérêt
comparable à celle sans aucune mesure de contrôle. La performance du contrôle optimal par
rapport à un contrôle uniforme est d’environ 92%.
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Chapitre 3

Modèles structurés et dynamique
épidémio-évolutive

La modélisation de l’épidémiologie et de l’évolution des agents pathogènes a longtemps
été abordée par la théorie de la dynamique adaptative en utilisant des analyses d’invasibilité
(ex. [19, 42, 43]). Ces approches impliquent que la sélection opère sur une échelle de temps
plus courte que la mutation, ou, en d’autres termes, que les échelles de temps épidémiolo-
giques et évolutives sont séparées. En supposant des populations à l’équilibre, les analyses
d’invasibilité ignorent les dynamiques épidémiques de court terme. Or, si la gestion de l’évolu-
tion des agents pathogènes sur le long terme (ex. l’évolution de leurs virulences) demeure un
objectif, il n’en reste pas moins que les épidémiologistes en général ne sauraient négliger les
dynamiques épidémiques sur le court terme. Les approches que je développe ici vise à intégrer
dans un même cadre de modélisation, d’une part, des modèles d’épidémiologie avec des mo-
dèles de génétique des populations et, d’autre part, les échelles de temps épidémiologiques et
évolutives. Je ferais appel à des systèmes d’équations aux dérivées partielles ou à des systèmes
d’EDP intégro-différentielles avec des opérateurs non locaux, ex. [6, 8, 10, 11, 25, 34, 62, 84].

3.1 Hétérogénéité et attracteurs évolutifs
Considérons ici un système dans lequel l’agent pathogène est producteur de spores et

infectant une population d’hôtes hétérogène avecNc ≥ 1 classes d’hôtes. A un instant t donné,
les hôtes de la classe k peuvent être soit sains (Hk(t)) soit infectés. Les spores produites par
tous les tissus infectieux sont supposées se mélanger uniformément dans l’air pour former un
pool de spores qui peut atterrir sur n’importe quelle classe d’hôtes. La population parasitaire
est structurée par un phénotype continu x, tel que Ik(a, t, x) représente la densité de tissu
infecté de l’hôte k au temps t , qui ont été infectés pendant une durée a par la souche x.
La densité du pool de spores de phénotype x au temps t est notée A(t, x). Le phénotype et
le temps écoulé depuis l’infection affectent deux traits de pathogénicité dans chaque classe
d’hôtes résumant les étapes de base du cycle d’infection de la maladie : (i) l’efficacité de
l’infection βk(x), et (ii) la courbe de sporulation rk(a, x). Introduisons le système d’équations
intégro-différentielles suivantes pour décrire la dynamique épidémiologique et évolutive des
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populations hôtes et pathogènes

∂

∂t
Hk(t) = φkΛ− θHk(t)−Hk(t)

∫
RN

βk(y)A(t, y)dy,(
∂

∂t
+

∂

∂a

)
Ik(t, a, x) = − (θ + dk(a, x)) Ik(t, a, x),

Ik(t, 0, x) = βk(x)Hk(t)A(t, x),

∂

∂t
A(t, x) = −δA(t, x) +

Nc∑
k=1

∫
RN

∫ ∞

0

m(y − x)rk(a, y)Ik(t, a, y) da dy.

(3.1)

Des hôtes sains sont produits au taux Λ et φk est la proportion de l’hôte k dans l’environne-
ment. La force totale de l’infection sur un hôte k est

∫
RN βk(y)A(t, y)dy, où RN est l’espace

phénotypique de dimension N . Les spores deviennent non viables au taux δ. Les hôtes sains
meurent au rythme θ (indépendamment de leur classe) et les hôtes infectés meurent au
rythme θ+dk(a, x), où dk(a, x) est la mortalité induite par la maladie. Les hôtes infectés par
la souche y produisent des spores avec le phénotype x au taux m(y− x)rk(a, y), où m(y− x)
est la probabilité de mutation du phénotype y au phénotype x. Le noyau m doit satisfaire
les propriétés suivantes :
(P1) La fonction m est presque partout strictement positive sur RN et doit être normalisée
de telle sorte que,

∫
RN m(x)dx = 1.

(P2) Elle est symétrique, cad. m(x) = m(−x), pour tout x ∈ RN .
Le nombre de reproduction de base, R0, est généralement utilisé pour étudier la propaga-

tion d’une souche pathogène x dans une population hôte initialement non infectée. Un patho-
gène avec le phénotype x se propagera lorsque R0(x) > 1. Par contre, une fois qu’une souche
pathogène x a initialement envahit la population hôte, l’invasion par une nouvelle souche
mutante peut être étudiée via la dynamique adaptative. Une souche mutante (initialement
rare) avec le phénotype y envahira une population pathogène résidente avec le phénotype x si
sa fitness d’invasion fx(y) > 0. Pour donner quelques détails, supposons que le système (3.1)
atteigne un équilibre épidémiologique monomorphe Ez = (Hz

k , I
z
k(·)δz, Azδz)k=1,···Nc

, pour un
trait z. Prenons formelement m(x− y) = δx(y) dans (3.1), avec δx est la masse de Dirac en
x, alors

Hz
k =

Λφk

θ + βk(z)Az
, Izk(a) = βk(z)A

zHz
k exp

(
−θa−

∫ a

0

dk(σ, z)dσ

)
, (3.2)

où Az > 0 est l’unique solution de l’équation suivante :

Nc∑
k=1

Λφk

θ + βk(z)Az
Ψk(z) = 1. (3.3)

Notons que Az > 0 est définie uniquement lorsque
∑Nc

k=1
Λφk

θ
Ψk(z) > 1. A présent, supposons

qu’une nouvelle mutation avec une valeur de trait, disons y, se produise. Ceci induit une
perturbation de phénotypique y, de sorte que Hk(t) = Hz

k + uk(t) et

Ik(t, a, x) = Izk(a)δz(x) + jk(t, a)δy(x) et A(t, x) = Azδz(x) +B(t)δy(x),
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et les perturbations pour l’infection, jk et B, sont régies par le système d’équations linéarisé
autour de Ez : 

(
∂

∂t
+

∂

∂a

)
jk(t, a) = − (θ + dk(a, y)) jk(t, a),

jk(t, 0) = βk(y)H
z
kB(t),

B′(t) =
Nc∑
k=1

∫ ∞

0

rk(a, y)jk(t, a)da− δB(t).

(3.4)

Afin d’étudier l’évolution de cette perturbation nous allons dériver une équation de renou-
vellement sur bz(t, y), la densité de spores nouvellement produites au temps t de phénotype
y dans la population résidente de phénotype x. Ce terme est plus précisément défini par

bz(t, y) =
Nc∑
k=1

∫ ∞

0

rk(a, y)jk(t, a)da.

Il résulte alors de l’équation jk du système linéaire (3.4), que

jk(t, a) =

{
jk(0, a− t)e−θt−

∫ a
a−t dk(σ,y)dσ, a ≥ t,

βk(y)H
z
kB(t− a)e−θa−

∫ a
0 dk(σ,y)dσ, a < t,

tandis que

B(t) =

∫ t

0

bz(s, y)e−δ(t−s)ds+B(0)e−δt.

Par conséquent, bz(t, y) satisfait l’équation de renouvellement suivante :

bz(t, y) =

∫ t

0

Bz(a, y)bz(t− a, y)da+ F(t, y, z),

où Bz(a, y) est le nombre attendu de nouvelles infections produites par unité de temps, dans
une population hôte résidente de phénotype z, par un individu qui a été infecté a unités de
temps auparavant avec le phénotype y, donné par

Bz(a, y) = e−δa

Nc∑
k=1

Hz
kβk(y)

∫ a

0

rk(s, y)e
δs−θs−

∫ s
0 dk(σ,y)dσds.

Grâce à la formulation ci-dessus, il découle de la dynamique adaptative classique [22, 43, 73]
que le nombre de spores, R(y, Ez), d’une stratégie mutante initialement rare, y, dans la
population résidente z est donné par

R(y, Ez) =

∫ ∞

0

Bz(a, y)da =
Nc∑
k=1

Hz
kΨk(y),

où Ψk(x) la valeur reproductive d’un agent pathogène de phénotype x sur l’hôte k (cad. la
fonction fitness) définie par

Ψk(x) =
1

δ
βk(x)

∫ ∞

0

rk(a, x) exp

(
−θa−

∫ a

0

dk(σ, x)dσ

)
︸ ︷︷ ︸
prob. de viabilité d’une lésion d’âge a

da, (3.5)
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Ensuite, la fitness d’invasion fz(y) d’une stratégie mutante y dans la population résidente z
est donnée par

fz(y) = R(y, Ez)− 1 =
Nc∑
k=1

Hz
kΨk(y)− 1. (3.6)

Si on combine, (3.6) et (3.2), il vient

fz(y) =
Nc∑
k=1

ΛφkΨk(y)

θ + βk(z)Az
− 1. (3.7)

En utilisant l’équation (3.3) qui définie l’équilibre résident, on note que R(z, Ez) = 1, et (3.7)
devient

fx(y) =
Nc∑
k=1

Λφk

θ + βk(x)Ax︸ ︷︷ ︸
rétroaction du résident x

(Ψk(y)−Ψk(x)) . (3.8)

La rétroaction environnementale de la souche résidente x conditionne la capacité d’une souche
mutante y à envahir la population résidente. Elle dépend des conditions établies par la souche
résidente, notamment en ce qui concerne les ressources de l’hôte déjà prises par x.

Notons que lorsque la rétroaction environnementale Ez est réduite à l’environnement
sans maladie, alors Sz

k se réécrit comme Hz
k = Λφk

θ
. Et le nombre de reproduction de base

épidémiologique de l’agent pathogène avec le phénotype y est calculé comme suit

R0(y) =
Nc∑
k=1

Rk
0(x) =

Λ

θ
Ψ(y), avec Rk

0(x) =
Λφk

θ
Ψk(x), Ψ =

Nc∑
k=1

φkΨk. (3.9)

Dans un environnement comportant Nc classes d’hôtes dans lequel toutes les propagules de
l’agent pathogène passent par un bassin commun dans le compartiment A comme pour le
modèle (3.1), le R0 est la somme des nombres de reproduction de l’agent pathogène pour
chaque classe d’hôtes.

Lorsque les efficacités d’infection ne diffèrent pas entre les classes d’hôtes (cad. βk = β,
pour toutes les classes d’hôtes k), ce terme de rétroaction est unique et sort de la somme, et
en utilisant l’équation (3.9), (3.8) peut être réécrite comme suit

fx(y) =
θ

θ + β(x)Ax
(R0(y)−R0(x)) . (3.10)

Il s’ensuit que le modèle (3.1) admet un principe d’optimisation basé sur R0 [46, 61, 74, 76,
86]. En effet, le signe de la fitness d’invasion fx(y) est donné par le signe de la différence
entre R0(y) et R0(x) et, ainsi, les attracteurs évolutifs du modèle (3.1) coïncident avec les
maxima locaux de R0 à condition que les plantes hôtes n’affectent que des ensembles de
traits de pathogénicité sous-jacents aux courbes de sporulation (Figure 3.1). Inversement, si
les efficacités d’infection diffèrent pour au moins deux classes d’hôtes, le principe d’optimi-
sation ne s’applique pas. Par conséquent, si certaines plantes hôtes affectent l’efficacité de
l’infection, le calcul de la fitness d’invasion avec l’équation (3.8) est nécessaire pour la carac-
térisation des attracteurs évolutifs. En effet, comme illustré par la Figure 3.2, nous avons une
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population pathogènes essentièlement polymorphes à l’équilibre évolutif (Figure 3.2,D,E,F)
mais un unique maximum local pour le R0 comme confirmé par le gradient (Figure 3.2,B,C).
Cependant, le graphique d’invasibilité par paires prédit une population polymorphe (Figure
3.2,A).

Figure 3.1 – On considère ici deux types d’hôtes S et R dans le système (3.1), avec βS = βR.
La fonction de fitness est bimodale, avec un maximum global et un maximum local (panneau
de gauche). À t = 0, la population de pathogènes est à son équilibre de mutation-sélection sur
l’hôte S (distribution vert clair). La dynamique d’infection et la composition phénotypique
de la population de pathogènes sur les hôtes S et R sont présentées dans les panneaux central
et de droite, respectivement. La ligne noire dans le panneau de droite correspond au temps
d’émergence.

Figure 3.2 – Exemple de configuration où une population de pathogènes polymorphes est
sélectionnée à l’équilibre (panneaux A, D, E, F) alors qu’il existe un seul maximum local
pour R0 (panneau B), comme le confirme son gradient (panneau C). On considère ici deux
types d’hôtes S et R dans le système (3.1), avec βS ̸= βR.
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3.2 Équilibre évolutif monomorphe ou polymorphe
A présent, regardons un peu plus présicément la nature de l’équilibre évolutif pour un

système du type (3.1). Soit (H, I,A) ∈ (0,∞)Nc ×
(
L1
+

(
(0,∞)× RN

))Nc × L1
+(RN) un état

stationnaire de (3.1). Alors,

Hk =
φkΛ

θ +
∫
RN βk(y)A(y)dy

,

Ik(a, x) = βk(x)HkA(x) exp

(
−θa−

∫ a

0

dk(σ, x)dσ

)
,

A(x) =
Nc∑
k=1

1

1 + θ−1
∫
RN βk(y)A(y)dy

Lk[A](x),

(3.11)

où Lk est l’opérateur linéaire défini par

Lk[A](x) =

∫
RN

m(y − x)Rk
0(y)A(y) dy.

Désignons T l’opérateur tel que

T [A] =
Nc∑
k=1

Lk[A]

1 + θ−1
∫
RN βkAdy

.

Notons que (H, I,A) =
(
φkΛ
θ
, 0, 0

)
est toujours une soluton triviale de (3.11). Donc, nous

nous interessons ici à une solution non triviale, cad. avec A ̸= 0. De ce fait, en plus des
hypothèses (P1) et (P2) précédentes, supposons que :
(P3) Pour tout R > 0, la fonction MR : x 7→ sup

∥y∥≤R

m (x+ y) appartient à L1(RN).

(P4) Les fonctions Ψk définie par (3.9) sont telles que ∥Ψk(x)∥∞ → 0 and ∥x∥ → ∞.
Désignons par rσ(L), la valeur propre principale de l’opérateur L tel que

L[A](x) =
Nc∑
k=1

Lk[A](x) =

∫
RN

m(y − x)R0(y)A(y) dy.

Notons que l’hypothèse (P3) fournit une condition sur m pour assurer la compacité de
l’opérateur linéaire L. Une telle hypothèse est vraie pour une grande classe de fonctions m,
et en particulier pour les fonctions bornées satisfaisant l’estimation de décroissance à l’infini
suivante (pour un certain η > N)

m(x) = O
(
∥x∥−η

)
, quand ∥x∥ → ∞.

On a le résultat suivant sur l’existence d’au moins un équilibre non trivial du système
(3.1)

Theorem 3.1 Si rσ(L) > 1, alors il existe au moins une fonction continue A > 0, telle que
A ∈ L1(RN) ∩ L∞(RN), et A = T [A].
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Ainsi, une solution stationnaire non triviale du système (3.1) est donc reconstruite en injectant
A dans les deux premières équations de (3.11). La preuve du théorème ci-dessus repose sur
la théorie des attracteurs globaux appliquée au système dynamique discret généré par T , ex.,
voir [12].

Dans le cas d’une homogénéité en hôte dans le modèle (3.1), cad. Nc = 1, nous pouvons
être encore plus précis en démontrant l’existence d’un unique point fixe positif de T , et donc
l’unicité d’une solution non triviale du système (3.1). Cette démonstration repose essentiel-
lement sur le théorème de Krein-Rutmann pour les opérateurs linéaires positifs, irréductibles
et compacts dans les treillis de Banach, ex., voir [75, Corollary 4.2.15]. Désignons par

Ω = {x ∈ RN : R0(x) > 0}.

Observons que si Ω ̸= RN alors, pour tout p ∈ [1,∞), l’opérateur L n’est pas irréductible sur
Lp(RN). Par conséquent, malgré sa compacité, nous ne pouvons pas appliquer directement
le résultat mentionné ci-dessus. Par suite, notons qu’en étendant les fonctions par zéro en
dehors de Ω on peut identifier pour chaque exposant p ∈ [1,∞) l’espace Lp(Ω) comme
un sous-espace fermé de Lp(RN). Avec une telle identification, on peut ainsi considérer, pour
chaque p ∈ [1,∞), l’opérateur de restriction L|Lp(Ω) défini comme un opérateur linéaire borné
de Lp(Ω) dans Lp(RN) mais aussi l’opérateur M ∈ L (Lp(Ω)) défini, pour tout u ∈ Lp(Ω),
par

M [u](x) =

∫
Ω

m(x− y)R0(y)u(y)dy =
(
Lp|Lp(Ω)

)
[u](x), a.e. ;x ∈ Ω. (3.12)

Bien que l’opérateur L ne soit pas necessairement irréductible, l’opérateur M lui est irréduc-
tible. De plus, soit ψ ∈ L2(Ω) avec ψ > 0 p.p. un vecteur propre principal de M . Alors,∫

Ω

m(x− y)R
1
2
0 φ(y)dy = rσ(M)ψ(x), ∀x ∈ Ω, avec φ(x) = R

1
2
0 (x)ψ(x).

Par conséquent, en multipliant l’équation ci-dessus par R
1
2
0 (x), on obtient

R
1
2
0 (x)

∫
Ω

m(x− y)R
1
2
0 (y)φ(y)dy = rσ(M)φ(x), ∀x ∈ Ω.

Introduisons ensuite l’opérateur linéaire symétrique borné M̂ dans l’espace de Hilbert L2(Ω)
défini par

M̂ [φ](x) = R
1
2
0 (x)m ∗

(
R

1
2
0 φ
)
(x), ∀x ∈ Ω, ∀φ ∈ L2(Ω).

On observe alors que l’opérateur linéaire positif M̂ est compact et irréductible. Puisque
ϕ(.) = R

1
2
0 (.)ψ(.) ∈ L2(Ω) avec ϕ > 0 p.p., on en déduit que

rσ (M) = rσ

(
M̂
)
.

Enfin, la formulation du quotient de Rayleigh pour la valeur propre principale de M̂ garantit
que

rσ(L) = rσ (M) = rσ

(
M̂
)
= sup

φ∈L2(Ω)
∥φ∥L2(Ω)=1

∫∫
Ω×Ω

R
1
2
0 (x)R

1
2
0 (y)m(x− y)φ(x)φ(y)dxdy.
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De cette remarque en découle une correspondance entre les paires propres principales des
trois types d’opérateurs L, M et M̂ .

A présent que nous avons l’existence d’au moins un équilibre non trivial du modèle (3.1),
qui est unique lorsque Nc = 1, nous pouvons formellement déterminer les propriétés de
polymorphisme évolutif de cet équilibre. Pour simplifier la présentation, considérons le sys-
tème (3.1) avec Nc = 2 correspondant aux hôtes S et R. Soit (HS, HR, IS(·), IR(·), A(·))
un équilibre non trivial du système (3.1) lorsque des proportions φS = φ > 0 et φR =
1− φ > 0 de R et S sont introduite dans l’environnement. Rappelons ensuite que l’équilibre
(HS, HR, IS(·), IR(·), A(·)) vérifie (3.11). Nous pouvons explorer de manière heuristique les
conditions donnant lieu à un équilibre évolutif dimorphe ou monomorphe. Considérons deux
cas : βS ̸= βR et βR = βS.

βS ̸= βR : l’efficacité d’infection de l’agent pathogène est différente sur les hôtes
S et R. Supposons formellement que la population de spores s’écrit A(x) = aSδµS

(x) +
aRδµR

(x), et nous intégrons cet ansatz dans la troisième équation de (3.11). Ce qui donne,
pour tout x,

aR

[
φΨR(µR)

θ + aRβR(µR) + aSβR(µS)
+

(1− φ)ΨS(µR)

θ + aRβS(µR) + aSβS(µS)

]
m(µR − x)

+ aS

[
φΨR(µS)

θ + aRβR(µR) + aSβR(µS)
+

(1− φ)ΨS(µS)

θ + aRβS(µR) + aSβS(µS)

]
m(µS − x)

=
1

Λ
[aRδµR

(x) + aSδµS
(x)] .

Supponsons m(x− y) ≈ δx(y), alors l’équation ci-dessus devient
φΨR(µR)

θ + aRβR(µR) + aSβR(µS)
+

(1− φ)ΨS(µR)

θ + aRβS(µR) + aSβS(µS)
=

1

Λ
,

φΨR(µS)

θ + aRβR(µR) + aSβR(µS)
+

(1− φ)ΨS(µS)

θ + aRβS(µR) + aSβS(µS)
=

1

Λ
,

avec aS > 0 et aR > 0. Si on pose{
X = X(aS, aR) = (θ + aRβR(µR) + aSβR(µS))

−1 ,

Y = Y (aS, aR) = (θ + aRβS(µR) + aSβS(µS))
−1 .

(3.13)

alors
K(X, Y )T =

1

c0Λ
(1, 1)T , (3.14)

où K =

(
φβR(µR) (1− φ)βS(µR)
φβR(µS) (1− φ)βS(µS)

)
et c0 une fonctionelle positive telle c0(µS) = c0(µR).

Dans ce scénario, cad. βS ̸= βR, on suppose qu’il y a un compromis sur l’efficacité de
l’infection. En d’autre termes, une souche pathogène très efficiente sur un hôte l’ai un peu
moins sur l’autre. On suppose donc raisonnablement que βR(µR) > βR(µS) et βS(µS) >
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βS(µR). Par conséquent, det(K) = φ(1 − φ) (βR(µR)βS(µS)− βR(µS)βS(µR)) > 0. Ensuite,
la résolution du système (3.14) pour (X, Y ) conduit à

θX =
RS

0 (µS)−RS
0 (µR)

RR
0 (µR)RS

0 (µS)−RR
0 (µS)RS

0 (µR)
> 0,

θY =
RR

0 (µR)−RR
0 (µS)

RR
0 (µR)RS

0 (µS)−RR
0 (µS)RS

0 (µR)
> 0.

En revenant à la définition de X = X(aS, aR) et Y = Y (aS, aR) fournie par (3.13), on trouve
alors

G(aR, aS)T =

(
1

X
− θ,

1

Y
− θ

)T

,

avec G =

(
βR(µR) βR(µS)
βS(µR) βS(µS)

)
. Parce que det(G) = (βR(µR)βS(µS)− βR(µS)βS(µR)) > 0,

il en résulte la condition nécessaire suivante pour un équilibre dimorphe

θX < 1, θY < 1,

βS(µS)

(
1

θX
− 1

)
> βR(µS)

(
1

θY
− 1

)
,

βR(µR)

(
1

θY
− 1

)
> βS(µR)

(
1

θX
− 1

)
.

(3.15)

Cette condition heuristique (3.15) est nécessaire (mais pas nécessairement suffisante) pour
que le système (3.1) (ici avec Nc = 2) admette un équilibre évolutif dimorphe. Une confi-
guration avec une hypothèse technique sur les supports disjoints des βk, est rigoureusement
étudiée dans [12]. Mais ici, afin d’aller un peu plus loin dans notre analyse, nous supposons
un compromis fort sur l’efficacité de l’infection, à savoir

Ψl(µk) <1 et βl(µk) << 1 pour l, k = R, S et l ̸= k.

Nous en déduisons que le système d’inéquations (3.15) se simplifie en
φΨR(µR)

θ + aRβR(µR)
≈ 1

Λ
,

(1− φ)ΨS(µS)

θ + aSβS(µS)
≈ 1

Λ
.

Par conséquent, les proportions de chaque phénotype évolutif, µS et µR, peuvent être calculées
par

aR ≈ φΛΨR(µR)− θ

βR(µR)
, et aS ≈ (1− φ)ΛΨS(µS)− θ

βS(µS)
, (3.16)

conditionné par les inégalités de seuil suivantes

RR
0 (µR) = φ

Λ

θ
ΨR(µR) > 1 et RS

0 (µS) = (1− φ)
Λ

θ
ΨS(µS) > 1.
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βS = βR : l’efficacité d’infection de l’agent pathogène est la même sur les hôtes S
et R. Dans cette configuration, en utilisant le même argument que précédement, on montre
qu’un dimorphisme évolutif n’est pas plausible. À l’équilibre on a A(x) = a∗δµ∗(x) ; où a∗ > 0
est donné par

a∗ =
ΛΨ(µ∗)− θ

β(µ∗)
=

θ

β(µ∗)
[R0(µ

∗)− 1] ,

avec R0(µ
∗) > 1.

3.3 Phénomène de concentration et métastabilité
Nous supposons maintenant que le noyau de mutation m du modèle (3.1) dépend d’un

petit paramètre 0 < ε << 1. Il est maintenant dénoté par mε et prend la forme

m(x) = mε(x) = ε−Nm
(x
ε

)
, ∀x ∈ RN . (3.17)

Le paramètre ε modélise la dispersion de la petite variance dans l’espace des valeurs phéno-
typiques. Notons également que les mutations ne sont pas rares puisqu’elles surviennent à
chaque cycle de vie de l’agent pathogène. Nous cherchons à décrire le comportement en ε→ 0
du point d’équilibre non trivial (H∗

ε , I
∗
ε , A

∗
ε) du système (3.1) lorsque m est remplacé par mε.

Nous nous intéresserons plus particulièrement à la description des propriétés de concentra-
tion de l’unique fonction A∗

ε, dans le cas Nc = 1, qui se caractérise comme le vecteur propre
principal de l’opérateur linéaire Lε défini par

Lε[φ](x) = R
1
2
0 (x)

∫
RN

mε(x− y)R
1
2
0 (y)φ(y)dy. (3.18)

Les hypothèses supplémentaires suivantes sont necessaire
(P5) La fonction Θ = R

1
2
0 est de classe C∞ sur RN .

(P6) Il existe un nombre fini de points {x1, .., xM} ⊂ RN tels que
{
x ∈ RN : R0(x) = ∥R0∥∞

}
=

{x01, .., x0M} , et pour tout k = 1, ..,M , la matrice Hessienne −D2Θ(x0k) est définie positive.
(P7) mε décroît assez vite à l’infini dans le sens où m(x) = O

(
1

∥x∥∞

)
quand ∥x∥ → ∞. En

d’autre termes, lim
|x|→∞

|x|nm(x) = 0, pour tout n ∈ N. Cette hypothèse ne signifie pas que le

noyau de mutation a une décroissance très rapide à l’infini. Soulignons que la décroissance
de la distribution du noyau de mutation considérée ici permet de considérer les queues d’une
grande variété de distributions (ex. voir [56]).
(P8) La matrice de covariance Σ[m] = (Σi,j)i,j=1,..,N de la mesure de probabilité m(x)dx est
définie positive. Rappelons que Σi,j =

∫
RN yiyjm(y)dy, i, j = 1, ..., N.

La suite de l’analyse sur la description des propriétés de concentration de l’équilibre non
trivial repose assez sur des outils d’analyse semi-classique, ex. voir [48, 57, 88]. En effet, fixons
x0j ∈ {x01, .., x0M} , et introduisons l’opérateur unitaire

U ε
j [u](x) = ε−

N
4 u
(
ε−

1
2 (x− xj)

)
.

42



On peut ainsi "relocaliser" l’opérateur global Lε autour du point xj par

Lε
j [u] =

((
U ε
j

)−1 ◦ Lε ◦ U ε
j

)
[u],

et on s’intéresse au problème spectral

Lε
jψ

ε(x) = λεψε(x), dans L1(RN) ∩ L∞(RN). (3.19)

Plus précisément, on cherche une solution formelle de (3.19) de la forme

ψε
j (x) =

∞∑
k=0

ε
k
2φk,j

(
x− xj

ε
1
2

)
et λεj = ∥R0∥∞

(
1 +

∞∑
k=0

ε1+
k
2λk,j

)
.

Les suites {φk,j}k≥0 ⊂ L2(R) et {λk,j}k≥0 ⊂ R typiquement par une relation recurrence
faisant usage de l’opérateur elliptique défini par

Pj = −∆+
∥∥∥A 1

2
j x
∥∥∥2 , pour j = 1, . . . ,M ; (3.20)

avec Aj = −D2R0(x
0
j). Notons que

φ0,j(x) = (2π)−
N
2

√
det(A

1
2
j ) exp

−
∥A

1
2
j x∥2

2

 , et λ0,j = −tr
(
A

1
2
j

)
. (3.21)

De plus, dans le cas unidimensionnel, cad. N = 1, on a

Pj[u](x) = u′′(x)−
(
−2

R′′
0(xj)

R0(xj)

m0

m2

)
x2,

où mi =
∫
Rm(y)yidy.

Nous pouvons ainsi construire une relation d’ordre notée ⊴, dans l’ensemble {1, ..,M}
telle que

i ⊴ j ⇔ {λk,i}k≥0 ⪯ {λk,j}k≥0 .

Désignons ensuite par
M = max ({1, ..,M},⊴) .

Grâce aux notes précédentes, nous pouvons introduire les résultat de concentration du
vecteur propre principal Ψep associé à Lε, et donc la concentration de l’équilibre non trivial
du modèle (3.1) quand Nc = 1.

Theorem 3.2 1. Soit λε la valeur propre principale de l’opérateur Lε. Alors λε admet un
développement en série asymptotique suivante, quand ε→ 0, pour tout j ∈ M,

1

∥R0∥∞
λε = 1 +

p∑
k=0

ε1+kλ2k,j +O
(
εp+2

)
as ε→ 0,

pour tout p ≥ 0
2. Considérons le vecteur propre principal ψε de Lε, tel que ∥ψε∥L1(RN ) = 1. Supposons

M = {i}. Alors,
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— Alors, pour tout ν ∈ (0, γ0), il existe η > 0 tel que∫
RN\B(xi,εν)

ψε(x)dx = O
(
exp

(
−ηεν−γ0

))
as ε→ 0.

— En particulier, ψε → δxi
quand ε→ 0 pour la topologie faible : ∀f ∈ C

(
RN
)

on a

lim
ε→0

∫
RN

f(x)ψε(x)dx =

∫
RN

f(x)δxi
(dx) = f (xi) .

Remarquons que, si R0 est symétrique ; M = {i, j} avec i ̸= j et xi = −xj, alors le vec-
teur propre principal est également symétrique, l’état stationnaire non trivial se concentre
(également) sur ces deux points, et conduit à un état stationnaire dimorphe. D’un point
de vue biologique, la condition M = {i} est une hypothèse raisonnable. En effet, dans
le cas unidimensionnel, si i ̸= j sont dans M, alors λk,i = λk,j pour tout k ≥ 0, cad.
(R0)

(n) (x0j) = (R0)
(n) (x0i ) , ∀n ∈ N.

La développement asymptotique précédent permet d’aller un peu plus loin dans la caracté-
risation des attracteurs évolutifs. Par simplicité, mettons nous dans un cadre unidimensionnel,
cad. N = 1. Alors, pour tout j ∈ {1, ..,M}, on a

λ0,j ∼ R0(x
0
j), λ1,j ∼ 0, λ2,j ∼ −R′′

0(x
0
j), (3.22)

à des constantes positives près (et indépendantes de x0j). Supposons que la fonction fitness
Ψ (ou le R0 = Λ

θ
Ψ) est maximisée globalement par deux valeurs phénotypiques x1 et x2,

cad. R0(x1) = R0(x2) = ∥R0∥∞ (Figure 3.3). Une question se pose tout de suite : avec la
dynamique à long terme, où sera la concentration dans l’espace des valeurs phénotypiques de
la population pathogène ? En d’autres termes, entre ces deux valeurs phénotypiques, quel est
l’Attracteur Évolutif Globalement Stable (AEGS) ? Dans la configuration décrite à la Figure
3.3(a), les valeurs phénotypiques x1 et x2 diffèrent par leurs dérivées secondes respectives
de la fonction de fitness (cad. Ψ′′(x2) > Ψ′′(x1)). Dans ce cas, grâce à la décomposition
(3.22) il vient que x2 est l’AEGS. La simulation montre qu’à long terme, la population
pathogène se concentre autour de cette valeur phénotypique x2 (voir Figure 3.3(b)). Avant
d’atteindre l’AEGS, la population pathogène vit pendant un certain temps autour de la valeur
phénotypique dominante initialement x0, puis se "déplace" par mutation et vit pendant une
période relativement longue autour du maximum local x1 de la fonction de fitness (ou du
R0).

Le temps nécessaire pour atteindre la valeur GSEA sera d’autant plus long que les at-
tracteurs évolutifs x1 et x2 seront proches. La notion de proximité ici se définit au sens du
gap spectral de l’opérateur Lε. Plus précisément, nous savons que l’opérateur linéaire Lε

est auto-adjoint, compact, irréductible et positif sur L2(RN). Par conséquent, il admet une
décomposition spectrale dont les valeurs propres sont

λε1 > λε2 ≥ λε3 ≥ · · · ≥ λεn, avec λεn → 0 quand n→ ∞,

associés à l’ensemble des vecteurs propres {φε
n}n≥1 qui forment une base Hilbertienne de

L2(R). Désignons ensuite par G(ε) et H(ε) les premier et deuxième gap spectraux :

G(ε) = λε1 − λε2, et H(ε) = λε2 − λε3.
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Figure 3.3 – Dynamique avec deux maximum globaux pour la fonction de fitness
Ψ (ou le R0). (a) La fonction de fitness Ψ et la densité de la population pathogène au temps
t = 0 par rapport à l’espace de valeur phénotypique. La fonction de fitness est maximisée par
deux AEs (Attracteur Évolutif) x1 et x2. Ces AEs diffèrent par leur seconde dérivée respective
de la fonction de fitness : Ψ′′(x2) > Ψ′′(x1). Selon un ordre bien défini sur l’ensemble des AEs,
x2 est l’AEGS (Attracteur Évolutif Globalement Stable). (b) Dynamique épidémiologique et
évolutive des tissus infectieux par rapport à l’espace des valeurs phénotypiques. Initialement
(à t = 0), la population pathogène est essentiellement concentrée autour de la valeur phéno-
typique x0. La dynamique à long terme illustre la concentration de la population pathogène
autour de l’AEGS x2. Avant d’atteindre la valeur phénotypique x2, la population pathogène
vit pendant un certain temps autour de la valeur phénotypique dominante initiale x0, puis
par mutation, vit pendant un temps relativement long autour de la valeur phénotypique x1.

Dans le cas de la Figure 3.3, on a R0(x1) = R0(x2) et R′′
0(x1) ̸= R′′

0(x2), de sorte que
G(ε) = O(ε). Par contre, supposons que les deux attracteurs évolutifs, x1 et x2, satisfont
R′′

0(x1) = R′′
0(x2) < 0, et qu’il existe une dérivée d’ordre supérieur, disons k ≥ 3, telle que

R(k)
0 (x1) ̸= R(k)

0 (x2). Dans cette situation, le gap spectral de Lε est tel que G(ε) = O (ε3).
En d’autres termes, c’est une configuration pour la quelle on a

H(ε) = h(ε)ε avec h(ε) → h > 0 et G(ε) ≪ ε

| ln ε|
, (3.23)

pour ε≪ 1.
Dans une telle configuration où l’estimation (3.23) est vérifiée, la dynamique du pathogène

peut avoir de longs régimes transitoires pendant lesquels le parasite évolue très lentement
autour d’un quasi-équilibre (état métastable) du système. Durant ces longues périodes de
métastabilité, l’agent pathogène est maintenu loin de son optimum de virulence. Bien que
les dynamiques métastables soient présentes dans certains problèmes issus de la physique,
ce type de phénomène semble moins étudié en épidémiologie évolutive. L’étude d’une telle
dynamique requiert des outils d’analyse de la dynamique lente des systèmes, ex. [13, 40, 58].
En effet, si on simplifie le modèle (3.1) en négligeant la structuration en âge, en supposant
que la dynamique des spores A est à l’équilibre, et en prenant Nc = 1, on obtient pour t > 0
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et x ∈ RN , 
dH(t)

dt
= Λ− θH(t)−H(t)

∫
RN

β(y)Lε[I(t, ·)](y)dy,
∂I

∂t
(t, x) = H(t)Lε[I(t, ·)](x)− µI(t, x),

(3.24)

où Lε est toujours défini par (3.18).
On se place dans la configuration de l’hypothèse (3.23), cad. qu’on a deux attracteurs

évolutifs x1 et x2 qui ne sont distinguable que pour un ordre de dérivée du R0 supérieur à
deux. Sans nuire à la généralité, on suppose que x2 est l’AEGS. Pour j = 1, 2, posons

βε
j =

∫
βφε

jdx, ωε
j =

∫
Iεφε

jdx, Rε
0,j =

Λλεj
θµ

, U ε
j =

Rε
0,j − 1

βε
jλ

ε
j

,

où (H, I) = (Hε, Iε) est la solution de (3.24). Pour tout α ∈ (0, 1) et ε≪ 1 avec ∥R0∥∞ > 1,
définissons

tε,α = inf

{
t ≥ G(ε)−1 − | ln ε|

ε
, βε

1w
ε
1(t) = α

(
1− ∥R0∥−1

∞
)}

. (3.25)

Ce temps tε,α est bien définie car on montre que

βε
1w

ε
1(t) →

(
1− ∥R0∥−1

∞
)

quand ε→ 0,

uniformément pour t ∈
[
ℓ| ln ε|

ε
, 1
G(ε)

− | ln ε|
ε

]
, pour une certaine constante ℓ > 0, tandis que

pour toute ε > 0 assez petite on a

βε
1w

ε
1(t) → 0 quand t→ ∞.

Le temps tε,α correspond approximativement à la première diminution de la concentration
de l’infection autour de l’attracteur évolutif x1. On a ensuite le résultat suivant [10]

Theorem 3.3 Supposons ∥R0∥∞ > 1 et soit (Hε, Iε) la solution de (3.24). Soit α ∈ (0, 1),
pour tout ε suffisament petit, alors il existe k > 0 tel que

∥Iε(t, ·)− wε
1(t)φ

ε
1(·)− wε

2(t)φ
ε
2(·)∥L2(RN ) → 0, (3.26)

et
Hε(t) → H0 :=

µθ

∥R0∥∞
, (3.27)

uniformément pour t ≥ k | ln ε|
ε

quand ε→ 0.
De plus, les coefficients wε

i satisfont, uniformément pour t ≥ k | ln ε|
ε

βε
1w

ε
1(t) + βε

2w
ε
2(t) →

(
1− ∥R0∥−1

∞
)
, quand ε→ 0, (3.28)

βε
2w

ε
2(t)−

(1− α) (1− ∥R0∥−1
∞ )

1− α + αe
−G(ε) θµ

λε2
(t−tε,α)

→ 0, quand ε→ 0. (3.29)

et
βε
1w

ε
1(t)−

α (1− ∥R0∥−1
∞ )

α + (1− α)e
G(ε) θµ

λε1
(t−tε,α)

→ 0, quand ε→ 0. (3.30)
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Enfin, le temps tε,α satisfait

tε,α ≫ 1

G(ε)
, quand ε→ 0. (3.31)

Remarquons que le résultat ci-dessus fournit une description complète de la solution
(Hε, Iε) de (3.24) lorsque ε ≪ 1. Cette description inclut les différents régimes du système
(3.24) et correspond approximativement à :

1. Un régime long de longueur supérieure à G(ε)−1 où Iε est fortement concentré autour
de l’attracteur évolutif x1 ;

2. Un comportement de transition long d’une longueur d’ordre G(ε)−1 pendant lequel les
deux attracteurs évolutifs, x1 et x2, coexistent à un niveau non négligeable ;

3. La solution atteint l’état stationnaire évolutif, qui est fortement concentré autour de
l’AEGS x2.
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Chapitre 4

Perspectives

En plus de son impact sur la dynamique écologique, l’Homme influence grandement les
dynamiques évolutives d’un grand nombre d’espèces dans le monde. Cette influence, qui a
été documentée pour de nombreuses espèces, provient principalement de l’intensification de
l’agriculture et de la médecine [80]. L’évolution de la résistance aux antimicrobiens (RAM)
chez les agents pathogènes est un exemple d’adaptation microbienne qui pose un problème
majeur en santé publique globale OMS. Au vu d’un tel contexte, de nombreux modèles
mathématiques ont été développés pour étudier l’évolution de la RAM au sein d’un hôte traité
[7]. Cependant, la plupart des approches de modélisation consacrées à la RAM et abordant
le cas de la résistance qualitative (ou "binaire") sont généralement basées sur l’interaction
dynamique entre deux souches parasitaires –une souche sensible au médicament et une souche
résistante– conduisant à une formulation binaire de la concentration minimale inhibitrice
(CMI). Récemment, en tenant compte de différents modes de transmission de la résistance
(par des mutations et/ou un transfert horizontal de gènes), nous avons étudié la dynamique de
croissance intra-hôte de plus de deux souches de parasites [28]. Cependant, une telle analyse ne
tient pas compte de la dynamique évolutive transitoire à court terme qui conduit à l’émergence
de la résistance. Peu de modèles mathématiques prennent en compte la nature quantitative
de la résistance aux antimicrobiens (qRAM), telle qu’elle est dans la réalité, et sa variabilité
au sein de l’hôte. Définir des stratégies durables de gestion de l’efficacité à long terme des
antimicrobiens, en temps et en espace, doit : (i) intégrer le caractère continue du niveau de
RAM avec divers degrés de résistance intermédiaire (appelée tolérance), et (ii) clarifier les
relations évolutives entre la virulence et la résistance chez les parasites colonisateurs. L’une
de mes perspectives majeures à moyen terme est de proposer des recommandations issues de
modèles mathématiques structurés pour aider à atteindre un tel objectif. Cela implique (i)
analyser précisément de la dynamique intra-hôte, (ii) intégrer la dynamique intra-hôte dans
un modèle épidémiologique sans l’hypothèse de séparation d’échelles de temps, et (iii) prendre
en compte les perspectives de multi-traitement et l’hétérogénéité des options thérapeutiques
de la population hôte pour proposer des stratégies de contrôle optimales permettant de
maîtriser simultanément le niveau de résistance de la population bactérienne et les échecs
cliniques dans un contexte de méta-population. D’ailleurs, cette perspective a été financé par
l’ANR dans la section "Mathématiques et sciences du numérique pour la biologie et la santé"
https://anr.fr/Projet-ANR-21-CE45-0004.
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Résistance quantitative aux antimicrobiens. Dans un tel formalisme de la qRAM,
la première barrière consiste ici à relier le descripteur quantitatif sans échelle de la RAM,
pour une souche bactérienne donnée, à la CMI de cette souche par rapport à un antimicrobien
donné. En effet, en raison de leur taille relative et de leur mécanisme d’action (du moins pour
les familles d’antimicrobiens actuellement utilisées pour traiter les infections), une seule mo-
lécule antimicrobienne ne cause aucun dommage à une bactérie, tandis qu’aucune population
bactérienne ne peut survivre dans un milieu entièrement saturé d’antimicrobiens. En d’autres
termes, l’effet négatif d’une substance antimicrobienne sur la survie d’une bactérie donnée,
appelé ici activité antimicrobienne et noté A, est une fonction croissante de sa concentration
dans le milieu (noté C), avec pour limites A (C) = 0 lorsque C = 0 et A (C) → Asat lorsque
C → Csat, où Asat et Csat sont des seuils de saturation. Ici, A est mesuré comme le taux de
mortalité lié aux antimicrobiens. De cette approche intuitive, il découle qu’il existe C⋆ dans
(0, Csat) tel que A (C⋆) est égal au taux d’accroissement intrinsèque et inverse la croissance
d’une population bactérienne. Cette concentration seuil à laquelle une population bactérienne
ne se développe pas in vitro est appelée concentration minimale inhibitrice (CMI). Par consé-
quent, chaque souche peut être classée respectivement comme "sensible" ou "résistante" (R),
selon que sa CMI est inférieure ou supérieure à un seuil thérapeutique C1 défini à partir
d’études cliniques et pharmacocinétiques. Selon la nomenclature EUCAST 2019, les souches
sensibles peuvent être classées en "exposition normale" (S) ou "exposition accrue" (I) se-
lon que leur CMI est respectivement inférieure ou supérieure au seuil pharmacologique C0
correspondant à la concentration antimicrobienne atteinte par une posologie standard. Ils
correspondent respectivement aux seuils de concentration des posologies normales et maxi-
males tolérables. Sur cette base, pour toute souche d’une espèce bactérienne et exposée à un
antimicrobien donné, nous pouvons définir un descripteur quantitatif sans échelle de la RAM
par

x =
log
(

Cx
C0

)
log
(

C1
C0

) ∈ R,

où Cx est la CMI de la souche par rapport à cet antimicrobien.

Émergence de la résistance quantitative à l’échelle intra-hôte. Donnons ici quelque
lignes sur un modèle intra-hôte que nous avons commencé à développer dans une telle perspec-
tive [30]. La population bactérienne est supposée être phénotypiquement (et génétiquement)
diverse, avec une structuration par le niveau de RAM, défini ici comme un trait continu
x ∈ R, et qui affecte différentes composantes du cycle de vie de la population bactérienne,
telles que la croissance et le taux de mortalité. La population bactérienne ayant un niveau
de résistance x a une densité b(t, x) au temps t. À tout moment t, la densité totale de la
population bactérienne est B(t) =

∫
R b(t, y)dy. La population bactérienne ayant un niveau

de résistance y ∈ R donne naissance à la population bactérienne ayant un niveau de résis-

tance x ∈ R à un taux par habitant J(x− y)
p(y)

(1 +B(t))α
b(t, y), où J(x−y) est la probabilité

pour une population bactérienne ayant un niveau de résistance y de muter vers un niveau
x pendant le processus de reproduction, p(y) –décroissant par rapport à y– est le taux de
croissance intrinsèque de la bactérie, p(y)

(1+B(t))α
est le taux de croissance effectif, et α > 0 est
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une constante d’échelle. Ainsi, le nombre de bactéries produites au temps t avec un niveau
de résistance x est 1

(1+B(t))α

∫
R J(x − y)p(y)b(t, y)dy. L’élimination de la population bacté-

rienne avec un niveau de résistance x due au système immunitaire se produit à un taux µ(x).
Nous supposons ici que la réponse immunitaire µ est constante dans le temps. La présence
d’antimicrobiens génère un taux de mortalité supplémentaire k(x), qui dépend du niveau de
résistance bactérienne, et qui est décroissante par rapport à x. Par conséquent, la fraction

p(y)
(1+B(t))α

rend compte de la dépendance du taux de reproduction à la densité. Un tel forma-
lisme est une alternative appropriée pour réguler la croissance d’une population structurée
sans faire référence au concept de capacité de charge, qui n’est pas nécessairement un facteur
mesurable pour ce type de population. Ainsi, le paramètre α > 0 est introduit uniquement
pour imposer l’homéostasie. La dynamique évolutive bactérienne est décrite par l’équation
intégro-différentielle suivante∂tb(t, x) =

1

(1 +B(t))α

∫
R
J(x− y)p(y)b(t, y)dy − (µ(x) + k(x))b(t, x); t > 0,

b(t = 0, ·) = b0(·).
(4.1)

Une propriété intéressante du modèle intra-hôte (4.1) est le phénomène de concentration
autour d’un attracteur évolutif unique x∗. De plus, l’attracteur x∗ caractérise le niveau de
résistance évolutive de la population bactérienne, qui est ainsi le niveau moyen de résistance
de la population bactérienne à l’équilibre.
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