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Introduction

Jeffectue mon travail de recherche a I'Institut Elie Cartan de Lorraine, dans 1’équipe Equations
aux Dérivées Partielles, dont je suis membre permanent depuis 1998. D’une maniere générale,
mon activité de recherche concerne I’analyse asymptotique des équations aux dérivées partielles
au sens large. Plus précisément, je travaille sur '’homogénéisation (essentiellement périodique)
et sur I’étude des problemes posés dans des domaines minces, notamment pour des équations
elliptiques et pour des problémes linéaires et non linéaires issus de la mécanique des fluides. Ceci
m’a permis d’acquérir une expertise en techniques de méthode de 1’énergie, convergence a deux
et a trois échelles, méthode d’éclatement périodique, théorie de Floquet-Bloch, théorie spectrale,
développements asymptotiques raccordés.

Une thématique de mes recherches porte sur des problemes posés dans des milieux périodiques,
c’est-a-dire pour lesquels la géométrie et/ou des caractéristiques physiques sont des fonctions
périodiques de certaines variables d’espace, la périodicité étant caractérisée par un petit parametre
strictement positif. La résolution numérique directe de tels problémes n’est pas possible, en général,
car le pas de la discrétisation devrait étre plus petit que la taille du petit parametre qui caractérise
le milieu. Le processus d’homogénéisation revient a construire des modeles approchés, indépendants
du parametre et justifiés rigoureusement par le passage a la limite en faisant tendre le petit pa-
rametre vers zéro. L’avantage de ce probleme approché consiste dans le fait qu’il peut étre résolu
numériquement et fournit ainsi une valeur approchée de la solution du probléme initial. J’ai com-
mencé a travailler sur des problemes d’homogénéisation périodique pendant ma these, effectuée a
I"Université de Metz, sous la direction de J. Saint Jean Paulin. J’ai étudié, dans [a8], un probléeme
de Stokes posé dans un milieu poreux qui présente une double périodicité. J’ai adapté a la géométrie
du domaine la méthode d’extension de la pression introduite par L. Tartar pour les milieux poreux
classiques et j’ai appliqué pour le passage a la limite la méthode de convergence a trois échelles,
introduite par G. Allaire et M. Briane. Ce travail a permis de donner la justification mathématique
d’un modele proposé par J.L. Lions, qui a étudié 'homogénéisation de ce probléme en utilisant la
méthode des développements asymptotiques. Ensuite, dans [al], j’ai étudié les aspects numériques
d’un probleme de diffusion dans des milieux périodiques a deux composantes.

Pendant ma these, j’ai aussi travaillé sur des problemes posés dans des domaines minces. Pour
des problemes posés dans des domaines dont au moins une dimension est trés petite comparati-
vement aux autres, on cherche le probleme limite lorsque ce petit parametre tend vers zéro ou on
donne le développement asymptotique de la solution du probleme en fonction de ce parametre.
Pour des domaines tridimensionnels de faible épaisseur dans une direction, j’ai étudié ([a6] et [a9])
Pécoulement d’une classe générale de fluides non newtoniens (non linéaires donc), introduits par
D. Cioranescu. Ces travaux viennent compléter des résultats connus sur les fluides non linéaires
de type “loi de puissance”, étudiées par A. Mikeli¢ et R. Tapiéro. J’ai obtenu a la limite, lorsque
I’épaisseur du domaine tend vers zéro, des lois non linéaires qui généralisent la loi de Reynolds
trouvée par M. Chambat et G. Bayada a partir d’un écoulement newtonien (systéme de Stokes).

J’ai regroupé mes travaux réalisés apres la theése en trois parties. La premieére partie porte
sur I’homogénéisation de problemes posés dans des domaines hétérogenes a deux composantes
complémentaires périodiques. La deuxieme partie présente ’analyse asymptotique de ’écoulement
stationnaire d’un fluide non linéaire viscoplastique de Bingham dans différents types de domaines :
domaines minces, milieux périodiques a double périodicité, milieux périodiques minces. La troisieme
partie regroupe mes autres travaux, que je ne présenterai pas dans ce mémoire de synthese.



I Homogénéisation dans des domaines hétérogenes a deux composantes complé-
mentaires périodiques

Cette direction de recherche a comme point de départ le probleme classique de la diffusion
dans un milieu hétérogene périodique. On étudie 1’étendue de 'influence, dans le processus d’ho-
mogénéisation, de chaque hypothese de travail : les aspects qualitatifs des coefficients périodiques
qui caractérisent le milieu hétérogene, le caractére linéaire/non linéaire du probleme, la géométrie
du domaine dans lequel le probleme est posé.

1. T-coercivité pour I’homogénéisation de probléemes avec changement de signe. Le
chapitre 1 de ce mémoire porte sur des problemes d’homogénéisation de matériaux composites
avec changement de signe.

Bien qu’académiques, les problemes étudiés s’inspirent des métamatériaux, matériaux compo-
sites qui peuvent produire un indice de réfraction négatif, et qui ont des applications pratiques en
optique (super-lentilles), en électromagnétisme (antennes), en acoustique (cristaux phononiques).
Plus précisément, avec K. Ramdani (Nancy, France) nous nous sommes intéressés dans [a23] & un
probleme scalaire d’homogénéisation périodique, posé dans un domaine occupé par deux matériaux
isotropes avec des conductivités de signes opposés : un matériau classique et un métamatériau (ici
un matériau négatif). En adaptant la méthode de la T-coercivité d’une part et des techniques
d’homogénéisation périodique d’autre part, on démontre que le probleme a 1’étude, ainsi que le
probleme homogénéisé, sont bien posés et on obtient un résultat de convergence de la solution
initiale vers la solution du probleme homogénéisé. Notre résultat est valide, a condition que la
valeur absolue du contraste entre les deux conductivités soit suffisamment grande. La matrice ho-
mogénéisée qu’on obtient est non isotrope et indéfinie en général ; néanmoins, on donne quelques
exemples de géométries qui présentent des symétries et pour lesquelles la matrice est isotrope et
définie positive ou négative. A notre connaissance, le probleme tel que nous 'avons posé était
complétement nouveau dans la littérature mathématique. Ce résultat est complété par un article
plus récent [a38], dans lequel on étudie un probleéme scalaire avec changement de signe posé dans des
domaines périodiques minces. Ainsi une question restée ouverte dans [a23], a savoir le cas corres-
pondant a la valeur absolue du contraste entre les deux conductivités suffisamment petite, est aussi
solutionnée. Avec L. Chesnel (Palaiseau, France), K. Ramdani et M. Rihani (Palaiseau, France)
nous avons ensuite étudié dans [a36] "homogénéisation du probléme de Maxwell. Dans ce contexte,
le matériau négatif est caractérisé par la perméabilité et la permittivité qui sont toutes les deux
négatives. L’analyse du probleme de Maxwell nous conduit a I’étude de deux problemes scalaires
avec changement de signe. Le premier probleme correspond & la permittivité, il a des conditions
de Dirichlet homogenes au bord et coincide avec le cas étudié dans [a23]. Le deuxiéme probleme,
qui correspond a la perméabilité, est un probleme avec des conditions de Neumann homogenes au
bord et il est nouveau. On commence par donner des conditions suffisantes sur les valeurs de la
permittivité et de la perméabilité, avec 'objectif d’obtenir un critere plus général que les criteres
déja connus, qui assure le caractere bien posé des deux probléemes scalaires, lorsque le parametre
d’homogénéisation tend vers zéro. Les résultats ainsi trouvés sont utilisés (avec un raisonnement
par Pabsurde, méthode qui est atypique dans ce contexte), pour obtenir des estimations a priori
pour la solution du systeme de Maxwell.

2. Localisation et multiplicité en homogénéisation. Dans le chapitre 2 on présente un
deuxieme probleme posé dans des domaines a deux composantes, mais dont le résultat reste vrai
dans un cadre plus large. Ce probleme est plutét atypique en théorie de 'homogénéisation, car
il y aborde la question de la non unicité. Il s’agit d’un travail en collaboration avec R. Precup
(Cluj, Roumanie). Nous proposons dans [a33] une méthode pour la localisation de solutions pour
une classe de problemes non linéaires dans la théorie de I’homogénéisation. Plus précisément, on
s’intéresse a un probleme de difussion pour lequel le terme source est une fonction non linéaire
dépendant de la solution. On donne des conditions suffisantes sur cette fonction, pour que les
solutions des problemes microscopiques et homogénéisés soient localisées et pour que la multiplicité
des solutions puisse émerger. Le fait que notre méthode permet ’émergence de solutions multiples
est un gain significatif dans la théorie de ’homogénéisation des problémes non linéaires. La méthode
que nous utilisons combine des concepts et des résultats de divers théories : la théorie linéaire des
EDP, la théorie de ’homogénéisation périodique linéaire, et la théorie de I'analyse fonctionnelle
non linéaire. En particulier, nous utilisons 'inégalité Moser-Harnack, des arguments du point fixe
et le principe variationnel d’Ekeland.



Notre étude, au-dela de son intérét théorique, est motivée aussi par des applications en physique,
ingénierie et biologie. A notre connaissance, aucun résultat similaire n’existait dans la littérature
au moment de sa publication.

3. Homogénéisation de problémes de diffusion avec saut dans le flux. Le chapitre 3
porte sur I’étude mathématique d’un probleme de transfert thermique dans un milieu périodique,
avec des conditions de saut de la solution du probleme a l'interface entre les deux composantes
qui constituent ce milieu. Les discontinuités considérées ici pour la solution correspondent a des
réalités physiques, d'une part, et ont été justifiées mathématiquement, d’autre part. Mes premiers
travaux ([al2], [al3]), qui portent sur des problémes avec saut de la solution et continuité du
flux, ont été effectués en collaboration avec D. Poligevski (Bucarest, Roumanie) et plus récemment
([219]) aussi avec A. Stdnescu (IMAR, Roumanie). Avec C. Timofte (Bucarest, Roumanie), j’ai
travaillé sur I’homogénéisation de problemes de diffusion qui présentent aussi un saut dans le
flux de la solution. Les problemes avec saut dans la solution et continuité du flux ont été tres
intensivement étudiés depuis que les premiers résultats ont été obtenus par J.L. Auriault et H.
Ene, en 1994. En revanche, il y avait tres peu de résultats mathématiques pour les probléemes
avec saut a la fois dans la solution et dans son flux. Notre premier résultat obtenu dans [a24]
traite deux types d’expressions pour les sauts du flux. Ces deux cas correspondent a des fonctions
utilisées dans la littérature pour les problemes de Neumann posés dans des domaines périodiques
perforés. On montre qu’apres homogénéisation, le saut du flux se retrouve dans le probleme limite
de deux manieres différentes : dans le membre de droite du probleme homogénéisé, comme terme
source supplémentaire ou, & une échelle plus fine, dans les correcteurs, qui comportent un terme
additionnel, solution d’un probleme de cellule. Notamment, on dérive dans ce travail un probleme
de cellule qui est compléetement nouveau dans la littérature. Ce résultat a été ensuite étendu dans
[a28] & un probléme du type double conductivité, c’est-a-dire pour lequel la diffusion dans I'une
de deux composantes dépend du petit parameétre d’homogénéisation. Récemment dans [a37] on
s’'intéresse a un probleme du type double conductivité posé dans des domaines périodiques de faible
hauteur ; pour les géométries considérées, la réduction de dimension et ’homogénéisation se font
simultanément.

Dans [ad] et [a32], nous avons étudié un probléme de diffusion posé dans deux milieux périodiques
de nature différente, afin de donner une justification mathématique a un phénomene physique qui
s’explique par la connectivité (ou la non connectivité) de I'une des deux composantes, répondant
ainsi a une question soulevée par R. Showalter dans le contexte d’un systéeme de Barenblatt. On a
également obtenu a la limite un systeme de Barenblatt modifié, grace a la présence du saut dans
le flux de la solution du probléme initial.

Tous ces problemes que nous avons étudiés ont de nombreuses applications pratiques pour le
transfert thermique et les écoulements des fluides dans les milieux poreux (sols, tissus biologiques),
y compris dans les milieux poreux minces, comme par exemple les filtres et les membranes.

IT Analyse asymptotique de 1’écoulement stationnaire d’un fluide non linéaire vi-
scoplastique de Bingham

Le fluide de Bingham, dont la loi de comportement est non linéaire et a seuil, est étudié dans
différents types de domaines dont la géométrie est caractérisée par la présence d’un petit parametre.
Des modeles approchés qui préservent le caractere non linéaire de I’écoulement sont obtenus lorsque
le petit parametre tend vers zéro, modeles qui font apparaitre des lois de Poiseuille et de Darcy
non linéaires, nouvelles dans la littérature.

4. Ecoulement de Bingham dans des domaines minces. Pendant les premicres années
qui ont suivi ma these, j’ai commencé a travailler sur I’écoulement d’un fluide de Bingham dans
des domaines bornés de faible épaisseur, dont I'une des dimensions est beaucoup plus petite que les
autres. Ce sont ces travaux, ainsi que deux résultats tres récents et qui y sont liés, que je présenterai
dans le chapitre 4. En collaboration avec S. Kesavan (Chennai, Inde), nous avons successivement
envisagé I’écoulement de Bingham dans les cas bidimensionnel ([al(]) et tridimensionnel ([all]).
On s’intéresse dans ces études au comportement asymptotique de ’écoulement lorsque ’épaisseur
du domaine tend vers zéro. Le choix particulier de l'ordre de grandeur du seuil de plasticité du
fluide fait que le caractere non linéaire de I’écoulement est préservé a la limite. Ceci répond a une
question suscitée par G. Duvaut et J.L. Lions. Dans [aIl], nous avons démontré un résultat nouveau
de type “de Rham” pour un espace anisotrope, résultat qui nous permet de prouver ’équivalence



entre la formulation vitesse-pression et celle sans pression dans 'inéquation variationnelle limite.
Le probléme limite trouvé correspond & une loi de Poiseuille non linéaire implicite. Dans [al0],
nous avons pu donner une justification mathématique rigoureuse d’un modele connu et utilisé en
mécanique. Il s’agit d’une loi de comportement de type Bingham, anisotrope, caractérisée par une
perte de dimension. Ce résultat nous permet aussi de justifier le modele d’écoulement laminaire de
Bingham dans une conduite, proposé par G. Duvaut et J.L. Lions.

Dans la suite des travaux qui portent sur ’écoulement de Bingham, je me suis principalement
intéressée a des modeles qui préservent le caractere non linéaire de 1’écoulement apres passage a
la limite. Avec A. Gaudiello (Naples, Italie) et A. Leopardi (Cassino, Italie), nous avons étudié le
probléme de Bingham posé dans un domaine mince & une jonction. Dans [a30] nous avons montré
que dans un domaine a jonction de type T, le probleme limite se découple en deux problemes,
chacun étant posé dans I'une des deux branches du T. Récemment, avec A. Gaudiello nous avons
montré dans [a40] que dans un domaine & jonction de type Y, le probléme limite se découple en trois
probléemes, chacun étant posé dans 1'une des trois branches du Y. Il est important a mentionner que
cette dernieére étude ne peut pas étre vue comme une généralisation du cas déja étudié dans [a30] ;
en effet, la géométrie de type Y considérée, dans le cas extréme qui correspond aux deux branches
supérieures du Y qui s’écartent, ne conduit pas a un domaine de type 7. On a pu observer que le
découplage est di au choix des conditions aux limites pour la vitesse, qui sont du type Dirichlet
homogenes.

5. Ecoulement de Bingham dans des domaines périodiques. Le chapitre 5 porte sur
I’écoulement dans des domaines périodiques a double périodicité, ainsi que dans des domaines
périodiques de faible hauteur. Avec G. Cardone (Naples, Italie) et C. Perugia (Benevento, Italie),
nous avons appliqué dans [a2] la méthode d’éclatement périodique en homogénéisation a ’étude
de I’écoulement du fluide de Bingham dans un milieu poreux classique. Ce résultat était déja
connu, ayant été traité par la méthode de 1’épi-converge et par la convergence a deux échelles,
mais cela m’a permis de m’approprier la méthode d’éclatement périodique pour les domaines
périodiques classiques, afin de ’étendre ensuite a des domaines périodiques a double périodicité.
En effet, avec P. Donato (Rouen, France) et G. Cardone, nous avons donné des généralisations de
la méthode d’éclatement périodique a des domaines qui présentent une double périodicité. Deux
types de domaines ont été considérés. Pour un modele de milieu poreux avec des inclusions solides
imperméables de deux tailles différentes, nous avons, avec G. Cardone proposé dans [a26] des
résultats généraux de compacité adaptés, que nous avons appliqués a 1’écoulement de Bingham.
Le probleme limite obtenu est une loi de Darcy non linéaire, nouvelle dans la littérature. Pour un
modele de milieu poreux fracturé, nous avons, avec P. Donato, introduit et appliqué dans [a25]
la méthode a I’homogénéisation d’'un écoulement non linéaire du type “loi de puissance”. Une
application au fluide de Bingham est envisageable de maniére analogue.

Avec M. Anguiano (Seville, Espagne), nous avons étudié dans [ad] et [a34] ’écoulement de
Bingham dans un domaine périodique de faible hauteur, modélisant un milieu poreux pour lequel les
pores sont représentés par des cylindres verticaux. Ce probleme dépend de deux petits parametres,
I'un lié & la faible hauteur du domaine tridimensionnel considéré, et I'autre lié au rayon de la
base des cylindres et a la périodicité de leur distribution. La résolution de ce probléme combine
les méthodes qui sont spécifiques aux domaines minces et celles qui le sont a I’lhomogénéisation
périodique. Dans [a34], trois lois de Darcy non linéaires nouvelles dans la littérature sont obtenues
a la limite, suivant la valeur du rapport des deux petits parametres. Ce que distingue ces trois
lois, ce sont les problemes de cellule qui leurs sont associés. Plus précisément, au niveau local, soit
l’effet de 'homogénéisation et 'effet réduction de dimension sont & 1’équilibre, soit 'un d’entre eux
domine 'autre.

Il me semble important de préciser que la loi de comportement de Bingham modélise des fluides
de types tres différents. On peut donner comme exemple les boues de forage, la lave volcanique,
certaines peintures, voire le sang. Ainsi, on rencontre des applications des écoulements étudiés,
dans ’analyse de la pollution des sols, en géologie et en biologie.

IIT Autres résultats obtenus

Je mentionne brievement mes autres résultats obtenus (non présentés dans ce mémoire) et
qui ne rentrent pas dans les deux catégories précédentes. Les résultats de (i), (ii) et (iii) restent
toutefois dans le domaine de 'homogénéisation et des domaines minces, alors que les problemes
étudiés dans (iv) et (v) sont plutoét des nouveaux sujets d’ouverture.
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(i) A partir de 2009, j’ai collaboré avec D. Borisov (Ufa, Russie), G. Cardone et T. Suslina
(Saint-Pétersbourg, Russie) sur 1'étude des problémes d’homogénéisation posés dans des domaines
non bornés, soit pour des opérateurs elliptiques & coefficients périodiques dans une direction ([al5]),
soit pour le Laplacien avec des conditions de Dirichlet et Neumann qui alternent périodiquement au
bord du domaine, domaine qui, dans le cas étudié, est une bande infinie en dimension deux, du type
guide d’ondes ([a7], [al14], [a16]). Pour la résolution de ces problémes, nous avons utilisé ’approche
spectrale. Avec D. Borisov et G. Cardone, nous avons ensuite étendu nos résultats a un cas plus
général, faisant intervenir des conditions du type Robin sur le bord du domaine, périodiques ou
non périodiques ([al7]).

(ii) Avec G. Cardone et S. Nazarov (Saint-Pétersbourg, Russie) nous nous sommes intéressés a
I’étude d’un probleme scalaire dans des domaines minces, du type jonction entre plaques de faible
hauteur et cylindres de faible diameétre. L’étude asymptotique et les estimations d’erreur ont été
obtenues dans [al8]. La deuxiéme partie de ce travail ([a29]) porte sur I'application des extensions
auto-adjointes a notre probleme.

(ii) Avec P.G. Ciarlet (Hong Kong) et C. Mardare (Hong Kong), nous avons introduit dans
[220] un nouveau modele non linéaire de coque (une coque étant modélisée par un domaine tridi-
mensionnel de faible hauteur).

(iv) Avec R. Precup nous avons appliqué l'approche vectorielle & ’étude d’un systeme de
Schrodinger non linéaire couplé, avec des conditions de Cauchy non locales ([a22]). Ensuite nous
avons continué notre collaboration, avec une étude ([a27]) sur Pexistence et la localisation des
ondes solitaires pour ’équation de Schrodinger. Ceci a été pour moi 'occasion de m’approprier des
méthodes spécifiques d’analyse non linéaire, que nous avons ensuite combinées avantageusement
avec des méthodes d’homogénéisation, pour démontrer les résultats présentés dans le Chapitre 2.

(v) Avec L. Beltitd (Bucarest, Roumanie), nous avons travaillé dans [a21] sur un probleme de
scattering inverse pour l’équation de Helmholtz, I'objectif étant de continuer avec 1’étude d’un
probleme de scattering, posé dans un milieu hétérogene périodique dans une direction, du type
stratifié.
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Introduction (English)

I am carrying out my research work in the PDEs team of the Institute Elie Cartan de Lorraine,
of which I have been a permanent member since 1998. In general, my research activity concerns
the asymptotic analysis of partial differential equations in the broad sense. More precisely, I work
on the theory of homogenization (mainly periodic) and on the study of problems stated in thin
domains, especially for elliptic equations and for linear and nonlinear problems arising in fluid
mechanics. This allowed me to acquire expertise in energy method techniques, two-scale and three-
scale convergence, periodic unfolding method, Floquet-Bloch theory, spectral theory, and matched
asymptotic expansions.

A first theme of my research concerns periodic problems, that is, problems for which the geome-
try and/or physical characteristics are periodic functions of certain space variables, the periodicity
being a function of a small strictly positive parameter. The direct numerical resolution of such
problems is not possible, in general, because the width of the discretization should be smaller
than the size of the small parameter that characterizes the medium. The homogenization process
comes down to building approximate models, independent of the parameter and rigorously justified
by passing the limit with the small parameter towards zero. The advantage of this approximate
problem is that it can be solved numerically and thus provides an approximate value of the so-
lution of the initial problem. I started working on periodic homogenization problems during my
PhD, carried out at the University of Metz, under the supervision of Jeannine Saint Jean Paulin.
I started by studying, in [a8], a Stokes problem posed in a porous medium which has a double
periodicity. I adapted to the geometry of the domain the pressure extension method introduced
by L. Tartar for classical porous media and I applied for the passage to the limit the three-scale
convergence, introduced by G. Allaire and M. Briane. This work allowed to give the mathematical
justification of a model proposed by J.L. Lions, who studied the homogenization of this problem
using the method of asymptotic expansions. Then, in [al], I studied the numerical aspects of a
diffusion problem in a two-component periodic domain.

During my PhD, I have also worked on problems posed in thin domains. For problems stated
in domains where at least one dimension is very small compared to the others, one seeks the limit
problem when this small parameter tends towards zero or one gives the asymptotic development
of the solution of the problem as a function of this parameter. For three-dimensional domains
thin in one direction, I studied ([a6] and [a9]) the flow of a general class of non-Newtonian fluids
(therefore nonlinear), introduced by D. Cioranescu. These works complement known results on
nonlinear fluids of “power law” type obtained by A. Mikeli¢ and R. Tapiéro. At the limit, when
the thickness of the domain tends towards zero, I obtained nonlinear laws which generalize the
Reynolds law obtained by M. Chambat and G. Bayada from a Newtonian flow (Stokes system).

I grouped my work done after my PhD into three parts. The first part deals with the homogeni-
zation of problems posed in heterogeneous domains with two periodic complementary components.
The second part presents the asymptotic analysis of the stationary flow of a nonlinear viscoplastic
fluid of Bingham in various types of domains : thin domains, doubly-periodic media, and thin
periodic media. The third part brings together my other works, which I will not detail in this
Synopsis.

I Homogenization in heterogeneous domains with two periodic complementary
components. This direction of research has as a starting point the classic diffusion problem in
a heterogeneous periodical medium. We study the extent of the influence, in the homogenization
process, of each working hypothesis : the qualitative aspects of the periodic coefficients which
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characterize the heterogeneous medium, the nonlinear character of the problem, and the geometry
of the domain in which the problem is posed.

1. T-coercivity for the homogenization of problems with sign-changing coefficients.
Chapter 1 deals with homogenization problems of composite materials with sign-changing co-
efficients. Although academic, the problems studied are inspired by metamaterials, composite
materials which can produce a negative refractive index, and which have practical applications
in optics (super-lenses), in electromagnetism (antennas), in acoustics (phononic crystals). More
precisely, with K. Ramdani (Nancy, France) we are interested in [a23] in a scalar periodic homo-
genization problem, posed in a domain occupied by two isotropic materials with conductivities
of opposite signs : a classic material and a metamaterial (here a negative material). By adapting
the method of the T-coercivity on the one hand and periodic homogenization techniques on the
other hand, it is shown that the problem under study, as well as the homogenized problem, are
well posed and one obtains a result of convergence of the initial solution towards the solution of
the homogenized problem. Our result is valid, provided that the absolute value of the contrast
between the two conductivities is sufficiently large. The homogenized matrix which is obtained is
non-isotropic and generally undefined ; nevertheless, we give some examples of geometries which
present symmetries and for which the matrix is isotropic and positive or negative definite. To our
knowledge, the problem as we have posed it was completely new in the mathematical literature.
This result is supplemented by a more recent result [a38], in which we study a scalar problem with
sign-changing coefficients posed in a periodic thin domain. Here we also solve an open question
in [a23], namely the case when the absolute value of the contrast between the two conductivities
is sufficiently small. With L. Chesnel (Palaiseau, France), K. Ramdani and M. Rihani (Palaiseau,
France) we then studied in [a36] the homogenization of Maxwell’s problem. In this context, the
negative material is characterized by permeability and permittivity which are both negative. The
analysis of Maxwell’s problem leads us to the study of two scalar problems with sign-changing
coefficients. The first problem, which corresponds to the permittivity with homogeneous Dirichlet
boundary conditions, coincides with the case studied in [a23]. The second problem, which corres-
ponds to the permeability with homogeneous Neumann boundary conditions, is new. We start by
obtaining sufficient conditions on the values of the permittivity and the permeability, which ensure
the well-posed nature of scalar problems, when the homogenization parameter tends towards zero.
The results thus found are used (with a proof by contradiction, a method which is atypical in this
context), to obtain a priori estimates for the solution of Maxwell’s system.

2. Localization and multiplicity in homogenization. In Chapter 2 we present a second
problem posed in two-component domains (but whose result remains true in a larger framework),
a problem which is rather atypical in homogenization theory, because it addresses the question of
non-uniqueness in homogenization. This is a work in collaboration with R. Precup (Cluj, Romania).
We propose in [a33] a method for the localization of solutions for a class of nonlinear problems in
homogenization theory. The method combines the concepts and results of linear theory of PDEs,
linear periodic homogenization theory, and nonlinear functional analysis. In particular, we use
the Moser-Harnack inequality, the arguments of the fixed point theory and Ekeland’s variational
principle. A significant gain in the theory of homogenization of nonlinear problems is the fact that
our method allows the emergence of multiple solutions.

Our study, beyond its theoretical interest, is also motivated by applications in physics, engi-
neering and biology. To our knowledge, no similar result existed in the literature at the time of its
publication.

3. Homogenization of diffusion problems with jump in the flux. Chapter 3 deals with
the mathematical study of a heat transfer problem in a periodic domain, with jump conditions
for the solution of the problem at the interface between the two domains which constitute this
medium. The discontinuities considered here for the solution correspond to physical realities, on
the one hand, and have been mathematically justified, on the other hand. The first works ([al2],
[aI3]), which relate to problems with jump of the solution and continuity of the flux, were carried
out in collaboration with D. Poligevski (Bucharest, Romania) and more recently ([al9]) also with
A. Stanescu (IMAR, Romania). With C. Timofte (Bucharest, Romania), I worked on the homo-
genization of diffusion problems which also have a jump in the flux of the solution. The problems
with jump into the solution have been very intensively studied since 1994, when the first results
were obtained by J.L. Auriault and H. Ene. On the other hand, there were very few mathematical
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results for the problems with jump at a time in the solution and in its flux. Our first result is
obtained in [a24] and deals with two types of expressions for the flux jump. These two cases cor-
respond to functions used in the literature for the Neumann problems posed in perforated periodic
domains. We show that after homogenization, the function describing the flux jump is recovered
in the limit problem in two different ways : in the right side of the homogenized problem, as an
additional source term or, on a finer scale, in the correctors. In particular, we find a cell problem
which is completely new in the literature. This result was then extended in [a2§8] to the double
conductivity problem, that is, a problem for which the diffusion in one of two domains depends on
the small homogenization parameter, and more recently in [a37] to a double conductivity problem
stated in a thin periodic media. For the geometry considered, the reduction of dimension and the
homogenization are done simultaneously.

In [a3] and [a32], we studied a diffusion problem posed in two periodic media of different nature,
in order to give a mathematical justification for a physical phenomenon that is explained by the
connectivity (or non-connectivity) of one of the two materials, thus responding to a question raised
by R. Showalter in the context of a Barenblatt system. We also obtained a modified Barenblatt
system, thanks to the presence of the jump in the flow of the solution.

All these problems we have studied have many practical applications for fluid flows or heat
transfer in porous media (soils, biological tissues), including in thin porous media, such as filters
and membranes.

IT Asymptotic analysis of the stationary flow of a viscoplastic nonlinear Bingham
fluid. The Bingham fluid, whose constitutive law is nonlinear and has a threshold, is studied in
different types of domains whose geometry is characterized by the presence of a small parameter.
Approached models that preserve the nonlinear character of the flow are obtained when the small
parameter tends to zero, models which reveal nonlinear Poiseuille and Darcy laws, new in the
literature.

4. Bingham flow in thin domains. During the first years after my PhD, I began to work on
the flow of a Bingham fluid in a bounded domain of small thickness, one of the dimensions of which
is much smaller than the others. It is this work, as well as a very recent and related result that I
will present in Chapter 4. In collaboration with S. Kesavan (Chennai, India), we have successively
considered the Bingham flow in the two-dimensional ([al(]) and three-dimensional ([all]) cases.
Thus, in [all] we have given a rigorous mathematical justification of a known limit model used
in mechanics. It is about a constitutive law of the anisotropic Bingham type, characterized by a
loss of dimension. In [all] we have studied the limiting behavior of the Bingham fluid in a thin
three-dimensional domain. We are interested in the asymptotic behavior of this problem when the
thickness tends towards zero. The particular choice of the order of magnitude of the threshold of
plasticity of the fluid makes that the nonlinear character of the flow is preserved at the limit. This
answers a question evoked by G. Duvaut and J.L. Lions. One of the peculiarities of this work is
the proof of a result of the “de Rham”-type for an anisotropic functional space, result that allows
us to prove the equivalence between the velocity-pressure formulation and the formlation without
pressure of the limiting variational inequality.

In the rest of the work on the Bingham flow, I was mainly interested in models that preserve
the nonlinear character of the flow after passage to the limit. More recently, with A. Gaudiello
(Naples, Italy) and A. Leopardi (Cassino, Italy), we worked on the Bingham problem posed in a
thin domain with a junction (of type T). In [a30] we have shown that at the limit the problem is
split into two problems posed in the two branches of the domain. It has been observed that the
decoupling is due to the choice of the boundary conditions, which are of the homogeneous Dirichlet
type.

5. Bingham flow in periodic domains. Chapter 5 deals with the flow in doubly-periodic
media, as well as in thin periodic media. With G. Cardone (Naples, Italy) and C. Perugia (Be-
nevento, Italy), we applied in [a2] the periodic unfolding method in homogenization to the study
of the Bingham flow in a clasical porous medium. This result was already known, having been
treated by the two-scale convergence, but this allowed me to appropriate the method of periodic
unfolding for classic periodic media, in order to then extend it to doubly-periodic media. Indeed,
with P. Donato (Rouen, France) and G. Cardone, we have given generalizations of the periodic
unfolding method to domains that present a double periodicity. Two different types of domains
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were considered. For a porous medium with impermeable solid inclusions of two different sizes, we
have, with G. Cardone proposed the general adapted compactness results, which we applied to the
Bingham flow [a26]. The limit problem obtained is a nonlinear Darcy law, new in the literature. For
a fractured porous medium, we have, with P. Donato, introduced and applied in [a25] the method
for the homogenization of a nonlinear flow of the “ power-law ” type, and an application to the
fluid of Bingham is conceivable in a similar way.

With M. Anguiano (Seville, Spain), we have studied in [a4] and [a34] the Bingham flow in
a thin porous medium, the pores being modeled by vertical cylinders. This problem depends on
two small parameters, one related to the low height of the three-dimensional domain considered,
and the other linked to the radius of the base of the cylinders and to the periodiocity of their
distribution. The resolution of this problem combines methods specific to thin domains and those
specific to periodic homogenization. Three nonlinear Darcy laws new in the literature are obtained
at the limit, according to the value of the ratio of the two small parameters.

It seems important to me to specify that the constitutive Bingham law models fluids of very
different type, such as volcanic lava, drilling muds, some paints, even the blood. Thus, we find
applications of the studied flows, in soil pollution, in geology, in biology.

IIT Other results obtained.

I briefly mention my other results (not presented in this thesis) obtained which do not fall
into the two previous categories. The results of (i), (ii) and (iii) however remain in the domain
of homogenization and thin domains, while the problems studied in (iv) and (v) were rather new
subjects.

(i) From 2009, I collaborated with D. Borisov (Ufa, Russia), G. Cardone and T. Suslina (Saint
Petersburg, Russia) on homogenization problems posed in unbounded domains, for elliptic opera-
tors with periodic coefficients in a direction ([al5]), for the Laplacian with conditions of Dirichlet
and Neumann which alternate periodically at the boundary of the domain. In the case studied,
the domain is an infinite band in dimension two, of the waveguide type ([a7], [a14], [a16]). For the
resolution of these problems, we used the spectral approach. With D. Borisov and G. Cardone,
we then extended our results to a more general case, involving Robin boundary conditions on the
boundary of the domain, periodic or not ([al7]).

(ii) With G. Cardone and S. Nazarov (Saint Petersburg, Russia) we are interested in the study
of a scalar problem in thin domains, of the junction type between low height plates and small
diameter cylinders. The asymptotic study and the error estimates were obtained in [al8]. The
second part of this work ([a29]) relates to the application of self-adjoint extensions to our problem.

(ii) With P.G. Ciarlet (Hong Kong) and C. Mardare (Hong Kong), we have introduced in [a20] a
new nonlinear model of shell (a shell being modeled by a three-dimensional domain of low height).

(iv) With R. Precup we applied the vector approach to the study of a coupled nonlinear
Schrédinger system, with nonlocal Cauchy conditions ([a22]). Then we continued our collabo-
ration, with a study ([a27]) on the existence and localization of solitary waves for the Schrodinger
equation. This was an opportunity for me to appropriate specific methods of nonlinear analysis,
which we then combined with homogenization methods, to demonstrate the results presented in
Chapitre 2.

(v) With I. Beltitd (Bucharest, Romania), we worked in [a21] on an inverse scattering problem
for the Helmholtz equation, the objective being to continue with the study of a scattering problem,
posed in a heterogeneous medium periodic in one direction, of the laminate type.
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I Homogénéisation dans des
domaines hétérogenes a deux
composantes périodiques

Dans cette premiere partie on s’intéresse a ’homogénéisation dans des domaines hétérogenes
a deux composantes complémentaires périodiques. On commence par rappeler un probléeme tres
classique en théorie de 'homogénéisation périodique, pour lequel on fait référence par exemple a
[BLP78] pour une résolution avec la méthode des développements asymptotiques, & [MT85] pour
une résolution avec la méthode des fonctions oscillantes, & [Ngu89], [All92] pour une résolution
avec la méthode de convergence & deux échelles et & [CDGI19] pour une résolution avec la méthode
d’éclatement périodique. Ce probleme modélise la diffusion thermique stationnaire dans des milieux
hétérogenes, comme par exemple les matériaux composites.

Soit 0 < € < 1 un petit parametre réel,  un domaine borné de RY (N > 2), de frontiere
Lipschitz continue notée 0 et soit Y = (0,1)" la cellule de référence dans R™Y. On cherche une
fonction u® € H}(Q) t.q.

(0.0.1)

—div(4%(x)Vu®) = f(x) dans Q,
u® =0 sur 012,

sous les hypotheses :
(H1) Pour a,@ € R, avec 0 < a < @, soit M(a,@,Y) l'ensemble de toutes les matrices

A€ (L=(Y))N*N tel que pour tout £ € RY,

alé]? < (A(y)¢, &) <alef, (0.0.2)
p.p- dans Y. Pour une matrice Y-périodique et symétrique A € M(a,@,Y), on pose

A% (z)=A (g) p.p. dans €.

(H2) La fonction donnée f appartient a 'espace L?(2).

Pour € tres petit, la résolution numérique de ce probléeme n’est pas envisageable, car le pas de
discrétisation devrait étre plus petit que €. On cherche donc une approximation de la solution u®. Il
est bien connu ([BLP78]) que pour tout ¢ fixé le probleme (0.0.1)), avec les hypotheses (H1)-(H2),
admet une solution unique u® € H}(Q2). De plus, quand e tend vers zéro, la suite {u} converge
faiblement dans H}(Q) vers la fonction u, I'unique solution du probléme homogénéisé

{ —div(AP°™Vuy) = f(z) dans Q,

u=20 sur 012, (0.03)

ol AP™ est la matrice homogénéisée, symétrique, dont les coefficients constants sont donnés pour
1,5 =1,..., N par

hom __ E
Ai;)m = /Y <az_] — 2 aikayk> dy, (004)
et a;; sont les coefficients de la matrice A. La j-eme composante x’ (j = 1,...,N) de la fonction

vectorielle x est I'unique solution faible du probléeme de cellule
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- divy(A(y)(vaj —¢;))=0 dansY,
X’ est Y- périodique, (0.0.5)
My (x?) = 0.

Ici {ej }j:L...,N est la base canonique de RY et My(Xj) désigne la moyenne de la fonction y7 sur
le domaine Y. De plus, une fois les problemes (0.0.3) et (0.0.5)), indépendants de e, résolus, on
obtient pour tout € petit, 'approximation suivante

u®(z) ~ u(z) +eu (x, g) ,
ou la fonction u(x,y) := — Z;VZI aaT“j(ac)Xj (y) est le premier correcteur.

On s’intéresse dans la suite a trois questions en lien avec le probleme . L’objectif est
d’étudier 1’étendue de l'influence, dans le processus d’homogénéisation, de chaque hypothese de
travail : les aspects qualitatifs des coefficients périodiques qui caractérisent le milieu hétérogene, le
caractere linéaire/non linéaire du probleme, la géométrie du domaine dans lequel le probléme est
posé. Plus précisément, on s’intéresse aux problemes suivants.

e Dans le chapitre 1, on étudie le probleme (0.0.1)), posé dans un domaine © avec deux com-
posantes Qf et Q5 (un exemple d’un tel domaine est donné dans la Figure 1), et pour lequel
I’hypothese de positivité fait défaut. Plus précisément, on considere

A(y) = (a1ly, (y) + a2ly, (y))Idn,

avec ay et as deux réels différents de zéro et t.q. ay as < 0 et Idy la matrice identité d’ordre V.

e Dans le chapitre 2, on étudie le probleme (0.0.1) pour lequel ’hypothese (H2) fait défaut.
Plus précisément, le membre de droite dans le premiere équation de ((0.0.1)) est une fonction non
linéaire de la solution u®.

e Dans le chapitre 3, on étudie le probleme du type , posé dans un domaine 2 avec deux
composantes Q5 et Q5 (un exemple d’un tel domaine est donné dans la Figure 1), pour lequel la
fonction u® n’appartient pas a 'espace Hg(£2), mais a des discontinuités sur I'interface I'* entre les
deux composantes 25 et 5.

Description du domaine 2 & deux composantes périodiques.

Soit Y = (0,1)". Soit ¥; and Y3 deux sous-ensembles de Y, non vides, connexes et disjoints
tel que Yo C Y et Y = Y, UY5. On suppose que I' = Y, est Lipschitz continue. Pour tout
k € ZN, soit Y®¥ = k+ Y et Y = k +Y,, pour a = 1,2. Pour tout réel positif ¢ < 1, soit
Zo={keZV: eV, CQ}, Q5 = Upey (€YE) et Q5 = 2\ Q5. On note par I la fronticre de Q5
et n® désigne la normale unitaire extérieure a 25. On remarque qu’on se place dans la configuration
géométrique correspondant a un domaine {2 connexe et a un domaine 25 qui n’est pas connexe.
Un exemple de domaine €2, en dimension N=2, est donné dans la Figure
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Chapitre 1

T-coercivité pour
I’homogénéisation de problemes
avec changement de signe

L’objectif de ce chapitre est de présenter les résultats obtenus pour I’homogénéisation d’un

probléme du type ([0.0.1)), mais pour lequel la propriété de positivité (0.0.2]) n’est pas vérifiée (voir
[a23], [a38] et [a39]). Ensuite on présentera un résultat d’homogénéisation pour le probleme de
Maxwell avec certains coefficients de perméabilité et de permittivité négatifs (voir [a36]).

1.1 Probléme scalaire

On s’intéresse au probleme ([0.0.1) posé dans un domaine 2 C R¥™ & deux composantes, qui
vérifie (H2) et pour lequel I'hypothese (H1) est remplacée par
(H1) — m Si a; et ay sont deux constantes réelles t.q. ajas < 0, soit A € L>(RY) la fonction
Y -périodique définie par
Aly) = (ar1y, (y) + asly, (9)) [dy,

ou 1p désigne la fonction caractéristique du domaine D et Idy est la matrice identité de taille N.
Pour simplicité et sans perdre la généralité, on suppose

ar >0, a2 <0, (111)

et on définit le contraste x comme étant le nombre positif

ay ay
K=|—|=+—. 1.1.2

‘CLQ |a2| ( )
Si on pose

A(z) = A (f) . Vreq,

€
I’objectif est d’étudier le caractere bien posé et I’analyse asymptotique, lorsque € — 0, du probleme

{ —div(A*Vuf) = f dans Q, (1.1.3)

ut =0 sur 0f),
sous les hypotheses (H1)-m et (H2).

La formulation variationnelle du probleme ([1.1.3)) est : Trouver u® € Hg (), t.q.

(FV) a(u®,v) =1l(v), avec a(u,v) = | A°Vu-Vovdzretl(v)= [ fvdz.
Q Q

La premiere difficulté est ’étude du caractére bien posé de ce probleme. En effet, le théoreme
de Lax-Milgram, qui s’applique dans le cas d’une matrice positive (au sens de 'hypothése (H1), ne
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peut plus étre utilisé. Nous allons adapter la notion de T-coercivité, qui a été utilisée dans [BCZ10)
afin d’étudier le caractére bien posé des problémes avec changement de signe dans le domaine de
la propagation des ondes électromagnétiques.

Définition 1. Soit V' un espace de Hilbert muni de la norme || - || et soit T € L(V) un opérateur
borné sur V. Une forme bilinéaire a(-,-) définie sur V x V est dite T-coercive s’il existe v > 0 tel
que

la(uw, Tw)| = Allul?, VueV.

La notion de T-coercivité permet de remplacer tres avantageusement le Théoreme de Lax-
Milgram. Plus précisément, on a le résultat suivant, qui est une conséquence directe du ([BCZ10,
Théoreme 2.1]) :

Théoréeme 2. Soit V un espace de Hilbert muni de la norme ||-|| et soit a®(-,-) une forme bilinéaire
sur'V tel que :

1. a&(-,-) est symétrique : a®(u,v) = a®(v,u).

2. a®(-,-) est uniformément continue : il existe M > 0, indépendant de ¢, tel que
|a® (u, v)] < M||ul/ljv]], Yu,veV. (1.1.4)

3. Il existe une famille (T¢).~o d’opérateurs linéaires uniformément bornés sur V et v > 0,
indépendant de e, tel que

|a® (u, T°u)| > v|Jul?, Yu e V. (1.1.5)

Si (09)eso est une famille dans V', Uespace des formes linéaires continues sur V', alors le probléme
variationnel :
Trouver u® € V tel que a®(u®,v) = £ (v) pour tout v €V (1.1.6)

admet une unique solution u® € V pour tout € > 0 et il existe C > 0 indépendant de € tel que
[us]| < Clle v (1.1.7)

Le probleéme revient maintenant & construire (pour tout €) l'opérateur T¢, un point crucial
étant I'indépendance de « par rapport a e. Cette construction est faite en deux temps. Dans un
premier temps, on utilise des opérateurs d’extension harmonique définis sur la cellule de référence
Y. Dans un deuxiéme temps, on utilise les idées dans [BCZ10], ainsi que des techniques issues de
la théorie de ’homogénéisation périodique qui permettent de construire des opérateurs d’extension
définis sur €, afin de construire, a I'aide de ces derniers, les opérateurs T¢. Deux situations sont
a distinguer, suivant que le contraste x est grand ou petit. On donne les idées de la construction,
pour le contraste x grand.

On commence par construire le prolongement harmonique P : H!(Y;) — H*(Y) t.q.

IV P32y < mylIVulbagy.  Vue H (YD), (1.1.8)

avec ky > 0. On remarque la dépendance de la valeur de ky de la géométrie et du volume du
domaine Y7. On souligne d’une part le caractére optimal de la valeur de ky (voir ([a23, Remarque
2.3]), et d’autre part le fait qu’elle nous fournit une borne inférieure pour les contrastes grands
k pour lesquels on montrera que le probleme (1.1.3) est bien posé. A l'aide de l'opérateur P
et avec une technique utilisée par [Tar80] et [CSJP99] on obtient 'existence d’un opérateur de
prolongement P¢ : HY(Q5) — H(Q) t.q.

IVPu) 7o) < sy [Vulias), Vu € H ().

On remarque la valeur de la constante ky, qui est la méme que celle intervenant dans (1.1.8]) et
on souligne son indépendance par rapport a €. Les opérateurs T¢ sont ensuite définis en suivant
[BCZI10], de la maniere suivante, pour tout u dans Hg (2F) :

Toy = " in €, (1.1.9)
—Ug + 2PE’U,1 in QS,
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oll uy et ug représentent les restrictions de u a Qf et €25 respectivement.

Les opérateurs T¢ ainsi définis vérifient les conditions du Théoreme |2} ce qui permet de montrer
le caractere bien posé du probleme pour des contrastes x grands. Avant d’énoncer le résultat
d’existence obtenu on fait deux remarques :

Remarque 3. L’opérateur P nous permet aussi de construire un opérateur de T coercivité Ty
défini pour toute fonction u dans H*(Y) par :

Tyu := Tyu — M(Tyu), (1.1.10)
’f‘yu _Jjw dans Y7,
—ug 4+ 2Pu;  dans Yo,

ot M(’i‘yu) désigne la moyenne sur Y et uy, us représentent les restrictions de u a Yy et Ys
respectivement.

Remarque 4. En utilisant un résultat de [CDMI15|], on construit le prolongement harmonique

Q: HY(Ys) —» HY(Y) t. ¢

1
IV(Qu)|Z2(vy < Y [ VUllTepy,), Yue H'(Y2) tq. wr /. udy =0 (1.1.11)
2
avec K% > 0. La valeur de k% mnous fournit une borne supérieure pour les contrastes petits k
pour lesquels le probléme (1.1.3|) est bien posé. On construit ensuite des opérateurs de T -coercivité
comme dans le cas des contrastes grands.

Tout ce qui précede nous permet d’obtenir le premier résultat, le théoreme d’existence pour la
solution faible du probléme initial (1.1.3)) sous 'hypothese (H1)-m.

Théoréme 5. (R. Bunoiu, K. Ramdani, C. Timofte [a23], [a38]) Si le contraste k :=

az

vérifie

K>kKy ou k<I1/Kky,

ou Ky et K%y sont donnés dans (1.1.8)) et (1.1.11)), alors, le probléme variationnel associé a (L.1.3)),
admet une unique solution u® dans H}(Q).

Ce théoréeme nous fournit aussi pour la suite u® I'estimation a priori
€ <
[ 2y < C,

et en utilisant des résultats de convergence & deux échelles (voir Proposition Annexe) on est
en mesure d’homogénéiser le probleme variationnel (FV), et on obtient de maniére classique le
probleme limite & deux échelles (LI.12). Soit H}..(Y) D'espace des fonctions de H'(Y') qui sont
Y -périodiques. On a le résultat suivant.

Théoreme 6. (R. Bunoiu, K. Ramdani, C. Timofte [a23], [a38]) Si le contraste k :=

az

vérifie

k> Ky ou k<1/Ky,

ol Ky et Ky sont donnés dans (1.1.8)) et (1.1.11), alors l'unique solution u® du probléme varia-
tionnel correspondant a (1.1.3) vérifie les convergences a deux échelles suivantes

e 2—s
us —= u,
e 2—s ~
Vu® — Vu + V,u,

avec (u,0) € HE () x L2(Q, H, . (Y)) l'unique solution du probléme & deux échelles

per

A(y)(Vu+V,u) - (Ve + V,®)dedy = / fodz, (1.1.12)
QxY Q

pour tout p € H(Q) et ® € L2(Q, HL . (Y)).

per
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La difficulté a ce niveau est de montrer ['unicité de la solution (u, %) du probléeme limite (1.1.12)).
Pour ce faire, on utilise les opérateurs de T-coercivité Ty définis sur la cellule de référence dans
la Remarque [3| afin de construire un opérateur de T-coercivité

Taoxy : Hy(Q) x L*(Q, HL . (Y)) — Hy(Q) x L*(Q, H.,.(Y))

per per

défini par
TQXY(U, ﬂ) = (u, Ty’(’i)

Une fois I'unicité obtenue, on en déduit facilement le fait que le probleme & deux échelles ((1.1.12))
est équivalent a un probleme homogénéisé dont la forme est classique.

Théoréme 7. Le probléme a deux échelles (1.1.12)) est équivalent au fait qu’il existe (u,u) tel que
u — u dans Hy(Q) faible,
et la fonction u est solution du probléme homogénéisé

{ —div (AhomVu) =f dans Q,

u=20 sur 082, (1.1.13)

ot APO™ est la matrice homogénéisée, dont les coefficients constants sont donnés pouri,j =1,.... N

par
N Oy

A??m:/ aii — Y apgp——| dy, 1.1.14

J Y( J Zl kayk> Y ( )

(aij) sont les coefficients de la matrice A, x? € H},(Y) est Uunique solution faible du probléme de
cellule

{ —divy (A(Y)(Vyx? —¢;)) =0 dans Y, (1.1.15)

My (x?) =

et la fonction U est donnée par

ﬁ:g . (1.1.16)

On remarque que le probleme homogénéisé, les coefficients homogénéisés et les problemes de
cellule ont exactement la méme forme que dans le cas classique. Néanmoins, ils se distinguent par
la forme particuliere de la matrice A, notamment grace a la condition . Grace a la Remarque
nous sommes en mesure de montrer que sous les mémes hypotheses que précédemment sur le
contraste k, les problémes de cellule sont bien posés, ce qui implique que les coefficients
homogénéisés sont bien définis. En revanche, nous ne pouvons pas démontrer de maniere directe
le caractére bien posé du probléme homogénéisé (1.1.13)). Néanmoins, ceci n’est pas nécessaire,
car les résultats des Théoremes [6] et [7] suffisent pour assurer le caractére bien posé du probléme
homogénéisé. 11 est a souligner que dans certains cas particuliers, comme par exemple ceux cor-
respondant & N = 2 et des géométries pour lesquelles la cellule Y est invariante par rapport a
une rotation d’angle 7/2, on démontre ([a23, Proposition 4.2]) que la matrice homogénéisée est
toujours la matrice identité I multipliée par une constante. Par conséquent, suivant la valeur de la
constante, la matrice homogénéisée pourrait étre définie (positive ou négative) ou dégénérée. Des
résultats ultérieurs ([BDTI9], [a36]) prouvent que la matrice homogénéisée est toujours définie et
hérite du signe du coefficient a1, qui est différent de zéro (voir Section Proposition .

Un autre probléme que nous avons étudié récemment dans [a39] est celui de d’homogénéisation
d’un probléme scalaire du type (0.0.1)), dans le cas de la double conductivité et avec changement
de signe. Plus précisément, la matrice A(y) est de la forme

A(y) = (a1ly, (y) + 2azly, () Idy,

avec a; > 0 et as < 0. Il y a deux faits marquants qui distinguent cette étude des précédentes.
Dans ce cas, on montre ([a39, Corollaire 2.5]) que le probléme initial est bien posé pour tout &
suffisamment petit. Par ailleurs, la solution limite, qui est la méme que dans le cas elliptique des
conductivités positives, a dans ce cas une dépendance explicite de conductivités ([a39, Théoreme
3.2]).
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1.2 Probléme de Maxwell

Dans cette section on étudie un probleme issu des équations de Maxwell en dimension N = 3,
probléme posé dans le domaine © & deux composantes, notées ici Q2 et 3, ot § est un petit
parametre strictement positif. Plus précisément on se focalise sur le probléme (P?) ci-dessous,
vérifiée par le champ électrique E°. L’analyse du probléeme pour le champ magnétique se fait de
maniére analogue. On s’intéresse donc au comportement limite (lorsque le petit parametre § tend
vers zéro) du probléme suivant

Trouver E° € H,(curl) tel que pour tout E’ € H,,(curl) :

P° 1.2.1
) (1) 'curl E° curl E') — w*(e'E° E') = iw (J, E'), ( )
ot Hy(curl) = {E € H(curl) | E xn = 0sur 0Q},H(curl) = {H € L(Q) | curlH €
L(Q)},L(Q) = (L*(Q))3, n désigne la normale unitaire extérieure & 9, w € C,w # 0, la fonction

J (densité du courant) est donnée et
(x) = e 1gs(x) + e21g5(x),  p’(z) = p1 Lgg(2) + pa Loy (2). (12.2)

La particularité du probleme qu’on étudie réside dans le fait que les permittivités électriques €1, €3
ainsi que les perméabilités magnétiques p1, o des deux matériaux qui forment le composite ont
des signes opposés et sont tel que :

€1>0, e <O0; w1 >0, pe <O0. (1.2.3)

On commence par I’étude du caractére bien posé du probleme (|1.2.1)), pour ¢ > 0 fixé. On définit
l'opérateur linéaire et continu A% (w) : H,, (curl) — H,,(curl) tel que pour tout w € C et E,E’ €
H, (curl), on a

(A2 (W)E, E)eur1 = (1) ‘curl E, curl E') — w?(°E, E). (1.2.4)

Les propriétés de .Ai (w) sont fortement liées aux propriétés des deux opérateurs scalaires linéaires
et continus A? : Hj(Q) — Hj(Q) et BY : Hy(Q) — HL(Q) t.q.

(V(A%p),Vy') = (°Vp,Vy'), Vo, o' € Hj ()
(V(BSp), V') = (u'Vg, V), Vo, € Hy ().

En effet, pour tout ¢ fixé, le Théoreme 6.1 dans [BCCI4] implique que si les opérateurs A9 :
Hg(Q) — Hg(Q) et BY, : Hj,(Q) — HL(Q) sont des isomorphismes, alors A (w) : Hy(curl) —
H,,(curl) est un isomorphisme pour tout w € C\ S° ou S° est un ensemble discret sans point
d’accumulation.

On définit les contrastes ke = et on remarque que I’ensemble S° dépend

€2 H2
des contrastes ke, K, mais aussi de la géométrie du domaine (2, et donc dans le cas étudié ici,

cela dépend du parametre 6. La dépendance de § est une différence fondamentale par rapport
aux résultats de [BCC14]. Comme dans la Section on donne d’abord des conditions qui nous
assurent que A% and Bi sont des isomorphismes. On commence par remarquer que le probleme
variationnel associé & l'opérateur A® est celui déja étudié dans la Section et donc tous les
résultats obtenus précédemment restent vrais. Une preuve alternative pour l'inversibilité de A?
a aussi été donnée dans ([BDT19, Théoréme 5.2]). On donne dans [a36] une preuve différente,
qui combine les techniques utilisées dans [a23] et [BDT19], avec 1'objectif d’obtenir un critére qui
assure également l'inversibilité uniforme de 1'opérateur BZ, ce dernier résultat étant complétement
nouveau.

Dans [a36, Théoreme 3.1], on montre qu’il existe deux réels strictement positifs m et M tels
que si ke et K, vérifient

et kK, =

ke > M ou k. < 1/m; Ky >M ouk, <1l/m (1.2.5)
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alors les opérateurs A% : H3(Q) — HA(Q) et Bz : H;& Q) — H;E (©2) sont uniformément inversibles
lorsque § tend vers zéro. Les réels m et M dépendent de la géométrie et du volume du domaine
Y1, et leur expression explicite est donnée dans [a3@], (45)].

On rappelle que dans la Section [1.1] nous n’avons pas démontré de maniere directe la caractere
défini des matrices homogénéisées, mais ceci était une conséquence du caractere bien posé du
probleme limite & deux échelles et de son équivalence avec le probleme homogénéisé. On note que
pour 7 = € ou u et 7 = 1,2,3, la matrice homogénéisée associée a n est la matrice symétrique

H(n) = (Hrx(n)) 1<) k<s qui s'écrit (voir (0.0.4)))
H(n) = /Yn(y) [Idz — (Vx")'] dy, (1.2.6)

olt X} sont les solutions des problemes locaux correspondants (voir [0.0.5). On donne dans [a30]
une démonstration directe du résultat suivant :

Proposition 8. (R. Bunoiu, L. Chesnel, K. Ramdani, M. Rihani [a30]) Sous I’hypothése (1.2.3)
et si ke, Ky, vérifient (1.2.5), alors les matrices H(e) et H(u) sont définies positives.

L’idée de la preuve (par exemple, pour p) est d’écrire H(p)€ - & = [, u|Vipe|* dy, ot p¢(y) =
E?Zl(fj(yj — X (y)), et d’en déduire

H()E € = mllVeells, = ln2lllVeell$, > (u — 2l M)|[Veel,,

ce qui prouve que si k, > M, alors la matrice H(p) est définie positive.

Siky < %, la preuve, plus technique, est faite en deux étapes et utilise également le fait que
pour £, suffisamment petit, H(u)¢ - € est définie positive, résultat prouvé dans [BDTT9| Corollaire
5.6].

On revient au probleme (P?) pour le champ électrique (voir (1.2.1))). On définit la forme bi-
linéaire a? (-, -) associée & ([1.2.1)) par

a(E,E') = (u°) tcurl E,curl E') — w*(¢E, E'), VE,E' € H,(curl).

Si ke et , vérifient (1.2.5), alors les matrices H(e) et () sont bien définies, car les problemes
de cellule sont bien posés. De plus, la Proposition [§ nous assure que ces matrices sont définies
positives.

On introduit le probléme homogénéisé

hom
™) | curt () eurl Bom) © RO — i (127
dont la formulation variationnelle est
Trouver E™™ ¢ H,,(curl) tel que pour tout E’' € H, (curl) (1.28)
abom(E™™ E') = iw (J, E').

Ici ahomm (. .) est la forme bilinéaire définie dans 'espace H,,(curl) par

a’™(E,E') = (H(p) ‘curl E,curl E') — w*(H(¢)E, E').

On remarque que ce probléme homogénéisé a exactement la méme forme que le probleme ob-
tenu dans le cas classique des équations de Maxwell, c’est-a-dire lorsque tous les coefficients dans
le probleme initial sont positifs et qu’il fait intervenir les tenseurs homogénéisés des problemes
scalaires étudiés précédemment. Ce dernier aspect est essentiel pour la preuve du résultat d’ho-
mogénéisation. On rappelle que dans le cas des coefficients positifs on peut montrer facilement que
le probléeme (PP°™) admet une unique solution pour tout

w? € C\ Ahom (1.2.9)

olt AP°™ est un ensemble discret de [0; +00).
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La preuve du résultat d’homogénéisation pour les équations de Maxwell sans changement de signe
est connue et classique : [BLP78|, WKO03|, [THI5, [CFS17]. On commence par obtenir des estimations
uniformes pour une suite de solutions du probleme analogue & (P?) (mais avec des coefficients po-
sitifs). Ensuite on déduit des résultats de convergence pour cette suite, on passe & la limite avec
& vers zéro et on obtient le probleme homogénéisé, pour lequel on démontre assez facilement le
caractere bien posé, grace a la positivité des coefficients. Dans le cas que nous étudions, il est
difficile de trouver des estimations uniformes a priori, & cause des changement des signes pour € et
1, mais aussi a cause de la présence du terme L? qui fait intervenir w? et pour lequel le signe n’est
pas défini. En particulier, la méthode utilisée dans [CFS17] ne s’applique pas ici, car nous n’avons
pas de décomposition spectrale. La stratégie que nous adoptons, qui n’est pas classique en théorie
de 'homogénéisation, est la suivante :

e on suppose vraie une certaine estimation uniforme qu’on précise, ce qui nous permet de
démontrer un résultat de convergence pour la solution de (P°) vers la solution de (Phom™);

e on utilise un raisonnement par I’absurde pour montrer que ’estimation uniforme nécessaire
est satisfaite pour les solutions de (P?).

Plus précisément, on démontre les résultats suivants.

Théoréme 9. (R. Bunoiu, L. Chesnel, K. Ramdani, M. Rihani [a36]) Soit k. et k,, qui vérifient
[T.2.8) Soit (E°) une suite de solutions du probléme (P?) satisfaisant lestimation

3C >0, Vo € (0;1], |E°|| + |lcurl E°|| < C'||J]. (1.2.10)
Alors on a, lorsque 6 — 0
E° — Ehom et curl E° — curl E™™ dans L*(Q) faible,

ot EM™ est lunique solution du probléme homogénéisé (Phom),

Proposition 10. (R. Bunoiu, L. Chesnel, K. Ramdani, M. Rihani [a36]) Soit k¢ et &, qui vérifient
(T.2.5), et w? € C\ Aho™ og Abo™ est comme dans , Alors il existe 6o > 0 tel que pour tout
6 € (0;60], le probléme (P°) admet une unique solution E°. De plus, on a l'estimation

1B + curl E°| < C || J| (1.2.11)

ot, C > 0 est indépendant de ¢ € (0;dp].

Perspectives.

Dans la continuité de [a23], [a38] et [a39], avec K. Ramdani et C. Timofte, nous étudions
actuellement un probleme plus général, a savoir I’homogénéisation d’un probleme scalaire avec
changement de signe et pour lequel le flux de la solution est discontinu & travers l'interface I'®
entre les deux matériaux. D’un point de vue pratique, cette étude est justifiée par la présence
d’une interface imparfaite entre le matériau diélectrique et le métamatériau.
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Chapitre 2

Localisation et multiplicité en
homogénéisation

On commence par remarquer que 1'unicité de la solution des problémes et est un
aspect tres important pour le processus d’homogénéisation. En effet, c’est I'unicité de la solution
du probléme (0.0.3)) qui permet de justifier la convergence de toute la suite {u®} vers la fonction
u, lorsque € tend vers zéro. Néanmoins, pour les problemes qui présentent des non linéarités,
cette condition d’unicité n’est pas toujours assurée. Lorsque le probleme admet plusieurs solutions,
on doit pouvoir analyser le comportement de chaque solution et ceci nécessite la localisation de
chaque solution. Tout au long de ce chapitre, la localisation d’une fonction est entendue comme
étant la localisation dans I'image des valeurs de la fonction. Plus particulierement, on s’intéresse
dans ce chapitre a un probleme du type , mais pour lequel le membre de droite est une
fonction non linéaire dépendant de u®. On donne des conditions suffisantes sur cette fonction,
pour que les solutions des problémes microscopiques et homogénéisés soient localisées et pour que
la multiplicité des solutions puisse émerger. Ensuite, on généralise le résultat obtenu au cas des
systemes de dimension quelconque, pour lesquels on montre la localisation de chaque composante
de la solution (voir [a33]).

2.1 Cas d’un probleme scalaire

On revient au probléme (0.0.1)), pour lequel on fait deux remarques.

Remarque 11. Si f(z) > 0 p.p. © € Q, alors le principe de maximum faible ([GT9S, Théoréme
8.1]) montre que pour tout € > 0, on a u®(x) > 0 p.p. dans .

Remarque 12. Si f € L>(Q) alors, d’aprés [GTIS, Théoréme 8.15], la solution u® appartient a
L>(Q) et il existe une constante Iy, indépendante de €, t.q.

Hu€||Loc(Q) < Ty
Au vu de la Remarque on définit pour tout € € (0,1), Popérateur solution
S L®(Q) = V= H}(Q) N L>®(Q),

[ 55(f) = uf,

ofl/ujc est la sol.u“ci(.)n/ du probléme l . .L/’opérateur S¢ est linéaire et grace a la Remarque il
préserve la positivité et Iordre. Plus précisément,

si 0< f1 < fo, alors 0<5°(f1) <S5°(fo).

On consideére maintenant le probleme plus général

{ —div (A°(z)Vu) = g(z)f (u°) dans Q, (2.1.1)

u® =0 sur 052,
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avec la matrice A® vérifiant I’hypothese (H1), g une fonction donnée appartenant & l'espace L™ ()
et f: R — R une fonction continue, donnée.

Soit ' un sous-domaine fixé de , tel que ' CC Q. Le premier objectif est de donner des
conditions suffisantes sur les fonctions g et f tel que, si 0 < r < R avec r et R des réels donnés, le
probleme admet une solution qui vérifie pour tout € suffisamment petit les deux conditions
suivantes :

f(x) <R pp.z€, (2.1.2)

u
u®(z) p.p. ze.

VANVAN

Soit
D,p={veV|0<wvx) <R ppzer <uvx) pp zeQ}.
On donnera donc des conditions pour que la fonction u® soit localisée dans D,g. Ensuite, on

montre, qu’apres le passage a la limite ¢ — 0 dans (2.1.1)), la fonction w, limite faible dans HE(Q)
de la suite {u®}, est 'unique solution dans D,z du probléme homogénéisé

{ —div (A"™Vu) = g(z)f (u) dans Q,

u =0 sur 0, (21.4)

ot AP°™ est la matrice homogénéisée définie par (0.0.4)-(0.0.5)) et la solution u vérifie aussi les
conditions (2.1.2))-(2.1.3]).

C’est ce résultat de localisation qui permet ’émergence de plusieurs solutions lorsqu’on ’ap-
plique a des paires (ry, Ry) différentes de nombres réels, si

0<7‘k<Rk<T}€+1<Rk+1
ou si
0<T‘k+1 <Rk+1 <71 < Rp.

On revient au probleme (2.1.1)) et on remarque qu’en utilisant 'opérateur solution approprié,
la recherche d’une solution faible u® € V équivaut a la résolution de I’équation non linéaire

u® = S%(gf(u)). (2.1.5)

Avec la notation
Ne(v) == 8%(gf(v)), veV, (2.1.6)

pour € fixé, chaque solution du probleme (2.1.5)) est un point fixe de 'opérateur N¢. L’existence et
I'unicité d’un point fixe sera démontrée en utilisant le principe de contraction de Banach.

On remarque aussi que, de maniere équivalente, I’existence et I'unicité de la solution du probléeme
(2.1.1) peuvent étre prouvées en utilisant ’approche variationnelle, via la fonctionnelle énergie J©

associée au probleme (2.1.1]) :
J° Vo R,

JE(v) = ;/QAE(x)V%Vvdm—/Qg(x)/ov(x)f(T) dr.

On associe aussi au probléeme (2.1.4)) la fonctionnelle énergie J

J V=R,

v(x)
Jw) = %/QA}“’mVWVde—/Qg(x)/O f(7)dr.

Notre objectif est de localiser les solutions du probléme (2.1.1)) au sens de (2.1.2)-(2.1.3]), Pour cela,

il est nécessaire d’obtenir des bornes inférieures et supérieures. Les bornes supérieures s’obtiennent
en utilisant des résultats classiques, comme mentionné dans la Remarque Les bornes inférieures
s’obtiennent plus difficilement et, & notre connaissance, la solution proposée ici est nouvelle dans
le cadre de la théorie de ’homogénéisation. Un résultat crucial est le Lemme [T3] ci-dessous, dont
la preuve est basée sur I'inégalité de Moser-Harnack ([Jos07, Théoréme 12.1.2]) et des arguments
de recouvrement comme dans [Prel2] Théoreme 1.3].
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Lemme 13. (R. Bunoiu, R. Precup [a33]) Pour tout g € L (Q) avec g > 0 dans 2 et g > 0 dans
un sous-domaine Q' de mesure non nulle de 0, il existe e > 0 et v > 0 t.q. v°(x) > v, p.p.
x dans le sous-domaine Q' CC Q et pour tout € < g4, ol v° représente la solution du probléme

(2.1.1) dans le cas particulier correspondant & f(u) = 1.

On donne maintenant les trois conditions suffisantes, vérifiées par les fonctions g et f, pour que
le probleme (2.1.5)) admette une solution qui vérifie les conditions (2.1.2))-(2.1.3) :

(h1) g(x) > 0 p.p. dans Q, g(z) = 0 pour z € Q\ ', et ¢ > 0 dans un sous-ensemble de
mesure non nulle ; f (7) > 0 pour tout 7 > 0.

(h2) M;T'y <R et r <myy,, avec My := max ¢ g f(7) et my :=min e g5 f(7);
L', est définie comme dans la Remarque [I2) et v, est définie dans le Lemme

(h3) 1l existe une constante 0 <1 < a X1/ [|gll=(q) t-a-
|f(r)—f(7)| <l|r—7| pourtout r,7 € [r,R]. (2.1.7)
Ici Aq est la premiere valeur propre du probléme de Dirichlet homogene associé a —A.

La condition (h3) assurera la contraction de 1'opérateur N¢, alors que les deux hypotheses
(h1) et (h2) assurent le fait que la condition d’invariance N¢ (D, ) C D, est vérifiée. On donne
la justification de cette toute derniere affirmation. Soit v € D,.g. Les inégalités r < v (z) < R p.p.
dans €’ et la continuité de la fonction f impliquent

= 1 < <M = Pp. d Ql.
mpi= min £ (7) < f(0(e)) < My = max (), pp. dans

Les inégalités 0 < my < My et le fait que la fonction g est positive dans 2 et zéro en dehors de
', impliquent
g(x)ms < g(z) f(v(z)) <g(x) Mg, p.p. dans Q.
Les propriétés de positivité et monotonie S¢, la Remarque et Papplication de l'opérateur N¢
aux inégalités précédentes impliquent
0 < N°(v)(z)=5(gf (v)) (x) < 5% (gMy) ()
= MsS°(g9) () < My, pp.xell

Afin de trouver les bornes inférieures, on utilise le Lemme [T3] appliqué & un membre de droite égal
a g, et on obtient :

N* (v) () > §° (gmy) (x) = msS° (g) (x) = mpy,, pp.z €. (2.1.8)

On en déduit que la condition suffisante pour avoir N¢ (v) € D,g, et par conséquent assurer la
condition d’invariance N¢ (D,r) C D;g, est (h2).

Remarque 14. Si de plus la fonction f est croissante sur Uintervalle [r,R], alors my = f(r),
My = f(R) et la condition (h2) devient

(h2)" f(R)Ty < R etr < f(r)v,.

La condition (h2)" montre également que, la fonction f étant donnée, les bornes r et R existent
toujours, pourvu que les conditions asymptotiques suivantes sont vérifiées :

lim M =0, lim LT)

T—+o00 T T—=0 T

= +00

Le principal résultat d’existence et localisation pour le probleme (2.1.1)) est le théoréme suivant.

29



(0] r R

FIGURE 2.1 — Exemple de fonction f.

Théoréeme 15. (R. Bunoiu, R. Precup [a33]) Si les conditions (h1)-(h3) sont vérifiées, alors il
eziste g > 0 t.q.

(i) pour tout € < g, le probléme admet une unique solution u® dans D,r, qui est dans
D, lunique minimum de la fonctionnelle énergie J¢.

(ii) u® — u quand e — 0, dans H} () faible et dans L? () fort, ot u est l'unique fonction dans
D, g solution du probleme homogénéisé . La fonction u est dans Dy.g 'unique minimum de
la fonctionnelle énergie J, et

J®(u®) = J(u) quand £ — 0.

On remarque que si les conditions (h1)-(h3) sont vérifiées pour deux paires de nombres (r, R),
notées (r1, Ry) et (re, Ra), avec 0 < r; < Ry < ro < Ry, alors les ensembles D,. g, et D, g, sont
disjoints, et d’apres le Théoreme le probléme ([2.1.1)) et le probléme homogénéisé correspondant
, admettent deux solutions distinctes, 'une dans D, g, et autre dans D, r,. Cet argument,
appliqué & un nombre fini ou infini de paires (r, R), peut étre utilisé pour obtenir des solutions
multiples (qui peuvent étre en nombre fini ou en nombre infini) pour le probleme et pour
le probleme homogénéisé correspondant ([2.1.4)).

Dans la Figure [2:1] on donne un exemple de fonction f qui vérifie les conditions du Théoréme

X X
15|; ici (d) représente la droite d’équation y = T et (d’) représente la droite d’équation y = —
g g

(voir [Herl@]). Ce type d’exemple permet également d’obtenir des solutions multiples dans le cas
de deux paires (r1, R1) et (ro, R2) si0<r; < Ry <ry < Rgousi0<ry<Ry<r <Ry

On remarque également que si la fonction g s’annule sur Q \ €', alors nous pouvons localiser
les solutions en imposant la condition de Lipschitz continuité de f seulement localement, sur
lintervalle [r, R] . C’est précisément le caractere local de cette condition qui permet d’obtenir des
solutions multiples, a travers le Théoreme Si cette hypothese sur la fonction g n’est pas vérifiée,
on peut quand-méme localiser les solutions dans l’ensemble D,.r, sous une hypothese plus forte
que 'hypothese (h3) sur la fonction f, & savoir f est Lipschitz continue sur [0, R] au lieu de [r, R].
Dans ce cas, My est

My = nas f(r)

et la borne inférieure (2.1.8) sera trouvée de la maniere suivante :

N (v)(z) = 5% (largf (v) () = 5% (Largmy) (x)
= mS (lorg) (¥) = msyigg,
ol 1o/ représente la fonction caractéristique de Q' (1o (x) = 1siz € U, 1o () =0siz € Q\ ).

Ceci implique le fait que ~, doit étre remplacée par 71,4 dans (2.1.8]).
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En revanche, si cette condition plus forte de Lipschitz continuité sur la fonction f est vérifiée,
alors le Théoréme [15| ne peut pas fournir des solutions multiples. La raison est la suivante : si le
Théoréme s’appliquait & deux paires de nombres, notées (r1, Ry) et (rq, Ra), avec 0 < 11 <
Ry < r9 < Ry, alors le fait que les ensembles D,, g, et D,,r, sont disjoints implique le fait que
N¢ a deux points fixes distincts, I'un dans D, r, et 'autre dans D,,r,. Mais, d'un autre coté, la
fonction f devrait étre Lipschitz continue dans [0, Rs] avec la constante de Lipschitz [, telle que
I < ali/ 9]l (q) - Alors, il n’est pas difficile d’observer que la condition de contraction pour N¢
est vérifiée pour tout vy,ve € Bg, :={v €V :0<wv(z) < Rg p.p. ¢ € Q}, et ceci nous garantit le
fait que N¢ a au plus un point fixe dans Bg,. Mais comme les deux ensembles disjoints D, r, et
D,, r, sont inclus dans Bg,, on est amené & une contradiction et ceci justifie les affirmations faites
sur la multiplicité.

2.2 Cas d’un systeme d’équations

La technique utilisée dans la Section [2.1] pour une équation scalaire se généralise au cas des
systemes et permet de localiser chaque composante de la solution. On présente ici le résultat pour
le cas d’un systéme a deux équations, mais le résultat reste vrai (avec des adaptations) pour le cas
d’un nombre fini quelconque d’équations. On considere dans  le systeme d’équations

{ —div (A5 (z) Vui) = g1 (z) f1 (uf, us),

—div (45 (z) Vu§) = g2 () f2 (u5,u§), (2.2.1)

avec des conditions de Dirichlet homogenes au bord, uf = 0 sur 99, i =1, 2.

Les matrices AZ, et les fonctions g;, f;, vérifient des hypotheses analogues a celles de la Section
avec des constantes d’ellipticité qui peuvent étre différentes pour les deux matrices, & savoir q;
et @;, 1 = 1, 2. La recherche de la solution faible du systeme avec des conditions de Dirichlet
homogenes revient a la recherche, dans V' x V', du point fixe pour le probleme

up = NY(uf,u3)
uy = Ny (uj,u3)
o Nf =55 (g:fi), ¢ = 1,2. Résoudre le probleme (2.2.1]) revient aussi a résoudre
J161 (Ui, ’LL;)
J3 (uiug) = 0,

ou J§ (v1,v2) désigne la dérivée de Fréchet de la fonctionnelle J¢ (vy,v2) par rapport a la variable
v;, pour ¢ = 1,2, et les fonctionnelles JF (v1,v2) sont définies par

1 ’Ul(CE)
Ji (v1,v9) = §/QA§ () Vuy - Vo do — /le (:L')/O f1 (1,09 (z)) dr,
1 va ()

J5 (v1,v9) = 3 /Q A5 (z) Vg - Vg do — /Qgg (ac)/o fo (v1 (), 1) dr.

On va donner des conditions suffisantes qui garantissent I'existence et 1'unicité de la solution (u§, u§)
dans un sous-domaine borné de V x V :

(u‘i)ug) 6 D = D7'1R1 X D7'2R27

oul<r < Ryet0<ry < Ry sont des réels donnés.
Ces conditions sont la généralisation des conditions de la Section [2.1]:

(hl)s g; (z) > 0 p.p. dans Q, g; () = 0 pour z € Q\ ', et g; > 0 dans un sous-ensemble de
mesure non nulle ; f; (71, 72) > 0 pour tout 7,72 > 0.
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(h2)s M,Ty, < R; et r; < myy,,, ol

M;= max fi(r,72), m;= min f;(7,72).
T1€[r1,R1] T1€[r1,R1]
T2€[r2,Ra] T2€[r2, Ra]

(h3)s Il existe des constantes 0 < I;; (¢, = 1,2) t.q.

lfi (T1,m2) — fi (T1,T2)| < L |m — 71| + lio |72 — T2
pour tout 71,71 € [Tl,Rl] et 7o, To € [7’2,R2]a

et le rayon spectral de la matrice L = [L;j] ou chaque

i,j=1,2"
Lij ||9iHLoo(Q)

L;; :=
’ Qi)\l

(i,7=1,2)

est plus petit que 1.
On a le résultat suivant :

Théoréme 16. (R. Bunoiu, R. Precup [a33]) Sous les hypothéses (hl)s — (h3)s, il existe g > 0
t.q. pour tout € < g :

(i) le systeme admet une unique solution (u5,u§) € D, qui est dans D ['unique point
d’équilibre de Nash par rapport auz fonctionnelles d’énergie Ji,J5, cad,

Ji (uf,us) = min J§ (u3) et J5 (uf,uj) = Dmin J5 (ui,-).
r1 Ry ro Ro

(i) u§ — u; quand e — 0, dans H} (Q) faible et dans L? () fort, ot (u1,u2) est l'unique couple
de fonctions dans D solution du systéme homogénéisé

{ —div (A4"Vuy) = g1 () f1 (wr,u2), (2.2.2)

—div (A’Q“””Vug) = g2 () fa (u1,ug).

La solution (uy,us) est dans D 'unique point d’équilibre de Nash par rapport aux fonctionnelles
d’énergie J1, Ja, associées aux équations du systéeme homogénéisé (2.2.2)), et

JP (i, ug) = J; (ur,u2)  quand € — 0, pour i=1,2.

Perspectives.

Avec R. Precup nous continuons & étudier ’homogénéisation de problémes non linéaires pour
lesquels on donne des conditions de localisation et de non unicité, dans 'esprit de ce que nous
avons démontré dans [a33]. Un probléme qui nous parait intéressant est celui qui consiste & étudier
I’écoulement de Stokes pour un fluide a viscosité variable, donnée par une fonction périodique.
D’un point de vue physique, ceci correspond, par exemple, a I’écoulement d’un fluide qui présente
des impuretés (voir [PS10], [AGV17]). D’un point de vue pratique, la localisation de la solution
peut avoir des applications dans les problemes découlant de la médecine, ou par exemple le taux de
concentration d’'un médicament dans un tissu avec une structure non homogene doit rester entre
certaines limites prescrites.

On pense pouvoir localiser les solutions en utilisant les techniques qui ont déja fait leurs preuves
dans [a33]. Des difficultés vont apparaitre au niveau de la multiplicité, pour laquelle on s’attend &
ce que la présence de la pression implique des résultats moins forts.
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Chapitre 3

Homogénéisation de problemes de
diffusion avec saut dans le flux

Tout au long de ce chapitre, on s’intéresse a 'homogénéisation de problemes de diffusion posés
dans un domaine 2 C R avec deux composantes, comme celui représenté dans la Figure 1 dans
le cas particulier N = 2 (voir [al2], [aT3], [a19], [a24], [a28], [a3], [a32], [a37]). Tous ces problemes
rentrent dans le cadre général ci-dessous :

Trouver u® = (u§, u§) t.q.

—div(A°Vus) = f dans f,

—div(ePA*Vus) = f dans €25,

A*Vug - n® =e"h" (up —u3) — G° sur I, (3.0.1)
PAVuG 0 = N (uf —uf)  sur T

usi =0 sur 0f2.

Ici 8 et v sont deux nombres réels. Les données du probléme vérifient les hypotheses (H1) et
(H2), ainsi que hypotheses suivantes :

(H3) La fonction h est Y-périodique t.q. h € L>®(T) et il existe hg € R avec 0 < hg < h(y)
p-p- sur I'. On pose

he(x)=h (E) p.p. sur I'".
€
(H4) Soit g € L?(T') une fonction Y-périodique. On définit
g (x)=g (g) p.p. sur I'®.
Soit Mr(g) la moyenne de la fonction g sur I'. Pour la fonction G° # 0 du systeme (3.0.1), on

étudie les deux cas suivants (voir [CDGI9, Remarque 4.58]) :

x
Cas 1:G°(z) =¢yg (g> , st Mp(g) #0, (3.0.2)
x
Cas 2:G°(x) =g (7) , st Mp(g) = 0. (3.0.3)
€
Remarque 17. On remarque que si G° # 0, alors le flux de la solution est discontinu a travers
Uinterface T=. En effet, du (3.0.1)- (i) et (3.0.1)-(iv), on a Uégalité
ASVUS - nf — P ATV - nf = —GF.

La principale nouveauté de notre étude est justement la présence du saut dans le flux de la
solution, en plus de la présence du saut dans la solution. Il est & souligner que la condition considérée
sur I'® correspond a la présence d’un interface imparfaite. Une justification mathématique de cette
condition est donnée dans [Pan79].

Beaucoup d’études sont connues lorsque la solution admet un saut et le flux est continu, ce qui
correspond au cas ou la fonction G est nulle. Le premier résultat est du a J.L. Auriault et H. Ene,
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qui ont étudié dans [AE94] le probleme correspondant & G° = 0 et § = 0, en utilisant la
méthode des développements asymptotiques. Ils ont mis en évidence ’existence de deux valeurs
représentatives pour le parametre 7y, a savoir —1 et 1. Si v = —1, les coeflicients homogénéisés
dépendent comme d’habitude des conductivités des deux matériaux, de la géométrie de la cellule
de référence Y et des volumes de ses constituants Y7, Y5, mais ils dépendent aussi de la fonction h,
via les solutions des problémes locaux (voir ) Si v = 1, le probleme homogénéisé n’est pas
classique, mais correspond a un modele qui a deux températures en chaque point du domaine et qui
est connu dans la littérature comme systéme de Barenblatt (voir (3.1.24). Les deux températures
limite, u; et us, données par les équations (3.1.13)) et (3.1.15)), sont liées via un terme qui dépend
de la moyenne de la fonction h sur T'.

La justification mathématique des résultats obtenus dans [AE94], ainsi que d’autres problemes
semblables (correspondant notamment a g € [0, 2]), a été donnée par beaucoup d’auteurs, a l'aide
des méthodes d’énergie, de convergence a deux échelles et d’éclatement périodique. Sans étre ex-
haustif, on fait référence a [LV96], [CP99], [EP02], [Mon03]|, [Pol03], [DM04], [al2], [MS04], [aI3],
[PBO0S], [Tim10], [DNT11], [Tim13], [Tim13b], [DT13].

Lorsque nous avons commencé & travailler sur les problemes correspondant au cas G¢ # 0, un
seul résultat analogue existait dans la littérature mathématique, a notre connaissance. Il s’agit du
travail de K. Fellner et V. Kovtunenko, [FK15], dans lequel les auteurs étudient le cas correspondant
a8 =0,vy=—1etaucas 1 (voir pour la fonction G¢. Il y avait toutefois dans la littérature
mathématique des résultats tres récents pour des problemes sans saut de la solution, mais avec saut
dans le flux, comme par exemple ceux de E.R. Jjioma, A. Muntean et T. Ogawa ([IMO13]), ceux
de G. Allaire et Z. Habibi ([AH13]), ainsi que ceux de M. Gahn, P. Knabner et M. Neuss-Radu
([GKN16]). Néanmoins, les flux considérés dans nos travaux ne rentrent pas dans le cadre déja
étudié. Par ailleurs, une différence essentielle réside dans le fait que, dans notre cas, la fonction
u® n’appartient pas a I'espace H!(Q), mais uniquement sa restriction & Q5 et Q respectivement
est une fonction H!'. Pour cette raison, des résultats de compacité spécifiques sont nécessaires,
notamment pour traiter le cas du domaine €25, qui n’est pas connexe. C’est la raison pour laquelle
nous utilisons la méthode d’éclatement périodique de [CDGI19] (voir aussi en Annexe) pour le
passage a la limite, qui est bien adaptée pour ces problemes.

On commence par étudier le caractere bien posé du probleme . Afin d’écrire sa formulation
variationnelle, on définit pour tout nombre positif € < 1 ’espace de Hilbert

H® =V x H'Y(Q5).

Lespace V¢ = {v € H'(Qf), v =0 sur 90} est muni de la norme |[v|ly= = [[Vv||12(qs), pour tout
v € V¢, et l'espace H'(Q5) est muni de la norme classique. Dans H¢, on considere le produit
scalaire

(u,v)pge = Vuq - Vop dz + /

PVus - Vg da + &7 / (u1 — ug) (v — v2) doy (3.0.4)
Q1 Q3

€

ol u = (uy,us) et v = (v1,v2) appartiennent & H¢. La norme induite par le produit scalaire (3.0.4))
est donnée par

[VllFre = IVo1lZ2az) + eI V02llF2(ag) + 7 llor — vallFa(pe)- (3.0.5)
La formulation variationnelle du probleme (3.0.1)) est la suivante : trouver u® € H® t.q.
a(u®,v) =1(v), Yve H®, (3.0.6)

ou la forme bilinéaire a : H® x H®* — R et la forme linéaire | : H® — R sont définies par

a(u,v) = / A*Vu; - Voy da + ° A%Vuy - Vuadz + €7 h®(uy —u2)(vy — va) doy
: 03 re

et

l(v) = fordx + fooda + G®vy doy.
Qs Qs re
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En utilisant le théoreme de Lax-Milgram, on montre que pour tout € fixé le probleme
admet une unique solution. La solution u* est bornée en norme H¢. Ensuite on passe a la limite en
utilisant des résultats de compacité spécifiques. On remarque que dans le cas 1 (voir ), la
fonction g se retrouve systématiquement dans le membre de droite du probleme homogénéisé, sous
la forme d’un terme source supplémentaire. Dans le cas 2 (voir )7 leffet de la fonction g, apres
passage a la limite, se retrouve dans la forme des correcteurs. Dans ce dernier cas, le découplage
des problemes a deux échelles en problemes homogénéisés et problemes de cellules s’avere étre
plus complexe. Des problemes supplémentaires de cellule apparaissent a la limite. On souligne
notamment le probléme (3.1.10) (nouveau dans la littérature, & notre connaissance) du Théoréme
[21] ci-dessous, dont les solutions 7, et 7o interviennent dans la forme particuliere des correcteurs
U1 et @z. Sont également nouveaux dans ce contexte les problemes de cellule , et
(3.2.28)). Néanmoins, certains de ces problémes ont déja été rencontrés dans la littérature, pour
I’étude de I'homogénéisation dans des domaines perforés, avec des conditions de Neumann non
homogenes sur le bord des perforations (voir [CDGI19, Chapitre 5]). Concernant l'influence de la
fonction h dans le probleme limite, on constate en général les mémes effets que dans le cas G = 0,
sauf pour le probleme (3.1.10), qui est nouveau, et dans lequel la fonction h apparait sous la forme
d’une résistance thermique au niveau local.

Les cas étudiés et les principaux résultats obtenus lorsque €2 est un domaine comme celui
représenté dans la Figure [1] sont résumés dans le tableau ci-dessous. Le cas

G #0
’ 15} \ 5y \ G* \ Théoreme
0 | -1 | e¢® | Théoreme |18[; Théoreme |19
0 | -1 ]| g° | Théoreme [20; Théoreme |21
0] 1] eg® Théoreme
0| 1| g° | Théoreme ; Théoreme
211 |¢eg® Théoreme @
2| 1| ¢g° | Théoreme ; Théoreme

Le cas correspondant & G # 0, 8 = 2, v = 1, est également étudié pour un domaine périodique
de faible hauteur, comme celui représenté dans la Figure Les résultats de convergence sont
donnés dans le Théoréme [30] pour G = £¢° et dans le Théoreéme [31] pour G° = ¢°.

3.1 Cas des conductivités du méme ordre : |3 =0

On étudie le comportement asymptotique lorsque ¢ — 0 de la solution v = (u§,u§) du
probleme :
—div(4A*Vui) = f dans ©fF,
—diV(AEVug)lz f dans 05,
AVu§ -nf = ghs (uf —uj) —G* sur Te, (3.1.1)
1
A*Vu5 -n® = ghE (uf —uj) sur I's,
uf =0 sur 0f).

En utilisant les estimations a priori et des résultats généraux de compacité adaptés (voir
Proposition 51| en Annexe), on obtient l'existence de u € Hj(Q), Uy € L*(Q,H)..(Y1)), Uz €
L2(Q, HY(Y3)) t.q. Mr(@1) = 0 et, & une sous-suite pres, pour ¢ — 0, on a :

TE(us) = u dans L?(Q, H'(Y7)) fort,

TE(Vu§) = Vu+ Vi, dans L2(Q x Y;) faible,

75 (u§) — u dans L?(Q, H'(Y2)) faible, (3.1.2)
T5 (Vug) = Vo dans L?(Q x Y3) faible,

s, — |Yy|u dans L?(Q) faible, o =1,2.
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De plus, on a
T (uf) = T (u5)
€
olt Uy € L*(Q, H'(Y2)) est définie par

— T — Uy dans L*(Q x T) faible, (3.1.3)

Uy = Uz — yrVu — &r,

et &p € L2(9). Ici

H...(Y1) ={v e H'(Y1)|v est Y-periodique}

et par - on note I'extension par zéro d’une fonction a tout le domaine €. De plus, on définit
Wher (Y1) = {v € Hpo, (Y1) | Mr(v) = 0},
W(Yz) = {v € H'(Y2)| Mr(v) = 0},
et on considere 'espace
V= Hj(Q) x L* (O Wyer (V1)) x L? (Q, H (Y2)) ,

muni pour tout V = (v,v1,72) € V de la norme

2 ~ 12 — 2 ~ 2
VIS = [[Vo+ vyleL2(Q><Y1) + Vv + vyv2||L2(Q><Y2) + [[o1 - v2||L2(Q><F) :

“Cas1: [G=of|

Pour des raisons de complétude, on donne ce résultat, obtenu également par des méthodes un
peu différentes dans [FK15] lorsque G° = g, avec g € R.

Théoreme 18. (R. Bunoiu, C. Timofte [a24]) L unique solution u® = (u§,u§) du probléme va-
riationnel associé a converge, dans le sens vers lunique solution (u,u1,U2) € V du
probléme a deux échelles suivant :

QXYl QXYQ

[ )@ - w22 dedo, = [ flahple)de 4 DMe(o) [ plo)da

(3.1.4)
pour tout p € H(Q), ®; € L*(Q, HL,, (Y1)) et &3 € L2(Q, H(Y2)).

per

Théoréme 19. (R. Bunoiu, C. Timofte [a24]) La fonction uw € H} () du Théoréme est lunique
solution du probléme homogénéisé

—div(A™™Vu) = f 4 [T|Mr(g) dans Q, (3.1.5)

o AM°™ est la matrice homogénéisée, définie pouri,j=1,...,N par

N ; N .
A?J@m - / iy — Zaik% dy +/ aij — Z aik% dy’ (316)
& k=1 Oy Y, =1 Oy,

Les fonctions X1 € H;er(Yl) et Xé € HY(Y3), j=1,...,N, sont les solutions faibles des problémes
de cellule suivants :

—divy (A(y)(V yX1 ej)) =0 dans Y7,

— divy (A(y)(V yXQ ej)) =0 dans Yz,

(A(y)Vy {) (A(W)Vyxz)-n  surT, (3.1.7)
(A(y)(_Vyx g)) n=nh(y)(xi —xz) surT,
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ot n représente la normale unitaire extérieure a Ys.
Les fonctions u1(z,y) et ua(x,y) sont données par

N

) = =3 S )

uMz
Q’)‘Qj

ou X{ et X% sont définies par .
e Cas 2:

Théoréme 20. (R. Bunoiu, C. Timofte [a24]) L unique solution u¢ = (u$, u§) du probléme varia-
tionnel associé a (3.1.1)) converge vers l'unique solution (u,u1,T2) € V du probléme a deux échelles
suivant

/ A(y)(Vu+ V1) - (Ve + Vy®q)dedy + / A(y)(Vu+ Vya) - (Vo + V,®s) dz dy
QXYI Q><YY2

+/erh(y)(ﬂ1 —U2)(®1 — ®2)dardoy, = /Qf(:z:)go(:z:) d:z:+/ 9(y)®1(z,y) dzdoy,

QxT
(3.1.8)

pour tout ¢ € Hy(), &, € L*(Q, H,,.(Y1)), P2 € L*(Q, H'(Y2)).

Théoréme 21. (R. Bunoiu, C. Timofte [a24]) La solution (u,u1,u2) € V du probléme o deux

échelles est t.q. :

La fonction u € H}(Q) est l'unique solution du probléme homogénéisé
—div(A"™Vu) = £ dans Q, (3.1.9)

ot AM™ est la est la matrice homogénéisée définie dans .
Les fonctions u1(x,y) et ua(x,y) sont données par

L

y) +m(y),

Q)‘Q—)

Mz

a(a.) = = Y- SN W) + o)

1

J

ot x{ and xg sont définies par et la fonction (n1,m2) est l'unique solution du probléme de

cellule
—div, (A(y)Vm) = dans Y7,
—divy, (A(y)Vne) = dans Y3,
A(y)Vm -n = (y)( n2) —g(y) surT, (3.1.10)
A(y)Vnz - n = h(y)(m —n2) sur T,
Mr(m) = 0.

On étudie le comportement asymptotique, lorsque ¢ — 0, de la solution u® = (u§,u§) du
probleme suivant :

—div(4A*Vug) = f dans Qf,

—div(A*Vu§) = f dans Q3,

AsVu§ - nf =eh® (u] —u3) — G° sur I'e, (3.1.11)
ASVu§ - n® = eh® (u] — u3) sur I'¢,

uf =0 sur Of2.

Les estimations a priori montrent que la suite u® est bornée dans H€ et des résultats généraux
de compacité (voir Proposition en Annexe) impliquent Dexistence de u; € H(Q), Uy €
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L2, HY (1)), us € L2(Q), Gy € L2(Q,H'(Y2)) t.q. Mp(@) = 0, Mp(dz) = 0 et, & une

per
sous-suite pres, lorsque € — 0, on a :

TE(us) — wy dans L?(Q, H'(Y7)) fort,

TE(Vu5) — Vuy + V,u;  dans L2(Q x Y7) faible,

T5 (u 5) — Uy dans L?(Q, H'(Y3)) faible, 3119
TE(VUQ) Vo dans L?(Q x Y3) faible, (3.1.12)
a5 — |Yr|ug dans L?(Q) faible,

u§ — |Ya|usg dans L?(Q) faible.

On considere I'espace
V = Hj(Q) x L*(Q, Wper (Y1)) x L?(Q) x L*(Q, W (Y2)).

e Cas 1:

Théoreme 22. (R. Bunoiu, C. Timofte [a3d]) L’ unique solution u® = (u§,u§) du probléme varia-

tionnel associé a (3.1.11)) converge, dans le sens , vers (up, Uy, ug,U2) €V, t.q.

— div(AYMVuy (z)) = f(x) + [T|Mr(g)  dans €, (3.1.13)
Z 8u1 XI(y) dans Q x Yy, (3.1.14)
(%cj X1
uz(x) = uy(x) + &f(x) dans Q, (3.1.15)
[T Mrp(h)
et

Uo(z,y) =0 dans Q x Ya. (3.1.16)

La matrice homogénéisée Ai™est définie pouri,j =1,..., N par

N an
AV = / (aij - Zaik1> dy. (3.1.17)
Yl k=1 8yl€

La j-éme composante de la fonction x1, X1 € H;er(Yl) (j=1,...,N) est solution faible des
problémes de cellule :
—div, (A(y)(Vyx] —¢;)) =0 dans Yy,
(A(y)(VuXJ1 —e¢;))-n=0 sur T, (3.1.18)
Mr(x1) =0,

ou n désigne la normale unitaire extérieure a Ys.

e Cas 2: (cas particulier d’un cas plus général étudié dans [a32])

Théoreme 23. (R. Bunoiu, C. Timofte [a32]) L unique solution u¢ = (u§, u§) du probléme varia-

tionnel associé a (3.1.11]) converge, dans le sens , vers (ug, Uy, ug, Uz) € V, t.q. ta(x,y) =0

et (u1, Uy, us) vérifie le probléme a deux échelles :

/ A(y)(Vur + Vyuy) - (Vi + Vy@q) dedy + ||Y||MF( )/(m —uz)(p1 — o) dz =
QXYl Q

/ f (@) () dar dy + / F(2)pa(z) dzdy + / o) (2,y) dadoy,  (3.1.19)
QxYp QAxYs

QxT
pour tout p1 € HY(Q), p2 € HY(Q), &1 € L2(Q, H,, (Y1)).

per
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Théoréeme 24. (R. Bunoiu, C. Timofte [a32]) La solution (u1,Uy,us,U2) € V est t.q. le couple
(u1,uz2) € H}(2) x L*(Q) est l'unique solution du systéme homogénéisé

— div(Abom vy, (2) = f(x) dans Q,
|Ya| (3.1.20)
ug(x) = ui(z) + =———<f(x) dans Q,
avec la matrice homogénéisée AY°™ donnée par ,
N ou
~ 1 ]
Uy (z,y) == 3. @xi(y) +n(y), (3.1.21)
j=1""7
et
uz(z,y) = 0. (3.1.22)

Les fonctions X{ sont définies par . La fonction Y -périodique n dans (3.1.21)) est l'unique

solution du probléme de cellule suivant, qui est un probleme de Neumann non homogéne

—div, (A(y)Vyn) =0 dans Y7,
Ay)Vyn-n=—g(y) surT, (3.1.23)
Mr(n) = 0.

On remarque que le probleme ([3.1.20)) s’écrit aussi sous la forme d’un systéme formé par une
équation aux dérivées partielles et une équation algébrique, comme ci-dessous :

—div(A}Vuy (2)) + [DMr(h) (1 —uz) = [Yi]f  dans Q,
—|TIMr(h)(uy —ug) = |Ya|f dans €, (3.1.24)
up () 0 sur 0f.

Il s’agit d’un systéme connu dans la littérature comme systéme de Barenblatt et dont la princi-
pale caractéristique est le fait que, en chaque point du domaine €2, il y a deux températures limites
différentes, u; et us. Ce phénomene a d’abord été constaté dans la pratique, par L.I. Rubinstein
(|lRub4g]) et par G.I. Barenblatt, I.P. Zheltov, I.N. Kochina ([BZK60]). Il y a différentes manieéres
de dériver le systéeme de Barenblatt et leur présentation ne rentre pas les objectifs de notre travail.
Le but est de donner ici une explication mathématique quant au manque du terme de diffusion a
la limite, dans la deuxiéme équation du systeme . Ceci est du a la géométrie du domaine,
plus précisément au fait que le domaine Q5 n’est pas connexe. R. Showalter a fait remarquer dans
[Sho97] que la matrice de diffusion correspondant & 5 devrait étre zéro a la limite, car il n’y a
pas de diffusion directe entre les différentes composantes (disjointes) du domaine 5. On donne
ci-dessous ’explication mathématique de ce phénomene physique.

Si la fonction f est plus réguliere, par exemple si f € H(Q), alors, d’apres , la fonction
uo appartient & H'(Q). Dans 'égalité

/ A(Y)Vytz - V,@odady =0, Vb, € L*(Q, H'(V2)), (3.1.25)
QxYs

que nous obtenons lors de la preuve du Théoréme 23] posons
aQ(xvy> = VIUQ(.’E) ' (y - MF(y)) + 7“062(‘%73/)7
avec Uz (z,y) € L2(Q, H' (Ys)) et Mr(iz) = 0. Alors I'égalité (3.1.25) devient
/ A(y)(Vpug + Vi) - Vy®odady =0, V&, € L2(Q, H'(Y2))
Q><Y2

et cette derniere implique le fait que s est 'unique solution du probléme suivant :

—divy (A(y)(Vuz + Vyuz)) =0  dans 2 x Y5,
A(y)(Vug + Vytis) -n=0 sur Q2 x I,
Mr(ig) = 0.
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On cherche 5 sous la forme

" ou j
ﬁ?(‘ray) = _Z z(x)X%(y%

1 8217j
et on trouve que le “correcteur” Xg (j =1,...,N) vérifie le probleme de cellule

—divy (A(W)(Vyxh —¢;)) =0 dans Yy,

(AW)(Vyxs — ;) - n=0 sur T,

MF(X%) =0.

On remarque ensuite que X3 = y; — Mr(y;) est Punique solution du probleme (3.1), d’ott on en
déduit que la “matrice homogénéisée” AL°™ (voir (0.0.4)) est la matrice nulle. Ce résultat est donc
en accord avec [Sho97], ou la matrice a tout simplement été supposée étre zéro pour le modele
de Barenblatt correspondant a un milieu poreux totalement fissuré. D’un point de vue physique,
ceci signifie qu’il n’y a pas de transfert thermique direct entre les composantes du domaine non
connexe {25 et le caractere non connexe de )5 se traduit d'un point de vue mathématique par la
valeur explicite et particuliere de la solution x3 du probleme .

3.2 Cas de la “double conductivité® : | =2

Le cas connu dans la littérature comme étant celui de la “double conductivité” (voir [BP84)
Chapitre 7], [AR93]), correspond & une conductivité beaucoup plus faible dans le domaine 5, plus
précisément de Pordre de 2. Tout au long de cette section on s’intéresse au cas de la “double

conductivité” et avec I’hypothese
[r=1]

Deux cas sont présentés, celui de I'homogénéisation dans le domaine €2 défini précédemment d’une
part et celui de 'homogénéisation dans un domaine périodique de faible épaisseur (voir Figure ,
d’autre part.

On étudie le comportement asymptotique, lorsque ¢ — 0, de la solution u® = (u§,u§) du
probleme suivant :

—div(A*Vug) = f dans Qf,

—div(e245Vus) = f dans €3,

AsVu§ - nf =eh® (uf —ui) — G° sur T'¢, (3.2.1)
e2AVu§ - n® = eh® (uf — uj) on I'¢

uf =0 sur Of.

En utilisant les estimations a priori et les résultats de compacité (voir Proposition en
Annexe), on obtient qu'il existe u; € Hy(Q), uy € L*(Q, H),,(Y1)), U2 € L*(Q, H'(Yz2)) t.q.
Mr(t1) = 0 et, & une sous-suite prés, pour € — 0, on a :

TE(u§) — up dans L?(Q2, H'(Y7)) fort,
TE(Vu§) = Vug + Vi, dansL?(Q x Y7) faible,
T5 (u§) — 1o dans L?(Q, H(Y3)) faible,
eT5 (Vug) — Vs dansL?(Q2 x Y3) faible, (3.2.2)
a5 — |Y1|ug dans L2(9) faible,
u5 — / U (x,y) dy dans L?(Q) faible.
Y2

On considere I'espace
V= Hj(Q) x L? (Q; Wper(Y1)) x L* (0, H' (Y2))
muni pour tout V = (v,01,02) € V de la norme
2 ~ 12 ~ 12 ~ 12
VIy = Vo + Vyv1||L2(Q><y1) + ||Vyv2||L2(QxY2) + v - U2HL2(Q><F) .
Les résultats obtenus dans le cas d’un domaine périodique sont les suivants :
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Théoreme 25. (R. Bunoiu, C. Timofte [a28]) L unique solution u® = (u§, u3) du probléme varia-
tionnel associé a ([3.2.1)) converge, dans le sens du (3.2.9), vers lunique solution (uy,uy,Uz) € V
t.q.

—div(AMmVy, (7)) = f(2) + [T|Mr(g) dans 9,
(3.2.3)
u; =0 sur 052
et
N 8’[1,1 ;
Bi(ry) =~ 3 S @) dans @ x Vi, (3.2.4)
j=1 "
us(z,y) = ur(x) + f(x)x2(y) dans Q x Ys. (3.2.5)
La matrice homogénéisée AM™ est définie pour i, =1,...,N par

A}.’9m—/ (a”—ia»k8X{> dy (3.2.6)
= ij ; : 2.
i = Ouk

La fonction vectorielle xi € HY, (Y1) (j=1,...,N) et la fonction scalaire xo € H'(Y3) sont les

per
solutions faibles des problemes de cellule

- divy(A(y)(vaji —e€;)) =0 dans Yy,

(A(y)(Vij1 —e€;))-n=0 sur T, (3.2.7)
Mr(x1) =0
et
—divy(A(y)Vyx2) =1  dans Ys, (3.2.8)
AY)Vyx2-n+hxa=0 surl, -
ot n est la normale unitaire extérieure a Ys.
De plus, la solution faible (u$,u§) du probleme initial vérifie :
a5 — |Yiluy  dans L*(Q) faible (3.2.9)
et
ug — |Yaluy + </ x2(y) dy) [ dans L*(Q) faible. (3.2.10)
Ya

OCas2:

Théoréme 26. (R. Bunoiu, C. Timofte [a28]) L unique solution u¢ = (u§,u§) du probléme varia-
tionnel associé au converge, dans le sens de , vers 'unique solution (uy,uy,us) € V

du probleme a deux échelles suivant :

/ A(y)(Vur + Vyiir) - (Vo + Vy@q) dedy + / A(y)V g - Vy@o da dy+
QXYl QXYQ

h(y) (us — Tia) (0 — ) dardor, = / F(@)p() de dy+

QxT QxYy

/ F(2)®s (2, y) de dy + / 9(y)®1 (2, ) de do,, (3.2.11)
QAxYs QxT

pour tout p € HE(Q), &1 € L?(Q, HL,, (Y1), ®2 € L*(Q, H(Y2)).

per

Théoréme 27. (R. Bunoiu, C. Timofte [a28]) Les fonctions ui, U1 et Uy du Théoréme [26 sont
t.q.

(3.2.12)

—div(APmVuy (z)) = f(x) dans Q,
u; =0 sur 09
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et

Zgzl X (y) + n(y), (3.2.13)

Us(z,y) = ur(z) + f(2)x2(y)-

a matric homogénéisée AM°™ est donnée par et les fonctions X{ et x2 sont définies par
et . La fonction'Y -périodique n est l'unique solution du probléme de cellule ci-dessous,
qui est un probléme de Neumann non homogéne :

—divy (A(y)Vyn) =0 dans Y7,
Ay)Vyn-n=—g(y) surl, (3.2.14)
Mr(n) =0.

Les convergences (3.2.9) et (3.2.10) restent toujours vraies, avec uy solution du probléme ho-
mogénéisé (3.2.12).

Lorsqu’on considere un domaine périodique €2° de structure mince qui contient une seule cellule
de périodicité dans 1’épaisseur, comme par exemple celui représenté dans la Figure on utilise
des opérateurs d’éclatement spécifiques, adaptés a cette géométrie, et qui permettent d’effectuer a
la fois la réduction de dimension et ’homogénéisation lors du passage a la limite avec € vers zéro.
Ces opérateurs, introduits dans [Ono06] (voir aussi [GMO16] et [CDG19]), sont rappelés dans [a37,
Section 3]. Leur utilisation permet d’obtenir les résultats de convergence qui suivent.

On étudie le comportement asymptotique, lorsque ¢ — 0, de la solution u® = (u§,u§) du
probleme :

—div(4A°Vus) = f dans €3,

—div(e24A°Vu§) = f dans QS,

A*Vug -nf =€eh® (u] —u3) — G* sur I'¢,

e2A°Vu§ - n® = eh® (u] — uj) sur I, (3:2.15)
ASVUS v = eky sur 37,

ui =0 sur X9,

ol le domaine Q° = w x (0,¢) = {x = (Z,23)|T € w, 0 < z3 < €} (w domaine ouvert et borné de
R?) est constitué d’une couche horizontale formée d’un nombre entier de translatées de la cellule
Y (décrite & page 19). Ici QF = Q5 U U Q5, avec Q5 et Q5 deux domaines ouverts, tel que le
domaine 2§ est constitué d’une seule couche horizontale d’inclusions de taille € et périodiquement
réparties avec la périodicté €, Q5 = Q° \ Q5 et I'® désigne I'interface entre Q5 et Q5. La frontiere
de ©F est composée de la frontiere latérale 3%, et des frontieres supérieure et inférieure, notées
respectivement Ei’N et £, On finit par remarquer qu'en utilisant (5-2.10), on en déduit que

tout x € Q° est représenté sous la forme z = ¢ @ + %})
Pour tout nombre positif € < 1, on définit ’espace de Hilbert
H® =V x H'Y(95).

Lespace Ve = {v € H'(Qf)]v =0 on X%} est muni de la norme [[v[lve = [[Vo]|2qs), pour tout
v € V¢, et 'espace H'(Q5) est muni de la norme habituelle.

Afin de démontrer le caractére bien posé du probléme, on démontre d’abord deux lemmes
clé, adaptations au domaine de faible épaisseur des résultats connus pour le cas d'un domaine a
périodicité classique.

Lemme 28. (R. Bunoiu, C. Timofte [a37]) Pour tout v donné dans lespace H®, on a les relations
sutvantes :
lv1lZ205) < CUIVUllT2(as) + 2 Vvalieog) +ellvr — vallZarey),

||U2||%2(Q;) < C(HVWH%Z(Q;) + 52||VU2||%2(Q;) +eflvr — U2||%2(re))o
L’idée de la preuve est d’utiliser 'inégalité de Poincaré dans ’espace V¢, a savoir

[villz2as) < ClIVuillz2as), (3.2.16)
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EE,D

FI1GURE 3.1 — Domaine périodique mince ¢ et cellule de référence Y.

ainsi que les inégalités

[vallz2(ag) < C(elVvallL2(ag) + Vellvallzewe)) (3.2.17)

et
Velluillpzrey < ClelVorllrzas) + villz2os)) (3.2.18)

qui sont des adaptations & la présente géométrie des résultats de [Pol03] [MP10], respectivement.
Lemme 29. (R. Bunoiu, C. Timofte [a37]) Pour G¢ satisfaisant (3.0.2)) ou (3.0.3) et I’hypothése

(H4) et pour v1 € VE, on a l'inégalité suivante :

I:

/E G (z)v1(z) doy

<VeC||Vui| 2 (as)-

Ici, I'idée de la preuve est d’adapter un résultat dans [CDG19, Proposition 4.50]. En utilisant
la Définition [52] (ii) et [a37, Section 3] on a

G*(z)v1(z)do, = / Ty (G5)T(v1)dz doy =
wxI’

Te

[T ) - )] deday + [ TE(GIM () dedo, = I+ I,
wxI

wxI

ott l'opérateur M. : L?(w) — L?(w) est défini par

_ 1 _
Ml(v)(z) = al 71 (v1)(Z,y) dy.
il Jy,
O
On majore ensuite chacune des intégrales I, Is et on obtient le résultat.
En utilisant ensuite les estimations a priori et les résultats de compacité dans [a37, Section 3],

il existe u; € Hp(w), Uy € L?(w Ho_(Y1)), Ty € L%(w, H'(Y2)), avec Mp(t;) = 0, et t.q., & une

) TLper
sous-suite pres, lorsque € — 0, on a :

Fus) = wy dans L%(w, H(Y1)) faible,
E(Vzu§) = Vzug + Vyuy  dans L?(w x Y1) faible,
T (Ozyu]) = Oyt dans L?(w x Y7) faible, (3.2.19)
= (u§) — Us dans L?(w, H(Y>)) faible,
Ty (Vus) — Vs dans L?(w x Y3) faible.
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Ici § = (y1,y2) et H%(Yl) désigne 'espace des fonctions de H 1(Yl) qui sont 1-périodiques
en g. La forme particuliere des limites dans les convergences (3.2.19)2 et (3.2.19)3 suggere 'intro-
duction de la notation suivante : pour tout w = w(z) € H'(w), dont le gradient Vzw(z) a deux

composantes, on associe le vecteur tridimensionnel Vw(Z) défini par

Vw(z) = (Vzw(z),0).

(Y1) | Mr(v) = 0}. On définit I'espace

er

Soit Weer(Y1) = {v € H;
V = Hj(w) x L? (w; Wger(Y1)) x L (w, H'(Y2))
et pour tout V = (v,01,02) € V, on définit la norme de V :
2 = ~ 12 ~ 12 ~ 12
HVHV = va + vyleLz(wal) + ||Vyv2||L2(w><Y2) + ”U - v2||L2(w><F) .

oCasl:

Théoréme 30. (R. Bunoiu, C. Timofte [a37]) L’ unique solution u® = (u$,u§) du probléme va-

riationnel associé o (3.2.15)) converge, dans le sens de (3.2.19), vers (u1,u1,us) € V, ot up est

l"unique solution du probleme homogénéisé

—div z (AP"Vuy (7)) = f(Z) + |T|Mr(9) + ki (Z) + k_(Z)  dans w, (3.2.20)
ur =0 sur dw -
et
2 6U1 ;
uw (z,y) = — aT(f)XJl(y) dans w x Y7, (3.2.21)
j=1
U2(Z,y) = ur(Z) + f(T)x2(y) dans w x Ya. (3.2.22)

Les éléments de la matrice homogénéisée AM™ sont définis pour i,j € {1,2}, par

Ahpm:/ a--—ia-k% dy (3.2.23)
iJ Y ) P v 6yk

1

La fonction x1 = (x1,x3) € (Hﬁ(Yl))2 et la fonction scalaire xo € H'(Y2) sont les solutions

faibles des problémes de cellule :

- divy(A(y)(va]i —e;)) =0 dans Y,

(A(y)(vajl —e€j)) n=0 sur I,

3.2.24
(AW)(Vyxi —e;) - ve =0 sur B4, (3.2.24)
Mr(xi) =0,
ot vy = (0,0,£1) et
—div, (A(y)Vyx2) =1  dans Yz,
{ A(y)Vyxa-n+hxa=0 surl, (3.2.25)

ot n désigne la normale unitaire extérieure a Ys.

Théoréeme 31. (R. Bunoiu, C. Timofte [a37]) La solution (u1,u1,u2) € V vérifie : uy est l'unique
solution du probléme homogénéisé

{ ;1d;Vg (Ahomvul(j)) = f(j) + k+(i‘) + k_ (i‘) 532%57 (3226)
et
o 2 Ouy,
i (7,y) = =D == (@)xi () + (), (3.2.27)
j=1 "7



uz(z,y) = w1 (2) + f(T)x2(y)-

La matrice homogénéisée AP°™ est définie par et les fonctions X{; X2 sont définies respec-
tivement par (3.2.24) et (3.2.25). La fonction n, 1-périodique en yy et ya, est l'unique solution du
probleme de Neumann non homogéne suivant :

—div, (A(y)Vyn) =0 dans Y7,

Ay)Vyn-n=—g(y) surT,
A(y)Vyn-ve =0 sur L1 (3.2.28)
Mr(n) =0,

ot n désigne la normale unitaire extérieure a Yz et vy = (0,0,£1).

Remarque 32. Les deuz modéles présentés dans les Théorémes [3] et correspondent a des
situations spéciales de modéles a double conductivité, pour lesquels il y a également un phénomeéne
de réduction de dimension. L’effet de la faible épaisseur du domaine Q° se refléte dans le fait que,
a la limite, la diffusion a lieuw dans les deux directions horizontales uniquement, plus précisément
dans le domaine bidimensionnel w, dans lequel sont définis les problémes homogénéisés (|3.2.20))
et (3.2.26)), respectivement. Toutefois, la solution de chacun de ces problémes homogénéisés garde
en mémoire la variable locale verticale y3, via les valeurs des coefficients homogénéisés (3.2.23)),
qut dépendent des solutions des probléemes locaux . Par ailleurs, les correcteurs (3.2.21)),
(13.2.22)), (3.2.27) dépendent tous de la variable locale verticale ys, via les solutions des probléemes
locauzx (3.2.25)) et (3.2.28)]).

Perspectives.

Ensemble avec C. Timofte nous souhaitons étudier plusieurs problemes avec saut dans le flux de
la solution. Il y a tout d’abord la possibilité de continuer dans 'esprit de [a24], en gardant la méme
géométrie mais en faisant intervenir d’autres parameétres voire d’autres opérateurs. Une autre idée
qui pourrait s’avérer plus intéressante consiste & étudier le méme type de probléme (avec saut dans
la solution et dans son flux donc), mais posé dans des domaines avec des inclusions de type taille
critique. Les inclusions sont toujours distribuées dans le domaine avec une périodicité de I'ordre
du petit parametre €, mais la taille des inclusions est cette fois-ci considérée de taille r. > 0, t.q.

lim Te _ 0, lorsquee — 0.
€

Il est a souligner que tres peu de résultats existent a ce jour dans le cas de la présence de deux
matériaux, méme dans le cas sans saut dans le flux. On peut toutefois faire référence a [Mon04],

[Bell03], [GPQT].
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II Analyse asymptotique de
I’écoulement stationnaire d’un
fluide non linéaire viscoplastique
de Bingham

Dans cette deuxieéme partie, on présente les résultats obtenus pour ’écoulement de Bingham,
dans des domaines bidimensionnels ou tridimensionnels pour lesquels une dimension est beaucoup
plus petite que l'autre/les autres (voir [al0], [aIll], [a30] et [a4(]), ainsi que pour des milieux
périodiques & double périodicité (voir [a26] et [a25]) et pour des milieux périodiques minces (voir
[ad] et [a34]). Ces études, dans des domaines & géométrie différente, ont tout leur intérét d’un point
de vue pratique, car il est bien connu que la nature de I’écoulement dépend du type de fluide, mais
aussi de la géométrie du domaine dans lequel I’écoulement a lieu. Par ailleurs, tous ces domaines ont
en commun la présence d’un tres petit parametre, 1ié a leur géométrie. Par conséquent, la résolution
numérique de ces problemes n’est pas possible, car le pas de discrétisation devrait étre plus petit
que la taille du parametre. C’est pourquoi on propose d’effectuer une analyse asymptotique, en
étudiant par des méthodes de convergence le comportement limite de 1’écoulement, lorsque le
petit parametre lié & la géométrie du domaine tend vers zéro. Ce faisant, on propose des modeles
approchés rigoureux pour les problemes de départ, modeles indépendants du petit parametre et
pour lesquels la résolution numérique peut étre faite.

Le cadre général de travail pour les chapitres 4 et 5 est donné en début du chapitre 4. Les
spécificités de chaque domaine seront ensuité précisées, cas par cas.

N.B. Les travaux présentés dans cette deuxieéme partie ont été effectués entre 2003 et 2022, et
les notations different beaucoup d’un article & un autre. Afin de faciliter la lecture, les notations
sont harmonisées dans cette présentation.
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Chapitre 4

Ecoulement de Bingham dans des
domaines minces

Soit 2 un domaine tridimensionnel de frontiere Lipschitz continue 99 et soit f = (f1, fa, f3) €
(L?(©))3, une fonction donnée. On considere la vitesse u = (uy,ug,u3) et la pression p d'un fluide,
qui satisfont les équations

3
- Zax, (U(pa U))i] = fi da’ns Qa 1 S Z S 37 (401)
j=1
3
div =" dy,u; = 0 dans (4.0.2)
i=1
u =0 sur 9. (4.0.3)

Ici f représente la force extérieure, la relation ) décrit I'incompressibilité du fluide et la
relation exprime 'adhérence du fluide aux par01s du domaine.

Un element qui permet de distinguer différents types de fluides, c’est ’expression du tenseur
des contraintes, o(p,u). Pour les fluides newtoniens, qui sont tres répandus dans la réalité (par
exemple l'eau, l'air, certains gaz), les composantes du tenseur des contraintes o(p, u) sont définies
par

(o(p,w))is = —pdi; + 2u(Dul)y, 1<) <3 (4.0.4)

ou d;; est le symbole de Kronecker, le réel strictement positif u est la viscosité du fluide et (D[u]);; =
(0, u; + Oz,u;)/2 sont les composantes du tenseur de déformation. Si f appartient & (L?())? et
si V() est I'espace défini par V() = {v € (H;(Q))? | dive = 0}, alors pour u et p vérifiant
(4.0.1)-(4.0.4) on a le résultat suivant ([GR86]) :

Il existe un unique u € V(Q) et un unique (a une constante additive prés) p € L2(Q) t.q. (si
< -,+ > représente la dualité entre (H1(Q))? et (H}(Q))3)

a(u,v) =1l(v)— < Vp,o >, Yove (Hy(Q))?, (4.0.5)

avec a(u,v) = Q,u/ Dlu]: D[v] dz et I(v / f-oda.
Q

Un fluide dont le tenseur des contraintes n’est pas défini par la relation est un fluide non
newtonien. Il existe plusieurs catégories de fluides non newtoniens, comme par exemple les fluides
du type “loi de puissance”, les fluides de Carreau, de Cross, de Bingham. C’est a ’étude du fluide
de Bingham qu’on s’intéresse dans cette deuxieme partie du mémoire. On peut faire référence a
[CGRI6] pour une présentation des fluides non newtoniens. Pour un fluide de Bingham, le tenseur
des contraintes, non linéaire, est donné par (voir par exemple [DL72])

(a(p,u))ij = —pdi; + 2u(Dlu])ij + V29 (IDEE]LL (4.0.6)
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ot |D[u]|?* = D[u]: D[u] # 0 et le nombre positif g représente le seuil de plasticité du fluide.
Si g = 0, alors @ devient exactement . Les fluides viscoplastiques de Bingham sont
rencontrés assez souvent dans la pratique. Il s’agit par exemple de la lave volcanique, du béton
fluide, certaines huiles, peintures, argiles, ainsi que les boues de forage.

Pour une valeur de g donnée, la vitesse u4 et la pression p, correspondantes vérifiant —
(4.0.3) avec (4.0.6), sont t.q. ([DL72]) :

Il existe un unique u, € V(Q) et il existe p, € LE(Q) (non-unique), t.q.

alug, v —uy) +j(v) —j(uy) > l(v—1uy)— < Vpg,v —uy >, Yo € (Hg(Q))>. (4.0.7)

Ici, a,1, < -,- > sont définis dans ([L.0.5), et j(v) = V2¢ [, |ID[v]|dz, Vo € (H{())3.

Si le seuil de plasticité est de la forme g(e), avec € €]0,1] et t.q. g(¢) — 0 quand € — 0, alors
on a ([DL72, Chapitre 6, Théoreme 5.1.]) :

Quand € — 0, la solution ugyy du probleme correspondant & g = g(e) vérifie la conver-
gence ugey —u dans V(Q) faible, ot u est la solution du probleme de Stokes .

Donc, comme on pouvait s’y attendre, le caractére non linéaire de ’écoulement de Bingham
avec un seuil de plasticité faible est perdu a la limite, lorsque le seuil de plasticité tend vers zéro.
Ainsi, dans ce contexte, c’est I’écoulement newtonien qui est obtenu comme limite de ’écoulement
de Bingham. En revanche, lorsque le seuil de plasticité et le domaine d’écoulement dépendent
tous les deux d’un petit parametre ¢, il est possible que 1’écoulement non linéaire soit préservé
a la limite lorsque ¢ — 0, comme montré par J.L. Lions et E. Sanchez-Palencia. En effet, il est
prouvé dans [LSP8&1], en utilisant la méthode des développements asymptotiques, dans [Br89], en
utilisant la méthode d’épi-convergence, dans [BM93], en utilisant la convergence a deux échelles
que, dans un milieu poreux classique, le caractére non linéaire de ’écoulement est préservé apres
passage a la limite. Le probléeme limite obtenu est une loi de Darcy généralisée, non linéaire, qui
donne ’écoulement local (et en conséquence la vitesse de filtration) comme fonction du gradient
de pression. On retrouve également ce résultat dans [a2], en utilisant la méthode de 1’éclatement
périodique.

Une question naturelle qu’on s’est posée est la suivante : si le seuil de plasticité dépend de ¢ et, de
plus, le domaine d’écoulement lui-méme dépend du petit parametre €, quelle est le comportement
limite de la solution du probléme, lorsque € tend vers zéro?

L’objectif des deux chapitres suivants est de donner des exemples pour lesquels le caractere
non linéaire de I’écoulement de Bingham est préservé a la limite. Dans 4.1 et 4.2 on étudie des
écoulements dans des domaines de faible épaisseur, alors que dans le chapitre 5 on étudie des
écoulements dans des domaines périodiques qui présentent une double périodicité, d’une part, et
dans des domaines périodiques de faible épaisseur, d’autre part.

4.1 Cas des domaines minces de faible hauteur

Le premier résultat présenté porte sur ’écoulement de Bingham dans des domaines minces en
dimension deux et trois (voir [al0], [al1]).

Il s’agit de domaines pour lesquels, dans la pratique, le rapport entre la taille de la hauteur et la
taille des autres dimensions est tres petit et qui, de ce fait, peuvent étre modélisés par un domaine
dont la hauteur est de I'ordre d’un petit parametre, qu’'on note € (0 < € < 1). Comme études
antérieures similaires, on mentionne les résultats de G. Bayada et M. Chambat, qui considérent dans
[BC86] I’équation de Stokes avec des conditions de Dirichlet non homogenes au bord d’un domaine
tridimensionnel mince. A la limite, les auteurs dérivent une loi de Poiseuille bidimensionnelle pour la
moyenne en épaisseur de la vitesse, ainsi que I’équation de Reynolds, connue dans la pratique pour
calculer la distribution de la pression en lubrification. Il y a eu ensuite les résultats de A. Mikeli¢ et
R. Tapiéro, qui étudient dans [MT95] I’écoulement d’un fluide du type “loi de puissance” avec des
conditions de Dirichlet homogenes au bord d’'un domaine tridimensionnel mince. A la limite, les
auteurs dérivent pour la moyenne en épaisseur de la vitesse une loi de Poiseuille bidimensionnelle
non linéaire, dont la viscosité est fonction d’une puissance du gradient de la pression. Nos travaux
portant sur I’écoulement de Bingham, completent les précédents. Le cas de la dimension trois est
étudié dans [all] et sera présenté ici. Il permet de dériver a la limite une loi de Poiseuille non
linéaire et implicite (voir (£.1.12)). Le cas de la dimension deux, étudié¢ dans [al(], a un intérét
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tout particulier. En effet, cette étude permet de justifier une loi de type Bingham avec perte de
dimension, utilisée par les ingénieurs (par exemple dans [LM90]) et pour laquelle il n’existait pas
de justification mathématique rigoureuse. Cela permet aussi de justifier le modele d’écoulement
laminaire de Bingham dans une conduite, proposé dans [DL72]. On donnera ici les arguments
relatifs & ces deux justifications (voir Remarque .

Soit w C R? un domaine borné de frontiere Lipschitz continue. Soit 0 < & < 1. On définit le
domaine

Qe = {(x1,m2,23) €R3 | (w1,22) €Ew; 0 < x3 < eh(w1,12)}.

ol h:w — R est une fonction réguliere t.q. pour tout (z1,z2) € w
0 < hyg < h(!L‘l,{EQ) < hq, (411)

ol hg et hy sont des constantes réelles. On considere le probleme variationnel suivant, correspondant
a I’écoulement d’un fluide de Bingham avec seuil de plasticité d’ordre €, dans le domaine €, :
Trouver u. € V() = {v € (H}(2))? | divo =0} et p. € L3(Q) t.q.

a(ue,v —u) + j(0) — j(us) > (forv —u)a, + (pe,div (v —u))a., Vo€ (H(Q:))?, (4.1.2)

ot a(u,v) =24 [o Dlu] : Dluldz, j(v) = V2ge Jo. IDR]|dz,  (u,v)0. = [, u-vdz, et p, g sont
des réels strictement positifs, donnés. On commence par se ramener a un domaine indépendant de
g, en suivant les idées dans [CD79]. On effectue une dilatation du domaine €. dans la direction
verticale (par rapport & la variable x3) :

T3
= —. 4.1.3
Ys = (4.1.3)
Avec la notation =’ = (x1,x2), ceci implique que désormais les inconnues sont définies dans le
domaine
Q = {(@,y3) eR® |2’ €ew; 0<ys <h(z))}.

Si on note . € (H}(Q))? et p. € LE(Q), on a
(2’ ys) = ue(2',eys),  Pe(a’,ys) = pe(a’seys) pp. (¢,ys) € Q.

Afin d’écrire plus facilement les nouveaux opérateurs définis dans le domaine €2, qui eux dépendent
de €, on introduit, comme dans [MT95], quelques notations. Pour une fonction vectorielle v =
(v',v3) et une fonction scalaire w, on note Dy [v] = 3(Dgv + DL, v) et 9y, [v] = §(0y,v + 0L, v), ot
0y, = (0,0 -0t Relatif au changement de variables 1| on considere les opérateurs : D., D,

. ’ ayS .
div. et V., définis par

1
(Dev)ij = Og;vs pour i =1,2,3, j=1,2, (D.v);3= —0y,v; pour i=1,2,3,
€

D: [v] = = (Dev 4+ Do),  |D:[v] > = D: [v] : D, [v]

N =

1
divev = divg v’ + g(?%vg, Vew = (Vyw, gay:;w)t.

En utilisant la transformation (4.1.3]), 'inéquation variationnelle (4.1.2]) devient :
Trouver i € V(Q) = {v € (H}(Q))? | divv = 0} et p. € LE(Q) t.q.

ae (e, 0 — Ge) + Je(0) = je(e) = (f,0 — ) + (Pe, dive (D — Gc))a, VO € (Hp(R))°,  (4.1.4)

ou(5) =20 |

Q

En choisissant dans (4.1.4) successivement les fonctions test o = 2u. et © = 0, on obtient les
estimations a priori pour la vitesse :

D. [@] : D. [6] dz’ dys, j.(5) = v2g(e) /Q 1D [5]] da’ dys.

=Nl 2y < O IDeltelllz2ayyexs SCe,  [Deticll 12y < Ce.
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Les estimations a priori et 'inégalité de Korn impliquent que, a une sous-suite pres, on a pour la
vitesse les convergences suivantes, dans (L?(Q2))? faible :

1 Ot 1 0u. 1 Ot Ju

7u€_\u’ — _\O7 — N , —_

e? € (9931 9 81172 g2 8y3 8y3
On perd donc des informations quant aux dérivées par rapport aux variables horizontales x
et w2, ce qui nous amene a introduire quelques espaces fonctionnels qui sont nécessaires pour
P’analyse du probleme limite. Soit W = {veL*(Q)] 5 a” € L?(Q)}. Cet espace a déja été utilisé
dans [BC86|, pour une étude analogue portant sur l’equatlon de Stokes, et dans [MT95], pour
I’analyse asymptotique des fluides du type “loi de puissance”. La nouveauté de notre travail est
la démonstration du résultat de densité de la Proposition [33] ci-dessous. On définit P’application
linéaire

h(z")
TIN5 P TOE) = [ ol ) due
0

et on commence par donner quelques propriétés de 'opérateur T :
(i) On a T € L(L?(Q2), L*(w)) N L(HE (), H} (w)) et, pour tout v € HL(Q),

0 Ov 0 v
(i) Soit w € L2(Q) t.q. g—w = 0. Alors, il existe w € L?(w) t.q. w(z',y3) = w(z'), i.e., pour
Y3

tout v € L?(1Q),

/Q woda! dys — /w @@ )T () (') da.

On définit Ty = {(2/,0) | 2’ €@}, T1 = {(z/,h(z))) | 2’ €@}, et on dit que la fonction u € W
s’annule sur I' = 'y UT'y si, pour tout w € W, on a

/u—dx dys = /a—wdx dys.
Y3

H(div;w) = {® € (L*(w))? | divy(®) € L*(w)}.

Soit

Pour tout ® € H(div;w), on peut définir la trace ®-n sur dw, ol n est la normale unitaire extérieure
A w. Si la valeur de cette trace est zéro, alors, pour tout 1 € H'(w), on a

/w vy (@) do! = — /w Vi ddd

On note Hy(div;w) 'espace des fonctions appartenant & H(div;w) et dont la valeur de la trace est
égale a zéro. On définit 1'espace

W = { € (W)?| v sannule sur I et T(v') € Ho(div;w)} (4.1.6)

ou T(v') = (T(v1),T(ve)) si v' = (v1,v2). Cet espace est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire défini par

!/ / / !/ avl 8wl / : / : / /
(W ww = v w + T dz’dys + [ div(T'(v"))div(T(w")) dz’. (4.1.7)
Q w

On démontre le résultat de densité suivant.
Proposition 33. (R. Bunoiu, S. Kesavan [all]) L’espace HZ () est dense dans W.

En choisissant maintenant dans (4.1.4) la fonction test ¥ = W + u., avec w € (H(Q))3, on
obtient les estimations a priori pour la pression :

IVebell -1y < C Pl Lz < C-
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Ces estimations a priori sur la pression montrent qu’il existe une sous-suite de p. et il existe
p € LE(Q), indépendante de y3, t.q.

P — p dans L3(Q) faible.

Ceci nous ameéne a définir Wy = {v' € W | div(T(v')) = 0}, sous-espace de W qu’on utilisera
par la suite. En effet, cet espace joue a la limite un role similaire a celui joué dans le probleme de
départ par ’espace des fonctions a divergence nulle. Tout comme les annihilateurs des fonctions
a divergence nulle sont les gradients de fonctions scalaires, on donne une caractérisation analogue
des annihilateurs de W.

Proposition 34. (R. Bunoiu, S. Kesavan [all]) Soit F' € W', le dual de l’espace W, t.q. F(v') =
pour tout v' € Wy. Alors, il existe p € L?(w) t.q., pour tout v' € W,

/p Ydiv(T(v"))(z") dz’. (4.1.8)

Nous sommes en mesure de passer a la limite ¢ — 0 dans le probléme (4.1.4]) et on obtient le
résultat suivant.

Théoréeme 35. (R. Bunoiu, S. Kesavan [alll]) Soit (., p:) solution du probléme (4.1.4). Alors

e 2. — u = (u',0) dans (L?(Q))? faible et p. — p dans LZ(Q) faible. La limite (u',p) € Wy X
L3(R) est solution du probléme :

2 / Oy [0 Dy, [07) — By ) da’ dys + V2 / 10y, [0 da’ dys — v2g / By ]| e’ dys
Q Q Q

> / (@ =) da’ dys + / pdivy (T(v' —u'))da’ (4.1.9)
Q w
pour tout v' € W, ot f' = (f1, f2). De plus, la pression p est indépendante de la variable ys.

On analyse maintenant le caractére bien posé de ce probléme limite. En choisissant dans (4.1.9))
une fonction test v/ € Wy, on obtient

200 [ 0,000 [0') = Dy [u) Ao’y + V25 [ 10, [01)] 0’ dys — Vg [ 10,,[u) o’ dys
Q Q Q

> / (W =) da’ dys. (4.1.10)
Q

L’unicité de la vitesse limite se démontre de fagon classique, avec un raisonnement par I’absurde,
en supposant que (4.1.10) admet deux solutions u’ et @’. L’unicité de la limite implique que toute
la suite u. converge vers u = (u’,0). Ensuite, on récupére la pression p & partir de (4.1.10)), en
adaptant & ce cas anisotrope les idées de [DL72, Théoréme 9.1.] et en utilisant la Proposition

On s’intéresse maintenant a l'interprétation du probléeme limite variationnel . D’abord,
on montre dans [alll] que lorsque |9y, [u']| # 0, on a

_ 9 200y, [u'] + \@QM = ' —Vup dans Q (4.1.11)
N Oys [u']] ’

et par conséquent le tenseur des contraintes est donné apres passage a la limite ¢ — 0 par
Oys [V]
I%[ g

On remarque que si h(z') = 1, alors T'(u fo (2',y3) dys est exactement la moyenne en
épaisseur de la vitesse limite. Si de plus la fonctlon f est indépendante de la variable verticale, alors
on peut localiser la solution du probleme (4.1.9)) et on obtient une loi de Poiseuille non linéaire :

5(ulvp) = 2:“'8?!3[ ] + \[

T(w')="P(f —Vyp) dansw,
divT(u') =0 dans w, (4.1.12)
TWw) -n=0 sur dw,
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ou P(f' —Vup) = fol X(y3; f — Vp) dys, et x(ys; f' — Vp) := x est solution du probléme :

2 /O By [X)(Dys [v'] — Dy, [X]) dys + V29 /0 |0y, [v']| dys — V2g /O |0y, [X]| dys

> < 1= Vaep,v' = X >-1q0.1p)2, 13 oap)zs Y0 € (Ha(J0,1])%.

Remarque 36. Bien que cela soit un cas particulier du cas déja présenté, l’étude d’un probleme
posé initialement dans un domaine bidimensionnel est trés intéressante, et cela pour deux raisons.
Son premier intérét réside dans la comparaison du tenseur des contraintes limite obtenu dans ce
cas avec une loi de type Bingham anisotrope connue et utilisée par les ingénieurs, sans toutefois
qu’une justification mathématique rigoureuse de cette loi soit connue. En fait, le résultat qu’on
obtient correspond exractement a la loi utilisée par les ingénieurs. Son deuxiéme intérét réside
dans le fait que cette analyse justifie le modéle d’écoulement laminaire proposé par [DL7T2], pour
modéliser l’écoulement du fluide de Bingham dans une conduite, lorsque le nombre de Reynolds de
[’écoulement est petit.

Soit Q. le domaine bidimensionnel particulier, défini par Q. = {(z’,z3) | 2’ € (0,1); 0 < z3 <
e} Alors Q = {(2/,y3) | 2 € (0,1); 0 < y3 < 1} et les espaces W et Wy sont

W= {veL*9Q)] 68—;3 € L*(Q),v=0 sur T, T(v) € H3(0,1)}

Wo = {’U eW ‘ T(’U) = 0},
ou I représente I'union des frontieres supérieure et inférieure de € et T est défini par

T(v)(2') = / o(a, ys) dys.

0

Dans ce cas, le probléme limite s’écrit (voir [al0])

0 o’ o’ . Op
ayg[“ayﬁgsg“ (ayﬂ = (4.1.13)

ou sgn est la fonction signe. Le tenseur des contraintes est donné par

~ ou/ ou’
o= ua—; + g sgn (653) (4.1.14)
et il vérifie 5
/ 0, si|o| < g,
e _ o/’ - (4.1.15)
dys3 g—gsgn|-—|), silo[>g.
dys3

Ceci est exactement la loi de type Bingham avec perte de dimension, considérée par exemple dans
[ILMO9Q]. En effet, dans [LM90], les auteurs commencent par donner la loi , utilisée pour
approcher ’écoulement de Bingham dans un domaine bidimensionnel de faible épaisseur. Puis,
dans un domaine bidimensionnel de faible hauteur, ils considérent 1’écoulement de Bingham avec
une loi constitutive & deux viscosités. Sous certaines contraintes sur les viscosités, ils effectuent une
analyse de perturbation du modele bidimensionnel et ainsi ils dérivent formellement . Dans
notre cas, a partir d’'un écoulement de Bingham bidimensionnel posé dans un domaine de hauteur
€, avec un seuil de plasticité d’ordre ¢, on dérive par une analyse asymptotique rigoureuse.
On note aussi que le role de seuil de la constante g est bien mis en évidence dans . En
effet, le mouvement du fluide (autre que le déplacement constant) survient uniquement lorsque |7|
atteint ou dépasse la valeur g.

On présente maintenant une comparaison entre le probléme limite (4.1.13)) et le modele proposé
dans [DL72] pour 'écoulement dans une conduite. On commence par remarquer que pour le modele
que nous étudions, le nombre de Reynolds de I’écoulement est petit, étant de I’ordre de 2. Pour un
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nombre de Reynolds petit, les auteurs proposent dans [DL72, Chapitre 6] un modele d’écoulement
laminaire, pour lequel le tenseur des déformations est exactement donné par

19u’
lg , 2 Oys
o R
2 dys 0

ce qui implique que le tenseur des contraintes est celui que nous avons trouvé dans .
Notre étude justifie ainsi rigoureusement le modele d’écoulement laminaire proposé, qu’on obtient
comme la limite d'un écoulement de Bingham posé dans un domaine pour lequel la hauteur est
beaucoup plus petite que sa longueur, domaine qui correspond bien a la modélisation d’une conduite
bidimensionnelle.

4.2 Cas des domaines minces a jonction

On présente maintenant les résultats obtenus dans [a30], pour I’écoulement du fluide de Bin-
gham dans un domaine bidimensionnel 2. & jonction, de type T, comme celui représenté dans
la Figure (a) ci-dessous. Plus précisément . est I'union des domaines Q¢ = | -5, £[ x [0,1],
QF =]—1, 5[ x]—¢,0], et de leur interface | -5, 5[ x {0}.

Les domaines minces a jonction de type T, sont d’un grand intérét pratique, en dépollution des
sols par exemple. Dans [DGJS08|, les auteurs analysent I’effet d’une telle jonction sur un mélange
eau-huile. Pour des applications numériques dans une telle structure, on peut citer [T et al.]. Pour
I'étude d’un écoulement de Navier—Stokes dans un multi-domaine mince, on fait référence a [Pan05].
A notre connaissance, il n’y a pas d’analyse asymptotique par convergence, d'un écoulement dans
une telle structure.

Le probleme qu’on étudie dans le domaine €2, est le probleme . L’idée est d’utiliser a
nouveau la technique de dilatation du domaine. Cette fois-ci, la dilatation doit se faire avec deux
opérateurs distincts, un pour chacun des domaines Q2 et QY respectivement. De plus, afin de
pouvoir passer a la limite dans le terme en pression, on est amené a travailler avec deux pressions
différentes, mais appartenant a la méme classe d’équivalence. On considere une pression p. qui est
solution du probleme , et dans sa classe d’équivalence on définit ci-dessous deux pressions,
ge et r- tel que la premiere soit de moyenne nulle sur Q¢ et la deuxieme soit de moyenne nulle sur
QL. Pour tout ¢ fixé, soit u. € (H} (QE))2 la solution du probleme et soit p. € L?(Q.)/R
une solution du probleme (4.1.2)) (avec les adaptations de rigueur, dues a la géométrie du domaine
Q..)

On a I’égalité suivante

1
(VPey v = te) (1 a2, (g 00))* = <v (pe 192 Ja padx> o u> .
: (H=1(2:))*,(Hg (2e))

On pose

=p.— — d
Qs pE |Qg| Qgpf LU,

et on remarque que la fonction ¢. € L?(£2.) est de moyenne nulle sur Q¢ et

(pe, div (v =)o, = (VPe, v = te) (512, (my(00))* =

= (Vge,v — u5>(H_1(QE))2,(H(}(QE))2 = (ge, div (v —uc))gq_ -

Dong, si p. est une solution du probleme (4.1.2)), alors g. est également une solution du probléme
(4.1.2)), et par conséquent le probleme (4.1.2)) est équivalent au probleme

a(ue,v —u) + j(v) — j(ue) > (fo,v —ue)a, + (g, div (v —u))a,, Yo € (HJ(Q))®.  (4.2.1)

De maniere analogue, on pose 7. = p. pedzx, la fonction r. € L?(£2.) est de moyenne

192 Ja
nulle sur QY et
(pe, div (v —ue))g, = (re; div (v —ue))g_ -
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FIGURE 4.1 — Domaine mince & jonction, de type T : (a) domaine initial; (b) domaine apres
dilatation ; (¢) domaine apres passage & la limite.

De plus, le couple (u.,r.) € (Hol(QE))2 x (L?(Q:)/R) est une solution de (4.2.1), avec 7. au lieu
de gq..

On considere le domaine obtenu apres dilatation de chaque branche (voir Figure (b)) :

11 11
Qe =|-2, - 1, Q@ =|-=,=|x]-1
|-33| <1t 2= |-5.5] x1-v01

r%am\( —;,;[x{0}>7 rgzagb\(]—%,g[xw})y

on écrit la formulation variationnelle du probléme (4.2.1)) (et son analogue pour r.) dans le domaine
Q* U QP, en utilisant les transformations

x = (z1,22) € O — (exy, z2) € Int(Q2),
x = (x1,22) € Q° — (x1,ex0) € Int(Q2),
et ensuite on passe a la limite ¢ — 0. On démontre le résultat suivant.

Théoréme 37. (R. Bunoiu, A. Gaudiello, A. Leopardi [a30]) Pour tout e €0, 1[, soit ((u2,u?), (g%, q?))

€ €

et ((ul,ub), (re,rl)) solution (avec deux normalisations différentes pour la pression) du probléme
(4.2.1) obtenu aprés dilatation (on garde les mémes notations pour les fonctions dilatées) et de son
analogue pour re, t.q. la pression vérifie les conditions de normalisation

/ ¢¢drydzea =0 et / rg dz; dzy = 0.
a Qb

Soit les espaces anisotropes W, W&, Wb WP, définis par
1
1 2
W = {w e L*(Q%), 9w € L*(Q%),w =0 sur{i2} x]0,1[, T*(w) = / wdz; € Hy(]0,1)}
_1
We¢ ={weW*=0T%w) =0, dans ]0,1[}, ’
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1 0
= {w € L?(Q°), 0,,w € L?(Y), w:Osur}—2 [ {~1,0}, T*(w )—/
-1
We={weW Tl(w)=0 dans]f%,%[}
Alors il existe u§ € W§ et ub € W{ t.q

e 2ug — (0,ug) dans (L2(Q%)) e=2ul — (ub,0) dans (L2(Q}))”
£720,,ul — (0,0,,us) dans (L2(Q“))2 £ 20,,ub — (9,,u},0) dans (L?
e tu? — 0 dans (Hl(Q“))2 e~ tub — 0 dans (Hl(Qb))2

et il existe ¢* € L?(Q%) indépendant de x1,et r° € L*(QP) indépendant de x5 t.q.

! 3
/ q*dzs =0, / rdz, = 0,
0 _1

2
q® — q“dans L*(Q%) faible, 1% — 1% dans L*(Q°) faible.
De plus, (ug,q*) est solution du probléme
1

ug € W, ¢° € L2(Qa)7 /0 q“dzs =0,

/Q (400, 10, (" — ) + g (|Ory 0] — |9y ) day iz
1
d
> f8 (w* —ug) day dze + / @ (T* (w®* — ug)) daa,
Qo d~r2

Yw® e W9,
et (u}, %) est solution du probleme

1
3
ub e W, p’e LA(QY), / pPdzy =0,
1
3
/Qb (“amgul{81;2 (wb — ul{) +g (|8I2wb| = |8z2ul{|)) dz; dz,

> [ ) dedea s [0 (@ - ad)) d,

Yuwb € WP,

11

(4.2.2)

(4.2.3)

Un aspect tres important de ce théoreme réside dans le fait que le probleme limite est découplé.
Il est constitué de deux problemes indépendants, chacun posé dans I'une des branches dilatées du
domaine limite (voir Figure ¢)). On remarque que chacun des deux probleémes est non linéaire et
son tenseur des contraintes est celui trouvé a la limite dans (avec des notations adaptées).
Le phénomene de découplage est du au choix des conditions aux limites aux extrémités des deux
branches du domaine T, qui sont du type Dirichlet homogene. Voici quelques éléments de preuve

du théoreme. Apres dilatation du domaine ., les solutions u? et u® vérifient

k

u =0sur {£3}xJ0,1[, w’=0sur |-4, 1[x{-1},

u? =0sur %  wb =0 sur I’

9

N =
N | =

et elles sont couplées, via I'égalité u®(x1,0) = ul(ex1,0) sur } —

A la limite, les solutions u® et u® sont découplées et vérifient

u’ =0sur |—3, %[ x {0},

u$ = 0 dans Q°, ug =0 dans Q°,

T%(ug) = 0 dans 0,1, T°(u?) = [°, u} das = 0 dans | -1, 1.
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On donne la preuve de la deuxieme égalité dans (4.2.7)), qui n’est pas immédiate, car on ne sait

pas si u? = 0 sur | — £, £[x{0}. On sait que pour tout € on a div’(u?) = 0 dans Q°, ce qui implique

272
pour tout €

1 11
/Qb (&61 (ug)l + gﬁm (ule’)2> p(z1)drydee =0 Ve e C5°(] — > 5[) (4.2.8)
Soit n €]0, [, fixé. La condition aux limites sur u? implique
[ 0ns )y ety derdza = [ (u), elrimader das =0, 29)

Vo e Cs° (] -5, —nlUln, 3[), Vetaq §<m,

oll ny est la deuxieme composante de la normale unitaire extérieure & 92, ou encore

/21 Oy (T? ((ug)l)) o(ry)dz; = / Or, (ug)l o(x1) dzy dze = 0,
Vo € Cg° (I - 5, —nlUln 50), ¥8,5 <n.

Par conséquent, 0,, (Tb ((ug)l)) = 0 dans| — %,—n[u]n, %[7 Yo t.q. g < m, ce qui implique
T° ((ug)l) =0 dans | — %, —n[U]n, %[,Vd t.q. g <, car T* ((u§),) (£3) = 0. On utilise

T ((u?),) = 0 dans ] — 3, —n[Uln, 5, Ve, § <n,

et la convergence u® — u® dans (L?(2"))? faible pour trouver

T ((u*),) = 0 dans | — 3, —n[U]n, 5]. (4.2.10)

Le résultat est une conséquence du choix arbitraire de 1 €0, %[

On finit par remarquer que chacun des problemes limite (4.2.2)) et (4.2.3]) conduit a une loi de
type Bingham avec perte de dimension, comme dans (4.1.13])-(4.1.15|).

T2
Ll

LT‘

Xy

T

FIGURE 4.2 — Domaine a jonction de type Y

Un probleme que nous avons étudié tres récemment dans [a40] est celui de I'écoulement du fluide
de Bingham, dans un domaine 2. bidimensionnel dont la géométrie est de type Y (voir Figure
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. Les conditions au bord sont du type Dirichlet homogenes pour la vitesse. Il est & mentionner
que cette étude ne peut pas étre vue comme une généralisation du cas déja étudié dansfa3(]; en
effet, la géométrie de type Y considérée, dans le cas extréme qui correspond aux deux branches
supérieures du Y qui s’écartent, ne conduit pas & un domaine de type T comme celui représenté
dans la Figure a). Apres passage a la limite par rapport au petit parametre € lié & ’épaisseur
du domaine, on obtient trois problemes découplés. Chacun de ces problemes décrit un écoulement
anisotrope, correspondant & une loi constitutive de type Bingham avec perte de dimension.

Perspectives.

Dans [a30] et [a40] nous avons démontré que lors de I’écoulement d’un fluide dans un domaine
mince & jonction (de type T ou de type Y), le probléme se découple & la limite lorsque I’épaisseur
du domaine tend vers zéro. On a pu observer que le découplage est dit au choix des conditions aux
limites pour la vitesse, du type Dirichlet homogenes sur tout le bord du domaine. Avec A. Gaudiello
nous sommes actuellement en train d’étudier, avec la méme méthode de convergence, un écoulement
de Stokes dans un domaine du type Y, mais avec des conditions de Dirichlet non homogenes sur
une partie du domaine. On fait référence aux résultats de A. Nachit, G.P. Panasenko, A.M. Zine
(INPZ13]) pour I’étude asymptotique et numérique (avec la méthode de la décomposition partielle
des domaines), d’un probléme analogue, pour des écoulements newtoniens et non newtonien du type
“loi de puissance”. D’un point de vue physique, ce probleme correspond & une injection de fluide
et comme application pratique on peut mentionner les puits d’injection destinés a la remédiation
des sols pollués, ainsi que la circulation du sang dans les vaisseaux sanguins.
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Chapitre 5

Ecoulement de Bingham dans des
domaines périodiques

Le but de ce dernier chapitre est de présenter les résultats obtenus pour I’écoulement de Bin-
gham dans certains domaines périodiques, qui modélisent les milieux poreux, et ont de ce fait beau-
coup d’applications pratiques. Comme déja évoqué au début du chapitre 4, des études sont connues
dans un milieu poreux classique (voir Figure (a)). En effet, J.L. Lions et E. Sanchez-Palencia
dans [LSP81], ensuite A. Brillard dans [Br89] et A. Bourgeat, A. Mikeli¢ dans [BM93], ont considéré
I’écoulement de Bingham et ont montré que le probleme limite obtenu apres homogénéisation du
probléme initial, est une loi de Darcy généralisée, non linéaire, qui donne 1’écoulement local (et
en conséquence la vitesse de filtration) comme fonction du gradient de pression. Dans la réalité, il
existe aussi des milieux poreux avec une structure géométrique plus complexe (voir Figure (b),
(c), (d) et Figure[5.2)), et c’est & certains de ces milieux qu’on s’y intéresse.

5.1 Cas des domaines a double périodicité

Dans [a20] et [a25], on étudie 'écoulement non linéaire dans des domaines & double périodicité,
qui modélisent deux types de milieux poreux. Premiérement, dans [a26], on considére un milieu
poreux qui présente des obstacles imperméables de deux tailles différentes, comme dans I’exemple
de la Figure (b). Deuxiémement, dans [a25], on considére un milieu poreux fissuré qui présente
de petits obstacles, comme dans I’exemple de la Figure (c). Dans les deux cas, on commence
par démontrer des résultats généraux de compacité correspondants a chaque géométrie, et ensuite
on applique ces résultats a ’étude d’un écoulement non linéaire. Bien que les résultats restent vrais
en dimension quelconque, la présentation est faite ici dans le cas de la dimension trois, cas tres
significatif d’un point de vue des applications.

Soit © un ouvert borné de R? de frontiere Lipschitz continue 8. Le domaine Q.5 représenté
dans la Figure (b) est décrit par

O = {x€Q|1y* (g) 1, (J(e)) :1},

ol 0 < & < 1 et pour tout &, on considere 0 < §(e) < € t.q. lin%é(g) =0.Ici Y = (0,1)% et
e—

Z = (0,1)3 sont les cellules de référence, Yy et Z, sont des domaines ouverts bornés (modélisant
les obstacles) t.q. Y, CY, Z, C Z, et Y* =Y \Y,, Z* = Z\ Z,. Le domaine §_s présente donc
une structure a double périodicité : il y a des petits obstacles de taille € et des tres petits obstacles
de taille €d(¢). La frontiere 0Qs est composée de la frontiere de €2, notée 0 et de l'union des
frontiéres de I’ensemble de tous les obstacles, notée I'..

L’opérateur d’éclatement 7° de la Définition (voir Annexe) s’applique & toute fonction de
lespace LP()) et son image est une fonction de l'espace LP(Q x Y). On consideére 'opérateur
analogue, 79, qui agit sur les fonctions de I’espace LP(Q x Y).
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(a) (b) (c) (d)

FIGURE 5.1 — (a) Domaine a périodicité simple; (b), (c), (d) Domaines & périodicité double.

Si v e LP(Q x Y), alors P'opérateur d’éclatement T est défini par

7—6(“)(%%2) =v (%6[%}2 +5z) pour (z,y,2) € Q2 XY X Z,

ou x joue le role d’'un parametre. On montre d’abord un résultat général de compacité, qui fait
intervenir les deux opérateurs, 7¢ et 7°.

Proposition 38. (R. Bunoiu, G. Cardone [a26]) Soit {®.5}.; une suite de Hj(SQ), t.q.

||4585HL2(Q) +ed ”VQSE(;”(Lz(Q))a <C.

Alors il existe ® dans L2 (QxY; ngr (2)) t.q., @ une sous-suite prés toujours notée 4, on a lorsque
e—=>0etd—0

T (T (Pes)) = & dans L2(Q x Y x Z) faible,
T(Pes) — / P dz dans L?(Q x Y) faible,
z, (5.1.1)
b5 — ddydz dans L2(Q) faible,
Y xZ

5T (T2 (Vo de5)) — Vzgf dans (L2(2 x Y x Z))? faible,

ouw H).. (Z)={¢ € H'(Z)| ¢ est Z-périodique} .

per

On remarque ensuite que si {®.s}_s est une suite de Pespace HJ (£2.5) t.q. son extension par zéro
a ) tout entier vérifie les hypotheses de la Proposition alors tous les résultats de la proposition
restent vrais pour la suite {@c5} 5, avec Y et Z remplacés par Y* et Z* dans la description de tous
les espaces fonctionnels, ainsi que dans les intégrales.

On applique la Proposition pour 'homogénéisation de ’écoulement du fluide de Bingham
dans le domaine €).s décrit ci-dessus. Plus précisément, on s’intéresse au passage a la limite ¢ — 0,
0 — 0 dans le probleme suivant :
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Trouver u.s € V (Qes) = {v € (Hg (955))3 | dive = 0 dans QE(;}, pes € L2 (Qes), t.q.

{ e (Uss, U — Ues) + Jeo (V) — Jes (Ues) = (f,0 — ues)q_, — (VPess v — ues)as,

Vo € (H (Q5))° (5.1.2)

s (u,0) =20 [

D[u]: D[v] dz, ja;(v):\@gsa/ ID[v]| da.
Qes

Qsé

Afin d’obtenir des estimations a priori sur la vitesse u.5, on adapte la méthode introduite par
Tartar dans [Tar80] pour les milieux poreux classiques, afin de démontrer I'inégalité de Poincaré
suivante :

3
ol 20,y < C8 V0l gy Vo€ (HS (Re0))°.

)

Pour définir 'opérateur d’extension de la pression au domaine €) tout entier, on généralise ici les
résultats de R. Bunoiu, J. Saint Jean Paulin [a§], en suivant les idées de L. Tartar [Tar80].

Lemme 39. Ii existe un opérateur de restriction
Ses + (Hy ()" — (Hp(Qes))’

t.q.
1. Scs (v) = v dans Qes, Vv € (H (Qe6))3,
2. div Sesv = 0 dans Qg5 si dive = 0 dans QQ,
3. €6 [V Sesvll(2(q.4))2xs + €960l (p2( 52 < Cllvllari(ay)s -

Soit v € (HL())2. Comme Vpes € (H ! (Qe5))3, on définit Papplication F€ par
<F€,'U>Q = <VP567555U>955 s

olt S.5 est 'opérateur défini dans le Lemme En utilisant les idées de L.Tartar [Tar80], on
montre d’abord qu’il existe une extension p.s de la pression p.s au domaine ) tout entier, t.q.
Des = Pes dans Q5 et ' = Vp.s. Ensuite, pour toute fonction v qui est I'extension par zéro au
domaine © tout entier d'une fonction de (H}(€es))?, on en déduit :

—(Vpes, v)a.; = —(Vpes, v)a = (Pes, divo)g . (5.1.3)

On considere 'extension de toute fonction de (HE(Qes))? par zéro a 2 tout entier. En particulier,
on considere l'extension de la solution u.s, sans toutefois changer la notation.
Les estimations a priori pour la vitesse et la pression sont :

(€8) "2 [usl 20y + (€60) ™ [ Vttesll 2 (ayys < C,

”vﬁsﬁH(Hﬂ(Q))s < Ceé; HﬁséHLg(Q) < C.
Dans le probleme (5.1.2)), on utilise la relation (vraie pour ¢ et § suffisamment petits)

/ ddr =~ / Ts5(T. (@) dzdydz, Ve € L' (Q),
Q QXY xZ

qui permet la transformation des intégrales définies sur €2 en des intégrales définies sur le domaine
Q xY x Z, ainsi que les propriétés des opérateurs d’éclatement (voir Proposition [51{ en Annexe).
Le principal résultat, obtenu apres passage a la limite dans le probléme variationnel 7 est le
théoreme suivant.

60



Théoréeme 40. (R. Bunoiu, G. Cardone [a26]) Soit u.s et pes vérifiant (5.1.2)), (5.1.3). Alors il
existe U (x,y,z) € L* (Q xY* H! (Z*)3) et p e L3(Q) t.q.

per

U —\/ U (-, 2) dydz dans (L* (2))? faible (5.1.4)
€242 Yo x 7+

Pes — p dans LE(Q) fort

[ DLfal 0.00) - D.fa) dyds+vEg [ DL (0] dyd (5.1.5)
Y*xZ* Y

* 5 T*

Vo[ L[l dyds 2 (- Ve @~ D)y
Y*xZ*

pour tout ® € V, ou

V= {<I> € Lz(Y*;W),divy/ ddz =0 dans Y*,/ ddz Y-pér,ny / ddz =0 sur 3Y5}

* * *

W={peH,, ,(Z%), div,¢ =0dans Z*}

perO
H;er,O(Z*) ={pc (H(Z")?, ¢=0surZ,, ¢ est Z-périodique}.

La fonction u vérifie :

divx/ udydz =0 dans Q, (5.1.6)
Y*xZ*

divy/ udz =0 dans Q@ x Y™, (5.1.7)

div,u =0 dans Q@ x Y* x Z*, (5.1.8)

n- / udydz = 0 sur 09, (5.1.9)
Y*xZ*

U -ny prend des valeurs opposées sur les faces opposées de Z, (5.1.10)

ny - / udz = 0 prend des valeurs opposées sur les faces opposées de Y, (5.1.11)

U-ng =0 sur 0Zs, (5.1.12)

ny~/ udz =0 sur 9Ys. (5.1.13)

Une fois le probleme limite obtenu, il est intéressant de l'interpréter comme une loi de
Darcy. On commence par remarquer que la variable z est un parametre dans 'inéquation locale
(5.1.5)). Ensuite, on rappelle que dans le cas linéaire (c’est-a-dire lorsque g = 0), il y a une relation
explicite entre u(x,y, z) et Vp. L’obtention d’une relation explicite n’est pas possible dans ce cas,
due a la forme particuliere de la non linéarité. En revanche, en suivant les idées dans [LSPRI], on a

u(z,y,2) = x(y, 2 f(x) = Vap()), (5.1.14)

ott x(&) = x(y,2;€) (avec £ € R?) est I'unique solution du probléme :
Trouver x(§) € V t.q.

2u/*/*Dz[x(€)]: (D, [®] — D [x(£))) dydz+\fg/*/* )| dydz (5.1.15)
_fg/*/* Oll dydz > (£, @ — x(&))y=xz=, Y EV.
Les relations et (5.1.9) impliquent

</ u(z,y, z) dydz7Vq> =0, Vge H'(Q),
Y*xZ* Q
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d’ott la pression p vérifie (K(f — VD), Vq)a = 0, Vg € H*(2), avec la fonction non linéaire K :
R3 — R3 définie par

K(¢) =/Y* . X(y,2;€) dydz.

La vitesse de filtration étant définie par
@)= [ ) dydz,
Y*xZ*

on a d’apres (5.1.4), la convergence

Ues
€242

— 2% dans (L?*(Q))? faible

et u¥ vérifie la loi de Darcy non linéaire

u(x) = K(f —Vp) dans Q,
divu® =0 dans €, (5.1.16)
u®-n =0 sur 0f).

On rappelle que la pression limite n’est pas unique, mais les diverses déterminations de la
pression donnent la méme vitesse moyenne (voir [LSP8Il Section 4.3]).

On finit par mentionner les résultats obtenus dans le cadre d’un probléeme posé dans le domaine
représenté dans la Figure (¢), étudié dans [a25]. La principale nouveauté de ce travail est le
résultat qui montre que pour le passage a la limite dans les problemes étudiés, on peut utiliser des
fonctions test qui s’annulent sur tout le domaine Y\ ', au lieu d’utiliser des fonctions qui s’annulent
uniquement sur les petits obstacles, comme cela devrait étre le cas naturellement. Ceci est di a la
géométrie particuliere, d’'une part, et au fait qu’on considere des conditions de Dirichlet homogenes
sur la surface des inclusions, d’autre part. On en déduit que dans ce cas, le probleme limite aura
exactement la méme forme que le probleme limite obtenu par homogénéisation du méme probleme,
posé initialement dans un domaine qui contient des inclusions qui occupent I’entier domaine Y \ '
dans la cellule de référence Y. Bien entendu, ce résultat n’est pas valable pour le cas des conditions
de Dirichlet non homogenes ou pour des conditions de Neumann sur le bord des inclusions. Dans
[a25] nous avons appliqué ce résultat a écoulement d’un fluide du type “loi de puissance”. Son
application & I’écoulement d’un fluide de Bingham dans le domaine représenté dans la Figure [5.1]
¢), conduirait exactement au probléme limite obtenu dans [a2], Théoréeme 1].

5.2 Cas des domaines périodiques de faible hauteur

Dans cette section, on utilise les techniques de réduction de dimension du chapitre 4 et une
adaptation de I'éclatement périodique, pour étudier le comportement limite de la vitesse et de la
pression correspondant a ’écoulement de Bingham avec seuil de plasticité petit, dans un domaine
tridimensionnel périodique 2., de faible hauteur ¢ et dont la périodicité dans les deux directions
horizontales est a.. On étudie trois cas, suivant la valeur A = lim._,q(a./¢). A la limite, dans
chaque cas, on obtient des problémes nouveaux dans la littérature et pour lesquels le caractere non
linéaire de I’écoulement est préservé. (voir [ad] et [a34])

Soit w un ensemble ouvert borné de R? de frontiere Ow Lipschitz continue. Le domaine €, =
we x (0,¢€), représenté dans la figure est obtenu a partir du domaine = w x (0, ¢), duquel on
enleve 'ensemble S., constitué de 'union de cylindres périodiquement répartis avec la périodicité
ae, et dont le diametre est de 'ordre de a.. Ici a. est un petit parametre dépendant de e, tel que
lim,_,ga. =0.

On cherche u. € V(£2) et p. € L3(£2) t.q.

a(ue,v —ue) +j(v) = j(ue) > (fo,0 = uc)o. + (pe,div (v —ue))a., Yo e (Hy(2))?,  (5.2.1)

a(u,v)zQ,u/Q D[] : D[v] dz, j(v):\/ig(a)/ﬂ D[] dz,

€ €
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FIGURE 5.2 — Domaine 2. = w. x (0,¢)

et les valeurs considérées pour le seuil de plasticité g(e) sont précisées dans la Remarque ci-
dessous. Le probleme admet une unique solution u. € V(€.) et une solution (non unique)
pe € L3(2.). On commence comme dans le chapitre 4, par effectuer une dilatation du domaine €2,
dans la direction verticale (par rapport a la variable x3) : y3 = “2. Ceci implique que désormais

les inconnues sont définies dans le domaine Q. = w. x (0,1) : 4. € (HA(Q))?, p. € L3(Q.)
par e (z',y3) = ue(2',ey3), De(a’,ys) = pe(2',eys) p.p. (a',y3) € Q.. En utilisant la dilatation,
I’inéquation variationnelle devient :

Trouver @i, € V() et p. € L2(9.) t.q.

ac (e, 0 = Gc) + o (0) = je(e) > (f,0 = Ge)g. + (Pe, dive (0 — ) , Vo€ (H (D)%, (5.2.2)

0. (i1, 5) = 24 /f2 D. [@] : D. [6] dz’ dys, jo(5) = v2g(e) [ 1D [5]] da’ dys,

€

(1, 0)5, = / @-oda’ dys, V(Q.) = {o € (H}(Q:))?|dived = 0 dans .}

Qe

Remarque 41. On étudie les cas suivants pour la valeur du sewil de plasticité g(e) :

i) gle) =gae, sia. e, ou si a. K &€,

it) g(e) = ge, sia:. > e.
ou g est un réel strictement positif. Ces valeurs sont les plus intéressantes, car elles permettent
de répondre a la question que nous nous sommes posée, celle de la préservation du caractére non
linéaire de I’écoulement apres le passage a la limite.

L’objectif maintenant est d’étudier le comportement limite des fonctions . et p., qui vérifient
. Remarquons que la dilatation dans la variable verticale n’est pas suffisant pour permettre
le passage a la limite. C’est pourquoi on utilise pour la suite I'adaptation a cette géométrie
(voir [ASGIT]), de la méthode d’éclatement périodique de [CDGI9]. Pour ' € R?, on utilise
la décomposition ([5.2.10) (voir Annexe), avec a. & la place de ¢, et on obtient

! !
2 =a, {x} + a. {x} . (5.2.3)
ae ae

En particulier, cette décomposition est valable pour tout z’ € w. Soit (i, P.) € (HA(Q))? x L3(Q),
ot @ désigne l'extension de la vitesse par zéro & ensemble © tout entier et P, est le prolongement
de la pression p. au domaine {2 tout entier, prolongement obtenu par une adaptation a la présente
géométrie des résultats de [Tar80]. Comme Q = wx (0,1), étant donné (i, P.) € (Hg (92))? x L3(5),

on effectue un éclatement dans les deux directions horizontales, en définissant (4., P.) par

/

R 5 T . ~ x/
e (2', y) = G (ae L] + aay’,y:a) ,P.(2',y) = P. (ae L] + aay’,yg) , (5.2.4)

£ £

En utilisant des fonctions test particulieres et des inégalités de Poincaré et de Korn adaptées a

cette géométrie (voir [ASGIT]), on obtient des estimations a priori pour les suites (4., ;) :
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Lemme 42. I existe une constante C' indépendante de €, t.q. (iie, P.) (voir ) vérifie
i) sia. ~ e, avec az/e = X\, 0 < XA < 400, ou a. K €, alors

||as||(L2(wxy))3 < Ca?a ||Dy'[ﬂs]H(L2(wa))3x2 SCaia ||8y3[fLEH|(L2(wa))3 <Cea,
it) sia. > ¢, alors
Hﬂs”(m(wxy)p < Ce?, ||Dy'[ﬂe]H(L2(wa))3xz <Cace, H3y3[ﬂs]||(Lz(wa))3 <Ce?,

et, de plus, dans chaque cas,

<C

e =
L2(wXxY)

Avec ces estimations a priori, on est en mesure de passer a la limite dans le probleme ([5.2.2)).
On démontre les trois théorémes de convergence suivants, ot A = lim._g(a./e).

aszs(0<)\<+oo)‘

Théoréme 43. (M. Anguiano, R. Bunoiu [a34]) Si a. ~ €, avec ac/e — A, 0 < A < 400, alors
(tie /a2, P.) converge vers (1, P) dans L*(w; H*(Y)?) x L3(w x Y) faible, ou

2;4/ Dafil: (0217~ Da la) dx’dy+\/§g/ 1B ] o’y (5.2.5)

—\/ig/ Dy [4]| dz’ dy > / (@ =4’ do'dy — VP (0 —4') da’ dy,
wxY wxY wxY

ot Dy[-] =Dy [[] + Ay, ] et pour tout o € L*(w; H(Y)?) t.q.

(2", y) =0 dans w x Yy, diva® =0 dans w x Y, </ (2, y) dy) n=0 sur dw et
Y

divat =0 dans w x Y, div, (/ o' (2, y) dy> =0 dans w, (/ o' (2, y) dy) -n =0 sur dw,
Y Y

(5.2.6)
ou divy = diVy/ + )‘8?/3

a. <e (A=0)

Théoréme 44. (M. Anguiano, R. Bunoiu [a34]) Si a. < ¢, alors (i /a2, P.) converge vers (i, P)
dans L*(Q; HY(Y")3) x LE(w x Y) faible, ou

QM/XY Dy/ [ﬂl] : (]D)y/ [f}/] — ]D)y/ [ﬁ’]) da’ dy + ﬂg/xy |Dy/ [’IN)/” da’ dy (527)

—\[29/ D, [4]| dz’ dy > / fo@ =4 da’ dy — Ve P (0 —4) da'dy,
wXxY wXY wXxY

pour tout © € L*(Q; HY(Y')?) t.q.

9(2',y) =0 dans w x Yy, div, o' =0 dans w X Y, </ (2, y) dy) ‘n=0 sur Ow et
Y

divy @' =0 dans w x Y, div, </ o' (2, y) dy> =0 dans w, </ o' (2, y) dy> -n =0 dans Ow.
Y Y

ac > e (A= +00)|

Théoréme 45. (M. Anguiano, R. Bunoiu [a34]) Si a. > ¢, alors (ii./e%, P.) converge vers (i, P)
dans H*(0,1; L*(w x Y')3) x L3(w x Y) faible, ot

2;1/ Dys (U] (By [0] — By, [0]) da’ dy + \/ﬁg/ |0y, [0']] dz’ dy (5.2.8)

wXxY wXY

—\[29/ |0y, [0]] dz’ dy > / fo@—=4') da’ dy — Ve P (0 =) da'dy,
wXxY wXY wXxY
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pour tout © € H*(0,1; L?(w x Y')3) t.q.

o(z',y) =0 dans w x Yy, divyd’ =0 dans w x Y, (/ (2, y) dy) ‘n =0 sur Ow et
%

divy ' =0 dans w x Y, divy (/ o' (2, y) dy) =0 dans w, (/ (2, y) dy) -n =0 sur dw.
1% 1%

Pour conclure, on remarque qu’on peut adapter la méthode utilisée dans la Section [5.1] afin de
montrer que chacun de problemes limites (5.2.5)), (5.2.7) et (5.2.8)), s’écrit comme une loi de Darcy
non linéaire, de la forme :

U'(z') = K> ( F(a) — Vx/[:’(a:’)) dans w,
C{in/(j/(x/) =0 dans w, (529)
Ul n=0 sur dw,

ol la vitesse de filtration U(z') = (U’(x’), [73(33’)) est définie par

1 1
0(!) = / i, y) dy = / (Y/ a( ) dy' | dys = / (', ys) dys.
0 7

Y 0

Dans chacun des trois cas, la composante verticale de la vitesse de filtration, Us, est égale a
zéro. Ceci est en accord avec les résultats obtenus précédemment pour les écoulements newtoniens
(équations de Stokes) étudiés dans cette méme géométrie (voir [E et al], [Angl7]). Dans (5.2.9), la
fonction IC* : R? — R? est non linéaire, et son expression ne peut pas étre donnée explicitement.

Néanmoins, dans chaque cas, pour tout £ € R?, on a K*(&) = [ X§ (y) dy, on Xf\ est solution d’un
v

probleme de cellule :

e si 0 < A < +00, alors le probleme de cellule est un probléeme de Bingham tridimensionnel,
posé dans le domaine Y = Y’ x]0, 1[. Dans ce cas, au niveau local, l'effet de I’homogénéisation et
I’effet réduction de dimension sont a 1’équilibre ;

e si A\ = 0, alors le probléme de cellule est bidimensionnel, posé dans Y’ (défini pour tout
y3 €]0,1[). Dans ce cas, au niveau local, leffet de 'homogénéisation domine Deffet réduction de
dimension ;

e si A = 400, alors le probleme de cellule est unidimensionnel, posé dans ]0,1[ (défini pour
tout 3y’ € Y'). Dans ce cas, au niveau local, I’écoulement est régi par une loi de type Bingham
avec perte de dimension (comme dans ), leffet réduction de dimension dominant l'effet de
I’homogénéisation.

Perspectives.

Un projet en collaboration avec M. Anguiano consiste a étudier ’écoulement de Bingham
dans un domaine semblable & celui du [a34], mais cette fois-ci avec des cylindres verticaux dont
le diametre n’est pas du méme ordre de grandeur que la périodicité. On cherche actuellement
a identifier la taille critique pour le diametre des cylindres, qui permettrait de faire apparaiitre
des effets du type terme étrange, comme ceux obtenus par A. Brillard ([Br89]) dans le cas de
I’écoulement d’un fluide de Bingham dans un milieu poreux avec des tres petites inclusions. Ce
probléme a au moins une application pratique intéressante, modélisant I’écoulement du béton fluide
entre des courts piliers verticaux en acier.
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Annexe : convergence a deux
échelles et opérateurs d’éclatement

On rappelle ici les définitions et quelques propriétés relatives a deux méthodes de convergence
spécifiques pour ’homogénéisation périodique et utilisées tout au long de ce travail. Ces méthodes,
qui sont équivalentes en un sens qui est précisé dans la Proposition ont la particularité de
fournir apres passage a la limite avec ¢ vers zéro dans le probléme initial posé dans ’ensemble €2,
un probleme & deux échelles, défini sur 2 X Y et indépendant de . La solution de ce probléeme
préserve le caractere oscillant de la fonction initiale et permet ensuite de dériver a la fois le probleme
homogénéisé et les problemes de cellule.

Ces deux méthodes se distinguent par la maniere de dériver le probléeme limite a deux échelles.

La méthode de la convergence & deux échelles est due & G. Nguetseng ([Ngu89]) et a G. Allaire
([AI192]). Elle consiste & prendre, dans la formulation variationnelle du probléme initial, des fonc-
tions test oscillantes et & passer ensuite a la limite a I’aide de la convergence a deux échelles (voir la
Définition et a des résultats de compacité correspondants. La deuxieme méthode est basée sur
la définition d’un opérateur appelé opérateur d’éclatement, qui transforme toute fonction définie
dans le domaine ) en une fonction qui a deux échelles spatiales, étant définie dans le domaine
QxY (voir la Déﬁnition. L’opérateur d’éclatement est appliqué a la formulation variationnelle
du probleme initial, en utilisant ses propriétés, données dans la Proposition Ensuite, le passage
a la limite se fait dans la formulation variationnelle ainsi éclatée, a I’aide des résultats de compa-
cité de la méme proposition. Cette méthode a d’abord été utilisée par [ADH90], [BLM96], [Len97],
[CDO0] pour 'homogénéisation de problemes spécifiques. Mais la méthode d’éclatement périodique
en tant que méthode générale a été proposée, formalisée et développée par D. Ciordnescu, A.
Damlamian et G. Griso ([CDGI9]).

Sans restreindre la généralité, on suppose que le domaine €2 est toujours couvert par un nombre
entier de cellules du type eY* = e(k+Y) (k € ZV). Par ailleurs, on omettra d’écrire la mesure de
Y, car elle est égale & 1 lorsque Y = (0,1)".

Définition 46. (Convergence a deux échelles ([Ngu89], [All92]) Soit p € (1,+00). Une suite {v°}
de LP(S2) converge a deuz échelles vers v € LP(2 x Y') si pour tout ¢ € C5°(Q2,Ce,(Y)) on a

x
[o@u (5. 2) s [ v pitey) doay,
Q € Qxy
lorsque € — 0. Alors, on note
v 25 0,
Cette définition a un sens, grace a la propriété suivante.

Proposition 47. ([Ngu89|, [AlI92]) Soit p € (1,+00). De toute suite {v°} bornée de fonctions
dans LP()) on peut extraire une sous-suite qui converge & deux échelles vers une fonction v. La
Définition [46 implique la convergence faible suivante pour la suite {v} de LP(S2) :

v° = /v(m,y) dy dans LP(QY) faible.
Y
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On remarque maintenant que pour tout x € RY, si on note par [z] la partie entiere de 2 dans
ZN alors x — [z] € Y, ou Y = (0,1). On pose {} = x — [z] pour € RY. En particulier, pour

tout = € RN et tout € > 0, on a
r=¢ [f} +a{§}. (5.2.10)
€ €

Définition 48. (Opérateur d’éclatement [CDGI9, Définition 1.2]) Pour toute fonction ¢ Lebesgue
mesurable sur €, l'opérateur d’éclatement périodique T¢ est défini par

T (p)(z,y) = (6 E} + €y) pour (z,y) € A x Y.

La fonction T¢ () est Lebesgue-mesurable sur €2 x Y. On a ainsi doublé le nombre de variables,
les oscillations de la fonction ¢, s’il y en a, sont mises dans la variable y et de cette facon on obtient
une séparation des deux échelles spatiales x et y. On a la propriété suivante.

Proposition 49. ([CDGI9l Proposition 1.12]) Soit p € (1,+00). Soit {v°} une suite de fonctions
bornée dans LP(Q2). Alors la suite {T¢(v®)} est bornée dans LP(2 X Y') et on a :

(i) Si
T (v®) — v dans LP(Q2 X Y) faible,
alors
" = /y(x,y) dy dans LP(S2) faible.
Y

(i) Si la suite {v°} converge vers une fonction v dans LP(Q) faible, alors, & une sous-suite
pres, il existe v € LP(Q X Y'), de moyenne nulle sur Y et t.q.

Te(®) = v+ dans LP(2 x Y) faible.

Pour une suite bornée de LP(2), il y a équivalence entre la convergence & deux échelles de la
suite et la convergence faible de la suite éclatée correspondante.

Proposition 50. ([CDG19, Proposition 1.19]) Soit p € (1,400). Soit {v°} une suite bornée de
fonctions dans LP(QY). Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :
(i) la suite {v°} converge & deuz échelles vers v ;

(ii) la suite {T°(v®)} converge vers v dans LP(2 x Y') faible.
L’opérateur d’éclatement 7° a les propriétés suivantes.

Proposition 51. ([CDGI19, Chapitre 1])
Propriétés de 'opérateur 7°: LP(Q2) — LP(2 xY), pe(1,00) :
P1) L'opérateur T¢ est linéaire et continu.

P2) On a T=(vu) = T¢(v)T=(u), pour v,u fonctions Lebesgue mesurables.
P3) (Formule d’intégration) Si v € L1(Q), alors on a

/v(x) dz = / TEW)(z,y) dx dy.
Q Qxy
P4) Si {v°} est une suite de fonctions dans L*(Q), alors

Elig(l) v¥(z)dr = glg%) T (v%)(x,y) dz dy.
Q QxY
P5)
1T ()l r@xvy < [vlLe(0)-
Résultats de convergence :
Cvl) Siv e LP(Q), alors T¢(v) = v dans LP(Q x Y') fort.
Cv2) Siv® — v dans LP(QY) fort, alors T¢(v®) — v dans LP(Q X Y) fort.
Cv3) Soit w mesurable sur'Y, prolongé par Y -périodicité a lespace RN . On définit la suite de

fonctions w®(x) = w (g) , p.p. € RY. Alors T¢(w|q)(x,y) = w(y).
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Résultats de compacité :
Col) Si {v°} est une suite de WHP(Q) qui converge vers v dans WP (Q) faible, alors

T¢(v°) — v dans LP(Q; WP(Y)) faible,

et il existe v € LP(Q; W) L(Y)) avec My (0) =0 et t.q., d une sous-suite prés,

TE(Vv®) = Vo+V, 0 dans (LP(Q x Y))V faible.
Co2) Soit {v°} une suite de WHP(Q) t.q.
vl e @) + el VOS]l ey < C.

Alors il existe v € LP(Q) et v € LP(Q;WLE(Y)) avec My (D) = 0 et t.q., a une sous-suite prés,

per
v® — v dans LP(Q) faible,

eVvE — 0 dans (LP(Q))N faible,
T¢(v°) — v+ dans LP(Q; WHP(Y)) faible,
Te(eVv®) = Vy(T5(v:)) = V, 0 dans (LP(Q x Y))N faible.

Comme dans la Définition @ on peut définir les opérateurs d’éclatement 77, 75 et 7,7, utilisés
dans le présent travail (voir [CDGI9], [DNTTII]). On rappelle qu’on se place dans la configuration
géométrique de la Figure|l| correspondant & un domaine 25 connexe et a un domaine Q5 qui n’est
pas connexe. La principale caractéristique de ces opérateurs réside dans le fait qu’ils transforment
des fonctions définies dans les domains oscillants 97, Q5 et I'*; en des fonctions définies dans les
domaines fixes 2 X Y7, 2 x Y5 et Q x I'. Le gain est le suivant : pour une suite de fonctions définies
sur I'un des domaines oscillants il n’y a pas de résultat de compacité, alors que pour la suite de ses
éclatés, les résultats classiques de compacité s’appliquent.

Définition 52. ([CDGI9, Chapitre 4], [DNTT11])
(i) Pour toute fonction ¢ Lebesgue mesurable dans Q,, a € {1, 2}, les opérateurs d’éclatement
périodique sont définis par

Ti(o)(z,y) = (6 [g} +€y) pour (z,y) € Q x Y,.

Si ¢ est une fonction définie dans €, on écrit 75 (¢) au lieu de 75 (¢|as )-

(ii) Pour toute fonction ¢ Lebesgue mesurable sur I'?, 'opérateur d’éclatement frontiere 7,° est
défini par

Ty (o) (z,y) = (5 [g] +€y) pour (z,y) € Q x T.

Les deux opérateurs 7F et 75 ont des propriétés analogues a l'opérateur T¢. Par ailleurs, les
résultats de compacité Col) et Co2) de la Proposition restent vraies pour 'opérateur 7;°. Pour
des résultats de compacité spécifiques a 'opérateur 75 on fait référence a [DNT11, Théoréme 2.18,
Théoréme 2.19]. On rappelle ici quelques propriétés de I'opérateur 7,7 [CDG19, Chapitre 4].

Proposition 53. (i) (Formule d’intégration) Si p € L'(T¢), alors on a

1
/ o(@)do, =+ [ TE(0) () dedoy,
€ € Jaxr

(ii) Sip € HY(QG), alors Ty () = T (¢)laxr ;

(iti) Si @ € LP(T) est Y-périodique et ¢*(x) = ¢ (£), alors T (¢)(z) = T () (£) = ¢(y),
pour p € [1,00].
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Résumé

Ce mémoire de synthese (d’habilitation a diriger les recherches) regroupe cer-
tains de mes travaux de recherche, qui portent sur ’analyse asymptotique en ho-

mogénéisation périodique et dans des domaines minces ; il comporte deux parties.

La premiere partie porte sur des problemes d’homogénéisation, posés dans des
domaines hétérogenes a deux composantes complémentaires périodiques. Le point
de départ est constitué par le probleme classique de la diffusion dans un milieu
hétérogene périodique et l'objectif est d’étudier 1'étendue de l'influence, dans le
processus d’homogénéisation, de chaque hypothese de travail : les aspects qualita-
tifs des coefficients périodiques qui caractérisent le milieu hétérogene, le caractere
linéaire/non linéaire du probleme, la géométrie du domaine dans lequel le probleme
est posé. La deuxieme partie porte sur ’analyse asymptotique de 1’écoulement sta-
tionnaire d'un fluide non linéaire viscoplastique de Bingham. Le fluide de Bingham,
dont la loi de comportement est non linéaire et a seuil, est étudié dans différents types
de domaines dont la géométrie est caractérisée par la présence d’un petit parametre.
Des modeles approchés qui préservent le caractere non linéaire de I’écoulement sont
obtenus lorsque le petit parametre tend vers zéro, modeles qui font apparaitre des
nouvelles lois de Poiseuille et de Darcy, non linéaires.

Abstract

This synopsis of my work (supporting my request for an authorization to supervise
research) surveys my work on asymptotic analysis in periodic homogenization and

thin domains. It has two parts.

The first part deals with homogenization problems, posed in heterogeneous media
with two periodic complementary components. The starting point is the classical
problem of diffusion in a heterogeneous periodic medium and the objective is to
study the extent of the influence, in the homogenization process, of each hypothe-
sis : the qualitative assumptions on the periodic coefficients which characterize the
heterogeneous media, the nonlinear character of the problem and the geometry of
the domain in which the problem is posed. The second part deals with the asymp-
totic analysis of the stationary flow of a Bingham viscoplastic nonlinear fluid. The
Bingham fluid, whose constitutive law is nonlinear and has a threshold, is studied
in different types of domains, whose geometry is characterized by the presence of a
small parameter. Approximate models that preserve the nonlinear character of the
flow are obtained when the small parameter tends to zero. These models reveal new,
nonlinear Poiseuille and Darcy laws.
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